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Ρερίλθψθ 

 Η παροφςα πτυχιακι εργαςία περιςτρζφεται γφρω από τα προβλιματα 

θλεκτρομαγνθτικισ ςκζδαςθσ και μαγνθτικισ κακαρότθτασ ςυςτιματοσ. 

Η πολυπλοκότθτα των δφο αυτϊν προβλθμάτων οδθγεί ςτθν εφαρμογι 

αρικμθτικϊν/υπολογιςτικϊν μεκόδων, τθσ MAS (Method of Auxiliary Sources/Μζκοδοσ  

Βοθκθτικϊν Ρθγϊν) και τθσ MDM (Multiple magnetic Dipole Model/Μοντζλο πολλαπλϊν 

μαγνθτικϊν διπόλων) αντίςτοιχα. Και ςτισ δφο αυτζσ μεκόδουσ προςπακοφμε να 

προςεγγίςουμε ζνα θλεκτρομαγνθτικό πεδίο μζςα από πθγζσ τοποκετθμζνεσ ςτο 

εςωτερικό τθσ δομισ του προβλιματοσ. Σε μια τζτοια προςπάκεια εμφανίηονται τα 

ηθτιματα τθσ ςφγκλιςθσ τθσ μεκόδου. Ριο ςυγκεκριμζνα, επικυμοφμε να προςεγγίςουμε το 

εκάςτοτε πεδίο με όςο το δυνατόν λιγότερθ απόκλιςθ από το πραγματικό αλλά και να 

ελζγξουμε αν θ προςζγγιςθ αυτι γίνεται με μακθματικά ςωςτό τρόπο. 

 Στα πρϊτα δφο κεφάλαια παρουςιάηεται θ MAS και τονίηονται τα πλεονεκτιματα 

τθσ ωσ προσ άλλεσ μεκόδουσ. Αρχικά αναλφεται ο τρόποσ εφαρμογισ τθσ και οι εξιςϊςεισ 

που τθν διζπουν. Στθ ςυνζχεια ελζγχουμε τθ ςφγκλιςθ τθσ μεκόδου ωσ προσ το πραγματικό 

ςκεδαηόμενο πεδίο. Ρροκφπτει ζνα ιδιαιτζρωσ ενδιαφζρον ςυμπζραςμα: Αν οι πθγζσ 

τοποκετθκοφν ςε ςθμεία εςωτερικά μιασ κρίςιμθσ επιφάνειασ, παρουςιάηουν ζντονεσ 

ταλαντϊςεισ που δεν οφείλονται ςε ςφάλματα ςτρογγυλοποίθςθσ. Ραρολ'αυτά 

προςεγγίηουν καλϊσ το ςκεδαηόμενο πεδίο. Στο τρίτο κεφάλαιο ςυγκρίνουμε τθ φφςθ των 

ταλαντϊςεων αυτϊν με αυτζσ τθσ EIE (Extended Integral Equation/ Εκτεταμζνθσ 

Ολοκλθρωτικισ Εξίςωςθσ) και αποδεικνφουμε ότι δεν είναι ίδιεσ. 

 Στα επόμενα δφο κεφάλαια παρουςιάηουμε τθν MDM. Η MDM είναι μια αρικμθτικι 

μζκοδοσ για τον υπολογιςμό μαγνθτικισ υπογραφισ κάποιου αντικειμζνου, μια διαδικαςία 

που είναι μείηονοσ ςθμαςίασ ςε ηθτιματα μαγνθτικισ κακαρότθτασ ςυςτιματοσ. 

Αναλφουμε ςτθ ςυνζχεια δφο βαςικοφσ αλγορίκμουσ βελτιςτοποίθςθσ τθσ μεκόδου.  

Ζπειτα δείχουμε ότι τα ηθτιματα αποκλίςεων που παρουςιάηονται  ςτθν MAS υπάρχουν και 

ςτθν MDM χρθςιμοποιϊντασ κϊδικεσ ςτο προγραμματιςτικό περιβάλλον Matlab.  

Τζλοσ, ζχουμε το κεφάλαιο των ςυμπεραςμάτων, που αφορά τθ φφςθ των αποκλίςεων 

αυτϊν, το γιατί είναι ςθμαντικζσ και τι προβλιματα μποροφν να προκαλζςουν. 

 

Λζξεισ Κλειδιά: 

 

Σκζδαςθ, Μαγνθτικι κακαρότθτα, αρικμθτικι μζκοδοσ, MAS, MDM, αποκλίςεισ, Matlab 
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Abstract 

 This thesis revolves around the problems of electromagnetic scattering and 

magnetic cleanliness of a system. 

The complexity of these two problems leads to the application of 

numerical/computational methods such as MAS (Method of Auxiliary Sources) and MDM 

(Multiple magnetic Dipole Model) respectively. In both methods we try to approach an 

electromagnetic field through sources placed within the structure of the problem. In such 

efforts, issues of convergence of the method we use are due to appear. More specifically, 

we want to approach the respective field with the least possible deviation from the true field 

and to test whether our approach is mathematically correct. 

 In the first two chapters, we present the MAS and highlight its advantages over 

other methods. Initially, we analyze how one applies MAS and discuss the equations that 

govern the method. Then, we test the convergence of the method on the actual scattered 

field. An interesting fact arises: If the sources of MAS are located at points inside a critical 

area, they  oscillate rapidly. Such oscillations are not due to roundoff error. Nevertheless we 

can still approach the scattered field correctly. In the third chapter we compare the nature 

of these oscillations with these appearing in the EIE (Extended Integral Equation) method 

and we prove that they are not the same. 

 In the next two chapters we present the MDM. The MDM is a numerical method for 

calculating the magnetic field of an object, a process that is of major importance in problems 

of magnetic cleanliness of system. Then, we analyze two key optimization algorithms for 

MDM. We show that the issues of oscillations/divergence that appear in MAS, also appear in 

MDM using codes in the Matlab environment 

Finally, in the chapter of conclusions, we explain the nature of these oscillations, why they 

are important and what problems they may cause. 

Key words: 

 

Scattering, Magnetic Cleanliness, numerical method, MAS, MDM, divergence, Matlab 
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Κεφϊλαιο 1: Η μϋθοδοσ βοηθητικών πηγών ςτα 

προβλόματα ςκϋδαςησ 
    

 Ειςαγωγό  

 
 Η MAS (Method of Auxiliary Sources) είναι μια αρικμθτικι μζκοδοσ κατάλλθλθ για 

επίλυςθ ςυνοριακϊν προβλθμάτων που εμφανίηονται ςτθν ανάλυςθ θλεκτρομαγνθτικισ 

ςκζδαςθσ, ςτθν μοντελοποίθςθ κεραιϊν, καταςκευισ κυματοδθγϊν,κλπ. Αποτελεί μια 

ιδιαιτζρωσ καλι εναλλακτικι ωσ προσ τθν κλαςςικι μζκοδο των ολοκλθρωτικϊν εξιςϊςεων 

και των μεκόδων ροπϊν κακϊσ ζχει ιςχυρά πλεονεκτιματα ςε αρικμθτικι ευςτάκεια, 

υπολογιςτικι ακρίβεια και ευκολία εκτζλεςθσ. 

Στθ κλαςςικι μζκοδο των επιφανειακϊν ολοκλθρωτικϊν εξιςϊςεων το 

θλεκτρομαγνθτικό πεδίο ςε ζνα ομογενι, ιςοτροπικό χϊρο μιασ οποιαςδιποτε δομισ 

μπορεί να εκφραςτεί ωσ υπζρκεςθ ενόσ γνωςτοφ προςπίπτοντοσ θλεκτρομαγνθτικοφ 

πεδίου (διζγερςθ τθσ δομισ) και ενόσ άλλου πεδίου λόγω αγνϊςτων θλεκτρικϊν και 

μαγνθτικϊν ρευμάτων κατανεμθμζνων ςτθν επιφάνεια τθσ. Χρθςιμοποιϊντασ ςτθ ςυνζχεια 

τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ προκφπτουν επιφανειακζσ ολοκλθρωτικζσ εξιςϊςεισ οι οποίεσ 

επιλφονται με τθν μζκοδο ροπϊν (Method of Moments)[14]. 

 H MAS δεν χρθςιμοποιεί τα ςυγκεκριμζνα επιφανειακά ρεφματα [1]. Αντίκετωσ 

κεωρεί ότι το ςυνολικό θλεκτρομαγνθτικό πεδίο ςε κάκε ςθμείο του χϊρου προκφπτει από 

τθν υπζρκεςθ ςυγκεκριμζνων κεωρθτικϊν πθγϊν μετατοπιςμζνων από το ςφνορο τθσ 

δομισ. Οι πθγζσ αυτζσ επιλζγονται ζτςι ϊςτε το ςυνολικό θλεκτρομαγνθτικό πεδίο που 

δθμιουργοφν να ικανοποιεί τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ τθσ δομισ. Θεωρεί δθλαδι ότι το 

ςκεδαηόμενο θλεκτρομαγνθτικό πεδίο προκφπτει από τισ βοθκθτικζσ πθγζσ αυτζσ (auxiliary 

sources). Θα ζπρεπε να τονίςουμε εδϊ ότι θ γενικι ιδζα τθσ MAS χρθςιμοποιείται και ςε 

άλλεσ μεκόδουσ όπωσ θ κλαςςικι Mie solution για ςφαίρα. Το βαςικό πλεονζκτθμα τθσ 

MAS είναι ότι δεν περιορίηεται από τθν γεωμετρία του προβλιματοσ όπωσ οι παραπάνω 

μζκοδοι. 

Η επιλογι του τφπου των βοθκθτικϊν πθγϊν που χρθςιμοποιοφμε είναι ηωτικισ 

ςθμαςίασ ςτθν εφαρμογι τθσ MAS. Κατ'αρχιν, οποιοδιποτε ςφνολο βοθκθτικϊν/εικονικϊν 

πθγϊν εντόσ τθσ δομισ δθμιουργεί πεδία που είναι αναλυτικζσ λφςεισ των εξιςϊςεων 

Maxwell εκτόσ τθσ δομισ και επομζνωσ είναι αποδεκτό. Πταν πρόκειται για διδιάςτατα 

προβλιματα, επιλζγουμε ςυνικωσ  ρευματοφόρα νιματα τα οποία παράγουν πεδίο 

ανάλογο τθσ ςυνάρτθςθσ Hankel (όπωσ προκφπτει από τθ διδιάςτατθ ςυνάρτθςθ Green). 
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 ⃗           
   [         ] ̂      (1) 

όπου παραλείπουμε τθν προφανι χρονικι εξάρτθςθ       

  
 

 
   : ο  κυματαρικμόσ κενοφ χϊρου 

 ⃗        : θλεκτρικό πεδίο τθσ n βοθκθτικισ πθγισ ςτο ςθμείο μζτρθςθσ  , 

         : το άγνωςτο βάροσ τθσ n βοθκθτικισ πθγισ, 

  
   

(∙)  : θ ςυνάρτθςθ Hankel πρϊτου είδουσ και μθδενικισ τάξθσ,  

          : το διάνυςμα κζςθσ τθσ βοθκθτικισ πθγισ n 

 ̂  : μοναδιαίο διάνυςμα 

 Στα τριςδιάςτατα προβλιματα επιλζγουμε ςυνικωσ ηεφγθ διπόλων που 

ακτινοβολοφν ςφμφωνα με τθν τριςδιάςτατθ ςυνάρτθςθ Green. Τα δίπολα κάκε ηεφγουσ 

είναι κάκετα μεταξφ τουσ και εφαπτόμενα ςτθν βοθκθτικι επιφάνεια του MAS για να 

ικανοποιοφν τθν αςυνζχεια μαγνθτικοφ πεδίου ςτο ςφνορο τθσ δομισ. Ραρ 'όλα αυτά , 

άλλοι τφποι βοθκθτικϊν πθγϊν μποροφν να χρθςιμοποιθκοφν, ανάλογα με το εκάςτοτε 

πρόβλθμα (τφποσ διζγερςθσ, γεωμετρία δομισ, κλπ). 

Οι βοθκθτικζσ πθγζσ είναι ςυνικωσ κατανεμθμζνεσ ομοιογενϊσ ςε μια βοθκθτικι 

επιφάνεια ςφμμορφθ με τθν πραγματικι δομι του προβλιματοσ. Το ςυνολικό 

θλεκτρομαγνθτικό πεδίο ςτο χϊρο προκφπτει απο τθν υπζρκεςθ των πεδίων του εκάςτοτε 

νιματοσ ι διπόλου. Το πεδίο των πθγϊν οφείλει επίςθσ να ικανοποιεί τισ οριακζσ ςυνκικεσ 

πεδίου τθσ εκάςτοτε δομισ. Ο αρικμόσ των ςθμείων μζτρθςθσ είναι ςυνικωσ ίδιοσ με τον 

αρικμό των βοθκθτικϊν πθγϊν. 

 

Θα κεωριςουμε εδϊ δφο γενικά προβλιματα θλεκτρομαγνθτικισ ςκζδαςθσ για τθν 

καλφτερθ κατανόθςθ τθσ MAS[1]. 
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a. Ηλεκτρομαγνητική ςκέδαςη εξωτερικού ηλεκτρικού πεδίου Εinc από τέλειο 

ηλεκτρικό αγωγό (PEC). 

 

 

 

Εικόνα 1α:  Ζνασ τζλειοσ αγϊγιμοσ ςκεδαςτισ επιφάνειασ S με προςπίπτον θλεκτρικό πεδίο  Ε
inc

  ςε 

άπειρο ομογενι γραμμικό χϊρο με διθλεκτρικι επιτρεπτότθταε και μαγνθτικι διαπερατότθτα  μ0. 

 

Στο πρϊτο πρόβλθμα κεωροφμε ότι ο PEC βρίςκεται ςε άπειρο, ομογενι, 

ιςοτροπικό και γραμμικό χωρό με διθλεκτρικι επιτρεπτότθτα ε και μαγνθτικι 

διαπερατότθτα μ0. Θεωροφμε πωσ οι βοθκθτικζσ πθγζσ τθσ MAS ακτινοβολοφν χωρίσ τθν 

παρουςία του PEC και είναι τοποκετθμζνεσ ςε μία κεωρθτικι επιφάνεια Sϋ θ οποία 

εςωκλείεται από τθν πραγματικι δομι S, όπωσ φαίνεται ςτο παρακάτω ςχιμα. 
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Εικόνα 1β: Το ιςοδφναμο MAS μοντζλο τθσ πρϊτθσ περίπτωςθσ.  Θεωροφμε ότι ςκεδαςτισ PEC δεν 

υπάρχει. Οι βοθκθτικζσ πθγζσ ακτινοβολοφν ςε άπειρο ομογενι χϊρο με διθλεκτρικι επιτρεπτότθτα 

ε και μαγνθτικι διαπερατότθτα μ0 και είναι τοποκετθμζνεσ ςε μια κεωρθτικιεπιφάνεια Sϋ, θ οποία 

εςωκλείεται από τθν πραγματικι S. Τα ςθμεία μζτρθςθσ βρίςκονται πάνω ςτθν κεωρθτικι επιφάνεια 

S. 

 

Τότε, το άγνωςτο ςκεδαηόμενο θλεκτρικό πεδίο Es υπολογίηεται από τον ακόλουκο τφπο:  

    = ∑   
 

 =∑             (2) 

 Το   
  εκφράηει το θλεκτρικό πεδίο που παράγεται από τθ βοθκθτικι πθγι n, τα     

είναι αναλυτικζσ λφςεισ τθσ εξίςωςθσ κφματοσ και τα    οι άγνωςτοι ςυντελεςτζσ του 

προβλιματοσ. Η εξίςωςθ (2) λφνεται χρθςιμοποιϊντασ τθν ςυνοριακι ςυνκικθ ςτα ςθμεία 

μζτρθςθσ: Αναφζραμε ιδθ ότι τα ςθμεία μζτρθςθσ του θλεκτρικοφ πεδίου βρίςκονται ςτθν 

επιφάνεια του PEC. Απαιτϊντασ λοιπόν το θλεκτρικό πεδίο ςτα ςθμεία μζτρθςθσ να είναι 

μθδενικό, αφοφ ζχουμε αγωγό, προκφπτει ζνα ςφςτθμα γραμμικϊν εξιςϊςεων τθσ μορφισ: 

∑       (i)=0. Ζτςι προκφπτουν οι άγνωςτοι    από τουσ οποίουσ μποροφμε να 

υπολογίςουμε το ςκεδαηόμενο θλεκτρικό πεδίο ςτο χϊρο ςφμφωνα με τθν εξίςωςθ (2). 

 

 

 



14 
 

b.  Ηλεκτρομαγνητική ςκέδαςη εξωτερικού ηλεκτρικούπεδίου Εincαπό ομογενή 

διηλεκτρικό ςκεδαςτή. 

 

 

 

Εικόνα 2α:  Ζνασ ομογενισ, ιςοτροπικόσ και γραμμικόσ διθλεκτρικόσ ςκεδαςτισ επιφάνειασ S με 

διθλεκτρικι επιτρεπτότθτα ε και μαγνθτικι διαπερατότθτα μ0 βρίςκεται ςτο κενό μεπροςπίπτον 

θλεκτρικό πεδίο  Ε
inc

. 

 

Σε αυτι τθ περίπτωςθ ζχουμε ζναν ομογενι, ιςοτροπικό και γραμμικό διθλεκτρικό 

ςκεδαςτι επιφάνειασ S με διθλεκτρικι επιτρεπτότθτα ε και μαγνθτικι διαπερατότθτα μ0.  

Σε αντίκεςθ με τθν πρϊτο πρόβλθμα που αναφζραμε, εδϊ χρειαηόμαςτε δφο ςφνολα από 

βοθκθτικζσ πθγζσ για να υπολογίςουμε το ςκεδαηόμενο θλεκτρικό πεδίο.  

Για το πρϊτο ςφνολο κεωροφμε ότι οι βοθκθτικζσ πθγζσ του MAS ακτινοβολοφν ςτο κενό 

χωρίσ τθν παρουςία του ςκεδαςτι και βρίςκονται ςε μια επιφάνεια Sϋ, θ οποία εςωκλείεται 

από τθν πραγματικι δομι S. Για το δεφτερο ςφνολο, κεωροφμε ότι οι πθγζσ ακτινοβολοφν 

πλζον ςε άπειρο χϊρο που καλφπτεται από υλικό διθλεκτρικισ επιτρεπτότθτασ ε (χωρίσ τθν 

παρουςία του ςκεδαςτι) και είναι τοποκετθμζνεσ ςε επιφάνεια Sϋϋ,θ οποία εςωκλείει τθν 

πραγματικι επιφάνεια S. Τα δφο αυτά ςφνολα πθγϊν φαίνονται καλφτερα ςτα παρακάτω 

ςχιματα. 
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Εικόνα 2β: Το ιςοδφναμο MAS μοντζλο τθσ δεφτερθσ  περίπτωςθσ για το πρϊτο ςφνολο πθγϊν. 

Θεωροφμε ότι ςκεδαςτισ PEC δεν υπάρχει. Οι βοθκθτικζσ πθγζσ ακτινοβολοφν ςτο κενό και είναι 

τοποκετθμζνεσ ςε μια κεωρθτικι επιφάνεια Sϋ, θ οποία εςωκλείεται από τθν πραγματικι S. Τα 

ςθμεία μζτρθςθσ βρίςκονται πάνω ςτθν κεωρθτικι επιφάνεια S. 

 

Εικόνα 2γ: Το ιςοδφναμο MAS μοντζλο τθσ δεφτερθσ  περίπτωςθσ για το δεφτερο ςφνολο πθγϊν. 

Θεωροφμε ότι ςκεδαςτισ PEC δεν υπάρχει. Οι βοθκθτικζσ πθγζσ ακτινοβολοφν ςε άπειρο ομογενι 

χϊρο με διθλεκτρικι επιτρεπτότθτα εκαι μαγνθτικι διαπερατότθτα μ0  και είναι τοποκετθμζνεσ ςε 

μια κεωρθτικι επιφάνεια Sϋϋ, θ οποία εςωκλείει τθν πραγματικι S. Τα ςθμεία μζτρθςθσ βρίςκονται 

πάνω ςτθν κεωρθτικι επιφάνεια S. 
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 Αντίςτοιχα με το πρϊτο πρόβλθμα, χρθςιμοποιϊντασ τθν εξίςωςθ (2)    = 

∑   
 

 =∑        για τα δφο ςφνολα πθγϊν μποροφμε να υπολογίςουμε το προκφπτον 

ςκεδαηόμενο πεδίο: Εφαρμόηουμε τισ ςυνοριακζσ ςυνκικεσ του ςυνολικοφ 

θλεκτρομαγνθτικοφ πεδίου ςτα ςθμεία μζτρθςεισ, τα οποία είναι εφαπτόμενα ςτθν 

πραγματικι επιφάνεια S και υπολογίηουμε από τισ εξιςϊςεισ που προκφπτουν τα    από τα 

οποία υπολογίηουμε τα άγνωςτα πεδία των δφο ςετ,    και    . 

 Ιδιαίτερα ςθμαντικά ςτθν εφαρμογι τθσ MAS είναι θ κζςθ και ο αρικμόσ των 

βοθκθτικϊν πθγϊν που χρθςιμοποιοφμε, όπωσ και θ κατανομι και ο αρικμόσ των ςθμείων 

μζτρθςεισ ςτα ςφνορα τθσ επιφάνειασ S. Τα ςυγκεκριμζνα ηθτιματα εξαρτϊνται κατά βάςθ 

από τον τφπο τθσ διζγερςθσ ςτο εκάςτοτε πρόβλθμα, τθν γεωμετρία και τα 

θλεκτρομαγνθτικά χαρακτθριςτικά τθσ δομισ. Αν και θ MAS επιτρζπει τθν αυκαίρετθ 

κατανομι, κζςθ και αρικμό των πθγϊν, ςυνθκίηεται οι βοθκθτικζσ πθγζσ να είναι 

ομοιογενϊσ κατανεμθμζνεσ ςε μια ςφμμορφθ ωσ προσ τθν πραγματικι επιφάνεια S. 

Ωςτόςο, ανομοιόμορφεσ κατανομζσ και μθ ςφμμορφεσ επιφάνειεσ S', ζχουν αποδειχκεί 

ιδιαίτερα χριςιμεσ ςε εφαρμογζσ που αντιμετωπίηουμε προβλιματα υπολογιςμοφ 

ςκζδαςθσ από γωνιζσ ι κοντά ςτθν περιοχι διζγερςθσ. Εκτόσ αυτοφ, θ απόςταςθ μεταξφ 

βοθκθτικϊν πθγϊν και τθσ επιφάνειασ S, επθρρεάηει ςθμαντικά τθν αποδοτικότθτα τθσ 

MAS. Η ταχφτθτα ςφγκλιςθσ και θ ακρίβεια αποτελεςμάτων ενόσ κϊδικα MAS εξαρτάται 

από τθν ςχετικι κζςθ των πθγϊν ωσ προσ τα πικανά ςθμεία ιδιομορφίασ (singularities) του 

πεδίου.  

 Αν υπάρχουν singularities μεταξφ των επιφανειϊν S και S', τότε ο κϊδικασ τθσ MAS 

δε ςυγκλίνει κατ'ανάγκθ ςε λφςθ (αλλά μπορεί ωςτόςο να μασ δϊςει μια αρκετά καλι 

προςζγγιςθ του πεδίου). Η βζλτιςτθ λφςθ που κα μποροφςαμε να ζχουμε από άποψθ 

αρικμοφ βοθκθτικϊν πθγϊν κατά τθν εφαρμογι του MAS  προκφπτει αν τοποκετιςουμε τισ 

πθγζσ ςτα ςθμεία που κα εμφανίηονταν singularities. Στα περιςςότερα πρακτικά 

προβλιματα όμωσ, τα ςιμεια ιδιομορφίασ δεν είναι γνωςτά από πριν και εξαρτϊνται από 

τθ γεωμετρία του ςκεδαςτι, τθν ομαλότθτα τθσ επιφάνειάσ του και τθ ςυχνότθτα.  

 Πςον αφορά τα ςθμεία μζτρθςθσ, ο αρικμόσ τουσ είναι ςυνικωσ ίδιοσ με τον 

αρικμό των βοθκθτικϊν πθγϊν, προκειμζνου να προκφψουν τετραγωνικοί πίνακεσ από τθν 

μοντελοποίθςθ των εξιςϊςεων που προκφπτουν ςφμφωνα με τθν εξίςωςθ (1). Ωςτόςο, ςε 

κάποιεσ περιπτϊςεισ είναι χριςιμο να ζχουμε παραπάνω ςθμεία μζτρθςθσ και ςε αυτι τθ 

περίπτωςθ καταφεφγουμε ςτθν μζκοδο ελάχιςτων τετραγϊνων για να λφςουμε το 

ςφςτθμα. 

Τα τελευταία χρόνια ζχουν γίνει πολλζσ ζρευνεσ για τισ δυνατότθτεσ τθσ MAS[1]. Η 

αποδοτικότθτα τθσ ζχει βελτιωκεί ςθμαντικά και χρθςιμοποιείται πλζον ςε πιο περίπλοκα 

προβλιματα θλεκτρομαγνθτικισ ςκζδαςθσ: 

∙ Συνδυαςμόσ τθσ MAS με τθ μζκοδο των ροπϊν για επίλυςθ περίπλοκων προβλθμάτων 

ςκζδαςθσ ςε τριςδιάςτατεσ δομζσ που αποτελοφνται από αγϊγιμα και διθλεκτρικά υλικά. 

∙Συνδυαςμόσ τθσ MAS με τθ κεωρία ειδϊλων ςε περιπτϊςεισ διθλεκτρικϊν υλικϊν με 

απϊλειεσ. 

∙Ρροβλιματα ςκζδαςθσ από γωνίεσ, όπου χρθςιμοποιείται μια ανομοιόμορφθ χωρικι 
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κατανομι για τισ βοθκθτικζσ πθγζσ. Στισ περιπτϊςεισ αυτζσ θ βοθκθτικι επιφάνεια S' δεν 

είναι ςφμμορφθ με τθν πραγματικι κοντά ςτισ γωνίεσ. 

∙Ρροβλιματα ςκζδαςθσ ςε υλικά με διθλεκτρικι επίςτρωςθ, όπου χρθςιμοποιείται το 

μοντζλο αντίςταςθσ επιφάνειασ. 

 

 

Εικόνα 3: Το πρόβλθμα ςκζδαςθσ γωνιϊν με τα αντίςτοιχα MAS μοντζλα. 

 

 

 

Εικόνα 4α:  Η γεωμετρία ενόσ επιςτρωμζνου τετραγωνικοφ κυλίνδρου  PEC με προςπίπτον πεδίο    . 
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Εικόνα 4β: Το αντίςτοιχο μοντζλο αντίςταςθσ επιφάνειασ τθσ εικόνασ 4α. 

 

 

 

Εικόνα 4γ: Το αντίςτοιχο MAS μοντζλο τθσ 4β. Θεωροφμε ότι ο PEC δεν υπάρχει καιο χϊροσ είναι 

κενόσ. Οι κζςεισ των βοθκθτικϊν πθγϊν περιγράφονται από τισ ςυντεταγμζνεσ (  ,  ) και τα ςθμεία 

μζτρθςθσ από τισ (  ,  ). 
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 Επίςθσ είναι ςθμαντικό να αναφζρουμε και τθν τροποιθμζνθ εκδοχι του MAS που 

χρθςιμοποιείται για προβλιματα λεπτϊν δομϊν όπου θ απόςταςθ των βοθκθτικϊν πθγϊν 

από τα ςθμεία μζτρθςθσ είναι μικρι ςυγκριτικά με το μικοσ κφματοσ, κάτι το οποίο 

κακιςτά τισ λφςεισ που προκφπτουν ιδιαίτερα αςτακείσ. Το βαςικό χαρακτθριςτικό τθσ 

τροποποιθμζνθσ MAS (MMAS) είναι ότι το πρόβλθμα επιλφεται χρθςιμοποιϊντασ άγνωςτεσ 

πυκνότθτεσ φορτίων και ρευμάτων ςτθν βοθκθτικι επιφάνεια αντί διακριτζσ πθγζσ 

ρευμάτων.  Η MMAS εφαρμόηεται ςυνικωσ ςε κεραίεσ γεωμετρίασ μικροταινίασ[1]. 

1.1 Ανϊλυςη απλού προβλόματοσ ςκϋδαςησ 
 

 Θα παρουςιάςουμε εδϊ ζνα απλό πρόβλθμα ςκζδαςθσ και τθν αναλυτικι του λφςθ 

προκειμζνου να τονίςουμε προβλιματα και περιοριςμοφσ που προκφπτουν κατά τθν 

εφαρμογι τθσ MAS.  

 

Eχουμε ζναν άπειρο κατά τον z άξονα τζλειο κυλινδρικό αγωγό ακτίνασ      με προςπίπτον 

πεδίο     , το οποίο οφείλεται ςε νιμα ρεφματοσ που βρίςκεται ςτον x άξονα. 

Θεωροφμε τισ πολικζσ ςυντεταγμζνεσ τθσ επιφάνειασ του PEC (    ,    ), των ςθμείων 

παρατιρθςθσ (    ,    ) και τθσ πθγισ νιματοσ  (    ,  ). Ο PEC βρίςκεται ςε κενό χϊρο 

με διθλεκτρικι επιτρεπτότθτα ε0 και μαγνθτικι διαπερατότθτα μ0.  

Θα γράψουμε επίςθσ τθν απόςταςθ μεταξφ δφο ςθμείων (Α,Β) ςτο χϊρο ωσ:  

   , =√  
    

                 (1.1) 

 

 

Εικόνα 1: Γεωμετρία του προβλιματοσ ςκζδαςθσ 

. 
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 Το προςπίπτον πεδίο που οφείλεται ςτο νιμα περιγράφεται από τθν εξίςωςθ 

 (1.2): 

       (     ,   )   

όπου     ,    είναι θ απόςταςθ μεταξφ ςθμείου παρατιρθςθσ και πθγισ νιματοσ και 

     
   

 θ ςυνάρτθςθ Hankel πρϊτου είδουσ και μθδενικισ τάξθσ. Μετά τθν ςκζδαςθ του 

πεδίου λοιπόν το ςυνολικό θλεκτρικό πεδίο    ιςοφται με το προςπίπτον πλυν το 

ςκεδαηόμενο πεδίο           [3]. 

(1.3): 

     (     ,   )  ∑
  (     )  (     )

  (     )
 
           ,            

όπου παραλείπουμε τθν προφανι χρονικι εξάρτθςθ       και τον παράγοντα 
    

    
. 

        ,              :  το προςπίπτον θλεκτρικό πεδίο τθσ πθγισ 

∑
                  

         
 
              

       :  το ςκεδαηόμενο θλεκτρικό πεδίο            ςε 

              μορφι ςειράσ Fourier 

             :   θ κυλινδρικι ςυνάρτθςθ Bessel τάξθσ n 

  =  
   

          :   θ ςυνάρτθςθ Hankel πρϊτου είδουσ τάξθσ n 

  
 

 
  √              :   ο κυματαρικμόσ κενοφ χϊρου. 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν ταυτότθτα[3]: 

  (√  
    

           )  ∑   
 
        {  ,   }       {  ,   }  

    (1.4) 

( όπου το x1>0, x2>0, κ πραγματικόσ), θ (1.3) γίνεται: 

(1.5): 

   ∑   (     )
           (     )   (     )         

  (     )
 
           ,          

Η μερικι παράγωγοσ τθσ    ωσ προσ τθν μεταβλθτι     είναι, ςφμφωνα με το νόμο 

Faraday, ανάλογθ του   . 

   

     
 

   (     ,   )

     
 ∑

  (     )  (     )

  (     )
 
    

          

     
         (1.6) 

Χρθςιμοποιϊντασ τθν ορίηουςα Wronski και κζτοντασ      ,       (    ,     ) ςτθν (1.6) 

ζχουμε τθν πόςοτθτα 
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∑

  (     )

  (     )
 
                 (1.7) 

θ οποία είναι ανάλογθ τθσ επιφανειακισ πυκνότθτασ ρεφματοσ ςτον  ̂ που εμφανίηεται 

ςτθν επιφάνεια του ςκεδαςτι. Από τθν εξίςωςθ (1.3), είναι φανερό ότι το θλεκτρικό πεδίο 

μθδενίηεται ςτο ςφνορο του ςκεδαςτι (         ), όπωσ ιταν αναμενόμενο. Η ςφγκλιςθ 

τθσ ςειράσ που εμφανίηεται ςτθν εξίςωςθ (1.3) μπορεί να εξεταςτεί χρθςιμοποιϊντασ τισ 

γνωςτζσ ιδιότθτεσ των ςυναρτιςεων Bessel και Hankel[3]: 

                  
 

√   
(
  

  
)
 

,                   (1.8) 

  

                    √
 

  
(
  

  
)
  

,          (1.9) 

Για μεγάλα | | λοιπόν, ο n-οςτόσ όροσ τθσ ςειράσ είναι ανάλογοσ του 
 

 
(
    

    
)
| |

  | |    , 

όπου       
    
 

    
  και           . Αυτό ςθμαίνει ότι θ ςειρά τθσ εξίςωςθσ (1.3) ςυγκλίνει 

για κάκε           και αποκλίνει για          . Εδϊ ζχουμε και το πρϊτο ςθμείο 

ενδιαφζροντοσ τθσ ανάλυςθσ: Η εξίςωςθ (1.3), θ οποία ιςχφει για          , μπορεί να 

μασ δϊςει αποτελζςματα και για τθν περιοχι (              ) (Region 2 ςτθν εικόνα 2) 

μζςω αναλυτικισ ςυνζχειασ αφοφ ςυγκλίνει για           και αφοφ θ (1.6) ορίηεται και 

αυτι ςτο Region 2. 

 

Εικόνα 2: Γεωμετρικι αναπαράςταςθ των περιοχϊν για το πρόβλθμα ςκζδαςθσ. 

 

 Αναλφςαμε λοιπόν το πρόβλθμα ςκζδαςθσ και αποδείξαμε ότι θ εξίςωςθ (1.3) που 

μασ δίνει το ςκεδαηόμενο και προςπίπτον πεδίο ιςχφει για τισ περιοχζσ 2 και 3. Εδϊ λοιπόν 

παρουςιάηεται το εξισ ηιτθμα: Τι αποτελζςματα κα ζχουμε αν τοποκετιςουμε τισ πθγζσ 

τθσ MAS ςτθ περιοχι 1, αφοφ οι εξιςϊςεισ πεδίου αποκλίνουν ςτθν περιοχι αυτι; 
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Κεφϊλαιο 2: Εφαρμογό τησ MAS 

2.1 Ρεύματα MAS 

  

 Ρροχωροφμε λοιπόν ςτο επόμενο βιμα, τθν εφαρμογι τθσ MAS[3]. Τοποκετοφμε N 

βοθκθτικζσ πθγζσ, οι οποίεσ είναι διακριτά νιματα θλεκτρικοφ ρεφματοσ,  ςε μια 

κεωρθτικι επιφάνεια S' ςφμμορφθ με τθν γεωμετρία του ςκεδαςτι.  

Η S' είναι κφκλοσ ακτίνασ      και προφανϊσ ιςχφει ότι            . Επιλζγουμε 

ομοιόμορφθ κατανομι των N πθγϊν, όπωσ παρατθροφμε ςτο παρακάτω ςχιμα. Οι πθγζσ 

τοποκετοφνται ςτα ςθμεία (    ,
   

 
), όπου     , , ,    και τα ςθμεία μζτρθςθσ ςτα 

ςθμεία(    ,
   

 
) ,      , ,  ,   . 

Ορίηουμε:  

Το ρεφμα τθσ εκάςτοτε πθγισ ωσ    

Τθν απόςταςθ μεταξφ βοθκθτικισ πθγισ και ςθμείου παρατιρθςθσ ωσ 

(2.1): 

  ,    √    
      

              (     
   

 
),     , , ,    

Τθν απόςταςθ μεταξφ βοθκθτικισ πθγισ και ςθμείου μζτρθςθσ ωσ  

  ,    ,  √    
      

              
       

 
    (2.2) 

Τθν απόςταςθ μεταξφ κφριασ πθγισ (νιματοσ I) και ςθμείου μζτρθςθσ ωσ 

   √    
      

              
   

 
      (2.3) 

 

Εικόνα 3: Θζςθ και κατανομι των πθγϊν και ςθμείων μζτρθςθσ για N=8. Οι πθγζσ εμφανίηονται με 

μαφρεσ τελείεσ ενϊ τα ςθμεία μζτρθςθσ με τισ λευκζσ τελείεσ. 
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Το ςυνολικό θλεκτρικό πεδίο    περιγράφεται πλζον από τθν εξίςωςθ  

(2.4): 

  
    (     ,   )  ∑     (   ,   )

   
        

όπου το ςκεδαηόμενο πεδίο περιγράφεται από τθν υπζρκεςθ πεδίου των βοθκθτικϊν 

πθγϊν.  Συγκρίνοντασ τθν (2.4) με τθν (1.3), προκφπτει το εξισ:  

Το   
  πρζπει να ιςοφται με μθδζν ςτθν επιφάνεια του ςκεδαςτι όπωσ προαναφζρκθκε. 

Δθλαδι   
    για      ,       (    ,

   

 
). Άρα, από τισ (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) 

προκφπτει ότι: 

∑   (   , )       
     (   ),      , , ,       (2.5)  

Η (2.5) αποτελεί ζνα     ςφςτθμα γραμμικϊν εξιςϊςεων με αγνϊςτουσ τα ρεφματα των 

βοθκθτικϊν πθγϊν    . Ο τετραγωνικόσ πίνακασ που προκφπτει ςτθν εξίςωςθ (2.5) είναι 

κυκλικόσ (circulant) αφοφ   ,    ,    και   ,       , ,    . Άρα μπορεί να λφκει με 

DFT αντί να χρθςιμοποιιςουμε κλαςςικζσ λφςεισ γραμμικϊν ςυςτθμάτων.  

Ο DFT  του    είναι: 

     
 

 

    

      ,          , , ,         (2.6) 

όπου  

     
 

 
∑   (   , )

   
     

     

       (2.7) 

      
 

 
∑   (   )

   
     

     

       (2.8) 

Οι (2.7) και (2.8) χρθςιμοποιϊντασ τισ (2.2) και (2.3) και τθν ταυτότθτα για τισ ςυναρτιςεισ 

Hankel (1.4) ςφμφωνα με τισ ιδιότθτεσ του κυκλικοφ πίνακα γίνονται : 

     ∑             
 
         (     )     (2.9) 

      ∑      (     )
 
         (     )     (2.10) 

όπου             και            .  

Άρα θ (2.6) γίνεται        
 

 

    

          (2.11)          

Η λφςθ τθσ (2.5) λοιπόν είναι θ 

(2.12): 

   ∑      
     

    
   ,          ,  , ,    
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Για ευκολία κα κεωριςουμε ότι ο αρικμόσ των πθγϊν N  είναι περιττόσ προκειμζνου θ     

να εκφράηεται από τθν 

(2.13): 

         ∑        
    

 

     

 
   ,          ,  , ,    

 Τϊρα που γνωρίηουμε τθ λφςθ των ρευμάτων τθσ εκάςτοτε βοθκθτικισ πθγισ, 

επικυμοφμε να ελζγξουμε τθν αςυμπτωτικι ςυμπεριφορά τθσ (2.13) όταν     . Στο 

ςυγκεκριμζνο όριο είναι προφανζσ ότι ςτθ βοθκθτικι επιφάνεια δθμιουργείται ζνα 

επιφανειακό ρεφμα το οποίο ορίηεται από   

      
              

   

      
       (2.14)                                   

Θα αναφερόμαςτε ςτα  
   

      
 (   , , ,   ) ϊσ κανονικοποιθμζνα MAS ρεφματα. 

Χρθςιμοποιϊντασ τισ αςυμπτωτικζσ ςυμπεριφορζσ των ςυναρτιςεων Bessel και Hankel  

που μασ δίνουν οι (1.8) και (1.9) με βάςθ ότι (    (
   

 
)) ςφμφωνα με τθν (2.13), 

προκφπτει ότι μόνο ο q=0 όροσ επικρατεί ςτισ (2.9) και (2.10) για το όριο     .  

Άρα από τθν (2.11) προκφπτει θ αςυμπτωτικι ςχζςθ  

      
 

 

  (     )  (     )

           (     )
,          , , ,

   

 
        (2.15) 

Συνδυάηοντασ λοιπόν τισ (2.13),(2.14) και (2.15): 

(2.16): 

      
         

 

      
[
  (     )  (     )

           (     )

  ∑
  (     )  (     )

           (     )
          

 

   

] 

  

 

Το επιφανειακό ρεφμα       
        τθσ (2.16) ςφμφωνα με τθν αςυμπτωτικι ανάλυςθ από 

τισ (1.8) και (1.9): 

Περίπτωςθ 1: Συγκλίνει όταν οι βοθκθτικζσ πθγζσ τοποκετθκοφν ςτθν περιοχι 2 τθσ 

εικόνασ 3 (              ) 

Περίπτωςθ 2: Αποκλίνει όταν οι βοθκθτικζσ πθγζσ τοποκετθκοφν ςτθν περιοχι 1 τθσ 

εικόνασ 3 (         ) 
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2.2 Πεδύο MAS για     
  

 Αποδείξαμε ςτθν (2.12) λοιπόν ότι υπάρχουν ρεφματα MAS , τα οποία ικανοποιοφν 

τθν ςυνοριακι ςυνκικθ του ςκεδαςτι   
    για      ,       (    ,

   

 
). Ρρζπει τϊρα 

να αντιμετωπίςουμε το εξισ ηιτθμα: Οι βοθκθτικζσ πθγζσ MAS πρζπει να παράγουν πεδίο 

που να μοντελοποιεί το ςκεδαηόμενο πεδίο του προβλιματοσ. Για το λόγο αυτό κα 

χρθςιμοποιιςουμε τον μεταςχθματιςμό DFT των ρευμάτων   , ιτοι 

     
 

 
∑    

 
     

    
           (2.17) 

Από τισ (2.4),(1.4) και (2.17) ζχουμε ότι το ςυνολικό θλεκτρικό πεδίο για ςθμεία 

παρατιρθςθσ εκτόσ τθσ βοθκθτικισ επιφάνειασ 

(2.18): 

  
    (     ,   )   ∑      

                       
      ,            

Εφαρμόηοντασ τϊρα το όριο      ςτθν (2.18) και χρθςιμοποιϊντασ τθν λφςθ (2.15) για 

μεγάλα Ν, ζχουμε 

(2.19): 

  
    (     ,   )  ∑

  (     )  (     )

  (     )

 

    

          
       

     , 

θ οποία είναι ταυτόςθμθ με τθ εξίςωςθ (1.3).  

Άρα, το πεδίο που παράγουν οι πθγζσ MAS μοντελοποιεί τζλεια το ςκεδαηόμενο για μεγάλα 

Ν  και          . Ππωσ προειπϊκθκε ςτο κεφάλαιο 1, θ (2.19) ςυγκλίνει για κάκε 

          και αποκλίνει για          . Μποροφμε λοιπόν να διαχωρίςουμε τισ εξισ 

περιπτϊςεισ: 

Περίπτωςθ 1 (              ):  

 

Το πεδίο που παράγουν οι βοθκθτικζσ πθγζσ MAS για       αποδίδουν το 

πραγματικό ςκεδαηόμενο πεδίο ςτθν περιοχι 3 τθσ εικόνασ 2 (         ) και αποτελεί 

τθν αναλυτικι ςυνζχεια του πεδίου ςτθ περιοχι μεταξφ βοθκθτικισ επιφάνειασ και 

ςυνόρου του ςκεδαςτι (              ) 
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Περίπτωςθ 2 (         ):  

 

Το πεδίο που παράγουν οι βοθκθτικζσ πθγζσ MAS για      : 

(2.1) Υπάρχει και είναι το πραγματικό ςκεδαηόμενο πεδίο ςτθν περιοχι 3 (         ). 

(2.2) Υπάρχει και αποτελεί τθν αναλυτικι ςυνζχεια του πεδίου ςτθν περιοχθ 2 

(              ) 

(2.3) Δεν υπάρχει ςτο κομμάτι τθσ περιοχισ 1 του ςκεδαςτι (              ) 

  

 Το ςθμαντικό ςυμπζραςμα που προκφπτει από τθν παραπάνω ανάλυςθ είναι ότι 

ενϊ αποδείξαμε ςτο υποκεφάλαιο 2.1 ότι τα ρεφματα τθσ MAS παρουςιάηουν αποκλίςεισ 

για (         ), μποροφμε παρόλα αυτά να μοντελοποιιςουμε το ςκεδαηόμενο πεδίο 

που αναηθτοφμε, όςο τα ςθμεία παρατιρθςθσ βρίςκονται εκτόσ του ςυνόρου     , όπου το 

ςκεδαηόμενο πεδίο δεν υπολογίηεται ςφμφωνα με τθν αςυμπτωτικι ανάλυςθ του 

κεφαλαίου 1. 

Ραρακάτω παρουςιάηουμε γραφιματα για   Ν = 60 βοθκθτικζσ πθγζσ ςτα όποια 

παρατθροφμε ότι ενϊ υπάρχουν ιςχυρζσ αποκλίςεισ ςτισ βοθκθτικζσ πθγζσ τθσ MAS κοντά 

ςτα όρια, το πεδίο MAS που παράγουν δεν παρουςιάηει αποκλίςεισ[3]. 
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Εικόνα 4: Το πραγματικό και φανταςτικό μζροσ των  κανονικοποιθμζνων ρευμάτων MAS 
   

      
 ωσ 

προσ τον αρικμό τουσ  . 
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Εικόνα 5: Το πραγματικό και φανταςτικό μζροσ του πεδίου που παράγουν τα κανονικοποιθμζνα MAS 

ρεφματα      ωσ προσ τθ μεταβλθτι      
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2.3 Η ΢υνεχόσ MAS 
  

 Εδϊ, αντί να χρθςιμοποιιςουμε διακριτζσ βοθκθτικζσ πθγζσ επιλζγουμε μια 

βοθκθτικι επιφάνεια S', θ οποία φζρει ςυνεχζσ επιφανειακό ρεφμα         [3-4]. Ζτςι, 

ςφμφωνα με τθν ςυνοριακι ςυνκικθ του προβλιματοσ    
    για      ,       

(    ,
   

 
) προκφπτει θ εξισ ολοκλθρωτικι εξίςωςθ Fredholm 

(2.20): 

∫   (     ,   )
 

  
               

 

    
  (     ,   ),             

Συγκρίνοντασ τθν (2.20) με τθν (2.5) είναι εφκολο να παρατθριςει κανείσ ότι θ (2.5) μπορεί 

να προκφψει από τθν (2.20) χρθςιμοποιϊντασ τθν μζκοδο Nyström (ι ορκογωνικι μζκοδο-

rectangular rule). Ριο ςυγκεκριμζνα επιλζγουμε μια διακριτοποίθςθ τθσ      
  

 
, 

κάνουμε μια εκτίμθςθ του ολοκλθρϊματοσ τθσ (2.20) χρθςιμοποιϊντασ τον ορκογωνικό 

κανόνα και εφαρμόηουμε τθ ςυνοριακι ςυνκικθ ςτα ςθμεία μζτρθςθσ      ,       

(    ,
   

 
),       , , ,   . Θα αναφερόμαςτε ςτθν (2.20) ϊσ τθ ςυνεχι ολοκλθρωτικι 

εξίςωςθ MAS (Continuous MAS Integral Equation / CMASIE). Χρθςιμοποιϊντασ ςειρά 

Fourier, θ λφςθ τθσ (2.20) προκφπτει[3] 

          
 

      
∑

  (     )  (     )

           (     )
        

        (2.21) 

θ οποία είναι ταυτόςθμθ με τθν (2.16).  

Οφείλουμε να τονίςουμε πωσ θ ςυγκεκριμζνθ πυκνότθτα ρεφματοσ δεν είναι καλϊσ 

οριςμζνθ όταν             για κάποια m , ςε περιπτϊςεισ δθλαδι όπου θ θλεκτρικι 

ακτίνα τθσ βοθκθτικισ επιφάνειασ επιφζρει μθδενιςμό ςτθ ςυνάρτθςθ Bessel. Αυτζσ οι 

περιπτϊςεισ είναι ιδιάηουςεσ και δθμιουργοφν προβλιματα εςωτερικοφ ςυντονιςμοφ. Είναι 

λογικό ο όροσ            να εμφανίηεται ςτον παρονομαςτι κακϊσ θ ρευματικι κατανομι 

                 είναι μθ ακτινοβολοφμενθ*3+. 

Συνεπϊσ, όπωσ και πριν, ςτθν περιοχι (              ) θ CMASIE ζχει λφςθ ενϊ 

παρουςιάηει απόκλιςθ ςτθν περιοχι            . Το ςθμαντικό που προκφπτει από τθν 

ανάλυςθ αυτι είναι ότι για     , θ διακριτι MAS ςυγκλίνει όντωσ ςτθν ςυνεχι αλλά 

και ςτο πραγματικό πεδίο. 
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2.4 Αποκλύςεισ ρευμϊτων: 

΢φϊλματα ςτρογγύλευςησ, εςωτερικόσ ςυντονιςμόσ, 

υπερκατευθυντικότητα 

 
 Αποδείξαμε ότι ακόμα και αν τα ρεφματα MAS αποκλίνουν, μποροφμε να 

μοντελοποιιςουμε το ςκεδαηόμενο πεδίο. Ασ κζςουμε όμωσ εδϊ το εξισ ερϊτθμα: Ρωσ 

γίνεται μια κατανομι ρευμάτων που παρουςιάηει τισ αποκλίςεισ που φαίνονται ςτθν εικόνα 

4 να δθμιουργεί πεδίο το οποίο δεν παρουςιάηει καμία ταλάντωςθ, όπωσ ςτθν εικόνα 5? 

 Είναι γνωςτό ότι τα προβλιματα ςκζδαςθσ ςτθν θλεκτροςτατικι μποροφν να 

επιλυκοφν εφαρμόηοντασ τθ κεωρία ειδϊλων[15]. Τοποκετοφμε ζνα είδωλο ςτο ςθμείο 

ιδιομορφίασ του πεδίου   ,         ,    και κεωροφμε ότι ο ςκεδαςτισ δεν υπάρχει 

πλζον. Υπολογίηουμε ςτθ ςυνζχεια το πεδίο από τθν υπζρκεςθ πθγισ και ειδϊλου. 

Τι ςυμβαίνει λοιπόν όταν τοποκετιςουμε μια επιφάνεια "ειδϊλων" ακτίνασ          ? 

Ρεδία τα οποία οφείλονται ςε ομοιόμορφεσ κατανομζσ ρευμάτων είναι ςυνεχείσ 

ςυναρτιςεισ χωρικϊν μεταβλθτϊν και δε μποροφν να εμφανίςουν ςθμεία ιδιομορφίασ 

εκτόσ τθσ δομισ τθσ κατανομισ, κάτι το οποίο ιςχφει γενικά για κάκε γεωμετρία 

προβλιματοσ. Πμωσ, ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ, γνωρίηουμε ιδθ ότι το πζδιο εμφανίηει 

ιδιομορφίεσ ςτθν επιφάνεια ακτίνασ     . Σκεφτόμενοι λοιπόν αντίςτροφα, θ κατανομι 

ρεφματοσ θ οποία εμφανίηει ιδιομορφία ςτο πεδίο που δθμιουργεί, ΔΕΝ μπορεί να είναι 

ομοιόμορφθ, αλλά κα εμφανίηει ζντονεσ ταλαντϊςεισ,όπωσ φαίνεται ςτα παραπάνω 

γραφιματα. Το ςυμπζραςμα αυτό αποδεικνφεται από τα υποκεφάλαια 2.2 και 2.3. 

 Ζνα ςυχνό πρόβλθμα που εμφανίηεται ςτθ χριςθ αρικμθτικϊν μεκόδων είναι τα 

ςφάλματα ςτρογγφλευςθσ(roundoff). Τα ςφάλματα αυτά οφείλονται ςτο γεγονόσ ότι είναι 

αδφνατο να αναπαραςτιςεισ όλουσ τουσ πραγματικοφσ αρικμοφσ ςε ζνα υπολογιςτικό 

ςφςτθμα με πεπεραςμζνο μικοσ λζξθσ[8-10]. Λόγω τθσ ορκότθτασ του αποτελζςματοσ που 

μασ δίνει θ εξίςωςθ (2.19), οδθγοφμαςτε ςτο ότι οι αποκλίςεισ των ρευμάτων δεν 

αποτελοφν προϊόν τζτοιων ςφαλμάτων οφτε ότι οφείλονται ςε κακι/αςτακι κατάςταςθ 

των μθτρϊων των εξιςϊςεων (matrixill-conditioning). Επιλφοντασ τθν εξίςωςθ (2.5) με DFT, 

αλλά και με χριςθ μεκόδων επίλυςθσ γραμμικϊν ςυςτθμάτων (π.χ. μζκοδοσ ελάχιςτων 

τετραγϊνων) προκφπτουν ακριβϊσ τα ίδια αποτελζςματα. Αν είχαμε προβλιματα roundoff, 

τότε τα αποτελζςματα των δφο μεκόδων δε κα ιταν ίδια. 

 Επίςθσ, οι ταλαντϊςεισ των ρευμάτων δεν ςχετίηονται με ηθτιματα εςωτερικοφ 

ςυντονιςμοφ. Ρροβλιματα εςωτερικοφ ςυντονιςμοφ εμφανίηονται ςε διακριτζσ τιμζσ του 

     ι τθσ ςυχνότθτασ του προβλιματοσ. Εδϊ όμωσ, τα ρεφματα παρουςιάηουν αποκλίςεισ 

για κάκε          . 
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 Τζλοσ, το φαινόμενο των αποκλίςεων των ρευμάτων παρουςιάηει ζντονεσ 

ομοιότθτεσ με το φαινόμενο υπερκατευκυντικότθτασ (superdirectivity) ςτισ κεραίεσ[7],[17].  

Το φαινόμενο τθσ υπερκατευκυντικότθτασ παρατθρείται όταν προςπακιςουμε να 

δθμιουργιςουμε το πεδίο που παράγεται από μια κεραία με μια άλλθ μικρότερθ ςε 

μζγεκοσ. Ζτςι, θ απόςταςθ μεταξφ των ςτοιχείων τθσ κεραίασ μειϊνεται και εμφανίηονται 

ζντονεσ ταλαντϊςεισ ςτθ ρευματικι τθσ κατανομι. Η ομοιότθτα τθσ διαδικαςίασ είναι 

προφανισ: Επιλζξαμε να μοντελοποιιςουμε το ςκεδαηόμενο πεδίο που προκφπτει από 

κάποιον PEC χρθςιμοποιϊντασ N βοθκθτικζσ πθγζσ ρεφματοσ. Οι πθγζσ αυτζσ 

τοποκετικθκαν ςε μια μικρότερθ του PEC κεωρθτικι επιφάνεια και ςτθ ςυνζχεια 

ελαχιςτοποιιςαμε τθ ςχετικι απόςταςθ των πθγϊν με το όριο    . 
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Κεφϊλαιο 3: Η Εκτεταμϋνη Ολοκληρωτικό Εξύςωςη 

3.1 Λύςη τησ EIE 
  

 Αφοφ ερευνιςαμε τισ αποκλίςεισ ρευμάτων που προκφπτουν ςτθν εφαρμογι τθσ 

MAS, τίκεται το ερϊτθμα αν ςτθν εφαρμογι τθσ εκτεταμζνθσ ολοκλθρωτικισ εξίςωςθσ 

(extended integral equation/ EIE) παρουςιάηονται αντίςτοιχα ηθτιματα αποκλίςεων. Η EIE 

χρθςιμοποιεί τθν εκτεταμζνθ ςυνοριακι ςυνκικθ (Extended Boundary Condition-EBC): Σε 

προβλιματα ςκζδαςθσ από τθν πρόςπτωςθ Η/Μ κφματοσ ςε κάποιον PEC εφαρμόηουμε τθ 

ςυνοριακι ςυνκικθ το θλεκτρικό πεδίο να είναι μθδενικό ςτο ςφνορο τθσ επιφάνειασ του 

PEC. Στθν εφαρμογι τθσ EIE επεκτείνουμε τθν ςυνοριακι αυτι ςυνκικθ ςτο εςωτερικό του 

ςκεδαςτι, ικανοποιϊντασ δθλαδι τθν EBC  ςε μία επιλεγμζνθ κλειςτι βοθκθτικι 

επιφάνεια. Απαιτοφμε δθλαδι :      ,      ,            ,      . Ο άγνωςτοσ ςτθν EIE 

είναι το επιφανειακό ρεφμα  του PEC. 

Λόγω των ομοιοτιτων μεταξφ MAS και EIE, κα περίμενε κανείσ ότι θ διακριτοποίθςθ τθσ EIE 

για     εμφανίηει αντίςτοιχα προβλιματα αποκλίςεων, κάτι το οποίο όμωσ δεν ιςχφει.  

Θα αποδείξουμε παρακάτω ότι οι ταλαντϊςεισ ρευμάτων που προκφπτουν ςτθν EIE 

οφείλονται ςε προβλιματα roundoff και ςτο ill-conditioning, κάτι το οποίο μπορεί να 

μεγιςτοποιιςει πίκανα ςφάλματα, τα οποία κα ιταν αςιμαντα υπό άλλεσ ςυνκικεσ[8-10]. 

Από τθν εξίςωςθ (1.7) προκφπτει ότι το επιφανειακό ρεφμα ςτθν επιφάνεια του PEC δίνεται 

από τθν παρακάτω εξίςωςθ[8]: 

   (    )   
 

      
∑

  (     )

  (     )
 
                                        (3.1) 

όπου ςυμπεριλάβαμε τον παράγοντα 
    

    
  που παραλείφκθκε ςτο κεφάλαιο 1. Το ςυνολικό 

θλεκτρικό πεδίο ςε κάποιο ςθμείο παρατιρθςθσ      ,       εκφράηεται από τθν 

υπζρκεςθ του πεδίου διζγερςθσ και του ςκεδαηόμενου πεδίου  

(3.2):  

       ,       
   

    
[         ,         ∫   (     ,   )

 

  

   (    )     ] 

Απαιτϊντασ τϊρα τθν ςυνκικθ      ,     ,            ,       προκφπτει θ παρακάτω 

ολοκλθρωτικι εξίςωςθ Fredholm 

(3.3): 

∫   (     ,   )
 

  
   (    )       

 

    
        ,    ,           
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 Για τθν περίπτωςθ του απλοφ προβλιματοσ ςκζδαςθσ που αντιμετωπίηουμε, θ (3.3) 

είναι θ αντίςτοιχθ διδιάςτατθ εξίςωςθ τθσ ολοκλθρωτικισ εξίςωςθσ του Waterman, που 

ιταν ο πρϊτοσ που χρθςιμοποίθςε τον όρο "εκτεταμζνθ ολοκλθρωτικι εξίςωςθ"[8]. 

Συγκρίνοντασ τισ (3.3) και (2.20) παρατθροφμε τθν ςθμαντικι ομοιότθτα ότι θ EIE και θ 

CMASIE ζχουν τον ίδιο πυρινα   (     ,   ) ςτθν εκάςτοτε ολοκλθρωτικι εξίςωςθ 

Fredholm. 

Εφαρμόηοντασ τθν ταυτότθτα (1.4) για τισ ςυναρτιςεισ Hankel ςτο δεξί μζροσ τθσ (3.3) και 

ςτον πυρινα του ολοκλθρϊματοσ προκφπτουν οι 

(3.4): 

 
 

    
        ,      

 

    
∑          

 

    

  (     ) 
         

(3.5): 

        ,     ∑          

 

    

  (     ) 
(  (         )) 

Άρα, το επιφανειακό ρεφμα του ςκεδαςτι προκειμζνου να ιςχφει θ ςυνκικθ      

,     ,            ,        προκφπτει από τθν 

(3.6): 

   (    )   
 

      
∑

  (     )

  (     )

 

    

        

 Συνδυάηοντασ λοιπόν τισ (3.3), (3.4), (3.5) παρατθροφμε ότι οι παράγοντεσ 

          αλλθλοαναιροφνται. Η λφςθ τθσ (3.3) λοιπόν, ςε αντίκεςθ με τθν λφςθ τθσ 

CMASIE (2.21), είναι ανεξάρτθτθ τθσ κζςθσ τθσ βοθκθτικισ επιφάνειασ! 

Επίςθσ, θ (3.6) είναι ίδια με τθν (3.1). Αυτό ςθμαίνει ότι θ EIE μασ δίνει το πραγματικό 

επιφανειακό ρευμα του ςκεδαςτι. Τζλοσ, θ ανεξαρτθςία τθσ (3.6) από τθ κζςθ τθσ 

βοθκθτικισ επιφάνειασ αποδεικνφει  ότι θ (3.6) είναι και θ μοναδικι λφςθ τθσ EIE, αφοφ 

ορίηεται για κάκε τιμι του      .  

3.2 Διακριτοπούηςη τησ EIE  
 

 Για τθν διακριτοποίθςθ τθσ EIE κα χρθςιμοποιιςουμε πάλι τθν μζκοδο Nyström 

όπωσ και ςτο κεφάλαιο (2.3) επιλζγοντασ τα N  ςθμεία μζτρθςθσ πάνω ςτθ βοθκθτικι 

επιφάνεια      ,       (    ,
   

 
),       , , ,   . Από τθν (3.3) λοιπόν προκφπτει 

το εξισ γραμμικό ςφςτθμα  

∑   (   , )       
     (   ),      , , ,        (3.7) 

όπου: 
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  ,  είναι θ απόςταςθ μεταξφ (    ,
   

 
) και (    ,

   

 
) 

   είναι θ απόςταςθ μεταξφ (    ,  ) και (    ,
   

 
) 

   
         

   

 

 
 είναι το διακριτοποιθμζνο ρεφμα ςτα    , , ,   ςθμεία τθσ 

επιφάνειασ του ςκεδαςτι. 

Ραρατθροφμε ότι θ εξίςωςθ (3.7) είναι ίδια με τθν (2.5) με τθν εξαίρεςθ του οριςμοφ τθσ 

απόςταςθσ   . Ομοίωσ λοιπόν με τθν διαδικαςία επίλυςθσ που ακολουκιςαμε ςτο 

κεφάλαιο (2.1), αφοφ ο πίνακασ   ,  είναι κυκλικόσ, ςυνεχίηουμε με τθν εφαρμογι του DFT.  

Για ευκολία επιλεγουμε πάλι περιττό  . 

  

 
       ∑        

    

 

     

 
   ,          , , ,       (3.8) 

όπου: 

     
 

 

    

             (3.9) 

     

           (     )  

(∑                  (     )
  
     ∑                  (     )

 
   ) (3.10) 

     

            (     )  

(∑                  (     )
  
     ∑                  (     )

 
   ) (3.11) 

(οι όροι     εμφανίηονται εκτόσ ακροίςματοσ λόγω τθσ ανεξαρτθςίασ τουσ από το  ) 

 Χρθςιμοποιϊντασ τισ αςυμπτωτικζσ προςεγγίςεισ των ςυναρτιςεων Bessel (1.8)και 

Hankel (1.9) για μεγάλα  παρατθροφμε ότι ο  -οςτόσ όροσ ςτθ δεφτερθ ςειρά τθσ (3.10) 

είναι τθσ τάξεωσ 
(
    

    ⁄ )
  

  
και αφοφ          , ςυμπεριφζρεται ςαν τον  -οςτό όρο 

τθσ ςειράσ Taylorγια        , όπου  | |    [8].  

Άρα, μποροφμε να βροφμε το όριο τθσ ςειράσ για    , το οποίο προκφπτει μθδενικό. 

Αντίςτοιχα, και τα άλλα ακροίςματα των (3.10), (3.11) δίνουν μθδενικι τιμι. Επομζνωσ, οι 

(3.10) και (3.11) γίνονται: 

                (     )       (3.12) 

                 (     )       (3.13) 

Στθν (3.9) λοιπόν, τα           αλλθλοαναιροφνται και προκφπτει πάλι λφςθ ανεξάρτθςθ 

τθσ κζςθσ τθσ βοθκθτικισ επιφάνειασ, δθλαδι: 
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  (     )

  (     )
,                  (3.14) 

Συνδυάηοντασ τισ (3.8) και (3.14) προκφπτει ότι το όριο       
   

      
, (     

   

 
) υπάρχει 

ανεξάρτθτα από τθν τιμι τθσ      και ιςχφει  

(3.15) : 

   (    )     
   

   
      

 

Η διακριτοποίθςθ λοιπόν τθσ EIE ςυγκλίνει πάντα ςε λφςθ και αυτό ςθμαίνει ότι, αντίκετα 

με τθν MAS, δεν υπάρχουν φαινόμενα ταλαντϊςεων ςτισ ρευματικζσ πθγζσ. 

 

3.3 Αναλυτικό ςυνϋχεια  του ςκεδαζόμενου πεδύου 
  

 Ζςτω   
  το ςκεδαηόμενο πεδίο εξωτερικά του PEC. Ππωσ, προαναφζραμε ςτο 

κεφάλαιο 2, οι αποκλίςεισ ςτθν MAS ςυμβαίνουν όταν θ βοθκθτικι επιφάνεια που 

χρθςιμοποιοφμε δεν εςωκλείει το ςθμείο ιδιομορφίασ      ,    τθσ αναλυτικισ ςυνζχειασ 

του   
 . Αντικζτωσ, αποδείξαμε ότι θ EIE μασ δίνει λφςθ ανεξάρτθτα από τθ κζςθ τθσ 

βοθκθτικισ επιφάνειασ και ςυνεπϊσ ανεξάρτθτα και από το ςθμείο ιδιομορφίασ. Αυτό 

ςυμβαίνει διότι θ αναλυτικι ςυνζχεια του ςυνολικοφ θλεκτρικοφ πεδίου    δεν μθδενίηεται 

ςτο εςωτερικό του ςκεδαςτι. Ριο ςυγκεκριμζνα, το πεδίο διζγερςθσ, το οποίο είναι ςαφϊσ 

κακοριςμζνο ςτο εςωτερικό του PEC,  δεν αναιρείται από τθν αναλυτικι ςυνζχεια του   
 , 

ιτοι 

(3.16): 

  
      

 

    
∫   (     ,   )
 

  
   (    )      ,               (         ) 

ςτα ςθμεία      ,       για (         ). Αντικζτωσ, αναιρείται από το εςωτερικό πεδίο 

που προκαλείται από το επιφανειακό ρεφμα του ςκεδαςτι    (    ): 

  
      

 

    
∫   (     ,   )
 

  
   (    )      ,  (         )        (3.17) 

Οι (3.16) και οι (3.17) φαίνονται ίδιεσ αλλά ςτθν πραγματικότθτα δεν είναι. 

Αντικακιςτϊντασ το   (     ,   ) ςτθν (3.16) μζςω τθσ ταυτότθτασ (1.3) προκφπτει 

        ,     ∑   (     )
 
              

(  (         ))          (3.18) 

αφοφ (         ). 

Άρα, εναλλάςςοντασ τουσ όρουσ ολοκλιρωςθσ και ακροίςματοσ και αντικακιςτϊντασ το 

   (    ) μζςω τθσ (3.6), θ (3.16) γίνεται 
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(3.19): 

  
   

    
∑   (     )

 
             

  (     )

  (     )
       ,     (         ) 

Σφμφωνα με τθν αςυμπτωτικι ανάλυςθ ςτο κεφάλαιο 1, θ ςειρά τθσ (3.19) ςυγκλίνει όχι 

μόνο για (         ), αλλά και για            . Επίςθσ, θ μερικι παράγωγοσ 
  

     
ςυγκλίνει για            . Επομζνωσ, θ ςειρά τθσ (3.19) είναι αναλυτικι και μπορεί 

να χρθςιμοποιθκεί για να ορίςουμε τθν αναλυτικι ςυνζχεια του   
  ςτθν περιοχι 

              . Εφαρμόηοντασ τθν ταυτότθτα (1.4) τϊρα ςτο   (     ,   ) τθσ 

εξίςωςθσ (3.17), αφοφ (         ) ζχουμε 

        ,     ∑          
 
      (     ) 

(  (         ))          (3.20) 

Οπότε, θ (3.17) γίνεται 

(3.21): 

  
   

    
∑   (     )

 
      (     ) 

      ,    (         ) 

 Είναι ςαφζσ ότι οι εξιςϊςεισ (3.19) και (3.21) διαφζρουν. Επίςθσ, ςυγκρίνοντασ τθν 

(3.21) με τθν εξίςωςθ πεδίου (3.2) και εφαρμόηοντασ τθν ταυτότθτα (1.4), είναι φανερό ότι 

θ (3.21) εκφράηει μόνο το πεδίο διζγερςθσ ςτο εςωτερικό του ςκεδαςτι και όχι το 

ςκεδαηόμενο πεδίο. Επομζνωσ, οι ιδιομορφίεσ τθσ αναλυτικισ ςυνζχειασ που 

παρουςιάςτθκαν ςτθν εφαρμογι τθσ MAS, δε ςχετίηονται με τθν EIE. 

3.4 ΢ύνθετα προβλόματα ςκϋδαςησ, ςφϊλματα roundoff 
 

 Αποδείξαμε ςτα προθγοφμενα υποκεφάλαια ότι ςτθν EIE δεν παρουςιάηονται οι 

ταλαντϊςεισ ρευμάτων που προκφπτουν κατά τθν εφαρμογι τθσ MAS. Συνεπϊσ, όποιεσ 

πικανζσ ταλαντϊςεισ/αποκλίςεισ μπορεί να εμφανιςτοφν κατά τθν εφαρμογι τθσ EIE ςε 

κάποιο "απλό" πρόβλθμα ςκζδαςθσ, κα οφείλονται λογικά ςε πίνακεσ με μεγάλο δείκτθ 

κατάςταςθσ (condition number) που χρθςιμοποιοφνται, κάτι το οποίο οδθγεί ςε ςθμαντικά 

ςφάλματα roundoff. Σε εφαρμογζσ τθσ EIE, αλλά και ςε άλλεσ αρικμθτικζσ μεκόδουσ, τζτοια 

ηθτιματα προκφπτουν κυρίωσ λόγω πεπεραςμζνου μικουσ λζξθσ του υπολογιςτικοφ 

ςυςτιματοσ, "κακοφ" υπολογιςμοφ ςυναρτιςεων Bessel,κλπ[8]. 

 Για τθν περίπτωςθ τθσ EIE, κα παρουςιάςουμε εδϊ τα αποτελζςματα ενόσ πιο 

ςφνκετου προβλιματοσ ςκζδαςθσ[8].  Ζχουμε ζναν ελλειπτικό διδιάςτατο ςκεδαςτι PEC, 

ςτον οποίο προςπίπτει Η/Μ κφμα κατά  ̂ υπό γωνία      
 

 
. Η βοθκθτικι επιφάνεια που 

κα χρθςιμοποιιςουμε είναι ο μζγιςτοσ δυνατόσ κφκλοσ και θ εκκεντρότθτα τθσ ζλλειψθσ 

είναι αρκετά μεγάλθ ζτςι ϊςτε οι δφο εςτίεσ τθσ που αποτελοφν τισ ιδιομορφίεσ τθσ 

αναλυτικισ ςυνζχειασ του ςκεδαηόμενου πεδίου να βρίςκονται εκτόσ βοθκθτικισ 

επιφάνειασ. 
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Εικόνα 6: Το πραγματικό και φανταςτικό μζροσ των κανονικοποιθμζνων ρευμάτων τθσ EIE    ⁄  ωσ 

προσ τον αρικμό ςτοιχείου   για      ςυνολικά ςτοιχεία. Οι διακεκομμζνεσ γραμμζσ εκφράηουν 

τα αποτελζςματα για λφςθ με αντιςτροφι πίνακα ενϊ οι κόκκινεσ για λφςθ με απαλειφι Gauss. 

 

Ππωσ φαίνεται και από τθν εικόνα 6, επιλφοντασ τθν EIE με απλι αντιςτροφι πίνακα, 

παρουςιάηονται ζντονεσ ταλαντϊςεισ ρευμάτων ωσ προσ τον αρικμό και κατά ςυνζπεια τθ 

κζςθ του ςτοιχείου. Οι ταλαντϊςεισ αυτζσ είναι ιςχυρότερεσ όταν τα ςτοιχεία βρίςκονται 

κοντά ςτα ςθμεία ιδιομορφίασ και κυμίηουν τισ ταλαντϊςεισ ρευμάτων που είδαμε ςτθν 

εφαρμογι τθσ MAS(Βλ. εικόνα 4).  

 Η επίλυςθ τθσ EIE όμωσ με άλλθ μεκοδολογία, ιτοι απαλοιφι Gauss, παρουςιάηει 

ελάχιςτα μικρζσ διακυμάνςεισ ςτισ τιμζσ των ρευμάτων. Αυτό αποδεικνφει ότι οι 

ταλαντϊςεισ που παρατθροφμε ςτθν εικόνα 6 δεν είναι ίδιασ "φφςθσ" με αυτζσ που 

αντιμετωπίςαμε ςτθ MAS, αλλά οφείλονται ςε ςφάλματα roundoff. Οφείλουμε να 

τονίςουμε ότι αυξάνοντασ τον αρικμό των βοθκθτικϊν ςτοιχείων (π.χ      ), οι 

ταλαντϊςεισ αυτζσ κα είναι όλο και πιο ζντονεσ και δε κα μποροφμε να τισ αποφφγουμε 

ακόμα και με πιο ιςχυρά υπολογιςτικά εργαλεία, όπωσ θ απαλοιφι Gauss. 
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 Κάτι το ιδιαιτζρωσ ςθμαντικό και εξίςου δφςκολο όταν αντιμετωπίηει κανείσ 

προβλιματα ταλαντϊςεων/αποκλίςεων είναι να κακορίςει το που οφείλονται. Ππωσ 

προαναφζραμε, ζνασ από τουσ πιο ςυνθκιςμζνουσ λόγουσ είναι ο μεγάλοσ δείκτθσ 

κατάςταςθσ των πινάκων που χρθςιμοποιοφμε. Ραρόλ' αυτά, ςε πιο ςφνκετα προβλιματα, 

είναι ςθμαντικό να ελζγξει κανείσ τα αποτελζςματα του με άλλεσ υπολογιςτικζσ μεκόδουσ 

ι χρθςιμοποιϊντασ καλφτερο software/hardware. Ζτςι, μπορεί κανείσ να εντοπίςει 

ςφάλματα roundoff ι και να τα διορκϊςει όπωσ είναι ςαφζσ και από τθν εικόνα 6.  

 

Ζνα ιδιαιτζρωσ ενδιαφζρον ςυμπζραςμα όμωσ, το οποίο αποτζλεςε ςθμαντικό κομμάτι τθσ 

παροφςασ εργαςίασ είναι το εξισ : Αν ςε κάποια αρικμθτικι μζκοδο παρουςιάηονται 

ταλαντϊςεισ/αποκλίςεισ ςτα αποτελζςματα, τα οποία δεν αποτελοφν προϊόν ςφαλμάτων 

roundoff, τότε μπορεί οι ταλαντϊςεισ αυτζσ να είναι ίδιασ "φφςθσ" με αυτζσ τθσ MAS. 
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Κεφϊλαιο 4: Η μϋθοδοσ πολλαπλών μαγνητικών διπόλων 

(MDM) 
 
  Ειςαγωγό 

 
 Η MDM (multiple magnetic dipole method) είναι μία αρικμθτικιμζκοδοσ για τθν 

αντιμετϊπιςθ προβλθμάτων μαγνθτικισ κακαρότθτασ και εφαρμόηεται κυρίωσ ςε 

προβλιματα ςχεδίαςθσ και καταςκευισ διαςτθμικϊν ςκαφϊν[22-24]. Άλλεσ εφαρμογζσ τθσ 

MDM είναι ςτουσ κλάδουσ τθσ αεροναυτικισ, ανάλυςθσ κοντινοφ πεδίου κεραιϊν[18-19], 

γεωλογίασ, ιατρικισ, κλπ. Βαςίηεται ςε μετριςεισ κοντινοφ πεδίου κάποιασ θλεκτρονικισ 

ςυςκευισ και αποςκοπεί ςτθ μοντελοποίθςθ τθσ μαγνθτικισ υπογραφισ τθσ μζςω 

μαγνθτικϊν διπόλων. Ζχει αποδειχκεί ότι είναι ιδιαιτζρωσ αποδοτικι, ειδικά όταν 

ςυνδυάηεται με γενετικοφσ αλγορίκμουσ, όπωσ ο PSO (particle swarm optimization) για τον 

προςδιοριςμό των μαγνθτικϊν ροπϊν και κζςεων των διπόλων[25-26]. 

  Μαγνθτικά κακαρό κεωρείται ζνα περιβάλλον όπου είτε δεν ζχουμε μαγνθτικό 

κόρυβο, κάτι το οποίο πρακτικά είναι αδφνατον, είτε ο μαγνθτικόσ κόρυβοσ βρίςκεται κάτω 

από ζνα ςυγκεκριμζνο κατϊφλι[26]. Σε ςφγχρονεσ τεχνολογίεσ, όπου τα θλεκτρονικά 

ςυςτιματα και οι ςυςκευζσ που χρθςιμοποιοφνται απαιτοφν τθν ταυτόχρονθ λειτουργία 

πολλϊν θλεκτρονικϊν κυκλωμάτων, παρουςιάηεται ιδιαιτζρωσ ςυχνά το πρόβλθμα των 

εςωτερικϊν θλεκτρομαγνθτικϊν παρεμβολϊν μεταξφ κυκλωμάτων, κάτι το οποίο προκαλεί 

μαγνθτικό κόρυβο. Επίςθσ, κακϊσ το μζγεκοσ των ςυςκευϊν μικραίνει όλο και 

περιςςότερο, περιςςότερα κυκλϊματα βρίςκονται ςτον ίδιο χϊρο και το πρόβλθμα γίνεται 

εντονότερο.   

 Συνεπϊσ, ο ςχεδιαςμόσ και θ καταςκευι των διαφόρων θλεκτρονικϊν ςυςκευϊν 

πρζπει να πραγματοποιείται με ιδιαίτερθ προςοχι, ζτςι ϊςτε να μποροφν να λειτουργοφν 

το ίδιο ςωςτά εκτόσ ιδανικϊν ςυνκθκϊν εργαςτθρίου κοντά ςε άλλεσ ςυςκευζσ, να μθν 

αποτελοφν πθγι παρεμβολϊν για τισ ςυςκευζσ αυτζσ και επιπλζον να ικανοποιοφν τισ 

εκάςτοτε οδθγίεσ θλεκτρομαγνθτικισ ςυμβατότθτασ. Για τθν επίτευξθ μαγνθτικισ 

κακαρότθτασ ςε ζνα ςφςτθμα θλεκτρονικϊν ςυςκευϊν πρζπει αρχικά να εντοπιςτοφν οι 

πθγζσ παρεμβολϊν. Οι πθγζσ αυτζσ είναι κυρίωσ θ καλωδίωςθ των ςυςκευϊν και τα υλικά 

τα οποία χρθςιμοποιοφνται ςτισ ςυςκευζσ και τα κυκλϊματα.  

 Η επιλογι μθ-μαγνθτικϊν υλικϊν (τιτάνιο, κράματα αλουμινίου κλπ) ςτθν 

καταςκευι των ςυςκευϊν βοθκάει ςτθν επίτευξθ μαγνθτικισ κακαρότθτασ, αλλά 

προφανϊσ δεν μπορεί να εφαρμοςτεί ςτο ςφνολο του ςυςτιματοσ. Στόχοσ είναι ο 

περιοριςμόσ τουσ. Πςον αφορά τθ καλωδίωςθ του ςυςτιματοσ, εκτόσ τθσ προφανοφσ 

ανάγκθσ για κωράκιςθ των καλωδίων, είναι ςθμαντικό να μθ δθμιουργοφνται βρόχοι, 

κακϊσ ςυμπεριφζρονται ωσ μαγνθτικά δίπολα όταν διαρρζονται από ρεφμα. Επίςθσ 

ςθμαντικό είναι θ οδιγθςθ του ρεφματοσ ςε μία ςυςκευι να βρίςκεται μαηί με τθν 

επιςτροφι του, ϊςτε να αλλθλοαναιροφνται τα μαγνθτικά πεδία που προκφπτουν από τα 

ρεφματα των καλωδίων. 
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 Λόγω τθσ πολυπλοκότθτασ των ςφγχρονων θλεκτρονικϊν ςυςτθμάτων, οι τεχνικζσ 

αυτζσ δεν είναι όμωσ αρκετζσ για τθν επίλυςθ του προβλιματοσ. Σε προβλιματα 

μαγνθτικισ κακαρότθτασ είναι ςθμαντικό να γνωρίηουμε τθν μαγνθτικι υπογραφι τθσ 

εκάςτοτε ςυςκευισ, προκειμζνου να υπάρχει ζνασ αξιόπιςτοσ ζλεγχοσ προδιαγραφϊν αλλά 

και ςωςτι αντιςτάκμιςθ του μαγνθτικοφ πεδίου του ςυςτιματοσ. Το 1977, ο Klaus Mehlem 

ειςιγαγε τθν MDM ωσ μια αποδοτικι λφςθ ςτα ηθτιματα μαγνθτικισ κακαρότθτασ[22]. Η 

MDM βαςίηεται ςτθν αρχι ότι ζνα δεδομζνο DC μαγνθτικό πεδίο γφρω από ζνα 

δοκιμαςτικό αντικείμενο μπορεί να μοντελοποιθκεί ικανά από ζνα πεπεραςμζνο ςφνολο 

διακριτϊν διπόλων εντόσ του αντικειμζνου εάν αγνοθκοφν οι πολυπολικζσ ςυνιςτϊςεσ του 

πεδίου. Αυτό απαιτεί προφανϊσ τον προςδιοριςμό τθσ κζςθσ και τθσ μαγνθτικισ ροπισ του 

κάκε διπόλου. Χρθςιμοποιϊντασ αυτι τθ μζκοδο είναι εφικτό να υπολογίςει κανείσ το 

μαγνθτικό πεδίο από κάποια ςυςκευι παντοφ ςτο χϊρο. 

4.1 Μετρόςεισ μαγνητικού πεδύου 
  

 Το πρϊτο βιμα ςτθν εφαρμογι τθσ MDM είναι προφανϊσ να γίνουν μετριςεισ ςτο 

κοντινό πεδίο του μαγνθτικοφ αντικειμζνου[23],[26]. Οι μετριςεισ αυτζσ γίνονται ςε ειδικζσ 

εγκαταςτάςεισ υψθλϊν απαιτιςεων, τα Magnetic Coil Facilities. Η διαδικαςία μετριςεων 

γίνεται ςυνικωσ περιςτρζφοντασ τθ ςυςκευι υπό ζλεγχο (Equipment Under Test-EUT) ανά 

10 μοίρεσ και λαμβάνοντασ μετριςεισ μαγνθτικοφ πεδίου από μαγνθτόμετρα (probes) 

τοποκετθμζνα αρκετά κοντά ζτςι ϊςτε το πεδίο να είναι τουλάχιςτον τθσ τάξθσ των 20nT. 

Τα ςυνολικά δεδομζνα που ζχουμε δθλαδι από τισ μετριςεισ είναι (αρικμόσ 

περιςτροφϊν αρικμόσ probes  3)(για κάκε ςυνιςτϊςα μαγνθτικοφ πεδίου). Είναι ςφνθκεσ 

να υπάρχει και ζνα fluxgate μαγνθτόμετρο για τθ μζτρθςθ του κορφβου περιβάλλοντοσ  για 

τθν βελτιςτοποίθςθ τθσ ακρίβειασ μετριςεων. 

 

 

Εικόνα 4.1: Διάταξθ μζτρθςθσ μαγνθτικοφ πεδίου 

  

 Η διαδικαςία τθσ μζτρθςθσ κοντινοφ πεδίου περιλαμβάνει επίςθσ 3 ηεφγθ πθνίων 

Helmholtz, εκ των οποίων τα δφο χρθςιμοποιοφνται για τθν αντιςτάκμιςθ του 

κατακόρυφου και οριηόντιου πεδίου τθσ  Γθσ ενϊ το τρίτο για μαγνιτιςθ και απομαγνιτιςθ. 
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Το ηεφγοσ για τθν αντιςτάκμιςθ του κατακόρυφου πεδίου μπορεί να χρθςιμοποιθκεί και για 

τθν παραγωγι μαγνθτικισ ροπισ. Το ςφςτθμα πθνίων ζχει ακρίβεια μικουσ       , ενϊ 

ο αρικμόσ περιελίξεων κυμαίνεται μεταξφ 100-110[26].  

 

Εικόνα 4.2: Φωτογραφία του ςυςτιματοσ πθνίων 

 

 

Εικόνα 4.3: Σχεδιάγραμμα του ςυςτιματοσ πθνίων 

 Τα ηεφγθ των πθνίων αντιςτάκμιςθσ τροφοδοτοφνται με ςυνεχζσ ςτακερό ρεφμα. 

Υπάρχουν επίςθσ βακμονομθτζσ πολφ υψθλισ ςτακερότθτασ, ϊςτε το πεδίο που 

δθμιουργείται να μθν υπερβαίνει τισ μερικζσ δεκάδεσ nT. Το ςφςτθμα 

μαγνιτιςθσ/απομαγνιτιςθσ αποτελείται από μια προςαρμοςμζνθ (custom-built) γεννιτρια 

ςιματοσ, ζνα custom-built ενιςχυτι DC ρεφματοσ για τθ μαγνιτιςθ του EUT και ζναν 

υψθλισ ιςχφοσ χαμθλισ ςυχνότθτασ ενιςχυτι για τθν μαγνιτιςθ και απομαγνιτιςθ. 
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4.2 Εφαρμογό τησ MDM:Οι θϋςεισ και ροπϋσ των διπόλων 

 

 
 To επόμενο βιμα μετά τισ μετριςεισ κοντινοφ πεδίου του EUT είναι ο 

προςδιοριςμόσ των κζςεων και των μαγνθτικϊν ροπϊν των διπόλων. Πςον αφορά τον 

αρικμό των διπόλων που κα χρθςιμοποιθκοφν είναι προφανζσ ότι όςο περιςςότερα δίπολα 

χρθςιμοποιοφμε, τόςο αυξάνει θ πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου αλλά ζχουμε καλφτερθ 

προςζγγιςθ ςτισ πραγματικζσ τιμζσ μαγνθτικοφ πεδίου. Το ηιτθμα τθσ μαγνθτικισ 

κακαρότθτασ λοιπόν ανάγεται ςε ζνα πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ με ςυνολικά 6 

αγνϊςτουσγια κάκε δίπολο: 3 άγνωςτεσ χωρικζσ μεταβλθτζσ και 3 άγνωςτεσ μαγνθτικζσ 

ροπζσ[23].  

 

Εικόνα 4.4: Προςδιοριςμόσ των παραμζτρων των διπόλων βάςθ μετριςεων κοντινοφ πεδίου και 

εκτίμθςθσ μακρινοφ πεδίου ςτθν MDM 
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Εικόνα 4.5: Ταφτιςθ του πεδίου από τθν MDM(κίτρινθ γραμμι) πάνω ςτισ  μετριςεισ κοντινοφ πεδίου 

(κόκκινεσ τελείεσ) 

 

 

 

Εικόνα 4.6: Παράδειγμα εκτίμθςθσ μακρινοφ πεδίου από τθν MDM. 
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Στο παρακάτω ςχιμα παρουςιάηεται θ γεωμετρία του προβλιματοσ MDM[25-26]. 

Το EUT βρίςκεται ςτθν αρχι των αξόνων. Τα   ,    ,   είναι τα μαγνθτικά δίπολα από 

τα οποία αποτελείται το ιςοδφναμο μοντζλο που κα υπολογίςει ο αλγόρικμοσ. Οι κζςεισ 

των διπόλων είναι    ,   ,    . Η μαγνθτικι ροπι του κάκε διπόλου δίνεται από τθν εξίςωςθ  

 ⃗⃗      
  ̂     

  ̂     
  ̂      (4.1) 

Τα  ςθμεία παρατιρθςθσ είναι τοποκετθμζνα ςτα ςθμεία (   
,    

,    
), όπου    ,  . 

 

 

Εικόνα 4.7: Παρουςίαςθ του προβλιματοσ 

Το μαγνθτικό πεδίο του διπόλου   ςτο ςθμείο παρατιρθςθσ    εκφράηεται ωσ υπζρκεςθ των 

  ,   ,   : 

 

 ⃗        
  ̂      

  ̂      
  ̂      (4.2) 

Είναι γνωςτό ότι το μαγνθτικό πεδίο διπόλου υπολογίηεται από τθν εξίςωςθ[15] 

 (4.3): 

 ⃗  
  

  
 
   ⃗⃗   ̂   ̂   ⃗⃗ 

  
 

όπου  ⃗⃗  θ μαγνθτικι ροπι του διπόλου που δίνεται από τθν εξίςωςθ (4.1) και r  θ 

απόςταςθ μεταξφ διπόλου και ςθμείου παρατιρθςθσ: 

 ̂  
  

 
 

(   
   ,   

   ,   
   )

√(   
   )

 
 (   

   )
 
 (   

   )
 
      (4.4) 
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Αντικακιςτϊντασ τα μοναδιαία διανφςματα  ̂ με τον λόγο διανφςματοσ προσ μζτρο τθσ (4.4) 

και υπολογίηοντασ το εςωτερικό γινόμενο  ⃗⃗    που προκφπτει 

    
 

  

  
 
  (   

   )

   
  (   )  

  

  
 
   

   
   

 

    
 

  

  
 
  (   

   )

   
  (   )  

  

  
 
   

   
       (4.5) 

    

    
 

  

  
 
  (   

   )

   
  (   )  

  

  
 
   

   
   

 

       
 (   

   )     
 (   

   )     
 (   

   )   (4.6) 

 

    √(   
   )

 
 (   

   )
 
 (   

   )
 

    (4.7) 

 

To ςυνολικό μαγνθτικό πεδίο ςτο ςθμείο παρατιρθςθσ    υπολογίηεται : 

 

 ⃗   ∑     
  ̂  ∑     

  ̂ 
    ∑     

  ̂ 
   

 
         (4.8) 

 

4.2.1 Ο αλγόριθμοσ βελτιςτοπούηςησ Gauss-Newton 

 

 Θα παρουςιάςουμε τϊρα τον αλγόρικμο βελτιςτοποίθςθσ Gauss-Newton για τον 

προςδιοριςμό των μεταβλθτϊν       ,   ,     και  ⃗⃗      
  ̂     

  ̂     
  ̂ 

,για    ,   δίπολα[22-23].  

Επιλζγουμε τυχαία τισ κζςεισ και τον αρικμό των διπόλων   και ςτθ ςυνζχεια 

βελτιςτοποιοφμε τθ κζςθ και τθ μαγνθτικι ροπι του κάκε διπόλου ζτςι ϊςτε θ διαφορά 

μεταξφ των μετριςεων μαγνθτικοφ πεδίου από το EUT (measured field) και τον υπολογιςμό 

μαγνθτικοφ πεδίου από τα δίπολα (calculated field) να ελαχιςτοποιείται.  

Ορίηουμε τισ εξισ μεταβλθτζσ του αλγορίκμου: 

   αρικμόσ ςυνολικϊν μετριςεων=(αρικμόσ περιςτροφικϊν βθμάτων*αρικμόσ 

αιςκθτιρων) 

    αρικμόσ διπόλων 
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    [    ] διάνυςμα υπολογιςμζνου μαγνθτικοφ πεδίου που προκφπτει από 

τθν (4.8) 

    [    ]διάνυςμα μετρθμζνου μαγνθτικοφ πεδίου του αντικειμζνου 

    [    ]διάνυςμα με τισ χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ των μετριςεων 

   [    ]διάνυςμα με τισ χωρικζσ ςυντεταγμζνεσ των διπόλων 

   [    ]διάνυςμα με τισ μαγνθτικζσ ροπζσ των διπόλων 

   [     ] μιτρα μεταφοράσ τζτοια ϊςτε το υπολογιςμζνο μαγνθτικό πεδίο 

   να προκφπτει από τθν παρακάτω εξίςωςθ 

(4.9): 

       

Ορίηουμε επίςθσ το ςφάλμα μεταξφ μετρθμζνου και υπολογιςμζνου μαγνθτικοφ πεδίου ωσ 

ζνα [    ] διάνυςμα: 

   ,   (       ,  )       (4.10) 

Από τθν (4.10) προκφπτει θ βακμωτι ςυνάρτθςθ κόςτουσ που κζλουμε να 

ελαχιςτοποιιςουμε 

(4.11): 

         
          

Αντικακιςτϊντασ τϊρα το υπολογιςμζνο μαγνθτικό πεδίο από τθν εξίςωςθ (4.9) θ 

ςυνάρτθςθ κόςτουσ παίρνει τθ μορφι 

(4.12): 

    
        

                 

Η ελάχιςτθ τιμι τθσ (4.11) υπολογίηεται από τθν  

(4.13): 

    ⁄    

και δίνει τθ λφςθ για το βζλτιςτο διάνυςμα μαγνθτικϊν ροπϊν 

(4.14): 

   [    ]         

 

Η [    ]  υπολογίηεται μζςω τθσ μεκόδου Cholesky. Συνεχίηουμε με το επόμενθ βιμα 

που είναι ο προςδιοριςμόσ των βζλτιςτων κζςεων των διπόλων.  

Η ςυνάρτθςθ κόςτουσ εξαρτάται πλζον μόνο από τισ κζςεισ των διπόλων αφοφ οι ροπζσ 

βρζκθκαν ωσ ςυνάρτθςθ των κζςεων. Δθλαδι 
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(4.15): 

   { ,     }       

Η πρϊτθ παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ ωσ προσ τθ μιτρα κζςεων   μζςω τθσ 

εξίςωςθσ (4.10) προκφπτει 

   
  

  
   *

  

  
+
 
               (4.16) 

, όπου   θ ιακωβιανι μιτρα με   
  

  
 

  

  
 

Η δεφτερθ παράγωγοσ τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ ωσ προσ τθ μιτρα κζςεων   μζςθ των 

εξιςϊςεων (4.10) και (4.16) προκφπτει 

    
   

      [    ]  *
   

   +
 

        (4.17) 

Αφοφ όμωσ αναηθτοφμε τθ βζλτιςτθ λφςθ, ιςχφει ότι | |   .  

Άρα το δεφτερο μζροσ τθσ (4.17) μθδενίηεται και ζχουμε 

      [    ]       (4.18)  

Το δεφτερο ανάπτυγμα λοιπόν τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ εκφράηεται με τθν εξίςωςθ 

(4.19): 

   [
  

  
]
 

    [[
   

   
]    ]

 

    

Επιλζγοντασ λοιπόν τθν ςυνκικθ ελαχιςτοποίθςθσ θ παράγωγοσ να είναι μθδζν προκφπτει 

θ 

(4.20): 

     

     
   [

  

  
]  [

   

   
]     

από τθν οποία προκφπτει θ λφςθ  

(4.21): 

    
 

 
[
   

   
]

  

 [
  

  
] 

Αντικακιςτϊντασ τα διαφορικά με τθν ιακωβιανι από τισ εξιςϊςεισ (4.16) και (4.18) ζχουμε 

    
 

 
[    ]          

και τελικι λφςθ 
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(4.22): 

         

από τθν οποία παίρνουμε το βιμα επανάλθψθσ του αλγορίκμου 

(4.23): 

                        

Ο παράγοντασ   που παρουςιάηεται ςτθν (4.23) αποτελεί τον progress factor του 

αλγορίκμου και προςδιορίηεται από αρικμθτικοφσ ελζγχουσ ςτθν κατεφκυνςθ του   .  

Η επανάλθψθ του αλγορίκμου διακόπτεται όταν επιτφχουμε αρκετά χαμθλι τιμι ςτθ 

ςυνάρτθςθ κόςτουσ, κάτι το οποίο εξαρτάται από τισ προδιαγραφζσ μαγνθτικισ 

κακαρότθτασ που επικυμοφμε. 

 

Εικόνα 4.8: Επαναλθπτικι αναηιτθςθ του ελαχίςτου τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ. 

 Ο ςυγκεκριμζνοσ αλγόρικμοσ ζχει διάφορα πλεονεκτιματα[22-23]. Καταρχάσ ζχει 

μεγάλο πεδίο ςφγκλιςθσ, κάτι το οποίο μασ δίνει τθν ελευκερία να επιλζξουμε αρχικά 

τυχαίεσ κζςεισ διπόλων. Επίςθσ, χρειαηόμαςτε να υπολογίςουμε διαφορικά τα οποία 

προκφπτουν μζςω πεπεραςμζνων διαφορϊν, όπωσ ςτθν ιακωβιανι από τθν (4.16). Η 

ταχφτθτα ςφγκλιςθσ του αλγορίκμου είναι γραμμικι ςτθν αρχι και καταλιγει τετραγωνικι 

κοντά ςτθν βζλτιςτθ λφςθ. Τζλοσ, θ μιτρα [    ] είναι πάντα κετικά θμιοριςμζνθ και ζτςι 

αποφεφγουμε τθ πικανότθτα ο αλγόρικμοσ να αποκλίνει. Κάτι, το οποίο κα ζπρεπε να 

τονίςουμε όμωσ είναι ότι ο αλγόρικμοσ παρουςιάηει ιδιομορφία ςτθ μιτρα   αν επιλζξουμε 

αρικμό διπόλων μεγαλφτερο από τον αρικμό μετριςεων, αλλά αυτι θ περίπτωςθ είναι 

ιδιαίτερα αςυνικιςτθ. 

 Ραρόλ'αυτα, ο αλγόρικμοσ παρουςιάηει και κάποια ςθμαντικά προβλιματα ςε 

πρακτικι εφαρμογι[23].  
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1.Η λφςθ τθσ MDM είναι μοναδικι μόνο όταν το μετρθμζνο μαγνθτικό πεδίο είναι 

ομοιόμορφα κατανεμθμζνο γφρω από το EUT. Αυτό ςθμαίνει ότι, προκειμζνου να βροφμε 

τθ λφςθ, θ οποία όχι μόνο δίνει το κοντινό μαγνθτικό πεδίο, αλλά παρζχει μια καλι 

εκτίμθςθ για το μακρινό πεδίο του αντικειμζνου απαιτείται καλφτερθ πυκνότθτα κάλυψθσ 

του χϊρου ςτισ μετριςεισ που γίνονται. 

 

 

Εικόνα 4.9: Κάλυψθ τριςδιάςτατου χϊρου με μετριςεισ ανά 2 μοίρεσ και μία τυπικι κάλυψθ MDΜμε 

4 μαγνθτόμετρα ανά 10 μοίρεσ 

 

2.Εκτόσ αυτοφ, δεν είναι πάντα δυνατόν να βροφμε αρχικζσ τυχαίεσ κζςεισ διπόλων που κα 

οδθγιςουν ςε ςφγκλιςθ του αλγορίκμου όταν ζχουμε να αντιμετωπίςουμε ςφνκετα 

προβλιματα μαγνθτικισ κακαρότθτασ όπωσ ςχεδίαςθ διαςτθμικϊν ςκαφϊν. Για τζτοιου 

είδουσ περιπτϊςεισ είναι ςθμαντικό να βροφμε το ολικό ελάχιςτο τθσ ςυνάρτθςθσ κόςτουσ 

και να μθν καταλιξουμε ςε κάποιο τοπικό ελάχιςτο λόγω τθσ πολυπλοκότθτασ του 

πρακτικοφ προβλιματοσ.  

3.Κατά τισ επαναλιψεισ του αλγορίκμου είναι ςφνθκεσ δφο δίπολα να τοποκετθκοφν 

"κοντά" το ζνα με το άλλο (ςφγκρουςθ κζςθσ διπόλων). Αυτό οδθγεί ςε ιακωβιανι μιτρα 

μειωμζνθσ τάξθσ με αποτζλεςμα θ   να παρουςιάηει προβλιματα ιδιομορφίασ και να 

επθρεάηεται θ ςφγκλιςθ του αλγορίκμου. 

 

4.Τζλοσ, ςθμαντικό πρόβλθμα είναι ότι ο αλγόρικμοσ δεν προςφζρει κάποιον  ζλεγχο ςτθ 

κζςθ των διπόλων. Ο αλγόρικμοσ Gauss-Newton ζχει ςχεδιαςτεί για παραμζτρουσ χωρίσ 

περιοριςμοφσ. Η κζςθ που μποροφν να τοποκετθκοφν τα δίπολα όμωσ πρζπει να είναι ςτο 

εςωτερικό του μαγνθτικοφ αντικειμζνου. Ζτςι, κατά τισ επαναλιψεισ, αν οι περιοριςμοί 

κζςθσ παραβιάςτουν, θ μόνθ επιλογι που ζχουμε ςτθν προκειμζνθ περίπτωςθ, είναι να 

ξεκινιςουμε τθ διαδικαςία από τθν αρχι (trial-and-error method) με άλλεσ τυχαίεσ τιμζσ, 

κάτι το οποίο είναι ιδιαιτζρωσ χρονοβόρο και κουραςτικό. 
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4.2.2 Ο αλγόριθμοσ βελτιςτοπούηςησ PSO 

 

 H PSO (particle swarm optimization-βελτιςτοποίθςθ ςμινουσ μονάδων) είναι μια 

ςτοχαςτικι εξελικτικι μζκοδοσ υπολογιςμοφ θ οποία αναπτφχκθκε από τουσ Kennedy και 

Eberhart το 1995 και εκςυγχρονίςτθκε ωσ προσ τθν αποδοτικότθτα τθσ από τον Eberhart τo 

2001[26]. Η PSO είναι ιδιαιτζρωσ αποδοτικι ςε ςφνκετα προβλιματα βελτιςτοποίθςθσ, 

αφοφ δεν απαιτεί αρχικό ςθμείο για να ςυγκλίνει ςε λφςθ, κάτι το οποίο τθν κακιςτά μια 

πολφ καλι εναλλακτικι για αντιμετϊπιςθ προβλθμάτων μαγνθτικισ κακαρότθτασ[25-27]. 

 Στθν εφαρμογι τθσ PSO για κάποιο πρόβλθμα βελτιςτοποίθςθσ, το ςφςτθμα 

αρχικοποιείται με ζνα πλθκυςμό τυχαίων λφςεων. Σε κάκε πικανι λφςθ ανατίκεται μια 

τυχαία "ταχφτθτα" υπό τθν ζννοια του αντίςτοιχου progress factor   ςτον προθγοφμενο 

αλγόρικμο.Αυτό ςθμαίνει ότι όλεσ οι τυχαίεσ λφςεισ, "ςωματίδια", που ζχουμε ςτθν αρχι 

κινοφνται ςτον χϊρο του προβλιματοσ. Κάκε ςωματίδιο παρακολουκεί τισ ςυντεταγμζνεσ 

του ςτο χϊρο και λαμβάνει μια τιμι καταλλθλότθτασ        (personal best). Η τιμι αυτι 

εκφράηει τθν κοντινότερθ τοποκεςία που βρζκθκε το ςωματίδιο ςτθν βζλτιςτθ λφςθ. Σε 

κάκε επανάλθψθ του αλγορίκμου ςυγκρίνονται τα       των ςωματιδίων και προκφπτει θ 

ολικι βζλτιςτθ τιμι        (global best), που εκφράηει το βζλτιςτο       που ζχει επιτευχκεί 

μεχρι ςτιγμισ από το ςφνολο των ςωματιδίων (ςμινοσ). Οι ταχφτθτεσ των ςωματιδίων 

αλλάηουν ςε κάκε επανάλθψθ του αλγορίκμου ϊςτε να κινθκοφν προσ τισ        και      . 

 Μια άλλθ ςθμαντικι παράμετροσ τθσ PSOείναι θ μζγιςτθ τιμι ταχφτθτασ      που 

μπορεί να πάρει κάποιο ςωματίδιο. Είναι προφανζσ ότι αν θ ταχφτθτα ςωματιδίου     

λάβει τιμι μεγαλφτερθ τθσ     , τότε θ     περιορίηεται ςτθ     . Η παράμετροσ αυτι 

εκφράηει τον τρόπο με τον οποίο οι περιοχζσ μεταξφ κζςθσ ςωματιδίου και κζςθσ βζλτιςτθσ 

λφςθσ ερευνοφνται. Μεγάλθ τιμι ςτθ      μπορεί να οδθγιςει τα ςωματίδια να 

προςπεράςουν κάποια κζςθ, θ οποία κα ιταν δυνθτικά βζλτιςτθ, ενϊ με μικρι τιμι τθσ 

     τα ςωματίδια εγκλωβίηονται ςε περιοχζσ τοπικϊν βελτίςτων και δε μποροφν να 

κινικουν ςε καλφτερεσ κζςεισ ςτο χϊρο. 

Τα βιματα κατά τθν εφαρμογι τθσ PSO είναι λοιπόν τα εξισ[26]: 

1. Αρχικοποίθςθ ενόσ πλθκυςμοφ ςωματιδίων-λφςεων με τυχαίεσ κζςεισ και 

ταχφτθτεσ ςε   διαςτάςεισ ςτο χϊρο του προβλιματοσ, όπου   ο αρικμόσ των 

λφςεων που επικυμοφμε (Στθν MDM, οι διαςτάςεισ του χϊρου προκφπτουν από τον 

αρικμό διπόλων που επιλζξαμε για να μοντελοποιιςουμε το πρόβλθμα). 

2. Για κάκε ςωματίδιο, γίνεται αξιολόγθςθ τθσ επικυμοφμενθσ ςυνάρτθςθσ 

βελτιςτοποίθςθσ (αντικειμενικι ςυνάρτθςθ) ςε   μεταβλθτζσ. Ελζγχουμε δθλαδι, 

αν το εκάςτοτε ςωματίδιο λφςθ βρίςκεται κοντά ςτθ βζλτιςτθ λφςθ που 

αναηθτοφμε. 

3. Συγκρίνουμε τθν τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ με το       του ςωματιδίου. 

Αν θ νζα τιμι είναι καλφτερθ από το      , τότε το       γίνεται θ νζα τιμι και θ 

κζςθ του       γίνεται θ νζα κζςθ του  -διάςτατου χϊρου. 
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4. Συγκρίνουμε τθν τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθστου ςωματιδίου με το       

του ςμινουσ. Αν θ νζα τιμι είναι καλφτερθ από το      , τότε το       γίνεται θ νζα 

τιμι και θ κζςθ του       γίνεται θ νζα κζςθ του  -διάςτατου χϊρου. 

5. Μεταβολι τθσ ταχφτθτασ και τθσ κζςθσ του εκάςτοτε ςωματιδίου ςφμφωνα με τισ 

παρακάτω εξιςϊςεισ: 

(4.23): 

                                        (       ) 

(4.24): 

            

 

 6. Επιςτροφι ςτο βιμα 2 μζχρι να ικανοποιθκεί κάποιο κριτιριο τερματιςμοφ, 

όπωσ ικανοποιθτικι τιμι αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ κάποιου ςωματιδίου. 

 Οι ςτακερζσ   και    που εμφανίηονται ςτθν εξίςωςθ (4.23) εκπροςωποφν τθν 

ςτάκμιςθ των ςτοχαςτικϊν όρων επιτάχυνςθσ που τραβοφν κάκε ςωματίδιο προσ τισ κζςεισ 

των       και      . Αντίςτοιχα με τθν      λοιπόν, δίνοντασ υψθλζσ τιμζσ ςτισ ςτακερζσ 

αυτζσ οδθγοφμαςτε ςε απότομεσ κινιςεισ των ςωματιδίων προσ ι δίπλα ςτισ περιοχζσ 

βζλτιςτθσ λφςθσ, ενϊ με χαμθλζσ τιμζσ τα ςωματίδια αργοφν πολφ να φτάςουν ςτισ 

περιοχζσ-ςτόχουσ.  Με τθ μζκοδο trial-and-error ζχει παρατθρθκεί ότι οι καταλλθλότερεσ 

τιμζσ για τισ   και    είναι 2, για τισ περιςςότερεσ εφαρμογζσ. Αντίςτοιχα, θ παράμετροσ 

     ρυκμίηεται ςυνικωσ ςτο 10-20% του δυναμικοφ εφρουσ τθσ μεταβλθτισ ςε κάκε 

διάςταςθ. 

 

  

 



52 
 

 

Εικόνα 4.10: Διάγραμμα ροισ PSO 

 

 Οι Shi και Eberhart ειςιγαγαν το 1998 τθν παράμετρο του βάρουσ αδράνειασ  , 

ζτςι ϊςτε να εξαλειφκεί θ χριςθ τθσ     . Το βάροσ αδράνειασ ειςιχκει ωσ 

πολλαπλαςιαςτικόσ παράγοντασ ςτθν ταχφτθτα     τθσ εξίςωςθσ (4.23) προκειμζνου να 

υπάρχει θ ελευκερία για μεγαλφτερθ ι μικρότερθ ταχφτθτα των ςωματιδίων ανάλογα τθν 

περίςταςθ. 

Η (4.23) γίνεται λοιπόν 

(4.25): 

                                        (       ) 

Η χριςθ του βάρουσ αδράνειασ αφξθςε τθν αποδοτικότθτα τθσ PSO. Το   μειϊνεται 

γραμμικά από περίπου 0.9 ςε 0.4 μζςα ςε ζνα τρζξιμο. Κατάλλθλθ επιλογι του βάρουσ 

αδράνειασ προςφζρει ιςορροπία μεταξφ αναηιτθςθσ του χϊρου και τοπικισ εκμετάλλευςθσ 

και οδθγεί ςε λιγότερεσ γενεζσ (μικρότερο χρόνο εκτζλεςθσ) κατά μζςο όρο για τθν εφρεςθ 

τθσ βζλτιςτθσ λφςθσ. 

 To 1999 o Clerk τροποποιιςε τθν PSO ειςάγοντασ τον περιοριςτικό παράγοντα  , 

προκειμζνου να πετφχει καλφτερθ ςφγκλιςθ ςτθν μζκοδο. Ο παράγοντασ    ορίηεται ωσ  

  
 

|    √     |
        (4.26) 
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       ,            (4.27) 

και λειτουργεί περιοριςτικά ςτθν ταχφτθτα     

(4.28): 

      [                                (       )] 

 

 Ρρόςφατα ζχουν γίνει ζρευνεσ ςτο Εκνικό Μετςόβιο Ρολυτεχνείο για τθν 

αποδοτικότθτα τθσ PSO ςε ηθτιματα μαγνθτικισ κακαρότθτασ[25-26]. Ριο ςυγκεκριμζνα, θ 

PSO εφαρμόςτθκε ςτο MDM πρόβλθμα και τα αποτελζςματα ιταν ιδιαιτζρωσ 

ικανοποιθτικά. Ραρουςιάηουμε εδϊ τα αποτελζςματα αυτά ςτα πλαίςια τθσ ςφαιρικισ 

προςζγγιςθσ του κζματοσ. 

 Ορίηουμε τουσ εξισ πίνακεσ που κα χρθςιμοποιθκοφν ςτον αλγόρικμο: 

     = [   ] μιτρα με ςτοιχεία τισ τιμζσ μετριςεων κοντινοφ πεδίου από το EUT 

(measuredfield) ςτα ςθμεία    ,  . 

  = [   ] μιτρα με ςτοιχεία τισ τιμζσ μαγνθτικοφ πεδίου που υπολογίηονται από τθ 

κάκε γενιά (calculatedfield) ςε κάκε επανάλθψθ του αλγορίκμου. 

    = [   ] μιτρα με ςτοιχεία τισ τιμζσ μαγνθτικοφ πεδίου που υπολογίηονται από το 

κάκε      . 

    = [   ] μιτρα με ςτοιχεία τισ τιμζσ μαγνθτικοφ πεδίου που υπολογίηονται από το 

κάκε       τθσ εκάςτοτε γενιάσ.  

Το πρϊτο βιμα είναι όπωσ είπαμε να κάνουμε μια αρχικοποίθςθ των πικανϊν λφςεων με 

τυχαίεσ κζςεισ και ταχφτθτεσ ςτο χϊρο του προβλιματοσ. Κακϊσ ο αλγόρικμοσ 

"ξεδιπλϊνεται", κάκε πράκτορασ ανανεϊνει τθν ταχφτθτα και τθ κζςθ του ςφμφωνα με τισ 

εξιςϊςεισ  

(4.29): 

                                                          

(4.30): 

            

για κάκε ςτοιχείο   κάκε διπόλου  . 

Στισ παραπάνω εξιςϊςεισ θ     εκφράηει τθ κζςθ του ςτοιχείου   του διπόλου   (κζςθ του 

ςτοιχείου  του διανφςματοσ του πράκτορα), το   είναι θ κλίμακα τθσ ταχφτθτασ τθσ 

προθγοφμενθσ γενιάσ και τα   και    είναι οι παράγοντεσ που κακορίηουν το trade-off 

μεταξφ τοπικισ εκμετάλλλευςθσ και εξερεφνθςθσ του χϊρου.  

Οι τιμζσ των παραπάνω ςτακερϊν επιλζχκθκαν    .  και        . 
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Από τισ καινοφριεσ κζςεισ ανανεϊνονται οι τιμζσ του πίνακα   και του     

χρθςιμοποιϊντασ τισ εξιςϊςεισ (4.1)-(4.8). Αναλόγωσ, ςε κάκε επανάλθψθ ανανεϊνονται 

και οι τιμζσ του    . 

Για τθν αξιολόγθςθ κάκε λφςθσ επιλζχκθκε ςαν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ το RMS 

(4.31): 

  √∑ ∑ (           )
  

   
 
   

 
 

Σε κάκε επανάλθψθ ςυγκρίνεται θ τιμι του       με τθν αντικειμενικι ςυνάρτθςθ. Αν θ 

τιμι τθσ  είναι μικρότερθ τθσ      , τότε θ       αντικακίςταται με τθν τιμι τθσ  .  

Αντίςτοιχα και για τθν      . 

 Για να ελζγχκει θ αποδοτικότθτα τθσ PSO, ζγινε το ακόλουκο πείραμα. Επιλζχκθκε 

ζνα ςετ από   δίπολα τα οποία δθμιοφργθςαν το μαγνθτικό πεδίο ςε   ςθμεία του χϊρου, 

ςφμφωνα με τισ (4.1)-(4.8). Το ςυγκεκριμζνο δείγμα πεδίου χρθςιμοποιικθκε ωσ measured 

field. Εφαρμόςτθκε θ PSO ςτο ςυγκεκριμζνο measured field, προκειμζνου να ελζγξουμε αν 

ςυγκλίνει καλϊσ ςε λφςθ, αν δθλαδι κα μασ δϊςει τισ ιδθ γνωςτζσ πθγζσ του 

προβλιματοσ.Αρχικά επιλζχκθκε μόνο ζνα δίπολο με τα εξισ χαρακτθριςτικά: 

(x=-0.03, y=-0.05, z=-4.05, 

mx=452.344, my=-484.63, mz=-550.47) 

όπου οι κζςεισ μετρικθκαν ςε cm και οι ροπζσ ςε mAm2. 

Το αποτζλεςμα ιταν ότι θ PSO ςυνζκλινε βάςθ τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ ςτθν λφςθ: 

D1 = (-0.03,  0.05, -4.0499, 452,3406, -484,627, -550.471) 

Είναι ςαφζσ ότι τα αποτελζςματα αυτά παρουςιάηουν εξαιρετικά καλι ταφτιςθ με τθν πθγι 

του μαγνθτικοφ πεδίου. 

 Στθ ςυνζχεια, προχωρϊντασ ζνα βιμα ακόμα, ζγινε αξιολόγθςθ τθσ μεκόδου ςε 

ςυνκικεσ μαγνθτικοφ κορφβου. Ριο ςυγκεκριμζνα, θ      που περιζχει τισ "μετριςεισ" 

τροποποιικθκε προςκζτοντασ κόρυβο: 

(4.32): 

                                         

όπου ο   εκφράηει το μζγιςτο ποςοςτό παραμόρφωςθσ ςτισ μετριςεισ. Επιλζχκθκαν δφο 

διαφορετικζσ τιμζσ για το  , ιτοι 1% και 5%. Στο παρακάτω πίνακα παρουςιάηονται τα 

αποτελζςματα. Ραρατθροφμε ότι όςο το ποςοςτό τθσ παραμόρφωςθσ ςτα δεδομζνα 

ειςόδου αυξάνεται, θ απόκλιςθ μεταξφ των λφςεων τθσ MDM και των κεωρθτικϊν τιμϊν 

αυξάνεται επίςθσ. Ραρ’ ολ'αυτά, οι λφςεισ που προκφπτουν είναι ξανά ικανοποιθτικζσ. Η 

διαφορά μεταξφ κεωρθτικοφ πεδίου και MDM δεν καταλιγει απαγορευτικά μεγάλθ. 
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Εικόνα 4.11: Σφγκριςθ χαρακτθριςτικϊν διπόλου από το κεωρθτικό  πεδίο, απόϋτο πεδίο MDM με 1% 

παραμόρφωςθ και από το πεδίο MDM με 5% παραμόρφωςθ. 

 

 

Εικόνα 4.12: Διαφορζσ μεταξφ κεωρθτικοφ πεδίου με το διαταραγμζνο (διακεκομμζνθ μαφρθ 

γραμμι) και κεωρθτικοφ πεδίου με το παραγόμενο MDM για 1% παραμόρφωςθ. 

(a) x ςυνιςτϊςα, (b) y ςυνιςτϊςα, (c) z ςυνιςτϊςα. 
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Εικόνα 4.13: Διαφορζσ μεταξφ κεωρθτικοφ πεδίου με το διαταραγμζνο (διακεκομμζνθ μαφρθ 

γραμμι) και κεωρθτικοφ πεδίου με το παραγόμενοMDMγια 5% παραμόρφωςθ. 

(a) x ςυνιςτϊςα, (b) y ςυνιςτϊςα, (c) z ςυνιςτϊςα. 

  

Στθ ςυνζχεια ζγινε θ αξιολόγθςθ του αλγορίκμου για πιο απαιτθτικά EUT. Το ςετ διπόλων 

που παράγουν το "measured field" αυτι τθ φορά αποτελείται από 3 δίπολα. Οι παράμετροι 

των διπόλων φαίνονται ςτο παρακάτω πίνακα: 

 

 

Εικόνα 4.14: Παράμετροι του κεωρθτικοφ μοντζλου τριϊν διπόλων 
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  Πταν αυξάνεται ο αρικμόσ τϊν διπόλων που κα χρθςιμοποιιςουμε, κα πρζπει να 

προςζχουμε οι εξιςϊςεισ που οδθγοφν ςτουσ επικυμθτοφσ αγνϊςτουσ να είναι καλϊσ 

οριςμζνεσ και ανεξάρτθτεσ μεταξφ τουσ. Για κάκε ςθμείο μζτρθςθσ προκφπτουν 3 

ανεξάρτθτεσ εξιςϊςεισ όπωσ φαίνεται από τισ εξιςϊςεισ (4.1)-(4.8). Οι ςυνολικοί άγνωςτοι 

παράμετροι για κάκε δίπολο είναι 6 (τρεισ για τθ μαγνθτικι ροπι και τρεισ για τθ κζςθ). 

Από αυτά προκφπτει ότι για κάκε δίπολο χρειάηονται τουλάχιςτον 2 ςθμεία παρατιρθςθσ 

για να είναι το πρόβλθμα επαρκϊσ οριςμζνο και να μπορεί να λφκει. Στθν περίπτωςθ των 3 

διπόλων λοιπόν χρειαηόμαςτε τουλάχιςτον 6 ςθμεία παρατιρθςθσ (   ). Τα ςθμεία 

μζτρθςθσ τοποκετικθκαν ςε γεωμετρικό τόπο κφκλου γφρω από το EUT με κάποια 

ςυμμετρία.Ριο ςυγκεκριμζνα, οι κζςεισ των ςθμείων που επιλζχκθκαν είναι: 

(20, 0, 0), (0, 20, 0), (0, 0, 20), (15, 15, 0), (15, 0, 15) και (0, 15, 15) cm.  

 Ππωσ φαίνεται από τον παρακάτω πίνακα, ο αλγόρικμοσ προςζγγιςε εξαιρετικά 

καλά τισ κεωρθτικζσ πθγζσ του πεδίου. Επιλζγοντασ διαφορετικά τερματικά κριτιρια με 

βάςθ τθν τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ, παρουςιάςτθκαν τα αποτελζςματα που 

προζκυψαν.Ραρατθροφμε πωσ θ επιλογι διαφορετιϊν τερματικϊν κριτθρίων αλλάηει τα 

αποτελζςματα τθσ PSO και πωσ για καλι τιμι τθσ αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ τα 

χαρακτθριςτικά των διπόλων που προκφπουν ωσ λφςθ είναι ςχεδόν ταυτόςθμα με τα 

κεωρθτικά. Τζλοσ, προκειμζνου να βρεκοφν οι βζλτιςτεσ τιμζσ τθσ αντικειμενικισ 

ςυνάρτθςθσ πρζπει να γίνουν μεγάλα simulations ϊςτε να μπορζςουμε να εκτιμιςουμε τα 

όρια ςτισ τιμζσ των παραμζτρων. Η διαδικαςία αυτι είναι μείηονοσ ςθμαςίασ, κακϊσ θ 

ταχφτθτα ςφγκλιςθσ του αλγορίκμου εξαρτάται από τα όρια αυτά. 



58 
 

 

Εικόνα 4.15: Τρία διαφορετικά MDM solutions για διαφορετικζσ τιμζσ  αντικειμενικισ ςυνάρτθςθσ 

ςτο πρόβλθμα των 3 διπόλων. 
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Κεφϊλαιο 5: Αποκλύςεισ Μαγνητικών ροπών ςτην MDM -

΢υςχϋτιςη με τισ Αποκλύςεισ τησ MAS 
 

 Στθν εφαρμογι τθσ MAS ηθτιςαμε να βροφμε βοθκθτικζσ πθγζσ ςε κάποια 

επιφάνεια εςωτερικά του ςκεδαςτι ζτςι ϊςτε οι πθγζσ αυτζσ να ικανοποιοφν τθν 

ςυνοριακι ςυνκικθ το ςυνολικό θλεκτρικό πεδίο ςτθν επιφάνεια του ςκεδαςτι να είναι 

μθδενικό. Ανακεφαλαιϊνοντασ λοιπόν αυτά που ειπϊκθκαν ςτα πρϊτα κεφάλαια, 

αναηθτιςαμε πθγζσ MAS οι οποίεσ να προςεγγίηουν το ςκεδαηόμενο πεδίο του 

προβλιματοσ ςτθν επιφάνεια του ςκεδαςτι. Στθ ςυνζχεια, ελζγξαμε το όριο των πθγϊν 

αυτϊν για     για να ελζγξουμε αν και κατά πόςο το πεδίο που δθμιουργοφν ςυγκλίνει 

ςτο πραγματικό ςκεδαηόμενο πεδίο του χϊρου. Ραράλλθλα, παρακολουκιςαμε το 

πρόβλθμα τθσ τοποκεςίασ των πθγϊν MAS και αποδείξαμε το πρόβλθμα απόκλιςθσ των 

ρευματικϊν κατανομϊν, όταν βρίςκονται εντόσ μιασ κρίςιμθσ επιφάνειασ. 

 Αντίςτοιχα, ςτθν MDM αναηθτοφμε δίπολα ςτο εςωτερικό του μαγνθτικοφ 

αντικειμζνου τα οποία κα δθμιουργοφν πεδίο που προςεγγίηει τθν μαγνθτικι υπογραφι 

του EUT. Ππωσ ςτθ MAS λοιπόν είχαμε να λφςουμε το πρόβλθμα                , ςτθν 

MDM αντιμετωπίηουμε τθν εξίςωςθ               .  

5.1 Παρουςύαςη του προβλόματοσ 
 

 Θζλουμε λοιπόν να ελζγξουμε αν το φαινόμενο των ταλαντϊςεων των πθγϊν τθσ 

MAS εμφανίηεται και ςτθν MDM, αν επιλζξουμε μεγάλο αρικμό διπόλων (αντίςτοιχα με 

    για τισ πθγζσ MAS). Για τθν υπόκεςθ αυτι κάνουμε τθν εξισ κεϊρθςθ: Ζςτω ζνα 

EUT τοποκετθμζνο ςτο κζντρο των αξόνων. Μοντελοποιοφμε μζςω τθσ MDM τθν μαγνθτικι 

υπογραφι του αντικειμζνου με δίπολα τοποκετθμζνα ςε μια εςωτερικι επιφάνεια S. Θα 

αναφερόμαςτε ςτα δίπολα αυτά ωσ δίπολα-πθγι (dipole source). Ο αρικμόσ των dipole 

source ορίηεται ωσ   . Το μαγνθτικό πεδίο που παράγουν τα δίπολα αυτά ταυτίηεται με το 

μαγνθτικό πεδίο    του EUT που επιλζξαμε. Οι μετριςεισ μαγνθτικοφ πεδίου λαμβάνονται 

ςε μια εξωτερικι επιφάνεια C. Θζλουμε λοιπόν τϊρα να προςεγγίςουμε το μαγνθτικό πεδίο 

αυτό με μια καινοφρια κατανομι διπόλων (dipole auxiliary) τοποκετθμζνα ςε μια επιφάνεια 

D. Ο αρικμόσ διπόλων τθσ καινοφριασ κατανομισ ορίηεται ωσ   . Το πρόβλθμα που κα 

αντιμετωπίςουμε είναι το που μπορεί να τοποκετθκεί θ καινοφρια κατανομι των dipole 

auxiliary (επιφάνεια D) για να προςεγγίηει καλϊσ το μαγνθτικό πεδίο των dipole source και 

τι ςυμβαίνει όταν επιλζξουμε μεγάλο αρικμό καινοφριων διπόλων   . 

5.1.1 Τλοπούηςη με ϋνα δύπολο-πηγό κϊθετο ςτην επιφϊνεια -Ένα μαγνητόμετρο 

 

 Ραρουςιάηουμε αρχικά το απλοφςτερο δυνατό πρόβλθμα βάςθ προςομοίωςθσ.Για 

τθν ευκολία των προςομοιϊςεων κεωριςαμε ότι θ επιφάνεια S είναι κφκλοσ ακτίνασ 

       με κζντρο τθν αρχι των αξόνων. Επιλζξαμε ζνα dipole source με τα εξισ 

χαρακτθριςτικά: 
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(x=5cm, y=0, z=0, 

mx=0, my=0, mz=500mAm2) 

Στθ ςυνζχεια πιραμε μετριςεισ μαγνθτικοφ πεδίου από το dipole source προςομοιϊνοντασ 

ζτςι ζνα μαγνθτόμετρο. Οι μετριςεισ αυτζσ ταυτίηονται με τισ μετριςεισ του EUT που 

κεωριςαμε ςτθν αρχι. Η επιφάνεια C των μετριςεων είναι κφκλοσ ακτίνασ         με 

κζντρο τθν αρχι των αξόνων. Ο αρικμόσ των μετριςεων που πιραμε ιταν      .  Στθν 

παρακάτω εικόνα το ςφνορο του Region 1 με το Region 2 είναι θ επιφάνεια S ενϊ το 

ςφνοροτου Region 2 με το Region 3 είναι θ επιφάνεια C. 

 

 
 

          Εικόνα 5.1: Γεωμετρία του προβλιματοσ 

 

 Είναι ςαφζσ ότι το μαγνθτικό πεδίο που ζχουμε μετριςει ςτθν επιφάνεια C 

παρουςιάηει ςθμείο ιδιομορφίασ ςτθ κζςθ που είναι τοποκετθμζνο το dipole source. Άρα 

λοιπόν, αναμζνουμε το εξισ: Αν τοποκετιςουμε τθν καινοφρια κατανομι διπόλων (dipole 

auxiliary) ςτο region 1 και επιλζξουμε       προκειμζνου να ζχουμε τον μζγιςτο δυνατό 

αρικμό διπόλων για να είναι το ςφςτθμα επιλφςιμο, τότε οι μαγνθτικζσ ροπζσ των διπόλων 

κα παρουςιάηουν ταλαντϊςεισ. Αντίςτοιχα, αν τοποκετιςουμε τθν καινοφρια κατανομι ςτο 

region 2, οι μαγνθτικζσ ροπζσ κα είναι μθ-ταλαντοφμενεσ επειδι κα περικλείουν το ςθμείο 

ιδιομορφίασ του πεδίου. Η κεϊρθςθ αυτι ςυμφωνεί με τθν ανάλυςθ που είχαμε για τισ 

ταλαντϊςεισ τθσ MAS ςτο κεφάλαιο 2.4. Ππωσ και για τισ άλλεσ επιφάνειεσ του 

προβλιματοσ, κεωροφμε ότι θ επιφάνεια D είναι κφκλοσ ακτίνασ       με κζντρο τθν αρχι 

των αξόνων. Ραρουςιάηουμε παρακάτω τα αποτελζςματα των προςομοιϊςεων.  
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Εικόνα 5.2: Οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ των dipole auxiliary για rd=4, Nd=Nm=36 

 

Ζχουμε τθν πρϊτθ ζνδειξθ ότι θ υπόκεςθ μασ ιταν ςωςτι. Οι ταλαντϊςεισ  που 

παρατθροφμε ςτισ μαγνθτικζσ ροπζσ κατά z είναι αρκετά όμοιεσ με αυτζσ που είδαμε ςτθν 

ρευματικι κατανομι των πθγϊν τθσ MAS ςτθν εικόνα 4 του κεφαλαίου 2.2. Εκτόσ αυτοφ 

παρατθροφμε μεγάλθ διαφορά ςτο μζτρο ροπισ μεταξφ γειτονικϊν διπόλων. Δείχνουμε 

ςτα διαγράμματα και τον δείκτθ κατάςταςθσ (condition number). Η τιμι του condition 

number που προκφπτει δεν είναι αρκετά μεγάλθ ϊςτε μποροφμε να αποδϊςουμε τισ 

ταλαντϊςεισ που προκφπτουν ςε ςφάλματα roundoff. Ενδεικτικά αναφζρουμε τον εξισ 

εμπειρικό κανόνα: ο δείκτθσ κατάςταςθσ μπορεί να οριςτεί ωσ προβλθματικόσ όταν είναι 

τθσ τάξθσ του     και άνω. Εκτόσ αυτοφ, το προγραμματιςτικό περιβάλλον Matlab που 

εκτελζςαμε τισ προςομοιϊςεισ, εμφανίηει προειδοποιθτικό ςφάλμα όταν to condition 

number είναι ιδιαίτερα μεγάλο. Επίςθσ, αν οι ταλαντϊςεισ οφείλονταν ςε ψθλό condition 

number, τότε δε κα είχαμε τθ ςυμμετρία που παρατθροφμε ςτισ μαγνθτικζσ ροπζσ ωσ προσ 

το πρϊτο δίπολο(του οποίου θ κζςθ ταυτίηεται με το dipole source).  

 Το δεφτερο βιμα τθσ προςομοίωςθσ είναι να ελζγξουμε αν οι καινοφριεσ 

μαγνθτικζσ ροπζσ παράγουν όντωσ το ςωςτό πεδίο ςτθν επιφάνεια C(collocation points). 
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Εικόνα 5.3: Το πεδίο ςτα ςθμεία μζτρθςθσ τθσ επιφάνειασ C για rd=4,Nd=Nm=36. Με μαφρθ γραμμι 

ζχουμε το μετρθμζνο πεδίο από το dipole source ενϊ με τισ κόκκινεσ τελείεσ το πεδίο που παράγεται 

από τα dipole auxiliary. 

 

Ππωσ παρατθροφμε από τθν εικόνα 5.3, ζχουμε απόλυτθ ταφτιςθ του πεδίου των 

καινοφριων διπόλων με αυτό του dipole source. Το ιδιαίτερο ηιτθμα που προκφπτει είναι 

ότι μαγνθτικζσ ροπζσ που ταλαντϊνονται τόςο ζντονα όπωσ αυτζσ τθσ εικόνασ 5.2 

παράγουν ζνα τόςο ομοιόμορφο πεδίο όπωσ αυτό τθσ εικόνασ 5.3.  

 Το επόμενο βιμα τθσ προςομοίωςθσ είναι να ελζγξουμε αν οι ταλαντϊςεισ των 

ροπϊν γίνονται πιο ζντονεσ όταν μειϊςουμε και άλλο τθν ακτίνα τθσ επιφάνειασ D  ι όταν 

αυξιςουμε τον αρικμό των καινοφριων διπόλων αυξάνοντασ ζτςι αναγκαςτικά και τα 

ςθμεία μζτρθςθσ ςτθν επιφάνεια C. 
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Εικόνα 5.4: Οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ των dipole auxiliary για rd=4,Nd=Nm=45 

  

Εικόνα 5.5: Οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ των dipole auxiliary για rd=3.2,Nd=Nm=36 
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Δεν μποροφμε να δείξουμε αποτελζςματα για ακόμα μεγαλφτερο αρικμό διπόλων ι για 

ακόμα μικρότερθ ακτίνα τθσ επιφάνειασ D γιατί αυξάνεται πολφ το condition number και τα 

δεδομζνα παφουν να είναι αξιόπιςτα. Ραρατθροφμε όμωσ ότι όντωσ οι ταλαντϊςεισ ζγιναν 

πιο ζντονεσ.  

                Στθ ςυνζχεια επικυμοφμε να ελζγξουμε αν οι ταλαντϊςεισ των ροπϊν 

εξαφανίηονται αν θ επιφάνεια D τοποκετθκεί ςτο region 2. Σφμφωνα με τθν ανάλυςθ που 

είχαμε για το ςθμείο ιδιομορφίασ του μαγνθτικοφ πεδίου αναμζνουμε ότι θ κατανομι των 

μαγνθτικϊν ροπϊν ςε αυτι τθ περίπτωςθ κα είναι μθ-ταλαντοφμενθ. Επιλζγοντασ rd=6 

λοιπόν 

  

 

Εικόνα 5.6: Οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ των dipoleauxiliary για rd=6,Nd=Nm=36 

Είναι ςαφζσ ότι θ ςυγκεκριμζνθ κατανομι μαγνθτικϊν ροπϊν είναι ομοιόμορφθ. Ρράγματι 

οι ταλαντϊςεισ δεν υφίςτανται πλζον. Εκτόσ αυτοφ, ςυγκρίνοντασ τισ μζγιςτεσ τιμζσ των 

μαγνθτικϊν ροπϊν ςτισ εικόνεσ 5.2 και 5.6 παρατθροφμε το εξισ: Το δίπολο πθγι είχε 

μαγνθτικι ροπι τάξθσ μεγζκουσ    mAm2. Η μζγιςτθ διαφορά ςτο μζτρο ροπισ μεταξφ 

γειτονικϊν διπόλων(μζγιςτο πλάτοσ ταλάντωςθσ) ςτα καινοφρια δίπολα είναι τθσ τάξθσ του 

   mAm2 για rd=4. Για rd=6 το μζτρο ροπισ των διπόλων δεν αλλάηει ιδιαίτερα πολφ. 

Επίςθσ, αναμζναμε ότι το condition number κα μείωκει πολφ, όπωσ και ζγινε. Αναμζνουμε 

πωσ και οι ροπζσ τθσ εικόνασ 5.6 παράγουν με ακρίβεια το ςωςτό πεδίο ςτθν επιφάνεια C. 

Ρράγματι: 
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Εικόνα 5.7: Το πεδίο ςτα ςθμεία μζτρθςθσ τθσ επιφάνειασ C για rd=6,Nd=Nm=36. Με μαφρθ γραμμι 

ζχουμε το μετρθμζνο πεδίο από το dipole source ενϊ με τισ κόκκινεσ τελείεσ το πεδίο που παράγεται 

από τα dipole auxiliary. 

 

 Ζνα τελευταίο και ιδιαίτερα ςθμαντικό κομμάτι είναι το εξισ: Τα καινοφρια δίπολα, 

εκτόσ του ότι πρζπει να παράγουν το ςωςτό πεδίο ςτα collocation points, πρζπει να 

προςεγγίηουν καλϊσ και το μακρινό πεδίο. Ορίηουμε μια καινοφρια κυκλικι επιφάνεια E με 

ακτίνα re=25cm και κζντρο τθν αρχι των αξόνων. Ρρζπει τϊρα να ελζγξουμε αν τα 

καινοφρια δίπολα παράγουν το ίδιο πεδίo ςτθν επιφάνεια E με αυτό που παράγει το δίπολο 

πθγι. Κακϊσ ζχουμε επιλζξει μετριςεισ με μόνο ζνα μαγνθτόμετρο αναμζνουμε μια 

απόκλιςθ του μακρινοφ πεδίου των καινοφριων διπόλων με το μακρινό πεδίο του διπόλου 

πθγι.  
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Εικόνα 5.8: Το μακρινό πεδίο ςτα ςθμεία μζτρθςθσ τθσ επιφάνειασ E για rd=4,Nd=Nm=36. Με μαφρθ 

γραμμι ζχουμε το μετρθμζνο πεδίο από το dipole source ενϊ με τισ κόκκινεσ τελείεσ το πεδίο που 

παράγεται από τα dipole auxiliary. 

Ρράγματι, ζχουμε μια ςαφι απόκλιςθ πεδίων. Το ενδιαφζρον του παραπάνω 

διαγράμματοσ είναι ότι το πεδίο που υπολογίηουν τα καινοφρια δίπολα ακολουκεί τθ 

μορφι του  πραγματικοφ πεδίου ςτθν επιφάνεια E, αλλά με μικρότερο μζτρο. Εικάηουμε 

πωσ θ απόκλιςθ αυτι είναι εφκολα διορκϊςιμθ επιλζγοντασ μετριςεισ με περιςςότερα 

μαγνθτόμετρα. 
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5.1.2 Τλοπούηςη με ϋνα δύπολο-πηγό υπό γωνύα προσ την επιφϊνεια -Σϋςςερα 

μαγνητόμετρα 

 

 Ραρουςιάηουμε τϊραζνα πιο ςφνκετο πρόβλθμα.Θεωριςαμε ξανά ότι θ επιφάνεια 

S είναι κφκλοσ ακτίνασ         με κζντρο τθν αρχι των αξόνων. Επιλζξαμε ζνα dipole 

source με τα εξισ χαρακτθριςτικά: 

(x=5cm, y=0, z=0, 

mx=500mAm2, my=500mAm2, mz=500mAm2) 

Στθ ςυνζχεια πιραμε μετριςεισ μαγνθτικοφ πεδίου από το dipole source προςομοιϊνοντασ 

     μαγνθτόμετρα. Οι μετριςεισ αυτζσ ζγιναν με ςφαιρικι ςυμμετρία ςφμφωνα με τθν 

εικόνα 4.9 του υποκεφαλαίου 4.2.1. Η επιφάνεια C των μετριςεων είναι ςφαίρα ακτίνασ 

        με κζντρο τθν αρχι των αξόνων. Ο αρικμόσ των μετριςεων που πιραμε ιταν 

      ανά μαγνθτόμετρο. ϋΑρα, ο ςυνολικόσ αρικμόσ collocation point ιταν       

   . Η επιφάνεια D των καινοφριων διπόλων (dipole auxiliary) επιλζχκθκε πάλι κφκλοσ 

ακτίνασ    με κζντρο τθν αρχι των αξόνων. Ο αρικμόσ των καινοφριων διπόλων επιλζχκθκε 

     , προκειμζνου να μθν ζχουμε προβλιματα με τον δείκτθ κατάςταςθσ τθσ εξίςωςθσ 

υπολογιςμοφ μαγνθτικϊν ροπϊν. Τζλοσ να αναφζρουμε ότι είναι ςθμαντικό  οι επιφάνειεσ 

S και D να είναι ςφμμορφεσ προκειμζνου να εξαςφαλίςουμε μια καλι αρικμθτικι 

ςτακερότθτα ςτον κϊδικα και ζναν ςχετικά καλό δείκτθ κατάςταςθσ. 

 

 Ξεκινάμε τϊρα τθν παρουςιάςθ των αποτελεςμάτων. Επιλζξαμε αρχικά να 

τοποκετιςουμε τθν επιφάνεια D ςτθ περιοχι 1 προκειμζνου να ελζγξουμε τθν φπαρξθ 

ταλαντϊςεων που είχαμε ςτο προθγοφμενο υποκεφάλαιο για κάκετο δίπολο. Ριο 

ςυγκεκριμζνα, για να ζχουμε μια καλι ςφγκριςθ μεταξφ των δφο περιπτϊςεων, επιλζξαμε 

πάλι     . Αναμζνουμε ότι οι μαγνθτικζσ ροπζσ που κα προκφψουν ςτον z κα είναι ίδιεσ 

με αυτζσ του κάκετου διπόλου (εικόνα 5.2). Στθ ςυνζχεια ελζγχουμε αν οι καινοφριεσ 

μαγνθτικζσ ροπζσ αποδίδουν με ακρίβεια το πεδίο ςτα 144 collocation point και επίςθσ 

πόςο καλι προςζγγιςθ μακρινοφ πεδίου του διπόλου-πθγι επιτυγχάνουν. 
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 Εικόνα 5.9: Οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ των dipole auxiliary για rd=4,Nd=Nm=36 

Είναι ςαφζσ ότι οι μαγνθτικζσ ροπζσ κατά z, όχι μόνο ταλαντϊνονται, αλλά είναι και ίδιεσ με 

αυτζσ του κάκετου διπόλου(εικόνα 5.2), τόςο κατά μζτρο όςο και κατά μορφι κατανομισ. 

Ραρατθροφμε όμωσ ότι οι ροπζσ κατά x και y δεν εμφανίηουν το ίδιο φαινόμενο. Αντίκετα 

παρουςιάηουν μια ομαλότθτα. Η τάξθ μεγζκουσ τουσ όμωσ είναι ιδιαίτερα υψθλι, εξίςου 

υψθλι με τισ ροπζσ κατά z. Αυτό ςθμαίνει ότι μεταξφ δφο γειτονικϊν διπόλων υπάρχει μια 

ιδιαίτερα μεγάλθ διαφορά ροπισ. Ενδεικτικά να αναφζρουμε ότι το πρϊτο δίπολο κατά x 

ζχει μαγνθτικι ροπι 1.5188    mAm2 ενϊ το δεφτερο -2.8705    mAm2. 

 Θζλουμε τϊρα να ελζγξουμε αν οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ αποδίδουν το 

ςωςτό πεδίο ςτθν επιφάνεια C. Θυμίηουμε ότι θ επιφάνεια C αποτελείται από    κυκλικζσ 

επιφάνειεσ με    μετριςεισ θ κακεμία. 
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Εικόνα 5.10: Το πεδίο ςτα ςθμεία μζτρθςθσ τθσ επιφάνειασ C γιαrd=4,Nd=Nm=36. Με μαφρθ γραμμι 

ζχουμε το μετρθμζνο πεδίο από το dipole source ενϊ με τισ κόκκινεσ τελείεσ το πεδίο που παράγεται 

από τα dipole auxiliary. 

Είναι ςαφζσ ότι ζχουμε μια πολφ καλι ταφτιςθ των δφο πεδίων. Είναι ςθμαντικό να 

αναφζρουμε εδϊ ότι τα παραπάνω διαγράμματα παρουςιάηουν τισ μετριςεισ ςε κάκε ζναν 

επιμζρουσ κφκλο τθσ ςφαιρικισ επιφάνειασ C. Αυτόσ είναι και ο λόγοσ που ζχουμε αυτζσ τισ 

απότομεσ αςυνζχειεσ. Ριο ςυγκεκριμζνα για 0-36 observation points ζχουμε το πεδίο που 

μζτρθςε το πρϊτο μαγνθτόμετρο. Για 37-73 points ζχουμε το πεδίο που μζτρθςε το 

δεφτερο μαγνθτόμετρο κ.ο.κ. Το πεδίο που μζτρθςε το κάκε μαγνθτόμετρο δθλαδι είναι 

ομοιόμορφο. Ο λόγοσ που παρουςιάηουμε τα αποτελζςματα με αυτό το τρόπο ιταν 

κακαρά πρακτικόσ ϊςτε να μθν εμφανίςουμε    διαφορετικά διαγράμματα. 

 

 Επικυμοφμε τϊρα να ελζγξουμε αν οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ τθσ εικόνασ 5.9 

αποδίδουν καλϊσ το μακρινό πεδίο του διπόλου πθγι. Επιλζγουμε ςφαιρικι επιφάνεια E 

ςφμμορφθ με τθν επιφάνεια C, προκειμζνουμε να μποροφμε να παρουςιάςουμε τθν 

προςζγγιςθ μακρινοφ πεδίου ςε περιςςότερα ςθμεία του χϊρου και όχι μόνο ςτουσ xy 

άξονεσ όπωσ είχαμε ςτο προθγοφμενο υποκεφάλαιο. Η ακτίνα τθσ ςφαιρικισ επιφάνειασ Ε 

επιλζχκθκε re=25cm και το κζντρο τθσ ιταν θ αρχι των αξόνων. 
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 Εικόνα 5.11: Το μακρινό πεδίο ςτα ςθμεία μζτρθςθσ τθσ επιφάνειασ Ε για rd=4,Nd=Nm=36. 

Με μαφρθ γραμμι ζχουμε το μετρθμζνο πεδίο από το dipole source ενϊ με τισ κόκκινεσ τελείεσ το 

πεδίο που παράγεται από τα dipole auxiliary. 

Ραρατθροφμε ότι το μακρινό πεδίο προςεγγίηεται καλϊσ από τα καινοφρια δίπολα. Ππωσ 

και με τθν εικόνα 5.10, τα διαγράμματα τθσ 5.11 παρουςιάηουν τισ μετριςεισ ςε κάκε ζναν 

επιμζρουσ κφκλο τθσ ςφαιρικισ επιφάνειασ E. Μποροφμε να ποφμε με αςφάλεια ότι τα 

καινοφρια δίπολα (dipole auxiliary) προςεγγίηουν με ακρίβεια το πεδίο που δθμιουργεί το 

δίπολο πθγι ςτο χϊρο. 
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Κεφϊλαιο 6: ΢υμπερϊςματα-Ανϊλυςη αποτελεςμϊτων 
 

 Στο τελευταίο αυτό κεφάλαιο τθσ παροφςασ πτυχιακισ εργαςίασ κα προβοφμε ςε 

μια γριγορθ ανακεφαλαίωςθ όςων ειπϊκθκαν. Ραρουςιάςαμε τθν μελζτθ που είχε γίνει 

για τθν αρικμθτικι μζκοδο MAS ςε προβλιματα ςκζδαςθσ και επικεντρωκικαμε ςτο κζμα 

των αποκλίςεων που παρουςιάηεται ςτισ ρευματικζσ κατανομζσ των βοθκθτικϊν πθγϊν. 

Εξθγιςαμε ότι οι αποκλίςεισ αυτζσ δεν οφείλονται ςε ςφάλματα roundoff ι κακισ 

κατάςταςθσ των πινάκων, ςε αντίκεςθ με τισ αποκλίςεισ που παρουςιάηονται ςτθν 

εκτεταμζνθ ολοκλθρωτικι εξίςωςθ. Στθ ςυνζχεια αναλφςαμε τθν αρικμθτικι μζκοδο MDM, 

που χρθςιμοποιείται ςε προβλιματα μαγνθτικισ κακαρότθτασ και ελζγξαμε αν τα 

προβλιματα αποκλίςεων που αντιμετωπίηουμε ςτθν MAS προκφπτουν και ςτθν MDM. 

 Σκοπόσ και των δφο αυτϊν μεκόδων είναι θ μοντελοποίθςθ ενόσ φυςικοφ 

φαινομζνου από ζνα ντετερμινιςτικό και ελζγξιμο ςφςτθμα. Ριο ςυγκεκριμζνα, ςτθν MAS 

προςπακοφμε να μοντελοποιιςουμε το ςκεδαηόμενο πεδίο μζςα από βοθκθτικζσ πθγζσ 

ρεφματοσ ςτο εςωτερικό του ςκεδαςτι και ςτθν MDM τθν μαγνθτικι υπογραφι κάποιου 

αντικειμζνου μζςα από μαγνθτικά δίπολα τοποκετθμζνα ςτο εςωτερικοφ του. Η ομοιότθτα 

αυτι ζδωςε πνοι ςτθν ιδζα ότι οι ταλαντϊςεισ που προκφπτουν ςτθν ρευματικι κατανομι 

των πθγϊν τθσ MAS μπορεί να προκφπτουν ςτισ μαγνθτικζσ ροπζσ των διπόλων τθσ MDM. 

 Οι ταλαντϊςεισ αυτζσ αποτελοφν ζνα κακαρά μακθματικό πρόβλθμα και 

ςχετίηονται άμεςα με τθν απόςταςθ που ζχουν οι πθγζσ μεταξφ τουσ. Αυτόσ είναι και ο 

λόγοσ που και ςτισ δφο περιπτϊςεισ, θ ζνταςθ των ταλαντϊςεων αυξάνεται όταν 

μειϊνουμε το μζγεκοσ του γεωμετρικοφ τόπου των πθγϊν ι/και όταν αυξάνουμε τον 

αρικμό των πθγϊν που τοποκετοφμε.Επίςθσ ενδιαφζρον είναι ότι και ςτισ δφο περιπτϊςεισ 

το πεδίο που προςπακοφμε να προςεγγίςουμε είναι ςχετικά αςκενζσ. Το γεγόνοσ αυτό 

δθμιουργεί ερωτιματα ςχετικά με το εφροσ τιμϊν που λαμβάνουν τα βοθκθτικά ρεφματα 

ςτθ MAS και οι μαγνθτικζσ ροπζσ ςτθν MDM. Ρωσ γίνεται ζνα ςφςτθμα πθγϊν με τόςο 

ιςχυρζσ ταλαντϊςεισ και τόςο μεγάλεσ τιμζσ ςτα χαρακτθριςτικά των πθγϊν (ρεφματα για 

τθ MAS και μαγνθτικζσ ροπζσ για τθν MDM) να προςεγγίηει τζλεια ζνα τόςο αςκενζσ πεδίο; 

Είναι ςαφζσ ότι θ απάντθςθ βρίςκεται ςτθν ζννοια τθσ αφαιρετικισ ςυμβολισ. Η 

αφαιρετικι ςυμβολι ςε ςυνδυαςμό με τθν ανάλυςθ που είχαμε περι ιδιομορφίασ του 

πεδίου αποτελοφν τον κφριο λόγο φπαρξθσ αυτϊν των αποκλίςεων. Ρράγματι, επιλζγοντασ 

λιγότερα καινοφρια δίπολα, π.χ.      για τθν προςζγγιςθ του πεδίου του διπόλου πθγι 

είναι ςαφζσ ότι θ ςχετικι απόςταςθ μεταξφ των καινοφριων διπόλων κα αυξθκεί. Τα μζτρα 

των ροπϊν κα είναι πλζον ίδιασ τάξθσ με αυτι του διπόλου πθγι. Ραρόλα αυτά όμωσ, 

χάνουμε ςε προςζγγιςθ του πεδίου, όπωσ παρατθροφμε ςτα επόμενα διαγράμματα. 
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Εικόνα 6.1: Οι καινοφριεσ μαγνθτικζσ ροπζσ των dipole auxiliary για rd=4,Nd=6,Nm=36 

 

Εικόνα 6.2: Το πεδίο ςτα ςθμεία μζτρθςθσ τθσ επιφάνειασ C για rd=4,Nd=6,Nm=36. Με μαφρθ 

γραμμι ζχουμε το μετρθμζνο πεδίο από το dipole source ενϊ με τισ κόκκινεσ τελείεσ το πεδίο που 

παράγεται από τα dipole auxiliary. 
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 Γιατί όμωσ το φαινόμενο αυτό είναι ςθμαντικό; Εξάλλου, όπωσ αναφζραμε ςτθν 

ανάλυςθ και των δφο μεκόδων, παρά τισ ταλαντϊςεισ των πθγϊν, το πεδίο ςυνεχίηει να 

προςεγγίηεται τζλεια ςτο χϊρο που μασ απαςχολεί. Πταν καταςκευάηει κανείσ κάποιον 

αλγόρικμο, δφο βαςικά χαρακτθριςτικά είναι ο αλγορικμόσ αυτόσ να είναι ευςτακισ και να 

δίνει ακριβι αποτελζςματα. Τα ςυγκεκριμζνα είναι ιδιαιτζρωσ ςθμαντικά ςε υπολογιςτικζσ 

μεκόδουσ. Σε αυτι τθ προςπάκεια λοιπόν κα πρζπει να αποφεφγουμε δεδομζνα που 

παρουςιάηουν ιςχυρζσ αποκλίςεισ μεταξφ τουσ κακϊσ αυτό αυξάνει κατακόρυφα τουσ 

δείκτεσ κατάςταςθσ των πινάκων και οδθγεί ςε αποτελζςματα ιδιαιτζρωσ επιρρεπι ςε 

ςφάλματα, τα οποία μπορεί να ζχουν καταςτροφικζσ ςυνζπειεσ. Ρρζπει λοιπόν να 

αναηθτοφμε λφςεισ, οι οποίεσ να είναι αρικμθτικά ευςτακείσ. Αυτόσ είναι και ο λόγοσ που 

ςτθν εικόνα 5.9 τονίςαμε τθ διαφορά μζτρου ροπισ μεταξφ γειτονικϊν διπόλων ακόμα και 

αν οι ροπζσ κατά x και y δεν εμφάνιηαν τθν ίδια κατανομι με αυτζσ κατά z. 

 Ζνα ακόμα ερϊτθμα το οποίο τίκεται είναι το εξισ: Από τθ ςτιγμι που τόςο ςτθν 

MAS όςο και ςτθν MDM υπάρχουν ικανοποιθτικζσ λφςεισ ςτισ οποίεσ δεν παρουςιάηονται 

αποκλίςεισ, ποιοσ ο λόγοσ τθσ εν λόγω μελζτθσ; Εκτόσ τθσ προφανισ απάντθςθσ τθσ 

επιςτθμονικισ περιζργειασ, υπάρχουν ςαφζςτατα και πρακτικοί λόγοι. Στθν MAS υπάρχει 

μια ςχετικι ελευκερία ςτθν κατανομι των βοθκθτικϊν πθγϊν, όςον αφορά τθν μορφι και 

το μζγεκοσ τθσ βοθκθτικισ επιφάνειασ. Ο μοναδικόσ περιοριςμόσ είναι θ βοθκθτικι 

επιφάνεια να εςωκλείεται του ςκεδαςτι. Εκτόσ αυτοφ, ο αρικμόσ των βοθκθτικϊν πθγϊν 

εξαρτάται από τθν ανάγκθ προςζγγιςθσ του ςκεδαηόμενου πεδίου. Είναι ςθμαντικό λοιπόν, 

αν προκφπτουν χωρικοί περιοριςμοί ςτθν αποδοτικότθτα τθσ μεκόδου, οι περιοριςμοί 

αυτοί να παρουςιάηονται, να αναλφονται και να επεξθγοφνται.  

 Αντίςτοιχοι λόγοι παρουςιάηονται και ςτθν MDM, όπου υπάρχει ο  χωρικόσ 

περιοριςμόσ τα δίπολα να βρίςκονται ςτο εςωτερικοφ του μαγνθτικοφ αντικειμζνου. 

Σφμφωνα με τα χαρακτθριςτικά του αλγορίκμου Gauss-Newtonπου αναφζραμε ςτο 

υποκεφάλαιο 4.2.1, ζνα από τα ςθμαντικότερα μειονεκτιματα του αλγορίκμου είναι ότι 

δεν προςφζρει κάποιον ζλεγχο ςτθν κζςθ που τοποκετοφνται τα δίπολα. Αυτό αποτελεί 

πρόβλθμα για δφο λόγουσ: 

1.Είναι ςφνθκεσ δφο δίπολα τθσ MDM να πλθςιάηουν αρκετά κοντά μεταξφ τουσ με 

αποτζλεςμα να παρουςιάηονται ςθμεία ςφγκρουςθσ κζςθσ (collision point).  

2.Τα δίπολα τθσ MDM πρζπει να τοποκετθκοφν ςτο εςωτερικό του EUT προκειμζνου θ 

εκτίμθςθ κοντινοφ και μακρινοφ πεδίου να είναι ςωςτι. Ο αλγόρικμοσ δεν ςυνυπολογίηει 

αυτόν τον περιοριςμό κατά τθν εφρεςθ κζςθσ. 

Η λφςθ ςε αυτά τα προβλιματα είναι είτε να ξεκινιςουμε τον αλγόρικμο από τθν αρχι με 

άλλθ αρχικι κζςθ διπόλου είτε να χρθςιμοποιιςουμε καλφτερο λογιςμικό όπωσ το 

GAMAG[23]. 

 Η ιδζα που προκφπτει λοιπόν είναι θ εξισ: Μποροφμε να προςεγγίςουμε το πεδίο 

κάποιου διπόλου από περιςςότερα δίπολα (dipole auxiliary) ςε κζςεισ ςτο εςωτερικό του 

EUT ζτςι ϊςτε να μποροφμε να αναιρζςουμε αυτοφσ τουσ περιοριςμοφσ ςτον αλγόρικμο; 

Αν ναι, για να ζχουμε τζλεια προςζγγιςθ του πεδίου του διπόλου πρζπει ο αρικμόσ των 

dipole auxiliary να είναι μεγάλοσ. Πταν ο αρικμόσ των dipole auxiliary όμωσ είναι μεγάλοσ 
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και είναι τοποκετθμζνα πιο κοντά ςτο κζντρο των αξόνων(ςτο εςωτερικό του EUT) 

προκφπτουν οι αποκλίςεισ που παρουςιάςαμε ςτο κεφάλαιο 5.  

 Το βαςικό ςυμπζραςμα είναι ότι τόςο ςτθν MAS όςο και ςτθν MDM 

παρουςιάηονται ταλαντϊςεισ ςτισ πθγζσ όταν αυτζσ τοποκετθκοφν ςε ιδιαίτερα κοντινζσ 

αποςτάςεισ μεταξφ τουσ. Ραρολ'αυτά, το πεδίο των πθγϊν προςεγγίηει τζλεια το κεωρθτικό 

του εκάςτοτε προβλιματοσ. Ππωσ αναφζραμε παραπάνω όμωσ, είναι ςθμαντικό τζτοιου 

είδουσ αποκλίςεισ να αποφεφγονται κακϊσ αυξάνουν τισ πικανότθτεσ ςφάλματοσ ςε 

αλγορίκμουσ υπολογιςτικϊν μεκόδων.  

 Τζλοσ, πρζπει να αναφζρουμε ότι από τθ ςτιγμι που αυτοφ του είδουσ οι 

αποκλίςεισ παρουςιάηονται ςε προβλιματα ςχετικά απλισ γεωμετρίασ (όπωσ είχαμε ςτθν 

MAS), είναι λογικό να εμφανίηονται και ςε πιο ςφνκετα προβλιματα[12]. Οι αποκλίςεισ 

αυτζσ αποτελοφν ζναν περιοριςμό ςτισ ςυγκεκριμζνεσ υπολογιςτικζσ μεκόδουσ. Ζνασ 

περιοριςμόσ που εμφανίηεται ςε ςχετικά απλά προβλιματα είναι λογικό και αναμενόμενο 

να εμφανίηεται και ςε πιο ςφνκετα.  
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Appendix:Matlab 
5.1.1 Code  

%%On the Convergence Of Magnetic Dipoles In MDM%% 
clear all;close all;clc; 
Nm=36;     %Number of Measurements 
Ns=1;      %Number of Dipole Source 
Nd=36;     %Number of New Dipoles 
rc=10;     %Radius of Measurement Locus 
rs=5;      %Radius of Dipole source Locus 
rd=4;      %Radius of New Dipoles Locus 
re=25;     %Radius of Estimation Locus 
u=4*pi*10^(-7); 
%Magnetic Moments of Sources 
mx=zeros(1, Ns); 
my=zeros(1, Ns); 
mz=zeros(1, Ns); 

 
mx(1)=0; 
my(1)=0; 
mz(1)=500; 

 

 

 
%% 
%Measurement Points  
%C surface 
for j = 1:Nm 
    xc(j) = rc*cos((j-1)*pi/(0.5*Nm)); 
    yc(j) = rc*sin((j-1)*pi/(0.5*Nm)); 
    zc(j) = 0; 
end 

 
%Estimation Points 
%E surface 
for j = 1:Nm 
    xe(j) = re*cos((j-1)*pi/(0.5*Nm)); 
    ye(j) = re*sin((j-1)*pi/(0.5*Nm)); 
    ze(j) = 0; 
end 

 
%Source Dipole Locus 
%S surface 
for i = 1:Ns 
    x(i) = rs*cos((i-1)*pi/(0.5*Ns)); 
    y(i) = rs*sin((i-1)*pi/(0.5*Ns)); 
    z(i) = 0; 
end 

 
%Dipole Locus Change 
%D surface 
for i = 1:Nd 
    xnew(i) = rd*cos((i-1)*pi/(0.5*Nd)); 
    ynew(i) = rd*sin((i-1)*pi/(0.5*Nd)); 
    znew(i) = 0; 
end 
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%% 
%Magnetic field measurements 
for i = 1:Ns 
for j = 1:Nm 
        L(i,j)=(mx(i)*(xc(j)-x(i)))+(my(i)*(yc(j)-

y(i)))+(mz(i)*(zc(j)-z(i))); 
        r(i,j) = sqrt((xc(j)-x(i))^2+(yc(j)-y(i))^2+(zc(j)-z(i))^2); 
        Bx(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(xc(j) - x(i))*L(i,j)/(r(i,j)^5)-

mx(i)/(r(i,j)^3)); 
        By(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(yc(j) - y(i))*L(i,j)/(r(i,j)^5)-

my(i)/(r(i,j)^3)); 
        Bz(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(zc(j) - z(i))*L(i,j)/(r(i,j)^5)-

mz(i)/(r(i,j)^3));  
end 
end 

 
TBx = zeros(1,Nm); 
TBy = zeros(1,Nm); 
TBz = zeros(1,Nm); 

 
for j = 1:Nm 
for i=1:Ns 
        TBx(j) = TBx(j) + Bx(i,j); 
        TBy(j) = TBy(j) + By(i,j); 
        TBz(j) = TBz(j) + Bz(i,j); 
end 
end 

 
TB = [TBx;TBy;TBz]; 

 

 
%% 
%New magnetic moments from Total Magnetic field 

 
%New Distances 
rnew=zeros(Nm,Nd); 
for i=1:Nm 
for j=1:Nd 
        rnew(i,j) = sqrt((xc(i)-xnew(j))^2+(yc(i)-ynew(j))^2+(zc(i)-

znew(j))^2); 
end 
end 

 
%Transfer matrix G 
Xx=zeros(Nm,Nd); 
Yx=zeros(Nm,Nd); 
Zx=zeros(Nm,Nd); 
Yy=zeros(Nm,Nd); 
Zy=zeros(Nm,Nd); 
Zz=zeros(Nm,Nd); 
for i=1:Nm 
for j=1:Nd 
        Xx(i,j)=(3*u/(4*pi))*((xc(i)-xnew(j))^2)/(rnew(i,j)^5)-

(u/(4*pi))/(rnew(i,j)^3); 
        Yy(i,j)=(3*u/(4*pi))*((yc(i)-ynew(j))^2)/(rnew(i,j)^5)-

(u/(4*pi))/(rnew(i,j)^3); 
        Zz(i,j)=(3*u/(4*pi))*((zc(i)-znew(j))^2)/(rnew(i,j)^5)-

(u/(4*pi))/(rnew(i,j)^3); 
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        Yx(i,j)=(3*u/(4*pi))*((xc(i)-xnew(j))*(yc(i)-

ynew(j)))/(rnew(i,j)^5); 
        Zx(i,j)=(3*u/(4*pi))*((xc(i)-xnew(j))*(zc(i)-

znew(j)))/(rnew(i,j)^5); 
        Zy(i,j)=(3*u/(4*pi))*((yc(i)-ynew(j))*(zc(i)-

znew(j)))/(rnew(i,j)^5); 
end 
end 
G=[Xx Yx Zx; 
   Yx Yy Zy; 
   Zx Zy Zz]; 
%TBxpr=mx*Xx+my*Yx+mz*Zx; 
%TBypr=mx*Yx+my*Yy+mz*Zy; 
%TBzpr=mx*Zx+my*Zy+mz*Zz; 

 
%Solve for New Magnetic Moments 
TBth=[TBx TBy TBz]; 
TBth=TBth'; 
Mnew=linsolve(G,TBth); 
%Mnew=mldivide(G,TBth); 
C=cond(G); 

 
%Magnetic Moments  
MX=Mnew(1:Nd); 
MY=Mnew((Nd+1):2*Nd); 
MZ=Mnew(((2*Nd)+1):3*Nd); 

 

 
%Diagrams showing the new magnetic Moments 
figure; 
subplot(2,2,1);stem(MX); 
title('Magnetic moments x');xlabel('Dipoles');ylabel('Magnetic 

Moments'); 
subplot(2,2,2);stem(MY); 
title('Magnetic moments y');xlabel('Dipoles');ylabel('Magnetic 

Moments'); 
subplot(2,2,3);stem(MZ); 
title('Magnetic moments z');xlabel('Dipoles');ylabel('Magnetic 

Moments'); 
subplot(2,2,4);stem(C); 
title('Condition number'); 
print('figure1','-djpeg'); 
pause; 
%% 
%Field from new magnetic moments on collocation points 
TBpr=G*Mnew; 
TBprx=TBpr(1:Nm); 
TBpry=TBpr(Nm+1:2*Nm); 
TBprz=TBpr(2*Nm+1:3*Nm); 

 
figure; 
subplot(2,2,1);plot(TBx,'k');hold on;plot(TBprx,'r.'); 
title('Bm vs Bcalc (x axis)');xlabel('Observation 

points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,2);plot(TBy,'k');hold on;plot(TBpry,'r.'); 
title('Bm vs Bcalc (y axis)');xlabel('Observation 

points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,3);plot(TBz,'k');hold on;plot(TBprz,'r.'); 
title('Bm vs Bcalc (z axis)');xlabel('Observation 

points');ylabel('Magnitude'); 
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print('figure2 ','-djpeg'); 
pause; 

 
%% 
%Far field estimation and comparison 

 
%estimated field from new dipoles 
for i = 1:Nd 
for j = 1:Nm 
        Lde(i,j)=(MX(i)*(xe(j)-xnew(i)))+(MY(i)*(ye(j)-

ynew(i)))+(MZ(i)*(ze(j)-znew(i))); 
        Rde(i,j) = sqrt((xe(j)-xnew(i))^2+(ye(j)-ynew(i))^2+(ze(j)-

znew(i))^2); 
        Bxde(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(xe(j) - 

xnew(i))*Lde(i,j)/(Rde(i,j)^5)-MX(i)/(Rde(i,j)^3)); 
        Byde(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ye(j) - 

ynew(i))*Lde(i,j)/(Rde(i,j)^5)-MY(i)/(Rde(i,j)^3)); 
        Bzde(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ze(j) - 

znew(i))*Lde(i,j)/(Rde(i,j)^5)-MZ(i)/(Rde(i,j)^3));  
end 
end 

 
TBxde = zeros(1,Nm); 
TByde = zeros(1,Nm); 
TBzde = zeros(1,Nm); 

 
for j = 1:Nm 
for i=1:Nd 
        TBxde(j) = TBxde(j) + Bxde(i,j); 
        TByde(j) = TByde(j) + Byde(i,j); 
        TBzde(j) = TBzde(j) + Bzde(i,j); 
end 
end 

 
TBde = [TBxde;TByde;TBzde]; 

 
%Far field from source 
for i = 1:Ns 
for j = 1:Nm 
        Lse(i,j)=(mx(i)*(xe(j)-x(i)))+(my(i)*(ye(j)-

y(i)))+(mz(i)*(ze(j)-z(i))); 
        Rse(i,j) = sqrt((xe(j)-x(i))^2+(ye(j)-y(i))^2+(ze(j)-

z(i))^2); 
        Bxse(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(xe(j) - 

x(i))*Lse(i,j)/(Rse(i,j)^5)-mx(i)/(Rse(i,j)^3)); 
        Byse(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ye(j) - 

y(i))*Lse(i,j)/(Rse(i,j)^5)-my(i)/(Rse(i,j)^3)); 
        Bzse(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ze(j) - 

z(i))*Lse(i,j)/(Rse(i,j)^5)-mz(i)/(Rse(i,j)^3));  
end 
end 

 
TBxse = zeros(1,Nm); 
TByse = zeros(1,Nm); 
TBzse = zeros(1,Nm); 

 
for j = 1:Nm 
for i=1:Ns 
        TBxse(j) = TBxse(j) + Bxse(i,j); 
        TByse(j) = TByse(j) + Byse(i,j); 
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        TBzse(j) = TBzse(j) + Bzse(i,j); 
end 
end 

 
TBse = [TBxse;TByse;TBzse]; 

 
figure; 
subplot(2,2,1);plot(TBxse,'k');hold on;plot(TBxde,'r.'); 
title('Bsx(black)vs Bdx(red)');xlabel('Estimation 

points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,2);plot(TByse,'k');hold on;plot(TByde,'r.'); 
title('Bsy(black)vs Bdy(red)');xlabel('Estimation 

points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,3);plot(TBzse,'k');hold on;plot(TBzde,'r.'); 
title('Bsz(black)vs Bdz(red)');xlabel('Estimation 

points');ylabel('Magnitude'); 
print('figure3 ','-djpeg'); 
pause; 

 

 

 

5.1.2. Code 

 

%%On the Convergence Of Magnetic Dipoles In MDM%% 
clear all;close all;clc; 
Nm=36;     %Number of Measurements 
Ns=1;      %Number of Dipole Source 
Np=4;      %Number of Probes 
Nd=36;     %Number of New Dipoles 
rc=10;     %Radius of Measurement Locus 
rd=5;      %Radius of Dipole source Locus 
rdnew=4;   %Radius of New Dipoles Locus 
re=25;     %Radius of Estimation Locus 
u=4*pi*10^(-7); 
%Magnetic Moments of Sources 
mx=zeros(1, Ns); 
my=zeros(1, Ns); 
mz=zeros(1, Ns); 

 
mx(1)=500; 
my(1)=500; 
mz(1)=500; 

 

 
%% 
%Measurement Points 
%C surface 
for i = 1:Np 
for j = 1:Nm 
        xc(i,j) = rc*cos((j-1)*pi/(0.5*Nm))*sin((i-1)*pi/(Np)); 
        yc(i,j) = rc*sin((j-1)*pi/(0.5*Nm))*sin((i-1)*pi/(Np)); 
        zc(i,j) = rc*cos((i-1)*pi/(Np)); 
end 
end 
xc=xc';xc=xc(:); 
yc=yc';yc=yc(:); 
zc=zc';zc=zc(:); 
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%Estimation Points 
%E surface 
for i = 1:Np 
for j = 1:Nm 
        xe(i,j) = re*cos((j-1)*pi/(0.5*Nm))*sin((i-1)*pi/(Np)); 
        ye(i,j) = re*sin((j-1)*pi/(0.5*Nm))*sin((i-1)*pi/(Np)); 
        ze(i,j) = re*cos((i-1)*pi/(Np)); 
end 
end 
xe=xe';xe=xe(:); 
ye=ye';ye=ye(:); 
ze=ze';ze=ze(:); 

 
%Source Dipole Locus 
%S surface 
for i = 1:Ns 
    x(i) = rd*cos((i-1)*pi/(0.5*Ns)); 
    y(i) = rd*sin((i-1)*pi/(0.5*Ns)); 
    z(i) = 0; 
end 

 
%Dipole Locus Change 
%D surface 
for i = 1:Nd 
    xnew(i) = rdnew*cos((i-1)*pi/(0.5*Nd)); 
    ynew(i) = rdnew*sin((i-1)*pi/(0.5*Nd)); 
    znew(i) = 0; 
end 
%% 
%Magnetic field measurements 
for i = 1:Ns 
for j = 1:Np*Nm 
        L(i,j)=(mx(i)*(xc(j)-x(i)))+(my(i)*(yc(j)-

y(i)))+(mz(i)*(zc(j)-z(i))); 
        r(i,j) = sqrt((xc(j)-x(i))^2+(yc(j)-y(i))^2+(zc(j)-z(i))^2); 
        Bx(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(xc(j) - x(i))*L(i,j)/(r(i,j)^5)-

mx(i)/(r(i,j)^3)); 
        By(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(yc(j) - y(i))*L(i,j)/(r(i,j)^5)-

my(i)/(r(i,j)^3)); 
        Bz(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(zc(j) - z(i))*L(i,j)/(r(i,j)^5)-

mz(i)/(r(i,j)^3));  
end 
end 

 
TBx = zeros(1,Np*Nm); 
TBy = zeros(1,Np*Nm); 
TBz = zeros(1,Np*Nm); 

 
for j = 1:Np*Nm 
for i=1:Ns 
        TBx(j) = TBx(j) + Bx(i,j); 
        TBy(j) = TBy(j) + By(i,j); 
        TBz(j) = TBz(j) + Bz(i,j); 
end 
end 

 
TB = [TBx;TBy;TBz]; 

 

 
%% 
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%New magnetic moments from Total Magnetic field 

 
%New Distances 
rnew=zeros(Np*Nm,Nd); 
for i=1:Np*Nm 
for j=1:Nd 
        rnew(i,j) = sqrt((xc(i)-xnew(j))^2+(yc(i)-ynew(j))^2+(zc(i)-

znew(j))^2); 
end 
end 

 
%Transfer matrix G 
Xx=zeros(Np*Nm,Nd); 
Yx=zeros(Np*Nm,Nd); 
Zx=zeros(Np*Nm,Nd); 
Yy=zeros(Np*Nm,Nd); 
Zy=zeros(Np*Nm,Nd); 
Zz=zeros(Np*Nm,Nd); 
for i=1:Np*Nm 
for j=1:Nd 
        Xx(i,j)=(3*u/(4*pi))*((xc(i)-xnew(j))^2)/(rnew(i,j)^5)-

(u/(4*pi))/(rnew(i,j)^3); 
        Yy(i,j)=(3*u/(4*pi))*((yc(i)-ynew(j))^2)/(rnew(i,j)^5)-

(u/(4*pi))/(rnew(i,j)^3); 
        Zz(i,j)=(3*u/(4*pi))*((zc(i)-znew(j))^2)/(rnew(i,j)^5)-

(u/(4*pi))/(rnew(i,j)^3); 
        Yx(i,j)=(3*u/(4*pi))*((xc(i)-xnew(j))*(yc(i)-

ynew(j)))/(rnew(i,j)^5); 
        Zx(i,j)=(3*u/(4*pi))*((xc(i)-xnew(j))*(zc(i)-

znew(j)))/(rnew(i,j)^5); 
        Zy(i,j)=(3*u/(4*pi))*((yc(i)-ynew(j))*(zc(i)-

znew(j)))/(rnew(i,j)^5); 
end 
end 
G=[Xx Yx Zx; 
   Yx Yy Zy; 
   Zx Zy Zz]; 
%TBxpr=mx*Xx+my*Yx+mz*Zx; 
%TBypr=mx*Yx+my*Yy+mz*Zy; 
%TBzpr=mx*Zx+my*Zy+mz*Zz; 

 
%Solve for New Magnetic Moments 
TBth=[TBx TBy TBz]; 
TBth=TBth'; 
Mnew=linsolve(G,TBth); 
%Mnew=mldivide(G,TBth); 
C=cond(G); 

 
%Magnetic Moments  
MX=Mnew(1:Nd); 
MY=Mnew((Nd+1):2*Nd); 
MZ=Mnew(((2*Nd)+1):3*Nd); 

 

 
%Diagrams showing the new magnetic Moments 
figure; 
subplot(2,2,1);stem(MX); 
title('Magnetic moments x');xlabel('Dipoles');ylabel('Magnetic 

Moments'); 
subplot(2,2,2);stem(MY); 
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title('Magnetic moments y');xlabel('Dipoles');ylabel('Magnetic 

Moments'); 
subplot(2,2,3);stem(MZ); 
title('Magnetic moments z');xlabel('Dipoles');ylabel('Magnetic 

Moments'); 
subplot(2,2,4);stem(C); 
title('Condition number'); 
print('figure1','-djpeg'); 
pause; 
%% 
%Field from new magnetic moments on collocation points 
TBpr=G*Mnew; 
TBprx=TBpr(1:Np*Nm); 
TBpry=TBpr(Np*Nm+1:2*Np*Nm); 
TBprz=TBpr(2*Np*Nm+1:3*Np*Nm); 

 
figure; 
subplot(2,2,1);plot(TBx,'k');hold on;plot(TBprx,'r.'); 
title('Bm vs Bcalc (x axis)');xlabel('Observation 

points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,2);plot(TBy,'k');hold on;plot(TBpry,'r.'); 
title('Bm vs Bcalc (y axis)');xlabel('Observation 

points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,3);plot(TBz,'k');hold on;plot(TBprz,'r.'); 
title('Bm vs Bcalc (z axis)');xlabel('Observation 

points');ylabel('Magnitude'); 
print('figure2 ','-djpeg'); 
pause; 

 
%% 
%Far field estimation and comparison 

 
%estimated field from new dipoles 
for i = 1:Nd 
for j = 1:Np*Nm 
        Lde(i,j)=(MX(i)*(xe(j)-xnew(i)))+(MY(i)*(ye(j)-

ynew(i)))+(MZ(i)*(ze(j)-znew(i))); 
        Rde(i,j) = sqrt((xe(j)-xnew(i))^2+(ye(j)-ynew(i))^2+(ze(j)-

znew(i))^2); 
        Bxde(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(xe(j) - 

xnew(i))*Lde(i,j)/(Rde(i,j)^5)-MX(i)/(Rde(i,j)^3)); 
        Byde(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ye(j) - 

ynew(i))*Lde(i,j)/(Rde(i,j)^5)-MY(i)/(Rde(i,j)^3)); 
        Bzde(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ze(j) - 

znew(i))*Lde(i,j)/(Rde(i,j)^5)-MZ(i)/(Rde(i,j)^3));  
end 
end 

 
TBxde = zeros(1,Np*Nm); 
TByde = zeros(1,Np*Nm); 
TBzde = zeros(1,Np*Nm); 

 
for j = 1:Np*Nm 
for i=1:Nd 
        TBxde(j) = TBxde(j) + Bxde(i,j); 
        TByde(j) = TByde(j) + Byde(i,j); 
        TBzde(j) = TBzde(j) + Bzde(i,j); 
end 
end 
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TBde = [TBxde;TByde;TBzde]; 

 
%Far field from source 
for i = 1:Ns 
for j = 1:Np*Nm 
        Lse(i,j)=(mx(i)*(xe(j)-x(i)))+(my(i)*(ye(j)-

y(i)))+(mz(i)*(ze(j)-z(i))); 
        Rse(i,j) = sqrt((xe(j)-x(i))^2+(ye(j)-y(i))^2+(ze(j)-

z(i))^2); 
        Bxse(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(xe(j) - 

x(i))*Lse(i,j)/(Rse(i,j)^5)-mx(i)/(Rse(i,j)^3)); 
        Byse(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ye(j) - 

y(i))*Lse(i,j)/(Rse(i,j)^5)-my(i)/(Rse(i,j)^3)); 
        Bzse(i,j) = (u/(4*pi))*(3*(ze(j) - 

z(i))*Lse(i,j)/(Rse(i,j)^5)-mz(i)/(Rse(i,j)^3));  
end 
end 

 
TBxse = zeros(1,Np*Nm); 
TByse = zeros(1,Np*Nm); 
TBzse = zeros(1,Np*Nm); 

 
for j = 1:Np*Nm  
for i=1:Ns 
        TBxse(j) = TBxse(j) + Bxse(i,j); 
        TByse(j) = TByse(j) + Byse(i,j); 
        TBzse(j) = TBzse(j) + Bzse(i,j); 
end 
end 

 
TBse = [TBxse;TByse;TBzse]; 

 
figure; 
subplot(2,2,1);plot(TBxse,'k');hold on;plot(TBxde,'r.'); 
title('Bsx vs Bdx');xlabel('Estimation points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,2);plot(TByse,'k');hold on;plot(TByde,'r.'); 
title('Bsy vs Bdy');xlabel('Estimation points');ylabel('Magnitude'); 
subplot(2,2,3);plot(TBzse,'k');hold on;plot(TBzde,'r.'); 
title('Bsz vs Bdz');xlabel('Estimation points');ylabel('Magnitude'); 
print('figure3 ','-djpeg'); 
pause; 
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