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Πεπίληψη  

 
Η κνληεινπνίεζε ζπζηεκάησλ, δπλακηθώλ θαη ειεθηξηθώλ, είλαη έλαο θιάδνο ν 

νπνίνο ιακβάλεη κεγάιεο πξνζνρήο από ηελ εξεπλεηηθή θνηλόηεηα ηα ηειεπηαία ρξόληα. Η 

καζεκαηηθή κνληεινπνίεζε θαη ε πξνζνκνίσζή ηνπο είλαη νπζηώδε ζηνηρεία γηα ηελ 

θαηαλόεζε ηεο δνκήο ησλ ζπζηεκάησλ ζε έλα επξύ θάζκα επηζηεκώλ.   

ηελ παξνύζα δηπισκαηηθή αλαπηύζζνπκε κηα λέα κέζνδν κνληεινπνίεζεο 

ζπζηεκάησλ, όηαλ κόλν ε ζπρλνηηθή απόθξηζε πιάηνπο ηνπο είλαη δηαζέζηκε, θαη ηελ 

εθαξκόδνπκε γηα ηελ εμαγσγή γξακκηθώλ, ρξνληθά αλαιινίσησλ θαη επζηαζώλ κνληέισλ 

γηα δηακνξθσηέο -Γ πνπ αλήθνπλ ζηελ θαηεγνξία ησλ Multi-Step Look-Ahead 

δηακνξθσηώλ. 

πγθεθξηκέλα, πξνηείλνπκε κηα ηερληθή κε ηελ νπνία κπνξνύκε λα επηιέμνπκε ηε 

δηέγεξζε ηνπ ζπζηήκαηνο θαη ηε ζπιινγή δεδνκέλσλ από ηελ πξνζνκνίσζή ηνπ ώζηε ηα 

δεδνκέλα λα είλαη αληηπξνζσπεπηηθά. Σα δεδνκέλα απηά, ζηα πξόηππα ηεο αλαγλώξηζεο 

ζπζηεκάησλ, πθίζηαληαη θηιηξάξηζκα θαη επεμεξγαζία πξηλ ηε δηαδηθαζία ηεο 

κνληεινπνίεζεο, ώζηε λα παξέρνπλ βέιηηζηα απνηειέζκαηα. Έπεηηα, ρξεζηκνπνηείηαη κηα 

κέζνδνο πνπ βαζίδεηαη ζην αλάθαζκα ησλ δεδνκέλσλ εμόδνπ ηνπ ζπζηήκαηνο, κε ζθνπό 

απηά λα εκπινπηηζηνύλ κε αθνινπζία θάζεο, ε νπνία αξρηθά δελ ήηαλ δηαζέζηκε.  

Η κνληεινπνίεζε ηνπ ζπζηήκαηνο γίλεηαη κε βάζε ην λέν, επεμεξγαζκέλν ζύλνιν 

δεδνκέλσλ. Υξεζηκνπνηείηαη κηα παξαιιαγή ηνπ αιγόξηζκνπ Vector Fitting, πνπ 

κνληεινπνηεί ζπζηήκαηα δηαθξηηνύ ρξόλνπ. Η δηαδηθαζία κνληεινπνίεζεο ζπζηεκάησλ κε 

ξεηά κνληέια πεξηιακβάλεη ηελ επίιπζε κε γξακκηθώλ ζπζηεκάησλ ειαρίζησλ 

ηεηξαγώλσλ. Ο Vector Fitting αιγόξηζκνο γξακκηθνπνηεί ηα καζεκαηηθά ζπζηήκαηα κέζσ 

ηεο επίιπζεο γξακκηθώλ εμηζώζεσλ ζε επαλαιήςεηο, θαη κέζσ ηεο αλαλέσζεο ησλ πόισλ 

ηνπ κνληέινπ ζε θάζε επαλάιεςε. πληζηά, επίζεο, κηα αξηζκεηηθά επζηαζή κέζνδν θαζώο 

κπνξεί λα κνληεινπνηήζεη ζπζηήκαηα ζε έλα επξύ ζπρλνηηθό θάζκα. 

Η πξνηεηλόκελε κέζνδνο κνληεινπνίεζεο απνηειεί κηα ηερληθή γηα ειάηησζε ηεο 

πνιππινθόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. πγθεθξηκέλα, ε επηινγή ηεο πνιππινθόηεηαο ηνπ 

κνληέινπ γίλεηαη πξηλ ηελ κνληεινπνίεζε θαη ζε πεξίπησζε πνπ είλαη κηθξόηεξε από ηελ 

πνιππινθόηεηα ηνπ πξαγκαηηθνύ ζπζηήκαηνο, έρεη σο απνηέιεζκα έλα κνληέιν ην νπνίν 

πιεζηάδεη κε βέιηηζην ηξόπν ην πξαγκαηηθό, δηαηεξώληαο ηηο θύξηεο ζπληζηώζεο ηνπ κόλν. 

Γίλεηαη, ηέινο, εθαξκνγή ζε θιαζζηθνύο δηακνξθσηέο -Γ θαζώο θαη ζηνπο κε 

γξακκηθνύο δηακνξθσηέο Multi-Step Look-Ahead -Γ. Οη δεύηεξνη δελ έρνπλ καζεκαηηθή 

ζρέζε πνπ λα ζπλδέεη είζνδν θαη έμνδν. Με ηε ρξήζε ηεο κεζόδνπ πνπ πξνηείλνπκε, 

εμάγνπκε ζρέζεηο γηα ηνλ ζόξπβν ζηελ έμνδό ηνπο κε κεγάιε αθξίβεηα, ρξεζηκνπνηώληαο 

κόλν ζηνηρεία  πιάηνπο. 
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Abstract 

 
System modeling is a rapidly growing engineering topic, and has been under 

research for several decades. A model is a mathematical representation of a real system that 

contributes to its better understanding and to its efficient simulation.  

This work proposes a new method for modeling systems when frequency response 

magnitude data are only available. It is implemented on Matlab and applied to classical 

Sigma-Delta modulators, as well as Multi-Step Look-Ahead ones. 

The methodology includes a technique that enables us to choose properly the 

excitation of the real system, so as for the data to be informative. These data are passed by a 

prefilter and decimated, in order to achieve good results, as in classic system identification 

methods. Furthermore, a phase sequence is inserted in the data, using the complex cepstrum 

of the output data of the real system. Hence, the absence of phase data is overcome. 

The core of the modeling procedure is based on the set of filtered data with the 

inserted phase sequence. A modification of the Vector Fitting algorithm uses this set to 

provide us with a discrete time model. System modeling using rational models includes 

solving nonlinear least squares equations. Vector Fitting linearizes the nonlinear 

mathematical equations by solving linear problems recursively, and relocating the poles of 

the model in each iteration. In addition, it ensures good numerical conditioning and it is 

capable of providing accurate results in wide frequency bands. 

The proposed method constitutes a technique for model order reduction as well. 

More precisely, the model order is selected prior the least squares problem, and in the case 

that the order chosen is less than the one of the real system, the model retains only the 

principal components of it. It is proven that it matches the spectral behavior of the larger 

real system in least-squares sense. 

Last, the method is applied to Sigma-Delta modulators, and Multi-Step Look-Ahead 

ones. In the latter case, there is no closed form input-output mathematical relation proven, 

due to the inherent nonlinear dynamics of the modulators. Using our method, a relation for 

the noise transfer function of the modulators is derived. It demonstrates good accuracy and 

makes use of magnitude data only. 

 

 

 

 

 
Keywords: System Identification, Model Order Reduction, Modeling, Sigma-Delta Modulators, 

Nonlinear systems, Recursive Least Squares Method, Vector Fitting, Complex Cepstrum



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Με ηελ νινθιήξσζε ηεο παξνύζαο δηπισκαηηθήο εξγαζίαο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ 

ηνλ επηβιέπνληα θαζεγεηή κνπ, θύξην Παύιν Σσηεξηάδε, γηα ηελ επθαηξία πνπ κνπ 

έδσζε λα αζρνιεζώ κε ην παξόλ ελδηαθέξνλ ζέκα, θαζώο θαη γηα ηελ εκπηζηνζύλε πνπ 

κνπ έδεημε θαηά ηε δηάξθεηα ηεο εθπόλεζεο ηεο εξγαζίαο. Επίζεο, ζα ήζεια λα 

επραξηζηήζσ ηνλ ππνςήθην δηδάθηνξα Φάξε Μπαζέηα γηα ηε πνιύηηκε βνήζεηά ηνπ θαη 

ηηο ζπκβνπιέο ηνπ. Τειεηώλνληαο, ζα ήζεια λα επραξηζηήζσ ηνπο θίινπο κνπ γηα ηε 

ζηήξημε, ηε βνήζεηά ηνπο  θαη ηηο όκνξθεο ζηηγκέο πνπ κνπ πξνζέθεξαλ όια απηά ηα 

ρξόληα, θαζώο θαη ηελ νηθνγέλεηά κνπ πνπ ζηέθεηαη δίπια κνπ θαη κε ππνζηεξίδεη ζηηο 

πξνζπάζεηέο  κνπ.  

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ

Περιεχόμενα
1 Εισαγωγή 3

1.1 Ερευνητικό Πρόβλημα-Προσέγγιση . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.2 Συνεισφορά εργασίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3 Δομή εργασίας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

2 Ψηφιακοί Διαμορφωτές Σ-Δ 7
2.1 Εισαγωγικές έννοιες . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1.1 Υπερδειγματοληψία . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.1.2 Θόρυβος Κβάντισης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2 Κλασσικοί Σ-Δ Διαμορφωτές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2.1 Ο Δέλτα Διαμορφωτής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.2.2 Ο Σ-Δ Διαμορφωτής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 Ο Multi-Step Look-Ahead Σ-Δ Διαμορφωτής . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3.1 Αλγόριθμος του MSLA διαμορφωτή . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.3.2 Ο MSLA σαν σύστημα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 Αλγόριθμοι Μοντελοποίησης 18
3.1 Κλασσικές Μέθοδοι Μοντελοποίησης . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.1.1 Γραμμική Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων . . . . . . . . . . 19
3.1.2 Μέθοδος Μέγιστης Πιθανοφάνειας . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 Μη Γραμμικές Μέθοδοι Μοντελοποίησης . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2.1 Μη Γραμμική Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων . . . . . . . . 24
3.2.2 Γραμμικοποίηση μέσω Βαρών . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3.3 Η Sanathanan-Koerner επαναληπτική μέθοδος . . . . . . . . . . . . . . 26
3.4 Ο Αλγόριθμος Vector Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3.4.1 Το αρχικό μοντέλο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
3.4.2 Υπολογισμός των νέων πόλων . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.4.3 Η επαναληπτική διαδικασία του αλγόριθμου . . . . . . . . . . 31
3.4.4 Πρακτική Υλοποίηση του Vector Fitting . . . . . . . . . . . . . 34

3.5 Ο Αλγόριθμος z-Domain Vector Fitting . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

4 Μοντελοποίηση Πλάτους 38
4.1 Εντοπισμός Προβλήματος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.2 Η Χιλμπερτιανή σχέση πλάτους και φάσης . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.3 Το μιγαδικό και το πραγματικό ανάφασμα . . . . . . . . . . . . . . . 40

5 Μοντελοποίηση Πλάτους στους Multi-Step Look-Ahead Σ-Δ διαμορφωτές 43
5.1 Επισκόπηση της Μεθόδου Μοντελοποίησης Πλάτους . . . . . . . . . . 43
5.2 Αποτελέσματα Προσομοίωσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

5.2.1 Κλασσικός Σ-Δ διαμορφωτής . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
5.2.2 MSLA Σ-Δ διαμορφωτές . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6 Συμπερασμάτα και Επεκτάσεις 53

1



ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ ΚΑΤΑΛΟΓΟΣ ΣΧΗΜΑΤΩΝ

Κατάλογος σχημάτων
1 Σφάλμα κβαντισμού. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2 Το σχηματικό διάγραμμα του Δέλτα Διαμορφωτή. . . . . . . . . . . . 9
3 Το σχηματικό διάγραμμα του Σ-Δ Διαμορφωτή. . . . . . . . . . . . . . 10
4 Το πλάτος της NTF. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
5 Η γενική μορφή ενός 1-bit Σ-Δ διαμορφωτή. . . . . . . . . . . . . . . . 11
6 Ο error-feedback Σ-Δ διαμορφωτής. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
7 Σχηματικό διάγραμμα για τον υπολογισμό της συνάρτησης κόστους,

D. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
8 Το σχηματικό διάγραμμα του MSLA Σ-Δ διαμορφωτή. . . . . . . . . . 15
9 Το σχηματικό διάγραμμα του MSLA Σ-Δ διαμορφωτή με το προσεγγι-

στικό μοντέλο για τον θόρυβο κβαντισμού. . . . . . . . . . . . . . . . . 16
10 Σύγκριση της ακρίβειας πολυωνικού μοντέλου για n = 100, 50, 30, για
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1 Εισαγωγή
Στις μέρες μας υπάρχει η τάση για ψηφιοποίηση των σημάτων προς μετάδοση ή

επεξεργασία. Η απλότητα στην επεξεργασία ψηφιακών σημάτων οδηγεί στην πλήρη
υπεροχή τους έναντι των αναλογικών. Επιπλέον, στην ανάπτυξη ηλεκτρονικών συ-
στημάτων γίνεται προσπάθεια για τον περιορισμό όσο το δυνατόν περισσότερο των
αναλογικών στοιχείων, έτσι ώστε να αποφεύγονται ατέλειες από στοιχεία τα οποία
δεν ταιριάζουν μεταξύ τους (missmatching). Η επεξεργασία ενός σήματος ξεκινάει
από την μετατροπή του σε ψηφιακό, μέσω ενός κβαντιστή ή διαμορφωτή, και στη συ-
νέχεια το σήμα τροφοδοτείται στο κύκλωμα που εκτελεί την επεξεργασία, το οποίο
μπορεί να είναι ένας πυρήνας DSP ή κάποιο ψηφιακό ολοκληρωμένο κύκλωμα. Το
επεξεργασμένο σήμα μπορεί να ανακτηθεί από το αρχικό μέσω της τροφοδότησής
του σε έναν μετατροπέα από ψηφιακό σε αναλογικό. Όμως, εαν γίνει 1-bit μετατροπή
από ψηφιακό σε ψηφιακό μέσω ενός 1-bit διαμορφωτή, τότε χρειάζεται μόνο ένα χα-
μηλοπερατό φίλτρο για την ανάκτηση του επεξεργασμένου σήματος. Οι διαμορφωτές
πολλών bit καθιστούν την ανάκτηση του αναλογικού σήματος δύσκολη, σε σχέση με
τους διαμορφωτές 1-bit.
Για αυτόν τον λόγο έχουν προταθεί οι ψηφιακοί Σ-Δ διαμορφωτές που επιτυγχά-

νουν βελτιωμένες τιμές σηματοθορυβικού λόγου. Στην προσπάθεια για περαιτέρω
βελτίωση των διαμορφωτών, αναφορικά με τα όρια ευστάθειάς τους και την καταπί-
εση του θορύβου τους, προτάθηκε ο 1-bit ψηφιακόςMulti-Step Look-Ahead διαμορφω-
τής, ο οποίος βελτιώνει τα όρια ευστάθειας και ελαχιστοποιεί τον θόρυβο κβάντισης
στην έξοδό του, σε σχέση με τους κλασσικούς διαμορφωτές.
Η χρησιμοποίηση τωνMulti-Step Look-Ahead διαμορφωτών, καθώς και οπαδήποτε

άλλου ηλεκτρονικού στοιχείου, σε εφαρμογές όπως ψηφιακούς πομπούς, καθώς και
σε άλλες εφαρμογές τους απαιτεί τη σχεδιάση και εξομοίωση του συνολικού συστήμα-
τος. Επιπλεόν, το σύνολο του συστήματος θα πρέπει μετά την εξομοίωση να αναλυθεί
ως προς την απόδοσή του και το κόστος του και να ληφθούν αποφάσεις σχετικά με
τον επανασχεδιασμό του. Ακόμα, μια επιπλέον παράμετρος που θαπρέπει να λάβουμε
υπόψη είναι η ευκολία στην προσομοίωση, και οι υπολογιστικοί πόροι που χρειάζο-
νται.
Για τον επιτυχημένο σχεδιασμό συστημάτων, καθώς και την εύκολη και οικονομική

προσομοίωσή τους έχουν αναπτυχθεί οι κλάδοι της αναγνώρισης συστημάτων (system
identification), μοντελοποίησης (modeling), και απλοποίησης της πολυπλοκότητας του
μοντέλου (model order reduction).
Βασική ιδέα του system identification και της μοντελοποίησης είναι η εξαγωγή ενός

μοντέλου- συνάρτησης μεταφοράς, η οποία θα μοιάζει όσο το δυνατόν περισσότερο
-ή θα ταυτίζεται- με ένα άγνωστο και πραγματικό σύστημα. Το μοντέλο που εξάγεται
είναι αποτέλεσμα μιας μεθόδου κατά την οποία ένα σύνολο από δεδομένα, προσε-
κτικά καθορισμένα, χρησιμοποιούνται για να λυθούν γραμμικά ή και μη γραμμικά
συστήματα παρεμβολής. Συνηθισμένες μέθοδοι για την εξεύρεση μοντέλων για συ-
στήματα αποτελεί η διέγερση του συστήματος με προκαθορισμένη είσοδο, η οποία
θα έχει επιλεχτεί έτσι ώστε η έξοδός του να παρουσιάζει όσο το δυνατόν πιο μεγάλο
μέρος από τη δυναμική του συστήματος. Έπειτα οι ακολουθίες εισόδου και εξόδου
χρησιμοποιούνται έτσι ώστε να βρεθεί η σχέση που τις συνδέει και εκφράζει το σύ-
στημα. Σε περιπτώσεις με μη γραμμικότητες, η συγκεκριμένη μέθοδος δεν μπορεί να
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εφαρμοστεί και επιλέγουμε περίπλοκες λύσεις [1].
Ο κλάδος του model order reduction επιδιώκει να εκφράσει ένα γνωστό ή άγνωστο

σύστημα με ένα μοντέλο περιορισμένου αριθμού παραμέτρων, έτσι ώστε να μειώσει
την πολυπλοκότητά του ενώ παράλληλα διατηρεί όσο το δυνατόν περισσότερη δυνα-
μική από το αρχικό. Ηλεκτρονικά συστήματα που περιέχουν ένα μεγάλο αριθμό από
στοιχεία, όπως εκτυπωμένες πλακέτες, μπορούν να εκφραστούν με ένα μαθηματικό
μοντέλο το οποίο προκύπτει από τις εξισώσεις του Maxwell, έπειτα αυτές μετατρέπο-
νται σε αντίστοιχες στον διακριτό χρόνο μέσω της μεθόδου των συνοριακών στοιχείων
και λύνονται σε ένα δίκτυο από γράφους. Το δίκτυο από γράφους μπορεί να είναι
πολύ μεγάλο και να απαιτεί αρκετό υπολογιστικό χρόνο, καθώς προκύπτει αυτόματα
από εμπορικό λογισμικό προσομοίωσης κυκλωμάτων. Η εξεύρεση ενός μοντέλου που
θα απλοποιεί την μαθηματική έκφραση της λειτουργίας των κυκλωμάτων θα βοηθή-
σει στην εύκολη προσομοίωση της πλακέτας και επιτυγχάνεται με εφαρμογή μεθόδων
model order reduction.

1.1 Ερευνητικό Πρόβλημα-Προσέγγιση
Το βασικό πρόβλημαπου αντιμετωπίζουμε κατά την εφαρμοσμένη χρήση τωνMSLA

Σ-Δ διαμορφωτών είναι η εξεύρεση ενός γραμμικού μοντέλου που εκφράζει τη δυνα-
μική του συστήματος και μοντελοποιεί την επιρροή που έχει αυτό στον θόρυβο εξόδου
του διαμορφωτή. Στα τηλεπικοινωνιακά συστήματα, όπου οι Σ-Δ διαμορφωτές χρη-
σιμοποιούνται κατά κόρον [2], οι δέκτες και οι πομποί εμπεριέχουν ένα σύνολο από
γραμμικά στοιχεία. Συνεπώς, η εξεύρεση ενός προσεγγιστικού γραμμικού μοντέλου
για τον MSLA, έτσι ώστε το σύνολο του συστήματος να είναι και αυτό γραμμικό, απο-
τελεί το στόχο μας.
Ακόμα, η πολυπλοκότητα του MSLA καθιστά ακόμα και την εξεύρεση μη γραμ-

μικών σχέσεων εισόδου-εξόδου κλειστής μορφής εξαιρετικά δύσκολη, ιδιαίτερα για
διαμορφωτές MSLA με φίλτρα μεγάλου βαθμού. Συνεπώς, εκτός της μη γραμμικότη-
τας, η εξισώσεις που χαρακτηρίζουν μια συγκεκριμένη υλοποίηση του MSLA είναι
άγνωστες.
Η προσέγγιση στα παραπάνω θέματα περιλαμβάνει την προσομοίωση του MSLA

Σ-Δ διαμορφωτή για διάφορες υλοποιήσεις του, και η χρησιμοποίηση τεχνικών system
identification για την εξεύρεση ενός γραμμικού μοντέλου που θα τον αναπαριστά.Όντας
έναψηφιακό, 1-bit και μη γραμμικό σύστημα, οι συμβατικές τεχνικές system identification
για τον MSLA στο πεδίο του χρόνου αποτυγχάνουν. Ο κλάδος του system identification
δεν μπορεί να μοντελοποιήσει ακόμα δυαδικά συστήματα με ισχυρές μη γραμμικότη-
τες.
Για τους παραπάνω λόγους, μια προσέγγιση στο ζήτημα είναι η ανάλυση της συμπε-

ριφοράς των MSLA διαμορφωτών στο πεδίο της συχνότητας και η εξεύρεση μοντέ-
λων που είναι γραμμικά, χρονικά αναλλοίωτα και παρουσιάζουν το ίδιο πλάτος στην
έξοδό τους, όταν τροφοδοτούνται με μια συγκεκριμένη είσοδο. Η παραδοχή ότι το μο-
ντέλο τωνMSLAχρειάζεται να παρουσιάζει μόνο ίδιο πλάτος και όχι απαραίτητα ίδια
απόκριση φάσης απλοποιεί τα θέματα για το identification του, ενώ παράλληλα είναι
ικανή συνθήκη για την σωστή αναπαράστασή του, καθώς το σημείο ενδιαφέροντος
για τον MSLA δεν είναι άλλο από την ποσότητα θορύβου στο φάσμα της εξόδου, κάτι
το οποίο εξαρτάται αποκλειστικά από το πλάτος του συστήματος, και όχι τη γωνία
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του.

1.2 Συνεισφορά εργασίας
Η εργασία αυτή παρουσιάζει μια νέα μέθοδο για μοντελοποίηση συστημάτων, βασι-

σμένη στην απόκριση πλάτους τους. Συγκεκριμένα, με αφετηρία το πρόβλημα μοντε-
λοποίησης του MSLA διαμορφωτή, αναπτύχθηκε μια νέα μέθοδος κατά την οποία το
άγνωστο σύστημα διεγείρεται απο μια είσοδο, και η έξοδος χρησιμοποιείται για εξα-
γωγή ορισμένων συχνοτικών χαρακτηριστικών. Η χρήση της μεθόδου minimum-phase
and all-pass deconvolution οδηγεί στην απομόνωση της απόκρισης πλάτους, η οποία
εμπλουτίζεται με μια αυθαίρετη ακολουθία φάσης και σχηματίζεται μια ισοδύναμη
συχνοτική απόκριση για το σύστημα. Έπειτα, μέσω της μεθόδου για μοντελοποίση
συστημάτων, Vector Fitting, βρίσκουμε ένα ισοδύναμο μοντέλο με το αρχικό σύστημα,
χρησιμοποιώντας ως δεδομένα τα στοιζεία της ισοδύναμης απόκρισης.
Η νέα διαδικασία για μοντελοποίηση αποτελείται από δύο βήματα και υπερτερεί σε

σχέση με τις απλές τεχνικές μοντελοποίησης σε σχέση με την απόδοσή της σε συστή-
ματα με μη-γραμμικότητες. Επιπλέον, η εργασία προτείνει τροποποιήσεις του κλασ-
σικού αλγόριθμου Vector Fitting ώστε να απλοποιεί τα διακριτού χρόνου μοντέλα, κά-
νοντας model order reduction παράλληλα με την μοντελοποίηση.
Αναφορικά με την εφαρμογή της τεχνικής στους διαμορφωτές MSLA, τα μοντέλα

που προκύπτουν αποτελούν ορισμό των MSLA στο πεδίο που είναι αυτοί ευσταθείς,
και παρέχουν ένα ακριβές γραμμικό μοντέλο, γεγονός που διευκολύνει τη χρήση του
σαν υποσύνολο σε πρακτικές εφαρμογές.

1.3 Δομή εργασίας
Ακολουθεί μια σύνοψη των κεφαλαίων της εργασίας:

Στο δεύτερο κεφάλαιο αναλύουμε τους ψηφιακούς διαμορφωτές Σ-Δ. Αρχικά περι-
γράφουμε τις βασικές έννοιες της υπερδειγματοληψίας και του θορύβου κβάντισης,
στοιχεία που προκύπτουν συχνά στην θεωρητική ανάλυση των διαμορφωτών Σ-Δ.
Στη συνέχεια, αναφέρονται βασικές τοπολογίες διαμορφωτών και γίνεται σύγκριση
μεταξύ των επιδόσεών τους. Επιπρόσθετα, παρουσιάζονται οι ψηφιακοί διαμορφω-
τές Multi-Step Look-Ahead Σ-Δ, για τους οποίους αναφέρουμε τα βασικά θεωρητικά
χαρακτηριστικά και υπογραμμίζουμε τα στοιχεία που καθιστούν την μοντελοποίησή
τους δύσκολη.
Το τρίτο κεφάλαιο εξετάζει αλγόριθμους μοντελοποίησης. Η ανάλυση ξεκινά από

γραμμικά προβλήματα και συνεχίζει στην επίλυση του μη γραμμικού συστήματος ελα-
χίστων τετραγώνων με διαφορετικούς τρόπους. Προοδευτικά, καταλήγει στη βέλτιστη
λύση της επαναληπτικής μεθόδου Vector Fitting, η οποία γραμμικοποιεί το μη γραμ-
μικό σύστημα μέσω της επιβολής μια συνάρτησης βάρους και των επαναλήψεών της.
Ο αλγόριθμος Vector Fitting αναλύεται στη μορφή που ανταποκρίνεται σε συνεχούς
χρόνου συστήματα, και έπειτα αναφέρονται οι διαφοροποιήσεις που γίνονται ώστε
να μπορεί να λειτουργήσει και για συστήματα διακριτού χρόνου.
Στο τέταρτο κεφάλαιο μελετούμε το πρόβλημα τροποποίησης των συχνοτικών δε-

δομένων του συστήματος προς μοντελοποίηση, ώστε να ικανοποιούνται οι συνθήκες

5



Εισαγωγή

για μοντελοποίηση πλάτους. Αρχικά παρατηρούμε ότι ο συνδυασμός του πλάτους του
συστήματος με τυχαίες και γραμμικά μεταβαλλόμενες ακολουθίες φάσης οδηγούν σε
δεδομένα για τα οποία ο αλγόριθμος μοντελοποίησης αποτυγχάνει. Στη συνέχεια πα-
ρουσιάζεται η σχέση της γωνίας και του πλάτους για ένα αιτιατό σύστημα, μέσω ενός
διακριτού μετασχηματισμού Hilbert. Παρουσιάζεται, ακόμα, ότι η σχέση αυτή μπορεί
να χρησιμοποιηθεί μέσω της διαδικασίας minimum-phase and all-pass deconvolution
για να αποκτήσουμε μια ακολουθία φάσης η οποία όταν συνδυάζεται με το πλάτος
οδηγεί σε επιτυχή εκτέλεση του αλγόριθμου μοντελοποίησης Vector Fitting.
Το πέμπτο κεφάλαιο παρουσιάζει την εφαρμογή της μεθόδου για την μοντελοποί-

ηση του Multi-Step Look-Ahead Σ-Δ διαμορφωτή. Αρχικά γίνεται μια επισκόπηση της
μεθόδου και παρουσιάζονται ορισμένα πρακτικά στοιχεία για την υλοποίησή της.
Στην συνέχεια παρουσιάζονται αποτελέσματα προσομοίωσης για διάφορες υλοποιή-
σεις των διαμορφωτών Σ-Δ και Multi-Step Look-Ahead Σ-Δ, και γίνεται σύγκριση μο-
ντέλων διαφορετικής πολυπλοκότητας για τον ίδιο διαμορφωτή. Σχολιάζεται, ακόμα,
η αποδοτικότητα της μεθόδου καθώς και της υλοποίησής της τόσο αναφορικά με την
ακρίβειά της, όσο και με την υπολογιστική της πολυπλοκότητα.
Στο έκτο και τελευταίο κεφάλαιο αναφέρουμε τα συμπεράσματά μας από την εφαρ-

μογή της μεθόδου στους Σ-Δ διαμορφωτές και περιγράφουμε έναν αριθμό μελλοντι-
κών επεκτάσεων για την βελτίωση της απόδοσής της και την αξιοποίηση της και σε
περεταίρω εφαρμογές.
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2 Ψηφιακοί Διαμορφωτές Σ-Δ
Η παρακάτω ανάλυση αφορά τους μετατροπείς από ψηφιακό σε ψηφιακό σήμα

(Digital to Digital Converters, DDC). Παρόμοια ανάλυση μπορεί να γίνει και για τους
διαμορφωτές από αναλογικό σε ψηφιακό σήμα (ADCs), με ορισμένες διαφορές που
προκύπτουν από το διαφορετικό τύπο εισόδου.

2.1 Εισαγωγικές έννοιες
Σε αυτή την παράγραφο θα ορίσουμε μερικές βασικές έννοιες για την ανάλυση των

Σ-Δ διαμορφωτών. Οι Σ-Δ διαμορφωτές είναι ηλεκτρονικά κυκλώματα που εκμεταλ-
λεύονται την υπερδειγματοληψία (oversampling), για να μπορέσουν να αναπαραστή-
σουν ένα σήμα με ένα ή μερικά bits ανά δείγμα. Το βασικό τους πλεονέκτημα είναι
ότι μπορούν να περιορίσουν την εισαγωγή θορύβου κβάντισης στο εύρος συχνοτήτων
του σήματος εισόδου, σε σχέση με αντίστοιχους διαμορφωτές [3]. Παρακάτω θα ανα-
λύσουμε την υπερδειγματοληψία και τον θόρυβο κβάντισης, πριν συνεχίσουμε στην
ανάλυση των διαμορφωτών.

2.1.1 Υπερδειγματοληψία

Η υπερδειγματοληψία είναι μια διαδικασία κατά την οποία η δειγματοληψία ενός
σήματος γίνεται με πολύ μεγαλύτερο ρυθμό από αυτόν που επιβάλλει ο κανόνας του
Nyquist, fs = 2fB, όπου fB είναι το εύρος του σήματος και fs η συχνότητα δειγματο-
ληψίας. Μπορούμε, πλέον, να ορίσουμε τον λόγο υπερδειγματοληψίας (Oversampling
Ratio,OSR), ως εξής:

OSR =
fs
2fB

. (1)

Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρούμε ότι το σήμα εισόδου είναι ένα ημίτονο, με
πλάτος A και συχνότητα fB. Το σήμα που θα προκύψει μετά την υπερδειγματοληψία
θα έχει συχνότητα fB/fs. Συγκεκριμένα,

x = A sin(2πfBt) (2)

xs = A sin
(
2π
fB
fs
n

)
= A sin

( π

OSR
n
)
. (3)

Η συχνότητα δηλαδή του σήματος μετά τη δειγματοληψία είναι

Ω =
π

OSR
.

Προφανώς, η συχνότητα του σήματος μετά τη δειγματοληψία εξαρτάται από το OSR.
Καθώς το OSR αυξάνει, η συχνότητα Ω μειώνεται και η αρχική πληροφορία συμπυ-
κνώνεται σε ένα σχετικά μικρό, βαθυπερατό συχνοτικό εύρος. Σε πρακτικές εφαρμο-
γές, η δειγματοληψία με υψηλά OSR έχει περιορισμούς, καθώς όταν η συχνότητα του
σήματος είναι υψηλή, θα πρέπει η συχνότητα δειγματοληψίας να φθάνει σε δυσθεώ-
ρητα μεγέθη.
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Σχήμα 1: Σφάλμα κβαντισμού.

2.1.2 Θόρυβος Κβάντισης

Η αναπαράσταση ενός σήματος με ένα ή λιγότερα bits περιλαμβάνει δύο στάδια,
την δειγματοληψία του και τον κβαντισμό του πλάτους του ώστε το τελικό σήμα να
λαμβάνει τιμές που ανήκουν σε ένα σύνολο με πεπερασμένα στοιχεία. η κβάντιση εί-
ναι συνήθως ομοιόμορφη, δηλαδή δύο γειτονικά επίπεδα κβάντισης ισαπέχουν στα-
θερή απόσταση ∆. Ο κβαντιστής είναι το σύστημα που πραγματοποιεί τη κβάντιση
και ορίζεται πλήρως από την σχέση εισόδου-εξόδου του. Η έξοδος του κβαντιστή,
όμως, διαφέρει από την είσοδό του, και αυτή η απόκλιση ονομάζεται σφάλμα κβαντι-
σμού. Στο σχήμα 1 φαίνεται ένα ψηφιακό σημά και το ίδιο σήμα κβαντισμένο, καθώς
και το σφάλμα ανάμεσά τους. Στο σφάλμα, που είναι ευδιάκριτο στο σχήμα, οφείλεται
η μη ιδανικές ιδιότητες του κβαντιστή.
Ο ιδανικός κβαντιστής είναι ντετερμινιστική συσκευή, δηλαδή το σφάλμα κβάντι-

σης e καθορίζεται πλήρως από την είσοδο y. Όμως, εάν η είσοδος αλλάζει σημαντικά
από δείγμα σε δείγμα, είναι επιτρεπτό να υποθέσουμε ότι το σφάλμα κβαντισμού e εί-
ναι λευκός θόρυβος με δείγματα κατανεμημένα ομοιόμορφα μεταξύ των τιμών−∆/2
και ∆/2. Από αυτή την υπόθεση, είναι εύκολο να συμπαιράνουμε ότι η διακύμανση
του λευκού θορύβου θα είναι σ2

e = ∆2/12. Θα αναφερθούμε σε αυτό και παρακάτω
στο κεφάλαιο.
Σαν ένα μέτρο σύγκρισης της αποδοτικότητας μεταξύ κβαντιστών, για το ημιτονικό

σήμα που θεωρήσαμε νωρίτερα, μπορούμε να ορίσουμε τον λόγο μεταξύ ενέργειας
σήματος και θορύβου κβάντισης, signal-to-quantization-noise ratio (SQNR), ως

SQNR =
σ2
x

σ2
e

=
9A2(OSR)3

2π2
. (4)

Ουσιαστικά, το SQNR αποτελεί μία ειδική περίπτωση του μετρικού SNR για εφαρμο-
γές σε ψηφιακές κωδικοποιήσεις.

2.2 Κλασσικοί Σ-Δ Διαμορφωτές

2.2.1 Ο Δέλτα Διαμορφωτής

Η εισαγωγή στους διαμορφωτές Σ-Δ ξεκινά με την ανάλυση της βασικής τους το-
πολογίας. Οι διαμορφωτές μπορούν να περιέχουν αρκετά στάδια στην ολοκληρωμένη
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Σχήμα 2: Το σχηματικό διάγραμμα του Δέλτα Διαμορφωτή.

τους μορφή. Αναλογικά ήψηφιακάφίλτρα χρησιμοποιούνται πριν ή μετά το στάδιο το
οποίο πραγματοποιεί την μετατροπή του σήματος, από αναλογικά σε ψηφιακό ή ψη-
φιακό σε ψηφιακό. Οι δύο βασικοί τύποι τοπολογίας των διαμορφωτών αυτών είναι
ο Δέλτα διαμορφωτής και ο Σ-Δ διαμορφωτής. Το σχηματικό διάγραμμα του Δέλτα
διαμορφωτή εικονίζεται στο σχήμα 2. Πρόκειται για ένα σύστημα με ανάδραση, που
περιέχει τον μη γραμμικό κβαντιστή και ένα φίλτρο, συνήθως ολοκληρωτή. Η μαθη-
ματική ανάλυσή του είναι δύσκολη, κυρίως λόγω της μη-γραμμικότητας που εισάγει ο
κβαντιστής. Για την ανάλυσή του, θεωρούμε ότι εισέρχεται πρόσθετος θόρυβος κβα-
ντισμού e. Με απλή ανάλυση μπορεί να αποδειχτεί ότι η έξοδός του σε τυχαία χρονική
στιγμή n είναι ίση με

y(n) = x(n)− x(n− 1) + e(n)− e(n− 1). (5)

Το όνομα του διαμορφωτή οφείλεται στο ότι η έξοδός του είναι η διαφορά (delta) ανά-
μεσα σε μια τιμή εισόδου του διαμορφωτή και σε μια πρόβλεψη για την τιμή αυτή.
Το πλεονέκτημα αυτής της τοπολογίας είναι ότι για σήματα τα οποία έχουν υποστεί
δειγματοληψία σε πολύ μεγαλύτερο ρυθμό από αυτόν που επιβάλλει ο Nyquist, η δια-
φορά u(n) − u(n − 1) είναι πολύ μικρότερη από το ίδιο το u(n), με αποτέλεσμα να
το επιτρεπτό εύρος εισόδων του διαμορφωτή να αυξάνεται. Στα μειονεκτήματά του
συμπεριλαμβάνεται η θέση του φίλτρου στο κλάδο ανάδρασης, το οποίο έχει ως απο-
τέλεσμα να περιορίζεται η γραμμικοποίηση του συστήματος. Το φίλτρο έχει υψηλό
κέρδος στην περιοχή συχνοτήτων του σήματος που μας ενδιαφέρει, και έτσι μπορεί
να μεγεθύνει τα τον θόρυβο που εισέρχεται από τον κβαντιστή. Αυτό μπορεί να γίνει
κατανοητό εάν εξετάσουμε και τις εξισώσεις μεταφοράς στο πεδίο z,

Y (z) = X(z)−G(z)Y (z) + E(z) (6)

Y (z) =
1

1 +G(z)
X(z) +

1

1 +G(z)
E(z). (7)

Ορίζουμε σαν STF τη συνάρτηση μεταφοράς από την είσοδο στην έξοδο και NTF τη
συνάρτηση μεταφοράς από την θεωρητική είσοδο θορύβου στην έξοδο, και παρατη-
ρούμε ότι και οι δύο είναι ίσες με NTF + STF + 1/(1 + G(z)). Συνεπώς, το σήμα
εισόδου και ο θόρυβος εισόδου υπόκεινται στο ίδιο φίλτρο, άρα και στην ίδια κλιμά-
κωση, γεγονός μη επιθυμητό.

9



Ψηφιακοί Διαμορφωτές Σ-Δ

-

V Y
+

E

+
X

Σχήμα 3: Το σχηματικό διάγραμμα του Σ-Δ Διαμορφωτή.

2.2.2 Ο Σ-Δ Διαμορφωτής

Ιδανικά, οι συναρτήσεις μεταφοράς του διαμορφωτή θα θέλαμε να ενισχύουν το
σήμα και να μην επιτρέπουν στο θόρυβο κβάντισης να επηρεάσει την έξοδο. Αυτό ως
ένα βαθμό μπορεί να επιτευχθεί με τους Σ-Δ διαμορφωτές, των οποίων το σχηματικό
διάγραμμα φαίνεται στο σχήμα 3. Πρόκειται πάλι για ένα σύστημα με ανάδραση,
αλλά σε αυτή την περίπτωση το φίλτρο τοποθετείται στον ευθύ κλάδο. Η ανάλυση
του συστήματος μας οδηγεί στην παρακάτω σχέση

Y (z) =
G(z)

1 +G(z)
X(z) +

1

1 +G(z)
E(z). (8)

Στο πεδίο του χρόνου, η έξοδος σε τυχαία στιγμή n δίνεται από

y(n) = x(n− 1) + e(n)− e(n− 1). (9)

Μπορεί να αποδειχτεί ότι ο διαμορφωτής ΣΔ είναι ισοδύναμος με ένα Δέλτα διαμορ-
φωτή, εάν προσθέσουμε έναν αθροιστή στην τοπολογία του δεύτερου.
Παρατηρούμε ότι πλέον οι STF και NTF διαφέρουν μεταξύ τους. Για τα παρακάτω

θεωρούμε ότι το φίλτρο είναι ένας ολοκληρωτής, δηλαδήG(z) = 1/(z−1). Εαν εστιά-
σουμε στην NTF στο πεδίο των συχνοτήτων, και αντικαταστήσουμε τη μεταβλητή z
με ej2πfT , η φασματική πυκνότητα ισχύος του θορύβου εξόδου υπολογίζεται ως

Sq(f) = (2sin(πfT ))2 Se(f). (10)

Η μεταβλητή T = 1/fs είναι η περίοδος δειγματοληψίας, και Se(f) είναι η μονό-
πλευρη φασματική πυκνότητα ισχύος του θορύβου κβάντισης. Για τους περισσότε-
ρους διαμορφωτές, ο θόρυβος κβάντισης μπορεί να προσεγγιστεί με αρκετά καλή
ακρίβεια ως λευκός θόρυβος με μέση τετραγωνική τιμή e2rms = ∆2/12, όπου ∆ εί-
ναι το βήμα του κβαντιστή, και έτσι

Se(f) =
∆2

6fs
. (11)

Το πλάτος της συνάρτησης αυτής φαίνεται στο σχήμα 4. Παρατηρούμε η NTF είναι
ένα υψηπερατό φίλτρο, το οποίο κόβει τον θόρυβο στην περιοχή των χαμηλών συ-
χνοτήτων. Έτσι, για σήματα τα οποία έχουν υποστεί υπερδειγματοληψία και έχουν
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Σχήμα 4: Το πλάτος της NTF.
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Σχήμα 5: Η γενική μορφή ενός 1-bit Σ-Δ διαμορφωτή.

μετακινηθεί στις χαμηλές συχνότητες, η συγκεκριμένη τοπολογία αποτελεί εξαιρε-
τική λύση, καθώς ωθεί την ισχύ του θορύβου κβάντισης στις υψηλές συχνότητες που
δεν μας ενδιαφέρουν. Για ένα μέτρο σύγκρισης, μπορούμε να ολοκληρώσουμε τη φα-
σματική πυκνότητα θορύβου μεταξύ 0 και fB, όπου δηλαδή της εύρους του σήματος
εισόδου. Προκύπτει η ισχύς του θορύβου στο συχνοτικό εύρος του σήματος εισόδου
και είναι ίση με

q2rms =
π2e2rms

3(OSR)3
. (12)

Βλέπουμε ότι καθώς το σήμα εισόδου δειγματοληπτείται με μεγαλύτερη συχνότητα,
δηλαδή έχει μεγαλύτερο OSR, ο θόρυβος μειώνεται. Αυτό το χαρακτηριστικό των Σ-Δ
διαμορφωτών λέγεται απώθηση θορύβου (noise shaping) και είναι η ουσιαστική δια-
φορά τους από τους κλασσικούς διαμορφωτές. Ο σχεδιαστής, ανάλογα με το noise-
shaping που χρειάζεται, μπορεί να σχεδιάσει έναν διαμορφωτή με αντίστοιχη NTF [4].
Η γενική δομή ενός 1-bit Σ-Δ διαμορφωτή, οποιασδήποτε τάξης φαίνεται στο σχήμα

5. Ο διαμορφωτής χωρίζεται σε δύο τμήματα, το γραμμικό κομμάτι του το οποίο πε-
ριέχει όλα τα στοιχεία μνήμης που απαιτούνται, και το μη γραμμικό κομμάτι του, το
οποίο αποτελεί ο κβαντιστής. Ο στόχος μας είναι να εκφράσουμε την έξοδο του κβα-
ντιστή, Y , ως συνάρτηση της εισόδου και του επιπρόσθετου θορύβου. Το φίλτρο με
δύο εισόδους έχει μία έξοδο, η οποία μπορεί να εκφραστεί ως

V (z) = L0(z)X(z) + L1(z)Y (z). (13)

11
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Η λειτουργία του κβαντιστή μπορεί να εκφραστεί ως

Y (z) = V (z) + E(z). (14)

Χρησιμοποιώντας αυτές τις δύο εξισώσεις, η έξοδος του διαμορφωτή μπορεί να γρα-
φτεί ως ένας γραμμικός συνδυασμός της εισόδου και του επιπρόσθετου θορύβου,

Y (z) = STF (z)X(z) +NTF (z)E(z), (15)

όπου
NTF (z) =

1

1− L1(z)
, STF (z) =

L0(z)

1− L1(z)
. (16)

Αντίστροφα, με δεδομένες τις επιθυμητές NTF και STF για έναν διαμορφωτή, μπο-
ρούμε να υπολογίσουμε τις συναρτήσεις μεταφοράς των φίλτρων ως εξής:

L0(z) =
STF (z)

NTF (z)
, L1(z) = 1− 1

NTF (z)
. (17)

Οι παραπάνω εξισώσεις ισχύουν ανεξάρτητα από τη δομή του φίλτρου, και έτσι η
συμπεριφορά του διαμορφωτή Σ-Δ καθορίζεται πλήρως από τις συναρτήσεις μετα-
φοράς NTF, STF και τις ιδιότητες του κβαντιστή [5].

2.3 Ο Multi-Step Look-Ahead Σ-Δ Διαμορφωτής
Οι Multi-Step Look-Ahead (MSLA) Σ-Δ διαμορφωτές έχουν προταθεί [6] αντί των

συμβατικών διαμορφωτώνΣ-Δ, καθώςπαρουσιάζουν καλύτερα χαρακτηριστικά noise-
shaping και έχουν καλύτερα όρια ευστάθειας από αυτούς. Οι MSLA Σ-Δ διαμορφω-
τές αποτελούν μέρος της κατηγορίας των Look-Ahead Σ-Δ, όμως η υλοποίησή τους σε
hardware είναι σαφώς πιο οικονομική, για παρόμοιες τιμές SNR [7]. Όμως, η ανάλυσή
τους είναι αρκετά πολύπλοκη σε σχέση με τους κλασσικούς Σ-Δ διαμορφωτές, αφού
αποτελούνται από πολλούς κλάδους ανατροφοδότησης, με έναν κοινό 1-bit κβαντιστή
πολλών εισόδων. Παρακάτω αναλύουμε τη βασική ιδέα των MSLA Σ-Δ διαμορφω-
τών.

2.3.1 Αλγόριθμος του MSLA διαμορφωτή

Όπως και οι υπόλοιποι Look-Ahead Σ-Δ διαμορφωτές, έτσι και ο MSLA διαμορ-
φωτής προέρχεται από τους συμβατικούς Σ-Δ, εάν τους ερμηνεύσουμε σαν πρόβλημα
βελτιστοποίησης [8].
Πιο συγκεκριμένα, οMSLAΣ-Δ διαμορφωτής βασίζεται στη τοπολογία του διαμορ-

φωτή σφάλματος-ανάδρασης (error-feedback modulator), ο οποίος παράγει μια ακο-
λουθία από 1-bit εξόδους με το ελάχιστο δυνατό σφάλμα, όταν ένα φίλτρο πρώτης
τάξης χρησιμοποιείται.
Η ανάλυση του error-feedback Σ-Δ διαμορφωτή είναι εύκολη, εαν θεωρήσουμε το

σχηματικό του διάγραμμα στο σχήμα 6. Παρατηρούμε ότι

V (z) = X(z) +G(z) (X(z)− Y (z)) , (18)

12
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Σχήμα 6: Ο error-feedback Σ-Δ διαμορφωτής.

όπου X(z), Y (z) και V (z) είναι οι μετασχηματισμοί z των ακολουθιών εισόδου, εξό-
δου και εισόδου του κβαντιστή. Το σφάλμα κβάντισης ορίζεται ως N(z) = Y (z) −
V (z), το οποίο όταν συνδυαστεί με τη σχέση 18 μας δίνει

Y (z) = X(z) +
1

1 +G(z)
N(z).

Έτσι, ορίζονται οι συναρτήσεις STF (z) = 1 και NTF (z) = 1/(1 +G(z)). Το φίλτρο
G(z) μπορεί να υπολογιστεί ως

G(z) =
1−NTF (z)
NTF (z)

=

l∑
i=1

biz
−i

1 +
m∑
i=1

aiz−i

, (19)

όπου l,m είναι οι βαθμοί του αριθμητή και του παρονομαστή αντίστοιχα.
Έχει αποδειχτεί ότι ο error-feedback Σ-Δ διαμορφωτής είναι ισοδύναμος με έναν

αλγόριθμο βελτιστοποίησης, και η έξοδός του καθορίζεται από την ελαχιστοποίηση
της συνάρτησης κόστους

S0,n(v) = |xn + en − v|,

με xn την είσοδο, en την έξοδο του φίλτρουG και v την μεταβλητή που χρησιοποιούμε
για την ελαχιστόποιηση, με v ∈ {±1}. Η έξοδος του error-feedback διαμορφωτή ισού-
ται με

yn = sgn (en + xn) ,

και υπολογίζεται έτσι ώστε να ελαχιστοποιεί μόνο το στιγμιαίο σφάλμα κβάντισης.
Ο MSLA διαμορφωτής αποτελεί μια γενίκευση σε αυτό το πλαίσιο, καθώς η ελα-

χιστοποίηση του σφάλματος κβάντισης δεν περιορίζεται μόνο στο παρόν δείγμα xn,
αλλά περιλαμβάνει και τα επόμενα k δείγματα εισόδου. Τα δείγματα αυτά δεν προ-
βλέπονται αλλά προφανώς υπάρχει μια καθυστέρηση μέσω buffer στην είσοδο του
συστήματος.
Η βασική ιδέα είναι να αναζητήσουμε ανάμεσα στις 2k+1 πιθανές ακολουθίες εξό-

δους του διαμορφωτή και να επιλέξουμε αυτή με την λιγότερη ισχύ θορύβου κβάντι-
σης. Τότε, το πρώτο στοιχείο της ακολουθίας εξόδου επιλέγεται ως έξοδος του δια-
μορφωτή. Για τον MSLA, το πρόβλημα βελτιστοποίησης μπορεί να φανεί στο σχήμα
7.
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Σχήμα 7: Σχηματικό διάγραμμα για τον υπολογισμό της συνάρτησης κόστους, D.

Η εξίσωση που περιγράφει τον αλγόριθμο βελτιστοποίησης είναι:

yn = argmin
v0∈{±1}

 min
v1,v2,...,vk∈

{±1}

k∑
j=k−r

|xn+j + en+j − vj|p
 , (20)

όπου {x} είναι η ακολουθία εισόδου και τα διακριτά δείγματα δηλώνονται με xn,
ενώ {u} είναι μια ακολουθία ανάδρασης (u0, u1, . . . , uk) με στοιχεία ui ∈ {±1}, ενώ
k είναι ο αριθμός των Look-Ahead βημάτων. Για κάθε πιθανή ακολουθία ανάδρασης
{u} υπολογίζεται η συνάρτηση κόστους D,

D =
k∑

j=k−r

|xn+j + en+j − vj|p . (21)

Η τιμή του u0 που αντιστοιχεί στην ακολουθία με το ελάχιστο κόστος, επιλέγεται ως
έξοδος του διαμορφωτή. Η ακολουθία {e} και τα διακριτά δείγματά της en αποτελούν
την έξοδο του φίλτρου G. Η NTF σχετίζεται με το comparison filter μέσω της σχέσης

G(z) =
1− NTF(z)
NTF(z)

=

∑ℓ
i=1 biz

−i

1 +
∑m

i=1 aiz
−i
. (22)

Ο αριθμός από τα επιμέρους κόστη που λαμβάνονται υπόψη από τον αλγόριθμο βελ-
τιστοποίησης είναι r. Επιπλέον, η παράμετρος p, η οποία λαμβάνει τιμές μεταξύ 2
και 1, χρησιμοποιείται για να διαλέξουμε μεταξύ Ευκλείδειας και Manhattan νόρμας
για τη συνάρτηση κόστους. Αποδεικνύεται ότι η υλοποίηση των MSLA Σ-Δ με χρήση
Manhattan νόρμας οδηγεί σε απλούστερη hardware υλοποίηση, με το κόστος 2-3 db χα-
μηλότερο SNR σε σχέση με την υλοποίηση της Ευκλείδειας νόρμας.

2.3.2 Ο MSLA σαν σύστημα

Η επίλυση του προβλήματος βελτιστοποίησης του MSLA στη σχέση 20 απαιτεί τον
υπολογισμό 2k+1 τιμών κόστους σε κάθε χρονικό σημείο. Να σημειώσουμε επίσης ότι
η συνάρτηση κόστους εξαρτάται από τη χρονική στιγμή n, δηλαδή D = Dn. Μια
πιο αποδοτική προσέγγιση είναι να μετατρέψουμε την αλγοριθμική μορφή του MSLA
στο ισοδύναμο μη γραμμικό σύστημα με ανάδραση που φαίνεται στο σχήμα 8. Το σύ-
στημα αποτελείται από r + 1 φίλτρα δύο εισόδων και μια μη γραμμική συνάρτηση
πολλών μεταβλητών f(·) : Rr+1 → {±1}. Η συνάρτηση f(·) μπορεί να θεωρηθεί ως
το ισοδύναμο για τον 1-bit κβαντιστή των συμβατικών Σ-Δ διαμορφωτών.
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Σχήμα 8: Το σχηματικό διάγραμμα του MSLA Σ-Δ διαμορφωτή.

Μπορεί να γίνει απλοποίηση της σχέσης 21 μέσω ορισμένων μαθηματικών χειρισμών.
Συγκεκριμένα, η παράμετρος en+j στα επιμέρους κόστη εκφράζεται ως γραμμικός
συνδυασμός των εισόδων xi, των προηγούμενων εξόδων yi, των προηγούμενων εξό-
δων του φίλτρου G, en−i, i ≥ 0 και των u0, u1, . . . , uj−1. Αυτό επιτυγχάνεται με την
εφαρμογή της διαφορικής εξίσωσης που εκφράζει το φίλτρο της σχέσης 22,

en+j =
l∑

i=1

bixn+j−i −
j∑

i=1

biuj−i −
l∑

i=j+1

biyn+j−i −
m∑
i=1

aien+j−i. (23)

Η απλοποίηση, οδηγεί τα επιμέρους κόστη να ισούνται με

Dj,n =

∣∣∣∣∣υj,n −
j∑

i=0

cj,iuj−i

∣∣∣∣∣
, όπου οι παράμετροι υj,n ισούνται με

υj,n =

j∑
i=0

cj,ixn+j−i +

j+l−1∑
i=j+1

cj,i(xn+j−i − yn+j−i) +
m−1∑
i=0

dj,ien−i.

Για τον ορισμό των επιμέρους παραμέτρων, ci, di, καθώς και για την αναλυτική απλο-
ποίηση δείτε το [6].
Από τη σχέση 23 παίρνουμε τον μετασχηματισμό z και για j = 0 έχουμε

E(z) = G(z) (X(z)− Y (z)) . (24)

Επίσης, από τη σχέση ??, παίρνοντας τον μετασχηματισμό z, και συνδυάζοντάς το με
τη σχέση 24, έχουμε

Uj(z) = L0
j(z)X(z) + L1

j(z)Y (z), (25)
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όπου Uj(z) είναι ο μετασχηματισμός z της εξόδου της εξόδου του j-στου φίλτρου και
ακόμα

L0
j(z) =

j+l−1∑
i=0

ci,jz
j−i +G(z)

m−1∑
i=0

dj,iz
−i

L1
j(z) = −

j+l−1∑
i=j+1

cj,iz
j−1 −G(z)

m−1∑
i=0

dj,iz
−i,

με k − r ≤ j ≤ k. Οι παραπάνω εξισώσεις εκφράζουν το σχηματικό διάγραμμα του
MSLA που φαίνεται στο σχήμα 8.
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Σχήμα 9: Το σχηματικό διάγραμμα του MSLA Σ-Δ διαμορφωτή με το προσεγγιστικό
μοντέλο για τον θόρυβο κβαντισμού.

Για την εξαγωγή των συναρτήσεψν μεταφοράς του MSLA Σ-Δ διαμορφωτή, έχει
προταθεί η αντικατάσταση του κβαντιστή του διαμορφωτή με επιπρόσθετες πηγές
θορύβου, r + 1 στο πλήθος, και σταθερά κέρση Kj , μετά την έξοδο κάθε φίλτρου,
όπως φαίνονται στο σχήμα 9. Για τη συνέχεια της ανάλυσης περιοριζόμαστε στη συ-
νάρτηση μεταφοράς που προκύπτει από το πρώτο φίλτρο, καθώς αυτό έχει την περισ-
σότερη δυναμική από τα υπόλοιπα. Για τον υπολογισμό της NTF θέτουμε X(z) = 0
και ορίζουμε ως Nk(z) τον μετασχηματισμό z του επιπρόσθετου θορύβου στην έξοδο
του φίλτρου k. Τότε, έχουμε,

Y (z) = Nk(z) +KkL
1
k(z)Y (z), (26)

οπότε η NTF είναι ίση με

NTFMSLA(z) =
Y

Nk

∣∣∣∣∣
X=0

=
1

1−KkL1
k

. (27)

Αντίστοιχα,

STFMSLA(z) =
Y

X

∣∣∣∣∣
Ni=0

=
KkL

0
k

1−KkL1
k

. (28)
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Τα κέρδηKk υπολογίζονται έτσι ώστε να ελαχιστοποιούν τη ενέργεια του σφάλματος
του γραμμικού μοντέλου του κβαντιστή yn −K − kuk,n. Αυτό οδηγεί σε

Kk =
⟨y, uk⟩
⟨uk, uk⟩

=
⟨y, uk⟩
σ2
uk

, (29)

όπου η εφαρμογή του ⟨α, β⟩ ορίζεται ως το μέσο χρονικό όρος, limN→∞
1
N

N∑
n=0

αnβn,
των ακολουθιών αn,βn.
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3 Αλγόριθμοι Μοντελοποίησης
Τις τελευταίες δεκαετίες έχει παρατηρηθεί μεγάλη προσπάθεια, τόσο από την ακα-

δημαϊκή κοινότητα, όσο και από τη βιομηχανία, ώστε να αναπτυχθούν τεχνικές μο-
ντελοποίησης (black box macromodelling techniques). Ουσιαστικά πρόκειται για τον
εντοπισμό παραμέτρων, που όταν χρησιμοποιούνται σε μια μαθηματική φόρμουλα,
αποδίδουν μια παρεμφερής αναπαράσταση της συμπεριφοράς ενός συστήματος. Στις
μέρες μας, υπάρχουν πολλά σχεδιαστικά εργαλεία και πολλές επιστημονικές περιο-
χές στις οποίες μπορεί να χρησιμοποιηθεί κάποια τεχνική μοντελοποίησης.Μπορούμε
επίσης να αναφέρουμε ότι ο κύριος λόγος για τον οποίο τα εργαλεία μοντελοποίησης
υιοθετήθηκαν από τις κοινότητες των ηλεκτρονικών, ηλεκτρολόγων και όσων ασχο-
λούνται με ηλεκτρομαγνητικά πεδία αποτελεί η διάδοση τουVector Fitting αλγόριθμου
[9].

3.1 Κλασσικές Μέθοδοι Μοντελοποίησης
Ξεκινάμε με το πρόβλημα της έρευσης ενός μοντέλου το οποίο θα ”ακουμπά” όσο

καλύτερα γίνεται ένα σύνολο από διαθέσιμα δεδομένα. Έστω ένα φυσικό σύστημα
το οποίο περιγράφεται σε μαθηματική μορφή από μια διαδικασία ŷ = ĝ(θ), όπου θ
είναι κάποια ανεξάρτητη μεταβλητή, όπως π.χ. ο χρόνος ή η συχνότητα και ŷ είναι
η έξοδος του συστήματος που παρατηρούμε, ενώ η συνάρτηση ĝ μας είναι άγνωστη.
Διεξάγουμε μετρήσεις στο σύστημα, συλλέγοντας ένα σύνολο δεδομένων

(θk, ŷk), k = 1, . . . , K,

τα οποία είναι διαθέσιμα εάν εισάγουμε στο σύστημα την είσοδο θk και καταγράψουμε
την έξοδο ŷk = ĝ(θk). Προς το παρόν, υποθέτουμε ότι οι μετρήσεις δεν εμπεριέχουν
θόρυβο.
Ο σκοπός είναι να βρούμε μια μαθηματική σχέση κλειστής μορφής που θα συνδέει

την είσοδο με την έξοδο του συστήματος, δηλαδή

y ≈ g(θ;x1, . . . , xn) = g(θ,x),

όπου g είναι μια προκαθορισμένη μορφή συνάρτησης και οι παράμετροι {x1, . . . , xn}
είναι ελεύθεροι παράμετροι, οι οποίοι συλλέγονται στον πίνακα γραμμή x και η τιμή
τους αλλάζει έτσι ώστε να πετύχουμε καλή συμφωνία μεταξύ της g και των εξόδων
του πραγματικού συστήματος.
Η μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων πετυχαίνει τα παραπάνω, ελαχιστοποιώντας το

τετραγωνικό σφάλμα μεταξύ μοντέλου και δεδομένων, δηλαδή

x∗ = argminx

K∑
k=1

(ŷk − g(θk;x))2 . (30)

Πρακτικά, ο αριθμός των μετρήσεων K είναι πολύ μεγαλύτερος από τον αριθμό των
ελεύθερων παραμέτρων n [10].
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3.1.1 Γραμμική Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων

Μία από τις πιο απλές υποθέσεις σχετικά με τη μορφή του πραγματικού-άγνωστου
συστήματος είναι ότι υπάρχει μια γραμμική σχέση μεταξύ των παραμέτρων x και της
εξόδου y του συστήματος,

y ≈ g(θ;x1, . . . , xn) =
n∑

j=1

xjϕj(θ), (31)

όπου ϕj(θ) είναι προκαθορισμένες συναρτήσεις βάσης (basis functions) ενώ οι παρά-
μετροι xj υπολογίζονται από την επίλυση της 30. Εκτιμώντας τη σχέση 31 στο σύνολο
των διαθέσιμων δεδομένων θk, καταλήγουμε στο παρακάτω σύστημα:

ŷ1 ≈ ϕ1(θ1)x1 + ϕ2(θ1)x2 + · · ·+ ϕn(θ1)xn

ŷ2 ≈ ϕ1(θ2)x1 + ϕ2(θ2)x2 + · · ·+ ϕn(θ2)xn

. . .

ŷK ≈ ϕ1(θK)x1 + ϕ2(θK)x2 + · · ·+ ϕn(θK)xn

το οποίο μπορεί να γραφτεί σε μητρική μορφή

Φx ≈ b, (32)

όπου

Φ =

ϕ1(θ1) . . . ϕn(θ1)
... . . . ...

ϕ1(θK) . . . ϕn(θK)

 , b =

 ŷ1...
ŷK

 .
Συνήθως, ισχύει > n και ο πίνακαςΦ έχει περισσότερες γραμμές από στήλες, και το
σύστημα 31 είναι υπερπροσδιορισμένο, με διάνυσμα σφάλματος

r = b−Φx

που δεν μπορεί να εξισωθεί με μηδέν. Η λύση x∗, με την έννοια των ελάχιστων τετρα-
γώνων, που δίνεται από την 32, είναι το διάνυσμα που ελαχιστοποιεί υην Ευκλείδια
νόρμα του διανύσματος σφάλματος

x∗ = argminx||Φx− b||2. (33)

3.1.2 Μέθοδος Μέγιστης Πιθανοφάνειας

Αποδεικνύεται ότι η παραπάνω μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων αποτελεί έναν
εκτιμητή μέγιστης πιθανοφάνειας. Για να το επιβεβαιώσουμε, θεωρούμε ότι έχουμε
ένα πραγματικό σύστημα και μετρήσεις της εξόδου του, οι οποίες περιέχουν πρόσθετο
θόρυβο. Θεωρούμε, επίσης, ότι ο θόρυβος ακολουθεί μια γκαουσιανή κατανομή με τυ-
πική απόκλιση σ. Η πιθανότητα η μέτρηση μας να είναι ίδια με την ακριβή έξοδο του
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συστήματος ŷk, δεδομένου ενός καθορισμένου τύπου μοντέλου g(θ;x) και ενός δια-
νύσματος από ελεύθερες μεταβλητές x περιγράφεται από την ακόλουθη γκαουσιανή
κατανομή:

pk(x) = exp

(
− [ŷk − g(θk;x)]2

2σ2

)
,

όπου ο παράγοντας κανονικοποίησης έχει παραλειφτεί.
Η από κοινού συνάρτηση πυκνότητας για όλες τις μετρήσεις, θεωρώντας πως είναι

ανεξάρτητες μεταξύ τους, ορίζεται ως

p(x) =
K∏
k=1

pk(x) =
K∏
k=1

exp

(
− [ŷk − g(θk;x)]2

2σ2

)
,

υπολογίζοντας το γινόμενο των επιμέρους συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας για
κάθε ξεχωριστή μέτρηση. Αυτή η απο κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας
εξαρτάται από τις παραμέτρους του μοντέλου και τις μετρήσεις που έχουν γίνει. Εάν,
όμως, θεωρηθεί ως συνάρτηση των αγνώστων παραμέτρων του μοντέλου μόνο, τότε
η συνάρτηση αυτή ονομάζεται πιθανοφάνεια. Έτσι η διαδικασία με την οποία το μο-
ντέλο υπολογίζεται σύμφωνα με ένα σύνολο μετρήσεων ονομάζεται και μέθοδος μέ-
γιστης πιθανοφάνειας, αφού περιλαμβάνει τον υπολογισμό των παραμέτρων xj οι
οποίες μεγιστοποιούν την πιθανότητα p(x).
Με δεδομένο ότι

max p(x)⇔ max lnp(x)⇔ min
K∑
k=1

[ŷk − g(θk;x)]2 ,

παρατηρούμε ότι η μέθοδος μέγιστης πιθανοφάνειας συμπίπτει με τη μέθοδο ελαχί-
στων τετραγώνων στη σχέση 32.
Αξίζει να αναφερθούμε και στη περίπτωση που η τυπική απόκλιση του θορύβου εί-

ναι διαφορετική για κάθε μέτρηση, έστω σk. Τότε, η μέθοδος μέγιστης πιθανοφάνειας
μπορεί να τροποποιηθεί και η λύση δίνεται από

x∗ = arg min

K∑
k=1

[ŷk]− g(θk;x)]2

σ2
k

. (34)

Πρόκειται για μια μέθοδο ελαχίστων τετραγώνωνπου εμπεριέχει βάρη (weighted linear
LS solution), όπου το σφάλμα που αντιστοιχεί σε κάθε στοιχείο, rk = ŷk−g(θk;x) πολ-
λαπλασιάζεται από έναν παράγοντα βάρους ίσο με wk = 1/σk. Σε επόμενα κεφάλαια
θα μιλήσουμε για τη σημασία επιλογής του βάρους.
Για την κατανόηση των παραπάνω, θα προχωρήσουμε σε ένα παράδειγμα. Αρχικά,

θεωρούμε ένα μοντέλο το οποίο εκφράζεται σε μια γενική πολυωνιμική μορφή βαθμού
n > 1. Έπειτα, θεωρούμε ότι το μοντέλο εξαρτάται από μια ανεξάρτητη μεταβλητή θ
η οποία εκφράζει τη μιγαδική συχνότητα, δηλαδή θ = s, όπου s είναι η μεταβλητή του
μετασχηματισμού Laplace. Ο υπολογισμός πολυωνιμικών μοντέλων είναι ένα αρχικό
βήμα για την εξεύρεση ακριβών μοντέλων συστημάτων, τα οποία εκφράζονται με
ρητές συναρτήσεις μεταφοράς.
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Συγκεκριμένα, με δεδομένα τις μετρήσεις(
sk, Ĥk

)
, k = 1, . . . , K, (35)

οι οποίες πραγματοποιήθηκαν σε ένα άγνωστο σύστημα Ĥ(s), αναζητούμε ένα πο-
λυωνιμικό μοντέλο έτσι ώστε

Ĥ(s) ≈ H(s;x0, . . . , xn) = H(s,x) =
n∑

j=0

xjs
j. (36)

Το παραπάνω ακολουθεί τη κλασσική μορφή για το μοντέλο που περιγράφεται στη
σχέση 31, για

ϕj(s) = sj, j = 0, . . . , n.

Να σημειώσουμε ότι η αρίθμηση ξεκινά από το j = 0, έτσι ώστε ο αριθμός των ανε-
ξάρτητων παραμέτρων xj είναι n + 1. Επίσης, ισχύει ότι ο αριθμός των μετρήσεων
που έχουμε στη διάθεσή μας είναι μεγαλύτερος από τον αριθμό των παραμέτρων που
θέλουμε να υπολογίσουμε, δηλαδήK > n+1. Το μοντέλο 36 εξαρτάται γραμμικά από
τις άγνωστες παραμέτρους xj έτσι ώστε το πρόβλημα να αποτελεί την επίλυση ενός
γραμμικού υπερπροσδιορισμένου συστήματος. Το σύστημα αυτό εκφράζεται όπως
και στη σχέση 32, με

Φ =


1 s1 s21 . . . sn1
1 s2 s22 . . . sn2... ... ... ... ...
1 sK s2K . . . snK

 , x =


x0
x1
...
xn

 , b =


Ĥ1

Ĥ2
...
ĤK

 . (37)

Επειδή ο πίνακαςΦ και το διάνυσμα b περιέχουν μιγαδικές τιμές, πρέπει να δώσουμε
ιδιαίτερη προσοχή στην επίλυση του συστήματος, ώστε να έχουμε πραγματικές τιμές
για τις παραμέτρους xj . Με αυτή την προϋπόθεση, διαχωρίζουμε τους πίνακες σε
πραγματικό και φανταστικό μέρος,

Φ = Φ′ +Φ′′j, b = b′ + b′′j (38)

και ξαναγράφουμε την εξίσωση 32 στη μορφή[
Φ′

Φ′′

]
x ≈

[
b′

b′′

]
, (39)

όπου όλοι οι πίνακες και τα διανύσματα περιέχουν πραγματικές τιμές.
Πιο συγκεκριμένα, θεωρούμε τη συνάρτηση Ĥ(s) = e−sT , με T = 40. Θέλουμε

να βρούμε ένα πολυώνυμο που θα ταιριάζει με τη συνάρτηση μας, για s = jω και
στο πεδίο συχνοτήτων ω ∈ [−1, 1]. Υπολογίζουμε 2K συχνότητες που ισαπέχουν, με
K = 500. Σχηματίζουμε τους πίνακες της σχέσης 37 και λύνουμε το σύστημα της
σχέσης 32. Παρακάτω φαίνονται τα αποτελέσματα για τρεις διαφορετικές τιμές του
βαθμού πολυωνύμου n.
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Σχήμα 10: Σύγκριση της ακρίβειας πολυωνικού μοντέλου για n = 100, 50, 30, για τη
συνάρτηση Ĥ(s) = e−sT .
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Ο πίνακαςΦ στη σχέση 37 ονομάζεται Vandermonde πίνακας και έχει πολύ συγκε-
κριμένη δομή, καθώς κάθε γραμμή του αποτελεί μια γεωμετρική πρόοδο της μετα-
βλητής sk. Είναι γνωστό ότι ο πίνακας Vandermonde έχει μεγάλο δείκτη κατάστασης
κ καθώς το μέγεθος n+ 1 αυξάνεται. Όσο μεγαλύτερος είναι ο δείκτης κατάστασης,
τόσο πιο δύσκολο είναι να υπολογιστεί αριθμητικά η λύση x του συστήματος.
Τα παραπάνω επιβεβαιώνονται και από το παράδειγμά μας, στο οποίο καθώς αυ-

ξάνουμε τον αριθμό των παραμέτρων, η ακρίβεια του μοντέλου τείνει να φθάσει σε
ένα μέγιστο. Για διπλασιασμό των παραμέτρων από n = 50 σε n = 100 η ακρίβεια
είναι σχεδόν ίδια. Η παραπάνω δυσκολία μπορεί να αντιμετωπιστεί με χρήση διαφο-
ρετικών basis functions ,όπως θα αναφέρουμε στα επόμενα κεφάλαια.

3.2 Μη Γραμμικές Μέθοδοι Μοντελοποίησης
Ο υπολογισμός μοντέλων για συστήματα τα οποία αντιστοιχούν σε ρητές συναρ-

τήσεις μεταφοράς, βασισμένα στη σχέση εισόδου και εξόδου τους, έγκυται σε ένα
πρόβλημα παρεμβολής ρητής καμπύλης (rational curve fitting problem). Σε αυτό το κε-
φάλαιο, αναφερόμαστε σε αυτό το ζήτημα και αποδεικνύουμε ότι πρόκειται για ένα
μη γραμμικό πρόβλημα.
Ξεκινάμε πάλι την ανάλυσή μας, θεωρώντας ένα πραγματικό σύστημα Ĥ(s), για το

οποίο έχουμε μετρήσεις σε διακριτά συχνοτικά σημεία, sk. Θεωρούμε ότι το μοντέλο
έχει την ακόλουθη ρητή μορφή

H(s;x) =
∑
j

nj∑
ν=1

cj,ν
(s− pj)ν

, (40)

όπου κάθε διακριτός πόλος pj έχει πολυπλοκότητα nj . Για λόγους απλότητας, περιο-
ρίζουμε την πολυπλοκότητα των πόλων σε nj = 1, οπότε το μοντέλο έχει τη μορφή

H(s;x) =
n∑

j=1

cj
s− pj

, (41)

όπου το cj είναι ο αριθμητής που σχετίζεται με το pj . Οι 2n ελεύθεροι παράμετροι
συλλέγονται σε ένα διάνυσμα

xT = (c1, c2, . . . , cn, p1, p2, . . . , pn) .

Το διάνυσμα σφάλματος rk(x) είναι ίσο με

rk(x) = Ĥk −
n∑

j=1

cj
sk − pj

(42)

και είναι φανερό ότι η τιμή του σφάλματος εξαρτάται με μη γραμμικό τρόπο από τα
περιεχόμενα του διανύσματος x.
Το γεγονός ότι η παραπάνω μορφή του μοντέλου οδηγεί σε μη γραμμική σχέση ανά-

μεσα στο σφάλμα και τις ελεύθερες παραμέτρους, μας αναγκάζει να υιοθετήσουμε
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μια διαφορετική μορφή για το μοντέλο, στην οποία οι πόλοι του θα είναι σταθεροί και
γνωστοί έτσι ώστε

H(s;x) =
n∑

j=1

cj
1

s− pj
=
∑
j=1

cjϕj(s), (43)

όπου ϕj(s) είναι μια basis function που περιέχει τους σταθερούς πόλους. Οι μόνες ελεύ-
θεροι παράμετροι είναι πλέον οι αριθμητές των κλασμάτων,

xT = (c1, c2, . . . , cn). (44)

Συνεπώς, το διάνυσμα σφάλματος μπορεί να γραφτεί στη μορφή

r(x) = b−Φx,

όπου το οι πίνακες ορίζονται ως

Φ =


1

s1−p1
1

s1−p2
. . . 1

s1−pn
1

s2−p1
1

s2−p2
. . . 1

s2−pn... ... ...
1

sK−p1
1

sK−p2
. . . 1

sK−pn

 b =


Ĥ1

Ĥ2
...
ĤK

 . (45)

Το διάνυσμα σφάλματος εξαρτάται γραμμικά από τις ελεύθερες παραμέτρους και
συνεπώς η ελαχιστοποίηση της Ευκλείδιας νόρμας του επιτυγχάνεται με την επίλυση
του συστήματος μέσω ελαχίστων τετραγώνων. Συγκεκριμένα, η ελαχιστοποίηση της

F (x) = ||x||2

είναι μια σχετικά απλή διαδικασία, καθώς πρόκειται για μια κυρτή συνάρτηση η
οποία έχει ολικό ελάχιστο, και κατά συνέπεια υπάρχει μοναδική λύση x∗ για την οποία
ελαχιστοποιείται.

3.2.1 Μη Γραμμική Μέθοδος Ελαχίστων Τετραγώνων

Η εξεύρεση των βέλτιστων παραμέτρων x∗ για τις οποίες η σχέση 42 ελαχιστοποιεί-
ται, μπορεί να είναι αρκετά επίπονη λόγω της μη γραμμικότητας. Γενικά, η F (x) =
||r(x)||2 παρουσιάζει τοπικά ελάχιστα xq. Μέθοδοι, όπως η μέθοδος του Νεύτωνα
για τοπική βελτιστοποίηση δεν εγγυούνται την εξεύρεση της βέλτιστης λύσης x∗. Το
πρόβλημα των τοπικών ελαχίστων αποτελεί κομμάτι της μοντελοποίησης συστημά-
των και πρέπει να αποδεχτούμε ότι το αποτέλεσμα μια διαδικασίας μοντελοποίησης
μπορεί να μην ανταποκρίνεται στο ολικό ελάχιστο, δηλαδή στη βέλτιστη δυνατή λύση.

3.2.2 Γραμμικοποίηση μέσω Βαρών

Μια προσπάθεια για την απλοποίηση του μη γραμμικού προβλήματος ελαχίστων
τετραγώνων παρουσιάστηκε από τον Levy [11]. Αυτή η πρώτη προσέγγιση του ζητή-
ματος αποτέλεσε αφετηρία για πολλές βελτιώσεις και οδήγησε στα υψηλής απόδοσης
εμπορικά εργαλεία μοντελοποίησης των ημερών μας.
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Ας θεωρήσουμε το ίδιο πρόβλημα μοντελοποίησης ενός πραγματικού συστήματος,
για το οποίο έχουμε στη διάθεσή μας συχνοτικές μετρήσεις (sk, Ĥk) για = 1, . . . , K.
Ας θεωρήσουμε ότι το μοντέλο μας θα έχει την ακόλουθη μορφή

H(s;x) =
N(s;x)

D(s;x)
=

a0 + a1s+ · · ·+ ams
m

b0 + b1 + · · ·+ bn−1sn−1 + sn
,

όπου οι βαθμοίm,n του αριθμητή και παρονομαστή έχουν επιλεχθεί τυχαία. Το διά-
νυσμα ελεύθερων παραμέτρων

x = (a0, a1, . . . , am, b0, b1, . . . , bn−1)
T

υπολογίζονται ελαχιστοποιώντας την ευκλείδεια νόρμα

F (x) = ||r(x)||2 (46)

όπου
rk(x) = Ĥk −

N(sk;x)

D(sk;x)
. (47)

Η μέθοδος του Levy χρησιμοποιεί ένα τροποποιημένο διάνυσμα σφάλματος, e(x),
το οποίο υπολογίζεται από το αρχικό rk(x), πολλαπλασιάζοντάς το επί τον άγνωστο
παρονομαστή του μοντέλου D(sk;x)

ek(x) = D(sk;x)rk(x) = D(sk;x)Ĥk −N(sk,x). (48)

Έτσι το πρόβλημα τροποποιείται στην μορφή

x∗∗ = arg min G(x), G(x) = ||e(x)||2.

Μια πιο προσεκτική ματιά στη σχέση 48 μας οδηγεί στο ότι

ek(x) = (b0 + b1sk + · · ·+ snk)Ĥk − (a0 + a1sk + · · ·+ ams
m),

τα οποία σε μητρική μορφή συμβολίζονται ως

e(x) = b−Ψx, (49)

όπου (b)k = Ĥks
n
k και

Ψ =


1 s1 . . . sm1 −Ĥ1 Ĥ1s1 . . . −Ĥ1s

n−1
1

1 s2 . . . sm2 −Ĥ2 Ĥ2s2 . . . −Ĥ2s
n−1
2... ... ... ... ... ...

1 sK . . . smK −ĤK ĤKsK . . . −ĤKs
n−1
K

 . (50)

Αξίζει να σημειώσουμε ότι οΨ μπορεί να εκφραστεί στη μορφή

Ψ = (Φm+1 − ĤΦn)

όπου Ĥ = diag{Ĥ1, . . . , ĤK} και Φnu είναι ο πίνακας Vandermonde που ορίζεται
από το σύνολο των διαθέσιμων σημείων sk με ν στήλες. Κοιτάζοντας τη σχέση 49,
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βλέπουμε ότι το τροποποιημένο σφάλμα εξαρτάται γραμμικά από το διάνυσμα των
ελεύθερων μεταβλήτών. Έτσι, το τροποποιημένο πρόβλημα λύνεται με την γραμμική
μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων,

x∗∗ = Ψ†b. (51)

Παρά την απλότητα της μεθόδου αυτής, υπάρχουν δύο βασικά ζητήματα τα οποία
επηρεάζουν την απόδοσή της. Κατ’αρχάς, ο πίνακαςΨ έχει βαθμό κατάστασης πολύ
μεγάλο, καθώς ο βαθμός του αριθμητή ή του παρονομαστή αυξάνει. Επιπλέον, τυ-
χόν αβεβαότητες στις μετρήσεις των Ĥk επισέρχονατι στον πίνακα και μεγενθύνονται
λόγω του μεγάλου βαθμού κατάστασής του.
Το δεύτερο και πιο σοβαρό ζήτημα με τη μέθοδο του Levy είναι ότι η λύση x∗∗ είναι

γενικά διαφορετική από την επιθυμητή μας λύση x∗, καθώς το πρόβλημα βελτιστο-
ποίησης που λύνουμε μέσω της μεθόδου του Levy είναι διαφορετικό από το αρχικό.
Πιο συγκεκριμένα, η νόρμα που ελαχιστοποείται είναι ίση με

G(x) = ||e(x)||2 = e(x)He(x) = [D(x)r(x)]HD(x)r(x) = ||W (x)r(x)||2. (52)

Αυτό αποδεικνύει ότι η x∗∗ αποτελεί μια λύση σε ένα πρόβλημα με βάρηW (x) ίσα με
το πλάτος του παρονομαστή του μοντέλου. Αφού ο παρονομαστής είναι πολυώνυμο,
είναι αναμενόμενο το πλάτος του να έχει διακυμάνσεις αρκετών τάξεων μεγέθους,
καθώς η συχνότητα sk μεταβάλλεται. Έτσι, το σφάλμα ακρίβειας μπορεί σε ορισμένες
συχνότητες να μεγενθύνεται και σε άλλες να μειώνεται κατά ένα πράγοντα ο οποίος
εξαρτάται από το μοντέλο. Έτσι προκύπτει μια συστηματική διαφορά (bias) στο πρό-
βλημά μας.

3.3 Η Sanathanan-Koerner επαναληπτική μέθοδος
Ξεκινώντας από ένα σύνολο δειγμάτων από τον χώρο συχνοτήτων, (sk, Ȟk), για

k = 1, . . . , K, θέλουμε να καταλήξουμε σε ένα ρητό μοντέλο της μορφής

H(s;x) =
N(s;x)

D(s;x)
=

a0 + a1s+ · · ·+ ams
m

b0 + b1s+ · · ·+ bn−1sn−1 + sn
, (53)

όπου N(s;x) και D(s;x) δηλώνουν τα πολυώνυμα του αριθμητή και του παρονομα-
στή, βαθμούm και n αντίστοιχα, και οι άγνωστοι παράμετροι δηλώνονται σε μητρική
μορφή

x = (a0, a1, . . . , am, b0, b1, . . . , bn−1)
T .

Ο σκοπός είναι να καθοριστούν οι παραπάνω άγνωστοι παράμετροι, έτσι ώστε κά-
ποια νόρμα του διανύσματος διαφοράς (residual error vector) να ελαχιστοποιείται

rk(x) = Ȟk −
N(s;x)

D(s;x)
(54)

Στο προηγούμενο κεφάλαιο αναλύθηκε η προσέγγιση του Levy για την επίλυση του
προβλήματος αυτού, που περιλαμβάνει τον ορισμό ενός τροποποιημένου residual error
vector

ek(x) = D(sk;x)rk(x) = D(sk;x)Ȟk −N(sk;x), (55)
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το οποίο προκύπτει από το αρχικό, rk(x) πολλαπλασιάζοντάς το επί τον παρονομαστή
του μοντέλου. Η ελαχιστοποίηση της νόρμας ||e(x)|| γίνεται λύνοντας ένα γραμμικό
σύστημα, το οποίο όμως δεν αποδίδει καλά αποτελέσματα, όπως έχει ήδη αναφερθεί.
Με βασική ιδέα το τροποποιημένο residual error vector, η μέθοδος Sanathanan-Koerner

προσπαθεί να περιορίσει τα αρνητικά ζητήματα της μεθόδου του Levy. Ο πιο απλός
και αποτελεσματικός τρόπος για να περιοριστεί το bias error λόγω του weighting από
το πλάτος του παρονομαστή του μοντέλου, είναι η διαίρεση κάθε στοιχείου ek(x) με
το ίδιον τον παρονομαστή D(sk,x),

rk(x) =
D(sk,x)Ĥk −N(sk,x)

D(sk,x)
, (56)

κάτι που μας οδηγεί στο αρχικό, μη γραμμικό πρόβλημα. Αφού η επίλυση του μη γραμ-
μικού προβλήματος είναι δύσκολη, η ανάγκη για ισοσταθμίσουμε τις απώλειες bias
από τη Levy μέθοδο μας οδηγεί σε μια προσεγγιστική, επαναληπτική μέθοδο. Συμβο-
λίζουμε στο εξής τον αριθμό της επανάληψης με ν, και ορίζουμε την προσεγγιστική
λύση στη ν-στη επανάληψη ως xν . Έτσι, μπορούμε να ορίσουμε ένα τροποποιημένο
residual error vector, το οποίο εξαρτάται από την επανάληψη, ως

rνk(xν) =
D(sk,xν)Ĥk −N(sk,xν)

D(sk,xν−1)
. (57)

Στην ουσία, το τροποποιημένο residual vector διαφέρει από το αντίστοιχο του Levy
κατά ένα παράγοντα βάρουςD(sk,xν−1), ο οποίος είναι ίσος με την εκτίμηση για τον
παρονομαστή του μοντέλου στην προηγούμενη επανάληψη. Αφού αυτός ο όρος είναι
γνωστός όταν η ν-στη επανάληψη λαμβάνει χώρα, η ελαχιστοποίηση του ||rν(xν)||
πετυχαίνεται μέσω ενός γραμμικού συστήματος ελαχίστων τετραγώνων. Λαμβάνο-
ντας υπόψη τη σχέση 49, η λύση στη ν-στη επανάληψη βρίσκεται με την επίλυση του
συστήματος

(Mν−1Ψ)xν ≈Mν−1b, (58)
όπου bk = Ĥks

n
k , ο πίνακαςΨ έχει οριστεί στη σχέση 50 και επιλέον

Mν−1 = diag{mν−1
1 , . . . ,mν−1

K }, mν−1
k =

1

D(sk;xν−1)
. (59)

Στην πρώτη επανάληψη, ο παρονομαστής του μοντέλου αρχικοποιείται στη τιμήm0
k =

1 για όλες τις συχνότητες. Έτσι, η πρώτη επανάληψη συμπίπτει με τη μέθοδο του Levy.
Ωστόσο, καθώς η Sanathanan-Koerner (SK) προχωρά, το σφάλμα της πρώτης επανά-
ληψης μειώνεται. Εάν οι επαναλήψεις σταθεροποιηθούν, έτσι ώστε η μέθοδος να συ-
γκλίνει, το αρχικό σφάλμα μηδενίζεται, αφού καθώς ν → ∞ έχουμε D(sk;xν) ∼
D(sk;xν−1) και το residual vector στη 57 ταυτίζεται με το αρχικό στη σχέση 54. Αξίζει
επίσης να σημειώσουμε ότι η εφαρμογή των βαρών της σχέσης 59 αντιστοιχεί σε κα-
νονικοποίηση των γραμμών του συστήματος και αντισταθμίζει το μεγάλο δυναμικό
εύρος που μπορεί να παρουσιάζει το σύστημα, οδηγώντας σε καλύτερη αριθμητική
ακρίβεια.
Παρά την επίλυση του frequency weighting που παρουσιάζει ο αλγόριθμος του Levy,

η μέθοδος SK είναι επιρρεπής σε αριθμητικές ανακρίβειες. Αφού το μοντέλο βασίζε-
ται σε πολυωνιμική μορφή του αριθμητή και παρονομαστή, η μεγάλες δυνάμεις του s
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σε συνδυασμό με τα πιθανώς μεγάλα εύρη συχνοτήτων στα οποία θέλουμε να πετύ-
χουμε ταύτιση του μοντέλου και του πραγματικού συστήματος, οδηγούν σε μαθημα-
τικά συστήματα τα οποία έχουν κακή κλίμακα και οδηγούν συχνά σε λάθος λύσεις.
Επίσης, ακόμα και όταν πετύχουμε σωστή λύση του προβλήματος, υπάρχει μεγάλη
απώλεια ακρίβειας όταν μετατρέπουμε τον λόγο δύο πολυωνύμων σε έκφραση χώ-
ρου κατάστασης. Τέλος, ένα ακόμα ζήτημα που μπορεί να προκύψει έχει να κάνει με
την ευστάθεια. Το μοντέλο που προκύπτει μπορεί να είναι ασταθές.
Για αυτό τον λόγο παρουσιάζουμε τη γενικευμένη μέθοδο Sanathanan-Koerner [12],

την οποία θα αναφέρουμε στο εξής ως GSK. Η βασική διαφορά της μεθόδου σε σχέση
με τη κλασσική SK μέθοδο είναι ότι αντί να χρησιμοποιεί δυνάμεις του s αποκλειστικά
σαν basis functions, χρησιμοποιεί μια οποιαδήποτε basis function. Η κακές αριθμητι-
κές ιδιότητες του μονώνυμου sj μπορούν να αντισταθμιστούν με σωστή επιλογή basis
function.
Γενικά, αναζητούμε ένα σύνολο από basis functions ϕj(s) που μπορούμε να χρησι-

μοποιήσουμε για να εκφράσουμε τον αριθμητή και τον παρονομαστή του ρητού μας
μοντέλου μέσω

H(s;x) =
N(s;x)

D(s;x)
=

m∑
j=0

cjϕj(s)

n∑
j=0

djϕj(s)
, (60)

όπου το διάνυσμα x συλλέγει τις άγνωστες παραμέτρους {cj}, {dj} με σκοπό να βελ-
τιώσει την κατάσταση του συστήματος προς επίλυση και να περιορίσει το δυναμικό
εύρος του D(s;,xν−1) κατά τις επαναλήψεις.
Αποδεικνύεται ότι οποιαδήποτε επιλογή ρητής συνάρτησης σαν basis function μπο-

ρεί να επιτύχει τα παραπάνω. Συγκεκριμένα, υποθέτοντας ότι οποιαδήποτε ϕj(s) εί-
ναι ρητή συνάρτηση, ο γραμμικός συνδυασμός στον αριθμητή και τον παρονομαστή
στη σχέση 60 οδηγεί στο να έχουμε ρητή μορφή για τα N(s;x), D(s;x). Συμπεραί-
νουμε ότι και η H(s;x) είναι ρητή συνάρτηση, ως λόγος ρητών. Στα επόμενα κεφά-
λαια θα δούμε ότι αυτή είναι η βάση του Vector Fitting αλγόριθμου.
Για να σχηματίσουμε τις εξισώσεις της GSK θεωρούμε ότιm = n. Επίσης, όσο για

τη μορφή του μοντέλου, για να αποφύγουμε τυχόν απλοποιήσεις στον αριθμητή και
τον παρονομαστή, αφαιρούμε τον όρο j = 0 από τον παρονομαστή και τον θέτουμε
ίσο με d0 = 1. Έτσι, η μορφή του μοντέλου γίνεται

H(s;x) =
N(s;x)

D(s;x)
=

m∑
j=0

cjϕj(s)

ϕ0(s) +
n∑

j=1

djϕj(s)
,

όπου οι ελέυθεροι παράμετροι είναι

x = (c0, . . . , cn, d1, . . . , dn)
T .

Το residual error, που εξαρτάται από την επανάληψη, μπορεί να υπολογιστεί ως
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rνk(xν) =
D(sk;xν)Ĥk −N(sk;xν)

D(sk;xν−1)
=

[
ϕ0(sk) +

n∑
j=1

dνjϕj(sk)

]
Ĥk −

n∑
j=0

cνjϕj(sk)

ϕ0(sk) +
n∑

j=1

dν−1
j ϕj(sk)

,

(61)

όπου οι ελεύθεροι παράμετροι ανανεώνονται σε κάθε επανάληψη, μέσω τις ελαχι-
στοποίησης της Ευκλείδειας νόρμας ||rν(xν)||. Η νόρμα ελαχιστοποιείται λύνοντας
το ακόλουθο σύστημα με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων

(Mν−1Ψ)xν ≈Mν−1b, (62)

όπου ο πίνακαςMν−1 αποτελεί το βάρος σε κάθε επανάληψη και έχει οριστεί στη
σχέση 59,

b =
(
Ĥ1ϕ0(s), Ĥ2ϕ0(s2), . . . , ĤKϕ0(sK)

)T
,

και επιπλέον Ĥ = diag{Ĥ1, . . . , ĤK} και

Ψ =
(
Φ0 − ĤΦ1

)
. (63)

Για basis functions επιλέγουμε τα μερικά κλάσματα με καθορισμένους πόλους, δηλαδή

ϕ0(s) = 1, ϕj(s) =
1

s− qj
, j = 1, . . . , n,

και συνεπώς οι πίνακες Φ0 και Φ1 υπολογίζονται ως

Φ1 =


1

s1−q1
1

s1−q2
. . . 1

s1−qn
1

s2−q1
1

s2−q2
. . . 1

s2−qn... ... ...
1

sK−q1
1

sK−q2
. . . 1

sK−qn

 ,

και Φ0 =


1 1

s1−q1
1

s1−q2
. . . 1

s1−qn

1 1
s2−q1

1
s2−q2

. . . 1
s2−qn... ... ... ...

1 1
sK−q1

1
sK−q2

. . . 1
sK−qn

 =
[
1 Φ1

]
. (64)

Η απλότητα του αλγόριθμου GSK είναι αξιόλογη, καθώς χρειάζεται μόνο μερικές
γραμμές κώδικα για να υλοποιηθεί.
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3.4 Ο Αλγόριθμος Vector Fitting
Σε αυτό το κεφάλαιο, αναλύουμε τον αλγόριθμο Vector Fitting (VF) [9]. O VF είναι

μια αριθμητική μέθοδος που δέχεται σαν είσοδο μια ακολουθία (set) από δείγματα της
συνάρτησης μεταφοράς ενός συνεχούς χρόνου συστήματος στο πεδίο της συχνότητας,
και αποδίδει ένα γραμμικό, χρονικά αναλλοίωτο και ευσταθές σύστημα - μοντέλο του
οποίου η απόκριση είναι όσο το δυνατό παρόμοια με αυτή του αρχικού.
Ο VF αποτελεί μια από τις πιο διαδεδομένες μεθόδους για εμπορικά εργαλεία μο-

ντελοποίησης και εφαρμοσμένη έρευνα στις περιοχές των Συστημάτων Ηλεκτρικής
Ενέργειας, ηλεκτρονικών υψηλής ταχύτητας, συσκευασίας, καθώς και στα μικροκυ-
ματικά ηλεκτρονικά [13].
Ο αλγόριθμος εφαρμοζόταν για χρόνια μέχρι να αποδειχτεί ότι μπορεί να αποτε-

λέσει ειδική περίπτωση της GSK επαναλληπτικής μεθόδου . Η ανανέωση των συναρ-
τήσεων βάσης (basis functions) σε κάθε iteration αποτελεί το επιπλέον χαρακτηριστικό
του VF σε σχέση με τη GSK επαναλληπτική μέθοδο. Αυτή η διαφορά καθιστά τον VF
περισσότερο ακριβή στα αποτελέσματά του και για αυτό τον λόγο επιλέχτηκε να χρη-
σιμοποιηθεί. Στις παρακάτω παραγράφους αναλύεται η λειτουργία του αλγορίθμου.

3.4.1 Το αρχικό μοντέλο

Ας θεωρήσουμε το ακόλουθο ρητό μοντέλο, για το οποίο ισχύειm = n,

H(s;x) =
N(s;x)

D(s;x)
=
c0 +

∑n
j=1

cj
s−qj

1 +
∑n

j=1
dj

s−qj

(65)

Υποθέτουμε ότι οι πόλοι qj είναι γνωστοί και οι παράμετροι cj και dj είναι διαθέσι-
μοι. Είναι εύκολο να μετατρέψουμε τη (65) σε μια κανονική μορφή πόλων-μηδενικών.
Συγκεκριμένα, εάν υπολογίσουμε τα μηδενικά του αριθμητή και παρονομαστή στην
(65), μπορούμε να γράψουμε

H(s;x) =
N(s;x)

D(s;x)
= c0

∏n
j=1(

s−zj
s−qj

)∏n
j=1

s−pj
s−qj

= c0

∏n
j=1(s− zj)∏n
j=1(s− pj)

, (66)

εφόσον οι πόλοι qj είναι κοινοί στον αριθμητή και τον παρονομαστή της (65). Αυτή
είναι η κανονική μορφή πόλων-μηδενικών του μοντέλου.
Η παραπάνω σχέση οδηγεί στο συμπέρασμα ότι ξεκινώντας από ένα set διαφορε-

τικών πόλων {qj} ,για τον καθορισμό των basis functions, η εφαρμογή της GSK επα-
ναληπτικής μεθόδου σε συνδυασμό με το παραπάνω βήμα οδηγεί σε μια εκτίμηση
των πόλων του μοντέλου {pj}. Ο συνδυασμός της GSK επανάληψης και του βήμα-
τος αυτού αποτελεί το πρώτο βήμα του VF, που ονομάζεται μετατόπιση πόλων (pole
relocation). Επιπλέον επαναλήψεις της pole relocation διαδικασίας αποτελούν τη ρα-
χοκοκαλιά του αλγόριθμου.
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3.4.2 Υπολογισμός των νέων πόλων

Πριν αναφέρουμε με λεπτομέριες όλα τα στάδια του VF, αναλύουμε τον υπολογισμό
των πόλων {pj}. Θεωρούμε τη βαθμωτή συνάρτηση μεταφοράς

ξ(s) = d0 +
n∑

j=1

dj
s− qj

= d0

∏n
j=1(s− pj)∏n
j=1(s− qj)

(67)

η οποία περιλαμβάνει τις γνωστές παραμέτρους dj και qj , και τις άγνωστες παραμέτρους-
μηδενικά pj . Τα μηδενικά είναι οι πόλοι της συνάρτησης 1

ξ(s)
.

Πρώτα, υπολογίζουμε μια μορφή της ξ(s) στο χώρο κατάστασης ως

ẋ = Ax+ 1u

y = cTx+ d0u,
(68)

όπου οι πίνακες του χώρου κατάστασης ορίζονται ως

A = diag{q1, . . . , qn}, 1 = (1, . . . , 1)T , cT = (c1, . . . , cn) (69)

Η συνάρτηση μεταφοράς στη σχέση 67 μπορεί λοιπόν να γραφτεί, σύμφωνα με τη
φόρμουλα μετατροπής από χώρο κατάστασης σε συνάρτηση μεταφοράς, ως

ξ(s) = do + c
T (s1−A)−11.

Εφόσον ισχύει ξ(s) = Y (s)/U(s) και συνεπώς 1/ξ(s) = U(s)/Y (s), μπορούμε να σχη-
ματίσουμε μια μορφή της 1/ξ(s) στον χώρο κατάστασης με την εναλλαγή στη σχέση
68 της εισόδου, u και της εξόδου y. Λύνοντας ως προς u στη δεύτερη σχέση της 68
και αντικαθιστώντας στη πρώτη σχέση, έχουμε

ẋ = (A− 1d−1
0 c

T )x+ 1d−1
0 y

u = −d−1
0 c

Tx+ d0y.
(70)

Η μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε για να υπολογίσουμε το σύστημα 70 αποτελεί ένα
ειδικό τρόπο αναστροφής συστήματος (system inversion). Οι πόλοι της 1/ξ(s) υπολο-
γίζονται τώρα ως οι ιδιοτιμές του πίνακα κατάστασης, με d0 = 1,

pj = λ(A− 1d−1
0 c

T ). (71)

3.4.3 Η επαναληπτική διαδικασία του αλγόριθμου

Είμαστε έτοιμοι να αναλύσουμε τη λειτουργία του αλγορίθμου που επιτρέπει τον
υπολογισμό μιας ρητής συνάρτησης μεταφοράς, προσαρμοσμένη σε ένα σύνολο από
δείγματα στο πεδίο της συχνότητας (sk, Ȟk).
Ξεκινάμε με την επιλογή ενός συνόλου αυθαίρετων αλλά διακριτών μιγαδικώναριθ-

μών {qνj ∈ C, j = 1, . . . , n}, οι οποίοι θα αναφέρονται στο εξής ως αρχικοί πόλοι
(starting poles). Οι starting poles θα αλλάζουν τιμές από μια επανάληψη στην άλλη,
με τον δείκτη ν να υποδηλώνει τον αριθμό της επανάληψης. Έτσι, για μια τυχαία
επανάληψη, το σύνολο των πόλων που αντιστοιχούν συμβολίζεται ως

{qνj , j = 1, . . . , n}.
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Οι αντίστοιχες basis functions ορίζονται ως

ϕν
0(s) = 1, και ϕν

j =
1

s− qνj
, j = 1, . . . , n.

Χρησιμοποιώντας αυτές τις basis functions μπορούμε να ορίσουμε και συνάρτηση-
βάρος του VF (VF weighting function) ως

ξν(s) = ϕν
0(s) +

n∑
j=1

dνjϕ
ν
j (s) = 1 +

n∑
j=1

dνj
s− qνj

(72)

η οποία χαρακτηρίζεται από τις γνωστές παραμέτρους dvj . Μέσω της σχέσης 72 εκ-
φράζονται όλες οι πιθανές ρητές συναρτήσεις μεταφοράς οι οποίες έχουν πόλους qνj
και ισχύει ξν(s)→ 1 καθώς s→∞.
Ηweighting function χρησιμοποιείται για να επιβάλλουμε την παρακάτωπροσέγγιση-

ισότητα

ξν(sk)Ȟk =

(
1 +

n∑
j=1

dνj
sk − qνj

)
Ȟk ≈ cν0 +

n∑
j=1

cνj
sk − qνj

(73)

ώστε να ισχύει σε όλα τα δείγματα συχνότητας sk με τη μέθοδο των ελαχίστων τε-
τραγώνων. Συλλέγοντας όλα τα συχνοτικά δείγματα σε γραμμές, σχηματίζουμε το
ακόλουθο σύστημα (

Φν
0 − ȞΦν

1

)
xn ≈ b, (74)

όπου bk = Ȟkϕ
ν
0(sk) = Ȟk, Ȟ = diag{Ȟ1, . . . , ȞK},και το Φν

0,1 να ορίζεται σύμφωνα
με τη σχέση 64. Η λύση μέσω ελαχίστων τετραγώνων συμβολίζεται ως

xν = (cν0, . . . , c
ν
n, d

ν
1, . . . , d

ν
n)

T . (75)

Το επόμενο βήμα είναι αυτό που διαφοροποιεί τον VF από την GSK διαδικασία. Οι
παράμετροι dνj έχουν υπολογιστεί, οπότε μπορούμε να γράψουμε τη weighting function
της σχέσης 72 σε μορφή πόλων-μηδενικών

ξν(s) = 1 +
n∑

j=1

dνj
s− qνj

=

∏n
j=1(s− zνj )∏n
j=1(s− qνj )

, (76)

όπως αναλύθηκε στη προηγούμενη παράγραφο. Τα μηδενικά της weighting function
υπολογίζονται από τη 71 και χρησιμοποιούνται για να ορίσουμε

qν+1
j = zνj , j = 1, . . . , n, (77)

που αποτελούν το σύνολο των starting poles της επόμενης επανάληψης. Αυτό το βήμα
του αλγόριθμου ονομάζεται pole relocation για να υποδηλώσει την ανανέωση των πό-
λων. Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται έως ότου επιτευχθεί σύγκλιση, δηλαδή
όταν το σύνολο των πόλων {qνj } σταθεροποιηθεί ανεξάρτητα από τις επαναλήψεις

ν →∞⇒ {qνj } → {pj}.
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Οι τιμές των πόλων, όταν έχουν σταθεροποιηθεί, είναι ίσες με τις τιμές των επικρα-
τούντων πόλων του πραγματικού συστήματος που επιθυμούμε να μοντελοποιήσουμε.
Αξίζει να αναφερθεί ότι όταν οι πόλοι έχουν σταθεροποιηθεί έτσι ώστε να μην αλ-

λάζουν τιμή καθώς οι επαναλήψεις αυξάνονται, δηλαδή {qν+1
j } ≈ {qνj }, η weighting

function τείνει να γίνει ίση με μονάδα για το σύνολο των συχνοτήτων, δηλαδή

ξν(s) =

∏n
j=1(s− q

ν+1
j )∏n

j=1(s− qνj )
≈ 1. (78)

Αυτό σημαίνει ότι το αριστερό μέλος της εξίσωσης 73 γίνεται ίσο με Ȟk, και συνεπώς
οι παράμετροι cν0, cνj στο δεξί μέλος της σχέσης μπορούν να θεωρηθούν ως η σταθερά
και τα υπόλοιπα συνδέονται με τους επικρατούντες πόλους του μοντέλου. Επιπλέον,
όταν η σχέση 78 βρίσκεται σε σύγκλιση, τα υπόλοιπα της weighting function ξν(s) φθί-
νουν στο 0, dj ≈ 0. Έτσι, οι λύσεις στην 75 μπορούν να παρέχουν ένα κριτήριο για
τη σύγκλιση της διαδικασίας (χρησιμοποιώντας τις παραμέτρους dνj ) καθώς και τις
παραμέτρους του ρητού μοντέλου που επιζητούμε.
Για να επιτύχουμε καλύτερη απόδοση, είναι προτιμητέο να υπολογίζουμε τα υπό-

λοιπα του ρητού μοντέλου σε ένα τελευταίο βήμα, αντί να τα εξισώνουμε με τις πα-
ραμέτρους cνj από τη σχέση 75. Θεωρούμε τους πόλους του μοντέλου,pj , όταν πλέον
έχουν σταθεροποιηθεί, και επιβάλλουμε να ισχύει η ακόλουθη ισότητα με προσέγγιση
ελαχίστων τετραγώνων

Ȟk ≈ R0 +
n∑

j=1

Rj

sk − pj
, k = 1, . . . , K, (79)

για να υπολογίσουμε επακριβώς τα υπόλοιπα R0, Rj . Αυτό το βήμα του αλγόριθμου
ονομάζεται υπολογισμός υπολοίπων (Residue Identification), και πρόκειται για την επί-
λυση ενός γραμμικού συστήματος με τη μέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων.
Στον παρακάτω πίνακα συνοψίζονται τα βήματα του VF αλγόριθμου.

Algorithm 1 VF Algorithm
Require: starting poles {q1j}nj=1, δείγματα από το χώρο συχνοτήτων {(sk, Ȟk)}Kk=1

1: for ν = 1, 2, . . . , νmax do
2: κατασκεύη του συτήματος

(
Φν

0 − ȞΦ1ν
)
xn ≈ b της σχέσης 74;

3: υπολογισμός των παραμέτρων dνj από τις λύσεις xν και σχηματισμός της
weighting function ξν(s);

4: υπολογισμός των μηδενικών zνj της ξν(s) χρησιμοποιώντας τη 71;
5: qν+1

j = zνj για j = 1, . . . , n;
6: end for
7: pj = qνmax+1

j για j = 1, . . . , n;
8: υπολογισμός Rj για j = 0, . . . , n λύνοντας το γραμμικό σύστημα της 79;

Output: το μοντέλο H(s) = R0 +
∑n

j=1
Rj

s−pj
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3.4.4 Πρακτική Υλοποίηση του Vector Fitting

Μέχρι στιγμής έχουμε αναφερθεί στην επαναληπτική διαδικασία του VF και τις
βασικές της ιδιότητες χωρίς να περιορίσουμε τη μορφή του μοντέλουH(s), εκτός του
ότι επιβάλλαμε να είναι ρητή συνάρτηση βαθμού n. Ο αλγόριθμος θα ξεκινήσει με
ένα σύνολο αυθαίρετων starting poles qj και θα παράγει τους επικρατούντες πόλους
του μοντέλου pj , οι οποίοι συνδέονται με τους αριθμητές Rj . Οι starting poles μπορούν
να επιλεχθούν από το σύνολο του μιγαδικού επιπέδου, όμως όταν μοντελοποιούμε
γραμμικά και χρονικά αναλλοίωτα συστήματα, πρέπει να λάβουμε υπόψη μας ορι-
σμένους φυσικούς περιορισμούς, όπως το σύστημα να είναι πραγματικό, δηλαδή με
πραγματική κρουστική απόκριση καθώς και αιτιατό και ευσταθές, δηλαδή οι πόλοι
του μοντέλου να έχουν αρνητικό πραγματικό μέρος.
Για να πετύχουμε τα παραπάνω, προχωράμε στην εξής ανάλυση. Θεωρούμε ένα

ζεύγος συζηγών πόλων qj = q′j + jq′′j , qj+1 = q∗j . Θέλουμε να εξασφαλίσουμε ότι

dj = d′j + jd′′j , dj+1 = d∗j ,

cj = c′j + jc′′j , cj+1 = c∗j

έτσι ώστε η weighting function ξs και το ρητό μοντέλο (s) να ικανοποιούν την προϋ-
πόθεση για πραγματικό σύστημα. Αφού μπορούμε να γράψουμε τα μερικά κλάσματα
στη μορφή

dj
s− qj

+
d∗j

s− q∗j
=

(
1

s− qj
+

1

s− q∗j

)
d′j +

(
j

s− qj
− j

s− q∗j

)
d′′j , (80)

και αναλόγως για τους όρους που σχετίζονται με τις παραμέτρους cj , μπορούμε να
κάνουμε μια αλλαγή στην αναπαράσταση των διανυσμάτων x και ψk εναλλάσσοντας
τα ζευγάρια

(cj, cj+1)←
(
c′j, c

′′
j

)
, (dj, dj+1)←

(
d′j, d

′′
j

)
και (

1

z − qj
,

1

z − q∗j

)
←
(

1

z − qj
+

1

z − q∗j
,

j

z − qj
− j

z − q∗j

)
(

Ĥk

z − qj
,

Ĥ

z − q∗j

)
←

(
Ĥk

z − qj
+

Ĥk

z − q∗j
,
jĤk

z − qj
− jĤk

z − q∗j

)
.

Εναλλάσσοντας όλα τα ζευγάρια που αντιστοιχούν σε συζυγείς μιγαδικούς πόλους,
προκύπτει το παρακάτω τροποποιημένο σύστημα για κάθε γραμμή του αρχικού

ψ̄′T
k x̄ ≈ Ĥk, (81)

όπου το διάνυσμα x̄ συλλέγει όλες τις πραγματικές άγνωστες παραμέτρους. Τα δια-
νύσματα ψ̄′T

k περιέχουν ακόμα μιγαδικές τιμές. Για αυτό τον λόγο σπάμε το διάνυσμα
σε πραγματικό και φανταστικό μέρος και έχουμε το ισοδύναμο σύστημα[

ψ′T
k

ψ′′T
k

]
x ≈

[
Ĥ ′

k

Ĥ ′′
k

]
. (82)
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Αφού όλα τα στοιχεία του συστήματος στη σχέση 82 είναι πραγματικά, το συνολικό
σύστημαπου προκύπτει από το συνδυασμό της για όλες τις συχνότητες-δείγματα είναι
και αυτό πραγματικό,

Ψ̄x̄ ≈ b̄,

και το διάνυσμα λύση περιέχει μόνο πραγματικές τιμές, γεγονός που εξασφαλίζει την
προϋπόθεση για πραγματική κρουστική απόκριση του μοντέλου.
Επιπρόσθετα, οι μετατοπισμένοι πόλοι σε ένα iteration θα πρέπει να συναντιούνται

σε πραγματικές τιμές ή σε ζεύγη συζυγών μιγαδικών. Ωστόσο, ο υπολογισμός τους
μέσω της σχέσης 71, ως ιδιοτιμές ενός πίνακα με μιγαδικά στοιχεία, δεν εγγυάται την
παραπάνω προϋπόθεση. Η λύση σε αυτό το πρόβλημα έρχεται πάλι με μια μορφοποί-
ηση των πινάκων.
Θα πρέπει να εξασφαλίσουμε ότι η weighting function έχει μια έκφραση στο χώρο

κατάστασης η οποία περιέχει μόνο πραγματικές τιμές. Αυτό συμβαίνει με την αντι-
κατάσταση των μπλοκ που αντιστοιχούν στους συζυγείς πόλους στη σχέση 69 με την
ακόλουθη διαδικασία[

qj 0
0 q∗j

]
←
[
q′j q′′j
−q′′j q′j

]
,
[
dj d∗j

]
←
[
d′j d′′j

]
,

[
1
1

]
←
[
2
0

]
.

Η ευστάθεια του μοντέλου μπορεί να εξασφαλιστεί μέσω της μεθόδου του VF με
έναν απλό χειρισμό. Αρκεί να εξασφαλίσουμε ότι οι μετατοπισμένοι πόλοι έχουν αρ-
νητικό πραγματικό μέρος. Η διαδικασία περιλαμβάνει τον έλεγχο των μετατοπισμέ-
νων πόλων για το πρόσημο του πραγματικού τους μέρους. Σε περίπτωση που βρεθούν
ασταθείς πόλοι, μετακινούνται στο αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο μέσω της

qj ← −q∗j = −q′j + jq′′j ,

δηλαδή προβάλλουμε τον ασταθή πόλο στο αριστερό μιγαδικό ημιεπίπεδο, αναφο-
ρικά με τον φανταστικό άξονα. Η συγκεκριμένη διαδικασία δεν επηρεάζει την ακρί-
βεια της επαναληπτικής μεθόδου, αφού η μετακίνηση των πόλων είναι ισοδύναμη με
το να προσθέσουμε στο μοντέλο μας ένα ολοπερατό φίλτρο, το οποίο δεν έχει επιρροή
στο πλάτος, παρά μόνο στη γωνία του.
Η επιλογή των starting poles είναι αρκετά σημαντική [14], καθώς έχει σημαντική

επιρροή στην ακρίβεια της διαδικασίας. Θεωρούμε ένα εύρος συχνοτήτων που μας
ενδιαφέρει [0, ωmax] και απαιτούμε οι πόλοι μας να είναι ζεύγη συζηγών μιγαδικών με
τα φανταστικά μέρη τους να είναι γραμμικά κατανεμημένα στο διάστημα [0, ωmax].
Για βαθμό μοντέλου n ζυγό, αυτό μπορεί να εκφραστεί ως

qj−1,j = q′j + jq′′j , q
′′
j =

jωmax

n
, q′j = −θq′′j , j = 2, 4, . . . , n. (83)

Τυπικά, χρησιμοποιούμε μια τιμή της τάξης θ ≈ 0.001, ή και ακόμα μικρότερη. Αυτή
η μέθοδος για επιλογή πόλων έχει τα πλεονεκτήματα ότι το σύστημά μας θα είναι
αριθμητικά σε καλή κατάσταση και θα αποδίδει ακριβή αποτελέσματα, ενώ η κα-
τανομή των πόλων σε διαφορετικές συχνοτικές περιοχές οδηγεί σε μικρότερο αριθμό
επαναλήψεων του αλγόριθμου.
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Τυπικά, σε προβλήματα όπου το σύστημα προς μοντελοποίηση έχει μεγάλο δυνα-
μικό εύρος και το εύρος συχνοτήτων [ωmin, ωmax] που μας ενδιαφέρει είναι και αυτό
μεγάλο, είναι προτιμότερο οι starting poles του μοντέλου να είναι λογαριθμικά κατα-
νεμημένοι στο εύρος συχνοτήτων. Σε αυτή την περίπτωση, το q′′j στη σχέση 83 υπολο-
γίζεται ως

q′′j = exp
[
amin + (j − 2)

(amax − amin)

(n− 2)

]
, j = 2, 4, . . . , n, (84)

όπου amin = ln(ωmin) και amax = ln(ωmax), με την προϋπόθεση ότι ωmin > 0.

3.5 Ο Αλγόριθμος z-Domain Vector Fitting
Η γενική ιδέα του VF μπορεί να τροποποιηθεί έτσι ώστε να γίνεται εξαγωγή μοντέ-

λων διακριτού χρόνου. Η μέθοδος που προκύπτει ονομάζεται z-Domain Vector Fitting
(ZDVF). Ο σκοπός είναι να υπολογιστεί ένα ρητό μοντέλοH(z) στο πεδίο z-συχνοτήτων,
ξεκινώντας από συχνοτικά δείγματα (zk, Ĥk). Αυτά τα δείγματα μπορούν να ανακτη-
θούν είτε από συχνοτικά δεδομένα συνεχούς χρόνου (sk, Ĥk) είτε από δεδομένα στο
πεδίο του χρόνου (tk, ĥ[k]). Στην πρώτη περίπτωση, χρησιμοποιούμε τον ακόλουθο
διγραμμικό μετασχηματισμό [15] για να μεταβούμε στο πεδίο z:

zk =
1 + sk∆t/2

1− sk∆t/2
, (85)

ενώ στην περίπτωση όπου τα αρχικά δείγματα είναι ισαπέχοντα δεδομένα στο πεδίο
του χρόνου, ο μετασχηματισμός τους στο πεδίο z γίνεται ως εξής

Ĥ(zk) =
∞∑
i=0

ĥ(ti)z
−i
k . (86)

Δεν υπάρχουν ουσιώδεις διαφορές ανάμεσα σε ZDVF και στον χρονοσυνεχή αλγό-
ριθμο. Ένα ρητό μοντέλο

H(z) = Rz
0 +

n∑
j=1

Rn
j

z − pzj
(87)

πρέπει να ικανοποιεί όσο το δυνατόν πιο καλά την παρακάτω σχέση

H(zk) ≈ Ĥ(zk), k = 1, . . . , K,

το οποίο επιτυγχάνεται μέσω του VF αλγόριθμου, με τη διαφορά της αντικατάστασης
του sk από το zk.
Όσον αφορά την επιλογή των αρχικών πόλων, με βάση την επιλογή τους που αντι-

στοιχεί στον VF, και μετασχηματίζοντάς τους στο πεδίο z, έχουμε

qzj = ρejθj , θj =
jπ

m+ 1
, j = −m, . . . ,−1, 1, . . . ,m,
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με το ρ να είναι ελαφρώς μικρότερο από τη μονάδα. Όπως και στον κλασσικό VF,
οι ασταθείς πόλοι που προκύπτουν από το pole relocation βήμα του αλγορίθμου, θα
βρίσκονται εκτός μοναδιαίου κύκλου. Αυτοί οι πόλοι μετακινούνται στο εσωτερικό
του κύκλου μέσω της σχέσης

qj ← (q∗j )
−1,

η οποία διατηρεί τη γωνία των πόλων και αντικαθιστά το πλάτος τους με το αντί-
στροφό του. Στην περίπτωση που ένα μοντέλο έχει μονό αριθμό πόλων n, επιλέγονται
µ = 2(n − 1) ζευγάρια συζυγών με τον παραπάνω τρόπο, και ένας πραγματικός
ευσταθής πόλος επιπλέον.
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4 Μοντελοποίηση Πλάτους
Στο παρόν κεφάλαιο ασχολούμαστε με την παραγωγή μιας ακολουθίας φάσης, η

οποία θα καθιστά την λειτουργία του Vector Fitting επιτυχή. Η μοντελοποίηση ενός
συστήματος με βάση το πλάτος της απόκρισής του περιλαμβάνει την δέσμευση του
πλάτους του, και έπειτα τον συνδυασμό του πλάτους αυτού με μια ακολουθία φάσης,
αυθαίρετη, τέτοια ώστε να προκύψουν ικανοποιητικά αποτελέσματα.

4.1 Εντοπισμός Προβλήματος
Αρχικά, η προσομοίωση ενός Σ-Δ διαμορφωτή μας δίνει ένα αριθμό από δείγματα

εξόδου. Τα δείγματα εξόδου τα χρησιμοποιούμε για να αποκτήσουμε μια εκτίμηση για
την πυκνότητα του φάσματος ισχύος της εξόδου του διαμορφωτή. Βασιζόμενοι στην
υπόθεση ότι η είσοδος του ισοδύναμου κυκλώματος θορύβου του MSLA διαμορφωτή
είναι λευκός θόρυβος, όπως και στους απλούς Σ-Δ διαμορφωτές, και σύμφωνα με τη
θεωρία για τη σχέση της φασματικής πυκνότητας ισχύος της εισόδου και της εξόδου
ενός γραμμικού συστήματος [16], μπορούμε να καταλήξουμε στο

Sy =
∣∣∣H(ejω)

∣∣∣2Sn, (88)

όπου y η έξοδος του διαμορφωτή και n ο λευκός θόρυβος εισόδου. Επιπλέον, θεωρώ-
ντας ότι ο λευκός θόρυβος έχει διακύμανση σ2

n = 1, καταλήγουμε στη σχέση∣∣∣H(ejω)
∣∣∣ =√Sy. (89)

Δηλαδή μια εκτίμηση για την απόκριση του πλάτους της NTF του διαμορφωτή μπο-
ρεί να βρεθεί μέσω της πυκνότητας φασματικής ισχύος της εξόδου του. Τα δεδομένα
για το πλάτος του διαμορφωτή προς μοντελοποίηση λαμβάνονται με την παραπάνω
μέθοδο, και επιπλέον φιλτράρονται για να αποκτήσουν μια συνεχή μορφή και να
σβηστούν οι οποιαδήποτε spurs. Στην παρακάτω ανάλυση, προσομοιώνουμε έναν Σ-Δ
MSLA διαμορφωτή με OSR = 8 και k = 4 look-ahead steps. Τα δεδομένα του πλάτους
που προκύπτουν φαίνονται στο σχήμα 11.
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Σχήμα 11: Το πλάτος των συχνοτηκών δεδομένων, για το Σ-Δ MSLA διαμορφωτή.
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Όπως έχει αναλυθεί και στο προηγούμενο κεφάλαιο, οι αλγόριθμοι μοντελοποίη-
σης ζητούν ως εισόδους συχνοτικά δείγματα από το συστήματα προς μοντελοποίηση.
Για την μοντελοποίηση του συστήματος με βάση το πλάτος του, χρησιμοποιούμε το
πλάτος που αποκτήσαμε από την προηγούμενη διαδικασία και το συνδυάζουμε με
μια αυθαίρετη φάση, ώστε να προκύψει συχνοτικά δεδομένα, τα οποία μπορούν να
μπουν σαν είσοδο στον Vector Fitting.
Η πρώτη προσπάθεια γίνεται με ακολουθίες φάσης που είναι σταθερές, π.χ. ϕ(ω) =

0. Η συχνοτική απόκριση που προκύπτει είναι ένα σύνολο από πραγματικούς αριθ-
μούς οι οποίοι οδηγούνται σαν είσοδοι στον Vector Fitting. Στο σχήμα 12 συγκρίνονται
οι αποκρίσεις του πραγματικού συστήματος και του μοντέλου που προκύπτει. Παρα-
τηρούμε ότι δεν υπάρχει ακρίβεια στη μέθοδο, όταν χρησιμοποιούμε σταθερές φάσεις.
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Σχήμα 12: Η ανακρίβεια τον αποτελεσμάτων του fitting αλγόριθμου για σταθερή γω-
νία.

Η επόμενη λύση είναι να χρησιμοποιήσουμε ακουλουθίες φάσης οι οποίες είναι
μεταβάλλονται γραμμικά με τη συχνότητα, δηλαδή ϕ(f) = αf + β. Η επιλογή αυτή
επίσης δεν οδηγεί στα επιθυμητά αποτελέσματα.

4.2 Η Χιλμπερτιανή σχέση πλάτους και φάσης
Στα παρακάτω θεωρούμε ως y[n] την ακολουθία εξόδου του διαμορφωτή MSLA

του σχήματος 12. Είναι δυνατό να βρούμε μια χιλβερτιανή σχέση μεταξύ του μέτρου
και της φάσης του φουριεριανού μετασχηματισμού της y[n], αν επιβάλλουμε αιτιό-
τητα σε κάθε ακολουθία ŷ[n] που προκύπτει από την y[n] για την οποία το φουριε-
ριανό μετασχημάτισμα είναι Ŷ (ejω) είναι ο λογάριθμος του φουριεριανού μετασχη-
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ματισμού της y[n]. Συγκεκριμένα,

y[n] ↔ Y (ejω) =
∣∣∣Y (ejω)

∣∣∣ejarg[X(ejω)],

ŷ[n]↔ Ŷ (ejω)

Ŷ (ejω) = log[X(ejω)] = log
∣∣∣Y (ejω)

∣∣∣+ jarg[Y (ejω)].

Το arg[Y (ejω)] παριστάνει τη συνεχή φάση της Y (ejω). Η ακολουθία ŷ[n] ονομάζεται
μιγαδικό ανάφασμα (complex cepstrum) της y[n] και θα αναλύσουμε τις ιδιότητές της
παρακάτω.
Όταν η ŷ[n] είναι αιτιατή, τότε το πραγματικό και το μιγαδικό μέρος της (̂ejω) συν-

δέονται μέσω της σχέσης

arg[Y (ejω)] = − 1

2π
P
∫ π

−π

log
∣∣∣Y (ejω)

∣∣∣ cot(ω − θ
2

)dθ, (90)

log
∣∣∣Y (ejω)

∣∣∣ = ŷ[0] +
1

2π
P
∫ π

−π

arg[Y (ejω)] cot(ω − θ
2

)dθ. (91)

Αξίζει να αναφέρουμε ότι η συνθήκη της αιτιότητας για το μιγαδικό ανάφασμα ταυ-
τίζεται με τη συνθήκη ελάχιστης φάσης για τη Y (ejω), δηλαδή όλοι οι πόλοι και τα
μηδενικά βρίσκονται εντός του μοναδιαίου κύκλου.

4.3 Το μιγαδικό και το πραγματικό ανάφασμα
Θα προχωρήσουμε στον ορισμό του μιγαδικού και του πραγματικού αναφάσματος

μιας ακολουθίας y[n]. Θεωρούμε ότι η ακολουθία y[n] είναι ευσταθής και υπάρχει z
μετασχηματισμός για αυτή. Το μιγαδικό ανάφασμα της y[n] ορίζεται σαν την ακολου-
θία ŷ[n] της οποίας το z μετασχημάτισμα είναι το [17]

Ŷ (z) = log[X(z)]. (92)

Συνήθως χρησιμοποιείται εκθετική βάση για τον λογάριθμο. Ο λογάριθμος της μιγα-
δικής ποσότητας ισούται με

log[Y (z)] = log[|Y (z)|ej∠X(z)] = log|X(z)|+ j∠X(z).

Το πραγματικό ανάφασμα μιας ακολουθίας προκύπτει ουσιαστικά μόνο από το μέτρο
του φουριεριανού μετασχηματίσματός της. Αρχικά, ορίζουμε την ποσότητα

Cy(e
jω) = log|Y (ejω)|.

Μπορούμε να ορίσουμε το μιγαδικό ανάφασμα ως το αντίστροφο μετασχημάτισμα
Fourier του Cy(e

jω),
cy[n] = F−1(Cy(e

jω)). (93)
Οποιαδήποτε ακολουθία x[n] για την οποία υπάρχει το μιγαδικό ανάφασμα μπορεί

να εκφραστεί σαν συνέλιξη μιας ακολουθίας ελάχιστης φάσης και μιάς ολοπερατής
ακολουθίας, δηλαδή

x[n] = xmin[n] ⋆ xap[n],
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lmin[n]

X(ejω)
log|.| exp(.)

X̂min(e
jω) Xmin(e

jω)Inverse
Fourier

Fourier
Transform

Transform

1

Σχήμα 13: Minimum phase and all pass deconvolution method

όπου xmin,xap δηλώνουν την συνιστώσα ελάχιστης φάσης και την ολοπερατή συνι-
στώσα. Αν η x[n] δεν είναι ελάχιστης φάσης, τότε το σύστημα στο σχήμα 13 με είσοδο
X(ejω) = F(x[n]) παράγει το μιγαδικό ανάφασμα της ακολουθίας ελάχιστης φά-
σης η οποία έχει το ίδιο μέτρο φουριεριανού μετασχηματίσματος με την x[n] [18]. Να
σημειωθεί ότι το lmin ορίζεται όπως και στη σχέση

lmin[n] = 2u[n]− δ[n] =


2, αν n > 1

1, αν n = 0

0, αν n < 0

. (94)

Η βασική ιδέα της τεχνικής αποσυνέλιξης (minimum-phase and allpass deconvolution)
φαίνεται στις παρακάτω σχέσεις, ξεκινώντας από

X(ejω) = Xmin(e
jω)Xap(e

jω), (95)

όπου βάζουμε μέτρα και υπολογίζουμε∣∣∣X(ejω)
∣∣∣ = ∣∣∣Xmin(e

jω)
∣∣∣ · ∣∣∣Xap(e

jω)
∣∣∣.

Όμως, επειδή οι ολοπερατές ακολουθίες έχουν φουριεριανά μετασχηματίσματα που
έχουν μέτρο ίσο με τη μονάδα στο σύνολο των συχνοτήτων, παίρνουμε∣∣∣X(ejω)

∣∣∣ = ∣∣∣Xmin(e
jω)
∣∣∣. (96)

Από το σχήμα 13 προκύπτει επίσης ότι

∠Xmin(e
jω) = Im{X̂min(e

jω)}. (97)

Η έξοδος,Xmin(e
jω) του συστήματος παρουσιάζει το ίδιο πλάτος με την είσοδοX(ejω),

και μια μη μηδενική ακολουθία γωνίας. Συγκεκριμένα, η γωνία είναι τέτοια που κα-
θιστά την ακολουθία εξόδου ελάχιστης φάσης και ταυτίζεται με το αποτέλεσμα που
δίνει η χιλμπερτιανή σχέση πλάτους - φάσης της εξίσωσης 91.
Αναφορικά με το παράδειγμα με το MSLA διαμορφωτή της προηγούμενης παρα-

γράφου, η ακολουθία φάσης που προκύπτει για το πλάτος της απόκρισης της NTF του
διαμορφωτή φαίνεται στην εικόνα 14. Παρατηρούμε ότι η ακολουθία φάσης των συ-
χνοτικών δεδομένων που προκύπτουν δεν παρουσιάζει τυχαιότητες, αλλά ακολουθεί
τις διακυμάνσεις του πλάτους στην εικόνα 11 στις ίδιες συχνότητες.
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Σχήμα 14: Ακολουθία φάσης που προκύπτει από το minim-phase and all-pass
deconvolution

Το αποτέλεσμα αυτής της διαδικασίας είναι τα συχνοτικά δεδομέναXmin τα οποία
περιέχουν το επιθυμητό πλάτος σε συνδυασμό με μια ακολουθία φάσης. Τα δεδομένα
αυτά εισάγονται σαν είσοδο στον αλγόριθμο Vector Fitting και τα αποτελέσματα που
λαμβάνονται είναι ικανοποιητικά. Στο σχήμα 15 φαίνονται οι αποκρίσεις του αρχικού
συστήματος και του μοντέλου από τον Vector Fitting.
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Σχήμα 15: Σωστό αποτέλεσμα του αλγόριθμου VF, όταν το dataset περιέχει γωνία που
προκύπτει από το minimum phase and all-pass deconvolution.
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5 ΜοντελοποίησηΠλάτους στουςMulti-StepLook-Ahead
Σ-Δ διαμορφωτές

5.1 Επισκόπηση της Μεθόδου Μοντελοποίησης Πλάτους
Αρχικά, κάνουμε μια επισκόπηση της μεθόδου που προτείνεται. Τα επιμέρους τμή-

ματα της μεθόδου έχουν αναλυθεί σε προηγούμενα κεφάλαια.
Στο πρώτο σκέλος της μεθόδου, πρέπει να αποκτήσουμε δεδομένα για το σύστημα

προς μοντελοποίηση. Τα δεδομένα αυτά μπορεί να είναι διαθέσιμα είτε από πραγμα-
τική λειτουργία του συστήματος, είτε μέσω προσομοίωσής του. Δεδομένα στο πεδίο
του χρόνου μετασχηματίζονται στο πεδίο της συχνότητας μέσω του αλγόριθμου πε-
ριοδιογραφήματος, που δίνει μια εκτίμηση για την φασματική πυκνότητα ισχύος.
Τα δεδομένα που προκύπτουν, έστω Dk, k = 1 . . . N , είναι πολλά σε πλήθος και

παρουσιάζουν έντονες διακυμάνσεις. Για αυτό τον λόγο προχωρούμε σε μια διαδικα-
σία φιλτραρίσματος των δεδομένων, για να περιοριστούν τα spurs και να γίνουν οι
πληροφορίες όσο πιο ομαλές γίνεται.
Συγκεκριμένα, πραγματοποιούμε ένα χαμηλοδιαβατό φίλτρο που κόβει τις έντονες

διακυμάνσεις μαζί με την εφαρμογή ενός decimation φίλτρου στο πεδίο της συχνότη-
τας. Το decimation φίλτρο λειτουργεί έτσι ώστε να κρατά ένα ανά λ συχνοτικά δείγ-
ματα, μειώνοντας το μέγεθος των datasets. Η χρήση του έχει δύο λειτουργίες. Αφενός,
η ακολουθία με τα δεδομένα γίνεται πιο ομαλή, και αφετέρου, ο μικρός αριθμός δε-
δομένων οδηγεί σε γρήγορη επίλυση των προβλημάτων ελαχίστων τετραγώνων και
ελάχιστη απαίτηση για υπολογιστικούς πόρους [19].
Η εφαρμογή του decimation φίλτρου μπορεί να είναι γραμμική είτε λογαριθμική.

Στην πρώτη περίπτωση, κρατείται ένα δείγμα ανά λ αρχικά δείγματα, για το σύνολο
του εύρους συχνοτήτων που μας ενδιαφέρει. Αυτό συνήθως οδηγεί σε ελλιπή πληρο-
φορία για τις χαμηλές συχνότητες και υπερβολικά πολλά δείγμα για τις υψηλές. Ο
αλγόριθμος σύγκλισης θα τείνει να εφαρμόσει το μοντέλο στις μεγαλύτερες συχνότη-
τες, αντί στις χαμηλές. Επίσης, σε εφαρμογές όπως τους διαμορφωτές Σ-Δ, οι χαμηλές
συχνότητες έχουν το σύνολο της δυναμικής του συστήματος και έτσι η μοντελοποίηση
δεν είναι ικανοποιητική.
Η λογαριθμική υλοποίηση του φίλτρου είναι αποτελεσματική. Η βασική ιδέα της

είναι ότι το σύνολο των συχνοτήτων χωρίζεται σε m υποτμήματα, σε καθένα από το
οποία εφαρμόζεται το φίλτρο decimation με διαφορετικό παράγοντα λ1 ≤ λ2 · · · ≤
λm. Μια τυπική επιλογή για τοm είναι 4, ενώ οι παράγοντες λ επιλέγονται έτσι ώστε η
κατανομή των δειγμάτων των συχνοτήτων ανά κανονικοποιημένες συχνότητες μοιά-
ζει με λογαριθμική συνάρτηση. Στην περίπτωση του MSLA διαμορφωτή τα όρια των
υποτμημάτων επιλέχτηκαν να βρίσκονται στις θέσεις

mk = (OSR)
k

m−1
−1, k = 0, . . . ,m− 1.

Οι παράγοντες λ, λοιπόν, μπορούν να υπολογιστούν μέσω αναλυτικής γεωμετρίας
έτσι ώστε τα ευθύγραμμα τμήματα που προκύπτουν ανά υποτμήμα να έχουν κοινές
αρχές και τέλη, όπως στο σχήμα 16.
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Σχήμα 16: Η κατανομή των δειγμάτων ανά τιμές κανονικοποιημένης κυκλικής συχνό-
τητας.

Μετά το φιλτράρισμα των δεδομένων, τα τροφοδοτούμε στον αλγόριθμο αποσυνέ-
λιξης που μας παρέχει συχνοτικά δεδομένα με γωνία τέτοια, ώστε το σύστημα που
αντιστοιχεί σε αυτά να είναι ελάχιστης φάσης. Η μέθοδος minimum-phase and all-pass
deconvolution είναι απαραίτητη για να δώσει ικανοποιητικά αποτελέσματα ο αλγόριθ-
μος μοντελοποίησης Vector Fitting, όπως έχουμε εξηγήσει στο προηγούμενο κεφάλαιο.
Το επόμενο βήμα είναι η επιλογή του αριθμού των μέγιστων επαναλήψεων και της

πολυπλοκότητας του μοντέλου. Ο αριθμός των επαναλήψεων μπορεί να τεθεί σε μια
θεωρητικά μεγάλη τιμή σε περίπτωση που η ταχύτητα δεν είναι το ζητούμενο. Η πο-
λυπλοκότητα του μοντέλου αποτελεί μια σημαντική παράμετρο για την ακρίβεια της
διαδικασίας. Μεγάλη πολυπλοκότητα μπορεί να οδηγήσει από χρησιμοποίηση πολ-
λών υπολογιστικών πόρων μέχρι και σε ανακρίβεια, ενώ η μικρή πολυπλοκότητα οδη-
γεί σε ανακρίβεια. Στην περίπτωση του MSLA διαμορφωτή, η πολυπλοκότητα του
μοντέλου επιλέγεται κοντά σε αυτή του φίλτρου συγκριτή του διαμορφωτή.
Τα δεδομένα πλέον εισέρχονται στον αλγόριθμο Vector Fitting διακριτού χρόνου. Το

μοντέλο που προκύπτει όταν οι επαναλήψεις περατωθούν συγκρίνεται με τα αρχικά
δεδομένα, τα οποία όμως έχουν υποστεί φιλτράρισμα. Σε περίπτωση που η ακρίβεια
δεν είναι αυτή που θέλουμε, επαναλαμβάνουμε την διαδικασία με διαφορετικό μέγι-
στο αριθμό επαναλήψεων ή μεγαλύτερη πολυπλοκότητα του μοντέλου. Τα παραπάνω
αναλύονται και στο διάγραμμα ροής του σχήματος 17.
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Σχήμα 17: Διάγραμμα ροής που περιγράφει τη μέθοδο μοντελοποίησης πλάτους.
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5.2 Αποτελέσματα Προσομοίωσης
Παρακάτω παρουσιάζονται παραδείγματα εφαρμογής της μοντελοποίησης πλά-

τους για διαμορφωτές Σ-Δ και MSLA Σ-Δ και επιδεικνύεται η ακρίβεία της.

5.2.1 Κλασσικός Σ-Δ διαμορφωτής

Για ορισμένες εφαρμογές οι κλασσικοί Σ-Δ διαμορφωτές χρειάζονται μοντελοποί-
ηση. Η ανάγκη για model order reduction και για identification μπορεί να οδηγήσει στην
μοντελοποίηση τους. Στην περίπτωσή μας, μοντελοποιούμε έναν ψηφιακό, χαμηλοπε-
ρατό διαμορφωτή Σ-Δ.
Για την προσομοίωση του πραγματικού συστήματος χρησιμοποιούμε το Sigma-Delta

Toolbox [20] του περιβάλλοντος Matlab, χρησιμοποιώντας παραμέτρους OSR = 32,
φίλτρο βαθμού 7, NTF (∞) = 2 και με χρήση βέλτιστων μηδενικών. Η είσοδος του
διαμορφωτή είναι ημιτονική, με πλάτος A = 0.1. Το μοντέλο που παρουσιάζουμε
είναι βαθμού 9 και χρησιμοποιήθηκε ένα σύνολο από Ns = 700 συχνοτικά δείγματα
με μέγιστο αριθμό επαναλήψεων 25.
Στο σχήμα 18 φαίνονται οι φασματικές πυκνότητες ισχύος των εξόδων του αρχι-

κού συστηματος και του μοντέλου, όταν αυτό διεγείρεται από μια είσοδο λευκού θορύ-
βου με μοναδιαία διακύμανση. Παρατηρούμε ότι υπάρχει πολύ καλή ακρίβεια μεταξύ
τους, και οι δυναμική του διαμορφωτή στις χαμηλές συχνότητες, όπου βρίσκονται τα
μηδενικά του, μοντελοποιείται πλήρως.
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Σχήμα 18: Σύγκριση των φασματικών πυκνότητων ισχύος για Σ-Δ διαμορφωτή.
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5.2.2 MSLA Σ-Δ διαμορφωτές

Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζουμε την εφαρμογή της μεθόδου μοντελοποί-
ησης πλάτους σε διαμορφωτές MSLA. Συγκεκριμένα, θεωρούμε μια υλοποίηση του
διαμορφωτή MSLA με k = r = 3 Look-Ahead steps και βαθμό φίλτρου 5. Η NTF
του συγκριτή διαμορφωτή που αποτελεί βάση για τον MSLA υλοποιείται μέσω του
Delta-Sigma Toolbox, με παραμέτρους OSR = 128, NTF (∞) = 1.6 και χρήση βέλτι-
στων μηδενικών. Στο σχήμα 19 βλέπουμε τη σύγκριση των φασματικών πυκνοτήτων
ισχύος μεταξύ του πραγματικού συστήματος και του μοντέλου του, με βαθμό 7.
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Σχήμα 19: Σύγκριση τωνφασματικών πυκνότητων ισχύος για τονMSLAδιαμορφωτή,
με μοντέλο βαθμού 7.

Παρατηρούμε ότι η ακρίβεια του μοντέλου είναι πολύ καλή, με δεδομένο ότι η πο-
λυπλοκότητά του είναι ίδια με αυτή του φίλτρου του διαμορφωτή. Η χρήση μοντέλων
με μεγαλύτερη πολυπλοκότητα μπορεί να οδηγήσει σε ακόμα καλύτερη ακρίβεια, η
οποία όμως μπορεί να μην είναι ικανοποιητική για την περαιτέρω πολυπλοκότητα
που εισάγεται.
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Σχήμα 20: Μέσο τετραγωνικό σφάλμα μοντελοποίησης για έναν διαμορφωτή MSLA,
για μοντέλα με διαφορετική πολυπλοκότητα.

Για τον λόγο αυτό, μοντελοποίούμε το ίδιο σύστημα με μοντέλα ιαφορετικής πολυ-
πλοκότητας και υπολογίζουμε το μέσο τετραγωνικό σφάλμα που προκύπτει για κάθε
μοντέλο. Το αποτελέσματα φαίνονται στο σχήμα 20.
Είναι φανερό ότι για μοντέλα πολυπλοκότητα πάνω από 5, το μέσω τετραγωνικό

σφάλμα περιορίζεται και φαίνεται σχεδόν σταθερό. Μια πιο κοντινή ματιά στα σφάλ-
ματα των μοντέλων μεγαλύτερης πολυπλοκότητας δείχνει ότι η ακρίβεια των μοντέ-
λων βελτιώνεται καθώς η πολυπλοκότητά τους μεγαλώνει, όπως φαίνεται στο σχήμα
21. Συγκεκριμένα, για μοντέλα βαθμού από 15 έως και 20 παρατηρούμε μιας μορφής
ταλάντωση για το μέσο τετραγωνικό σφάλμα, το οποίο οφείλεται στο ότι ο αλγόριθμος
Vector Fitting δεν συγκλίνει σε ένα ολικό ελάχιστο, όταν περιέχονται στα δεδομένα θό-
ρυβοι και ανακρίβειες από τα spurs που δεν κόπηκαν κατά το φιλτράρισμα [21],[22].
Η ακρίβεια της μεθόδου, στην περίπτωση του MSLA διαμορφωτή, θα βελτιώνε-

ται καθώς αυξάνεται η πολυπλοκότητα του μοντέλου, επειδή οι διακυμάνσεις που
δεν φιλτράρονται και συνεισφέρουν στο μέσο τετραγωνικό σφάλμα θα μοντελοποιού-
νται, μαζί με τις δυναμικές του συστήματος. Φυσικά, είναι στην ευχέρεια του χρήστη
να επιλέξει τον βαθμό του μοντέλου που επιθυμεί, ανάλογα με την ανάγκη του για
ελαχιστοποίηση της πολυπλοκότητας.
Αξίζει να σημειωθεί ότι, στην περίπτωση όπου η πολυπλοκότητα του μοντέλου N

είναι μικρότερη από αυτή του πραγματικού συστήματος, ο αλγόριθμος Vector Fitting,
όντας μια διαδικασία GSK, ελαχιστοποιεί το σφάλμα μεταξύ των δεδομένων και του
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μοντέλου, ενώπαράλληλα εξασφαλίζει ότι ηL2 νόρμα του σφάλματος έχει άνωφράγμα
τις ιδιάζουσες τιμές Hankel του μοντέλου με βαθμό N + 1. Αυτό σημαίνει ότι η μέθο-
δος μπορεί να θεωρηθεί ως μια τεχνική για model order reduction για τον διαμορφωτή
[23][24].
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Σχήμα 21: Μέσο τετραγωνικό σφάλμα μοντελοποίησης για έναν διαμορφωτή MSLA,
για μοντέλα με πολυπλοκότητα μεγαλύτερη από το φίλτρο του.

Οι μικρές διακυμάνσεις στην πολυπλοκότητα του μοντέλου δεν οδηγούν σε ορατές
αλλαγές στην ακρίβειά του, εάν πρόκειται για μια πολυπλοκότητα ίδια ή μεγαλύτερη
από αυτή του φίλτρου του διαμορφωτή. Αυτό φαίνεται στα σχήματα 22 και 23.
Η μοντελοποίηση του MSLA διαμορφωτή με τη μέθοδο μοντελοποίησης πλάτους

αποδίδει ικανοποιητικά αποτελέσματα, όσον αφορά την ακρίβεια. Μπορούμε, επι-
πλέον, να χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο μοντελοποίησης πλάτους για να βγάλουμε
συμπεράσματα για τη μη γραμμική δυναμική του MSLA διαμορφωτή.
Συγκεκριμένα, εξετάζουμε την επίδραση που έχουν τα Look-Ahead steps στην πο-

λυπλοκότητα του διαμορφωτή. Μοντελοποιούμε τους διαμορφωτές με ίδια χαρακτη-
ριστικά, αλλά διαφορετικά Look-Ahead steps, κάνοντας χρήση μοντέλων ίδιας πολυ-
πλοκότητας. Στο σχήμα 24 φαίνονται τα μέσα τετραγωνικά σφάλματα των μοντέλων
για κάθε υλοποίηση του MSLA διαμορφωτή.
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Σχήμα 22: Σύγκριση τωνφασματικών πυκνότητων ισχύος για τονMSLAδιαμορφωτή,
με μοντέλο βαθμού 8.
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Σχήμα 23: Σύγκριση τωνφασματικών πυκνότητων ισχύος για τονMSLAδιαμορφωτή,
με μοντέλο βαθμού 6.
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Η βασική πληροφορία που μας δίνει το διάγραμμα είναι η δυσκολία ενός μοντέ-
λου βαθμού 7 να καλύψει τη δυναμική διαμορφωτών για διαφορετικά Look-Ahead
steps. Στην περίπτωση που περαιτέρω πολυπλοκότητα εισάγεται, καθώς τα Look-
Ahead steps αυξάνονται, τότε το μοντέλο δεν θα μπορεί να την καλύψει, κάτι το οποίο
οδηγεί σε αύξηση του σφάλματος μεταξύ μοντέλου και πραγματικού συστήματος.
Στην πραγματικότητα, αυτό που συμβαίνει είναι ότι τα Look-Ahead steps δεν εισά-

γουν επιπλέον δυναμική στο σύστημα του διαμορφωτή. Το διάγραμμα παρουσιάζει
κάποιες διακυμάνσεις, οι οποίες μπορούν να δικαιολογηθούν ως τυχαία σφάλματα
τα οποία προκύπτουν από τα spurs που δεν κόπηκαν κατά το φιλτράρισμα.
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Σχήμα 24: Μέσο τετραγωνικό σφάλμα μοντελοποίησης για διαμορφωτές MSLA με
διαφορετικό αριθμό Look-Ahead steps.

Τέλος, ένα επιπλέον στοιχείο που εξετάζουμε κατά την εφαρμογή της μεθόδου στον
MSLA διαμορφωτή είναι η ακρίβεια του μοντέλου που προκύπτει καθώς ο αριθμός
των επαναλήψεων ανεβαίνει. Για να εξετάσουμε αυτό το στοιχείο, τρέχουμε τον αλ-
γόριθμο μοντελοποίησης και σε κάθε επανάληψη του VFz υπολογίζουμε το μοντέλο
που προκύπτει, καθώς και τη διαφορά της φασματικής πυκνότητας ισχύος του από
αυτή του πραγματικού. Τα αποτελέσματα φαίνονται στο σχήμα 25. Παρατηρούμε ότι
το μέσο τετραγωνικό σφάλμα μειώνεται σχετικά γρήγορα, και έπειτα ανεβαίνει και
καταλήγει σε μια σταθερή τιμή.
Ο αριθμός των επαναλήψεων στις οποίες το τετραγωνικό σφάλμα είναι βέλτιστο

εξαρτάται από το βαθμό του μοντέλου και τη θέση των αρχικών πόλων. Δεν μπο-
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ρούμε να γνωρίζουμε εκ των προτέρων ποιος θα είναι ο βέλτιστος αριθμός. Επίσης,
η άνοδος που παρουσιάζεται στο σφάλμα είναι σχετικά μικρή και αποδεκτή. Συνηθι-
σμένη τακτική είναι να θέτουμε έναν μεγάλο αριθμό επαναλήψεων, ώστε να ξέρουμε
ότι σφάλμα θα έχει σταθεροποιηθεί.
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Σχήμα 25: Το μέσο τετραγωνικό σφάλμα του μοντέλου, καθώς αυξάνονται οι επανα-
λήψεις του αλγόριθμου.
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6 Συμπερασμάτα και Επεκτάσεις
Στην εργασία προτάθηκε μια νέα μέθοδος μοντελοποίησης ηλεκτρικών και δυνα-

μικών συστημάτων με βάση το πλάτος της συχνοτικής τους απόκρισης. Η μέθοδος
αυτή μπορεί να εφαρμοστεί σε περιπτώσεις όπου δεν υπάρχει πληροφορία σχετικά
με τη φάση της απόκρισης του συστήματος, όπως μικροκυματικά συστήματα, και σε
περιπτώσεις όπου η μη-γραμμικότητα και πολυπλοκότητα των συστημάτων καθιστά
αναποτελεσματικές τις κλασσικές μεθόδους μοντελοποίησης. Στη δεύτερη κατηγορία
ανήκουν και οι MSLA Σ-Δ διαμορφωτές, των οποίων οι συναρτήσεις μεταφοράς δεν
έχουν κλειστή μορφή. Για αυτό τον λόγο, έγινε μοντελοποίηση με βάση το πλάτος της
απόκρισής τους και αποκτήσαμε γραμμικά, χρονικά αναλλοίωτα μοντέλα. [25].
Η διαδικασία της μοντελοποίησης των MSLA διαμορφωτών απαιτούσε τη προ-

σομοίωσή τους και το προσεκτικό φιλτράρισμα των συχνοτικών δεδομένων τους. Η
ακρίβεια των αποτελεσμάτων είναι ικανοποιητική τόσο στις υψηλές συχνότητες, όσο
και στις χαμηλές στις οποίες βρίσκεται η περισσότερη δυναμική του διαμορφωτή,
γεγονός που υποδηλώνει τη δυνατότητα της μεθόδου να μοντελοποιεί συστήματα σε
μεγάλο εύρος συχνοτήτων.
Ένα επιπλέον σημαντικό χαρακτηριστικό της μεθόδου είναι η δυνατότητα να μο-

ντελοποιεί συστήματα με πολυπλοκότητες μεγαλύτερες από αυτές των μοντέλων. Το
model order reduction μπορεί να είναι χρήσιμο σε εφαρμογές στις οποίες θέλουμε υπο-
λογιστική ταχύτητα και είναι ανάγκη να προσομοιώσουμε ένα πραγματικό σύστημα
με όσο το δυνατόν περισσότερη ακρίβεια και λιγότερη πολυπλοκότητα.
Η εργασία που παρουσιάσαμε, όμως, μπορεί να επεκταθεί σε διάφορες πτυχές της.

Καταρχάς, η επιλογή του βέλτιστου μοντέλου, η οποία επαφίεται στον χρήστη, πρέπει
να γίνεται με μια προκαθορισμένη διαδικασία. Η εφαρμογή των κριτηρίων πληροφο-
ρίας του Akaike και του Μπεϋσιανού κριτήριου πληροφορίας δίνουν λανθασμένες
εκτιμήσεις για τη σχέση πολυπλοκότητας και μέσου τετραγωνικού σφάλματος. Θα
πρέπει, επομένως, να βρεθεί μια νέα μέθοδος με την οποία ο χρήστης θα επιλέγει το
μοντέλο με την καλύτερη αναλογία ακρίβειας και πολυπλοκότητας.
Η υλοποίηση της μεθόδου έχει γίνει στο περιβάλλον Matlab με εισόδους που προκύ-

πτουν επίσης από προσομοίωση στοMatlab. Για περαιτέρω ταχύτητα και για μοντελο-
ποίηση με χρήση δεδομένων από πραγματικά συστήματα, η υλοποίηση της μεθόδου
σε γλώσσα χαμηλού επιπέδου και η δημιουργία πλατφόρμας ώστε να δέχεται σαν
δεδομένα, τα δεδομένα από φασματογράφους, θα μπορούσε να είναι μια επιπλέον
επέκταση της εργασίας.
Τέλος, όσον αφορά και την εφαρμογή στονMSLA διαμορφωτή, η μέθοδος που προ-

τείνουμε θα πρέπει να επεκταθεί ώστε να μπορεί να αποδώσει ένα γενικευμένο μο-
ντέλο. Συγκεκριμένα, η μοντελοποίηση των MSLA διαμορφωτών γίνεται με βάση τη
συχνοτική τους απόκριση. Στην περίπτωση που στις παραμέτρους εισόδου της με-
θόδου βάλουμε και το OSR,το βαθμό του φίλτρου του συγκριτή και τον αριθμό των
Look-Ahead steps, μια βελτιωμένη έκδοση της μεθόδου θα μπορούσε να βγάλει ένα
παραμετρικό μοντέλο το οποίο θα μας δίνει μοντέλα για οποιαδήποτε υλοποίηση των
MSLA διαμορφωτών.
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