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Περίληψη
Καταʆ την διαʆ ρκεια των τελευταιʆων ετωʆ ν, εʆνα ικανοʆ μεʆρος της παγκοʆσμιας ακαδημαϊ-

κηʆ ς εʆρευνας αφιερωʆ νει ποʆ ρους για την κατασκευηʆ , υλοποιʆηση και μελεʆτη μηʆ επανδρωμεʆ-
νων ιπταʆ μενων συστημαʆ των (Unmanned Aerial Systems-UAS). Οι εφαρμογεʆς εκτειʆνονται
απο την μετεωρολογιʆα,την αεροφωτογραφιʆα και χαρτογραʆφηση δυσπροʆσιτων περιοχωʆ ν,
την παρακολουʆ θηση, την ασφαʆ λεια/ διαʆ σωση μεʆχρι, προσφαʆ τως, την μεταφοραʆ εμπορευ-
μαʆ των.

Καθωʆ ς οι απαιτηʆ σεις των αυτοʆ νομων εναεʆριων συστημαʆ των αυξαʆ νονται, η αναʆ γκη για
μοντελοποιʆηση των ασκουʆ μενων αεροδυναμικωʆ ν ταʆ σεων και ροπωʆ ν εν πτηʆ σει προβαʆ λλει
ολοεʆνα και πιο επιτακτικηʆ . Η δημιουργιʆα προσομοιωτωʆ ν υψηληʆ ς ακριʆβειας, η αναʆ πτυξη
ελεγκτωʆ ν υψηλωʆ ν προδιαγραφωʆ ν οʆπως και η προʆ βλεψη/χαρακτηρισμοʆ ς σφαλμαʆ των κατα
την διαʆ ρκεια της πτηʆ σης, εξαρτωʆ νται αʆ μεσααποʆ την ακριʆβεια και την προβλεψιμοʆ τητα των
εκτιμωʆ μενων μοντεʆλων της δυναμικηʆ ς συμπεριφοραʆ ς της σχετικηʆ ς πλατφοʆ ρμας. Παραʆ λ-
ληλα, οι περιορισμοιʆ κοʆ στους και ποʆ ρων καθιστουʆ ν την χρηʆ ση Αεροσηʆ ραγγας και εξειδι-
κευμεʆνου εργαστηριακουʆ εξοπλισμουʆ απαγορευτικηʆ για πολλεʆς ερευνητικεʆς ομαʆ δες.

Bασικοʆ ς στοʆχος της συγκεκριμεʆνης μελεʆτης ειʆναι ο υπολογισμοʆ ς των παραμεʆτρων (Pa-
rameter Identiϐication) του Δυναμικουʆ Μοντεʆλου μηʆ επανδρωμεʆνου αεροσκαʆφους μικρηʆ ς
ηʆ μεσαιʆας κλιʆμακας με την βοηʆ θεια περιορισμεʆνου αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος χαμηλουʆ
κοʆ στους χρησιμοποιωʆ ντας δεδομεʆνα αποκλειστικαʆ απο δοκιμαστικεʆς πτηʆ σεις. Η αναʆ πτυξη
αλγοριʆθμων σχετικωʆ ν με το Parameter Identiϐication απαιτειʆ τον παραʆ λληλο σχεδιασμοʆ τε-
χνικωʆ ν εκτιʆμησης της καταʆ στασης του αεροσκαʆφους συνδυαʆ ζοντας πληροφοριʆα απο την
φυσικηʆ αναʆ λυσηκαι τοαισθητηριακοʆ συʆ στημα (StateEstimation/SensorFusion). Επιπλεʆον,
μεʆρος της εργασιʆας αφιερωʆ θηκε στον σχεδιασμοʆ και την εκτεʆλεση πειραμαʆ των για την
βαθμονοʆ μηση αισθητηʆ ρων (Sensor Calibration) με την βοηʆ θεια Αεροδυναμικηʆ ς Σηʆ ραγγας
(Wind Tunnel Tests). Όλη η παραπαʆ νω τεχνογνωσιʆα επιβεβαιωʆ θηκε πειραματικαʆ και θα
ενσωματωθειʆ στο πειραματικοʆ αεροσκαʆφος του Control Systems Lab της Σχοληʆ ς Μηχανο-
λοʆγων Μηχανικωʆ ν του ΕΜΠ.

Λέξεις κλειδιά: UAV, εκτιʆμηση παραμεʆτρων, εκτιʆμηση καταʆ στασης, βαθμονοʆ μηση αισθη-
τηʆ ρων, αεροδυναμικοʆ μοντεʆλο, φιʆλτρα Καʆ λμαν, στατιστικεʆς μεʆθοδοι μοντελοποιʆησης
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Abstract
System Identiϐication in the discipline of aerodynamics, incorporates various Parameter

Estimation techniques in order to model the exerted forces and moments on an airframe.
Core to this process is the determination of the Stability and Control derivatives , which gov-
ern the relationship between ϐlight dynamics and fundamental aircraft variables (e.g. control
surface deϐlections, stability angles, angular rates).

The escalating complexity of implementations associatedwithUnmannedAerial Systems
(UAS), renders the identiϐication of the Aerodynamic Model pivotal to various cutting edge
control systems. Sophisticated autopilots, fault tolerant systems and high ϐidelity ϐlight simu-
lators, all require the explicit knowledge of theAerodynamic Parameters of the vehicle under
consideration. For this reason, a considerable amount of research has been conducted in the
ϐield.

Providing feasible solutions to such prerequisites is a non-trivial goal, especially in small-
scale unmanned aircrafts. Payload, cost and computational constraints are dominant fac-
tors in the design of such Parameter Identiϐication (PId) algorithms. Moreover, costly and
time consuming wind tunnel tests cannot be considered a viable option for many research
groupswith limited resources. Contrariwise, the characterization of the AerodynamicModel
by means of ϐlight data can overcome such deϐiciencies while providing the respective con-
ϐidence intervals for the parameter estimates.

Central concept of this study is the decomposition of the State Estimation/Parameter
Identiϐication problem. After implementing a suitable -model independent- sensor fusion
process, the estimated outputs are used for Model Identiϐication. As a considerable amount
of uncertainty is present in the explanatory variables, a Total Least Squares (TLS) method is
implemented for Aerodynamic Parameter Estimation.

Main contribution of this work is a fully developed, computationally efϐicient PId proce-
dure, oriented towards the needs of small low-cost UAVs. The proposed algorithms are based
on the non-linear aircraft model and are suitable for both off-line and real-time applications.
A batch implementation serves for the identiϐication of reference models for different ϐlight
states. A sequential approach can be used for control purposes and in-ϐlight parameter track-
ing -e.g. for contributing to a greater Fault Detection and Identiϐication module. Parameter
tracking capabilities have been enhanced with the application of an adaptive Variable For-
getting Factor, while lack of Persistent Excitation of the input signals is handled by Princi-
pal Component Analysis. Finally, we devised a Monte Carlo method for accurate uncertainty
quantiϐication in synthetic aerodynamic variables, a crucial step for securing the robustness
and reliability of the process.

Keywords: UAV, Paramter Identiϐication, sensor fusion, state estimation, aerodynamicmodel,
Kalman Filter, regression methods, sensor calibration, Singular Value Decomposition, Prin-
cipal Component Analysis, Monte Carlo Methods
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Δεν θα μπορουʆ σα να παραλειʆψω την αμεʆριστη συμβοληʆ του Γ. Ζωγοʆπουλου στην υλο-
ποιʆηση του προʆ τζεκτ. Η συνεργασιʆα μας και η καθοδηʆ γηση του ηʆ ταν θεμεʆλιος λιʆθος
τοʆ σο της θεωρητικηʆ ς αναʆ λυσης οʆ σο και της πειραματικηʆ ς επιβεβαιʆωσης της μελεʆτης αυ-
τηʆ ς. Τον ευχαριστωʆ θερμαʆ τοʆ σο για την συνεργασιʆα οʆ σο και την -ομολογουμεʆνως μεγαʆ λη-
υπομονηʆ που επεʆδειξε. Μεγαʆ λο μεʆρος της αξιʆας αυτηʆ ς της δουλειʆας αποδιʆδεται στην
υποστηʆ ριξη και την καθοδηʆ γηση του.
Θα ηʆ θελα ακοʆ μα να ευχαριστηʆ σω την οικογεʆνεια μου που με στηʆ ριξε και με στηριʆζει
παʆ ντα ηθικαʆ και πρακτικαʆ . Σας αγαπωʆ πολυʆ . Το ιʆδιο ισχυʆ ει και για τους κοντινουʆ ς μου
ανθρωʆ πους. Τεʆλος, θα ηʆ θελα να αφιερωʆ σω αυτηʆ ν την προσπαʆ θεια στην μνηʆ μη του πα-
τεʆρα μου Μιλτιαʆ δη, που ηʆ ταν και θα ειʆναι παʆ ντα το σημαντικοʆ τερο σημειʆο αναφοραʆ ς
στη ζωηʆ μου, τοʆ σο για τον επαγγελματισμοʆ οʆ σο και για το ηʆ θος του.

3



Στην μνήμη του πατέρα μου, Μιλτιάδη



Περιεχόμενα

1 Εισαγωγή 8
1.1 Μη επανδρωμεʆνα ιπταʆ μενα συστηʆ ματα και εʆρευνα . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2 Διαʆ γνωση Βλαβωʆ ν / Ανοχηʆ στα σφαʆ λματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.3 Σκοποʆ ς της εργασιʆας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Βασικές Έννοιες Αεροπλοΐας 9
2.1 Πλαιʆσια Αναφοραʆ ς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 Μητρωʆ α Στροφηʆ ς-Μετασχηματισμοιʆ Συντεταγμεʆνων . . . . . . . . . . . 11
2.2 Τα διαʆ νυσματα καταʆ στασης και ελεʆγχου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3 Ατμοσφαιρικεʆς Διαταραχεʆς - Άνεμος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.3.1 Μοντελοποιʆηση του ανεʆμου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Αεροδυναμικηʆ Ευσταʆ θεια . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3 Κινηματική και Δυναμική του Αεροσκάφους 16
3.1 Κινηματικεʆς Εξισωʆ σεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.2 Δυναμικεʆς εξισωʆ σεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.3 Συγκεντρωτικεʆς εξισωʆ σεις Κινηματικουʆ και Δυναμικουʆ Μοντεʆλου . . . . . . . 18
3.4 Αναʆ λυση των ασκουʆ μενων ταʆ σεων και ροπωʆ ν στο α/φος . . . . . . . . . . . 19
3.5 Αεροδυναμικεʆς Ταʆ σεις και Ροπεʆς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.5.1 Διαμηʆ κης Άξονας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.5.2 Εγκαʆ σιος Άξονας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.5.3 Οι εξισωʆ σεις του αεροδυναμικουʆ μοντεʆλου . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.5.4 Οι Παραʆ γωγοι Ευσταʆ θειας του αεροδυναμικουʆ μοντεʆλου . . . . . . . . 22

4 Ανίχνευση Παραμέτρων (Parameter Identiϐication) 23
4.1 Εισαγωγηʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
4.2 Προσεʆγγιση Ελαχιʆστων Τετραγωʆ νων

Oridinary Least Squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
4.2.1 Συνδιακυʆ μανση και στατιστικηʆ σημαντικοʆ τητα των παραμεʆτρων . . . 25
4.2.2 Διαʆ νυσμα Υπολειποʆ μενης πληροφοριʆας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
4.2.3 Εκτιʆμηση Παραμεʆτρων σε πραγματικοʆ χροʆ νο (OLS) . . . . . . . . . . . 27
4.2.4 OLS : Αποτελεʆσματα προσομοιʆωσης . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.2.4.1 Μηʆ αναδρομικοʆ ς Αλγοʆ ριθμος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.2.4.2 Αναδρομικοʆ ς Αλγοʆ ριθμος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.2.5 Η περιʆπτωση της αβεβαιοʆ τητας στη μηʆ τρα των προβλεπτωʆ ν . . . . . 33
4.3 Προσεʆγγιση των Ολικωʆ ν Ελαχιʆστων Τετραγωʆ νων

Total Least Squares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3.1 Βασικεʆς Έννοιες και Ορισμοιʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.3.2 TLS: Διατυʆ πωση του προβληʆ ματος εκτιʆμησης παραμεʆτρων . . . . . . . 40
4.3.3 TLS: Επιʆλυση της ελαχιστοποιʆησης με χρηʆ ση Διαʆ σπασης Ιδιαζουσωʆ ν

Τιμωʆ ν (Singular Value Decomposition) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.3.4 Μηʆ τρα Συνδιακυʆ μνασης των παραμεʆτρων . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.3.5 Υπολογισμοʆ ς Εκτιμωʆ μενης Μηʆ τρας Σφαλμαʆ των . . . . . . . . . . . . . . 43

5



4.3.6 Το προʆ βλημα της Ανεπαρκουʆ ς Διεʆγερσης Εισοʆ δου του Συστηʆ ματος . 43
4.3.6.1 Γενικαʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
4.3.6.2 Aναʆ λυση Κυριʆων Συνιστωσωʆ ν - Principal Compnent Analysis . 45

4.3.7 Αναδρομικοʆ ς Αλγοʆ ριθμοι για εκτιμητεʆς TLS . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
4.3.8 PCA-TLS: Αποτελεʆσματα με χρηʆ ση προσομοιʆωσης . . . . . . . . . . . . . 49

4.3.8.1 Batch Μεʆθοδος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
4.3.8.2 On-line Μεʆθοδος . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.3.9 Προσαρμογηʆ Εκτιμητωʆ ν σε δομικεʆς μεταβολεʆς του μοντεʆλου . . . . . 56
4.3.9.1 Γενικαʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.9.2 Χρονοσταθεροʆ ς Παραʆ γοντας Εξασθεʆνισης-Constant Forgetiing Factor-

CFF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
4.3.9.3 CFF: ενδεικτικαʆ αποτελεʆσματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
4.3.9.4 Προσαρμοστικοʆ ς Παραʆ γοντας Εξασθεʆνισης -Variable Forgetting

Factor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.3.9.5 VFF: Ενδεικτικαʆ Αποτελεʆσματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4.4 Αρχικοποιʆηση των εκτιμητωʆ ν . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

5 Το αισθητηριακό σύστημα του αεροσκάφους και οι περιορισμοί του 67
5.1 Εισαγωγηʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2 Το διαθεʆσιμο αισθητηριακοʆ συʆ στημα του αεροσκαʆφους . . . . . . . . . . . . . 68

5.2.1 Το συʆ στημα αδρανειακηʆ ς πλοηʆ γησης (Inertial Navigation System) . . 68
5.2.1.1 Επιταχυνσιοʆ μετρο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.2.1.2 Γυροσκοʆπιο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
5.2.1.3 GPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2.1.4 Μαγνητοʆ μετρο και Γωνιʆες Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

5.2.2 Το συʆ στημα μεταβλητωʆ ν αεʆρος - Air Data Boom . . . . . . . . . . . . . 69
5.2.2.1 Το συʆ στημα pitot-static . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2.2.2 Οι ανεμοδειʆκτες γωνιωʆ ν ευσταʆ θειας- Wind Vanes . . . . . . . . 69

5.2.3 Απλοιποιηʆ σεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
5.2.4 Βαθμονοʆ μηση συστηʆ ματος μεταβλητωʆ ν αεʆρος . . . . . . . . . . . . . . . 70

5.3 Οι περιβαλλοντικεʆς διαταρραχεʆς . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
5.4 Φιʆλτρα Καʆ λμαν για εκτιʆμηση του ανεʆμου και της τριαʆ δας ευσταʆ θειας . . . 71

5.4.1 Γενικαʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
5.4.2 Ο γενικοʆ ς αλγοʆ ριθμος του Extended Kalman Filter . . . . . . . . . . . . 73
5.4.3 Model-Freeυλοποιʆηση του φιʆλτρου Καʆ λμαν . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5.4.3.1 Time Update . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
5.4.3.2 Measurement Update . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
5.4.3.3 Εξαγωγηʆ της τριαʆ δας αεροδυναμικηʆ ς ευσταʆ θειας . . . . . . . . 76

5.4.4 Αποτελεʆσματα Model-Freeυλοποιʆησης με δεδομεʆνα προσομοιʆωσης . . 76
5.4.4.1 Συμπεραʆ ματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

5.4.5 Model-Basedυλοποιʆηση του φιʆλτρου Καʆ λμαν . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.4.5.1 Time Update . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
5.4.5.2 Measurement Update . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5.4.6 Αποτελεʆσματα Model-Based υλοποιʆησης με δεδομεʆνα προσομοιʆωσης . 85
5.4.6.1 Συμπεραʆ σματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

6



5.5 Απομοʆ νωση Αεροδυναμικωʆ ν Συντελεστωʆ ν . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
5.6 Εκτιʆμηση Αβεβαιοʆ τητας συʆ νθετων Αεροδυναμικωʆ ν Μεταβλητωʆ ν με χρηʆ ση

μεθοʆ δων Monte-Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

6 Πειραματική Επαλήθευση των Αλγορίθμων 95
6.1 Γενικαʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
6.2 Η πειραματικηʆ πλατφοʆ ρμα UnATRaP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
6.3 Οι πειραματικεʆς πτηʆ σεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
6.4 Αποτελεʆσματα MF φιʆλτρου Καʆ λμαν . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.5 Αποτελεʆσματα Εκτιʆμησης Δυναμικουʆ Μοντεʆλου . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

6.5.1 Εκμαʆ θηση Μοντεʆλων . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
6.5.2 Επαληʆ θευση Μοντεʆλου . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6.6 Συμπεραʆ σματα . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

7 Βιβλιογραφία 112

Παράρτημα Αʹ Υπολογισμός Θεμελειωδών Παραγώγων 119
Αʹ.1 Συμβολισμοιʆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
Αʹ.2 Αεροδυναμικεʆς Ταʆ σεις . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
Αʹ.3 Ιακωβιανηʆ Μηʆ τρα Μοντεʆλου Δυναʆ μεων του Άξονα ανεʆμου . . . . . . . . . . . 120
Αʹ.4 Ιακωβιανηʆ μηʆ τρα αισθητηʆ ρων Model-Free Υλοποιʆησης . . . . . . . . . . . . . . 121

Αʹ.4.1 GPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
Αʹ.4.2 Pitot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
Αʹ.4.3 Ανεμοδειʆκτες Ευσταʆ θειας . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

Αʹ.5 Ιακωβιανηʆ μηʆ τρα αισθητηʆ ρων Model Based Υλοποιʆησης . . . . . . . . . . . . 123
Αʹ.5.1 Επιαταχυνσιοʆ μετρο . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
Αʹ.5.2 GPS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

Ευρετήριο Γραφημάτων και Εικόνων 126

Ευρετήριο Πινάκων 129

7



1 Εισαγωγή

1.1 Μη επανδρωμένα ιπτάμενα συστήματα και έρευνα

Καταʆ την διαʆ ρκεια των τελευταιʆων ετωʆ ν, εʆνα ικανοʆ μεʆρος της παγκοʆσμιας ακαδημαϊκηʆ ς
εʆρευνας αφιερωʆ νει ποʆ ρους για την κατασκευηʆ , υλοποιʆηση και μελεʆτη μηʆ επανδρωμεʆνων
ιπταʆ μενων συστημαʆ των (Unmanned Aerial Systems-UAS). Οι εφαρμογεʆς εκτειʆνονται απο
την μετεωρολογιʆα,την αεροφωτογρσφιʆα και χαρτογραʆφηση δυσπροʆσιτων περιοχωʆ ν, την
παρακολουʆ θηση, την ασφαʆ λεια/ διαʆ σωση μεʆχρι -προσφαʆ τως- την μεταφοραʆ εμπορευμαʆ -
των.
Καθωʆ ς οι απαιτηʆ σεις αποδοτικοʆ τητας αυξαʆ νουν, το ενδιαφεʆρον εστιαʆ ζεται ολοεʆνα και
περισσοʆ τερο στην αναʆ πτυξη αυτοʆ νομων αεροσκαφωʆ ν σταθερηʆ ς πτεʆρυγας (ϐixed wing air-
crafts). Τα βασικαʆ πλεονεκτηʆ ματα αυτωʆ ν των αρχιτεκτονικωʆ ν περιλαμβαʆ νουν:

• την απλοποιημεʆνη δομηʆ που διευκολυʆ νει τις διαδικασιʆες συντηʆ ρησης και αναβαʆ θ-
μισης

• την βεʆλτιστη αεροδυναμικηʆ συμπεριφοραʆ ακοʆ μα και καταʆ τη διαʆ ρκεια περιʆπλοκων
ελιγμωʆ ν

• την δυνατοʆ τητα μεταφοραʆ ς αυξημεʆνου ωφεʆλιμου φορτιʆου (payload)
• την πολυʆ μεγαλυʆ τερη εμβεʆλεια σε σχεʆση με αʆ λλες αρχιτεκτονικεʆς
• την χαμηλοʆ τερη καταναʆ λωση ενεργειακωʆ ν ποʆ ρων
• την δυνατοʆ τητα ενσωμαʆ τωσης πιο ολοκληρωμεʆνων αισθητηριακωʆ ν συστημαʆ των

1.2 Διάγνωση Βλαβών / Ανοχή στα σφάλματα

Στο πλαιʆσιο αυτοʆ , καθιʆσταται υψηληʆ ς προτεραιοʆ τητας η αναʆ πτυξη μεθοʆ δων και τεχνο-
γνωσιʆας στην κατευʆ θυνση ακοʆ μα πιο αυτοʆ νομων εναεʆριων συστημαʆ των ικανωʆ ν να εντο-
πιʆζουν και να διαχειριʆζονται βλαʆ βες χωριʆς την ανθρωʆ πινη παρεʆμβαση.Τεʆτοιες τεχνικεʆς
συνιʆστανται στον σχεδιασμοʆ αυτοματοποιημεʆνων διαδικασιωʆ ν -αλγοριʆθμων- με σκοποʆ τον
εντοπισμοʆ πιθανωʆ ν σφαλμαʆ των εν πτηʆ σει (Fault Diagnosis) και στην κατασκευηʆ ελεγ-
κτωʆ ν ικανωʆ ν να αντιμετωπιʆζουν τις προκειʆμενες βλαʆ βες (Fault Tolerant Controllers).
Στην περιʆπτωση αεροσκαφωʆ ν υψηλωʆ ν προδιαγραφωʆ ν, η διαʆ γνωση σφαλμαʆ των επιτυγ-
χαʆ νεται με τη χρηʆ ση εκτεταμεʆνων και πολυʆ πλοκων αισθητηριακωʆ ν συστημαʆ των τα οποιʆα
επιτρεʆπουν την διαφορικηʆ διαʆ γνωση της πτητικηʆ ς καταʆ στασης και της αξιοπλοϊας. Όσον
αφοραʆ , οʆ μως, την περιʆπτωση εμπορικωʆ ν εφαρμογωʆ ν μικρηʆ ς και μεσαιʆας κλιʆμακας, η δυ-
νατοʆ τητα εγκαταʆ στασης τεʆτοιων συστημαʆ των καθιʆσταται πρακτικαʆ αδυʆ νατη. Εν προκει-
μεʆνω λοιποʆ ν, οι τεχνικεʆς Fault Diagnosis βασιʆζονται στην εκ των προτεʆρων εκτιʆμηση
μαθηματικωʆ ν μοντεʆλων που περιγραʆφουν την συμπεριφοραʆ των αεροσκαφωʆ ν οʆπως και
στην παρακολουʆ θηση σε πραγματικοʆ χροʆ νο (real time tracking) οʆ λων των σχετικωʆ ν πα-
ραμεʆτρων. Η αποʆ κλιση των μοντεʆλων αυτωʆ ν απο την εκτιμωʆ μενη ονομαστικηʆ καταʆ σταση
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ενεργοποιειʆ τις σχετικεʆς διαδικασιʆες για την διαʆ γνωση και τον χαρακτηρισμοʆ των πιθα-
νωʆ ν σφαλμαʆ των.

1.3 Σκοπός της εργασίας

Ένας σημαντικοʆ ς οʆγκος πληροφοριʆας για την μοντελοποιʆηση των αεροσκαφωʆ ν προκυʆ -
πτει απο τον υπολογισμοʆ των παραμεʆτρων που σχετιʆζονται με την αεροδυναμικηʆ συ-
μπεριφοραʆ της ατραʆ κτου. Βασικός στόχος της συγκεκριμένης διπλωματικής εργασίας
είναι υπολογισμός των παραμέτρων (Parameter Identiϐication) του Δυναμικού Μοντέ-
λου μή επανδρωμένου αεροσκάφους μικρής ή μεσαίας κλίμακας με την βοήθεια περιο-
ρισμένου αισθητηριακού συστήματος χαμηλού κόστους. Η αναʆ πτυξη αλγοριʆθμων σχε-
τικωʆ ν με το Parameter Identiϐication απαιτειʆ τον παραʆ λληλο σχεδιασμοʆ τεχνικωʆ ν εκτιʆμη-
σης της καταʆ στασης του αεροσκαʆφους συνδυαʆ ζοντας πληροφοριʆα απο την φυσικηʆ αναʆ -
λυση και το αισθητηριακοʆ συʆ στημα (State Estimation/Sensor Fusion). Επιπλεʆον , μεʆρος
της εργασιʆας αφιερωʆ θηκε στον σχεδιασμοʆ και την εκτεʆλεση πειραμαʆ των για την βαθ-
μονοʆ μηση αισθητηʆ ρων (Sensor Callibration) με την βοηʆ θεια Αεροδυανμικηʆ ς Σηʆ ραγγας
(Wind Tunnel Tets). Όλη η παραπαʆ νω τεχνογνωσιʆα επιβεβαιωʆ θηκε πειραματικαʆ και θα
ενσωματωθειʆ στο αεροσκαʆφος τουControl Systems Lab της Σχοληʆ ς Μηχανολοʆγων Μηχα-
νικωʆ ν του ΕΜΠ.

2 Βασικές Έννοιες Αεροπλοΐας

2.1 Πλαίσια Αναφοράς

Η μοντελοποιʆηση της κιʆνησης και του προσανατολισμουʆ του αεροσκαʆφους επιτυγχαʆ νε-
ται με την χρηʆ ση διαφοʆ ρων πλαισιʆων αναφοραʆ ς των οποιʆων οι γενεʆτειρες βριʆσκονται
ειʆτε στο εʆδαφος ειʆτε επιʆ του αεροσκαʆφους. Τα τριʆα βασικαʆ πλαιʆσια αναφοραʆ ς που εξυ-
πηρετουʆ ν την αναʆ λυση της συγκεκριμεʆνης μελεʆτης ειʆναι τα παρακαʆ τω:

• Το αδρανειακοʆ πλαισιʆο αναφοραʆ ς, τοποθετημεʆνο σε εʆνα σταθεροʆ σημειʆο στην επι-
φαʆ νεια της γης και προσανατολισμεʆνο κατα το προʆ τυπο NED (x-North,y-East,z-
Down) (Εικοʆ να 1)

• Το σωματοʆ δετο πλαισιʆο αναφοραʆ ς (Body Frame) με αρχηʆ το κεʆντρο μαʆ ζας της
ατραʆ κτου και προσδεδεμεʆνο στο αεροσκαʆφος. Ο προσανατολισμοʆ ς του συγκεκρι-
μεʆνου πλαισιʆου χαρακτηριʆζεται βαʆ σει των γωνιωʆ ν Euler (ϕ, θ, ψ) (Εικοʆ να 2)

• Το πλαιʆσιο ανεʆμου (Wind Frame) του οποιʆου ο αʆ ξονας x ταυτιʆζεται με την κατευʆ -
θυνση του διανυʆ σματος ταχυʆ τητας αεʆρος του αεροσκαʆφους (Εικοʆ να 3). Ο σχετικοʆ ς
προσανατολισμοʆ ς του πλαισιʆου ανεʆμου σε σχεʆση με το σωματοʆ δετο πλαιʆσιο χαρα-
κτηριʆζεται βαʆ σει της γωνιʆας προσβοληʆ ς (α) και της γωνιʆας πλαγιολιʆσθησης (β).

Στο εξηʆ ς, η αναφοραʆ στα πλαιʆσια θα γιʆνεται με τη χρηʆ ση της αγγλικηʆ ς ορολογιʆας (NED-
frame, Body Frame, Wind Frame) και τους αντιʆστοιχους δειʆκτες (G,B,W).
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Εικοʆ να 1: Αδρανειακοʆ Πλαιʆσιο NED

Εικοʆ να 2: Σωματοʆ δετο Πλαιʆσιο (Body Frame)

Εικοʆ να 3: Πλαιʆσιο Ανεʆμου (Wind Frame)
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2.1.1 Μητρώα Στροφής-Μετασχηματισμοί Συντεταγμένων

Στην κινηματικηʆ και δυναμικηʆ αναʆ λυση των αεροσκαφωʆ ν, διανυʆ σματα που αφορουʆ ν την
ταχυʆ τητα και τον προσανατολισμοʆ του α/φους εκφραʆ ζονται σε διαφορετικαʆ πλαιʆσια,
αναʆ λογα με τις αναʆ γκες τις φυσικηʆ ς αναʆ λυσης ηʆ της θεʆσης του αισθητηριακουʆ συστηʆ -
ματος. Στην γενικηʆ περιʆπτωση, εʆνα διαʆ νυσμα x εκπεφρασμεʆνο σε εʆνα πλαιʆσιο αναφοραʆ ς
I μπορειʆ να εκφραστειʆ με συντεταγμεʆνες αναφοραʆ ς ενοʆ ς πλαισιʆου II ως:

xII = T +RII
I xI (2.1)

οʆπου T ∈ R3 εʆνας μετασχηματισμοʆ ς μεταφοραʆ ς (μεταʆ θεσης) και RII
I ∈ SO(3) το μητρωʆ ο

μετασχηματισμουʆ προσανατολισμουʆ (μητρωʆ ο στροφηʆ ς) απο το πλαιʆσιο I στο πλαιʆσιο
II . Στο ευʆ ρος της συγκεκριμεʆνης μελεʆτης, οι μετασχηματισμοιʆ αφορουʆ ν ταχυʆ τητες, δυναʆ -
μεις και ροπεʆς. Στις περιπτωʆ σεις αυτεʆς , η μηʆ τρα T ταυτιʆζεται συνηʆ θως με το μηδενικοʆ
διαʆ νυσμα. Τα βασικαʆ μητρωʆ α στροφηʆ ς αφορουʆ ν μετασχηματισμουʆ ς αποʆ το αδρανειακοʆ
πλαιʆσιο NED (G)) στο σωματοʆ δετο πλαιʆσιο (B) και εʆπειτα στο πλαιʆσιο ανεʆμου (W).
Αυταʆ ειʆναι:

RG
B =

 cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ
sinϕ sin θ cosψ − cosϕ sinψ sinϕ sin θ sinψ + cosϕ cosψ sinϕ cos θ
cos θ sin θ cosψ + sinϕ sinψ cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ cosϕ cos θ

 (2.2)

RB
W =

cosα cos β − cosα sin β − sinα
sin β cos β 0

sinα cos β − sinα sin β cosα

 (2.3)

Δεδομεʆνου οʆ τι τα μητρωʆ α στροφηʆ ς ανηʆ κουν στον SO(3), ισχυʆ ουν ακοʆ μα:

RII
I = (RI

II)T (2.4)
Rn+2
n = Rn+1

n Rn+2
n+1 (2.5)

2.2 Τα διάνυσματα κατάστασης και ελέγχου

Η διεθνηʆ ς βιβλιογραφιʆα εʆχει καταʆ καιρουʆ ς χρησιμοποιηʆ σει πολλεʆς διαφορετικεʆς αναπα-
ρασταʆ σεις για το διαʆ νυσμα καταʆ στασης του αεροσκαʆφους. Για τον σκοποʆ της συγκεκρι-
μεʆνης εργασιʆας προτιμηʆ θηκε η αναπαραʆ σταση που παρουσιαʆ ζεται στην πηγηʆ [8]. Ήτοι:

xF = [x y z ϕ θ ψ u v w p q r ]T (2.6)

Ο πιʆνακας 1 παρουσιαʆ ζει τις συνιστωʆ σες του διανυʆ σματος καταʆ στασης, την αντιʆστοιχη
ορολογιʆα και το πλαιʆσιο αναφοραʆ ς καʆ θε μεταβλητηʆ ς.
Η κιʆνηση του αεροσκαʆφους επιτυγχαʆ νεται απο την Ωʆση (Thrust-Τ) που παρεʆχει ο εκαʆ -
στοτε κινητηʆ ρας. Ο χειρισμοʆ ς και η πλοηʆ γηση επιτυγχαʆ νονται με την εκτροπηʆ των επι-
φανειωʆ ν ελεʆγχου του αεροσκαʆφους (Control Surfaces). Τα συμβατικαʆ αεροσκαʆφη στα-
θερηʆ ς πτεʆρυγας ειʆναι εξοπλισμεʆνα με τις παρακαʆ τω επιφαʆ νειες ελεʆγχου (Εικοʆ να 4):

11



• το πτερυʆ γιο ανοʆ δου-καθοʆ δου (elevator-ϵ) που επιτρεʆπει τον εʆλεγχο της πρόνευ-
σης (pitch)

• το πτερυʆ γιο εκτροπηʆ ς (rudder -r) με σκοποʆ τον εʆλεγχο της εκτροπής (yaw)

• τα πτερυʆ για κλιʆσης (aileron-α) του αεροσκαʆφους για την εκτεʆλεση ελιγμών περι-
στροφής (roll)

Ο χειριστηʆ ς καθοριʆζει καʆ θε στιγμηʆ την γωνιʆα εκτροπηʆ ς των επιφανειωʆ ν ελεʆγχου και την
παραγοʆ μενη ωʆ ση προκειμεʆνου το αεροσκαʆφος να αποκτηʆ σει την επιθυμητηʆ ταχυʆ τητα
και τον αντιʆστοιχο προσανατολισμοʆ . Μαθηματικαʆ , η διαδικασιʆα αυτηʆ μοντελοποειʆται με
εʆνα διαʆ νυσμα ελεʆγχου.

u = [δT δe δr δα]T (2.7)
H ονοματολογιʆα των μεταβλητωʆ ν διʆνεται στον Πιʆνακα 2

Εικοʆ να 4: Τυπικηʆ αρχιτεκτονικηʆ επιφανειωʆ ν ελεʆγχου σε α/φος σταθερηʆ ς πτεʆρυγας

2.3 Ατμοσφαιρικές Διαταραχές - Άνεμος

Η δυναμικηʆ του αεροσκαʆφους επηρεαʆ ζεται αποʆ τις ατμοσφαιρικεʆς συνθηʆ κες που επικρα-
τουʆ ν καʆ θε στιγμηʆ κατα τη διαʆ ρκεια της πτηʆ σης. Η ταχυʆ τητα του ανεʆμου θεωρειʆται θε-
μελιωʆ δης ατμοσφαιρικηʆ μεταβλητηʆ για την αεροπλοϊα καθωʆ ς μπορειʆ να επηρεαʆ σει σε
σημαντικοʆ βαθμοʆ την ευσταʆ θεια της πτηʆ σης. Η μοντελοποιʆηση της συμπεριφοραʆ ς του
ανεʆμου ειʆναι απαραιʆτητη διαδικασιʆα, ειδικαʆ σε περιπτωʆ σεις μηʆ επανδρωμεʆνων αεροσκα-
φωʆ ν μικρηʆ ς κλιʆμακας.
Για τον λοʆγο αυτοʆ , πρεʆπει να γιʆνει διαʆ κριση μεταξυʆ των ταχυτηʆ των εδαʆφους, αʆ ερος και
ανεʆμου. Έτσι, στην περιʆπτωση ενοʆ ς αδρανειακουʆ παρατηρητηʆ του πλαισιʆου NED, η κα-
ταγραφοʆμενη ταχυʆ τητα του αεροσκαʆφους αποτελειʆται αποʆ τις παρακαʆ τω συνιστωʆ σες:

V⃗g = V⃗a + V⃗w (2.8)

οʆπου:
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Μεταβλητηʆ Ελληνικηʆ Ορο-
λογιʆα

Αγγλικηʆ ορολο-
γιʆα

Πλαιʆσιο Ανα-
φοραʆ ς

x Αδρανειακηʆ
Θεʆση στον
αʆ ξονα x

Inertial North
Position

G

y Αδρανειακηʆ
Θεʆση στον
αʆ ξονα y

Inertial East
Position

G

z Αδρανειακηʆ
Θεʆση στον
αʆ ξονα z

Inertial Down
Position

G

φ Γωνιʆα Περι-
στροφηʆ ς

Roll Angle (V2)

θ Γωνιʆα Προʆ νευ-
σης

Pitch Angle (V1)

ψ Γωνιʆα Εκτρο-
πηʆ ς

Yaw Angle (V)

u Αξονικηʆ Ταχυʆ -
τητα

x-axis Body
Frame Velocity

B

v Εγκαʆ ρσια Τα-
χυʆ τητα

y-axis Body
Frame Velocity

B

w Καʆ θετη Ταχυʆ -
τητα

z-axis Body
Frame Velocity

B

p Ρυθμοʆ ς Περι-
στροφηʆ ς

Roll rate B

q Ρυθμοʆ ς Προʆ -
νευσης

Pitch rate B

r Ρυθμοʆ ς Εκτρο-
πηʆ ς

Yaw Angle B

Πιʆνακας 1: Οι μεταβλητεʆς καταʆ στασης του αεροσκαʆφους

• Vg η ταχυʆ τητα εδαʆφους του αεροσκαʆφους (αυτηʆ δηλαδηʆ που καταγραʆφεται απο
εʆναν αδρανειακοʆ παρατηρητηʆ )

• Va η ταχυʆ τητα του αεροσκαʆφους ως προς την αεʆρια μαʆ ζα
• Vw η ταχυʆ τητα του ανεʆμου ως προς το εʆδαφος

H εξισωση 2.8 αναφεʆρεται ως τρίγωνο του ανέμου (Wind Triangle)
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Μεταβλητηʆ Αγγλικηʆ Ορολογιʆα
δτ Throttle
δϵ Elevator Deϐlection
δr Rudder Deϐlection
δα Aileron Deϐlection

Πιʆνακας 2: Οι μεταβλητεʆς ελεʆγχου του αεροσκαʆφους

Εικοʆ να 5: Το τριʆγωνο του Ανεʆμου (Wind Triangle)

Η μητρικηʆ μορφηʆ της εξιʆσωσης 2.8 στους αδρανειακουʆ ς αʆ ξονες NED ειʆναι:V
g
x

V g
y

V g
z

 = (RB
G)−1

urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (2.9)

οʆπου RB
G το μητρωʆ ο στροφηʆ ς αποʆ το αδρανειακοʆ στο σωματοʆ δετο πλαιʆσιο.

2.3.1 Μοντελοποίηση του ανέμου

Η ακριβηʆ ς προσομοιʆωση των συνθηκωʆ ν πτηʆ σης ενοʆ ς μικρουʆ αεροσκαʆφους πρεʆπει να
λαμβαʆ νει υποʆψη της τις ατμοσφαιρικεʆς διαταραχεʆς. Η σημαντικοʆ τερη εξ’ αυτωʆ ν ειʆναι
η υʆ παρξη του ανεʆμου. Τα μοντεʆλα ταχυʆ τητας ανεʆμου αποτελουʆ νται συνηʆ θως αποʆ εʆναν
σταθεροʆ και εʆναν στοχαστικοʆ οʆ ρο.Ήτοι:

Vw = Vws + Vwg ⇔

uwvw
ww

 =

uwsvws
wws

+

uwg(t)vwg(t)
wwg(t)

 (2.10)

Ο χρονο-μεταβλητοʆ ς ηʆ στοχαστικοʆ ς οʆ ρος αφοραʆ την μοντελοποιʆηση ριπωʆ ν ανεʆμου και
αναταραʆ ξεων. Στο πλαιʆσιο της συγκεκριμεʆνης μελεʆτης, οι ριπεʆς ανεʆμου παραʆ χθηκαν με
την χρηʆ ση του μοντεʆλου αναταραʆ ξεων Dryden (US Department of Defence, Handbook
MIL-F-8785-C). Αυτοιʆ οι οʆ ροι παραʆ γονται διεγειʆροντας τα παρακαʆ τω Γραμμικαʆ Χρονικωʆ ς
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Ανεξαʆ ρτητα (ΓΧΑ) φιʆλτρα με λευκοʆ θοʆ ρυβο μηδενικηʆ ς μεʆσης τιμηʆ ς και μοναδιαιʆας δια-
κυʆ μανσης. Οι συναρτηʆ σεις μεταφοραʆ των φιʆλτρων ειʆναι:

Hu(s) = σu

√
2Va
Lu

1
s+ Va

Lu

(2.11αʹ)

Hv(s) = σv

√
3Va
Lu

s+ Va√
3Lv

(s+ Va

Lu
)2 (2.11βʹ)

Hw(s) = σw

√
3Va
Lw

s+ Va√
3Lw

(s+ Va

Lw
)2 (2.11γʹ)

Η αρχιτεκτονικηʆ του συνολικουʆ φιʆλτρου περιγραʆφεται σχηματικαʆ στην Εικοʆ να 6. Οι διαʆ -
φορες παραʆ μετροι των εξισωʆ σεων (2.11) εξαρτωʆ νται αποʆ το υψοʆμετρο της πτηʆ σης και
της επιθυμητηʆ ς εʆντασης. Οι τιμεʆς τους φαιʆνονται στην Εικοʆ να 7.

Εικοʆ να 6: Αρχιτεκτονικηʆ του φιʆλτρου Dryden για την παραγωγηʆ ριπωʆ ν ανεʆμου

Εικοʆ να 7: Οι τιμεʆς των παραμεʆτρων του φιʆλτρου Dryden αναʆ λογα με το υψοʆμετρο και
την επιθυμητηʆ εʆνταση
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2.4 Αεροδυναμική Ευστάθεια

Για τον χαρακτηρισμοʆ της ευσταʆ θειας της πτηʆ σης, γιʆνεται χρηʆ ση των παρακαʆ τω μετα-
βλητωʆ ν:

• της νοʆ ρμας της ταχυʆ τητας αεʆρος Va (airspeed norm)
• της γωνιʆας προσβοληʆ ς α (angle of attack) η οποιʆα οριʆζεται ως η γωνιʆα μεταξυʆ της
χορδηʆ ς της αεροτομηʆ ς και της διευʆ θυνσης του αεʆρα γυʆ ρω αποʆ αυτηʆ

• της γωνιʆας πλαγιολιʆσθησης (angle of sideslip) η οποιʆα οριʆζεται ως η γωνιʆα μεταξυʆ
του διανυʆ σματος της ταχυʆ τητας αεʆρος και του διαμηʆ κους αʆ ξονα του αεροσκαʆφους

Οι μεταβλητεʆς αυτεʆς ονομαʆ ζονται τριάδα ευστάθειας (stability triplet) και μαθηματικαʆ
οριʆζονται ως:

Va =
√
u2
r + v2

r + w2
r (2.12)

α = arctan(wr
vr

) (2.13)

β = arcsin( vr
Va

) (2.14)

3 Κινηματική και Δυναμική του Αεροσκάφους

3.1 Κινηματικές Εξισώσεις

Η θεʆση του αεροσκαʆφους εκφραʆ ζεται συνηʆ θως στο αδρανειακοʆ πλαιʆσιο NED. Αντιʆθετα,
οʆ πως ειʆδαμε οι μεταφορικεʆς ταχυʆ τητες εκφραʆ ζονται στο σωματοʆ δετο πλαιʆσιο. Συνδυαʆ -
ζοντας τις πληροφοριʆες αυτεʆς εʆχουμε:

d

dt

xy
z

 = RG
B

uv
w

 = (RB
G)T

uv
w

 (3.1)

ηʆ τοι, χρησιμοποιωʆ ντας την (2.2):
ẋẏ
ż

 =

 cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ
sinϕ sin θ cosψ − cosϕ sinψ sinϕ sin θ sinψ + cosϕ cosψ sinϕ cos θ
cos θ sin θ cosψ + sinϕ sinψ cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ cosϕ cos θ


T uv

w


(3.2)

Αντιʆστοιχα, οι γωνιακεʆς ταχυʆ τητες ως προς τους ρυθμουʆ ς μεταβοληʆ ς των γωνιωʆ ν Εuler
εʆχουν ως: ψ̇θ̇

ϕ̇

 =

0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ
0 cosϕ − sinϕ
1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ


pq
r

 (3.3)
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3.2 Δυναμικές εξισώσεις

Το αεροσκαʆφος μοντελοποιειʆται ως εʆνα στερεοʆ σωʆ μα εʆξι βαθμωʆ ν ελευθεριʆας (6-DOF rigid
body). Καʆ νοντας χρηʆ ση του Θεμελιωʆ δους Νοʆ μου της Μηχανικηʆ ς, οι εξασκουʆ μενες ταʆ σεις
και ροπεʆς περιγραʆφονται αποʆ τις παρακαʆ τω εξισωʆ σεις (Body Frame):

F = d

dt
(mV) (3.4)

M = d

dt
(Jω) (3.5)

οʆπου:
• V το διαʆ νυσμα της μεταφορικηʆ ς ταχυʆ τητας

V =

uv
w

 (3.6)

• J το μητρωʆ ο των ροπωʆ ν αδραʆ νειας

J =

 Jx 0 −Jxz
0 Jy 0
Jxz 0 Jz

 (3.7)

• ω το διαʆ νυσμα των γωνιακωʆ ν ταχυτηʆ των (angular rates)

ω =

pq
r

 (3.8)

• m η μαʆ ζα του αεροσκαʆφους
Το σωματοʆ δετο πλαιʆσιο αποτελειʆ εʆνα συʆ στημα περιστρεφοʆμενων αξοʆ νων. Έτσι, η πα-
ραπαʆ νω διαφοʆ ριση θα πρεʆπει να λαʆ βει υποʆψη της τον ρυθμοʆ μεταβοληʆ ς των ταχυτηʆ -
των οʆσο και την περιστροφηʆ των αξοʆ νων (οʆ ροι coriolis). Αυτοʆ εκφραʆ ζεται ως ([49, eq.
(3.39)]):

d

dt
(•) = δ

δt
(•) + ω × (•) (3.9)

Παραδεχοʆ μενοι πως η μαʆ ζα του αεροσκαʆφους παραμεʆνει (σχεδοʆ ν) σταθερηʆ καταʆ τη διαʆ ρ-
κεια της πτηʆ σης, εʆχουμε:

F = mV̇ + ω × (mV) (3.10)
M = Jω̇ + ω × (Jω) (3.11)

Συνδυαʆ ζοντας τα παραπαʆ νω, εξαʆ γουμε τις δυναμικεʆς εξισωʆ σεις του αεροσκαʆφους:
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Εξισώσεις Τάσεων (Body Frame):

Fx = m (u̇+ qw − rv) (3.12αʹ)
Fy = m (v̇ + ru− pw) (3.12βʹ)
Fz = m (ẇ + pv − qu) (3.12γʹ)

Εξισώσεις Ροπών (Body Frame):

Mx = ṗJx − ṙJxz + qr(Jz − Jy)− qpJxz (3.13αʹ)
My = q̇Jy + pr(Jx − Jz) + (p2 − r2)Jxz (3.13βʹ)
Mz = ṙJz − ṗJxz + pq(Jy − Jx) + qrJxz (3.13γʹ)

3.3 Συγκεντρωτικές εξισώσεις Κινηματικού και Δυναμικού Μοντέλου

Συγκεντρωτικαʆ , το κινηματικοʆ /δυναμικοʆ μοντεʆλο του αεροσκαʆφους, βαʆ σει των μεταβλη-
τωʆ ν καταʆ στασης, εʆχει ως: ẋẏ

ż

 = RB
G

−1

uv
w

+

WN

WE

WD

 (3.14)

ψ̇θ̇
ϕ̇

 =

0 sinϕ sec θ cosϕ sec θ
0 cosϕ − sinϕ
1 sinϕ tan θ cosϕ tan θ


pq
r

 (3.15)

 u̇v̇
ẇ

 =

rv − qwpw − ru
qu− pv

+ 1
m

FxFy
Fz

 (3.16)

ṗq̇
ṙ

 =

 Γ1pq − Γ2qr
Γ5pr − Γ6(p2 − r2)

Γ7pq − Γ1qr

+

Γ3l + Γ4Mx
1
Jy
My

Γ4l + Γ8Mz

 (3.17)

οʆπου :

Γ = JxJz − J2
xz

Γ1 = Jxz(Jx − Jy + Jz)
Γ

Γ2 = Jz(Jz − Jy) + J2
xz

Γ
Γ3 = Jz

Γ
Γ4 = Jxz

Γ
Γ5 = Jz − Jx

Jy
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Γ6 = Jxz
Jy

Γ7 = Jz(Jx − Jy) + J2
xz

Γ
Γ8 = Jx

Γ

3.4 Ανάλυση των ασκούμενων τάσεων και ροπών στο α/φος

Εν πτηʆ σει, οι εξασκουʆ μενες ταʆ σεις και ροπεʆς στο α/φος οφειʆλονται στην αεροδυναμικηʆ ,
την παραγοʆ μενη ωʆ ση αποʆ τον κινητηʆ ρα και την βαρυʆ τητα. Οι βαρυτικεʆς δυναʆ μεις ασκουʆ -
νται στο κεʆντρο μαʆ ζας του αεροσκαʆφους και κατ’ επεʆκταση δεν παραʆ γουν ροπηʆ . Έτσι,
εʆχουμε:

F = FA + FT + FG (3.18)
M = MA + MT (3.19)

Οι βαρυτικεʆς δυναʆ μεις εξαρτωʆ νται αποʆ τον προσανατολισμοʆ της ατραʆ κτου καʆ θε στιγμηʆ .
Χρησιμοποιωʆ ντας τις γωνιʆες Euler, το διαʆ νυσμα της βαρυʆ τητας εκφραʆ ζεται ως:

FG =

gxgy
gz

 =

 −g sin θ
g cos θ sinϕ
g cos θ cosϕ

 (3.20)

οʆπου g η επιταʆ χυνση της βαρυʆ τητας.
Παραδεχοʆ μαστε ακοʆ μη πως η Ωʆση του κινητηʆ ρα (στο εξηʆ ς Thrust), ασκειʆται καταʆ την
διευʆ θυνση του αʆ ξονα x του σωματοʆ δετου πλαισιʆου. Επομεʆνως:

FT =

T0
0

 (3.21)

Καταʆ την παραγωγηʆ ωʆ σης, ο κινητηʆ ρας αυξαʆ νει την στροφορμηʆ της αεʆριας μαʆ ζας παραʆ -
γοντας εʆτσι μιʆα ροπηʆ αντιʆδρασης:

MT =

τp0
0

 (3.22)

Οι αεροδυναμικεʆς ταʆ σεις απαιτουʆ ν συʆ νθετη αναʆ λυση και για τον λοʆγο αυτοʆ θα εξεταʆ ζο-
νται ενδελεχωʆ ς στην εποʆ μενη ενοʆ τητα.

3.5 Αεροδυναμικές Τάσεις και Ροπές

Καθωʆ ς το α/φος κινειʆται ως προς την αεʆρια μαʆ ζα,παρατηρειʆται μη ομοιοʆ μορφη κατα-
νομηʆ της πιʆεσης, η οποιʆα και προκαλειʆ τις αεροδυναμικεʆς δραʆ σεις. Αυτεʆς εξαρτωʆ νται

19



αποʆ την πυκνοʆ τητα της αεʆριας μαʆ ζας, την ταχυʆ τητα αεʆρος,την γεωμετριʆα και τον προ-
σανατολισμοʆ του αεροσκαʆφους. Με βαʆ ση οʆ σα προηγηʆ θηκαν, προχωρουʆ με στην αναʆ λυση
των δυναʆ μεων και των ροπωʆ ν που ασκουʆ νται στο αεροσκαʆφος καταʆ την διαʆ ρκεια της
πτηʆ σης.

3.5.1 Διαμήκης Άξονας

Στον εγκαʆ ρσιο αʆ ξονα του αεροσκαʆφους (Εικοʆ να 8) ασκουʆ νται οι καʆ τωθι αεροδυναμικεʆς
δραʆ σεις:

• η καʆ θετη αʆ ντωση (Lift - L)που οφειʆλεται στην διαφορικηʆ πιʆεση που παραʆ γεται απο
τις αεροδυναμικαʆ διαμορφωμεʆνες επιφαʆ νειες του αεροσκαʆφους (κυριʆως την πτεʆ-
ρυγα)

• η οπισθεʆλκουσα (Drag -D) που αντιʆκειται στην κιʆνηση του αεροσκαʆφους και οφειʆ-
λεται στην τριβηʆ της ατραʆ κτου και της πτεʆρυγας με την αεʆρια μαʆ ζα

• η ροπηʆ προʆ νευσης (PitchingMoment -m) που οφειʆλεται σε ποικιʆλλους παραʆ γοντες
που επηρεαʆ ζουν την αεροδυναμικηʆ

Εικοʆ να 8: Ο εγκαʆ ρσιος αʆ ξονας του α/φους

3.5.2 Εγκάσιος Άξονας

Αντιʆστοιχα, στον εγκαʆ ρσιο αʆ ξονα του αεροσκαʆφους ασκουʆ νται:
• η πλαʆ για δυʆ ναμη (Lateral Force-Y) που ασκειʆται στον αʆ ξονα y του σωματοʆ δετου
πλαισιʆου ανφοραʆ ς

• η ροπηʆ διατοιχισμουʆ (Rolling Moment-l) που προκαλειʆ περιστοφηʆ ως προς τον
σωματοʆ δετο αʆ ξονα x
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• η ροπηʆ εκτροπηʆ ς (Yawing Moment-n) που προκαλειʆ περιστροφηʆ ως προς τον σω-
ματοʆ δετο αʆ ξονα z

3.5.3 Οι εξισώσεις του αεροδυναμικού μοντέλου

Βαʆ σει των [8],[49],[51] οι αεροδυναμικεʆς δυναʆ μεις και ροπεʆς περιγραʆφονται απο τις πα-
ρακαʆ τω εξισωʆ σεις: Συγκεκριμεʆνα:

FA = q̄S

CXCY
CZ

 (3.23)

MA = q̄S

 bClc̄Cm
bCn

 (3.24)

οʆπου

ρ : η πυκνοʆ τητα της αεʆριας μαʆ ζας
S : η επιφαʆ νεια της πτεʆρυγας
c̄ : η μεʆση χορδηʆ της πτεʆρυγας
b : το μηʆ κος της πτεʆρυγας

q̄ = 1
2
ρV 2

a : η δυναμικηʆ πιʆεση
C,C, .., Cn : οι αδιαʆ στατοι αεροδυναμικοιʆ συντελεστεʆς

Η αʆ ντωση και η οπισθεʆλκουσα οριʆζονται στο πλαιʆσιο ανεʆμου ως:

L = q̄S (−CZ cosα + CX sinα) = q̄SCL (3.25)
D = q̄S (−CX cosα− CZ sinα) = q̄SCD (3.26)

Η τελικηʆ μορφηʆ του μοντεʆλου που καʆ νει χρηʆ ση η συγκεκριμεʆνη μελεʆτη εʆχει ως:

L = q̄SCL = 1
2
ρV 2

αSCL (3.27αʹ)

D = q̄SCD = 1
2
ρV 2

αSCD (3.27βʹ)

m = q̄Sc̄Cm = 1
2
ρV 2

αSc̄Cm (3.27γʹ)

Y = q̄SCY = 1
2
ρV 2

αSCY (3.27δʹ)

l = q̄SbCl = 1
2
ρV 2

αSbCl (3.27εʹ)

n = q̄SbCn = 1
2
ρV 2

αSbCn (3.27στʹ)
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3.5.4 Οι Παράγωγοι Ευστάθειας του αεροδυναμικού μοντέλου

Εν γεʆνει, η δυναμικηʆ πιʆεση (q̄) και τα γεωμετρικαʆ χαρακτηριστικαʆ καʆ θε αεροδυναμικηʆ ς
επιφαʆ νειας αποτελουʆ ν γνωσταʆ και αυστηρωʆ ς ορισμεʆνα μεγεʆθη. Επομεʆνως, το ενδιαφεʆρον
εστιαʆ ζεται στον υπολογισμοʆ και την μοντελοποίηση των αδιάστατων αεροδυναμικών
συντελεστών {CL, CD, ..Cn}

Στην περιʆπτωση μη επανδρωμενων αεροσκαφωʆ ν μικρηʆ ς κλιʆμακας (Micro Aerial Vehicles-
MAVs) και σταθερωʆ ν συνθηκωʆ ν αεʆρα (quasi-steady ϐlow) οι αεροδυναμικοιʆ συντελεστεʆς
εξαρτωʆ νται κυριʆως απο:

• τις γωνιʆες ευσταʆ θειας α, β
• τις γωνιακεʆς ταχυʆ τητες p, q, r
• τις εντολεʆς χειρισμουʆ (δϵ, δr, δα)

Έτσι εʆχουμε:
Για τον διαμηʆ κη αʆ ξονα του α/φους:

CL = CL(α, q, δϵ)
CD = CD(α, q, δϵ)
Cm = Cm(α, q, δϵ)

Αντιʆστοιχα, για τον εγκαʆ ρσιο αʆ ξονα:

CY = CY (β, p, r, δα, δr)
Cl = Cl(β, p, r, δα, δr)
Cn = Cn(β, p, r, δα, δr)

Η δομηʆ των συναρτηʆ σεων ειʆναι γενικαʆ αʆ γνωστη και μη γραμμικηʆ . Eν τουʆ τοις, στην πε-
ριʆπτωση της στρωτηʆ ς αργαʆ μεταβαλλοʆ μενης ροηʆ ς (quasi-steady ϐlow) μπορουʆ ν να προ-
σεγγιστουʆ ν με την χρηʆ ση σειρωʆ ν Taylor.

Έτσι,για παραʆ δειγμα:

CL = CL0 + ∂CL
∂α

α + ∂CL
∂q

q + ∂CL
∂δϵ

δϵ+ ... (3.28)

= CL0 + CLαα + CLq
c̄

2Va
q + CLδϵ

δϵ+ ..+ (3.29)

Η ταʆ ξη της προσεʆγγισης ποικιʆλλει αναʆ λογα την κλιʆμακα του α/φους και την καʆ τασταση
της πτηʆ σης (προσγειʆωση, απογειʆωση, cruising, ελιγμοιʆ).

Τυπικαʆ μοντεʆλα που χρησιμοποιουʆ νται συνηʆ θως στις περιπτωʆ σεις των MAVs εʆχουν ως
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εξης ([8] )1 :

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ (3.31αʹ)
CD = CD0 + CDαα + CDα2α2 + CDqnqn + CDδϵδϵ (3.31βʹ)
CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (3.31γʹ)
Cl = Cl0 + Clββ + Clpnpn + Clrnrn + Clδαδα + Clδrδr (3.31δʹ)
Cm = Cm0 + Cmαα + Cmqnqn + Cmδϵδϵ (3.31εʹ)
Cn = Cn0 + Cnββ + Cnpnpn + Cnrnrn + Cnδαδα + Cnδrδr (3.31στʹ)

Το συʆ νολο των συντελεστωʆ ν αυτωʆ ν ονομαʆ ζονται παράγωγοι ευστάθειας και ελέγχου
(control & stability derivatives). Η εκτιʆμηση τις τιμηʆ ς τους ειʆναι αντικειʆμενο μαθημα-
τικωʆ ν εργαλειʆων σχετικωʆ ν με την ανίχνευση παραμέτρων (Parameter Identiϐication).

4 Ανίχνευση Παραμέτρων (Parameter Identiϐication)

4.1 Εισαγωγή

Όπως προκυʆ πτει απο τα παραπαʆ νω, οι αεροδυναμικοιʆ συντελεστεʆς μοντελοποιουʆ νται ως
συναρτηʆ σεις γνωστωʆ ν μεταβλητωʆ ν και ενοʆ ς συνοʆ λου παραμεʆτρων.
Για παραʆ δειγμα, αναπαριστωʆ ντας την σχεʆση (3.29) σε μητρικηʆ μορφηʆ καταληʆ γουμε:

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ+ ... =
[
1 α qn δϵ ...

]


CL0

CLα
CLqn

CLδϵ
...

 (4.1)

Θεωρουʆ με πως ,για συγκεκριμεʆνα σταʆ δια της πτηʆ σης, οι παραʆ γωγοι ευσταʆ θειας παρα-
μεʆνουν σταθεροιʆ και ανεξαʆ ρτητοι του χροʆ νου. Η παραδοχηʆ αυτηʆ ,που στηριʆζεται στις
παρατηρηʆσεις των [8] & [49], καθισταʆ το προʆ βλημα της μοντελοποιʆησης γραμμικό ως
προς τις παραμέτρους (linear in the paramaters).

Γενικευʆ οντας, οι προσεγγιʆσεις των αεροδυναμικωʆ ν συντελεστωʆ ν λαμβαʆ νουν την μορφηʆ :

y = θ0 +
n∑
k=1

θkξk(x) (4.2)

1Είθισται, για λόγους συνέπειας ως προς την διαστασιολόγηση, οι γωνιακές ταχύητητες p, q, r να κανονικοποιού-
νται. Οι κανονικοποιημένες μορφές των μεταβλητών συνοδεύονται απο τον δείκτη n και ισχύει:

{pn, qn, rn} = { b

2Va
p,

c̄

2Va
q,

b

2Va
r} (3.30)
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οʆπου:
y : η ανεξαʆ ρτητη μεταβλητηʆ (εν προκειμεʆνω οι αεροδυναμικοιʆ συντελεστεʆς)
ξk : γραμμικοιʆ ηʆ μη γραμμικοιʆ συνδυασμοιʆ των ανεξαʆ ρτητων μεταβλητωʆ ν {x1, x2, ..., xn}

που κατασκευαʆ ζουν τις συναρτηʆ σεις των αεροδυναμικωʆ ν συντελεστωʆ ν
(ονομαʆ ζονται προβλέπτες ή regressors)

{θ0, θ1, ..., θk} : το συʆ νολο των αντιʆστοιχων παραμεʆτρων

Θεωρουʆ με ,ακοʆ μα, την υʆ παρξη ενοʆ ς διανυʆ σματος παρατηʆ ρησης της ανεξαʆ ρτητης μετα-
βλητηʆ ς (που εμπεριεʆχει αβεβαιοʆ τητα) τεʆτοιο ωʆ στε:

z(i) = y(i) + v(i)
v ∼ N (0, σ2)

Ένα βασικοʆ εργαλειʆο, που επιτρεʆπει τον υπολογισμοʆ τεʆτοιων παραμεʆτρων, ειʆναι η πο-
λυμεταβλητηʆ παλινδροʆ μηση (Multivariate Regression). Αποτελειʆ μιʆα απο τις πιο δημο-
φιλειʆς μεθοʆ δους Parameter Identiϐication στο πεδιʆο της αεροναυτικηʆ ς.

4.2 Προσέγγιση Ελαχίστων Τετραγώνων
Oridinary Least Squares

Η γενικηʆ μορφηʆ του μοντεʆλου της (4.2) μπορειʆ να γραφειʆ και ως:

y = Xθ (4.3)

Συνοδευοʆ μενη απο το διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης:

z = Xθ + v (4.4)

Όπου:

z =[z(1) z(2) . . . z(N)]T :το N × 1 διαʆ νυμα των παρατηρηʆ σεων
θ =[θ0 θ1 θ2 . . . θn]T :το διαʆ νυσμα των np = n+ 1 παραμεʆτρων
X =[1 ξ1 ξ2 . . . ξn] :η N × np μηʆ τρα παρατηρηʆ σεων των προβλεπτωʆ ν (regressors)
v =[v(1) v(2) . . . v(N)]T :το N × 1 διαʆ νυσμα των σφαλμαʆ των μεʆτρησης

Επιʆσης, παραδεχοʆ μαστε οτι:
• οι προβλεʆπτες ξk = f(x1, x2, .., xn) ειʆναι ντερτερμινιστικηʆ ς φυʆ σεως (μηδενικαʆ επιʆ-
πεδα αβεβαιοʆ τητας ηʆ θορυʆ βου) (Ι)

• το διαʆ νυσμα των σφαλμαʆ των ειʆναι IID2διαδικασιʆα για την οποιʆα ισχυʆ ει: E(v) = 0,
E(vvT ) = σ2I (Λευκοʆ ς Θοʆ ρυβος) (ΙΙ)
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Με βαʆ ση την προσεʆγγιση των Απλωʆ ν Ελαχιʆστων Τετραγωʆ νων (Ordinary Least Squares
- OLS), ο βεʆλτιστος προβλεʆπτης του διανυʆ σματος θ προκυʆ πτει απο την ελαχιστοποιʆηση
του κριτηριʆου:

J(θ) = 1
2

(z −Xθ)T (z −Xθ) (4.5)
Επομεʆνως, πρεʆπει :

∂J

∂θ
= 0⇒ −XT z +XTXθ̂ = 0⇒ XTXθ̂ = XT z (4.6)

Η μηʆ τρα XTX ειʆναι παʆ ντα συμμετρικηʆ . Θεωρωʆ ντας , επιʆσης, οτι οι προβλεʆπτες ξ που
κατασκευαʆ ζουν τον πιʆνακα Χ ειʆναι γραμμικωʆ ς ανεξαʆ ρτητα, συμπεραιʆνουμε πως ο πιʆνα-
κας XTX ειναι θετικαʆ ορισμεʆνος και αντιστρεʆψιμος. Ήτοι:

θ̂ = (XTX)−1XT z (4.7)

4.2.1 Συνδιακύμανση και στατιστική σημαντικότητα των παραμέτρων

Η μηʆ τρα συνδιακυʆ μανσης του θ̂ προκυʆ πτει ως:

Cov(θ̂) = E[(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ] = E{(XTX)−1XT (z − y)(z − y)TX(XTX)−1}
= (XTX)−1XTE(vvT )X(XTX)−1

Βαʆ σει της παραδοχηʆ ς (ΙΙ), το διαʆ νυσμα v ειʆναι μηδενικηʆ ς μεʆσης τιμηʆ ς και αυτοσυσχεʆτι-
σης.
Επομεʆνως:

Cov(θ̂) = E[(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ] = σ2(XTX)−1 (4.8)
Συʆ μφωνα με την [49], το διαʆ νυσμα των εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων πρεʆπει να εξεταστειʆ
στο πλαιʆσιο της στατιστικηʆ ς σημαντικοʆ τητας.
Παραδεχοʆ μενοι πως τα σφαʆ λματα μεʆτρησης εʆχουν την μορφηʆ λευκουʆ θορυʆ βου, μπορουʆ με
να συναʆ γουμε:

θ̂ ∼ N (θ, σ2
θI)

ŷ ∼ N (Xθ, σ2
yI)

Έτσι, καʆ θε συνιστωʆ σα του διανυʆ σματος παραμεʆτρων ακολουθειʆ κανονικηʆ κατανομηʆ και,
κατ’ επεʆκταση, το συʆ νολο των παρακαʆ τω μεταβλητωʆ ν:

t = θ̂i − θi
σ̂θ

i = 1, 2, ..., np (4.9)

ακολουθειʆ την κατανομηʆ του Student (t) με N −np βαθμουʆ ς ελευθεριʆας ??. Το 100(1−α)
διαʆ στημα εμπιστοσυʆ νης για καʆ θε παραʆ μετρο θi ειʆναι:

θ̂i − t(
a

2
, N − np)σ̂θ ≤ θi ≤ θ̂i + t(a

2
, N − np)σ̂θ (4.10)

2IID: Independent & Identically Distributed Random Process
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Επιλεʆγοντας διαʆ στημα εμπιστοσυʆ νης της ταʆ ξης του 95% (α = 0.05) και δεδομεʆνου οʆ τι
N − np ≫ 100, παιʆρνουμε

θi = θ̂i ± 1.96σθ
≈ θ̂i ± 2σθ (4.11)

Καʆ νοντας χρηʆ ση του λοʆγου:
t0 = θi

σθi

(4.12)

χαρακτηριʆζουμε ως στατιστικαʆ σημαντικεʆς τις παραμεʆτρους για τις οποιʆες ισχυʆ ει:

|t0|> t(a
2
, N − np) (4.13)

Η συνεισφοραʆ μια μηʆ στατιστικαʆ σημαντικηʆ ς παραμεʆτρου θεωρειʆται αμελητεʆα και η αντιʆ-
στοιχη τιμηʆ της μηδενιʆζεται.

4.2.2 Διάνυσμα Υπολειπόμενης πληροφορίας

Τελικαʆ , το εκτιμωʆ μενο μοντεʆλο εʆχει την μορφηʆ :

ŷ = Xθ̂ = X(XTX)−1XT z (4.14)

Η διαφοραʆ μεταξυʆ του διανυʆ σματος παρατηʆ ρησης και του εκτιμωʆ μενου μοντεʆλου ονο-
μαʆ ζεται διάνυσμα υπολειπόμενης πληροφορίας (residual) και ισχυʆ ει:

ν = z − ŷ = z −Xθ̂
= z −X(XTX)−1XT z

= (I −K)z (4.15)

Στην ιδανικηʆ περιʆπτωση που οι παραδοχεʆς (Ι) & (ΙΙ) ικανοποιουʆ νται στο ακεʆραιο , το
διαʆ νυσμα των residuals εʆχει την μορφηʆ λευκουʆ γκαουσιανουʆ θορυʆ βου (Εικοʆ να 9). Αυτοʆ
σημαιʆνει οʆ τι το μοντεʆλο εʆχει απορροφηʆσει οʆ λη την πληροφοριʆα που εμπεριεʆχει το διαʆ -
νυσμα παρατηʆ ρησης και επομεʆνως η μοντελοποιʆηση ειʆναι βεʆλτιστη (στο πλαιʆσιο της με-
θοδολογιʆας των Ελαχιʆστων Τετραγωʆ νων). Η αναʆ λυση των residuals ειʆναι θεμελιωʆ δης για
την αξιολοʆγηση της αξιοπιστιʆας των μοντεʆλων μας.
Η κατανομηʆ του διανυʆ σματος υπολειποʆ μενης πληροφοριʆας μπορειʆ να αξιολογηθειʆ με χρηʆ ση
πιθανοτικουʆ διαγραʆ μματος (normal probability plot). Αυτοʆ κατασκευαʆ ζεται αναπαριστωʆ -
ντας γραφικαʆ τις τιμεʆς του μοντεʆλου (y) ως προς την ακοʆ λουθη ποσοʆ τητα [49]:

Φ−1

(i− 1
2

)

N

 (4.16)

οʆπου

Φ(z) = 1√
2π

∫ z

−∞
exp(−u

2

2
) (4.17)
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Το πιθανοτικοʆ διαʆ γραμμα μιας κανονικαʆ κατανεμημεʆνης ποσοʆ τητας πρεʆπει να εʆχει τη
μορφηʆ ευθειʆας γραμμηʆ ς. Όσο μεγαλυʆ τερη η καμπυλοʆ τητα τοʆσο μεγαλυʆ τερη ειʆναι η αποʆ -
κλιση της κατανομηʆ ς αποʆ την κανονικηʆ (gaussian). Ένα τυπικοʆ διαʆ γραμμα ενοʆ ς γκαου-
σιανουʆ διανυʆ σματος υπολειποʆ μενης πληροφοριʆας φαιʆνεται στην Εικοʆ να 10.
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Εικοʆ να 9: Διαʆ νυσμα Υπολειποʆ μενης πληροφοριʆας μεταʆ αποʆ επιτυχηʆ εκτιʆμηση παραμεʆ-
τρων του μοντεʆλου της αʆ ντωσης (CL)

Εικοʆ να 10: Πιθανοτικοʆ διαʆ γραμμα γκαουσιανουʆ residual

4.2.3 Εκτίμηση Παραμέτρων σε πραγματικό χρόνο (OLS)

Πληθωʆ ρα εφαρμογωʆ ν σχετικαʆ με το Parameter Identiϐication στο πεδιʆο της Αεροναυτι-
κηʆ ς απαιτουʆ ν την εκτιʆμηση του διανυʆ σματος παραμεʆτρων σε πραγματικοʆ χροʆ νο. Η πα-
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ρακολουʆ θηση των παραμεʆτρων εξυπηρετειʆ την εʆγκαιρη ανιʆχνευση και τον χαρακτηρι-
σμοʆ σφαλμαʆ των της πτηʆ σης ενωʆ παραʆ λληλα διευκολυʆ νει την προσαρμογηʆ του εκτιμητηʆ
σε αλλαγεʆς του δυναμικουʆ μοντεʆλου καταʆ την αλλαγηʆ της καταʆ στασης πτηʆ σης. Τεʆλος,
εʆνα χρονομεταβλητοʆ διαʆ νυσμα παραμεʆτρων δυʆ ναται να μοντελοποιειʆ ισχυραʆ μη γραμ-
μικαʆ φαινοʆ μενα που οφειʆλονται σε συʆ νθετη δυναμικηʆ συμπεριφοραʆ του α/φους ηʆ σε
συʆ νθετους ελιγμουʆ ς ([49],[88]).
Στις περιπτωʆ σεις αυτεʆς οι αλγοʆ ριθμοι των OLS τροποποιουʆ νται εʆτσι ωʆ στε να αποκτηʆ -
σουν αναδρομικηʆ μορφηʆ . Έτσι πλεʆον θεωρουʆ με πως η μηʆ τρα προβλεπτωʆ ν και το διαʆ νυ-
σμα παρατηʆ ρησης εʆχουν χρονομεταβλητοʆ μεʆγεθος:

XT
m =

[
XT

m−1, x
T
m

]
(4.18)

zT
m =

[
zT

m−1, zm
]

(4.19)

ενωʆ η ελαχιστοποιʆηση του κοʆστους των OLS εʆχει πλεʆον την μορφηʆ :

J(θ) = 1
2

k∑
i=1

{
λk−i
F

[
z(i)− xT (i)θ

]2 } (4.20)

οʆπου 0 ≪ λF ≤ 1 εʆνας παραʆ γοντας διαμοʆ ρφωσης παραθυʆ ρου παρατηʆ ρησης (exponential
forgetting window/forgetting factor).
Δεδομεʆνου οʆ τι η σχεʆση XT

mXm = λFX
T
m−1Xm−1 + xTmxm μπορειʆ να γραφειʆ ως P−1

m−1 +
xTmIxm και χρησιμοποιωʆ ντας την ταυτοʆ τητα του Woodbury για την αντιστροφηʆ μητρωʆ ν
(Matrix Inversion Lemma [42]) εʆχουμε:

(XT
mXm)−1 = Pm = λF

−1
(
Pm−1 −

Pm−1x
T
mxmPm−1

λF + xmPm−1xTm

)
(4.21)

οʆπου η εναπομειʆνασα ποσοʆ τητα προς αντιστροφηʆ ειʆναι βαθμωτοʆ μεʆγεθος. Έτσι, θεʆτο-
ντας k = Pm−1x

T
m

λF + xmPm−1xTm
καταληʆ γουμε στον αναδρομικοʆ αλγοʆ ριθμο Ελαχιʆστων Τετρα-

γωʆ νων (Recursive Ordinary Least Squares- ROLS):

k = Pm−1x
T
m

λF + xmPm−1xTm
(4.22)

Pm = λF
−1 (Pm−1 − kxmPm−1) (4.23)

θm = θm−1 + k(zm − xmθm−1) (4.24)

Ο συγκεκριμεʆνος αλγοʆ ριθμος ανηʆ κει στην οικογεʆνεια των φιʆλτρων Kalman.

4.2.4 OLS : Αποτελέσματα προσομοίωσης

Ο σχεδιασμοʆ ς αλγοριʆθμων για πραγματικαʆ συστηʆ ματα πρεʆπει να επιβεβαιωʆ νεται με την
βοηʆ θεια προσομοιʆωσης. Η προσομοιʆωση εʆνα σημαντικοʆ σημειʆο αναφοραʆ ς για την αξιο-
λοʆγηση της αποδοτικοʆ τητας του εκαʆ στοτε αλογριʆθμου εκτιʆμησης. Σε αυτηʆ την μελεʆτη
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εʆγινε χρηʆ ση του προσομοιωτηʆ πτηʆ σης last letter 3 που αναπτυʆ χθηκε αποʆ τον Γιωʆ ργο
Ζωγοʆπουλο, διδακτορικοʆ ερευνητηʆ του Control Systems Lab της σχοληʆ ς Μηχανολοʆγων
Μηχανικωʆ ν του ΕΜΠ υποʆ την εποπτειʆα του Δρ. Κωνσταντιʆνου Κυριακοʆπουλου.
Ο προσομοιωτηʆ ς μπορειʆ να εξυπηρετηʆ σει πληθωʆ ρα αεροσκαφωʆ ν και αʆ λλων ιπταʆ μενων
πλατφορμωʆ ν μικρηʆ ς ηʆ μεσαιʆας κλιʆμακας και ειʆναι εφοδιασμεʆνος με την δυνατοʆ τητα πα-
ραγωγηʆ ς ατμοσφαιρικωʆ ν διαταραχωʆ ν με τη μορφηʆ σταθερουʆ ανεʆμου και αναταραʆ ξεων
(Dryden Gusts). Οι δυναμικεʆς παραʆ μετροι καʆ θε πλατφοʆ ρμας ειʆναι γνωστεʆς εκ των προτεʆ-
ρων ενωʆ η δημιουργιʆα ψευδο-αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος γιʆνεται με την προʆσθεση λευ-
κουʆ γκαουσιανουʆ θορυʆ βου ηʆ αʆ λλης μορφηʆ ς αβεβαιοτηʆ των στα ντετερμινιστικαʆ σηʆ ματα
με την βοηʆ θεια της πλατφοʆ ρμας της Matlab.
Όπως ειʆδαμε παραπαʆ νω, η ανιʆχνευση παραμεʆτρων μπορειʆ να πραγματοποιηθειʆ με δυʆ ο
τροʆπους:

• Μηʆ αναδρομικαʆ (στο εξηʆ ς Batch Identiϐication) οʆπου η ανιʆχνευση παραμεʆτρων επι-
τυγχαʆ νεται μεταʆ το πεʆρας της πτηʆ σης χρησιμοποιωʆ ντας τα δεδομεʆνα συνολικαʆ ηʆ
ομαδοποιημεʆνα

• Αναδρομικαʆ (στο εξηʆ ς real-time/sequential identiϐication), οʆ που η ανιʆχνευση παρα-
μεʆτρων πραγματοποιειʆται σε πραγματικοʆ χροʆ νο καταʆ διαʆ ρκεια της πτηʆ σης επεξερ-
γαζοʆ μενοι τα δεδομεʆνα σειριακαʆ . Οι αναδρομικοιʆ αλγοʆ ριθμοι μπορουʆ ν να εφαρμο-
στουʆ ν με τον ιʆδιο τροʆπο και σε batch δεδομεʆνα. Στην περιʆπτωση των OLS, Τα απο-
τελεʆσματα αναδρομικωʆ ν και μηʆ αναδρομικωʆ ν αλγοριʆθμων ταυτιʆζονται.

4.2.4.1 Μή αναδρομικός Αλγόριθμος Εν πρωʆ τοις, εξεταʆ ζουμε την αποʆ δοση των σχε-
διαζοʆ μενων εκτιμητωʆ ν με την μηʆ αναδρομικηʆ μεʆθοδο. Η δυνατοʆ τητα του μοντεʆλου να
προσαρμοστειʆ στις μετρηʆ σεις αξιολογειʆται με την χρηʆ ση του συντελεστηʆ προσδιορισμουʆ
(R2):

R2 = θTXT −Nz̄2

zT z −Nz̄2 (4.25)

οʆπου:
z̄ = 1

N

N∑
i=1

zi (4.26)

R2 κυμαιʆνεται στο διαʆ στημα [0, 1] . Τιμεʆς κονταʆ στην μοναʆ δα υποδεικνυʆ ουν πολυʆ καληʆ
προσαρμοστικοʆ τητα του μοντεʆλου. Αξιοʆ πιστα μοντεʆλα συνοδευʆ ονται με συντελεστεʆς προσ-
διορισμουʆ αʆ νω του 0.85.

Συντελεστής Πλάγιας Δύναμης Ας εξεταʆ σουμε τον συντελεστηʆ της πλαʆ γιας δυʆ ναμης
CY . Καʆ νουμε χρηʆ ση του παρακαʆ τω γραμμικουʆ μοντεʆλου:

CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (4.27)

Το διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης του CY αλλοιωʆ νεται με χρηʆ ση προσθετικουʆ λευκουʆ θορυʆ βου.
Ο λοʆγος σηʆ ματος προς θοʆ ρυβο (SNR) ειʆναι 30.

3https://github.com/Georacer/last_letter
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Όπως φαιʆνεται στην Εικοʆ να 11 και στον Πιʆνακα εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων 3 η ανιʆ-
χνευση παραμεʆτρων ειʆναι επιτυχηʆ ς.
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Εικοʆ να 11: Ανιʆχνευση Παραμεʆτρων του Συντελεστηʆ Πλαʆ γιας Δυʆ ναμης (CY ). Η μηʆ τρα
προβλεπτωʆ ν (X) ειʆναι ντετερμινιστικηʆ ς φυʆ σεως.

CY0 CYβ
CYpn

CYrn
CYδα

CYδr

Τιμή Αναφοράς 0.00 -0.98 0.00 0.00 0.00 -0.20
Εκτιμώμενη Τιμή 0.00 -0.9804 0.00 0.0001 0.0002 -0.1994
Διάστημα Εμπιστ. (±1σ) 0.0002 0.0240 0.0192 0.0482 0.0042 0.0052

Πιʆνακας 3: CY Συʆ γκριση εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων σε σχεʆση με τις πραγματικεʆς (Τιμεʆς
Αναφοραʆ ς) (SNR=30)

ΣυντελεστήςΡοπήςΔιατοιχισμού Το αντιʆστοιχο μοντεʆλο για την ροπηʆ διατοιχισμουʆ ειʆ-
ναι:

Cl = Cl0 + Clββ + Clpnpn + Clrnrn + Clδαδα + Clδrδr

Τα αποτελεʆσματα της διαδικασιʆας φαιʆνονται στην Εικοʆ να 12 και στον πιʆνακα 4.
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Εικοʆ να 12: Ανιʆχνευση Παραμεʆτρων του Συντελεστηʆ Ροπηʆ ς Διατοιχισμουʆ (Cl). Η μηʆ τρα
προβλεπτωʆ ν (X) ειʆναι ντετερμινιστικηʆ ς φυʆ σεως.

Cl0 Clβ Clpn
Clrn

Clδα
Clδr

Τιμή Αναφοράς 0.00 -0.12 -1.00 0.14 0.25 -0.0037
Εκτιμώμενη Τιμή 0.00 -0.1258 -0.9974 0.1363 0.2494 -0.0029
Διάστημα Εμπιστ.(±1σ) 0.0004 0.0423 0.0339 0.0851 0.0742 0.0091

Πιʆνακας 4: Cl Συʆ γκριση εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων σε σχεʆση με τις πραγματικεʆς (Τιμεʆς
Αναφοραʆ ς) (SNR=45)

4.2.4.2 Αναδρομικός Αλγόριθμος Στην υποενοʆ τητα αυτηʆ εξεταʆ ζουμε την αποδοτικοʆ -
τητα των σχεδιαζοʆ μενων αλγοριʆθμων με την αναδρομικηʆ μεʆθοδο. Στα διαγραʆ μματα που
ακολουθουʆ ν εξεταʆ ζουμε την εξεʆλιξη καʆ θε παραμεʆτρου ξεχωρισταʆ . Τα διανυʆ σματα παρα-
τηʆ ρησης εʆχουν αλλοιωθειʆ με χαμηληʆ ς ενεʆργειας προσθετικοʆ λευκοʆ θοʆ ρυβο. Η μηʆ τρα των
προβλεπτωʆ ν παραμεʆνει ντετερμινιστικηʆ ς φυʆ σεως.

Συντελεστής κάθετης Άντωσης Το μοντεʆλο του συντελεστηʆ καʆ θετης αʆ ντωσης εʆχει ως:

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ (4.28)

Η χρονικηʆ εξεʆλιξη των εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων σε σχεʆση με τις πραγματικεʆς φαιʆνεται
στην Εικοʆ να 13.
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CL : R-OLS identification- Deterministic Regressor matrix

Εικοʆ να 13: Αναδρομικηʆ Εκτιʆμηση Παραμεʆτρων με την μεʆθοδο των OLS για τον συντελε-
στηʆ αʆ ντωσης (CL). Το διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης αλλοιωʆ θηκε με προσθετικοʆ λευκοʆ θοʆ ρυβο
μικρουʆ πλαʆ τους (snr > 50)

Συντελεστής ροπής πρόνευσης Αντιʆστοιχα, για τον συντελεστηʆ ροπηʆ ς προʆ νευσης χρη-
σιμοποιουʆ με το παρακαʆ τω μοντεʆλο:

Cm = Cm0 + Cmαα + Cmqnqn + Cmδϵδϵ (4.29)

Η χρονικηʆ εξεʆλιξη των εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων σε σχεʆση με τις πραγματικεʆς φαιʆνεται
στην Εικοʆ να 14.

32



0.04

0.05

0.05

0.05

C
m

0

θref
θOLS

−0.8

−0.7

−0.6

−0.5

C
m
α

θref
θOLS

−20

−15

−10

C
m
q
n

θref
θOLS

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

0

0.5

1

time (s)

C
m
δ
e

θref
θOLS

Cm : R-OLS identification- Deterministic Regressor matrix

Εικοʆ να 14: Αναδρομικηʆ Εκτιʆμηση Παραμεʆτρων με την μεʆθοδο των OLS για τον συντελε-
στηʆ ροπηʆ ς προʆ νευσης (Cm). Το διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης αλλοιωʆ θηκε με προσθετικοʆ λευκοʆ
θοʆ ρυβο μικρουʆ πλαʆ τους (snr > 50)

4.2.5 Η περίπτωση της αβεβαιότητας στη μήτρα των προβλεπτών

Συʆ μφωνα με τις παραδοχεʆς της θεωριʆας των OLS, η μηʆ τρα προβλεπτωʆ ν X πρεʆπει να ειʆ-
ναι ντετερμινιστικηʆ ς φυʆ σεως, Αυτοʆ σημαιʆνει πως ο εκτιμητηʆ ς παρουσιαʆ ζει μεγαʆ λη ευαι-
σθησιʆα στις διαταραχεʆς ηʆ στην αβεβαιοʆ τητα των προβλεπτωʆ ν (regressors). Σε πραγ-
ματικεʆς εφαρμογεʆς αεροπλοϊας, οι προβλεʆπτες αποτελουʆ ν εκτιμωʆ μενα μεγεʆθη τα οποιʆα
αντλουʆ νται αποʆ το αισθητηριακοʆ συʆ στημα. Ειδικαʆ στις περιπτωʆ σεις UAVs μικρηʆ ς κλιʆμα-
κας, το εγκατεστημεʆνο αισθητηριακοʆ συʆ στημα ειʆναι συνηʆ θως χαμηλουʆ κοʆ στους και αμ-
φιʆβολης ακριʆβειας. Η στρεʆβλωση αυτηʆ δημιουργειʆ σοβαραʆ προβληʆ ματα στους εκτιμητεʆς
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που χρησιμοποιουʆ ν την OLS μεʆθοδο, οδηγωʆ ντας σε προκατειλημμεʆνες (biased) εκτιμηʆ -
σεις. Καθωʆ ς μαʆ λιστα ο λοʆγος σηʆ ματος προς θοʆ ρυβο (snr) μειωʆ νεται οι εκτιμηʆ σεις απο-
κλιʆνουν απογοητευτικαʆ αποʆ τις πραγματικεʆς τιμεʆς. Ενδεικτικαʆ , αποτελεʆσματα για τις διαʆ -
φορες διακυμαʆ νσεις του snr στις περιπτωʆ σεις των CD, Cm φαιʆνονται στις εικοʆ νες 16,??.
Ενδεικτικηʆ περιʆπτωση μηʆ αναδρομικηʆ ς εφαρμογηʆ ς των OLS με θοʆ ρυβο στην μηʆ τρα προ-
βλεπτωʆ ν για την περιʆπτωση του Cl φαιʆνεται στην Εικοʆ να 15 και τον Πιʆνακα 5.
Εν τεʆλει, για τις αναʆ γκες εφαρμογωʆ ν χαμηλουʆ κοʆ στους και κλιʆμακας οʆπου οι περιορι-
σμοιʆ στην ακριʆβεια αλλαʆ και το ωφεʆλιμο φορτιʆο ειʆναι πολυʆ αυστηροιʆ, η προσεʆγγιση
των OLS -ειδικαʆ για εφαρμογεʆς σε πραγματικοʆ χροʆ νο- ειʆναι μηʆ βεʆλτιστη.
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Εικοʆ να 15: Batch Εκτιʆμηση Παραμεʆτρων με την μεʆθοδο των OLS για τον συντελεστηʆ
ροπηʆ ς διατοιχισμουʆ (Cl). Η μηʆ τρα των προβλεπτωʆ ν εʆχει αλλοιωθειʆ με προσθετικοʆ λευκοʆ
θοʆ ρυβο.

Cl0 Clβ Clpn
Clrn

Clδα
Clδr

Τιμή Αναφοράς 0.00 -0.12 -1.00 0.14 0.25 -0.0037
Εκτιμώμενη Τιμή -0.006 -0.2198 -0.6457 0.096 0.1755 0.0052
Διάστημα Εμπιστ.(±1σ) 0.01 0.0643 0.0583 0.0856 0.0136 0.0108

Πιʆνακας 5: OLS με θοʆ ρυβο στη μηʆ τρα προβλεπτωʆ ν: Cl Συʆ γκριση εκτιμωʆ μενων τιμωʆ ν με
τις τιμεʆς αναφοραʆ ς (SNR=45)
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CD : R-OLS identification- Noise on inputs

Εικοʆ να 16: Αναδρομικηʆ Εκτιʆμηση Παραμεʆτρων με την μεʆθοδο των OLS για τον συντελε-
στηʆ οπισθεʆλκουσας (CD). Η μηʆ τρα των προβλεπτωʆ ν εʆχει αλλοιωθειʆ με προσθετικοʆ λευκοʆ
θοʆ ρυβο.
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Cm : R-OLS identification- Noise on inputs

Εικοʆ να 17: Αναδρομικηʆ Εκτιʆμηση Παραμεʆτρων με την μεʆθοδο των OLS για τον συντε-
λεστηʆ ροπηʆ ς προʆ νευσης (Cm). Η μηʆ τρα των προβλεπτωʆ ν εʆχει αλλοιωθειʆ με προσθετικοʆ
λευκοʆ θοʆ ρυβο.
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4.3 Προσέγγιση των Ολικών Ελαχίστων Τετραγώνων
Total Least Squares

Στην περιʆπτωση των πραγματικωʆ ν συστημαʆ των, τουλαʆ χιστον εʆνα υποσυʆ νολο των μετα-
βλητωʆ ν x1, x2, . . . , xn μετραʆ ται ηʆ εκτιμαʆ ται με καʆ ποιο επιʆπεδο αβεβαιοʆ τητας. Το γεγονοʆ ς
αυτοʆ , οδηγειʆ στην παραβιʆαση της παραδοχηʆ ς (Ι) της θεωριʆας των Απλωʆ ν Ελαχιʆστων Τε-
τραγωʆ νων που απαιτειʆ οι προβλεʆπτες ξi(x1, . . . , xk)(k ≤ n) να ειʆναι ντερερμινιστικηʆ ς φυʆ -
σεως.
Η ανεπαʆ ρκεια αυτηʆ επιλυʆ εται αποʆ την θεωριʆα τωνΟλικώνΕλαχίστωνΤετραγώνων(Total
Least Squares-TLS) [1] η οποιʆα παραδεʆχεται την υʆ παρξη σφαλμαʆ των στη μηʆ τρα των
προβλεπτωʆ ν.
Εν προκειμεʆνω λοιποʆ ν, η μηʆ τρα οʆπως και το διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης z μετρωʆ νται ηʆ
εκτιμωʆ νται σε εʆνα επιʆπεδο αβεβαιοʆ τητας εʆτσι ωʆ στε:

Xm = X + ∆X (4.30)
z = y + ε (4.31)

οʆπου ∆X, ε τα μητρωʆ α διαταραχηʆ ς της μηʆ τρας προβλεπτωʆ ν και του διανυʆ σματος πα-
ρατηʆ ρησης αντιʆστοιχα.

4.3.1 Βασικές Έννοιες και Ορισμοί

Στην ενοʆ τητα αυτηʆ παρουσιαʆ ζουμε τα βασικαʆ μεγεʆθη και εʆννοιες που χρησιμοποιουʆ νται
αποʆ την θεωριʆα των TLS. Οι παρακαʆ τω ορισμοιʆ αποτελουʆ ν βασικαʆ εργαλειʆα για την
αναʆ λυση του προβληʆ ματος.

Επαυξημένος πίνακας του συστήματος Η βασικηʆ αρχηʆ των TLS επαναδιατυπωʆ νει το
μοντεʆλο ως εξηʆ ς:

[X|y]
[
θ
−1

]
= 0 (4.32)

οʆπου [X|y] ειʆναι ο επαυξημεʆνος πιʆνακας του συστηʆ ματος οʆπου ενοποιειʆ τη μηʆ τρα των
προβλεπτωʆ ν με το διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης.

Πραγματικές και Εκτιμώμενες ποσότητες Βαʆ σει οʆ σων ειπωʆ θηκαν παραπαʆ νω, ο επαυ-
ξημεʆνος πιʆνακας της σχεʆσης (??) δεν ειʆναι διαθεʆσιμος. Αντ’αυτουʆ , χρησιμοποιουʆ με τον
εκτιμωʆ μενο επαυξημεʆνο πιʆνακα που υποʆ κειται σε σφαʆ λματα:

[Xm|z] = [X|y] + [∆X|ε] (4.33)
Ο εκτιμωʆ μενος πιʆνακας της (4.33) ειʆναι πλεʆον πληʆ ρους ταʆ ξης και επομεʆνως δεν υπαʆ ρ-
χει μη μηδενικοʆ διαʆ νυσμα παραμεʆτρων

[
θT 1

]T που να ικανοποιειʆ ταυτοʆχρονα και την
(??),[99]:

[Xm|z]
[
θ
−1

]
̸= 0 (4.34)
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Εναλλακτικαʆ και για λοʆγους συντομιʆας, στο πλαιʆσιο αυτηʆ ς της μελεʆτης η αναφοραʆ στις
επαυξημεʆνες μηʆ τρες θα πραγματοποιειʆται και με την παρακαʆ τω σημειολογιʆα:

D0 = [X|y] (4.35)
D = [Xm|z] (4.36)

ΜήτραΕκτιμώμενωνσφαλμάτων Σε γενικεʆς γραμμεʆς, η θεωριʆα των TLS απαιτειʆ η μηʆ -
τρα των σφαλμαʆ των να αποτελειʆται αποʆ δειʆγματα IID4 ακολουθιωʆ ν ενωʆ η προκυʆ πτουσα
μηʆ τρα συνδιακυʆ μανσης να ειʆναι γνωστηʆ σε τουλαʆ χιστον εʆως εʆναν παραʆ γοντα αναλογι-
κοʆ τητας (”up to a level of proportionality” [99]).
Η συγκεκριμεʆνη μελεʆτη περιοριʆζει την γενικοʆ τητα αυτουʆ του ορισμουʆ υιοθετωʆ ντας το
ακοʆ λουθο μοντεʆλο για την επαυξημεʆνη μηʆ τρα σφαλμαʆ των :

[∆X|ε] = FEC (4.37)
οʆπου :
E : μιʆα N × (np + 1) μηʆ τρα κανονικωʆ ν τυχαιʆων ασυσχεʆτιστων μεταβλητωʆ ν μηδενικηʆ ς μεσης

τιμηʆ ς και μοναδιαιʆας διακυʆ μανσης (standard normal deviates)
F : η μηʆ τρα χρονικηʆ ς συσχεʆτισης των σφαλμαʆ των
C : η μηʆ τρα τυπικηʆ ς αποʆ κλισης των σφαλμαʆ των
Στο πλαιʆσιο της συγκεκριμεʆνης εφαρμογηʆ ς, η μηʆ τρα F θεωρειʆται μοναδιαιʆα ενωʆ η μηʆ -
τρα C υπολογιʆζεται ως μιʆα διαʆ σπαση Cholesky ([79]) του πιʆνακα συνδιακυʆ μανσης των
σφαλμαʆ των WT :

WT = CTC = E
(
[∆X|ε]T [∆X|ε]

)
=


σ2
x1 σx1,x2 . . . σx1z

σx1x2 σ2
x2 . . . σx2z... ... . . . ...

σx1xn σx2xn . . . σ2
z

 (4.38)

⇒ C = chol(WT ) (4.39)
στην περιʆπτωση ασυσχεʆτιστων σφαλμαʆ των η μηʆ τρα C προκυʆ πτει ως:

C(np+1)×(np+1) = diag(σx1 , σx2 ...σxn , σz) (4.40)
Ένα τυπικοʆ παραʆ δειγμα της μηʆ τρας C για το μοντεʆλο της αʆ ντωσης (σχ. (3.31αʹ)) ειʆναι:

CCL(α,qn,δe) =



ϵ 0 0 0 0
0 σα 0 0 0
0 0 c̄

2Va
σq 0 0

0 0 0 σδe 0
0 0 0 0 σCL


(4.41)

Εναλλακτικαʆ , η μηʆ τρα σφαλμαʆ των συμβολιʆζεται και ως:
δD = [∆X|ε] (4.42)

4Independent Identically Distributed
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Κανονικοποιημένημορφήτουσυστήματος Η επιʆλυση προβλημαʆ των με την χρηʆ ση των
TLS απαιτειʆ τα σφαʆ λματα να φεʆρουν κοινηʆ διακυʆ μανση. Στην περιʆπτωση που αυτοʆ το
προαπαιτουʆ μενο δεν ικανοποιειʆται, η εκτιʆμηση επιτυγχαʆ νεται με τη γενικευμεʆνη μεʆθοδο
των TLS (Generalized Total Least Squares - GTLS, [97]) οʆπου οι επαυξημεʆνοι πιʆνακες του
συστηʆ ματος κανονικοποιουʆ νται με τον καʆ τωθι τροʆπο:

[X|y]
[
θ
−1

]
= 0

⇔ ([Xm|z]− [∆X|ε])
[
θ
−1

]
= 0

⇔ F
(
F−1 [Xm|z]C−1 − F−1[∆X|ε]C−1

)
C

[
θ
−1

]
= 0

⇔ F ([Xm|z]∗ − [∆X|ε]∗)C
[
θ
−1

]
= 0 (4.43)

οʆπου:

[Xm|z]∗ = F−1 [Xm|z]C−1 (4.44)
[∆X|ε]∗ = F−1[∆X|ε]C−1 (4.45)

ηʆ

D∗ = F−1DC−1 (4.46)
δD∗ = F−1δDC−1 (4.47)

Νόρμα Frobenius Όπως θα δουʆ με παρακαʆ τω, η εκτιʆμηση με χρηʆ ση των TLS βασιʆζε-
ται στην ελαχιστοποιʆηση της νοʆ ρμας Frobenius της επαυξημεʆνης μηʆ τρας σφαλμαʆ των. Για
εʆναν πιʆνακα Am×n, η νοʆ ρμα Frobenius υπολογιʆζεται ως:

∥A∥2
F =

√√√√ m∑
1

n∑
1
|αij|2 =

√
tr(A ∗ A) (4.48)

Παραδοχές των TLS Οι νεʆες παραδοχεʆς του προβληʆ ματος εʆχουν ως εξηʆ ς:
• οι αβεβαιοʆ τητες οʆ λων των μετρουʆ μενων ποσοτηʆ των μοντελοποιουʆ νται ως γκαου-
σιανοʆ ς λευκοʆ ς θοʆ ρυβος μηδενικηʆ ς μεʆσης τιμηʆ ς και μοναδιαιʆας διακυʆ μανσης (i)

• οι παρατηρηʆ σεις τοʆ σο του X̂ οʆσο και του z δεν εμπεριεʆχουν συστηματικαʆ σφαʆ λ-
ματα (ii)
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4.3.2 TLS: Διατύπωση του προβλήματος εκτίμησης παραμέτρων

Στα πλαιʆσια της θεωριʆας των TLS, η εκτιʆμηση παραμεʆτρων μπορειʆ να διατυπωθειʆ ως
εʆνα προʆ βλημα μεγιστοποιʆησης πιθανοφαʆ νειας (Maximum Likelihood Estimation,[51]). Σκο-
ποʆ ς μας ειʆναι η μεγιστοποιʆηση της συναʆ ρτησης πιθανοʆ τητας των εκτιμωʆ μενων ποσοτηʆ -
των υποʆ τον περιορισμοʆ της συμφωνιʆας αυτωʆ ν με την γενικευμεʆνη εξιʆσωση του μοντεʆ-
λου (4.32). Έτσι, εʆχουμε:

[X̂ML|ŷML] = arg max[X y]

{
p
(

[Xm z]
∣∣∣∣ [X y]

)}
υπό τον περιορισμό: (4.49)

[X|y]
[
θ
−1

]
= 0

ηʆ βαʆ σει της (4.43):

[
∆̂XML|ε̂ML

]∗
= arg max[∆X|ε]∗

{
p
(

[∆X|ε]∗
)}

υπό: (4.50)
(

[Xm|z]∗ − [∆X|ε]∗
)
C

 θ
−1

 = 0

Υποʆ την ισχυʆ της παραδοχηʆ ς των κανονικαʆ κατανεμημεʆνων σφαλμαʆ των, η συναʆ ρτηση
πιθανοʆ τητας της (4.51) μπορειʆ να γραφειʆ και ως:

p
(

[∆X|ε]∗
)

=
i=m,j=np+1∏
i=1,j=1

p
(

[∆X|ε]∗(i, j)
)

=
i=m,j=np+1∏
i=1,j=1

{ 1√
2π

exp
(
−1

2
([∆X|ε]∗(i, j)2)

)}

= 1

(2π)
m(np + 1)

2

exp

−1
2

(i,j)=(m,np+1)∑
(i,j)=(1,1)

([∆X|ε]∗(i, j)2)



= 1

(2π)
m(n+ 1)

2

exp
(
−1

2

∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

)
(4.51)
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Εφαρμοʆ ζοντας νεπεʆριους λογαʆ ριθμους στην σχεʆση (4.51) η ελαχιστοποιʆηση της (??) γραʆ -
φεται ως:

[
∆̂XML|ε̂ML

]∗
= arg max

{
p ([∆X|ε]∗)

}

= arg min

ln

 1
(2π)

m(np+1)
2

exp
(
−1

2

∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

)
= arg min

{
m(np + 1)

2
ln(2π) + 1

2

∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

}

= arg min
{∥∥∥∥[∆X|ε]∗∥∥∥∥2

F

}
(4.52)

Ήτοι, το προʆ βλημα της εκτιʆμησης παραμεʆτρων μπορειʆ να γραφειʆ ως εʆνα προʆ βλημα μειʆ-
ωσης της ταʆ ξης (rank reduction) της επαυξημεʆνης μηʆ τρας του συστηʆ ματος με οʆ ρους
αποʆστασης Frobenius

Τελικαʆ , θεωρωʆ ντας πως F = I , εʆχουμε:

min
θ̂,∆X̂,ε̂

∥∥∥∥ [∆X|ε]∗
∥∥∥∥
F

υποʆ :
(
[Xm|z]∗ −

[
∆X̂|ε̂

]∗)
C

 θ
−1

 = 0 (4.53)

4.3.3 TLS:ΕπίλυσητηςελαχιστοποίησηςμεχρήσηΔιάσπασης ΙδιαζουσώνΤιμών(Singular
Value Decomposition)

Η λυʆ ση στο προʆ βλημα ελαχιστοποιʆησης των TLS επεʆρχεται με την χρηʆ ση της αναʆ λυσης
ιδιαζουσωʆ ν τιμωʆ ν (Singular Value Decomposition- SVD) στον εκτιμωʆ μενο επαυξημεʆνο πιʆ-
νακα της (4.33).
Ήτοι, θεωρουʆ με:

[Xm|z]C−1 = UΣV T = U



σ1
σ2

. . .
σnp

σnp+1
− − − − −

0


V T (4.54)
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οʆπου

U : η αριστερηʆ μηʆ τρα ιδιοδιανυσμαʆ των. Οι στηʆ λες της ειʆναι τα ιδιοδιανυʆ σματα
του [Xm|z][Xm|z]T

V : η δεξιαʆ μηʆ τρα ιδιοδιανυσμαʆ των. Οι στηʆ λες της ειʆναι τα ιδιοδιανυʆ σματα
του [Xm|z]T [Xm|z]

Σ : η διαγωʆ νια μηʆ τρα ιδιαζουσωʆ ν τιμωʆ ν, διατεταγμεʆνες απο την μεγαλυʆ τερη
στην μικροʆ τερη

Στην περιʆπτωση πιναʆ κων πληʆ ρους ταξης, οʆ λες οι ιδιαʆ ζουσες τιμεʆς ειναι μη μηδενικεʆς.
Συʆ μφωνα με την θεωριʆα της Γραμμικηʆ ς Άλγεβρας, η καλυʆ τερη k−ταʆ ξης προσεʆγγιση μιʆας
μηʆ τρας (rank deϐicient matrix) με οʆ ρους αποʆστασης Frobenius ειʆναι ([1],[51]):

min
rank(N)=k

∥M −N∥2
F = ∥M −Mk∥2

F =
√√√√ n∑
j=k+1

σ2
j (4.55)

Βαʆ σει αυτωʆ ν, καταληʆ γουμε στους παρακαʆ τω πιʆνακες μεʆγιστης πιθανοφαʆ νειας (Maximum
Likelihood) :

[
∆̂X|ε̂

]
C−1 = U



0
0

. . .
0

σnp+1
− − − − −

0


V T (4.56)

[
X̂|ŷ

]
C−1 = U



σ1
σ2

. . .
σnp

0
− − − − −

0


V T (4.57)

Χρησιμοποιωʆ ντας τα συμπεραʆ σματα απο τις (4.57),(4.33),(4.56) και αντικαθιστωʆ ντας στην
(??) εʆχουμε: {[

X̂|ŷ
]
C−1

}
C

[
θTLS
−1

]
= 0 (4.58)

ηʆ , βαʆ σει της Γραμμικηʆ ς Άλγεβρας :

C

[
θTLS
−1

]
= λker

([
X̂|ŷ

]
C−1

)
(4.59)

Συʆ μφωνα με τις [1],[51], ο πυρηʆ νας του πιʆνακα
[
X̂|ŷ

]
C−1 ταυτιʆζεται με την τελευταιʆα

στηʆ λη της δεξιαʆ ς μηʆ τρας ιδιοδιανυσμαʆ των vnp+1.
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Τελικαʆ :
C

[
θTLS
−1

]
= λvnp+1 (4.60)

ηʆ [
θTLS
−1

]
= λC−1vnp+1 (4.61)

Ο παραʆ γοντας κανονικοποιʆησης λ χρησιμοποιειʆται προκειμεʆνου το τελευταιʆο στοιχειʆο της
μηʆ τρας C−1vn+1 να ισουʆ ται με -1.

4.3.4 Μήτρα Συνδιακύμνασης των παραμέτρων

Σχετικαʆ με την μηʆ τρα συνδιακυʆ μανσης που συνοδευʆ ει το διαʆ νυσμα των TLS παραμεʆ-
τρων, η [99] την προσεγγιʆζει ως:

cov(θTLS) = [θ0 − 1]CTC

[
θ0
−1

]
[XT

0 X0]−1 (4.62)

η αναδρομικαʆ :

cov(θTLS) ≈
σ2
np+1

N
(1 + ∥θTLS∥)2

(
XT
mXm − σ2

np+1I
)−1 (4.63)

4.3.5 Υπολογισμός Εκτιμώμενης Μήτρας Σφαλμάτων

Στην περιʆπτωση των λευκωʆ ν γκαουσιανωʆ ν σφαλμαʆ των, η μηʆ τρα μεʆγιστης πιθανοφαʆ νειας
των σφαλμαʆ των υπολογιʆζεται ως [79]:

δD̂ =
[
∆̂X|ε

]
= −D(vkvTk ) (CTC)

vTk (CTC)vk
(4.64)

οʆπου vk γραμμικοʆ ς συνδυασμοʆ ς των τελευταιʆων np − k δεξιωʆ ν ιδιοδιανυσμαʆ των. Στην
περιʆπτωση επαρκουʆ ς διεʆγερσης των μεταβλητωʆ ν προʆ βλεψης (xi) το διαʆ νυσμα vk ισουʆ ται
με το δεξιοʆ τερο διαʆ νυσμα της μηʆ τρας V . Πιο λεπτομερηʆ ς αναʆ λυση για αυτοʆ το ζηʆ τημα
θα γιʆνει στην εποʆ μενη ενοʆ τητα.

4.3.6 Το πρόβλημα της Ανεπαρκούς Διέγερσης Εισόδου του Συστήματος

4.3.6.1 Γενικά Μιʆα βασικηʆ ανεπαʆ ρκεια των εκτιμητωʆ ν TLS -ειδικαʆ σε εφαρμογεʆς πραγ-
ματικουʆ χροʆ νου- ειʆναι η Ανεπαρκηʆ ς Διεʆγερση της Εισοʆ δου (Insufϐicient System Excitation
- ISE). Αυτοʆ συνιʆσταται στο χαμηλοʆ πληροφοριακοʆ περιεχοʆ μενο ηʆ στην περιορισμεʆνη
μεταβλητοʆ τητα των σημαʆ των εισοʆ δου (που συνιστουʆ ν την επαυξημεʆνη μηʆ τρα συστηʆ μα-
τος). Σε αυτεʆς τις περιπτωʆ σεις, τα σηʆ ματα εξοʆ δου των εκτιμητωʆ ν (διαʆ νυσμα παραμεʆ-
τρων) παρουσιαʆ ζουν απροʆ βλεπτες χρονικεʆς μεταβολεʆς χωριʆς φυσικοʆ νοʆ ημα, επιστρεʆφο-
ντας προκατειλημμεʆνες (biased) εκτιμηʆ σεις. Τεʆτοια φαινοʆ μενα μπορουʆ ν να προκαλεʆσουν
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ακοʆ μα και την καταʆ ρρευση των αλγοριʆθμων (crash) εξ’αιτιʆας αριθμητικωʆ ν σφαλμαʆ των.
Ένα χαρακτηριστικοʆ παραʆ δειγμα ανεπαρκουʆ ς διεʆγερσης της εισοʆ δου αφοραʆ σε περιπτωʆ -
σεις μικρηʆ ς και σταθερηʆ ς εκτροπηʆ ς των επιφανειωʆ ν ελεʆγχου (δe, δa, δr) για μεγαʆ λα χρο-
νικαʆ διαστηʆ ματα σε συνθηʆ κες ονομαστικηʆ ς πτηʆ σης. Υποʆ αυτοʆ το καθεστωʆ ς, οι εκτιμητεʆς
αποτυγχαʆ νουν να αποδωʆ σουν τις σωστεʆς τιμεʆς παραμεʆτρων γιατιʆ τα σηʆ ματα αυταʆ δεν
ξεχωριʆζουν σε πληροφοριακοʆ περιεχοʆ μενο αποʆ τον σταθεροʆ , μοναδιαιʆο προβλεʆπτη (con-
stant bias, θ0).
Η ανεπαρκηʆ ς διεʆγερση της εισοʆ δου γιʆνεται εμφανηʆ ς και με οʆ ρους ιδιαζουσωʆ ν τιμωʆ ν (σi).
Συγκεκριμεʆνα, το χαμηλοʆ πληροφοριακοʆ περιεχοʆ μενο ενοʆ ς υποσυνοʆ λου των προβλεπτωʆ ν
οδηγειʆ σε περιʆπου ιʆσες τιμεʆς των τελευταιʆων np + 1− k ιδιαζουσωʆ ν τιμωʆ ν:

σ1 > σ2 > · · · > σk+1 ≃ σk+2 ≃ · · · ≃ σnp+1 (4.65)

Κατ’ επεʆκταση, η ελαχιστοποιʆηση της (4.53) ικανοποιειʆται αποʆ οποιονδηʆποτε γραμμικοʆ
συνδυασμοʆ των τελευταιʆων np + 1− k φασματικωʆ ν κατευθυʆ νσεων.[

θTLS
−1

]
= λk+1C

−1vk+1 + · · ·+ λnp+1C
−1vnp+1 (4.66)

Επομεʆνως, υποʆ αυτεʆς τις συνθηʆ κες, η μοναδικοʆ τητα της λυʆ σης παραβιαʆ ζεται καθωʆ ς οʆ λες
οι παραπαʆ νω λυʆ σεις για

[
λk+1, λk+2, . . . , λnp+1

]
∈ R ειʆναι αποδεκτεʆς.

Εικοʆ να 18: Ιδιαʆ ζουσες Τιμεʆς και
Δεξιαʆ Ιδιοδιανυʆ σματα. Ένα τυπικοʆ
παραʆ δειγμα ISE (σχηʆ μα αποʆ [51])

Εν γεʆνει, οι ιδιαʆ ζουσες τιμεʆς ειʆναι εʆνας σημαντικοʆ ς
δειʆκτης της διεʆγερσης του συστηʆ ματος. Η παρα-
γοντοποιʆηση SVD διασπαʆ τον χωʆ ρο της επαυξημεʆ-
νης μηʆ τρας σε καʆ θετες, γραμμικωʆ ς ανεξαʆ ρτητες κα-
τευθυʆ νσεις (singular directions/φασματικεʆς κατευ-
θυʆ νσεις). Καʆ θε φασματικηʆ κατευʆ θυνση συνεισφεʆρει
ανεξαʆ ρτητα αποʆ τις υποʆ λοιπες στην εξηʆ γηση του
μοντεʆλου. Συνηʆ θως, λοʆγω συσχεʆτισης, οι φασματι-
κεʆς κατευθυʆ νσεις δεν αντιστοιχουʆ ν αμφιμονοσηʆ μα-
ντα σε μιʆα στηʆ λη της επαυξημεʆνης μηʆ τρας συστηʆ -
ματος. Αποʆ την αʆ λλη, τα σφαʆ λματα συνεισφεʆρουν
σε οʆ λες τις κατευθυʆ νσεις καταʆ εʆναν οʆ ρο:

∀
k

(
σ2
k

)
errors

= m− np (4.67)

οʆπου m ο δειʆκτης της τρεʆχουσας μεʆτρησης.
Μια τυπικηʆ καταʆ σταση ISE φαιʆνεται στην Εικοʆ να 18. Η μωβ εʆλλειψη περιγραʆφει τον
χωʆ ρο των δεδομεʆνων ενωʆ ο κοʆ κκινος πυρηʆ νας απεικονιʆζει τον χωʆ ρο των σφαλμαʆ των. Η
εν λοʆγω πληροφοριʆα αποτελειʆται αποʆ δυʆ ο φασματικεʆς κατευθυʆ νσεις. Όπως φαιʆνεται, το
διαʆ νυσμα της κατευʆ θυνσης 1 (σ1v1) εʆχει ξεπεραʆ σει σε μεʆτρο τον πυρηʆ να των σφαλμαʆ -
των. Αντιʆθετα, η δευʆ τερη κατευʆ θυνση (σ2v2) δεν εμπεριεʆχει υψηλοʆ πληροφοριακοʆ περιε-
χοʆ μενο και δεν εʆχει ξεπεραʆ σει τα οʆ ρια του θορυʆ βου. Στις περιπτωʆ σεις αυτεʆς, η συγκε-
κριμεʆνη κατευʆ θυνση πρεʆπει να απορριφθειʆ. Η Εικοʆ να 19 δειʆχνει την εξεʆλιξη των ιδια-
ζουσωʆ ν τιμωʆ ν ενοʆ ς συστηʆ ματος με Ανεπαʆ ρκεια Διεʆγερσης Εισοʆ δου (ISE). Οι τελευταιʆες
ιδιαʆ ζουσες τιμεʆς σ5, σ6, σ7 εʆχουν σχεδοʆ ν ιʆση τιμηʆ .
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Εικοʆ να 19: Εξεʆλιξη Ιδιαζουσωʆ ν Τιμωʆ ν ενοʆ ς συστηʆ ματος με ISE

4.3.6.2 AνάλυσηΚυρίωνΣυνιστωσών-PrincipalCompnentAnalysis Το παραπαʆ νω προʆ -
βλημα μπορειʆ να επιλυθειʆ με χρηʆ ση της αναʆ λυσης Κυριʆων Συνιστωσωʆ ν (Principal Com-
ponent Analysis-PCA). Η τεχνικηʆ αυτηʆ περιοριʆζει το πληροφοριακοʆ περιεχοʆ μενο της επαυ-
ξημεʆνης μηʆ τρας στις επαρκωʆ ς διεγερμεʆνες φασματικεʆς κατευθυʆ νσεις. Ο περιορισμοʆ ς αυ-
τοʆ ς πραγματοποιειʆται με περαιτεʆρω μειʆωση της ταʆ ξης της επαυξημεʆνης μηʆ τρας χρησιμο-
ποιωʆ ντας τις πρωʆ τες k ιδιαʆ ζουσες τιμεʆς για τις οποιʆες ισχυʆ ει:

σk > (S/n + 1)
√
m− np > σnp+1 ∀k = 1, . . . , np (4.68)

οʆπoυ

S/n : ο ελαʆ χιστος λοʆγος σηʆ ματος προς θοʆ ρυβο προκειμεʆνου που επιτρεʆπει
την ειʆσοδο της φασματικηʆ διευʆ θυνσης στο μοντεʆλο

m : ο δειʆκτης τρεʆχουσας μεʆτρησης

ηʆ τοι , ο ακεʆραιος αριθμοʆ ς k οριʆζεται ως το πληʆ θος των στοιχειʆων του παρακαʆ τω συνοʆ -
λου:

SSE =

σj : σj ≥ (S/n + 1)
√
N − np, j ≤ np

 (4.69)

k = card (SSE) (4.70)

Η παραʆ μετρος S/n εξαρταʆ ται αποʆ τις ειδικεʆς αναʆ γκες του μοντεʆλου. Οι τυπικεʆς τιμεʆς της
παραμεʆτρου αυτηʆ ς κυμαιʆνονται στο διαʆ στημα [1, 10]. Εν τεʆλει, η επαυξημεʆνη μηʆ τρα δια-
χωριʆζεται σε τριʆα μεʆρη: εʆνα επαρκωʆ ς διεγερμεʆνο (se), εʆνα μηʆ επαρκωʆ ς διεγερμεʆνο (v)
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και στα εκτιμωʆ μενα σφαʆ λματα:

[Xm|z]∗ =
np+1∑
j=1

ujσjv
T
j (4.71)

[Xex|yex]∗ =
k∑
j=1

ujσjv
T
j (4.72)

[Xv|yv]∗ =
np∑

j=k+1
ujσjv

T
j (4.73)

[
∆̂X|ε̂

]∗
= unp+1σnp+1v

T
np+1 (4.74)

Όπως διαπιστωʆ θηκε πριν, μη επαρκωʆ ς διεγερμεʆνα συστηʆ ματα δεν συνοδευʆ ονται με μο-
ναδικηʆ λυʆ ση για το εκτιμωʆ μενο διαʆ νυσμα παραμεʆτρων. Αντ’ αυτουʆ , ο χωʆ ρος των λυʆ σεων
εκφραʆ ζεται αποʆ τον γραμμικοʆ συνδυασμοʆ των np + 1− k δεξιωʆ ν ιδιοδιανυσμαʆ των:[

θPCA
−1

]
= µk+1C

−1vk+1 + · · ·+ µnp+1C
−1vnp+1 ∀µ ∈ ℜnp+1−k (4.75)

Η εξαγωγηʆ μοναδικηʆ ς λυʆ σης επιτυγχαʆ νεται με την επιβοληʆ ενοʆ ς προʆ σθετου περιορισμουʆ .
Εν προκειμεʆνω, αποʆ τον χωʆ ρο της (4.75), επιλεʆγεται το διαʆ νυσμα παραμεʆτρων που ελα-
χιστοποιειʆ την παρακαʆ τω σταθμισμεʆνη νοʆ ρμα (Weighted Norm Solution):

θPCAMIN
= min∥WθPCA∥2

2 (4.76)

οʆπου Wnp×np μιʆα καταʆ λληλα επιλεγμεʆνη μηʆ τρα βαρωʆ ν. Τα διαγωʆ νια στοιχειʆα της μηʆ -
τρας καθοριʆζουν την σημαντικοʆ τητα καʆ θε παραμεʆτρου, ενωʆ τα υποʆ λοιπα καθοριʆζουν την
σχεʆση σημαντικοʆ τητας/ιεραρχιʆας μεταξυʆ δυʆ ο παραμεʆτρων. Σε περιπτωʆ σεις που δεν υπαʆ ρ-
χει καμιʆα παραδοχηʆ ηʆ a priori γνωʆ ση για το διαʆ νυσμα των παραμεʆτρων, θεωρουʆ με θεω-
ρουʆ με πως W = Inp×np . Η ελαχιστοποιʆηση της (4.76) επιτυγχαʆ νεται με την επιʆλυση του
αναʆ λογου προβληʆ ματος Σταθμισμεʆνων Ελαχιʆστων τετραγωʆ νων:

((
W 0
0 ∞

)(
C−1vk+1 . . . C

−1vnp+1
))

µk+1
...

µnp+1

 =


0
...
0
−∞

 (4.77)

ηʆ , με απλουʆ στευση των συμβολισμωʆ ν:

UW


µk+1
...

µnp+1

 = β∞

⇔


µk+1
...

µnp+1

 = (UT
WUW )−1UT

Wβ∞ (4.78)
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οʆπου:

UW =

(W 0
0 ∞

)(
C−1vk+1 . . . C

−1vnp+1
) 

β∞ =


0
...
0
−∞

 (4.79)

Σε πρακτικοʆ επιʆπεδο, στα απειρισμεʆνα στοιχειʆα ανατιʆθεται μιʆα μεγαʆ λη σταθερηʆ τιμηʆ
(μεγαλύτερη από 107).
Η μεʆθοδος PCA συνοδευʆ εται αποʆ την ακοʆ λουθη μηʆ τρα συνδιακυʆ μανσης:

covTLS,PCA =
(
B0 +

[
θTPCA −1

]
CTC

[
θPCA
−1

] [
XT
exXex

])−1

(4.80)

οʆπου η μηʆ τρα B0 χρησιμευʆ ει ως αʆ νω οʆ ριο.

4.3.7 Αναδρομικός Αλγόριθμοι για εκτιμητές TLS

Σε εφαρμογεʆς πραγματικουʆ χροʆ νου, ο υπολογισμοʆ ς της SVD διαʆ σπασης ειʆναι εξαιρετικαʆ
κοστοβοʆ ρος αποʆ πλευραʆ ς υπολογιστικηʆ ς πολυπλοκοʆ τητας. Γι’ αυτοʆ ν τον λοʆγο, αναπτυʆ -
χθηκαν διαʆφορες τεχνικεʆς αναδρομικουʆ υπολογισμουʆ των SVD με προσανατολισμοʆ την
ελαχιστοποιʆηση των υπολογιστικωʆ ν ποʆ ρων.
Στην περιʆπτωσηʆ των TLS, η επαυξημεʆνη μηʆ τρα συστηʆ ματος καʆ θε χρονικηʆ στιγμηʆ
(t = tk−1, D

∗(tk−1) = D∗
k−1) παραγοντοποιειʆται ως:

D∗
k−1 = Uk−1Σk−1V

T
k (4.81)

Την αμεʆσως εποʆ μενη χρονικηʆ στιγμηʆ (t = tk) μιʆα νεʆα σειραʆ δεδομεʆνων (d∗) προστιʆθεται
στην μηʆ τρα D εʆτσι ωʆ στε:

D∗
k =

(
D∗
k−1

d∗
k

)
= UkΣkV

T
k (4.82)
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Μιʆα απληʆ ακολουθιακηʆ υλοποιʆηση της παραγοντοποιʆησης πραγματοποιειʆται ως:

D∗
k =

(
D∗
k−1
d∗
k

)

=
(
Uk−1Σk−1V

T
k−1

d∗
kVk−1V

T
k−1

)

=
(
Uk−1 0

0 1

)(
Σk−1
d∗
kVk−1

)
V T
k−1

=
(
Uk−1 0

0 1

)(
U∗ΣkV

T
∗

)
V T
k−1 (4.83)

=
((

Uk−1 0
0 1

)
U∗

)
Σk

(
V T

∗ V
T
k−1

)
= UkΣkV

T
k

Για τις μεθοʆ δους TLS-GTLS, η γνωʆ ση της μεταβλητουʆ μεγεʆθους μηʆ τρας U δεν εξυπηρε-
τειʆ με καʆ ποιο τροʆπο τους εκτιμητεʆς μας και γι’αυτοʆ δεν υπολογιʆζεται. Κατ’ επεʆκταση, η
ακολουθιακηʆ παραγοντοποιʆηση SVD ελαττωʆ νεται στις παρακαʆ τω σχεʆσεις:

Σk = UT
∗

(
Σi−1

kVk−1

)
V∗ (4.84)

Vk = Vk−1V∗ (4.85)

οʆπου πλεʆον η παραγοντοποιʆηση γιʆνεται σε μιʆα σταθερουʆ μεγεʆθους μηʆ τρα διασταʆ σεων
(np+ 2)× (np+ 1). Κατ’ αυτοʆ ν τον τροʆπο, μειωʆ νονται δραματικαʆ οι απαιτουʆ μενες πραʆ ξεις
οʆπως και οι απαιτηʆ σεις σε υπολογιστικουʆ ς ποʆ ρους, επιτρεʆποντας εʆτσι την ακολουθιακηʆ
υλοποιʆηση σε πραγματικοʆ χροʆ νο.
Στην περιʆπτωση χρηʆ σης εκθετικουʆ παραθυʆ ρου παρατηʆ ρησης με παραʆ μετρο λF οι παρα-
παʆ νω σχεʆσεις εʆχουν την μορφηʆ :

D∗
k =

(
λFD

∗
k−1

d∗
k

)
= UkΣkV

T
k (4.86)

Σk = UT
∗

(
λFΣi−1
xkVk−1

)
V∗ (4.87)

Ως προς τα υποʆ λοιπα, η ακολουθιακηʆ υλοποιʆηση των εκτιμητωʆ ν βασιʆζεται στην αναʆ λυση
της προηγουʆ μενης ενοʆ τητας. Η διαδικασιʆα περιγραʆφεται συνολικαʆ στους Αλγοριʆθμους 1,
2.
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Algorithm 1 Recursive PCA-GTLS
1: Initialize C,W, s

n
, λF , Nc ← 0

2: input: xm(t), z(t)
3: loop
4: d∗ ← [xm(t) z(t)]C−1

5: [St, Vt]← RSVD (d∗, St−1, Vt−1, λF )
6: if Nc > np then
7: k ← card{σi(t) >

(
1 + s

n

)√
Nc − np}

8: if k < np then
9: θ̂t ← min∥WθPCA∥2

2
10: else
11: θ̂t ← µC−1vnp+1(t)
12: end if
13: end if
14: Nc ← Nc + 1
15: estimate covθ̂ using eq. (4.80)
16: end loop

Algorithm 2 Recursive SVD
1: constant: eM (machine precision)
2: procedure RSVD( d∗, St−1, Vt−1, λF )
3: π ← Vt−1d

∗

4: M0 ←
(
λFSt−1
πT

)
5: QR← qr(d∗ − Vt−1π)
6: ζ ←

√
det(RTR)

7: if ζ < ϵM then
8: U∗S∗V

T
∗ ← svd(M0)

9: St ← S∗(1 : np, 1 : np)
10: else
11: U∗StV

T
∗ ← svd(M0, ’econ’) ◃ thin SVD

12: end if
13: Vt ← Vt−1V∗
14: end procedure

4.3.8 PCA-TLS: Αποτελέσματα με χρήση προσομοίωσης

Βαʆ σει των οʆσων προηγηʆ θηκαν, παρουσιαʆ ζουμε ενδεικτικεʆς εξοʆ δους των εκτιμητωʆ ν σε
περιβαʆ λλον προσομοιʆωσης. Τα σηʆ ματα των ψευδο-αισθητηʆ ρων αλλοιωʆ θηκαν με λευκοʆ
θοʆ ρυβο καταʆ λληλης διακυʆ μανσης, βαʆ σει των αναμενοʆ μενων αβεβαιοτηʆ των του αισθητη-
ριακουʆ συστηʆ ματος. Εξεταʆ ζουμε την αποτελεσματικοʆ τητα των σχεδιασμεʆνων αλγοριʆθμων
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τοʆ σο για batch οʆσο και για on-line υλοποιηʆ σεις. Όλες οι δοκιμαστικεʆς πτηʆ σεις πραγματο-
ποιηʆ θηκαν υποʆ το καθεστωʆ ς περιβαλλοντικωʆ ν διαταραχωʆ ν (σταθεροʆ ς αʆ νεμος και ριπεʆς
Dryden).

4.3.8.1 Batch Μέθοδος Πρωʆ τα εξεταʆ ζουμε την μηʆ αναδρομικηʆ μορφηʆ των αλγοριʆθ-
μων. Στην εικοʆ να 20 φαιʆνονται τα εκτιμωʆ μενα μοντεʆλα OLS, TLS για τον συντελεστηʆ
ροπηʆ ς εκτροπηʆ ς (Cn). Το εκτιμωʆ μενο μοντεʆλο εʆχει την μορφηʆ :

Cn = Cn0 + Cnββ + Cnpnpn + Cnrnrn + Cnδαδα + Cnδrδr (4.88)

Ειʆναι εμφανεʆς πως η αλλοιʆωση της μηʆ τρας προβλεπτωʆ ν (X) με προσθετικοʆ θοʆ ρυβο επη-
ρεαʆ ζει σημαντικαʆ τον εκτιμητηʆ OLS. Το αντιʆστοιχο residual περιλαμβαʆ νει σημαντικηʆ πο-
σοʆ τητα μηʆ μοντελοποιημεʆνης πληροφοριʆας ενωʆ το σταθμισμεʆνο σχετικοʆ σφαʆ λμα (εOLS
ξεπερναʆ ει σε καταʆ τοʆ πους το 10%. Αντιʆθετα, ο εκτιμητηʆ ς TLS φεʆρεται να μην επηρεαʆ -
ζεται αποʆ τις αβεβαιοʆ τητες της μηʆ τρας προβλεπτωʆ ν. Ο εκτιμητηʆ ς συγκλιʆνει στο μοντεʆλο
αναφοραʆ ς ενωʆ το αντιʆστοιχο residual εʆχει καθαραʆ τη μορφηʆ λευκουʆ θορυʆ βου. To σταθ-
μισμεʆνο σχετικοʆ σφαʆ λμα TLS (εTLS) κυμαιʆνεται στα οʆ ρια του 2%, σημαντικαʆ χαμηλοʆ τερα
αποʆ το σφαʆ λμα του αντιʆστοιχου εκτιμητηʆ OLS. Οι εκτιμωʆ μενοι παραʆ μετροι σε σχεʆση με
το προκαθορισμεʆνο διαʆ νυσμα αναφοραʆ ς της προσομοιʆωσης φαιʆνονται στον Πιʆνακα 6.

Cn0 Cnβ
Cnpn

Cnrn
Cnδα

Cnδr

θref 0.00 0.25 0.022 -1.00 0.00 0.10
θOLS -0.0034 0.0835 -0.0057 -0.1067 -0.0011 0.0844
δθOLS(±1σ) 0.0009 0.0056 0.00105 0.0169 0.0012 0.0011
θTLS 0.0118 0.2509 0.0121 -1.0129 -0.0001 0.100
δθTLS(±1σ) 0.0009 0.0078 0.0084 0.0334 0.001 0.0011

Πιʆνακας 6: Cn : Εκτιμωʆ μενες παραʆ μετροι με τις μεθοʆ δους OLS και TLS
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Cn: Batch identification OLS v.TLS - Noise on Regerssor Marix

Εικοʆ να 20: Cn: Μη Αναδρομικηʆ εκτιʆμηση των παραμεʆτρων της ροπηʆ ς εκτροπηʆ ς. Συʆ -
γκριση μεταξυʆ OLS και TLS μεθοʆ δων
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4.3.8.2 On-line Μέθοδος Στην υποενοʆ τητα αυτηʆ , εξεταʆ ζουμε την επιʆδοση των εκτιμη-
τωʆ ν OLS, TLS σε υλοποιηʆ σεις πραγματικουʆ χροʆ νου (real time) με χρηʆ ση προσομοιωτηʆ .
Για αʆ λλη μιʆα φοραʆ , η μηʆ τρα προβλεπτωʆ ν κατασκευαʆ ζεται αποʆ ψευδο-αισθητηριακαʆ δε-
δομεʆνα, αλλοιωμεʆνα με τις προσδοκωʆ μενες αβεβαιοʆ τητες.
Η on-line υλοποιʆηση TLS επιτρεʆπει την αξιολοʆγηση του συχνοτικουʆ περιεχομεʆνου και
της διεʆγερσης των σημαʆ των εισοʆ δου. Η επαρκηʆ ς διεʆγερση των σημαʆ των εισοʆ δου επι-
τυγχαʆ νεται με εγκαʆ ρσιους και διαμηʆ κεις ελιγμουʆ ς που φεʆρουν υψηλοʆ συχνοτικοʆ /πληρο-
φοριακοʆ περιεχοʆ μενο. Οι χειρισμοιʆ πρεʆπει να ειʆναι τεʆτοιοι ωʆ στε να καταγραφειʆ οʆ λο το
αεροδυναμικοʆ φαʆ σμα του α/φους. Η αποτελεσματικοʆ τητα των ελιγμωʆ ν αξιολογειʆται με
την παρακολουʆ θηση της χρονικηʆ ς εξεʆλιξης των ιδιαζουσωʆ ν τιμωʆ ν.
Στην εικοʆ να 21 εξεταʆ ζεται η περιʆπτωση των παραμεʆτρων του συντελεστηʆ της οπισθεʆλ-
κουσας (CD). Το μοντεʆλο αναφοραʆ ς εʆχει την μορφηʆ :

CD = CD0 + CDαα + CDα2α2 + CDqnqn + CDδϵδϵ (4.89)

Στην συγκεκριμεʆνη περιʆπτωση, συγκριʆνουμε την επιʆδοση των on-line υλοποιηʆ σεων των
OLS, TLS εκτιμητωʆ ν. Λαμβαʆ νουμε επιʆσης υποʆψη το ζηʆ τημα της επαʆ ρκειας διεʆγερσης. Όπως
βλεʆπουμε, ο εκτιμητηʆ ς TLS συγκλιʆνει στις τιμεʆς αναφοραʆ ς, αμεʆσως μοʆ λις οʆ λες οι ιδιαʆ ζου-
σες τιμεʆς ξεπεραʆ σουν το προκαθορισμεʆνο κατωʆ φλι. Ακοʆ μα και στην περιʆπτωση μηʆ λευ-
κουʆ θορυʆ βου -προβλεʆπτης α2, ο εκτιμητηʆ ς συγκλιʆνει μεταʆ αποʆ εγκαʆ ρσιους ελιγμουʆ ς (ma-
neuvers) μεγαʆ λου πλαʆ τους και υψηλουʆ συχνοτικουʆ περιεχομεʆνου (tse = 255s). Η σκια-
σμεʆνη περιοχηʆ αφοραʆ το χρονικοʆ διαʆ στημα της επαρκουʆ ς διεʆγερσης της εισοʆ δου, οʆ πως
αυτηʆ αναλυʆ θηκε στην ενοʆ τητα των PCA-TLS. Αντιʆθετα, ο εκτιμητηʆ ς OLS αποτυγχαʆ νει να
συγκλιʆνει στο διαʆ νυσμα αναφοραʆ ς - ακοʆ μα και μεταʆ το πεʆρας μεγαʆ λου χρονικουʆ δια-
στηʆ ματος που περιλαμβαʆ νει πληθωʆ ρα ελιγμωʆ ν.
Τα εποʆ μενα δυʆ ο παραδειʆγματα αφορουʆ ν μοʆ νο τους εκτιμητεʆς TLS καθοʆ τι εʆχει πλεʆον δια-
πιστωθειʆ η πολυʆ καλυʆ τερη επιʆδοση τους. Οι αλγοʆ ριθμοι εξεταʆ ζονται για τις περιπτωʆ σεις
του εγκαʆ ρσιου μοντεʆλου και των ροπωʆ ν.
Η εικοʆ να 22 παρουσιαʆ ζει την περιʆπτωση της εκτιʆμησης του μοντεʆλου της πλαʆ γιας δυʆ -
ναμης. Η δομηʆ του μοντεʆλου αναφοραʆ ς εʆχει ως:

CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (4.90)

Η συʆ γκλιση των εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων ειʆναι επιτυχηʆ ς αλλαʆ πιο αργηʆ εξαιτιʆας της
χαμηλοʆ τερης διεʆγερσης του εγκαʆ ρσιου αʆ ξονα.
Τεʆλος, εξεταʆ ζουμε μιʆα περιʆπτωση εκτιʆμησης συντελεστηʆ ροπηʆ ς. Στην εικοʆ να 23 βλεʆπουμε
την εξεʆλιξη της διαδικασιʆας εκτιʆμησης των παραμεʆτρων της ροπηʆ ς προʆ νευσης. Το μο-
ντεʆλο αναφοραʆ ς ειʆναι:

Cm = Cm0 + Cmαα + Cmqnqn + Cmδϵδϵ (4.91)

Όπως παρατηρουʆ με, η εκτιʆμηση ειʆναι επιτυχηʆ ς και με σχετικαʆ ταχειʆα συʆ γκλιση.
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Εικοʆ να 21: CD: on-line εκτιʆμηση παραμεʆτρων του συντελεστηʆ οπισθεʆλκουσας. Συʆ γκριση
των μεθοʆ δων OLS, TLS. Η σκιασμεʆνη περιοχηʆ υποδεικνυʆ ει την καταʆ σταση επαρκουʆ ς διεʆ-
γερσης του συστηʆ ματος με βαʆ ση τις ιδιαʆ ζουσες τιμεʆς.
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Εικοʆ να 22: CY : on-line εκτιʆμηση παραμεʆτρων της πλαʆ γιας δυʆ ναμης με την μεʆθοδο των
TLS.
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TLS.
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4.3.9 Προσαρμογή Εκτιμητών σε δομικές μεταβολές του μοντέλου

4.3.9.1 Γενικά Οι υλοποιηʆ σεις των εκτιμητωʆ ν σε πραγματικοʆ χροʆ νο πρεʆπει να ειʆναι
σε θεʆση να εντοπιʆζουν και να παρακολουθουʆ ν εγκαιʆρως τις αλλαγεʆς στη δυναμικηʆ συ-
μπεριφοραʆ και ,κατ’ επεʆκταση, στις παραμεʆτρους του αεροδυναμικουʆ μοντεʆλου του αε-
ροσκαʆφους. Η συγκεκριμεʆνη ιδιοʆ τητα ειʆναι απαραιʆτητη για συστηʆ ματα που ειʆναι εμπλου-
τισμεʆνα με αλγοριʆθμους διαʆ γνωσης σφαλμαʆ των/βλαβωʆ ν ειʆτε σε περιπτωʆ σεις που οι εκτι-
μητεʆς προσεγγιʆζουν συστηʆ ματα με ραγδαιʆα μεταβαλλοʆ μενη δυναμικηʆ .
Όπως αναφεʆρθηκε στις εισαγωγικεʆς ενοʆ τητες, το Αεροδυναμικοʆ Μοντεʆλο αεροσκαφωʆ ν
σταθερηʆ ς πτεʆρυγας δεν ειʆναι απαραιʆτητα σταθεροʆ υποʆ διαφορετικεʆς συνθηʆ κες πτηʆ σης.
Για παραʆ δειγμα, οι παραʆ μετροι των μοντεʆλων μπορειʆ να διαφεʆρουν οʆ ταν πραγματοποιουʆ -
νται διαφορετικοιʆ ελιγμοιʆ ηʆ οʆ ταν η πτητικηʆ καταʆ σταση υπερβαιʆνει καʆ ποια ονομαστικαʆ
οʆ ρια (λ.χ. πολυʆ υψηλεʆς γωνιʆες προσβοληʆ ς,α). Επιπλεʆον, επιτρεʆποντας σε εʆνα γραμμικοʆ
μοντεʆλο να μεταβαʆ λλεται με τον χροʆ νο, μπορουʆ με να επιτυʆ χουμε αποτελεσματικηʆ χαμη-
ληʆ ς ταʆ ξης προσεʆγγιση ισχυραʆ μη γραμμικωʆ ν φαινομεʆνων. Για τους λοʆγους αυτουʆ ς, οι
εκτιμητεʆς περιοριʆζουν τα διαθεʆσιμα δεδομεʆνα σε εʆνα εκθετικαʆ σταθμισμεʆνο παραʆ θυρο
παρατηʆ ρησης με τη χρηʆ ση μια παραμεʆτρου λF (παραʆ γοντας εξασθεʆνισης).
Ο παραʆ γοντας εξασθεʆνισης λαμβαʆ νει τιμεʆς στο διαʆ στημα (0, 1]. Συνηʆ θως αναθεʆτουμε τι-
μεʆς πολυʆ κοντινεʆς στην μοναʆ δα. Στις περιπτωʆ σεις οʆπου λF = 1, ο εκτιμητηʆ ς λαμβαʆ νει
υποʆψη του οʆ λες τις διαθεʆσιμες παρατηρηʆ σεις. Καθωʆ ς η τιμηʆ του μειωʆ νεται, το παραʆ -
θυρο παρατηʆ ρησης στενευʆ ει και ο εκτιμητηʆ ς αναθεʆτει υψηλοʆ τερα βαʆ ρη στις προʆσφατες
παρατηρηʆσεις. Χαμηλεʆς τιμεʆς του λF μπορουʆ ν να οδηγηʆ σουν σε προβληʆ ματα συʆ γκλισης
ηʆ ακοʆ μα και σε αποʆ κλιση. Έτσι, η σωστηʆ επιλογηʆ τιμηʆ ς για τον παραʆ γοντα εξασθεʆνισης
πρεʆπει να εκφραʆ ζει τον συμβιβασμοʆ μεταξυʆ ταχυʆ τητας συʆ γκλισης και επαʆ ρκειας πληρο-
φοριʆας.

4.3.9.2 Χρονοσταθερός Παράγοντας Εξασθένισης-Constant Forgetiing Factor-CFF Οι
περισσοʆ τερες υλοποιηʆ σεις εκτιμητωʆ ν με σταθμισμεʆνα εκθετικαʆ παραʆ θυρα παρατηʆ ρησης
καʆ νουν χρηʆ ση παραʆ γοντα εξασθεʆνισης με σταθερηʆ τιμηʆ . Κατ’ επεʆκταση, η προγενεʆστερη
πληροφοριʆα των εκτιμητωʆ ν εξασθενειʆ ανεξαʆ ρτητα με την πτητικηʆ καταʆ σταση. Αυτοʆ συ-
χναʆ μπορειʆ να οδηγηʆ σει τον εκτιμητηʆ σε απωʆ λεια διεʆγερσης και να εʆχει ως αποτεʆλεσμα
την αποʆ κλιση του εκτιμωʆ μενου διανυʆ σματος παραμεʆτρων. Παρ’ οʆ λα αυταʆ , αν η αλλα-
γεʆς στο μοντεʆλο ειʆναι σταδιακεʆς, οι δυνατοʆ τητες παρακολουʆ θησης του χρονοσταθερουʆ
παραʆ γοντα εξασθεʆνισης ειʆναι ικανοποιητικεʆς.
Η σωστηʆ επιλογηʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνησης εξαρταʆ ται σε μεγαʆ λο βαθμοʆ αποʆ την συχνοʆ -
τητα δειγματοληψιʆας (fs). Ο συνδυασμοʆ ς υψηλουʆ ρυθμουʆ δειγματοληψιʆας και χαμηλουʆ
παραʆ γοντα εξασθεʆνισης (≤ 0.99) μπορειʆ να αποτελεʆσει συχναʆ αιτιʆα διακυμαʆ νσεων ηʆ και
αποʆ κλισης. Λαμβαʆ νοντας υποʆψη οʆ τι η μηʆ τρα δεδομεʆνων πολλαπλασιαʆ ζεται επαναλαμβα-
νοʆ μενα αποʆ εʆναν παραʆ γοντα λF , καταληʆ γουμε στο συμπεʆρασμα οʆ τι την χρονικηʆ στιγμηʆ
t0 +τ η παρατηʆ ρηση d0, που εληʆφθη την χρονικηʆ στιγμηʆ t0, θα εʆχει πολλαπλασιαστειʆ με
εʆνα συνολικοʆ βαʆ ρος εξασθεʆνισης:

wx0 = (λF )τfs = (λF )m (4.92)
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Παραδεχοʆ μενοι πως η παρατηʆ ρηση d0 παυʆ ει να συνεισφεʆρει στο πληροφοριακοʆ περιεχοʆ -
μενο του εκτιμητηʆ οʆ ταν wd0 ≤ 0.05, καταληʆ γουμε στο χρονικοʆ κατωʆ φλι πληʆ ρους εξασθεʆ-
νισης:

(λF )τ5%fs = 0.05

⇔ τ5% = ln(0.05)
fs ln(λF )

(4.93)

Το κατωʆ φλι πληʆ ρους εξασθεʆνισης για την τυπικηʆ τιμηʆ λF = 0.997 για διαʆφορες συχνοʆ -
τητες δειγματοληψιʆας φαιʆνεται στην Eικοʆ να 24.
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τοληψιʆας. Η κοʆ κκινη διακεκομεʆνη γραμμηʆ υποδεικνυʆ ει το κατωʆ φλι πληʆ ρους εξασθεʆνισης.

4.3.9.3 CFF: ενδεικτικάαποτελέσματα Στην παραʆ γραφο αυτηʆ , εξεταʆ ζουμε την επιʆδοση
των εκτιμητωʆ ν TLS με χρηʆ ση χρονοσταθερουʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνισης. Η πρωʆ τη περιʆ-
πτωση (Εικοʆ να 25) αφοραʆ την μοντελοποιʆηση του συντελεστηʆ ροπηʆ ς προʆ νευσης. Το συʆ -
στημα παρουσιαʆ ζει μιʆα αποʆ τομη αλλαγηʆ του διανυʆ σματος παραμεʆτρων την t = 300s. Η
τιμηʆ του παραʆ γοντα εξασθεʆνισης ειʆναι λF = 0.9997. Η συʆ γκλιση του εκτιμητηʆ ειʆναι σχε-
τικαʆ ικανοποιητικηʆ . Στην δευʆ τερη περιʆπτωση οʆ μως (Εικοʆ να 26), ο εκτιμητηʆ ς αποτυγχαʆ -
νει να συγκλιʆνει στις τιμεʆς αναφοραʆ ς καθοʆ τι το συʆ στημα δεν ειʆναι επαρκωʆ ς διεγερμεʆνο
στον διαμηʆ κη αʆ ξονα. Η συνεχηʆ ς μετακιʆνηση του παραθυʆ ρου δυσχεραιʆνει την καταʆ σταση
των εκτιμητωʆ ν διοʆ τι μειωʆ νει το διαθεʆσιμο πληροφοριακοʆ περιεχοʆ μενο.
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Εικοʆ να 25: Cm: Προσαρμογηʆ του εκτιμητηʆ σε αποʆ τομη αλλαγηʆ των παραμεʆτρων με
χρηʆ ση χρονοσταθερουʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνισης
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4.3.9.4 Προσαρμοστικός Παράγοντας Εξασθένισης -Variable Forgetting Factor Οι πε-
ριορισμεʆνες δυνατοʆ τητες του χρονοσταθερουʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνισης οδηʆ γησαν την ακα-
δημαϊκηʆ εʆρευνα στην αναʆ πτυξη πιο προσαρμοστικωʆ ν τεχνικωʆ ν. Η αναʆ πτυξη του χρονο-
μεταβλητουʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνησης βασιʆζεται στον εξαναγκασμοʆ ισχυρηʆ ς μειʆωσης του
λF σε περιπτωʆ σεις οʆπου διαπιστωʆ νονται σημαντικεʆς, ντετερμινιστικεʆς αποκλιʆσεις του μο-
ντεʆλου απο την μεʆτρηση. Αυτοʆ επιτυγχαʆ νεται με την αξιολοʆγηση του διανυʆ σματος υπο-
λειποʆ μενης πληροφοριʆας [73],[55].
Συγκεκριμεʆνα, χρησιμοποιωʆ ντας την θεμελιωʆ δη σχεʆση που περιγραʆφει την μεʆτρηση :

z(t) = x(t)θ(t) + ε(t) (4.94)

επιδιωʆ κουμε η υπολειποʆ μενη πληροφοριʆα να ανακατασκευαʆ ζει την σηʆ μα θορυʆ βου:

z(t)− x(t)θ̂(t) = ε(t) ∀t > 0 (4.95)

Η αναʆ πτυξη του προσαρμοστικουʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνισης βασιʆζεται στα a priori και a
posterioiri διανυʆ σματα υπολειποʆ μενης πληροφοριʆας (στο εξηʆ ς σφαʆ λματα), ν(t) και r(t)
αντιʆστοιχα, οʆ που:

ν(t) = z(t)− x̂(t)θ̂(t− 1) (4.96)
r(t) = z(t)− x̂(t)θ̂(t) (4.97)

Θα ξεκινηʆ σουμε την αναʆ λυση μας χρησιμοποιωʆ ντας τις εξισωʆ σεις της on-line μεθοʆ δου

των OLS και εʆπειτα θα γενικευʆ σουμε τα συμπεραʆ σματα μας για την περιʆπτωση των

OLS. Υπενθυμιʆζουμε πως το φιʆλτρο των on-line OLS εʆχει την μορφηʆ :

ν(t) = z(t)− x(t)θ(t− 1) (4.98)

k(t) = P (t− 1)xT (t)
λF (t) + x(t)P (t− 1)xT (t)

(4.99)

θ(t) = θ(t− 1) + k(t)ν(t) (4.100)

P (t) = 1
λF (t)

[P (t− 1)− k(t)x(t− 1)P (t− 1)] (4.101)

Χρησιμοποιωʆ ντας τις (4.96),(4.97) και (4.100) καταληʆ γουμε στη σχεʆση διαʆ δοσης του a
posteriori σφαʆ λματος:

r(t) = ν(t) [1− x(t)k(t)] (4.102)
Η προσδοκιʆα ανακατασκευηʆ ς του θορυʆ βου αποʆ το a posteriori σφαʆ λμα μπορειʆ να επι-
τευχθειʆ απαιτωʆ ντας:

E
{
r2(t)

}
= σ2

ε (4.103)
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οʆπου:
ε(t) ∼ N (0, σ2

ε) (4.104)
Εφαρμοʆ ζοντας τον τελεστηʆ μεʆσης τιμηʆ ς στην (4.102) και χρησιμοποιωʆ ντας τον συμβολι-
σμοʆ q(t) = x(t)P (t− 1)xT (t) , καταληʆ γουμε σε:

E


[
1− q(t)

λF (t) + q(t)

]2
 = σ2

ε

σ2
ν

(4.105)

οʆπου:
E{ν2(t)} = σ2

ν(t) (4.106)
Έτσι , λυʆ νοντας ως προς λF εʆχουμε τελικαʆ :

λF (t) = σq(t)σε
σν(t)− σε

(4.107)

οʆπου:
E{q2(t)} = σ2

q (t) (4.108)
Πρακτικαʆ , τα μεγεʆθη σ2

e , σ
2
q εκτιμωʆ νται αποʆ τις παρακαʆ τω σταθμιʆσεις:

σ2
ν(t) = λeσ

2
ν(t− 1) + (1− λe)ν2(t) (4.109)

σ2
q (t) = λeσ

2
q (t− 1) + (1− λe)q2(t) (4.110)

οʆπου το λe αποτελειʆ μια προκαθορισμεʆνη τιμηʆ σταʆ θμισης.
Η προσαρμοστικοʆ τητα της διαδικασιʆας βελτιωʆ νεται αισθηταʆ οʆ ταν και η εκτιʆμηση του σε
σταθμιʆζεται και εκειʆνη αποʆ εʆνα αρκεταʆ πλατυʆ τερο παραʆ θυρο σταʆ θμισης:

σ2
ε(t) = λεσ

2
ε(t− 1) + (1− λε)ν2(t) (4.111)

Οι σταθμιστεʆς λe, λε αποτελουʆ ν ουσιαστικαʆ ρυθμιστικεʆς παραμεʆτρους (tunning parame-
ters) και η τιμηʆ τους εξαρταʆ ται αποʆ τις ιδιαιτεροʆ τητες της εκαʆ στοτε εφαρμογηʆ ς. Σε γε-
νικεʆς γραμμεʆς οι τιμεʆς τους μπορουʆ ν να καθοριστουʆ ν ως:

λe = 1− 1
Kenp

(4.112)

λε = 1− 1
Kεnp

(4.113)

οʆπου Kε > Ke ≥ 2 (εφοʆσον λη > λe).
Θεωρητικαʆ ισχυʆ ει οʆ τι σe(t) ≥ σε(t). Παρ’ οʆ λα αυταʆ , η χρηʆ ση σταθμιζοʆ μενων ποσοτηʆ των
μπορειʆ συχναʆ να προκαλεʆσει διακυμαʆ νσεις της ποσοʆ τητας σe(t) στην περιοχηʆ του ευʆ ρους
τιμωʆ ν της σε. Για τον λοʆγο αυτοʆ , η σχεδιαζοʆ μενη διαδικασιʆα θα πρεʆπει να μην αποδεʆ-
χεται την υʆ παρξη αλλαγηʆ ς στην δομηʆ του μοντεʆλου οʆ ταν:

σe(t) ≤ γσε(t) (4.114)
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οʆπου 1 < γ ≤ 2. Η επιλογηʆ της παραμεʆτρου γ εʆρχεται να συμβιβαʆ σει την γρηʆ γορη αποʆ -
κριση της διαδικασιʆας με την ευρωστιʆα του εκτιμητηʆ . Γενικαʆ , σε περιπτωʆ σεις που ισχυʆ ει
η σχεʆση (4.114), ο παραʆ γοντας εξασθεʆνισης λαμβαʆ νει την μεʆγιστη δυνατηʆ τιμηʆ του ,
λFmax η οποιʆα μπορειʆ και να ταυτιʆζεται με την μοναʆ δα. Ειδαʆ λλως, η τιμηʆ του παραʆ γο-
ντα καθοριʆζεται αποʆ την ακοʆ λουθη σχεʆση:

λF (t) = min

 σq(t)σε(t)
ς + |σν(t)− σε(t)|

, λFmax

 (4.115)

οʆπου ς ειʆναι μιʆα μικρηʆ σταθεραʆ που αποτρεʆπει τον μηδενισμοʆ του παρανομαστηʆ του
παραπαʆ νω κλαʆ σματος.
Όσα προηγηʆ θηκαν βριʆσκουν αʆ μεση εφαρμογηʆ στην περιʆπτωση της μεθοʆ δου OLS. Κα-
θοʆ τι οʆ μως η διαδικασιʆα υλοποιʆησης του χρονομεταβλητουʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνισης απαι-
τειʆ την ντετερμινιστικηʆ φυʆ ση των εισοʆ δων x(t). Παραδεχοʆ μενοι οʆ μως πως η μηʆ τρα προ-
βλεπτωʆ ν ειʆναι αλλοιωμεʆνη αποκλειστικαʆ με προσθετικοʆ λευκοʆ θοʆ ρυβο, αποδεικνυʆ εται πως
η TLS εκτιʆμηση της ,xTLS(t) αποτελειʆ την εκτιʆμηση μεʆγιστης πιθανοφαʆ νειας (Maximum
Likelihood Estimate) της πραγματικηʆ ς μηʆ τρας x(t) [99, p. 233],[30]. Σε αυτηʆ ν την περιʆ-
πτωση η TLS μηʆ τρα προβλεπτωʆ ν μπορειʆ να εξαχθειʆ αποʆ την σχεʆση (4.64) ως:

[
∆̂X|ε̂

]
= − [Xm|z] (vxvTx ) (CTC)

vTx (CTC)vx
(4.116)

⇒ [X|y]
T LS

= [Xm|z]−
[
∆̂X|ε̂

]
= [Xm|z]

(
Inp+1 + (vxvTx ) (CTC)

vTx (CTC)vx

)
(4.117)

οʆπου

vx =
[
θTTLS − 1

]T (
1 + θTTLSθTLS

)−
1
2 (4.118)

Στην περιʆπτωση αυτηʆ , η εφαρμογηʆ του προσαρμοστικουʆ παραʆ γοντα εξασθεʆνισης μπορειʆ
να ενσωματωθειʆ και στους εκτιμητεʆς TLS.

4.3.9.5 VFF: Ενδεικτικά Αποτελέσματα Στα γραφηʆ ματα της εικοʆ νας 27 συγκριʆνει τα
αποτελεʆσματα υλοποιʆησης των εκτιμητωʆ ν με χρονοσταθεροʆ και προσαρμοστικοʆ παραʆ -
θυρο παρατηʆ ρησης.Όπως φαιʆνεται, η συʆ γκλιση του προσαρμοστικουʆ εκτιμητηʆ ειʆναι σα-
φωʆ ς γρηγοροʆ τερη. Αναθεʆσαμε τιμηʆ του λFmax στη μοναʆ δα εʆτσι ωʆ στε να μην υπαʆ ρχει
απωʆ λεια πληροφοριʆας σε περιʆπτωση μηʆ δομικωʆ ν αλλαγωʆ ν στο μοντεʆλο. Όπως παρατη-
ρουʆ με στην περιʆπτωση του Cmqn

το χρονοσταθεροʆ παραʆ θυρο παρατηʆ ρησης οδηγειʆ τον
εκτιμητηʆ σε καταʆ σταση ανεπαρκουʆ ς διεʆγερσης.
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Εικοʆ να 27: Cm: Συʆ γκριση εκτιμητωʆ ν ροπηʆ ς προʆ νευσης με σταθεροʆ και προσαρμοστικοʆ
παραʆ γοντα εξασθεʆνισης με αποʆ τομη αλλαγηʆ των παραμεʆτρων
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Στην δευʆ τερη περιʆπτωση, αναλυʆ ουμε μια καθαραʆ μηʆ γραμμικηʆ συμπεριφοραʆ του μοντεʆ-
λου που αφοραʆ τον συντελεστηʆ καʆ θετης αʆ ντωσης (CL). Συγκεκριμεʆνα, σε περιπτωʆ σεις
οʆπου το αεροσκαʆφος οδηγειʆται σε πολυʆ υψηλεʆς γωνιʆες προσβοληʆ ς, η ροηʆ του αεʆρα επιʆ
της πτεʆρυγας αποκολλαʆ ται με αποτεʆλεσμα την απωʆ λεια στηʆ ριξης (stall). Η απωʆ λεια στηʆ -
ριξης ειʆναι μιʆα μη γραμμικηʆ δυναμικηʆ καταʆ σταση η οποιʆα οδηγειʆ το αεροσκαʆφος σε
απροʆ βλεπτη και ακανοʆ νιστη συμπεριφοραʆ . Το μοντεʆλο της αʆ ντωσης και οπισθεʆλκουσας
για γωνιʆες κοντινεʆς η υψηλοʆ τερες αποʆ το κατωʆ φλι της κριʆσιμης γωνιʆας προσβοληʆ ς (α0)
γιʆνεται:

CL(α) = (1− σ(α)) [CL0 + CLαα] + σ(α)
[
2sign(α) sin2(α) cos(α)

]
(4.119)

CD(α) = (1− σ(α)) [CD0 + CDαα] + σ(α)
[
2 sin3(α)

]
(4.120)

οʆπου:
σ(α) = 1 + e−M(α−α0) + eM(α+α0)

(1 + e−M(α−α0)) (1 + eM(α+α0))
(4.121)

H αποʆ κριση του μοντεʆλου του συντελεστηʆ Άντωσης φαιʆνεται στην Εικοʆ να 28αʹ.
Προκειμεʆνου να αξιολογηʆ σουμε την αποʆ κριση του εκτιμητηʆ σε ακραιʆες συνθηʆ κες, οδηγηʆ -
σαμε το προσομοιωμεʆνο αεροσκαʆφος σε υψηληʆ γωνιʆα προσβοληʆ ς επιφεʆροντας απωʆ λεια
στηʆ ριξης. Σχεδοʆ ν αʆ μεσα, και με καταʆ λληλους χειρισμουʆ ς, επαναφεʆρουμε το αεροσκαʆφος
σε ονομαστικηʆ καταʆ σταση πτηʆ σης. Η αντιʆστοιχη γωνιʆα προσβοληʆ ς φαιʆνεται στην Εικοʆ να
28βʹ. O εκτιμητηʆ ς οʆ πως διαπιστωʆ νουμε στην Εικοʆ να 29 ανιχνευʆ ει τις δυʆ ο αποʆ τομες αλ-
λαγεʆς και επανεʆρχεται αʆ μεσα στην ονομαστικηʆ καταʆ σταση μοʆ λις το αεροσκαʆφος ξεφυʆ γει
αποʆ το καθεστωʆ ς απωʆ λειας στηʆ ριξης.

(αʹ) (βʹ)

Εικοʆ να 28: CL: Αριστεραʆ : Αποʆ κριση συντελεστηʆ Άντωσης σε οʆ λο το φαʆ σμα των γωνιωʆ ν
προσβοληʆ ς. Δεξιʆα: Γωνιʆα προσβοληʆ ς σε καθεστωʆ ς απωʆ λειας στηʆ ριξης
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4.4 Αρχικοποίηση των εκτιμητών

Στο πεδιʆο της Αεροδυναμικηʆ ς αεροσκαφωʆ ν, η εκτιʆμηση παραμεʆτρων ακολουθειʆ συνηʆ θως
μια υβριδικηʆ προσεʆγγιση στο ζηʆ τημα της ακολουθιακηʆ ς ηʆ batch υλοποιʆησης των εκτι-
μητωʆ ν. Σε γενικεʆς γραμμεʆς, οι batch υλοποιηʆ σεις ειʆναι λιγοʆ τερο περιʆπλοκες και , καθοʆ τι
η επεξεργασιʆα των δεδομεʆνων δεν γιʆνεται σε πραγματικοʆ χροʆ νο, το υπολογιστικοʆ κοʆ -
στος αποτελειʆ ζηʆ τημα δευτερευʆ ουσας σημασιʆας. Ακοʆ μα, η προ-επεξεργασιʆα και η ποιο-
τικηʆ βελτιʆωση των δεδομεʆνων που επιτρεʆπουν οι batch αλγοʆ ριθμοι ειʆναι σημαντικαʆ προ-
τερηʆ ματα που εξασφαλιʆζουν μεγαλυʆ τερη ακριʆβεια την εκτιʆμηση των παραμεʆτρων. Αποʆ
την αʆ λλη, η παρακολουʆ θηση της δυναμικηʆ ς σε πραγματικοʆ χροʆ νο ειʆναι απαραιʆτητη για
τον εʆλεγχο, την προσαρμοστικοʆ τητα της πλατφοʆ ρμας οʆπως και για την ανιʆχνευση σφαλ-
μαʆ των.
Η υβριδικηʆ υλοποιʆηση συνιʆσταται στην αρχικοποιʆηση των on-line εκτιμητωʆ ν με δεδο-
μεʆνα που εʆχουν προκυʆψει αποʆ batch αναλυʆ σεις πειραματικωʆ ν πτηʆ σεων. Έτσι, σε καʆ θε
εκκιʆνηση οι εκτιμητεʆς εμπλουτιʆζονται με την a priori γνωʆ ση που εʆχουμε για το δυνα-
μικοʆ μοντεʆλο επιτρεʆποντας εʆτσι ταχυʆ τερη αποʆ κριση και ευρωστιʆα. Η αρχικοποιʆηση, λοι-
ποʆ ν, προϋποθεʆτει την γνωʆ ση ενοʆ ς προϋπολογισμεʆνου διανυʆ σματος αναφοραʆ ς θ̂0 και την
συνοδευοʆ μενη μηʆ τρα συνδιακυʆ μανσης του, Pθ0 οʆπου :

Pθ0 = E
{(

θ̂0 − θ0
)T (

θ̂0 − θ0
)}

(4.122)

Στην περιʆπτωση των OLS η αρχικοποιʆηση πραγματοποιειʆται με την επαυʆ ξηση (augmen-
tation) των μητρωʆ ν X, z ως:

X0 =
(

P
− 1

2
θ0

x1(t0) . . . xnp(t0)

)
(4.123)

z0 =

P− 1
2

θ0
θ0

z(t0)

 (4.124)

Αντιʆστοιχα στην περιʆπτωση των TLS, η επαυʆ ξηση γιʆνεται ως:

[Xm z]∗ =

(c0Pθ)− 1
2 (c0Pθ)− 1

2 θ0

x∗(t0) z∗(t0)

 (4.125)

οʆπου:
c0 =

[
θT0 −1

]T
CTC

[
θ0
−1

]
(4.126)

και t0 ο χροʆ νος εʆναρξης της εκτιʆμησης.
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5 Το αισθητηριακό σύστημα του αεροσκάφους και οι πε-
ριορισμοί του

5.1 Εισαγωγή

Όπως ειʆδαμε στην προηγουʆ μενη ενοʆ τητα, η προʆσβαση σε αξιοʆ πιστα αισθητηριακαʆ δε-
δομεʆνα ειʆναι εξαιρετικηʆ ς σημασιʆας για την ακριβηʆ εκτιʆμηση των αεροδυναμικωʆ ν παρα-
μεʆτρων του αεροσκαʆφους. Δυστυχωʆ ς οʆ μως, οι πλατφοʆ ρμες μικρηʆ ς ηʆ μεσαιʆας κλιʆμακας
συνοδευʆ ονται αποʆ αισθητηριακαʆ συστηʆ ματα χαμηληʆ ς αξιοπιστιʆας λοʆγω περιορισμωʆ ν κοʆ -
στους και ωφεʆλιμου φορτιʆου. Σε αυτεʆς τις περιπτωʆ σεις, η απευθειʆας χρηʆ ση αισθητηρια-
κωʆ ν δεδομεʆνων raw data αποʆ τους εκτιμητεʆς οδηγειʆ σε μεγαʆ λες ανακριʆβειες που καθι-
στουʆ ν οʆ λη την διαδικασιʆα αναξιοʆ πιστη ηʆ και μη χρηστικηʆ .
Οι αβεβαιοʆ τητες του αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος διακριʆνονται σε τυχαιʆες και συστηματι-
κεʆς. Ένα διαδεδομεʆνο μοντεʆλο αισθητηʆ ρα για την καταγραφηʆ μιʆα ποσοʆ τητας ψ εʆχει την
μορφηʆ :

ψs(t) = bψ0 + b̃ψ(t) + (1 + sf )ψ(t) + η(t) + wp(t) (5.1)
οʆπου:

bψ0 : η σταθερηʆ προκαταʆ ληψη του αισθητηʆ ρα (bias)
b̃ψ(t) : η μεταβαλλοʆ μενη προκαταʆ ληψη (bias instability)
sf : ο παραʆ γοντας κλιμαʆ κωσης της παρατηʆ ρησης (scaling factor)
η(t) : ο θοʆ ρυβος της μεʆτρησης (white measurement noise)
wp(t) : οι εξωτερικεʆς διαταραχεʆς (process noise-external disturbances)

Οι συστηματικεʆς αβεβαιοʆ τητες οφειʆλονται στην εσωτερικηʆ αρχιτεκτονικηʆ η στις αρχεʆς
λειτουργιʆας του καʆ θε αισθητηʆ ρα. Στην κατηγοριʆα αυτηʆ ενταʆ σσονται οι προκαταληʆψεις
(bψ0), b̃ψ(t), ο παραʆ γοντας κλιμαʆ κωσης (sf ) και οι εξωτερικεʆς διαταραχεʆς. H κατηγοριʆα
της τυχαιʆων αβεβαιοτηʆ των περιλαμβαʆ νει τον θοʆ ρυβο της μεʆτρησης (η(t)).
Η σταθερηʆ προκαταʆ ληψη και ο παραʆ γοντας κλιμαʆ κωσης αποτελουʆ ν συνηʆ θως κομμαʆ τι
των προδιαγραφωʆ ν του αισθητηʆ ρα και εμπεριεʆχονται στο φυʆ λλο οδηγιωʆ ν του κατασκευα-
στηʆ . Σε περιπτωʆ σεις που αυτηʆ η πληροφοριʆα δεν ειʆναι διαθεʆσιμη, η ασφαληʆ ς εκτιʆμηση
των μεγεθωʆ ν αυτωʆ ν πραγματοποιειʆται με την διεξαγωγηʆ πειραμαʆ των βαθμονοʆ μησης (cal-
ibration experiments). Στην περιʆπτωση εφαρμογωʆ ν αεροπλοϊας τα πειραʆ ματα αυταʆ διε-
ξαʆ γονται με την βοηʆ θεια αεροσηʆ ραγγας (wind tunnel). Οι υποʆ λοιπες αβεβαιοʆ τητες απα-
λειʆφονται με τον σχεδιασμοʆ φιʆλτρων καταʆ στασης State Estimation Sensor Fusion ϐil-
ters, τα οποιʆα συνδυαʆ ζουν με βεʆλτιστο τροʆπο τις διαφορετικεʆς πηγεʆς πληροφοριʆας του
αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος, επιστρεʆφοντας τις καλυʆ τερες δυνατεʆς εκτιμηʆ σεις των θεμε-
λιωδωʆ ν μεταβλητωʆ ν καταʆ στασης του αεροσκαʆφους.
Στο πλαιʆσιο της συγκεκριμεʆνης μελεʆτης, τα τυχαιʆα σφαʆ λματα μοντελοποιουʆ νται ως λευ-
κοʆ ς γκαουσιανοʆ ς θοʆ ρυβος :

η ∼ N (0, σ2
ψ) (5.2)
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Επιʆσης, παραδεχοʆ μαστε πως η προκαταʆ ληψη των αισθητηʆ ρων ειʆναι χρονοσταθερηʆ :

b̃ψ(t) = 0 (5.3)

5.2 Το διαθέσιμο αισθητηριακό σύστημα του αεροσκάφους

Σε αυτηʆ ν την ενοʆ τητα θα αναλυʆ σουμε τα δομικαʆ στοιχειʆα των αισθητηριακωʆ ν συστημαʆ -
των των μικρωʆ ν μηʆ επανδρωμεʆνων αεροσκαφωʆ ν σταθερηʆ ς πτεʆρυγας και θα παρουσιαʆ -
σουμε τα αντιʆστοιχα μαθηματικαʆ μοντεʆλα τους . Για πιο λεπτομερηʆ αναʆ λυση των επιμεʆ-
ρους συστημαʆ των, ο αναγνωʆ στης παραπεʆμπεται στο εγχειριʆδιο [96].

5.2.1 Το σύστημα αδρανειακής πλοήγησης (Inertial Navigation System)

Το συʆ στημα αδρανειακηʆ ς πλοηʆ γησης (Inertial Navigation System-INS) περιλαμβαʆ νει το
επιταχυνσιοʆ μετρο, το γυροσκοʆπιο και το δορυφορικοʆ συʆ στημα θεσιθεσιʆας (GPS).

5.2.1.1 Επιταχυνσιόμετρο : Το επιταχυνσιοʆ μετρο καταγραʆφει το διαʆ νυσμα επιταʆ χυν-
σης (περιλαμβανομεʆνων και των οʆ ρων coriolis) του αεροσκαʆφους ως προς το σωματοʆ -
δετο πλαιʆσιο. Στην περιʆπτωση των επιταχυσιομεʆτρων τυʆ που MEMS (micro-electro-mechanical
systems) οι καταγραφοʆμενες ποσοʆ τητες ειʆναι:

yaccelxyaccely
yaccelz

 =

u̇+ qw − rv − gx
v̇ + ru− pw − gy
ẇ + pv − qu− gz

+

baccelxbaccely
baccelz

+

ηaccelxηaccely
ηaccelz

 (5.4)

οʆπου:

g =

gxgy
gz

 =

 −g sin θ
g cos θ sinϕ
g cos θ cosϕ

 (5.5)

ισοδυʆ ναμα αν [fx, fy, fz]T ειʆναι οι ασκουʆ μενες δυναʆ μεις στο σωματοʆ δετο πλαιʆσιο του αε-
ροσκαʆφους ισχυʆ ει: yaccelxyaccely

yaccelz

 = 1
m

fxfy
fz

+ baccel + ηaccel (5.6)

5.2.1.2 Γυροσκόπιο : Το γυροσκοʆπιο καταγραʆφει τις γωνιακεʆς ταχυʆ τητες του αερο-
σκαʆφους ως προς το σωματοʆ δετο πλαιʆσιο:ygyroxygyroy

ygyroz

 =

pq
r

+ bgyro + ηgyro (5.7)
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5.2.1.3 GPS Το GPS καταγραʆφει τα διανυʆ σματα θεʆσης και ταχυʆ τητας ως προς το αδρα-
νειακοʆ πλαιʆσιο NED. Οι αισθητηʆ ρες GPS συνηʆ θως δεν αλλοιωʆ νονται αποʆ προκαταʆ ληψη

ygps =



px
py
pz

VN
VE
VD


+ ηgps (5.8)

5.2.1.4 Μαγνητόμετρο και Γωνίες Euler Συνηʆ θως το INS περιλαμβαʆ νει μαγνητοʆ μετρο
που καταγραʆφει την κατευʆ θυνση του αεροσκαʆφους ως προς τον μαγνητικοʆ βορραʆ . Σε
αυτηʆ την περιʆπτωση εσωτερικεʆς διαδικασιʆες και φιʆλτρα του INS μπορουʆ ν να παραʆ σχουν
σχετικαʆ αξιοʆ πιστες εκτιμηʆ σεις του προσανατολισμουʆ του αεροσκαʆφους υποʆ την μορφηʆ
γωνιωʆ ν Euler. ψinsϕins

θins

 =

ψϕ
θ

+ bang + ηang (5.9)

5.2.2 Το σύστημα μεταβλητών αέρος - Air Data Boom

Το συʆ στημα μεταβλητωʆ ν αεʆρος περιλαμβαʆ νει το συʆ στημα pitot-static και τους ανεμοδειʆ-
κτες γωνιωʆ ν αεροδυναμικηʆ ς ευσταʆ θειας.

5.2.2.1 Τοσύστημαpitot-static Το συʆ στημα pitot-static καταγραʆφει την διαφορικηʆ πιʆ-
εση αεʆρα, την στατικηʆ πιʆεση και την θερμοκρασιʆα αεʆρος

ypitot = diag
(

1 + sd, 1 + sp, 1 + sT

) q̄ps
T

+ bpitot + ηpitot (5.10)

Υπενθυμιʆζουμε οʆ τι, με βαʆ ση τον νοʆ μο Bernoulli, ισχυʆ ει q̄ = 1
2ρV

2
a

5.2.2.2 Οι ανεμοδείκτες γωνιών ευστάθειας-WindVanes Οι ανεμοδειʆκτες γωνιωʆ ν ευ-
σταʆ θειας καταγραʆφουν την γωνιʆα προσβοληʆ ς και την γωνιʆα πλαγιολιʆσθησης.

yvanes = diag
(

1 + sα, 1 + sβ

) [
α
β

]
+ bvanes + ηvanes (5.11)

5.2.3 Απλοιποιήσεις

Τα περισσοʆ τερα πειραματικαʆ αεροσκαʆφη ενσωματωʆ νουν συʆ γχρονα INS τα οποιʆα απαλειʆ-
φουν αυτοʆ ματα, μεʆσω εσωτερικωʆ ν διαδικασιωʆ ν, τα συστηματικαʆ σφαʆ λματα των μετρηʆ -
σεων. Για τον λοʆγο αυτοʆ , παραδεχοʆ μαστε πως τα παρεχοʆ μενα δεδομεʆνα απο το INS δεν
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αλλοιωʆ νονται αποʆ προκαταληʆψεις (biases):{
baccel,bgyro,bang,bgps

}
≈ 0 (5.12)

5.2.4 Βαθμονόμηση συστήματος μεταβλητών αέρος

To συʆ στημα μεταβλητωʆ ν αεʆρος βαθμονομηʆ θηκε μεταʆ αποʆ διεξαγωγηʆ πειραμαʆ των στην
αεροσηʆ ρραγγα του εργαστηριʆου Αεροδυναμικηʆ ς του ΕΜΠ. Για αναλυτικεʆς λεπτομεʆρειες
ο αναγνωʆ στης παραπεʆμπεται στο σχετικοʆ εγχειριʆδιο του Control Systems Lab [104]. Στο
εξηʆ ς, θεωρουʆ με πως τα συστηματικαʆ σφαʆ λματα, πλην των εξωτερικωʆ ν διαταραχωʆ ν (w),
εʆχουν εκτιμηθειʆ και απαλειφθειʆ αποʆ τις μετρηʆ σεις μας. Η απομοʆ νωση των συνιστωσωʆ ν
της ταχυʆ τητας αεʆρος του αεροσκαʆφους θα πραγματοποιηθειʆ με χρηʆ ση φιʆλτρων εκτιʆμη-
σης καταʆ στασης (State Estimation).

5.3 Οι περιβαλλοντικές διαταρραχές

Η βασικοʆ τερη πηγηʆ εξωτερικωʆ ν διαταραχωʆ ν για τα μικραʆ αεροσκαʆφη ειʆναι ο αʆ νεμος. Ο
αʆ νεμος, οʆ πως αναφεʆρθηκε και στο εισαγωγικοʆ κεφαʆ λαιο, μοντελοποειʆται ως εʆνα διαʆ νυ-
σμα ταχυʆ τητας5. Καθοʆ τι, η γνωʆ ση της σχετικηʆ ς ως προς την αεʆρια μαʆ ζα ταχυʆ τητας του
αεροσκαʆφους ειʆναι υʆψιστης σημασιʆας, η επιʆδραση του ανεʆμου στα αισθητηριακαʆ δεδο-
μεʆνα πρεʆπει να εκτιμηθειʆ και απαλειφθειʆ.
Το σημαντικοʆ τερο εργαλειʆο για την απαλοιφηʆ του ανεʆμου ειʆναι οι μετρηʆ σεις ταχυʆ τητας
που καταγραʆφονται αποʆ το GPS. Όπως αναφεʆρθηκε και στο εισαγωγικοʆ κεφαʆ λαιο της
αεροπλοϊας, η ταχυʆ τητα εδαʆφους (οʆπως αυτηʆ καταγραʆφεται απο το GPS) περιλαμβαʆ νει
και την συνιστωʆ σα του ανεʆμου:

V⃗g = V⃗a + V⃗w (5.13)
ηʆ ισοδυʆ ναμα: VNVE

VD

 = (RB
G)−1

urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (5.14)

Οι δυʆ ο παραπαʆ νω συνιστωʆ σες σχηματιʆζουν το τριʆγωνο του ανεʆμου (Εικοʆ να 30).
Η απαλοιφηʆ των οʆ ρων ανεʆμου πραγματοποιειʆται στο πλαιʆσιο του φιʆλτρου εκτιʆμησης κα-
ταʆ στασης που περιγραʆφεται στις εποʆ μενες ενοʆ τητες. Η μοντελοποιʆηση των συνιστωσωʆ ν
ανεʆμου γιʆνεται βαʆ σει οʆ σων ειπωʆ θηκαν στην ενοʆ τητα 2.3.

5Η ταχυʆ ητητα του ανεʆμου σε προβληʆ ματα μικρηʆ ς κλιʆμακας εμπεριεʆχει μοʆ νο μεταφορικηʆ συνιστωʆ σα. Σε προ-
βληʆ ματα υψηλοʆ τερης ακριʆβειας, το διαʆ νυσμα ανεʆμου μπορειʆ να περιλαμβαʆ νει και τυρβωʆ σεις με τη μορφηʆ γωνια-
κωʆ ν ταχυτηʆ των
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Εικοʆ να 30: To τριʆγωνο ανεʆμου

5.4 ΦίλτραΚάλμανγιαεκτίμησητουανέμουκαιτηςτριάδαςευστάθειας

5.4.1 Γενικά

Θεμεʆλιος λιʆθος της αξιοʆ πιστης εκτιʆμησης του αεροδυναμικουʆ μοντεʆλου, ειʆναι ακριβειʆς με-
τρηʆ σεις για την τριαʆ δα αεροδυναμικηʆ ς ευσταʆ θειας (Va, α, β). Καθοʆ τι το αισθητηριακοʆ συʆ -
στημα ειʆναι χαμηληʆ ς αξιοπιστιʆας, σχεδιαʆ σαμε ειδικουʆ ς αλγοριʆθμους/φιʆλτρα για την κα-
λυʆ τερη δυνατηʆ εκτιʆμηση αυτωʆ ν των ποσοτηʆ των εκμεταλλευοʆ μενοι με την βεʆλτιστη μεʆ-
θοδο οʆ λη την πληροφοριʆα που μπορουʆ με να εξαʆ γουμε αποʆ τις διαθεʆσιμες παρατηρηʆ σεις.
Οι αλγοʆ ριθμοι Εκτιʆμησης Καταʆ στασης (State Estimation) που αναπτυʆ ξαμε βασιʆζονται στις
αρχεʆς του Επεκτεταμεʆνου Φιʆλτρου Καʆ λμαν (Extended Kalman Filter) το οποιʆο ειʆναι η
πιο διαδεδομεʆνη μεʆθοδος State Estimation για μηʆ γραμμικαʆ συστηʆ ματα.
Το σημαντικοʆ τερο εμποʆ διο που συναντηʆ σαμε καταʆ την αναʆ πτυξη των αλγοριʆθμων αφο-
ρουʆ σε το γεγονοʆ ς πως οι περισσοʆ τερες εʆως αρχιτεκτονικεʆς βασιʆζονταν στην εκ των προ-
τεʆρων γνωʆ ση των παραμεʆτρων του Αεροδυναμικουʆ Μοντεʆλου. Προφανωʆ ς, η περιʆπτωση
μας δεν μπορουʆ σε να εξυπηρετηθειʆ αποʆ τεʆτοιες τεχνικεʆς - τουλαʆ χιστον μεʆχρις οʆ του απο-
κτηʆ σουμε μιʆα πρωʆ τη εκτιʆμηση του διανυʆ σματος παραμεʆτρων μεʆσω πειραματικωʆ ν πτηʆ -
σεων. Αυτηʆ η συʆ ζευξη επιλυʆ θηκε με την αναʆ πτυξη αρχιτεκτονικωʆ ν ανεξαʆ ρτητων του αε-
ροδυναμικουʆ μοντεʆλου (Model Free Implementations-MF). Όπως θα δουʆ με και παρακαʆ τω
η MF υλοποιʆηση του φιʆλτρου Καʆ λμαν δεν απαιτειʆ γνωʆ ση των παραμεʆτρων του μοντεʆλου
και ειʆναι σε θεʆση να επιστρεʆψει αρκεταʆ αξιοʆ πιστες εκτιμηʆ σεις. Επιʆσης, εʆχει εξασφαλι-
σμεʆνη ευρωστιʆα καθοʆ τι δεν παρουσιαʆ ζει καμιʆα ευαισθησιʆα σε διακυμαʆ νσεις της δυναμι-
κηʆ ς της αεροσκαʆφους -ακοʆ μα και σε εξαιρετικαʆ δυσχερειʆς συνθηʆ κες οʆπως ειʆναι η απωʆ -
λεια στηʆ ριξης (stall). H αρχιτεκτονικηʆ του συστηʆ ματος με χρηʆ ση MF Καʆ λμαν φιʆλτρου
παριʆσταται διαγραμματικαʆ στην Εικοʆ να 31.
Εφοʆσον αποκτηʆ σουμε προʆσβαση σε εκτιμηʆ σεις των αεροδυναμικωʆ ν παραμεʆτρων, μπο-
ρουʆ με πλεʆον να προχωρηʆσουμε στην αναʆ πτυξη φιʆλτρων Καʆ λμαν με βαʆ ση τις εξισωʆ σεις
του μοντεʆλου (Model Based Implemenations-MB). Σε αυτηʆ ν την περιʆπτωση οι εκτιμηʆ -
σεις του ανεʆμου οʆσο και της τριαʆ δας ευσταʆ θειας εʆχουν μεγαλυʆ τερη ακριʆβεια. Παρ’οʆ λα
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αυταʆ , η υλοποιʆηση αυτηʆ ειʆναι εξαιρετικαʆ ευαιʆσθητη σε διακυμαʆ νσεις των παραμεʆτρων
και επομεʆνως δεν ειʆναι τοʆ σο ευʆ ρωστη. Ειδικαʆ σε περιπτωʆ σεις υλοποιʆησης κλειστουʆ βροʆ -
χου (closed loop) το συʆ στημα μπορειʆ υποʆ την επιʆδραση μικρωʆ ν διαταραχωʆ ν να οδηγη-
θειʆ σε ασταʆ θεια. Το σχηματικοʆ διαʆ γραμμα της MB υλοποιʆησης ανοιχτουʆ βροʆχου φαιʆνεται
στην Εικοʆ να 32.
Στις εποʆ μενες υπο-ενοʆ τητες παρουσιαʆ ζουμε την μαθηματικηʆ διατυʆ πωση της αρχιτεκτονι-
κηʆ ς των δυʆ ο φιʆλτρων και τα σχετικαʆ αποτελεʆσματα αποʆ προσομοιωʆ σεις.

Εικοʆ να 31: Model-Free υλοποιʆηση φιʆλτρου Καʆ λμαν

Εικοʆ να 32: Model-Based υλοποιʆηση του φιʆλτρου Καʆ λμαν σε ανοιχτοʆ βροʆχο
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5.4.2 Ο γενικός αλγόριθμος του Extended Kalman Filter

Εν πρωʆ τοις, παρουσιαʆ ζουμε τον γενικοʆ αλγοʆ ριθμο State Estimation που χρησιμοποιειʆ η
τεχνικηʆ του Extended Kalman Filtering. Θεωρουʆ με οʆ τι εξεταʆ ζουμε εʆνα μη γραμμικοʆ συʆ -
στημα με δυναμικηʆ συνεχουʆ ς χροʆ νου και εξισωʆ σεις καταʆ στασης που περιγραʆφονται αποʆ
την παρακαʆ τω σχεʆση:

ẋ = f(x(t), u(t), t) + w(t)
w(t) ∼ N (0, Q)

Η καταʆ σταση του συστηʆ ματος παρατηρειʆται μη-γραμμικωʆ ς αποʆ εʆνα συʆ νολο διαδικασιωʆ ν
(λ.χ. αισθητηριακοʆ συʆ στημα) σε διακριτοʆ χροʆ νο εʆτσι ωʆ στε:

yk = hk(xk, vk) + vk

vk ∼ N (0, Rk)

Η αρχικηʆ καταʆ σταση του συστηʆ ματος μπορειʆ να εκτιμηθειʆ σεʆ ενα επιʆπεδο αβεβαιοʆ τη-
τας που εκφραʆ ζεται αποʆ την αρχικοποιημεʆνη τιμηʆ των διανυσμαʆ των καταʆ στασης και της
αντιʆστοιχης μηʆ τρας συνδιακυʆ μανσης:

x̂(0)+ = E
{
x(0)

}
P (0) = E

{
(x(0)− x̂(0)) (x(0)− x̂(0))T

}
Η δυναμικηʆ του συστηʆ ματος προβλεʆπεται σε συνεχηʆ χροʆ νο αποʆ τις εξισωʆ σεις του μο-
ντεʆλου (Time Update). Καʆ θε χρονικηʆ στιγμηʆ η προʆ βλεψη πραγματοποιειʆται βαʆ σει των
εξισωʆ σεων:
Time Update

˙̂x = f(x̂, u, t)

F = ∂f(x, u, t)
∂x

|(x=x̂)

Ṗ = FP + PF T +Q

Οι προβλεʆψεις διορθωʆ νονται τις χρονικεʆς στιγμεʆς που υπαʆ ρχουν διαθεʆσιμες μετρηʆ σεις με
βαʆ ση τα κεʆρδη του παρατηρητηʆ Καʆ λμαν. Η μηʆ τρα D χρησιμευʆ ει ως μαʆ σκα του διανυʆ -
σματος παρατηʆ ρησης6.
Measurement Update

Ck = DkHk

H = ∂h(x, t)
∂x

|(x=x̂−
k

)

Kk = P−
k C

T
k (CkP−

k C
T
k +Rk)

x̂+
k = x̂−

k +Kk(yk − hk(x−
k , tk))

P+
k = (I −KkCk)P−

k +KkRkK
T
k

6Διαγωʆ νια μηʆ τρα που μοντελοποιειʆ την διαθεσιμοʆ τητα των παρατηρηʆ σεων- αν η μεʆτρηση ειʆναι διαθεʆσιμη στο
αντιʆστοιχο στοιχειʆο ανατιʆθεται η μοναδιαιʆα τιμηʆ ενωʆ σε αντιʆθετη περιʆπτωση η μηδενικηʆ
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Οι μηʆ τρες Q,R εκφραʆ ζουν την εμπιστοσυʆ νη στην προʆ βλεψη του μοντεʆλου και στις πα-
ρατηρηʆ σεις αντιʆστοιχα. Ήτοι:

Q(t)δ(tj − ti) = E
{
w(ti)wT (tj)

}
(5.15)

R(t)δ(tj − ti) = E
{
v(ti)vT (tj)

}
(5.16)

5.4.3 Model-Free υλοποίηση του φίλτρου Κάλμαν

Στην περιʆπτωση της MF υλοποιʆησης, θεωρουʆ με το παρακαʆ τω διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης:

x =



x1
x2
x3
x4
x5
x6


=



ur
vr
wr

WN

WE

WD


(5.17)

Καταʆ τα γνωσταʆ , το υποδιαʆ νυσμα [ur, vr, wr]T αφοραʆ τις σχετικεʆς ταχυʆ τητες του αερο-
σκαʆφους ως προς την αεʆρια μαʆ ζα, ενωʆ το [WN ,WE,WD]T αφοραʆ στις μεταφορικεʆς τα-
χυʆ τητες του ανεʆμου στις κατευθυʆ νσεις Βοʆ ρεια, Ανατολικαʆ και προς τα καʆ τω.

5.4.3.1 Time Update Θεωρουʆ με οʆ τι οι εξισωʆ σεις του αεροδυναμικουʆ μοντεʆλου ειʆναι
προς το παροʆ ν αʆ γνωστες. Παρατηρουʆ με, οʆ μως, πως οι εʆξοδοι του επιταχυνσιοʆ μετρου
εʆχουν την μορφηʆ : yaccelxyaccely

yaccelz

 =

u̇+ qw − rv − gx
v̇ + ru− pw − gy
ẇ + pv − qu− gz

 (5.18)

οʆπου:

g =

gxgy
gz

 =

 −g sin θ
g cos θ sinϕ
g cos θ cosϕ

 (5.19)

Το επιταχυνσιοʆ μετρο και το γυροσκοʆπιο δυʆ νανται να επιστρεʆφουν παρατηρηʆ σεις σε πολυʆ
υψηλουʆ ς ρυθμουʆ ς δειγματοληψιʆας (αʆ νω των 150Hz). Η ιδιοʆ τητα αυτηʆ μας επιτρεʆπει να
αντικαταστηʆ σουμε τις εξισωʆ σεις του μοντεʆλου με τις παρατηρηʆ σεις αυτεʆς -ρυθμιʆζοντας
καταʆ λληλα την μηʆ τρα Q.
Ακοʆ μη, παραδεχοʆ μαστε πως οι ταχυʆ τητες ανεʆμου κυμαιʆνονται με αργουʆ ς ρυθμουʆ ς. Αυτοʆ
μας επιτρεʆπει να προσεγγιʆσουμε τις αντιʆστοιχες εξισωʆ σεις μοντεʆλου ως:[

ẆN , ẆE, ẆD

]T
≈ 0 (5.20)
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Αντιμετωπιʆζοντας το επιταχυνσιοʆ μετρο ως ειʆσοδο στο συʆ στημα (u), oι εξισωʆ σεις του μο-
ντεʆλου αντικαθιʆστανται αποʆ τις παρακαʆ τω (ψευδο-δυναμικοʆ μοντεʆλο):u̇rv̇r

ẇr

 =

yaccelx − qwr + rvr + gx
yaccely − rur + pwr + gy
yaccelz − pvr + qur + gz

 (5.21)

Εν τεʆλει, καταληʆ γουμε στην παρακαʆ τω μορφηʆ για το Time Update:

ẋ =



u̇r
v̇r
ẇr
ẆN

ẆE

ẆD


=



yaccelx − qwr + rur + gx
yaccely − rur + pwr + gy
yaccelz − pvr + qur + gz

0
0
0


(5.22)

Η Ιακωβιανηʆ του συστηʆ ματος εʆχει την μορφηʆ :

F = ∂f
∂x =



0 r(t) −q(t) 0 0 0
−r(t) 0 p(t) 0 0 0
−p(t) q(t) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


(5.23)

H αρχικηʆ τιμηʆ του διανυʆ σματος καταʆ στασης μπορειʆ να υπολογιστειʆ ως εξηʆ ς: θεωρωʆ ντας
πως εʆχουμε διαθεʆσιμες τις πρωʆ τες παρατηρηʆ σεις για την νοʆ ρμα της ταχυʆ τητας αεʆρα
Va(t0) και της ταχυʆ τητας εδαʆφους Vg(t0) εκτιμαʆ με το διαʆ νυσμα σχετικηʆ ς ταχυʆ τητας ως:ur(t0)vr(t0)

wr(t0)

 = Vα(t0)
Vg(t0)
∥Vg(t0)∥

(5.24)

ενωʆ για την ταχυʆ τητα ανεʆμου εʆχουμε:WN(t0)
WE(t0)
WD(t0)

 =
(
RG
B

)−1
(

Vg(t0)−

ur(t0)vr(t0)
wr(t0)

) (5.25)

5.4.3.2 MeasurementUpdate Το διαʆ νυσμα παρατηρηʆ σεων περιλαμβαʆ νει το GPS, το συʆ -
στημα pitot και τους ανεμοδειʆκτες γωνιωʆ ν ευσταʆ θειας. Πρωʆ τα εκφραʆ ζουμε τα μοντεʆλα
των αισθητηʆ ρων ως προς το διαʆ νυσμα καταʆ στασης.
Για το GPS, δεδομεʆνης της προʆσβασης στις γωνιʆες Euler αποʆ το INS, εʆχουμε:

y1
y2
y3

 =

VNVE
VD

 =


(cos θ cosψ)ur + (sinϕ sin θ cosψ − cosϕ sinψ)vr+

+(cosϕ sin θ cosψ + sinϕ sinψ)wr +WN

(cos θ sinψ)ur + (sinϕ sin θ sinψ + cosϕ cosψ)vr+
+(cosϕ sin θ sinψ − sinϕ cosψ)wr +WE

(− sin θ)ur + (sinϕ cos θ)vr + (cosϕ cos θ)wr +WD

 (5.26)
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Για το συʆ στημα pitot:
y4 = q̄ = 1

2
ρ
(
u2
r + v2

r + w2
r

)
(5.27)

Τεʆλος, για τους ανεμοδειʆκτες των γωνιωʆ ν ευσταʆ θειας:

[
y5
y6

]
=
[
α
β

]
=


arctan

(
ur
wr

)

arcsin

 vr√
u2
r + v2

r + w2
r


 (5.28)

Η σχετικηʆ Ιακωβιανηʆ μηʆ τρα H = ∂h
∂x υπολογιʆζεται στο Παραʆ ρτημα Αʹ.4.

5.4.3.3 Εξαγωγή της τριάδας αεροδυναμικής ευστάθειας Η εκτιμωʆ μενη τριαʆ δα αερο-
δυναμικηʆ ς ευσταʆ θειας ειʆναι πλεʆον:

Va,kalαkal
βkal

 =



√
x2

1 + x2
2 + x2

3

arctan
(
x1

x3

)

arcsin

 x2√
x2

1 + x2
2 + x2

3




(5.29)

5.4.4 Αποτελέσματα Model-Free υλοποίησης με δεδομένα προσομοίωσης

Η βασικηʆ αξιολοʆγηση σχετικωʆ ν αρχιτεκτονικωʆ ν Καʆ λμαν γιʆνεται με την βοηʆ θεια καʆ ποιου
περιβαʆ λλοντος προσομοιʆωσης. Η προσομοιʆωση επιτρεʆπει αʆ μεση και αδιαμφισβηʆ τητη προʆ -
σβαση στα σηʆ ματα αναφοραʆ ς (”αληθινεʆς τιμεʆς”) επιτρεʆποντας εʆτσι την ποσοτικοποιʆηση
της επιʆδοσης των αλγοριʆθμων υποʆ ποικιʆλες συνθηʆ κες. Εν προκειμεʆνω χρησιμοποιηʆ σαμε
ξαναʆ τον προσομοιωτηʆ πτηʆ σης του Control Systems Lab7 που αναπτυʆ χθηκε αποʆ τον Δρ.
Γ. Ζωγοʆπουλο. Όπως προαναφεʆραμε, οι περιβαλλοντικεʆς διαταρραχεʆς ειʆναι εξεʆχουσας ση-
μασιʆας για το πεδιʆο των μικρωʆ ν μηʆ επανδρωμεʆνων αεροσκαφωʆ ν. Για τον λοʆγο αυτοʆ ,
η προσομοιʆωση περιλαμβαʆ νει διαταρραχεʆς ανεʆμου, σε χρονοσταθερηʆ μορφηʆ οπως και
με την μορφηʆ ριπωʆ ν, χρησιμοποιωʆ ντας το μοντεʆλο Dryden 8 για χαμηλοʆ υψοʆ μετρο και
εʆντονες αναταραʆ ξεις.
Η προσομοιʆωση της ροηʆ ς δεδομεʆνων πραγματοποιηʆ θηκε με αναʆ πτυξη ενοʆ ς ψευδοαισθη-
τηριακουʆ συστηʆ ματος. Συγκεκριμεʆνα, τα σηʆ ματα αναφοραʆ ς αλλοιωʆ θηκαν με βαʆ ση τα γνω-
σταʆ μοντεʆλα των αισθητηʆ ρων και προσθετικοʆ λευκοʆ θοʆ ρυβο με χρηʆ ση ρουτινωʆ ν που
αναπτυʆ χθηκαν στο περιβαʆ λλον της MATLAB (Εικοʆ να 33). Όπου ηʆ ταν απαραιʆτητο, μειωʆ -
σαμε τον ρυθμοʆ δειγματοληψιʆας των ψευδο-αισθητηριακωʆ ν δεδομεʆνων προκειμεʆνου να
συμφωνουʆ ν με τις προδιαγραφεʆς των αντιʆστοιχων αισθητηʆ ρων. Οι πληροφοριʆες αυτεʆς
παρατιʆθενται στον Πιʆνακα 7.

7https://github.com/Georacer/last_letter
8Ενοʆ τητα 2.3
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Pseudo-sensor Quantity Units Noise (±2σ) Rate (Hz)
Accelerometer ax, ay, az m/s2 0.1 100
Gyro p,q, r rad/s 0.7 100

ψ, ϕ, θ deg 1.5 100
GPS VN,VE m/s 0.1 20

VD m/s 0.2 20
Pitot q̄ Pa 20 100
Wind Vanes α, β deg 1.2 100

Πιʆνακας 7: Χαρακτηριστικαʆ Ψευδοαισθητηριακουʆ Συστηʆ ματος

Pseudo-
Sensor 

Routines 
(MATLAB)

Sensor Models
(biases,scaling 

errors,noise,higher order 
uncertainties)

Εικοʆ να 33: Υλοποιʆηση ψευδο-αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος με την χρηʆ ση του περιβαʆ λλο-
ντος MATLAB

77



u
r
(m

/
s)

closeup

v
r
(m

/s
)

closeup

v
r
(m

/s
)

closeup

Kalman Filtering- Estimated Air-Relative Velocity vector (ur, vr, wr)

300 310 320 330 340 350 360 370 380 390 400 410 420 430 440 450 460
6

8

10

12

14

16

18

20

22

360 370 380 390 400

8

10

12

14

16

18

300 310 320 330 340 350 360 370 380 390 400 410 420 430 440 450 460
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

360 370 380 390 400

−0.5

0

0.5

1

1.5

300 310 320 330 340 350 360 370 380 390 400 410 420 430 440 450 460
−3

−2

−1

0

1

360 370 380 390 400

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

urref
urkalman

urref
urkalman

vrref
vrkalman

urref
urkalman

wrref
wrkalman

wrref
wrkalman

Εικοʆ να 34: MF-Kalman: Το διαʆ νυσμα σχετικηʆ ς ταχυʆ τητας αεροσκαʆφους και αεʆριας μαʆ ζας.
Συʆ γκριση μεταξυʆ εκτιμωʆ μενων σημαʆ των και σημαʆ των αναφοραʆ ς (”αληθιναʆ ”). Οι σκιασμεʆ-
νες περιοχεʆς αφορουʆ ν στο 95% διαʆ στημα εμπιστοσυʆ νης
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Εικοʆ να 35: MF-Kalman:Το διαʆ νυσμα ταχυτηʆ των ανεʆμου στο πλαιʆσιο NED. Συʆ γκριση με-
ταξυʆ εκτιμωʆ μενων σημαʆ των και σημαʆ των αναφοραʆ ς (”αληθιναʆ ”). Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς
αφορουʆ ν στο 95% διαʆ στημα εμπιστοσυʆ νης
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Εικοʆ να 36: MF-Kalman: Ταχυʆ τητα αεʆρος αεροσκαʆφους. Συʆ γκριση αισθητηριακουʆ , εκτιμωʆ -
μενου και σηʆ ματος αναφοραʆ ς. Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς αφορουʆ ν στο 95% διαʆ στημα εμπι-
στοσυʆ νης
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Εικοʆ να 37: MF-Kalman: Γωνιʆα προσβοληʆ ς αεροσκαʆφους (α). Συʆ γκριση αισθητηριακουʆ ,
εκτιμωʆ μενου και σηʆ ματος αναφοραʆ ς. Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς αφορουʆ ν στο 95% διαʆ στημα
εμπιστοσυʆ νης
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Εικοʆ να 38: MF-Kalman: Γωνιʆα πλαγιολιʆσθησης αεροσκαʆφους (β). Συʆ γκριση αισθητηρια-
κουʆ , εκτιμωʆ μενου και σηʆ ματος αναφοραʆ ς. Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς αφορουʆ ν στο 95% διαʆ -
στημα εμπιστοσυʆ νης
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5.4.4.1 Συμπεράματα Όπως βλεʆπουμε στα παραπαʆ νω διαγραʆ μματα, το MF φιʆλτρο Καʆ λ-
μαν καταʆφερε να απομονωʆ σει το μεγαλυʆ τερο μεʆρος των αβεβαιοτηʆ των αποʆ τα σηʆ ματα
των ψευδοαισθητηʆ ρων. Τα διανυʆ σματα του ανεʆμου (Εικοʆ να 35), αν και υψηληʆ ς διακυʆ -
μανσης και μειωμεʆνης παρατηρητικοʆ τητας, καταʆφεραν να προβλεφθουʆ ν ικανοποιητικαʆ
και εντοʆ ς των αντιʆστοιχων διαστημαʆ των εμπιστοσυʆ νης (σκιασμεʆνη περιοχηʆ ). Στην περιʆ-
πτωση της ταχυʆ τητας αεʆρος (Εικοʆ να 36)- και κυριʆως αναφορικαʆ με την εγκαʆ ρσια συ-
νιστωʆ σα της ( Εικοʆ να 34)- παρατηρουʆ με μιʆα ελαφριαʆ προκαταʆ ληψη των εκτιμηʆ σεων
της ταʆ ξεως των 0.2 m/s. Αυτηʆ ειʆναι αποτεʆλεσμα της παραδοχηʆ ς μας οʆ τι η πληʆ ρης μο-
ντελοποιʆηση των συστηματικωʆ ν σφαλμαʆ των των μετρηʆ σεων ειʆναι πρακτικαʆ ανεʆφικτη.
Για τον λοʆγο αυτοʆ , στην περιʆπτωση ορισμεʆνων ψευδοαισθητηριακωʆ ν δεδομεʆνων η απα-
λοιφηʆ των συστηματικωʆ ν σφαλμαʆ των εʆγινε μοʆ νο μερικωʆ ς. Δυστυχωʆ ς οʆ μως, τα φιʆλτρα
Καʆ λμαν δεν μπορουʆ ν να αντιμετωπιʆσουν με βεʆλτιστο τροʆπο τις συστηματικεʆς αλλοιωʆ σεις
των παρατηρηʆ σεων, οδηγωʆ ντας εʆτσι σε μιʆα μικρηʆ προκαταʆ ληψη των εκτιμηʆ σεων. Καταʆ
τ’αʆ λλα, οι εκτιμηʆ σεις των γωνιωʆ ν ευσταʆ θειας α, β (Εικοʆ νες 37,38) επιστρεʆφουν ακριʆβεια
0.25 deg η οποιʆα κριʆνεται ως πολυʆ ικανοποιητικηʆ .

5.4.5 Model-Based υλοποίηση του φίλτρου Κάλμαν

Στην δευʆ τερη υλοποιʆηση του φιʆλτρου μας, θεωρουʆ με πως εʆχουμε προʆσβαση στα batch
διανυʆ σματα παραμεʆτρων. Για λοʆγους ελαχιστοποιʆησης της υπολογιστικηʆ ς πολυπλοκοʆ τη-
τας οριʆζουμε το νεʆο διαʆ νυσμα καταʆ στασης του φιʆλτρου ως:

x =



x1
x2
x3
x4
x5
x6


=



Va
α
β
WN

WE

WD


(5.30)

η αναφοραʆ πλεʆον του υποδιανυʆ σματος [x1, x2, x3]T γιʆνεται πλεʆον στο πλαιʆσιο ανεʆμου
του αεροσκαʆφους.

5.4.5.1 Time Update Οι εξισωʆ σεις καταʆ στασης του φιʆλτρου ειʆναι πλεʆον εξαρτωʆ μενες
αποʆ το μοντεʆλο και συγκεκριμεʆνα η τριαʆ δα ευσταʆ θειας (Va, α, β) ακολουθειʆ τις δυναμι-
κεʆς εξισωʆ σεις των αξοʆ νων ανεʆμου (Wind-Axes Force Equations):

V̇α = − q̄S
m
CDW

+ T

m
cosα cos β (5.31αʹ)

+ g(cosϕ cos θ sinα cos β + sinϕ cos θ sin β − sin θ cosα cos β)
= Φ1(t)
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α̇= − q̄S

mVa cos β
CL + q − tan β(p cosα + r sinα)− T sinα

mVa cos β
(5.31βʹ)

+ g

Va cos β
(cosϕ cos θ cosα + sin θ sinα)

= Φ2(t)

β̇= q̄S

mVa
CYW

+ p sinα− r cosα + g

Va
cos β sinϕ cos θ (5.31γʹ)

+sin β
Va

(g cosα sin θ − g sinα cosϕ cos θ + T cosα
m

)

= Φ3(t)

οʆπου:

CDW
= CD cos β − CY sin β (5.31δʹ)

CYW
= CY cos β + CD sin β (5.31εʹ)

Τελικαʆ εʆχουμε:

ẋ =



V̇a
α̇

β̇
ẆN

ẆE

ẆD


=



Φ1(t)
Φ2(t)
Φ3(t)

0
0
0


(5.32)

Όπου οι ποσοʆ τητες Φ1(t),Φ2(t),Φ3(t) αντιστοιχουʆ ν στις σχεʆσεις (5.31αʹ)-(6.6). Τα μοντεʆλα
των αεροδυναμικωʆ ν συντελεστωʆ ν βασιʆζονται στις σχεʆσεις (3.31αʹ)-(3.31στʹ). Η Ιακωβιανηʆ
του συστηʆ ματος μπορειʆ να υπολογιστειʆ με την βοηʆ θεια των παραγωʆ γων του Παραρτηʆ -
ματος Αʹ.3.

5.4.5.2 Measurement Update Οι παρατηρηʆ σεις του επιταχυνσιοʆ μετρου προωθουʆ νται
πλεʆον στην υποδιαδικασιʆα του Measurement Update.
Έτσι εʆχουμε:

y =


yaccel
ygps
ypitot
yvanes

 (5.33)

οʆπου:

yaccel =

yaccel,xyaccel,y
yaccel,z

 =



ρV 2
a S

2m
[−CD cosα + CL sinα] + T

m
ρV 2

a S

2m
CY

ρV 2
a S

2m
[−CD sinα− CL cosα]

 (5.34)
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Αντιʆστοιχα, το μοντεʆλο του GPS με βαʆ ση το νεʆο διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης κατασκευαʆ ζεται
αποʆ την σχεʆση [49] : urvr

wr

 = Va

cosα cos β
sin β

sinα cos β

 (5.35)

Έτσι τελικαʆ εʆχουμε:

ygps =

VgxVgy
Vgz

 = (RG
B)−1

urvr
wr

+ +

WN

WE

WD

 (5.36)

ηʆ αντιʆστοιχα:

ygps = (RG
B)−1Va

cosα cos β
sin β

sinα cos β

+

WN

WE

WD

 (5.37)

Το pitot πλεʆον διατηρειʆ το μοντεʆλο:

ypitot = 1
2
ρV 2

a (5.38)

Τεʆλος, το μοντεʆλο για του ανεμοδειʆκτες γιʆνεται:

yvan =
[
α
β

]
(5.39)

Η Ιακωβιανηʆ μηʆ τρα των αισθητηʆ ρων κατασκευαʆ ζεται ως:

H =



∂yaccel,x
∂Va

. . .
∂yaccel,x
∂WD...

∂yGPS,V x
∂Va

. . .
∂yGPS,V x
∂WD...

∂ypitot
∂Va

. . .
∂ypitot
∂WD

∂yvanes,α
∂Va

. . .
∂yvanes,α
∂WD

∂yvanes,β
∂Va

. . .
∂yvanes,β
∂WD


9×6

(5.40)

Ο υπολογισμοʆ ς των μερικωʆ ν παραγωʆ γων (5.40) παρατιʆθεται στο Παραʆ ρτημα Αʹ.5. Παρα-
καʆ τω παραθεʆτουμε ενδεικτικαʆ αποτελεʆσματα αποʆ το προσομοιωμεʆνο φιʆλτρο.

5.4.6 Αποτελέσματα Model-Based υλοποίησης με δεδομένα προσομοίωσης

Όπως και στην προηγουʆ μενη ενοʆ τητα το φιʆλτρο αναπτυʆ χθηκε με την βοηʆ θεια της πλατ-
φοʆ ρμας της MATLAB. Η υλοποιʆηση ειʆναι παροʆ μοια με την ενοʆ τητα 5.4.4
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Εικοʆ να 39: MB-Kalman:Το διαʆ νυσμα ταχυτηʆ των ανεʆμου στο πλαιʆσιο NED. Συʆ γκριση με-
ταξυʆ εκτιμωʆ μενων σημαʆ των και σημαʆ των αναφοραʆ ς (”αληθιναʆ ”). Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς
αφορουʆ ν στο 95% διαʆ στημα εμπιστοσυʆ νης
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Εικοʆ να 40: MB-Kalman: Ταχυʆ τητα αεʆρος αεροσκαʆφους. Συʆ γκριση αισθητηριακουʆ , εκτιμωʆ -
μενου και σηʆ ματος αναφοραʆ ς. Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς αφορουʆ ν στο 95% διαʆ στημα εμπι-
στοσυʆ νης
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Εικοʆ να 41: MB-Kalman: Γωνιʆα προσβοληʆ ς αεροσκαʆφους (α). Συʆ γκριση αισθητηριακουʆ ,
εκτιμωʆ μενου και σηʆ ματος αναφοραʆ ς. Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς αφορουʆ ν στο 95% διαʆ στημα
εμπιστοσυʆ νης
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Εικοʆ να 42: MB-Kalman: Γωνιʆα πλαγιολιʆσθησης αεροσκαʆφους (β). Συʆ γκριση αισθητηρια-
κουʆ , εκτιμωʆ μενου και σηʆ ματος αναφοραʆ ς. Οι σκιασμεʆνες περιοχεʆς αφορουʆ ν στο 95% διαʆ -
στημα εμπιστοσυʆ νης
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Εικοʆ να 43: Συʆ γκριση Σφαλμαʆ των εκτιʆμησης για τις Model-Based και Model-Free τεχνικεʆς.
Στο υποʆ βαθρο, η σκιασμεʆνη περιοχηʆ χαρακτηριʆζει διακυʆ μανση του πραγματικουʆ σηʆ ματος.
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5.4.6.1 Συμπεράσματα Δεδομεʆνης της αξιοʆ πιστης εκτιʆμησης των παραμεʆτρων του μο-
ντεʆλου, παρατηρουʆ με πως η Model-Based υλοποιʆηση του φιʆλτρου Καʆ λμαν παρουσιαʆ ζει
μεγαλυʆ τερη ακριʆβεια. Ειδικαʆ στην περιʆπτωση εκτιʆμησης του των συνιστωσωʆ ν του ανεʆ-
μου (Εικοʆ να 39) και της ταχυʆ τητας αεʆρος του αεροσκαʆφους (Εικοʆ να 36), τα αποτελεʆ-
σματα ειʆναι αισθηταʆ καλυʆ τερα. Όπως βλεʆπουμε αποʆ την ποσοτικοποιʆηση των σφαλμαʆ -
των των δυʆ ο τεχνικωʆ ν (Εικοʆ να 43) το σημαντικοʆ τερο κεʆρδος εʆγκειται στην απαλοιφηʆ
μερικηʆ ς προκαταʆ ληψης που παρατηρειʆται στο διαʆ νυσμα ταχυʆ τητας αεʆρος. Παρ’ οʆ λα αυταʆ
, θα πρεʆπει να τονιστειʆ πως σε περιʆπτωση πραγματικωʆ ν διακυμαʆ νσεων στο διαʆ νυσμα
παραμεʆτρων (ηʆ τοι μικρεʆς αλλαγεʆς στην αεροδυναμικηʆ καταʆ σταση του αεροσκαʆφους που
εκφραʆ ζονται με μικρεʆς αλλαγεʆς στις παραγωʆ γους ευσταʆ θειας) ειʆναι εξαιρετικαʆ αμφιʆβολο
το καταʆ ποʆ σο η Model-Based υλοποιʆηση παρουσιαʆ ζει καλυʆ τερη επιʆδοση αποʆ την αντιʆ-
στοιχη Model-Free. Τεʆλος, η υλοποιʆηση ενοʆ ς Model-Based φιʆλτρου Καʆ λμαν σε κλειστοʆ
βροʆχο μπορειʆ να οδηγηʆ σει σε ασταʆ θεια σε περιπτωʆ σεις αποʆ τομων αλλαγωʆ ν στο διαʆ νυ-
σμα των παραμεʆτρων ηʆ σε εʆναν μη-βεʆλτιστo συντονισμοʆ των παραμεʆτρων που αφορουʆ ν
τον παραʆ γοντα εξασθεʆνισης (λF )

5.5 Απομόνωση Αεροδυναμικών Συντελεστών

Επεξεργαζοʆ μενοι τις εξοʆ δους των παραπαʆ νω βαθμιʆδων του αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος
και γνωριʆζοντας πλεʆον τις βασικεʆς συστηματικεʆς συνιστωʆ σες των σφαλμαʆ των, θεωρουʆ με
οʆ τι μπορουʆ με να εξαʆ γουμε εκτιμηʆ σεις για:

• τις μεταφορικεʆς επιταχυʆ νσεις του αεροσκαʆφους [ax, ay, az]T

• τις γωνιακεʆς ταχυʆ τητες [p, q, r]T

• την δυναμικηʆ πιʆεση q̄ = 1
2ρV

2
a

• τις γωνιʆες ευσταʆ θειας α, β
Επιʆσης, θεωρουʆ με πως εʆχουμε σχεδιαʆ σει καταʆ λληλα φιʆλτρα για την εκτιʆμηση των πα-
ραγωʆ γων των γωνιακωʆ ν ταχυτηʆ των [ṗ, q̇, ṙ] [96]
Συνδυαʆ ζοντας τα παραπαʆ νω με την γνωʆ ση των γεωμετρικωʆ ν και αδρανειακωʆ ν χαρακτη-
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ριστικωʆ ν του αεροσκαʆφους, εκτιμαʆ με τις αεροδυναμικεʆς δυναʆ μεις και ροπεʆς ως:

zCL
= −maz

q̄S
cosα + (max − T )

q̄S
sinα (5.41αʹ)

zCD
= −(max − T )

q̄S
cosα− maz

q̄S
sinα (5.41βʹ)

zCY
= may

q̄S
(5.41γʹ)

zCl
= 1

q̄Sb
(ṗJx − ṙJxz + qr(Jz − Jy)− qpJxz − τp) (5.41δʹ)

zCm = 1
q̄Sc̄

(
q̇Jy + pr(Jx − Jz) + (p2 − r2)Jxz

)
(5.41εʹ)

zCn = 1
q̄Sb

(ṙJz − ṗJxz + pq(Jy − Jx) + qrJxz) (5.41στʹ)

5.6 ΕκτίμησηΑβεβαιότηταςσύνθετωνΑεροδυναμικώνΜεταβλητώνμε
χρήση μεθόδων Monte-Carlo

Αντιʆθετα με την μεʆθοδο OLS, οι εκτιμητεʆς Ολικωʆ ν Ελαχιʆστων Τετραγωʆ νων απαιτουʆ ν την
εκ των προτεʆρων (a priori) γνωʆ ση ηʆ εκτιʆμηση των αβεβαιοτηʆ των οʆ λων των μεταβλη-
τωʆ ν εισοʆ δου. Η μηʆ σωστηʆ κανονικοποιʆηση της μηʆ τρας D (μεʆσω του πιʆνακα C), μπορειʆ
να οδηγηʆ σει σε καθεστωʆ ς τεχνητηʆ ς στρεʆβλωσης (artiϐicial ill-conditioning) του προβληʆ -
ματος ελαχιστοποιʆησης, εισαʆ γοντας διακυμαʆ νσεις και προκαταʆ ληψη (variations and bias)
στο διαʆ νυσμα παραμεʆτρων. Συνεπωʆ ς, η ακριβηʆ ς εκτιʆμηση των οριʆων αβεβαιοʆ τητας των
μεταβλητωʆ ν εισοʆ δου ειʆναι υʆψιστης σημασιʆας για την ευρωστιʆα των εκτιμητωʆ ν.
Η ποσοτικοποιʆηση της αβεβαιοʆ τητας σε περιπτωʆ σεις μηʆ συʆ νθετων ηʆ απευθειʆας μετρουʆ -
μενων μεταβλητωʆ ν πραγματοποιειʆται χρησιμοποιωʆ ντας τις προδιαγραφεʆς των σχετικωʆ ν
αισθητηʆ ρων. Αντιʆστοιχα , σε περιπτωʆ σεις οʆπου η μεταβλητηʆ προκυʆ πτει ως εʆξοδος καʆ -
ποιου φιʆλτρου εκτιʆμησης καταʆ στασης (State Estimation), η αβεβαιοʆ τητα υπολογιʆζεται αποʆ
την συνοδευοʆ μενη μηʆ τρα συνδιακυʆ μανσης του διανυʆ σματος καταʆ στασης.
Αποʆ την αʆ λλη, υπαʆ ρχουν περιπτωʆ σεις οʆπου οι μεταβλητεʆς εισοʆ δου κατασκευαʆ ζονται συν-
θετικαʆ , με χρηʆ ση πολλαπλωʆ ν παρατηρηʆ σεων αποʆ διαφορετικουʆ ς αισθητηʆ ρες ηʆ φιʆλτρα,
που υποʆ κεινται σε ποικιʆλα σφαʆ λματα. Για παραʆ δειγμα, η μεʆτρηση του συντελεστηʆ καʆ -
θετης αʆ ντωσης (CL) εξαʆ γεται χρησιμοποιωʆ ντας παρατηρηʆσεις αποʆ το επιταχυνσιοʆ μετρο
(ax, ay, az), το συʆ στημα pitot-static (για την εκτιʆμηση της διαφορικηʆ ς πιʆεσης αεʆρα q̄), το
μοντεʆλο της Ωʆσης (T ) και τους ανεμοδειʆκτες των γωνιωʆ ν ευσταʆ θειας (α, β):

zCL
(q̄, ax, az, α, T ) = −maz

q̄S
cosα + (max − T )

q̄S
sinα (5.42)

Συνηʆ θως, σε τεʆτοιες περιπτωʆ σεις η εκτιʆμηση των επιπεʆδων αβεβαιοʆ τητας πραγματοποιειʆ-
ται με γραμμικοποιʆηση των συʆ νθετων εξισωʆ σεων της μορφηʆ ς της (5.42) και την εφαρ-

92



μογηʆ του Γενικευμεʆνου Νοʆ μου Διαʆ δοσης των Σφαλμαʆ των (General Law of Error Propaga-
tion) [68]. Παρ’οʆ λα αυταʆ , οι μεʆθοδοι αυτεʆς συχναʆ αποτυγχαʆ νουν να εκτιμηʆ σουν αξιοʆ πι-
στα τα οʆ ρια της αβεβαιοʆ τητας, ειδικαʆ οʆ ταν η διαδικασιʆα εμπεριεʆχει ισχυραʆ μηʆ γραμμικεʆς
εξισωʆ σεις, χρονομεταβλητεʆς αβεβαιοʆ τητες και μη κανονικαʆ κατανεμημεʆνες παρατηρηʆ σεις
[20]. Μιʆα εναλλακτικηʆ λυʆ ση σε αυτουʆ ς τους περιορισμουʆ ς ειʆναι η ποσοτικοποιʆηση της
αβεβαιοʆ τητας με χρηʆ ση των αριθμητικωʆ ν μεθοʆ δων Monte Carlo. Η μεʆθοδος περιγραʆφε-
ται αναλυτικαʆ παρακαʆ τω.
Θεωρουʆ με μια μετρουʆ μενη ποσοʆ τητα Z (στο εξηʆ ς measurand) η οποιʆα κατασκευαʆ ζεται
συνθετικαʆ αποʆ μιʆα μηʆ γραμμικηʆ συναʆ ρτηση τυχαιʆων μεταβλητωʆ ν (TM) Ξi ωʆ στε:

Z = f(Ξ1, . . . ,Ξn) (5.43)

οʆπου οʆ λες οι μεταβλητεʆς Ξ προεʆρχονται αποʆ δειγματοληψιʆα καʆ ποιων συναρτηʆ σεων πυ-
κνοʆ τητας πιθανοʆ τητας (ΣΠΠ), gΞj

(ξj).
Πρωʆ τα απ’οʆ λα , η ακοʆ λουθη αναʆ λυση χρησιμοποιειʆ σε θεμελιωʆ δεις παραδοχεʆς:

• Τα συστηματικαʆ σφαʆ λματα των μετρηʆ σεων ειʆναι γνωσταʆ εκ των προτεʆρων και
εʆχουν αφαιρεθειʆ αποʆ την τελικηʆ μεʆτρηση

• οι αβεβαιοʆ τητες των TM εισοʆ δου (∆Ξ) ειʆναι γνωστεʆς με επαρκηʆ ακριʆβεια
• οι μηʆ τρες συνδιακυʆ μανσης των ΤΜ (ΣΞ) και των σφαλμαʆ των (Σ∆Ξ) ειʆναι διαθεʆσι-
μες ηʆ εχουν εκτιμηθειʆ

H μεʆθοδος Monte Carlo (MC) βασιʆζεται στην επαναλαμβανοʆ μενη πραγματοποιʆηση της f
με δειγματοληψιʆα των ΤΜ αποʆ τις αντιʆστοιχες ΣΠΠ. Μεταʆ το πεʆρας ενοʆ ς μεγαʆ λου πληʆ -
θους πραγματοποιηʆ σεων M (≥ 106), κατασκευαʆ ζουμε αριθμητικαʆ την Αθροιστικηʆ Συναʆ ρ-
τηση Κατανομηʆ ς (ΑΚ) :

ĜZ(z) u P [Z ≤ z] (5.44)

Η αβεβαιοʆ τητα εκτιμαʆ ται αντιστρεʆφοντας την ΑΚ και υπολογιʆζοντας τα οʆ ρια που αντι-
στοιχουʆ ν σε καʆ ποιον συντελεστηʆ πιθανοτικηʆ ς επικαʆ λυψης p (συνηʆ θως p = 95%). Μιʆα
σχηματικηʆ αναπαραʆ σταση της διαδικασιʆας φαιʆνεται στην Εικοʆ να 44.
Εφοʆσον οι παραπαʆ νω προϋποθεʆσεις ικανοποιουʆ νται, το σφαʆ λμα ποσοτικοποιειʆται σε καʆ θε
πραγματοποιʆηση i ≤M ως:

ε(Ξ) = Z − Z̃ = f(Ξ)− f(Ξ + ∆Ξ) (5.45)

οʆπου τα διανυʆ σματα Ξ, ∆Ξ ειʆναι δειʆγματα των παραπαʆ νω ΣΠΠ.
Γενικαʆ υποθεʆτουμε πως οι ΤΜ εισοʆ δου (Ξ) ανηʆ κουν σε γνωσταʆ προκαθορισμεʆνα δια-
στηʆ ματα ονομαστικηʆ ς καταʆ στασης ηʆ λειτουργιʆας. Για τον λοʆγο αυτοʆ ,τα δειʆγματα των
εισοʆ δων αντληʆ θηκαν αποʆ ομοιοʆ μορφες κατανομεʆς. Επιʆσης, θα πρεʆπει να σημειωθειʆ πως,
σε εφαρμογεʆς αεροδυναμικηʆ ς, οι περισσοʆ τερες μεταβλητεʆς που συνθεʆτουν την f εʆχουν
αρκεταʆ υψηληʆ ετεροσυσχεʆτιση.
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Η κατασκευηʆ ομοιοʆ μορφων κατανομωʆ ν με ετεροσυσχεʆτιση, γιʆνεται με τη βοηʆ θεια του
θεωρηʆ ματος του Sklar και την χρηʆ ση Gaussian Copulas [45]. Έτσι, στην περιʆπτωση πο-
λυμεταβλητωʆ ν ομοιοʆ μορφων κατανομωʆ ν (joint rectangular distributions) οι μεταβλητεʆς
εισοʆ δου κατασκευαʆ ζονται ως εξηʆ ς:

CG(u1, . . . , un) = ΦR

(
Φ−1(u1), . . . ,Φ−1(un)

)
(5.46)

⇒ (u1, . . . , un) ∼ U(0, 1) (5.47)

οʆπου CG : [0, 1]n → [0, 1] ειʆναι η γκαουσιανηʆ copula, ΦR μιʆα πολυμεταβλητηʆ γκαουσιανηʆ
κατανομηʆ μηδενικηʆ ς μεʆσης τιμηʆ ς και συνδιακυʆ μανσης ΣΞ και Φ−1 η αντιʆστροφη συναʆ ρ-
τηση ΑΚ μιʆας κανονικηʆ ς (standard normal) ΤΜ. Έτσι, καταληʆ γουμε με εʆνα συʆ νολο συ-
σχετισμεʆνων μεταβλητωʆ ν με ομοιοʆ μορφες οριακεʆς κατανομεʆς.
Οι ομοιοʆ μορφα κατανεμημεʆνες μεταβλητεʆς U μετατοπιʆζονται και κλιμακωʆ νονται εʆτσι ωʆ στε
να αντιστοιχουʆ ν στα προκαθορισμεʆνα διαʆ στημα ονομαστικηʆ ς καταʆ στασης των εισοʆ δων:

ξj = r(−) +
(
r(+) − r(−)

)
uj (5.48)

Τα εικοʆ νικαʆ σφαʆ λματα των μετρηʆ σεων αντλουʆ νται απο πολυμεταβλητεʆς γκαουσιανεʆς κα-
τανομεʆς:

∆Ξ ∼ N (0,Σ∆Ξ) (5.49)
Μεταʆ το πεʆρας των M πραγματοποιηʆ σεων μπορουʆ με πλεʆον να κατασκευαʆ σουμε μια εκτι-
μηʆ τρια της ΑΚ του σφαʆ λματος (Ĝε). Χρησιμοποιωʆ ντας εʆναν συντελεστηʆ πιθανοτικηʆ ς επι-
καʆ λυψης της ταʆ ξης του 95%, τα αʆ νω και καʆ τω οʆ ρια της αβεβαιοʆ τητας

[
U(−) , U(+)

]
ποσο-

τικοποιουʆ νται ως : [
U(−) , U(+)

]
=
[
Ĝ−1
ε (0.025), Ĝ−1

ε (0.975)
]

(5.50)

Για το σκοποʆ την συγκεκριμεʆνης υλοποιʆησης, τα σφαʆ λματα αυταʆ προσεγγιʆζονται αποʆ
κανονικεʆς κατανομεʆς μηδενικηʆ ς μεʆσης τιμηʆ ς και διακυʆ μανσης:

σ̂2
ε :=

max
(
|U(−) |, |U(+)|

)
1.96

2

(5.51)

Ένα παραʆ δειγμα υλοποιʆησης της μεθοʆ δου με χρηʆ ση MATLAB φαιʆνεται στην Εικοʆ να 45.
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Εικοʆ να 44: Σχηματικηʆ αναπαραʆ σταση της διαδικασιʆας ποσοτικοποιʆησης του σφαʆ λματος
με χρηʆ ση MC

Εικοʆ να 45: Εκτιʆμησης αβεβαιοʆ τητας της μεʆτρησης του συντελεστηʆ καʆ θετης Άντωσης με
χρηʆ ση της μεθοʆ δου MC

6 Πειραματική Επαλήθευση των Αλγορίθμων

6.1 Γενικά

Οι διαδικασιʆες που σχεδιαʆ σαμε παραπαʆ νω, αφορουʆ ν την εξυπηρεʆτηση αναγκωʆ ν πειραμα-
τικηʆ ς πλατφοʆ ρμας υποʆ πραγματικεʆς συνθηʆ κες. Για τον λοʆγο αυτοʆ , η επιʆδοση των αλγο-
ριʆθμων εκτιʆμησης που αναπτυʆ ξαμε επαληθευʆ τηκαν με πειραματικαʆ δεδομεʆνα που απο-
κτηʆ θηκαν αποʆ δοκιμαστεʆς πτηʆ σεις του UAV σταθερηʆ ς πτεʆρυγας του τμηʆ ματος των ενα-
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εʆριων εφαρμογωʆ ν του Control Systems Lab9 της Σχοληʆ ς Μηχανολοʆγων Μηχανικωʆ ν του
ΕΜΠ.

6.2 Η πειραματική πλατφόρμα UnATRaP

Οι δοκιμαστικεʆς πτηʆ σεις πραγματοποιηʆ θηκαν με την χρηʆ ση του μεσσαιʆου-μεγεʆθους μη
επανδρωμεʆνου αεροσκαʆφους σταθερηʆ ς πτεʆρυγας UnATRaP (Unmanned Aerial Testbed for
Rapid Prototyping). Η συγκεκριμεʆνη πλατφοʆ ρμα συναρμολογηʆ θηκε και αναπτυʆ χθηκε αποʆ
τον Γιωʆ ργο Ζωγοʆπουλο-Παπαλιαʆ κο, διδακτορικοʆ ερευνητηʆ της Σχοληʆ ς Μηχανολοʆγων Μη-
χανικωʆ ν του ΕΜΠ. Το συγκεκριμεʆνο αεροσκαʆφος ανηʆ κει στο στοʆ λο των εναεʆριων οχημαʆ -
των του Control Systems Lab υποʆ την εποπτειʆα του Δρ. Κωνσταντιʆνου Κυριακοʆπουλου.
Η πλατφοʆ ρμα του UnATRap τροφοδοτειʆται αποʆ εʆναν 32cc κινητηʆ ρα εσωτερικηʆ ς καυʆ -
σης, αποʆ δοσης 3.8 HP και χωρητικοʆ τητας καυσιʆμου 1 lt, που επιτρεʆπει μεγαʆ λη ανθε-
κτικοʆ τητα, επαρκεʆς ωφεʆλιμο φορτιʆο (∼ 2.5 kg) και σχετικαʆ ικανοποιητικοʆ ευʆ ρος πτηʆ -
σης (36 km). Αποʆ την αʆ λλη, οι κινητηʆ ρες εσωτερικηʆ ς καυʆ σεις μειονεκτουʆ ν ως προς την
στιβαροʆ τητα εξαιτιʆας των παραγοʆ μενων δονηʆ σεων μεγαʆ λου πλαʆ τους. Η τοποθεʆτηση του
αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος πρεʆπει να γιʆνει με μεγαʆ λη προσοχηʆ και με στοʆχο την μεγα-
λυʆ τερη δυνατηʆ αποʆσβεση των δονηʆ σεων. Το αʆ νοιγμα πτεʆρυγας αγγιʆζει τα 2.7m και η
συνολικηʆ επιφαʆ νεια αʆ ντωσης (S) τα (0.92 m2). Τα βασικαʆ γεωμετρικαʆ χαρακτηριστικαʆ
της πλατφοʆ ρμας συνοψιʆζονται στον Πιʆνακα 8.
Το UnATRap ειʆναι εξοπλισμεʆνο με εʆνα αισθητηριακοʆ συʆ στημα μεσαιʆου προς χαμηλουʆ
κοʆ στους. Περιλαμβαʆ νει τον ελεγκτηʆ Pixhawk ο οποιʆος ενσωματωʆ νει μοναʆ δες IMU, GPS,
Gyro καθωʆ ς και εʆνα εσωτερικοʆ φιʆλτρο Καʆ λμαν για εκτιʆμηση των γωνιωʆ ν Euler. Τα λογι-
σμικοʆ που χρησιμοποιηʆ θηκε για την λειτουργιʆα του Pixhawk ηʆ ταν το Ardupilot. Στο αε-
ροσκαʆφος ενσωματωʆ θηκε και ιδιοκατασκευασμεʆνο συʆ στημα μεʆτρησης δεδομεʆνων αεʆρος,
που αναπτυʆ χθηκε στο πλαιʆσιο των δραʆ σεων του εργαστηριʆου αποʆ τον Γιωʆ ργο Ζωγοʆπουλο-
Παπαλιαʆ κο (περισσοʆ τερες πληροφοριʆες για την αναʆ πτυξη και την βαθμονοʆ μηση του συ-
στηʆ ματος βριʆσκονται στην πηγηʆ [104]). Οι ποσοʆ τητες που καταγραʆφηκαν καταʆ την διαʆ ρ-
κεια των πτηʆ σεων συνοδευοʆ μενες αποʆ τους αντιʆστοιχους ρυθμουʆ ς δειγματοληψιʆας συ-
νοψιʆζονται στον πιʆνακα 9. Χαρακτηριστικεʆς οʆψεις του UnATRaP φαιʆνονται στην Εικοʆ να
46.

Symbol Name Value Units
m0 zero fuel mass 11.6 kg
mF operating mass 12.6 kg
c̄ mean chrod 34 cm
b wingspan 2, 72 m
S wing area 0.92 m2

Πιʆνακας 8: Γεωμετρικαʆ Χαρακτηριστικαʆ UnATRaP

9http://www.controlsystemslab.gr/main/

96

http://www.controlsystemslab.gr/main/


No Contained in Description Logging Rate (Hz)
1 IMU IMU1 Accelerometer and Gyroscope 50
2 IMU2 IMU2 Accelerometer and Gyroscope 50
3 ATT Used Euler angles 25
4 POS Used latitude, longitude and altitude 25
5 NKF1 Internal Kalman ϐilter Euler Angles 25
6 NKF1 Internal Kalman NED coordinates 25
7 NKF1 Internal Kalman NED velocities 25
8 NKF1, NKF2 Internal Kalman gyroscope and magnetometer 25
9 NKF2 Internal Kalman planar wind components 25
10 BARO Temperature and barometric pressure inside

autopilot
10

11 ARSP Differential Pressure, air temperature 10
12 ARSP Calculated airspeed 10
13 RCIN Pilot RC commands 10
14 RCOU Commands to servos 10
15 RPM Engine RPM 10
16 CUR2 Wind vane information 10
17 STAT isFlying state ϐlag 5
18 MODE Flight mode Event

Πιʆνακας 9: Οι καταγραφοʆμενες ποσοʆ τητες απο το συʆ στημα ληʆψης και επισκοʆπησης δε-
δομεʆνων του UnARTaP

Εικοʆ να 47: Το μη επανδρωμεʆνο αεροσκαʆφος σταθερηʆ ς πτεʆρυγας UnATRaP
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Εικοʆ να 46: Χαρακτηριστικεʆς οʆψεις του UnATRaP

6.3 Οι πειραματικές πτήσεις

Οι πειραματικεʆς πτηʆ σεις εʆλαβαν χωʆ ρα στην Αερολεʆσχη του Καʆ στρου Βοιωτιʆας. Αντληʆ -
σαμε δεδομεʆνα αποʆ τρεις διαφορετικεʆς δοκιμαστικεʆς πτηʆ σεις με διαφορετικεʆς συνθηʆ κες
συστηματικηʆ ς διεʆγερσης και υποβοηθουʆ μενου ελεʆγχου. Η πρωʆ τη πτηʆ ση πραγματοποιηʆ -
θηκε με υποβοηʆ θηση του συστηʆ ματος αυτοʆ ματου πιλοʆ του και περιεʆχει ελιγμουʆ ς μικρουʆ
πλαʆ τους. Η δευʆ τερη πραγματοποιηʆ θηκε χωριʆς υποβοηʆ θηση αποʆ το συʆ στημα αυτοʆ ματου
πιλοʆ του και περιεʆχει ελιγμουʆ ς μεγαʆ λου πλαʆ τους και υψηλουʆ συχνοτικουʆ περιεχομεʆνου,
διεγειʆροντας καταʆ τοʆπους τοʆ σο τον εγκαʆ ρσιο οʆ σο και τον διαμηʆ κη αʆ ξονα του αεροσκαʆ -
φους. Η τριʆτη πραγματοποιηʆ θηκε επιʆσης χωριʆς την βοηʆ θεια αυτοʆ ματου πιλοʆ του με το
αεροσκαʆφος να βριʆσκεται σε κυʆ ριο λοʆγο σε καταʆ σταση σταθερηʆ ς πτηʆ σης με μικρηʆ διεʆ-
γερση στους αʆ ξονες.
Για τις αναʆ γκες της εκτιʆμησης του αεροδυναμικουʆ μοντεʆλου, χρησιμοποιηʆ σαμε δεδομεʆνα
αποʆ την δευʆ τερη πτηʆ ση. Η επιλογηʆ βασιʆστηκε στο μεγαʆ λο πληροφοριακοʆ ευʆ ρος των
δεδομεʆνων. Η χειροκιʆνητη πλοηʆ γηση επεʆτρεψε την καταγραφηʆ ελιγμωʆ ν μεγαʆ λου πλαʆ -
τους και υψηλουʆ συχνοτικουʆ περιεχομεʆνου, συνθηʆ κες ιδανικεʆς για την πλουʆ σια διεʆγερση
της εισοʆ δου και την αποτελεσματικηʆ εκτιʆμηση του διανυσματος παραμεʆτρων. Η πτηʆ ση
2 διηʆ ρκεσε 3000 δευτεροʆ λεπτα και περιελαʆ μβανε περιοʆ δους ξεχωριστηʆ ς διεʆγερσης του
εγκαʆ ρσιου και διαμηʆ κους αʆ ξονα.
Οι ξεχωριστεʆς περιʆοδοι διεʆγερσης σημειωʆ νονται στην εικοʆ να των σημαʆ των εκτροπηʆ ς των
επιφανειωʆ ν ελεʆγχου (Εικοʆ να 48). Επιʆσης, παραθεʆτουμε ενδεικτικαʆ τις γωνιʆες Euler (Ει-
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κοʆ να 49) και τις παρατηρουʆ μενες ταχυʆ τητες εδαʆφους αποʆ το GPS (Εικοʆ να 50).
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UnATRaP: flight test 2 inputs

Εικοʆ να 48: Τα σηʆ ματα εκτροπηʆ ς των επιφανειωʆ ν ελεʆγχου για την δευʆ τερη πτηʆ ση. Οι
σκιασμεʆνες περιοχεʆς αντιστοιχουʆ ν στις διεγεʆρσεις των αξοʆ νων του αεροσκαʆφους

(Πρωʆ τα στον εγκαʆ ρσιο και εʆπειτα στον διαμηʆ κη)
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Εικοʆ να 49: Τα σηʆ ματα εκτροπηʆ ς των γωνιωʆ ν Euler για την πειραματικηʆ πτηʆ ση 2
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Εικοʆ να 50: Τα σηʆ ματα ταχυτηʆ των εδαʆφους για την πειραματικηʆ πτηʆ ση 2
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Εικοʆ να 51: Το αεροσκαʆφος καταʆ την διαʆ ρκεια των πειραματικωʆ ν πτηʆ σεων
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6.4 Αποτελέσματα MF φίλτρου Κάλμαν
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Στην Εικοʆ να 52 φαιʆνονται οι εʆξοδοι του φιʆλτρου Καʆ λμαν για την τριαʆ δα αεροδυναμικηʆ ς
ευσταʆ θειας για την δευʆ τερη πειραματικηʆ πτηʆ ση. Καθοʆ τι δεν υπαʆ ρχουν τιμεʆς αναφοραʆ ς,
η συʆ γκριση γιʆνεται μοʆ νο με το σηʆ μα του αισθητηʆ ρα. Παρατηρουʆ με πως, τα σηʆ ματα εκτιʆ-
μησης παρουσιαʆ ζουν χαμηλοʆ τερη μεταβλητοʆ τητα, πραʆ γμα αναμενοʆ μενο λοʆγω της απαλοι-
φηʆ ς του θορυʆ βου.

6.5 Αποτελέσματα Εκτίμησης Δυναμικού Μοντέλου

Εν προκειμεʆνω, η πειραματικηʆ εκτιʆμηση των δυναμικωʆ ν παραμεʆτρων πραγματοποιηʆ θηκε
σε δυʆ ο σταʆ δια. Πρωʆ τα απομονωʆ σαμε τις ομαʆ δες δεδομεʆνων που αντιστοιχουʆ σαν στις
περιοʆ δους διεʆγερσης του εγκαʆ ρσιου και διαμηʆ κους αʆ ξονα του αερσοσκαʆφους. Αυτεʆς οι
ομαʆ δες δεδομεʆνων (clusters) χρησιμοποιηʆ θηκαν για την εκπαιʆδευση των μοντεʆλων μας
και την εκτιʆμηση των παραμεʆτρων βαʆ σης (Batch Parameters). Ο εκτιμητηʆ ς που χρησι-
μοποιηʆ θηκε ηʆ ταν ο PCA-TLS. Η επαληʆ θευση των εκτιμηʆ σεων εʆγινε με χρηʆ ση των εξι-
σωʆ σεων (5.31αʹ)-(6.6), οʆ που οι εκτιμωʆ μενες παραʆ μετροι χρησιμοποιηʆ θηκαν για να ανα-
κατασκευαʆ σουν την τριαʆ δα αεροδυναμικηʆ ς ευσταʆ θειας. Τεʆλος, συγκριʆναμε τα ανακατα-
σκευασμεʆνα σηʆ ματα με τα αντιʆστοιχα εκτιμωʆ μενα αποʆ το φιʆλτρο Καʆ λμαν προκειμεʆνου
να διαπιστωʆ σουμε την αξιοπιστιʆα της εκτιʆμησης. Σε καʆ θε εκτιμωʆ μενο μοντεʆλο, παραμεʆ-
νουν μοʆ νο οι παραʆ μετροι που ικανοποιουʆ ν τις συνθηʆ κες στατιστικηʆ ς σημαντικοʆ τητας της
ενοʆ τητας 4.2.1.
Θεωρουʆ με πως το συχνοτικοʆ περιεχοʆ μενο της δυναμικηʆ ς του αεροσκαʆφους δεν ξεπερ-
ναʆ ει το φαʆ σμα των 10Hz. Θα πρεʆπει να τονιστειʆ πως το αισθητηριακοʆ συʆ στημα ειʆναι
ευαιʆσθητο στις παραγοʆ μενες δονηʆ σεις αποʆ τον κινητηʆ ρα, εισαʆ γοντας συνηʆ θως υψιʆσυ-
χνο θοʆ ρυβο στα δεδομεʆνα. Επιλεʆξαμε σχετικαʆ υψηλεʆς συχνοʆ τητες δειγματοληψιʆας, μα-
κριαʆ αποʆ τις αρμονικεʆς συχνοʆ τητες των δονηʆ σεων προκειμεʆνου να αποφυʆ γουμε την συ-
χνοτικηʆ επικαʆ λυψη (aliansing) κονταʆ στις περιοχεʆς ενδιαφεʆροντος του φαʆ σματος των αι-
σθητηριακωʆ ν σημαʆ των. Eπιʆσης, για τον ιʆδιο λοʆγο οʆπως και για την εκτιʆμηση μηʆ απευ-
θειʆας μετρουʆ μενων παραγωʆ γων (.. ṗ, q̇, ṙ), τα σηʆ ματα εξοʆ δου επεξεργαʆ ζονται με καταʆ λ-
ληλα προσαρμοστικαʆ FIR βαθυπεραταʆ ηʆ ζωνoπεραταʆ φιʆλτρα. Για λεπτομερειʆς πληροφο-
ριʆες αναφορικαʆ με την αρχιτεκτονικηʆ των φιʆλτρων που χρησιμοποιηʆ θηκαν σε αυτηʆ ν την
εφαρμογηʆ , ο αναγνωʆ στης παραπεʆμπεται στο εγχειριʆδιο [96].
Τεʆλος, θα πρεʆπει να αναφερθειʆ πως η Ωʆση και η ροπηʆ του κινητηʆ ρα εκτιμηʆ θηκαν με
πολυωνυμικαʆ μοντεʆλα υψηληʆ ς ταʆ ξης τα οποιʆα αναπτυʆ χθηκαν με βαʆ ση τα παρεχοʆ μενα
μοντεʆλα των κατασκευαστωʆ ν. Επιʆσης, η εκτιʆμηση των επιπεʆδων αβεβαιοʆ τητας για τις
μετρηʆ σεις των αεροδυναμικωʆ ν συντελεστωʆ ν εʆγινε με χρηʆ ση της μεθοʆ δου Monte Carlo
που αναπτυʆ χθηκε στην ενοʆ τητα 5.6.

6.5.1 Εκμάθηση Μοντέλων

Στις παρακαʆ τω εικοʆ νες καταγραʆφονται τα δεδομεʆνα εκμαʆ θησης των μοντεʆλων. Το παʆ νω
διαʆ γραμμα καʆ θε εικοʆ νας συγκριʆνει το διαʆ νυσμα παρατηʆ ρησης που χρησιμοποιηʆ θηκε για
την εκμαʆ θηση με το εκτιμωʆ μενο μοντεʆλο. Στη μεʆση παρατιʆθενται οι χρονικηʆ εξεʆλιξη ση-
μαντικωʆ ν παραμεʆτρων του μοντεʆλου. Το καʆ τω διαʆ γραμμα παρουσιαʆ ζει την χρονικηʆ εξεʆ-
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λιξη των ιδιαζουσωʆ ν τιμωʆ ν και το προκαθορισμεʆνο κατωʆ φλι επαρκουʆ ς διεʆγερσης. Οι σκια-
σμεʆνες περιοχεʆς αφορουʆ ν τις περιοχεʆς επαρκουʆ ς διεʆγερσης οʆ λων των φασματικωʆ ν κα-
τευθυʆ νσεων των εκτιμητωʆ ν. Στον Πιʆνακα 10 παρατιʆθενται οʆ λες οι εκτιμωʆ μενοι παραʆ με-
τροι που αφορουʆ ν τις αεροδυναμικεʆς δυναʆ μεις. Δυστυχωʆ ς, μεʆχρι το πεʆρας της συγκεκρι-
μεʆνης μελεʆτης, δεν ειʆχαμε προʆσβαση στην μηʆ τρα ροπωʆ ν αδρανειʆας του αεροσκαʆφους -
η οποιʆα πρεʆπει να προσδιοριστειʆ πειραματικαʆ .
Τα εκτιμωʆ μενα μοντεʆλα εʆχουν την παρακαʆ τω δομηʆ :

CL = CL0 + CLαα + CLqnqn + CLδϵδϵ (6.1)
CD = CD0 + CDαα + CDα2α2 + CDqnqn + CDδϵδϵ+ CDT c

Tc (6.2)
CY = CY 0 + CY ββ + CY pnpn + CY rnrn + CY δαδα + CY δrδr (6.3)

Παράμετρος Τιμή Σφάλμα (±1σ) Στατιστική Σημαντι-
κότητα

CL0 0.2933 0.026 Y
CLα 3.6070 0.0334 Y
CLqn

2.3550 2.6010 N
CLδe

0.0711 0.058 N
CD0 0.1268 0.0179 Y
CDα 0.1268 0.0103 Y
CDα2 1.9081 0.1917 Y
CDqn

0.2904 0.3118 N
CDδe

0.0068 0.1793 N
CDTc

0.0152 0.0090 Y
CY0 0.00312 0.081 N
CYβ

0.6696 0.049 Y
CYpn

0.1055 0.0355 Y
CYrn

0.5134 0.6379 N
CYδa

0.0032 0.0019 N
CYδr

−0.1257 0.0130 Y

Πιʆνακας 10: Εκτιμωʆ μενες αεροδυναμικοιʆ παραʆ μετροι του UnATRaP
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Εικοʆ να 53: PCA-TLS: Πειραματικηʆ εκτιʆμηση Συντελεστηʆ Καʆ θετης Άντωσης (CL)
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Εικοʆ να 54: PCA-TLS: Πειραματικηʆ εκτιʆμηση Συντελεστηʆ Οπισθεʆλκουσας (CD)
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Εικοʆ να 55: PCA-TLS: Πειραματικηʆ εκτιʆμηση Συντελεστηʆ Πλαʆ γιας Δυʆ ναμης (CY )
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6.5.2 Επαλήθευση Μοντέλου

Η επαληʆ θευση του μοντεʆλου θα πραγματοποιηθειʆ με την επιʆλυση του διαφορικουʆ μο-
ντεʆλου των δυναʆ μεων αξοʆ νων ανεʆμου:

V̇α = − q̄S
m
CDW

+ T

m
cosα cos β (6.4)

+ g(cosϕ cos θ sinα cos β + sinϕ cos θ sin β − sin θ cosα cos β)
= Φ1(t)

α̇ = − q̄S

mVa cos β
CL + q − tan β(p cosα + r sinα)− T sinα

mVa cos β
(6.5)

+ g

Va cos β
(cosϕ cos θ cosα + sin θ sinα)

= Φ2(t)

β̇ = q̄S

mVa
CYW

+ p sinα− r cosα + g

Va
cos β sinϕ cos θ (6.6)

+ sin β
Va

(g cosα sin θ − g sinα cosϕ cos θ + T cosα
m

)

= Φ3(t)

Η ολοκληʆ ρωση γιʆνεται με την μεʆθοδο Runge-Kutta. Καθοʆ τι οι εξισωʆ σεις τροφοδοτουʆ νται
αποʆ το γυροσκοʆπιο που εμπεριεʆχει θοʆ ρυβο, η ολοκληʆ ρωση διορθωʆ νεται περιοδικαʆ αποʆ
τις ταχυʆ τητες εδαʆφους που καταγραʆφει το GPS. Τα αποτελεʆσματα παρατιʆθενται στην
εικοʆ να 56. Οι αποκλιʆσεις απο τις τιμεʆς αναφοραʆ ς (πληʆ ρες MF φιʆλτρο Καʆ λμαν) παρατιʆ-
θενται στον Πιʆνακα 11.

Reconstructed Variable MAE Units
Varec 1.2 m/s
αrec 0.87 deg
βrec 0.52 deg

Πιʆνακας 11: Αποκλιʆσεις ανακατασκευασμεʆνων μεταβλητωʆ ν αποʆ τις αντιʆστοιχες εκτιμωʆ -
μενες αποʆ το φιʆλτρο Καʆ λμαν
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6.6 Συμπεράσματα

Στην μελεʆτη αυτηʆ , αναπτυʆ ξαμε μεθοʆ δους εκτιʆμησης παραμεʆτρων του αεροδυναμικουʆ μο-
ντεʆλου με χρηʆ ση αβεʆβαιων αισθητηριακωʆ ν δεδομεʆνων. Επιδιωʆ καμε μιʆα αποδοτικηʆ μεʆ-
θοδο με οριʆζοντα το χαμηλοʆ κοʆ στος υλοποιʆησης. Για τον λοʆγο αυτοʆ , προτειʆναμε αντιʆ
της χρηʆ σης αεροσηʆ ραγγας και κοστοβοʆ ρων πειραμαʆ των, την εκτιʆμηση του αεροδυναμι-
κουʆ μοντεʆλου με πραγματοποιʆηση δοκιμαστικωʆ ν πτηʆ σεων ενοʆ ς μικρουʆ μηʆ επανδρωμεʆνου
αεροσκαʆφους που εξοπλιʆστηκε με εʆνα τυπικοʆ αισθητηριακοʆ συʆ στημα χαμηλουʆ κοʆ στους.
Η κυριʆαρχη ανεπαʆ ρκεια αυτωʆ ν των μεθοʆ δων εʆγκειται στις αβεβαιοʆ τητες των αισθητη-
ριακωʆ ν σημαʆ των που προκαλουʆ νται ειʆτε αποʆ συστηματικαʆ σφαʆ λματα, ειʆτε αποʆ θοʆ ρυβο
ειʆτε αποʆ περιβαλλοντικεʆς διαταραχεʆς. Τα συστηματικαʆ σφαʆ λματα των ιδιοκατασκευασμεʆ-
νων αισθητηʆ ρων εκτιμηʆ θηκαν με πειραʆ ματα βαθμονοʆ μησης σε μικρηʆ αεροσηʆ ραγγα ενωʆ
για το υποʆ λοιπο μεʆρος του αισθητηριακουʆ συστηʆ ματος η απαλοιφηʆ τους εʆγινε με τα
εργαλειʆα και τις προδιαγραφεʆς που παρεʆχουν οι κατασκευαστεʆς.
Περαιτεʆρω βελτιʆωση των κριʆσιμων σημαʆ των για την ευσταʆ θεια του αεροσκαʆφους
(Va, α, β) υλοποιηʆ θηκε με την χρηʆ ση φιʆλτρων καʆ λμαν. Οι αλγοʆ ριθμοι αυτοιʆ καταʆφεραν
να απομονωʆ σουν τις περιβαλλοντικεʆς διαταραχεʆς (αʆ νεμος) των οποιʆων η επιʆδραση θε-
ωρειʆται κριʆσιμη για αεροσκαʆφη μικρηʆ ς η μεσαιʆας κλιʆμακας. Το φιʆλτρο αναπτυʆ χθηκε με
δυʆ ο τεχνικεʆς : μια ανεξαʆ ρτητη του αεροδυναμικουʆ μοντεʆλου και μιʆα βασισμεʆνη στις εκτι-
μωʆ μενες παραμεʆτρους. Η επιʆδοση τους κριʆθηκε πολυʆ ικανοποιητικηʆ τοʆ σο σε προσομοιω-
μεʆνο περιβαʆ λλον οʆ σο και σε συνθηʆ κες πραγματικουʆ πειραʆ ματος.
Καθοʆ τι οʆ μως τα σηʆ ματα εξακολουθουʆ ν να φεʆρουν αβεβαιοʆ τητες, αποφασιʆσαμε να απορ-
ριʆψουμε την χρηʆ ση εκτιμητωʆ ν OLS για το αεροδυναμικοʆ μοντεʆλο και αντ’ αυτωʆ ν να ανα-
πτυʆ ξουμε νεʆους, βασισμεʆνους στην νεοʆ τερη μεʆθοδο των TLS. Παροʆ λο που η μαθηματικηʆ
αναʆ λυση των TLS εκτιμητωʆ ν ειʆναι αρκεταʆ πιο συʆ νθετη, οι εκτιμηʆ σεις τους -οʆπως φαʆ -
νηκε και αποʆ τα προσομοιωμεʆνα δεδομεʆνα- ειʆναι πολυʆ πιο αξιοʆ πιστες αποʆ αυτεʆς των
OLS. Επιʆσης, καθοʆ τι τα σηʆ ματα εισοʆ δου του αεροσκαʆφους δεν ακολουθουʆ ν την αρχηʆ
της διαρκουʆ ς διεʆγερσης, χρησιμοποιηʆ σαμε τις αρχεʆς της Αναʆ λυσης Πρωτευουσωʆ ν Συνι-
στωσωʆ ν προκειμεʆνου να προστατεʆψουμε την καταʆ ρρευση των εκτιμητωʆ ν μας αποʆ ανε-
παρκηʆ διεʆγερση. Ακοʆ μα, οι χρονικεʆς αλλαγες στο μοντεʆλο παρακολουθουʆ νται αποʆ εʆνα
προσαρμοστικοʆ εκθετικοʆ παραʆ θυρο παρατηʆ ρησης με σκοποʆ την βεʆλτιστη προσαρμογηʆ
των εκτιμητωʆ ν σε διακυμαʆ νσεις των παραμεʆτρων.
Η οʆ λη τεχνογνωσιʆα επιβεβαιωʆ θηκε πειραματικαʆ με την χρηʆ ση μικρουʆ μη επανδρωμεʆνου
αεροσκαʆφους σταθερηʆ ς πτεʆρυγας που ανεʆπτυξε το Control Systems Lab. Όπως ειʆδαμε,
παραʆ τον περιορισμεʆνο οʆγκο δεδομεʆνων που ειʆχαμε στη διαʆ θεσηʆ μας τα αποτελεʆσματα
της εκτιʆμησης ηʆ ταν ικανοποιητικαʆ . Η χαμηληʆ υπολογιστικηʆ πολυπλοκοʆ τητα του PCA-TLS
επιτρεʆπει την ενσωμαʆ τωση των εκτιμητωʆ ν στον on-board υπολογιστηʆ του αεροσκαʆφους
για συνεχηʆ παρακολουʆ θηση των παραμεʆτρων και την ανιʆχνευση πιθανωʆ ν σφαλμαʆ των εν
πτηʆ σει.
Μελλοντικοʆ ς στοʆχος ειʆναι η ενσωμαʆ τωση των PCA-TLS εκτιμητωʆ ν σε συστηʆ ματα με πιο
συʆ νθετη, καθαραʆ μηʆ -γραμμικηʆ αεροδυναμικηʆ συμπεριφοραʆ ηʆ που υποστηριʆζουν ακοʆ μη
πιο περιορισμεʆνο αισθητηριακοʆ συʆ στημα.
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Παράρτημα Αʹ Υπολογισμός Θεμελειωδών Παραγώγων

Αʹ.1 Συμβολισμοί

Για λοʆγους συντομιʆας, χρησιμοποιουʆ με τους παρακαʆ τω συμβολισμουʆ ς για τoυς παρα-
καʆ τω τριγωνομετρικουʆ ς αριθμουʆ ς των βασικωʆ ν γωνιωʆ ν του αεροσκαʆφους

cosα = cα (Αʹ.1)
sinα = sα (Αʹ.2)
cos β = cβ (Αʹ.3)
sin β = sβ (Αʹ.4)
tan β = τβ (Αʹ.5)
cosϕ = cϕ (Αʹ.6)
sinϕ = sϕ (Αʹ.7)
cos θ = cθ (Αʹ.8)
sin θ = sθ (Αʹ.9)

cosψ = cψ (Αʹ.10)
sinψ = sψ (Αʹ.11)

Αʹ.2 Αεροδυναμικές Τάσεις

Οι αεροδυναμικεʆς ταʆ σεις στο κεʆντρο μαʆ ζας του αεροσκαʆφους εʆχουν ως:

X = 1
2
ρV 2

a SCX = 1
2
ρV 2

a S(−cαCD + sαCL) (Αʹ.12)

Y = 1
2
ρV 2

a SCY (Αʹ.13)

Z = 1
2
ρV 2

a SCZ = 1
2
ρV 2

a S(−sαCD − cαCL) (Αʹ.14)

Όπου {CX , CY , CZ , CL, CD} ειʆναι το συʆ νολο των αδιάστατων αεροδυναμικών συντελε-
στών των αεροδυναμικών τάσεων.
Χρησιμοποιωʆ ντας το μοντεʆλο των (3.31αʹ)-(3.31στʹ), προχωραʆ με στον υπολογισμοʆ των
αντιʆστοιχων παραγωʆ γων του μοντεʆλου ως προς την τριαʆ δα ευσταʆ θειας (Va, α, β):
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∂CL
∂Va

=− c̄q

2V 2
a

CLqn (Αʹ.15)

∂CL
∂α

=CLα (Αʹ.16)
∂CL
∂β

=0 (Αʹ.17)
∂CD
∂Va

=− c̄q

2V 2
a

CLqn (Αʹ.18)

∂CD
∂α

=CDα + 2CDα2α (Αʹ.19)
∂CD
∂β

=0 (Αʹ.20)
∂CX
∂Va

= c̄q

2V 2
a

(CDqncα − CLqnsα) (Αʹ.21)

∂CX
∂α

=(CD + ∂CL
∂α

)sα + (CL −
∂CD
∂α

)cα (Αʹ.22)
∂CX
∂β

=0 (Αʹ.23)
∂CY
∂Va

=− b

2V 2
a

(CYpnp+ CYrnr) (Αʹ.24)

∂CY
∂α

=0 (Αʹ.25)
∂CY
∂β

=CYβ
(Αʹ.26)

∂CZ
∂Va

=− c̄q

2V 2
a

(CDqnsα + CLqncα) (Αʹ.27)

∂CZ
∂α

=− (CD + ∂CL
∂α

)cα + (CL −
∂CD
∂α

)sα (Αʹ.28)
∂CX
∂β

=0 (Αʹ.29)

Αʹ.3 Ιακωβιανή Μήτρα Μοντέλου Δυνάμεων του Άξονα ανέμου

Υπενθυμιʆζουμε πως οι εξιʆωσεις δυναʆ μεων στο πλαιʆσιο ανεʆμου εʆχουν ως:

V̇α=− q̄S

m
CDW

+ T

m
cαcβ + g(cϕcθsαcβ + sϕcθsβ − sθcαcβ) = Φ1(t) (Αʹ.30)

α̇ =− q̄S

mVacβ
CL + q − τβ(pcα + rsα)− Tsα

mVacβ
+ g

Vacβ
(cϕcθcα + sθsα)= Φ2(t) (Αʹ.31)

β̇ = q̄S

mVa
CYW

+ psα − rcα + g

Va
cβsϕcθ + sβ

Va
(gcαsθ − gsαcϕcθ + Tcα

m
) = Φ3(t) (Αʹ.32)
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οʆπου:

CDW
= CDcβ − CY sβ (Αʹ.33)

CYW
= CY cβ + CDsβ (Αʹ.34)

Παραγωγιʆζοντας ως προς την τριαʆ δα αεροδυναμικηʆ ς ευσταʆ θειας εʆχουμε:
∂Φ1

∂Va
=−m−1SρVaCDW

(Αʹ.35)

∂Φ1

∂α
=g(cβsαsθ + cαcβcϕcθ)−m−1Tcβsα −m−2SV 2

a ρcβ
∂CD
∂α

(Αʹ.36)

∂Φ1

∂β
=− 2m−2SρV 2

a CYW
+ g (cβcθsϕ + cαsβsθ − cϕsαsβcθ)−m−1Tcαsβ (Αʹ.37)

∂Φ2

∂Va
= 1

2mV 2
a cβ

(
2Tsα + ρV 2

a SCL − 2mgcαcϕcθ
)

(Αʹ.38)

∂Φ2

∂α
=− 1

mVacβ

(
Tcα − 1/2ρV 2

a CLα − gmcαsθ +mVarcαsβ + gmcϕsαcθ
)

(Αʹ.39)

∂Φ2

∂β
= 1
mVac2

β

(
gmsαsβsθ −mVapcα −mVarsα − 2Tsαsβ + 1/2ρV 2

a sβCL

+ gmcαcϕsβcθ (Αʹ.40)
∂Φ3

∂Va
= ρS

2m
CYW

− g

V 2
a

cβsϕcθ −
sβ
V 2
a

(
gcαsθ − gsαcϕcθ + Tcα

m

)
(Αʹ.41)

∂Φ3

∂α
=
ρVaSsβ(CDα + 2αCDα2 )

2m
+ pcα + rsα −

sβ
Va

(
gsαsθ − gcαcϕcθ −

Tsα
m

)
(Αʹ.42)

∂Φ3

∂β
= q̄S

mVa

(
cβCD − sβCY + cβCYβ

)
+ g

Va
sβsϕcθ −

cβ
Va

(
gcαsθ − gsαcϕcθ + Tcα

m

)
(Αʹ.43)

Αʹ.4 Ιακωβιανή μήτρα αισθητήρωνModel-Free Υλοποίησης

Οι ασθητηʆ ρες εκφραʆ ζονται ως προς το διαʆ νυσμα καταʆ στασης:

x =
[
ur vr wr WN WE WD

]T (Αʹ.44)

Αʹ.4.1 GPS

Το σχετικοʆ μοντεʆλο του GPS ειʆναι:y1
y2
y3

 =

VNVE
VD

 =
(
RG
B

) urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (Αʹ.45)
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Οι σχετικεʆς παραʆ γωγοι ειʆναι:

∂VN
∂ur

= cθcψ (Αʹ.46)
∂VN
∂vr

= sϕsθcψ − cϕsψ (Αʹ.47)
∂VN
∂wr

= cϕsθcψ + sϕsψ (Αʹ.48)
∂VN
∂WN

= 1 (Αʹ.49)
∂VN
∂WE

= 0 (Αʹ.50)
∂VN
∂WD

= 0 (Αʹ.51)
∂VE
∂ur

= cθsψ (Αʹ.52)
∂VE
∂vr

= sϕsθsψ + cϕcψ (Αʹ.53)
∂VE
∂wr

= cϕsθsψ − sϕcψ (Αʹ.54)
∂VE
∂WN

= 0 (Αʹ.55)
∂VE
∂WE

= 1 (Αʹ.56)
∂VE
∂WD

= 0 (Αʹ.57)
∂VD
∂ur

= −sθ (Αʹ.58)
∂VD
∂vr

= sϕcθ (Αʹ.59)
∂VD
∂wr

= cϕcθ (Αʹ.60)
∂VD
∂WN

= 0 (Αʹ.61)
∂VD
∂WE

= 1 (Αʹ.62)
∂VD
∂WD

= 0 (Αʹ.63)

Αʹ.4.2 Pitot

Το μοντεʆλο του pitot ειʆναι:
ypitot = 1

2
ρ
(
u2
r + v2

r + w2
r

)
(Αʹ.64)
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Οι σχετικεʆς παραʆ γωγοι ειʆναι:
∂ypitot
∂ur

= ρur (Αʹ.65)
∂ypitot
∂vr

= ρvr (Αʹ.66)
∂ypitot
∂wr

= ρwr (Αʹ.67)
∂ypitot
∂WN

= 0 (Αʹ.68)
∂ypitot
∂WE

= 0 (Αʹ.69)
∂ypitot
∂WD

= 0 (Αʹ.70)

Αʹ.4.3 Ανεμοδείκτες Ευστάθειας

Το μοντεʆλο των ανεμοδεικτωʆ ν ειʆναι:

yvn =
[
yvn,α
yvn,β

]
=


arctan

(
ur
wr

)

arcsin

 vr√
u2
r + v2

r + w2
r


 (Αʹ.71)

Οι αντιʆστοιχες παραʆ γωγοι ειʆναι:
∂yvn,α
∂ur

= ur
u2
r + w2

r

(Αʹ.72)

∂yvn,α
∂vr

= 0 (Αʹ.73)
∂yvn,α
∂wr

= − wr
u2
r + w2

r

(Αʹ.74)

∂yvn,β
∂ur

= − urvr
2ρ2(1− 4v2

r)(u2
r + v2

r + w2
r)2 (Αʹ.75)

∂yvn,β
∂vr

= 2
ρ
√
u2
r + v2

r + w2
r

− 2ρv2
r

(1− 4v2
r)(u2

r + v2
r + w2

r)
(Αʹ.76)

∂yvn,β
∂wr

= − vrwr
2ρ2(1− 4v2

r)(u2
r + v2

r + w2
r)2 (Αʹ.77)

Αʹ.5 Ιακωβιανή μήτρα αισθητήρωνModel Based Υλοποίησης

Οι model-based τεχνικεʆς εκτιʆμησης καταʆ στασης απαιτουʆ ν τον υπολογισμοʆ των παραγωʆ -
γων των μοντεʆλων των αισθητηʆ ρων Sensor Jacobians σε σχεʆση με την τριαʆ δα ευσταʆ -
θειας (Va, α, β):
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Αʹ.5.1 Επιαταχυνσιόμετρο

Το μοντεʆλο του επιταχυνσιοʆ μετρου ως πrος την τριαʆ δα ευσταʆ θειας εκφραʆ ζεται ως:

zaccel =

yaccel,xyaccel,y
yaccel,z

 =



ρV 2
a S

2m
CX

ρV 2
a S

2m
CY

ρV 2
a S

2m
CZ


=



ρV 2
a S

2m
[−CDcα + CLsα] + T

m
ρV 2

a S

2m
CY

ρV 2
a S

2m
[−CDsα − CLcα]

 (Αʹ.78)

Οι σχετικεʆς παραʆ γωγοι ειʆναι:

∂yaccel,x
∂Va

=ρV
2
a

2m
(2CX
V a

+ ∂CX
∂Va

) (Αʹ.79)

∂yaccel,x
∂α

=ρV
2
a

2m
∂CX
∂α

(Αʹ.80)
∂yaccel,x
∂β

=0 (Αʹ.81)

∂yaccel,y
∂Va

=ρV
2
a

2m
(2CY
V a

+ ∂CY
∂Va

) (Αʹ.82)
∂yaccel,y
∂α

=0 (Αʹ.83)
∂yaccel,y
∂β

=ρV
2
a

2m
∂CY
∂β

(Αʹ.84)

∂yaccel,z
∂Va

=ρV
2
a

2m
(2CZ
V a

+ ∂CZ
∂Va

) (Αʹ.85)

∂yaccel,z
∂α

=ρV
2
a

2m
∂CZ
∂α

(Αʹ.86)
∂yaccel,z
∂β

=0 (Αʹ.87)

Αʹ.5.2 GPS

Καʆ νουμε χρηʆ ση των εκτιμηʆ σεων του GPS για την ταχυʆ τητα εδαʆφους (VG = [VN , VE, VD])

VNVE
VD

 = (RG
B)−1

urvr
wr

+

WN

WE

WD

 (Αʹ.88)

Οι σχετικεʆς ταχυʆ τητες του αεροσκαʆφους μπορουʆ ν να εκφραστουʆ ν στους αʆ ξονες ανεʆμου:urvr
wr

 = Va

cαcβsβ
sαcβ

 (Αʹ.89)
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Έτσι:  VV
VD

 = (RG
B)−1Va

cαcβsβ
sαcβ

+

WN

WE

WD

 (Αʹ.90)

Διαφοριʆζοντας ως προς Va, α, β εʆχουμε:

∂

∂Va

VgxVgy
Vgz

 = (RG
B)−1

cαcβsβ
sαcβ

 (Αʹ.91)

∂

∂α

VgxVgy
Vgz

 = (RG
B)−1Va

−sαcβ0
cαcβ

 (Αʹ.92)

∂

∂β

VgxVgy
Vgz

 = (RG
B)−1Va

−cαsβcβ
−sαsβ

 (Αʹ.93)
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34 MF-Kalman: Το διαʆ νυσμα σχετικηʆ ς ταχυʆ τητας αεροσκαʆφους και αεʆριας μαʆ ζας.
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36 MF-Kalman: Ταχυʆ τητα αεʆρος αεροσκαʆφους. Συʆ γκριση αισθητηριακουʆ , εκτιμωʆ μενου
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48 Τα σηʆ ματα εκτροπηʆ ς των επιφανειωʆ ν ελεʆγχου για την δευʆ τερη πτηʆ ση. Οι
σκιασμεʆνες περιοχεʆς αντιστοιχουʆ ν στις διεγεʆρσεις των αξοʆ νων του αεροσκαʆφους
(Πρωʆ τα στον εγκαʆ ρσιο και εʆπειτα στον διαμηʆ κη) 99

49 Τα σηʆ ματα εκτροπηʆ ς των γωνιωʆ ν Euler για την πειραματικηʆ πτηʆ ση 2 100

50 Τα σηʆ ματα ταχυτηʆ των εδαʆφους για την πειραματικηʆ πτηʆ ση 2 101

51 Το αεροσκαʆφος καταʆ την διαʆ ρκεια των πειραματικωʆ ν πτηʆ σεων 102

52 Συʆ γκριση σημαʆ των αισθητηʆ ρων και σημαʆ των εκτιʆμησης του φιʆλτρου Καʆ λμαν 103

53 PCA-TLS: Πειραματικηʆ εκτιʆμηση Συντελεστηʆ Καʆ θετης Άντωσης (CL) 106

54 PCA-TLS: Πειραματικηʆ εκτιʆμηση Συντελεστηʆ Οπισθεʆλκουσας (CD) 107

55 PCA-TLS: Πειραματικηʆ εκτιʆμηση Συντελεστηʆ Πλαʆ γιας Δυʆ ναμης (CY ) 108

56 UnaTRaP: Επαληʆ θευση του εκτιμωʆ μενου μοντεʆλου με ανακατασκευηʆ των σημαʆ των
της τριαʆ δας αεροδυναμικηʆ ς ευσταʆ θειας 110

Ευρετήριο Πινάκων

1 Οι μεταβλητεʆς καταʆ στασης του αεροσκαʆφους 13

2 Οι μεταβλητεʆς ελεʆγχου του αεροσκαʆφους 14

3 CY Συʆ γκριση εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων σε σχεʆση με τις πραγματικεʆς (Τιμεʆς
Αναφοραʆ ς) (SNR=30) 30

4 Cl Συʆ γκριση εκτιμωʆ μενων παραμεʆτρων σε σχεʆση με τις πραγματικεʆς (Τιμεʆς
Αναφοραʆ ς) (SNR=45) 31

5 OLS με θοʆ ρυβο στη μηʆ τρα προβλεπτωʆ ν: Cl Συʆ γκριση εκτιμωʆ μενων τιμωʆ ν με
τις τιμεʆς αναφοραʆ ς (SNR=45) 34

6 Cn : Εκτιμωʆ μενες παραʆ μετροι με τις μεθοʆ δους OLS και TLS 50

7 Χαρακτηριστικαʆ Ψευδοαισθητηριακουʆ Συστηʆ ματος 77

8 Γεωμετρικαʆ Χαρακτηριστικαʆ UnATRaP 96

9 Οι καταγραφοʆμενες ποσοʆ τητες απο το συʆ στημα ληʆψης και επισκοʆπησης δεδομεʆνων
του UnARTaP 97
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10 Εκτιμωʆ μενες αεροδυναμικοιʆ παραʆ μετροι του UnATRaP 105
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