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1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ – (ΟΙ ΣΤΑΤΙΚΕΣ ΗΛΕΚΤΡΙΚΕΣ ΕΠΑΦΕΣ) 
Οι στατικές ηλεκτρικές επαφές, δηλαδή οι επαφές που δεν έχουν ισχύ 

διακοπής, µπορούν να χειρίζονται µόνο όταν το κύκλωµα έχει τεθεί εκτός 

τάσης µέσω ενός διακόπτη φορτίου ή ισχύος, ανάλογα µε το είδος παροχής 

της τάσης. Επαφές αυτού του τύπου, που αναφέρονται στην διεθνή 

βιβλιογραφία ως “stationary contacts”, χρησιµοποιούνται ευρύτατα σε 

βιοµηχανικές εφαρµογές σαν αποζεύκτες, γειωτές και ασφαλειοθήκες. Ως 

στατικές επαφές θεωρούνται επίσης και οι επαφές των αυτοµάτων 

διακοπτών, των ασφαλειοαποζευκτών και των διακοπτών φορτίου (δηλαδή 

όλων των διακοπτών που έχουν ισχύ διακοπής) όταν όµως αυτές βρίσκονται 

ήδη σε λειτουργία στη θέση εντός. 

Στο κεφάλαιο αυτό δίνονται βασικοί όροι και έννοιες που διέπουν κατά 

τη βιβλιογραφία τις στατικές ηλεκτρικές επαφές και θα χρησιµοποιηθούν στα 

επόµενα κεφάλαια. Στην συνέχεια αναφέρονται περιληπτικά τα φαινόµενα 

που εκδηλώνονται κατά την λειτουργία των στατικών επαφών και δίνονται 

βασικές σχέσεις, που τις χαρακτηρίζουν. 

1.1. Καθορισµός όρων και εννοιών. 
Ως ηλεκτρική επαφή ορίζεται µια λυόµενη σύνδεση δύο αγωγών η οποία 

έχει τη δυνατότητα να άγει το ηλεκτρικό ρεύµα. Η παραπάνω λυόµενη 

σύνδεση αποτελείται από δύο µέρη, την κινητή και την σταθερή επαφή. Ως 

ανοικτή επαφή θεωρείται όχι µόνο αυτή, που έχει τεθεί, λόγω χειρισµού, στη 

θέση εκτός, αλλά και εκείνη στην οποία τα δυο µέρη έχουν µονωθεί 

ηλεκτρικά λόγω ξένων επικαθίσεων. Η δύναµη η οποία συγκρατεί τα δύο 

µέρη της επαφής µεταξύ τους καλείται δύναµη σύσφιξης των επαφών F. 

Τα µέταλλα από τα οποία κατασκευάζονται συνήθως οι επαφές έχουν, 

για λόγους διευκόλυνσης της διάβασης του ρεύµατος, µεγάλη ειδική 

ηλεκτρική αγωγιµότητα. Για το λόγο αυτό η σκληρότητα των µετάλλων 

αυτών δεν είναι µεγάλη, και υπό την επίδραση των δυνάµεων σύσφιξης 

παραµορφώνονται ελαστικά και πλαστικά στις περιοχές, που εφάπτονται υπό 
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την επίδραση της δύναµης σύσφιξης. Αποτέλεσµα των παραµορφώσεων 

αυτών είναι η δηµιουργία ορισµένων περιοχών πάνω στον λυόµενο 

σύνδεσµο, οι οποίες φέρουν το φορτίο σύσφιξης της επαφής, χωρίς αυτό να 

σηµαίνει αναγκαστικά ότι µέσω αυτών των περιοχών γίνεται διέλευση του 

ρεύµατος. Το σύνολο των περιοχών αυτών δίνει την επιφάνεια σύσφιξης Ab. 

Η κατανοµή των παραπάνω περιοχών είναι στατιστική και εξαρτάται κυρίως 

από το είδος των υλικών και την τραχύτητα των επιφανειών. 

Ως πραγµατική επιφάνεια Αc µιας επαφής εννοούµε την επιφάνεια µέσω 

της οποίας γίνεται τελικά η διέλευση του ρεύµατος από το ένα µέρος της 

επαφής στο άλλο. Η επιφάνεια αυτή είναι, λόγω των ξένων επικαθίσεων στις 

επαφές (κυρίως οξείδια µετάλλων και σκόνη), µικρότερη από την Ab. Όταν 

παρατηρεί κανείς µια ηλεκτρική επαφή νοµίζει ότι τα δύο µέρη της 

εφάπτονται σε µια πολύ ευρύτερη επιφάνεια από το σύνολο των περιοχών 

επαφής Ab που προαναφέρθηκαν. Αυτή η µακροσκοπικά παρατηρούµενη 

επιφάνεια ονοµάζεται φαινόµενη επιφάνεια επαφής Aα και είναι κατά πολύ 

µεγαλύτερη από το σύνολο των επί µέρους επιφανειών πραγµατικής επαφής 

Ac, οι οποίες έχουν την δυνατότητα να άγουν το ηλεκτρικό ρεύµα. 

Γενικά ισχύει: 

Aα>Ab>Ac                                                                                                (2.1-1) 

Ο όρος αντίσταση διάβασης ο οποίος θα χρησιµοποιείται στην συνέχεια 

αφορά την αντίσταση που παρουσιάζει µία επαφή κατά τη διέλευση του 

ηλεκτρικού ρεύµατος. Η αντίσταση διάβασης R περιλαµβάνει γενικά δύο 

όρους. Την αντίσταση στένωσης Rc (constriction resistance) και την 

αντίσταση του στρώµατος των επικαθίσεων στις επαφές Rf. Η αντίσταση 

στένωσης Rc, είναι αποτέλεσµα της εξαναγκασµένης ροής του ηλεκτρικού 

ρεύµατος από την επιφάνεια Ac. Η αντίσταση στένωσης περιλαµβάνει εξ 

ορισµού, την αντίσταση και στα δύο µέρη της επαφής. Η αντίσταση του 

στρώµατος των επικαθίσεων οφείλεται στην δυσκολία των ηλεκτρικών 
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φορέων να διαπεράσουν το στρώµα αυτό. 

1.2 Η πτώση τάσης σε µία επαφή σε σχέση µε τη θερµοκρασία που 
αναπτύσσεται. 
Η θερµική και η ηλεκτρική ροή υπακούουν σε παρεµφερείς νόµους. Η 

θερµική ενέργεια ρέει σε συνάρτηση µε τις θερµοκρασιακές διαφορές και 

αντίστοιχα το ηλεκτρικό ρεύµα σε συνάρτηση προς την διαφορά δυναµικού. 

Σε συµµετρικά συστήµατα ηλεκτρικών επαφών, η θερµική ροή ακολουθεί 

τον ίδιο δρόµο µε την ροή του ηλεκτρικού ρεύµατος. Ως εκ τούτου υπάρχει 

µία σχέση µεταξύ θερµοκρασιακής διαφοράς και διαφοράς δυναµικού. Η 

σχέση αυτή διερευνήθηκε κάτω από διάφορες παραδοχές, όπως π.χ. ότι ο 

αγωγός (που συνδέεται µε την επαφή) είναι µονωµένος θερµικά και 

ηλεκτρικά σε όλο το µήκος του. 

Για την διατύπωση µίας ενεργειακής σχέσης, που διέπει µία επαφή, έχουν 

γίνει οι παρακάτω παραδοχές: 

- Σαν είσοδος του ηλεκτρικού ρεύµατος νοείται η πραγµατική επιφάνεια 

επαφής, και σαν έξοδος µία επιφάνεια αρκετά µακριά από την είσοδο 

ώστε η ροή σε αυτή να µην επηρεάζει την θερµική και ηλεκτρική ροή στο 

άµεσο περιβάλλον της επαφής. 

- Το σύστηµα των δύο µερών της ηλεκτρικής επαφής είναι συµµετρικό. 

Η δεύτερη παραδοχή σηµαίνει ότι τα δύο µέρη της επαφής είναι από το 

ίδιο υλικό, το οποίο είναι ισοτροπικό, δηλαδή ότι η ειδική αντίσταση ρ, και ο 

συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λθ, εξαρτώνται µόνο από την 

θερµοκρασία. Σηµαίνει επίσης ότι η επιφάνεια επαφής είναι ισοθερµική και 

ισοδυναµική (ταυτόχρονα για τα δύο µέρη της επαφής) και ότι αυτή έχει την 

υψηλότερη θερµοκρασία του συστήµατος, λόγω συµµετρίας του οποίου δεν 

συµβαίνει ροή της θερµότητας από το ένα µέρος της επαφής προς το άλλο. 

  Κάτω από αυτές τις παραδοχές ως συνάρτηση µεταξύ θερµοκρασίας Τ και 

τάσης U, για µία συµµετρική αντίσταση στένωσης, έχει προταθεί η σχέση : 



 

 

7

8
)()(

2

0

UdTTT
T

=∫
∆

θλρ                                                                                 (1.2-1) 

όπου ∆Τ η διαφορά της θερµοκρασίας των σηµείων επαφής από την 

θερµοκρασία του περιβάλλοντος. 

Εάν χρησιµοποιηθεί η µέση τιµή του γινοµένου θρλ  τότε η σχέση 1.2-1 

γίνεται: 

82UT =∆⋅θρλ                                                                                         (1.2-2) 

ή TU ∆⋅⋅= θρλ8                                                                                      (1.2-3) 

Η σχέση 1.2-3 δίνει την µέγιστη θερµοκρασiα που µπορεi να αναπτυχθεί 

σε επαφές λόγω της αντίστασης στένωσης για δεδοµένη πτώση τάσης. 

Σε περίπτωση, που µέρος της παραγόµενης θερµότητας, διαφεύγει προς 

το περιβάλλον µέσο (όπως συµβαίνει στην πράξη), τότε η σχέση 1.2-1 

γίνεται: 

     82UT ≤∆⋅θρλ                                                                                    (1.2-4) 

και TU ∆⋅⋅≥ θρλ8                                                                                   (1.2-5) 

Θεωρώντας τον νόµο των Wiedemann – Franz – Lorenz, κατά τον οποίο:  

LTTT =)()( θλρ                                                                                          (1.2-6) 

όπου L σταθερά ανεξάρτητη από το µέταλλο ( )( )28104,2 KVL °⋅≅ − , τότε η 

σχέση 1.2-1 γίνεται: 

( )
82

)()(
2

2
0

2

0 0

UTTLLTdTdTTT
T

T

T

∫∫ ≤−==
∆

θλρ                                               (1.2-7) 

ή ( )2
0

22 TTLU −≥                                                                                     (1.2-8) 

όπου Τ0 η θερµοκρασία του περιβάλλοντος. 

Οι σχέσεις 1.2-3, 1.2-5 και 1.2-8 παρέχουν την δυνατότητα του κατά 

προσέγγιση υπολογισµού της πτώσης τάσης σε επαφές χωρίς επικαθίσεις. 

Στις πρακτικές εφαρµογές χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της 

ελάχιστης τιµής της πτώσης τάσης σε καινούργιες επαφές.  
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1.3. Οξείδια σε επαφές διακοπτών και η σηµασία της θερµοκρασίας στην 
αύξηση του πάχους τους. 
Οι επικαθίσεις σε µια επαφή είναι, όπως προαναφέρθηκε αιτία αύξησης 

της αντίστασης διάβασης και εποµένως ο κύριος λόγος κακής λειτουργίας 

της. Μπορούµε να διακρίνουµε τις επικαθίσεις σύµφωνα µε την σύνθεσή 

τους, σε δυο κατηγορίες: σε χηµικές ενώσεις (όπως π.χ. τα οξείδια του 

µετάλλου της επαφής) και σε διάφορα παρασιτικά στοιχεία (όπως η σκόνη, 

τα λιπαντικά και υδρατµοί). Με διακριτικό στοιχείο το πάχος µπορούµε να 

διακρίνουµε τις παρακάτω κατηγορίες επικαθίσεων : 

- επικαθίσεις µε πάχος λίγων ατόµων (όπως ένα στρώµα µιας ή δύο 

στοιβάδων µορίων νερού). 

- προστατευτικές επικαθίσεις, που είναι χηµικές ενώσεις, και οι οποίες δεν 

αυξάνονται όταν αποκτήσουν ένα µικρό πάχος. Οι επικαθίσεις αυτές 

θεωρείται ότι προστατεύουν την επιφάνεια της επαφής, και 

- επικαθίσεις, που είναι χηµικές ενώσεις, στις οποίες συµµετέχει το µέταλλο 

της επαφής, των οποίων το πάχος αυξάνει µε το χρόνο. 

Για τις επικαθίσεις µε πάχος λίγων ατόµων γίνεται διάκριση, σε αυτές 

που τα άτοµα τους ενώνονται µε το µέταλλο της επαφής µέσω δυνάµεων Van 

der Waals και δεσµούς της τάξης των 0,05eV και εκείνες που ενώνονται µε 

ελεύθερους δεσµούς ατόµων της επιφάνειας του µετάλλου µε ενέργεια από 

1eV έως 8eV. Στην συνέχεια γίνεται αναφορά στις χηµικές ενώσεις που 

σχηµατίζονται στην επιφάνεια των µετάλλων, που χρησιµοποιούνται στις 

επαφές. 

Ορισµένες χηµικές ενώσεις στην επιφάνεια της επαφής αυξάνουν από 10 

έως 100Å και προστατεύουν µε αυτόν τον τρόπο την επιφάνεια των 

µετάλλων της επαφής από την επίδραση του οξυγόνου της ατµόσφαιρας 

καθώς και από άλλα χηµικά στοιχεία. Το ανοξείδωτο ατσάλι και το 

αλουµίνιο έχουν εξαιρετικά προστατευτικά οξείδια και ανήκουν σε αυτή την 
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κατηγορία. Τα οξείδια του χαλκού και του νικελίου δεν προστατεύουν 

αποτελεσµατικά τα αντίστοιχα µέταλλα αλλά συνεχίζουν να αυξάνονται 

αργά µεν αλλά συνεχώς στην θερµοκρασία περιβάλλοντος. Ειδικά στο Ni το 

NiO σε ξηρή ατµόσφαιρα µε σχετική υγρασία µικρότερη του 25% είναι 

προστατευτικό της επιφάνειας του µετάλλου αυτού, αλλά σε υγρή 

ατµόσφαιρα η οξείδωση προχωράει µε αξιόλογο ρυθµό ιδίως όταν υπάρχει 

σκόνη. Το NiO είναι σκληρό όπως το νικέλιο και σπάνια αποκολλάται από 

την επιφάνεια της επαφής µε τους χειρισµούς. Έχει επίσης µονωτικές 

ιδιότητες παρά τον αργό σχηµατισµό του. 

Ο ψευδάργυρος καλύπτεται από ένα προστατευτικό στρώµα που δρα 

µονωτικά και έχει χαµηλή σκληρότητα. Κατά την επαφή των δύο µερών το 

προστατευτικό αυτό στρώµα αποχωρίζεται από την επιφάνειά του, µε 

αποτέλεσµα να δηµιουργούνται αγώγιµες περιοχές οι οποίες οξειδώνονται 

επίσης µε τον χρόνο. Σε αυτή τη περίπτωση η αντίσταση διάβασης γίνεται 

µεγαλύτερη (και εποµένως και η θερµοκρασία) και έτσι αυξάνει 

δευτερογενώς η οξείδωση. O ψευδάργυρος δεν είναι ιδανικό υλικό για 

επαφές και για τον πρόσθετο λόγο ότι δεν έχει ικανοποιητική σκληρότητα µε 

αποτέλεσµα να αυξάνει η επιφάνεια AC, υπό την επίδραση της δύναµης 

σύσφιξης και να µειώνεται αντίστοιχα η πίεση, πράγµα που βοηθάει στην 

οξείδωση της επιφάνειάς του. 

Ο µπρούντζος είναι ένα γενικός αποδεκτό υλικό επαφών σε χαµηλές 

θερµοκρασίες. Εµφανίζει παρεµφερή συµπεριφορά µε τον χαλκό, µε την 

διαφορά ότι τα οξείδια του, που αυξάνουν µε σταθερό ρυθµό, δεν αποτελούν 

προστατευτικό στρώµα, όπως συµβαίνει µε το οξείδιο του χαλκού. 

Το βολφράµιο καλύπτεται από ένα στρώµα οξειδίου το οποίο δεν µπορεί 

να θεωρηθεί ως προστατευτικό. Σε θερµοκρασία χώρου αυτό το οξείδιο 

παραµένει στο πάχος των περίπου 50Å. Έχει διατυπωθεί η άποψη ότι µεγάλο 

ποσοστό αυτού του οξειδίου καταστρέφεται κατά την επαφή των δύο µερών, 

µε αποτέλεσµα η διέλευση του ηλεκτρικού ρεύµατος να γίνεται στις περιοχές 
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όπου έχει αποκολληθεί το οξείδιο. Η διέλευση του ηλεκτρικού ρεύµατος σε 

περιοχές της επαφής, όπου δεν έχουν αποκολληθεί τα λεπτά στρώµατα του 

οξειδίου, έχει αποδοθεί στην εκδήλωση του φαινοµένου σήραγγος. 

Παρεµφερή συµπεριφορά παρουσιάζει και το µολυβδαίνιο καθώς και οι 

καθαρές επαφές από χάλυβα. 

Ο χρυσός δεν οξειδώνεται όπως είναι γνωστό στον αέρα. Προσβάλλεται 

όµως από το χλώριο στους l80οC περίπου και σχηµατίζει υδατοδιαλυτό 

AuCl3. Η µόνη επικάθιση η οποία υπάρχει στην επιφάνεια επαφών από 

χρυσό είναι µία στοιβάδα ατόµων οξυγόνου (που υπάρχει και σε κάθε 

µέταλλο), η oποία όµως δεν αυξάνεται µε τον χρόνο και είναι διαπερατή στα 

ηλεκτρόνια λόγω του φαινοµένου σήραγγος. O χρυσός είναι άριστο υλικό 

επαφών αλλά µε απαγορευτικό κόστος. 

Ο άργυρος οξειδώνεται σε Ag2Ο σε θερµοκρασία χώρου, µόνο µε την 

παρουσία του όζοντος. Το οξείδιο του αργύρου έχει χαµηλή σκληρότητα, 

αποχωρίζεται µηχανικά από το µέταλλο και αποσυντίθεται στους 200οC. Το 

παραπάνω οξείδιο δεν αυξάνει την αντίσταση διάβασης. Σε συνήθεις 

ατµοσφαιρικές συνθήκες ο άργυρος προσβάλλεται από ενώσεις του θείου και 

σχηµατίζει ένα επιφανειακό ανθεκτικό στρώµα Ag2S το οποίο δεν είναι 

προστατευτικό. Το στρώµα Ag2S αυξάνεται αργά αλλά σταθερά γιατί η 

περιεκτικότητα γενικά του H2S στον αέρα είναι χαµηλή. Περιεκτικότητα σε 

H2S µεγαλύτερη από 1/10-9 στον ατµοσφαιρικό αέρα είναι καταστροφική για 

τις επαφές. Η ρύπανση γενικά του ατµοσφαιρικού αέρα, σε περιοχές µε 

έντονη βιοµηχανική δραστηριότητα, καταστρέφει στις επαφές από άργυρο. Η 

ειδική αντίσταση του Ag2S κυµαίνεται από 105 Ωm έως 1010 Ωm ανάλογα µε 

την κρυσταλλική δοµή του. Αυτή είναι περίπου και η ειδική αντίσταση του 

οξειδίου τον χαλκού. Ορατά στρώµατα του σουλφιδίου δρουν πρακτικά σαν 

µονωτές για τις επαφές. ∆εδοµένου ότι ο άργυρος είναι άριστο υλικό 

επαφών, έχει διερευνηθεί σε βάθος η προσβολή του σε Ag2S και έχουν 

προταθεί διάφορα κράµατα για πρακτικές εφαρµογές καθώς και η 
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δυνατότητα επιχρύσωσής του για µικροεπαφές. 

Η επίδραση της θερµοκρασίας στην δηµιουργία οξειδίων και γενικά 

επικαθίσεων στις επαφές παρουσιάζει ενδιαφέρον δεδοµένου ότι το 

φαινόµενο ανακυκλώνεται κατά την σειρά που απεικονίζεται στο σχήµα 1.3-

1. Ως παράδειγµα εξετάζονται παρακάτω επαφές από Cu ή Ni. 

 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 1.3-1: Απλοποιηµένη παράσταση της επίδρασης της θερµοκρασίας 

στη δηµιουργία οξειδίων. 
 
Όσον αφορά τον χαλκό, ο Rοnnquist διερεύνησε το πάχος του Cu2Ο και 

CuO, σαν συνάρτηση της θερµοκρασίας, και του χρόνου, και διατύπωσε την 

σχέση: 
( )Tts /51009,1422 1020 −⋅+=                                                                               (1.3-1) 

όπου s το πάχος σε Å, t ο χρόνος σε ώρες και Τ η θερµοκρασία σε οΚ. Έχει 

διαπιστωθεί επίσης ότι µέχρι τους 400οC στην επιφάνεια του χαλκού 

δηµιουργείται Cu2Ο και σε υψηλότερες θερµοκρασίες CuO. Όταν τα 

παραπάνω οξείδια έχουν πάχος µεγαλύτερο από 100Å τότε µειώνουν 

συνήθως ηλεκτρικά την επαφή. 

Παρεµφερής σχέση ισχύει για το πάχος NiO το οποίο σχηµατίζεται σε 

θερµοκρασίες από 200oC έως 600oC : 
( )Tts /60003,1322 105 −⋅+=                                                                                 (1.3-2) 
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1.4. Η επίδραση της υγρασίας του ατµοσφαιρικού αέρα στην οξείδωση 
των επαφών. 
Το πάχος του στρώµατος της υγρασfας του ατµοσφαιρικού αέρα 

εξαρτάται από την τραχύτητα των επιφανειών της επαφής. Στον άργυρο, 

αυτό το στρώµα θεωρείται ότι είναι µικρότερο από 50Å. Στρώµατα νερού 

του πάχους αυτού δεν αντέχουν την πίεση των δύο µερών της επαφής και γι' 

αυτό διατάσσονται περιφερειακά στην επιφάνεια AC και στα πιθανά κενά 

που υπάρχουν. Έχει υποστηριχθεί ότι λεπτά στρώµατα νερού, ανάµεσα σε 

µεταλλικές επιφάνειες αφ' ενός και οξείδια και άνθρακας αφ' ετέρου µπορούν 

να δηµιουργήσουν τοπικά ηλεκτρικά στοιχεία, τα οποία µε ηλεκτροχηµική 

δράση οξειδώνουν τις επαφές. Αυτή η διεργασία χρειάζεται µικρότερο χρόνο 

από την οξείδωση της επαφής στον ατµοσφαιρικό αέρα. Για να συµβεί όµως 

αυτό απαιτούνται µεγάλες ποσότητες υγρασίας (πάνω από 70%) και λεπτά 

ασυνεχή στρώµατα νερού (που µπορούν µε ιόντα να άγουν το ηλεκτρικό 

ρεύµα), ή υγροσκοπικά τεµάχια σκόνης.  

Έχει διατυπωθεί επίσης η άποψη, ότι τα στρώµατα του νερού και των 

στερεών λιπαντικών σε µία επαφή επηρεάζουν ελάχιστα την αντίσταση 

διάβασης γιατί ο κύριος όγκος τους αποµακρύνεται µε το κλείσιµο του 

λυόµενου συνδέσµου και µένουν µόνο απλές στοιβάδες ατόµων, οι οποίες 

είναι αγώγιµες λόγω εκδήλωσης του φαινοµένου σήραγγος. Στερεά 

κατάλοιπα όµως µαύρου χρώµατος και µικρού πάχους (έως 10Å), που έχουν 

γίνει αναπόσπαστο µέρος της επιφάνειας της επαφής παρουσιάζουν στην 

πράξη µεγάλη αντίσταση και µπορούν να γίνουν αιτία αύξησης της 

αντίστασης διάβασης. Μία ερµηνεία µπορεί να δοθεί από την µείωση των 

δυνατοτήτων απαγωγής θερµότητας, που έχουν γενικά οι επιφάνειες µαύρου 

χρώµατος, συγκριτικά προς επιφάνειες µε άλλη απόχρωση. Οι επικαθίσεις 

αυτές είναι συνήθως άµορφες οργανικές ουσίες µεγάλου µοριακού βάρους, 

που προέρχονται από οργανικούς ατµούς, οι οποίοι παράγονται στους 

οργανικούς µονωτές που χρησιµοποιούνται στην στήριξη των ηλεκτρικών 
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επαφών. 0 πολυµερισµός είναι πολύ διαδεδοµένος στους υδρογονάνθρακες 

και έχει επισηµανθεί ότι πάρα πολλά µονωτικά υλικά παράγουν ατµούς κατά 

τον πολυµερισµό τους. Ορισµένα υλικά επαφών όπως το Pd, Pt, Ru, Μο και 

το Cr δρουν καταλυτικά για την εναπόθεση οργανικών ουσιών σε αυτά και 

άλλα. Όχι, όπως π.χ.: Cu, Fe, W, Ag και το Ni. Τέλος όταν σε µια επαφή 

δηµιουργούνται τοπικά µικρές ηλεκτρικές εκκενώσεις τότε τα οργανικά 

στρώµατα, που προαναφέρθηκαν, απανθρακώνονται, µε αποτέλεσµα από τα 

λεπτά στρώµατα άνθρακα, να διευκολύνεται η εκδήλωση ηλεκτρικών 

εκκενώσεων µεγαλύτερης ενέργειας. 

Ο σχηµατισµός γενικά των επικαθίσεων στις επαφές διέπεται από 

περίπλοκους µηχανισµούς, που δεν έχουν ερµηνευτεί πλήρως, παρά τις 

εκτεταµένες έρευνες. Στην εργασία αυτή γίνεται µια προσπάθεια 

διερεύνησης των παραπάνω επικαθίσεων σχετικά µε τις δυνατότητες τους να 

άγουν το ηλεκτρικό ρεύµα. 

1.5. Η εκδήλωση του φαινοµένου σήραγγος στις επαφές.  
Σύµφωνα µε την κλασική φυσική, επικαθίσεις πάχους λίγων Angstrom 

µονώνουν ηλεκτρικά τα δυο µέρη µιας επαφής. Αντίθετα όµως κατά την 

κβαντική θεώρηση τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας µπορούν να περάσουν λεπτά 

στρώµατα µονωτικών υλικών ως κύµατα De Broglie. Αυτή η δυνατότητα, 

που έχουν τα ηλεκτρόνια αγωγιµότητας να µπορούν να διαπεράσουν 

φράγµατα δυναµικού τα οποία έχουν εισαχθεί από ένα λεπτό στρώµα 

µονωτικού υλικού, ονοµάζεται φαινόµενο σήραγγος. Οι Sommerfeld και 

Bethe έκαναν πρώτοι µια θεωρητική προσέγγιση του θέµατος για µερικά mV 

πτώσης τάσης στα ηλεκτρόδια. Αργότερα ο R. Holm επεξέτεινε την θεωρία 

αυτή για µεγαλύτερες τιµές της πτώσης τάσης από προηγουµένως. Η 

εκδήλωση του φαινοµένου σήραγγος εξαρτάται κατά κύριο λόγο από το 

πάχος s του µονωτικού στρώµατος µεταξύ των δύο ηλεκτροδίων και από την 

τιµή του φράγµατος δυναµικού που εισάγει το παραπάνω λεπτό µονωτικό 

στρώµα. Αυτά τα δύο µεγέθη δεν είναι ποτέ ακριβώς γνωστά και οι διάφοροι 
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υπολογισµοί έχουν γίνει µε απλουστευτικές παραδοχές. Σηµασία σε µία 

επαφή φαίνεται ότι έχει η πυκνότητα ρεύµατος, που συνεπάγεται η 

εκδήλωση του φαινοµένου σήραγγος σε αυτή. Το θέµα αυτό εξετάζεται 

παρακάτω. 

Αν θεωρήσουµε µια επαφή µε επίπεδες επιφάνειες από το ίδιο µέταλλο και 

µε απόσταση s µεταξύ των δυο µερών της (λόγω των επικαθίσεων), τότε τα 

επίπεδα δυναµικού στην περιοχή της επαφής δίδονται στο σχήµα 1.5-1α. Τα 

επίπεδα Fermi των δυο µεταλλικών µερών της επαφής (Εf)συµπίπτουν, όταν 

δεν υπάρχει διαφορά δυναµικού µεταξύ τους. Τα φράγµατα δυναµικού στην 

επιφάνεια κάθε µέρους της επαφής επεκτείνονται στη µεταξύ τους απόσταση 

s και διαµορφώνουν το φράγµα δυναµικού µεταξύ των δύο ηλεκτροδίων. Σε 

περίπτωση που η απόσταση s είναι αρκετά µεγάλη, η µέγιστη τιµή του ύψους 

του φράγµατος δυναµικού φ0 της επαφής ισούται µε το έργο εξόδου Φ του 

µετάλλου (οι µονάδες µέτρησης των οποίων δίνονται συνήθως σε eV ή σε 

V). Όταν το πλάτος s είναι µικρό τότε τα φράγµατα δυναµικού στην 

επιφάνεια των δύο µεταλλικών µερών της επαφής αλληλεπιδρούν µεταξύ 

τους σε µικρότερες τιµές µε αποτέλεσµα η µέγιστη τιµή του φράγµατος 

δυναµικού της επαφής να γίνεται µικρότερη από το έργο εξόδου Φ (φ0<Φ). 

Για ένα ηλεκτρόνιο µάζας m µε ταχύτητα vx, το οποίο πλησιάζει το φράγµα 

δυναµικού του σχήµατος 1.5-1α ισχύει η ακόλουθη σχέση:  

xex qmv ϕ=2

2
1                                                                                               (1.5-1) 

όπου φx το δυναµικό του ηλεκτρονίου και qe το φορτίο του. Σε περίπτωση 

που φx>φ0 τότε το ηλεκτρόνιο θα βρεθεί στο άλλο µέρος της επαφής, όπου 

και θα αποδώσει το περίσσευµα της ενέργειάς του υπό µορφή ακτινοβολίας. 

Αυτό είναι γνωστό ως θερµιονική εκποµπή. Εάν το φx<φ0 τότε κατά την 

κλασική φυσική ανακλάται το ηλεκτρόνιο πάνω στο φράγµα. Σύµφωνα όµως 

µε την κβαντική θεωρία υπάρχει µια πιθανότητα το παραπάνω ηλεκτρόνιο να 

περάσει το φράγµα δυναµικού και να βρεθεί στο άλλο µέρος της επαφής. 
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Αυτή η πιθανότητα εξαρτάται από έναν συντελεστή διάβασης D(φx) για τον 

οποίο ισχύει η σχέση : 

( ) ( )[ ] 







−

−
= ∫

s

xx dxxm
h

D
0

24exp ϕϕπϕ                                                           (1.5-2) 

όπου h η σταθερά του Planck και φ(x) η συνάρτηση του φράγµατος 

δυναµικού της επαφής. Η παραπάνω σχέση βασίζεται στην κατά προσέγγιση 

λύση της εξίσωσης Schrödinger, όπως αυτή έγινε από τους Brillouin - 

Wentzel - Kramer.  

Όταν το ηλεκτρόνιο διαπεράσει το φράγµα δυναµικού λόγω εκδήλωσης 

τον φαινοµένου σήραγγος, τότε δεν χάνει την ενέργεια του (όπως συµβαίνει 

στην θερµιονική εκποµπή), αλλά αυτή παραµένει αµετάβλητη γιατί η 

συχνότητα de Broglie είναι σταθερά. Η ενέργεια όµως, που πιθανώς του 

δόθηκε από το πεδίο αποδίδεται στην άνοδο. Κατά την εκδήλωση του 

φαινοµένου σήραγγος, που προαναφέρθηκε, τα ηλεκτρόνια περνάνε το 

φράγµα δυναµικού από δεξιά προς αριστερά τόσο συχνά όσο και προς την 

αντίθετη διεύθυνση µε αποτέλεσµα να µην µπορεί να παρατηρηθεί ροή 

ηλεκτρικού ρεύµατος. Επισηµαίνεται ότι η απόσταση s µεταξύ των δυο 

µερών της επαφής είναι συνήθως ένα λεπτό στρώµα οξειδίου του µετάλλου 

της επαφής, όπως αναφέρεται στην παράγραφο 1.5. Αν µεταξύ των δύο 

µερών της επαφής του σχήµατος 1.5-1α υπάρχει µία διαφορά δυναµικού U, 

τότε όπως φαίνονται στο σχήµα 1.5-1b οι στάθµες Fermi διαφοροποιούνται 

µεταξύ τους κατά U, µε αποτέλεσµα µια ροή ηλεκτρικού ρεύµατος από την 

επαφή µε το υψηλό δυναµικό προς την επαφή µε το χαµηλό δυναµικό. Αυτό 

συµβαίνει γιατί το ρεύµα των ηλεκτρονίων αγωγιµότητας, λόγω εκδήλωσης 

του φαινοµένου σήραγγος, δεν είναι ίσο και κατά τις δύο διευθύνσεις µε 

αποτέλεσµα η διαφορά του αριθµού των φορέων µεταξύ των δυο µερών της 

επαφής να µπορεί να µετρηθεί ως ηλεκτρικό ρεύµα. Από τις δύο σχέσεις 1.5-

1 και 1.5-2 φαίνεται ότι µόνον η ταχύτητα του ηλεκτρονίου vx, που είναι 

κάθετη στο φράγµα δυναµικού, λαµβάνεται υπ' όψιν στους υπολογισµούς 
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του συντελεστή διάβασης D(φx) και εποµένως και στον προσδιορισµό της 

πυκνότητας ρεύµατος. Σε ένα καρτεσιανό σύστηµα µε συντεταγµένες x, y 

και z τα ηλεκτρόνια µε υψηλές ταχύτητες vy στη διεύθυνση y και vz στη 

διεύθυνση z αλλά µικρή ταχύτητα vx στη διεύθυνση x έχουν µικρή 

πιθανότητα να διαπεράσουν το φράγµα δυναµικού, αν και έχουν υψηλή 

συνολική ενέργεια. 

Σχήµα 1.5-1: Το φράγµα δυναµικού στο κενό s δύο επαφών από το ίδιο 
υλικό. 
1 και 2: τα δύο µέρη της επαφής 
α: χωρίς την επιβολή διαφοράς δυναµικού 
b: µε την επιβολή διαφοράς δυναµικού U 

 
Στη βιβλιογραφία γίνεται διάκριση τριών περιπτώσεων εκδήλωσης του 

φαινοµένου σήραγγος σε ένα σύστηµα µέταλλο – µονωτή – µέταλλο (ΜΙΜ) 

υπό την επίδραση συνεχούς τάσης. 

- Η πρώτη περίπτωση αφορά πολύ µικρές τιµές της εφαρµοζόµενης τάσης 

U σε σχέση µε το µέγιστο ύψος του φράγµατος δυναµικού φ0>>U>0. Το 

φαινόµενο θεωρείται ότι είναι ωµικό (η πυκνότητα ρεύµατος J είναι 

ανάλογη της τάσης U). 

- Στη δεύτερη περίπτωση η τιµή της εφαρµοζόµενης συνεχούς τάσης είναι 

µεγαλύτερη από προηγουµένως και ισχύει ότι φ0>U. Η πυκνότητα του 
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ρεύµατος J αυξάνει µη γραµµικά σε σχέση µε την τιµή της τάσης U. 

- Η τρίτη περίπτωση (γνωστή από την βιβλιογραφία ως εκποµπή πεδίου) 

αφορά µεγαλύτερες τιµές της τάσης από προηγουµένως, υπό την 

προϋπόθεση ότι ισχύει U>U0. Η πυκνότητα του ρεύµατος J αυξάνει 

απότοµα µε την αύξηση της τάσης U στο σύστηµα. Στο σχήµα 1.5-2 

φαίνονται οι ενεργειακές στάθµες που αφορούν την περίπτωση αυτή. 

Παρατηρούµε ότι το µέγιστο ύψος του φράγµατος δυναµικού φ0 είναι 

αρκετά µικρότερο από το έργο εξόδου Φ. Σε αυτή την περίπτωση τα 

ηλεκτρόνια αγωγιµότητας µπορούν να µετακινούνται επάνω από φράγµα 

δυναµικού. 

Σχήµα 1.5-2: Το φράγµα δυναµικού µεταξύ δύο οµοίων µεταλλικών 
ηλεκτροδίων που απέχουν µεταξύ τους κατά s για U>Φ. 
1 και 2: τα δύο µέρη της επαφής 

 
Ως ειδική αντίσταση σήραγγος ρΤ (tunnel resistivity) τον παραπάνω 

συστήµατος των δυο ηλεκτροδίων έχει οριστεί το πηλίκο : 

J
U

T =ρ    (συνήθως σε Ωm2)                                                                    (1.5-3) 

Το µέγεθος αυτό εξαρτάται από το πάχος s, το έργο εξόδου Φ του µετάλλου 

των ηλεκτροδίων (όταν πρόκειται για το ίδιο υλικό) και την σχετική 

διηλεκτρική σταθερά εr, των επικαθίσεων. Η τιµή ρT εξαρτάται επίσης από 
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την µορφή που έχει το φράγµα δυναµικού. Από τα παραπάνω φαίνεται ότι 

ισχύει γενικά: 

))(,,,,( xUsf rT ϕερ Φ=                                                                               (1.5-4) 

Από τις σχέσεις 1.5-3 και 1.5-4 φαίνεται ότι για τον υπολογισµό της 

πυκνότητας ρεύµατος J χρειάζεται να γίνει µια µαθηµατική προσέγγιση για 

την συνάρτηση φ(x). Από τους ερευνητές, που ασχολήθηκαν µε το θέµα, οι 

υπολογισµοί έγιναν µε διάφορες παραδοχές. Κατά µία π.χ. προσέγγιση για 

µικρές τιµές του U και µεγάλο πάχος s θεωρείται η φ(x) ως τραπέζιο. Η 

προσέγγιση αυτή αν και αφορά χαµηλές θερµοκρασίες (Τ=0), δίνει πολύ 

ικανοποιητικά αποτελέσµατα και σε θερµοκρασίες χώρου. Σε µία άλλη 

προσεγγιστική µέθοδο θεωρείται η φ(x) ως παραβολή. Στην προσέγγιση αυτή 

λαµβάνεται υπ' όψη η επίδραση της θερµοκρασίας, ανάλογα προς την οποία 

προκαλείται αύξηση της ενεργειακής στάθµης σηµαντικού αριθµού 

ηλεκτρονίων πάνω από την στάθµη Fermi, γεγονός που βοηθά να 

διαπεράσουν οι φορείς αυτοί το φράγµα δυναµικού. Η παραπάνω προσέγγιση 

ενδείκνυται για µικρά πάχη s (τα µεγάλα πάχη επικαθίσεων δεν 

προσεγγίζονται ικανοποιητικά µε παραβολή και είναι προτιµότερη η 

προσέγγιση τους µε τραπέζιο). 

Ο υπολογισµός της ειδικής αντίστασης σήραγγος επιχειρήθηκε από 

ερευνητές σε συνδυασµό µε πειραµατικά δεδοµένα. Συνδυασµός 

αποτελεσµάτων υπολογισµών διαφόρων ερευνητών είναι το διάγραµµα 

log(ρT)=f(J,εr,φ0,s) που παρουσιάζεται στο σχήµα 1.5-3. Στο διάγραµµα αυτό 

δίνεται η ειδική αντίσταση σήραγγος ρT σαν συνάρτηση της τάσης U για 

διαφορετικές τιµές του πάχους s, της σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς εr και 

του φράγµατος δυναµικού φ0. 
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1.6. Η φυσική διερεύνηση των φαινοµένων µεταφοράς στις επαφές. 
Η δοκιµή υπερθέρµανσης χρησιµοποιείται στην πράξη για τον 

προσδιορισµό του ονοµαστικού ρεύµατος των επαφών. Η µετρούµενη πτώση 

τάσης κατά µήκος των επαφών σχετίζεται µε τα τεχνικά χαρακτηριστικά του 

λυοµένου συνδέσµου καθώς επίσης και µε την θερµοκρασία λειτουργίας του. 

Αν και η δοκιµή υπερθέρµανσης εφαρµόζεται για την τεχνικο-οικονοµική 

µελέτη και τον έλεγχο των επαφών διακοπτών δεν δίνει επαρκείς 

πληροφορίες όσον αφορά την φυσική ερµηνεία φαινοµένων που 

αναπτύσσονται κατά την µεταφορά των ηλεκτρικών φορέων µεταξύ των δύο 

µερών µιας επαφής.  

 

Με θερµική 
καταπόνηση 

Χωρίς θερµική 
καταπόνηση 

Γραµµική 
παρεµβολή στις 
τιµές Ι* , ∆U*Τύπος επαφής Υλικό 

επαφών Ι 
Α

∆U 
mV

Ι* 
Α

∆U* 
mV 

Ι*’ 
Α 

∆U*’ 
mV

αποζεύκτης 
500V/100Α

Άργυρος 37 19 44 21 37 17,6 

αποζεύκτης 
500V/100Α

Χαλκός 26 13 36 16 26 11,5 

αποζεύκτης 
20kV/200Α

Χαλκός 48 21 52 22 48 20,3 

Ασφαλειοθήκη 
20kV/100Α 

Ορείχαλκ
ος 67 24 73 24 67 22,0 

 
Πίνακας 1.6-1. Μετρήσεις σε επαφές εµπορίου που αφορούν τον 

προσδιορισµό τιµών ρεύµατος και πτώσης τάσης πέραν των 
οποίων αναπτύσσεται µη γραµµική συµπεριφορά. 
 

Οι φυσικές ερµηνείες που αφορούν τα προαναφερθέντα φαινόµενα 

σχετίζονται άµεσα µε την µεταφορά των ηλεκτρικών φορέων µέσα από τις 

διάφορες περιοχές επαφής (AC), οι οποίες διαπερνώνται από υψηλές 

πυκνότητες ρεύµατος. Η παρατηρούµενη µείωση της οριακής (κατωφλικής) 

τιµής της τάσης, για την ανάπτυξη µη γραµµικών φαινοµένων στον πίνακα 

1.6-1, πριν και µετά τη γήρανση των επαφών φαινοµενικά δεν θα µπορούσε 

να αποδοθεί σε τρόπους ηλεκτρονικής αγωγιµότητας διαµέσου λεπτών 



 

 

20

στρωµάτων οξειδίων, και γενικά επικαθίσεων. Αυτό γιατί µετά την γήρανση 

των επαφών το πάχος του οξειδίου αποκτά µεγαλύτερο εύρος και συνεπώς 

χρειάζεται µεγαλύτερη πεδιακή ένταση προκειµένου να υπάρξει ανάλογη 

πυκνότητα ρεύµατος. Για να γίνει όµως µία λεπτοµερής περιγραφή 

προκειµένου να εξαχθούν ορισµένα συµπεράσµατα, απαιτούνται όµοιες 

εντάσεις ρεύµατος και για τις δύο περιπτώσεις (πριν και µετά την γήρανση). 

Για µια δοµή Μέταλλο – Μονωτής – Μέταλλο (ΜΙΜ) η παραπάνω 

διαπίστωση συµφωνεί µε την αναλυτική έκφραση για την ένταση ρεύµατος 

(φαινοµένου σήραγγος) η οποία είναι µη γραµµική συνάρτηση αµφοτέρων 

των µεταβλητών, δηλαδή και της πυκνότητας ρεύµατος και του 

επιβαλλοµένου δυναµικού ∆U. 

 

 
 
Σχήµα 1.6-1. Μακροσκοπική απεικόνιση δύο µεταλλικών ηλεκτρικών 

επαφών. Μπορούµε να παρατηρήσουµε τις ακόλουθες 
µικροδοµές. 
a)   Ιδεατή επαφή µέταλλο – µέταλλο (Μ – Μ). 
b)   Μικροδοµή µέταλλο – µονωτής – µέταλλο (ΜΙΜ) 
c)   Μικροδοµή µέταλλο – οξείδιο – µέταλλο (ΜΟΜ) 
d) e)Μέταλλο – περιβάλλον υγρό ή αέριο µονωτικό – µέταλλο 

(MGM). Αυτές οι περιοχές µπορούν να γίνουν αγώγιµες 
πέραν µίας κρίσιµης τιµής του τοπικού ηλεκτρικού πεδίου. 

J1, J2, J3, J4, J5: πυκνότητες ρεύµατος. 
 

Με βασική αιτία την ανοµοιοµορφία στην επιφάνεια των επαφών (η 

οποία µπορεί να είναι µορφολογικής ή ηλεκτροχηµικής φύσεως) το πεδίο 

µεταξύ των επαφών ενδέχεται να παρουσιάζει ανοµοιογένειες. Έχει 
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διαπιστωθεί ότι ένα µικρό µέρος της φαινόµενης επιφάνειας της επαφής Αα 

άγει το ηλεκτρικό ρεύµα. Οι γραµµές ροής του ηλεκτρικού ρεύµατος 

υποχρεώνονται να διέλθουν πολύ κοντά η µια στην άλλη ώστε να περάσουν 

από τις µικρές αγώγιµες περιοχές (οι οποίες απαρτίζουν την επιφάνεια AC) οι 

οποίες είναι στατιστικά κατανεµηµένες στην επιφάνεια Αα και οι οποίες 

συχνά καλύπτονται από στρώµα επικαθίσεων. Το ηλεκτρικό πεδίο ποικίλλει 

στην περιοχή της επαφής αφού και οι δύο επιφάνειες διαπερνώνται 

επιλεκτικά από υψηλή πυκνότητα ρεύµατος και σύµφωνα µε τον νόµο του 

Ohm θα πρέπει να υπάρχει επιφανειακή πτώση τάσης µεταξύ των σηµείων 

διάβασης του ηλεκτρικού ρεύµατος. Συνεπώς, η διαχωριστική επιφάνεια τωv 

δυο µεταλλικών µερών παύει να είναι ισοδυναµική. Εκτός τούτου, η 

παρουσία ακινήτων φορτίων ανά την επαφή (όπως: σταθερά, παγιδευµένα 

και φορτία ιόντων) εισάγουν κατοπτρικά ηλεκτρικά φορτία τα οποία 

κατανέµονται σε βάθος Thomas Fermi από την επιφάνεια. Κατ’ αυτόν τον 

τρόπο προκύπτουν µεταβολές δυναµικού στην επιφάνεια επαφής ακόµα και 

όταν δεν εφαρµοστεί εξωτερική τάση, ένα φαινόµενο παρόµοιο µε αυτό της 

εξάντλησης–αναστροφής (depletion–inversion) των ηµιαγώγιµων 

επιφανειών. 

Το σχήµα 1.6-1 παρουσιάζει µακροσκοπικά τα δύο µέρη µίας επαφής. Οι 

περιοχές Μ – Μ οι οποίες εφάπτονται ιδανικά χωρίς την παρεµβολή άλλου 

µέσου (a) είναι διανεµηµένες τυχαία ανάµεσα σε περιοχές οι οποίες άγουν 

δια του φαινοµένου σήραγγος (b) και (c). Οι περιοχές (b) και (c) ορίζονται 

από την στατιστική κατανοµή της ανάπτυξης οξειδίων του µετάλλου στην 

περιοχή της επαφής και συµπεριφέρονται σαν λεπτά υµένια υλικών τα οποία 

πρέπει να τα διαπεράσουν τα ηλεκτρόνια προκειµένου να µεταφερθούν µέσα 

από την επαφή. 

Οι περιοχές που άγουν δια του φαινοµένου σήραγγος και έχουν πάχος της 

τάξης των 50Å ή και λιγότερο, αναφέρονται στη βιβλιογραφία ως 

µικροδοµές µέταλλο – οξείδιο – µέταλλο (ΜΟΜ) ή µέταλλο – µονωτής – 
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µέταλλο (ΜΙΜ). Έχει παρατηρηθεί ότι οι επαφές των µετάλλων καλύπτονται 

αµέσως από λεπτό στρώµα οξειδίου (ή άλλων χηµικών ενώσεων) πάχους 

10÷50Å µόλις έρθουν σε επαφή µε τον ατµοσφαιρικό αέρα. Όταν το πάχος 

του οξειδίου είναι µικρότερο από τα 50Å το φαινόµενο σήραγγος λαµβάνει 

χώρα ακόµα και για φαινοµενικά µικρές τιµές πτώσης τάσης (εντός των 

προδιαγραφών, δηλαδή <55mV) αφού το ηλεκτρικό πεδίο στις µικροδοµές 

µπορεί να φτάσει µέχρι 1MV/cm. Αυτή η υψηλή τιµή πεδίου αναµένεται να 

αναπτύσσεται στις προαναφερθείσες µικροδοµές των επαφών αφού σε 

πειραµατικά αποτελέσµατα κατά τη βιβλιογραφία παρατηρήθηκε ότι η 

πτώση τάσης κατά µήκος των επαφών ήταν της τάξης των 50mV (σχήµα 1.5-

1). Αυτή η πτώση τάσης δηµιουργεί πεδία της τάξης των 0,1MV/cm έως 

0,5MV/cm ή και περισσότερο (ανάλογα µε το πάχος των επικαθίσεων) τα 

οποία έχουν την δυνατότητα να δηµιουργήσουν ακόµη και συνθήκες 

εκποµπής πεδίου για την µεταφορά των φορέων µεταξύ των συνδέσµων. Οι 

διάφορες θέσεις στην επαφή οι οποίες εγχέουν τα φορτία είναι τυχαία 

κατανεµηµένες µέσα στην φαινόµενη περιοχή επαφής και ενεργοποιούνται 

µόλις το τοπικό πεδίο αναπτυχθεί σε τιµές 0,lMV/cm περίπου. Στο σηµείο 

αυτό θα πρέπει να αναφερθεί ότι αν και η κλασσική θεωρία εκποµπής πεδίου, 

όπως προτάθηκε από τους Fowler και Nordheim, προβλέπει πεδία της τάξεως 

των 40MV/cm, στην πράξη τα απαιτούµενα εφαρµοζόµενα πεδία είναι 

σύµφωνα µε τη σχετική βιβλιογραφία κατά πολύ µικρότερα. Αυτό έχει 

αποδοθεί σε ανοµοιογένειες του πεδίου στην επιφάνεια των υλικών και την 

ύπαρξη παγιδευµένων φορτίων τα οποία δηµιουργούν τοπικές συνθήκες 

επαύξησης του πεδίου. 

Καθώς η ροή του ρεύµατος διαµέσου των επαφών αυξάνει, τα φαινόµενα 

της επιφανειακής σκέδασης αρχίζουν να κυριαρχούν µόλις η διάβαση του 

φορτίου διαµέσου των ωµικών κέντρων (spots) φτάσει στον κορεσµό. Τότε η 

διαφορά δυναµικού κατά µήκος των µικροδοµών ΜΙΜ, ΜΟΜ και MGM 

αυξάνει ραγδαία. Για µεγαλύτερες τιµές από µια κρίσιµη τιµή πεδίου, 
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περιοχές της επαφής οι οποίες έχουν ένα σηµαντικό πάχος επικαθίσεων 

µπορούν και αυτές να άγουν. Επίσης περιοχές της επαφής οι οποίες δεν 

έχουν επικαθίσεις αλλά χωρίζονται από διάκενο (στο οποίο έχει εισχωρήσει 

το υγρό ή αέριο µονωτικό µέσο που περιβάλλει την επαφή όπως αέρας, λάδι, 

SF6, κλπ) όπως φαίνεται στο σχήµα 1.6-1 (d) και (e) µπορούν επίσης να 

καταστούν αγώγιµες µόλις το πεδίο στα σηµεία αυτά γίνει ικανό να εγχέει 

ηλεκτρόνια (εκποµπή πεδίου). Ιδεατά αυτές οι περιοχές θα έπρεπε να γίνουν 

ενεργές για τιµές της έντασης ρεύµατος πέρα από το ονοµαστικό ρεύµα της 

κάθε επαφής. Τον κύριο παράγοντα αποτελεί το γεγονός ότι τα ηλεκτρόνια 

αυτά (της εκποµπής πεδίου) αποδίδουν την επιπλέον ενέργεια τους µόλις 

προσκρούσουν στο θετικό ηλεκτρόδιο σε πολύ µικρό χρονικό διάστηµα (10-

12 sec τυπικά). Τέτοια φαινόµενα αυξάνουν έντονα την θερµοκρασία των 

επαφών, ιονίζουν το διάκενο και αυξάνουν δραστικά την αγωγιµότητα, 

οδηγώντας στην ανεπιθύµητη δηµιουργία τόξων. 

Τα ηλεκτρόνια του φαινοµένου σήραγγος µόλις µεταφερθούν στο άλλο 

µέρος του λυόµενου συνδέσµου αποδίδουν επιφανειακούς ρυθµούς 

ενεργειακών ταλαντώσεων που χαρακτηρίζονται από µη συγκεκριµένα 

ενεργειακά όρια (Surface plasmon polaritons). Οι ρυθµοί αυτοί µε την 

παρουσία της επιφανειακής τραχύτητας µπορούν να µετατραπούν σε 

φωτόνιο. Η ενέργεια των φωτονίων εξαρτάται από την ενέργεια των 

ενεργειακών ταλαντώσεων που τα δηµιούργησαν. Η µέγιστη ενέργεια που 

µπορεί να αποκτηθεί από ένα ηλεκτρόνιο που διαπερνά το φράγµα 

δυναµικού στο φαινόµενο σήραγγος ισοδυναµεί µε το φορτίο του 

ηλεκτρονίου επί την διαφορά δυναµικού κατά µήκος του φράγµατος (δηλαδή 

την τοπική πτώση τάσης µεταξύ των δύο µεταλλικών ηλεκτροδίων). 

Σύµφωνα µε τη σχετική βιβλιογραφία, η πτώση τάσης στις µικροδοµές που 

άγουν, έχει την ίδια τιµή µε την συνολική πτώση τάσης κατά µήκος των 

επαφών όταν παρατηρούνται τα µη γραµµικά φαινόµενα και κατά την 

διάρκεια λειτουργίας της επαφής τα παραγόµενα φωτόνια έχουν µέση 
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ενέργεια η οποία αντιστοιχεί στην υπέρυθρη περιοχή του ηλεκτροµαγνητικού 

φάσµατος. Αυτό συνεπάγεται φαινόµενα αυτοθέρµανσης (self heating) κατά 

την λειτουργία των επαφών. Πτώση τάσης µεγαλύτερη από αυτή που 

προαναφέρθηκε (σε περιπτώσεις λειτουργίας της επαφής εκτός των 

προδιαγραφών) συνεπάγεται κατά τη βιβλιογραφία εκποµπή ακτινοβολίας 

που επεκτείνεται µέχρι τις υπεριώδεις ακτίνες. Γενικά κάθε απόκλιση από τη 

γραµµικότητα έχει αποδοθεί στην επαύξηση του πεδίου και στην παράλληλη 

παρουσία των µικροδοµών ΜΙΜ, ΜΟΜ και MGM οι οποίες µπορούν να 

καταστούν αγώγιµες πέραν της κατωφλικής πεδιακής τιµής, διαµορφώνοντας 

την ενεργό διατοµή της επαφής, AC, ανάλογα µε την τοπική πεδιακή ένταση. 

Στην περίπτωση αυτή παρουσιάζονται και φαινόµενα διαφοράς φάσεως τα 

οποία οφείλονται στην χωρητική φύση των µικροδοµών που 

ενεργοποιήθηκαν. 

 

Σχήµα 1.6-2: ∆ιάγραµµα δυναµικής ενέργειας των ηλεκτρονίων για 

συµµετρική δοµή ΜΙΜ και για διαφορετικές τιµές δυναµικού. Το πάχος s δεν 

επιτρέπει το φαινόµενο σήραγγος για µικρή διαφορά δυναµικού στα 
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ηλεκτρόδια. 

(α) U=0. Η διαφορά δυναµικού είναι µηδενική. Η επαφή δεν άγει. 
(b) 0<U<φ0. ∆εν έχει επιτευχθεί η αναγκαία διαφορά δυναµικού 
για την εκδήλωση του φαινοµένου. Τυχόν ροή ρεύµατος 
οφείλεται σε θερµιονική εκποµπή πάνω από το φράγµα 
δυναµικού. 

(c) φ0<U. Η επαφή άγει δια του φαινοµένου σήραγγος διότι το 
πάχος s έχει µειωθεί σε ds. 

 
Ειδικότερα η συµπεριφορά µιας µικροδοµής ΜΙΜ η οποία άγει πέρα από 

ένα κατώφλι εφαρµοζόµενου πεδίου, µπορεί να γίνει κατανοητή µε την 

µελέτη του ενεργειακού διαγράµµατος των εφαπτόµενων περιοχών κατά τις 

παρακάτω περιπτώσεις: 

- Συµµετρική µικροδοµή ΜΙΜ κάτω από µηδενική διαφορά δυναµικού 

(Σχήµα 1.6-2α). Το σύστηµα δεν άγει λόγω του µεγάλου πάχους s (Σχήµα 

1.6-2b). 

- Εφαρµογή µέτριας τιµής πεδίου. Το σύστηµα δεν άγει ακόµα λόγω του 

µεγάλου πάχους s (Σχήµα 1.6-2b) 

- Εφαρµογή υψηλού ηλεκτρικού πεδίου. Η µονωτική ικανότητα (πάχος s) 

µεταξύ των ηλεκτροδίων έχει µειωθεί και η µικροδοµή άγει (Σχήµα 1.6-

2c) 

     Η κλασική µαθηµατική προσέγγιση για µία µεµονωµένη δοµή ΜΙΜ 

εξετάζει την πυκνότητα του ρεύµατος σήραγγος µέσα από ένα φράγµα 

δυναµικού µε κλασσικά όρια x1, x2 κατά µήκος του άξονα των x. Η 

πυκνότητα ρεύµατος J για δύο αγώγιµες περιοχές (ηλεκτρόδια) που 

διαχωρίζονται από ένα λεπτό φράγµα δυναµικού περιγράφεται από την 

ακόλουθη σχέση, η οποία ισχύει για 0 Κ : 

( ) ( ) ( )[ ]UBUBJJ +−⋅+−−⋅= ϕϕϕϕ expexp0                                            (1.6-1) 

όπου 
( )2

2

0 2 dsh
qJ

π
=                                                                                    (1.6-2) 
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h
mqds

B
24 ⋅⋅⋅

=
π                                                                                     (1.6-3) 

h είναι η σταθερά του Planck και m η µάζα του ηλεκτρονίου.  

Οι παράγοντες οι οποίοι έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι το πλάτος του 

φράγµατος δυναµικού, ds=x2-x1 το µέσον ύψος του φράγµατος πάνω από τη 

στάθµη Fermi φ, και ο τρόπος που τα παραπάνω µεγέθη αλλάζουν µε την 

επιβολή του ηλεκτρικού πεδίου. Για την περίπτωση της µηδενικής διαφοράς 

δυναµικού (σχήµα 1.6-2α) οι συνθήκες που απαγορεύουν την εκδήλωση 

φαινοµένου σήραγγος είναι το σχετικά µεγάλο πάχος του στρώµατος των 

επικαθίσεων (s). Το µέσο ύψος του φράγµατος δυναµικού (φ=φ0) 

προσδιορίζεται από το έργο εξόδου του µετάλλου και την σχετική θέση των 

επιπέδων Fermi. 

Για µια πτώση τάσης µέσου µεγέθους κατά µήκος του φράγµατος 

(διεύθυνση x) οπότε ισχύει (σχήµα 1.6-2b): 

0<U<φ0                                                                                                    (1.6-4) 

εξακολουθούν να ισχύουν οι απαγορευτικές συνθήκες καθ' όσον το µέσο 

ύψος του φράγµατος δυναµικού έχει ελάχιστα µειωθεί, σύµφωνα µε την 

σχέση : 

20 U−= ϕϕ                                                                                               (1.6-5) 

Εάν υπάρξει ροή φορέων, αυτή έχει αποδοθεί µόνο σε θερµιονική εκποµπή 

πάνω από το φράγµα δυναµικού. 

Όταν η διαφορά δυναµικού έχει πλέον αυξηθεί περισσότερο και 

ικανοποιείται η σχέση (σχήµα 1.6-2c): 

0ϕ≥U                                                                                                        (1.6-6) 

το µέσο ύψος του φράγµατος γίνεται: 

20ϕϕ ≤                                                                                                    (1.6-7) 

και το πλάτος του φράγµατος δυναµικού έχει µειωθεί σηµαντικά, και δίνεται 

από τη σχέση: 
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Usds 0ϕ⋅=                                                                                               (1.6-8) 

Σύµφωνα µε τα ανωτέρω όταν το φράγµα δυναµικού γίνει αρκετά λεπτό 

ώστε να επιτρέπει την εκδήλωση του φαινοµένου σήραγγος η αντίσταση 

στην διάβαση των ηλεκτρονίων µειώνεται κατά αρκετές τάξεις µεγέθους 

οπότε το ρεύµα αυξάνεται δραστικά. Τελικά, όταν η πτώση τάσης κατά 

µήκος του φράγµατος γίνει (όπου ΕF είναι η ενέργεια Fermi) : 

qEU F+> 0ϕ                                                                                            (1.6-9) 

η σχέση (1.6-1) τείνει στην γνωστή σχέση των Fowler – Nordheim. 

Πρόσφατες πειραµατικές εργασίες της βιβλιογραφίας, που αφορούν 

µικροδοµές ΜΟΜ απέδειξαν ότι η πτώση τάσης κατά µήκος του φράγµατος 

δυναµικού προσδιορίζει κατά κύριο λόγο το χρώµα, του εκπεµπόµενου 

φωτός όταν η µικροδοµή ΜΟΜ άγει. 

 

 
Σχήµα 1.6-3: Χαρακτηριστική ρεύµατος – τάσης σε ένα αποζεύκτη 
500V/100A µε επαφές από χαλκό για µια περίοδο λειτουργίας. 

Ενεργός τιµή του ρεύµατος : 100Α 
∆ύναµη σύσφιξης επαφών : 200p 
u : στιγµιαία τιµή της τάσης. 
i : στιγµιαία τιµή του ρεύµατος 

 
Ειδικά µία ηλεκτρική επαφή των πρακτικών εφαρµογών σύµφωνα µε τη 
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βιβλιογραφία παρουσιάζει περιοχές (spots) στις οποίες η αγωγή ρεύµατος 

γίνεται δια του φαινοµένου σήραγγος και οι οποίες είναι τυχαία 

κατανεµηµένες στην φαινόµενη επιφάνεια της επαφής. Οι µικροδοµές ΜΙΜ 

δηµιουργούνται από τις επικαθίσεις στην µεταλλική επιφάνεια, οι οποίες 

επιφέρουν φράγµατα δυναµικού, των οποίων το πάχος και το ύψος ποικίλει. 

Η επίδραση του µη οµοιόµορφου πάχους των διηλεκτρικών στρωµάτων των 

επαφών στην πυκνότητα τον ρεύµατος δια µέσου περιοχών που άγουν µε το 

φαινόµενο σήραγγος, καθώς και άλλων που παρουσιάζουν χωρητικότητα, 

διερευνήθηκε θεωρητικά από τον Hurysch. Γενικά µία εις βάθος φυσική 

προσέγγιση απαιτεί την εξέταση της ροής θερµών ηλεκτρονίων σε µία 

ανοµοιογενή κατανοµή πεδίου.                                                                                 

Οι µη γραµµικές χαρακτηριστικές που φαίνονται στα σχήµατα 1.6-3 και 1.6-

4 έχουν αποδοθεί κατά τη βιβλιογραφία στα φαινόµενα µεταφοράς φορτίου 

διαµέσου λεπτών µονωτικών στρωµάτων (πρωτεύον φαινόµενο), και 

παρατηρήθηκαν σε µια περίοδο 50Hz. 

 

Σχήµα 1.6-4:  
α) Τυπικό παλµογράφηµα τάσης ρεύµατος στις επαφές ενός αποζεύκτη 
500V/100A µε επάργυρες επαφές από χαλκό ο οποίος λειτουργεί υπό 
ονοµαστικό ρεύµα 100Α. Κλίµακα τάσης 20mV/div, κλίµακα ρεύµατος 
60Α/div, κλίµακα χρόνου 2ms/div. 
β) Χαρακτηριστική ρεύµατος – τάσης του παραπάνω παλµογραφήµατος για 
µία ηµιπερίοδο (50Ηz) λειτουργίας.  
  ∆ύναµη σύσφιξης των επαφών : 400p. 

α) β) 
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1.7. Οι επαφές σαν ένα µη γραµµικό δυναµικό σύστηµα 

Η µη γραµµική συµπεριφορά των ηλεκτρικών επαφών σύµφωνα µε τη 

βιβλιογραφία εξηγείται λαµβάνοντας υπ’ όψιν τις ακόλουθες παραµέτρους 

συνολικά ή µέρος από αυτές: 

- Τις µικροδοµές ΜΜ, ΜΙΜ, ΜΟΜ και ΜΟΜ συνδεδεµένες παράλληλα 

µεταξύ τους (§1.6). 

- Την στατιστική φύση των µικροδοµών των οξειδίων στην φαινόµενη 

επιφάνεια της επαφής, δηλαδή τις µικροδοµές ΜΟΜ και την δράση του 

φαινοµένου σήραγγος. 

- Την εκποµπή πεδίου στις προηγούµενες µικροδοµές. 

- Την ανάπτυξη πέρα από ένα όριο, ενός µηχανισµού σκέδασης (π.χ. 

σκέδαση στην επιφάνεια), ο οποίος θα µπορούσε πιθανώς να προκαλέσει 

απρόσµενες διακυµάνσεις της ειδικής αντίστασης διάβασης της επαφής, 

µε αποτέλεσµα χαοτικά φαινόµενα. 

- Την πιθανή µαγνητική φύση των επικαθίσεων στην επαφή και γύρω από 

αυτή, οι οποίες θα έφταναν στον κόρο όταν το τοπικό µαγνητικό πεδίο 

περάσει µία συγκεκριµένη τιµή. 

Όπως και άλλα κυκλώµατα οι επαφές οι οποίες λειτουργούν κάτω από 

υψηλούς ρυθµού έγχυσης φορτίου έχουν µοντελοποιηθεί από µία διαφορική 

εξίσωση σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία. Αυτή προσδιορίζει την συµπεριφορά 

των χαρακτηριστικών ποσοτήτων (αγνώστων) όπως το ρεύµα και η τάση σε 

συνάρτηση µε τον χρόνο. Εξ αιτίας της µη γραµµικής φύσης ενός 

τουλάχιστον στοιχείου του κυκλώµατος, ως ανωτέρω ανεφέρθη, επαφές που 

λειτουργούν κάτω από υψηλούς ρυθµούς έγχυσης φορτίου εκλαµβάνονται ως 

µη γραµµικά δυναµικά συστήµατα. Τέτοια συστήµατα µπορούν να 

επιδεικνύουν διαφορετική απόκριση ανάλογα µε τις αρχικές τους συνθήκες. 

Μπορούν ακόµα να περνούν από την µία κατάσταση στην άλλη µε αφορµή 
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µία µικρή αλλαγή σε µία από τις παραµέτρους τους. Το απλούστερο µη 

γραµµικό δυναµικό κύκλωµα που παρουσιάζεται στη σχετική βιβλιογραφία 

για την περίπτωση των ηλεκτρικών επαφών που δεν έχουν ισχύ διακοπής, 

όταν λειτουργούν σε υψηλή πυκνότητα ρεύµατος, αποτελείται από µία πηγή 

ηµιτονοειδούς τάσης, µία χωρητικότητα προερχοµένη από την παρουσία 

επιφανειακών οξειδίων και γενικά επικαθίσεων στις επαφές και µία µη 

γραµµική αντίσταση σε συνδυασµό µε µία επαγωγή που να προσοµοιώνει 

την έγχυση φορτίων διαµέσου µικροεπαφών (που έχουν ενεργοποιηθεί) και 

οι οποίες είναι τυχαία κατανεµηµένες στην φαινόµενη επιφάνεια της επαφής. 

Όλα τα παραπάνω στοιχεία είναι συνδεδεµένα σε σειρά, και µόνον ο 

πυκνωτής παράλληλα. 

Εάν η καµπύλη κόρου (ρεύµα σαν συνάρτηση της µαγνητικής ροής) της 

επαγωγής αποδίδεται από µία κυβική σχέση, τότε η διαφορική εξίσωση 

δευτέρου βαθµού που αποδίδει το σύστηµα είναι του ακόλουθου τύπου : 

)cos(3
2

2

tbx
dt
dxk

dt
xd

=++                                                                             (1.7-1) 

όπου η παράµετρος b χαρακτηρίζει την πηγή τάσης και η παράµετρος k τις 

απώλειες της αντιστάσεως στο κύκλωµα. Για ορισµένες τιµές των 

παραµέτρων b και k οι επαφές χωρίς ισχύ διακοπής έχουν επιδείξει κατά τη 

βιβλιογραφία, χαοτικά φαινόµενα ικανά να εισάγουν µη προβλέψιµη 

συµπεριφορά του δυναµικού συστήµατος µετά από µακρά λειτουργία. 

Για λόγους καλύτερης κατανόησης, η συµπεριφορά των δυναµικών 

συστηµάτων συνήθως παρατηρείται σε διάγραµµα ενός φασικού χώρου. Για 

την κάθε στιγµή η κατάσταση λειτουργίας αντιστοιχεί σε ένα σηµείο που έχει 

συντεταγµένες τις µεταβλητές που το προσδιορίζουν (διέγερση – απόκριση 

συστήµατος). Σε αυτό το διάγραµµα η απόκριση του συστήµατος, όταν αυτό 

ενεργοποιείται από µία εξωτερική πηγή δείχνεται από µία τροχιά σηµείων 

(τουλάχιστον για ένα κλασικό φυσικό σύστηµα). Στην περίπτωση ενός 

συστήµατος που ενεργοποιείται από µία περιοδική πηγή, η απόκριση του 
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συστήµατος είναι γενικά περιοδική, και η αντίστοιχη τροχιά των 

προαναφερθέντων σηµείων είναι µία κλειστή καµπύλη. Συστήµατα που 

παρουσιάζουν συνολικά τυχαία συµπεριφορά τείνουν να γεµίσουν το σύνολο 

του χώρου παρατήρησης του διαγράµµατος από σηµεία που παρουσιάζουν 

την κατάσταση µετά από κάποιο χρόνο λειτουργίας. Εξάλλου στην 

περίπτωση των συστηµάτων µε χαοτική συµπεριφορά οι τροχιές των 

σηµείων περιβάλλονται από συγκεκριµένες περιβάλλουσες (όρια) µε 

περίπλοκη γεωµετρία, γνωστές στη διεθνή βιβλιογραφία ως "strange 

attractors". Σε µαθηµατικούς όρους είναι αντικείµενα φραγής που 

χαρακτηρίζονται από µη ακέραιες ευκλείδειες διαστάσεις. Η µαθηµατική 

θεωρία της διστάθειας (bifurcation theory) έδωσε τα απαραίτητα εργαλεία 

προκειµένου να µελετηθεί και να κατανοηθεί η απόκριση αυτών των 

συστηµάτων. 

Τα διαγράµµατα διστάθειας βοηθούν στην απεικόνιση των σταθερών και 

ασταθών καταστάσεων µη γραµµικών δυναµικών συστηµάτων µε πολλά 

σηµεία λειτουργίας (σταθερότητας). Στην προκειµένη περίπτωση τα 

διαγράµµατα της σχετικής βιβλιογραφίας παρουσιάζουν µία παράµετρο 

διέγερσης του κυκλώµατος (το ρεύµα της πηγής) και µία παράµετρο 

απόκρισης που χαρακτηρίζει την επαφή, την πτώση τάσης σε έναν κύκλο 

50Hz. Η ανάπτυξη της διστάθειας µπορεί να διερευνηθεί συστηµατικά µε την 

µεταβολή µιας ακόµα φυσικής παραµέτρου. Στην περίπτωση των επαφών 

τέτοιες παράµετροι είναι κατά τη βιβλιογραφία, η δύναµη σύσφιξης, ή η 

αναπτυσσόµενη θερµοκρασία. Σαν µία γενική παρατήρηση, έχει λεχθεί ότι 

για µία δεδοµένη ένταση ρεύµατος υψηλότερες τιµές για την δύναµη 

σύσφιξης των επαφών τείνουν να αποκαταστήσουν γραµµική συµπεριφορά 

παρά το γεγονός ότι η πολυστάθεια είναι προφανής κατά τις µέγιστες τιµές 

ρεύµατος σε όλες τις περιπτώσεις. 
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1.8. Ένα ισοδύναµο κύκλωµα για την ερµηνεία των µη γραµµικών      
φαινοµένων στις επαφές. 

Ένα ισοδύναµο κύκλωµα που κατά τη βιβλιογραφία ικανοποιεί τις 

παραπάνω προϋποθέσεις δίνεται στο σχήµα 1.8-1. Πρόκειται για µία 

συµπλήρωση του ισοδύναµου κυκλώµατος των µερικών εκκενώσεων κατά 

Gemant και Philipoff, όπου όµως η τιµή του ρεύµατος έχει σηµασία για την 

εκδήλωση των επιµέρους φαινοµένων. Οι τιµές C και G εκφράζουν την 

ιδανική συµπεριφορά της επαφής (αντίσταση στένωσης και χωρητική 

συµπεριφορά). Για τιµές ρεύµατος (µικρότερες του ονοµαστικού) οι οποίες 

έχουν την ικανότητα να δηµιουργήσουν ισχυρά τοπικά πεδία στις µικροδοµές 

ΜΙΜ, ΜΟΜ και ΜΟΜ διασπάται ο σπινθηριστής Sp και στο κύκλωµα 

εισάγεται ο πυκνωτής ∆C, η µη γραµµική αγωγιµότητα ∆G, και πιθανώς η 

επαγωγή L. Σε συνδυασµό αυτά τα στοιχεία είναι ένα απλό µη γραµµικό 

δυναµικό σύστηµα το οποίο µπορεί να εµφανίσει αρνητική διαφορική 

αντίσταση (ΝDR). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 1.8-1. Το προτεινόµενο ισοδύναµο κύκλωµα. 

C: Πυκνωτής που αποδίδει την χωρητική συµπεριφορά της 
επαφής 
G: Η γραµµική αγωγιµότητα στένωσης 
Sp: Σπινθηριστής 
∆C: Η αύξηση της χωρητικής συµπεριφοράς αφού διασπασθεί η 
σπινθηριστής Sp 
∆G:Η µη γραµµική αγωγιµότητα των επικαθίσεων  
L: Επαγωγή που αποδίδει την πιθανή επαγωγική συµπεριφορά 
επαφών, την εκδήλωση του φαινοµένου σήραγγος καθώς και 
την πιθανή εκδήλωση της αρνητικής διαφορικής αντίστασης. 

 

C 
G 

Sp 

∆C

L
∆G 
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2. ΣΚΟΠΟΣ ΤΗΣ ΕΡΓΑΣΙΑΣ 
 
   Στην εργασία αυτή επιχειρείται να προσοµοιωθεί µε κατάλληλο 
µαθηµατικό µοντέλο, το θερµικό φαινόµενο το οποίο εκδηλώνεται σε ένα 
σύστηµα δυο όµοιων αγωγών, µεταξύ των οποίων παρεµβάλλεται ένας 
ηλεκτρικός σύνδεσµος για ζεύξη και απόζευξη του κυκλώµατος. Ο 
ηλεκτρικός σύνδεσµος είναι µη αµελητέων διαστάσεων και καθορίζεται από 
υπολογίσιµες ποσότητες µάζας και επιφάνειας.  
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   3. ΤΟ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΠΟΥ ΠΡΟΤΕΙΝΕΤΑΙ 
 
   Το σύστηµα που µελετείται αποτελείται από δυο όµοιους αγωγούς µεταξύ 
των οποίων παρεµβάλλεται ηλεκτρικός σύνδεσµος, ώστε να είναι δυνατή η 
ζεύξη και η απόζευξη του κυκλώµατος. Σε αυτό το σύστηµα µελετείται το 
θερµικό φαινόµενο. Οι ηλεκτρικές επαφές του συνδέσµου θεωρούνται 
στατικές. 
   Για την κατάστρωση του µαθηµατικού µοντέλου που προσοµοιώνει το 
θερµικό φαινόµενο γίνονται οι ακόλουθες παραδοχές: 

 
Οι αγωγοί θεωρούνται απείρου µήκους. 
1) Ο ηλεκτρικός σύνδεσµος θεωρείται µη αµελητέων διαστάσεων. 
2) Το υλικό των αγωγών θεωρείται ισοτροπικό. 
3) Αγνοείται η απαγωγή θερµότητας δι’ ακτινοβολίας από το σύστηµα 

«σύνδεσµος-αγωγοί»  προς το περιβάλλον. Αυτό µπορεί να θεωρηθεί 
ότι ισχύει λόγω του ότι οι θερµοκρασίες που αναπτύσσονται στο 
προαναφερόµενο σύστηµα είναι γενικά πολύ µικρότερες από εκείνες 
που θα µπορούσαν να οδηγήσουν σε µια υπολογίσιµη απαγωγή 
θερµότητας δι’ ακτινοβολίας. 

 
Με βάση αυτές τις παραδοχές καταστρώνονται οι µαθηµατικές εξισώσεις 
του ισοζυγίου ισχύος στο υπό µελέτη σύστηµα. Το σύστηµα αυτό 
περιγράφει, εκτός από τις στατικές επαφές, και τους σταθερούς 
ηλεκτρικούς συνδέσµους και τις κλειστές επαφές των αυτόµατων 
διακοπτών και των διακοπτών φορτίου, υπό τη έννοια ότι αυτές οι επαφές 
βρίσκονται σε µια στατική κατάσταση. 
 
3.1 Σύστηµα «ηλεκτρικός σύνδεσµος-αγωγοί τροφοδοσίας». 
 
   Από την αρχή διατήρησης της ισχύει ότι: 
 

dHdQdQdQ πηγώνεξεισ =+−                                                                   (3.1-1) 
Οι δυο πρώτοι όροι της εξίσωσης (3.1-1) εκφράζουν τη θερµική ροή που 
εισέρχεται και εξέρχεται αντίστοιχα από και προς το περιβάλλον. Ο τρίτος 
όρος εκφράζει τη ροή θερµότητας των πηγών ενώ ο τέταρτος όρος είναι η 
µεταβολή της ενθαλπίας. 
   Με βάση τη σχέση (3.1-1), για το υπό µελέτη σύστηµα προκύπτει ότι, 
σε ένα στοιχειώδες τµήµα του αγωγού dx, το οποίο βρίσκεται σε 
απόσταση x από το σύνδεσµο, το ισοζύγιο ισχύος αποδίδεται από την 
ακόλουθη σχέση: 
 

ADRF PPPP +=+                                                                                    (3.1-2) 
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Ο πρώτος όρος της εξίσωσης (3.1-2) είναι το τµήµα της θερµικής ισχύος που 
προέρχεται από το σύνδεσµο και µεταφέρεται κατά µήκος του αγωγού δι’ 
αγωγής, που συσσωρεύεται στο τµήµα dx. Ο δεύτερος όρος είναι η θερµική 
ισχύς που εκλύεται λόγω του φαινοµένου Joule στο ίδιο το στοιχειώδες 
τµήµα dx. Ο τρίτος όρος είναι η ισχύς που απορροφάται για την αύξηση της 
ενθαλπίας της µάζας του στοιχειώδους τµήµατος dx. Ο τέταρτος όρος είναι η 
θερµική ισχύς που απάγεται στο περιβάλλον από την περιµετρική εξωτερική 
επιφάνεια του τµήµατος dx. 
   Το προς µελέτη σύστηµα µπορεί να παρασταθεί σχηµατικά σύµφωνα µε το 
σχήµα 3.1-1. Σύµφωνα µε το σχήµα αυτό, το υπό εξέταση σύστηµα 
συµπεριφέρεται σαν ένας αγωγός που θερµαίνεται κατά µήκος του, λόγω των 
απωλειών Joule, και σε µια συγκεκριµένη θέση (x=0) περιλαµβάνει µια µη 
σηµειακή πηγή θερµότητας λόγω της αντίστασης διάβασης του συνδέσµου. 
Στη συνέχεια δίνονται οι αναλυτικές εκφράσεις των επιµέρους όρων της 
εξίσωσης (3.1-2). 
 
    
 

  
Σχήµα 3.1-1: Απλοποιηµένη σχεδίαση του συστήµατος «ηλεκτρικός 
σύνδεσµος – αγωγοί τροφοδοσίας». 
x=0 : θέση ηλεκτρικού συνδέσµου, 
dx : στοιχειώδες τµήµα του αγωγού σε απόσταση x από το σύνδεσµο, 
P E  : η παραγόµενη ηλεκτρική ισχύς στο σύνδεσµο, 
P x  : η θερµική ισχύς δι’ αγωγής σε απόσταση x από το σύνδεσµο, 
Ι : ενεργός τιµή του ρεύµατος. 
 

Ι 
x=0 

x 
dx 

 
P E /2 

 
P x +dP x  

 
P E /2     P x
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3.1.1 Η συσσωρευµένη στο στοιχειώδες τµήµα dx θερµική ισχύς (P F ) 
λόγω αγωγής κατά µήκος του αγωγού 
 
   Η επαφή του ηλεκτρικού συνδέσµου του συστήµατος, λόγω της 
αντίστασης διάβασής της, µπορεί να θεωρηθεί σαν µια µη σηµειακή πηγή 
θερµότητας µε θερµική ισχύ P E  λόγω του φαινοµένουJoule: 
 

VI RI P επ.
2

E ∆⋅=⋅=                                                                                     (3.1-3) 
 
όπου R επ.η αντίσταση διάβασης της επαφής στη θερµοκρασία λειτουργίας 
της, I η ενεργός τιµή του ρεύµατος και ∆V η πτώση τάσης στο σύνδεσµο. 
Εποµένως, στον ηλεκτρικό σύνδεσµο παράγεται συνεχώς κάποια θερµότητα 
η οποία διαχέεται λόγω θερµικής αγωγής σε ίσα µέρη στα δεξιά και αριστερά 
του συνδέσµου µέσω των αγωγών τροφοδοσίας. Αυτή η αγόµενη θερµική 
ισχύς P x  δίνεται από το νόµο του Fourier: 
 

x
TλF- Px ∂
∂

=                                                                                                (3.1-4) 

 
όπου λ ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας του υλικού του αγωγού, F η 
διατοµή του και Τ η θερµοκρασία του αγωγού. 
   Κατά τη διέλευση µιας ποσότητας θερµότητας από ένα τµήµα του αγωγού 
κατακρατείται στο τµήµα αυτό κάποια ποσότητα P F . Για το στοιχειώδες 
τµήµα dx, όπως φαίνεται και στο σχήµα 3.1-1, θα ισχύει: 
 

xxxxF dP- )dPP(P P =+−=                                                                            (3.1-5) 
 
Από τη σχέση (3.1-4) προκύπτει: 
 

2

2

x x
TλF dP-

∂
∂

=                                                                                             (3.1-6) 

 
Συνεπώς από τις σχέσεις (3.1-5) και (3.1-6) έπεται ότι: 
 

2

2

F x
TλF P

∂
∂

=                                                                                                 (3.1-7) 
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3.1.2 Οι απώλειες Joule (P R ) στο στοιχειώδες τµήµα dx 
 
   Λόγω του ότι το στοιχειώδες τµήµα dx διαρρέεται από ρεύµα, θα υπάρχει 
έκλυση θερµότητας εξαιτίας του φαινοµένου Joule. Η αντίστοιχη θερµική 
ισχύς P R  δίνεται ως γνωστόν από τη σχέση: 
 

F
dxρI RI P 22

R =⋅=                                                                                      (3.1-8) 

 
όπου ρ η ειδική αντίσταση του υλικού του αγωγού στη θερµοκρασία 
λειτουργίας του, για την οποία ισχύει: 
 

∆Τ)α(1ρρ α ⋅+=                                                                                         (3.1-9) 
 
όπου ρ α η ειδική αντίσταση του αγωγού στη θερµοκρασία του 
περιβάλλοντος, Τ α , α ένας θερµικός συντελεστής και ∆Τ η διαφορά 

θερµοκρασίας µεταξύ του αγωγού και περιβάλλοντος (∆Τ=Τ- Τ α ). Συνεπώς: 
 

F
dx∆Τ)α(1ρIP α

2
R ⋅+=                                                                              (3.1-10) 

 
3.1.3 Η απορροφόµενη θερµική ισχύς (P D ) για την αύξηση της ενθαλπίας 
της µάζας του στοιχειώδους τµήµατος dx 
 
   Η ισχύς, P D , που απορροφάται για την αύξηση της ενθαλπίας της µάζας dm 
του στοιχειώδους τµήµατος dx σε κάποιο χρονικό διάστηµα dt, δίνεται από 
τη σχέση: 
 

dx
t
TcFε

t
TcdxFε

t
TcdVε

t
TcdmPD ∂

∂
⋅⋅=

∂
∂

⋅⋅⋅=
∂
∂

⋅⋅=
∂
∂

⋅=                            (3.1-11) 

 
όπου c η ειδική θερµότητα του υλικού του αγωγού, ε το ειδικό βάρος του και 
dV ο όγκος του στοιχειώδους τµήµατος dx.   
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3.1.4 Η γενική διαφορική εξίσωση του θερµικού φαινοµένου στο 
στοιχειώδες τµήµα dx 
 

   Έστω ότι η θερµοκρασία του περιβάλλοντος είναι Τ α και παραµένει 
σταθερή, τότε θα ισχύει: 
 

tt
)(

t
α

∂
∆Τ∂

=
∂
Τ−Τ∂

=
∂
Τ∂                                                                                (3.1-12) 

 
Αντιστοίχως η σχέση (3.1-7) και (3.1-11) γίνονται: 
 

2

2

F x
TλF P

∂
∆∂

=                                                                                            (3.1-13) 

 
και 
 

dx
t
TcFεPD ∂

∆∂
⋅⋅=                                                                                    (3.1-14) 

 
ενώ η σχέση  dxSK ⋅Τ⋅⋅=ΡΑ  γίνεται: 
 

dxSK ⋅∆Τ⋅⋅=ΡΑ                                                                                      (3.1-15) 
 
Τελικά η σχέση (3.1-2) συναρτήσει των (3.1-10), (3.1-13), (3.1-14), (3.1-15) 
γίνεται: 
 

+
∂
∆∂

2

2

x
TλF  

F
dx∆Τ)α(1ρI α

2 ⋅+ dx
t
TcFε

∂
∆∂

⋅⋅= dxSK ⋅∆Τ⋅⋅+                        (3.1-16) 

 
ώστε εξάγεται το συµπέρασµα ότι η διαφορά θερµοκρασίας ∆Τ θα είναι µια 
συνάρτηση δυο µεταβλητών, της απόστασης x από τον ηλεκτρικό σύνδεσµο 
και του χρόνου λειτουργίας t του συστήµατος.  
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3.1.5 Περιγραφή των συντελεστών που καθορίζουν τη διαφορική 
εξίσωση και τις οριακές συνθήκες που προκύπτουν 
 
K:   συντελεστής µεταβίβασης θερµότητας 
S:   περίµετρος του αγωγού 
F:   διατοµή του αγωγού 
I:    ενεργός τιµή του ρεύµατος 
λ:   συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας του υλικού του αγωγού 
ρα : ειδική αντίσταση του αγωγού στη θερµοκρασία περιβάλλοντος 
α:   θερµικός συντελεστής του υλικού του αγωγού 
ε:    ειδικό βάρος του αγωγού 
c:    ειδική θερµότητα του υλικού του αγωγού 
G:   επιφάνεια επαφής 
α 1 :  θερµικός συντελεστής του υλικού της επαφής 
Qα : παραγόµενη θερµότητα 
M1 : µάζα επαφής 
∆V : πτώση τάσης στο σύνδεσµο  
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3.2 Καθορισµός των συντελεστών της διαφορικής εξίσωσης του 
θερµικού φαινοµένου στο στοιχειώδες τµήµα dx 
 

0
t

)t,x(1)t,x(m
x

)t,x( 2
2

2

=+
∂

∆Τ∂
Α

−∆Τ−
∂
∆Τ∂ C         (1) 

 
  
 Η σχέση (1) είναι µια διαφορική εξίσωση µερικών παραγώγων της 
συνάρτησης ∆Τ. Από αυτή την εξίσωση µπορεί να υπολογιστεί η διαφορά 
θερµοκρασίας του συστήµατος που µελετείται σε αυτή την εργασία, 
συναρτήσει των µεταβλητών x, t. Συµβολίζεται µε t ο χρόνος λειτουργίας και 
µε x η απόσταση από τη θέση του ηλεκτρικού συνδέσµου. Η λύση γίνεται µε 
παραµέτρους τα 2m  , 

A
1  , C   για τα οποία ισχύουν οι σχέσεις: 

 

2

2
2

λF
αρI-KSFm α=                                                                                  (2)                        

 

2

2

λF
ρIC α=                                                                                                (3) 

 

εc
λ =̂Α                                                                                                                (4) 
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3.2.1 Καθορισµός των οριακών συνθηκών της διαφορικής εξίσωσης (1) 
 

 Για µια διαφορική εξίσωση όπως αυτή της σχέσης (1) απαιτείται η γνώση 
των οριακών συνθηκών. Υπάρχουν οριακές συνθήκες χρονικές και τοπικές οι 
οποίες καθορίζουν το φαινόµενο. 
● Οι χρονικές οριακές συνθήκες χαρακτηρίζουν δυο κρίσιµες χρονικές 
στιγµές, για t=0 και t→∞. 
 ►Τη χρονική στιγµή t=0 το κύκλωµα είναι ανοικτό µε αποτέλεσµα να µην 
υπάρχει µεταβολή της θερµοκρασίας του αγωγού ως προς το περιβάλλον και 
ισχύει: 

 
0x,0)( =∆Τ                                                                                              (5) 

 
 ►Όταν η πάροδος του χρονικού διαστήµατος είναι τέτοια ώστε t→∞, 
επέρχεται θερµική ισορροπία µεταξύ του τµήµατος dx του αγωγού και του 
περιβάλλοντος έτσι ώστε: 
  

0|
t

t)x,(
=

∂
∆Τ∂

∞→t                                                                            (6)           

                       
δηλαδή το τµήµα dx απορροφάει τόση θερµότητα όση ακριβώς αποβάλει.  
● Οι τοπικές οριακές συνθήκες χαρακτηρίζουν δυο καθοριστικές θέσεις, για 
x=0 και x→∞. 
 ►Όταν το τµήµα dx είναι σε τέτοια απόσταση ώστε x→∞, τότε η 
θερµοκρασία του αγωγού δεν µεταβάλλεται κατά µήκος του και ισχύει: 
 

0|
x

t)x,(
=

∂
∆Τ∂

∞→x                                                                            (7) 

 
 ►Στη θέση x=0 ισχύει η ακόλουθη διαφορική εξίσωση 
 

01
2

0 |]
t

t)(x,Bt)x,(n[|
x

t)x,(
== −

∂
∆Τ∂

+∆Τ=
∂

∆Τ∂
xx C                   (8)                          

 
Η τελευταία σχέση περιέχει τις παραµέτρους 1

2 CB,,n  για τις οποίες ισχύουν 
οι σχέσεις: 
 

λF2
Qα-KGn 12 α=                                                                                    (9) 
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λF2
CMB 11=                                                                                            (10) 

 

λF2
QC1

α=                                                                                            (11) 

 
 

 
3.2.2 ∆ιαδικασία επίλυσης της διαφορικής εξίσωσης (1) 

 
 Για να λυθεί η διαφορική εξίσωση (1) χρησιµοποιείται η µέθοδος 

µετασχηµατισµού Laplace. Οι βασικές σχέσεις αυτής της µεθόδου 
παρατίθενται παρακάτω µαζί µε τις απαραίτητες ιδιότητες. 
 
Πίνακας 1. 

Ορισµοί 
 

● Ευθύς µετασχηµατισµός Laplace 
 

F(p)=£ ∫
∞

=
0

pt- f(t)dte  } f(t) {  

 
 
 

● Αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace  
 

f(t)=£ 1− {F(p)} πi2
1

= ∫
∞+

∞

iγ

i-γ

pte F(p)dp  

 

lim  
πi2
1

=   ∫
+iΤγ

iΤ-γ

ptF(p)dpe  

                                                                                         T→∞ 
 
Με  γ>0  και αρκετά µεγάλο, ώστε ένα κατακόρυφο ευθύγραµµο τµήµα µε 
εξίσωση :  
Z= γ+it , -T≤t≤T, να βρίσκεται δεξιά από κάθε πόλο της F. 
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Πίνακας 2. 
Ιδιότητες 

 
 

α/α                               F(p)                                                f(t) 
 
Ω1                  p)(bF  p)(aF 21 +                                t)(bFt)(af 21 +  
 
Ω2                   pF(p)-f(0)                                                t)(f /`  
 
Ω3                          

p
1                                                         1 

 
Ω4                        

a-p
1                                                       ate  

 

Ω5                  
b)-a)(p-p(

1       a#b                                a-b
ee atbt−

 

 
 

Ω6                         F(p-a)                                                 f(t)e at
                 

 

Ω7                         
p
p)F(                                             ∫

∞

0

t4/u- f(u)due
πt
1 2

    

 

Ω8                        p
e pb -

                                              πt
e t4/b - 2

 

 

Ω9                          
Q(p)
R(p)                                             ∑

=

n

1k

ta

k
/

k ke
)a(Q
)R(a

 

Όπου R(p) , Q(p) πολυώνυµα µε (βαθµόςQ ≥ βαθµόςR +1) και το Q(p) έχει 
απλά σηµεία µηδενισµού. “Θεώρηµα αναπτύγµατος Heaviside”. 
 

Ω10                      F(p)G(p)                                           ∫
t

0

τ)g(τ)dτ-f(t   

Είναι η λεγόµενη συνέλιξη δυο συναρτήσεων. 
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  Έτσι λοιπόν αρχίζει η διαδικασία επίλυσης : 
 

£ { 0}
t

)t,x(1)t,x(m
x

)t,x( 2
2

2

=+
∂

∆Τ∂
Α

−∆Τ−
∂
∆Τ∂ C               (12) 

 
Χρησιµοποιείται αρχικά η ιδιότητα Ω1 του πίνακα 2 οπότε: 
 

£{ 2

2

x
t)x,(

∂
∆Τ∂ } - m 2 £{∆Τ(x,t)} - 

Α
1 £{

t
t)x,(

∂
∆Τ∂ } + £{C} =0             (13) 

 
Τώρα αντιµετωπίζεται κάθε όρος της σχέσης (12) χωριστά. Για τον πρώτο 
όρο χρησιµοποιώ τον ορισµό (πίνακα 1) του µετασχηµατισµού Laplace ως 
εξής: 
 

 £{ 2

2

x
t)x,(

∂
∆Τ∂ } = ∫

∞

0
 2

2

x
t)x,(

∂
∆Τ∂ dte-pt

 

 

= 2

2

x∂
∂ ∫

∞

∆Τ
0

pt- dtt)ex,(  =  2

2

x
p)F(x,

∂
∂                                                            (14) 

 
Ο δεύτερος όρος δίνει προφανώς: 
 
-m 2 £{∆Τ(x,t)} = - m 2 F(x,p)                                                                 (15) 
 
Ο τρίτος όρος µετασχηµατίζεται µε τη χρήση της ιδιότητας Ω2 του πίνακα 2, 
άρα: 
 
- 
Α
1 £{

t
t)x,(

∂
∆Τ∂ } = - 

Α
1 (pF(x,p) – ∆Τ(x,0)                                          (16) 

 
Όµως από την οριακή συνθήκη που δίνεται από την σχέση (4) είναι  
∆Τ(x,0)=0, ώστε η (15) γίνεται: 
 
- 
Α
1 £{

t
t)x,(

∂
∆Τ∂ } = - 

Α
1 pF(x,p)                                                            (17) 
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Ο τέταρτος όρος απαιτεί χρήση των ιδιοτήτων Ω1 και Ω3 του πίνακα 2 µε 
αποτέλεσµα: 
 
£{C} = 

p
C                                                                                                (18) 

 
Η σχέση (12) συναρτήσει των (13), (14), (16) και (17) τροποποιείται ως εξής: 
 

2

2

x
p)F(x,

∂
∂  - m 2 F(x,p) - 

Α
1 pF(x,p)  + 

p
C  = 0                                            (19)                           

 
⇔ 2

2

x
p)F(x,

∂
∂  - (m 2 +

Α
p )F(x,p)  + 

p
C  = 0                                                  (20)                         

 
Η σχέση (19) είναι µια µη οµογενής διαφορική εξίσωση, για αυτό θα λύσω 
πρώτα την «αντίστοιχη οµογενή» και στη συνέχεια θα βρω µια µερική λύση. 
Η λύση της εξίσωσης (19) θα αποτελείται από το άθροισµα της λύσης της 
αντίστοιχης οµογενούς και της µερικής λύσης. 
 
Η αντίστοιχη οµογενής διαφορική εξίσωση είναι: 
 

2

2

x
p)F(x,

∂
∂  - (m 2 +

Α
p )F(x,p) = 0                                                                (21) 

 
και η λύση της δίνεται από τη σχέση: 
 

 F οµογ (x,p) = b1 e
Α+− p/mx 2

+ b 2  e
Α+p/mx 2

                                    (22) 
(όπου b1  και b 2  αυθαίρετοι συντελεστές) 
 
Τώρα µένει να βρεθεί η µερική λύση. Από τη µορφή της σχέσης (19) 
φαίνεται ότι η µερική λύση θα είναι ανεξάρτητη της µεταβλητής x. 
Εποµένως θεωρείται ως µερική λύση η : 
  
F µερ (x,p) = D                                                                                          (23) 
 
Αυτή απαιτείται να ικανοποιεί την σχέση (19) οπότε : 
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2

2

x
D

∂
∂  - (m 2 +

Α
p )D  + 

p
C  = 0   

 
⇔ 0 - (m 2 +

Α
p )D  + 

p
C  = 0   

 
⇔ (m 2 +

Α
p )D = 

p
C  

 
⇔ D = 

)p/p(m
C

2 Α+
 

 
⇔ D = 

p)p(m
C
2 +Α
Α                                                                                   (24) 

 
Από (23) , (24) έπεται: 
 
F µερ (x,p) = 

p)p(m
C
2 +Α
Α                                                                             (25) 

 
Συνεπώς η λύση της εξισώσεως (19) είναι: 
 
F(x,p) = F οµογ (x,p) + F µερ (x,p) 
 

⇔ F(x,p) = b1 e
Α+− p/mx 2

+ b 2  e
Α+p/mx 2

   +  
p)p(m

C
2 +Α
Α              (26)    

 
Χρησιµοποιείται τώρα η οριακή συνθήκη: 
 

0|
x

t)x,(
=

∂
∆Τ∂

∞→x  

 
Ο µετασχηµατισµός Laplace αυτής της σχέσης είναι: 
 

0|
x

p)x,(F
=

∂
∂

∞→x                                                                             (27) 
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Αν παραγωγίσουµε την σχέση (26) ως προς x τότε: 
 

 
x

p)F(x,
∂

∂  = - b1 Α
+

pm2 e
Α+− p/mx 2

+ b 2 Α
+

pm2  e
Α+p/mx 2

        (28) 

 
Στη σχέση (28) για x→∞, σύµφωνα µε τη σχέση (27) το πρώτο µέλος 
µηδενίζεται. Αντιστοίχως για το δεύτερο µέλος, ο πρώτος όρος µηδενίζεται 
ενώ ο δεύτερος όρος απειρίζεται. Άρα για να ικανοποιείται η οριακή 
συνθήκη που δίνεται από τη σχέση (7), πρέπει  b 2 =0. Άρα η σχέση (26) 
γίνεται: 
 

F(x,p) = b1 e
Α+− p/mx 2

   +  
p)p(m

C
2 +Α
Α                                                (29) 

 
Η παραγώγιση της σχέσης (29) ως προς x δίνει: 
 

x
p)F(x,

∂
∂  = - b1 Α

+
pm2 e

Α+− p/mx 2

                                                    (30) 

 
Μένει να χρησιµοποιηθεί η οριακή συνθήκη που δίνεται από τη σχέση (8) 
και εκφράζεται ως εξής: 
 

01
2

0 |]
t

t)(x,Bt)x,(n[|
x

t)x,(
== −

∂
∆Τ∂

+∆Τ=
∂

∆Τ∂
xx C  

 
Η σχέση αυτή µε τη χρήση των ιδιοτήτων Ω1, Ω2 και Ω3 του πίνακα 2 
µετασχηµατίζεται κατά Laplace: 
 

012
0 |]

p
C(x,0)]-p)B[pF(x,p)x,(Fn[|

x
p)x,(F

== −∆Τ+=
∂

∂
xx  

 
Όµως από την οριακή συνθήκη που δίνεται από την σχέση (4) είναι  
∆Τ(x,0)=0 ώστε η προηγούµενη σχέση γίνεται: 
 

012
0 |]

p
Cp)BpF(x,p)x,(Fn[|

x
p)x,(F

== −+=
∂

∂
xx  
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⇔ 012
0 |]

p
C    p)Bp)F(x,n[(|

x
p)x,(F

== −+=
∂

∂
xx                   

⇔  p
C    p)Bp)F(0,n(|

x
p)x,(F 12

0 −+=
∂

∂
=x                                   (31) 

 
Για να λυθεί µια τέτοια διαφορική εξίσωση ακολουθείται η κάτωθι 
διαδικασία. Λύνεται πρώτα η οµογενής και βρίσκεται µια λύση. Στη 
συνέχεια βρίσκεται η µερική λύση. Η τελική λύση είναι το άθροισµα των δυο 
λύσεων. 
Λύση αντίστοιχης οµογενούς: 
 

 0  p)Bp)F(x,n(  
x

p)x,(F 2
    =+−

∂
∂

 

 
Η παραπάνω οµογενής διαφορική εξίσωση έχει λύση της µορφής 
 

 
Bp)x(n

o

2

kep)(x,F +=                                                                 (32) 
 
Η µερική λύση θα έχει µορφή  
 

Bp)x(n
µ

2

k(x)ep)(x,F +=  
 
και απαιτείται να ικανοποιεί την πλήρη διαφορική εξίσωση (31), οπότε µε 
αντικατάσταση θα είναι: 
 

Bp)x(n 2

(x)ek +′ + 
Bp)x(n2 2

Bp)ek(x)(n ++ = 
 

                     = Bp)n( 2 + Bp)x(n 2

k(x)e +
 -  

p
C1  

 
Bp)x(n 2

(x)ek +′⇒ = -  
p

C1  

 

(x)k ′⇒ = -  
p

C1
Bp)x-(n 2

e +
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k(x)⇒ = ∫ +− dxe)
p

C
( Bp)x(n-1 2

 

Bp)x(n-
2

1 2

e
Bp)n(

1)
p
C(-  k(x) +

+−
=⇒  

 
Bp)x(n-

2
1 2

e
Bp)n(p

C  k(x) +

+
=⇒  

 
Εποµένως : 
 

Bp)x(n
µ

2

k(x)ep)(x,F +=  
 

Bp)x(nBp)x(n-
2

1
µ

22

ee
Bp)p(n

Cp)(x,F ++

+
=⇒  

 

Bp)p(n
Cp)(x,F 2

1
µ +

=⇒                                                     (33) 

 
Η τελική λύση είναι: 
 
F(x,p) = F 0 (x,p) + F µ (x,p) 
 

F(x,p) = 
Bp)x(n 2

ke +
+ Bp)p(n

C
2

1

+  

 
Όµως η λύση αυτή αντιστοιχεί σε µια διαφορική (σχέση (31)) η οποία ισχύει 
για x=0, άρα η τελική λύση είναι 
 

F(0,p) = 
0ke + Bp)p(n

C
2

1

+  

 

⇒F(0,p) = k + Bp)p(n
C

2
1

+                                                                (34) 
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Αν αντικαταστήσω την σχέση (34) στη σχέση (31) τότε : 
 

p
C    )

Bp)p(n
CBp)(kn(|

x
p)x,(F 1

2
12

0 −
+

++=
∂

∂
=x  

 

p
C    

p
CBp)kn(|

x
p)x,(F 112

0 −++=
∂

∂
⇒ =x  

 

Bp)kn(|
x

p)x,(F 2
0 +=

∂
∂

⇒ =x                                                         (35) 

 
Τώρα θα δηµιουργηθεί το σύστηµα από το οποίο θα υπολογίζονται οι 
άγνωστες σταθερές b1  , k. 
Η σχέση (29) για x=0 δίνει: 
 

F(0,p) = b1 e
0

   +  
p)p(m

C
2 +Α
Α   

 
⇒F(0,p) = b 1   +  

p)p(m
C
2 +Α
Α                                                                  (36) 

 
Η σχέση (30) για x=0 δίνει: 
 

x
p)F(x,

∂
∂ | 0x=  = - b1 Α

+
pm2 e

0
     

 

  
x

p)F(x,
∂

∂
⇒ | 0x=  = - b1 Α

+
pm2                                                             (37) 

 
Από τις σχέσεις (34) και (36) βγαίνει η σχέση: 
 

k + Bp)p(n
C

2
1

+  = b 1   +  
p)p(m

C
2 +Α
Α                                                (38)  

 
Ενώ από τις σχέσεις (35) και (37) βγαίνει η σχέση: 
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Bp)kn( 2 +  =  - b1 Α
+

pm2                                                                 (39)                          

 
 Από την σχέση (39) µπορεί να ληφθεί το k συναρτήσει του b1  , δηλαδή: 
 

Bpn

pmb-
 k 2

2
1

+
Α

+
=               

 
Αντικαθιστώ το k στη σχέση (38) οπότε :                                                                              
 

Bpn

pmb-
2

2
1

+
Α

+
 + Bp)p(n

C
2

1

+  = b 1   +  
p)p(m

C
2 +Α
Α  

 

12

2
1

b    
Bpn

pmb-
−

+
Α

+
⇒  = 

p)p(m
C
2 +Α
Α  - Bp)p(n

C
2

1

+  

 

1)   
Bpn

pm
(b 2

2

1 +
+

Α
+

−⇒  = 
p)p(m

C
2 +Α
Α  - Bp)p(n

C
2

1

+  

 

1)   
Bpn

pm
(b 2

2

1 +
+

Α
+

⇒  = Bp)p(n
C

2
1

+  - 
p)p(m

C
2 +Α
Α  

 

Bpn

Bpnpm
b 2

 22

1 +

++
Α

+
⇒  = 

p
1 )

p)Bp)(mn(
Bp)(nC - p) m(C( 22

22
1

+Α+
+Α+Α  

 

1

Bpnpm
b

 22

1

++
Α

+
⇒  = 

p
1 )

p)(m
Bp)(nC - p) m(C( 2

22
1

+Α
+Α+Α  

 

)pmBpp)(np(m

Bp)(nC-p)m(C
  b

222

22
1

1

Α
++++Α

+Α+Α
=⇒                                                      (40) 
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Εποµένως αρκεί να αντικατασταθεί στην σχέση (29), το b1  από τη σχέση 
(40) ώστε να εµφανιστεί η πλήρης λύση της διαφορικής εξίσωσης της σχέσης 
(20). Πράγµατι: 
 

F(x,p) = 
)pmBpp)(np(m

Bp)(nC-p)m(C 
222

22
1

Α
++++Α

+Α+Α e
Α+− p/mx 2

 +  
p)p(m

C
2 +Α
Α      

 

⇒F(x,p) = 
)pmBp)(np(mp

Bp)(nC-p)m(C
 

222

22
1

Α
+++

Α
+Α

+Α+Α e
Α+− p/mx 2

 +  
p)p(m

C
2 +Α
Α     

 

p)p(m
C  

pmp

e  
pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C
 p)F(x, 2

2

p/mx-

222

22
1

2

+Α
Α

+

Α
+

Α
+

Α
++Β+Α

Β+Α+Α
=⇒

Α+

 (41) 

      
 
Το µόνο που µένει για εκφραστεί η ∆Τ(x,t) που αναζητείται, είναι να 
εφαρµοστεί αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace στη σχέση (41). Η σχέση 
αυτή αποτελείται από δυο µέρη F1 (x,p) και F 2 (x,p) όπου: 
 

 
pmp

e  
pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C p)(x,F
2

p/mx-

222

22
1

1

2

Α
+

Α
+

Α
++Β+Α

Β+Α+Α
=⇒

Α+

                     (42)   

 
και 
 

p)p(m
C  p)x,(F 22 +Α
Α

=                                                                            (43) 
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● ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ ΤΗΣ F1 (x,p) 
 
Η συνάρτηση F1 (x,p) είναι αρκετά πολύπλοκη και δεν µπορεί να αντιστραφεί 
απευθείας µε τη χρήση κάποιων απλών ιδιοτήτων. Αυτό σηµαίνει ότι η 
F1 (x,p) πρέπει να τεµαχιστεί σε µικρότερες συναρτήσεις ώστε η αντιστροφή 
να γίνει τµηµατικά. Στη συνέχεια θα γίνει συνέλιξη των επιµέρους 
συναρτήσεων και θα προκύψει η νέα συνάρτηση f 1 (x,t) που αναζητείται.   
 
 
 

 
pmp

e  
pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C p)(x,F
2

p/mx-

222

22
1

1

2

Α
+

Α
+

Α
++Β+Α

Β+Α+Α
=⇒

Α+

 

 
Άρα η F1 (x,p) διασπάται σε δύο τµήµατα F 3 (x,p) και F 4 (x,p) όπου: 
 

  
pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C p)(x,F
222

22
1

3

Α
+

Α
++Β+Α

Β+Α+Α
=                                             (44) 

 

 
pmp

e   p)(x,F
2

p/mx-

4

2

Α
+

=
Α+

                                                                            (45) 

 
►Υπολογισµός της f 3 (x,t) 
 
Για να βρεθεί ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace της F 3 (x,p) γίνονται 
οι ακόλουθες τροποποιήσεις: 
 

  
pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C p)(x,F
222

22
1

3

Α
+

Α
++Β+Α

Β+Α+Α
=  

 

  
pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C 
222

22
1

Α
+Α

Α
++Β+Α

Β+Α+Α
=  
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pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C 
222

22
1

+Α
Α

+Α+ΒΑ+Α

Β+Α+Α
=  

 

  
pm )pmpn(

p)(nC - p)m(C 
222

22
1

+Α+Α+ΒΑ+Α

Β+Α+Α
=  

 

  
pm )pmpn(

pCnC - p)m(C p)x,(F
222

22
1

3
+Α+Α+ΒΑ+Α

ΑΒ−Α+Α
=⇒                              (46) 

 
Θεωρείται m 2 A +p = s   οπότε: 
 

  
s )s)m-(sn(

)m-(sCnC - sC s)x,(F
22

22
1

3
+ΑΒΑ+Α

ΑΑΒ−Α
=⇒  

 

  
s )s)m-(sn(

mCnC - s)C-(C 
22

22
1

+ΑΒΑ+Α
ΑΑΒ+ΑΑΒ

=  

 

  
s )sm-sn(

)nCmC( s)C-(C 
22

22
1

+ΑΒΑΒΑ+Α
Α−ΑΑΒ+ΑΒ

=  

 

  
s )mnss(

)nCmC( s)C-(C 
22

222
1

ΑΒΑ−Α++ΒΑ
Α−ΒΑ+ΑΒ

=  

 

 
s

1 
 )]mn(s)s([

)nCmC( )s()C-(C 
222

2222
1

ΑΒΑ−Α++ΒΑ
Α−ΒΑ+ΑΒ

=  

 

 
s

1 
 )]mn(s)s([

)nCmC( )s()C-(C s)x,(F
222

2222
1

3
ΑΒΑ−Α++ΒΑ

Α−ΒΑ+ΑΒ
=⇒                         (47) 

 
Στην F 3 (x,s) εφαρµόζονται οι ιδιότητες Ω6, Ω7 και Ω9 του πίνακα 2 ώστε να 
προκύψει η f 3 (x,t). Αρχικά εφαρµόζεται η ιδιότητα Ω9 στο τµήµα: 
 

 
 )]mn(s)s([

)nCmC( )s()C-(C s)x,(F
222

2222
1

3
ΑΒΑ−Α++ΒΑ

Α−ΒΑ+ΑΒ
=Α                                 (48) 

 
σύµφωνα µε την οποία ισχύει η αντιστοιχία: 
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Ω9                          
Q(p)
R(p)                                             ∑

=

n

1k

ta

k
/

k ke
)a(Q
)R(a

 

Όπου R(p) , Q(p) πολυώνυµα µε (βαθµόςQ ≥ βαθµόςR +1) και το Q(p) έχει 
απλά σηµεία µηδενισµού. “Θεώρηµα αναπτύγµατος Heaviside”. 
 
Το s)x,(F3Α  έχει παρονοµαστή δευτέρου βαθµού ως προς s και εποµένως 
για θετική διακρίνουσα  έχει δύο πραγµατικές ρίζες 21 a ,a . Οι ρίζες 21 a ,a  
είναι: 
 
 

ΒΑ

ΑΒΑ−ΑΒΑ−+−
=

2
)mn(41 1

a
222

1                                                    

 

ΒΑ

ΑΒ−ΑΒ−+−
=⇒

2
)mn(41 1

a
22

1                                                           (49)                          

 
και συνεπώς 
 

ΒΑ

ΑΒ−ΑΒ−−−
=

2
)mn(41 1

a
22

2                                                                (50) 

 
Επίσης τα πολυώνυµα R, Q /  της ιδιότητας Ω9 είναι: 
 
R(a k ) =(C1  - CAB) 2

k )(a  + ( CA 2 Bm 2  - CAn 2 )                                   (51) 
 
Q / (a k ) = 1  )(a2 k +ΒΑ                                                                             (52) 
 
Άρα ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Laplace της σχέσεως (48) είναι: 
 

f Α3 (x,t) = ∑
=

2

1k

ta

k
/

k ke
)a(Q
)R(a

 

 
ta

2
/

2ta

1
/

1
3

21 e
)a(Q
)R(a  e

)a(Q
)R(a  t)x,(f +=⇒ Α                                                     (53) 

 
η οποία προσδιορίζεται πλήρως από τις σχέσεις (49), (50), (51), (52). 
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Τώρα που βρέθηκε ο αντίστροφος µετασχηµατισµός της σχέσης (48), για να 
βρεθεί ο αντίστροφος µετασχηµατισµός της σχέσης (47) εφαρµόζεται η 
ιδιότητα Ω7 του πίνακα 2 σύµφωνα µε την οποία: 
 

Ω7                         
p
p)F(                                             ∫

∞

0

t4/u- f(u)due
πt
1 2

    

 
Συνεπώς αρχίζει η διαδικασία για την εύρεση του παραπάνω 
ολοκληρώµατος: 
 

 du ]e
)a(Q
)R(a  e

)a(Q
)R(a [e

πt
1 ua

2
/

2ua

1
/

1

0

4t / u- 21
2

=+∫
∞

 

du ]ee
)a(Q
)R(a  e e

)a(Q
)R(a[

πt
1  ua4t / u-

2
/

2ua

0

4t / u-

1
/

1 2
2

1
2

+= ∫
∞

 

 

}du ee
)a(Q
)R(a du  e e

)a(Q
)R(a {

πt
1  ua4t / u-

0 2
/

2ua

0

4t / u-

1
/

1 2
2

1
2

∫∫
∞∞

+=  

 

}du e
)a(Q
)R(a du  e
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∞∞

Β +=⇒          (54) 

 
Όµως ισχύει από τύπο ολοκληρωµάτων ότι: 
 

4t / 12
a-erfc e 

4t / 1
π

2
1 du e t)4/1(4

a

0

t4/u -au

2
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t
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∞
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)terfc(-a e πt du e ta

0

t4/u -au 22

=∫
∞

                                                            (55) 

 
Η σχέση (54) σε συνδυασµό µε τη σχέση (55) δίνει: 
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2
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2
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1
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)terfc(-a e 
)a(Q
)R(a  )terfc(-a e 

)a(Q
)R(a   t)x,(f 2

ta

2
/

2
1
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1
/

1
3

2
2

2
1 +=⇒ Β  

 
Για να βρεθεί η τελική σχέση που δίνει τον αντίστροφο µετασχηµατισµό της 
σχέσης (44) πρέπει να ληφθεί υπόψη ότι είχε γίνει η αντικατάσταση  
P+m 2 A = s  και συνεπώς πρέπει να εφαρµοσθεί η ιδιότητα Ω6 του πίνακα 2, 
σύµφωνα µε την οποία: 
 

Ω6                         F(p-a)                                                 f(t)e at
                 

 
Άρα τελικά : 
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►Υπολογισµός της f 4 (x,t) 
 
Για να υπολογιστεί ο αντίστροφος µετασχηµατισµός f 4 (x,t) της σχέσης (45) 
δηλαδή της: 
 

 
pmp

e   p)(x,F
2

p/mx-

4

2

Α
+

=
Α+

 

 
ακολουθείται η διαδικασία: 
Με βάση τον ορισµό του αντιστρόφου µετασχηµατισµού Laplace που δίνεται 
στον πίνακα 1 και µε αλλαγή µεταβλητής ολοκλήρωσης  
από   p                 →             σε    s = m 2 + p/A , προκύπτει: 
 
 
 

ds
s)m-(s

ee
πi2
1t)x,(f

2

s x-iγ/m 

i-γ/m 

t)m - (s
4

2

2

2

Α
Α

= ∫
∞+Α+

∞Α+

Α
                                         (57) 

 
Η σχέση (57) µετά από απλές πράξεις παίρνει τη µορφή: 
 

∫∫
∞+

∞

ΑΑ∞+

∞

Α

==
ik

i-k

tm -

2

s x-stik 

i-k 

tm -

4    G(s)ds 
πi2

e   ds
s)m-(s

ee
πi2

et)x,(f
22

                           (58) 

 
όπου k µια σταθερά µε k > m 2  και  
 

s)m-s(
e G(s)

2

)s x-st (Α

=                                                                                       (59) 

 
Έστω τώρα το µιγαδικό ολοκλήρωµα Ι που δίνεται από τη σχέση: 
 

I = 
πi2
1 ∫c G(s)ds                                                                                   (60) 

 
όπου c είναι η καµπύλη ολοκλήρωσης που εµφανίζεται στο σχήµα 1. 
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ΣΧΗΜΑ 1. 

 
  
Στο παραπάνω σχήµα είναι φανερό ότι η καµπύλη c δεν περιέχει το ανώµαλο 
σηµείο s=0 της G(s) αλλά περιέχει τον πόλο s=m 2 . Άρα µε βάση τη θεωρία 
των µιγαδικών ολοκληρωµάτων είναι: 
 

G(s))m-s(lim  G(s)}{Res  G(s)}{Res  I 2

msms 22 →=
===∑                                           (61) 

 
η οποία λόγω της σχέσης (59) δίνει: 
 

m
e  

s)m-s(
e)m-s(lim  G(s)}{Res I

mx) -t (m

2

)s x-st (
2

msms

2

22

ΑΑ

→=
===                                      (62) 

 
Ακόµα ισχύει η σχέση: 
 
I=

πi2
1 G(s)ds ]   [ 

LL ∫∫∫∫∫∫ ΑΚΗΚΕΗΒΕΑΒ
+++++                         (63) 

 

ε

* 
    m 2

R

A(k-j∞) 

B(k+j∞) 

Im(s) 

Re(s) 

D

E 

L 

N

H

K 
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Συνεπώς για να γίνει ο υπολογισµός της f 4 (x,t) πρέπει να υπολογιστούν τα 
επικαµπύλια ολοκληρώµατα της σχέσης (63). 
 
 Για τα ολοκληρώµατα κατά µήκος των τµηµάτων ΒΕ και LA 
χρησιµοποιείται το παρακάτω θεώρηµα: 
 
«Εάν είναι δυνατή η εύρεση δυο σταθερών Μ>0 και k>0 τέτοιων ώστε, πάνω 
σε µια καµπύλη Γ, για την s=Re iθ , να ισχύει kR / M  |F(s)| < , τότε το 

ολοκλήρωµα επί της Γ της e sx F(s) τείνει στο 0 καθώς το R τείνει στο ∞.» 

Εδώ λοιπόν που είναι G(s)=e
stΑ

F(s) µε  
 

)mRe(eR

e 
s)m-s(

e F(s)
2i θ2

θi

xeR -

2

s x- 2
θi

−
==     

 
οπότε όταν το R τείνει στο άπειρο τότε: 
 

2
1

2iθ2
θi

R

1
R
1

|mRe||e|R

1  |F(s)| =<
−

< . Εποµένως: 

 
0 G(s)ds][

LABE
=+ ∫∫                                                                                (64) 

 
Όµως λόγω της σχέσης (58) είναι: 
 

∫ΑΒ
Α= t)x,(fe  G(s)ds  

πi2
1

4
tm2

                                                                   (65) 

 
Άρα από τις σχέσεις (63), (64) και (65) έπεται ότι: 
 

G(s)ds}][
πi
1

2
1 -I{e t)x,(f

L

tm -
4

2

∫∫∫ ΚΗΚΕΗ

Α ++=                                        (66) 

 
ενώ λόγω της (62) είναι: 
 

G(s)ds][
πi
1

2
1e - 

m
e t)x,(f

L

tm -
mx -

4
2

∫∫∫ ΚΗΚΕΗ

Α ++=                            (67) 
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Συνεπώς αρκεί να υπολογιστούν τα τρία επικαµπύλια ολοκληρώµατα της 
σχέσης (67). 
 
 
Α) Υπολογισµός ολοκληρώµατος κατά µήκος της καµπύλης ΕΗ 
 
 Κατά µήκος της καµπύλης ΕΗ, s=we iπ  = -w και ενώ το s µεταβάλλεται από 

–R προς –ε, το w µεταβάλλεται από R προς ε. Επίσης wiews 2
1iπ
==  και 

ds= - dw. Άρα: 
 

∫ ∫∫ΕΗ

ΑΑ

+
=−

+
=

ε 

R 2

wix -
t w-ε 

R 2

wix -
tw- dw

)mw(wi
ee dw)(

)mw(wi-
ee G(s)ds            (68) 

 
Β) Υπολογισµός ολοκληρώµατος κατά µήκος της καµπύλης KL 
 
 Κατά µήκος της καµπύλης KL, s=we iπ−  =-w και ενώ το s µεταβάλλεται από 
–ε προς –R, το w µεταβάλλεται από ε προς R. Επίσης wis −=  και ds = -
dw. Άρα: 
 

∫ ∫ −
+

= Α

KL

R 

ε 2

wix
t w- dw)(

)mw)(w(-i-
ee  G(s)ds  

 

∫ ∫ +
=⇔ Α

KL

R 

ε 2

wix
t w- dw

)mw(wi
ee-  G(s)ds                                                (69) 

 
Γ) Υπολογισµός ολοκληρώµατος κατά µήκος της καµπύλης ΗΚ 
 
 Κατά µήκος της καµπύλης ΗΚ, ισχύει s= εe iθ  µε το θ να µεταβάλλεται από 

–π έως π. Επίσης 2
1

iθ
eεs =     και ds= iεe

iθ
 dθ. Άρα: 

 

G(s)ds =e
tεeiθΑ

2
1iθ2iθ

eε x-

e ε)me (ε

e 2
1

iθ

−
  i ε e

iθ
 dθ =  

 

= 2iθ me ε
εi
−

e
)e εx 

2
1iθ teε( 2

1
iθiθ −+Α

dθ                                                   (70) 
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και όταν το ε τείνει στο µηδέν το G(s)ds τείνει στο µηδέν. Εποµένως: 
 

∫ΗΚ→
=

 0ε
0  G(s)ds lim                                                                                    (71) 

 
Με αντικατάσταση των σχέσεων (68), (69) και (71) στη σχέση (67) 
προκύπτει: 
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 Με αλλαγή της µεταβλητής ολοκλήρωσης στη σχέση (72),  w = u 2 ⇒  
dw = 2u du, εποµένως: 
 

 t)x,(f4 =⇔ ∫
∞ Α

Α

+

 

0 22
 t u -

tm -mx -

du
)mu(

)cos(xue
π

e2 - 
m

e 2
2

                               (73) 

 
Το ολοκλήρωµα της σχέσης (73) δεν µπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά παρά 
µόνο για t = 0. Σε αυτή την περίπτωση γίνεται: 
 

∫
∞

+

 

0 22 du
)mu(

)cos(xu
                                                                                     (74) 

 
όπου το x εκφράζει την απόσταση και είναι x≥0. 
 
 Έστω η συνάρτηση F(Z) = e xiZ/(Z 2 +m 2 ) ενώ µε C συµβολίζεται η καµπύλη 
του σχήµατος 2. 

 
ΣΧΗΜΑ 2. 

 
 
 Η καµπύλη C αποτελείται από το τµήµα -R≤u≤+R του πραγµατικού άξονα 
και από την ηµιπεριφέρεια C R  µε ακτίνα R>1 η οποία βρίσκεται στο πάνω 

Im 

*

R Re  -R 

im 

RC
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µέρος του ηµιεπιπέδου και διαγράφεται κατά τη θετική φορά. Το σηµείο 
Z=im είναι ο µόνος πόλος της F(Z) εντός της καµπύλης C. 
 
 
 
 Σύµφωνα µε τη θεωρία των ολοκληρωτικών υπολοίπων ισχύει: 
 
«Εάν µια συνάρτηση F(Z) είναι αναλυτική εντός και επί µιας τµηµατικής 
λείας και κλειστής καµπύλης C εκτός των µεµονωµένων ιδιαζόντων σηµείων 
Z1 , Z 2 , …, Z N  τα οποία βρίσκονται εντός της C τότε ισχύει: 
 

 F(Z)Res i  2F(Z)dZ
C

N

1k ZZ k
∫ ∑

= =
= π   ». 

 
Εδώ είναι Ν=1 οπότε ισχύει: 
 

F(Z)Res i  2 F(Z)dZ
imZC =∫ = π                                                                  (75) 

 
Αλλά ισχύει: 
 

2im
e 

imim
e 

imZ
elim 

mZ
eim)-Z(lim  F(Z)Res

mx -mxiixZ

imZ22

ixZ

imZimZ

2

=
+

=
+

=
+

=
→→→

                      (76) 

 
οπότε η (75) λόγω της (76) δίνει: 
 

∫ ∫−
==+

R

R

mx -

C

mx -

e 
m

  i2
im2

e F(Z)dz F(Z)dZ
R

ππ                                           (77) 

 
Για τον υπολογισµό του ∫

RC
F(Z)dZ χρησιµοποιείται το θεώρηµα: 

«Εάν η G(Z) είναι συνεχής παντού στο άνω µέρος του µιγαδικού επιπέδου 
και εάν |G(Z)|≤M / R k για Ζ=Re iθ όπου k>0 και M=σταθερά, τότε: 

         ∫ =
∞→ RC

imZ

R
0G(Z)dZelim                                                                  (78) 

 
όπου C R  είναι το ηµικύκλιο (0,R) που βρίσκεται στο εν λόγω επίπεδο και m 
θετική σταθερά.» 
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 Έστω G(Z) = 1 / (Z 2 +m 2 ) και για τα σηµεία της ηµιπεριφέρειας C R  είναι 

Ζ=Re iθ , οπότε |G(Z)| = | 1 / (Z 2 +m 2 ) | = 
|meR |

1
2i2θ2 +
≤ 2R

1  

 
 
 
 Η σχέση (77) σε συνδυασµό µε το τελευταίο θεώρηµα δίνει: 
 

mx - 

 22 e
m
π  0du 

mu
cos(xu)

=+
+∫

∞

∞−
                                                                      (79) 

 
Άρα: 
 

2
1du 

mu
cos(xu) 

0 22 =
+∫

∞+
du

mu
cos(xu) 

 22∫
∞

∞− +
mx -e

2m
π =                                              (80) 

 
 Η σχέση (80) αποτελεί τη λύση του ολοκληρώµατος της σχέσης (73) για t = 
0. 
 Αντιστοίχως για t →∞, το ολοκλήρωµα µηδενίζεται γιατί µηδενίζεται ο όρος 
e tu - 2Α .  
 
 
 ►Τελικό στάδιο υπολογισµού της f 1 (x,t) 
 
 Η σχέση (42) εκφράζει την F1 (x,p). Οι σχέσεις (44) και (45) εκφράζουν τις 
F 3 (x,p) και F 4 (x,p) αντιστοίχως, έτσι ώστε να ισχύει: 
 
         F1 (x,p) = F 3 (x,p)F 4 (x,p) 
 
Όµως σύµφωνα µε την ιδιότητα Ω10 του πίνακα 2 ισχύει: 
 

Ω10                      F(p)G(p)                                           ∫
t

0

τ)g(τ)dτ-f(t   

 
∆ηλαδή ο αντίστροφος µετασχηµατισµός της F1  θα προκύψει από τη 
συνέλιξη των αντίστροφων µετασχηµατισµών των  F 3  και F 4 .Αλλά οι 
αντίστροφοι των F 3  και F 4 έχουν προσδιοριστεί από τις σχέσεις [(56) ως f 3 ] 
και [(73) ως f 4 ] αντιστοίχως. Άρα: 
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f1 (x,t) = f 3 (x,t)* f 4 (x,t) =  f 4 (x,t) * f 3 (x,t)         (Συµβολισµός Συνέλιξης) 
  
⇒  f 1 (x,t) = f 4 (x,t) * f 3 (x,t)          
 

∫=⇒
t

0 341 τ)dτx,(τ)f-tx,(f t)x,(f  
 

∫=⇒
 t

0 1  t)x,(f [ ∫
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)a(Q
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1 ΑΑ +      (81) 

 
Η σχέση (81) δίνει τον αντίστροφο µετασχηµατισµό Laplace της F1 (x,p). 
Ωστόσο µπορεί να λάβει απλούστερη µορφή ως εξής: 
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] dτ                    

                                                                                                     σχέση (82) 
 
 
 
 
● ∆ΙΑ∆ΙΚΑΣΙΑ ΑΝΤΙΣΤΡΟΦΟΥ ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΥ ΤΗΣ F 2 (x,p) 

 
 Η F 2 (x,p) δίνεται από την σχέση (43)  

p)p(m
C  p)x,(F 22 +Α
Α

=  

 
και ο αντίστροφος µετασχηµατισµός της είναι σχετικά απλός. Με βάση τις 
ιδιότητες Ω1 και Ω5 του πίνακα 2 θα είναι: 
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)e1(
m
C  

0- m
eeCt)x,(f tm -

22

0tm -

2

2
2

Α
Α

−=
Α−
−

Α=                                                (83) 

 
 
 
 Εποµένως η συνάρτηση ∆Τ(x,t) που αναζητείται είναι: 
 
∆Τ(x,t) = f 1 (x,t) + t)x,(f2 = 
 

= m
e mx -
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)e1(
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C tm -
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2Α−+                                                                            σχέση (84)           

 
όπου: 
 

ΒΑ

ΑΒ−ΑΒ−+−
=

2
)mn(41 1

a
22

1                                                                                                 

ΒΑ

ΑΒ−ΑΒ−−−
=

2
)mn(41 1

a
22

2                                                                 

R(a k ) =(C1  - CAB) 2
k )(a  + ( CA 2 Bm 2  - CAn 2 )                                    

Q / (a k ) = 1  )(a2 k +ΒΑ                                                                              
 
 
i) Περίπτωση της ∆Τ(x,t) όταν t=0. 
 Παρατηρείται ότι για t=0, οι τέσσερις πρώτοι όροι εµφανίζουν ολοκλήρωµα 
µεταξύ ορίων ολοκλήρωσης από 0 έως 0. Άρα οι τέσσερις πρώτοι όροι 
µηδενίζονται. Όµως και ο πέµπτος όρος µε απλή αντικατάσταση µηδενίζεται. 
∆ηλαδή ∆Τ(x,0)=0 ώστε επιβεβαιώνεται η οριακή συνθήκη της σχέσης (5). 
 
ii)Περίπτωση της ∆Τ(x,t) όταν t→∞. 



 

 

68

 Ο τρίτος και ο τέταρτος µηδενίζονται γιατί περιέχουν τα     e tm-τa 22
1 Α , 

tm-τa 22
2e Α

  αντιστοίχως. Για τους δυο πρώτους όρους αλλάζει στα 
ολοκληρώµατα το πάνω όριο ολοκλήρωσης και γίνεται ∞. Ο πέµπτος όρος 
απλοποιείται και µένει  C / m 2 . 
 Τελικά προκύπτει: 

∆Τ(x,∞) = m
e mx -

 dτ )τerfc(-a e 
)a(Q
)R(a 1

)τm-(a 

0 
1
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1 22
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+ m
e mx -
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2
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2
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∫ 2m
C +                                  (85)                          

 
   
iii)Περίπτωση της ∆Τ(x,t) όταν x=0. 
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iv)Περίπτωση της ∆Τ(x,t) όταν x=0 και t→∞    
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3.2.2.α Απλουστευµένη λύση της ∆Τ(x,t) 
 
 Η σχέση (84) δίνει την αναλυτική λύση της ∆Τ(x,t). Όµως µπορεί να 
προκύψει µία σχετικά απλούστερη λύση, εάν ακολουθηθεί η παρακάτω 
διαδικασία.  
 Ισχύει ότι   
∆Τ(x,t) = f 1 (x,t) + t)x,(f2  
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f 1 (x,t) = f 3 (x,t)* f 4 (x,t) =  f 4 (x,t) * f 3 (x,t)         (Συµβολισµός Συνέλιξης) 
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Αλλά η t)x,(f4  προσεγγίζεται ικανοποιητικά από την  
 

m
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Α
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Άρα η νέα συνάρτηση f 1 (x,t) προκύπτει από  
 
f 1 (x,t) = f new (x,t)* f 3  (x,t) 
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i)Περίπτωση της ∆Τ(x,t) για t=0. 
Τα δυο πρώτα ολοκληρώµατα της σχέσης (88) µηδενίζονται γιατί 
προκύπτουν όρια ολοκληρώσεως από µηδέν έως µηδέν. Επίσης ο τρίτος όρος 
φαίνεται µε απλή αντικατάσταση ότι µηδενίζεται, δηλαδή ∆Τ(x,0) = 0 ώστε 
επιβεβαιώνεται η οριακή συνθήκη της σχέσης (5). 
 
ii)Περίπτωση της ∆Τ(x,t) για t→∞. 
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Για t→∞, δεδοµένου ότι 0e  - →∞  και  erf(∞) = 1 η σχέση (88) γίνεται: 
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iii)Περίπτωση της ∆Τ(x,t) για x=0. 
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iv) Περίπτωση της ∆Τ(x,t) για x=0 και t→∞. 
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4. Ποιοτική ανάλυση της λύσης που εκφράζει την ∆Τ(x,t) 
 
4.1 Τα αριθµητικά µεγέθη των συντελεστών 
 
ρα   = 0.0175*10 6−  
α     = 0.00392 
λ     = 395 
A    = 1.166*10 4−  
F    = 16*10 6−  
S    = 14.16*10 3−  
K   = 15 
I    = 100   
∆V = 0.05 
c =0.3809 
α 1   = 2 * 0.00392 / 3 = 0.00261333 
 
Το Qα  προκύπτει από τη σχέση Qα =I * ∆V ενώ τα m 2 , C, B, n 2 , C1 , a1 , 
a 2 , R(a k ), Q / (a k ) προκύπτουν από τις σχέσεις (2), (3), (10), (9), (11), (49), 
(50), (51), (52) αντιστοίχως. 
 
   Στην επόµενη παράγραφο παρατίθενται οι γραφικές παραστάσεις της 
∆Τ(x,t) για συγκεκριµένα ζεύγη τιµών Μ 1 , G (µάζα επαφής, επιφάνεια 
επαφής), ώστε να εξαχθούν χρήσιµα συµπεράσµατα. 
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4.2 Γραφικές παραστάσεις 
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M=600g     G=0.01m 2  
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M=200g     G=0.02m 2  
∆Τ(x,t) 
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4.3 Σχόλια και συµπεράσµατα 
 
Οι γραφικές παραστάσεις της παραγράφου 4.2 περιγράφονται ως εξής: στον 
κατακόρυφο άξονα είναι οι τιµές της θερµοκρασίας, στον οριζόντιο άξονα 
είναι οι τιµές του µήκους, και σε κάθε διάγραµµα εµφανίζονται γραφήµατα 
για συγκεκριµένα χρονικά διαστήµατα.  
 
I)Σχόλια ως προς το χρόνο. 
 
Μετά από την πάροδο κάποιου χρονικού διαστήµατος παρατηρείται ότι η 
συνάρτηση τείνει να σταθεροποιηθεί. Για τον ρυθµό σταθεροποίησης 
ανάλογα µε το αν µεταβάλλεται η µάζα ή η επιφάνεια ισχύουν τα ακόλουθα:  
 
i)Για δεδοµένη µάζα, όσο µεγαλώνει η επιφάνεια της πηγής η συνάρτηση 
σταθεροποιείται γρηγορότερα σε µια συγκεκριµένη θερµοκρασία  
ii)Αντιθέτως για δεδοµένη επιφάνεια, µεγαλώνοντας τη µάζα της πηγής 
αυξάνεται ο χρόνος για να σταθεροποιηθεί η συνάρτηση σε µια 
συγκεκριµένη θερµοκρασία. 
 
II)Σχόλια ως προς το µήκος 
 
Παρατηρείται ότι για µεγάλη απόσταση από την πηγή η κλίση της 
συνάρτησης τείνει να γίνει αµελητέα. Αυτό εξάλλου επιβεβαιώνεται και από 
την οριακή συνθήκη της σχέσης (7): 

 0|
x

t)x,(
=

∂
∆Τ∂

∞→x   
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