ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ

ÓŒÏËÇ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ êáé ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

ÔÏÌÅÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ

Ðëåéïíüôéìåò ÔñïðéêÝò ËïãéêÝò êáé ÅöáñìïãÝò óôçí ÐëçñïöïñéêÞ

ÖÏÉÔÇÔÇÓ

Íéêüëáïò-Ðáýëïò Ã. ÔæåâåëÝêïò

ÅÐÉÂËÅÐÙÍ

ÅõóôÜèéïò ÆÜœïò, ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ

ÁèÞíá, Éïýíéïò 2003

ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ ÓœïëÞ Çëåêôñïëüãùí Ìçœáíéêþí êáé Ìçœáíéêþí Õðïëïãéóôþí ÔìÞìá ÐëçñïöïñéêÞò

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ

Ðëåéïíüôéìåò ÔñïðéêÝò ËïãéêÝò êáé ÅöáñìïãÝò óôçí ÐëçñïöïñéêÞ

ÖÏÉÔÇÔÇÓ

Íéêüëáïò-Ðáýëïò Ã. ÔæåâåëÝêïò

ÅÐÉÂËÅÐÙÍ

ÅõóôÜèéïò ÆÜœïò, ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ

ÅãêñSSèçêå áðü ôçí ôñéìåëÞ åîåôáóôéêÞ åðéôñïðÞ ôçí 16^η ÉïõëSSïõ 2003

ÅõóôÜèéïò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ

Ãåþñãéïò ÊïëÝôóïò Áí.ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ

Öþôù ÁöñÜôç ÊáèçãÞôñéá ÅÌÐ

ÁèÞíá, Éïýíéïò 2003

Íéêüëáïò-Ðáýëïò ÔæåâåëÝêïò Äéðëùìáôïýœïò Çëåêôñïëüãïò Ìçœáíéêüò êáé Ìçœáíéêüò Õðïëïãéóôþí ÅÌÐ ©2003 - All rights reserved

ÐåñSSëçøç

Ïé ôñïðéêÝò üðùò êáé ïé ðëåéïíüôéìåò ëïãéêÝò åSSíáé äýï åSSäç ìç-êëáóéêþí ëïãéêþí ðïõ Ýœïõí âñåé ðëÞèïò åöáñìïãþí êáôÜ ôïí ðñïçãïýìåíï êáé ôïí ðáñüíôá áéþíá, éäéáSSôåñá óôçí ÅðéóôÞìç ôçò ÐëçñïöïñéêÞò. Óå áõôÞ ôç äéðëùìáôéêÞ åñãáóSSá åîåôÜæïõìå Ýíá óõíäõáóìü ôùí äýï óå ìéá ðëåéïíüôéìç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ, üðùò ðáñïõóéÜóôçêå áðü ôïí Melvin Fitting óå äýï äçìïóéåýóåéò ôïõ ôçí ðåñSSïäï 1991-1992.

ÅîåôÜæïõìå ðëåéïíüôéìåò ôñïðéêÝò ëïãéêÝò ðïõ Ýœïõí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü áëçèïôéìþí, ïé ïðïSSåò áíÞêïõí óå åðéìåñéóôéêÜ äéêôõùôÜ. ÐáñïõóéÜæåôáé ìéá óýíôïìç åéóáãùãÞ óôç èåùñSSá äéêôõùôþí, óôçí ïðïSSá áðïäåéêíýïíôáé üëá ôá èåùñÞìáôá êáé ïé ðñïôÜóåéò ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ðñïóÝããéóÞ ìáò ãéá ôéò ðëåéïíüôéìåò ëïãéêÝò. ÅðSSóçò, ðáñïõóéÜæåôáé ìéá óýíôïìç åéóáãùãÞ óôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò · áí êáé áõôüò ï üñïò åSSíáé äåóìåõìÝíïò.

ÔÝëïò, ðáñïõóéÜæåôáé ìéá åöáñìïãÞ ôùí ðëåéïíüôéìùí ôñïðéêþí ëïãéêþí óôçí ÔåœíçôÞ Íïçìïóýíç. ÅîåôÜæïõìå óõóôÞìáôá ðïëëþí åéäéêþí, ìå ìåñéêïýò íá åðéêñáôïýí óå Üëëïõò, ïé ïðïSSïé áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëçèïôéìÞ ôñïðéêþí ôýðùí. ÄåSSœíïõìå üôé áõôÜ ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí åSSíáé éóïäýíáìá ìå ôá ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá. ÅðSSóçò, åéóÜãïõìå ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí, äçëáäÞ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí ïé ïðïSSïé áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëçèïôéìÞ ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí ìå ðëåéïíüôéìï ôñüðï. ÁõôÜ ôá ìïíôÝëá äåSSœíïõìå üôé áíÜãïíôáé óå ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá.

Abstract

Modal as well as many-valued logics are two types of non-standard logics that have found lots of applications during the past and current century, especially in Computer Science. In this diploma thesis we examine a combination of these two to a many-valued modal logic, as described by Melvin Fitting in his papers of 1991-1992.

We describe many-valued logics that have ˛nite number of truth-values, which belong to distributive lattices. A short introduction to lattice theory is presented, where all theorems and propositions used in our approach to many-valued logics are proved. A short introduction to modal logic is also presented, for completeness purposes; though this is a reserved word. An application of many-valued modal logics to arti˛cial intelligence is ˛- nally described. We examine the case of several experts, with some dominating others, that valuate the truth of modal formulas. These multipleexpert modal models are shown to be equivalent in a certain sense to many-valued modal models. Finally, we introduce many-valued multipleexpert modal models, i.e. multiple-expert modal models where experts reason in a many-valued fashion. These latter models are shown to be embeddible to many-valued modal models.

Ðåñéåœüìåíá

ÅéóáãùãÞ 9

1 ÓôïéœåSSá ÈåùñSSáò Äéêôõùôþí 13 1.1 ÌåñéêÜ äéáôåôáãìÝíá óýíïëá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.2 ÄéêôõùôÜ (lattices) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.2.1 Äýï ïñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 1.2.2 ÄéáãñÜììáôá Äéêôõùôþí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 1.2.3 Åðéìåñéóìüò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 1.3 Óõìðëçñþìáôá êáé øåõäï-óõìðëçñþìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . 22 1.4 ÖSSëôñá êáé Éäåþäç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 1.5 ÄéêôõùôÜ êáé Ðëåéïíüôéìåò ËïãéêÝò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 Ðëåéïíüôéìç ËïãéêÞ 31 2.1 ÌåñéêïSS ïñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.2 Ï Ëïãéóìüò Áêïëïõèçôþí SC_T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 2.3 Ïñèüôçôá êáé Ðëçñüôçôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3 ÔñïðéêÞ ËïãéêÞ 45 3.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 3.2 ÔñïðéêÜ ÐëáSSóéá êáé ÌïíôÝëá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 3.3 ÂáóéêÞ ÈåùñSSá ÁíôéóôïSSœçóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 3.4 Ôï óýóôçìá Ê . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 3.4.1 Ïñèüôçôá êáé Ðëçñüôçôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 3.5 Áðïêñéóéìüôçôá (Decidability) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4 Ðëåéïíüôéìç ÔñïðéêÞ ËïãéêÞ 59 4.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.2 T -ôñïðéêÜ ÌïíôÝëá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 4.3 Ï Ôñïðéêüò Ëïãéóìüò Áêïëïõèçôþí SC^{mod}_T . . . . . . . . . . . . . . 61 4.4 Ïñèüôçôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 4.5 Ðëçñüôçôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

5 ÌïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí 75 5.1 Äýï áëëçëïåîáñôþìåíïé åéäéêïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 5.2 ÔñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.2.1 Ðáñáãüìåíá T -ôñïðéêÜ ìïíôÝëá . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 5.2.2 Ðáñáãüìåíá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí . . . . . . . . . . 82 5.3 Ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí . . . . . . . . . . . . . . 84 5.3.1 Ðáñáãüìåíá T^′-ôñïðéêÜ ìïíôÝëá . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 5.3.2 ÿíá ÐáñÜäåéãìá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92

ÂéâëéïãñáöSSá 95

ÅõñåôÞñéï 97

ÅéóáãùãÞ

Ìéá êáôçãïñSSá ìç-êëáóéêþí ìáèçìáôéêþí ëïãéêþí ìå éäéáSSôåñï åíäéáöÝñïí ãéá ôçí åðéóôÞìç ôçò ðëçñïöïñéêÞò åSSíáé áõôÞ ôùí ðëåéïíüôéìùí ëïãéêþí many-valued logics, äçëáäÞ ëïãéêþí óôéò ïðïSSåò äåœüìáóôå ðåñéóóüôåñåò áëçèïôéìÝò áðü ôéò êëáóéêÝò äýï. Åíþ óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ ìSSá ðñüôáóç åSSíáé åSSôå áëçèÞò åSSôå øåõäÞò, óå ìéá ðëåéïíüôéìç ëïãéêÞ åðéôñÝðïõìå íá ìçí åSSíáé ôSSðïôá áðü ôá äýï êáé íá ôçò áíáôSSèåôáé ìéá ôñSSôç áëçèïôéìÞ. Ç Ýííïéá ôùí ðáñáðÜíù áðü äýï áëçèïôéìþí åSSíáé óœåäüí áõôïíüçôç ôüóï óå ðñáãìáôéêÜ óõóôÞìáôá, üóï êáé óå ðïëëÜ èåùñçôéêÜ óõóôÞìáôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ï Lukasiewicz (1920) ðñïóðÜèçóå íá åíóùìáôþóåé ôçí Ýííïéá ôïõ \åíäåœïìÝíïõ", áõôïý ðïõ óÞìåñá ïíïìÜæïõìå \ôñïðéêüôçôá", óå ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ìå ôç œñÞóç ìéáò ôñSSôéìçò ëïãéêÞò. Áðü ôçí Üëëç, ï Kleene ([Kle71]) åéóÜãåé ìéá ôñSSôéìç ëïãéêÞ ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ êáôçãïñçìÜôùí ðïõ âáóSSæïíôáé óå ìåñéêÝò (partial) óõíáñôÞóåéò.

Ïé ðëåéïíüôéìåò ëïãéêÝò Ýœïõí âñåé Ýíá ðëÞèïò åöáñìïãþí óôçí ðëçñïöïñéêÞ êáôÜ ôéò ôåëåõôáSSåò äåêáåôSSåò, êõñSSùò óå óõóôÞìáôá ôåœíçôÞò íïçìïóýíçò êáé óå óõóôÞìáôá âÜóåùí äåäïìÝíùí. Óôá ðñþôá, åÜí èÝëïõìå ôá óõóôÞìáôÜ ìáò íá áíôáðïêñSSíïíôáé óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ðñÝðåé íá äåœôïýìå üôé ç ðñáãìáôéêüôçôá Ýœåé ðáñáðÜíù áðü äýï áðïôéìÞóåéò: ü,ôé äåí åSSíáé óùóôü äåí åSSíáé áðáñáSSôçôá ëÜèïò. ÿíáò ïëüêëçñïò êëÜäïò ôçò ôåœíçôÞò íïçìïóýíçò, ï êëÜäïò ôçò fuzzy logic, âáóSSæåôáé óôçí ðëåéïíüôéìç ëïãéêÞ. Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, óôéò âÜóåéò äåäïìÝíùí óõìâáSSíåé ðïëý óõœíÜ íá ãSSíïíôáé åðåñùôÞóåéò (queries) ðïõ íá åðéäÝœïíôáé áðáíôÞóåéò äéáöïñåôéêÝò áðü Ýíá áðëü \íáé" Þ \üœé". Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñåSS êÜðïéïò ïíüìáôé \ÊùíóôáíôSSíïõ ÌéœÜëçò" íá ìçí õðÜñœåé óôç âÜóç ìáò, üìùò ìéá \Ýîõðíç" âÜóç åíäåœïìÝíùò íá îÝñåé üôé ç åããñáöÞ \ÊùíóôáíôSSíïõ ÅììáíïõÞë" åSSíáé ðïëý óœåôéêÞ ìå ôçí åðåñþôçóÞ ìáò, ïðüôå íá áðáíôÞóåé üôé ç åðåñþôçóç äåí Þôáí ìåí áëçèÞò, üìùò äåí Þôáí ïýôå øåõäÞò. Åêôüò áõôïý, ç âÜóç ìðïñåSS íá ìçí áðáíôÞóåé êáèüëïõ óôçí åðåñþôçóç Þ áêüìç ìéá áóõíåðÞò âÜóç ìðïñåSS íá áðáíôÞóåé \óùóôü" êáé \ëÜèïò" ôáõôüœñïíá (ãéá äéáöïñåôéêïýò ëüãïõò). Ìéá ôÝôïéá ôåôñÜôéìç ëïãéêÞ åîåôÜæåé ï Belnap (1977) êáé åðåêôåSSíåé ï Fitting óôï [Fit94].

ÔÝëïò, ç ðëåéïíüôéìç ëïãéêÞ Ýœåé âñåé ðïëëÝò óçìáíôéêÝò åöáñìïãÝò óôç ãëùóóïëïãSSá (linguistics), óôç öéëïóïöSSá êáé óôç óœåäSSáóç harware (hardware design). Óôçí ôåëåõôáSSá ðåñSSðôùóç åîåôÜæïíôáé ìÝèïäïé ìåëÝôçò êáé åðåîåñãáóSSáò ëïãéêþí êõêëùìÜôùí áðü õøçëü åðSSðåäï, üðïõ ôá óÞìáôá åSSíáé óõíäõáóìïSS óôïéœåéùäþí óçìÜôùí êáé ðáSSñíïõí ðáñáðÜíù áðü äýï ôéìÝò. Ìéá ôÝôïéá ðñïóðÜèåéá åíóùìÜôùóçò ðëåéïíüôéìçò ëïãéêÞò óôç ëïãéêÞ óœåäSSáóç ðáñïõóéÜæåôáé óôï [BK99].

Ìéá Üëëç êáôçãïñSSá ìç-êëáóéêÞò ëïãéêÞò åSSíáé ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ. ÖõóéêÜ, ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ äå œñåéÜæåôáé éäéáSSôåñåò óõóôÜóåéò, êáèþò áðü ôï ìéóü ôïõ ðñïçãïýìåíïõ áéþíá ìÝœñé ôéò ìÝñåò ìáò åSSíáé ìÜëëïí ï ðéï äñáóôÞñéïò êëÜäïò ôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò, ôüóï óå åöáñìïãÝò, üóï êáé óå íÝá èåùñçôéêÜ åðéôåýãìáôá. Ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ åSSíáé ç áðÜíôçóç óôï ðñüâëçìá ðïõ äïêSSìáóå íá ëýóåé ï Lukasievicz ìå ðëåéïíüôéìåò ëïãéêÝò, åSSíáé äçëáäÞ ç ëïãéêÞ ôçò éêáíïðïSSçóçò óå ðéèáíïýò êüóìïõò.

Ç åñãáóSSá áõôÞ âáóSSæåôáé óå äýï äçìïóéåýóåéò ôïõ Fitting ([Fit92a],[Fit92b]) ðÜíù óå ëïãéêÝò ðïõ óõíäõÜæïõí ôüóï ôçí ðëåéïíüôéìç üóï êáé ôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ, äçëáäÞ óå ðëåéïíüôéìåò ôñïðéêÝò ëïãéêÝò. Óôéò äçìïóéåýóåéò áõôÝò ðáñïõóéÜæïíôáé ðëåéïíüôéìåò ôñïðéêÝò ëïãéêÝò ìå óýíïëá áëçèïôéìþí ôá ïðïSSá áíÞêïõí óå ìéá êáôçãïñSSá áëãåâñþí ïíüìáôé äéêôõùôÜ (lattices) . Ìéá åéóáãùãÞ óôç èåùñSSá ôùí äéêôõùôþí ðáñïõóéÜæåôáé óôï ðñþôï êåöÜëáéï áõôÞò ôçò åñãáóSSáò êáé åêåSS ðáñïõóéÜæïíôáé áíáëõôéêÜ ïé ëüãïé ãéá ôïõò ïðïSSïõò åðéëÝãåé êáíåSSò íá Ýœåé ôéò áëçèïôéìÝò ìéáò ëïãéêÞò ðÜíù óå Ýíá äéêôõùôü. Óôçí ïõóSSá, óôï ôÝëïò ôïõ ðñþôïõ êåöáëáSSïõ ìéá ôÝôïéá åðéëïãÞ öáSSíåôáé ðëåüí öõóéïëïãéêÞ.

Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ìéá ðëåéïíüôéìç ëïãéêÞ œùñSSò ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò óôçí ïðïSSá ïé áëçèïôéìÝò áðïôåëïýí óôïéœåSSá åíüò ðåðåñáóìÝíïõ åðéìåñéóôéêïý äéêôõùôïý. ÐÜíù óå áõôÞí ôç ëïãéêÞ ïñSSæïõìå Ýíá óýóôçìá áêïëïõèçôþí, ôï óýóôçìá SC_T , ôï ïðïSSï áðïäåéêíýïõìå üôé åSSíáé ïñèü êáé ðëÞñåò. Ç áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò âáóSSæåôáé óå áõôÞí ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï [Fit92a], üìùò áðïäåéêíýïõìå ìéá ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ðëçñüôçôáò áðü áõôÞí ðïõ áðïäåéêíýåôáé åêåSS. Áõôü ìðïñåSS íá èåùñçèåSS ùò ðñùôüôõðç åñãáóSSá, áí êáé ç åí ëüãù ãåíSSêåõóç åSSíáé ìÜëëïí Üìåóç.

Óôï ôñSSôï êåöÜëáéï ãSSíåôáé ìéá óýíôïìç åéóáãùãÞ óôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ, ìå áíáöïñÝò áðü ôï [BdRV01] êáé êõñSSùò ôï [Ram97]. ÉäéáSSôåñç Ýìöáóç äSSíåôáé óôçí åñìçíåSSá ôùí ôñïðéêþí ôåëåóôþí, þóôå íá ãSSíïõí êáôáíïçôïSS ïé ëüãïé ãéá ôïõò ïðïSSïõò ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ âñSSóêåé ðïëëÝò åöáñìïãÝò. ÅðSSóçò, ðáñïõóéÜæïíôáé êÜðïéá âáóéêÜ óôïéœåSSá èåùñSSáò áíôéóôïSSœçóçò êáé ôï áðïäåéêôéêü óýóôçìá Ê. Ãéá ôï ôåëåõôáSSï áíáöÝñïõìå ôçí ïñèüôçôá êáé áðïäåéêíýïõìå ôçí ðëçñüôçôÜ ôïõ. ÔÝëïò, ðáñïõóéÜæåôáé ìéá áðüäåéîç áðïêñéóéìüôçôáò ãéá ôïõò Ýãêõñïõò ôñïðéêïýò ôýðïõò.

Óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ðëÝïí ìéá ðëåéïíüôéìç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ. ÏìïSSùò ìå ôçí áðëÞ ðëåéïíüôéìç ëïãéêÞ ôïõ äåõôÝñïõ êåöáëáSSïõ, áöïý ðáñïõóéáóôïýí ïé áðáñáSSôçôïé ïñéóìïSS ãéá ôç ëïãéêÞ áõôÞ, ðáñïõóéÜæåôáé ôï áíÜëïãï óýóôçìá áêïëïõèçôþí SC^{mod}_T . Ãéá ôï óýóôçìá áõôü áðïäåéêíýïõìå ôçí ïñèüôçôá êáé ôçí ðëçñüôçôÜ ôïõ, ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò íá áêïëïõèåSS ìåí ôá âÞìáôá áõôÞò ôïõ [Fit92b], áëëÜ íá êáôáëÞãåé óå ìéá ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ðëçñüôçôáò (ðáñüìïéá ìå ôçí áðüäåéîç ðëçñüôçôáò óôï äåýôåñï êåöÜëáéï).

Óôï ðÝìðôï êáé ôåëåõôáSSï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæåôáé ìéá åöáñìïãÞ ôçò ðëåéïíüôéìçò ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ôïõ ôÝôáñôïõ êåöáëáSSïõ óôçí ôåœíçôÞ íïçìïóýíç êáé åéäéêüôåñá óå óõóôÞìáôá åéäéêþí. Ç éäÝá åSSíáé ç œñÞóç ìïíôÝëùí ðïëëþí åéäéêþí ìå ôçí ðñïóèÞêç ìéáò óœÝóçò åðéêñÜôçóçò ðÜíù óå áõôïýò. Ôá ìïíôÝëá áõôÜ äåSSœíïõìå üôé åSSíáé éóïäýíáìá ìå ðáñáãüìåíåò ðëåéïíüôéìåò ôñïðéêÝò ëïãéêÝò, áëëÜ êáé áíôSSóôñïöá êÜèå ðëåéïíüôéìç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ åSSíáé éóïäýíáìç ìå Ýíá ðáñáãüìåíï ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí. ÌÝœñé áõôü ôï óçìåSSï ôïõ êåöáëáSSïõ ðáñïõóéÜæåôáé ýëç ìÝóá áðü ôï [Fit92b]. Óôéò ôåëåõôáSSåò äýï ðáñáãñÜöïõò ðáñïõóéÜæïõìå ìéá (ðéèáíüí ðñùôüôõðç) ãåíSSêåõóç óå ðëåéïíüôéìá ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí, åéäéêþí äçëáäÞ ðïõ áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëçèïôéìÞ ðñïôÜóåùí ìå áëçèïôéìÝò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü. Ãéá ôá ìïíôÝëá áõôÜ áðïäåéêíýïõìå üôé õðÜñœïõí éóïäýíáìá ðáñáãüìåíá ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá.

12 Ðåñéåœüìåíá

ÊåöÜëáéï 1

ÓôïéœåSSá ÈåùñSSáò Äéêôõùôþí

Óå áõôÞ ôçí åñãáóSSá èá áóœïëçèïýìå ìå ôçí åðÝêôáóç ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò óå ëïãéêÝò óôéò ïðïSSåò ç áëÞèåéá äåí ðáSSñíåé ôéìÝò áðï Ýíá äéóýíïëï äéáôåôáãìÝíùí ôéìþí, áëëÜ áðü ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíá óýíïëá ìå êÜðïéåò åðéðëÝïí éäéüôçôåò. Ìéá åéóáãùãÞ óôéò äïìÝò áõôÝò, ïé ïðïSSåò ïíïìÜæïíôáé äéêôõùôÜ (lattices) èá êÜíïõìå óå áõôü ôï êåöÜëáéï. Ïé áíáöïñÝò ìáò åSSíáé áðü ôï [Ras74], ôï [Gr-a78] êáé ôï [Bir67], ìå ôï ôåëåõôáSSï íá åSSíáé Ýíá áñêåôÜ ðëÞñåò êáé, óå êÜèå ðåñSSðôùóç, êëáóéêü âéâëSSï ðÜíù óôç èåùñSSá äéêôõùôþí.

1.1 ÌåñéêÜ äéáôåôáãìÝíá óýíïëá

Ïñéóìüò 1.1 (MΔ{óýíïëá Þ posets) ÿíá ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (MΔ{óýíïëï Þ poset) åSSíáé Ýíá óýíïëï óôï ïðïSSï ïñSSæåôáé ìéá äõáäéêÞ óœÝóç ≤, ç ïðïSSá ãéá êÜèå α, β, γ éêáíïðïéåSS ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

ÁíáêëáóôéêÞ ÁíôéóõììåôñéêÞ ÌåôáâáôéêÞ x ≤ x (ÌÄ1) áí α ≤ β êáé β ≤ α, ôüôå α = β (ÌÄ2) áí α ≤ β êáé β ≤ γ, ôüôå α ≤ γ (ÌÄ3)

Ãéá åõêïëSSá óôï óõìâïëéóìü, áí α ≤ β êáé α ≠ β, ãñÜöïõìå α < β, åíþ ôï α ≤ β ãñÜöåôáé êáé β ≥ α. ÅðSSóçò, ðïëý óõœíÜ üôáí ãñÜöïõìå A, óôçí ïõóSSá áíáöåñüìáóôå óôç äïìÞ ⟨A, ≤⟩.

ÓçìåSSùóç 1.2 Ìéá óçìáíôéêÞ ðáñáôÞñçóç åSSíáé üôé óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü äåí áðáéôïýìå ãéá êÜèå æåýãïò α, β íá éóœýåé Ýíá åê ôùí α ≤ β, β ≤ α. Ùò åê ôïýôïõ, óå Ýíá MΔ{óýíïëï ìðïñåSS íá õðÜñœïõí óôïéœåSSá α, β ðïõ íá åSSíáé ìç óõãêñSSóéìá, íá éóœýåé äçëáäÞ üôé α ≰ β êáé β ≰ α.

Áí óå Ýíá õðïóýíïëï B åíüò MΔ{óõíüëïõ A éóœýåé üôé ãéá êÜèå α, β ∈ B

α ≤ β Þ β ≤ α (ÏÄ4) üðïõ ç óœÝóç ≤ åSSíáé ç áñœéêÞ ðåñéïñéóìÝíç óôï B, ôüôå ôï B ëÝãåôáé áëõóSSäá Þ ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, åýêïëá âëÝðïõìå üôé:

Ðñüôáóç 1.3 (ÁñœÞ ôçò Äõáäéêüôçôáò) Áí A åSSíáé Ýíá MΔ{óýíïëï ìå äõáäéêÞ óœÝóç ôçí ≤, ôüôå ôï Á åSSíáé Ýíá MΔ{óýíïëï ìå äõáäéêÞ óœÝóç ôçí ≥. Óôç äåýôåñç ðåñSSðôùóç ç äïìÞ ⟨A, ≥⟩ óõìâïëSSæåôáé Ǎ.

Ïñéóìüò 1.4 (Ìåãéóôéêü êáé ÌÝãéóôï { Åëáœéóôéêü êáé ÅëÜœéóôï) ÿíá óôïéœåSSï x åíüò MΔ{óõíüëïõ A ëÝãåôáé ìåãéóôéêü (åëáœéóôéêü) áí äåí õðÜñœåé óôïéœåSSï y ∈ A Ýôóé þóôå x ≤ y (y ≤ x) ìå x ≠ y. ÿíá MΔ{óýíïëï ìðïñåSS íá Ýœåé ðåñéóóüôåñá ôïõ åíüò ìåãéóôéêÜ êáé åëáœéóôéêÜ óôïéœåSSá.

ÿíá óôïéœåSSï x åíüò MΔ{óõíüëïõ A ëÝãåôáé ìÝãéóôï (åëÜœéóôï) áí ãéá êÜèå óôïéœåSSï y ∈ A éóœýåé y ≤ x (x ≤ y). ÿíá MΔ{óýíïëï ìðïñåSS íá Ýœåé ôï ðïëý Ýíá ìÝãéóôï (åëÜœéóôï) óôïéœåSSï.

Ôï ìÝãéóôï (åëÜœéóôï) óôïéœåSSï åíüò MΔ{óõíüëïõ , áí õðÜñœåé, óõìâïëSSæåôáé ⊤ (⊥).

ÓçìåSSùóç 1.5 Ôï üôé Ýíá óýíïëï A Ýœåé ôï ðïëý Ýíá ìÝãéóôï óôïéœåSSï åSSíáé óœåäüí ðñïöáíÝò, äéüôé áí åSSœå äýï ìÝãéóôá, ðœ. x, y, ôüôå èá SSóœõå x ≤ y êáé y ≤ x ïðüôå, áðü ôçí ÌÄ2, x = y.

Ïñéóìüò 1.6 (Suprenum êáé In˛num) ÿíá óôïéœåSSï x ôïõ MΔ{óõíüëïõ A ëÝãåôáé Üíù (êÜôù) öñÜãìá åíüò ìç êåíïý õðïóõíüëïõ A_0 ôïõ A áí y ≤ x (x ≤ y), ãéá êÜèå y ∈ A_0.

Áí ôï óýíïëï üëùí ôùí Üíù (êÜôù) öñáãìÜôùí ôïõ A_0 Ýœåé åëÜœéóôï (ìÝãéóôï) óôïéœåSSï, áõôü ëÝãåôáé åëÜœéóôï Üíù öñÜãìá Þ suprenum (ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá Þ in- ˛num) ôïõ A_0 êáé óõìâïëSSæåôáé ìå sup A_0 (inf A_0).

Ôï ËÞììá ôïõ Zorn. Áí A åSSíáé Ýíá MΔ{óýíïëï ôÝôïéï, þóôå êÜèå áëõóSSäá óôï A íá Ýœåé Ýíá Üíù öñÜãìá óôï A, ôüôå ôï A Ýœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá ìåãéóôéêü óôïéœåSSï.

Ôï ðáñáðÜíù ëÞììá åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ÁîSSùìá ôçò ÅðéëïãÞò^1 ïðüôå äåí ôSSèåôáé æÞôçìá áðüäåéîÞò ôïõ êáé ôï äåœüìáóôå ùò áîSSùìá.

1.2 ÄéêôõùôÜ (lattices)

1.2.1 Äýï ïñéóìïSS

Ôá äéêôõùôÜ ïñSSæïíôáé åSSôå ùò õðïóýíïëá MΔ{óõíüëùí , åSSôå áðåõèåSSáò ùò áöçñçìÝíåò Üëãåâñåò ìå äýï ðñÜîåéò.

1Ôï ÁîSSùìá ôçò ÅðéëïãÞò "ðáñáôçñÞèçêå" (ùò óéùðçëÞ õðüèåóç óå ðïëëÝò áðïäåSSîåéò) ðñþôá áðü ôïí Zermelo ôï 1904. Ôï áîSSùìá ëÝåé üôé ãéá êÜèå óýíïëï I õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f, ç ïðïSSá ãéá êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ I åðéëÝãåé Ýíáí áíôéðñüóùðï ôïõ õðïóõíüëïõ áõôïý.

Ïñéóìüò 1.7 (Ðñþôïò ïñéóìüò) ÿíá äéêôõùôü (lattice) åSSíáé Ýíá MΔ{óýíïëï ãéá êÜèå äýï óôïéœåSSá α, β ôïõ ïðïSSïõ õðÜñœåé ôï sup{α, β} êáé ôï inf{α, β}.

Ôï sup{α, β} ëÝãåôáé Ýíùóç êáé óõìâïëSSæåôáé ìå α∨β, åíþ ôï inf{α, β} ëÝãåôáé ôïìÞ êáé óõìâïëSSæåôáé ìå α ∧ β.

Ïñéóìüò 1.8 (ÁöçñçìÝíåò űëãåâñåò) ÁöçñçìÝíç Üëãåâñá Þ Üëãåâñá ëÝãåôáé ìéá äïìÞ ⟨A, R_δ⟩_{δ∈Δ} üðïõ A åSSíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé, ãéá êÜèå δ ∈ Δ õðÜñœåé ν ∈ N, ôÝôïéï þóôå ç R_δ åSSíáé ìéá ν-ìåëÞò ðñÜîç óôï A.

Ïñéóìüò 1.9 (Äåýôåñïò ïñéóìüò) ÿíá äéêôõùôü (lattice) åSSíáé ìéá áöçñçìÝíç Üëãåâñá ⟨A, ∧, ∨⟩ ìå äýï äõáäéêÝò ðñÜîåéò ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò ãéá êÜèå α, β, γ ∈ A:

Áíôéìåôáèåôéêüôçôá Ðñïóåôáéñéóìüò Áðïññüöçóç α ∨ β = β ∨ α, α ∧ β = β ∧ α (L1) α ∨ (β ∨ γ) = (α ∨ β) ∨ γ, α ∧ (β ∧ γ) = (α ∧ β) ∧ γ (L2) (α ∧ β) ∨ β = β, α ∧ (α ∨ β) = α (L3)

Ãéá êÜèå α, β ∈ A, ôï α ∧ β ëÝãåôáé ôïìÞ êáé ôï α ∨ β Ýíùóç.

Ç åðüìåíç ðñüôáóç ðåñéãñÜöåé ðþò áðü Ýíá äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ ðñïêýðôåé Ýíá äéêôõùôü ⟨A, ≤⟩ ìå sup êáé inf.

Ðñüôáóç 1.10 ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. Ôüôå ãéá êÜèå α, β ∈ A éóœýåé üôé:

α ∨ β = β áíí α ∧ β = α (1.1)

ÅðéðëÝïí, ç óœÝóç ≤ ïñéóìÝíç óôï ⟨A, ∧, ∨⟩ ùò:

α ≤ β áíí ìSSá åê ôùí (1.1) éóœýåé, (1.2)

åSSíáé ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï A.

ÔÝëïò, ãéá êÜèå äýï óôïéœåSSá α, β ∈ A, inf{α, β} = α ∧ β, sup{α, β} = α ∨ β.

Áðüä. Ãéá ôï ðñþôï èá äåSSîïõìå ôç ìSSá êáôåýèõíóç. Ç Üëëç áðïäåéêíýåôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï.

ÿóôù üôé α ∨ β = β. Ôüôå áðü ôï äåýôåñï óêÝëïò ôçò (L3) Ýœïõìå üôé α ∧ β = α. Ãéá ôï äåýôåñï, áñêåSS íá äåSSîïõìå ôéò (ÌÄ1{ÌÄ3). Ç (ÌÄ1) áðïäåéêíýåôáé ìå œñÞóç ôçò (L3):

α ∧ α = α ∧ (α ∨ (α ∧ α)) = α

Ãéá ôç (ÌÄ2) œñçóéìïðïéïýìå ôçí (L1):

áí α ∨ β = β êáé β ∨ α = α, ôüôå α = β

Ãéá ôç (ÌÄ3), ìå œñÞóç ôçò (L2):

áí α ∨ β = β êáé β ∨ γ = γ, ôüôå

α ∨ γ = α ∨ (β ∨ γ) = (α ∨ β) ∨ γ = β ∨ γ = γ

ÔÝëïò, ãéá íá äåSSîïõìå üôé sup{α, β} = α ∨ β, áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé α, β ≤ α ∨ β êáé åðéðëÝïí ãéá êÜèå γ ∈ A, áí α, β ≤ γ, ôüôå α ∨ β ≤ γ.

ÁñœéêÜ, α ≤ α∨β áíí α∧(α∨β) = α , ôï ïðïSSï éóœýåé áðü (L3). ÏìïSSùò β ≤ α∨β. Ôþñá, áí α ≤ γ , ôüôå γ = α ∨ γ. ÅðéðëÝïí, β ≤ γ ïðüôå êáé γ = β ∨ γ , Üñá ìå œñÞóç ôçò (L2):

γ = α ∨ γ = α ∨ (β ∨ γ) = (α ∨ β) ∨ γ

äçëáäÞ α ∨ β ≤ γ. ÏìïSSùò ãéá ôï inf{α, β} = α ∧ β. ■ ĳìùò êáé êáôÜ ôçí áíôSSèåôç êáôåýèõíóç, áðü Ýíá äéêôõùôü ⟨A, ≤⟩ ìå sup êáé inf ðñïêýðôåé Ýíá äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ ðáSSñíïíôáò ùò ôïìÞ ôï inf êáé Ýíùóç ôï sup. ÅðïìÝíùò, ïé äýï ïñéóìïSS åSSíáé éóïäýíáìïé.

Ðñüôáóç 1.11 ÿóôù Ýíá äéêôõùôü ⟨A, ≤⟩ ìå sup êáé inf. Ôüôå, áí óõìâïëSSóïõìå ìå α ∧ β ôï inf{α, β} êáé ìå α ∨ β ôï sup{α, β}, ôï ⟨A, ∧, ∨⟩ åSSíáé äéêôõùôü, éêáíïðïéïýíôáé äçëáäÞ ïé (L1{L3).

Áðüä. Ç (L1) åSSíáé ðñïöáíÞò, üðùò êáé ç (L2), êáèþò α ∨ (β ∨ γ) = sup{α, β, γ} = (α ∨ β) ∨ γ êáé ïìïSSùò ãéá ôï ∧.

Ãéá ôç (L3) Ýœïõìå üôé α ∨ (α ∧ β) = sup{α, inf{α, β}} = α êáé ïìïSSùò ãéá ôïí Üëëïí êáíüíá. ■ Áðü ôéò ðáñáðÜíù ðñïôÜóåéò ðñïêýðôïõí êÜðïéåò áðëÝò éäéüôçôåò, ôéò ïðïSSåò óõãêåíôñþíïõìå óôçí ðáñáêÜôù ðñüôáóç œùñSSò áðüäåéîç.

Ðñüôáóç 1.12 (ÊÜðïéåò áðëÝò éäéüôçôåò) ÿóôù Ýíá äéêôõùôü A. Ãéá êÜèå α, β, γ, δ ∈ A Ýœïõìå:

α ∨ α = α, α ∧ α = α α ≤ α ∨ β, α ∧ β ≤ α β ≤ α ∨ β, α ∧ β ≤ β áí α ≤ γ, β ≤ γ, ôüôå α ∨ β ≤ γ, áí γ ≤ α, γ ≤ β, ôüôå γ ≤ α ∧ β áí α ≤ γ, β ≤ δ, ôüôå α ∨ β ≤ γ ∨ δ, êáé α ∧ β ≤ γ ∧ δ

Áí Ýíá äéêôõùôü Ýœåé ìÝãéóôï (åëÜœéóôï) óôïéœåSSï, ôüôå áõôü óõìâïëSSæåôáé ìå ⊤(⊥). Áí Ýíá äéêôõùôü åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå óýìöùíá ìå ôéò ðáñáðÜíù éäéüôçôåò Ýœåé ⊤, ⊥. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí A = {α_1, α_2, . . . , α_ν }, ôüôå:

⊤ = α_1 ∨ α_2 ∨ . . . ∨ α_ν

⊥ = α_1 ∧ α_2 ∧ . . . ∧ α_ν

ÅðéðëÝïí, áí Ýíá äéêôõùôü Ýœåé ìÝãéóôï (åëÜœéóôï) óôïéœåSSï, ôüôå ãéá êÜèå α ∈ A:

α ≤ ⊤, ⊥ ≤ α α ∨ ⊤ = ⊤, α ∧ ⊥ = ⊥ α ∧ ⊤ = α, α ∨ ⊥ = α

ÔÝëïò, ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç åSSíáé ìéá åðÝêôáóç ôçò ÁñœÞò ôçò Äõáäéêüôçôáò.

Ðñüôáóç 1.13 Áí ôï A åSSíáé äéêôõùôü, ôüôå êáé ôï Ǎ åSSíáé äéêôõùôü ìå Ýíùóç êáé ôïìÞ ôçí áñœéêÞ ôïìÞ êáé Ýíùóç, áíôSSóôïéœá.

Áðüä. Áðü ôçí ÁñœÞ ôçò Äõáäéêüôçôáò, ôï Ǎ åSSíáé MΔ{óýíïëï . ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå α, β ∈ Ǎ õðÜñœïõí ôá šup{α, β}, ǐnf{α, β} êáé åSSíáé ôá inf{α, β}, sup{α, β}. ■ Ðüñéóìá 1.14 ÿóôù ϕ ìéá ðñüôáóç ðïõ éóœýåé óå êÜèå äéêôõùôü. Ôüôå êáé ç ðñüôáóç ϕ̌, ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ϕ áíôéêáèéóôþíôáò ôéò åìöáíSSóåéò ôùí ∧ ìå ∨, ôùí ∨ ìå ∧ êáé ôùí ≤ ìå ≥, éóœýåé óå êÜèå äéêôõùôü.

Áðüä. Ãéá êÜèå äéêôõùôü A, åöüóïí ç ϕ éóœýåé óôï A, ç ϕ̌ éóœýåé óôï Ǎ. űñá, ç ϕ̌ éóœýåé óå êÜèå äéêôõùôü ôçò ìïñöÞò B̌. ÅðåéäÞ üìùò ãéá êÜèå äéêôõùôü A Ýœïõìå

A = Ǎ, ç ϕ̌ éóœýåé óå êÜèå äéêôõùôü A. ■ 1.2.2 ÄéáãñÜììáôá Äéêôõùôþí

Ìéá ðëÞñçò ðåñéãñáöÞ åíüò ðåðåñáóìÝíïõ äéêôõùôïý ìðïñåSS íá ãSSíåé ìå äýï ðSSíáêåò ôéìþí ãéá ôéò ðñÜîåéò ∧, ∨. ÿôóé, ïé ðáñáêÜôù ðSSíáêåò ïñSSæïõí Ýíá äéêôõùôü 5 óôïéœåSSùí. � ⊤ α β γ ⊥ ⊤ ⊤ α β γ ⊥ α α α β γ ⊥ β β β β ⊥ ⊥ γ γ γ ⊥ γ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

� ⊤ α β γ ⊥ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ ⊤ α ⊤ α α α α β ⊤ α β ⊤ β γ ⊤ α ⊤ γ γ ⊥ ⊤ α β γ ⊥

ÂÝâáéá, äåäïìÝíïõ üôé ãíùñSSæïõìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ åíüò äéêôõùôïý, óôïõò ðáñáðÜíù ðSSíáêåò ðïëëÝò ôéìÝò åSSíáé ðëåïíÜæïõóåò, äçëáäÞ êáé œùñSSò áõôÝò ìðïñïýìå íá Ýœïõìå ìéá ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ôïõ äéêôõùôïý. ÿôóé, ëüãù ôçò (L1), äå œñåéÜæïíôáé ôá óôïéœåSSá êÜôù áðü ôéò äéáãùíSSïõò. ÅðSSóçò, åSSäáìå üôé ãéá êÜèå óôïéœåSSï x åíüò äéêôõùôïý éóœýåé üôé x ∧ x = x ∨ x = x, ïðüôå êáé ôá óôïéœåSSá ôùí äéáãùíSSùí åSSíáé ðëåïíÜæïíôá. Åêôüò áõôïý, áðü ôéò óœÝóåéò α ∧ β = β, α ∧ ⊤ = α óõìðåñáSSíïõìå üôé β ≤ α, α ≤ ⊤, ïðüôå β ≤ ⊤, äçëáäÞ ç ôéìÞ ôïõ β ∧ ⊤ åSSíáé åðSSóçò ðëåïíÜæïõóá. ÔÝëïò, ãíùñSSæïíôáò ôïí Ýíáí ðSSíáêá ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå ôéò ôéìÝò ôïõ Üëëïõ, áöïý ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå ðïéÜ æåýãç óôïéœåSSùí áíÞêïõí óôç óœÝóç ≤.

ĳìùò, ïýôå êáé ç ðåñéãñáöÞ ôïõ äéêôõùôïý ìÝóù ôçò óœÝóçò ≤ äåí åSSíáé œùñSSò ðëåïíáóìïýò. Áêüìç êáé ç ðåñéãñáöÞ ìÝóù ôçò < Ýœåé ðëåïíáóìïýò. ÿôóé, óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñSSðôùóç Ýœïõìå:

” < ” = {(⊥, α), (⊥, β), (⊥, γ), (⊥, ⊤), (β, α), (β, ⊤), (γ, α), (γ, ⊤), (α, ⊤)}

ÐÜëé ðáñáôçñïýìå üôé ëüãù ìåôáâáôéêüôçôáò êÜðïéá æåýãç åSSíáé ðëåïíÜæïíôá, ãéá ðáñÜäåéãìá ôï (β, ⊤). Áí ëïéðüí åSSœáìå ìéá ðåñéãñáöÞ ìüíï ôùí "óôåíüôåñùí" äéáôÜîåùí, èá ìðïñïýóáìå íá óõìðåñÜíïõìå ôéò õðüëïéðåò. Ç ðåñéãñáöÞ áõôÞ ãSSíåôáé ìåóù ôçò êÜëõøçò Þ ôïõ áìÝóùò áíþôåñïõ.

Ïñéóìüò 1.15 ÿóôù Ýíá äéêôõùôü A. Ãéá α, β ∈ A ëÝìå üôé ôï α êáëýðôåé ôï β, áí α > β êáé äåí õðÜñœåé γ ∈ A ôÝôïéï þóôå α > γ > β.

ÅíáëëáêôéêÜ, óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ëÝìå üôé ôï α åSSíáé áìÝóùò áíþôåñï ôïõ β. ÅÜí ôï α êáëýðôåé ôï β, ãñÜöïõìå α ≻ β Þ β ≺ α (ôï β êáëýðôåôáé áðü ôï α).

ÌÝóù ôçò óœÝóçò êÜëõøçò ìðïñïýìå íá áíáðáñéóôïýìå ôá äéêôõùôÜ ìå äéáãñÜììáôá.

Ïñéóìüò 1.16 Ôï äéÜãñáììá åíüò äéêôõùôïý ⟨A, ≤⟩ áíáðáñéóôÜ ôá óôïéœåSSá ôïõ A ìÝóá óå êýêëïõò. Ïé êýêëïé ðïõ áíáðáñéóôïýí äýï óôïéœåSSá α, β, åíþíïíôáé ìå Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, áí ôï Ýíá óôïéœåSSï êáëýðôåé ôï Üëëï. ÅðéðëÝïí, áí ôï α êáëýðôåé ôï β, ï êýêëïò ôïõ α âñSSóêåôáé øçëüôåñá áðü áõôüí ôïõ β. � �⊤ � �α � � � � � �β � � � � �γ � � � � �⊥

Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù, ãéá ôï äéêôõùôü ðïõ åîåôÜæïõìå ç óœÝóç ôçò êÜëõøçò åSSíáé ç:

” ≺ ” = {(⊥, β), (⊥, γ), (β, α), (γ, α), (α, ⊤)}

ÅðïìÝíùò, ôï äéÜãñáììá ôïõ äéêôõùôïý äSSíåôáé óôï óœÞìá. ÐÜíôùò, ôá äéáãñÜììáôá åSSíáé Ýíáò ðïëý êïìøüò ôñüðïò áíáðáñÜóôáóçò (ðåðåñáóìÝíùí) äéêôõùôþí.

1.2.3 Åðéìåñéóìüò

Ï åðéìåñéóìüò ãåíéêÜ äåí éóœýåé ãéá ôéò äýï ðñÜîåéò ôùí äéêôõùôþí. ÐÜíôùò, éóœýïõí ãåíéêÜ ïé ðáñáêÜôù åðéìåñéóôéêÝò áíéóüôçôåò.

Ðñüôáóç 1.17 ÿóôù ôï äéêôõùôü A. Ãéá êÜèå α, β, γ ∈ A éóœýïõí ïé ðáñáêÜôù åðéìåñéóôéêÝò áíéóüôçôåò.

α ∧ (β ∨ γ) ≥ (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ)

α ∨ (β ∧ γ) ≤ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ)

Áðüä. Éóœýåé üôé α ∧ β ≤ α êáé α ∧ β ≤ β ≤ β ∨ γ, ïðüôå áðü ðñüôáóç 1.12 α ∧ β ≤ α ∧ (β ∨ γ). ÏìïSSùò, α ∧ γ ≤ α ∧ (β ∨ γ), ïðüôå ðÜëé áðü ðñüôáóç 1.12, (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ) ≤ α ∧ (β ∨ γ).

Ç äåýôåñç áíéóüôçôá áðïäåéêíýåôáé äõáäéêÜ (ðüñéóìá 1.14). ■

� �⊤ � � � � � � �α � � � � �β �γ � � � � �⊥ ÓœÞìá 1.1: M_3

Áí ïé ðáñáðÜíù áíéóüôçôåò éóœýïõí êáé ùò éóüôçôåò, ôüôå éóœýåé ï åðéìåñéóìüò. ÃåíéêÜ äåí éóœýåé ï åðéìåñéóìüò óå Ýíá äéêôõùôü. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï äéêôõùôü ôïõ äéðëáíïý óœÞìáôïò ðáñáôçñïýìå üôé: α ∨ (β ∧ γ) = α ∨ ⊥ = α, åíþ (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ) = ⊤ ∨ ⊤ = ⊤.

Ôï äéêôõùôü áõôü ïíïìÜæåôáé M_3 êáé, üðùò åSSäáìå, äåí åSSíáé åðéìåñéóôéêü.

Ãéá íá åSSíáé Ýíá äéêôõùôü åðéìåñéóôéêü, áñêåSS íá éóœýåé ç ìSSá åê ôùí äýï åðéìåñéóôéêþí áíéóüôçôùí ùò éóüôçôá, óýìöùíá ìå ôçí åðüìåíç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 1.18 ÿóôù Ýíá äéêôõùôü A. Ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò åSSíáé éóïäýíáìåò:

α ∧ (β ∨ γ) = (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ) ãéá êÜèå α, β, γ ∈ A (1.3)

α ∨ (β ∧ γ) = (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ) ãéá êÜèå α, β, γ ∈ A (1.4)

Áðüä. Áðïäåéêíýïõìå üôé ç (1.3) óõíåðÜãåôáé ôçí (1.4). Ç áíôSSèåôç óõíåðáãùãÞ ðñïêýðôåé áðü ôï ðüñéóìá 1.14 (äõáäéêüôçôá). Óå Ýíá äéêôõùôü A, Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå α, β, γ ∈ A:

(α ∨ β) ∧ (α ∨ γ) = ((α ∨ β) ∧ α) ∨ ((α ∨ β) ∧ γ) áðü (1.3) = α ∨ (γ ∧ (α ∨ β)) áðü (L3,L1) = α ∨ ((γ ∧ α) ∨ (γ ∧ β)) áðü (1.3) = (α ∨ (γ ∧ α)) ∨ (β ∧ γ) áðü (L2á,L1) = α ∨ (β ∧ γ) áðü (L3) ■ ÓçìåSSùóç 1.19 Ç éóüôçôá ôçò (1.3) ãéá ìéá ìåìïíùìÝíç ôñéÜäá óôïéœåSSùí óå Ýíá äéêôõùôü äåí åSSíáé éóïäýíáìç ìå ôçí éóüôçôá ôçò (1.4) ãéá ôçí SSäéá ôñéÜäá.

� �⊤ � � � � � � � �γ � �β � � � � � �α � � � �⊥

� �⊤ � � � � � � �α � �β � � � � �γ � � � �⊥ ÓœÞìá 1.2: Äýï ðáñáëëáãÝò ôïõ N_5

Ãéá ðáñÜäåéãìá, äSSðëá âëÝðïõìå äýï ðáñáëëáãÝò ôïõ SSäéïõ äéêôõùôïý, ôïõ N_5. Óôçí ðñþôç ðáñáëëáãÞ Ýœïõìå üôé éóœýåé ç ðñþôç éóüôçôá: α ∧ (β ∨ γ) = α ∧ ⊤ = α (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ) = ⊥ ∨ α = α

Äåí éóœýåé üìùò êáé ç äåýôåñç: α ∨ (β ∧ γ) = α ∨ ⊥ = α (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ) = ⊤ ∧ γ = γ

Óôç äåýôåñç ðáñáëëáãÞ éóœýåé ç äåýôåñç éóüôçôá, üœé üìùò ç ðñþôç.

Ïñéóìüò 1.20 (ÅðéìåñéóôéêÜ ÄéêôõùôÜ) ÿíá äéêôõùôü ëÝãåôáé åðéìåñéóôéêü áí éêáíïðïéåSS ôçí (1.3) Þ ôçí (1.4).

Ðñüôáóç 1.21 ÊÜèå áëõóSSäá åSSíáé åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü.

Áðüä. Áí ôï ⟨A, ≤⟩ åSSíáé áëõóSSäá, ôüôå ãéá êÜèå æåýãïò óôïéœåSSùí α, β ∈ A, ôá α, β åSSíáé óõãêñSSóéìá êáé Ýœïõìå üôé α ∧ β = inf{α, β} = min{α, β}, α ∨ β = sup{α, β} = max{α, β}. ÅðïìÝíùò, êÜèå áëõóSSäá åSSíáé äéêôõùôü. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå α, β, γ ∈ A:

α ∧ (β ∨ γ) = min{α, max{β, γ}} = max{min{α, β}, min{α, γ}} = (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ) ■ Ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôùí åðéìåñéóôéêþí äéêôõùôþí åSSíáé ç ðáñáêÜôù. Èåþñçìá 1.22 ÿíá äéêôõùôü A åSSíáé åðéìåñéóôéêü áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå α, β, x ∈ A Ýœïõìå:

áí x ∧ α = x ∧ β êáé x ∨ α = x ∨ β, ôüôå α = β Áðüä. Èá áðïäåSSîïõìå ôç ìSSá êáôåýèõíóç. Ç áðüäåéîç ôçò Üëëçò êáôåýèõíóçò ðåñéÝœåôáé óôï [Bir67]. ÿóôù üôé ôï A åSSíáé åðéìåñéóôéêü êáé α, β ∈ A, ôüôå: α = α ∧ (x ∨ α) = α ∧ (x ∨ β) = (α ∧ x) ∨ (α ∧ β) = (β ∧ x) ∨ (α ∧ β) = β ∧ (x ∨ α) = β ∧ (x ∨ β) = β ■ ÔÝëïò, ìðïñïýìå ìå äýï ðñïôÜóåéò íá ïñSSóïõìå áðåõèåSSáò ôá åðéìåñéóôéêÜ äéêôõùôÜ. Èåþñçìá 1.23 (Sholander) Ç áöçñçìÝíç Üëãåâñá ⟨A, ∧, ∨⟩ åSSíáé åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü áí éóœýïõí ïé ðáñáêÜôù éäéüôçôåò ãéá êÜèå α, β ∈ A: α ∧ (α ∨ β) = α (DL1) α ∧ (β ∨ γ) = (γ ∧ α) ∨ (β ∧ α) (DL2) Áðüä. Áí ç ⟨A, ∧, ∨⟩ åSSíáé åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü, ôüôå ïé ðáñáðÜíù éäéüôçôåò éêáíïðïéïýíôáé ãéá êÜèå α, β ∈ A.

ÁíôéèÝôùò, áí éêáíïðïéïýíôáé ïé (DL1,DL2), ôüôå Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå α ∈ A: α = α ∧ (α ∨ α) = (α ∧ α) ∨ (α ∧ α) ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå α ∈ A õðÜñœåé x ∈ A ôÝôïéï þóôå α = x ∨ x, ïðüôå: α = x ∨ x = (x ∧ (x ∨ x)) ∨ (x ∧ (x ∨ x)) (áðü DL1) = (x ∨ x) ∧ (x ∨ x) (áðü DL2) = α ∧ α êáé åðSSóçò:

α = α ∧ (α ∨ α) = (α ∧ α) ∨ (α ∧ α) = α ∨ α ÿôóé Ýœïõìå:

α ∧ β = α ∧ (β ∨ β) = (β ∧ α) ∨ (β ∧ α) = β ∧ α (äçë. L1â) (α ∧ β) ∨ β = (α ∧ β) ∨ (β ∧ β) = β ∧ (β ∨ α) = β (äçë. L3á)

Óôç óõíÝœåéá, äýï œñÞóéìåò éäéüôçôåò åSSíáé:

α ∨ (α ∨ β) = (α ∧ (α ∨ β)) ∨ (α ∨ β) = α ∨ β (α ∧ β) ∧ α = (α ∧ β) ∧ ((α ∧ β) ∨ α) = α ∧ β

Ïðüôå ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå êáé ôéò:

α ∨ (α ∧ β) = (α ∧ α) ∨ (α ∧ (α ∧ β)) = α ∧ ((α ∧ β) ∨ α) = α ∧ ((α ∧ (α ∧ β)) ∨ (α ∧ α)) = α ∧ (α ∧ (α ∨ (α ∧ β))) = α ∧ (α ∨ (α ∧ β)) = (α ∧ (α ∧ β)) ∨ (α ∧ α) = (α ∧ β) ∨ α = (β ∧ α) ∨ α = α α ∧ (β ∨ α) = (α ∧ α) ∨ (β ∧ α) = α ∨ (α ∧ β) = α

ÿôóé Ýœïõìå áêüìç:

α ∨ β = (α ∨ β) ∧ (α ∨ β) = (β ∧ (α ∨ β)) ∨ (α ∧ (α ∨ β)) = β ∨ α (äçë. L1á)

Ãéá íá äåSSîïõìå ôïí ðñïóåôáéñéóìü ôïõ ∨ œñåéáæüìáóôå ðñþôá üôé:

α ∧ ((α ∨ β) ∨ γ) = (α ∧ (α ∨ β)) ∨ (α ∧ γ) = α ∨ (α ∧ γ) = α β ∧ ((α ∨ β) ∨ γ) = (β ∧ (α ∨ β)) ∨ (β ∧ γ) = β ∨ (β ∧ γ) = β γ ∧ ((α ∨ β) ∨ γ) = (γ ∧ (α ∨ β)) ∨ (γ ∧ γ) = (γ ∧ (α ∨ β)) ∨ γ = γ

Ïðüôå Ýœïõìå:

α ∨ (β ∨ γ) = (α ∧ ((α ∨ β) ∨ γ)) ∨ ((β ∧ ((α ∨ β) ∨ γ)) ∨ (γ ∧ ((α ∨ β) ∨ γ)) = (α ∧ ((α ∨ β) ∨ γ)) ∨ ((β ∨ γ) ∧ ((α ∨ β) ∨ γ)) = (α ∨ (β ∨ γ)) ∧ ((α ∨ β) ∨ γ) êáé ïìïSSùò:

(α ∨ β) ∨ γ = ((α ∨ β) ∨ γ) ∧ (α ∨ (β ∨ γ)) ïðüôå:

α ∨ (β ∨ γ) = (α ∨ β) ∨ γ (äçë. L2á)

ÄåäïìÝíïõ üôé ç (DL1) åSSíáé ç (L3â), áðïìÝíåé ìüíïí ç (L2â) ðñïò áðüäåéîç. ÁõôÞ áðïäåéêíýåôáé ïìïSSùò ìå ôçí (L2á), ìå ôç âïÞèåéá ôçò:

α ∨ (β ∧ γ) = (α ∨ β) ∧ (α ∨ γ)

Ç ôåëåõôáSSá éäéüôçôá áðïäåéêíýåôáé áðü ôéò õðüëïéðåò, üðùò åSSäáìå óôçí ðñüôáóç 1.18 (äå œñçóéìïðïéÞèçêå ç (L2â) óå åêåSSíç ôçí áðüäåéîç). ■ Ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá ìïéÜæåé åíôõðùóéáêü êáé óôçí SSäéá êáôåýèõíóç Ýœïõí ãSSíåé ðñïóðÜèåéåò ïñéóìïý ôùí äéêôõùôþí (üœé åðéìåñéóôéêþí) ìå ìSSá ìüíï ðñüôáóç, áíôSS ôùí 6 ôïõ ïñéóìïý 1.9. Ôç óôéãìÞ ðïõ ãñÜöïíôáé áõôÝò ïé ãñáììÝò, Ýœåé áðïäåéœèåSS üôé ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç ìÞêïõò 29 ìå 8 ìåôáâëçôÝò åSSíáé ìéá ôÝôïéá ðñüôáóç:

(((y ∨ x) ∧ x) ∨ (((z ∧ (x ∨ x)) ∨ (u ∧ x)) ∧ v)) ∧ (w ∨ ((s ∨ x) ∧ (x ∨ t))) = x Ç áðüäåéîç âñSSóêåôáé óôç óœåôéêÞ äçìïóSSåõóç, [MPV02].

1.3 Óõìðëçñþìáôá êáé øåõäï-óõìðëçñþìáôá

Ç Ýííïéá ôïõ óõìðëçñþìáôïò ïñSSæåôáé óå Ýíá äéêôõùôü ùò åîÞò. Ïñéóìüò 1.24 (ÓõìðëÞñùìá) ÿóôù ⟨A, ∧, ∨⟩ äéêôõùôü ìå ⊤, ⊥. Áí α ∈ A, ôüôå ôï x ∈ A åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ α, áí:

α ∧ x = ⊥ êáé α ∨ x = ⊤ Ôï äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ ëÝãåôáé óõìðëçñùìÝíï, áí êÜèå óôïéœåSSï α ∈ A Ýœåé óõìðëÞñùìá.

Ìðïñïýìå óå Ýíá äéêôõùôü íá ïñSSóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ äéáóôÞìáôïò, ìå ôï óõíÞèç ôñüðï.

Ïñéóìüò 1.25 ÿóôù Ýíá äéêôõùôü ⟨A, ≤⟩. Ôüôå ãéá α, β ∈ A ìå α ≤ β, ïñSSæïõìå: [α, β] = {x ∈ A | α ≤ x, x ≤ β} Ôï óœåôéêü óõìðëÞñùìá åSSíáé ôï óõìðëÞñùìá óå Ýíá äéÜóôçìá. Ïñéóìüò 1.26 (Óœåôéêü óõìðëÞñùìá) ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ≤⟩ ìå α, β, γ ∈ A êáé α ∈ [β, γ]. Ôüôå ôï x ∈ A åSSíáé ôï óœåôéêü óõìðëÞñùìá ôïõ α óôï [β, γ], áí: α ∧ x = β êáé α ∨ x = γ ÿíá äéêôõùôü ëÝãåôáé óœåôéêÜ óõìðëçñùìÝíï áí êÜèå óôïéœåSSï ôïõ Ýœåé óœåôéêü óõìðëÞñùìá óå êÜèå äéÜóôçìá ðïõ ôï ðåñéÝœåé.

Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü áõôüí êáé ôï èåþñçìá 1.22, Ýœïõìå ôï ðáñáêÜôù ðüñéóìá. Ðüñéóìá 1.27 ÿíá äéêôõùôü åSSíáé åðéìåñéóôéêü áí êáé ìüíï áí ôá óœåôéêÜ óõìðëçñþìáôá ôùí óôïéœåSSùí ôïõ åSSíáé ìïíáäéêÜ.

ĳìïéá ìå ôá óœåôéêÜ óõìðëçñþìáôá ïñSSæïõìå êáé ôá óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñþìáôá, óôá ïðïSSá üìùò Ýœïõìå ìéá åëáóôéêüôåñç óõíèÞêç.

Ïñéóìüò 1.28 (Óœåôéêü øåõäï-óõìðëÞñùìá) ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ ìå α, β ∈ A. Ôï óœåôéêü øåõäï-óõìðëÞñùìá ôïõ α ùò ðñïò ôï β, áí õðÜñœåé, åSSíáé ôï ìÝãéóôï óôïéœåSSï ôïõ S ⊆ A, üðïõ:

S = {x ∈ A | α ∧ x ≤ β}

Ôï óœåôéêü øåõäï-óõìðëÞñùìá ôïõ α ùò ðñïò β óõìâïëSSæåôáé ìå α ⇒ β êáé åSSíáé ìïíáäéêü (áöïý åSSíáé ìÝãéóôï ôïõ S).

ÿíá äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ ëÝãåôáé óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíï Þ äéêôõùôü ôïõ Brouwer áí ãéá êÜèå α, β ∈ A õðÜñœåé ôï α ⇒ β.

ÐáñáèÝôïõìå êÜðïéåò œñÞóéìåò ðñïôÜóåéò ãéá óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíá äéêôõùôÜ.

Ðñüôáóç 1.29 ÿóôù óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíï äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. Ôüôå ãéá êÜèå α, β, γ ∈ A éóœýïõí ôá:

1. γ ≤ α ⇒ β áíí α ∧ γ ≤ β 2. α ⇒ β = ⊤ áíí α ≤ β 3. α = β áíí α ⇒ β = ⊤ êáé β ⇒ α = ⊤ 4. α ≤ β ⇒ α 5. α ⇒ ⊤ = ⊤ 6. ⊤ ⇒ α = α 7. α ∧ (α ⇒ β) = α ∧ β 8. β ∧ (α ⇒ β) = β 9. áí α ≤ β, ôüôå γ ⇒ α ≤ γ ⇒ β 10. áí α ≤ β, ôüôå β ⇒ γ ≤ α ⇒ γ 11. (α ⇒ γ) ∧ (β ⇒ γ) = (α ∨ β) ⇒ γ 12. (α ⇒ β) ∧ (α ⇒ γ) = α ⇒ (β ∧ γ) 13. α ⇒ (β ⇒ γ) ≤ (α ⇒ β) ⇒ (α ⇒ γ) 14. α ⇒ (β ⇒ γ) = β ⇒ (α ⇒ γ) = (α ∧ β) ⇒ γ 15. áí α ≤ β ⇒ γ, ôüôå β ≤ α ⇒ γ 16. γ ⇒ α ≤ (γ ⇒ (α ⇒ β)) ⇒ (γ ⇒ β) 17. (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ γ) ≤ α ⇒ γ 18. α ≤ β ⇒ (α ∧ β) 19. γ ∧ ((γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β)) = γ ∧ (α ⇒ β)

Áðüä.

1. Áí α ∧ γ ≤ β, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü γ ≤ α ⇒ β.

ÁíôSSèåôá, áí γ ≤ α ⇒ β, ôüôå α ∧ γ ≤ α ∧ (α ⇒ β) ≤ β.

2. Áí α ≤ β, ôüôå ãéá êÜèå x ∈ A, α ∧ x ≤ α ≤ β. ÁíôSSèåôá, áí α ⇒ β = ⊤, ôüôå α ∧ ⊤ ≤ β äçëáäÞ α ≤ β.

3. ÁðåõèåSSáò áðü ôï 1.

4. β ∧ α ≤ α, ïðüôå α ≤ β ⇒ α. 5. ÁðåõèåSSáò áðü ôï 1. 6. ÁðåõèåSSáò áðü ôïí ïñéóìü.

7. Áðü ôïí ïñéóìü Ýœïõìå α ∧ (α ⇒ β) ≤ β, åíþ α ∧ (α ⇒ β) ≤ α. ÅðïìÝíùò, α ∧ (α ⇒ β) ≤ α ∧ β. ÅðSSóçò, áðü ôï 3, β ≤ α ⇒ β ⇝ α ∧ β ≤ α ∧ (α ⇒ β).

8. ÿœïõìå β ∧ (α ⇒ β) ≤ β.

ÅðSSóçò, α ∧ β ≤ β ⇝ β ≤ (α ⇒ β) ⇝ β = β ∧ β ≤ β ∧ (α ⇒ β).

9. ÿœïõìå γ ∧ (γ ⇒ α) ≤ α ≤ β ⇝

γ ∧ (γ ⇒ α) ≤ β ⇝ γ ⇒ α ≤ γ ⇒ β. 10. ÿœïõìå α ∧ (β ⇒ γ) ≤ β ∧ (β ⇒ γ) ≤ γ ⇝

α ∧ (β ⇒ γ) ≤ γ ⇝ β ⇒ γ ≤ α ⇒ γ 11. ÿœïõìå α ∧ (α ⇒ γ) ≤ γ êáé β ∧ (β ⇒ γ) ≤ γ ⇝

(α ∧ (α ⇒ γ)) ∨ (β ∧ (β ⇒ γ)) ≤ γ ∨ γ ⇝ (α ∨ β) ∧ (α ∨ (β ⇒ γ)) ∧ (β ∨ (α ⇒ γ)) ∧ ((α ⇒ γ) ∨ (β ⇒ γ)) ≤ γ ⇝ (α ∨ β) ∧ (β ⇒ γ) ∧ (α ⇒ γ) ∧ ((α ⇒ γ) ∨ (β ⇒ γ)) ≤ γ ⇝ (α ∨ β) ∧ (β ⇒ γ) ∧ (α ⇒ γ) ≤ γ ⇝ (α ⇒ γ) ∧ (β ⇒ γ) ≤ (α ∨ β) ⇒ γ.

Ãéá ôçí áíôSSèåôç áíéóüôçôá Ýœïõìå áðü ôï 9,

(α ∨ β) ⇒ γ ≤ α ⇒ γ , (α ∨ β) ⇒ γ ≤ β ⇒ γ ⇝ (α ∨ β) ⇒ γ ≤ (α ⇒ γ) ∧ (β ⇒ γ).

12. ÿœïõìå α ∧ (α ⇒ β) ≤ β êáé α ∧ (α ⇒ γ) ≤ γ ⇝

(α ∧ (α ⇒ β)) ∧ (α ∧ (α ⇒ γ)) ≤ β ∧ γ ⇝ α ∧ ((α ⇒ β) ∧ (α ⇒ γ)) ≤ β ∧ γ ⇝ (α ⇒ β) ∧ (α ⇒ γ) ≤ α ⇒ (β ∧ γ).

Ãéá ôçí áíôSSèåôç áíéóüôçôá Ýœïõìå áðü ôï 8,

α ⇒ (β ∧ γ) ≤ α ⇒ β , α ⇒ (β ∧ γ) ≤ α ⇒ γ ⇝ α ⇒ (β ∧ γ) ≤ (α ⇒ β) ∧ (α ⇒ γ).

13. Ìå ôç âïÞèåéá ôùí 6,8,11 Ýœïõìå:

(α ⇒ β) ∧ (α ⇒ (β ⇒ γ)) = α ⇒ (β ∧ (β ⇒ γ)) = α ⇒ (β ∧ γ) ≤ α ⇒ γ ⇝ (α ⇒ β) ∧ (α ⇒ (β ⇒ γ)) ≤ α ⇒ γ ⇝ α ⇒ (β ⇒ γ) ≤ (α ⇒ β) ⇒ (α ⇒ γ).

14. ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé α ⇒ (β ⇒ γ) = (α ∧ β) ⇒ γ.

ÿœïõìå (α ∧ β) ∧ (α ⇒ (β ⇒ γ)) = β ∧ α ∧ (α ⇒ (β ⇒ γ)) 6= β ∧ α ∧ (β ⇒ γ)^6= α ∧ β ∧ γ ≤ γ ⇝ α ⇒ (β ⇒ γ) ≤ (α ∧ β) ⇒ γ.

Ãéá ôçí áíôSSèåôç áíéóüôçôá Ýœïõìå, ðÜëé ìå ôç âïÞèåéá ôïõ 6, (α ∧ β) ∧ γ ≤ γ ⇝ (α ∧ β) ∧ ((α ∧ β) ⇒ γ) ≤ γ ⇝ β ∧ (α ∧ ((α ∧ β) ⇒ γ)) ≤ γ ⇝ α ∧ ((α ∧ β) ⇒ γ) ≤ β ⇒ γ ⇝ (α ∧ β) ⇒ γ ≤ α ⇒ (β ⇒ γ).

15. ÁðåõèåSSáò áðü ôï 14.

16. ÿœïõìå, ìå œñÞóç ôùí 6,8,11, γ ⇒ (α ∧ β) ≤ γ ⇒ β ⇝

γ ⇒ (α ∧ (α ⇒ β)) ≤ γ ⇒ β ⇝ (γ ⇒ (α ⇒ β)) ∧ (γ ⇒ α) ≤ γ ⇒ β ⇝ γ ⇒ α ≤ (γ ⇒ (α ⇒ β)) ⇒ (γ ⇒ β).

17. ÿœïõìå, ìå œñÞóç ôïõ 6, α ∧ β ∧ γ ≤ γ ⇝

α ∧ β ∧ (β ⇒ γ) ≤ γ ⇝ α ∧ (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ γ) ≤ γ ⇝ (α ⇒ β) ∧ (β ⇒ γ) ≤ α ⇒ γ.

18. ÿœïõìå β ∧ α ≤ α ∧ β ⇝ α ≤ β ⇒ (α ∧ β).

19. ÿœïõìå, ìå œñÞóç ôïõ 6, (γ ∧ α) ∧ (α ⇒ β) = γ ∧ α ∧ β ≤ γ ∧ β ⇝ α ⇒ β ≤ (γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β) ⇝ γ ∧ (α ⇒ β) ≤ γ ∧ ((γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β)) ⇝ Ãéá ôçí áíôSSèåôç áíéóüôçôá Ýœïõìå, ìå œñÞóç ôïõ 6, α ∧ (γ ∧ ((γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β))) = (α ∧ γ) ∧ ((γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β)) = γ ∧ α ∧ γ ∧ β ≤ β ⇝ γ ∧ ((γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β)) ≤ α ⇒ β ⇝ γ ∧ γ ∧ ((γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β)) ≤ γ ∧ (α ⇒ β) ⇝ γ ∧ ((γ ∧ α) ⇒ (γ ∧ β)) ≤ γ ∧ (α ⇒ β). ■ Ðñüôáóç 1.30 ÊÜèå óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíï äéêôõùôü A åSSíáé åðéìåñéóôéêü êáé ðåñéÝœåé ìÝãéóôï óôïéœåSSï ⊤.

Áðüä. Ãéá ôï ðñþôï, Ýóôù α, β, γ ∈ A. ÈÝôïíôáò δ = (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ), êáé ìå ôç âïÞèåéá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò êáé ôçò ðñüôáóçò 1.12, Ýœïõìå:

(α ∧ β) ≤ δ êáé (α ∧ γ) ≤ δ ïðüôå β ≤ α ⇒ δ êáé γ ≤ α ⇒ δ Üñá (β ∨ γ) ≤ α ⇒ δ ïðüôå α ∧ (β ∨ γ) ≤ α ∧ (α ⇒ δ) ≤ δ = (α ∧ β) ∨ (α ∧ γ)

Ç ôåëåõôáSSá áíéóüôçôá ìáæSS ìå ôçí åðéìåñéóôéêÞ áíéóüôçôá ôçò ðñüôáóçò 1.17, óõíåðÜãïíôáé üôé ôï A åSSíáé åðéìåñéóôéêü.

Ãéá ôï äåýôåñï Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå α, β ∈ A Ýœïõìå β ≤ α ⇒ α, áöïý α ∧ β ≤ α. ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå α ∈ A: ⊤ = α ⇒ α ■ ÔÝëïò, ìéá ðñüôáóç ãéá ðåðåñáóìÝíá äéêôõùôÜ.

Ðñüôáóç 1.31 ÿóôù ðåðåñáóìÝíï äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. Ôï A åSSíáé åðéìåñéóôéêü áí êáé ìüíï áí åSSíáé óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíï.

Áðüä. Áí ôï A åSSíáé óœåôéêÜ øåõäïóõìðëçñùìÝíï, ôüôå áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç Ýœïõìå üôé åSSíáé åðéìåñéóôéêü.

ÁíôSSèåôá, áí ôï A åSSíáé åðéìåñéóôéêü, Ýóôù ðÜëé S ⊆ A ôï óýíïëï S = {x ∈ A | α∧x ≤ β} êáé y = � S. Ôüôå y = α ⇒ β, äéüôé ãéá êÜèå x ∈ S, x ≤ y êáé:

α ∧ y = α ∧ � S = α ∧ � x∈S x = � x∈S (α ∧ x) ≤ β

űñá ôï A åSSíáé óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíï. ■ 1.4 ÖSSëôñá êáé Éäåþäç

Ãéá êÜèå äéêôõùôü ïñSSæïíôáé êÜðïéåò åéäéêÝò êáôçãïñSSåò õðïóõíüëùí ôïõ ìå êñéôÞñéï ôçí êëåéóôüôçôá ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò (∧, ∨) êáé ôç äéÜôáîç (≤).

Ïñéóìüò 1.32 (ÖSSëôñá) ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. ÿíá ìç êåíü óýíïëï S ⊆ A ëÝãåôáé öSSëôñï áí ãéá êÜèå α, β ∈ A éóœýåé:

(α ∧ β) ∈ S áíí α ∈ S êáé β ∈ S

Þ éóïäýíáìá áí ãéá êÜèå α, β ∈ S éóœýåé:

áí α ∈ S êáé β ∈ S, ôüôå (α ∧ β) ∈ S áí α ∈ S êáé α ≤ β, ôüôå β ∈ S

Ïñéóìüò 1.33 (Éäåþäç) ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. ÿíá ìç êåíü óýíïëï T ⊆ A ëÝãåôáé éäåþäåò áí ãéá êÜèå α, β ∈ A éóœýåé:

(α ∨ β) ∈ T áíí α ∈ T êáé β ∈ T

Þ éóïäýíáìá áí ãéá êÜèå α, β ∈ S éóœýåé:

áí α ∈ T êáé β ∈ T, ôüôå (α ∨ β) ∈ T áí α ∈ T êáé β ≤ α, ôüôå β ∈ T

Èá áðïäåSSîïõìå êÜðïéåò éäéüôçôåò ãéá ôá öSSëôñá, êáèþò èá ìáò œñåéáóôïýí óôá åðüìåíá êåöÜëáéá. ÁíÜëïãåò éäéüôçôåò éóœýïõí êáé ãéá ôá éäåþäç. ÎåêéíÜìå ìå êÜðïéïõò ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 1.34 ÿóôù Ýíá äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. ÿœïõìå ôïõò ïñéóìïýò:

• ÿíá öSSëôñï S ⊆ A ëÝãåôáé ãíÞóéï áí S ≠ A.

• ÿíá öSSëôñï S ⊆ A ëÝãåôáé ìåãéóôéêü áí åSSíáé ãíÞóéï êáé ãéá êÜèå ãíÞóéï öSSëôñï S^′ ⊆ A, áí S ⊆ S^′, ôüôå S = S^′.

1.4 ÖSSëôñá êáé Éäåþäç 27

• ÿíá öSSëôñï S ⊆ A ëÝãåôáé ìç-áíáãþãéìï áí åSSíáé ãíÞóéï êáé ãéá üëá ôá ãíÞóéá öSSëôñá S_1, S_2 ⊆ S, áí S = S_1 ∩ S_2, ôüôå S = S_1 Þ S = S_2.

• ÿíá öSSëôñï S ⊆ A ëÝãåôáé ðñþôï áí åSSíáé ãíÞóéï êáé ãéá êÜèå α, β ∈ A éóœýåé:

áí (α ∨ β) ∈ S ôüôå α ∈ S Þ β ∈ S

Ìéá áðëÞ éäüôçôá ãéá ôá ðñþôá öSSëôñá åSSíáé ç ðáñáêÜôù.

Ðñüôáóç 1.35 ÿóôù ⟨A, ∧∨⟩ äéêôõùôü êáé S ⊆ A ðñþôï öSSëôñï. Ôüôå ãéá êÜèå α, β ∈ S éóœýåé:

(α ∨ β) ∈ S áíí α ∈ S Þ β ∈ S

Áðüä. Ç ìSSá êáôåýèõíóç éóœýåé ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôùí ðñþôùí öSSëôñùí. Ãéá ôçí Üëëç, áí ðœ. α ∈ S, åðåéäÞ α ≤ α ∨ β, ôüôå (α ∨ β) ∈ S. ■ Ç åðüìåíç ðñüôáóç áíáöÝñåôáé óå áëõóSSäåò áðü öSSëôñá, äçëáäÞ êëÜóåéò áðü öSSëôñá óôéò ïðïSSåò êÜèå äýï ìÝëç åSSíáé óõãêñSSóéìá (ùò ðñïò ôçí ⊆) ìåôáîý ôïõò.

Ðñüôáóç 1.36 ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. Ç Ýíùóç êÜèå áëõóSSäáò áðü öSSëôñá óôï A åSSíáé öSSëôñï óôï A.

ÅðSSóçò, ç Ýíùóç êÜèå áëõóSSäáò áðü ðñþôá öSSëôñá óôï A åSSíáé ðñþôï öSSëôñï óôï A.

Áðüä. Ç áðüäåéîç ôïõ ðñþôïõ åSSíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞ ôïõ äåýôåñïõ êáé ðáñáëåSSðåôáé. Ãéá ôï äåýôåñï Ýóôù ç áëõóSSäá A áðü ðñþôá öSSëôñá óôï A. Ôïôå ãéá êÜèå α, β ∈ A, áí (α ∨ β) ∈ � A, ôüôå õðáñœåé ðñþôï öSSëôñï S ∈ A ôÝôïéï þóôå (α ∨ β) ∈ S, Üñá α ∈ S Þ β ∈ S, ïðüôå, åðåéäÞ S ⊆ � A, α ∈ � A Þ β ∈ � A. ■ Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò áðïäåéêíýïõìå ôï ðáñáêÜôù.

Ðñüôáóç 1.37 ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ êáé α ∈ A. Áí S_0 åSSíáé Ýíá öSSëôñï óôï A ôÝôïéï þóôå α /∈ S_0, ôüôå õðÜñœåé ìç-áíáãþãéìï öSSëôñï S ôÝôïéï þóôå S_0 ⊆ S êáé α /∈ S.

Áðüä. ÿóôù S ôï MΔ{óýíïëï üëùí ôùí öSSëôñùí óôï A ðïõ ðåñéÝœïõí ôï S_0 êáé äåí ðåñéÝœïõí ôï óôïéœåSSï α. Áðü ôçí ðñüôáóç 1.36 Ýœïõìå üôé êÜèå áëõóSSäá A áðü óôïéœåSSá ôïõ S Ýœåé Ýíá Üíù öñÜãìá óôï S, ôï � A. ÅðïìÝíùò, áðü ôï ëÞììá ôïõ Zorn Ýœïõìå üôé ôï S Ýœåé ìåãéóôéêü óôïéœåSSï S.

Éóœýåé üôé S_0 ⊆ S êáé α /∈ S. ÅðéðëÝïí, Ýóôù üôé S = S_1 ∧ S_2, üðïõ S_1, S_2 ãíÞóéá öSSëôñá óôï A. Ôüôå S_0 ⊆ S_1 êáé S_0 ⊆ S_2, åíþ α /∈ S_1 Þ α /∈ S_2. ÅðïìÝíùò, S_1 ∈ S Þ S_2 ∈ S, Üñá, åðåéäÞ ôï S åSSíáé ìåãéóôéêü óôïéœåSSï ôïõ S, S ⊆ S_1 êáé S ⊆ S_2, Ýœïõìå S = S_1 Þ S = S_2. ■ Áêüìç, ïñSSæïõìå ôçí Ýííïéá ôùí ðáñáãüìåíùí öSSëôñùí.

Ðñüôáóç 1.38 ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ êáé B_0 ⊆ A ìç êåíü óýíïëï. Ôüôå ôï óýíïëï:

S = {α ∈ A | ( � B) ≤ α, B ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ B_0} åSSíáé öSSëôñï óôï Á êáé ëÝãåôáé ðáñáãüìåíï öSSëôñï ôïõ B_0.

Áðüä. Ãéá êÜèå α, β ∈ A, áí (α ∧ β) ∈ S, ôüôå õðÜñœåé ðåðåñáóìÝíï B ⊆ B_0 ôÝôïéï þóôå ( � B) ≤ (α ∧ β), åðïìÝíùò ( � B) ≤ α êáé ( � B) ≤ β, Üñá α, β ∈ S.

ÁíôSSèåôá, áí α, β ∈ S, õðÜñœïõí ðåðåñáóìÝíá B_1, B_2 ⊆ B_0 ôÝôïéá þóôå ( � B_1) ≤ α êáé ( � B_2) ≤ β. ÅðïìÝíùò, ( � B_1) ∧ ( � B_2) = � (B_1 ∪ B_2) ≤ α, β, Üñá � (B_1 ∪ B_2) ≤ (α ∧ β), ïðüôå (α ∧ β) ∈ S. ■ ÔÝëïò, áðïäåéêíýïõìå äýï œñÞóéìåò ðñïôÜóåéò ãéá åðéìåñéóôéêÜ äéêôõùôÜ.

Ðñüôáóç 1.39 ÿóôù åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩. Ôüôå êÜèå ìç-áíáãþãéìï öSSëôñï óôï A åSSíáé ðñþôï.

Áðüä. ÿóôù ãíÞóéï öSSëôñï S óôï A. Áí ôï S äåí åSSíáé ðñþôï, ôïôå õðÜñœïõí α, β ∈ A ôÝôïéá þóôå (α ∨ β) ∈ S êáé α, β /∈ S. Áí S_1 åSSíáé ôï ðáñáãüìåíï öSSëôñï ôïõ S ∪ {α} êáé S_2 ôï ðáñáãüìåíï öSSëôñï ôïõ S ∪ {β}, ôüôå S_1 ∩ S_2 ⊆ S. Ôï ôåëåõôáSSï éóœýåé äéüôé ãéá êÜèå γ ∈ A, áí γ ∈ (S_1 ∩S_2), ôüôå õðÜñœïõí ðåðåñáóìÝíá B_1, B_2 ⊆ S ôÝôïéá þóôå ( � B_1) ∧ α ≤ γ êáé ( � B_2) ∧ β ≤ γ. ÅðåéäÞ ôï S åSSíáé öSSëôñï êáé ôá B_1, B_2 åSSíáé ðåðåñáóìÝíá, õðÜñœïõí β_1, β_2 ∈ S ôÝôïéá þóôå β_1 = ( � B_1) êáé β_2 = ( � B_2), ïðüôå (β_1 ∧ α) ≤ γ êáé (β_2 ∧ β) ≤ γ. ÅðïìÝíùò, (β_1 ∧ α) ∨ (β_2 ∧ β) ≤ γ.

ÄåäïìÝíïõ üôé ôï A åSSíáé åðéìåñéóôéêü, Ýœïõìå:

β_1 ∧ β_2 ∧ (α ∨ β) ≤ (β_1 ∧ β_2 ∧ α) ∨ (β_1 ∧ β_2 ∧ β) ≤ (β_1 ∧ α) ∨ (β_2 ∧ β) ≤ γ

ĳëïé üñïé óôï áñéóôåñüôåñï ìÝëïò ôçò ðáñáðÜíù óœÝóçò áíïSSêïõí óôï S, åðïìÝíùò êáé ç ôïìÞ ôïõò áíÞêåé óôï S, Üñá ôï γ áíÞêåé óôï S.

ÅðéðëÝïí, éóœýåé S ⊆ S_1 ∩ S_2, ïðüôå S = S_1 ∩ S_2. ÅðåéäÞ S ≠ S_1 êáé S ≠ S_2, ôï S äåí åSSíáé ìç-áíáãþãéìï. ■ Ðñüôáóç 1.40 ÿóôù äéêôõùôü ⟨A, ∧, ∨⟩ êáé S_0 ðñþôï öSSëôñï óôï A. Ôüôå ãéá êÜèå α, β ∈ A, áí (α ⇒ β) /∈ S_0, ôüôå õðÜñœåé ðñþôï öSSëôñï S ôÝôïéï þóôå S_0 ⊆ S, α ∈ S êáé β /∈ S.

Áðüä. ÿóôù S^′ ôï ðáñáãüìåíï öSSëôñï ôïõ S_0 ∪ {α}. Éóœýåé üôé β /∈ S^′, äéüôé óå äéáöïñåôéêÞ ðåñSSðôùóç õðÜñœåé ðåðåñáóìÝíï B ⊆ S_0 ôÝôïéï þóôå ( � B) ∧ α ≤ β, äçëáäÞ õðÜñœåé γ ∈ S_0 ôÝôïéï þóôå (γ ∧α) ≤ β, ïðüôå γ ≤ (α ⇒ β) êáé (α ⇒ β) ∈ S_0. ÅðéðëÝïí, S_0 ∪ {α} ⊆ S^′ êáé, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.37, õðÜñœåé ìç-áíáãþãéìï öSSëôñï S ôÝôïéï þóôå S^′ ⊆ S êáé β /∈ S.

ÅðïìÝíùò, S_0 ⊆ S, α ∈ S, β /∈ S êáé, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.39, ôï S åSSíáé ðñþôï öSSëôñï óôï A. ■ 1.5 ÄéêôõùôÜ êáé Ðëåéïíüôéìåò ËïãéêÝò

Óå áíôSSèåóç ìå ôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, óôéò ðëåéïíüôéìåò ëïãéêÝò äåí áñêïýìáóôå óå áðïíïìÝò áëÞèåéáò ìå óýíïëï ôéìþí ôï {⊤, ⊥}, áëëÜ åðéôñÝðïõìå ïé áðïíïìÝò áëÞèåéáò íá äSSíïõí ðåñéóóüôåñåò áðü äýï äéáêñéôÝò ôéìÝò. ÖõóéêÜ ôï íá ïñSSóïõìå ìüíï ôï

1.5 ÄéêôõùôÜ êáé Ðëåéïíüôéìåò ËïãéêÝò 29

óýíïëï ôùí áëçèïôéìþí ðïõ èá åðéôñÝøïõìå äåí åSSíáé áñêåôü, ðñÝðåé êáé íá ïñSSóïõìå ôéò ëïãéêÝò ðñÜîåéò ðïõ ìáò œñåéÜæïíôáé óôï óýíïëï ôùí áëçèïôéìþí. Ç ðñïóÝããéóç ðïõ èá áêïëïõèÞóïõìå åSSíáé íá åðéëÝãïõìå ïé áëçèïôéìÝò íá áðïôåëïýí ôá óôïéœåSSá åíüò äéêôõùôïý. Ìå ôïí ôñüðï áõôü åîáóöáëSSæïõìå ôç óùóôÞ, äéáéóèçôéêÞ åñìçíåSSá ôùí ëïãéêþí ðñÜîåùí {\êáé",\ç"} ìå ôéò ðñÜîåéò {\ôïìÞ",\Ýíùóç"} ôïõ äéêôõùôïý. Åêôüò áõôïý, ïñSSæïõìå êáé ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï óýíïëï ôùí áëçèïôéìþí, êáèþò èÝëïõìå êÜðïéåò áëçèïôéìÝò íá óõãêñSSíïíôáé (ðœ. ïé ⊤, ⊥ ìå üëåò ôéò õðüëïéðåò), œùñSSò üìùò íá åðéâÜëïõìå üëá ôá æåýãç áëçèïôéìþí íá åSSíáé óõãêñSSóéìá. Áõôü åSSíáé ðïëý óçìáíôéêü, êáèþò óå ìéá åöáñìïãÞ ðëåéïíüôéìçò ëïãéêÞò äýóêïëá èá ìðïñïýóáìå íá óõãêñSSíïõìå ãéá ðáñÜäåéãìá ôéò áëçèïôéìÝò \áíáëçèÝò ìå ðïóïóôü áëÞèåéáò 70%" êáé \áíáëçèÝò ëüãù âëÜâçò óôçí åðåîåñãáóSSá".

ÓçìåSSùóç. ÁîSSæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ïé üñïé áíáëçèÝò (üœé ⊤) êáé øåõäÝò (⊥) äåí ôáõôSSæïíôáé ðëÝïí. ËÝãïíôáò üôé êÜôé åSSíáé áíáëçèÝò (Þ üôé äåí åSSíáé áëçèÝò), åííïýìå üôé ðáSSñíåé êÜðïéá áëçèïôéìÞ äSSáöïñç ôïõ ⊤. ÏìïSSùò, äåí ôáõôSSæïíôáé ïé üñïé áëçèÝò (⊤) êáé ìç-øåõäÝò (üœé ⊥).

ÅðéðëÝïí, åðéëÝãïõìå ôï ðëÞèïò ôùí áëçèïôéìþí íá åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, ãåãïíüò ðïõ óõíÜäåé ìå ôá ðåñéóóüôåñá ðñáêôéêÜ ðñïâëÞìáôá. Ìå ôç œñÞóç êÜðïéïõ ðåðåñáóìÝíïõ äéêôõùôïý Ýœïõìå áõôüìáôá ìÝãéóôï êáé åëÜœéóôï óôïéœåSSï (⊤, ⊥). Ãéá íá Ýœåé êÜðïéá õðïëïãSSóéìç éóœý ç ëïãéêÞ ìáò, ðñÝðåé íá óõìðåñéëÜâïõìå óôá ðñïôáóéáêÜ ìáò óýìâïëá áõôü ôçò óõíåðáãùãÞò (⊃). Ç åñìçíåSSá ôçò ëïãéêÞò óõíåðáãùãÞò ãSSíåôáé ìå ôçí ðñÜîç ôïõ óœåôéêïý øåõäï-óõìðëçñþìáôïò (⇒), ôï ïðïSSï õðïèÝôïõìå üôé õðÜñœåé ãéá êÜèå æåýãïò áëçèïôéìþí. Ãéá ôçí åðéëïãÞ áõôÞ, ìðïñïýìå åí óõíôïìSSá íá ðïýìå üôé äSSíïõìå óôç óõíåðáãùãÞ ôç ìåãáëýôåñç áëçèïôéìÞ ðïõ ôéò \áîSSæåé", äçëáäÞ ôç ìåãáëýôåñç áëçèïôéìÞ þóôå ç ôïìÞ ôçò ìå ôçí áëçèïôéìÞ ôçò õðüèåóçò íá ìçí õðåñâáSSíïõí áõôÞí ôïõ óõìðåñÜóìáôïò. Áíáëõôéêüôåñá ìðïñïýìå íá åðéœåéñçìáôïëïãÞóïõìå ùò åîÞò.

ÿóôù üôé èÝëïõìå íá õðïëïãSSóïõìå ôçí áëÞèåéá ôçò Ýêöñáóçò ϕ ⊃ ψ êáé ãíùñSSæïõìå üôé ç áëÞèåéá ôçò ϕ Ýœåé ôçí ôéìÞ α, åíþ áõôÞ ôçò ψ ôçí ôéìÞ β. ÕðÜñœïõí ôñSSá åíäåœüìåíá:

• α ≤ β. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ç óõíåðáãùãÞ ðñÝðåé íá áëçèåýåé åSSôå \åí êåíþ" (áí α < β), åSSôå ôáõôïôéêÜ (áí α = β). Ìå áõôüí ôïí ôñüðï åîáóöáëSSæïõìå åêôüò ôùí Üëëùí üôé, áí ç óõíåðáãùãÞ êáé ç õðüèåóç åSSíáé áëçèåSSò, ôüôå åSSíáé êáé ôï óõìðÝñáóìá.

• β < α. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç Ýœïõìå Ýíá óõìðÝñáóìá ðïõ åSSíáé áíáëçèÝóôåñï ôçò õðüèåóçò, ïðüôå óSSãïõñá Ýœïõìå ìéáí áíáëçèÞ óõíåðáãùãÞ. Åöüóïí ôï óõìðÝñáóìá äå óõíÜãåôáé áðü ôçí õðüèåóç, ç óõíåðáãùãÞ åSSíáé ôüóï (áí)áëçèÞò, üóï (áí)áëçèÝò åSSíáé êáé ôï óõìðÝñáóìá.

• α ≰ β, β ≰ α. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç äåí åSSíáé óõãêñSSóéìåò ïé áëçèïôéìÝò ôçò õðüèåóçò êáé ôïõ óõìðåñÜóìáôïò, ïðüôå êáôáöåýãïõìå óôï åðéœåSSñçìá ôçò ìåãáëýôåñçò áëçèïôéìÞò ðïõ áîSSæåé óôç óõíåðáãùãÞ.

ÐáñáðÜíù õðïèÝóáìå üôé ãéá êÜèå æåýãïò áëçèïôéìþí õðÜñœåé ôï óœåôéêü ôïõò øåõäïóõìðëÞñùìá, äçëáäÞ üôé ïé áëçèïôéìÝò áíÞêïõí óå Ýíá óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíï äéêôõùôü. ÄåäïìÝíïõ üôé ôï äéêôõùôü ôùí áëçèïôéìþí åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, áõôü éóïäõíáìåSS (ðñüôáóç 1.31) ìå ôçí õðüèåóç åíüò åðéìåñéóôéêïý äéêôõùôïý. Åí êáôáêëåSSäé, ïé ðëåéïíüôéìåò ëïãéêÝò ðïõ èá åîåôÜóïõìå óôá åðüìåíá êåöÜëáéá èá áíáöÝñïíôáé óå ðåðåñáóìÝíá åðéìåñéóôéêÜ äéêôõùôÜ áëçèïôéìþí.

ÊåöÜëáéï 2

Ðëåéïíüôéìç ËïãéêÞ

Óôï êåöÜëáéï áõôü, ôï ïðïSSï åSSíáé âáóéóìÝíï óôï [Fit92a], åîåôÜæïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá Ðëåéïíüôéìçò ËïãéêÞò (ÐëË), ôï ïðïSSï èá åðåêôåSSíïõìå óôç óõíÝœåéá ìå ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò. ĳðùò áíáöÝñáìå êáé ðñïçãïýìåíá, óôéò ÐëË ðïõ åîåôÜæïõìå èåùñïýìå üôé ç áëÞèåéá äåí ðáSSñíåé ôéìÝò áðü ôï óýíïëï {⊤, ⊥}, áëëÜ áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü T . Ôéò ôéìÝò ôïõ T ôéò ëÝìå áëçèïôéìÝò. Ç äéÜôáîç óõìâïëSSæåôáé ìå ≤ êáé ïé ðñÜîåéò ôçò ôïìÞò êáé ôçò Ýíùóçò ìå ∧ êáé ∨, áíôSSóôïéœá. Êáèþò ôï T åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, Ýœåé ìÝãéóôï óôïéœåSSï ⊤ êáé åëÜœéóôï ⊥, ìå ⊥ < ⊤.

2.1 ÌåñéêïSS ïñéóìïSS

Óôç óõíÝœåéá ïñSSæïõìå ôçí ðñïôáóéáêÞ ãëþóóá óôçí ïðïSSá åñãáæüìáóôå, ç ïðïSSá èá ðñÝðåé ôþñá íá åSSíáé óõìâáôÞ ìå ôï ãåãïíüò üôé Ýœïõìå áëçèïôéìÝò ðÜíù óå äéêôõùôü. Áí êáé óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ åSSíáé åýêïëï íá áíáðáñáóôÞóïõìå óôç ãëþóóá ìáò ôá ⊥ êáé ⊤, ìå ôïõò ôýðïõò p ∧ ¬p êáé p ∨ ¬p, åäþ äåí ìðïñåSS íá ãSSíåé áõôü, ôïõëÜœéóôïí óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç ðåðåñáóìÝíùí äéêôõùôþí ðïõ åîåôÜæïõìå. Ãéá ôï ëüãï áõôü, ðñïóèÝôïõìå ãéá êÜèå óôïéœåSSï ôïõ óõíüëïõ T ìéá óôáèåñÜ óôç ãëþóóá ìáò.

Ïñéóìüò 2.1 Ç ãëþóóá L_T ôïõ ðëåéïíüôéìïõ ðñïôáóéáêïý ëïãéóìïý ìå áëçèïôéìÝò áðü ôï T ïñSSæåôáé áðü:

• Ôï óýíïëï ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí, ôï ïðïSSï ðåñéÝœåé ôá:

1. Óýìâïëá ìåôáâëçôþí: p, q, êëð. Ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí óõìâïëSSæåôáé ΠM êáé åSSíáé áñéèìÞóéìï.

2. Óýìâïëá ëïãéêþí ðñÜîåùí: ∧, ∨, ⊃.

3. ÂïçèçôéêÜ óýìâïëá ãéá ðáñåíèÝóåéò, êüììá, êëð.

• Ôï óýíïëï ôùí ìç ëïãéêþí óõìâüëùí, ôï ïðïSSï áðïôåëåSSôáé áðü ðñïôáóéáêÝò óôáèåñÝò, óõìâ. α̂, β̂, . . . , ïé ïðïSSåò áíáðáñéóôïýí ôá ìÝëç ôïõ T óôçí L_T . Ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí óôáèåñþí óõìâïëSSæåôáé ìå ΠΣ.

Ïé áëçèïôéìÝò ⊤ êáé ⊥ áíáðáñSSóôáíôáé áðü ôá SSäéá óýìâïëá (⊤, ⊥) êáé ç äéÜêñéóç ìåôáîý ðñïôáóéáêþí óõìâüëùí êáé áëçèïôéìþí ãSSíåôáé áðü ôá óõìöñáæüìåíá.

Áò ïñSSóïõìå ôþñá êáé ôïõò (óùóôïýò) ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò óôçí L_T .

Ïñéóìüò 2.2 Ïé ðñïôáóéáêïSS ôýðïé óôçí L_T ïñSSæïíôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

• ÁôïìéêïSS ôýðïé ôçò L_T åSSíáé ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò (ΠM) êáé ïé ðñïôáóéáêÝò óôáèåñÝò (ΠΣ). Ôï óýíïëï ôùí áôïìéêþí ôýðùí óõìâïëSSæåôáé AT (AT = ΠM ∪ ΠΣ).

• Ôýðïé ôçò L_T åSSíáé ïé áôïìéêïSS ôýðïé, åíþ áí ϕ êáé ψ åSSíáé ôýðïé, ôüôå ïé (ϕ ∨ ψ), (ϕ ∧ ψ) êáé (ϕ ⊃ ψ) åSSíáé åðSSóçò ôýðïé ôçò L_T . Ôï óýíïëï ôùí ôýðùí óõìâïëSSæåôáé ΠT .

Ðáñáôçñïýìå üôé óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ëåSSðåé ç êáôçãïñSSá ðñïôáóéáêþí ôýðùí ôçò ìïñöÞò ¬ϕ. Ôï óýìâïëï ¬ äåí åSSíáé ðñùôáñœéêü êáé áíôéóôïéœåSS óôçí ðñÜîç ôïõ øåõäï-óõìðëçñþìáôïò óôï T , äçëáäÞ ôïõ óœåôéêïý øåõäï-óõìðëçñþìáôïò ùò ðñïò ⊥. ÿœïõìå ëïéðüí üôé ãéá êÜèå ôýðï ϕ, ôï ¬ϕ åSSíáé óõíôïìïãñáöSSá ôïõ ϕ ⊃ ⊥. ÌÝíåé íá ïñSSóïõìå êáé ôéò óõíáñôÞóåéò áðïíïìÞò áëÞèåéáò, ôéò ïðïSSåò ïíïìÜæïõìå áíáèÝóåéò. Ïé áíáèÝóåéò ðïõ œñåéáæüìáóôå ðñÝðåé íá áíáèÝôïõí óôá óýìâïëá áëçèïôéìþí ôéò áíôSSóôïéœåò áëçèïôéìÝò.

Ïñéóìüò 2.3 Ùò áíÜèåóç ïñSSæïõìå ìéá óõíÜñôçóç υ : AT → T , ç ïðïSSá éêáíïðïéåSS ôïí ðåñéïñéóìü υ(α̂) = α, üðïõ α ∈ T , ãéá êÜèå α̂ ∈ ΠΣ.

Áí ç υ åSSíáé ìéá áíÜèåóç, áõôÞ ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå ìéá ãåíéêåõìÝíç áíÜèåóç ῡ, ç ïðïSSá Ýœåé ùò ðåäSSï ïñéóìïý üœé ìüíïí ôï AT , áëëÜ ôï óýíïëï ôùí ôýðùí ôçò L_T .

Ïñéóìüò 2.4 Ç ãåíSSêåõóç ῡ ôçò υ, åSSíáé ç óõíÜñôçóç ῡ : ΠT → T , ðïõ ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

ÿóôù ϕ, ψ ôýðïé êáé ϕ^′ áôïìéêüò ôýðïò, ôüôå:

• ῡ(ϕ^′) = υ(ϕ^′)

• ῡ(ϕ ∧ ψ) = ῡ(ϕ) ∧ῡ(ψ)

• ῡ(ϕ ∨ ψ) = ῡ(ϕ) ∨ῡ(ψ)

• ῡ(ϕ ⊃ ψ) =ῡ(ϕ) ⇒ῡ(ψ), üðïõ ìå ” ⇒ ” óõìâïëSSæïõìå ôçí ðñÜîç ôïõ óœåôéêïý øåõäï-óõìðëçñþìáôïò.

Óôï åîÞò èá óõìâïëSSæïõìå ôçí ῡ áðëþò υ, äåäïìÝíïõ üôé äåí õðÜñœåé ðåñSSðôùóç óýœãõóçò.

Óôéò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò èá áíáðôýîïõìå Ýíá ëïãéóìü áêïëïõèçôþí ôýðïõ Gentzen, Ýíá óýóôçìá äçëáäÞ áðïäåSSîåùí ãéá ôçí L_T . Óôç óõíÝœåéá èá áðïäåSSîïõìå ôçí ïñèüôçôá êáé ôçí ðëçñüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý.

2.2 Ï Ëïãéóìüò Áêïëïõèçôþí SC_T

Ï ëïãéóìüò áêïëïõèçôþí ïöåSSëåôáé óôïí Gentzen êáé "åSSíáé ç ïìïñöüôåñç åéêïíïãñÜöçóç ôùí óõììåôñéþí ôçò ËïãéêÞò" ([GTL89]). ĳðùò åSSðáìå, åSSíáé Ýíá óýóôçìá áðïäåSSîåùí êáé âáóSSæåôáé óôïõò áêïëïõèçôÝò (sequents).

Ïñéóìüò 2.5 ÿíáò áêïëïõèçôÞò ôïõ SC_T åSSíáé ìéá Ýêöñáóç ôçò ìïñöÞò:

Γ → Δ

üðïõ ôá Γ, Δ åSSíáé óýíïëá ôýðùí ôçò L_T .

Ìéá áðëïúêÞ åñìçíåSSá ôçò ðáñáðÜíù Ýêöñáóçò åSSíáé üôé ç óýæåõîç ôùí ðñïôÜóåùí áñéóôåñÜ ôïõ âÝëïõò óõíåðÜãåôáé ôç äéÜæåõîç áõôþí óôá äåîéÜ ôïõ âÝëïõò. Óôçí ðåñSSðôùóç ôçò L_T , ïñSSæïõìå ôçí åãêõñüôçôá åíüò áêïëïõèçôÞ ùò åîÞò.

Ïñéóìüò 2.6 ËÝìå üôé ç áíÜèåóç υ éêáíïðïéåSS ôïí áêïëïõèçôÞ Γ → Δ, áí åSSôå óå êÜðïéï óôïéœåSSï ôïõ Ã äåí áíáôSSèåôáé ôï ⊤, åSSôå óå êÜðïéï óôïéœåSSï ôïõ Ä áíáôSSèåôáé ôï ⊤.

Áõôü ìðïñåSS íá äéáôõðùèåSS åíáëëáêôéêÜ ùò:

ËÝìå üôé ç áíÜèåóç υ éêáíïðïéåSS ôïí áêïëïõèçôÞ Γ → Δ, áí åSSôå êÜðïéï óôïéœåSSï ôïõ Ã äåí åSSíáé áëçèÝò, åSSôå êÜðïéï óôïéœåSSï ôïõ Ä åSSíáé áëçèÝò ìÝóù ôçò υ. ÿíáò áêïëïõèçôÞò ëÝãåôáé éêáíïðïéÞóéìïò, áí õðÜñœåé áíÜèåóç υ ðïõ íá ôïí éêáíïðïéåSS.

ÿíáò áêïëïõèçôÞò ëÝãåôáé Ýãêõñïò, áí éêáíïðïéåSSôáé áðü êÜèå áíÜèåóç υ.

Ãéá åõêïëSSá óôï óõìâïëéóìü, óôïõò áêïëïõèçôÝò èá óõìâïëSSæïõìå ìå Γ, Δ, . . . óýíïëá ôýðùí, åíþ áí ϕ Ýíáò ôýðïò, ôï Γ ∪ {ϕ} èá ôï óõìâïëSSæïõìå óõœíÜ Γ, ϕ. ÃåíéêÜ ïé ôýðïé èá óõìâïëSSæïíôáé ìå ϕ, ψ, χ, . . .

ÅéóÜãïõìå êáíüíåò êáé áîéþìáôá, îåêéíþíôáò áðü ôçí êáôçãïñSSá ôùí äïìéêþí êáíüíùí.

ÁîSSùìá Ôáõôüôçôáò ϕ → ϕ

Êáíüíáò ÅîáóèÝíçóçò (W eakening)

Γ → Δ Γ ∪ Γ^′ → Δ ∪ Δ^′ Êáíüíáò ÔïìÞò (Cut)

Γ → Δ, ϕ Γ, ϕ → Δ Γ → Δ Áêïëïõèïýí êáíüíåò ãéá ôç óõíåðáãùãÞ.

ÁîSSùìá Ìåôáâáôéêüôçôáò

ϕ ⊃ χ, χ ⊃ ψ → ϕ ⊃ ψ

Êáíüíáò RI ⊃ Γ, α̂ ⊃ ϕ → Δ, α̂ ⊃ ψ (ãéá êÜèå á ∈ T ) Γ → Δ, ϕ ⊃ ψ Êáíüíáò ⊃ RI Γ, ψ ⊃ α̂ → Δ, ϕ ⊃ α̂ (ãéá êÜèå á ∈ T ) Γ → Δ, ϕ ⊃ ψ Áêïëïõèïýí ôá áîéþìáôá ãéá ôïõò ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò.

Áîéþìáôá Óýæåõîçò → (ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ ψ χ ⊃ ϕ, χ ⊃ ψ → χ ⊃ (ϕ ∧ ψ) Áîéþìáôá ÄéÜæåõîçò → ϕ ⊃ (ϕ ∨ ψ) → ψ ⊃ (ϕ ∨ ψ) ϕ ⊃ χ, ψ ⊃ χ → (ϕ ∨ ψ) ⊃ χ Áîéþìáôá ÓõíåðáãùãÞò (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ → ϕ ⊃ (ψ ⊃ χ) ϕ ⊃ (ψ ⊃ χ) → (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ Áêïëïõèïýí áîéþìáôá óœåôéêÜ ìå ôéò éäéüôçôåò ôïõ T .

Áîéþìáôá Ðñïôáóéáêþí Óôáèåñþí → α̂ ⊃ β̂ ãéá êÜèå α, β ∈ T ìå α ≤ β α̂ ⊃ β̂ → ãéá êÜèå α, β ∈ T ìå α ≰ β Áîéþìáôá ÌåôáôñïðÞò ϕ → (⊤ ⊃ ϕ) (⊤ ⊃ ϕ) → ϕ ÿœïíôáò ðëÝïí ôïõò ðáñáðÜíù êáíüíåò, ìðïñïýìå íá ðñïœùñÞóïõìå óôïí ïñéóìü ôçò áðüäåéîçò.

Ïñéóìüò 2.7 Áðüäåéîç óå Ýíá ëïãéóìü áêïëïõèçôþí åSSíáé Ýíá äÝíäñï (ìå ôá öýëëá ðñïò ôá åðÜíù) óôá öýëëá ôïõ ïðïSSïõ õðÜñœïõí ïé õðïèÝóåéò, åíþ óôç ñSSæá ôï óõìðÝñáóìá.

Áí üëåò ïé õðïèÝóåéò åSSíáé áîéþìáôá, ôüôå ôï óõìðÝñáóìá åSSíáé èåþñçìá. Áí üëåò ïé õðïèÝóåéò åSSíáé åSSôå áîéþìáôá, åSSôå èåùñÞìáôá, ôüôå ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôá èåùñÞìáôá ìå ôéò áðïäåSSîåéò ôïõò êáé íá Ýœïõìå ìéá íÝá áðüäåéîç ìå õðïèÝóåéò ìüíï áîéþìáôá. Óõíåðþò, êáé óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ôï óõìðÝñáóìá åSSíáé èåþñçìá.

ÓçìåSSùóç 2.8 Èá œñçóéìïðïéïýìå ôç óõíôïìïãñáöSSá ϕ ≡ ψ áíôSS ôïõ (ϕ ⊃ ψ) ∧ (ψ ⊃ ϕ).

ÅðéðëÝïí, ðïëý óõœíÜ èá œñçóéìïðïéïýìå åîáóèÝíçóç êáé áìÝóùò ìåôÜ ôïìÞ. Óå áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò, ãéá åõêïëSSá ìðïñïýìå íá ìç ãñÜöïõìå êáèüëïõ ôï âÞìá ôçò åîáóèÝíçóçò. ÿôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá áíôSS íá ãñÜøïõìå:

Γ, ϕ → Δ W Γ ∪ Γ^′, ϕ → Δ ∪ Δ^′

Γ^′ → Δ^′, ϕ W Γ ∪ Γ^′ → Δ ∪ Δ^′, ϕ C Γ ∪ Γ^′ → Δ ∪ Δ^′

Ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå áðåõèåSSáò:

Γ, ϕ → Δ Γ^′ → Δ^′, ϕ C Γ ∪ Γ^′ → Δ ∪ Δ^′ ÐáñáêÜôù ðáñÜèÝôïõìå êÜðïéåò ðñïôÜóåéò, ïðüôå ìðïñïýìå íá äïýìå êáé êÜðïéá ðáñáäåSSãìáôá áðïäåSSîåùí.

Ðñüôáóç 2.9 Ãéá êÜèå ôýðï ϕ, → ϕ ⊃ ϕ.

Áðüä. ÿóôù α Ýíá óôïéœåSSï ôïõ T . Ôüôå:

α̂ ⊃ ϕ → α̂ ⊃ ϕ RI ⊃ → ϕ ⊃ ϕ

üðïõ ç õðüèåóç åSSíáé áîSSùìá (ôáõôüôçôá). ■ Ðñüôáóç 2.10 Ãéá êÜèå ôýðï ϕ, → ϕ ⊃ ⊤ êáé → ⊥ ⊃ ϕ.

Áðüä. Èá áðïäåSSîïõìå ôï äåýôåñï. Ôï ðñþôï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïSSùò. ÿóôù α óôïéœåSSï ôïõ T , ôüôå:

→ ⊥ ⊃ α̂ W ϕ ⊃ α̂ → ⊥ ⊃ α̂ ⊃ RI → ⊥ ⊃ ϕ ■

Ðñüôáóç 2.11 Ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò ϕ, ψ, χ éóœýåé üôé:

ϕ ⊃ χ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ

ϕ ⊃ χ, ψ ⊃ χ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ χ ⊃ ϕ → χ ⊃ (ϕ ∨ ψ)

Áðüä. Áðïäåéêíýïõìå ôï ðñþôï êáé ôï äåýôåñï ðñïêýðôåé ìå åîáóèÝíçóç.

(ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ, ϕ ⊃ χ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ C ϕ ⊃ χ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ

Ãéá ôï ôñSSôï Ýœïõìå:

χ ⊃ ϕ, ϕ ⊃ (ϕ ∨ ψ) → χ ⊃ (ϕ ∨ ψ) → ϕ ⊃ (ϕ ∨ ψ) C χ ⊃ ϕ → χ ⊃ (ϕ ∨ ψ) ■ Ðñüôáóç 2.12 Óå êÜèå áêïëïõèçôÞ ðïõ åìöáíSSæåôáé ï ôýðïò ϕ ìðïñïýìå íá ôïí áíôéêáôáóôÞóïõìå ìå ôïí ⊤ ⊃ ϕ êáé áíôéóôñüöùò.

Áðüä. Èá äåSSîïõìå ìüíïí ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ï ϕ åìöáíSSæåôáé áñéóôåñÜ ôïõ âÝëïõò ôïõ áêïëïõèçôÞ. Ïé õðüëïéðåò (ôñåéò) ðåñéðôþóåéò áðïäåéêíýïíôáé ðáñïìïSSùò.

Γ, ϕ → Δ ⊤ ⊃ ϕ → ϕ C Γ, ⊤ ⊃ ϕ → Δ ■ Ëüãù ôçò ðáñáðÜíù ðñüôáóçò, ìðïñïýìå íá ôáõôSSæïõìå êÜèå ôýðï ϕ ìå ôïí ⊤ ⊃ ϕ. ÿôóé áðïäåéêíýïíôáé åýêïëá ïé äýï ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò.

Ðñüôáóç 2.13 Ãéá êÜèå æåýãïò ôýðùí ϕ, ψ éóœýåé ϕ ∧ ψ → ϕ.

Áðüä. Ìå åöáñìïãÞ ôçò ðáñáðÜíù ðñüôáóçò:

(ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ, ⊤ ⊃ (ϕ ∧ ψ) → ⊤ ⊃ ϕ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ C ⊤ ⊃ (ϕ ∧ ψ) → ⊤ ⊃ ϕ ■

Ðñüôáóç 2.14 Ï ðáñáêÜôù åSSíáé ðáñáãüìåíïò êáíüíáò.

Γ → ϕ Γ → ψ Γ → ϕ ∧ ψ

Áðüä. ÿœïõìå üôé:

⊤ ⊃ ϕ, ⊤ ⊃ ψ → ⊤ ⊃ (ϕ ∧ ψ) Γ → ⊤ ⊃ ϕ C Γ, ⊤ ⊃ ψ → ⊤ ⊃ (ϕ ∧ ψ) Γ → ⊤ ⊃ ψ C Γ → ⊤ ⊃ (ϕ ∧ ψ)

■ Ï åðüìåíåò äýï ðñïôÜóåéò óõíäÝïõí ôçí éóïäõíáìSSá ìå ôç óõíåðáãùãÞ óôéò äýï êáôåõèýíóåéò.

Ðñüôáóç 2.15 Ï ðáñáêÜôù åSSíáé ðáñáãüìåíïò êáíüíáò. Γ → ϕ ⊃ ψ Γ → ψ ⊃ ϕ Γ → ϕ ≡ ψ Áðüä. ÅöáñìïãÞ ôçò ðñüôáóçò 2.14. ■ Ðñüôáóç 2.16 Ãéá êÜèå æåýãïò ôýðùí ϕ, ψ éóœýåé üôé ϕ ≡ ψ → ϕ ⊃ ψ.

Áðüä. ÅöáñìïãÞ ôçò ðñüôáóçò 2.13. ■ Ðñüôáóç 2.17 Ãéá êÜèå ôýðï ϕ éóœýåé üôé ϕ → ϕ ≡ ⊤ êáé ϕ ≡ ⊤ → ϕ.

Áðüä. Ãéá ôï ðñþôï ìå œñÞóç ôçò ðñüôáóçò 2.12 Ýœïõìå:

→ ⊤ ⊃ (ϕ ⊃ ⊤) ϕ → ⊤ ⊃ (⊤ ⊃ ϕ) ⊤ ⊃ (ϕ ⊃ ⊤), ⊤ ⊃ (⊤ ⊃ ϕ) → ⊤ ⊃ (ϕ ≡ ⊤) C ϕ, ⊤ ⊃ (ϕ ⊃ ⊤) → ⊤ ⊃ (ϕ ≡ ⊤) C ϕ → ⊤ ⊃ (ϕ ≡ ⊤) Ãéá ôï äåýôåñï ìå œñÞóç ôçò ðñüôáóçò 2.16 Ýœïõìå: ϕ ≡ ⊤ → ⊤ ⊃ ϕ ⊤ ⊃ ϕ → ϕ C ϕ ≡ ⊤ → ϕ ■ Ðñüôáóç 2.18 Ï ðáñáêÜôù åSSíáé ðáñáãüìåíïò êáíüíáò. Γ → ϕ ⊃ ψ Γ, ϕ → ψ Áðüä.

Γ → ϕ ⊃ ψ ⊤ ⊃ ϕ, ϕ ⊃ ψ → ⊤ ⊃ ψ C Γ, ⊤ ⊃ ϕ → ⊤ ⊃ ψ ■ ÓçìåSSùóç 2.19 Ç áíôSSèåôç êáôåýèõíóç ôïõ ðáñáðÜíù êáíüíá äåí éóœýåé, äçëáäÞ ìå õðüèåóç ôï Γ, ϕ → ψ äåí áðïäåéêíýåôáé ôï Γ → ϕ ⊃ ψ . ÅîÜëëïõ, áí ãéá ðáñÜäåéãìá T = {⊥, τ, ⊤} ìå ⊥ < τ < ⊤ ôüôå ï τ̂ → ⊥ åSSíáé Ýãêõñïò, åíþ ï → τ̂ ⊃ ⊥ üœé.

Ðñüôáóç 2.20 Ï ðáñáêÜôù åSSíáé ðáñáãüìåíïò êáíüíáò: Γ, (ϕ ≡ α̂) → Δ (ãéá êÜèå α ∈ T ) Γ → Δ Áðüä. Ç áðüäåéîç åSSíáé äýóêïëç êáé ðåñéÝœåôáé óôï [Fit92a]. ■

2.3 Ïñèüôçôá êáé Ðëçñüôçôá

Ç ïñèüôçôá ôïõ ëïãéóìïý áêïëïõèçôþí ðïõ ïñSSóáìå åSSíáé óœåäüí Üìåóç. ÁñêåSS ãéá êÜèå áîSSùìá íá åëÝãîïõìå ôçí åãêõñüôçôÜ ôïõ êáé ãéá êÜèå êáíüíá íá åëÝãîïõìå üôé äéáôçñåSS ôçí åãêõñüôçôá, äçëáäÞ áí ïé õðïèÝóåéò ôïõ åSSíáé Ýãêõñåò, ôüôå åSSíáé êáé ôï óõìðÝñáóìÜ ôïõ.

ÅíäåéêôéêÜ èá äåSSîïõìå ôçí ïñèüôçôá ôïõ áîéþìáôïò ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò êáé ôïõ êáíüíá ôçò ôïìÞò.

Ðñüôáóç 2.21 Ôï áîSSùìá ôçò ìåôáâáôéêüôçôáò êáé ï êáíüíáò ôçò ôïìÞò åSSíáé ïñèïSS.

Áðüä. Ãéá ôç ìåôáâáôéêüôçôá Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå áíÜèåóç υ:

υ(ϕ ⊃ χ) ∧ υ(χ ⊃ ψ) = (υ(ϕ) ⇒ υ(χ)) ∧ (υ(χ) ⇒ υ(ψ)) ≤ υ(ϕ) ⇒ υ(ψ) áðü ðñüôáóç 1.29 = υ(ϕ ⊃ ψ)

Ïðüôå, áí υ(ϕ ⊃ χ) = υ(χ ⊃ ψ) = ⊤, ôüôå υ(ϕ ⊃ ψ) = ⊤ êáé ôï áîSSùìá åSSíáé Ýãêõñï. Ãéá ôçí ôïìÞ áò õðïèÝóïõìå üôé ï êáíüíáò äåí åSSíáé ïñèüò, ïðüôå õðÜñœåé áíÜèåóç υ ãéá ôçí ïðïSSá éêáíïðïéïýíôáé ïé õðïèÝóåéò (Γ, ϕ → Δ êáé Γ → Δ, ϕ), üœé üìùò êáé ôï óõìðÝñáóìá (Γ → Δ), äçëáäÞ:

υ(ϕ_γ ) = ⊤, υ(ϕ_δ) < ⊤ ãéá êÜèå ϕ_γ ∈ Γ, ϕ_δ ∈ Δ.

Ôüôå, åðåéäÞ ç υ éêáíïðïéåSS ôïí áêïëïõèçôÞ Γ, ϕ → Δ, èá Ýœïõìå áíáãêáóôéêÜ üôé:

υ(ϕ) < ⊤

Áõôü üìùò óõíåðÜãåôáé üôé ï Γ → Δ, ϕ äåí éêáíïðïéåSSôáé áðü ôç υ, Üôïðï. ■ Ç ðëçñüôçôá äåí åSSíáé ôüóï åýêïëï áðïôÝëåóìá êáé ãéá ôï ëüãï áõôü ðáñïõóéÜæåé ìåãáëýôåñï åíäéáöÝñïí. ÊáôáñœÞí, áò äïýìå ôé óçìáSSíåé ðëçñüôçôá óå áõôü ôï óýóôçìá áðïäåSSîåùí.

Ïñéóìüò 2.22 ÿíáò ëïãéóìüò áêïëïõèçôþí åSSíáé ðëÞñçò áí ãéá êÜèå æåýãïò Γ, Δ ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí áðü ôýðïõò Ýœïõìå üôé:

Áí ï áêïëïõèçôÞò Γ → Δ åSSíáé Ýãêõñïò, ôüôå åSSíáé êáé áðïäåSSîéìïò, áðïôåëåSS äçëáäÞ èåþñçìá.

Ìéá œñÞóéìç ðñüôáóç ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò åSSíáé ç åðüìåíç. Óçìåéþíïõìå üôé œùñSSò ôç œñÞóç ôùí äéáêñéôéêþí ãéá ôï äéáœùñéóìü ôùí ìåëþí ôïõ T áðü ôá óýìâïëá ðïõ ôá áíáðáñéóôïýí óôçí L_T , ç ðñüôáóç öáSSíåôáé ðñïöáíÞò. Ç áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò, üìùò, äåí åSSíáé ôüóï ðñïöáíÞò.

Ðñüôáóç 2.23 Ãéá êÜèå α, β ∈ T áðïäåéêíýïíôáé ôá ðáñáêÜôù: → ^ (α ∧ β) ≡ (α̂ ∧ β̂) → ^ (α ∨ β) ≡ (α̂ ∨ β̂) → ^ (α ⇒ β) ≡ (α̂ ⊃ β̂)

Áðüä. Èá áðïäåSSîïõìå ìüíï ôï ðñþôï. Ôá õðüëïéðá ðñïêýðôïõí ìå ðáñüìïéï ôñüðï. ÁñœéêÜ áðïäåéêíýïõìå ôç ìSSá óõíåðáãùãÞ. ÃíùñSSæïõìå üôé α ∧ β ≤ α êáé α ∧ β ≤ β ïðüôå: ^ (α ∧ β) ⊃ α̂, ^(α ∧ β) ⊃ β̂ → ^(α ∧ β) ⊃ (α̂ ∧ β̂) → ^(α ∧ β) ⊃ α̂ C ^ (α ∧ β) ⊃ β̂ → ^(α ∧ β) ⊃ (α̂ ∧ β̂) → ^(α ∧ β) ⊃ β̂ C → ^ (α ∧ β) ⊃ (α̂ ∧ β̂) Ãéá ôçí áíôSSèåôç óõíåðáãùãÞ åñãáæüìáóôå ùò åîÞò. Ãéá êÜèå τ ∈ T Ýœïõìå üôé:

åSSôå τ ≤ α êáé τ ≤ β ,åSSôå τ ≰ α , åSSôå τ ≰ β

Óôçí ðñþôç ðåñSSðôùóç Ýœïõìå üôé τ ≤ (α ∧ β) áðü ôïí ïñéóìü ôçò ôïìÞò (ïñéóìïSS 1.7,1.9), Üñá → τ̂ ⊃ ^(α ∧ β) Óôç äåýôåñç ðåñSSðôùóç Ýœïõìå üôé τ̂ ⊃ α̂ →. Óôçí ôñSSôç ðåñSSðôùóç Ýœïõìå üôé τ̂ ⊃ β̂ →.

ÅðïìÝíùò ìå åîáóèÝíçóç ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå τ ∈ T éóœýåé:

τ̂ ⊃ α̂, τ̂ ⊃ β̂ → τ̂ ⊃ ^(α ∧ β)

űñá ãéá êÜèå τ ∈ T Ýœïõìå:

τ̂ ⊃ α̂, τ̂ ⊃ β̂ → τ̂ ⊃ ^(α ∧ β) AM1 C τ̂ ⊃ β̂, τ̂ ⊃ (α̂ ∧ β̂), (α̂ ∧ β̂) ⊃ α̂ → τ̂ ⊃ ^(α ∧ β) AM2 C τ̂ ⊃ (α̂ ∧ β̂), (α̂ ∧ β̂) ⊃ α̂, (α̂ ∧ β̂) ⊃ β̂ → τ̂ ⊃ ^(α ∧ β) RI ⊃ (α̂ ∧ β̂) ⊃ α̂, (α̂ ∧ β̂) ⊃ β̂ → (α̂ ∧ β̂) ⊃ ^(α ∧ β) AΣ1 C (α̂ ∧ β̂) ⊃ β̂ → (α̂ ∧ β̂) ⊃ ^(α ∧ β) AΣ2 C → (α̂ ∧ β̂) ⊃ ^(α ∧ β) üðïõ ïé áêïëïõèçôÝò AM1, AM2 åSSíáé áîéþìáôá ìåôáâáôéêüôçôáò êáé ïé AΣ1, AΣ2 áîéþìáôá óýæåõîçò. ÓõãêåêñéìÝíá,

AM1 : τ̂ ⊃ (α̂ ∧ β̂), (α̂ ∧ β̂) ⊃ α̂ → τ̂ ⊃ α̂

AM2 : τ̂ ⊃ (α̂ ∧ β̂), (α̂ ∧ β̂) ⊃ β̂ → τ̂ ⊃ β̂

AΣ1 : → (α̂ ∧ β̂) ⊃ α̂

AΣ2 : → (α̂ ∧ β̂) ⊃ β̂

ÔÝëïò, áðü ôçí ðñüôáóç 2.15 Ýœïõìå ôï æçôïýìåíï. ■ Ç áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò ãSSíåôáé ìÝóù óõíåðþí óõíüëùí, ôá ïðïSSá ïñSSæïíôáé ùò åîÞò.

Ïñéóìüò 2.24 Åóôù Σ êáé S óýíïëá áðü ôýðïõò, ìå Σ ðåðåñáóìÝíï êáé ìç êåíü. ËÝìå üôé ôï S åSSíáé Σ-áóõíåðÝò áí ãéá êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï Γ ⊆ S êáé êÜðïéï Σ^′ ⊆ Σ ï áêïëïõèçôÞò Γ → Σ^′ åSSíáé áðïäåSSîéìïò. Ôï S ëÝãåôáé Σ-óõíåðÝò áí äåí åSSíáé Σ-áóõíåðÝò.

Ôï S ëÝãåôáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò áí åSSíáé Σ-óõíåðÝò êáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ /∈ S ôï S ∪ {ϕ} åSSíáé Σ-áóõíåðÝò.

Ç åðüìåíç ðñüôáóç äSSíåé äýï éäéüôçôåò ôùí óõíåðþí óõíüëùí ðïõ ïñSSóáìå.

Ðñüôáóç 2.25 Áí S^′ Ýíá Σ-óõíåðÝò óýíïëï ôýðùí, ôüôå õðÜñœåé åíá ìåãéóôéêü ΣóõíåðÝò óýíïëï S ìå S^′ ⊆ S.

Áí S Ýíá ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò óýíïëï êáé Γ → ϕ ãéá êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï Γ ⊆ S, ôüôå ϕ ∈ S.

Áðüä. Ãéá ôï ðñþôï áðëÜ èá óêéáãñáöÞóïõìå ôçí áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 2.1 ôï óýíïëï ΠM åSSíáé áñéèìÞóéìï êáé ôï óýíïëï ΠΣ ðåðåñáóìÝíï, Üñá õðÜñœåé ìéá áðáñSSèìçóç {ψ_1, ψ_2, . . . } üëùí ôùí ôýðùí. Äçìéïõñãïýìå ìéá áêïëïõèSSá óõíüëùí S_i ùò åîÞò.

S_0 = S^′

S_{ν+1} = � S_ν ∪ {ψ_{ν+1}} áí áõôü åSSíáé Σ-óõíåðÝò S_ν äéáöïñåôéêÜ

Ïðüôå ðáSSñíïíôáò S = ∪_i S_i Ýœïõìå ôï æçôïýìåíï óýíïëï.

Ãéá ôï äåýôåñï Ýóôù üôé Γ ⊆ S êáé Γ → ϕ ìå ϕ /∈ S. Ôüôå, áöïý ôï S åSSíáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò Ýœïõìå üôé õðÜñœåé Γ^′ ⊆ S êáé Σ^′ ⊆ Σ þóôå Γ^′, ϕ → Σ^′. Óõíåðþò,

Γ → ϕ W Γ → ϕ, Σ^′ Γ^′, ϕ → Σ^′ C Γ ∪ Γ^′ → Σ^′ Ïðüôå ôï S åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, Üôïðï. ■ ÔÝëïò, ç œñçóéìüôçôá ôùí óõíåðþí óõíüëùí ðïõ ïñSSóáìå óôçí áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò Ýãêåéôáé óôçí ðáñáêÜôù ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 2.26 ÿóôù S Ýíá ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò óýíïëï. Ãéá êÜèå ôýðï ϕ õðÜñœåé áêñéâþò Ýíá α_ϕ ∈ T Ýôóé þóôå (ϕ ≡ ^α_ϕ ) ∈ S.

Áðüä. Áñœéêþò Ýóôù üôé õðÜñœïõí α, β ∈ T ìå α ≠ β êáé (ϕ ≡ α̂), (ϕ ≡ β̂) ∈ S. Ôüôå, œâôã ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé α ≰ β. ÅðSSóçò, åðåéäÞ (ϕ ≡ α̂) → α̂ ⊃ ϕ êáé (ϕ ≡ β̂) → ϕ ⊃ β̂ , Ýœïõìå üôé (α̂ ⊃ ϕ), (ϕ ⊃ β̂) ∈ S êáé α̂ ⊃ ϕ, ϕ ⊃ β̂ → α̂ ⊃ β̂ α̂ ⊃ β̂ → C α̂ ⊃ ϕ, ϕ ⊃ β̂ → ïðüôå, åðåéäÞ ∅ ⊆ Σ, ôï S åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, Üôïðï.

ÅðSSóçò, Ýóôù üôé äåí õðÜñœåé êáíÝíá α ∈ T ãéá ôï ïðïSSï (ϕ ≡ α̂) ∈ S. Ôüôå, åðåéäÞ ôï S åSSíáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò, ãéá êÜèå α_i ∈ T õðÜñœåé Ýíá ðåðåñáóìÝíï Γ_i ⊆ S êáé Ýíá Σ_i ⊆ Σ þóôå Γ_i, (ϕ ≡ α̂_i) → Σ_i , Üñá ìå åîáóèÝíçóç Ýœïõìå � i≤n Γ_i, (ϕ ≡ α̂_i) → Σ, üðïõ n = |T |. ÿóôù Γ = � i≤n Γ_i, Γ ⊆ S, ôüôå:

Γ, (ϕ ≡ α̂) → Σ ãéá êÜèå α ∈ T 2.20 Γ → Σ űñá êáôáëÞãïõìå óôï üôé ôï S åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, äçëáäÞ óå Üôïðï. ■ Ôþñá åSSìáóôå Ýôïéìïé íá áðïäåSSîïõìå ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 2.27 ÿóôù ïé ôýðïé ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν . Áí ï áêïëïõèçôÞò → ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν åSSíáé Ýãêõñïò, ôüôå åSSíáé áðïäåSSîéìïò.

Áðüä. ÿóôù üôé ï áêïëïõèçôÞò → ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν äåí åSSíáé áðïäåSSîéìïò. ÏñSSæïõìå Σ = {ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν }. Èá äåSSîïõìå üôé óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ï áêïëïõèçôÞò äåí åSSíáé Ýãêõñïò.

Áöïý ï áêïëïõèçôÞò äåí åSSíáé áðïäåSSîéìïò, ôï ∅ åSSíáé Σ-óõíåðÝò êáé åðåêôåSSíåôáé óå Ýíá ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò óýíïëï S. ÏñSSæïõìå ôüôå ôçí áíÜèåóç υ ðÜíù óôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò ùò åîÞò.

υ(ϕ) = α üðïõ α ∈ T ôï ìïíáäéêü ôÝôïéï þóôå (ϕ ≡ α̂) ∈ S (∗)

Èåùñïýìå ôçí åðåêôáìÝíç υ (ῡ) êáé èÝëïõìå íá äåSSîïõìå üôé ç (∗) éóœýåé ãéá êÜèå ôýðï ϕ. Ç áðüäåéîç ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ êáé, áöïý ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç, ìáò åíäéáöÝñïõí ïé ðáñáêÜôù ðåñéðôþóåéò, üðïõ óå êÜèå ðåñSSðôùóç Ýœïõìå áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç (EΥ ) üôé υ(ϕ) = α, υ(ψ) = β ìå (ϕ ≡ α̂), (ψ ≡ β̂) ∈ S.

• υ(ϕ ∧ ψ) = υ(ϕ) ∧ υ(ψ)^{EΥ}= α ∧ β

• υ(ϕ ∨ ψ) = υ(ϕ) ∨ υ(ψ)^{EΥ}= α ∨ β

• υ(ϕ ⊃ ψ) = υ(ϕ) ⇒ υ(ψ)^{EΥ}= α ⇒ β

Óôçí ðñþôç ðåñSSðôùóç áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé ((ϕ ∧ ψ) ≡ ^(α ∧ β)) ∈ S. ÁñœéêÜ, ìå œñÞóç ôùí ðñüôáóåùí 2.11 êáé 2.23 Ýœïõìå üôé:

ϕ ⊃ α̂ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ α̂ (ϕ ∧ ψ) ⊃ α̂, (ϕ ∧ ψ) ⊃ β̂ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ (α̂ ∧ β̂) C ϕ ⊃ α̂, (ϕ ∧ ψ) ⊃ β̂ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ (α̂ ∧ β̂) ψ ⊃ β̂ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ β̂ C ϕ ⊃ α̂, ψ ⊃ β̂ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ (α̂ ∧ β̂) 2.23 ϕ ⊃ α̂, ψ ⊃ β̂ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ ^(α ∧ β)

Ôþñá, ãéá ôçí áíôSSèåôç óõíåðáãùãÞ, ðÜëé ìå ôç âïÞèåéá ôùí ðñïôÜóåùí 2.11 êáé 2.23:

α̂ ⊃ ϕ, ^

(α ∧ β) ⊃ α̂ → ^(α ∧ β) ⊃ ϕ → ^(α ∧ β) ⊃ α̂ C α̂ ⊃ ϕ → ^

(α ∧ β) ⊃ ϕ AΣ C α̂ ⊃ ϕ, ^

(α ∧ β) ⊃ ψ → ^(α ∧ β) ⊃ (ϕ ∧ ψ) β̂ ⊃ ψ → ^(α ∧ β) ⊃ ψ C α̂ ⊃ ϕ, β̂ ⊃ ψ → ^(α ∧ β) ⊃ (ϕ ∧ ψ)

üðïõ AΣ åSSíáé ôï ðáñáêÜôù áîSSùìá óýæåõîçò.

AΣ : ^

(α ∧ β) ⊃ ϕ, ^(α ∧ β) ⊃ ψ → ^(α ∧ β) ⊃ (ϕ ∧ ψ)

Áðü ôá äýï áõôÜ áðïôåëÝóìáôá ìå åöáñìïãÞ åîáóèÝíçóçò êáé ôçò ðñüôáóçò 2.15 ðáSSñíïõìå üôé:

α̂ ⊃ ϕ, β̂ ⊃ ψ, ϕ ⊃ α̂, ψ ⊃ β̂ → (ϕ ∧ ψ) ≡ ^(α ∧ β)

ÅðåéäÞ üëïé ïé ôýðïé óôá áñéóôåñÜ ôïõ âÝëïõò áíÞêïõí óôï S, Ýœïõìå üôé:

((ϕ ∧ ψ) ≡ ^(α ∧ β)) ∈ S

äçëáäÞ ôïõ æçôïýìåíï. Ïé Üëëåò äýï ðåñéðôþóåéò áðïäåéêíýïíôáé ìå ôïí SSäéï ôñüðï. ÅðïìÝíùò, ç (∗) éóœýåé ãéá êÜèå ôýðï ϕ.

ÌÝíåé íá äåSSîïõìå üôé ç υ äåí éêáíïðïéåSS ôïí → ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν . ÿóôù üôé ãéá êÜèå i Ýœïõìå υ(ϕ_i) = α_i. Áí ãéá êÜðïéï i Ýœïõìå α_i = ⊤, ôüôå (ϕ_i ≡ ⊤) ∈ S êáé, ëüãù ôçò ðñüôáóçò 2.17, ôï S åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, Üôïðï. ÅðïìÝíùò, ï áêïëïõèçôÞò äåí åSSíáé Ýãêõñïò. ■ Ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò œñåéáæüìáóôå äýï áêüìç ðñïôÜóåéò.

Ðñüôáóç 2.28 Áí α, β ∈ T ìå α ≠ β, ôüôå ãéá êÜèå ôýðï ϕ éóœýåé üôé

ϕ ≡ α̂, ϕ ≡ β̂ →

Áðüä. Áí α ≤ β êáé β ≤ α, ôüôå α = β. ÅðïìÝíùò, áöïý α ≠ β, Ýóôù üôé Ýœïõìå α ≰ β. Ôüôå, ìå ôç âïÞèåéá ôçò ðñüôáóçò 2.16 Ýœïõìå:

α̂ ⊃ ϕ, ϕ ⊃ β̂ → α̂ ⊃ β̂ α̂ ⊃ β̂ → C α̂ ⊃ ϕ, ϕ ⊃ β̂ → ϕ ≡ α̂ → ϕ ⊃ α̂ C ϕ ≡ α̂, ϕ ⊃ β̂ → ϕ ≡ β̂ → ϕ ⊃ β̂ C ϕ ≡ α̂, ϕ ≡ β̂ →

ÏìïSSùò áí Ýœïõìå β ≰ α. ■

Ðñüôáóç 2.29 ÿóôù T = {τ_1, τ_2, . . . , τ_ν }, ìå τ_ν = ⊤. Ôüôå ï ðáñáêÜôù åSSíáé ðáñáãüìåíïò êáíüíáò:

Γ → Δ, ϕ ≡ ^τ_1, ϕ ≡ ^τ_2, . . . , ϕ ≡ � τ_{ν−1} Γ, ϕ → Δ

Áðüä. Ìå ôç âïÞèåéá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò êáé ôçò ðñüôáóçò 2.17 Ýœïõìå:

ϕ → ϕ ≡ ⊤

Γ → Δ, ϕ ≡ ^τ_1, ϕ ≡ ^τ_2, . . . , ϕ ≡ � τ_{ν−1} ϕ ≡ ⊤, ϕ ≡ � τ_{ν−1} → C Γ, ϕ ≡ ⊤ → Δ, ϕ ≡ ^τ_1, . . . , ϕ ≡ � τ_{ν−2} ϕ ≡ ⊤, ϕ ≡ � τ_{ν−2} → C Γ, ϕ ≡ ⊤ → Δ, ϕ ≡ ^τ_1, . . . , ϕ ≡ � τ_{ν−3} . . . C Γ, ϕ ≡ ⊤ → Δ C Γ, ϕ → Δ ■ ÔÝëïò, áðïäåéêíýïõìå ôçí ðëçñüôçôá.

Èåþñçìá 2.30 ÿóôù ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ôýðùí Γ, Δ. Áí ï áêïëïõèçôÞò Γ → Δ åSSíáé Ýãêõñïò, ôüôå åSSíáé áðïäåSSîéìïò.

Áðüä. Èåùñïýìå ìéá áðáñSSèìçóç ôùí óôïéœåSSùí ôïõ T = {τ_1, τ_2, . . . , τ_ν } Ýôóé þóôå τ_ν = ⊤, êáé èåùñïýìå åðSSóçò üôé Γ = {ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_n}, Δ = {ψ_1, ψ_2, . . . , ψ_m}. Ôþñá Ýóôù üôé ï áêïëïõèçôÞò äåí åSSíáé áðïäåSSîéìïò. Ìå äéáäïœéêÝò åöáñìïãÝò ôçò ðñïçãïýìåíçò ðñüôáóçò Ýœïõìå üôé: → Δ, ϕ_1 ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_1 ≡ � τ_{ν−1} , . . . , ϕ_n ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_n ≡ � τ_{ν−1} ϕ_n → Δ, ϕ_1 ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_1 ≡ � τ_{ν−1} , . . . , ϕ_{n−1} ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_{n−1} ≡ � τ_{ν−1} · · ϕ_2, . . . , ϕ_n → Δ, ϕ_1 ≡ ^τ_1, ϕ_1 ≡ ^τ_2, . . . , ϕ_1 ≡ � τ_{ν−1} Γ → Δ ÅðïìÝíùò, ïýôå ï áêïëïõèçôÞò

→ Δ, ϕ_1 ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_1 ≡ � τ_{ν−1} , . . . , ϕ_n ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_n ≡ � τ_{ν−1}

åSSíáé áðïäåSSîéìïò. ÅðïìÝíùò, áðü ôï èåþñçìá 2.27 Ýœïõìå üôé äåí åSSíáé Ýãêõñïò, õðÜñœåé äçëáäÞ áíÜèåóç υ ôÝôïéá þóôå:

υ(ψ_j) < ⊤ êáé υ(ϕ_k ≡ ^τ_i) = (υ(ϕ_k) ⇒ τ_i) ∧ (τ_i ⇒ υ(ϕ_k)) < ⊤

ãéá j = 1, 2, . . . , m k = 1, 2, . . . , n i = 1, 2, . . . , ν − 1 Áðü ôç äåýôåñç ïìÜäá óœÝóåùí Ýœïõìå üôé υ(ϕ_k) ≠ τ_i , i = 1, 2, . . . , ν − 1, Üñá υ(ϕ_k) = ⊤ ãéá üëá ôá k.

ÅðïìÝíùò, ï ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_n → ψ_1, ψ_2, . . . , ψ_m, äçëáäÞ ï Γ → Δ, äåí åSSíáé éêáíïðïé- Þóéìïò áðü ôç υ, Üñá äåí åSSíáé Ýãêõñïò. ■ ÐáñáèÝôïõìå Ýíá áðëü ðüñéóìá.

Ðüñéóìá 2.31 Áí ï áêïëïõèçôÞò ϕ_1 → ϕ_2 åSSíáé Ýãêõñïò, ôüôå åSSíáé áðïäåSSîéìïò.

44 ÊåöÜëáéï 2. Ðëåéïíüôéìç ËïãéêÞ

ÊåöÜëáéï 3

ÔñïðéêÞ ËïãéêÞ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá êÜíïõìå ìéá óýíôïìç åéóáãùãÞ óôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ. Óêïðüò åSSíáé íá ïñSSóïõìå ôç ãëþóóá ôùí ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí L^{mod}, ôçí ïðïSSá èá œñçóéìïðïéÞóïõìå óå åðüìåíá êåöÜëáéá, êáé íá åéóÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ ìïíôÝëïõ êáé ôçò éêáíïðïSSçóçò ðñïôÜóåùí óå äåäïìÝíåò êáôáóôÜóåéò. ÔÝëïò, èá äåSSîïõìå Þ èá áíáöÝñïõìå êÜðïéá ÝíäéáöÝñïíôá èåùñÞìáôá ôá ïðïSSá äåSSœíïõí êáé ôçí éäéáéôåñüôçôá ôçò ôñïðéêÞò ëïãéêÞò. Ïé áíáöïñÝò ìáò ãéá áõôü ôï êåöÜëáéï åSSíáé áðü ôï [BdRV01] êáé ôï [Ram97].

Óçìåéþíïõìå ðÜíôùò üôé ôï êåöÜëáéï áõôü Ýœåé ùò óêïðü ìéá ðïëý óýíôïìç åéóáãùãÞ óôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ êáé äåí Ýœåé ôçí SSäéá óå âÜèïò áíÜðôõîç ìå ôá õðüëïéðá êåöÜëáéá.

3.1 ÏñéóìïSS

ÎåêéíÜìå ïñSSæïíôáò ôç ãëþóóá ôçò ôñïðéêÞò ëïãéêÞò.

Ïñéóìüò 3.1 Ç ãëþóóá L^{mod} ôïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý ïñSSæåôáé áðü:

• Ôï óýíïëï ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí, ôï ïðïSSï ðåñéÝœåé ôá:

1. Óýìâïëá ìåôáâëçôþí: p, q, êëð. Ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí óõìâïëSSæåôáé ΠM êáé åSSíáé áñéèìÞóéìï.

2. Óýìâïëá ëïãéêþí ðñÜîåùí: ∧, ∨, ⊃. 3. Óýìâïëá ôñïðéêþí ôåëåóôþí: □.

4. ÂïçèçôéêÜ óýìâïëá ãéá ðáñåíèÝóåéò, êüììá, êëð.

• Ôï óýíïëï ôùí ìç ëïãéêþí óõìâüëùí, ôï ïðïSSï áðïôåëåSSôáé áðü ôçí ðñïôáóéáêÞ óôáèåñÜ ãéá ôçí áíôSSöáóç (⊥). Ôï (ìïíï)óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí óôáèåñþí óõìâïëSSæåôáé ìå ΠΣ.

Áò ïñSSóïõìå ôþñá êáé ôïõò (óùóôïýò) ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò óôçí L^{mod}.

Ïñéóìüò 3.2 Ïé ðñïôáóéáêïSS ôýðïé óôçí L^{mod} ïñSSæïíôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

• ÁôïìéêïSS ôýðïé ôçò L^{mod} åSSíáé ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò (ΠM) êáé ç ðñïôáóéáêÞ óôáèåñÜ ⊥. Ôï óýíïëï ôùí áôïìéêþí ôýðùí óõìâïëSSæåôáé AT (AT = ΠM ∪ {⊥}).

• Ôýðïé ôçò L^{mod} åSSíáé ïé áôïìéêïSS ôýðïé, åíþ áí ϕ êáé ψ åSSíáé ôýðïé, ôüôå ïé (ϕ ∨ ψ), (ϕ ∧ ψ), (ϕ ⊃ ψ) êáé (□ϕ) åSSíáé åðSSóçò ôýðïé ôçò L^{mod}. Ôï óýíïëï ôùí ôýðùí óõìâïëSSæåôáé ΠT .

Óçìåéþóåéò óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü.

∗ Ôï óýìâïëï ¬ äåí ïñSSæåôáé ùò ðñùôáñœéêü, áëëÜ áðïôåëåSS óõíôïìïãñáöSSá, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôýðï ϕ, ôï ¬ϕ óçìáSSíåé ϕ ⊃ ⊥.

∗ Ç áëÞèåéá ïñSSæåôáé ùò ôï óõìðëÞñùìá ôçò áíôSSöáóçò, ⊤ : ¬⊥. ∗ ÏñSSæïõìå ôïí ôñïðéêü ôåëåóôÞ ♦ ùò ôï äõáäéêü ôåëåóôÞ ôïõ □. Ãéá êÜèå ôýðï ϕ, ôï ♦ϕ óçìáSSíåé ¬□¬ϕ.

∗ Èåùñïýìå üôé ïé ôñïðéêïSS ôåëåóôÝò Ýœïõí ìåãáëýôåñç ðñïôåñáéüôçôá áðü ôá õðüëïéðá óýìâïëá êáé óõœíÜ ðáñáëÝéðïõìå ôéò ðáñåíèÝóåéò. ÿôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá ï ôýðïò □ϕ ∧ ♦ψ åSSíáé ï (□ϕ) ∧ (♦ψ). ÅðSSóçò ï ôåëåóôÞò ¬ Ýœåé ìåãáëýôåñç ðñïôåñáéüôçôá áðü ôïõò ∧, ∨, ⊃.

ÓçìåSSùóç 3.3 Ç éäéáéôåñüôçôá ôïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý Ýãêåéôáé óôç œñÞóç ôùí ôñïðéêþí óõìâüëùí ♦, □. Ãéá ôá óýìâïëá áõôÜ õðÜñœïõí áñêåôÝò åñìçíåSSåò êáé ìåôáöñÜóåéò êáé ç âáóéêÞ éäÝá åSSíáé áõôÞ ôçò éêáíïðïSSçóçò óå ðéèáíïýò êüóìïõò Þ êáôáóôÜóåéò.

Óôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ ç áëÞèåéá åíüò ôýðïõ ϕ äåí åîåôÜæåôáé áðáñáSSôçôá ãåíéêÜ (üðùò ðœ. ôïõ ôýðïõ \ õðÜñœïõí Üðåéñïé ðñþôïé áñéèìïSS"), áëëÜ óå äåäïìÝíåò êáôáóôÜóåéò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ðñüôáóç \Ýíá ðñüãñáììá ôåñìáôSSæåé" ìðïñåSS íá åSSíáé áëçèÞò óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, ìå ôçí Ýííïéá üôé áõôü ôï ðñüãñáììá êÜðïôå èá ôåñìáôSSóåé, üìùò óôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ ìðïñïýìå íá ñùôÞóïõìå áí ôþñá ôåñìáôSSæåé, äçëáäÞ áí ç êáôÜóôáóç óôçí ïðïSSá âñSSóêåôáé ôþñá ïäçãåSS óå ôåñìáôéóìü óå ëéãüôåñï áðü ðœ. ôñSSá âÞìáôá.

ÖõóéêÜ, ìðïñåSS êáíåSSò íá óêåöôåSS êáôÜëëçëåò ðñïôÜóåéò óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ ãéá íá åêöñÜóåé ðñïôÜóåéò ìå ôñïðéêü œáñáêôÞñá, ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò, üðùò ïé ðáñáðÜíù. Ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ äåí åSSíáé éóœõñüôåñç ôçò êëáóéêÞò, ôï áíôSSèåôï ìÜëéóôá, ïé ðïóïäåSSêôåò ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò åSSíáé ðïëý éóœõñüôåñïé áðü ôïõò ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò. Ç áäõíáìSSá, üìùò, ôùí ðïóïäåéêôþí ôçò êëáóéêÞò ëïãéêÞò åSSíáé üôé åSSíáé ðïëý \Üêáìðôïé" óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ èÝëïõìå íá åêöñÜóïõìå êáé ðïëý ðåñéóóüôåñï íá åëÝãîïõìå ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò.

Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ åSSíáé Ýíáò ðïëý êïìøüò êáé áðïäïôéêüò ôñüðïò ãéá íá åêöñÜóïõìå êáé íá åëÝãîïõìå ôñïðéêÝò ðñïôÜóåéò. ĳóïí áöïñÜ ôï ôåëåõôáSSï, èá äïýìå ðáñáêÜôù üôé óôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ áí Ýíáò ôýðïò ϕ éêáíïðïéåSSôáé óå Ýíá ìïíôÝëï, ôüôå éêáíïðïéåSSôáé óå Ýíá (ìéêñü) ðåðåñáóìÝíï ìïíôÝëï. ÌÝíåé ëïéðüí íá åñìçíåýóïõìå ôïõò ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò. ÕðÜñœïõí ðïëëÝò åñìçíåSSåò êáé óõíÞèùò ç åñìçíåSSá ðïõ äSSíåôáé óôïõò ôåëåóôÝò áõôïýò åîáñôÜôáé áðü ôï óýóôçìá ôñïðéêÞò ëïãéêÞò ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé êÜèå öïñÜ. ÐÜíôùò, ìéá óõíçèéóìÝíç êáé áñêåôÜ êáôáôïðéóôéêÞ åñìçíåSSá åSSíáé áõôÞ ôïõ □ϕ ùò \ïðùóäÞðïôå ö" êáé ôïõ ♦ϕ

3.2 ÔñïðéêÜ ÐëáSSóéá êáé ÌïíôÝëá 47

ùò \ðéèáíþò ö". Ìéá êáëýôåñç åéêüíá ãéá ôç ëåéôïõñãSSá ôùí ôñïðéêþí ôåëåóôþí èá Ýœïõìå áöïý ïñSSóïõìå ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá.

Ç ãëþóóá L^{mod} ðïõ ïñSSóáìå áðïôåëåSS óôçí ïõóSSá ôç âáóéêÞ ôñïðéêÞ ãëþóóá, êáèþò óôç ãåíéêüôåñç ìïñöÞ ôïõò ïé ôñïðéêÝò ãëþóóåò ìðïñïýí íá Ýœïõí ðåñéóóüôåñïõò ôïõ åíüò ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò. Èá ðñïœùñÞóïõìå óôïí ïñéóìü ôùí ôñïðéêþí ãëùóóþí êáôÜ ôï ãåíéêüôåñï ôñüðï, üìùò ç ôñïðéêÞ ãëþóóá ðïõ èá œñçóéìïðïéÞóïõìå óôç óõíÝœåéá ôïõ êåöáëáSSïõ êáé óôá åðüìåíá êåöÜëáéá åSSíáé ç L^{mod}.

Ïñéóìüò 3.4 ÿíáò ôñïðéêüò ôýðïò ïìïéüôçôáò åSSíáé Ýíá æåýãïò τ = (O, ρ), üðïõ O åSSíáé Ýíá ìç-êåíü óýíïëï êáé ρ åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç O → N. Ôá óôïéœåSSá ôïõ O ëÝãïíôáé ôñïðéêïSS ôåëåóôÝò êáé óõìâïëSSæïíôáé ìå ∇, äçëáäÞ ∇_0, ∇_1, . . . . Ç óõíÜñôçóç ρ ãéá êÜèå óôïéœåSSï ôïõ O ìáò äSSíåé ôïí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü ôùí ïñéóìÜôùí ôïõ (arity).

Ç ôñïðéêÞ ãëþóóá L^{mod}_τ ïñSSæåôáé üðùò ç L^{mod}, ìå ôç ìüíç äéáöïñÜ üôé œñçóéìïðïéïýìå ôï O ùò óýíïëï óõìâüëùí ôñïðéêþí ôåëåóôþí. Ïé äõáäéêïSS ôåëåóôÝò ôùí ∇_0, ∇_1, . . . óõìâïëSSæïíôáé △_0, △_1, . . . . Ôá ∇ åíüò ïñSSóìáôïò óõìâïëSSæïíôáé □ êáé ôá △ åíüò ïñSSóìáôïò ìå ♦.

Óçìåéþíïõìå üôé ìðïñïýìå óå ìéá ôñïðéêÞ ãëþóóá íá ïñSSóïõìå ùò ðñùôáñœéêïýò ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò ôïõò △ êáé íá ïñSSóïõìå ôïõò ∇ ùò óõíôïìïãñáöSSåò. ÐáñáêÜôù Ýœïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ôñïðéêÞò ãëþóóáò.

ÐáñÜäåéãìá 3.5 (Ç ÂáóéêÞ ŒñïíéêÞ Ãëþóóá) Ç âáóéêÞ œñïíéêÞ ãëþóóá œñçóéìïðïéåSS ôï óýíïëï ôñïðéêþí ôåëåóôþí O = {⟨F ⟩, ⟨P ⟩} ìå Ýíá üñéóìá. Ç åñìçíåSSá ðïõ äSSíåôáé óôïí ôýðï ⟨F ⟩ϕ åSSíáé \ï ϕ èá åSSíáé áëçèÞò êÜðïéá óôéãìÞ óôï ìÝëëïí (Future)", åíþ óôïí ôýðï ⟨P ⟩ϕ äSSíåôáé ç åñìçíåSSá \ï ϕ Þôáí áëçèÞò êÜðïéá óôéãìÞ óôï ðáñåëèüí (Past)". Ðáñáôçñïýìå üôé åäþ ïñSSæïõìå ùò ðñùôáñœéêïýò ôïõò ôåëåóôÝò △. Ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ ãéá áõôÞí ôç ãëþóóá ëÝãåôáé œñïíéêÞ ëïãéêÞ. ÁíôSS ãéá ⟨F ⟩ϕ êáé ⟨P ⟩ϕ ãñÜöïõìå F ϕ êáé P ϕ. Ïé äõáäéêïSS ôåëåóôÝò åSSíáé ïé G êáé H, áíôSSóôïéœá, ìå ôéò áíÜëïãåò åñìçíåSSåò: ç åñìçíåSSá ôïõ ôýðïõ Gϕ åSSíáé üôé \ðÜíôá èá éóœýåé ï ϕ", åíþ ôïõ ôýðïõ Hϕ üôé \ðÜíôá SSóœõå ï ϕ".

ÅSSíáé äõíáôü íá åêöñÜóïõìå ðïëëÝò åíäéáöÝñïõóåò ðñïôÜóåéò óœåôéêÜ ìå ôï œñüíï ìÝóù ôçò âáóéêÞò œñïíéêÞò ãëþóóáò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ï ôýðïò P ϕ ⊃ GP ϕ åñìçíåýåôáé ùò \áí êÜðïôå SSóœõå ï ϕ, ôüôå ðÜíôá èá éóœýåé üôé êÜðïôå SSóœõå ï ϕ" êáé öáSSíåôáé íá åêöñÜæåé ìéá ãåíéêÞ áëÞèåéá ãéá ôï œñüíï. Áðü ôçí Üëëç, áí ï ôýðïò F ϕ ⊃ F F ϕ åSSíáé áëçèÞò ãéá êÜèå ôýðï ϕ, ôüôå ï œñüíïò åSSíáé ðõêíüò, êáèþò ï ôýðïò ëÝåé üôé \áí ï ϕ èá åSSíáé áëçèÞò êÜðïéá óôéãìÞ, ôüôå õðÜñœåé ìéá ôñSSôç óôéãìÞ ìåôáîý ôçò ðáñïýóáò êáé åêåSSíçò ôçò ðñáãìáôïðïSSçóçò ôïõ ϕ".

3.2 ÔñïðéêÜ ÐëáSSóéá êáé ÌïíôÝëá

Ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ïñSSæïíôáé ìÝóù ôùí ôñïðéêþí ðëáéóSSùí. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé áíáöåñüìáóôå ðÜíôá óôç âáóéêÞ ôñïðéêÞ ãëþóóá L^{mod}.

Ïñéóìüò 3.6 ÿíá ôñïðéêü ðëáSSóéï åSSíáé ìéá äïìÞ F = ⟨W, R⟩, üðïõ ôï W åSSíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé ç R ìéá äõáäéêÞ óœÝóç óôï W.

Ôï W ëÝãåôáé óýíïëï êáôáóôÜóåùí êáé ç R óœÝóç ðñüóâáóçò ìåôáîý êáôáóôÜóåùí. Ðïëý óõœíÜ èá èåùñïýìå ôçí R ùò óõíÜñôçóç W × W → {⊤, ⊥}, èÝôïíôáò ãéá êÜèå A, B ∈ W: R(A, B) = ⊤ ⇐⇒ ARB.

Ïé êáôáóôÜóåéò èá óõìâïëSSæïíôáé ìå êåöáëáSSá ðñþôá åëëçíéêÜ, W = {A, B, . . . }. Ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëçèïôéìÞ ôñïðéêþí ôýðùí ìÝóù óõíáñôÞóåùí áíÜèåóçò.

Ïñéóìüò 3.7 Ùò áíÜèåóç óôçí L^{mod} ùò ðñïò ôï F ïñSSæïõìå ìéá óõíÜñôçóç υ : W × AT → {⊤, ⊥}, ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé üôé ãéá êÜèå A ∈ W, υ(A, ⊥) = ⊥. Áí ç υ åSSíáé áíÜèåóç, ç ῡ åSSíáé ç ãåíSSêåõóÞ ôçò óôï W × ΠT . Ç ῡ : W × ΠT → {⊤, ⊥} ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

ÿóôù ϕ, ψ ôýðïé, ϕ^′ áôïìéêüò ôýðïò êáé A ∈ W, ôüôå:

• ῡ(A, ϕ^′) = υ(A, ϕ^′)

• ῡ(A, ϕ ∧ ψ) = ῡ(A, ϕ) ∧ῡ(A, ψ)

• ῡ(A, ϕ ∨ ψ) = ῡ(A, ϕ) ∨ῡ(A, ψ)

• ῡ(A, ϕ ⊃ ψ) = ¬ῡ(A, ϕ) ∨ῡ(A, ψ)

• ῡ(A, □ϕ) = � {¬R(A, B) ∨ῡ(B, ϕ) | B ∈ W}

Óçìåéþóåéò óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü.

∗ Ç óõíÜñôçóç ῡ Ýœåé ùò ðåäSSï ôéìþí ôï {⊤, ⊥}. Ìå ôçí ðñïóèÞêç ôùí ðñÜîåùí ∧, ∨, ¬ óôï óýíïëï áõôü Ýœïõìå ìéá Üëãåâñá Boole. Ïé ðñÜîåéò ëïéðüí ìåôáîý ôéìþí ôçò áíÜèåóçò ãSSíïíôáé êáôÜ ôï óõíÞèç ôñüðï ãéá áõôÞí ôçí Üëãåâñá. ∗ ŒÜñéí åõêïëSSáò èá óõìâïëSSæïõìå ôçí ῡ áðëþò ùò υ.

∗ ÿœïõìå üôé ãéá êÜèå ôýðï ϕ êáé A ∈ W, υ(A, ¬ϕ) = ¬υ(A, ϕ) êáé υ(A, ♦ϕ) = � {R(A, B) ∧ υ(B, ϕ) | B ∈ W}.

Ïñéóìüò 3.8 ÿíá ôñïðéêü ìïíôÝëï åSSíáé ìéá äïìÞ M = ⟨F, υ⟩, üðïõ ôï F = ⟨W, R⟩ åSSíáé Ýíá ôñïðéêü ðëáSSóéï êáé ç υ ìéá áíÜèåóç.

Ôï ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ ëÝìå üôé âáóSSæåôáé óôï ðëáSSóéï F = ⟨W, R⟩ Þ üôé ôï F õðüêåéôáé ôïõ M. ÅðSSóçò, ôï ìïíôÝëï ⟨F, υ⟩ óõìâïëSSæåôáé êáé ⟨W, R, υ⟩.

Ç éêáíïðïéçóéìüôçôá êáé ç åãêõñüôçôá ôñïðéêþí ôýðùí ãéá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá êáé ðëáSSóéá ïñSSæåôáé ùò åîÞò.

Ïñéóìüò 3.9 ÿíáò ôýðïò ϕ éêáíïðïéåSSôáé óå Ýíá ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ óôçí êáôÜóôáóç A ∈ W, áí υ(A, ϕ) = ⊤. ÅðéðëÝïí, Ýíáò ôýðïò ϕ ëÝãåôáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá ìïíôÝëï M, áí éêáíïðïéåSSôáé óå êÜðïéá êáôÜóôáóÞ ôïõ, åíþ ëÝãåôáé Ýãêõñïò óôï M Þ M-Ýãêõñïò, áí éêáíïðïéåSSôáé óå êÜèå êáôÜóôáóÞ ôïõ.

ÏìïSSùò, Ýíáò ôýðïò ϕ ëÝãåôáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá ðëáSSóéï F, áí õðÜñœåé ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ óôï ïðïSSï íá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò, åíþ ëÝãåôáé Ýãêõñïò óôï F Þ

3.3 ÂáóéêÞ ÈåùñSSá ÁíôéóôïSSœçóçò 49

F-Ýãêõñïò, áí éêáíïðïéåSSôáé óå êÜèå ìïíôÝëï M ðïõ âáóSSæåôáé óå áõôü. ÔÝëïò, Ýíáò ôýðïò ϕ ëÝãåôáé Ýãêõñïò áí éêáíïðïéåSSôáé óå êÜèå ðëáSSóéï F. Áí ï ϕ åSSíáé Ýãêõñïò, ãñÜöïõìå |= ϕ.

ÓçìåSSùóç 3.10 Óå ðïëëÜ óõããñÜììáôá, üðùò ôá [BdRV01] êáé [Ram97], ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ïñSSæïíôáé ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï, áí êáé ç ïõóSSá åSSíáé ç SSäéá. ÿôóé, áíôSS íá ïñSSæåôáé ìéá áíÜèåóç üðùò óôïí ïñéóìü 3.7, ïñSSæåôáé áðåõèåSSáò ôï ìïíôÝëï M = ⟨F, V ⟩, üðïõ F åSSíáé Ýíá ôñïðéêü ðëáSSóéï êáé ç V åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç ΠM → P(W). Ç V áíôéóôïéœåSS óå êÜèå ðñïôáóéáêÞ ìåôáâëçôÞ p Ýíá õðïóýíïëï ôïõ W ìå ôéò êáôáóôÜóåéò óôéò ïðïSSåò éêáíïðïéåSSôáé ç p. Óôç óõíÝœåéá, ïñSSæåôáé ç éêáíïðïéçóéìüôçôá åíüò ôýðïõ ϕ ìå åðáãùãéêü ôñüðï, éóïäýíáìï ôïõ ïñéóìïý 3.7.

ÔÝëïò, íá óçìåéþóïõìå ðùò óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç üôáí ï ôýðïò ϕ éêáíïðïéåSSôáé óôçí êáôÜóôáóç A ôïõ ìïíôÝëïõ M, ãñÜöïõìå M, A ⊩ ϕ Þ M, A |= ϕ.

3.3 ÂáóéêÞ ÈåùñSSá ÁíôéóôïSSœçóçò

ÅSSäáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá üôé ç óçìáóéïëïãSSá ôïõ ôñïðéêïý ôåëåóôÞ □ äSSíåôáé óå êÜèå ðëáSSóéï áðü ôç óœÝóç ðñüóâáóçò R. ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå õðïèÝôïíôáò üôé ç óœÝóç R Ýœåé êÜðïéåò åðéðëÝïí éäéüôçôåò, ðœ. íá åSSíáé ìåôáâáôéêÞ, íá Ýœïõìå êáé Ýíá ðëáSSóéï ìå áíôSSóôïéœåò éäéüôçôåò, ïðüôå êáé Ýíáí ôåëåóôÞ □ ìå åðéðëÝïí éäéüôçôåò. ÅíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ç áíôSSóôñïöç ðïñåSSá, áõôÞ äçëáäÞ ôïõ ðñïóäéïñéóìïý ìéáò óõãêåêñéìÝíçò éäéüôçôáò ãéá ôñïðéêÜ ðëáSSóéá ìÝóá áðü Ýíáí Þ ðåñéóóüôåñïõò ôñïðéêïýò ôýðïõò. Áõôü åSSíáé êáé ôï âáóéêü áíôéêåSSìåíï ôçò èåùñSSáò áíôéóôïSSœçóçò.

ÅÜí Ýíáò ôýðïò äåí åSSíáé Ýãêõñïò, áëëÜ åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò, ôüôå åSSíáé Ýãêõñïò óå ìéá õðïêëÜóç ìïíôÝëùí êáé åíäåœïìÝíùò êáé óå ìéá õðïêëÜóç ðëáéóSSùí. Óôçí ôåëåõôáSSá ðåñSSðôùóç, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ï ôýðïò ðñïóäéïñSSæåé ôç óœÝóç ðñüóâáóçò óôá ðëáSSóéá áõôÜ.

Ïñéóìüò 3.11 ËÝìå üôé Ýíáò ôýðïò ϕ œáñáêôçñSSæåé ìSSá êëÜóç ðëáéóSSùí C áí

C = {F ∈ F | ï ϕ åSSíáé F-Ýãêõñïò}

Ìå F óõìâïëSSæïõìå ôçí êëÜóç üëùí ôùí ôñïðéêþí ðëáéóSSùí ãéá ôçí L^{mod}. Óôçí åðüìåíç ðñüôáóç åîåôÜæïõìå Ýíáí ôýðï ãéá ôï œáñáêôçñéóìü ôùí áíáêëáóôéêþí ðëáéóSSùí.

Ðñüôáóç 3.12 ÿóôù C ç êëÜóç ôùí áíáêëáóôéêþí ðëáéóSSùí, äçëáäÞ

C = {F ∈ F | F = ⟨W, R⟩, R áíáêëáóôéêÞ }

Ôüôå, áí p ∈ ΠM, ï ôýðïò ϕ = □p ⊃ p œáñáêôçñSSæåé ôç C.

Áðüä. ÿóôù ðëáSSóéï F ∈ C, F = ⟨W, R⟩, ôÝôïéï þóôå ï ϕ íá ìçí åSSíáé F-Ýãêõñïò. Ôüôå õðÜñœåé ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ ôåôïéï þóôå ãéá êÜðïéï A ∈ W, υ(A, □p ⊃ p) = ⊥. Ôüôå Ýœïõìå υ(A, □p) = ⊤ êáé υ(A, p) = ⊥. Áðü ôï ôåëåõôáSSï, åðåéäÞ R(A, A), Ýœïõìå υ(A, □p) = ⊥, Üôïðï.

ÁíôSSèåôá, Ýóôù F = ⟨W, R⟩ Ýíá ðëáSSóéï ôÝôïéï þóôå ï ϕ åSSíáé F-Ýãêõñïò êáé F /∈ C. Ôüôå õðÜñœåé A ∈ W ôÝôïéï þóôå (A, A) /∈ R. Ãéá êÜèå ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ Ýœïõìå υ(A, □p ⊃ p) = ⊤. ÿóôù ëïéðüí υ ôÝôïéá þóôå υ(A, p) = ⊥ êáé υ(B, p) = ⊤ ãéá êÜèå B ∈ W\{A}. Ôüôå èá Ýœïõìå υ(A, □p) = ⊤, åíþ υ(A, p) = ⊥, äçëáäÞ Üôïðï. ■ Óçìåéþíïõìå üôé ìðïñåSS íá õðÜñœïõí ðåñéóóüôåñïé áðü Ýíáí ôýðïé ðïõ íá œáñáêôçñSSæïõí ôçí SSäéá êëÜóç ðëáéóSSùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ï äõáäéêüò ôïõ ðñïçãïýìåíïõ ôýðïõ, ï p ⊃ ♦p, åðSSóçò œáñáêôçñSSæåé ôá áíáêëáóôéêÜ ðëáSSóéá. Óôçí åðüìåíç ðñüôáóç œáñáêôçñSSæïõìå ôñåéò êëÜóåéò ðëáéóSSùí.

Ðñüôáóç 3.13 ÿóôù p ∈ ΠM, ôüôå:

1. Ï ôýðïò ϕ = □p ⊃ □□p œáñáêôçñSSæåé ôçí êëÜóç C ôùí ìåôáâáôéêþí ðëáéóSSùí.

2. Ï ôýðïò ϕ = p ⊃ □♦p œáñáêôçñSSæåé ôçí êëÜóç C ôùí óõììåôñéêþí ðëáéóSSùí.

3. Ï ôýðïò ϕ = □p ⊃ ♦p œáñáêôçñSSæåé ôçí êëÜóç C ôùí óåéñéáêþí ðëáéóSSùí^1.

Áðüä. Ãéá ôï ðñþôï, Ýóôù ðëáSSóéï F ∈ C, F = ⟨W, R⟩, ôÝôïéï þóôå ï ϕ íá ìçí åSSíáé F-Ýãêõñïò. Ôüôå õðÜñœåé ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ ôåôïéï þóôå ãéá êÜðïéï A ∈ W, υ(A, □p ⊃ □□p) = ⊥, ïðüôå Ýœïõìå υ(A, □p) = ⊤ êáé υ(A, □□p) = ⊥. Áðü ôï ôåëåõôáSSï, õðÜñœåé B ∈ W ôÝôïéï þóôå R(A, B) êáé υ(B, □ϕ) = ⊥, ïðüôå õðÜñœåé Γ ∈ W ôÝôïéï þóôå R(B, Γ ) êáé υ(Γ, p) = ⊥. Åöüóïí ôï F åSSíáé ìåôáâáôéêü, Ýœïõìå R(A, Γ ), Üñá υ(A, □p) = ⊥, Üôïðï.

ÁíôSSèåôá, Ýóôù F = ⟨W, R⟩ Ýíá ðëáSSóéï ôÝôïéï þóôå ï ϕ åSSíáé F-Ýãêõñïò êáé F /∈ C. Ôüôå õðÜñœïõí A, B, Γ ∈ W ôÝôïéá þóôå (A, B), (B, Γ ) ∈ R êáé (A, Γ ) /∈ R. Ãéá êÜèå ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ Ýœïõìå υ(A, □p ⊃ □□p) = ⊤. ÿóôù ëïéðüí υ ôÝôïéá þóôå υ(Γ, p) = ⊥ êáé υ(Δ, p) = ⊤ ãéá êÜèå Δ ∈ W\{Γ }. Ôüôå èá Ýœïõìå υ(A, □p) = ⊤, åíþ υ(B, □p) = ⊥, ïðüôå υ(A, □□p) = ⊥, äçëáäÞ Üôïðï. Ïé Üëëåò äýï õðïðñïôÜóåéò áðïäåéêíýïíôáé ìå ðáñüìïéï ôñüðï. ■ Åêôüò áðü èåôéêÜ áðïôåëÝóìáôá, üðùò ôá ðñïçãïýìåíá, ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå êáé áñíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá.

Ðñüôáóç 3.14 Äåí õðÜñœåé ôñïðéêüò ôýðïò ï ïðïSSïò íá œáñáêôçñSSæåé ôçí êëÜóç C ôùí áíôéáíáêëáóôéêþí ðëáéóSSùí^2.

Áðüä. ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé ãéá êÜèå ôýðï ϕ_0, áí ï ϕ_0 åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò, ôüôå åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá áíôéáíáêëáóôéêü ðëáSSóéï. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, áí õðïèÝóïõìå üôé ï ôýðïò ϕ œáñáêôçñSSæåé ôçí êëÜóç C, ôüôå ãéá êÜèå ðëáSSóéï F^′ /∈ C Ýœïõìå üôé ï ϕ äåí åSSíáé Ýãêõñïò óôï F^′, Üñá ï ¬ϕ éêáíïðïéåSSôáé óôï F^′. ÅðïìÝíùò, ï ¬ϕ åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò, Üñá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå êÜðïéï áíôéáíáêëáóôéêü ðëáSSóéï, Üôïðï.

ÿóôù ëïéðüí ôýðïò ϕ_0 éêáíïðïéÞóéìïò êáé ìïíôÝëï M = ⟨W, R, υ⟩ ôÝôïéï þóôå ãéá

1Ç äõáäéêÞ óœÝóç R óôï W ëÝãåôáé óåéñéáêÞ áí ãéá êÜèå A ∈ W õðÜñœåé A^′ ∈ W, þóôå R(A, A^′). 2Ç äõáäéêÞ óœÝóç R óôï W ëÝãåôáé áíôéáíáêëáóôéêÞ (irre‚exive) áí ãéá êÜèå A ∈ W, (A, A) /∈ R.

êÜðïéï A ∈ W, υ(A, ϕ_0) = ⊤. Áí ç R äåí åSSíáé áíôéáíáêëáóôéêÞ, ïñSSæïõìå ôï íÝï ìïíôÝëï M^′ = ⟨W^′, R^′, υ^′⟩ ùò åîÞò.

• W^′ = W × {0, 1}

• Ãéá êÜèå A, B ∈ W êáé α, β ∈ {0, 1}:^3

R^′((A, α), (B, β))^{oρ}= R(A, B) ∧ ((A ≠ B) ∨ (α ≠ β))

• Ãéá êÜèå A ∈ W, α ∈ {0, 1} êáé ϕ ∈ AT : υ((A, α), ϕ) = υ(A, ϕ).

Åê êáôáóêåõÞò ç R^′ åSSíáé áíôéáíáêëáóôéêÞ óôï W^′. ÅðéðëÝïí, áí éóœýåé üôé ãéá êÜèå (A, α) ∈ W × {0, 1} êáé êÜèå ôýðï ϕ éóœýåé üôé υ((A, α), ϕ) = υ(A, ϕ), ôüôå ï ϕ_0 åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óôï M^′, Üñá åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá áíôéáíáêëáóôéêü ðëáSSóéï. Ãéá íá ôï äåSSîïõìå áõôü, èá œñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç áðü ôïí ïñéóìü êáé ïé ðåñéðôþóåéò ôùí ∧, ∨, ⊃ åSSíáé óœåôéêÜ áðëÝò.

ÿóôù ôþñá ï ôýðïò □ϕ. Ãéá êÜèå (A, α) ∈ W × {0, 1} Ýœïõìå:

υ^′((A, α), □ϕ) = � (B,β)∈W×{0,1} � ¬R^′((A, α), (B, β)) ∨ υ^′((B, β), ϕ) �

EΥ= � (B,β)∈W×{0,1} � ¬(R(A, B) ∧ ((A ≠ B) ∨ (α ≠ β))) ∨ υ(B, ϕ) �

= � (B,β)∈W×{0,1} � ¬R(A, B) ∨ ((A = B) ∧ (α = β)) ∨ υ(B, ϕ) �

= � (B,β)∈(W×{0,1}\{(A,α)}) � ¬R(A, B) ∨ υ(B, ϕ) � = � B∈W (¬R(A, B) ∨ υ(B, ϕ)) = υ(A, □ϕ) ■ ÿíá Üëëï áñíçôéêü áðïôÝëåóìá ðáñïõóéÜæåôáé œùñSSò áðüäåéîç óôçí åðüìåíç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 3.15 Ç ôñïðéêÞ ëïãéêÞ äåí ìðïñåSS íá îåœùñSSóåé ìåôáîý ðñï-äéáôÜîåùí^4 êáé ìåñéêþí äéáôÜîåùí, äçëáäÞ áí Ýíáò ôýðïò ϕ åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá ðëáSSóéï ìå óœÝóç ðñüóâáóçò ìéá ðñï-äéÜôáîç, ôüôå åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá ðëáSSóéï ìå óœÝóç ðñüóâáóçò ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç.

3.4 Ôï óýóôçìá Ê

ÿœïíôáò áíáëýóåé ôï óõíôáêôéêü êáé ôç óçìáóéïëïãSSá ãéá ôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ, óôçí åíüôçôá áõôÞ èá åîåôÜóïõìå Ýíá óýóôçìá áîéùìÜôùí êáé êáíüíùí áðüäåéîçò ãéá ôçí L^{mod}. Ôï óýóôçìá áõôü ïíïìÜæåôáé óýóôçìá Ê (áðü ôïí Saul Kripke) êáé èá äåSSîïõìå üôé åSSíáé ïñèü êáé ðëÞñåò.

3ŒÜñéí åõêïëSSáò, œñçóéìïðïéïýìå ôç óýìâáóç áíáðáñÜóôáóçò ôùí äõáäéêþí óœÝóåùí ùò óõíáñôÞóåéò ìå ðåäSSï ôéìþí ôï {⊤, ⊥}.

4Ç äõáäéêÞ óœÝóç R ëÝãåôáé ðñï-äéÜôáîç (pre-ordering) áí åSSíáé áíáêëáóôéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ.

Ïñéóìüò 3.16 Ôï áðïäåéêôéêü óýóôçìá Ê áðïôåëåSSôáé áðü áîéþìáôá êáé êáíüíåò áðüäåéîçò. ÿóôù ïé ôýðïé ϕ, ψ:

Ôá áîéþìáôá ôïõ Ê åSSíáé ôá óôéãìéüôõðá ôùí ðñïôáóéáêþí ôáõôïëïãéþí êáé åðéðëÝïí ôï: □(ϕ ⊃ ψ) ⊃ (□ϕ ⊃ □ψ) (Ê) Ïé êáíüíåò áðüäåéîçò ôïõ Ê åSSíáé ïé:

ϕ, ϕ ⊃ ψ ψ (ÌÑ) ϕ □ϕ (Nec)

Áðüäåéîç óôï óýóôçìá Ê åSSíáé ìéá áêïëïõèSSá ôýðùí óôçí ïðïSSá êÜèå ôýðïò åSSôå åSSíáé áîSSùìá, åSSôå ðñïêýðôåé áðü êÜðïéïõò ðñïçãïýìåíïõò ôýðïõò ôçò áêïëïõèSSáò ìå ôçí åöáñìïãÞ êÜðïéïõ êáíüíá áðüäåéîçò.

ÿíáò ôýðïò ëÝãåôáé áðïäåSSîéìïò Þ èåþñçìá ôïõ Ê áí áíÞêåé óå ìSSá áðüäåéîç óôï Ê. Áí ï ôýðïò ϕ åSSíáé èåþñçìá ôïõ Ê ãñÜöïõìå ⊢_K ϕ. Óôçí åðüìåíç ðñüôáóç äSSíïõìå êÜðïéá ðáñáäåSSãìáôá Ê-èåùñçìÜôùí.

Ðñüôáóç 3.17 Ïé ðáñáêÜôù ôýðïé åSSíáé èåùñÞìáôá ôïõ Ê .

(□ϕ ∧ ♦ψ) ⊃ ♦(ϕ ∧ ψ) □(ϕ ∧ ψ) ≡ (□ϕ ∧ □ψ) (□ϕ ∨ □ψ) ⊃ □(ϕ ∨ ψ) ♦(ϕ ∨ ψ) ≡ (♦ϕ ∨ ♦ψ) ♦(ϕ ∧ ψ) ⊃ (♦ϕ ∧ ♦ψ)

üðïõ ï ôýðïò ϕ ≡ ψ åSSíáé óõíôïìïãñáöSSá ôïõ (ϕ ⊃ ψ) ∧ (ψ ⊃ ϕ).

Áðüä. Èá äåSSîïõìå ôï ðñþôï ãéá íá äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá áðüäåéîçò óôï Ê. ÿœïõìå:

□(ϕ ⊃ ¬ψ) ⊃ (□ϕ ⊃ □¬ψ) (Ê :á) (□(ϕ ⊃ ¬ψ) ⊃ (□ϕ ⊃ □¬ψ)) ⊃ (¬(□ϕ ⊃ □¬ψ) ⊃ ¬□(ϕ ⊃ ¬ψ)) (ôáõôïëïãSSá :â) ¬(□ϕ ⊃ □¬ψ) ⊃ ¬□(ϕ ⊃ ¬ψ) (ÌÑ á,â :ã) (¬(□ϕ ⊃ □¬ψ) ⊃ ¬□(ϕ ⊃ ¬ψ)) ⊃ ((□ϕ ∧ ¬□¬ψ) ⊃ ¬□¬(ϕ ∧ ψ)) (ôáõôïëïãSSá :ä) (□ϕ ∧ ¬□¬ψ) ⊃ ¬□¬(ϕ ∧ ψ) (ÌÑ ã,ä :å) ■ Óôçí ðñïçãïýìåíç áðüäåéîç ðáñáôçñïýìå üôé ôá óôéãìéüôõðá ðñáôáóéáêþí ôáõôïëïãéþí ìðïñåSS íá ðåñéÝœïõí ôñïðéêïýò ôýðïõò.

3.4.1 Ïñèüôçôá êáé Ðëçñüôçôá

Ãéá ôçí ïñèüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò Ê áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé ôá áîéþìáôá åSSíáé Ýãêõñá êáé üôé ïé êáíüíåò áðüäåéîçò äéáôçñïýí ôçí åãêõñüôçôá. Ôï ôåëåõôáSSï óçìáSSíåé üôé áí ç õðüèåóç åíüò êáíüíá åSSíáé Ýãêõñç, ôüôå åSSíáé Ýãêõñï êáé ôï óõìðÝñáóìá. Ç áðüäåéîç ôçò ïñèüôçôáò äåí ðáñïõóéÜæåé êÜðïéï åíäéáöÝñïí êáé ðáñáëåSSðåôáé.

Èåþñçìá 3.18 Ôï óýóôçìá Ê åSSíáé ïñèü, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôýðï ϕ, áí ⊢_K ϕ ôüôå |= ϕ.

Ðåñéóóüôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ç ðëçñüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò Ê. ÏñSSæïõìå ðñþôá ôçí Ýííïéá ôçò óõíÝðåéáò óôï Ê óýóôçìá.

Ïñéóìüò 3.19 Ï ôýðïò ϕ ëÝãåôáé óõíåðÞò áí ï ¬ϕ äåí åSSíáé èåþñçìá óôï Ê . ÿíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ôýðùí {ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν } ëÝãåôáé óõíåðÝò áí ï ôýðïò ϕ_1 ∧ ϕ_2 ∧ . . . ∧ ϕ_ν åSSíáé óõíåðÞò.

ÿíá óýíïëï ôýðùí ëÝãåôáé óõíåðÝò áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëü ôïõ åSSíáé óõíåðÝò, åíþ ëÝãåôáé áóõíåðÝò áí äåí åSSíáé óõíåðÝò.

ÔÝëïò, Ýíá óýíïëï ôýðùí S ëÝãåôáé ìåãéóôéêü óõíåðÝò áí åSSíáé óõíåðÝò êáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ /∈ S ôï S ∪ {ϕ} åSSíáé áóõíåðÝò.

Ìéá åýêïëç ðñüôáóç ãéá ôá óõíåðÞ óýíïëá óôï Ê åSSíáé ç ðáñáêÜôù.

Ðñüôáóç 3.20 Áí S^′ åSSíáé Ýíá óõíåðÝò óýíïëï ôýðùí, ôüôå õðÜñœåé åíá ìåãéóôéêü óõíåðÝò óýíïëï S ìå S^′ ⊆ S.

Áí S åSSíáé Ýíá ìåãéóôéêü óõíåðÝò óýíïëï ôýðùí, ôüôå ãéá êÜèå ôýðï ϕ Ýíáò áêñéâþò áðü ôïõò ôýðïõò ϕ, ¬ϕ áíÞêåé óôï S.

Áí S åSSíáé Ýíá ìåãéóôéêü óõíåðÝò óýíïëï ôýðùí êáé õðÜñœïõí ôýðïé ϕ, ψ ôÝôïéïé þóôå ϕ, ϕ ⊃ ψ ∈ S, ôüôå ψ ∈ S, äçëáäÞ ôï S åSSíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí êáíüíá MP . ÔÝëïò, áí S åSSíáé Ýíá ìåãéóôéêü óõíåðÝò óýíïëï ôýðùí, ôüôå êÜèå èåþñçìá ôïõ Ê áíÞêåé óôï S.

Áðüä. Ãéá ôï ðñþôï, ç áðüäåéîç åSSíáé ðáñüìïéá ìå áõôÞí ôçò ðñüôáóçò 2.25. Ãéá ôï äåýôåñï, áí ãéá êÜðïéïí ôýðï ϕ áíÞêïõí óôï S ïé ϕ, ¬ϕ, ôüôå ôï S åSSíáé áóõíåðÝò, áöïý ï ôýðïò ¬(ϕ ∧ ¬ϕ) åSSíáé ôáõôïëïãSSá.

Áðü ôçí Üëëç, Ýóôù üôé ãéá êÜðïéïí ôýðï ϕ äåí áíÞêåé óôï S ïýôå ï ϕ, ïýôå ï ¬ϕ. Ôüôå, åðåéäÞ ôï S åSSíáé ìåãéóôéêü óõíåðÝò, õðáñœïõí ôýðïé ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν , ψ_1, ψ_2, . . . , ψ_κ ∈ S ôÝôïéïé þóôå ïé ôýðïé ϕ ∧ ϕ_1 ∧ . . . ∧ ϕ_ν , ¬ϕ ∧ ψ_1 ∧ . . . ∧ ψ_κ íá åSSíáé áóõíåðåSSò. ÅðïìÝíùò, ïé ôýðïé ¬ϕ ∨ ¬ϕ_1 ∨ . . . ∨ ¬ϕ_ν , ϕ ∨ ¬ψ_1 ∨ . . . ∨ ¬ψ_κ åSSíáé áðïäåSSîéìïé. ÅðåéäÞ ï ôýðïò (¬ϕ ∨ ϕ^′) ⊃ ((ϕ ∨ ψ^′) ⊃ (ϕ^′ ∨ ψ^′)) åSSíáé ôáõôïëïãSSá, ìðïñïýìå åýêïëá íá óõìðåñÜíïõìå üôé êáé ï ôýðïò ¬ϕ_1 ∨ . . . ∨ ¬ϕ_ν ∨ ¬ψ_1 ∨ . . . ∨ ¬ψ_κ åSSíáé áðïäåSSîéìïò, Üñá ôï S åSSíáé áóõíåðÝò, Üôïðï.

Ãéá ôï ôñSSôï, Ýóôù ôýðïé ϕ, ψ ôÝôïéïé þóôå ϕ, ϕ ⊃ ψ, ¬ψ ∈ S. ÅðåéäÞ ï ôýðïò ¬(ϕ ∧ (ϕ ⊃ ψ) ∧ ¬ψ) åSSíáé ôáõôïëïãSSá, ôï S åSSíáé áóõíåðÝò, Üôïðï. Ãéá ôï ôÝôáñôï, áí ï ôýðïò ϕ åSSíáé èåþñçìá êáé äåí áíÞêåé óôï S, ôüôå ¬ϕ ∈ S êáé ï ¬¬ϕ åSSíáé èåþñçìá, ïðüôå ôï S åSSíáé áóõíåðÝò, Üôïðï. ■

Èåþñçìá 3.21 Ôï óýóôçìá Ê åSSíáé ðëÞñåò, äçëáäÞ ãéá êÜèå ôýðï ϕ, áí |= ϕ ôüôå ⊢_K ϕ.

Áðüä. Èá äåSSîïõìå üôé êÜèå óõíåðÞò ôýðïò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò. ÄåäïìÝíïõ áõôïý, áí Ýíáò ôýðïò ϕ åSSíáé äåí áðïäåSSîéìïò, ôüôå ï ¬ϕ åSSíáé óõíåðÞò, Üñá éêáíïðïéÞóéìïò, åðïìÝíùò ï ϕ äåí åSSíáé Ýãêõñïò.

ÿóôù ï óõíåðÞò ôýðïò ϕ_0. Èá êáôáóêåõÜóïõìå ãéá ôïí ϕ_0 Ýíá êáíïíéêü ìïíôÝëï. ÁñœéêÜ ïñSSæïõìå ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí ùò ôï óýíïëï ôùí ìåãéóôéêþí óõíüëùí áðü ôýðïõò:

W = {A ∈ P(ΠT ) | A ìåãéóôéêü óõíåðÝò} Óôï W ïñSSæïõìå ôç äõáäéêÞ óœÝóç ⊑ ùò åîÞò. Ãéá êÜèå A, B ∈ W:

A ⊑ B ⇐⇒ {ϕ ∈ ΠT | □ϕ ∈ A} ⊆ B ⇐⇒ {♦ϕ ∈ ΠT | ϕ ∈ B} ⊆ A Ãéá ôç äåýôåñç éóïäõíáìSSá Ýœïõìå üôé áí {ϕ ∈ ΠT | □ϕ ∈ A} ⊆ B, ãéá êÜèå ôýðï ϕ:

♦ϕ /∈ A ⇝ ¬♦ϕ ∈ A ⇝ ¬¬□¬ϕ ∈ A ⇝ □¬ϕ ∈ A ⇝ ¬ϕ ∈ B ⇝ ϕ /∈ B Åíþ áíôSSèåôá, áí {♦ϕ ∈ ΠT | ϕ ∈ B} ⊆ A, ôüôå ãéá êÜèå ôýðï ϕ:

□ϕ ∈ A ⇝ ¬□ϕ /∈ A ⇝ ¬□¬¬ϕ /∈ A ⇝ ♦¬ϕ /∈ A ⇝ ¬ϕ /∈ B ⇝ ϕ ∈ B ÿóôù ëïéðüí ôï ôñïðéêü ðëáSSóéï F = ⟨W, ⊑⟩ êáé ôï ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩, üðïõ ç υ ïñSSæåôáé ùò åîÞò. Ãéá êÜèå áôïìéêü ôýðï ϕ êáé A ∈ W: υ(A, ϕ) = ⊤ ⇐⇒ ϕ ∈ A (∗) Áí ç (∗) éóœýåé ãéá êÜèå ôýðï ϕ, ôüôå, åöüóïí ï ϕ_0 åSSíáé óõíåðÞò, õðÜñœåé ìåãéóôéêü óõíåðÝò óýíïëï A_0 ∈ W ôÝôïéï þóôå ϕ_0 ∈ A_0, åðïìÝíùò υ(A_0, ϕ_0) = ⊤. ÅðïìÝíùò, ï ϕ_0 éêáíïðïéåSSôáé óôï êáíïíéêü ôïõ ìïíôÝëï.

ÌÝíåé íá äåSSîïõìå üôé ç (∗) éêáíïðïéåSSôáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ. Áõôü ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç, ïðüôå ãéá êÜèå A ∈ W êáé ϕ, ψ ∈ ΠT :

υ(A, ϕ ∧ ψ) = υ(A, ϕ) ∧ υ(A, ψ) = ⊤ ⇐⇒ υ(A, ϕ) = υ(A, ψ) = ⊤^{EΥ}⇐⇒ ϕ ∈ A , ψ ∈ A^{(∗∗)}⇐⇒ (ϕ ∧ ψ) ∈ A üðïõ ç (∗∗) éóœýåé åðåéäÞ ôï A åSSíáé ìåãéóôéêü óõíåðÝò êáé ïé ôýðïé: (ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ, (ϕ ∧ ψ) ⊃ ψ, ϕ ⊃ (ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) åSSíáé ôáõôïëïãSSåò.

ÏìïSSùò åñãáæüìáóôå ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò ôùí ∨, ⊃. Ôþñá, ãéá êÜèå ôýðï ϕ êáé ãéá êÜèå A ∈ W: υ(A, □ϕ) = � B∈W (¬(A ⊑ B) ∨ υ(B, ϕ)) = ⊤ ⇐⇒ ¬(A ⊑ B) ∨ υ(B, ϕ) = ⊤, ∀B ∈ W ⇐⇒ ¬(A ⊑ B) Þ υ(B, ϕ) = ⊤, ∀B ∈ W^{EΥ}⇐⇒ ¬(A ⊑ B) Þ ϕ ∈ B, ∀B ∈ W

ÅðïìÝíùò, áí □ϕ ∈ A, ôüôå ãéá êÜèå B ∈ W, åSSôå èá éóœýåé ¬(A ⊑ B), åSSôå èá éóœýåé A ⊑ B, Üñá êáé ϕ ∈ B.

ÁíôSSèåôá, áí □ϕ /∈ A, ôüôå ♦¬ϕ ∈ A. ÏñSSæïõìå ôï óýíïëï:

Γ_0 = {ϕ ∈ ΠT | □ϕ ∈ A} ∪ {¬ϕ}

Ôï Γ_0 åSSíáé óõíåðÝò, äéüôé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëü ôïõ {ψ_1, . . . , ψ_ν , ¬ϕ}, ìå œñÞóç ôùí ðñïôÜóåùí 3.17 êáé 3.20, Ýœïõìå üôé:

{□ψ_1, . . . , □ψ_ν , ♦¬ϕ} ⊆ A ⇝ (□ψ_1 ∧ . . . ∧ □ψ_ν ∧ ♦¬ϕ) ∈ A ⇝ (□(ψ_1 ∧ . . . ∧ ψ_ν ) ∧ ♦¬ϕ) ∈ A ⇝ ♦(ψ_1 ∧ . . . ∧ ψ_ν ¬ϕ) ∈ A ⇝ ¬□(¬ψ_1 ∨ . . . ∨ ¬ψ_ν ∨ ϕ) ∈ A

ïðüôå, áí ôï {ψ_1, . . . , ψ_ν , ¬ϕ} åSSíáé áóõíåðÝò, ï ôýðïò ¬ψ_1 ∨ . . . ∨ ¬ψ_ν ∨ ϕ åSSíáé Ê-áðïäåSSîéìïò, Üñá (Nec) ï □(¬ψ_1 ∨ . . . ∨ ¬ψ_ν ∨ ϕ) åSSíáé áðïäåSSîéìïò, äçëáäÞ ôï A åSSíáé áóõíåðÝò, Üôïðï.

ÅðïìÝíùò, ôï Γ_0 åSSíáé óõíåðÝò êáé åðåêôåSSíåôáé óå Ýíá ìåãéóôéêü óõíåðÝò óýíïëï Γ ∈ W. Ðñïöáíþò, ¬ϕ ∈ Γ , ïðüôå ϕ /∈ Γ . ÅðéðëÝïí, áðü ôïí ïñéóìü ôïõ Γ_0 Ýœïõìå üôé A ⊑ Γ , Üñá υ(A, □ϕ) = ⊥. ■ 3.5 Áðïêñéóéìüôçôá (Decidability)

Ç áðïêñéóéìüôçôá åSSíáé ìéá éäéüôçôá ðïõ èá åîåôÜóïõìå ìüíï ãéá ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá êáé óôçí ïðïSSá äå èá áíáöåñèïýìå îáíÜ óôá åðüìåíá êåöÜëáéá. Óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá áíáðôýîáìå ôï Ê óýóôçìá áîéùìÜôùí êáé êáíüíùí ãéá ôçí ôñïðéêÞ ëïãéêÞ êáé äåSSîáìå üôé åSSíáé ïñèü êáé ðëÞñåò. ÅðïìÝíùò, ôï óýíïëï ôùí Ýãêõñùí ôýðùí åSSíáé êáôáãñÜøéìï (e¸ectively enumerable)^5. Áí äåSSîïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí éêáíïðïéÞóéìùí ôýðùí åSSíáé åðSSóçò êáôáãñÜøéìï, ôüôå ôüóï ôï óýíïëï ôùí éêáíïðïéÞóéìùí üóï êáé ôùí Ýãêõñùí ôýðùí, åSSíáé áðïêñSSóéìï (decidable)^6. Ãéá ôï ôåëåõôáSSï, áñêåSS íá äåSSîïõìå ôçí éäéüôçôá ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ ìïíôÝëïõ, äçëáäÞ üôé áí Ýíáò ôýðïò ϕ åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá ìïíôÝëï, ôüôå åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìïíôÝëï^7.

ÁíôSS áõôïý ìÜëéóôá èá äåSSîïõìå êÜôé áêüìç êáëýôåñï, ôçí éäéüôçôá ôïõ ìéêñïý ìïíôÝëïõ:

5Áõôü óõìâáSSíåé åðåéäÞ ôï óýíïëï ôùí Ýãêõñùí ôýðùí åSSíáé ôï óýíïëï ôùí Ê-èåùñçìÜôùí êáé ôï óýíïëï ôùí Ê- áîéùìÜôùí åSSíáé áðïêñSSóéìï. Ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò ãéá áðïêñéóéìüôçôá óå èåùñéÝò ìðïñåSS íá âñåé êáíåSSò óôï êëáóéêü âéâëSSï ãéá åéóáãùãÞ óôçí êëáóéêÞ ëïãéêÞ, [End72].

6Äéüôé Ýíáò ôýðïò ϕ äåí åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò áí êáé ìüíï áí ï ¬ϕ åSSíáé Ýãêõñïò. 7Ôï óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí ìïíôÝëùí åSSíáé êáôáãñÜøéìï êáé ï Ýëåãœïò áëÞèåéáò óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìïíôÝëï åSSíáé áíáäñïìéêÞ äéáäéêáóSSá

Èåþñçìá 3.22 Ãéá êÜèå ôýðï ϕ, áí ï ϕ åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò, ôüôå åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò óå Ýíá ìïíôÝëï ôï ìÝãåèïò ôïõ ïðïSSïõ öñÜóóåôáé áðü ìéá åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ |ϕ|.

Áðüä. Ôï ìéêñü ìïíôÝëï èá ôï êáôáóêåõÜóïõìå ìå ôç ìÝèïäï ôïõ öéëôñáñSSóìáôïò (˛ltration). Áõôü óçìáSSíåé üôé, îåêéíþíôáò áðü ôï ìïíôÝëï ðïõ éêáíïðïéåSS ôïí ϕ, èá êñáôÞóïõìå ìüíï ôéò êáôáóôÜóåéò ðïõ åSSíáé áðáñáSSôçôåò ãéá ôçí éêáíïðïSSçóç ôùí õðïôýðùí ôïõ ϕ êáé èá åíóùìáôþóïõìå üëåò ôéò õðüëïéðåò óå áõôÝò. Ãéá êÜèå ôýðï ϕ ôï óýíïëï Cl(ϕ) ïñSSæåôáé ùò ôï ìéêñüôåñï óýíïëï ôýðùí ôï ïðïSSï ðåñéÝœåé ôïí ϕ êáé åðéðëÝïí ãéá êÜèå ψ, ψ_1, ψ_2 ∈ ΠT éêáíïðïéåSS ôéò óõíèÞêåò:

• áí (ψ_1 ∧ ψ_2) ∈ Cl(ϕ), ôüôå ψ_1, ψ_2 ∈ Cl(ϕ).

• áí (ψ_1 ∨ ψ_2) ∈ Cl(ϕ), ôüôå ψ_1, ψ_2 ∈ Cl(ϕ).

• áí (ψ_1 ⊃ ψ_2) ∈ Cl(ϕ), ôüôå ψ_1, ψ_2 ∈ Cl(ϕ).

• áí □ψ ∈ Cl(ϕ), ôüôå ψ ∈ Cl(ϕ).

Ôï óýíïëï Cl(ϕ) åSSíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïõò õðïôýðïõò êáé Ýœåé ìÝãåèïò ãñáììéêü ùò ðñïò ôï |ϕ|.

ÿóôù ôþñá ï éêáíïðïéÞóéìïò ôýðïò ϕ_0 êáé M = ⟨W, R, υ⟩ Ýíá ìïíôÝëï ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéï A_0 ∈ W, υ(A_0, ϕ_0) = ⊤. Èá ïíïìÜæïõìå ôï óýíïëï Cl(ϕ_0), áðëþò Cl. Óôï W ïñSSæïõìå ôç óœÝóç éóïäõíáìSSáò ∼ ùò åîÞò. Ãéá êÜèå A, A^′ ∈ W:

A ∼ A^′ ⇐⇒ υ(A, ϕ) = υ(A^′, ϕ), ∀ϕ ∈ Cl

Ãéá êÜèå A ∈ W, óõìâïëSSæïõìå ôçí êëÜóç éóïäõíáìSSáò óôçí ïðïSSá áíÞêåé ç A ìå [A]. ÏñSSæïõìå ôï ìéêñü ìïíôÝëï M^′ = ⟨W^′, R^′, υ^′⟩, üðïõ:

• W^′ = {[A] | A ∈ W}

• Ãéá êÜèå [A], [B] ∈ W^′: [A]R^′[B] áí êáé ìüíï áí õðÜñœïõí Γ_1 ∈ [A] êáé Γ_2 ∈ [B] ôÝôïéá þóôå Γ_1RΓ_2. ÅíáëëáêôéêÜ, ãéá êÜèå [A], [B] ∈ W^′: R^′([A], [B]) = � {R(Γ_1, Γ_2) | Γ_1 ∈ [A], Γ_2 ∈ [B]}.

• Ãéá êÜèå êÜèå [A] ∈ W, ϕ ∈ AT : υ^′([A], ϕ) = υ(A, ϕ), áí ϕ ∈ Cl, äéáöïñåôéêÜ υ^′([A], ϕ) = ⊥.

Óýìöùíá ìå ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, ãéá êÜèå A ∈ W êáé ôýðï ϕ ∈ (AT ∩ Cl) Ýœïõìå:

υ^′([A], ϕ) = υ(A, ϕ) (∗)

Áí ç (∗) éóœýåé ãéá êÜèå ôýðï ϕ ∈ Cl, ôüôå, åðåéäÞ ϕ_0 ∈ Cl, Ýœïõìå üôé υ^′([A_0], ϕ_0) = ⊤, äçëáäÞ ï ϕ_0 éêáíïðïéåSSôáé óôï ìéêñü ìïíôÝëï.

ÌÝíåé íá äåSSîïõìå üôé ç (∗) éóœýåé ãéá êÜèå ôýðï ϕ ∈ Cl. Áõôü èá ãSSíåé ìå åðáãùãÞ óôïí ϕ. Ç ðåñSSðôùóç ðïõ ï ϕ åSSíáé áôïìéêüò ôýðïò åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç áðü ôïí ïñéóìü. ÅðéðëÝïí, áí ϕ, ψ ôýðïé êáé (ϕ ∧ ψ) ∈ Cl, ôüôå ϕ, ψ ∈ Cl êáé ãéá êÜèå A ∈ W:

υ^′([A], ϕ ∧ ψ) = υ^′([A], ϕ) ∧ υ^′([A], ψ)^{EΥ}= υ(A, ϕ) ∧ υ(A, ψ) = υ(A, ϕ ∧ ψ) êáé ïìïSSùò ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò ôùí ∨, ⊃.

ÿóôù ôýðïò ϕ ôÝôïéïò þóôå □ϕ ∈ Cl. Ôüôå ϕ ∈ Cl êáé ãéá êÜèå A ∈ W:

υ^′([A], □ϕ) = � [B]∈W^′ (¬R

′([A], [B]) ∨ υ^′([B], ϕ)) EΥ= � [B]∈W^′ � ¬( � (Γ_1,Γ_2)∈[A]×[B] R(Γ 1, Γ 2)) ∨ υ(B, ϕ) �

= � [B]∈W^′ � � (Γ_1,Γ_2)∈[A]×[B] (¬R(Γ 1, Γ 2)) ∨ υ(B, ϕ) � (∗∗) = � [B]∈W^′ � � (Γ_1,Γ_2)∈[A]×[B] (¬R(Γ 1, Γ 2) ∨ υ(Γ 2, ϕ)) �

= � [B]∈W^′,(Γ_1,Γ_2)∈[A]×[B] � ¬R(Γ_1, Γ_2) ∨ υ(Γ_2, ϕ) �

= � Γ_1∈[A],Γ_2∈W � ¬R(Γ_1, Γ_2) ∨ υ(Γ_2, ϕ) � = � Γ_1∈[A]υ(Γ 1, □ϕ) = � Γ_1∈[A]υ(A, □ϕ) = υ(A, □ϕ)

üðïõ ç (∗∗) éóœýåé äéüôé Γ_2 ∈ [B], ïðüôå ãéá êÜèå ôýðï ϕ ∈ Cl, υ(Γ_2, ϕ) = υ(B, ϕ). ÅðïìÝíùò, ï ϕ_0 éêáíïðïéåSSôáé óôï ìéêñü ìïíôÝëï M^′. Ôï ìÝãåèïò ôïõ ìéêñïý ìïíôÝëïõ åSSíáé |W^′|, üðïõ ôï W^′ ðåñéÝœåé ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìSSáò ôçò óœÝóçò ∼. Áðü ôïí ïñéóìü ôçò ôåëåõôáSSáò, Ýœïõìå üôé |W^′| ≤ |P(Cl)| = 2^{|Cl|} êáé, åðåéäÞ ôï |Cl| åSSíáé ãñáììéêü ùò ðñïò ôï |ϕ_0|, Ýœïõìå üôé ôï |M^′| öñÜóóåôáé áðü ìSSá åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ |ϕ_0|. ■ ÅðïìÝíùò, ôï óýíïëï ôùí Ýãêõñùí ôýðùí ãéá ôçí L^{mod} åSSíáé áðïêñSSóéìï, üðùò êáé ôï óýíïëï ôùí éêáíïðïéÞóéìùí ôýðùí.

58 ÊåöÜëáéï 3. ÔñïðéêÞ ËïãéêÞ

ÊåöÜëáéï 4 Ðëåéïíüôéìç ÔñïðéêÞ ËïãéêÞ

Óôï êåöÜëáéï áõôü, ôï ïðïSSï åSSíáé âáóéóìÝíï óôï [Fit92b], åðåêôåSSíïõìå ôç ãëþóóá L_T ìå ôçí ðñïóèÞêç ôñïðéêþí ôåëåóôþí. ĳðùò êáé ðñïçãïýìåíá, ãéá ôç ãëþóóá áõôÞ èá áíáðôýîïõìå Ýíá ëïãéóìü áêïëïõèçôþí êáé èá áðïäåSSîïõìå ôçí ïñèüôçôá êáé ôçí ðëçñüôçôá ôïõ ôåëåõôáSSïõ. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ç áëÞèåéá ðáSSñíåé ôéìÝò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü T , ìå ìÝãéóôï êáé åëÜœéóôï óôïéœåSSï (⊤, ⊥).

4.1 ÏñéóìïSS

ÏñSSæïõìå ôç íÝá ãëþóóá üðùò ôçí L_T êáé ðñïóèÝôïíôáò ôïõò ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò □, ♦. Óçìåéþíïõìå üôé êáé ïé äýï ôåëåóôÝò ðñïóôSSèåíôáé ùò ðñùôáñœéêïSS, êáèþò, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, äåí éóœýåé ç äõáäéêüôçôÜ ôïõò.

Ïñéóìüò 4.1 Ç ãëþóóá L^{mod}_T ôïõ ðëåéïíüôéìïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý ìå áëçèïôéìÝò áðü ôï T ïñSSæåôáé áðü:

• Ôï óýíïëï ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí, ôï ïðïSSï ðåñéÝœåé ôá:

1. Óýìâïëá ìåôáâëçôþí: p, q, êëð. Ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí óõìâïëSSæåôáé ΠM êáé åSSíáé áñéèìÞóéìï.

2. Óýìâïëá ëïãéêþí ðñÜîåùí: ∧, ∨, ⊃. 3. Óýìâïëá ôñïðéêþí ôåëåóôþí: □, ♦.

4. ÂïçèçôéêÜ óýìâïëá ãéá ðáñåíèÝóåéò, êüììá, êëð.

• Ôï óýíïëï ôùí ìç ëïãéêþí óõìâüëùí, ôï ïðïSSï áðïôåëåSSôáé áðü ðñïôáóéáêÝò óôáèåñÝò, óõìâ. α̂, β̂, . . . , ïé ïðïSSåò áíáðáñéóôïýí ôá ìÝëç ôïõ T óôçí L^{mod}_T . Ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí óôáèåñþí óõìâïëSSæåôáé ìå ΠΣ.

Áò ïñSSóïõìå ôþñá êáé ôïõò (óùóôïýò) ðñïôáóéáêïýò ôýðïõò óôçí L^{mod}_T .

Ïñéóìüò 4.2 Ïé ðñïôáóéáêïSS ôýðïé óôçí L^{mod}_T ïñSSæïíôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

• ÁôïìéêïSS ôýðïé ôçò L^{mod}_T åSSíáé ïé ðñïôáóéáêÝò ìåôáâëçôÝò (ΠM) êáé ïé ðñïôáóéáêÝò óôáèåñÝò (ΠΣ). Ôï óýíïëï ôùí áôïìéêþí ôýðùí óõìâïëSSæåôáé AT (AT = ΠM ∪ ΠΣ).

• Ôýðïé ôçò L^{mod}_T åSSíáé ïé áôïìéêïSS ôýðïé, åíþ áí ϕ êáé ψ åSSíáé ôýðïé, ôüôå ïé (ϕ ∨ ψ), (ϕ ∧ ψ), (ϕ ⊃ ψ), (□ϕ) êáé (♦ϕ) åSSíáé åðSSóçò ôýðïé ôçò L^{mod}_T . Ôï óýíïëï ôùí ôýðùí óõìâïëSSæåôáé ΠT .

Óçìåéþíïõìå ðÜëé üôé ôï óýìâïëï ¬ äåí åSSíáé ðñùôáñœéêü êáé üôé œñçóéìïðïéïýìå ôï ¬ϕ ùò óõíôïìïãñáöSSá ôïõ ϕ ⇒ ⊥. ÅðSSóçò, èåùñïýìå üôé ïé ôñïðéêïSS ôåëåóôÝò Ýœïõí ìåãáëýôåñç ðñïôåñáéüôçôá áðü ôá õðüëïéðá óýìâïëá êáé óõœíÜ ðáñáëÝéðïõìå ôéò ðáñåíèÝóåéò. ÿôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá ï ôýðïò □ϕ ∧ ♦ψ åSSíáé ï (□ϕ) ∧ (♦ψ).

4.2 T -ôñïðéêÜ ÌïíôÝëá

Ôá ðëáSSóéá ðïõ ïñSSæïõìå ãéá ôçí L^{mod}_T äéáöÝñïõí áðü ôá êëáóéêÜ ôñïðéêÜ ðëáSSóéá, êáèþò óôç èÝóç ôçò êëáóéêÞò óœÝóçò ðñüóâáóçò Ýœïõìå óõíÜñôçóç ðñüóâáóçò ìå ðåäSSï ôéìþí ôï T .

Ïñéóìüò 4.3 ÿíá T -ôñïðéêü ðëáSSóéï åSSíáé ìéá äïìÞ F = ⟨W, R⟩, üðïõ ôï W åSSíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáôáóôÜóåùí êáé ç R åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç R : W × W → T .

Ïé êáôáóôÜóåéò èá óõìâïëSSæïíôáé ìå êåöáëáSSá åëëçíéêÜ, W = {A, B, Γ, . . . }. ÄåäïìÝíïõ åíüò ðëáéóSSïõ F ïñSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç áíÜèåóçò.

Ïñéóìüò 4.4 Ùò áíÜèåóç óôçí L^{mod}_T ùò ðñïò ôï F ïñSSæïõìå ìéá óõíÜñôçóç υ : W × AT → T , ç ïðïSSá éêáíïðïéåSS ôïí ðåñéïñéóìü υ(A, α̂) = α, üðïõ α ∈ T , ãéá êÜèå α̂ ∈ ΠΣ êáé A ∈ W.

Áí ç υ åSSíáé áíÜèåóç, ç ῡ åSSíáé ç ãåíSSêåõóÞ ôçò óôï W × ΠT . Ç ῡ : W × ΠT → T ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

ÿóôù ϕ, ψ ôýðïé, ϕ^′ áôïìéêüò ôýðïò êáé A ∈ W, ôüôå:

• ῡ(A, ϕ^′) = υ(A, ϕ^′)

• ῡ(A, ϕ ∧ ψ) = ῡ(A, ϕ) ∧ῡ(A, ψ)

• ῡ(A, ϕ ∨ ψ) = ῡ(A, ϕ) ∨ῡ(A, ψ)

• ῡ(A, ϕ ⊃ ψ) = ῡ(A, ϕ) ⇒ῡ(A, ψ)

• ῡ(A, □ϕ) = � {R(A, B) ⇒ ῡ(B, ϕ) | B ∈ W}

• ῡ(A, ♦ϕ) = � {R(A, B) ∧ῡ(B, ϕ) | B ∈ W}

Óôï åîÞò èá óõìâïëSSæïõìå ôçí ῡ áðëþò υ.

Ìðïñïýìå ðëÝïí íá ïñSSóïõìå êáé ôá ìïíôÝëá ðïõ èá œñçóéìïðïéÞóïõìå.

Ïñéóìüò 4.5 ÿíá T -ôñïðéêü ìïíôÝëï åSSíáé ìéá äïìÞ M = ⟨F, υ⟩, üðïõ ôï F = ⟨W, R⟩ åSSíáé Ýíá T -ôñïðéêü ðëáSSóéï êáé ç υ åSSíáé ìéá áíÜèåóç óôçí L^{mod}_T ùò ðñïò ôï F. Ôï ìïíôÝëï M = ⟨F, υ⟩ ëÝìå üôé âáóSSæåôáé óôï ðëáSSóéï F = ⟨W, R⟩ Þ üôé ôï F õðüêåéôáé ôïõ M. ÅðSSóçò, ôï ìïíôÝëï ⟨F, υ⟩ óõìâïëSSæåôáé êáé ⟨W, R, υ⟩.

Ç éêáíïðïéçóéìüôçôá êáé ç åãêõñüôçôá ôýðùí ãéá T -ìïíôÝëá êáé ðëáSSóéá ïñSSæåôáé üðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôùí (áðëþí) ôñïðéêþí ðëáéóSSùí êáé ìïíôÝëùí (ïñéóìüò 3.9). ĳðùò åSSðáìå, ïé äýï ôñïðéêïSS ôåëåóôÝò äåí åSSíáé äõáäéêïSS. Áõôü öáSSíåôáé óôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá.

ÐáñÜäåéãìá 4.6 ÿóôù T = {⊥, α, ⊤} ìå ⊥ < α < ⊤. ÅðéðëÝïí, Ýóôù M = ⟨{A}, R, υ⟩ ìå R(A, A) = ⊤. Ôüôå, èá Ýœïõìå:

υ(A, □α̂) = R(A, A) ⇒ υ(A, α̂) = ⊤ ⇒ α = α υ(A, ¬♦¬τ̂ ) = υ(A, ♦¬α̂) ⇒ ⊥ = (R(A, A) ∧ υ(A, ¬α̂)) ⇒ ⊥ = (R(A, A) ∧ (υ(A, α̂) ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ = (⊤ ∧ (α ⇒ ⊥)) ⇒ ⊥ = (⊤ ∧ ⊥) ⇒ ⊥ = ⊥ ⇒ ⊥ = ⊤

ÅðïìÝíùò, äåí éóœýåé ç äõáäéêüôçôá ôùí ôñïðéêþí ôåëåóôþí, üðùò éóœýåé óôçí êëáóéêÞ ôñïðéêÞ ëïãéêÞ.

4.3 Ï Ôñïðéêüò Ëïãéóìüò Áêïëïõèçôþí SC^{mod}_T

ĳðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôçò (áðëÞò) ðëåéïíüôéìçò ëïãéêÞò, èá áíáðôýîïõìå Ýíá ëïãéóìü áêïëïõèçôþí. ÿœïõìå ôïõò ðáñáêÜôù ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 4.7 ÿíáò áêïëïõèçôÞò ôïõ SC^{mod}_T åSSíáé ìéá Ýêöñáóç ôçò ìïñöÞò Γ → Δ , üðïõ Γ, Δ ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ôýðùí ôçò L^{mod}_T .

Ïñéóìüò 4.8 ËÝìå üôé ï áêïëïõèçôÞò Γ → Δ éêáíïðïéåSSôáé óôçí êáôÜóôáóç A ôïõ T -ôñïðéêïý ìïíôÝëïõ M = ⟨W, R, υ⟩ áí óå êÜðïéï óôïéœåSSï ôïõ Δ áíáôSSèåôáé ç ôéìÞ ⊤ Þ óå êÜðïéï óôïéœåSSïõ ôïõ Γ äåí áíáôSSèåôáé ç ôéìÞ ⊤ óôçí êáôÜóôáóç áõôÞ. Ï áêïëïõèçôÞò ëÝãåôáé Ýãêõñïò óôï ìïíôÝëï M áí éêáíïðïéåSSôáé óå êÜèå êáôÜóôáóÞ ôïõ, åíþ ëÝãåôáé Ýãêõñïò óôï ðëáSSóéï F áí åSSíáé Ýãêõñïò óå êÜèå ìïíôÝëï ðïõ âáóSSæåôáé óôï F.

ÔÝëïò, ï áêïëïõèçôÞò ëÝãåôáé Ýãêõñïò áí åSSíáé Ýãêõñïò óå êÜèå ðëáSSóéï F.

Ðñïœùñïýìå óôïõò êáíüíåò êáé ôá áîéþìáôá ãéá ôïõò áêïëïõèçôÝò, îåêéíþíôáò áðü ôá ãíùóôÜ:

ÁîSSùìá Ôáõôüôçôáò ϕ → ϕ Êáíüíáò ÅîáóèÝíçóçò (W eakening) Γ → Δ Γ ∪ Γ^′ → Δ ∪ Δ^′ Êáíüíáò ÔïìÞò (Cut) Γ → Δ, ϕ Γ, ϕ → Δ Γ → Δ ÁîSSùìá Ìåôáâáôéêüôçôáò ϕ ⊃ χ, χ ⊃ ψ → ϕ ⊃ ψ Êáíüíáò RI ⊃ Γ, α̂ ⊃ ϕ → Δ, α̂ ⊃ ψ (ãéá êÜèå á ∈ T ) Γ → Δ, ϕ ⊃ ψ Êáíüíáò ⊃ RI Γ, ψ ⊃ α̂ → Δ, ϕ ⊃ α̂ (ãéá êÜèå á ∈ T ) Γ → Δ, ϕ ⊃ ψ Áîéþìáôá Óýæåõîçò → (ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ → (ϕ ∧ ψ) ⊃ ψ χ ⊃ ϕ, χ ⊃ ψ → χ ⊃ (ϕ ∧ ψ) Áîéþìáôá ÄéÜæåõîçò → ϕ ⊃ (ϕ ∨ ψ) → ψ ⊃ (ϕ ∨ ψ) ϕ ⊃ χ, ψ ⊃ χ → (ϕ ∨ ψ) ⊃ χ Áîéþìáôá ÓõíåðáãùãÞò (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ → ϕ ⊃ (ψ ⊃ χ) ϕ ⊃ (ψ ⊃ χ) → (ϕ ∧ ψ) ⊃ χ Áîéþìáôá Ðñïôáóéáêþí Óôáèåñþí → α̂ ⊃ β̂ ãéá êÜèå α, β ∈ T ìå α ≤ β α̂ ⊃ β̂ → ãéá êÜèå α, β ∈ T ìå α ≰ β

Áîéþìáôá ÌåôáôñïðÞò ϕ → (⊤ ⊃ ϕ) (⊤ ⊃ ϕ) → ϕ ÅðéðëÝïí, Ýœïõìå ôá ðáñáêÜôù ôñïðéêÜ áîéþìáôá êáé êáíüíåò.

Êáíüíáò ÊáèïëéêÞò ÓõíåðáãùãÞò (Inference Necessitation) → ϕ → □ϕ ÔñïðéêÜ Áîéþìáôá → □(ϕ ⊃ ψ) ⊃ (□ϕ ⊃ □ψ) Ãéá êÜèå α ∈ T , → (α̂ ⊃ □ϕ) ≡ □(α̂ ⊃ ϕ) Ãéá êÜèå α ∈ T , → (♦ϕ ⊃ α̂) ≡ □(ϕ ⊃ α̂) Ãéá ôïí ïñéóìü ôçò áðüäåéîçò ìðïñåSS íá áíáôñÝîåé êáíåSSò óôïí ïñéóìü 2.7 óôç óåëSSäá 35. ÕðåíèõìSSæïõìå áêüìç üôé åðéôñÝðïõìå óõìðôýîåéò åîáóèÝíçóçò êáé ôïìÞò óå Ýíá âÞìá.

ÐáñáêÜôù ðáñáèÝôïõìå êÜðïéåò ðñïôÜóåéò ìå ôéò áðïäåSSîåéò ôïõò.

Ðñüôáóç 4.9 Ãéá êÜèå α ∈ T , → α̂ ⊃ □α̂.

Áðüä. Ç áðüäåéîç ðñïêýðôåé ìå ôç âïÞèåéá ôçò êáèïëéêÞò óõíåðáãùãÞò (IN), ôùí ôñïðéêþí áîéùìÜôùí êáé ôçò ðñüôáóçò 2.18.

→ α̂ ⊃ α̂ IN → □(α̂ ⊃ α̂) □(α̂ ⊃ α̂) → α̂ ⊃ □α̂ C → α̂ ⊃ □α̂ ■ Ðñüôáóç 4.10 Ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò ϕ, ψ éóœýåé üôé:

→ ϕ ⊃ ψ → □ϕ ⊃ □ψ Áðüä. ÐÜëé ìå œñÞóç ôçò êáèïëéêÞò óõíåðáãùãÞò, ôùí ôñïðéêþí áîéùìÜôùí êáé ôçò ðñüôáóçò 2.18, Ýœïõìå:

→ ϕ ⊃ ψ IN → □(ϕ ⊃ ψ) □(ϕ ⊃ ψ) → □ϕ ⊃ □ψ C → □ϕ ⊃ □ψ ■ Ðñüôáóç 4.11 Ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò ϕ, ψ éóœýåé:

→ (□ϕ ∧ □ψ) ≡ □(ϕ ∧ ψ)

Áðüä. Ãéá ôç ìSSá óõíåðáãùãÞ Ýœïõìå:

→ (ϕ ∧ ψ) ⊃ (ϕ ∧ ψ) (ϕ ∧ ψ) ⊃ (ϕ ∧ ψ) → ϕ ⊃ (ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) C → ϕ ⊃ (ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) IN → □(ϕ ⊃ (ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ))) : [1]

[1] □(ϕ ⊃ (ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ))) → □ϕ ⊃ □(ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) C → □ϕ ⊃ □(ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) AM C □(ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) ⊃ □ψ ⊃ □(ϕ ∧ ψ) → □ϕ ⊃ (□ψ ⊃ □(ϕ ∧ ψ)) : [2]

[2] → □(ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) ⊃ □ψ ⊃ □(ϕ ∧ ψ) C → □ϕ ⊃ (□ψ ⊃ □(ϕ ∧ ψ)) □ϕ ⊃ (□ψ ⊃ □(ϕ ∧ ψ)) → (□ϕ ∧ □ψ) ⊃ □(ϕ ∧ ψ) C → (□ϕ ∧ □ψ) ⊃ □(ϕ ∧ ψ)

üðïõ AM åSSíáé ôï ðáñáêÜôù áîSSùìá ìåôáâáôéêüôçôáò.

AM : □ϕ ⊃ □(ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)), □(ψ ⊃ (ϕ ∧ ψ)) ⊃ □ψ ⊃ □(ϕ ∧ ψ) → □ϕ ⊃ (□ψ ⊃ □(ϕ ∧ ψ))

Ãéá ôçí Üëëç óõíåðáãùãÞ Ýœïõìå üôé:

→ (ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ IN → □((ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ) □((ϕ ∧ ψ) ⊃ ϕ) → □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ϕ C → □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ϕ

ÏìïSSùò áðïäåéêíýïõìå üôé → □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ψ, ïðüôå:

→ □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ϕ □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ϕ, □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ψ → □(ϕ ∧ ψ) ⊃ (□ϕ ∧ □ψ) C □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ψ → □(ϕ ∧ ψ) ⊃ (□ϕ ∧ □ψ) → □(ϕ ∧ ψ) ⊃ □ψ C → □(ϕ ∧ ψ) ⊃ (□ϕ ∧ □ψ) ■ Ðñüôáóç 4.12 ÿóôù χ, ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_n, ψ_1, ψ_2, . . . , ψ_m ôýðïé êáé γ, α_1, α_2, . . . , α_n, β_1, β_2, . . . , β_m óôïéœåSSá ôïõ T . Ôüôå ïé ðáñáêÜôù åSSíáé ðáñáãüìåíïé êáíüíåò. → � � i≤n (α̂_i ⊃ ϕ_i) ∧ � j≤m (ψ_j ⊃ β̂_j) � ⊃ (γ̂ ⊃ χ) → � � i≤n (α̂_i ⊃ □ϕ_i) ∧ � j≤m (♦ψ_j ⊃ β̂_j) � ⊃ (γ̂ ⊃ □χ) → � � i≤n (α̂_i ⊃ ϕ_i) ∧ � j≤m (ψ_j ⊃ β̂_j) � ⊃ (χ ⊃ γ̂) → � � i≤n (α̂_i ⊃ □ϕ_i) ∧ � j≤m (♦ψ_j ⊃ β̂_j ) � ⊃ (♦χ ⊃ γ̂)

Áðüä. Ãéá ôïí ðñþôï êáíüíá Ýœïõìå üôé, åÜí éóœýåé: → � � i≤n (α̂_i ⊃ ϕ_i) ∧ � j≤m (ψ_j ⊃ β̂_j) � ⊃ (γ̂ ⊃ χ)

ôüôå, áðü ôéò äýï ðñïçãïýìåíåò ðñüôáóåéò êáé Ýíá ôñïðéêü áîSSùìá, éóœýïõí äéáäïœéêÜ: → □ � � i≤n (α̂_i ⊃ ϕ_i) ∧ � j≤m (ψ_j ⊃ β̂_j) � ⊃ □(γ̂ ⊃ χ)

4.4 Ïñèüôçôá 65 → � � i≤n □(α̂_i ⊃ ϕ_i) ∧ � j≤m □(ψ_j ⊃ β̂_j ) � ⊃ □(γ̂ ⊃ χ) → � � i≤n □(α̂_i ⊃ ϕ_i) ∧ � j≤m □(ψ_j ⊃ β̂_j ) � ⊃ (γ̂ ⊃ □χ)

áð’üðïõ êáôáëÞãïõìå óôï æçôïýìåíï ìå åöáñìïãÞ ôùí ôñïðéêþí áîéùìÜôùí êáé ôùí áîéùìÜôùí ôçò óõíåðáãùãÞò. ÿôóé ðœ. áí ϕ^′ = � � 2≤i≤n (α̂ i ⊃ □ϕ i) ∧ � j≤m (♦ψ_j ⊃ β̂_j ) � , Ýœïõìå:

→ (□(α̂_1 ⊃ ϕ_1) ∧ ϕ^′) ⊃ (γ̂ ⊃ □χ) áî. óõíåðáãùãÞò → □(α̂_1 ⊃ ϕ_1) ⊃ (ϕ^′ ⊃ (γ̂ ⊃ □χ)) ôñïðéêü áî.

→ (α̂_1 ⊃ □ϕ_1) ⊃ (ϕ^′ ⊃ (γ̂ ⊃ □χ)) áî. óõíåðáãùãÞò → ((α̂_1 ⊃ □ϕ_1) ∧ ϕ^′) ⊃ (γ̂ ⊃ □χ)

ìå ôïí SSäéï ôñüðï áëëÜæïõìå êáé ôïõò õðüëïéðïõò üñïõò ìÝóá óôç ìåãÜëç ðáñÝíèåóç. Ï äåýôåñïò êáíüíáò ðñïêýðôåé ðáñïìïSSùò. ■ 4.4 Ïñèüôçôá

ÄåäïìÝíçò ôçò ïñèüôçôáò óôç ìç ôñïðéêÞ ðåñSSðôùóç, ãéá ôçí ïñèüôçôá ôïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý áêïëïõèçôþí ðñÝðåé íá äåSSîïõìå üôé ï êáíüíáò ôçò êáèïëéêÞò óõíåðáãùãÞò åSSíáé ïñèüò êáé üôé ôá ôñïðéêÜ áîéþìáôá åSSíáé Ýãêõñá.

Ðñüôáóç 4.13 Ï êáíüíáò ôçò êáèïëéêÞò óõíåðáãùãÞò åSSíáé ïñèüò.

Áðüä. ÿóôù ôýðïò ϕ êáé ìïíôÝëï M = ⟨W, R, υ⟩. Ôüôå ãéá êÜèå A ∈ W Ýœïõìå:

υ(A, □ϕ) = � {R(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) | B ∈ W}

ïðüôå, áí ç õðüèåóç ôïõ êáíüíá (ϕ) åSSíáé Ýãêõñç, ôüôå υ(B, ϕ) = ⊤ ãéá êÜèå B ∈ W. ÅðïìÝíùò, åöüóïí ôï W äåí åSSíáé êåíü, Ýœïõìå:

υ(A, □ϕ) = � {R(A, B) ⇒ ⊤ | B ∈ W} = � {⊤ | B ∈ W} = ⊤

űñá ï êáíüíáò åSSíáé ïñèüò. ■ Ðñüôáóç 4.14 Ôá ôñïðéêÜ áîéþìáôá åSSíáé Ýãêõñá.

Áðüä. ÿóôù ôýðïé ϕ, ψ êáé ìïíôÝëï M = ⟨W, R, υ⟩. Ôüôå ãéá ôï ðñþôï áîSSùìá êáé ãéá êÜèå A ∈ W, ìå œñÞóç ôçò ðñüôáóçò 1.29, Ýœïõìå:

υ(A, □(ϕ ⊃ ψ) ⊃ (□ϕ ⊃ □ψ)) =

= υ(A, □(ϕ ⊃ ψ)) ⇒ υ(A, □ϕ ⊃ □ψ) = υ(A, □(ϕ ⊃ ψ)) ⇒ (υ(A, □ϕ) ⇒ υ(A, □ψ)) = (υ(A, □(ϕ ⊃ ψ)) ∧ υ(A, □ϕ)) ⇒ υ(A, □ψ) = � � B∈W (R(A, B) ⇒ υ(B, ϕ ⊃ ψ)) ∧ � B∈W (R(A, B) ⇒ υ(B, ϕ)) � ⇒ υ(A, □ψ) = � B∈W � R(A, B) ⇒ (υ(B, ϕ ⊃ ψ) ∧ υ(B, ϕ)) � ⇒ υ(A, □ψ) = � B∈W � R(A, B) ⇒ ((υ(B, ϕ) ⇒ υ(B, ψ)) ∧ υ(B, ϕ)) � ⇒ υ(A, □ψ) = � B∈W � R(A, B) ⇒ (υ(B, ϕ) ∧ υ(B, ψ)) � ⇒ υ(A, □ψ) = � � B∈W (R(A, B) ⇒ υ(B, ϕ)) ∧ � B∈W (R(A, B) ⇒ υ(B, ψ)) � ⇒ υ(A, □ψ)

= (υ(A, □ϕ) ∧ υ(A, □ψ)) ⇒ υ(A, □ψ) = ⊤

Ãéá ôï äåýôåñï áîSSùìá Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå A ∈ W êáé êÜèå α ∈ T :

υ(A, α̂ ⊃ □ϕ) = υ(A, α̂) ⇒ υ(A, □ϕ)

= α ⇒ � B∈W � R(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) �

= � B∈W � α ⇒ (R(A, B) ⇒ υ(B, ϕ)) �

= � B∈W � (α ∧ R(A, B)) ⇒ υ(B, ϕ) �

= � B∈W � R(A, B) ⇒ (α ⇒ υ(B, ϕ)) �

= � B∈W � R(A, B) ⇒ (υ(B, α̂) ⇒ υ(B, ϕ)) �

= � B∈W � R(A, B) ⇒ υ(B, α̂ ⊃ ϕ) �

= υ(A, □(α̂ ⊃ ϕ))

ÔÝëïò, ãéá ôï ôñSSôï áîSSùìá Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå A ∈ W êáé êÜèå α ∈ T :

υ(A, ♦ϕ ⊃ α̂) = υ(A, ♦ϕ) ⇒ υ(A, α̂) = � B∈W � R(A, B) ∧ υ(B, ϕ) � ⇒ α = � B∈W � (R(A, B) ∧ υ(B, ϕ)) ⇒ α �

= � B∈W � R(A, B) ⇒ (υ(B, ϕ) ⇒ α) �

= � B∈W � R(A, B) ⇒ υ(B, ϕ ⊃ α̂) �

= υ(A, □(ϕ ⊃ α̂)) ■ ÅðïìÝíùò, ï ôñïðéêüò ëïãéóìüò áêïëïõèçôþí åSSíáé ïñèüò.

4.5 Ðëçñüôçôá

Ç ðëçñüôçôá ôïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý áêïëïõèçôþí åSSíáé ðéï åðSSðïíï óõìðÝñáóìá áðü ôçí ïñèüôçôá. Ç áðüäåéîç áêïëïõèåSS ðáñüìïéá âÞìáôá ìå áõôÞí ôçò ðëçñüôçôáò ôïõ áðëïý ëïãéóìïý áêïëïõèçôþí óå ðñïçãïýìåíç åíüôçôá. ÁñœéêÜ åðáíáëáìâÜíïõìå ôïí ïñéóìü ôçò ðëçñüôçôáò.

Ïñéóìüò 4.15 ÿíáò ëïãéóìüò áêïëïõèçôþí åSSíáé ðëÞñçò áí ãéá êÜèå æåýãïò Γ, Δ ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí áðü ôýðïõò Ýœïõìå üôé:

Áí ï áêïëïõèçôÞò Γ → Δ åSSíáé Ýãêõñïò, ôüôå åSSíáé êáé áðïäåSSîéìïò, áðïôåëåSS äçëáäÞ èåþñçìá.

Ç áðüäåéîç ôçò ðëçñüôçôáò ãSSíåôáé ìÝóù óõíåðþí æåõãþí óõíüëùí ðïõ ïñSSæïõìå ùò åîÞò.

Ïñéóìüò 4.16 ÿóôù Σ, S êáé T óýíïëá áðü ôýðïõò, ìå ôï Σ ðåðåñáóìÝíï êáé ìç êåíü. Ôï æåýãïò ⟨S, T ⟩ ëÝãåôáé Σ-áóõíåðÝò áí õðÜñœïõí Σ^′ = {ϕ_1, . . . , ϕ_ν } ⊆ Σ, êáé ðåðåñáóìÝíá Γ ⊆ S êáé Δ_1, . . . , Δ_ν ⊆ T ôÝôïéá þóôå ï áêïëïõèçôÞò:

Γ → ( � Δ_1) ⊃ ϕ_1, . . . , ( � Δ_ν ) ⊃ ϕ_ν

íá åSSíáé áðïäåSSîéìïò. ÅðéôñÝðïõìå ôï Γ Þ êÜðïéï Δ_i íá åSSíáé êåíü. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ôáõôSSæïõìå ôï � ∅ ⊃ ϕ_i ìå ôï ⊤ ⊃ ϕ_i, äçëáäÞ ìå ôï ϕ_i. ÅðSSóçò, áí Σ = {ϕ}, ôüôå ôï ⟨S, T ⟩ ëÝãåôáé êáé ϕ-áóõíåðÝò. Ôï ⟨S, T ⟩ ëÝãåôáé Σ-óõíåðÝò áí äåí åSSíáé Σ-áóõíåðÝò.

Ôï ⟨S, T ⟩ ëÝãåôáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò áí åSSíáé Σ-óõíåðÝò êáé ãéá êÜèå Σ-óõíåðÝò æåýãïò ⟨S^′, T ⟩ ìå S ⊆ S^′, Ýœïõìå S = S^′.

Ïé åðüìåíåò äýï ðñïôÜóåéò åSSíáé áíôSSóôïéœåò ôùí ðñïôÜóåùí 2.25 êáé 2.26.

Ðñüôáóç 4.17 Áí ôï ⟨S^′, T ⟩ åSSíáé Σ-óõíåðÝò, ôüôå õðÜñœåé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò æåýãïò ⟨S, T ⟩ ìå S^′ ⊆ S.

Áí ôï ⟨S, T ⟩ åSSíáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò êáé ãéá êÜðïéï ôýðï ϕ õðÜñœåé ðåðåñáóìÝíï Γ ⊆ S ôÝôïéï þóôå Γ → ϕ, ôüôå ϕ ∈ S.

Áðüä. Ãéá ôï ðñþôï ìðïñåSS íá áíáôñÝîåé êáíåSSò óôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 2.25. Ãéá ôï äåýôåñï Ýóôù üôé Γ ⊆ S êáé Γ → ϕ, üðïõ ϕ /∈ S. Êáèþò ôï ⟨S, T ⟩ åSSíáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò, ôï ⟨S∪{ϕ}, T ⟩ åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, õðÜñœïõí äçëáäÞ ðåðåñáóìÝíá Γ^′ ⊆ S êáé Δ_1, . . . , Δ_ν ⊆ T þóôå Γ^′, ϕ → ( � Δ_1) ⊃ ϕ_1, . . . , ( � Δ_ν ) ⊃ ϕ_ν , üðïõ Σ^′ = {ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν } ⊆ Σ. Ôüôå Ýœïõìå:

Γ → ϕ Γ^′, ϕ → ( � Δ_1) ⊃ ϕ_1, . . . , ( � Δ_ν ) ⊃ ϕ_ν C Γ ∪ Γ^′ → ( � Δ_1) ⊃ ϕ_1, . . . , ( � Δ_ν ) ⊃ ϕ_ν

üðïõ Γ ∪ Γ^′ ⊆ S, Üñá ôï ⟨S, T ⟩ åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, Üôïðï. ■ Ðñüôáóç 4.18 ÿóôù ⟨S, T ⟩ Ýíá ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò æåýãïò óõíüëùí. Ãéá êÜèå ôýðï ϕ õðÜñœåé áêñéâþò Ýíá α_ϕ ∈ T Ýôóé þóôå (ϕ ≡ ^α_ϕ ) ∈ S.

Áðüä. Áñœéêþò Ýóôù üôé õðÜñœïõí α, β ∈ T ìå α ≠ β êáé (ϕ ≡ α̂), (ϕ ≡ β̂) ∈ S. Ôüôå, œâôã ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé α ≰ β. ÅðSSóçò, åðåéäÞ (ϕ ≡ α̂) → α̂ ⊃ ϕ êáé (ϕ ≡ β̂) → ϕ ⊃ β̂ , Ýœïõìå üôé (α̂ ⊃ ϕ), (ϕ ⊃ β̂) ∈ S êáé, êáèþò éóœýåé α̂ ⊃ ϕ, ϕ ⊃ β̂ → , ôï ⟨S, T ⟩ åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, Üôïðï.

ÅðSSóçò, Ýóôù üôé äåí õðÜñœåé êáíÝíá α ∈ T ãéá ôï ïðïSSï (ϕ ≡ α̂) ∈ S. Ôüôå, åðåéäÞ ôï ⟨S, T ⟩ åSSíáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò, ãéá êÜèå α_i ∈ T õðÜñœïõí ðåðåñáóìÝíá Γ_i ⊆ S êáé Δ^i_1, . . . , Δ^i_{νi} êáé Ýíá Σ_i = {ϕ^i_1, . . . , ϕ^i_{νi} } ⊆ Σ þóôå:

Γ_i, (ϕ ≡ α̂_i) → ( � Δ^i_1) ⊃ ϕ^i_1, . . . , ( � Δ^i_{νi} ) ⊃ ϕ^i_{νi} W � 1≤i≤n Γ i, (ϕ ≡ α̂ i) → ( � Δ^i_1) ⊃ ϕ^i_1, . . . , ( � Δ^i_{νi} ) ⊃ ϕ^i_{νi}

üðïõ n = |T |. ÿóôù Σ = {ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν }. Ãéá êÜèå ϕ_i õðÜñœïõí ðåðåñáóìÝíá Δ_{i,1}, . . . , Δ_{i,μ i} ⊆ T (åíäåœïìÝíùò μ_i = 0), þóôå áêñéâþò ïé üñïé ( � Δ_{i,j}) ⊃ ϕ_i, 1 ≤ j ≤ μ_i , íá åìöáíSSæïíôáé óôïõò ðáñáðÜíù áêïëïõèçôÝò. ÅÜí óå Ýíáí áðü ôïõò ðáñáðÜíù áêïëïõèçôÝò åìöáíSSæåôáé ï üñïò ( � Δ_{i,j} ) ⊃ ϕ_i ãéá êÜðïéï j, ìå œñÞóç ôçò ðñüôáóçò 2.11 ìðïñïýìå íá ôïí áíôéêáôáóôÞóïõìå ìå ôïí üñï ( � ( � 1≤j≤μ_i Δ i,j )) ⊃ ϕ i.

ÅÜí äåí åìöáíSSæåôáé êáèüëïõ üñïò ìå ôïí ôýðï ϕ_i, ôüôå ìå åîáóèÝíçóç ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå ôïí üñï ( � ( � 1≤j≤μ_i Δ i,j )) ⊃ ϕ i. ÈÝôïíôáò Γ = � 1≤i≤n Γ i ⊆ S êáé

Δ_i = � 1≤j≤μ_i Δ i,j ⊆ T Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå α̂ ∈ T áðïäåéêíýåôáé:

Γ, (ϕ ≡ α̂) → ( � Δ_1) ⊃ ϕ_1, . . . , ( � Δ_ν ) ⊃ ϕ_ν

ïðüôå ìå œñÞóç ôçò ðñüôáóçò 2.20, Ýœïõìå:

Γ → ( � Δ_1) ⊃ ϕ_1, . . . , ( � Δ_ν ) ⊃ ϕ_ν űñá êáôáëÞãïõìå óôï üôé ôï ⟨S, T ⟩ åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, äçëáäÞ óå Üôïðï. ■ Ðüñéóìá 4.19 Áí ⟨S, T ⟩ åSSíáé Ýíá ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò æåýãùí óõíüëùí, ôüôå ãéá êÜèå α ∈ T , (α̂ ≡ α̂) ∈ S.

Ïñéóìüò 4.20 ÿíá óýíïëï ôýðùí S ëÝãåôáé áñéóôåñü óõíåðÝò áí õðÜñœïõí óýíïëá ôýðùí T êáé Σ ìå ôï Σ ðåðåñáóìÝíï êáé ìç êåíü, Ýôóé þóôå ôï æåýãïò ⟨S, T ⟩ íá åSSíáé Σ-óõíåðÝò.

ÿíá óýíïëï ôýðùí S ëÝãåôáé ìåãéóôéêü áñéóôåñü óõíåðÝò áí õðÜñœïõí óýíïëá ôýðùí T êáé Σ ìå ôï Σ ðåðåñáóìÝíï êáé ìç êåíü, Ýôóé þóôå ôï æåýãïò ⟨S, T ⟩ íá åSSíáé ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò.

Ðüñéóìá 4.21 ÿóôù S Ýíá ìåãéóôéêü áñéóôåñü óõíåðÝò óýíïëï ôýðùí. Ôüôå ãéá êÜèå ôýðï ϕ:

• áí ãéá êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï Γ ⊆ S, Γ → ϕ, ôüôå ϕ ∈ S.

• õðÜñœåé ìïíáäéêü α_ϕ ∈ T ôÝôïéï þóôå (ϕ ≡ ^α_ϕ ) ∈ S.

Áðüä. Åöüóïí ôï S åSSíáé ìåãéóôéêü áñéóôåñü óõíåðÝò, õðÜñœïõí óýíïëá ôýðùí T, Σ ìå ôï Σ ðåðåñáóìÝíï, Ýôóé þóôå ôï ⟨S, T ⟩ íá åSSíáé Σ-óõíåðÝò. Óõíåðþò, ëüãù ôùí ðñïôÜóåùí 4.17 êáé 4.18, Ýœïõìå ôá æçôïýìåíá. ■ Ôþñá åSSìáóôå Ýôïéìïé íá áðïäåSSîïõìå ôï âáóéêü èåþñçìá áõôÞò ôçò åíüôçôáò.

Èåþñçìá 4.22 ÿóôù ïé ôýðïé ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν . Áí ï áêïëïõèçôÞò → ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν åSSíáé Ýãêõñïò, ôüôå åSSíáé áðïäåSSîéìïò.

Áðüä. ÿóôù üôé ï áêïëïõèçôÞò → ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν äåí åSSíáé áðïäåSSîéìïò. ÏñSSæïõìå Σ = {ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν }. Èá äåSSîïõìå üôé óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ï áêïëïõèçôÞò äåí åSSíáé Ýãêõñïò.

ÿóôù W ôï óýíïëï üëùí ôùí ìåãéóôéêþí áñéóôåñþí óõíåðþí óõíüëùí áðü ôýðïõò. ÏñSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç f : W × ΠT → T Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ôýðï ϕ êáé ãéá êÜèå A ∈ W ôï f(A, ϕ) íá åSSíáé ôï ìïíáäéêü α ∈ T ãéá ôï ïðïSSï (ϕ ≡ α̂) ∈ A. ĳðùò åSSäáìå óôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò 2.27, ãéá êÜèå A ∈ W êáé ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò ϕ, ψ éóœýåé üôé:

• (ϕ ∧ ψ) ≡ (f(A, ϕ) ∧ f(A, ψ)) ∈ A, ïðüôå f(A, ϕ ∧ ψ) = f(A, ϕ) ∧ f(A, ψ)

• (ϕ ∨ ψ) ≡ (f(A, ϕ) ∨ f(A, ψ)) ∈ A, ïðüôå f(A, ϕ ∨ ψ) = f(A, ϕ) ∨ f(A, ψ)

• (ϕ ⊃ ψ) ≡ (f(A, ϕ) ⇒ f(A, ψ)) ∈ A, ïðüôå f(A, ϕ ⊃ ψ) = f(A, ϕ) ⇒ f(A, ψ)

üðïõ ç ãñáììÞ ðÜíù áðü êÜðïéïõò üñïõò œñçóéìïðïéåSSôáé ãéá ôï äéáœùñéóìü ôùí ìåëþí ôïõ T áðü ôéò ðñïôáóéáêÝò óôáèåñÝò ðïõ ôá áíáðáñéóôïýí óôç ãëþóóá L^{mod}_T . Óôç óõíÝœåéá áõôÞò ôçò áðüäåéîçò èá åãêáôáëåSSøïõìå áõôüí ôï óõìâïëéóìü, ï ïðïSSïò ðÜíôùò åSSíáé œñÞóéìïò êáé ãåíéêÜ âïçèÜ íá áðïöýãïõìå êÜðïéá åýêïëá ëÜèç. ÏñSSæïõìå ôç óœÝóç R ùò åîÞò. Ãéá üëá ôá A, B ∈ W Ýœïõìå:

R(A, B) = � ψ∈ΠT � f(A, □ψ) ⇒ f(B, ψ) � ∧ � χ∈ΠT � f(B, χ) ⇒ f(A, ♦χ) �

ÔÝëïò, ïñSSæïõìå ôçí áíÜèåóç υ óôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò ùò åîÞò. Ãéá êÜèå A ∈ W êáé ϕ ∈ AT : υ(A, ϕ) = f(A, ϕ). ÅðåêôåSSíïõìå ôç υ (ῡ) óå üëïõò ôïõò ôýðïõò êáé Ýóôù üôé:

ãéá êÜèå A ∈ W êáé ϕ ∈ ΠT : υ(A, ϕ) = f(A, ϕ) (∗)

Èá äåSSîïõìå üôé óôï T -ìïíôÝëï M = ⟨W, R, υ⟩ õðÜñœåé ìéá êáôÜóôáóç óôçí ïðïSSá äåí éêáíïðïéåSSôáé êáíÝíá ϕ_i. Åöüóïí ï → ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_ν äåí åSSíáé áðïäåSSîéìïò, ôï ⟨∅, ∅⟩ åSSíáé Σ-óõíåðÝò êáé åðåêôåSSíåôáé óå Ýíá ìåãéóôéêü Σ-óõíåðÝò æåýãïò ⟨A, ∅⟩. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç A ∈ W. ÿóôù υ(A, ϕ_i) = α_i ãéá êÜèå ϕ_i ∈ Σ. Áí ãéá êÜðïéï i åSSíáé α_i = ⊤, Ýœïõìå (ϕ_i ≡ ⊤) ∈ A. Áðü ôçí ðñüôáóç 2.17, Ýœïõìå üôé (ϕ_i ≡ ⊤) → ϕ_i , ïðüôå ôï ⟨A, ∅⟩ åSSíáé Σ-áóõíåðÝò, Üôïðï. ÅðïìÝíùò, υ(A, ϕ_i) < ⊤ ãéá êÜèå ϕ_i ∈ Σ êáé ï áêïëïõèçôÞò äåí åSSíáé Ýãêõñïò.

ÖõóéêÜ ç áðüäåéîç äåí Ýœåé ôåëåéþóåé, áöïý ìÝíåé íá áðïäåSSîïõìå ôçí (∗). Èá œñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí éóœýåé åî’ïñéóìïý, åíþ ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôùí ëïãéêþí ðñÜîåùí Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå A ∈ W êáé ãéá üëïõò ôïõò ôýðïõò ϕ, ψ:

• υ(A, ϕ ∧ ψ) = υ(A, ϕ) ∧ υ(A, ψ)^{EΥ}= f(A, ϕ) ∧ f(A, ψ) = f(A, ϕ ∧ ψ)

• υ(A, ϕ ∨ ψ) = υ(A, ϕ) ∨ υ(A, ψ)^{EΥ}= f(A, ϕ) ∨ f(A, ψ) = f(A, ϕ ∨ ψ)

• υ(A, ϕ ⊃ ψ) = υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ)^{EΥ}= f(A, ϕ) ⇒ f(A, ψ) = f(A, ϕ ⊃ ψ)

ÁðïìÝíïõí ëïéðüí ïé ðåñéðôþóåéò ôùí ôñïðéêþí ôåëåóôþí. ÿóôù ôýðïò ϕ_0 êáé Ýóôù üôé ãéá êÜèå A_0 ∈ W éóœýåé υ(A_0, ϕ_0) = f(A_0, ϕ_0). Èá äåSSîïõìå üôé υ(A_0, □ϕ_0) = f(A_0, □ϕ_0).

⇝ f(A_0, □ϕ_0) ≤ υ(A_0, □ϕ_0) Åî’ïñéóìïý Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå B ∈ W, R(A_0, B) ≤ (f(A_0, □ϕ_0) ⇒ f(B, ϕ_0)). ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.29, f(A_0, □ϕ_0) ≤ (R(A_0, B) ⇒ f(B, ϕ_0)), ãéá êÜèå B ∈ W, ïðüôå, óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôçò ôïìÞò:

f(A_0, □ϕ_0) ≤ � B∈W (R(A_0, B) ⇒ f(B, ϕ_0)) EΥ= � B∈W (R(A_0, B) ⇒ υ(B, ϕ_0))

= υ(A_0, □ϕ_0)

⇝ υ(A_0, □ϕ_0) ≤ f(A_0, □ϕ_0) ÿóôù üôé υ(A_0, □ϕ_0) ≰ f(A_0, □ϕ_0). ÏñSSæïõìå ùò T ôï óýíïëï üëùí ôùí ôýðùí ôçò ìïñöÞò f(A_0, □ψ) ⊃ ψ êáé χ ⊃ f(A_0, ♦χ)^1. ÏñSSæïíôáò ãéá êÜèå B ∈ W, f(B, T ) = {f(B, ψ) | ψ ∈ T }, Ýœïõìå üôé:

R(A_0, B) = � ψ∈ΠT � f(A_0, □ψ) ⇒ f(B, ψ) � ∧ � χ∈ΠT � f(B, χ) ⇒ f(A_0, ♦χ) � 4.19= �

ψ∈ΠT � f(B, f(A_0, □ψ)) ⇒ f(B, ψ) � ∧ � χ∈ΠT � f(B, χ) ⇒ f(B, f(A_0, ♦χ)) �

= � ψ∈ΠT � f(B, f(A_0, □ψ) ⊃ ψ) � ∧ � χ∈ΠT � f(B, χ ⊃ f(A_0, ♦χ)) � = � f(B, T )

ÿóôù åðSSóçò ϕ = υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ ϕ_0. Ôüôå ôï æåýãïò ⟨∅, T ⟩ åSSíáé ϕ-óõíåðÝò.

Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï ⟨∅, T ⟩ åSSíáé ϕ-áóõíåðÝò, ïðüôå õðÜñœïõí ôýðïé ψ_1, . . . , ψ_n, χ_1, . . . , χ_m, Ýôóé þóôå ï ðáñáêÜôù áêïëïõèçôÞò íá åSSíáé áðïäåSSîéìïò. → � � i≤n � f(A_0, □ψ_i) ⊃ ψ_i � ∧ � j≤m � χ_j ⊃ f(A_0, ♦χ_j ) � ⊃ � υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ ϕ_0 �

ïðüôå, ëüãù ôçò ðñüôáóçò 4.12, åSSíáé áðïäåSSîéìïò êáé ï: → � � i≤n � f(A_0, □ψ_i) ⊃ □ψ_i � ∧ � j≤m � ♦χ_j ⊃ f(A_0, ♦χ_j ) � � � � Φ ⊃ � υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ □ϕ_0 �

ÅðïìÝíùò, ï ôýðïò äåîéÜ ôïõ âÝëïõò áíÞêåé óôï A_0 (ðüñéóìá 4.21). Åêôüò áõôïý, êáé ïé ôýðïé f(A_0, □ψ_i) ⊃ □ψ_i êáé ♦χ_j ⊃ f(A_0, ♦χ_j) áíÞêïõí óôï A_0, ãéá êÜèå i, j, áðü ôïí ïñéóìü ôçò f, ïðüôå, ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ôñSSôïõ áîéþìáôïò óýæåõîçò, Ýœïõìå üôé ï ôýðïò Φ áíÞêåé óôï A_0. ÅðåéäÞ ôï åðüìåíï åSSíáé áîSSùìá

⊤ ⊃ Φ, Φ ⊃ (υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ □ϕ_0) → υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ □ϕ_0

Ýœïõìå üôé ï υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ □ϕ_0 áíÞêåé óôï A_0. Êáé ëüãù ôïõ áîéþìáôïò

υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ □ϕ_0, □ϕ_0 ⊃ f(A_0, □ϕ_0) → υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ f(A_0, □ϕ_0)

Ýœïõìå üôé ï υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ f(A_0, □ϕ_0) áíÞêåé óôï A_0. ÅðåéäÞ õðïèÝóáìå üôé υ(A_0, □ϕ_0) ≰ f(A_0, □ϕ_0), áðïäåéêíýåôáé ï áêïëïõèçôÞò υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ f(A_0, □ϕ_0) →, ïðüôå ôï ⟨A_0, T ⟩ åSSíáé Σ^′-áóõíåðÝò ãéá êÜèå åðéëïãÞ (êáôÜëëçëùí) óõíüëùí T, Σ^′, Üôïðï.

ÅðïìÝíùò, ôï ⟨∅, T ⟩ åSSíáé ϕ-óõíåðÝò êáé åðåêôåSSíåôáé óôï ìåãéóôéêü ϕ-óõíåðÝò ⟨B_0, T ⟩ ìå B_0 ∈ W. Éóœýåé üôé � f(B_0, T ) ≰ f(B_0, ϕ).

Áò õðïèÝóïõìå üôé � f(B_0, T ) ≤ f(B_0, ϕ). ÿœïõìå üôé f(B_0, T ) ⊆ T , ïðüôå, êáèþò

1ÐñïóïœÞ, åäþ ïé f(A_0, □ψ), f(A_0, ♦χ) åSSíáé ðñïôáóéáêÝò óôáèåñÝò!.

ôï T åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, õðÜñœåé ðåðåñáóìÝíï T_0 ⊆ T Ýôóé þóôå f(B_0, T ) = f(B_0, T_0). ÅðïìÝíùò: � f(B_0, T ) ≤ f(B_0, ϕ) ⇝ � f(B_0, T_0) ≤ f(B_0, ϕ) ⇝

f(B_0, � T_0) ≤ f(B_0, ϕ) ⇝

f(B_0, � T_0) ⇒ f(B_0, ϕ) = ⊤ ⇝

f(B_0, ( � T_0) ⊃ ϕ) = ⊤ ⇝ � (( � T_0) ⊃ ϕ) ≡ ⊤ � ∈ B_0

ĳìùò, (( � T_0) ⊃ ϕ) ≡ ⊤ → ( � T_0) ⊃ ϕ, äçëáäÞ ôï ⟨B_0, T ⟩ åSSíáé ϕ-áóõíåðÝò, Üôïðï.

ÅðïìÝíùò, éóœýåé � f(B_0, T ) ≰ f(B_0, ϕ).

ÿœïõìå åðSSóçò üôé:

f(B_0, ϕ) = f(B_0, υ(A_0, □ϕ_0) ⊃ ϕ_0) = υ(A_0, □ϕ_0) ⇒ f(B_0, □ϕ_0) êáé υ(A_0, □ϕ) = � {R(A_0, B) ⇒ υ(B, ϕ) | B ∈ W}

≤ R(A_0, B_0) ⇒ υ(B_0, ϕ)

EΥ= R(A_0, B_0) ⇒ f(B_0, ϕ) ⇝ R(A_0, B_0) ≤ υ(A_0, □ϕ) ⇒ f(B_0, ϕ)

ïðüôå, óõãêåíôñþíïíôáò üëá ôá åðéìÝñïõò áðïôåëÝóìáôá Ýœïõìå: � f(B_0, T ) = R(A_0, B_0) ≤ f(A_0, □ϕ_0) ⇒ f(B_0, □ϕ_0) = f(B_0, ϕ)

êáôáëÞãïõìå äçëáäÞ óå Üôïðï. ÅðïìÝíùò, υ(A_0, □ϕ) ≤ f(A_0, □ϕ). ■ Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò áðïäåéêíýïõìå ôçí ðëçñüôçôá.

Èåþñçìá 4.23 ÿóôù ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ôýðùí Γ, Δ. Áí ï áêïëïõèçôÞò Γ → Δ åSSíáé Ýãêõñïò, ôüôå åSSíáé áðïäåSSîéìïò.

Áðüä. Èåùñïýìå áðáñéèìÞóåéò ãéá ôá T , Γ, Δ: T = {τ_1, τ_2, . . . , τ_ν }, Γ = {ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_n}, Δ = {ψ_1, ψ_2, . . . , ψ_m}.

ÿóôù üôé ï Γ → Δ äåí åSSíáé áðïäåSSîéìïò. Ôüôå ïýôå ï ðáñáêÜôù áêïëïõèçôÞò åSSíáé áðïäåSSîéìïò^2.

→ Δ, ϕ_1 ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_1 ≡ �τ_{ν−1} , . . . , ϕ_n ≡ ^τ_1, . . . , ϕ_n ≡ � τ_{ν−1}

2Ãéá ëåðôïìÝñåéåò ìðïñåSS íá áíáôñÝîåé êáíåSSò óôçí áðüäåéîç ôïõ áíôSSóôïéœïõ èåùñÞìáôïò (2.30) ãéá (áðëÝò) ðëåéïíüôéìåò ëïãéêÝò.

ÅðïìÝíùò, áðü ôï èåþñçìá 4.22 Ýœïõìå üôé äåí åSSíáé Ýãêõñïò, õðÜñœåé äçëáäÞ ìïíôÝëï M = ⟨W, R, υ⟩ ôÝôïéï þóôå ãéá êÜðïéá êáôÜóôáóç A ∈ W:

υ(A, ψ_j) < ⊤ êáé υ(A, ϕ_k ≡ ^τ_i) = (υ(A, ϕ_k) ⇒ τ_i) ∧ (τ_i ⇒ υ(A, ϕ_k)) < ⊤

ãéá j = 1, 2, . . . , m k = 1, 2, . . . , n i = 1, 2, . . . , ν − 1

Áðü ôç äåýôåñç ïìÜäá óœÝóåùí Ýœïõìå üôé υ(A, ϕ_k) ≠ τ_i , i = 1, 2, . . . , ν − 1, Üñá υ(A, ϕ_k) = ⊤ ãéá üëá ôá k.

ÅðïìÝíùò, ï ϕ_1, ϕ_2, . . . , ϕ_n → ψ_1, ψ_2, . . . , ψ_m, äçëáäÞ ï Γ → Δ, äåí åSSíáé éêáíïðïé- Þóéìïò áðü ôç υ óôï A, ïðüôå äåí åSSíáé Ýãêõñïò óôï M, Üñá äåí åSSíáé Ýãêõñïò. ■

74 ÊåöÜëáéï 4. Ðëåéïíüôéìç ÔñïðéêÞ ËïãéêÞ

ÊåöÜëáéï 5

ÌïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

Óôçí ÔåœíçôÞ Íïçìïóýíç ìåëåôþíôáé óõœíÜ óõóôÞìáôá åéäéêþí. Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò Ýíáò åéäéêüò åSSíáé êÜðïéïò ï ïðïSSïò åSSíáé óå èÝóç íá áðïöáSSíåôáé ãéá ôçí ôéìÞ ìéáò óõíÜñôçóçò óå êÜèå óçìåSSï ôïõ ðåäSSïõ ïñéóìïý ôçò. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá áóœïëçèïýìå ìå åéäéêïýò ïé ïðïSSïé áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëÞèåéá ëïãéêþí ôýðùí. ÓõíÞèùò èÝëïõìå ïé åéäéêïSS íá áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëÞèåéá ëïãéêþí ôýðùí ìå óõíåðÞ ôñüðï. ÿôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá, üôáí Ýíáò åéäéêüò áðïöáíèåSS ⊤ ãéá ôïí ôýðï ϕ, ðåñéìÝíïõìå íá áðïöáíèåSS ⊥ ãéá ôïí ¬ϕ. ĳôáí Ýœïõìå Ýíá ìüíï åéäéêü, áõôü éóïäõíáìåSS ìå ôç œñÞóç ìéáò ôõðéêÞò áíÜèåóçò. Óå óõóôÞìáôá ðïëëþí åéäéêþí, åÜí ïé åéäéêïSS åSSíáé áíåîÜñôçôïé, äçëáäÞ ç ãíþìç ôïõ åíüò äåí åðçñåÜæåé áõôÞí ôïõ Üëëïõ, ç ðáñáðÜíù áðáSSôçóç éóïäõíáìåSS ìå ôç œñÞóç ðïëëþí áíáèÝóåùí.

5.1 Äýï áëëçëïåîáñôþìåíïé åéäéêïSS

ÉäéáSSôåñï åíäéáöÝñïí, üìùò, ðáñïõóéÜæåé ç ðåñSSðôùóç ðïëëþí åéäéêþí ïé ïðïSSïé áëëçëïåîáñôþíôáé. ÿôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù üôé Ýœïõìå äýï åéäéêïýò e, f, ïé ïðïSSïé áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëÞèåéá ëïãéêþí ôýðùí äSSíïíôáò áëçèïôéìÝò ⊤ Þ ⊥. ÅðéðëÝïí, õðïèÝôïõìå üôé ï e åðéêñáôåSS Þ åSSíáé åðéêñáôÞò ôïõ f (éóïäýíáìá, ï f õðáêïýåé Þ åSSíáé õðÞêïïò ôïõ e). Ç óœÝóç åðéêñÜôçóçò óçìáSSíåé üôé, áí ãéá Ýíáí ôýðï ϕ ï e áðïöáSSíåôáé ⊤, ôüôå êáé ï f áðïöáSSíåôáé ⊤. Óõíåðþò, áí èåùñÞóïõìå ùò (ïëéêÞ) áëçèïôéìÞ ôïõ ϕ óå áõôü ôï óýóôçìá åéäéêþí ôï óýíïëï ôùí åéäéêþí ðïõ áðïöáSSíïíôáé ⊤ ãéá ôïí ϕ, ïé ðéèáíÝò áëçèïôéìÝò åSSíáé ôñåéò: ∅, {f}, {e, f}. Ç áëçèïôéìÞ {e} åê ôùí ðñáãìÜôùí äåí ìðïñåSS íá áðïäïèåSS óå êáíÝíáí ôýðï.

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé óôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò ïé áëçèïôéìÝò ãéá Ýíáí ôýðï ϕ åSSíáé ôñåéò, ïðüôå Ýœïõìå ìéá ðëåéïíüôéìç ëïãéêÞ. ÂÝâáéá, áí ïé äýï åéäéêïSS Þôáí áíåîÜñôçôïé, ðÜëé èá åSSœáìå ìéá ðëåéïíüôéìç ëïãéêÞ, ôåóóÜñùí áëçèïôéìþí: ∅, {e, f}, {e}, {f}. Óå áõôÝò ôéò áëçèïôéìÝò ïñSSæïíôáé ïé ðñÜîåéò ôçò ôïìÞò, ôçò Ýíùóçò êáé ôïõ óõìðëçñþìáôïò, ïðüôå óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ïé áëçèïôéìÝò èá áðïôåëïýóáí óôïéœåSSá ìéáò Üëãåâñáò Boole. Ìå ôçí åîÜñôçóç ðïõ õðïèÝóáìå ãéá ôïõò åéäéêïýò ïé áëçèïôéìÝò äåí áðïôåëïýí óôïéœåSSá ìéáò ôÝôïéáò Üëãåâñáò, êáèþò äåí ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôçí ðñÜîç ôïõ óõìðëçñþìáôïò. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç, ïé áëçèïôéìÝò ìáò áðïôåëïýí óôïéœåSSá åíüò ðåðåñáóìÝíïõ åðéìåñéóôéêïý äéêôõùôïý.

Áíáëõôéêüôåñá, ãéá ôçí ôïìÞ êáé ôçí Ýíùóç óôéò ðáñáðÜíù áëçèïôéìÝò ìðïñïýìå íá åîåôÜóïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò ôýðùí ôçò ìïñöÞò ϕ ∧ ψ Þ ϕ ∨ ψ, èåùñþíôáò üôé ïé åéäéêïSS áðïôéìïýí ìå óõíåðÞ ôñüðï, äçëáäÞ áðïöáSSíïíôáé ⊤ ãéá ôï ϕ∧ψ ìüíïí üôáí áðïöáSSíïíôáé ⊤ ãéá ôá ϕ, ψ êáé ïìïSSùò ãéá ôï ϕ∨ψ. ÓõìâïëSSæïõìå ôçí áíÜèåóç áëçèïôéìþí áðü ôï äéêôõùôü ìå υ. ÿôóé Ýœïõìå ôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá êáé ôï äéÜãñáììá ôïõ äéêôõùôïý:

υ(ϕ) υ(ψ) υ(ϕ ∧ ψ) υ(ϕ ∨ ψ)

∅ ∅ ∅ ∅ ∅ {f} ∅ {f} ∅ {e, f} ∅ {e, f} {f} ∅ ∅ {f} {f} {f} {f} {f} {f} {e, f} {f} {e, f} {e, f} ∅ ∅ {e, f} {e, f} {f} {f} {e, f} {e, f} {e, f} {e, f} {e, f}

{f, e}

{f}

∅

Ç ðåñSSðôùóç ôçò óõíåðáãùãÞò ðáñïõóéÜæåé ìéá ìÜëëïí áíáìåíüìåíç åðéðëïêÞ. ÿóôù üôé ïé ôýðïé ϕ, ψ áðïôéìïýíôáé ìå ⊥ áðü ôïí e, åíþ ï f áðïôéìÜ ôïí ϕ ìå ⊤ êáé ôïí ψ ìå ⊥. ÌÝœñé áõôü ôï óçìåSSï ç óœÝóç åðéêñÜôçóçò éêáíïðïéåSSôáé êáíïíéêÜ. ÅÜí üìùò áöÞóïõìå ôïõò äýï åéäéêïýò íá áðïöáíèïýí áíåîÜñôçôá ãéá ôçí áëçèïôéìÞ ôïõ ϕ ⊃ ψ, ëáìâÜíïíôáò äçëáäÞ ï êáèÝíáò õðüøéí ôïõ ìüíï ôéò äéêÝò ôïõ áðïôéìÞóåéò ãéá ôá ϕ, ψ, ôüôå ï e èá áðïöáíèåSS ⊤, åíþ ï f, ðáñáâéÜæïíôáò ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò, èá áðïöáíèåSS ⊥.

υ(ϕ) υ(ψ) υ(ϕ ⊃ ψ) = υ(ϕ) ⇒ υ(ψ)

∅ ∅ {e, f} ∅ {f} {e, f} ∅ {e, f} {e, f} {f} ∅ ∅ {f} {f} {f} {f} {e, f} {e, f} {e, f} ∅ ∅ {e, f} {f} {f} {e, f} {e, f} {e, f}

ÅðïìÝíùò, ðñÝðåé ï Ýíáò åéäéêüò íá áðïöáíèåSS óýìöùíá êáé ìå ôçí áðüöáóç ôïõ Üëëïõ. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç êÜíïõìå ôç óýìâáóç üôé ï åðéêñáôÞò èá áðïöáíèåSS åîåôÜæïíôáò ôéò áðïöÜóåéò ôùí õðçêüùí ôïõ. ÿôóé, Ýíáò åéäéêüò áðïöáSSíåôáé ìå ⊤ ãéá ôïí ôýðï ϕ ⊃ ψ, ìüíï áí ï SSäéïò êáé üëïé ïé åéäéêïSS ôùí ïðïSSùí åðéêñáôåSS, åSSôå áðïöáSSíïíôáé ìå ⊥ ãéá ôïí ϕ, åSSôå ìå ⊤ ãéá ôïí ψ. Ìå ôïí ôñüðï áõôü åSSìáóôå óå èÝóç íá åðåêôåSSíïõìå ôçí áíÜèåóç υ óå ôýðïõò ôçò ìïñöÞò ϕ ⊃ ψ ìå ôï óõíÞèç ôñüðï, äçëáäÞ ìå œñÞóç ôïõ óœåôéêïý øåõäï-óõìðëçñþìáôïò, üðùò âëÝðïõìå êáé óôï äéðëáíü ðSSíáêá. Óôç äåýôåñç ãñáììÞ ôïõ ðSSíáêá Ýœïõìå ôï åíäåœüìåíï ðïõ ìüëéò åîåôÜóáìå. Ìéá ðáñüìïéá åðéðëïêÞ áíáìÝíåôáé êáé óôçí ðñÜîç ôïõ óõìðëçñþìáôïò, ôçí ïðïSSá üìùò äå èá ôç èåùñÞóïõìå ðñùôáñœéêÞ êáé èá ôçí ïñSSóïõìå êáôÜ ôïí óõíÞèç óå áõôÞí ôçí åñãáóSSá ôñüðï (¬ϕ : ϕ ⊃ ⊥).

5.2 ÔñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

Ôï ìïíôÝëï ôùí äýï åéäéêþí ðïõ ðáñïõóéÜóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ìðïñåSS íá ãåíéêåõôåSS ãéá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò åéäéêþí ðïõ áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëÞèåéá ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí, äçëáäÞ ðñïôÜóåùí ôïõ L^{mod}. Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ, ç óœÝóç åîÜñôçóçò åðåêôåSSíåôáé ôüóï óôïõò ôñïðéêïýò ôåëåóôÝò, üóï êáé óôç óœÝóç ðñüóâáóçò. Ç óœÝóç ðñüóâáóçò åSSíáé äéáöïñåôéêÞ ãéá ôïí êÜèå åéäéêü, äçëáäÞ ï êÜèå åéäéêüò Ýœåé ôç äéêÞ ôïõ Üðïøç ãéá ôï ðïéÝò êáôáóôÜóåéò åSSíáé ðñïóâÜóéìåò áðü ìéá äåäïìÝíç êáôÜóôáóç. ÅðéðëÝïí, áí ï åéäéêüò e åSSíáé åðéêñáôÞò ôïõ f êáé ï e õðïóôçñSSæåé üôé õðÜñœåé ðñüóâáóç áðü ôçí êáôÜóôáóç A óôç B, ôüôå êáé ï õðÞêïïò f èá õðïóôçñSSæåé ôï SSäéï.

Ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí âáóSSæïíôáé óå áíôSSóôïéœá ðëáSSóéá. Óôïí ïñéóìü ôùí ôñïðéêþí ðëáéóSSùí ðïëëþí åéäéêþí âëÝðïõìå ðþò ç óœÝóç åðéêñÜôçóçò åðçñåÜæåé ôç óœÝóç ðñüóâáóçò ãéá êÜèå åéäéêü.

Ïñéóìüò 5.1 ÿíá ôñïðéêü ðëáSSóéï ðïëëþí åéäéêþí åSSíáé ìéá äïìÞ F_E = ⟨E, D, W, R⟩, üðïõ:

• Ôï E åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìç-êåíü óýíïëï, ôï óýíïëï ôùí åéäéêþí.

• Ç D : E ×E → {⊤, ⊥} åSSíáé ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï E êáé áðïôåëåSS ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò ðÜíù óôïõò åéäéêïýò.

• Ôï W åSSíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï, ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí.

• Ç R : E ×W ×W → {⊤, ⊥} åSSíáé ç óœÝóç ðñüóâáóçò ìåôáîý ôùí êáôáóôÜóåùí êáé åSSíáé äéáöïñåôéêÞ ãéá êÜèå åéäéêü. Åí óõíôïìSSá èá ãñÜöïõìå R_e(A, B) áíôSS ãéá R(e, A, B) = ⊤.

∗ Ãéá ôçí R Ýœïõìå ôçí ðáñáêÜôù óõíèÞêç åðéêñÜôçóçò. Ãéá êÜèå e, f ∈ E êáé A, B ∈ W, áí R_e(A, B) êáé D(e, f), ôüôå R_f (A, B).

Ðñéí ïñSSóïõìå ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí, èá åðåêôåSSíïõìå ôç ãëþóóá L^{mod} ìå ôçí ðñïóèÞêç êÜðïéùí óôáèåñþí.

Ïñéóìüò 5.2 ÿíá õðïóýíïëï S ôïõ E ëÝãåôáé D-êëåéóôü áí ãéá êÜèå e ∈ S Ýœïõìå üôé, ãéá êÜèå f ∈ E ìå D(e, f), f ∈ S.

Ðáñáôçñïýìå üôé ôá D-êëåéóôÜ óýíïëá åSSíáé ïé \ïëéêÝò" áëçèïôéìÝò ðïõ ìðïñïýìå íá áðïäþóïõìå óôïõò ôýðïõò (ðœ. ïé áëçèïôéìÝò ∅, {f}, {e, f} ôïõ áñœéêïý ìáò ðáñáäåSSãìáôïò). ÿôóé, áí ï åéäéêüò e åðéêñáôåSS ôïõ f, ôüôå, óå êÜèå áëçèïôéìÞ ðïõ áíÞêåé ï e, áíÞêåé áíáãêáóôéêÜ êáé ï õðÞêïïò f.

Ïñéóìüò 5.3 Ç ãëþóóá L^{mod}_{E,D} ôïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý ðïëëþí åéäéêþí ïñSSæåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí ôçò L^{mod}_T (ïñéóìüò 4.1) êáé áðü ôï óýíïëï ôùí ìç ëïãéêþí óõìâüëùí, äçëáäÞ ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí óôáèåñþí ΠΣ:

ΠΣ = {α̂ | α ⊆ E , α åSSíáé D-êëåéóôü}

Óçìåéþóåéò óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü.

∗ Ç L^{mod}_{E,D} åSSíáé åðÝêôáóç ôçò L^{mod}, óôçí ïðïSSá õðïèÝóáìå áñœéêþò üôé âñSSóêïíôáé ïé ôýðïé ãéá ôïõò ïðïSSïõò áðïöáSSíïíôáé ïé åéäéêïSS. Ç ðñïôáóéáêÞ óôáèåñÜ ⊥ ôçò L^{mod} áíôéóôïéœSSæåôáé óôçí ^∅.

∗ Ôï óõíïëï ôùí áôïìéêþí ôýðùí ôçò L^{mod}_{E,D} åSSíáé ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí êáé ôùí ðñïôáóéáêþí óôáèåñþí (AT = ΠM ∪ ΠΣ).

∗ Ôï óõíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ôçò L^{mod}_{E,D} åSSíáé ôï óýíïëï ôùí áôïìéêþí ôýðùí êëåéóôü ùò ðñïò ôá ∧, ∨, ⊃, □ êáé ♦ (ïñéóìüò 4.2).

Ïñéóìüò 5.4 ÿíá ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí åSSíáé ìéá äïìÞ M_E = ⟨F_E , w⟩, üðïõ:

• F_E = ⟨E, D, W, R⟩ åSSíáé Ýíá ôñïðéêü ðëáSSóéï ðïëëþí åéäéêþí.

• w : E × W × AT → {⊤, ⊥} åSSíáé ìSSá áíÜèåóç, ç ïðïSSá ïñSSæåôáé ðÜíù óôéò êáôáóôÜóåéò êáé ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò ôçò L^{mod}_{E,D} êáé åSSíáé äéáöïñåôéêÞ ãéá êÜèå åéäéêü. Åí óõíôïìSSá èá ãñÜöïõìå w_e(A, ϕ) áíôSS ãéá w(e, A, ϕ). Ãéá êÜèå e ∈ E, A ∈ W êáé α̂ ∈ ΠΣ ïñSSæïõìå: w_e(A, α̂) = ⊤ áí êáé ìüíï áí e ∈ α.

∗ Ãéá ôçí w Ýœïõìå ôçí ðáñáêÜôù óõíèÞêç åðéêñÜôçóçò. Ãéá êÜèå e, f ∈ E, A ∈ W êáé ϕ ∈ AT , áí w_e(A, ϕ) = ⊤ êáé D(e, f), ôüôå w_f (A, ϕ) = ⊤.

Ç áíÜèåóç w åðåêôåSSíåôáé óôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí (ôçò L^{mod}_{E,D} ) ìå ôñüðï óõìâáôü ìå ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò.

Ïñéóìüò 5.5 ÿóôù ⟨E, D, W, R, w⟩ Ýíá ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí. Ç óõíÜñôçóç w̄ åSSíáé ç ãåíSSêåõóç ôçò w, w̄ : E × W × ΠT → {⊤, ⊥}, êáé ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

ÿóôù ϕ, ψ ôýðïé, ϕ^′ áôïìéêüò ôýðïò, e ∈ E êáé A ∈ W, ôüôå:

• w̄_e(A, ϕ^′) = w_e(A, ϕ^′)

• w̄_e(A, ϕ ∧ ψ) = w̄_e(A, ϕ) ∧w̄_e(A, ψ)

• w̄_e(A, ϕ ∨ ψ) = w̄_e(A, ϕ) ∨w̄_e(A, ψ)

• w̄_e(A, ϕ ⊃ ψ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå f ∈ E ìå D(e, f), åSSôåw̄_f (A, ϕ) = ⊥, åSSôå w̄_f (A, ψ) = ⊤.

• w̄_e(A, □ϕ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå f ∈ E ìå D(e, f) êáé ãéá êÜèå B ∈ W ìå R_f (A, B), w̄_f (B, ϕ) = ⊤.

• w̄_e(A, ♦ϕ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé B ∈ W Ýôóé þóôå R_e(A, B) êáé w̄_e(B, ϕ) = ⊤.

Óçìåéþóåéò óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü.

∗ Óôï åîÞò èá óõìâïëSSæïõìå ôçí áíÜèåóç w̄ áðëþò ùò w. ∗ Ç D åSSíáé ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç, ïðüôå ãéá êÜèå e ∈ E éóœýåé D(e, e). ∗ ĳðùò áíáöÝñèçêå êáé ðáñáðÜíù, ç ðñÜîç ôïõ óõìðëçñþìáôïò ïñSSæåôáé ùò óõíåðáãùãÞ ôçò áíôSSöáóçò (¬ϕ : ϕ ⊃ ⊥), ïðüôå ãéá êÜèå e ∈ E, A ∈ W êáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ, w_e(A, ¬ϕ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå f ∈ E ìå D(e, f), w̄_f (A, ϕ) = ⊥. Ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç åîáóöáëSSæåé üôé ç áíÜèåóç w åêöñÜæåé ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò ìåôáîý åéäéêþí ìå ôïí ôñüðï ðïõ áíáöÝñáìå.

Ðñüôáóç 5.6 ÿóôù Ýíá ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí ⟨E, D, W, R, w⟩. Ôüôå, ãéá êÜèå ôýðï ϕ êáé ãéá êÜèå e, f ∈ E ìå D(e, f), Ýœïõìå üôé, áí w_e(A, ϕ) = ⊤, ôüôå w_f (A, ϕ) = ⊤.

Áðüä. Ç áðüäåéîç ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç áðü ôïí ïñéóìü ôçò w, åíþ ïé ðåñéðôþóåéò ôùí ∧, ∨ åSSíáé ðñïöáíåSSò. Ç ðåñSSðôùóç ôçò óõíåðáãùãÞò åîåôÜóôçêå êáé ðñïçãïýìåíá êáé ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôçò w (w̄). ÅðïìÝíùò, ìÝíåé íá åîåôÜóïõìå ôéò ðåñéðôþóåéò ôùí ôñïðéêþí ôåëåóôþí.

ÿóôù e ∈ E, A ∈ W êáé ôýðïò ϕ, Ýôóé þóôå w_e(A, □ϕ) = ⊤. ÅðéðëÝïí, áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñœåé f ∈ E ìå D(e, f) ôÝôïéï þóôå w_f (A, □ϕ) = ⊥. Áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü Ýœïõìå üôé õðÜñœïõí g ∈ E ìå D(f, g) êáé B ∈ W ìå R_g(A, B), ôÝôïéá þóôå íá éóœýåé w_g(B, ϕ) = ⊥. ÅðåéäÞ ç óœÝóç D ùò ìåñéêÞ äéÜôáîç åSSíáé ìåôáâáôéêÞ, Ýœïõìå åðSSóçò üôé D(e, g), ïðüôå w_e(A, □ϕ) = ⊥, Üôïðï.

Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ôåëåóôç ♦, Ýóôù e ∈ E, A ∈ W êáé ôýðïò ϕ, Ýôóé þóôå w_e(A, ♦ϕ) = ⊤. Ôüôå, áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü õðÜñœåé B ∈ W Ýôóé þóôå R_e(A, B) êáé w_e(B, ϕ) = ⊤. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ìïíôÝëïõ Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå f ∈ E ìå D(e, f) éóœýåé R_f (A, B), êáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóç w_f (B, ϕ) = ⊤, ïðüôå w_f (A, ♦ϕ) = ⊤. ■ ÓçìåSSùóç 5.7 Ôåëéêþò ðáñáôçñïýìå üôé ç óœÝóç åðéêñÜôçóçò åSSíáé áìöSSäñïìç ìåôáîý åðéêñáôïýíôùí êáé õðçêüùí. Ðáñüëï ðïõ, üôáí Ýíáò åðéêñáôÞò åéäéêüò áðïöáSSíåôáé ⊤ ãéá Ýíáí ôýðï, üëïé ïé õðÞêïïSS ôïõ áðïöáSSíïíôáé åðSSóçò ⊤, ï ôñüðïò ðïõ åðéôõãœÜíåôáé áõôü åSSíáé ìå áëëçëåðSSäñáóç ìåôáîý åðéêñáôÞ êáé õðçêüùí. Áõôü öáSSíåôáé îåêÜèáñá óôéò ðåñéðôþóåéò ôùí ⊃, □ ôïõ ïñéóìïý 5.5.

ÄéáéóèçôéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ïé åðéêñáôåSSò åéäéêïSS åíçìåñþíïõí ôïõò õðçêüïõò ôïõò óœåôéêÜ ìå ôï ðïéïýò áôïìéêïýò ôýðïõò èåùñïýí óùóôïýò êáé ìåôÜ, üôáí èÝëïõí íá áðïôéìÞóïõí Ýíáí ôýðï ϕ ⊃ ψ Þ □ϕ, œñåéÜæåôáé íá óõìâïõëåõôïýí üëïõò ôïõò õðçêüïõò ôïõò ðñéí áðïöáíèïýí.

ÿœïíôáò ïñSSóåé ôéò áíáèÝóåéò ãéá ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí, ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå êáé ôçí Ýííïéá ôçò ïëéêÞò áëçèïôéìÞò ãéá ôïõò ôýðïõò.

Ïñéóìüò 5.8 ÿóôù ôï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí M_E = ⟨E, D, W, R, w⟩. Ãéá êÜèå A ∈ W êáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ, ïñSSæïõìå ùò ïëéêÞ áëçèïôéìÞ ôïõ ϕ óôçí A ôï óýíïëï α = {e ∈ E | w_e(A, ϕ) = ⊤}.

Óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç, ç ïëéêÞ áëçèïôéìÞ åíüò ôýðïõ ϕ óå ìéá êáôÜóôáóç A ∈ W åSSíáé D-êëåéóôü óýíïëï.

5.2.1 Ðáñáãüìåíá T -ôñïðéêÜ ìïíôÝëá

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äåSSîïõìå üôé êÜèå ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí åSSíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá ðáñáãüìåíï ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï (T -ôñïðéêü ìïíôÝëï), üðïõ ôá óôïéœåSSá ôïõ äéêôõùôïý T èá åSSíáé ïé ïëéêÝò áëçèïôéìÝò ôïõ ôñïðéêïý ìïíôÝëïõ ðïëëþí åéäéêþí. Ç éóïäõíáìSSá Ýãêåéôáé óôï üôé åÜí Ýíáò ôýðïò ϕ êñSSíåôáé áëçèÞò óå ìSSá êáôÜóôáóç A ∈ W áðü Ýíá óýíïëï åéäéêþí α ⊆ E, ôüôå ôï T -ôñïðéêü ìïíôÝëï áíáèÝôåé óôïí ϕ óôçí êáôÜóôáóç A ôçí áëçèïôéìÞ α, êáé áíôéóôñüöùò. ŒÜñéí åõêïëSSáò, œñçóéìïðïéïýìå ôïí SSäéï óõìâïëéóìü ãéá ìéá ðñüôáóç ϕ, åSSôå áõôÞ âñSSóêåôáé óôçí L^{mod}_T , åSSôå óôçí L^{mod}_{E,D} , äåäïìÝíïõ üôé œñçóéìïðïéïýìå ôï SSäéï ΠM, õðÜñœåé ìSSá 1-1 áðåéêüíéóç ôùí óôáèåñþí ôçò ìSSáò ãëþóóáò åðSS áõôþí ôçò Üëëçò êáé üëá ôá õðüëïéðá óýìâïëá åSSíáé êïéíÜ ãéá ôéò äýï ãëþóóåò.

ÁñœéêÜ ïñSSæïõìå ôï äéêôõùôü T óôï ïðïSSï èá ïñSSóïõìå ôá T -ôñïðéêÜ ìïíôÝëá.

Ðñüôáóç 5.9 ÿóôù Ýíá ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí M_E = ⟨E, D, W, R, w⟩. Ôüôå ôï

T = {α ⊆ E | α åSSíáé D-êëåéóôü }, ìå Ýíùóç êáé ôïìÞ ôéò ∪, ∩

åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü. Ç ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï T äSSíåôáé áðü ôç óœÝóç ⊆.

Áðüä. Áñœéêþò ðñÝðåé íá äåSSîïõìå üôé ôï T åSSíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôéò ∨, ∧ ðïõ ïñSSóáìå. ÿóôù α, β ∈ T .

Ãéá êÜèå e ∈ (α ∨ β), Ýœïõìå e ∈ α Þ e ∈ β. Ôþñá, áí f ∈ E ìå D(e, f), åðåéäÞ ôá α, β åSSíáé D-êëåéóôÜ, f ∈ α Þ f ∈ β, ïðüôå f ∈ (α ∨ β). ÅðïìÝíùò, ôï α ∨ β åSSíáé D-êëåéóôü, Üñá (α ∨ β) ∈ T .

Ãéá êÜèå e ∈ (α ∧ β), Ýœïõìå e ∈ α êáé e ∈ β. Ôþñá, áí f ∈ E ìå D(e, f), åðåéäÞ ôá α, β åSSíáé D-êëåéóôÜ, f ∈ α êáé f ∈ β, ïðüôå f ∈ (α ∧ β). ÅðïìÝíùò, (α ∧ β) ∈ T . Åöüóïí ôï E åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, ôï T åSSíáé åðSSóçò ðåðåñáóìÝíï. ÅðïìÝíùò, ìÝíåé íá äåSSîïõìå ðëÝïí üôé ôï T åSSíáé åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 1.23, áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé ãéá êÜèå α, β, γ ∈ T :

α ∧ (α ∨ β) = α

α ∧ (β ∨ γ) = (γ ∧ α) ∨ (β ∧ α)

ôá ïðïSSá ðñïöáíþò éóœýïõí. ■ Ôþñá ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôá ðáñáãüìåíá T -ôñïðéêÜ ìïíôÝëá.

Ïñéóìüò 5.10 ÿóôù Ýíá ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí M_E = ⟨E, D, W, R, w⟩. ÏñSSæïõìå ôï T -ôñïðéêü ìïíôÝëï M = ⟨W, R^′, υ⟩ ãéá ôç ãëþóóá L^{mod}_T ùò åîÞò.

• T = {α ⊆ E | α åSSíáé D-êëåéóôü }, ìå Ýíùóç êáé ôïìÞ ôéò ∪, ∩.

• Ôï W åSSíáé áõôü ôïõ M_E .

• Ãéá êÜèå A, B ∈ W, R^′(A, B) = {e ∈ E | R_e(A, B) = ⊤}. Áðü ôïí ïñéóìü ôçò R, áõôü åSSíáé D-êëåéóôü óýíïëï, ïðüôå R^′ : W × W → T .

• Ãéá êÜèå A ∈ W êáé ϕ ∈ AT, υ(A, ϕ) = {e ∈ E | w_e(A, ϕ) = ⊤}. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 5.4, υ : W × AT → T .

Ç υ åðåêôåSSíåôáé óå ìéá ãåíéêåõìÝíç υ (ῡ), υ : W × ΠT → T , ìå ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜöïõìå óôïí ïñéóìü 4.4.

Ôï M ëÝãåôáé ðáñáãüìåíï T -ôñïðéêü ìïíôÝëï ôïõ M_E .

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá äåSSœíåé ôçí éóïäõíáìSSá åíüò ôñïðéêïý ìïíôÝëïõ ðïëëþí åéäéêþí ìå ôï ðáñáãüìåíï T -ôñïðéêü ìïíôÝëï ôïõ.

Èåþñçìá 5.11 ÿóôù M_E = ⟨E, D, W, R, w⟩ Ýíá ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí êáé M = ⟨W, R^′, υ⟩ ôï ðáñáãüìåíï T -ôñïðéêü ìïíôÝëï ôïõ. Ôüôå ãéá êÜèå A ∈ W êáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ, υ(A, ϕ) = {e ∈ E | w_e(A, ϕ) = ⊤}, äçëáäÞ ãéá êÜèå e ∈ E, w_e(A, ϕ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí e ∈ υ(A, ϕ).

Áðüä. Ç áðüäåéîç ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü. ÿóôù ïé ôýðïé ϕ, ψ. Ôüôå ãéá êÜèå A ∈ W Ýœïõìå:

υ(A, ϕ ∧ ψ) = υ(A, ϕ) ∧ υ(A, ψ)

EΥ= {e ∈ E | w_e(A, ϕ) = ⊤} ∩ {e ∈ E | w_e(A, ψ) = ⊤} = {e ∈ E | w_e(A, ϕ) = ⊤, w_e(A, ψ) = ⊤} = {e ∈ E | w_e(A, ϕ ∧ ψ) = ⊤}

ÏìïSSùò áðïäåéêíýåôáé êáé ç ðåñSSðôùóç ôïõ ϕ ∨ ψ. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ϕ ⊃ ψ åðéœåéñçìáôïëïãïýìå ùò åîÞò.

ÿóôù α = υ(A, ϕ ⊃ ψ) êáé β = {e ∈ E | w_e(ϕ ⊃ ψ) = ⊤}. Éóœýåé üôé α, β ∈ T . ÁñœéêÜ Ýœïõìå:

α = υ(A, ϕ ⊃ ψ) = υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ) , êáé

β ∩ υ(A, ϕ)^{EΥ}= {e ∈ E | w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = ⊤} ∩ {e ∈ E | w_e(A, ϕ) = ⊤} = {e ∈ E | w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = w_e(A, ϕ) = ⊤} (∗) ⊆ {e ∈ E | w_e(A, ψ) = ⊤}^{EΥ}= υ(A, ψ) , åðïìÝíùò β ⊆ α

üðïõ ç (∗) éóœýåé äéüôé, áí w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = ⊤, ëüãù ôïõ ïñéóìïý 5.4 êáé ôïõ D(e, e), Ýœïõìå üôé åSSôå w_e(A, ϕ) = ⊥, åSSôå w_e(A, ψ) = ⊤.

ÅðéðëÝïí, Ýóôù e ∈ E ôÝôïéï þóôå e ∈ α êáé e /∈ β. Ôüôå w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = ⊥, ïðüôå, ëüãù ôïõ ïñéóìïý 5.4, õðÜñœåé f ∈ E ìå D(e, f), ôÝôïéï þóôå w_f (A, ϕ) = ⊤ (äçëáäÞ f ∈ υ(A, ϕ), ëüãù EΥ ) êáé w_f (A, ψ) = ⊥. ÅðåéäÞ ôï α åSSíáé D-êëåéóôü, Ýœïõìå f ∈ α, ïðüôå f ∈ (α ∩ υ(A, ϕ)), üðïõ α ∩ υ(A, ϕ) = υ(A, ϕ) ∩ υ(A, ψ), Üñá f ∈ υ(A, ψ). Ôï ôåëåõôáSSï, ëüãù ôçò EΥ , óõíåðÜãåôáé üôé w_f (A, ψ) = ⊤, Üôïðï. Óõíåðþò, α = β.

Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ □ϕ åðéœåéñçìáôïëïãïýìå ðáñïìïSSùò. ÿóôù γ, δ ∈ T ìå γ = υ(A, □ϕ) êáé δ = {e ∈ E | w_e(A, □ϕ) = ⊤}, ôüôå:

γ = υ(A, □ϕ) = � {R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) | B ∈ W} . Ãéá êÜèå B ∈ W:

δ ∩ R^′(A, B) = {e ∈ E | w_e(A, □ϕ) = ⊤} ∩ {e ∈ E | R_e(A, B)} = {e ∈ E | R_e(A, B) , w_e(A, □ϕ) = ⊤}

(∗∗)

⊆ {e ∈ E | w_e(B, ϕ) = ⊤}^{EΥ}= υ(B, ϕ) , åðïìÝíùò δ ⊆ R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) ãéá êÜèå B ∈ W, Üñá δ ⊆ γ

üðïõ ç (∗∗) éóœýåé åðåéäÞ, áí w_e(A, □ϕ) = ⊤ êáé R_e(A, B), ëüãù ôïõ ïñéóìïý 5.4 êáé ôïõ D(e, e), Ýœïõìå w_e(B, ϕ) = ⊤.

ÅðéðëÝïí, Ýóôù e ∈ E ôÝôïéï þóôå e ∈ γ êáé e /∈ δ. Ôüôå w_e(A, □ϕ) = ⊥, ïðüôå õðÜñœåé f ∈ E ìå D(e, f) êáé B ∈ W ìå R_f (A, B), äçëáäÞ f ∈ R^′(A, B), ôÝôïéï þóôå w_f (B, ϕ) = ⊥. ÅðåéäÞ ôï γ åSSíáé D-êëåéóôü, Ýœïõìå f ∈ γ, Üñá f ∈ (γ ∩ R^′(A, B)). ÅðSSóçò, åðåéäÞ γ = � {R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) | B ∈ W} ⊆ R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) ãéá êÜèå B ∈ W

Ýœïõìå üôé γ ∩ R^′(A, B) ⊆ υ(B, ϕ), Üñá f ∈ υ(B, ϕ). Ôï ôåëåõôáSSï, ëüãù ôçò EΥ , óõíåðÜãåôáé üôé w_f (B, ϕ) = ⊤, Üôïðï. Óõíåðþò, γ = δ. Ç ðåñSSðôùóç ôïõ ♦ϕ áðïäåéêíýåôáé óœåôéêÜ åýêïëá. Ãéá êÜèå e ∈ E:

w_e(A, ♦ϕ) = ⊤ ⇐⇒

õðÜñœåé B ∈ W ô.þ.: R_e(A, B) = ⊤ êáé w_e(B, ϕ) = ⊤^{EΥ}⇐⇒ õðÜñœåé B ∈ W ô.þ.: e ∈ R^′(A, B) êáé e ∈ υ(B, ϕ) ⇐⇒ õðÜñœåé B ∈ W ô.þ.: e ∈ (R^′(A, B) ∩ υ(B, ϕ)) ⇐⇒ e ∈ � B∈W � R^′(A, B) ∩ υ(B, ϕ) � ⇐⇒ e ∈ υ(A, ♦ϕ) ■ 5.2.2 Ðáñáãüìåíá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äåSSîïõìå ôï áíôSSèåôï áðü áõôü ðïõ äåSSîáìå óôçí ðñïçãïýìåíç. Ãéá êÜèå T -ôñïðéêü ìïíôÝëï èá ïñSSóïõìå Ýíá ðáñáãüìåíï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí êáé èá äåSSîïõìå üôé ôá äýï ìïíôÝëá åSSíáé éóïäýíáìá.

ÿœïíôáò îåêáèáñSSóåé áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ôçí Ýííïéá áõôÞò ôçò éóïäõíáìSSáò, ðñïœùñïýìå êáôåõèåSSáí óå ïñéóìïýò.

Ïñéóìüò 5.12 ÿóôù Ýíá T -ôñïðéêü ìïíôÝëï M = ⟨W, R^′, υ⟩. ÏñSSæïõìå ôï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí M_E = ⟨E, D, W, R, w⟩ ãéá ôç ãëþóóá L^{mod}_{E,D} ùò åîÞò.

• E = {e ⊆ T | e åSSíáé ðñþôï öSSëôñï}.

• Ç D åSSíáé ç óœÝóç åãêëåéóìïý, äçëáäÞ ãéá êÜèå e, f ∈ E, D(e, f) = ⊤ áí êáé ìüíï áí e ⊆ f.

• Ôï W åSSíáé áõôü ôïõ M.

• Ãéá êÜèå e ∈ E, A, B ∈ W, R_e(A, B) = ⊤ áí êáé ìüíï áí R^′(A, B) ∈ e.

• Ãéá êÜèå e ∈ E, A ∈ W êáé ϕ ∈ AT, w_e(A, ϕ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí υ(A, ϕ) ∈ e.

Ç w åðåêôåSSíåôáé óå ìéá ãåíéêåõìÝíç w (w̄), w : E × W × ΠT → {⊤, ⊥}, ìå ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜöïõìå óôïí ïñéóìü 5.5.

Ôï M_E ëÝãåôáé ðáñáãüìåíï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí ôïõ M.

Óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü Ýœïõìå èåùñÞóåé üôé ç ïñéæüìåíç äïìÞ ⟨E, D, W, R, w⟩ éêáíïðïéåSS ôéò óõíèÞêåò åíüò ôñïðéêïý ìïíôÝëïõ ðïëëþí åéäéêþí. Áõôü âÝâáéá œñåéÜæåôáé áðüäåéîç, ç ïðïSSá äSSíåôáé óôçí åðüìåíç ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 5.13 Ôï M_E = ⟨E, D, W, R, w⟩ ôïõ ðáñáðÜíù ïñéóìïý åSSíáé Ýíá ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí.

Áðüä. ÁíáôñÝœïíôáò óôïõò ïñéóìïýò 5.1 êáé 5.4 âëÝðïõìå üôé ôá E, D, W, R, w åSSíáé êáëþò ïñéóìÝíá êáé ôï ìüíï ðïõ œñåéÜæåôáé íá äåSSîïõìå åSSíáé üôé ïé R, w éêáíïðïéïýí ôéò óõíèÞêåò åðéêñÜôçóçò.

ÿôóé, ãéá êÜèå e, f ∈ E êáé A, B ∈ W Ýœïõìå üôé, áí R_e(A, B) êáé D(e, f), ôüôå R^′(A, B) ∈ e êáé e ⊆ f, ïðüôå R^′(A, B) ∈ f, Üñá R_f (A, B).

ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå e, f ∈ E, A ∈ W êáé ôýðï ϕ, áí w_e(A, ϕ) = ⊤ êáé D(e, f), ôüôå υ(A, ϕ) ∈ e êáé e ⊆ f, ïðüôå υ(A, ϕ) ∈ f, åðïìÝíùò w_f (A, ϕ) = ⊤. ■ Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá äåSSœíåé ôçí áíáìåíüìåíç éóïäõíáìSSá.

Èåþñçìá 5.14 ÿóôù M = ⟨W, R^′, υ⟩ Ýíá T -ôñïðéêü ìïíôÝëï êáé M_E = ⟨E, D, W, R, w⟩ ôï ðáñáãüìåíï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí áõôïý. Ôüôå ãéá êÜèå e ∈ E, A ∈ W êáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ, w_e(A, ϕ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí υ(A, ϕ) ∈ e.

Áðüä. Ç áðüäåéîç ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç áðü ôïí ïñéóìü 5.12. Ôçí ðåñSSðôùóç ôùí ëïãéêþí óõíäÝóìùí èá ôç äåSSîïõìå áíáëõôéêÜ þóôå íá öáíïýí ïé ëüãïé ãéá ôïõò ïðïSSïõò áðáéôïýìå êÜèå e ∈ E íá åSSíáé ðñþôï öSSëôñï ôïõ T .

ÿóôù ôýðïé ϕ, ψ. Ãéá êÜèå e ∈ E êáé A ∈ W Ýœïõìå:

w_e(A, ϕ ∧ ψ) = w_e(A, ϕ) ∧ w_e(A, ψ) = ⊤ ⇐⇒

w_e(A, ϕ) = ⊤ , w_e(A, ψ) = ⊤^{EΥ}⇐⇒

υ(A, ϕ) ∈ e , υ(A, ψ) ∈ e^{e öSSëôñï}⇐⇒ (υ(A, ϕ) ∧ υ(A, ψ)) ∈ e ⇐⇒ υ(A, ϕ ∧ ψ) ∈ e w_e(A, ϕ ∨ ψ) = w_e(A, ϕ) ∨ w_e(A, ψ) = ⊤ ⇐⇒

w_e(A, ϕ) = ⊤ Þ w_e(A, ψ) = ⊤^{EΥ}⇐⇒

υ(A, ϕ) ∈ e Þ υ(A, ψ) ∈ e^{e ðñþôï öSSëôñï}⇐⇒ (υ(A, ϕ) ∨ υ(A, ψ)) ∈ e ⇐⇒ υ(A, ϕ ∨ ψ) ∈ e

ÅðéðëÝïí w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = ⊤ ⇐⇒

ãéá êÜèå f ∈ E, áí D(e, f), ôüôå w_f (A, ϕ) = ⊥ Þ w_f (A, ψ) = ⊤^{EΥ}⇐⇒ ãéá êÜèå f ∈ E, áí e ⊆ f, ôüôå υ(A, ϕ) /∈ f Þ υ(A, ψ) ∈ f

åíþ υ(A, ϕ ⊃ ψ) = υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ). Ïðüôå, áí υ(A, ϕ ⊃ ψ) /∈ e, ôüôå, áðü ðñüôáóç 1.40, õðÜñœåé f ∈ E þóôå e ⊆ f, υ(A, ϕ) ∈ f êáé υ(A, ψ) /∈ f, Üñá w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = ⊥.

ÅðSSóçò, áí υ(A, ϕ ⊃ ψ) ∈ e, ôüôå, ãéá êÜèå f ∈ E ìå e ⊆ f, υ(A, ϕ ⊃ ψ) ∈ f. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå ôÝôïéï f, áí υ(A, ψ) /∈ f, ôüôå υ(A, ϕ) /∈ f, êáèþò υ(A, ϕ ⊃ ψ) ∧ υ(A, ϕ) = υ(A, ϕ) ∧ υ(A, ψ) êáé ôï f åSSíáé öSSëôñï. ÅðïìÝíùò, w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = ⊤.

Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ôñïðéêïý ôåëåóôÞ □ Ýœïõìå üôé: w_e(A, □ϕ) = ⊤ ⇐⇒

ãéá êÜèå f ∈ E, B ∈ W, áí D(e, f) êáé R_f (A, B), ôüôå w_f (B, ϕ) = ⊤^{EΥ}⇐⇒ ãéá êÜèå f ∈ E, B ∈ W, áí e ⊆ f êáé R^′(A, B) ∈ f, ôüôå υ(B, ϕ) ∈ f

åíþ υ(A, □ϕ) = � {R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) | B ∈ W}. Ïðüôå, áí υ(A, □ϕ) /∈ e, ôüôå, åðåéäÞ ôï e åSSíáé öSSëôñï êáé ôï T åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, õðÜñœåé B ∈ W Ýôóé þóôå (R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ)) /∈ e. ÅðïìÝíùò, áðü ðñüôáóç 1.40, õðÜñœåé f ∈ E þóôå e ⊆ f, R^′(A, B) ∈ f êáé υ(B, ϕ) /∈ f, Üñá w_e(A, □ϕ) = ⊥.

ÁíôSSèåôá, áí υ(A, □ϕ) ∈ e, ôüôå, ãéá êÜèå f ∈ E ìå e ⊆ f, Ýœïõìå υ(A, □ϕ) ∈ f, ïðüôå (R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ)) ∈ f, ãéá êÜèå B ∈ W. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå ôÝôïéï f êáé ãéá êÜèå B ∈ W, áí R^′(A, B) ∈ f, ôüôå (R^′(A, B) ∧ υ(B, ϕ)) ∈ f, ïðüôå υ(B, ϕ) ∈ f. ÅðïìÝíùò, w_e(A, □ϕ) = ⊤.

ÔÝëïò, Ýœïõìå üôé: w_e(A, ♦ϕ) = ⊤ áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé B ∈ W ôÝôïéï þóôå R_e(A, B) êáé w_e(B, ϕ), äçëáäÞ (EΥ ) R^′(A, B) ∈ e êáé υ(B, ϕ) ∈ e. ÅðSSóçò, υ(A, ♦ϕ) = � {R^′(A, B) ∧ υ(B, ϕ) | B ∈ W}.

ÅðïìÝíùò, áí υ(A, ♦ϕ) /∈ e, ôüôå ãéá êÜèå B ∈ W, (R^′(A, B) ∧ υ(B, ϕ)) /∈ e, åðåéäÞ R^′(A, B) ∧ υ(B, ϕ) ≤ υ(A, ♦ϕ) êáé e åSSíáé öSSëôñï. Óõíåðþò R^′(A, B) /∈ e Þ υ(B, ϕ) /∈ e, Üñá w_e(A, ♦ϕ) = ⊥.

ÁíôSSèåôá, áí υ(A, ♦ϕ) ∈ e, ôüôå, åðåéäÞ ôï e åSSíáé ðñþôï öSSëôñï êáé ôï T åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, õðÜñœåé B ∈ W ôÝôïéï þóôå (R^′(A, B) ∧ υ(B, ϕ)) ∈ e, ïðüôå R^′(A, B) ∈ e êáé υ(B, ϕ) ∈ e. ÅðïìÝíùò, w_e(A, ♦ϕ) = ⊤. ■ 5.3 Ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

ÌÝœñé ôþñá èåùñÞóáìå óõóôÞìáôá ðïëëþí åéäéêþí ïé ïðïSSïé áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëçèïôéìÞ ôñïðéêþí ôýðùí êáôÜ ôïí êëáóóéêü ôñüðï, äçëáäÞ ìå ⊤ Þ ⊥. ÖõóéêÜ, ìðïñïýìå íá åðåêôåSSíïõìå ôá ìïíôÝëá áõôÜ, þóôå ïé åéäéêïSS íá áðïäSSäïõí áëçèïôéìÝò åðéëåãìÝíåò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü T êáé Ýœïíôáò õðüøéí ôïõò ìéá óõíÜñôçóç ðñüóâáóçò áðü ôá æåýãç êáôáóôÜóåùí óôï T . Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç Ýœïõìå ðëåéïíüôéìá ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí, ïé ïðïSSïé áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëçèïôéìÞ ôýðùí ôçò ãëþóóáò L^{mod}_T .

ĳðùò êáé ðñïçãïýìåíá, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ìåôáîý ôùí åéäéêþí õðÜñœïõí óœÝóåéò åðéêñÜôçóçò. ÿôóé, áí Ýíáò åéäéêüò e åSSíáé åðéêñáôÞò ôïõ f, üðïôå ï e áðïöáSSíåôáé α ∈ T ãéá Ýíáí ôýðï ϕ, ï f áðïöáSSíåôáé ìéá ôéìÞ β ∈ T ãéá ôïí ϕ ôÝôïéá þóôå α ≤ β. ÏìïSSùò, áí ï e õðïóôçñSSæåé üôé ç ðñüóâáóç áðü ôçí êáôÜóôáóç A óôç B Ýœåé ôéìÞ α ∈ T , ï õðÞêïïò f õðïóôçñSSæåé üôé Ýœåé ìéá ôéìÞ β ∈ T ôÝôïéá þóôå α ≤ β. Ðáñáôçñïýìå üôé ôá ðáñáðÜíù ãéá ôçí ðåñSSðôùóç üðïõ T = {⊤, ⊥} ìáò äSSíïõí ôéò óõíèÞêåò ðïõ áíáöÝñáìå ðñïçãïýìåíá ãéá ôá êëáóéêÜ ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí.

ÎåêéíÜìå ïñSSæïíôáò ôá ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ðëáSSóéá ðïëëþí åéäéêþí. Óôïí ïñéóìü âëÝðïõìå ôçí ôõðéêÞ ìïñöÞ ôçò óœÝóçò ðñüóâáóçò, ç ïðïSSá åSSíáé óõìâáôÞ ìå ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò.

Ïñéóìüò 5.15 ÿíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ðëáSSóéï ðïëëþí åéäéêþí åSSíáé ìéá äïìÞ F_{E,T} = ⟨E, D, W, R⟩, üðïõ T Ýíá ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü êáé:

• Ôï E åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ìç-êåíü óýíïëï, ôï óýíïëï ôùí åéäéêþí.

• Ç D : E × E → {⊤, ⊥} ⊆ T åSSíáé ìéá ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï E êáé áðïôåëåSS ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò ðÜíù óôïõò åéäéêïýò. Óçìåéþíïõìå üôé ç D Ýœåé ôï ðåäSSï ôéìþí ôçò ìÝóá óôï T .

• Ôï W åSSíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï, ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí.

• Ç R : E × W × W → T åSSíáé ç óõíÜñôçóç ðñüóâáóçò êáé åSSíáé äéáöïñåôéêÞ ãéá êÜèå åéäéêü. Åí óõíôïìSSá èá ãñÜöïõìå R_e(A, B) áíôSS ãéá R(e, A, B). ∗ Ãéá ôçí R Ýœïõìå ôçí ðáñáêÜôù óõíèÞêç åðéêñÜôçóçò. Ãéá êÜèå f ∈ E êáé A, B ∈ W, R_f (A, B) = � {D(e, f) ∧ R_e(A, B) | e ∈ E}.

Ðáñáôçñïýìå ëïéðüí üôé ãéá êÜèå e, f ∈ E, áí Ýœïõìå D(e, f), ôüôå ãéá êÜèå A, B ∈ W, R_e(A, B) ≤ R_f (A, B). ÅðSSóçò, ãéá êÜèå e ∈ E Ýœïõìå D(e, e).

Ðñéí ðñïœùñÞóïõìå óôïí ïñéóìü ôùí ìïíôÝëùí, ðñÝðåé íá áðïöáóSSóïõìå ôç ìïñöÞ ôùí ïëéêþí áëçèïôéìþí. Åöüóïí ïé åéäéêïSS áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëÞèåéá ôùí ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí ìå áëçèïôéìÝò áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï äéêôõùôü T , äåí ìðïñïýìå ðëåüí íá ðåñéãñÜøïõìå ôéò ïëéêÝò áëçèïôéìÝò ìå õðïóýíïëá ôïõ E. Ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ïëéêþí áëçèïôéìþí èÝëïõìå äïìÝò ïé ïðïSSåò íá ðåñéÝœïõí ãéá êÜèå åéäéêü ôçí áëçèïôéìÞ ðïõ äSSíåé. Ìéá ïéêïãÝíåéá êáôÜëëçëùí ôÝôïéùí äïìþí åSSíáé ïé óõíáñôÞóåéò áðü ôï E óôï T . ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå áðü ôþñá íá ïñSSóïõìå ôéò ïëéêÝò áëçèïôéìÝò.

Ïñéóìüò 5.16 Ôï óýíïëï a ⊆ E × T ëÝãåôáé ïëéêÞ áëçèïôéìÞ áí åSSíáé (ïëéêÞ) óõíÜñôçóç áðü ôï E óôï T , äçëáäÞ ãéá êÜèå e ∈ E õðÜñœåé ìïíáäéêü α ∈ T , Ýôóé þóôå (e, α) ∈ a. Óå áõôÞí ôçí ðåñSSðôùóç ãñÜöïõìå a(e) = α.

ÐÜíù óôéò ïëéêÝò áëçèïôéìÝò ïñSSæïõìå ôçí Ýííïéá ôçò D-óõìâáôüôçôáò ãéá êÜèå óœÝóç åðéêñÜôçóçò D.

Ïñéóìüò 5.17 ÿóôù F_{E,T} = ⟨E, D, W, R⟩ Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ðëáSSóéï ðïëëþí åéäéêþí. Ìéá ïëéêÞ áëçèïôéìÞ a ëÝìå üôé åSSíáé D-óõìâáôÞ áí ãéá êÜèå e, f ∈ E ìå D(e, f), Ýœïõìå a(e) ≤ a(f).

ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ìÝœñé ôþñá õðïèÝóáìå üôé ïé ðñïôÜóåéò ãéá ôéò ïðïSSåò áðïöáSSíïíôáé ïé åéäéêïSS åSSíáé óôç ãëþóóá L^{mod}_T . Èá êÜíïõìå ìéá áëëáãÞ óå áõôÞí ôç ãëþóóá ðñïóèÝôïíôáò ôéò D-óõìâáôÝò ïëéêÝò áëçèïôéìÝò. Ôç ãëþóóá ðïõ ðñïêýðôåé ïíïìÜæïõìå ãëþóóá ôïõ ðëåéïíüôéìïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý ðïëëþí åéäéêþí.

Ïñéóìüò 5.18 Ç ãëþóóá L^{mod}_{T ,E,D} ôïõ ðëåéïíüôéìïõ ôñïðéêïý ëïãéóìïý ðïëëþí åéäéêþí ïñSSæåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí ëïãéêþí óõìâüëùí ôçò L^{mod}_T (ïñéóìüò 4.1) êáé áðü ôï óýíïëï ôùí ìç ëïãéêþí óõìâüëùí, äçëáäÞ ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí óôáèåñþí ΠΣ:

ΠΣ = { â | a D-óõìâáôÞ ïëéêÞ áëçèïôéìÞ}

Óçìåéþóåéò óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü.

∗ Ç L^{mod}_{T ,E,D} åSSíáé êáô’ïõóSSáí åðÝêôáóç ôçò L^{mod}_T , áöïý ìðïñïýìå êÜèå ðñïôáóéáêÞ óôáèåñÜ α̂ ôçò L^{mod}_T íá ôçí áíôéóôïéœÞóïõìå óôç óôáèåñÜ â ôçò L^{mod}_{T ,E,D}, èÝôïíôáò a = {(e, α) | e ∈ E}, äçëáäÞ ôç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç α.

∗ Ùò óõíÞèùò, ôï óõíïëï ôùí áôïìéêþí ôýðùí ôçò L^{mod}_{T ,E,D} åSSíáé ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí êáé ôùí ðñïôáóéáêþí óôáèåñþí (AT = ΠM ∪ ΠΣ) êáé åðåêôåSSíåôáé óôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí (ΠT ).

Ôá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí ïñSSæïíôáé ãéá ôç ãëþóóá L^{mod}_{T ,E,D} ùò åîÞò.

Ïñéóìüò 5.19 ÿíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí åSSíáé ìéá äïìÞ M_{E,T} = ⟨F_{E,T} , w⟩, üðïõ:

• F_{E,T} = ⟨E, D, W, R⟩ åSSíáé Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ðëáSSóéï ðïëëþí åéäéêþí.

• w : E × W × AT → T åSSíáé ìSSá áíÜèåóç, ç ïðïSSá ïñSSæåôáé ðÜíù óôéò êáôáóôÜóåéò êáé ôïõò áôïìéêïýò ôýðïõò ôçò L^{mod}_{T ,E,D} êáé åSSíáé äéáöïñåôéêÞ ãéá êÜèå åéäéêü. Åí óõíôïìSSá èá ãñÜöïõìå w_e(A, ϕ) áíôSS ãéá w(e, A, ϕ). Ãéá êÜèå e ∈ E, A ∈ W êáé â ∈ ΠΣ ïñSSæïõìå: w_e(A, â) = a(e). ∗ Ãéá ôç w Ýœïõìå ôçí ðáñáêÜôù óõíèÞêç åðéêñÜôçóçò.

Ãéá êÜèå e, f ∈ E, A ∈ W êáé ϕ ∈ AT , áí D(e, f), ôüôå w_e(A, ϕ) ≤ w_f (A, ϕ).

Ç áíÜèåóç w åðåêôåSSíåôáé óôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ìå ôñüðï óõìâáôü ìå ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò.

Ïñéóìüò 5.20 ÿóôù ⟨E, D, W, R, w⟩ Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí. Ç óõíÜñôçóç w̄ åSSíáé ç ãåíSSêåõóç ôçò w, w̄ : E × W × ΠT → T , êáé ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò.

ÿóôù ϕ, ψ ôýðïé, ϕ^′ áôïìéêüò ôýðïò, e ∈ E êáé A ∈ W, ôüôå:

• w̄_e(A, ϕ^′) = w_e(A, ϕ^′)

• w̄_e(A, ϕ ∧ ψ) = w̄_e(A, ϕ) ∧w̄_e(A, ψ)

• w̄_e(A, ϕ ∨ ψ) = w̄_e(A, ϕ) ∨w̄_e(A, ψ)

• w̄_e(A, ϕ ⊃ ψ) = � f∈E � D(e, f) ⇒ (w_f (A, ϕ) ⇒ w_f (A, ψ)) �

• w̄_e(A, □ϕ) = � f∈E � D(e, f) ⇒ � B∈W (R_f (A, B) ⇒ w_f (B, ϕ)) �

• w̄_e(A, ♦ϕ) = � B∈W � R_e(A, B) ∧ w_e(B, ϕ) �

Óôï åîÞò èá óõìâïëSSæïõìå ôçí áíÜèåóç w̄ áðëþò ùò w.

Ç åðüìåíç ðñüôáóç åîáóöáëSSæåé üôé ç áíÜèåóç åíüò ðëåéïíüôéìïõ ôñïðéêïý ìïíôÝëïõ ðïëëþí åéäéêþí õëïðïéåSS ôç óœÝóç åðéêñÜôçóçò ìåôáîý åéäéêþí.

Ðñüôáóç 5.21 ÿóôù M_{E,T} = ⟨E, D, W, R, w⟩ Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí. Ôüôå, ãéá êÜèå ôýðï ϕ êáé ãéá êÜèå e, f ∈ E ìå D(e, f), Ýœïõìå üôé w_e(A, ϕ) ≤ w_f (A, ϕ).

Áðüä. Ç áðüäåéîç ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç áðü ôïí ïñéóìü ôçò w, åíþ ïé ðåñéðôþóåéò ôùí ∧, ∨ åSSíáé óœåôéêÜ áðëÝò, ðœ. ãéá êÜèå A ∈ W, e, f ∈ E êáé ϕ, ψ ∈ ΠT Ýœïõìå üôé, áí D(e, f), ôüôå:

w_e(A, ϕ ∧ ψ) = w_e(A, ϕ) ∧ w_e(A, ψ)^{EΥ}≤ w_f (A, ϕ) ∧ w_f (A, ψ) = w_f (A, ϕ ∧ ψ)

êáé ïìïSSùò ãéá ôï ϕ ∨ ψ. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ϕ ⊃ ψ Ýœïõìå üôé áí D(e, f), ôüôå, åðåéäÞ ç D åSSíáé ìåôáâáôéêÞ, ãéá êÜèå g ∈ E, áí D(f, g) = ⊤, ôüôå D(e, g) = ⊤, Üñá ãéá êÜèå e, f, g ∈ E, A ∈ W êáé ôýðïõò ϕ, ψ Ýœïõìå:

D(f, g) ≤ D(e, g)^{1.18}⇝ D(e, g) ⇒ (w_g(A, ϕ) ⇒ w_g(A, ψ)) ≤ D(f, g) ⇒ (w_g(A, ϕ) ⇒ w_g(A, ψ)) ⇝ � g∈E � D(e, g) ⇒ (w_g(A, ϕ) ⇒ w_g(A, ψ)) � ≤ � g∈E � D(f, g) ⇒ (w_g(A, ϕ) ⇒ w_g(A, ψ)) � ⇝ w_e(A, ϕ ⊃ ψ) ≤ w_f (A, ϕ ⊃ ψ)

ÏìïSSùò, ãéá êÜèå e, f, g ∈ E, A ∈ W êáé ôýðï ϕ Ýœïõìå:

D(f, g) ≤ D(e, g)^{1.18}⇝

D(e, g) ⇒ � B∈W (R_g(A, B) ⇒ w_g(B, ϕ)) ≤ D(f, g) ⇒ � B∈W (R_g(A, B) ⇒ w_g(B, ϕ)) ⇝ � g∈E � D(e, g) ⇒ � B∈W (R_g(A, B) ⇒ w_g(B, ϕ)) � ≤ � g∈E � D(f, g) ⇒ � B∈W (R_g(A, B) ⇒ w_g(B, ϕ)) � ⇝ w_e(A, □ϕ) ≤ w_f (A, □ϕ)

88 ÊåöÜëáéï 5. ÌïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

ÔÝëïò, ãéá êÜèå e, f ∈ E, A, B ∈ W êáé ôýðï ϕ, áí D(e, f), ôüôå, ëüãù êáé ôçò EΥ :

w_e(B, ϕ) ≤ w_f (B, ϕ) , R_e(A, B) ≤ R_f (A, B) ⇝ R_e(A, B) ∧ w_e(B, ϕ) ≤ R_f (A, B) ∧ w_f (B, ϕ) ⇝ � B∈W (R_e(A, B) ∧ w_e(B, ϕ)) ≤ � B∈W (R_e(A, B) ∧ w_e(B, ϕ)) ⇝

w_e(A, ♦ϕ) ≤ w_f (A, ♦ϕ) ■ ÓçìåSSùóç 5.22 Óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç, ïé ïëéêÝò áëçèïôéìÝò ðïõ Ýœïõìå ãéá Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí M_{E,T} = ⟨E, D, W, R, w⟩ åSSíáé D-óõìâáôÝò.

5.3.1 Ðáñáãüìåíá T^′-ôñïðéêÜ ìïíôÝëá

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá ðáñÜãïõìå éóïäýíáìá ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá áðü ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí. ÌÝœñé ôþñá åSSäáìå üôé ç ïëéêÞ áëçèïôéìÞ êÜðïéïõ ôýðïõ óå Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí åSSíáé ìéá D-óõìâáôÞ óõíÜñôçóç áðü ôï óýíïëï ôùí åéäéêþí E óôï äéêôõùôü T . ÈÝëïõìå, üðùò êáé óôçí ðåñSSðôùóç ôùí áðëþí ôñïðéêþí ìïíôÝëùí ðïëëþí åéäéêþí, íá âñïýìå ðáñáãüìåíá éóïäýíáìá T^′-ôñïðéêÜ ìïíôÝëá, üðïõ T^′ èá åSSíáé Ýíá äéêôõùôü ìå óôïéœåSSá ôéò ïëéêÝò áëçèïôéìÝò. ÁñœéêÜ ïñSSæïõìå ôï äéêôõùôü T^′.

Ðñüôáóç 5.23 ÿóôù M_{E,T} = ⟨E, D, W, R, w⟩ Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí. Ôüôå ôï

T^′ = {a ⊆ E × T | a åSSíáé óõíÜñôçóç D-óõìâáôç}

ìå Ýíùóç êáé ôïìÞ ôéò ∨, ∧ ãéá óõíáñôÞóåéò (áðü ôï E óôï T ), äçëáäÞ ãéá êÜèå a, b ∈ T^′ êáé e ∈ E:

(a ∧ b)(e) = a(e) ∧ b(e)

(a ∨ b)(e) = a(e) ∨ b(e)

åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü.

Ç ìåñéêÞ äéÜôáîç óôï T^′ äSSíåôáé áðü ôç óœÝóç ≤ ãéá óõíáñôÞóåéò (áðü ôï E óôï T ), äçëáäÞ ãéá êÜèå a, b ∈ T^′:

a ≤ b ⇐⇒ ãéá êÜèå e ∈ E, a(e) ≤ b(e)

Áðüä. Áñœéêþò ðñÝðåé íá äåSSîïõìå üôé ôï T^′ åSSíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôéò ∨, ∧ ðïõ ïñSSóáìå, äçëáäÞ ãéá êÜèå a, b ∈ T^′, íá äåSSîïõìå üôé ïé a ∧ b, a ∨ b åSSíáé D-óõìâáôÝò óõíáñôÞóåéò. Ãéá êÜèå a, b ∈ T^′ êáé e, f ∈ E ìå D(e, f), åðåéäÞ ïé a, b åSSíáé D-óõìâáôÝò, Ýœïõìå:

(a ∧ b)(e) = a(e) ∧ b(e) ≤ a(f) ∧ b(f) = (a ∧ b)(f) (a ∨ b)(e) = a(e) ∨ b(e) ≤ a(f) ∨ b(f) = (a ∨ b)(f)

ÅðïìÝíùò, ôï T^′ åSSíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôéò ∧, ∨. ÅðéðëÝïí, åöüóïí ôá E, T åSSíáé ðåðåñáóìÝíá, ôï E ×T åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, Üñá ôï T^′ åSSíáé ðåðåñáóìÝíï. Óõíåðþò, ìÝíåé íá äåSSîïõìå üôé ôï

5.3 Ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí 89

T^′ åSSíáé åðéìåñéóôéêü äéêôõùôü, äçëáäÞ, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 1.23, üôé ãéá êÜèå a, b, c ∈ T^′ êáé êÜèå e ∈ E:

(a ∧ (a ∨ b))(e) = a(e)

(a ∧ (b ∨ c))(e) = ((c ∧ a) ∨ (b ∧ a))(e)

ôá ïðïSSá éóœýïõí, áöïý ôá a(e), b(e), c(e) åSSíáé óôïéœåSSá ôïõ åðéìåñéóôéêïý äéêôõùôïý T . ■ ÏñSSæïõìå ôá ðáñáãüìåíá T^′-ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ùò åîÞò.

Ïñéóìüò 5.24 ÿóôù M_{E,T} = ⟨E, D, W, R, w⟩ Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí. ÏñSSæïõìå ôï T^′-ôñïðéêü ìïíôÝëï M = ⟨W, R^′, υ⟩ ãéá ôç ãëþóóá L^{mod}_T ′ ùò åîÞò.

• T^′ = {a ⊆ E × T | a åSSíáé óõíÜñôçóç D-óõìâáôç}, ìå Ýíùóç êáé ôïìÞ ôéò ∨, ∧ ãéá óõíáñôÞóåéò.

• Ôï W åSSíáé áõôü ôïõ M_{E,T} .

• Ãéá êÜèå A, B ∈ W, R^′(A, B) = {(e, R_e(A, B)) | e ∈ E}. Áðü ôïí ïñéóìü ôçò R, áõôÞ åSSíáé D-óõíåðÞò óõíÜñôçóç, ïðüôå R^′ : W × W → T^′.

• Ãéá êÜèå A ∈ W êáé ϕ ∈ AT, υ(A, ϕ) = {(e, w_e(A, ϕ)) | e ∈ E}. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 5.19, υ : W × AT → T^′.

Ç υ åðåêôåSSíåôáé óå ìéá ãåíéêåõìÝíç υ (ῡ), υ : W × ΠT → T^′, ìå ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜöïõìå óôïí ïñéóìü 4.4. Ãéá êÜèå A ∈ W, e ∈ E êáé ôýðï ϕ èá ãñÜöïõìå υ(A, ϕ)(e) áíôSS ãéá (υ(A, ϕ))(e).

Ôï M ëÝãåôáé ðáñáãüìåíï T^′-ôñïðéêü ìïíôÝëï ôïõ M_{E,T} .

Ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéïýìå ôïí SSäéï óõìâïëéóìü ãéá ìéá ðñüôáóç ϕ, åSSôå áõôÞ âñSSóêåôáé óôçí L^{mod}_T ′ , åSSôå óôçí L^{mod}_{T ,E,D}, äåäïìÝíïõ üôé œñçóéìïðïéïýìå ôï SSäéï ΠM, õðÜñœåé ìSSá 1-1 áðåéêüíéóç ôùí óôáèåñþí ôçò ìSSáò ãëþóóáò åðSS áõôþí ôçò Üëëçò êáé üëá ôá õðüëïéðá óýìâïëá åSSíáé êïéíÜ ãéá ôéò äýï ãëþóóåò.

Ç åðüìåíç ðñüôáóç èá öáíåSS œñÞóéìç ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò áõôÞò ôçò åíüôçôáò.

Ðñüôáóç 5.25 ÿóôù M_{E,T} ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí êáé M = ⟨W, R^′, υ⟩ ôï ðáñáãüìåíï T^′-ôñïðéêü ìïíôÝëï áõôïý. Ôüôå ãéá êÜèå a, b ∈ T^′ êáé e ∈ E:

(a ⇒ b)(e) ≤ a(e) ⇒ b(e)

Áðüä. Ãéá êÜèå a, b ∈ T^′, ç óõíÜñôçóç a ⇒ b åSSíáé ôï ìåãáëýôåñï c ∈ T^′ ôÝôïéï þóôå a ∧ c ≤ b, äçëáäÞ ãéá êÜèå e ∈ E:

a(e) ∧ c(e) ≤ b(e) ⇐⇒ c(e) ≤ a(e) ⇒ b(e)

ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå e ∈ E, (a ⇒ b)(e) ≤ a(e) ⇒ b(e). ■ Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá äåSSœíåé ôçí éóïäõíáìSSá åíüò ðëåéïíüôéìïõ ôñïðéêïý ìïíôÝëïõ ðïëëþí åéäéêþí ìå ôï ðáñáãüìåíï T^′-ôñïðéêü ìïíôÝëï ôïõ.

90 ÊåöÜëáéï 5. ÌïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

Èåþñçìá 5.26 ÿóôù M_{E,T} = ⟨E, D, W, R, w⟩ Ýíá ðëåéïíüôéìï ôñïðéêü ìïíôÝëï ðïëëþí åéäéêþí êáé M = ⟨W, R^′, υ⟩ ôï ðáñáãüìåíï T^′-ôñïðéêü ìïíôÝëï ôïõ. Ôüôå ãéá êÜèå A ∈ W êáé ãéá êÜèå ôýðï ϕ,

υ(A, ϕ) = {(e, w_e(A, ϕ)) | e ∈ E}, äçëáäÞ ãéá êÜèå e ∈ E w_e(A, ϕ) = υ(A, ϕ)(e) Áðüä. Ç áðüäåéîç ãSSíåôáé ìå åðáãùãÞ. Ç ðåñSSðôùóç ôùí áôïìéêþí ôýðùí åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç áðü ôïí ðñïçãïýìåíï ïñéóìü.

ÿóôù ïé ôýðïé ϕ, ψ. Ôüôå ãéá êÜèå A ∈ W êáé e ∈ E, Ýœïõìå: υ(A, ϕ ∧ ψ)(e) = (υ(A, ϕ) ∧ υ(A, ψ))(e) = υ(A, ϕ)(e) ∧ υ(A, ψ)(e) EΥ= w_e(A, ϕ) ∧ w_e(A, ψ) = w_e(A, ϕ ∧ ψ) êáé ïìïSSùò ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ϕ ∨ ψ. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ϕ ⊃ ψ Ýóôù ôá a, b ∈ T^′: a = υ(A, ϕ ⊃ ψ) = υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ) b = {(e, w_e(A, ϕ ⊃ ψ)) | e ∈ E} ÈÝëïõìå íá äåSSîïõìå üôé a = b. Áñœéêþò Ýœïõìå:

b ∧ υ(A, ϕ)^{EΥ}= {(e, w_e(A, ϕ ⊃ ψ)) | e ∈ E} ∧ {(e, w_e(A, ϕ)) | e ∈ E} = {(e, w_e(A, ϕ ⊃ ψ) ∧ w_e(A, ϕ)) | e ∈ E} (∗) ≤ {(e, w_e(A, ψ)) | e ∈ E} EΥ= υ(A, ψ) , åðïìÝíùò b ≤ a üðïõ ç (∗) éóœýåé äéüôé ãéá êÜèå e ∈ E:

w_e(A, ϕ ⊃ ψ) ∧ w_e(A, ϕ) = � f∈E � D(e, f) ⇒ (w_f (A, ϕ) ⇒ w_f (A, ψ)) � ∧ w_e(A, ϕ)

≤ (D(e, e) ⇒ (w_e(A, ϕ) ⇒ w_e(A, ψ))) ∧ w_e(A, ϕ)

D(e,e)=⊤

= (w_e(A, ϕ) ⇒ w_e(A, ψ)) ∧ w_e(A, ϕ) = w_e(A, ϕ) ∧ w_e(A, ψ) ≤ w_e(A, ψ) ÅðéðëÝïí, Ýóôù üôé a ≠ b, äçëáäÞ õðÜñœåé e ∈ E ôÝôïéï þóôå a(e) > b(e), äçëáäÞ:

(υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ))(e) > w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = � g∈E � D(e, g) ⇒ (w_g(A, ϕ) ⇒ w_g(A, ψ)) �

EΥ= � g∈E � D(e, g) ⇒ (υ(A, ϕ)(g) ⇒ υ(A, ψ)(g)) �

= � g∈E,D(e,g)=⊤ � υ(A, ϕ)(g) ⇒ υ(A, ψ)(g) �

Áí ãéá êÜèå g ∈ E ìå D(e, g) Ýœïõìå (υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ))(e) ≤ υ(A, ϕ)(g) ⇒ υ(A, ψ)(g), ôüôå éóœýåé üôé (υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ))(e) ≤ � g∈E,D(e,g)=⊤ � υ(A, ϕ)(g) ⇒ υ(A, ψ)(g) � . ÅðïìÝíùò, õðÜñœåé f ∈ E ìå D(e, f), ôÝôïéï þóôå: (υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ))(e) ≰ υ(A, ϕ)(f) ⇒ υ(A, ψ)(f)

5.3 Ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí 91

ÅðåéäÞ üìùò ç υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ) åSSíáé D-óõìâáôÞ (a ∈ T^′), Ýœïõìå:

(υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ))(e) ≤ (υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ))(f) åðïìÝíùò,

(υ(A, ϕ) ⇒ υ(A, ψ))(f) ≰ υ(A, ϕ)(f) ⇒ υ(A, ψ)(f)

ôï ïðïSSï åSSíáé Üôïðï, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 5.25. ÅðïìÝíùò, w_e(A, ϕ ⊃ ψ) = υ(A, ϕ)(e).

Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ □ϕ åðéœåéñçìáôïëïãïýìå ðáñïìïSSùò. ÿóôù ôá c, d ∈ T^′:

c = υ(A, □ϕ) = � B∈W � R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) � d = {(e, w_e(A, □ϕ)) | e ∈ E}

Èá äåSSîïõìå üôé c = d. Áñœéêþò Ýœïõìå üôé ãéá êÜèå B ∈ W:

d ∧ R^′(A, B) = {(e, w_e(A, □ϕ)) | e ∈ E} ∧ {(e, R_e(A, B)) | e ∈ E} = {(e, R_e(A, B) ∧ w_e(A, □ϕ)) | e ∈ E}

(∗∗)

≤ {(e, w_e(B, ϕ)) | e ∈ E}^{EΥ}= υ(B, ϕ) ⇝ d ≤ R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) åðïìÝíùò d ≤ c

üðïõ ç (∗∗) éóœýåé äéüôé ãéá êÜèå e ∈ E:

R_e(A, B) ∧ w_e(A, □ϕ) = R_e(A, B) ∧ � g∈E � D(e, g) ⇒ � Γ ∈W (Rg(A, Γ ) ⇒ w g(Γ, ϕ)) � ≤ R_e(A, B) ∧ (D(e, e) ⇒ � Γ ∈W (Re(A, Γ ) ⇒ w e(Γ, ϕ)))

D(e,e)=⊤

= R_e(A, B) ∧ � Γ ∈W (Re(A, Γ ) ⇒ w e(Γ, ϕ))

≤ R_e(A, B) ∧ (R_e(A, B) ⇒ w_e(B, ϕ)) = R_e(A, B) ∧ w_e(B, ϕ) ≤ w_e(B, ϕ)

ÅðéðëÝïí, Ýóôù üôé c ≠ d, äçëáäÞ õðÜñœåé e ∈ E ôÝôïéï þóôå c(e) > d(e), äçëáäÞ:

υ(A, □ϕ)(e) > w_e(A, □ϕ) = � g∈E � D(e, g) ⇒ � B∈W (R_g(A, B) ⇒ w_g(B, ϕ)) �

ôüôå, åðéœåéñçìáôïëïãþíôáò üðùò óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ϕ ⊃ ψ, õðÜñœåé f ∈ E ìå D(e, f) ôÝôïéï þóôå: υ(A, □ϕ)(e) ≰ � B∈W (R_f (A, B) ⇒ w_f (B, ϕ))

ÅðåéäÞ üìùò ç υ(A, □ϕ) åSSíáé D-óõìâáôÞ, Ýœïõìå υ(A, □ϕ)(e) ≤ υ(A, □ϕ)(f), åðïìÝíùò,

υ(A, □ϕ)(f) ≰ � B∈W � R_f (A, B) ⇒ w_f (B, ϕ) � ⇐⇒ � � B∈W � R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ) � (f) ≰ � B∈W � R_f (A, B) ⇒ w_f (B, ϕ)

�_{EΥ} ⇐⇒ � B∈W � (R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ))(f) � ≰ � B∈W � R^′(A, B)(f) ⇒ υ(B, ϕ)(f) �

űôïðï, äéüôé, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 5.25, ãéá êÜèå B ∈ W Ýœïõìå:

(R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ))(f) ≤ R^′(A, B)(f) ⇒ υ(B, ϕ)(f) ⇝ � B∈E � (R^′(A, B) ⇒ υ(B, ϕ))(f) � ≤ � B∈W � R^′(A, B)(f) ⇒ υ(B, ϕ)(f) �

92 ÊåöÜëáéï 5. ÌïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

Ç ðåñSSðôùóç ôïõ ♦ϕ åSSíáé óœåôéêÜ åýêïëç. ÿœïõìå ëïéðüí üôé:

w_e(A, ♦ϕ) = � B∈W � R_e(A, B) ∧ w_e(B, ϕ) �

EΥ= � B∈W � R^′(A, B)(e) ∧ υ(B, ϕ)(e) �

= � B∈W � (R^′(A, B) ∧ υ(B, ϕ))(e) �

= � � B∈W � R^′(A, B) ∧ υ(B, ϕ) � (e) = υ(A, ♦ϕ)(e) ■ 5.3.2 ÿíá ÐáñÜäåéãìá

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýœïõìå ðÜëé ôïõò äýï áñœéêïýò åéäéêïýò e, f ìå ôïí e íá åðéêñáôåSS ôïõ f. � �⊤ �α � � � � � �β � � �γ � � � � �⊥

Ôþñá ïé åéäéêïSS áðïöáSSíïíôáé ãéá ôçí áëÞèåéá ôñïðéêþí ðñïôÜóåùí äSSíïíôáò áëçèïôéìÝò áðü ôï äéðëáíü äéêôõùôü. ÅðïìÝíùò, åîåôÜæïõí ðñïôÜóåéò ôçò L^{mod}_T , üðïõ T ôï åí ëüãù äéêôõùôü. Åöüóïí ï e åðéêñáôåSS ôïõ f, ïé áëçèïôéìÝò ðïõ äSSíåé ï f ãéá êÜèå ôýðï åSSíáé ìåãáëýôåñåò Þ SSóåò áðü ôéò áíôSSóôïéœåò ôïõ e. Ìðïñïýìå ëïéðüí ìå áõôüí ôïí áðëü êáíüíá íá âñïýìå ôï óýíïëï ôùí ïëéêþí áëçèïôéìþí, ïé ïðïSSåò åSSíáé 14 óôï ðëÞèïò êáé áðïôåëïýí ôá óôïéœåSSá ôïõ T^′. Ôéò ðáñáèÝôïõìå óôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá.

a_1 a_1(e) = ⊥ a_1(f) = ⊥ a_2 a_2(e) = ⊥ a_2(f) = β a_3 a_3(e) = ⊥ a_3(f) = γ a_4 a_4(e) = ⊥ a_4(f) = α a_5 a_5(e) = ⊥ a_5(f) = ⊤ b_1 b_1(e) = β b_1(f) = β b_2 b_2(e) = β b_2(f) = α b_3 b_3(e) = β b_3(f) = ⊤ c_1 c_1(e) = γ c_1(f) = γ c_2 c_2(e) = γ c_2(f) = α c_3 c_3(e) = γ c_3(f) = ⊤ d_1 d_1(e) = α d_1(f) = α d_2 d_2(e) = α d_2(f) = ⊤ e e(e) = ⊤ e(f) = ⊤

5.3 Ðëåéïíüôéìá ôñïðéêÜ ìïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí 93

Ãéá ôï äéêôõùôü T ìðïñïýìå íá õðïëïãSSóïõìå áñœéêþò ôï áðïôÝëåóìá ôçò ðñÜîçò ôïõ ∧ ãéá êÜèå æåýãïò óôïéœåSSùí ôïõ. ÐáñáèÝôïõìå ëïéðüí Ýíáí ðSSíáêá óõìðëçñùìÝíï êáôÜ ôï Þìéóõ (ëüãù óõììåôñSSáò) ãéá ôçí ðñÜîç ôïõ ∧ óôï T^′. � a_1 a_2 a_3 a_4 a_5 b_1 b_2 b_3 c_1 c_2 c_3 d_1 d_2 e a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_1 a_2 a_2 a_1 a_2 a_2 a_2 a_2 a_2 a_1 a_2 a_2 a_2 a_2 a_2 a_3 a_3 a_3 a_3 a_1 a_3 a_3 a_3 a_3 a_3 a_3 a_3 a_3 a_4 a_4 a_4 a_2 a_4 a_4 a_3 a_4 a_4 a_4 a_4 a_4 a_5 a_5 a_2 a_4 a_5 a_3 a_4 a_5 a_4 a_5 a_5 b_1 b_1 b_1 b_1 a_1 a_2 a_2 b_1 b_1 b_1 b_2 b_2 b_2 a_3 a_4 a_4 b_2 b_2 b_2 b_3 b_3 a_3 a_4 a_5 b_2 b_3 b_3 c_1 c_1 c_1 c_1 c_1 c_1 c_1 c_2 c_2 c_2 c_2 c_2 c_2 c_3 c_3 c_2 c_3 c_3 d_1 d_1 d_1 d_1 d_2 d_2 d_2 e e Áí êáé ï ðñïçãïýìåíïò ðSSíáêáò ëüãù ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ äåí åSSíáé åýêïëá áíáãíþóéìïò, ìáò âïçèÜ íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï äéÜãñáììá ôïõ T^′. � �e

� �d_2

� � � � � � � � � �

� �b_3

� � � � � � � � � � � �d_1

� � � � � �

� � � � � � �c_3

� � � � � � � � � �

� �b_2

� � � � � � � �a_5 �c_2

� � � � � �

� �b_1

� � � � � � �a_4

� � � � � � � � � � �c_1

� � � � �

� �a_2

� � � � � � �a_3

� � � � �

� �a_1

ÅðïìÝíùò, ôï ðáñáãüìåíï êáé éóïäýíáìï T^′-ìïíôÝëï ãéá ôï ðáñÜäåéãìÜ ìáò åSSíáé ìåãÝèïõò 14, ìå ôéò áëçèïôéìÝò ôïõ íá åSSíáé ôá óôïéœåSSá ôïõ äéêôõùôïý ôï ïðïSSï âëÝðïõìå óôï äéðëáíü óœÞìá.

94 ÊåöÜëáéï 5. ÌïíôÝëá ðïëëþí åéäéêþí

ÂéâëéïãñáöSSá

[BdRV01] Patrick Blackburn, Maarten de Rijke, and Yde Venema. Modal Logic. Cambridge University Press, Cambridge, UK, 2001.

[Bir67] Garrett Birkho¸. Lattice Theory. American Mathematical Society, Providence Rhode Island, third edition, 1967.

[BK99] Robert K Brayton and Sunil P Khatri. Multi-valued logic synthesis. In Proceedings of the 12th International Conference on VLSI Design, 1999.

[End72] Herbert B. Enderton. A Mathematical Introduction to Logic. Academic Press, San Diego, California, 1972.

[Fit92a] Melvin C. Fitting. Many-valued modal logics. Fundamenta Informaticae, 15:235{ 254, 1992.

[Fit92b] Melvin C. Fitting. Many-valued modal logics II. Fundamenta Informaticae, 17:55{73, 1992.

[Fit94] Melvin C. Fitting. Kleene’s three valued logics and their children. Fundamenta Informaticae, 20:113{131, 1994.

[Gr-a78] George Gr-atzer. General Lattice Theory. Birkh-auser Verlag, Basel, 1978. [GTL89] Jean-Yves Girard, Paul Taylor, and Yves Lafont. Proofs and Types. Cambridge University Press, Cambridge, UK, 1989.

[Kle71] Stephen Cole Kleene. Introduction to Metamathematics. North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1971.

[MPV02] William McCune, R. Padmanabhan, and Robert Vero¸. Yet another single law for lattices. Forthcoming in Algebra Universalis, 2002.

[Ram97] R. Ramanujam. Lecture notes on modal logic in computer science. Available online, 1996{1997.

[Ras74] Helena Rasiowa. An Algebraic Approach to Non-Classical Logics. North-Holland Publishing Company, Amsterdam, 1974.

96 ÂéâëéïãñáöSSá

ÅõñåôÞñéï

áêïëïõèçôÞò

ôïõ SC_T , 33

Ýãêõñïò, 33 éêáíïðïéÞóéìïò, 33 ôïõ SC^{mod}_T , 61

Ýãêõñïò, 61 éêáíïðïéÞóéìïò, 61 áêïëïõèçôþí ëïãéóìüò, 33 SC_T , 33

áîéþìáôá êáé êáíüíåò, 33 ïñèüôçôá, 38 ðëçñüôçôá, 41 Σ-áóõíåðÝò óýíïëï, 40 Σ-óõíåðÝò óýíïëï, 40

ìåãéóôéêü, 40 SC^{mod}_T , 61

áîéþìáôá êáé êáíüíåò, 62 áñéóôåñü óõíåðÝò óýíïëï, 69 ìåãéóôéêü, 69 ïñèüôçôá, 65 ðëçñüôçôá, 72 Σ-áóõíåðÝò æåýãïò óõíüëùí, 67 Σ-óõíåðÝò æåýãïò óõíüëùí, 67 ìåãéóôéêü, 67 áðüäåéîç, 35 èåþñçìá, 35 ðëÞñçò, 38, 67 áëÞèåéá ⊤, 46 Üëãåâñá Boole, 48, 75 áëçèÞò,-Ýò, 9, 29 áëõóSSäá, 14 áíÜèåóç

w : E × W × AT → {⊤, ⊥}, 78, 83 ãåíSSêåõóç, 78, 83 w : E × W × AT → T , 86

ãåíSSêåõóç, 86 υ : W × AT → {⊤, ⊥}, 48

ãåíSSêåõóç, 48 υ : W × AT → T , 60, 81 ãåíSSêåõóç, 60, 81 υ : W × AT → T^′, 89

ãåíSSêåõóç, 89 υ : AT → T , 32

ãåíSSêåõóç, 32 áíôSSöáóç ⊥, 46 áíôéóôïSSœçóçò èåùñSSá, 49 áðïêñéóéìüôçôá, 55 áöçñçìÝíç Üëãåâñá, 15

âÜóåéò äåäïìÝíùí, 9

ãëþóóá

L_T , 31 L^{mod}, 45 L^{mod}_τ , 47 L^{mod}_{E,D} , 77 L^{mod}_T , 59 L^{mod}_{T ,E,D}, 86 âáóéêÞ ôñïðéêÞ, 47 âáóéêÞ œñïíéêÞ, 47

äéêôõùôü, 10

M_3, 19 N_5, 19 áðëÝò éäéüôçôåò, 16 äéÜãñáììá, 18, 93 åðéìåñéóôéêü, 19 ïñéóìüò, 15 ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü T , 31, 59, 80, 85 ðåðåñáóìÝíï åðéìåñéóôéêü T^′, 88 óõìðëçñùìÝíï, 22 óœåôéêÜ óõìðëçñùìÝíï, 22 óœåôéêÜ øåõäï-óõìðëçñùìÝíï, 23 éäéüôçôåò, 23 äõáäéêüôçôáò áñœÞ, 14 ãéá äéêôõùôÜ, 17

åéäéêüò, 75

98 ÅõñåôÞñéï

åðéêñáôÞò, 75, 85 õðÞêïïò, 75, 85 åéäéêþí óõóôÞìáôá, 75 åëÜœéóôï óôïéœåSSï, 14 åëáœéóôéêü óôïéœåSSï, 14 åðéêñÜôçóçò óõíèÞêç

óôç óõíÜñôçóç R, 85 óôç óœÝóç R, 77 óôçí áíÜèåóç w : E × W × AT → {⊤, ⊥}, 78 óôçí áíÜèåóç w : E × W × AT → T , 86 åðéëïãÞò áîSSùìá, 14 åðéìåñéóôéêÞ áíéóüôçôá, 18

Zorn ëÞììá, 14

éäåþäåò, 26 in˛num, 14

Ê óýóôçìá, 52

áðüäåéîç, 52 áóõíåðÝò óýíïëï, 53 èåþñçìá, 52

ðáñáäåSSãìáôá, 52 ïñèüôçôá, 53 ðëçñüôçôá, 54 óõíåðÝò óýíïëï, 53

ìåãéóôéêü, 53 óõíåðÞò ôýðïò, 53 êÜëõøçò óœÝóç, 18

linguistics, 9

ìÝãéóôï óôïéœåSSï, 14 ìåãéóôéêü óôïéœåSSï, 14 ìéêñïý ìïíôÝëïõ éäéüôçôá, 55

ïëéêÞ áëçèïôéìÞ, 75, 79, 80, 85, 92 D-óõìâáôÞ, 86

ðåðåñáóìÝíïõ ìïíôÝëïõ éäéüôçôá, 55 poset, 13 ðñï-äéÜôáîç, 51

Sholander èåþñçìá, 20 suprenum, 14 óýìâïëï

∇, 47 △, 47

♦, 46, 59, 78

åñìçíåSSá, 46 ⊤, 32 □, 45, 59, 78

åñìçíåSSá, 46 ¬, 32, 46, 60, 79 ⊥, 32, 78 óõíÜñôçóç

R ðñüóâáóçò, 60, 81, 85, 89 áðü ôï E óôï T , 85 óýíïëï

D-êëåéóôü, 77 E åéäéêþí, 77, 82, 85 W êáôáóôÜóåùí, 48, 60, 77, 81, 83, 85, 89 AT , 32, 46, 60, 78, 86 ΠM, 32, 46, 60, 78, 86 ΠΣ, 31, 45, 59, 77, 86 ΠT , 32, 46, 60, 78, 86 áðïêñSSóéìï, 55 êáôáãñÜøéìï, 55 ìåñéêÜ äéáôåôáãìÝíï, 13 ïëéêÜ äéáôåôáãìÝíï, 14 óœÝóç

R ðñüóâáóçò, 48, 77, 83 D åðéêñÜôçóçò, 77, 83, 85 åãêëåéóìïý, 83 åðéêñÜôçóçò, 75

áìöSSäñïìç, 79

ôåôñÜôéìç ëïãéêÞ, 9 ôåœíçôÞ íïçìïóýíç, 9 ôñSSôéìç ëïãéêÞ, 9 ôñïðéêü ìïíôÝëï, 48 T -ôñïðéêü ìïíôÝëï, 61 ðáñáãüìåíï T -ôñïðéêü ìïíôÝëï, 80 ðáñáãüìåíï T^′-ôñïðéêü ìïíôÝëï, 89 ðáñáãüìåíï ðïëëþí åéäéêþí, 82 ðëåéïíüôéìï ðïëëþí åéäéêþí, 86 ðáñÜäåéãìá, 92 ðïëëþí åéäéêþí, 78 ôñïðéêü ðëáSSóéï, 47 T -ôñïðéêü ðëáSSóéï, 60 ðëåéïíüôéìï ðïëëþí åéäéêþí, 85 ðïëëþí åéäéêþí, 77 ôñïðéêüò ôýðïò

F-Ýãêõñïò, 49 M-Ýãêõñïò, 48

ÅõñåôÞñéï 99

Ýãêõñïò, 49 éêáíïðïéÞóéìïò, 48 œáñáêôçñSSæåé ôç C, 49 ôñïðéêüò ôýðïò ïìïéüôçôáò, 47 ôñïðéêþí ðëáéóSSùí êëÜóç, 49 áíáêëáóôéêþí, 49 áíôéáíáêëáóôéêþí, 50 ìåôáâáôéêþí, 50 óåéñéáêþí, 50 óõììåôñéêþí, 50

fuzzy logic, 9 öéëïóïöSSá, 9 öéëôñáñSSóìáôïò ìÝèïäïò, 56 öSSëôñï, 26

ãíÞóéï, 26 ìåãéóôéêü, 26 ìç-áíáãþãéìï, 27 ðáñáãüìåíï, 27 ðñþôï, 27

hardware design, 9

øåõäÞò,-Ýò, 9, 29