ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ ÓŒÏËÇ ÇËÅÊÔPÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ & ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÔÌÇÌÁ ÔÅŒÍÏËÏÃÉÁÓ ÐËÇPÏÖÏPÉÊÇÓ & ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅPÃÁÓÉÁ

ÐáéœíSSäéá êáé ÉäéïôåëÞò Äñïìïëüãçóç

ŒñéóôSSíá ÁðÝñãç

ÅÐÉÂËÅÐÙÍ

Êáè. Ó. ÆÜœïò

ÁÈÇÍÁ 2003

ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ ÓŒÏËÇ ÇËÅÊÔPÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ & ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÔÌÇÌÁ ÔÅŒÍÏËÏÃÉÁÓ ÐËÇPÏÖÏPÉÊÇÓ & ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅPÃÁÓÉÁ

ÐáéœíSSäéá êáé ÉäéïôåëÞò Äñïìïëüãçóç

ŒñéóôSSíá ÁðÝñãç

ÅÐÉÂËÅÐÙÍ

Êáè. Ó. ÆÜœïò

ÁÈÇÍÁ 2003

ÅãêñSSèçêå áðü ôçí ôñéìåëÞ åîåôáóôéêÞ åðéôñïðÞ ôçí 16^η ÉïõëSSïõ 2003

Ó. ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ Ô. ÓåëëÞò ÊáèçãçôÞò ÅÌÐ Ö. ÁöñÜôç ÊáèçãÞôñéá ÅÌÐ

ŒñéóôSSíá ÁðÝñãç Äéðëùìáôïýœïò Çëåêôñïëüãïò Ìçœáíéêüò êáé Ìçœáíéêüò Õðïëïãéóôþí ÅÌÐ © 2003 - All rights reserved

ÐåñSSëçøç

Ç ðáñïýóá äéðëùìáôéêÞ ìåëåôÜåé ôç óõìðåñéöïñÜ ôùí éäéïôåëþí œñçóôþí óôï äéáäSSêôõï, áëëÜ êáé óå ïðïéïäÞðïôå äSSêôõï óôï ïðïSSï ïé œñÞóôåò üœé ìüíï Ýœïõí áíôéêñïõüìåíá óõìöÝñïíôá áëëÜ Ýœïõí êáé ôçí åëåõèåñSSá íá äñÜóïõí áíÜëïãá ìå áõôÜ, äçëáäÞ íá äñïìïëïãÞóïõí êáôÜëëçëá ôá öïñôSSá ôïõò Þ ôçí êSSíçóÞ ôïõò. Ôï üôé ïé œñÞóôåò áöåíüò åSSíáé éäéïôåëåSSò, äçëáäÞ áðïêëåéóôéêüò óêïðüò ôïõò åSSíáé íá åëáœéóôïðïéÞóïõí ôï äéêü ôïõò êüóôïò œùñSSò íá åíäéáöÝñïíôáé ãéá ôï õðüëïéðï óýóôçìá, êáé áöåôÝñïõ Ýœïõí äéáöïñåôéêÜ êáé óõœíÜ áíôéêñïõüìåíá óõìöÝñïíôá öÝñíåé óôï ðñïóêÞíéï ôç èåùñSSá ðáéãíSSùí (game theory). Áðü ôçí Üëëç, èåùñïýìå üôé ïé œñÞóôåò äå óõíåñãÜæïíôáé ìåôáîý ôïõò, ïðüôå ìáò åíäéáöÝñåé ðéï óõãêåêñéìÝíá ç ìç óõíåñãáôéêÞ èåùñSSá ðáéãíSSùí (non cooperative game theory). Ãéá áõôü ôï ëüãï ãSSíåôáé ìéá åéóáãùãÞ óôç ìç óõíåñãáôéêÞ èåùñSSá ðáéãíSSùí óôï êåöÜëáéï 2. Óôç óõíÝœåéá ðáñïõóéÜæïíôáé ôá ôñSSá ìïíôÝëá ðïõ Ýœïõí ìåëåôçèåSS ðåñéóóüôåñï óôç âéâëéïãñáöSSá êáé ìïíôåëïðïéïýí ôçí éäéïôåëÞ óõìðåñéöïñÜ ôùí œñçóôþí êáé ôéò óõíÝðåéåò áõôÞò ôçò óõìðåñéöïñÜò ãéá ôï äSSêôõï. ÅðåéäÞ êáé ôá ôñSSá Ýœïõí ìåëåôçèåSS ôá ôåëåõôáSSá œñüíéá, äåí Ýœïõí êÜðïéï åðSSóçìï üíïìá êáé SSóùò ôá ïíüìáôá ðïõ äSSíïõìå íá ìçí åSSíáé ôá ðéï êáôÜëëçëá. Ôï ìïíôÝëï ôçò ìïéñáæüìåíçò ñïÞò åSSíáé ôï ðéï ðáëéü (áñœÝò ôçò äåêáåôSSáò ôïõ 90) êáé ðáñïõóéÜæåôáé óôï êåöÜëáéï 3. Óôï êåöÜëáéï 4, ðáñïõóéÜæåôáé ôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò, ôï ïðïSSï óôçñSSæåôáé óå ðáëéüôåñï ìïíôÝëï ãéá ôï ïäéêü äSSêôõï, áëëÜ ìåëåôÞèçêå ðñéí áðü ìåñéêÜ œñüíéá. Óôï êåöÜëáéï 5 ðáñïõóéÜæåôáé ôï ìïíôÝëï ôùí ìåéêôþí óôñáôçãéêþí, ôï ïðïSSï åðSSóçò ìåëåôÞèçêå ôá ôåëåõôáSSá œñüíéá. ÔÝëïò, óôï êåöÜëáéï 6 ðáñïõóéÜæïíôáé êÜðïéïé ôñüðïé ìå ôïõò ïðïSSïõò ìðïñïýí íá áìâëõíèïýí ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ äçìéïõñãïýíôáé ëüãù ôçò éäéïôåëïýò óõìðåñéöïñÜò ôùí œñçóôþí.

Ábstract

This diploma thesis studies the behavior of sel˛sh users in the Internet. The results hold for any network, in which the users have di¸erent interests and are allowed to act (route their tra‹c) accordingly. Situations where users are sel˛sh and have di¸erent interests are studied by game theory. More speci˛cally, in the case of the Internet, we assume that users do not cooperate. Therefore, non cooperative game theory is used (chapter 2). In the next chapters we present three models that study the behavior of sel˛sh users and the consequences for the network. All three models have been studied lately (since the early ’90) and therefore do not have standard names. Chapter 3 deals with the model which was basically studied by Orda and Lazar and we call "shared ‚ow". In chapter 4, we present a model which has been introduced by Roughgarden and is based on an older model for tra‹c networks. In chapter 5, the model of mixed strategies is presented, which was introduced by Koutsoupias and Papadimitriou. Finally, in chapter 6 we study how we can deal with the problems that arise from the sel˛sh behavior of the users.

Ðåñéåœüìåíá

1 ÅéóáãùãÞ 11

2 Ìç ÓõíåñãáôéêÞ ÈåùñSSá ÐáéãíSSùí 13 2.1 Ìç óõíåñãáôéêÜ ÐáéœíSSäéá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.2 Nash éóïññïðSSá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2.1 ÿëåãœïò Nash éóïññïðSSáò . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.2.2 Õðïëïãéóìüò Nash éóïññïðSSáò . . . . . . . . . . . . . . 20 2.3 ÐáñÜäïîá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.3.1 ÄSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.3.2 ÐáñÜäïîï ôïõ Braess . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Ìïéñáæüìåíç ÑïÞ 27 3.1 ÄSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 3.1.1 Éäéüôçôåò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 3.2 Ãåíéêü ÄSSêôõï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

4 ÁðåéñïóôÞ ÑïÞ 37 4.1 ÌïíôÝëï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 4.2 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38 4.3 Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 4.3.1 ÃñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò . . . . . . . . . . 40 4.3.2 ÓõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_e(x) = a_ex^p + b_e . . . . . . 42 4.3.3 űëëåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò . . . . . . . . . . . . 43 4.4 Óýãêñéóç êïóôþí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 4.4.1 ÄéáöïñåôéêÞ óõíïëéêÞ êSSíçóç . . . . . . . . . . . . . . 46 4.4.2 ÄéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò . . . . . . . . 48 4.5 Ðüóï Üäéêç åSSíáé ç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç . . . . . . . . . . . . 49 4.6 ÅðåêôÜóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 4.6.1 ÐñïóåããéóôéêÜ óçìåSSá éóïññïðSSáò . . . . . . . . . . . . 52 4.6.2 ÐåñéïñéóìïSS œùñçôéêüôçôáò . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4.6.3 ÐåðåñáóìÝíï ðëÞèïò œñçóôþí . . . . . . . . . . . . . . 56

8 Ðåñéåœüìåíá

4.7 ÐáñáôçñÞóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

5 ÌåéêôÝò ÓôñáôçãéêÝò 57 5.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 5.2 Êïéíùíéêü êüóôïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 5.3 Nash éóïññïðSSá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 5.4 Õðïëïãéóìüò ôùí Nash ÐéèáíïôÞôùí . . . . . . . . . . . . . . 62 5.4.1 ÐëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò . . . . . . . . . . . . . . . 62 5.4.2 ÌåéêôÝò óôñáôçãéêÝò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64 5.4.3 ÃíÞóéåò óôñáôçãéêÝò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 5.5 Êüóôïò ôçò áíáñœSSáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66 5.5.1 ÄSSêôõï äýï áêìþí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 5.5.2 ÐëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò . . . . . . . . . . . . . . . 68 5.5.3 ÄSSêôõï m áêìþí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

6 Ôñüðïé ÂåëôSSùóçò ôçò Nash ÉóïññïðSSáò 71 6.1 Óœåäéáóìüò Äéêôýïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71 6.1.1 ÌïíôÝëï Ìïéñáæüìåíçò ÑïÞò . . . . . . . . . . . . . . 72 6.1.2 ÌïíôÝëï ÁðåéñïóôÞò ÑïÞò . . . . . . . . . . . . . . . . 72 6.1.3 ÌåéêôÝò ÓôñáôçãéêÝò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 6.2 Stackelberg Äñïìïëüãçóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 6.3 ÐåñéïñéóìïSS ìÞêïõò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò 81

ÊáôÜëïãïò óœçìÜôùí

2.1 ÐáñÜäïîï ôïõ Braess . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.1 ÔéìÞ ôçò áíáñœSSáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 4.2 ÁñœéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_e(x) . . . . . . . . . . . . 46 4.3 ÍÝåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l̄_e(x) . . . . . . . . . . . . . . 47 4.4 ÐáñÜäåéãìá ôïõ Pigou . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 4.5 ÐáñáëëáãÞ ôïõ ðáñáäåSSãìáôïò ôïõ Pigou . . . . . . . . . . . . 50 4.6 ÐáñÜäåéãìá ðïëëáðëþí óçìåSSùí éóïññïðSSáò . . . . . . . . . . . 55

.

ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

Ëüãù ôçò êáëðÜæïõóáò áíÜðôõîçò êáé ìåãÝèõíóçò ôïõ äéáäéêôýïõ ôá ôåëåõôáSSá œñüíéá, Ýœåé äçìéïõñãçèåSS ç áíÜãêç ôçò èåùñçôéêÞò ìåëÝôçò ôïõ. Ìå ôç ìåëÝôç áõôÞ, áöåíüò ìðïñïýìå íá âåëôéþóïõìå ôçí áðüäïóç ôïõ äéáäéêôýïõ êáé áöåôÝñïõ ðéèáíüí íá ìðïñÝóïõìå íá ðñïâëÝøïõìå ôçí åîÝëéîç ôïõ ôá åðüìåíá œñüíéá.

Ç ìåëÝôç áõôÞ åSSíáé äýóêïëç, ãéáôSS áí êáé ôï äéáäSSêôõï êáôáóêåõÜóôçêå áðü ôïí Üíèñùðï, êáíåSSò äåí îÝñåé ðþò áêñéâþò ëåéôïõñãåSS. ÅðSSóçò ðáñïõóéÜæåé óçìáíôéêÝò äéáöïñÝò óå óœÝóç ìå ôá ðáñáäïóéáêÜ äSSêôõá õðïëïãéóôþí.

Ôá ðáñáäïóéáêÜ äSSêôõá õðïëïãéóôþí óœåäéÜóôçêáí óáí ìéá ïíôüôçôá ìå âÜóç Ýíá êïéíü óôüœï. Áõôü äåí óçìáSSíåé üôé ôï äSSêôõá áõôÜ åSSíáé áðáñáSSôçôá óõãêåíôñùôéêÜ (êáé üœé êáôáíåìçìÝíá), áëëÜ üôé ïé œñÞóôåò åSSíáé ðáèçôéêïSS êáé óõœíÜ èõóéÜæïõí ôç äéêÞ ôïõò åðSSäïóç ãéá ôï êáëü ôïõ äéêôýïõ. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ðïëëÜ ðñùôüêïëëá äñïìïëüãçóçò Ýœïõí ùò óôüœï ôçí åëáœéóôïðïSSçóç ôçò ìÝóçò êáèõóôÝñçóçò óôï äSSêôõï.

ÁíôSSèåôá, óôï äéáäSSêôõï äåí õðÜñœåé ìéá åíéáSSá äéáœåSSñéóç, áëëÜ ìéá óõíåñãáóSSá áðü äSSêôõá, êÜèå Ýíá áðü ôá ïðïSSá Ýœåé äéáöïñåôéêÞ äéáœåSSñéóç êáé Üñá äéáöïñåôéêïýò óôüœïõò. Ïé œñÞóôåò êáé ïé ðáñïœåSSò õðçñåóéþí óôï äéáäSSêôõï äñïõí åãùéóôéêÜ ìå óôüœï íá åëáœéóôïðïéÞóïõí ôéò äéêÝò ôïõò êáèõóôåñÞóåéò. Äåí õðÜñœåé êÜðïéá êåíôñéêÞ áñœÞ ðïõ íá åëÝãœåé êáé íá ñõèìSSæåé ôçí êSSíçóç óôï äSSêôõï ãéá íá åðéôåõœèåSS êÜðïéï "êïéíùíéêü âÝëôéóôï".

Óôçí ðñïóðÜèåéá ìïíôåëïðïSSçóçò êáé ìåëÝôçò ôïõ äéáäéêôýïõ œñçóéìïðïéåSSôáé êáôÜ êüñïí ç èåùñSSá ðáéãíSSùí (game theory). ÐñÜãìáôé, ç óõìðåñéöïñÜ ôùí œñçóôþí ôïõ äéáäéêôýïõ (Þ ôùí ðáñïœÝùí õðçñåóéþí), üôáí åSSíáé áíåîÜñôçôïé êáé äåí óõíåñãÜæïíôáé ìåôáîý ôïõò, ìðïñïýí íá ìïíôåëïðïéçèïýí ìå ìç óõíåñãáôéêÞ èåùñSSá ðáéãíSSùí (non cooperative game theory). Èåùñïýìå äçëáäÞ üôé ðñüêåéôáé ãéá Ýíá ðáéœíSSäé, óôï ïðïSSï ðáSSêôåò åSSíáé ïé œñÞóôåò (Þ ïé ðáñïœåSSò õðçñåóéþí) êáé åðéëÝãïõí óôñáôçãéêÝò. ÁíÜëïãá ìå ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí ðáéêôþí, ôï óýóôçìá êáôáëÞãåé óå êÜðïéï óçìåSSï éóïññïðSSáò (Nash

12 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ equilibrium), ôï ïðïSSï êáíÝíáò ðáSSêôçò äåí Ýœåé óõìöÝñïí íá áëëÜîåé.

ÊåöÜëáéï 2

Ìç ÓõíåñãáôéêÞ ÈåùñSSá ÐáéãíSSùí

Óôï êåöÜëáéï áõôü, ðáñïõóéÜæïõìå ìåñéêÝò âáóéêÝò Ýííïéåò ãéá ôç ìç óõíåñãáôéêÞ èåùñSSá ðáéãíSSùí (non cooperative game theory) êáé êõñSSùò ãéá ôçí Ýííïéá ôçò Nash éóïññïðSSáò. Óôçí ðñþôç åíüôçôá äåSSœíïõìå ìå ðáñáäåSSãìáôá êÜðïéá ðáéœíSSäéá êáé âëÝðïõìå ôé ðåñéìÝíïõìå íá êÜíïõí ïé ðáSSêôåò óå áõôÜ. Óôç äåýôåñç åíüôçôá ïñSSæïõìå ôõðéêÜ ôçí Ýííïéá ôçò Nash éóïññïðSSáò êáé äåSSœíïõìå ðþò ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS. Óôçí ôåëåõôáSSá åíüôçôá áóœïëïýìáóôå ìå êÜðïéá ðáñÜäïîá.

2.1 Ìç óõíåñãáôéêÜ ÐáéœíSSäéá

Óå Ýíá ðáéœíSSäé Ýœïõìå n ðáSSêôåò, êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò ìðïñåSS íá äéáëÝîåé áíÜìåóá óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò äéáöïñåôéêþí óôñáôçãéêþí, ôéò ïðïSSåò ïíïìÜæïõìå ãíÞóéåò (pure strategies). ÁíÜëïãá ìå ôéò óôñáôçãéêÝò ðïõ äéáëÝãïõí üëïé ïé ðáSSêôåò êáèïñSSæåôáé ãéá êÜèå Ýíáí áðü áõôïýò ôï üöåëïò ôïõ (payo¸) áðü ôï ðáéœíSSäé. ÊÜèå ðáSSêôçò Ýœåé óêïðü íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï üöåëüò ôïõ. Èåùñïýìå üôé üëïé ïé ðáSSêôåò åSSíáé ëïãéêïSS (rational) êáé îÝñïõí ôé üöåëïò èá Ýœåé êÜèå ðáSSêôçò áðü êÜèå óõíäõáóìü óôñáôçãéêþí. Óõíåðþò êÜèå ðáSSêôçò ðáSSæåé Ýôóé þóôå íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï üöåëüò ôïõ, œùñSSò íá êÜíåé ëÜèïò êéíÞóåéò. Ôá ðáéœíSSäéá ðïõ ìáò åíäéáöÝñïõí åSSíáé ìç óõíåñãáôéêÜ, äçëáäÞ èåùñïýìå üôé ïé ðáSSêôåò äåí Ýœïõí ôç äõíáôüôçôá íá óõíåñãáóôïýí.

Áò äïýìå ôá ðáñáðÜíù ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò ðáéœíéäéïý äýï ðáéêôþí. Ôá ðáéœíSSäéá äýï ðáéêôþí óõíÞèùò ðáñéóôÜíïíôáé ìå Ýíáí ðSSíáêá m × k, üðïõ m êáé k ôá ðëÞèç ôùí ãíÞóéùí óôñáôçãéêþí ôïõ ðñþôïõ êáé ôïõ äåýôåñïõ ðáSSêôç áíôSSóôïéœá. Óôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá ãéá ðáñÜäåéãìá Ýœïõìå m = 2 êáé k = 3.

A = π^1 π^2_1 π^1_2 π^2 π^3_2 [ (1, 1) (2, −2) (2, −3) (5, 6) (1, 1) (2, −2) ]

Ï ðñþôïò ðáSSêôçò Ýœåé ùò óôñáôçãéêÝò ôéò ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá A êáé ï äåýôåñïò ôéò óôÞëåò. ÓõìâïëSSæïõìå ìå π^j_α ôçí j-ïóôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáSSêôç á. Óôç óõíÝœåéá äå èá ðáñïõóéÜæïõìå ðÜíôá ôéò óôñáôçãéêÝò ðÜíù óôïí ðSSíáêá ôïõ ðáéœíéäéïý, áëëÜ èá åííïïýíôáé. ÅðSSóçò üôáí ôï ðáéœíSSäé åSSíáé äýï ðáéêôþí, ï ðñþôïò èá ðáSSæåé ôéò ãñáììÝò êáé ï äåýôåñïò ôéò óôÞëåò.

Ãéá êÜèå óõíäõáóìü ãíÞóéùí óôñáôçãéêþí ôùí äýï ðáéêôþí, âëÝðïõìå áðü ôïí ðSSíáêá ôé êåñäSSæïõí ïé ðáSSêôåò. Áí ï ðáSSêôçò 1 ðáSSîåé ôçí i-ïóôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ (äçëáäÞ ôçí π^i_1) êáé ï ðáSSêôçò 2 ôç j-ïóôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ (äçëáäÞ ôçí π^j_2), ôï üöåëïò ôùí äýï ðáéêôþí äSSíåôáé áðü ôï äéÜíõóìá A[i][j]. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ï ðñþôïò ðáSSêôçò åðéëÝîåé ôçí óôñáôçãéêÞ π^1 êáé ï äåýôåñïò ôç óôñáôçãéêÞ π^3_2 , ôï üöåëïò ôïõ ðñþôïõ ðáSSêôç èá åSSíáé 2 êáé ôïõ äåýôåñïõ -3, äçëáäÞ ï ðñþôïò ðáSSêôçò èá êåñäSSóåé 2 êáé ï äåýôåñïò èá œÜóåé 3.

ÿœïõìå èåùñÞóåé ëïéðüí üôé êÜèå ðáSSêôçò îÝñåé ôïí ðSSíáêá ôùí êåñäþí, åSSíáé ëïãéêüò êáé ðñïóðáèåSS íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï êÝñäïò ôïõ, œùñSSò íá óõíåñãÜæåôáé ìå ôïõò õðüëïéðïõò ðáSSêôåò. Ôï åñþôçìá óå Ýíá ôÝôïéï ðáéœíSSäé åSSíáé ôé èá ðáSSîïõí ïé ðáSSêôåò. Áò äïýìå ôé èá ãSSíåé óôï ðáéœíSSäé ôïõ ðSSíáêá A. Óôï ðáéœíSSäé áõôü êáé ïé äýï ðáSSêôåò ìåãéóôïðïéïýí ôï êÝñäïò ôïõò óôï SSäéï óçìåSSï ôïõ ðSSíáêá, üôáí ï ðñþôïò ðáSSêôçò ðáSSîåé ôçí óôñáôçãéêÞ π^2_1 (äçëáäÞ ôç äåýôåñç ãñáììÞ) êáé ï äåýôåñïò ôçí π^1_2 (äçëáäÞ ôçí ðñþôç óôÞëç). Áõôü èá ôï êáôáëÜâïõí êáé ïé äýï ðáSSêôåò êáé èá ðáSSîïõí ôéò áíôSSóôïéœåò óôñáôçãéêÝò.

ÿœïõí ðñïôáèåSS äéÜöïñïé ôñüðïé ãéá íá âñSSóêïõìå ôç ëýóç åíüò ðáéœíéäéïý (solution concepts). ÿíáò áðü áõôïýò åSSíáé ç êõñéáñœSSá (dominance). Áò äïýìå ãéá ðáñÜäåéãìá ôï ðáéœíSSäé ôïõ ðSSíáêá Â. B = [ (9, 3) (9, 4) (4, 2) (2, 2) (9, 2) (7, 5) (2, 1) (8, 3) ]

Óôï ðáéœíSSäé áõôü ï ðñþôïò ðáSSêôçò åðéëÝãåé ãñáììÞ (êáé Ýœåé äýï óôñáôçãéêÝò) êáé ï äåýôåñïò åðéëÝãåé óôÞëç (êáé Ýœåé ôÝóóåñéò óôñáôçãéêÝò). Áðü ôïí ðSSíáêá ôïõ ðáéœíéäéïý âëÝðïõìå ðùò ü,ôé êáé áí ðáSSîåé ï ðñþôïò ðáSSêôçò, ï äåýôåñïò ðáSSêôçò Ýœåé ìåãáëýôåñï êÝñäïò áí ðáSSîåé ôçí óôñáôçãéêÞ π^2 . ËÝìå üôé óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, ç óôñáôçãéêÞ π^2 åSSíáé ç êáëýôåñç áíôSSäñáóç (best response) ôïõ ðáSSêôç 2 Þ áëëéþò üôé ç óôñáôçãéêÞ π^2 êõñéáñœåSS áíÜìåóá óå üëåò ôéò Üëëåò óôñáôçãéêÝò ôïõ ðáSSêôç 2. Óõíåðþò ï ðáSSêôçò 2 èá ðáSSîåé π^2 . Ï ðáSSêôçò 1, ðïõ Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé åSSíáé ëïãéêüò (rational), ôï êáôáëáâáSSíåé áõôü êáé ðáSSæåé ôçí óôñáôçãéêÞ π^1 , ç ïðïSSá ìåãéóôïðïéåSS ôï êÝñäïò ôïõ üôáí ï äåýôåñïò ðáSSêôçò ðáSSæåé π^2 . ÅðïìÝíùò ç ëýóç ôïõ ðáéœíéäéïý åSSíáé (π^1 , π^2 ).

2.1 Ìç óõíåñãáôéêÜ ÐáéœíSSäéá 15

Ôçí êõñéáñœSSá (dominance) ìðïñïýìå íá ôçí åöáñìüóïõìå êáé óôï ðáéœíSSäé ôïõ ðSSíáêá A, êáé ðñïêýðôåé ç ëýóç (π^2_1 , π^1_2 ) ðïõ åSSðáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò.

ÐïëëÝò öïñÝò, áíôSS íá ëÝìå üôé ïé ðáSSêôåò èá ðáSSîïõí ôéò êõñSSáñœåò (dominant) óôñáôçãéêÝò ôïõò (üðùò óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ðSSíáêá Â), ëÝìå üôé ïé ðáSSêôåò äå èá ðáSSîïõí ôéò êõñéáñœïýìåíåò (dominated) óôñáôçãéêÝò ôïõò. Ìéá óôñáôçãéêÞ ëÝãåôáé êõñéáñœïýìåíç (dominated) ãéá ôïí ðáSSêôç j, áí üôé êáé áí ðáSSîïõí ïé õðüëïéðïé ðáSSêôåò, ï ðáSSêôçò j Ýœåé ìéêñüôåñï êÝñäïò áí ðáSSîåé ôçí óôñáôçãéêÞ áõôÞ áðü ôï áí ðáSSîåé ïðïéáäÞðïôå Üëëç. Ïé äýï ôñüðïé åSSíáé éóïäýíáìïé ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ðSSíáêá Â, äçëáäÞ åSSôå êñáôÜìå ìüíï ôéò êõñSSáñœåò óôñáôçãéêÝò åSSôå áðïññSSðôïõìå ôéò êõñéáñœïýìåíåò ðñïêýðôåé ôï SSäéï áðïôÝëåóìá. ÃåíéêÜ áõôïSS ïé äýï ôñüðïé åSSíáé éóïäýíáìïé, üðïôå ç ìÝèïäïò ôçò êõñéáñœSSáò Ýœåé ëýóç, ðñÜãìá ðïõ äå óõìâáSSíåé ðÜíôá, üðùò èá äïýìå óôç óõíÝœåéá.

Áò äïýìå ôþñá ôé èá ãSSíåé óôï ðáéœíSSäé ôïõ ðSSíáêá C, óôï ïðïSSï Ýœïõìå ðÜëé äýï ðáSSêôåò êÜèå Ýíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò Ýœåé 2 óôñáôçãéêÝò. Óôï ðáéœíSSäé áõôü äåí õðÜñœåé êÜðïéá óôñáôçãéêÞ ðïõ íá êõñéáñœåSS ôùí Üëëùí ãéá êáíÝíáí áðü ôïõò äýï ðáSSêôåò. Äåí ìðïñïýìå ëïéðüí íá âñïýìå ôç ëýóç ôïõ ðáéœíéäéïý ìå ôïí ôñüðï ðïõ åöáñìüóáìå ðáñáðÜíù, áëëÜ èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá ðéï ãåíéêÞ Ýííïéá ãéá ôç ëýóç, ôçí Nash éóïññïðSSá. C = [ (2, 3) (1, 1) (1, 0) (5, 2) ]

ËÝìå üôé Ýíá ðáéœíSSäé âñSSóêåôáé óå Nash éóïññïðSSá, üôáí üëïé ïé ðáSSêôåò Ýœïõí åðéëÝîåé êÜðïéá óôñáôçãéêÞ ôïõò êáé êÜèå ðáSSêôçò j, ìå äåäïìÝíåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí õðüëïéðùí ðáéêôþí i ≠ j, äåí Ýœåé üöåëïò íá åðéëÝîåé Üëëç óôñáôçãéêÞ. Ôõðéêüò ïñéóìüò ôçò Ýííïéáò äSSíåôáé óôçí åðüìåíç ðáñÜãñáöï. Ôï ðáéœíSSäé ôïõ ðSSíáêá C Ýœåé äýï ãíÞóéá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò, äçëáäÞ Nash óçìåSSá éóïññïðSSá óôá ïðïSSá üëïé ïé ðáSSêôåò ðáSSæïõí ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò^1: ôï (π^1 , π^1_2 ) êáé ôï (π^2_1 , π^2 ). ÐñÜãìáôé, áí ï ðáSSêôçò 1 îÝñåé üôé ï 2 èá ðáSSîåé π^1_2 , ç êáëýôåñç óôñáôçãéêÞ ðïõ Ýœåé íá ðáSSîåé åSSíáé ç π^1 , êáé áðü ôçí Üëëç áí ï ðáSSêôçò 2 îÝñåé üôé ï ðáSSêôçò 1 èá ðáSSîåé π^1 , ôïí óõìöÝñåé íá ðáSSîåé π^1_2 . ÁíôSSóôïéœá âëÝðïõìå üôé êáé ôï (π^2_1 , π^2 ) åSSíáé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò.

Ç Ýííïéá ôçò Nash éóïññïðSSáò åSSíáé, üðùò åSSðáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò, ðéï ãåíéêÞ áðü ôéò êõñSSáñœåò óôñáôçãéêÝò ãéáôSS áöåíüò åöáñìüæåôáé óå ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò êáé áöåôÝñïõ ïé ëýóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôç êõñéáñœSSá (dominance) åSSíáé Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò. ÐñÜãìáôé, óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ðSSíáêá Â, ðïõ ìå ôç ìÝèïäï ôùí êõñSSáñœùí óôñáôçãéêþí âñÞêáìå üôé ç ëýóç åSSíáé (π^1 , π^2 ), ôï (π^1 , π^2 ) åSSíáé êáé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò.

1Èá äïýìå ðáñáêÜôù üôé ïé ðáSSêôåò äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï íá ðáSSæïõí ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò (pure strategies)

Áò äïýìå ôþñá ôé èá ãSSíåé óôï ðáéœíSSäé, ôïõ ïðïSSïõ ï ðSSíáêÜò åSSíáé ï D. Ôï ðáéœíSSäé áõôü åSSíáé ãíùóôü ùò ç ìÜœç ôùí öýëùí (battle of sexes) êáé ðñïêýðôåé ùò åîÞò: ÿíá æåõãÜñé èÝëåé íá ðÜåé óå ìéá óõíáõëSSá ìïõóéêÞò. Ç ãõíáSSêá ðñïôéìÜåé íá áêïýóåé Bach, åíþ ï Üíôñáò ðñïôéìÜåé íá áêïýóåé Mozart, áëëÜ êáé ïé äýï èÝëïõí íá âãïýíå ìáæSS. Ç ãõíáSSêá Ýœåé ùò óôñáôçãéêÝò ôïõ ôéò ãñáììÝò êáé ï Üíôñáò ôéò óôÞëåò êáé ïé äýï ìðïñïýí íá åðéëÝîïõí åSSôå Bach (B) åSSôå Mozart(M). Èåùñïýìå üôé ïé óôñáôçãéêÝò π^1 êáé π^1_2 áíôéóôïéœïýí óôç óôñáôçãéêÞ Â êáé ïé π^2_1 êáé π^2 óôçí Ì. Ôï ðáéœíSSäé áõôü Ýœåé äýï ãíÞóéá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò óýìöùíá ìå ôïí ôñüðï ðïõ ôá ïñSSóáìå ðñïçãïõìÝíùò: ôï (B,B) êáé ôï (M,M).

D = B M B M [ (2, 1) (0, 0) (0, 0) (1, 2) ]

ÌÝœñé ôþñá Ýœïõìå èåùñÞóåé üôé ïé ðáSSêôåò åðéëÝãïõí óå êÜèå Nash éóïññïðSSá ìéá ìüíï áðü ôéò óôñáôçãéêÝò ôïõò. Áò äïýìå ôé èá ãSSíåé áí åðéôñÝøïõìå óôïõò ðáSSêôåò íá ðáSSîïõí ôéò óôñáôçãéêÝò ôïõò ìå êÜðïéåò ðéèáíüôçôåò. ÿôóé Ýœïõìå ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò (mixed strategies), óå áíôSSèåóç ìå ôéò ãíÞóéåò ðïõ èåùñïýóáìå ìÝœñé ôþñá. Ç Ýííïéá ôçò Nash éóïññïðSSáò åSSíáé SSäéá ìå ðñïçãïõìÝíùò, äçëáäÞ åSSíáé ìéá êáôÜóôáóç ôçí ïðïSSá êáíÝíáò ðáSSêôçò äåí Ýœåé üöåëïò íá áëëÜîåé.

Óôç ìÜœç ôùí öýëùí (ðSSíáêáò D), åêôüò áðü ôá äýï ãíÞóéá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò (pure Nash equilibria), õðÜñœåé êáé Ýíá ìåéêôü óçìåSSï éóïññïðSSáò (mixed Nash equilibrium): ï Üíôñáò íá ðáSSîåé ìå ðéèáíüôçôá 2/3 ôç óôñáôçãéêÞ M êáé ìå ðéèáíüôçôá 1/3 ôç óôñáôçãéêÞ B, êáé ç ãõíáSSêá íá ðáSSîåé ìå ðéèáíüôçôá 1/3 ôç óôñáôçãéêÞ M êáé ìå ðéèáíüôçôá 2/3 ôç óôñáôçãéêÞ B. Ôï áíáìåíüìåíï êÝñäïò ôïõ êÜèå ðáSSêôç åSSíáé^1_3 1 +^2_3 2 =^4_3 . Èá äïýìå óôéò õðïåíüôçôåò 2.2.1 êáé 2.2.2 ãéáôSS ïé ðéèáíüôçôåò áõôÝò áðïôåëïýí Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, äçëáäÞ ðþò åëÝãœåôáé áí êÜðïéåò óôñáôçãéêÝò áðïôåëïýí Nash éóïññïðSSá, êáé ðþò ãSSíåôáé ï õðïëïãéóìüò ôïõò áíôSSóôïéœá. E = [ (1, 0) (0, 1) (0, 1) (1, 0) ]

ÕðÜñœïõí ðáéœíSSäéá ðïõ Ýœïõí ìüíï ìåéêôÜ Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò, üðùò áõôü ôïõ ðSSíáêá E. Óôï ðáéœíSSäé áõôü äåí õðÜñœåé pure Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, ãéáôSS ïé ðáSSêôåò Ýœïõí áõóôçñÜ áíôéêñïõüìåíá óõìöÝñïíôá^2. Ôï ìüíï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò óôï ðáéœíSSäé áõôü åSSíáé êÜèå ðáSSêôçò íá ðáSSîåé êÜèå ìSSá áðü ôéò äýï óôñáôçãéêÝò ôïõ ìå ðéèáíüôçôá 1/2.

2Êáé óôç ìÜœç ôùí öýëùí ïé ðáSSêôåò åSSœáí áíôéêñïõüìåíá óõìöÝñïíôá, áëëÜ üœé áõóôçñÜ áíôéêñïõüìåíá, áöïý åSSœáí êÜðïéï êÝñäïò áðü ôï íá âãïõí ìáæSS

Áðü åäþ êáé ðÝñá, ëÝìå Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò êáé ôá ãíÞóéá (pure) êáé ôá ìåéêôÜ (mixed). Áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíï ðáéœíSSäé Ýœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò.

2.2 Nash éóïññïðSSá

ÿíá ðåðåñáóìÝíï ðáéœíSSäé, ïñSSæåôáé áðü:

• Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ðáéêôþí n

• ãéá êÜèå ðáSSêôç i, Ýíá ìç êåíü ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãíçóSSùí óôñáôçãéêþí (pure strategies) A_i = {π^α_i }

• ãéá êÜèå ðáSSêôç i ìéá óõíÜñôçóç u_i : A_1 ×A_2 ×. . . A_n → R ðïõ åêöñÜæåé ôï üöåëïò (payo¸) ôïõ ðáSSêôç

Ìéá ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáSSêôç i åSSíáé ìéá óõëëïãÞ ìç áñíçôéêþí áñéèìþí ìå Üèñïéóìá 1, êÜèå Ýíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò áíôéóôïéœåSS óå ìéá ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ ôïõ. ÄçëáäÞ êÜèå ðáSSêôçò ðáSSæåé ôéò ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò ôïõ ìå ðéèáíüôçôåò êáé óõìâïëSSæïõìå ìå p^j_i ôçí ðéèáíüôçôá íá ðáSSîåé ï ðáSSêôçò i ôçí óôñáôçãéêÞ ôïõ j. Éóœýåé ãéá êÜèå ðáSSêôç i: ∑ j∈A_i p j i = 1, äçëáäÞ ôï Üèñïéóìá ôùí ðéèáíïôÞôùí ðïõ ðáSSæåé åSSíáé 1. Ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò (payo¸) ôïõ ðáSSêôç i åîáñôÜôáé áðü ôéò ðéèáíüôçôåò üëùí ôùí ðáéêôþí êáé áðü ôç óõíÜñôçóç u_i. Óêïðüò êÜèå ðáSSêôç åSSíáé íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï áíáìåíüìåíï üöåëüò ôïõ.

ÓõìâïëSSæïõìå ìå s_i ôç ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáSSêôç i, êáé ìå s ôï äéÜíõóìá ôùí ìåéêôþí óôñáôçãéêþí üëùí ôùí ðáéêôþí, äçëáäÞ s = (s_1, s_2, . . . , s_n. ÓõìâïëSSæïõìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôçò ìåéêôÞò óôñáôçãéêÞò s_i áðü ôçí óôñáôçãéêÞ t_i: (s_{−i}; t_i). ÄçëáäÞ (s_{−i}; t_i) = (s_1, s_2, . . . , s_{i−1}, t_i, s_{t+1}, . . . s_n). ÓõìâïëSSæïõìå ôÝëïò ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ ðáSSêôç i, üôáí ïé óôñáôçãéêÝò üëùí ôùí ðáéêôþí äSSíïíôáé áðü ôï äéÜíõóìá s ìå o_i(s).

Ïñéóìüò 2.1. ÿíá äéÜíõóìá óôñáôçãéêþí s åSSíáé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå œñÞóôç i éóœýåé

o_i(s) = max_{ri} [o_i(s_{−i}; r_i)]

ÄçëáäÞ óôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ç óôñáôçãéêÞ êÜèå ðáSSêôç ìåãéóôïðïéåSS ôï üöåëïò ôïõ ìå äåäïìÝíåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí Üëëùí ðáéêôþí. ËÝìå üôé ìéá óôñáôçãéêÞ s_i œñçóéìïðïéåSS ìéá ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ, áí ï ðáSSêôçò i ðáSSæåé ôçí óôñáôçãéêÞ áõôÞ ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá. ÅðSSóçò ëÝìå üôé ôï äéÜíõóìá óôñáôçãéêþí s œñçóéìïðïéåSS ìéá ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ π^j_i , áí ï ðáSSêôçò i œñçóéìïðïéåSS ôç j óôñáôçãéêÞ ôïõ.

ÊÜèå ðáSSêôçò Ýœåé ëüãï íá ðáSSîåé ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá ìüíï ôéò óôñáôçãéêÝò ôïõ ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôï üöåëüò ìå äåäïìÝíåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí õðüëïéðùí ðáéêôþí. Éóœýåé ëïéðüí ãéá üëïõò ôïõò ðáSSêôåò i

max_{ri} (o_i(s; r_i)) = max_j [o_i(s, π^j_i )] (2.1)

Èá äïýìå ôï ðáñáðÜíù ìå ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ðSSíáêá F. F = [ (5, 2) (3, 4) (2, 3) (4, 3) ]

Ôï ðáéœíSSäé áõôü äåí Ýœåé ãíÞóéï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò. ÿóôù ôþñá üôé ï ðáSSêôçò ðïõ Ýœåé ùò óôñáôçãéêÝò ôïõ ôéò óôÞëåò (Ýóôù ðáSSêôçò 2), ðáSSæåé ôçí ðñþôç óôÞëç ìå ðéèáíüôçôá x_1 êáé ôç äåýôåñç ìå ðéèáíüôçôá x_2. Ï ðáSSêôçò 1 ðïõ åðéëÝãåé ãñáììÝò Ýœåé áíáìåíüìåíï üöåëïò:

• 5x_1 + 3x_2, áí ðáSSîåé ôçí ðñþôç ãñáììÞ

• 2x_1 + 4x_2, áí ðáSSîåé ôçí äåýôåñç ãñáììÞ

Ï ðáSSêôçò 1 âÝâáéá èÝëåé íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï êÝñäïò, äçëáäÞ ôï êÝñäïò ôïõ èá åSSíáé:

max(5x_1 + 3x_2, 2x_1 + 4x_2) Ìå äåäïìÝíåò ôéò ðéèáíüôçôåò x_1, x_2, áí ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò áðü ôç ìéá ãñáììÞ åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò áðü ôçí Üëëç, ï ðáSSêôçò èá ðáSSîåé ìüíï ôç ãñáììÞ ðïõ ìåãéóôïðïéåSS ôï üöåëüò ôïõ, äçëáäÞ èá œñçóéìïðïéÞóåé ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ. Ï ðáSSêôçò 1 Ýœåé ëüãï íá œñçóéìïðïéÞóåé ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ, áí êáé ìüíï áí ôá áíáìåíüìåíá ïöÝëç áðü ôéò äýï ãñáììÝò åSSíáé SSóá, äçëáäÞ 5x_1 + 3x_2 = 2x_1 + 4x_2. Ôá áíôSSóôïéœá éóœýïõí êáé ãéá ôïí ðáSSêôç 2, ìå äåäïìÝíåò ôéò ðéèáíüôçôåò ôïõ ðáSSêôç 1.

Óôç óõíÝœåéá ðáñáèÝôïõìå ôï ðéï óçìáíôéêü èåþñçìá ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí, ôï ïðïSSï åîáóöáëSSæåé ôçí ýðáñîç Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï ðáSSãíéï. ÿœåé åðåêôáèåSS êáé óå ðåñéðôþóåéò ìç ðåðåñáóìÝíùí ðáéãíSSùí, üðùò èá äïýìå êáé óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.

Èåþñçìá 2.2. [Nas51] ÊÜèå ðåðåñáóìÝíï ðáSSãíéï Ýœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò.

2.2.1 ÿëåãœïò Nash éóïññïðSSáò

Ôï èåþñçìá ôïõ Nash åSSíáé èåþñçìá ýðáñîçò, äçëáäÞ ëÝåé üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíï ðáSSãíéï Ýœåé Nash éóïññïðSSá, áëëÜ äå äSSíåé êÜðïéï ôñüðï ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò. Ôï ðñüâëçìá ôïõ õðïëïãéóìïý äåí Ýœåé ëõèåSS óôç ãåíéêÞ ôïõ ðåñSSðôùóç. ÅSSíáé üìùò áñêåôÜ áðëü íá åëÝãîïõìå áí êÜðïéåò óôñáôçãéêÝò ôïõ ðáéêôþí, áðïôåëïýí Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò.

ÃíÞóéåò ÓôñáôçãéêÝò

Óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáéœíSSäé n ðáéêôþí ìáò äSSíåôáé ìéá ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ ãéá êÜèå ðáSSêôç, êáé èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå áí üôáí ïé ðáSSêôåò ðáSSîïõí áõôÝò ôéò óôñáôçãéêÝò ôïõò, Ýœïõìå Nash éóïññïðSSá. Ãéá êÜèå ðáSSêôç i ìå äåäïìÝíåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí õðüëïéðùí ðáéêôþí k ≠ i, âñSSóêïõìå áí ç óôñáôçãéêÞ ðïõ õðïôSSèåôáé üôé ðáSSæåé ï ðáSSêôçò i óôç Nash éóïññïðSSá ìåãéóôïðïéåSS ôï üöåëüò ôïõ, óõãêñSSíïíôáò ôï üöåëüò ôïõ áðü áõôÞ ôç óôñáôçãéêÞ ôïõ ìå ôï üöåëüò ôïõ áðü ïðïéáäÞðïôå Üëëç ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ ôïõ. Áí áõôü éóœýåé ãéá üëïõò ôïõò ðáSSêôåò, ïé äïóìÝíåò óôñáôçãéêÝò áðïôåëïýí Nash éóïññïðSSá. Ï Ýëåãœïò áõôüò ãSSíåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Èá äïýìå óôçí åðüìåíç õðïåíüôçôá, üôé êáé ï õðïëïãéóìüò ôùí Nash óçìåSSùí éóïññïðSSáò ìå ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò åSSíáé óœåôéêÜ áðëüò.

ÿóôù üôé ôï ðáñáêÜôù ðáéœíSSäé: G = [ (1, −1) (2, −2) (−2, 2) (−3, 3) ]

ÈÝëïõìå íá åëÝãîïõìå áí Ýœïõìå Nash éóïññïðSSá üôáí ïé äýï ðáSSêôåò ðáSSîïõí ôçí ðñþôç ôïõò óôñáôçãéêÞ, äçëáäÞ óýìöùíá ìå ôï óõìâïëéóìü ôçò åíüôçôáò 2.1, èÝëïõìå íá åëÝãîïõìå áí ôï (π^1 , π^1_2 ) åSSíáé Nash éóïññïðSSá. Ï ðñþôïò ðáSSêôçò, ìå äåäïìÝíï üôé ï äåýôåñïò ðáSSêôçò èá ðáSSîåé ôçí ðñþôç óôÞëç, äåí Ýœåé óõìöÝñïí íá ðáSSîåé ôç äåýôåñç ãñáììÞ (áíôSS ãéá ôçí ðñþôç), ãéáôSS åíþ ðáSSæïíôáò ôçí ðñþôç ãñáììÞ êåñäSSæåé 1, ðáSSæïíôáò ôç äåýôåñç êåñäSSæåé -2 (œÜíåé 2). Êáé ï äåýôåñïò ðáSSêôçò üìùò, ìå äåäïìÝíï üôé ï ðñþôïò ðáSSêôçò ðáSSæåé ôçí ðñþôç ãñáììÞ, äåí Ýœåé óõìöÝñïí íá ðáSSîåé ôçí äåýôåñç óôÞëç (áíôSS ãéá ôçí ðñþôç), ãéáôSS åíþ ðáSSæïíôáò ôçí ðñþôç óôÞëç êåñäSSæåé -1 (œÜíåé 1), ðáSSæïíôáò ôç äåýôåñç êåñäSSæåé -2 (äçëáäÞ œÜíåé ðåñéóóüôåñá).

ÌåéêôÝò ÓôñáôçãéêÝò

Áò äïýìå ôþñá ôé êÜíïõìå üôáí äåí ìáò äSSíïíôáé ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò ãéá ôïõò ðáSSêôåò, áëëÜ ìåéêôÝò. Ãéá êÜèå ðáSSêôç i, ìå äåäïìÝíåò ôéò ðéèáíüôçôåò ôùí õðüëïéðùí ðáéêôþí j ≠ i, õðïëïãSSæïõìå ôï áíáìåíüìåíï üöåëüò ôïõ áðü êÜèå ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ ôïõ π^α_i . ÅëÝãœïõìå áí ï ðáSSêôçò i ðáSSæåé ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá ìüíï ôéò ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò ðïõ ìåãéóôïðïéïýí ôï üöåëüò ôïõ. Áí áõôü éóœýåé ãéá üëïõò ôïõò ðáSSêôåò, ïé äïóìÝíåò óôñáôçãéêÝò áðïôåëïýí Nash éóïññïðSSá. Ï Ýëåãœïò áõôüò ãSSíåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï óå óœÝóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí n, áöïý ãéá êÜèå ðáSSêôç õðïëïãSSæåôáé ôï áíáìåíüìåíï üöåëüò ôïõ ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôñáôçãéêÝò ôïõ êáé ï õðïëïãéóìüò ôïõ êÜèå áíáìåíüìåíïõ êüóôïõò ãSSíåôáé ãñáììéêÜ óå óœÝóç ìå ôï n.

Èá åöáñìüóïõìå ôá ðáñáðÜíù ãéá íá åëÝãîïõìå áí óôï ðáéœíSSäé "ç ìÜœç ôùí öýëùí" ðïõ åSSäáìå óôçí åíüôçôá 2.1 (ðSSíáêáò D) ïé óôñáôçãéêÝò s_1 = (2/3, 1/3) s_2 = (1/3, 2/3) ãéá ôïõò äýï ðáSSêôåò áíôSSóôïéœá, áðïôåëïýí Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò. Ìå äåäïìÝíç ôç óôñáôçãéêÞ s_2, ï ðñþôïò ðáSSêôçò (ç ãõíáSSêá) Ýœåé áíáìåíüìåíï üöåëïò:

•^1_3 2 +^2_3 0 =^2_3 áí ðáSSîåé ôçí ðñþôç ãñáììÞ

•^1_3 0 +^2_3 1 =^2_3 áí ðáSSîåé ôçí äåýôåñç ãñáììÞ

Ôá ïöÝëç áðü ôéò äýï ãñáììÝò åSSíáé SSóá, ïðüôå ç ãõíáSSêá åSSíáé áäéÜöïñç ùò ðñïò ôï ðïéá áðü ôéò äýï óôñáôçãéêÝò ôçò èá ðáSSîåé êáé ìðïñåSS éóïäýíáìá íá ôéò ðáSSîåé êáé ôéò äýï ìå ìç ìçäåíéêÝò ðéèáíüôçôåò. Äåí Ýœåé äçëáäÞ êÜðïéï êSSíçôñï ãéá íá ìçí ðáSSîåé ôç ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ s_1 = (2/3, 1/3). Áí áíôSSóôïéœá õðïëïãSSóïõìå ôá áíáìåíüìåíá ïöÝëç áðü ôéò äýï óôñáôçãéêÝò ôïõ Üíôñá ìå äåäïìÝíç ôç óôñáôçãéêÞ s_1 ôçò ãõíáSSêáò, èá äïýìå üôé ôá äýï ïöÝëç áðü ôéò äýï óôÞëåò åSSíáé SSóá, ïðüôå ï Üíôñáò Ýœåé ëüãï íá ðáSSîåé êáé ôéò äýï óôÞëåò ìå ðéèáíüôçôåò.

Áò åëÝãîïõìå ôþñá ãéá ôï SSäéï ðáéœíSSäé (ìÜœç ôùí öýëùí) áí ïé óôñáôçãéêÝò s_1 = (1/2, 1/2), s_2 = (1/3, 2/3) åSSíáé óçìåSSï éóïññïðSSáò. Ìå äåäïìÝíç ôç óôñáôçãéêÞ s_2, ï ðñþôïò ðáSSêôçò Ýœåé áíáìåíüìåíï üöåëïò üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò:

•^1_3 2 +^2_3 0 =^2_3 áí ðáSSîåé ôçí ðñþôç ãñáììÞ

•^1_3 0 +^2_3 1 =^2_3 áí ðáSSîåé ôçí äåýôåñç ãñáììÞ

Óõíåðþò Ýœåé ëüãï íá ðáSSîåé ìå ìç áñíçôéêÝò ðéèáíüôçôåò êáé ôéò äýï ãñáììÝò. Ìå äåäïìÝíç ôç óôñáôçãéêÞ s_1, ï äåýôåñïò ðáSSêôçò Ýœåé áíáìåíüìåíï üöåëïò:

•^1_2 1 +^1_2 0 =^1_2 áí ðáSSîåé ôçí ðñþôç óôÞëç

•^1_2 0 +^1_2 2 = 1 áí ðáSSîåé ôçí äåýôåñç óôÞëç

Ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôçò äåýôåñçò óôÞëçò åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôçò ðñþôçò ãéá ôïí ðáSSêôç. űñá ï äåýôåñïò ðáSSêôçò Ýœåé óõìöÝñïí íá ðáSSîåé ôç äåýôåñç óôÞëç êáé üœé ôçí óôñáôçãéêÞ s_2 = (1/3, 2/3). Ïðüôå ïé äïóìÝíåò óôñáôçãéêÝò ãéá ôïõò äýï ðáSSêôåò äåí áðïôåëïýí Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò.

2.2.2 Õðïëïãéóìüò Nash éóïññïðSSáò

Ï õðïëïãéóìüò üëùí Þ áêüìá êáé åíüò Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò åSSíáé Ýíá ðñüâëçìá ðïõ äåí Ýœåé ëõèåSS óôç ãåíéêÞ ôïõ ðåñSSðôùóç. ÅSSíáé áêüìá áíïéêôÜ, áöåíüò ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôïí õðïëïãéóìü ôçò Nash éóïññïðSSáò êáèþò åðSSóçò êáé óå ðïéá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò áíÞêåé ï õðïëïãéóìüò áõôüò. ÅSSíáé äýóêïëï íá êáôáôÜîïõìå ôï ðñüâëçìá óå êÜðïéá êëÜóç, ãéáôSS îÝñïõìå ðÜíôá ôçí áðÜíôçóç üôé õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïõ Nash). Äåí åSSíáé äçëáäÞ üðùò ôá ðåñéóóüôåñá ðñïâëÞìáôá ðïõ ç ýðáñîç êáé ï õðïëïãéóìüò åSSíáé óõíõöáóìÝíá ìåôáîý ôïõò.

Óôçí õðïåíüôçôá áõôÞ èá äïýìå ðþò õðïëïãSSæåôáé Ýíá ãíÞóéï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò (áí õðÜñœåé) êáèþò êáé ðþò õðïëïãSSæïíôáé ôá óçìåSSá éóïññïðSSáò óå ðáéœíSSäéá äýï ðáéêôþí.

Õðïëïãéóìüò ãíÞóéáò Nash éóïññïðSSáò

ÅSSäáìå óôçí õðïåíüôçôá 2.2.1 ðþò ãSSíåôáé ï Ýëåãœïò áí êÜðïéåò ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò ôùí ðáéêôþí åSSíáé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò. Óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáSSãíéï, áöåíüò ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí åSSíáé ðåðåñáóìÝíï êáé áöåôÝñïõ üëïé ïé ðáSSêôåò Ýœïõí ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ãíçóSSùí óôñáôçãéêþí. Óõíåðþò ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôïí Ýëåãœï áõôü ãéá üëïõò ôïõò óõíäõáóìïýò ãíÞóéùí óôñáôçãéêþí êáé íá âñïýìå üëïé ôá ãíÞóéá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò åíüò ðåðåñáóìÝíïõ ðáéœíéäéïý. Ï œñüíïò ãéá ôçí åýñåóç üëùí ôùí ãíÞóéùí Nash óçìåSSùí éóïññïðSSáò (áëëÜ êáé ãéá ôçí åýñåóç åíüò óôç œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç) åSSíáé åêèåôéêüò, áöïý ãéá ðáñÜäåéãìá áí Ýœïõìå n ðáSSêôåò êÜèå Ýíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò Ýœåé m ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò, ðñÝðåé íá åëÝãîïõìå m^n õðïøÞöéá óçìåSSá éóïññïðSSáò, ïðüôå ï œñüíïò èá åSSíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ m^n.

Óôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå m × k ðáSSãíéá äýï ðáéêôþí (äçëáäÞ ðáSSãíéá äýï ðáéêôþí ðïõ ï ðñþôïò ðáSSêôçò Ýœåé m ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò êáé ï äåýôåñïò k) ìðïñïýìå íá âñïýìå üóá ãíÞóéá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò õðÜñœïõí óå œñüíï O(mk(m+k)). Áõôü ðñïêýðôåé åðåéäÞ õðÜñœïõí mk õðïøÞöéá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò êáé ãéá êÜèå Ýíá áðü áõôÜ ðñÝðåé íá óõãêñSSíïõìå ôï üöåëïò ôïõ êÜèå ðáSSêôç ìå ôï üöåëüò ôïõ áí ðáSSîåé ïðïéáäÞðïôå Üëëç óôñáôçãéêÞ ôïõ. ÐñÝðåé äçëáäÞ íá óõãêñSSíïõìå ôï üöåëïò ôïõ ðñþôïõ ðáSSêôç ìå ôï üöåëüò áðü ôéò õðüëïéðåò m − 1 óôñáôçãéêÝò ôïõ êáé ôï üöåëïò ôïõ äåýôåñïõ ðáSSêôç ìå ôï üöåëüò ôïõ áðü ôéò õðüëïéðåò k − 1 óôñáôçãéêÝò ôïõ.

Zero-sum ðáéœíSSäéá

Zero-sum ëÝãïíôáé ôá ðáéœíSSäéá äýï ðáéêôþí ðïõ ôï óõíïëéêü üöåëïò åSSíáé ðÜíôá 0, äçëáäÞ üôé êåñäSSæåé ï Ýíáò ðáSSêôçò ôï œÜíåé ï Üëëïò. Óå áõôÜ ôá ðáéœíSSäéá áñêåSS íá Ýœïõìå ôïí ðSSíáêá ìå ôá ïöÝëç ôïõ åíüò ðáSSêôç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ï ðSSíáêáò ôùí êåñäþí ôïõ ðñþôïõ ðáSSêôç åSSíáé:

H_1 = [ 4 −1 1 2 ] óõìðåñáSSíïõìå üôé ï ðSSíáêáò ôïõ ðáéœíéäéïý åSSíáé: H = [ (4, −4) (−1, 1) (1, −1) (2, −2) ]

Ôï ðáéœíSSäé áõôü äåí Ýœåé ãíÞóéï óçìåSSï éóïññïðSSáò. ÿóôù üôé ï ðáSSêôçò 2 ðïõ åðéëÝãåé óôÞëç, ðáSSæåé ôçí ðñþôç óôÞëç ìå ðéèáíüôçôá y_1 êáé ôç äåýôåñç ìå ðéèáíüôçôá y_2. Ðñïöáíþò y_1 + y_2 = 1. Áí ï ðáSSêôçò 1 ðáSSîåé ôçí ðñþôç ãñáììÞ, ôï áíáìåíüìåíï üöåëüò ôïõ åSSíáé 4y_1 − y_2, áöïý ìå ðéèáíüôçôá y_1 èá Ýœåé üöåëïò 4 êáé ìå ðéèáíüôçôá y_2 üöåëïò -1. ÁíôSSóôïéœá, áí ðáSSîåé ôç äåýôåñç ãñáììÞ, ôï áíáìåíüìåíï üöåëüò ôïõ åSSíáé y_1 + 2y_2. Ï ðáSSêôçò 1 èá ðáSSîåé Ýôóé þóôå íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï áíáìåíüìåíï üöåëüò ôïõ, ïðüôå èá Ýœåé üöåëïò:

max(4y_1 − y_2, y_1 + 2y_2)

Åöüóïí ôï ðáéœíSSäé åSSíáé zero-sum, ï ðáSSêôçò 2 îÝñåé üôé ü,ôé êåñäSSæåé ï ðáSSêôçò 1, ôï œÜíåé áõôüò. Èá åðéëÝîåé ëïéðüí ôéò ðéèáíüôçôåò y_1, y_2 Ýôóé þóôå íá åëáœéóôïðïéÞóåé ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ ðáSSêôç 1, äçëáäÞ min y_1,y_2:y_1+y_2=1 max(4y

1 − y_2, y_1 + 2y_2)

Åäþ åöáñìüæåôáé ôï èåþñçìá minmax êáé ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé ìå ãñáììéêü ðñïãñáììáôéóìü.

ÐáSSãíéá äýï ðáéêôþí

Áò äïýìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå m × k ðáSSãíéá óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç, ðïõ ôá ðáSSãíéá äåí åSSíáé áðáñáSSôçôá zero-sum. Ï ðñþôïò ðáSSêôçò ðáSSæåé ìå ðéèáíüôçôåò x_1, x_2, ..., x_m êáé ï Üëëïò ìå ðéèáíüôçôåò y_1, y_2, ..., y_k.

ËÝìå ðëÞñùò ìåéêôü (fully mixed) Ýíá Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, óôï ïðïSSï üëïé ïé ðáSSêôåò ðáSSæïõí üëåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôïõò ìå ìç ìçäåíéêÝò ðéèáíüôçôåò. Óå Ýíá ðáéœíSSäé äýï ðáéêôþí, áí õðÜñœåé ðëÞñùò ìåéêôü Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, óå áõôü èá åSSíáé x_i > 0 ãéá êÜèå ãñáììÞ i êáé y_j > 0 ãéá êÜèå óôÞëç j. Ðñïêýðôïõí ïé ðáñáêÜôù åîéóþóåéò:

• Ãéá êÜèå ðáSSêôç, ôï Üèñïéóìá ôùí ðéèáíïôÞôùí ðïõ ðáSSæåé åSSíáé 1. (2 åîéóþóåéò)

• Ìå äåäïìÝíåò ôéò ðéèáíüôçôåò ôïõ ðáSSêôç 2 (y_j), ï ðáSSêôçò 1 Ýœåé ôï SSäéï áíáìåíüìåíï üöåëïò áðü üëåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôïõ, ãéáôSS áëëéþò äåí Ýœåé ëüãï íá ôéò ðáSSîåé üëåò ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá. Áí c_1 ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ ðáSSêôç 1, Ýœïõìå m åîéóþóåéò êáé Ýíáí åðéðëÝïí Üãíùóôï, ôï c_1.

• ÁíôSSóôïéœá, èåùñïýìå üôé ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ ðáSSêôç 2 åSSíáé c_2, ïðüôå ðñïêýðôïõí Üëëåò k åîéóþóåéò.

ÿœïõìå ëïéðüí óõíïëéêÜ m + k + 2 åîéóþóåéò êáé m + k + 2 áãíþóôïõò (ïé m ðéèáíüôçôåò ôïõ ðáSSêôç 1, ïé k ôïõ ðáSSêôç 2 êáé ôá ïöÝëç c_1, c_2). Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ëýóïõìå ôï óýóôçìá êáé íá åëÝãîïõìå áí ïé ðéèáíüôçôåò ðïõ ðñïêýðôïõí åSSíáé èåôéêÝò. Ôïí áëãüñéèìï áõôü èá ôïí œñçóéìïðïéÞóïõìå óôçí õðïåíüôçôá 5.4.1.

Ìå ôïí ôñüðï ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù, âñSSóêïõìå ìüíï ôá ðëÞñùò ìåéêôÜ óçìåSSá éóïññïðSSáò (áí õðÜñœïõí). Ìðïñïýìå íá ôïí ãåíéêåýóïõìå ãéá ïðïéïäÞðïôå õðïðáSSãíéï åíüò ðáéãíSSïõ. ÄéáëÝãïõìå êÜðïéåò óôñáôçãéêÝò ãéá êÜèå ðáSSêôç, ôéò ïðïSSåò èåùñïýìå üôé èá ðáSSîåé ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá, Ýóôù α ãéá ôïí ðáSSêôç 1 êáé β ãéá ôïí ðáSSêôç 2, üðïõ α ≤ m êáé β ≤ k. ÁíôSSóôïéœá ìå ôçí ðëÞñùò ìåéêôÞ ðåñSSðôùóç, ðñïêýðôïõí α + β + 2 åîéóþóåéò ìå α + β + 2 áãíþóôïõò. Ëýíïõìå ôï óýóôçìá êáé åëÝãœïõìå áí ç ëýóç åSSíáé ðñÜãìáôé óçìåSSï éóïññïðSSáò, óýìöùíá ìå ôçí åíüôçôá 2.2.1. Èá äïýìå ðþò åöáñìüæåôáé áõôÞ ç éäÝá óå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ìïíôÝëï äéêôýùí, óôçí õðïåíüôçôá 5.4.2.

Èá ìðïñïýóáìå íá åöáñìüóïõìå ôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï ãéá üëïõò ôïõò óõíäõáóìïýò óôñáôçãéêþí ôùí äýï ðáéêôþí. ĳìùò ôüôå èá Ýðñåðå íá ôñÝîïõìå ôïí áëãüñéèìï 2^{n+m} öïñÝò, äçëáäÞ Ýœïõìå åêèåôéêü œñüíï.

Ï ðéï äçìïöéëÞò áëãüñéèìïò ãéá n × m ðáSSãíéá äýï ðáéêôþí åSSíáé ï áëãüñéèìïò Lemke-Howsen. Ïýôå ï áëãüñéèìïò áõôüò öáSSíåôáé üôé åSSíáé åêèåôéêüò (áëëÜ äåí Ýœåé áðïäåéœèåSS), áëëÜ óôçí ðñÜîç åSSíáé ðéï ãñÞãïñïò áðü áõôüí ðïõ ðåñéãñÜöçêå ðáñáðÜíù.

2.3 ÐáñÜäïîá

ÿíá Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, üðùò åSSäáìå ðáñáðÜíù, åSSíáé Ýíá óçìåSSï áðü ôï ïðïSSï êáíÝíáò ðáSSêôçò ìå äåäïìÝíåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí õðüëïéðùí ðáéêôþí äåí Ýœåé üöåëïò íá áðïêëSSíåé. Ìå Üëëá ëüãéá ôá óçìåSSá éóïññïðSSáò åSSíáé óçìåSSá ðïõ óå ãåíéêÝò ãñáììÝò óõìöÝñïõí ôïõò ðáSSêôåò. ÕðÜñœïõí üìùò êÜðïéá ðáñÜäïîá ãéá ôç Nash éóïññïðSSá, äçëáäÞ ðáéœíSSäéá óôá ïðïSSá ôï óçìåSSï éóïññïðSSáò üëïé ïé ðáSSêôåò Ýœïõí ìéêñüôåñï üöåëïò áðü üôé óå êÜðïéï Üëëï óçìåSSï.

2.3.1 ÄSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí

Ôï ðéï ãíùóôü ðáñÜäïîï åSSíáé ôï äSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí (prisoner’s dilemma), ôï ïðïSSï ðñïêýðôåé áðü ôçí ðáñáêÜôù éóôïñSSá. ÿíáò áóôõíüìïò Ýœåé óõëëÜâåé äýï êëÝöôåò, áëëÜ äåí Ýœåé áñêåôÜ åíïœïðïéçôéêÜ óôïéœåSSá. Áí åSSœå, èá ôïõò öõëÜêéæå êáé ôïõò äýï ãéá 3 œñüíéá, åíþ œùñSSò óôïéœåSSá ìðïñåSS íá ôïõò öõëáêSSóåé ãéá 1. Ãéá íá ôïõò áíáãêÜóåé íá ïìïëïãÞóïõí, ôïõò âÜæåé óå œùñéóôÜ äùìÜôéá êáé ëÝåé óôïí êáèÝíá üôé áí óõíåñãáóôåSS ìå ôçí áóôõíïìSSá êáé ï Üëëïò äåí óõíåñãáóôåSS, èá œñçóéìïðïéÞóåé ôçí êáôÜèåóÞ ôïõ ãéá íá åíïœïðïéÞóåé ôïí Üëëï, ôïí ïðïSSï èá öõëáêSSóåé ãéá 4 œñüíéá, åíþ áõôüí ðïõ ïìïëüãçóå äå èá ôïí öõëáêSSóåé êáèüëïõ. Áí óõíåñãáóôïýí êáé ïé äýï èá öõëáêéóôïýí 3 œñüíéá.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé Ýíá ðáSSãíéï äýï ðáéêôþí, óôï ïðïSSï êÜèå ðáSSêôçò Ýœåé äýï óôñáôçãéêÝò. Ç ìSSá åSSíáé íá óõíåñãáóôåSS (Ó) ìå ôçí áóôõíïìSSá êáé ç Üëëç íá ìçí óõíåñãáóôåSS (ÌÓ). Ç ðñþôç óôñáôçãéêÞ ôïõ êÜèå ðáSSêôç (ðñþôç ãñáììÞ êáé ðñþôç óôÞëç áíôSSóôïéœá ãéá ôïõò äýï ðáSSêôåò) åSSíáé íá óõíåñãáóôåSS êáé ç Üëëç åSSíáé íá ìç óõíåñãáóôåSS. Óôïí ðSSíáêá ôïõ ðáéœíéäéïý âÜæïõìå ôá œñüíéá ðïõ èá ðÜåé öõëáêÞ êÜèå ðáSSêôçò, ôá ïðïSSá ðñïöáíþò èÝëåé íá åëáœéóôïðïéÞóåé.

P = Σ MΣ Σ MΣ [ (3, 3) (0, 4) (4, 0) (1, 1) ]

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ðSSíáêá (P) âëÝðïõìå üôé ôï ðáéœíSSäé Ýœåé Ýíá ãíÞóéï óçìåSSï éóïññïðSSáò ôï (Ó,Ó), äçëáäÞ íá óõíåñãáóôïýí êáé ïé äýï ðáSSêôåò ìå ôçí áóôõíïìSSá. Óôï óçìåSSï éóïññïðSSáò öõëáêSSæïíôáé êáé ïé äýï ðáSSêôåò ãéá 3 œñüíéá, åíþ áí êáé ïé äýï äåí óõíåñãÜæïíôáí èá öõëáêSSæïíôáí ìüíï Ýíá œñüíï. Áõôü áêñéâþò åSSíáé ôï ðáñÜäïîï.

2.3.2 ÐáñÜäïîï ôïõ Braess

Ôï ðáñÜäïîï ôïõ Braess äåí áöïñÜ Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáSSãíéï, áëëÜ Ýíá ðáSSãíéï Üðåéñùí ðáéêôþí^3. Ç Ýííïéá ôçò Nash éóïññïðSSáò ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå áõôü ôï ìïíôÝëï. Óôï óœÞìá 2.1 öáSSíåôáé Ýíá äSSêôõï ìå 5 êáôåõèõíüìåíåò áêìÝò. ÕðÜñœåé êÜðïéá ðïóüôçôá êSSíçóçò r ðïõ èÝëåé íá ðÜåé áðü ôïí êüìâï s óôïí êüìâï t œñçóéìïðïéþíôáò ôá ìïíïðÜôéá ôïõ äéêôýïõ. Ç êSSíçóç r áðïôåëåSSôáé áðü ôçí áðåéñïóôÞ ñïÞ Üðåéñùí ðáéêôþí (œñçóôþí ôïõ äéêôýïõ) êáé êÜèå ðáSSêôçò äñïìïëïãåSS ôç ñïÞ ôïõ þóôå íá åëáœéóôïðïéÞóåé ôçí êáèõóôÝñçóÞ ôïõ. Ïé áêìÝò Ýœïõí óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l(x) ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé óôï óœÞìá êáé Ýœïõí üñéóìá ôï x, äçëáäÞ ôçí êSSíçóç ðïõ äñïìïëïãåSSôáé óôçí áêìÞ. Áí ãéá ðáñÜäåéãìá, ç áêìÞ st Ýœåé êSSíçóç 1/2, ç êáèõóôÝñçóç óå áõôÞí åSSíáé 1/2, åíþ ç áêìÞ sw Ýœåé êáèõóôÝñçóç 1, üóç êáé íá åSSíáé ç êSSíçóç.

Èåùñïýìå üôé ç óõíïëéêÞ êSSíçóç åSSíáé r = 1. Ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò åSSíáé üëç ç êSSíçóç íá äñïìïëïãçèåSS óôï ìïíïðÜôé s− > v− > w− > t. Ôüôå

3Ôï ìïíôÝëï áõôü áíáëýåôáé óôï ÊåöÜëáéï 5

t

l(x)=x l(x)=1 l(x)=1

l(x)=0 l(x)=x

s v

w ÓœÞìá 2.1: ÐáñÜäïîï ôïõ Braess

ç êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ sv åSSíáé 1, óôçí vw 0 êáé óôçí wt 1. Óõíåðþò óõíïëéêÜ ôï ìïíïðÜôé Ýœåé êáèõóôÝñçóç 2. ÊáíÝíáò œñÞóôçò äåí Ýœåé ëüãï íá œñçóéìïðïéÞóåé Üëëï ìïíïðÜôé, ãéáôSS äåí õðÜñœåé ìïíïðÜôé ìå ìéêñüôåñç êáèõóôÝñçóç áðü 2, ïðüôå ðñÜãìáôé ðñüêåéôáé ãéá Nash éóïññïðSSá.

Ôï ðáñÜäïîï åSSíáé üôé áí áöáéñåèåSS ç ìçäåíéêÞò êáèõóôÝñçóçò áêìÞ vw áðü ôï äSSêôõï, ðñïêýðôåé êáëýôåñç Nash éóïññïðSSá ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò, äçëáäÞ éóïññïðSSá óôçí ïðïSSá üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí ìéêñüôåñç êáèõóôÝñçóç áðü 2. Ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ôïõ êáéíïýñãéïõ äéêôýïõ åSSíáé ç ìéóÞ êSSíçóç íá œñçóéìïðïéÞóåé ôï ìïíïðÜôé s− > v− > t êáé ç õðüëïéðç ôï s− > w− > t. Ôüôå ç êáèõóôÝñçóç êáé óôá äýï ìïíïðÜôéá åSSíáé 3/2, äçëáäÞ ìéêñüôåñç áðü 2.

.

ÊåöÜëáéï 3

Ìïéñáæüìåíç ÑïÞ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èåùñïýìå ôï ìïíôÝëï, óôï ïðïSSï êÜèå œñÞóôçò ôïõ äéêôýïõ èÝëåé íá óôåSSëåé äåäïìÝíá, áñœåSSá Þ ïôéäÞðïôå Üëëï ìå ðåðåñáóìÝíï (ìç áðåéñïóôü) ñõèìü áðü Ýíáí êüìâï ôïõ äéêôýïõ óå Ýíáí Üëëï. Óôïí ñõèìü áõôü áíáöåñüìáóôå êáé ùò ñïÞ Þ êSSíçóç. Óêïðüò êÜèå œñÞóôç åSSíáé íá äñïìïëïãÞóåé Ýôóé ôç ñïÞ ôïõ óôá ìïíïðÜôéá ôïõ äéêôýïõ þóôå íá åëáœéóôïðïéÞóåé ôçí êáèõóôÝñçóÞ ôïõ. Ôï üôé ç ñïÞ êÜèå ðáSSêôç äåí åSSíáé áðåéñïóôÞ óçìáSSíåé üôé ç äñïìïëüãçóç êÜèå ðáSSêôç åðçñåÜæåé ôïõò õðüëïéðïõò. Âáóéêü œáñáêôçñéóôéêü ôïõ ìïíôÝëïõ "ìïéñáæüìåíç ñïÞ" åSSíáé üôé ïé œñÞóôåò ìðïñïýí íá ìïéñÜæïõí ôç ñïÞ ôïõò óå ðïëëÜ ìïíïðÜôéá ôïõ äéêôýïõ.

3.1 ÄSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí

ÁñœéêÜ áóœïëïýìáóôå ìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí [ORS93]. Èåùñïýìå äçëáäÞ üôé ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü m ðáñÜëëçëåò áêìÝò, ïé ïðïSSåò êáôåõèýíïíôáé áðü ôïí êüìâï ðçãÞ óôïí êüìâï ðñïïñéóìü. ÅðSSóçò èåùñïýìå n œñÞóôåò êáé êÜèå Ýíáò áðü áõôüò èÝëåé íá óôåSSëåé êSSíçóç r_i áðü ôçí ðçãÞ óôïí ðñïïñéóìü. Ïé œñÞóôåò äñïõí éäéïôåëþò êáé äåí óõíåñãÜæïíôáé ìåôáîý ôïõò ãéá ôï ðþò èá œñçóéìïðïéÞóïõí ôéò ðáñÜëëçëåò áêìÝò.

ÅðåéäÞ èåùñïýìå ìïéñáæüìåíç äñïìïëüãçóç, êÜèå œñÞóôçò ìðïñåSS íá ìïéñÜóåé ôçí êSSíçóç ôïõ ìåôáîý êÜðïéùí áêìþí. ÄçëáäÞ Ýíáò œñÞóôçò ðïõ Ýœåé íá óôåSSëåé êSSíçóç w èá óôåSSëåé êSSíçóç w · x^1 óôçí ðñþôç áêìÞ, w · x^2 óôç äåýôåñç, . . ., w · x^m óôçí ôåëåõôáSSá ( m-ïóôÞ), üðïõ ∑_m j=1 x^j = 1. ÓõìâïëSSæïõìå ôç ñïÞ ôïõ œñÞóôç i óôçí áêìÞ j f^j_i . Ïé œñÞóôåò ìðïñïýí íá áðïöáóSSóïõí ïðïéáäÞðïôå óôéãìÞ ðþò èá ìïéñáóôåSS ç êSSíçóÞ ôïõò óôéò áêìÝò. ÊÜèå œñÞóôçò i ìðïñåSS íá åðéëÝîåé ïðïéåóäÞðïôå ôéìÝò f^j_i ãéá üëåò ôéò áêìÝò j, ðïõ ðëçñïýí ôïõò ðáñáêÜôù ðåñéïñéóìïýò:

f^j_i ≥ 0 (3.1) m∑ j=1 f^j_i = r_i (3.2)

Ìå Üëëá ëüãéá, ïé œñÞóôåò äåí ìðïñïýí íá åðéëÝîïõí áñíçôéêÞ ñïÞ óå êáìéÜ áêìÞ êáé êÜèå œñÞóôçò óôÝëíåé üëç ôçí êSSíçóç ôïõ óôéò áêìÝò.

ÓõìâïëSSæïõìå ôçí óõíïëéêÞ ñïÞ ìéáò áêìÞò j, äçëáäÞ ôï Üèñïéóìá ôùí ñïþí üëùí ôùí ðáéêôþí óôçí áêìÞ áõôÞ f^j. ÊÜèå œñÞóôçò i ëïéðüí åðéëÝãåé ôï äéÜíõóìá f_i = (f^1_i , f^2_i , . . . , f^m_i ). Ôï äSSêôõï œáñáêôçñSSæåôáé áðü ôá äéáíýóìáôá áõôÜ ðïõ åðéëÝãïõí ïé ðáSSêôåò êáé óõìâïëSSæåôáé f = (f_1, f_2, . . . , f_n). Ôï äéÜíõóìá ñïþí f ëÝãåôáé åöéêôü áí ïé åðéìÝñïõò ñïÝò ôùí ðáéêôþí óôéò áêìÝò éêáíïðïéïýí ôéò óõíèÞêåò (3.1) êáé (3.2). ÃåíéêÜ, ìå ôïí äåSSêôç èá óõìâïëSSæïõìå ôïí œñÞóôç (ðáSSêôç) êáé ìå ôïí åêèÝôç ôçí áêìÞ.

Ï œñÞóôçò i åðéëÝãåé ôï äéÜíõóìá f_i, ìå óêïðü íá åëáœéóôïðïéÞóåé ôç óõíÜñôçóç êüóôïõò ôïõ J_i(f). Ç óõíÜñôçóç êüóôïõò ôïõ œñÞóôç i äåí åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôï äéÜíõóìá ñïþí ôïõ SSäéïõ, áëëÜ êáé áðü ôá äéáíýóìáôá ñïþí ôùí õðüëïéðùí œñçóôþí êáé åöüóïí ïé œñÞóôåò åSSíáé éäéïôåëåSSò ìáò åíäéáöÝñåé ç Nash éóïññïðSSá ôïõ óõóôÞìáôïò. ÅSSíáé êáëü íá õðÜñœåé ìïíáäéêü óçìåSSï éóïññïðSSáò, þóôå ôï ðáéœíSSäé íá Ýœåé ëýóç.

Ïñéóìüò 3.1. Ìéá ñïÞ f ðïõ åSSíáé åöéêôÞ åSSíáé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå œñÞóôç i ∈ {1, 2, . . . , n} êáé ãéá êÜèå f̂_i éóœýåé

J_i(f) ≤ J_i(f_{−i}; f̂_i)

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò åSSíáé áíôSSóôïéœïò ìå ôïí ïñéóìü 2.1, ìüíï ðïõ åäþ ïé ðáSSêôåò (œñÞóôåò) èÝëïõí íá åëáœéóôïðïéÞóïõí ôï êüóôïò ôïõò, åíþ óôïí 2.1 èÝëïõí íá ìåãéóôïðïéÞóïõí ôï êÝñäïò ôïõò.

Èåùñïýìå üôé ãéá ôç óõíÜñôçóç êüóôïõò J_i(f) éóœýïõí ôá ðáñáêÜôù:

• J_i åSSíáé ôï óõíïëéêü êüóôïò ôïõ œñÞóôç i, äçëáäÞ J_i(f) = ∑_m j=1 J^j_i (f^j )

• J^j_i : [0, ∞)^n → [0, ∞] êáé åSSíáé óõíåœÞò óõíÜñôçóç.

• Ç óõíÜñôçóç J^j_i åSSíáé óõíåœÞò óôï f^j_i .

• ĳðïõ åSSíáé ðåðåñáóìÝíç, ç J^j_i åSSíáé óõíåœþò ðáñáãùãSSóéìç. Ôçí ðñþôç ðáñÜãùãï ùò ðñïò f^j_i ôçí óõìâïëSSæïõìå K^j_i .

• Ãéá êÜèå ñïÞ f ôïõ óõóôÞìáôïò áí êÜðïéïé œñÞóôåò Ýœïõí Üðåéñï êüóôïò, ôüôå ôïõëÜœéóôïí Ýíáò œñÞóôçò ìå Üðåéñï êüóôïò ìðïñåSS íá áëëÜîåé ôç ñïÞ ôïõ Ýôóé þóôå íá ðåôýœåé ðåðåñáóìÝíï êüóôïò.

Ôï ∞ óõìðåñéëáìâÜíåôáé óôï ðåäSSï ôéìþí ôçò J^j_i ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ç œùñçôéêüôçôá ôçò áêìÞò åSSíáé ìéêñüôåñç áðü ôç óõíïëéêÞ ñïÞ óôçí áêìÞ áõôÞ, ïðüôå ôï êüóôïò áðåéñSSæåôáé. Ç ôåëåõôáSSá óõíèÞêç óõíåðÜãåôáé üôé üôáí ôï óýóôçìá åSSíáé óå Nash éóïññïðSSá üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí ðåðåñáóìÝíï êüóôïò.

Åêôüò áðü ôéò ðáñáðÜíù ãåíéêÝò óõíèÞêåò ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå åðéðëÝïí üôé:

1. Ç J^j_i åSSíáé óõíÜñôçóç äýï ïñéóìÜôùí. ÅîáñôÜôáé áðü ôç ñïÞ ôïõ œñÞóôç i óôçí áêìÞ j (f^j_i ) êáé áðü ôç óõíïëéêÞ ñïÞ óôçí áêìÞ j (f^j ).

2. Ç J^j_i åSSíáé áýîïõóá ùò ðñïò ôá äýï ïñSSóìáôÜ ôçò.

3. Ç óõíÜñôçóç K^j_i Ýœåé åðSSóçò äýï ïñSSóìáôá êáé üðïôå ç J^j_i åSSíáé ðåðåñáóìÝíç, ç K^j_i åSSíáé ãíçóSSùò áýîïõóá ùò ðñïò ôá ïñSSóìáôÜ ôçò.

Ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí üëåò ôéò ðáñáðÜíù óõíèÞêåò, ïíïìÜæïíôáé óôç âéâëéïãñáöSSá óõíáñôÞóåéò ôýðïõ Á (type-A functions).

Ìéá ñïÞ f áðïôåëåSS Nash éóïññïðSSá óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü 3.1 êáé ôï [Lue84] áí êáé ìüíï áí éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò Kuhn-Tucker, äçëáäÞ ãéá êÜèå œñÞóôç i õðÜñœåé λ_i ôÝôïéï þóôå:

λ_i = dJ_i df^j_i (f), áí f^j_i > 0, j ∈ {1, 2, . . . m}

λ_i ≤ dJ_i df^j_i (f), áí f^j_i = 0, j ∈ {1, 2, . . . m} Èåþñçìá 3.2. Óå Ýíá äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí, üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò êüóôïõò åSSíáé ôýðïõ Á, õðÜñœåé ìïíáäéêü Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò.

Áðüäåéîç. ÿóôù f ∈ F êáé f̂ ∈ F äýï Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò ôïõ äéêôýïõ. ÁñœéêÜ èá áðïäåSSîïõìå üôé f^j = f̂^j ãéá üëåò ôéò áêìÝò j êáé óôç óõíÝœåéá üôé f_i = f̂_i ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò i.

Ôá f êáé f̂ èá éêáíïðïéïýí ôéò óõíèÞêåò Kuhn-Tucker, äçëáäÞ:

K^j_i (f^j_i , f^j) ≥ λ_i; f^j_i > 0 → K^j_i (f^j_i , f^j) = λ_i, ∀i, j

K^j_i (f̂_i^j , f̂^j) ≥ λ̂_i; f̂^j_i > 0 → K^j_i (f̂^j_i , f̂^j) = λ̂_i, ∀i, j

Áðü ôéò ðáñáðÜíù óœÝóåéò êáé ôï üôé ç K^j_i (f^j_i , f^j) åSSíáé áýîïõóá ùò ðñïò ôá äýï ïñSSóìáôÜ ôçò, ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå üôé éóœýïõí ïé áêüëïõèåò óõíåðáãùãÝò:

{λ̂_i ≤ λ_i, f̂^j ≥ f^j} → f̂^j_i ≤ f^j_i (3.3)

{λ̂_i ≥ λ_i, f̂^j ≤ f^j} → f̂^j_i ≥ f^j_i (3.4)

Ïé äýï áõôÝò óõíåðáãùãÝò åSSíáé óõììåôñéêÝò, ïðüôå áñêåSS íá áðïäåSSîïõìå ôç ìSSá. Èá áðïäåSSîïõìå ôçí (3.3).

ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé λ̂_i ≤ λ_i êáé f̂^j ≥ f^j ãéá êÜðïéá áêìÞ j êáé êÜðïéïí œñÞóôç i. ÄéáêñSSíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

• f̂^j_i = 0. Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ç óœÝóç f̂^j_i ≤ f^j_i ðñïöáíþò éóœýåé.

• f̂^j_i > 0. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç ëüãù ôùí óõíèçêþí Kuhn-Tucker êáé ôùí õðüëïéðùí õðïèÝóåùí ðïõ Ýœïõìå êÜíåé, éóœýåé:

K^j_i (f̂^j_i , f̂^j) = λ̂_i ≤ λ_i ≤ K^j_i (f^j_i , f^j) ≤ K^j_i (f^j_i , f̂^j)

Ç ðñþôç éóüôçôá ðñïêýðôåé áðü ôéò óõíèÞêåò Kuhn-Tucker, åöüóïí Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç ñïÞ ôïõ œñÞóôç i óôçí áêìÞ j åSSíáé èåôéêÞ êáé ç ôåëåõôáSSá áíéóüôçôá ðñïêýðôåé åðåéäÞ ç K^j_i åSSíáé áýîïõóá ùò ðñïò ôï üñéóìá f^j. ĳìùò ç óõíÜñôçóç K^j_i åSSíáé áýîïõóá êáé ùò ðñïò ôï üñéóìá f^j_i , ïðüôå f̂^j_i ≤ f^j_i .

Èá áðïäåSSîïõìå üôé ôá óýíïëá {j : f̂^j > f^j} êáé {j : f̂^j < f^j} åSSíáé êåíÜ. ÈÝôïõìå J^1 = {j : f̂^j > f^j}, I_a = {i : λ̂^i > λ^i} êáé J^2 = J − J^1 = {j : f̂ j ≤ f j}. Ãéá êÜèå áêìÞ j ∈ J 2 êáé êÜèå œñÞóôç i ∈ I_a, ëüãù ôçò (3.4) åSSíáé f̂^j_i ≥ f^j_i . ÿóôù üôé ôï J 1 äåí åSSíáé êåíü. Éóœýåé ∑^m_{j=1} f^j_i = ∑^m_{j=1} f̂^j_i = r_i,

ãéáôSS ïé ñïÝò f, f̂ ðñÝðåé íá åSSíáé åöéêôÝò. Ïðüôå ∀i ∈ I_a œñçóéìïðïéþíôáò ôçí (3.4) Ýœïõìå: ∑ j∈J^1 f̂^j_i = r_i − ∑ j∈J^2 f̂^j_i ≤ r_i − ∑ j∈J^2 f^j_i = ∑ j∈J^1 f^j_i

Ãéá êÜèå œñÞóôç i ðïõ äåí áíÞêåé óôï I_a êáé êÜèå áêìÞ j ∈ J^1, åSSíáé: ∑ j∈J^1 f̂^j = ∑ j∈J^1 n∑ i=1 f̂^j_i ≤ ∑ j∈J^1 n∑ i=1 f^j_i = ∑ j∈J^1 f^j_i

Ç ðáñáðÜíù áíéóüôçôá äåí ìðïñåSS íá éóœýåé, áöïý åî ïñéóìïý éóœýåé f̂^j > f^j ãéá üëåò ôéò áêìÝò j ∈ J^1. ÅðïìÝíùò ôï óýíïëï J^1 = {j : f̂^j > f^j } åSSíáé êåíü. ÁíôSSóôïéœá áðïäåéêíýåôáé êáé ãéá ôï {f̂^j < f^j} üôé åSSíáé êåíü. Óõíåðþò: f^j = f̂^j, ∀j Ãéá íá äåSSîïõìå üôé λ_i = λ̂_i, ∀i, èá áðïäåSSîïõìå ðñþôá üôé:

{λ̂_i < λ_i, f̂^j = f^j} → f̂^j_i < f^j_i or f̂^j_i = f^j_i = 0 (3.5)

Ç áðüäåéîç åSSíáé áíôSSóôïéœç ìå ôçí áðüäåéîç ôçò (3.3) ðïõ åSSäáìå ðñïçãïõìÝíùò. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ f̂^j_i = 0, ç óõíåðáãùãÞ åSSíáé ðñïöáíÞò. ÄéáöïñåôéêÜ, áí äçëáäÞ f̂^j_i > 0, üðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò áðïäåéêíýåôáé üôé K^j_i (f̂^j_i , f̂^j) ≤ K^j_i (f^j_i , f̂^j), êáé åöüóïí ç K^j_i åSSíáé áýîïõóá f̂^j_i ≤ f^j_i .

Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá êÜðïéï œñÞóôç i åSSíáé λ̂_i < λ_i. Åöüóïí ∑_m j=1 f̂^j_i =

r_i > 0, ðñÝðåé ôïõëÜœéóôïí ãéá ìéá áêìÞ j íá éóœýåé f̂^j_i > 0. ÿôóé áðü ôçí óõíåðáãùãÞ (3.5), áöïý Ýœïõìå áðïäåSSîåé üôé f^j = f̂^j ãéá êÜèå áêìÞ j, Ýœïõìå:_m ∑ j=1 f^j_i > m∑ j=1 f̂ j_i = r_i

Ç ôåëåõôáSSá óœÝóç äåí ìðïñåSS íá éóœýåé, áöïý ðñÝðåé ∑_m j=1 f^j_i = r_i. Óõíåðþò äåí ìðïñåSS íá éóœýåé λ̂_i < λ_i ãéá êáíÝíá œñÞóôç i. ÁíôSSóôïéœá áðïäåéêíýåôáé üôé äåí ìðïñåSS íá éóœýåé λ̂_i > λ_i ãéá êáíÝíá i, ïðüôå λ̂_i = λ_i ãéá êÜèå œñÞóôç i. ÅðåéäÞ åðéðëÝïí éóœýåé f^j = f̂^j, óõìðåñáSSíïõìå üôé f^j_i = f̂^j_i . ’Añá ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò åSSíáé ìïíáäéêü.

3.1.1 Éäéüôçôåò

Ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå êÜðïéåò éäéüôçôåò ôïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò, áí èåùñÞóïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôùí œñçóôþí åSSíáé ôýðïõ Á êáé åSSíáé üìïéåò ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò, äçëáäÞ ãéá êÜèå œñÞóôç i êáé ãéá êÜèå áêìÞ j, J^j_i (f^j_i , f^j) = J^j (f^j_i , f^j). Ðñïöáíþò êáé ïé ðáñÜãùãïé ôùí óõíáñôÞóåùí êüóôïõò åSSíáé SSäéåò. ÔÝôïéåò óõíáñôÞóåéò åSSíáé ãéá ðáñÜäåéãìá ïé óõíáñôÞóåéò ôýðïõ Â (type-B functions), ïé ïðïSSåò Ýœïõí ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. J^j_i (f^j_i , f^j) = f^j_i · l^j (f^j)

2. l^j_i : [0, ∞)^n → [0, ∞]

3. Ç óõíÜñôçóç l^j (f^j) åSSíáé èåôéêÞ, ãíçóSSùò áýîïõóá, êõñôÞ êáé óõíåœþò ðáñáãùãSSóéìç.

Óôéò óõíáñôÞóåéò ôýðïõ Â äçëáäÞ èåùñïýìå üôé ôï êüóôïò åíüò œñÞóôç i óå ìéá áêìÞ j éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôçò ðïóüôçôáò ðïõ óôÝëíåé ï œñÞóôçò i óôçí áêìÞ áõôÞ (f^j_i ) åðSS ôçí êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ áõôÞ (l^j (f^j)). Ç óõíÜñôçóç l^j (·) åêöñÜæåé ôçí êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ j êáé Ýœåé ùò üñéóìá ôç ñïÞ ðïõ ðåñíÜåé áðü ôçí áêìÞ (f^j).

Éäéüôçôá 3.1. ÿóôù Ýíá äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí ìå üìïéåò óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ Á ðïõ éóœýåé f^ĵ_i > f^ĵ_k ãéá êÜðïéá áêìÞ ĵ êáé êÜðïéïõò œñÞóôåò i êáé k, ôüôå

1. Éóœýåé f^j_i ≥ f^j_k ãéá üëåò ôéò áêìÝò j ôïõ äéêôýïõ. 2. Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ f^j_k > 0, éóœýåé f^j_i > f^j_k .

Áðüäåéîç. ÿóôù ìéá ôõœáSSá áêìÞ j. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ f^j_k = 0, ç éäéüôçôá åSSíáé ðñïöáíÞò. ÁñêåSS ëïéðüí íá áðïäåSSîïõìå ôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ èåùñÞìáôïò, äçëáäÞ óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ f^j_k > 0. Áðü ôéò óõíèÞêåò Kuhn- Tucker åöüóïí ï œñÞóôçò k Ýœåé èåôéêÞ ñïÞ óôçí áêìÞ j, èá éóœýåé: K^j_k(f^j_k , f^j) ≤ K^ĵ_k(f^ĵ_k , f^ĵ) (3.6)

Áðü ôçí õðüèåóç f^ĵ_i ≥ f^ĵ_k óõíåðÜãåôáé üôé f^ĵ_i > 0, ïðüôå áðü ôéò óõíèÞêåò Kuhn-Tucker:

K^ĵ_i (f^ĵ_i , f^ĵ) ≤ K^j_i (f^j_i , f^j) (3.7) Ôï äSSêôõï Ýœåé üìïéåò óõíáñôÞóåéò êüóôïõò, äçëáäÞ J^j_i (f^j_i , f^j) = J^j(f^j_i , f^j) ãéá üëá ôá i, j, ïðüôå êáé ïé ðáñÜãùãïé ôùí óõíáñôÞóåùí êüóôïõò èá åSSíáé üìïéåò ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò. ÿôóé áðü ôéò áíéóüôçôåò (3.6) êáé (3.7) Ýœïõ- ìå: K^j_k(f^j_k , f^j) ≤ K^ĵ_k(f^ĵ_k , f^ĵ) = K^ĵ_i (f^ĵ_k , f^ĵ) < K^ĵ_i (f^ĵ_i , f^ĵ) ≤ K^ĵ_k(f^ĵ_k , f^ĵ) = K^ĵ_i (f^ĵ_k , f^ĵ) Áðü ôçí ðáñáðÜíù áíéóüôçôá óå óõíäõáóìü ìå ôï üôé ç ðáñÜãùãïò ôçò óõíÜñôçóçò êüóôïõò åSSíáé áýîïõóá, ðñïêýðôåé üôé f^j_i > f^j_k .

Éäéüôçôá 3.2. Óå Ýíá äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí ìå üìïéåò óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ Á, ãéá êÜèå æåõãÜñé œñçóôþí i, k r_k ≥ r_i åSSíáé f^j_k ≥ f^j_i , ∀j. ÅðéðëÝïí áí r_k > r_i, ç ðñïçãïýìåíç áíéóüôçôá éóœýåé ùò éóüôçôá ìüíï áí f^j_k = f^j_i = 0.

Áðüäåéîç. ÿóôù üôé r_k ≥ r_i. Áí r_k > r_i èá õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí ìéá áêìÞ ĵ ãéá ôçí ïðïSSá f^ĵ_k ≥ f^ĵ_i , ïðüôå áðü ôçí éäéüôçôá 3.1 ðñïêýðôåé üôé f^j_k ≥ f^j_i ãéá üëåò ôéò áêìÝò j.

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò äýï ðáñáðÜíù éäéüôçôåò, óõìðåñáSSíïõìå üôé éóœýåé: Éäéüôçôá 3.3. Óå Ýíá äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí ìå üìïéåò óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ Á Ýíáò œñÞóôçò ìå ìåãáëýôåñç æÞôçóç r_i œñçóéìïðïéåSS ðåñéóóüôåñåò áêìÝò êáé ôéò œñçóéìïðïéåSS ðåñéóóüôåñï.

Éäéüôçôá 3.4. Óå Ýíá äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí ìå óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ Â, óôï ïðïSSï ãéá ïðïéåóäÞðïôå 2 áêìÝò j, ĵ éóœýåé

l^j(f^j ) > l^ĵ(f^ĵ ) ⇔ dl^j (f^j) df^j > dl^ĵ (f^ĵ) df^ĵ áí f^ĵ_i > f^j_i , ôüôå f^ĵ_k ≥ f^j_k ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò k êáé áí åðéðëÝïí f^j_k > 0, éóœýåé áðïêëåéóôéêÜ ç áõóôçñÞ áíéóüôçôá f^ĵ_k > f^j_k .

Áðüäåéîç. ĳðùò êáé óôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéðôþóåéò, ôï üôé ç éäéüôçôá éóœýåé üôáí f^j_i = 0 åSSíáé ðñïöáíÝò. ÁñêåSS ëïéðüí íá áðïäåSSîïõìå ôï äåýôåñï ìÝñïò ôçò éäéüôçôáò. Èåùñïýìå äçëáäÞ üôé f^j_k > 0. Åöüóïí ç ñïÞ áõôÞ åSSíáé èåôéêÞ, ëüãù ôùí óõíèçêþí Kuhn-Tucker èá éóœýåé K^j_k(f^j_k , f^j) ≤ K^ĵ_k(f^ĵ_k , f^ĵ) , êáé áöïý ïé óõíáñôÞóåéò êüóôïõò åSSíáé ôýðïõ Â:

l^j (f^j) + f^j_k · dl^j(f^j ) df^j ≤ l^ĵ (f^ĵ) + f^ĵ_k · dl^ĵ(f^ĵ) df^ĵ Áí äåSSîïõìå üôé åSSíáé l^ĵ (f^ĵ) ≤ l^j (f^j) êáé^{dlĵ (f ĵ )}_{df ĵ} ≤^{dlj (f j )}_{df j} , ôï æçôïýìåíï (äçëáäÞ üôé f^ĵ_k > f^j_k ) ðñïêýðôåé áðü ôçí ðáñáðÜíù áíéóüôçôá. ÿœïõìå èåùñÞóåé üôé åSSíáé f^ĵ_i > f^j_i êáé f^ĵ_i > 0. Ïðüôå áíôSSóôïéœá, ëüãù ôùí óõíèçêþí Kuhn- Tucker, èá éóœýåé:

l^ĵ (f^ĵ) + f^ĵ_i · dl^ĵ(f^ĵ ) df^ĵ ≤ l^j (f^j) + f^j_i · dl^j(f^j) df^j Åöüóïí åSSíáé f^ĵ_i > f^j_i , ëüãù ôçò ðáñáðÜíù áíéóüôçôáò èá åSSíáé åSSôå l^ĵ(f^ĵ ) ≤ l^j (f^j) åSSôå^{dlĵ (f ĵ )}_{df ĵ} ≤^{dlj (f j )}_{df j} . ĳìùò áðü ôçí õðüèåóç, ïé äýï áíéóüôçôåò óõíåðÜãïíôáé ç ìSSá ôçí Üëëç, ïðüôå éóœýïõí êáé ïé äýï. űñá áðïäåSSîáìå ôçí éäéüôçôá.

Ìéá êëÜóç óõíáñôÞóåùí êüóôïõò ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí õðüèåóç ôçò ðáñáðÜíù éäéüôçôáò (üôé äçëáäÞ l^j (f^j) > l^ĵ(f^ĵ ) ⇔^{dlj (f j )}_{df j} >^{dlĵ (f ĵ )}_{df ĵ} ) åSSíáé ïé óõíáñôÞóåéò ôýðïõ C. ÁõôÝò áíôéóôïéœïýí óôï ìïíôÝëï Ì/Ì/1 êáé éêáíïðïéïýí ôéò ðáñáêÜôù õðïèÝóåéò:

1. Ç J^j_i (f^j_i , f^j) = f^j_i · l^j(f^l) åSSíáé óõíÜñôçóç ôýðïõ Â.

2. Èåùñïýìå üôé c^j åSSíáé ç œùñçôéêüôçôá ôçò áêìÞò j êáé ç óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò ïñSSæåôáé

l^j (f^j) =

{_1 c^j −f^j f j < c^j ∞ áëëéþò

Éäéüôçôá 3.5. Óå Ýíá äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí, üðïõ ïé óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôùí œñçóôþí åSSíáé ôýðïõ C, óå ìéá áêìÞ ìå ìåãáëýôåñç œùñçôéêüôçôá, êÜèå œñÞóôçò óôÝëíåé ðåñéóóüôåñç ñïÞ, äçëáäÞ c^ĵ > c^j ⇒ f^ĵ_i ≥ f^j_i ãéá êÜèå œñÞóôç i. Áí åðéðëÝïí éóœýåé üôé f^j_i > 0, ôüôå f^ĵ_i > f^j_i .

Áðüäåéîç. Áí f^j_i = 0 ç éäéüôçôá ðñïöáíþò éóœýåé. Èåùñïýìå üôé f^j_i > 0. Áðü ôéò óõíèÞêåò Kuhn-Tucker Ýœïõìå üôé:

l^j(f^j) + f^j_i · dl^j(f^j) df^j ≤ l^ĵ (f^ĵ) + f^ĵ_i · dl^ĵ (f^ĵ) df^ĵ (3.8)

Áí Þôáí f^ĵ_i ≤ f^j_i , ôüôå áðü ôçí éäéüôçôá 3.4 èá åSSœáìå f^ĵ_k ≤ f^j_k ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò k, ïðüôå êáé f^ĵ ≤ f^j. ĳìùò Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé c^ĵ > c^j, ïðüôå T^ĵ (f^ĵ) < T^j(f^j ) (ëüãù ôïõ ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò) êáé^{dlĵ (f ĵ )}_{df ĵ} ≤^{dlj (f j )}_{df j} , ðïõ äåí ìðïñïýí íá éóœýïõí ôáõôüœñïíá ëüãù ôçò áíéóüôçôáò ôùí óõíèçêþí Kuhn-Tucker (3.8). űñá f^ĵ_i > f^j_i .

ÃåíéêÜ ëïéðüí, óå Ýíá äSSêôõï ìå óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ C ðïõ âñSSóêåôáé óå éóïññïðSSá Nash ðáñáôçñïýìå üôé üóï ìåãáëþíåé ç œùñçôéêüôçôá ôçò áêìÞò ôüóï ðåñéóóüôåñïé œñÞóôåò ôçí œñçóéìïðïéïýí. ÁõôÞ ôçí éäéüôçôá äåí ôçí Ýœïõí üëá ôá äSSêôõá, ãéáôSS ãåíéêÜ éóœýåé ôï åîÞò: üôáí ôï r_i åSSíáé ìéêñü óœåôéêÜ ìå ôùí Üëëùí ðáéêôþí, ï œñÞóôçò áíáæçôåSS áêìÝò ìå ìéêñÞ êáèõóôÝñçóç, åíþ üôáí åSSíáé ìåãÜëï áíáæçôåSS áêìÝò ìå ìéêñÞ ðáñÜãùãï êáèõóôÝñçóçò. Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï äSSêôõï Ýœåé óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ C, ïé áêìÝò ðïõ Ýœïõí ìéêñÞ êáèõóôÝñçóç Ýœïõí êáé ìéêñÞ ðáñÜãùãï êáèõóôÝñçóçò, ïðüôå üëïé ïé œñÞóôåò ðñïôéìïýí ôéò SSäéåò áêìÝò.

Èá äïýìå ôá ðáñáðÜíù ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá. Èåùñïýìå üôé Ýœïõìå äýï ðáSSêôåò êáé ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü äýï ðáñÜëëçëåò áêìÝò. Èåùñïýìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óå êÜèå áêìÞ j åSSíáé: l^j (f^j) = f^j +^1_{cj −f j} , üðïõ c^1 = 201, c^2 = 100 êáé ç êSSíçóç ðïõ óôÝëíïõí ïé äýï œñÞóôåò åSSíáé r_1 = 9.53 êáé r_2 = 290 áíôSSóôïéœá. Ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò åSSíáé ï ðñþôïò ðáSSêôçò íá óôåSSëåé üëç ôçí êSSíçóÞ ôïõ óôçí äåýôåñç áêìÞ, êáé ï äåýôåñïò íá óôåSSëåé 200 óôçí ðñþôç áêìÞ êáé 90 óôç äåýôåñç. ÐñÜãìáôé ëïéðüí, ï œñÞóôçò ðïõ óôÝëíåé ìéêñÞ ðïóüôçôá êSSíçóçò, åðéëÝãåé ôçí áêìÞ ìå ôç ìéêñÞ êáèõóôÝñçóç, åíþ ï œñÞóôçò ìå ôç ìåãÜëç ðïóüôçôá êSSíçóçò ðñïôéìÜåé ôçí áêìÞ ìå ôç ìéêñüôåñç ðáñÜãùãï.

3.2 Ãåíéêü ÄSSêôõï

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá ðáñïõóéÜæïíôáé êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá, ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ äåí ðåñéïñéæüìáóôå óå äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí [ABJS00]. Èåùñïýìå ëïéðüí Ýíáí êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï (V, E), üðïõ V ôï óýíïëï ôùí êüìâùí êáé E ôï óýíïëï ôùí áêìþí. Œñçóéìïðïéïýìå ôïí SSäéï óõìâïëéóìü ìå ðñïçãïõìÝíùò, ïðüôå f^j_i åSSíáé ç ñïÞ ðïõ óôÝëíåé ï œñÞóôçò i óôçí áêìÞ j, f^j åSSíáé ç óõíïëéêÞ ñïÞ ðïõ äñïìïëïãåSSôáé óôçí áêìÞ j, r_i ç óõíïëéêÞ êSSíçóç ðïõ

3.2 Ãåíéêü ÄSSêôõï 35

èÝëåé íá óôåSSëåé ï œñÞóôçò i, J_i ôï óõíïëéêü êüóôïò ôïõ œñÞóôç i êáé l^j ç óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò óôçí áêìÞ j.

ÅéóÜãïõìå åðéðëÝïí óõìâïëéóìü, åðåéäÞ ôþñá äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï íá Ýœïõí üëïé ïé œñÞóôåò ôçí SSäéá áöåôçñSSá êáé ôïí SSäéï ðñïïñéóìü (üðùò óôá äSSêôõá ðáñÜëëçëùí áêìþí). ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå œñÞóôç i, s_i åSSíáé ç áöåôçñSSá êáé t_i ï êüìâïò ðñïïñéóìïý.

ÁíôSSóôïéœá ìå ôéò óõíèÞêåò (3.1) êáé (3.2) ðïõ ðñÝðåé íá éóœýïõí ãéá ôéò ñïÝò óå Ýíá äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí, óôï ãåíéêü äSSêôõï ðñÝðåé íá éóœýïõí ïé åðüìåíåò óõíèÞêåò:

f^j_i ≥ 0 (3.9)

r_i(v) + ∑ j∈In(v) f^j_i = ∑ j∈Out(v) f^j_i (3.10)

üðïõ In(v) ôï óýíïëï ôùí åéóåñœüìåíùí áêìþí óôïí êüìâï v, Out(v) ôï ðëÞèïò ôùí åîåñœüìåíùí êáé:

r_i(v) = r_i áí v = s_i −r_i áí v = t_i 0 áëëéþò

Ç óõíèÞêç (3.9) åSSíáé SSäéá ìå ôçí óõíèÞêç (3.1) óôï äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí êáé åêöñÜæåé ôï üôé ïé œñÞóôåò äåí ìðïñïýí íá åðéëÝîïõí áñíçôéêÞ ñïÞ óå êáìéÜ áêìÞ. Ç óõíèÞêç (3.10) äçëþíåé üôé óå êÜèå êüìâï ðñÝðåé íá äéáôçñåSSôáé ç ñïÞ ôïõ êÜèå œñÞóôç. Ãéá ôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí êáé üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí áöåôçñSSá ôïí Ýíáí êüìâï ôïõ äéêôýïõ êáé ðñïïñéóìü ôïí Üëëï, ç óõíèÞêç (3.10) ìåôáöñÜæåôáé óôçí (3.2).

Èåùñïýìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óå êÜèå áêìÞ j åSSíáé ôçò ìïñöÞò:

l^j (f^j) = a^j · (f^j)^{p(j)} + b^j (3.11)

üðïõ a^j , b^j , p(j) èåôéêÝò óôáèåñÝò ðïõ åîáñôþíôáé áðü ôçí áêìÞ j. Ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ðïõ äSSíïíôáé áðü ôçí åîSSóùóç (3.11) ãéá ôéò ïðïSSåò p(j) = p, äçëáäÞ ç ðáñÜìåôñïò p(j) äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí áêìÞ j, œñçóéìïðïéïýíôáé óõœíÜ ãéá ôçí ðñïóïìïSSùóç ôçò êáèõóôÝñçóçò óôï ïäéêü äSSêôõï. ĳôáí åSSíáé p(j) = 1, ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò åSSíáé ãñáììéêÝò. ÐáñáèÝôïõìå ôï ðáñáêÜôù áðïôÝëåóìá œùñSSò áðüäåéîç.

Èåþñçìá 3.3. Óå ïðïéáäÞðïôå äSSêôõï ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ôçò ìïñöÞò (3.11) êáé n œñÞóôåò, ãéá ôá ïðïSSá éóœýåé 0 < p(j) <^{3n−1}_{n−1} , ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò åSSíáé ìïíáäéêü.

.

ÊåöÜëáéï 4

ÁðåéñïóôÞ ÑïÞ

Óôï êåöÜëáéï áõôü èåùñïýìå ôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò, äçëáäÞ ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü Üðåéñïõò œñÞóôåò, êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò Ýœåé áðåéñïóôÞ ñïÞ íá óôåSSëåé [Rou02]. Åöüóïí ç ñïÞ åSSíáé áðåéñïóôÞ, Ýœïõìå äýï âáóéêÝò äéáöïñÝò áðü ôï ìïíôÝëï "Ìïéñáæüìåíç ÑïÞ" ôïõ ðñïçãïýìåíïõ êåöáëáSSïõ: áöåíüò ïé œñÞóôåò äåí ìðïñïýí íá ìïéñÜóïõí ôç ñïÞ ôïõò óå äéáöïñåôéêÜ ìïíïðÜôéá êáé áöåôÝñïõ ç äñïìïëüãçóç åíüò œñÞóôç äåí åðçñåÜæåé ôïõò õðüëïéðïõò.

4.1 ÌïíôÝëï

Èåùñïýìå ôï äSSêôõï ùò Ýíáí êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï G=(V,E), üðïõ V ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí êáé E ôï óýíïëï ôùí áêìþí. Äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï üëïé ïé œñÞóôåò íá Ýœïõí ôçí SSäéá áöåôçñSSá êáé ôïí SSäéï ðñïïñéóìü. ÿôóé èåùñïýìå k æåõãÜñéá áðü êüìâïõò (s_1, t_1), (s_2, t_2), . . . (s_k, t_k), êáé k óýíïëá ðáéêôþí, üðïõ s_i ç áöåôçñSSá êáé t_i ï ðñïïñéóìüò ôïõ i-ïóôïý óõíüëïõ œñçóôþí. Ôï óýíïëï ôùí ìïíïðáôéþí áðü ôïí êüìâï s_i óôïí êüìâï t_i (ìïíïðÜôéá s_i-t_i) óõìâïëSSæïíôáé P_i. ÓõìâïëSSæïõìå ìå P ôï óýíïëï üëùí ôùí ìïíïðáôéþí. ÑïÞ åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç f: P → R^+. Ãéá êÜðïéá áêìÞ e óõìâïëSSæïõìå ìå f_e ôç óõíïëéêÞ ñïÞ ðïõ ðåñíÜåé áðü ôçí áêìÞ áõôÞ, äçëáäÞ f_e = ∑ P :p∈P fP . Ìå êÜèå æåõãÜñé (s_i, t_i) óõíäÝåôáé Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò èåôéêüò ñõèìüò êõêëïöïñSSáò (tra‹c rate) r_i. Ôï r_i äçëáäÞ åSSíáé ç ðïóüôçôá ôçò ñïÞò ìå ðçãÞ ôïí êüìâï s_i êáé ðñïïñéóìü ôï t_i. ÓõìâïëSSæïõìå r = (r_1, r_2, . . . , r_k). Ç ñïÞ f åSSíáé åöéêôÞ (feasible) áí ãéá üëá ôá i, ∑ P ∈P_i fP = ri, äçëáäÞ ç êõêëïöï-

ñSSá ìå ðçãÞ s_i êáé ðñïïñéóìü t_i éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ñïþí óå üëá ôá ìïíïðÜôéá s_i − t_i.

ÊÜèå áêìÞ e Ýœåé ìéá óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò ðïõ óõìâïëSSæåôáé l_e(.). Ç óõíÜñôçóç áõôÞ èåùñïýìå üôé åSSíáé ìç áñíçôéêÞ, óõíåœÞò êáé ìç öèSSíïõóá.

Ïé ðáñáäïœÝò áõôÝò, ìå åîáSSñåóç ôçí ðáñáäïœÞ ôçò óõíÝœåéáò, åSSíáé áðüëõôá ñåáëéóôéêÝò, áöïý áöåíüò êáìSSá áêìÞ åíüò äéêôýïõ äåí ìðïñåSS íá Ýœåé áñíçôéêÝò êáèõóôåñÞóåéò êáé áöåôÝñïõ ç êáèõóôÝñçóç åíüò äñüìïõ (ìéáò áêìÞò óôï äSSêôõï) äåí ìåéþíåôáé üóï áõîÜíåé ç êSSíçóç óå áõôüí. ÓõíáñôÞóåéò ðïõ ðáñáâéÜæïõí ôçí ðáñáäïœÞ ôçò óõíÝœåéáò ìðïñïýí íá ãSSíïõí óõíåœåSSò ìå áðþëåéá êÜðïéáò ðëçñïöïñSSáò.

Ç êáèõóôÝñçóç óå Ýíá ìïíïðÜôé P üôáí ç ñïÞ ôïõ äéêôýïõ åSSíáé f, óõìâïëSSæåôáé l_P (f) êáé åSSíáé ôï Üèñïéóìá ôùí êáèõóôåñÞóåùí óôéò áêìÝò ôïõ ìïíïðáôéïý, äçëáäÞ l_P (f) = ∑ e∈P l_e(f_e). Ç ôñéÜäá (G, r, l) ïíïìÜæåôáé óôéãìéüôõðï, äçëáäÞ Ýíá óôéãìéüôõðï œáñáêôçñSSæåôáé áðü ôï ãñÜöï ôïõ äéêôýïõ G, ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l êáé ôçí êSSíçóç ðïõ ðñÝðåé íá óôáëåSS áðü êÜèå êüìâï áöåôçñSSáò óôïí áíôSSóôïéœï êüìâï ðñïïñéóìïý. Êüóôïò C(f) êÜðïéáò ñïÞò f ïíïìÜæåôáé ç óõíïëéêÞ êáèõóôÝñçóç ðïõ õöSSóôáôáé ç ñïÞ f. Ôï êüóôïò ìéáò ðïóüôçôáò ñïÞò x óôçí áêìÞ e åSSíáé l_e(x)x, äçëáäÞ éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôçò ðïóüôçôáò ôçò ñïÞò åðSS ôçí êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ. Ôï óõíïëéêü êüóôïò C(f) ãñÜöåôáé: C(f) = ∑ e∈E l_e(f_e)f_e (4.1)

Áõôü ôï êüóôïò ìðïñåSS íá ãñáöåSS éóïäýíáìá C(f) = ∑ P ∈P l_P (f)f_P (4.2)

áí ç Üèñïéóç ãSSíåé óôá ìïíïðÜôéá (êáé üœé óôéò áêìÝò üðùò ðñïçãïõìÝíùò).

4.2 ÏñéóìïSS

H Ýííïéá ôïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS ãéá ôá äSSêôõá ðïõ ìåëåôÜìå ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 4.1. Ìéá ñïÞ f ðïõ åSSíáé åöéêôÞ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) åSSíáé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå i ∈ {1, 2, . . . , k} êáé P_1, P_2 ∈ P_i ìå f_{P1} > 0, éóœýåé l_{P1} (f) ≤ l_{P2} (f).

ĳôáí ôï äSSêôõï åSSíáé óå Nash éóïññïðSSá óçìáSSíåé üôé êÜèå ìïíÜäá ñïÞò œñçóéìïðïéåSS ôï ìïíïðÜôé ìå ôçí åëÜœéóôç êáèõóôÝñçóç êáé åðïìÝíùò äåí Ýœåé ëüãï íá áëëÜîåé ìïíïðÜôé. ÏíïìÜæïõìå áõôÞ ôçí åëÜœéóôç êáèõóôÝñçóç ôùí ìïíïðáôéþí s_i − t_i óå Nash éóïññïðSSá ìå ñïÞ f, L_i(f). Áðïäåéêíýåôáé üôé óå êÜèå óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå óõíåœåSSò êáé ìç öèSSíïõóåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò õðÜñœåé ìïíáäéêü Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò [Rou02].

4.2 ÏñéóìïSS 39

Ôüóï ç ýðáñîç üóï êáé ç ìïíáäéêüôçôá ôïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò äåí éóœýïõí üôáí ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò äåí åSSíáé óõíåœåSSò. Óå áõôü ôï óçìåSSï Ýãêåéôáé ç âáóéêÞ äéáöïñÜ ìåôáîý ôïõ ìïíôÝëïõ ðïõ ìåëåôÜìå êáé ôïõ ìïíôÝëïõ ôçò èåùñSSáò ôïõ Nash. Óôá ðáSSãíéá ôïõ Nash ôï ðëÞèïò ôùí ðáéêôþí åSSíáé ðåðåñáóìÝíï êáé õðÜñœåé óçìåSSï éóïññïðSSáò üœé áðáñáSSôçôá ìïíáäéêü. ÁíôSSèåôá, óôï ìïíôÝëï ðïõ ìåëåôÜìå ïé œñÞóôåò (ðáSSêôåò) åSSíáé Üðåéñïé. ÅðéðëÝïí, áí ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò äåí åSSíáé ìüíï ìç öèSSíïõóåò, ðáýåé íá éóœýåé ç ìïíáäéêüôçôá ôïõ óçìåSSïõ éóïññïðSSáò.

Åöüóïí ëïéðüí óôï ìïíôÝëï õðÜñœåé ðÜíôá ìïíáäéêü óçìåSSï éóïññïðSSáò, ôá L_i(f) ïñSSæïíôáé ìïíïóÞìáíôá ãéá êÜèå óýíïëï ìïíïðáôéþí P_i. Ôï óõíïëéêü êüóôïò ôïõ äéêôýïõ ìðïñåSS íá ãñáöåSS C(f) = k∑ i=1 L_i(f)r_i (4.3)

Ìáò åíäéáöÝñåé ç âÝëôéóôç ñïÞ, äçëáäÞ êÜðïéá ñïÞ ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôç óõíïëéêÞ êáèõóôÝñçóç. ÿôóé ðñïêýðôåé ôï ðáñáêÜôù ìç ãñáììéêü ðñüâëçìá:

Óýóôçìá Åîéóþóåùí 4.2. min ∑ e∈E l_e(f_e)f_e ìå ðåñéïñéóìïýò: ∑ P ∈P_i f_P = r_i, ∀i ∈ {1, 2, ..., k} f_e = ∑ P ∈P:e∈P f_P , ∀e ∈ E f_P ≥ 0, ∀P ∈ P ÊÜðïéá ñïÞ áðïôåëåSS ôïðéêü åëÜœéóôï, áí êáé ìüíï áí ç ìåôáöïñÜ ñïÞò áðü Ýíá ìïíïðÜôé óå Ýíá Üëëï áõîÜíåé ôï óõíïëéêü êüóôïò. Ìå Üëëá ëüãéá Ýœïõìå ôïðéêü åëÜœéóôï, áí ôï ïñéáêü êÝñäïò ôçò ìåSSùóçò ñïÞò óå ïðïéïäÞðïôå s_i − t_i ìïíïðÜôé åSSíáé ôï ðïëý üóï ôï ïñéáêü êüóôïò ôçò áýîçóçò ôçò ñïÞò óå ïðïéïäÞðïôå Üëëï s_i − t_i ìïíïðÜôé. Óôï ðñüâëçìá áõôü, áí èåùñÞóïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ôïõ êüóôïõò êõñôÝò, ôï ôïðéêü åëÜœéóôï óõìðSSðôåé ìå ôï ïëéêü åëÜœéóôï, ïðüôå ç ðáñáðÜíù óõíèÞêç áñêåSS ãéá ôïí œáñáêôçñéóìü ôïõ ïëéêïý åëáœSSóôïõ.

Ôï ïñéáêü êüóôïò óå Ýíá ìïíïðÜôé P éóïýôáé ìå ôçí ðáñÜãùãï ôïõ êüóôïõò ãéá ôï ìïíïðÜôé áõôü. Ç ðáñÜãùãïò ôïõ êüóôïõò óå Ýíá ìïíïðÜôé P éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ðáñáãþãùí ôïõ êüóôïõò óôéò áêìÝò ôïõ ìïíïðáôéïý. ÄçëáäÞ J^′_P (f) = ∑ e∈P J^′_e(f_e). Áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò ãéá ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò êáé ôçí âÝëôéóôç ñïÞ óõìðåñáSSíïõìå üôé:

ËÞììá 4.3. Ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå ðáñáãùãSSóéìåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, üðïõ ç x · l_e(x) åSSíáé êõñôÞ óõíÜñôçóç ãéá êÜèå áêìÞ e, ìå ïñéáêÜ êüóôç l^∗, ç âÝëôéóôç åöéêôÞ ñïÞ f^∗ åSSíáé éóïññïðSSá Nash ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l^∗).

ÃåíéêÜ èá óõìâïëSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç ïñéáêïý êüóôïõò óå ìéá áêìÞ e, l^∗_e (·), ôç âÝëôéóôç ñïÞ f^∗ êáé ôç ñïÞ ôçò Nash éóïññïðSSáò f.

4.3 Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò

ÌÝœñé ôþñá Ýœïõìå áóœïëçèåSS ìå ôéò éäéüôçôåò ôïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò åíüò äéêôýïõ. ÎÝñïõìå âÝâáéá üôé ôï óçìåSSï áõôü ôçò éóïññïðSSáò äåí åSSíáé âÝëôéóôï, üœé ìüíï ãéá ôï óýóôçìá ãåíéêÜ, áëëÜ SSóùò êáé ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò (ðáñÜäïîï ôïõ Braess). ÏñSSæåôáé ëïéðüí óôï [KP99] ï ëüãïò óõíôïíéóìïý (coordination ratio) Þ áëëéþò êüóôïò ôçò áíáñœSSáò (price of anarchy) ùò ï ëüãïò ôïõ êüóôïõò óôï œåéñüôåñï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ðñïò ôï åëÜœéóôï êüóôïò, äçëáäÞ ôï êüóôïò ôçò âÝëôéóôçò ñïÞò. ĳìùò, åðåéäÞ óôï ìïíôÝëï ðïõ åîåôÜæïõìå áðïäåéêíýåôáé üôé ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò åSSíáé ìïíáäéêü ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï (G, r, l), üðùò åSSðáìå êáé ðñïçãïõìÝíùò [Rou02], ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé ï ëüãïò ôïõ êüóôïõò ôïõ ìïíáäéêïý Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ðñïò ôï êüóôïò ôçò âÝëôéóôçò ñïÞò. Ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) óõìâïëSSæïõìå ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ρ(G, r, l) êáé åSSíáé ρ(G, r, l) =^{C(f)}_{C(f ∗)} .

4.3.1 ÃñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò

Áíáæçôïýìå ðñþôá ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå ìüíï ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óôéò áêìÝò ôïõ äéêôýïõ, äçëáäÞ ãéá êÜèå áêìÞ e, l_e(x) = a_ex + b_e, üðïõ a_e, b_e ≥ 0. ĳðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, f åSSíáé ç ñïÞ óôï óçìåSSï éóïññïðSSáò êáé f^∗ ç âÝëôéóôç ñïÞ. Ôï ïñéáêü êüóôïò åSSíáé l^∗_e (f) = [x(a_ex + b_e)]^′ = 2a_ex + b_e Åöáñìüæïíôáò ôïõò ïñéóìïýò ãéá ôçí éóïññïðSSá Nash êáé ôç âÝëôéóôç ñïÞ, ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, Ýœïõìå üôé:

ËÞììá 4.4. Ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_e(x) = a_ex + b_e ãéá êÜèå áêìÞ e ∈ E, éóœýïõí:

• ìéá åöéêôÞ ñïÞ f åSSíáé óå Nash éóïññïðSSá ãéá ôï (G, r, l) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå æåõãÜñé êüìâùí áöåôçñSSáò-ðñïïñéóìïý i êáé ìïíïðÜôéá P, P^′ ∈ P_i ìå f_P > 0, ∑ e∈P a_ef_e + b_e ≤ ∑ e∈P^′ a_ef_e + b_e (4.4)

• ìéá åöéêôÞ ñïÞ f^∗ åSSíáé âÝëôéóôç ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå æåõãÜñé êüìâùí áöåôçñSSáò-ðñïïñéóìïý i êáé ìïíïðÜôéá P, P^′ ∈ P_i ìå f^∗_P > 0, ∑ e∈P 2a_ef^∗_e + b_e ≤ ∑ e∈P^′ 2a_ef^∗_e + b_e (4.5)

Èåþñçìá 4.5. [RT00] Áí ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) Ýœåé ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò (l_e(x) = a_ex + b_e ãéá êÜèå áêìÞ e), ôüôå ρ(G, r, l) ≤^4_3 .

Áðüäåéîç. ÿóôù f ç ñïÞ óôçí éóïññïðSSá Nash êáé C(f) = ∑_k i=1 L_i(f)r_i ôï áíôSSóôïéœï êüóôïò. Ç ñïÞ f/2 åSSíáé âÝëôéóôç ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r/2, l), ãéáôSS ç ñïÞ f ùò óçìåSSï éóïññïðSSáò éêáíïðïéåSS ôçí (4.4) êáé åðïìÝíùò ç ñïÞ f/2 éêáíïðïéåSS ôçí (4.5). Áðü ôéò (4.4), (4.5) óõìðåñáSSíïõìå åðSSóçò üôé ôï ïñéáêü êüóôïò ãéá íá áõîçèåSS ç ñïÞ óå ìéá áêìÞ e üôáí ôï äSSêôõï Ýœåé ñïÞ f/2 éóïýôáé ìå ôçí êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ e üôáí ç ñïÞ óôï äSSêôõï åSSíáé f, äçëáäÞ éóœýåé l^∗_e (f_e/2) = l_e(f_e) ãéá êÜèå áêìÞ e. ÅðïìÝíùò êáé L^∗_i (f/2) = L_i(f). Áí óôï óôéãìéüôõðï (G, r/2, l) ðñïóèÝóïõìå êSSíçóç r/2 äéáéóèçôéêÜ êáôáëáâáSSíïõìå üôé ôï êüóôïò áõîÜíåôáé ôïõëÜœéóôïí êáôÜ ∑_k i=1 L^∗_i (^f_2 )^{ri}_2 , áöïý ãéá êÜèå ìïíáäéáSSá ðïóüôçôá ñïÞò u ðïõ ðñïóôSSèåôáé óå êÜðïéï ìïíïðÜôé ôïõ áãáèïý i ìå ïñéáêü êüóôïò L^∗_i (^f_2 ), ôï óõíïëéêü êüóôïò áõîÜíåôáé ôïõëÜœéóôïí êáôÜ L^∗_i (^f_2 )u. Áõôü áðïäåéêíýåôáé âÝâáéá êáé ôõðéêÜ [Rou02]. Óõíåðþò éóœýåé: C(f^∗) ≥ C( f 2 ) + k∑ i=1 L^∗_i ( f 2 ) r_i 2 C(f^∗) ≥ C( f 2 ) + 1 2 k∑ i=1 L_i(f)r_i C(f^∗) ≥ C( f 2 ) + 1 2 C(f) ÅðSSóçò ìðïñïýìå íá öñÜîïõìå ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f/2. C( f 2 ) = ∑ e a_e( f_e 2 )^2 + b_e( f_e 2 ) C( f 2 ) = ∑ e 1 4 a_ef^2_e + 1 2 b_ef_e C( f 2 ) ≥ 1 4 ∑ e a_ef^2_e + b_ef_e C( f 2 ) ≥ 1 4 C(f) êáé Üñá C(f^∗) ≥^3_4 C(f). Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé ρ(G, r, l) =^{C(f)}_{C(f ∗)} , ïðüôå åSSíáé ôï ðïëý 4/3.

4.3.2 ÓõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_e(x) = a_ex^p + b_e

Ç ðáñáðÜíù áíÜëõóç ìðïñåSS íá ãSSíåé êáé ãéá ôçí ãåíéêüôåñç ðåñSSðôùóç ðïõ ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óôéò áêìÝò åSSíáé ôçò ìïñöÞò l_e(x) = a_ex^p + b_e, üðïõ a_e, b_e ≥ 0. ÁíôSSóôïéœá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï, ðñïêýðôåé ôï ðáñáêÜôù ëÞììá:

ËÞììá 4.6. Ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_e(x) = a_ex^p + b_e ãéá êÜèå áêìÞ e ∈ E, éóœýïõí:

1. ìéá åöéêôÞ ñïÞ f åSSíáé óå Nash éóïññïðSSá ãéá ôï (G, r, l) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå æåõãÜñé êüìâùí áöåôçñSSáò-ðñïïñéóìïý i êáé P, P^′ ∈ P_i ìå f_P > 0, ∑ e∈P a_ef^p_e + b_e ≤ ∑ e∈P^′ a_ef^p_e + b_e

2. ìéá åöéêôÞ ñïÞ f^∗ åSSíáé âÝëôéóôç ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå æåõãÜñé êüìâùí áöåôçñSSáò-ðñïïñéóìïý i êáé P, P^′ ∈ P_i ìå f^∗_P > 0, ∑ e∈P (p + 1)a_e(f^∗_e )^p + b_e ≤ ∑ e∈P^′ (p + 1)a_e(f^∗_e )^p + b_e

Áðü ôï ðáñáðÜíù ëÞììá ðñïêýðôåé üôé áí ç ñïÞ f áðïôåëåSS óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l), ôüôå ç ñïÞ^f_{(p+1)1/p} åSSíáé âÝëôéóôç ñïÞ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G,^r_{(p+1)1/p} , l). ÈÝôïõìå c = (p + 1)^{1/p} ãéá íá Ýœïõìå áðëïýóôåñïõò ôýðïõò óôç óõíÝœåéá. Éóœýåé åðSSóçò üôé áí ç ñïÞ óå Nash éóïññïðSSá åSSíáé f, ôï ïñéáêü êüóôïò ãéá íá áõîçèåSS ç ñïÞ óå Ýíá ìïíïðÜôé P üôáí ç ñïÞ åSSíáé f/c éóïýôáé ìå ôçí êáèõóôÝñçóç óôï ìïíïðÜôé P üôáí ç ñïÞ åSSíáé f. Åöáñìüæïõìå ôçí áíôSSóôïéœç äéáäéêáóSSá ìå ðñïçãïõìÝíùò: C(f^∗) ≥ C( f c ) + k∑ i=1 L^∗_i ( f c )(r_i − r_i c )

C(f^∗) ≥ C( f c ) + c − 1 c k∑ i=1 L_i(f)r_i C(f^∗) ≥ C( f c ) + c − 1 c C(f)

ÅðSSóçò ìðïñïýìå íá öñÜîïõìå ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f/c. C( f c ) = ∑ e a_e( f_e c )^{p+1} + b_e( f_e c ) C( f c ) = ∑ e 1 c^{p+1} a_ef^{p+1}_e + 1 c b_ef_e C( f c ) ≥ 1 c^{p+1} ∑ e a_ef^{p+1}_e + b_ef_e C( f c ) ≥ 1 c^{p+1} C(f) êáé Üñá C(f^∗) ≥ (^1_{cp+1} +^{c−1}_c )C(f) Þ éóïäýíáìá:

ρ(G, r, l) ≤ (1 − p(p + 1)^{−(p+1)/p})^{−1} = Θ( p lnp ) Áðü ôçí ôåëåõôáSSá óœÝóç öáSSíåôáé üôé äåí õðÜñœåé êÜðïéá óôáèåñÜ ðïõ íá áðïôåëåSS Üíù öñÜãìá ãéá ôï ëüãï ôçò áíáñœSSáò óå äSSêôõá ìå êáèõóôåñÞóåéò ôçò ìïñöÞò l_e(x) = a_ex^p + b_e ãéá ïðïéïäÞðïôå p, áöïý üôáí ôï p ôåSSíåé óôï Üðåéñï, êáé ï ëüãïò ôçò áíáñœSSáò ôåSSíåé óôï Üðåéñï.

4.3.3 űëëåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò

Ç áíÜëõóç ðïõ åöáñìüóôçêå ðáñáðÜíù óå äSSêôõá ðïõ ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óôéò áêìÝò Þôáí ôçò ìïñöÞò l_e(x) = a_ex + b_e êáé l_e(x) = a_ex^p + b_e, äåí ìðïñåSS íá åöáñìïóôåSS óå ðéï ãåíéêÝò ðåñéðôþóåéò óõíáñôÞóåùí. Áõôü ïöåSSëåôáé óôï üôé äåí ìðïñåSS íá âñåèåSS êÜðïéá óôáèåñÜ c, ôÝôïéá þóôå áí ç ñïÞ f áðïôåëåSS óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l), ç ñïÞ f/c íá åSSíáé âÝëôéóôç ñïÞ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r/c, l). ÐñÝðåé ëïéðüí íá áíáæçôÞóïõìå êÜðïéïí Üëëï ôñüðï áíÜëõóçò.

Áò äïýìå áðü ôé åîáñôÜôáé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò. ÅSSäáìå óôçí ðñïçãïýìåíç õðïåíüôçôá, üôé üôáí ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò åSSíáé ôçò ìïñöÞò l_e(x) = a_ex^p + b_e, ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ìåãáëþíåé êáèþò ìåãáëþíåé ôï p. Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ëïéðüí åîáñôÜôáé áðü ôï ðüóï áðüôïìåò (steep) åSSíáé ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò. ĳðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, óõìâïëSSæïõìå ôï ïñéáêü êüóôïò l^∗. Ôï áðïôåëÝóìáôá áõôÞò ôçò õðïåíüôçôáò åSSíáé ãéá êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò. Ìéá óõíÜñôçóç l(x) åSSíáé êáíïíéêÞ, áí åSSíáé ðáñáãùãSSóéìç êáé ç x · l(x) åSSíáé êõñôÞ óôï [0, ∞). Ìéá êëÜóç óõíáñôÞóåùí êáèõóôÝñçóçò L åSSíáé êáíïíéêÞ áí ðåñéÝœåé ìéá ìç ìçäåíéêÞ óõíÜñôçóç êáé êÜèå l ∈ L åSSíáé êáíïíéêÞ.

l_1(x) = 1

l_2(x) s t

ÓœÞìá 4.1: ÔéìÞ ôçò áíáñœSSáò

Ïñéóìüò 4.7. Ôï áðüôïìï (steepness) Σ(l) ìéáò êáíïíéêÞò óõíÜñôçóçò êáèõóôÝñçóçò l åSSíáé: Σ(l) = sup_{x>0} l^∗(x) l(x) üðïõ èåùñïýìå üôé^0 = 1. Ãéá Ýíá óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò åSSíáé: Σ(G, r, l) = max_{e∈E} Σ(l_e) Óå êÜèå êëÜóç óõíáñôÞóåùí L áíôéóôïéœïýìå ôçí ôéìÞ α(L), ôçí ïðïSSá ïíïìÜæïõìå ôéìÞ ôçò áíáñœSSáò. Èá ïñSSóïõìå ðñþôá ôçí ôéìÞ áõôÞ ãéá ìSSá óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò êáé óôç óõíÝœåéá èá óôçñéœôïýìå óôïí ïñéóìü áõôü ãéá íá ïñSSóïõìå ôçí ôéìÞ ôçò áíáñœSSáò ãéá ìéá êëÜóç óõíáñôÞóåùí. Ïñéóìüò 4.8. ÿóôù l ìéá ìç ìçäåíéêÞ êáíïíéêÞ (standard) óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò. Ç ôéìÞ ôçò áíáñœSSáò α(l) åSSíáé: α(l) = sup r>0:l(r)>0 [λμ + (1 − λ)]^{−1} (4.6)

üðïõ ôï λ ∈ (0, 1) éêáíïðïéåSS ôçí l^∗(λr) = l(r) êáé ôï μ ∈ [0, 1] éêáíïðïéåSS ôçí μ =^{l(λr)}_{l(r)} .

Ïñéóìüò 4.9. Ç ôéìÞ ôçò áíáñœSSáò α(L) ìéáò êáíïíéêÞò êëÜóçò óõíáñôÞóåùí L óõíáñôÞóåùí êáèõóôÝñçóçò åSSíáé: α(L) = sup_{l∈L:l≠0} α(l) (4.7)

Áò äïýìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ôïõ óœÞìáôïò 4.1, ðþò ðñïêýðôåé äéáéóèçôéêÜ ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò. Èåùñïýìå üôé ç óôáèåñÞ óõíÜñôçóç l_1(x) = 1 áíÞêåé óôçí êëÜóç L. ÿóôù üôé ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü äýï êüìâïõò êáé äýï áêìÝò. Ç ðÜíù áêìÞ Ýœåé óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò ôçí l_1 êáé ç êÜôù ôçí ðéï áðüôïìç óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò ôçò êëÜóçò L, ôçí ïðïSSá ïíïìÜæïõìå l_2. ÕðïèÝôïõìå üôé åSSíáé l_2(0) < 1 êáé l_2(x) > 1 ãéá êÜðïéï x > 0. ÅðéëÝãïõìå ôçí êSSíçóç r Ýôóé þóôå l_2(r) = 1. Óôçí Nash éóïññïðSSá, üëç ç êSSíçóç r äñïìïëïãåSSôáé óôçí êÜôù áêìÞ êáé ç êáèõóôÝñçóç åSSíáé 1. Ïðüôå ôï êüóôïò óôçí Nash éóïññïðSSá åSSíáé: C(f) = r · 1 = r. ÂÝëôéóôç äñïìïëüãçóç Ýœïõìå üôáí ôá ïñéáêÜ êüóôç ôùí äýï áêìþí åSSíáé SSóá. Ôï ïñéáêü êüóôïò ôçò ðÜíù áêìÞò åSSíáé l^∗_1(x) = 1 êáé Ýóôù üôé λ ∈ (0, 1) åSSíáé ôï ðïóïóôü ôçò êSSíçóçò ðïõ äñïìïëïãåSSôáé óôçí êÜôù áêìÞ. űñá óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ðñÝðåé íá åSSíáé l^∗_2(λr) = 1. Áí ëýóïõìå ôçí åîSSóùóç âñSSóêïõìå ôçí ôéìÞ ôïõ λ êáé ç ñïÞ ôçò êÜôù áêìÞò åSSíáé λr êáé ôçò ðÜíù (1 − λ)r. Ôï êüóôïò óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç åSSíáé C(f^∗) = λrl_2(λr) + (1 − λ)r êáé ï ëüãïò ôïõ êüóôïõò óôçí Nash éóïññïðSSá ðñïò ôï âÝëôéóôï êüóôïò åSSíáé^{C(f)}_{C(f ∗)} =^1_{rl2(λr)+(1−λ)} = [λμ + (1 − λ)]^{−1}, üðïõ μ = l_2(λr).

Áðü ôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá âëÝðïõìå üôé óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü äýï êüìâïõò êáé äýï áêìÝò êáé ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ðëçñïýí êÜðïéåò éäéüôçôåò, ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé ôï ðïëý üóï ôç ôéìÞ ôçò áíáñœSSáò α(L) ðïõ ïñSSóáìå ðáñáðÜíù. ÃåíéêÜ áðïäåéêíýåôáé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.10. ÿóôù L ìéá êáíïíéêÞ êëÜóç óõíáñôÞóåùí êáèõóôÝñçóçò ìå ôéìÞ áíáñœSSáò α(L). Áí (G, r, l) Ýíá óôéãìéüôõðï ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò áðü ôçí êëÜóç L, ôüôå ρ(G, r, l) ≤ α(L).

Áðïäåéêíýåôáé üôé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé áíåîÜñôçôï áðü ôçí ôïðïëïãSSá ôïõ äéêôýïõ êáé åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò [Rou02]. Áõôü óçìáSSíåé üôé áêüìá êáé óôï ðéï áðëü äSSêôõï (Ýíá äSSêôõï ìå äýï ìüíï êüìâïõò ãéá ðáñÜäåéãìá) ìðïñåSS ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò íá åSSíáé ôüóï ìåãÜëï üóï óå Ýíá ðïëýðëïêï äSSêôõï ðïõ Ýœåé SSäéåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óôéò áêìÝò ôïõ. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü åðéôñÝðåé ôçí åýñåóç ôïõ êüóôïõò ôçò áíáñœSSáò ãéá äéÜöïñåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, áöïý ìåëåôþíôáò ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óå Ýíá áðëü äSSêôõï ìðïñïýìå íá âãÜëïõìå óõìðåñÜóìáôá ãéá ïðïéïäÞðïôå äSSêôõï ðïõ Ýœåé áõôïý ôïõ ôýðïõ êáèõóôåñÞóåéò.

4.4 Óýãêñéóç êïóôþí

Óôçí åíüôçôá áõôÞ âëÝðïõìå ðþò ìðïñïýìå íá óõãêñSSíïõìå ôá êüóôç äéáöïñåôéêþí óôéãìéïôýðùí, ôï ïðïSSá åSSôå Ýœïõí äéáöïñåôéêÞ óõíïëéêÞ êSSíçóç åSSôå äéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò. Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé ðñïÝñœïíôáé áðü ôï [RT00].

x f_e l_e(x)

l_e(f_e)

ÓœÞìá 4.2: ÁñœéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_e(x)

4.4.1 ÄéáöïñåôéêÞ óõíïëéêÞ êSSíçóç

Èá óõãêñSSíïõìå ôï êüóôïò ôïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò ôïõ óôéãìéïôýðïõ (G,r,l) ìå ôï êüóôïò ïðïéáóäÞðïôå åöéêôÞò ñïÞò ôïõ óôéãìéïôýðïõ (G, 2r, l). Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò èåùñïýìå üôé åSSíáé ìç öèSSíïõóåò. Èá äåSSîïõìå ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.11. Áí f åSSíáé ç ñïÞ óôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ãéá ôï (G,r,l) êáé f^∗ ïðïéáäÞðïôå åöéêôÞ ñïÞ ãéá ôï (G, 2r, l), ôüôå C(f) ≤ C(f^∗).

Áðüäåéîç.

Ç f åSSíáé ñïÞ óå Nash éóïññïðSSá êáé ãéá êÜèå æåõãÜñé êüìâùí áöåôçñSSáòðñïïñéóìïý i = 1, 2, . . . k óõìâïëSSæïõìå ìå L_i(f) ôçí êáèõóôÝñçóç óå ïðïéïäÞðïôå s_i −t_i ìïíïðÜôé, ïðüôå ôï óõíïëéêü êüóôïò åSSíáé C(f) = ∑_k i=1 L_i(f)r_i.

Èá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá óýíïëï óõíáñôÞóåùí l̄ ìå âÜóç ôçò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ôïõ äéêôýïõ l, Ýôóé þóôå áöåíüò íá ðñïóåããSSæïõí ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l êáé áöåôÝñïõ íá ìðïñïýìå íá öñÜîïõìå áðü êÜôù ôï êüóôïò ïðïéïõäÞðïôå åöéêôïý êüóôïõò ìå óõíáñôÞóåéò l̄. ÏñSSæïõìå ëïéðüí ôéò íÝåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l̄_e(x) ùò åîÞò:

l̄_e(x) = { l_e(f_e) áí x ≤ f_e l_e(x) áí x ≥ f_e Ôï f_e åSSíáé ç ôéìÞ ôçò ñïÞò óôçí Nash éóïññïðSSá óôçí áêìÞ e. Åöüóïí ïé óõíáñôÞóåéò l_e åSSíáé ìç öèSSíïõóåò ãéá êÜèå áêìÞ e, ëüãù êáôáóêåõÞò êáé ïé óõíáñôÞóåéò l̄_e åSSíáé ìç öèSSíïõóåò. Óôá óœÞìáôá 4.2 êáé 4.3 öáSSíïíôáé ãñáöéêÜ ïé áñœéêÝò êáé ïé íÝåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ðïõ ïñSSóáìå áíôSSóôïéœá.

x f_e l_e(x)

l_e(f_e)

ÓœÞìá 4.3: ÍÝåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l̄_e(x)

ÁñœéêÜ èá óõãêñSSíïõìå ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f^∗ ìå ôéò íÝåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l̄ ìå ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f^∗ ìå ôéò áñœéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l, äçëáäÞ ôï C(f^∗). ÅSSíáé:

l̄_e(x) − l_e(x) = { l_e(f_e) − l_e(x) áí x ≤ f_e 0 áí x ≥ f_e

Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ x ≤ f_e, ôï ãéíüìåíï x(l̄_e(x)−l_e(x)) åSSíáé ôï ðïëý l_e(f_e)f_e. ÁõôÞ ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçí öôÜíåé üôáí ôï x åSSíáé êÜôé ëéãüôåñï áðü f_e êáé ç êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ e åSSíáé 0 ãéá x < f_e. űñá ãéá üëá ôá x ≥ 0 éóœýåé ç ðáñáêÜôù áíéóüôçôá:

x(l̄_e(x) − l_e(x)) ≤ l_e(f_e)f_e (4.8)

Ìðïñïýìå ëïéðüí íá öñÜîïõìå ôç äéáöïñÜ ôùí êïóôþí ìå ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l̄ áðü ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l ãéá ïðïéáäÞðïôå ñïÞ f^∗ ùò åîÞò: ∑ e l̄_e(f^∗_e )f^∗_e − C(f^∗) = ∑ e f^∗_e (l̄_e(f^∗_e ) − l_e(f^∗_e ))

ÄçëáäÞ, áí œñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áíéóüôçôá (4.8): ∑ e l̄_e(f^∗_e )f^∗_e − C(f^∗) ≤ ∑ e l_e(f_e)f_e = C(f) (4.9)

Ìå Üëëá ëüãéá ï õðïëïãéóìüò ôïõ êüóôïõò ïðïéáäÞðïôå ñïÞò f^∗ ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l̄ (áíôSS ãéá ôéò l) áõîÜíåé ôï êüóôïò ôï ðïëý êáôÜ C(f), äçëáäÞ ôï êüóôïò ôïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò.

Ôþñá èá âñïýìå Ýíá êÜôù üñéï ãéá ôï êüóôïò ∑ e l̄_e(f ∗_e )f ∗_e , ôï ïðïSSï ãñÜöåôáé éóïäýíáìá ∑ P l̄_P (f ∗)f ∗_P áí ç Üèñïéóç ãSSíåé óôá ìïíïðÜôéá áíôSS ãéá ôéò áêìÝò. ÓõìâïëSSæïõìå ìå f_0 ôç ìçäåíéêÞ ñïÞ óôïí ãñÜöï G. Ãéá êÜèå ìïíïðÜôé P ∈ P_i åSSíáé l̄_P (f_0) ≥ L_i(f), áðü ôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôùí l̄. Êáé åðåéäÞ ïé óõíáñôÞóåéò l̄ åSSíáé ìç öèSSíïõóåò, éóœýåé l̄_P (f^∗) ≥ L_i(f) ãéá êÜèå ìïíïðÜôé P ∈ P_i. ÿœïõìå ëïéðüí: ∑ P l̄_P (f^∗)f^∗_P ≥ ∑ i ∑ P ∈P_⟩ L_i(f)f^∗_P (4.10)

êáé åðåéäÞ Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç ñïÞ f^∗ åSSíáé åöéêôÞ ñïÞ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, 2r, l) ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå: ∑ P l̄_P (f^∗)f^∗_P ≥ ∑ i 2L_i(f)r_i = 2C(f) (4.11)

Áðü ôéò åîéóþóåéò (3.2) êáé (3.4) ðñïêýðôåé: C(f^∗) ≥ ∑ P l̄_P (f^∗)f^∗_P − C(f) ≥ 2C(f) − C(f) = C(f) . ÁíôSSóôïéœá ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS, ôï ðáñáêÜôù ãåíéêüôåñï áðïôÝëåóìá:

Èåþñçìá 4.12. Áí f åSSíáé ç ñïÞ óôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ãéá ôï (G,r,l) êáé f^∗ ïðïéáäÞðïôå åöéêôÞ ñïÞ ãéá ôï (G, (1+î)r, l), ôüôå C(f) ≤^1_ξ C(f^∗).

4.4.2 ÄéáöïñåôéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò

ĳðùò óôçí ðñïçãïýìåíç õðïåíüôçôá óõãêñSSíáìå ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f óå Nash éóïññïðSSá ìå ôï êüóôïò ïðïéáóäÞðïôå ñïÞò f^∗ (Üñá êáé ôçò âÝëôéóôçò) óå êÜðïéï óôéãìéüôõðï ìå áõîçìÝíç êSSíçóç, ìðïñïýìå íá óõãêñSSíïõìå êáé ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f óå Nash éóïññïðSSá ìå ìåéùìÝíåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ìå ïðïéáäÞðïôå ñïÞ óôï óôéãìéüôõðï ìå ôéò áñœéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò.

Èåþñçìá 4.13. ÿóôù (G, r, l) Ýíá óôéãìéüôõðï. Ìå âÜóç ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l, ïñSSæïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò l̃ ùò åîÞò: l̃_e(x) =^1_2 l_e(^x_2 ) ãéá êÜèå áêìÞ e. Áí f̃ åSSíáé ç ñïÞ óôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ãéá ôï (G, r, l̃) êáé f^∗ ïðïéáäÞðïôå åöéêôÞ ñïÞ ãéá ôï (G, r, l), ôüôå ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f̃ ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l̃ åSSíáé ôï ðïëý üóï ôï êüóôïò ôçò ñïÞò f^∗ ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l.

Áðüäåéîç. ÿóôù üôé ç ñïÞ f åSSíáé ç Nash ñïÞ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r/2, l) êáé f^∗ ìéá åöéêôÞ ñïÞ ãéá ôï (G, r, l). Áðü ôï èåþñçìá (4.11) ðñïêýðôåé üôé ∑ e l_e(f_e)f_e ≤ ∑ e l_e(f^∗_e )f^∗_e (4.12) l_1(x) = 1

l_2(x) = x s t

ÓœÞìá 4.4: ÐáñÜäåéãìá ôïõ Pigou

Èåùñïýìå ôþñá ôç ñïÞ f̃ = 2f, ç ïðïSSá åSSíáé åöéêôÞ ãéá ôï (G, r, l̃). ĳìùò ãéá êÜèå áêìÞ e åSSíáé:

l̃_e(f̃_e) = 1 2 l_e( f̃_e 2 ) = 1 2 l_e(f_e)

êáé åðåéäÞ Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé ç ñïÞ f åSSíáé Nash ñïÞ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r/2, l), ç ñïÞ f̃ åSSíáé Nash ñïÞ ãéá ôï (G, r, l̃). ÅðSSóçò: ∑ e l̃_e(f̃_e)f̃_e = ∑ e ( 1 2 l_e(f_e)(2f_e)) = ∑ e l_e(f_e)f_e Áðü ôçí ðáñáðÜíù åîSSóùóç êáé ôçí (4.12) Ýœïõìå üôé: ∑ e l̃_e(f̃_e)f̃_e ≤ ∑ e l_e(f^∗_e )f^∗_e

üðïõ ç f̃ åSSíáé Nash ñïÞ ãéá ôï (G, r, l̃).

4.5 Ðüóï Üäéêç åSSíáé ç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç

Ç Ýííïéá ôçò áäéêSSáò (unfairness) Ýœåé ïñéóôåSS ìå ðïëëïýò ôñüðïõò. Áò äïýìå ìåñéêÜ ðáñáäåSSãìáôá.

Áò èåùñÞóïõìå ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ Pigou, ðïõ öáSSíåôáé óôï óœÞìá 4.4. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá äSSêôõï ìå äýï êüìâïõò êáé äýï ðáñÜëëçëåò áêìÝò áðü ôïí Ýíá êüìâï óôïí Üëëï, ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_1(x) = 1 óôçí ðÜíù áêìÞ êáé l_2(x) = x óôçí êÜôù êáé Ýóôù üôé Ýœïõìå óõíïëéêÞ êSSíçóç r=1. Óôçí Nash éóïññïðSSá üëç ç êSSíçóç èá ðñïôéìÞóåé ôçí êÜôù áêìÞ, ïðüôå üëïé ïé œñÞóôåò èá Ýœïõí êáèõóôÝñçóç 1. Óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ç ìéóÞ êSSíçóç èá ðÜåé óôçí ðÜíù áêìÞ êáé ç Üëëç ìéóÞ óôçí êÜôù. ĳóïé äñïìïëïãçèïýí óôçí ðÜíù áêìÞ èá Ýœïõí êáèõóôÝñçóç 1, åíþ ïé õðüëïéðïé èá Ýœïõí êáèõóôÝñçóç 1/2. ĳóïé l_1(x) = 2 − ϵ

l_2(x) = x s t

ÓœÞìá 4.5: ÐáñáëëáãÞ ôïõ ðáñáäåSSãìáôïò ôïõ Pigou

ëïéðüí äñïìïëïãçèïýí óôçí ðÜíù áêìÞ èá ðñïôéìïýóáí íá åSSœáí äñïìïëïãçèåSS óôçí Üëëç áêìÞ. Äåí åSSíáé ôüóï Üäéêç üìùò áõôÞ ç äñïìïëüãçóç, ãéáôSS êáíÝíáò œñÞóôçò äåí Ýœåé ìåãáëýôåñç êáèõóôÝñçóç áðü üôé åSSœå óôçí Nash éóïññïðSSá.

Áò äïýìå üìùò ôþñá ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ ðáñáäåSSãìáôïò ôïõ Pigou, ðïõ öáSSíåôáé óôï óœÞìá 4.5. Èåùñïýìå ôï äSSêôõï ôïõ Pigou, ìå ôç äéáöïñÜ üôé ç ðÜíù áêìÞ Ýœåé óôáèåñÞ êáèõóôÝñçóç l_1(x) = 2 − ϵ ãéá êÜðïéá ìéêñÞ óôáèåñÜ ϵ > 0 (áíôSS ãéá l_1(x) = 1). Êáé óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, óôçí Nash éóïññïðSSá üëïé ïé œñÞóôåò ðñïôéìÜíå ôçí êÜôù áêìÞ êáé Ýœïõí êáèõóôÝñçóç 1. Óôçí âÝëôéóôç êáôÜóôáóç, ç ñïÞ ôçò ðÜíù áêìÞò åSSíáé ϵ/2 êáé ôçò êÜôù 1 − ϵ/2. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç ç ðïóüôçôá êSSíçóçò ϵ/2 ðïõ äñïìïëïãåSSôáé óôçí ðÜíù áêìÞ õöSSóôáôáé êáèõóôÝñçóç 2 − ϵ, ç ïðïSSá ãéá ϵ < 1, åSSíáé ìåãáëýôåñç üœé ìüíï áðü ôçí êáèõóôÝñçóç ðïõ õöSSóôáôáé ç ñïÞ ðïõ äñïìïëïãåSSôáé óôçí Üëëç áêìÞ, áëëÜ êáé áðü ôçí êáèõóôÝñçóç óôçí Nash éóïññïðSSá. Ìå Üëëá ëüãéá, èõóéÜæïõìå êÜðïéá ðïóüôçôá êSSíçóçò óôÝëíïíôÜò ôçí óå áêìÞ ìå ìåãáëýôåñç êáèõóôÝñçóç ãéá íá åðéôýœïõìå ìéêñüôåñç óõíïëéêÞ ìÝóç êáèõóôÝñçóç. Ôï åñþôçìá ëïéðüí ðïõ ôSSèåôáé åSSíáé ðüóï Üäéêç åSSíáé ç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç.

Óôç óõíÝœåéá èá áóœïëçèïýìå ìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ üëç ç êSSíçóç Ýœåé ôçí SSäéá áöåôçñSSá êáé ôïí SSäéï ðñïïñéóìü.

Ïñéóìüò 4.14. ÏñSSæïõìå ôçí áäéêSSá (unfairness) åíüò óôéãìéïôýðïõ (G, r, l) ùò ôï ìÝãéóôï ëüãï ôçò êáèõóôÝñçóçò åíüò ìïíïðáôéïý ìå ìç ìçäåíéêÞ ñïÞ óôç âÝëôéóôç êáôÜóôáóç ðñïò ôç êáèõóôÝñçóç åíüò ìïíïðáôéïý ìå ìç ìçäåíéêÞ ñïÞ óôçí Nash éóïññïðSSá êáé ôç óõìâïëSSæïõìå ìå u(G, r, l).

Ç ôéìÞ ôçò u(G, r, l) ìðïñåSS íá åSSíáé ôõœáSSá ìåãÜëç. Áò èåùñÞóïõìå ðÜëé ôï äSSêôõï ìå ôïõò äýï êüìâïõò êáé ôéò äýï áêìÝò ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l(x) = (p + 1)(1 − ϵ) êáé l(x) = x^p. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç åSSíáé u(G, r, l) = (p + 1)(1 − ϵ), ðïõ ôåSSíåé óôï Üðåéñï êáèþò ôï p ôåSSíåé óôï Üðåéñï.

Óôï ðáñáêÜôù èåþñçìá, èá öñÜîïõìå áðü ðÜíù ôçí áäéêSSá œñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü (4.7) ôïõ áðüôïìïõ (steepness).

Èåþñçìá 4.15. [Rou] Ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå êïéíÞ áöåôçñSSá êáé ðñïïñéóìü ãéá üëç ôçí êSSíçóç r êáé êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò åSSíáé: u(G, r, l) ≤ Σ(G, r, l) Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå áöåôçñSSá s, ðñïïñéóìü t, êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l êáé áðüôïìï (steepness) σ. ÈÝëïõìå íá áðïäåSSîïõìå üôé ç ìÝãéóôç êáèõóôÝñçóç óå Ýíá ìïíïðÜôé ìå ìç ìçäåíéêÞ ñïÞ óôç âÝëôéóôç ñïÞ åSSíáé ôï ðïëý σ åðSS ôçí êáèõóôÝñçóç óå Ýíá ìïíïðÜôé ìå ìç ìçäåíéêÞ ñïÞ óôçí Nash éóïññïðSSá.ĳðùò óõíÞèùò, óõìâïëSSæïõìå ìå f ôç ñïÞ óå Nash éóïññïðSSá êáé ìå f^∗ ôç âÝëôéóôç ñïÞ.

ÿóôù üôé äåí éóœýåé ôï èåþñçìá êáé õðÜñœïõí ìïíïðÜôéá P_1, P_2 ìå áöåôçñSSá ôïí êüìâï s êáé ðñïïñéóìü ôïí êüìâï t ìå f_{P1} > 0, f^∗_{P2} > 0 êáé l(f^∗_{P2} ) > σ · l(f_{P1} ). Åöüóïí ç ñïÞ f åSSíáé óå Nash éóïññïðSSá, üëá ôá ìïíïðÜôéá áðü ôïí s óôïí t ìå ìç ìçäåíéêÞ ñïÞ èá Ýœïõí êÜðïéá êïéíÞ êáèõóôÝñçóç L. ÅðSSóçò üëá ôá ìïíïðÜôéá ôçò ñïÞò f^∗ ìå ìç ìçäåíéêÞ ñïÞ èá Ýœïõí SSäéï ïñéáêü êüóôïò, ðïõ ôï óõìâïëSSæïõìå ìå L^∗.

Ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l_e åSSíáé ìç öèSSíïõóåò óå üëåò ôéò áêìÝò e êáé éóœýåé l^∗_e (x) = l_e(x) + x · l^′_e(x), ïðüôå èá åSSíáé l^∗_e (x) ≥ l_e(x) ãéá üëåò ôéò áêìÝò e êáé üëá ôá x. Áðü ôá ðáñáðÜíù Ýœïõìå:

L = l_{P1} (f) < 1 σ l_{P2} (f^∗) ≤ 1 σ l^∗_{P2} (f^∗) = L^∗ σ Ôï êüóôïò óôçí Nash éóïññïðSSá åSSíáé C(f) = rL, áöïý üëç ç êSSíçóç r Ýœåé êáèõóôÝñçóç L. Ôï êüóôïò ôçò âÝëôéóôçò ñïÞò f^∗ äåí õðïëïãSSæåôáé åýêïëá, ãéáôSS äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï üôé üëá ôá ìïíïðÜôéá èá Ýœïõí ôçí SSäéá êáèõóôÝñçóç. Áðü ôïí ïñéóìü 4.7 ôïõ áðüôïìïõ (steepness) ìðïñïýìå íá öñÜîïõìå ôï êüóôïò l^∗_P (f^∗) ãéá êÜèå ìïíïðÜôé P ùò åîÞò: l^∗_P (f^∗) ≤ σ · l_P (f^∗) êáé Üñá: C(f^∗) ≥ 1 σ ∑ P ∈P l^∗_P (f^∗)f^∗_P = 1 σ rL^∗ Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç óåéñÜ áíéóïôÞôùí üìùò Ýœåé ðñïêýøåé üôé^{L∗}_σ > L, ïðüôå: C(f^∗) < rL = C(f) Äåí ìðïñåSS üìùò íá åSSíáé C(f^∗) < C(f), ãéáôSS ç ñïÞ f^∗ åSSíáé âÝëôéóôç. Åöüóïí ëïéðüí êáôáëÞîáìå óå áíôSSöáóç ìå ôçí õðüèåóç üôé äåí éóœýåé ôï èåþñçìá, ôï áðïäåSSîáìå.

ĳôáí ç áäéêSSá åSSíáé ìåãáëýôåñç ôïõ 1, äåí Ýœïõí üëïé ïé œñÞóôåò óõìöÝñïí íá áêïëïõèÞóïõí ôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç. Èá äïýìå ðþò áíôéìåôùðSSæåôáé áõôü ôï ðñüâëçìá óôï êåöÜëáéï 6.

4.6 ÅðåêôÜóåéò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äïýìå êÜðïéïõò ôñüðïõò ðïõ ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS ôï ìïíôÝëï ðïõ ìåëåôÞóáìå ìÝœñé ôþñá þóôå íá ãSSíåé ðéï ñåáëéóôéêü.

4.6.1 ÐñïóåããéóôéêÜ óçìåSSá éóïññïðSSáò

ÅSSíáé óõœíÜ ðáñÜëïãï íá ðåñéìÝíïõìå üôé ïé œñÞóôåò ìðïñïýí íá õðïëïãSSóïõí ôçí êáèõóôÝñçóç ôùí äéáöüñùí ìïíïðáôéþí óôï äSSêôõï ìå áðüëõôç áêñSSâåéá. Ìðïñïýìå ëïéðüí íá åðåêôåSSíïõìå ôï ìïíôÝëï èåùñþíôáò üôé ïé œñÞóôåò ìðïñïýí íá õðïëïãSSóïõí ôéò êáèõóôåñÞóåéò ìå êÜðïéá áêñSSâåéá (Ýóôù å) [RT00]. Ç Ýííïéá ôçò Nash éóïññïðSSáò ëïéðüí ãSSíåôáé ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 4.16. Ìéá ñïÞ f åöéêôÞ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) åSSíáé å-ðñïóÝããéóç Nash éóïññïðSSáò áí ãéá êÜèå i ∈ {1, 2, . . . k}, P_1, P_2 ∈ P_i ìå f_{P1} > 0, åSSíáé l_{P1} (f) ≤ (1 + ϵ)l_{P2} (f).

ÁíôSSóôïéœá ìå ôï èåþñçìá 4.11, áðïäåéêíýåôáé ôï ðáñáêÜôù:

Èåþñçìá 4.17. Áí f åSSíáé å-ðñïóÝããéóç Nash éóïññïðSSá ãéá ôï (G, r, l), üðïõ ϵ < 1 êáé f^∗ åSSíáé ïðïéáäÞðïôå åöéêôÞ ñïÞ ãéá ôï (G, 2r, l), éóœýåé C(f) ≤^{1+ϵ}_{1−ϵ} C(f^∗).

Áðüäåéîç. ĳðùò êáé óôï èåþñçìá 4.11, ïñSSæïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò l̄_e. Ðáñáôçñïýìå åðSSóçò üôé óôçí å-ðñïóÝããéóç Nash éóïññïðSSá, ôï êüóôïò êÜèå ìïíïðáôéïý åSSíáé ôï ðïëý (1 + ϵ)L_i(f), üðïõ L_i(f) ç åëÜœéóôç êáèõóôÝñçóç óôï óýíïëï ìïíïðáôéþí s_i − t_i. Œñçóéìïðïéþíôáò ôá ðáñáðÜíù, öñÜîïõìå ôï êüóôïò ïðïéáóäÞðïôå åöéêôÞò ñïÞò f^∗ ãéá ôï óôéãìéüôõðï (G, 2r, l) áðü ðÜíù êáé áðü êÜôù êáé áðü ôéò äýï áíéóüôçôåò ðïõ ðñïêýðôïõí óõìðåñáSSíïõìå üôé C(f) ≤^{1+ϵ}_{1−ϵ} C(f^∗).

Ìðïñïýìå íá åðåêôåSSíïõìå êáé Üëëá èåùñÞìáôá ðïõ åSSäáìå ùò ôþñá óôçí ðñïóåããéóôéêÞ ðåñSSðôùóç. Áò äïýìå ãéá ðáñÜäåéãìá ðüóï åSSíáé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò üôáí Ýœïõìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò (áíôSSóôïéœá ìå ôï Èåþñçìá 4.5). ÓõìâïëSSæïõìå ìå ρ_ϵ(G, r, l) ôï ëüãï ôïõ êüóôïõò ôçò å-ðñïóÝããéóçò ôçò Nash éóïññïðSSáò ðñïò ôï âÝëôéóôï êüóôïò.

Èåþñçìá 4.18. Áí ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l) Ýœåé ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò (l_e(x) = a_ex + b_e ãéá êÜèå áêìÞ e), ôüôå ρ_ϵ(G, r, l) ≤^{4+4ϵ}_{3−ϵ} .

Áðüäåéîç. Èá óõìâïëSSóïõìå ìå f ôçí ñïÞ óôçí å-ðñïóÝããéóç Nash éóïññïðSSá êáé ìå f^∗ ôç âÝëôéóôç ñïÞ. Éóœýåé üôé C(f/2) ≥^1_4 C(f), üðùò áðïäåéêíýåôáé êáé óôï èåþñçìá 3.1, ìüíï ðïõ åäþ ç ñïÞ f/2 äåí åSSíáé âÝëôéóôç, áëëÜ ðñïóåããéóôéêÜ âÝëôéóôç. Ôï êüóôïò êÜèå ìïíïðáôéïý åSSíáé ôï ðïëý (1 + ϵ)L_i(f), üðïõ L_i(f) ç åëÜœéóôç êáèõóôÝñçóç óå ïðïéïäÞðïôå ìïíïðÜôé s_i −t_i. Óõíåðþò ôï óõíïëéêÞ êüóôïò ôçò ñïÞò f öñÜóóåôáé ùò åîÞò:

C(f) ≤ (1 + ϵ)L_i(f)r_i (4.13)

ÅðSSóçò êÜèå s_i − t_i Ýœåé ïñéáêü êüóôïò óôçí ñïÞ f/2 ôïõëÜœéóôïí L_i(f) êáé ôï ðïëý (1 + ϵ)L_i(f).

Ôï ìüíï ðïõ ìÝíåé åSSíáé íá õðïëïãSSóïõìå ôï êüóôïò íá áõîÞóïõìå ôç ñïÞ f/2 óôçí âÝëôéóôç f^∗. Ç ìåãáëýôåñç äéáöïñÜ ðñïêýðôåé üôáí áöáéñïýíôáé r_i/2 ìïíÜäåò ñïÞò ãéá êÜèå æåõãÜñé êüìâùí áöåôçñSSáò ðñïïñéóìïý i ∈ {1, k} ìå ïñéáêü êÝñäïò (1+ϵ)L_i(f) êáé ðñïóôSSèåíôáé r_i ìïíÜäåò ñïÞò ìå ïñéáêü êüóôïò L_i(f). Ôï óõíïëéêü êüóôïò áõîÜíåôáé ôï ðïëý êáôÜ: −(1 + ϵ) ∑_k i=1 L_i(f)^{ri}_2 + ∑_k i=1 L_i(f)r_i =^{1−ϵ}_2 ∑_k i=1 L_i(f)r_i Áðü ôá ðáñáðÜíù Ýœïõìå:

C(f^∗) ≥ 1 4 C(f) + 1 − ϵ 2 k∑ i=1 L_i(f)r_i

Êáé œñçóéìïðïéþíôáò ôçí (4.13): C(f^∗) ≥ C(f)( 1 4 + 1 − ϵ 2(1 + ϵ) ) = 3 − ϵ 4 + 4ϵ C(f) Ïðüôå áðïäåSSœôçêå ôï æçôïýìåíï.

4.6.2 ÐåñéïñéóìïSS œùñçôéêüôçôáò

ÌÝœñé ôþñá èåùñÞóáìå üôé ïé áêìÝò äåí åSSœáí êáíÝíáí ðåñéïñéóìü ùò ðñïò ôç œùñçôéêüôçôá. ÕðïèÝóáìå äçëáäÞ üôé ç äñïìïëüãçóç ãSSíåôáé ìüíï ìå âÜóç ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò. Ç õðüèåóç áõôÞ äåí åSSíáé ñåáëéóôéêÞ, áöïý êÜèå áêìÞ e Ýœåé óõãêåêñéìÝíç œùñçôéêüôçôá c_e, ôçí ïðïSSá ç ñïÞ f_e äåí ìðïñåSS íá îåðåñÜóåé. Áò èåùñÞóïõìå ëïéðüí üôé êÜèå áêìÞ e Ýœåé œùñçôéêüôçôá c_e [SM03]. Óôï ãñáììéêü óýóôçìá 3.1 ðñÝðåé ôþñá íá ðñïóèÝóïõìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò œùñçôéêüôçôáò:

Óýóôçìá Åîéóþóåùí 4.19. min ∑ e∈E l_e(f_e)f_e ìå ðåñéïñéóìïýò: ∑ P ∈P_i f_P = r_i, ∀i ∈ {1, 2, ..., k} f_e = ∑ P ∈P:e∈P f_P , ∀e ∈ E f_P ≥ 0, ∀P ∈ P f_e ≤ c_e, ∀e ∈ E Ôþñá ðïõ åéóÜãáìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò œùñçôéêüôçôáò, äåí éóœýåé ï Ïñéóìüò 3.1 ãéá ôçí Nash éóïññïðSSá. Ôï óýóôçìá öôÜíåé óå Nash éóïññïðSSá üôáí êáìSSá áðåéñïóôÞ ñïÞ äåí Ýœåé óõìöÝñïí íá ìåôáöåñèåSS óå Üëëï ìïíïðÜôé ôïõ ïðïSSïõ üëåò ïé áêìÝò Ýœïõí œþñï ãéá åðéðëÝïí ñïÞ. Ðéï ôõðéêÜ Ýœïõìå ôïí ðáñáêÜôù ïñéóìü:

Ïñéóìüò 4.20. Ìéá ñïÞ f åSSíáé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò áí ãéá êÜèå i ∈ {1, k} êáé ãéá êÜèå æåõãÜñé ìïíïðáôéþí P_1, P_2 ∈ P_i ôÝôïéá þóôå f_{P1} > 0 éóœýåé min_{e∈P2} (c_e − f_e) > 0 → l_{P1} (f) ≤ l_{P2} (f).

Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç üëá ôá ìïíïðÜôéá ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé ìå êïéíïýò êüìâïõò áöåôçñSSáò êáé ðñïïñéóìïý äåí Ýœïõí ôçí SSäéá êáèõóôÝñçóç. ÓõìâïëSSæïõìå ìå L̄_i(f) ôçí ìÝãéóôç êáèõóôÝñçóç óôá ìïíïðÜôéá s_i − t_i ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé, äçëáäÞ L̄_i(f) = max(l_P (f) : P ∈ P_i, f_P > 0). Ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò éêáíïðïéåSS ôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

l_P (f) > L̄_i(f) → f_P = 0 (4.14)

l_P (f) < L̄_i(f) → min_{e∈P} (c_e − f_e) = 0 (4.15)

Ç óõíèÞêç (4.14) ëÝåé üôé üóá ìïíïðÜôéá Ýœïõí êáèõóôÝñçóç ìåãáëýôåñç áðü ôç ìÝãéóôç äå œñçóéìïðïéïýíôáé êáé ç óõíèÞêç (4.15) ëÝåé üôé üóá ìïíïðÜôéá Ýœïõí ìéêñüôåñç êáèõóôÝñçóç áðü ôç ìÝãéóôç Ýœïõí ôïõëÜœéóôïí ìSSá ãåìÜôç áêìÞ (ìå ñïÞ üóç ç œùñçôéêüôçôÜ ôçò). Ìðïñïýìå ëïéðüí íá ðïýìå üôé Ýœïõìå ôñéþí åéäþí ìïíïðÜôéá: áõôÜ ðïõ Ýœïõí êáèõóôÝñçóç ìåãáëýôåñç áðü L̄_i(f) êáé äåí œñçóéìïðïéïýíôáé, áõôÜ ðïõ Ýœïõí êáèõóôÝñçóç áêñéâþò L̄_i(f) êáé áõôÜ ðïõ Ýœïõí êáèõóôÝñçóç ìéêñüôåñç áðü L̄_i(f) êáé êÜðïéá áêìÞ ôïõò åSSíáé ãåìÜôç.

Óå áíôSSèåóç ìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ äåí åSSœáìå ðåñéïñéóìïýò œùñçôéêüôçôáò êáé ôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò Þôáí ìïíáäéêü, åäþ äåí éóœýåé ç ìïíáäéêüôçôá. Ç ýðáñîç ðïëëþí óçìåSSùí éóïññïðSSáò ïöåSSëåôáé óôï üôé ï êïñåóìüò êÜðïéùí áêìþí ðåñéïñSSæåé ôï óýíïëï ôùí áêìþí ðïõ äéáôSSèåôáé óôçí õðüëïéðç êSSíçóç. Áò äïýìå Ýíá ðáñÜäåéãìá.

s_2

t_2 s_1

t_1

0 0

0 0

0 v

w l_1(x) = Mx l_2(x) = x

ÓœÞìá 4.6: ÐáñÜäåéãìá ðïëëáðëþí óçìåSSùí éóïññïðSSáò

Óôï äSSêôõï ôïõ óœÞìáôïò 4.6, Ýœïõìå äýï æåõãÜñéá áöåôçñSSáò -ðñïïñéóìïý, ôï s_1 − t_1 ìå êSSíçóç r_1 êáé ôï s_2 − t_2 ìå êSSíçóç r_2. ĳëåò ïé áêìÝò ôïõ ãñÜöïõ Ýœïõí ìçäåíéêÞ êáèõóôÝñçóç, åêôüò áðü ôçí áêìÞ s_1t_1 ðïõ Ýœåé êáèõóôÝñçóç l_1(x) = Mx, üðïõ M ìéá èåôéêÞ óôáèåñÜ êáé ôçí áêìÞ s_2 − t_2 ìå êáèõóôÝñçóç l_2(x) = x. ÕðÜñœïõí äýï s_1 − t_1 ìïíïðÜôéá, ôï s_1− > t_1 êáé ôï s_1− > v− > w− > t_1 êáé äýï s_2 − t_2 ìïíïðÜôéá, ôï s_2 − t_2 êáé ôï s_2− > v− > w− > t_2. Áí ïé áêìÝò ôïõ äéêôýïõ äåí åSSœáí ðåñéïñéóìïýò œùñçôéêüôçôáò üëïé ïé œñÞóôåò èá œñçóéìïðïéïýóáí ôá ìïíïðÜôéá s_1− > v− > w− > t_1 êáé s_2− > v− > w− > t_2, ðïõ Ýœïõí ìçäåíéêÞ êáèõóôÝñçóç. Áí üìùò ç áêìÞ vw Ýœåé œùñçôéêüôçôá c êáé ç óõíïëéêÞ êSSíçóç r_1 + r_2 åSSíáé ìåãáëýôåñç áðü c, ðïóüôçôá ôçò êSSíçóçò r_1 + r_2 − c ðñÝðåé íá œñçóéìïðïéÞóåé ôá Üëëá ìïíïðÜôéá. Äåí êáèïñSSæåôáé ìïíïóÞìáíôá üìùò ðïéï Þ ðïéá Üëëá ìïíïðÜôéá èá œñçóéìïðïéçèïýí, ïðüôå ðñïêýðôïõí ðïëëÜ Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò.

Ï õðïëïãéóìüò ôïõ êüóôïõò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé äýóêïëïò, ãéáôSS üœé ìüíï õðÜñœïõí ðïëëÜ óçìåSSá éóïññïðSSáò, áëëÜ áõôÜ áðïôåëïýí ìç êõñôü œþñï. Ç åýñåóç ëïéðüí ôïõ œåéñüôåñïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò (ðïõ œñåéáæüìáóôå ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ êüóôïõò ôçò áíáñœSSáò) áðáéôåSS ôç ìåãéóôïðïSSçóç ìéáò êõñôÞò óõíÜñôçóçò óå ìç êõñôü œþñï. Ôï ðñüâëçìá áõôü áíôéìåôùðSSæåôáé óôï [SM03] ìå ôç œñÞóç ìéáò Üëëçò Ýííïéáò: ôïõ Beckman óçìåSSïõ éóïññïðSSáò. Áðïäåéêíýåôáé üôé ãéá êÜèå óôéãìéüôõðï (G, r, l) ìå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò áðü ôçí êëÜóç L åSSíáé

C(f) ≤ α(L)C(f^∗) (4.16)

üðïõ α(L) ç ôéìÞ ôçò áíáñœSSáò ãéá ôçí êëÜóç L óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü (4.9), C(f^∗) ôï êüóôïò ôçò âÝëôéóôçò ñïÞò êáé C(f) ôï êüóôïò ôïõ êáëýôåñïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò. Ç ôéìÞ ôçò áíáñœSSáò α(L) ëïéðüí äåí åSSíáé áðáñáSSôçôï üôé ôáõôSSæåôáé ìå ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, áöïý ç óœÝóç (4.16) éóœýåé ãéá ôï êáëýôåñï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò êáé üœé ãéá ôï œåéñüôåñï.

4.6.3 ÐåðåñáóìÝíï ðëÞèïò œñçóôþí

ÅðSSóçò åSSíáé äõíáôüí íá ãSSíïõí ðñïóáñìïãÝò óôï ìïíôÝëï ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ äåí èåùñïýìå Üðåéñïõò œñÞóôåò. ÄéáêñSSíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò ìå ðåðåñáóìÝíïõò œñÞóôåò, áíÜëïãá ìå ôï áí êÜèå ðáSSêôçò œñçóéìïðïéåSS Ýíá ìïíïðÜôé (unsplittable ‚ow) Þ ïðïéïäÞðïôå áñéèìü ìïíïðáôéþí (splittable ‚ow) ãéá íá óôåSSëåé ôç ñïÞ áðü ôçí ðçãÞ óôïí ðñïïñéóìü [RT00].

4.7 ÐáñáôçñÞóåéò

ÅSSäáìå üôé óôï ìïíôÝëï áõôü õðÜñœïõí óçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá. ÿíá åýëïãï åñþôçìá åSSíáé êáôÜ ðüóï ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ ìðïñïýí íá åðåêôáèïýí óôï ìïíôÝëï ôçò ìïéñáæüìåíçò ñïÞò. Ìéá éäÝá åSSíáé íá áíÜãïõìå êÜèå óôéãìéüôõðï ôïõ ìïíôÝëïõ ìïéñáæüìåíçò ñïÞò óå êÜðïéï óôéãìéüôõðï ôïõ ìïíôÝëïõ áðåéñïóôÞò ñïÞò êáé óôç óõíÝœåéá íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá áõôïý ôïõ êåöáëáSSïõ. Èá ìðïñïýóáìå íá èåùñÞóïõìå üôé êÜèå œñÞóôçò ìå ñïÞ r_i ðïõ èÝëåé íá óôåSSëåé ñïÞ áðü ôïí êüìâï α óôïí êüìâï β, óôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò åSSíáé êSSíçóç r_i ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü ôçí áðåéñïóôÞ êSSíçóç ðïëëþí œñçóôþí, ìå áöåôçñSSá s_i = α êáé ðñïïñéóìü t_i = β. Áõôü üìùò äåí ìðïñåSS íá ãSSíåé, ãéáôSS óôï ìïíôÝëï ìïéñáæüìåíçò ñïÞò Ýíáò œñÞóôçò ìðïñåSS íá Ýœåé óõìöÝñïí íá äñïìïëïãÞóåé Ýíá ìÝñïò ôçò ñïÞò ôïõ óå êÜðïéï áñãü ìïíïðÜôé, þóôå ç õðüëïéðç ñïÞ ôïõ íá äñïìïëïãçèåSS óå êÜðïéï ãñÞãïñï. ÁíôSSèåôá, óôï ìïíôÝëï áðåéñïóôÞò ñïÞò, êÜèå áðåéñïóôÞ ðïóüôçôá ñïÞò óôçí Nash éóïññïðSSá äñïìïëïãåSSôáé óôï ðéï ãñÞãïñï ìïíïðÜôé.

ÊåöÜëáéï 5

ÌåéêôÝò ÓôñáôçãéêÝò

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï áóœïëïýìáóôå ìå ôï ìïíôÝëï óôï ïðïSSï èåùñïýìå üôé êÜèå œñÞóôçò èÝëåé íá óôåSSëåé êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï öïñôSSï (êáé üœé ñïÞ üðùò óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá) áðü Ýíáí êüìâï ôïõ äéêôýïõ óå Ýíáí Üëëï. Óêïðüò ôïõ œñÞóôç åSSíáé íá äñïìïëïãÞóåé Ýôóé ôï öïñôSSï ôïõ þóôå íá åëáœéóôïðïéÞóåé ôïí œñüíï áðïóôïëÞò. Äåí ìðïñåSS íá ìïéñÜóåé ôï öïñôSSï áõôü óå ðïëëÜ ìïíïðÜôéá ôïõ äéêôýïõ, áëëÜ äéáëÝãåé ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò ãéá íá ôï óôåSSëåé. Ïé ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò åíüò œñÞóôç åSSíáé íá óôåSSëåé üëç ôïõ ôç ñïÞ óå Ýíá ìïíïðÜôé, ïðüôå ôï ðëÞèïò ôùí ãíçóSSùí óôñáôçãéêþí êÜèå œñÞóôç åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí ìïíïðáôéþí ôïõ äéêôýïõ áðü ôïí êüìâï áöåôçñSSáò óôïí êüìâï ðñïïñïóìïý ôïõ. Óôï ìïíôÝëï áõôü ìÝœñé ôþñá Ýœåé ìåëåôçèåSS ìüíï ôï äSSêôõï ìå ðáñÜëçëëåò áêìÝò.

5.1 ÏñéóìïSS

ĳðùò êáé óôï êåöÜëáéï 3 èåùñïýìå Ýíá äSSêôõï ìå äýï êüìâïõò, åê ôùí ïðïSSùí ï Ýíáò åSSíáé ç ðçãÞ (source) êáé ï Üëëïò ï ðñïïñéóìüò (destination), êáé m ðáñÜëëçëåò áêìÝò ìå êáôåýèõíóç áðü ôç ðçãÞ óôïí ðñïïñéóìü. Èåùñïýìå åðSSóçò n œñÞóôåò, êáèÝíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò èÝëåé íá óôåSSëåé êÜðïéï öïñôSSï áðü ôç ðçãÞ óôïí ðñïïñéóìü, œñçóéìïðïéþíôáò ôéò áêìÝò ôïõ äéêôýïõ. ĳðùò êáé óôï êåöÜëáéï 3, ìå ôïí äåSSêôç óõìâïëSSæïõìå ôïí œñÞóôç (ðáSSêôç) êáé ìå ôïí åêèÝôç ôçí áêìÞ. Ôï öïñôSSï ôïõ ðáSSêôç i óõìâïëSSæåôáé w_i. Óêüðéìá äå œñçóéìïðïéåSSôáé ï óõìâïëéóìüò r_i üðùò óôá äýï ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá, ãéáôSS ôï r_i åêöñÜæåé ñïÞ (óõíåœÝò ñõèìü ìå ôïí ïðïSSï óôÝëíåé ï ðáSSêôçò i) êáé üœé öïñôSSï ðïõ èÝëïõìå óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç.

ÊÜèå œñÞóôçò Ýœåé m pure óôñáôçãéêÝò. Ç i-ïóôç pure óôñáôçãéêÞ åSSíáé íá óôåSSëåé üëç ôïõ ôçí êSSíçóç óôçí áêìÞ i. O œñÞóôçò ôåëéêÜ åðéëÝãåé ìéá ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ, ç ïðïSSá êáèïñSSæåé ìå ôé ðéèáíüôçôá èá œñçóéìïðïéÞóåé êÜèå ìéá áðü ôéò pure óôñáôçãéêÝò ôïõ. Ç åðéëïãÞ ìéáò óõãêåêñéìÝíçò áêìÞò áðü êÜðïéí œñÞóôç ãSSíåôáé áí ï œñÞóôçò èÝóåé ðéèáíüôçôá 1 óôçí áêìÞ áõôÞ êáé 0 óôéò õðüëïéðåò. ÓõìâïëSSæïõìå ìå p^j_i ôçí ðéèáíüôçôá ìå ôçí ïðïSSá óôÝëíåé ï œñÞóôçò i óôçí áêìÞ j.

ÈÝëïõìå íá õðïëïãSSóïõìå ôéò êáèõóôåñÞóåéò óôéò áêìÝò. Èåùñïýìå üôé êÜèå áêìÞ j œáñáêôçñSSæåôáé áðü êÜðïéá œùñçôéêüôçôá c^j êáé üôé ç êáèõóôÝñçóç óå ìéá áêìÞ åSSíáé áíÜëïãç ìå ôç ñïÞ ðïõ ðåñíÜåé áðü áõôÞ êáé áíôéóôñüöùò áíÜëïãç ìå ôç œùñçôéêüôçôÜ ôçò. ÄçëáäÞ ç êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ j ðïõ Ýœåé ñïÞ r åSSíáé^r_{cj} . Èåùñïýìå üôé ç êáèõóôÝñçóç åíüò ðáêÝôïõ (êáé ãåíéêüôåñá ôçò ñïÞò åíüò œñÞóôç) óå ìéá áêìÞ éóïýôáé ìå ôç óõíïëéêÞ êáèõóôÝñçóç üëùí ôù ðáêÝôùí (êáé ãåíéêüôåñá ôçò ñïÞò üëùí ôùí œñçóôþí) óôçí áêìÞ áõôÞ.

ÕðïèÝôïõìå äçëáäÞ üôé ç áêìÞ åîõðçñåôåSS ôá ðáêÝôá ìå ìéá ìÝèïäï óœåôéêÞ ìå ôçí round-robin. ÊáíïíéêÜ, óôçí ìÝèïäï round-robin, äåí Ýœïõí üëá ôá öïñôSSá ôçí SSäéá êáèõóôÝñçóç, áëëÜ ôá ìéêñüôåñá öïñôSSá ôåëåéþíïõí ðéï ãñÞãïñá, ãéáôSS ôá öïñôSSá œùñSSæïíôáé óå êïììÜôéá SSäéïõ ìåãÝèïõò êáé óôç óõíÝœåéá åîõðçñåôïýíôáé êõêëéêÜ. Åäþ èá ìðïñïýóáìå íá èåùñÞóïõìå üôé Ýœïõìå ìéá ðáñáëëáãÞ ôçò round-robin, óôçí ïðïSSá üëá ôá öïñôSSá œùñSSæïíôáé óôïí SSäéï áñéèìü êïììáôéþí (êáé üœé óå êïììÜôéá SSäéïõ ìåãÝèïõò). ÕðÜñœåé êáé Ýíá åíáëáêôéêü ìïíôÝëï [KP99], óôï ïðïSSï ç áêìÞ óôÝëíåé ôá öïñôSSá ìå ôõœáSSá óåéñÜ (batch model).

ÏñSSæïõìå ëïéðüí ôçí Ýííïéá ôçò áíáìåíüìåíçò êSSíçóçò (expected tra‹c) óå ìéá áêìÞ j ùò åîÞò:

W^j = ∑ i p^j_i w_i^1 (5.1)

Óôçí ðáñáðÜíù óœÝóç Ýœïõìå èåùñÞóåé üôé ïé áêìÝò ôïõ óõóôÞìáôïò äåí Ýœïõí áñœéêü öïñôSSï, äçëáäÞ ðñÝðåé íá åîõðçñåôÞóïõí ìüíï ôïõò n œñÞóôåò. Ç õðÜñîç áñœéêïý öïñôSSïõ óôéò áêìÝò ìðïñåSS íá ìïíôåëïðïéçèåSS ùò åîÞò: Èåùñïýìå üôé êÜèå áêìÞ j Ýœåé áñœéêü öïñôSSï L^j êáé ç áíáìåíüìåíç êáèõóôÝñçóç óå êÜèå áêìç j åSSíáé: W^j = L^j + ∑ i p^j_i w_i. Óôç óõíÝœåéá èá áóœïëçèïýìå ìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ïé áêìÝò äåí Ýœïõí áñœéêÜ öïñôSSá, äçëáäÞ L^j = 0, ∀j, ïðüôå èá œñçóéìïðïéïýìå ôç óœÝóç 5.1.

ÏñSSæïõìå åðSSóçò ôçí áíáìåíüìåíç êáèõóôÝñçóç (expected latency) óå ìéá áêìÞ j:

Λ^j = W^j c^j ÏñSSæïõìå ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò êáèõóôÝñçóçò (expected latency cost) ãéá

1Óôç âéâëéïãñáöSSá ç áíáìåíüìåíç êSSíçóç óõìâïëSSæåôáé êáé M^j .

5.2 Êïéíùíéêü êüóôïò 59

êÜèå œñÞóôç i óå êÜèå áêìÞ j:

λ^j_i = w_i + ∑_n k=1,k≠i p j kw_k c^j = (1 − p^j_i )w_i + W^j c^j (5.2)

Ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò êáèõóôÝñçóçò λ^j_i åêöñÜæåé ôçí áíáìåíüìåíç êáèõóôÝñçóç ðïõ èá õðïóôåSS ï œñÞóôçò i áí óôåSSëåé üëï ôïõ ôï öïñôSSï w_i óôçí áêìÞ j ìå äåäïìÝíåò ôéò ðéèáíüôçôåò ðïõ èá œñçóéìïðïéÞóïõí ïé õðüëïéðïé œñÞóôåò k, (k ≠ i). ÊÜèå œñÞóôçò i èá œñçóéìïðïéÞóåé ìå ìç ìçäåíéêÝò ðéèáíüôçôåò ìüíï ôéò áêìÝò åêåSSíåò ðïõ Ýœïõí ôï ìéêñüôåñï áíáìåíüìåíï êüóôïò êáèõóôÝñçóçò.

ÓõìâïëSSæïõìå ëïéðüí ôï åëÜœéóôï áíáìåíüìåíï êüóôïò êáèõóôÝñçóçò (minimum expected latency cost) ãéá êÜèå œñÞóôç i: λ_i, äçëáäÞ λ_i = min_j λ^j_i . ĳôáí ôï óýóôçìá âñSSóêåôáé óå Nash éóïññïðSSá, èá éóœýïõí ïé ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

1. p^j_i > 0 → λ^j_i = λ_i

2. p^j_i = 0 → λ^j_i ≥ λ_i

Ïé ðáñáðÜíù óõíèÞêåò åñìçíåýïíôáé ùò åîÞò: Ï œñÞóôçò i Ýœåé ëüãï íá ðáSSîåé ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá ìüíï ôéò áêìÝò åêåSSíåò ðïõ åëáœéóôïðïéïýí ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò êáèõóôÝñçóÞò ôïõ. ÐñÜãìáôé, áí ðáSSîåé ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá êÜðïéá áêìÞ j ãéá ôçí ïðïSSá λ^j_i > λ_i, ôï óýóôçìá äåí âñSSóêåôáé óå Nash éóïññïðSSá, áöïý ï ðáSSêôçò i Ýœåé ëüãï íá áëëÜîåé óôñáôçãéêÞ êáé íá ðáSSîåé ìå ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá ôçí áêìÞ j ãéá ôçí ïðïSSá λ^j_i > λ_i êáé íá áõîÞóåé ôçí ðéèáíüôçôá óå êÜðïéåò áðü ôéò áêìÝò óôéò ïðïSSåò ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò êáèõóôÝñçóÞò ôïõ åSSíáé åëÜœéóôï.

5.2 Êïéíùíéêü êüóôïò

Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá õðïëïãSSóïõìå ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò, ðñÝðåé íá ïñSSóïõìå ìéá óõíÜñôçóç ðïõ ìáò åíäéáöÝñåé íá åëáœéóôïðïéÞóïõìå. Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï áõôÞ ç óõíÜñôçóç Þôáí ç ìÝóç êáèõóôÝñçóç ôùí œñçóôþí: C(f) = ∑ e∈E l_e(f_e)f_e, üðïõ f_e ç óõíïëéêÞ ñïÞ óôçí áêìÞ e êáé l_e(f_e) ç óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò óôçí áêìÞ e.

Åäþ èåùñïýìå ùò êïéíùíéêü êüóôïò (social cost) ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò óå ìéá áêìÞ êáé ôï óõìâïëSSæïõìå SC. Ïðüôå: SC = m∑ j_1=1 ... m∑ j_n=1 n∏ i=1 p^{ji}_i max_j ∑ k:j_k=j wk c^j (5.3)

ÄçëáäÞ âñSSóêïõìå ôçí ðéèáíüôçôá êÜèå áíÜèåóçò öïñôSSùí êáé ôçí ðïëëáðëáóéÜæïõìå ìå ôï êüóôïò ôçò áêìÞò ìå ôï ìÝãéóôï êüóôïò óôçí êáôÜóôáóç áõôÞ. Óôç óõíÝœåéá ðñïóèÝôïõìå üëïõò áõôïýò ôïõò üñïõò êáé Ýôóé ðñïêýðôåé ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò óå ìéá áêìÞ.

Èåùñïýìå äçëáäÞ ùò êïéíùíéêü êüóôïò ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò êáé üœé ôï ìÝãéóôï áíáìåíüìåíï êüóôïò. Áò äïýìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá, ãéáôSS áõôÜ ôá äýï ìåãÝèç åSSíáé äéáöïñåôéêÜ êáé ãéáôSS ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò åSSíáé êáëýôåñï ìÝôñï ãéá ôçí áîéïëüãçóç ìéáò éóïññïðSSáò. ÿóôù Ýíá äSSêôõï ìå m ðáñÜëëçëåò áêìÝò ìå SSäéåò œùñçôéêüôçôåò c = 1 êáé m œñÞóôåò ìå ôï SSäéï öïñôSSï w. Ìéá éóïññïðSSá ðñïêýðôåé üôáí êÜèå œñÞóôçò œñçóéìïðïé- Þóåé ìéá ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ êáé äñïìïëïãÞóåé ôï öïñôSSï ôïõ óå äéáöïñåôéêÞ áêìÞ ôïõ äéêôýïõ. Åöüóïí ï áñéèìüò ôùí œñçóôþí êáé ôùí áêìþí åSSíáé SSäéïò, áõôü åSSíáé åöéêôü êáé êÜèå áêìÞ Ýœåé êüóôïò w. ÊÜèå œñÞóôçò i äñïìïëïãåSS ôï öïñôSSï ôïõ óôçí áêìÞ j ìå ðéèáíüôçôá:

p^j_i = { 1 áí i = j 0 áëëéþò

ÁõôÞ åSSíáé ç âÝëôéóôç éóïññïðSSá êáé óå áõôÞí ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò éóïýôáé ìå ôï ìÝãéóôï áíáìåíüíåìï êüóôïò. Ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò åSSíáé ðÜíôá SSóï ìå ôï ìÝãéóôï áíáìåíüìåíï êüóôïò üôáí êáíÝíáò œñÞóôçò äå œñçóéìïðïéåSS ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ, ïðüôå Ýœïõìå ìéá ìüíï ðéèáíÞ êáôÜóôáóç êáé ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï åSSíáé ôï ìÝãéóôï óôçí êáôÜóôáóç áõôÞ êáé ôï ìÝãéóôï áíáìåíüìåíï åSSíáé åðSSóçò ôï ìÝãéóôï.

Ìéá Üëëç éóïññïðSSá óôï SSäéï äSSêôõï (ìå ôéò m ðáñÜëëçëåò SSäéáò œùñçôéêüôçôáò áêìÝò êáé ôïõò m éóïäýíáìïõò œñÞóôåò) Ýœïõìå üôáí êÜèå œñÞóôçò i óôåSSëåé ôï öïñôSSï ôïõ óå êÜèå áêìÞ j ìå ðéèáíüôçôá p^j_i =^1_m . Ç éóïññïðSSá áõôÞ åSSíáé œåéñüôåñç áðü ôçí éóïññïðSSá ôçò ðñïçãïýìåíçò ðáñáãñÜöïõ (óôçí ïðïSSá êÜèå œñÞóôçò óôÝëíåé ôï öïñôSSï ôïõ óå äéáöïñåôéêÞ áêìÞ), ãéáôSS õðÜñœåé ðéèáíüôçôá ðåñéóóüôåñïé áðü Ýíáí œñÞóôç íá óôåSSëïõí óôçí SSäéá áêìÞ. Ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò üìùò óå êÜèå áêìÞ åSSíáé SSäéï êáé SSóï ìå w, ïðüôå êáé ôï ìÝãéóôï áíáìåíüìåíï êüóôïò åSSíáé w. Áðü ôçí Üëëç ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò åSSíáé ìåãáëýôåñï áðü w, ðïõ åSSíáé êáé äéáéóèçôéêÜ óùóôü. Ãéá áõôü ôïí ëüãï œñçóéìïðïéïýìå ãéá êïéíùíéêü êüóôïò ôï áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï êüóôïò.

5.3 Nash éóïññïðSSá

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èá äïýìå ôé óõìâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç éóïññïðSSáò êáé èá õðïëïãSSóïõìå ôéò ðéèáíüôçôåò ðïõ èá ðáSSîïõí ïé ðáSSêôåò óå áõôÞ.

5.3 Nash éóïññïðSSá 61

ĳðùò åSSðáìå êáé ðáñáðÜíù, ïé ðéèáíüôçôåò p^j_i ïñSSæïõí ìéá Nash éóïññïðSSá áí êáíÝíáò ðáSSêôçò-œñÞóôçò äåí Ýœåé êSSíçôñï íá áëëÜîåé óôñáôçãéêÞ. ÅðïìÝíùò, ï œñÞóôçò i èá œñçóéìïðïéÞóåé ìå ìç ìçäåíéêÝò ðéèáíüôçôåò ìüíï ôéò áêìÝò j ðïõ åëáœéóôïðïéïýí ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò êáèõóôÝñçóçò λ^j_i . ÓõìâïëSSæïõìå áõôÞ ôçí åëÜœéóôç ôéìÞ λ_i êáé ïñSSæïõìå ôçí õðïóôÞñéîç (support) ôïõ ðáSSêôç i ùò ôï óýíïëï ôùí áêìþí ðïõ áõôüò œñçóéìïðïéåSS ìå ìç ìçäåíéêÞ ðéèáíüôçôá. ÅðSSóçò ïñSSæïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò I^j_i ùò åîÞò:

I^j_i = { 1 áí p^j_i > 0 0 áí p^j_i = 0

Ïé ðéèáíüôçôåò óå ìéá Nash éóïññïðSSá ïñSSæïíôáé ìïíïóÞìáíôá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò I^j_i . Ãéá üóá i, j åSSíáé I^j_i = 0, ðñïöáíþò p^j_i = 0, åíþ ãéá ôá õðüëïéðá áí ëýóïõìå ôçí (5.2) ùò ðñïò ôéò ðéèáíüôçôåò åSSíáé:

p^j_i =

W^j + w_i − c^jλ_i w_i (5.4)

ìå ðåñéïñéóìïýò:

1. W^j = ∑ i I^j_i (W^j + w_i − c^jλ_i), ãéá üëåò ôéò áêìÝò j

2. r^i = ∑ j I^j_i (W^j + w_i − c^jλ_i), ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò i

Ï ôýðïò ðïõ äSSíåé ôéò ðéèáíüôçôåò, ðñïêýðôåé áí ëýóïõìå ôç óœÝóç ïñéóìïý ôùí λ^j_i (5.2) ùò ðñïò p^j_i êáé ðáñáôçñÞóïõìå üôé ïé ðéèáíüôçôåò åSSíáé èåôéêÝò ìüíï áí λ^j_i = λ_i. Ï ðñþôïò ðåñéïñéóìüò ðñïêýðôåé áðü ôïí ïñéóìü ôçò áíáìåíüìåíçò êáèõóôÝñçóçò óå ìéá áêìÞ (5.1) êáé ï äåýôåñïò ðåñéïñéóìüò ïõóéáóôéêÜ ëÝåé üôé ôï Üèñïéóìá ôùí ìç ìçäåíéêþí ðéèáíïôÞôùí åíüò ðáSSêôç, ðñÝðåé íá åSSíáé 1.

Ãéá ïðïéáäÞðïôå áêìÞ j ãéá ôçí ïðïSSá äåí åSSíáé p^j_i > 0 ãéá áêñéâþò Ýíá ðáSSêôç i, éóœýåé:

W^j = − ∑ i I^j_i w_i + c^j ∑ i I^j_i λ_i ∑ i I^j_i − 1

Ç ðáñáðÜíù óœÝóç ðñïêýðôåé áí ëýóïõìå ôïí ðåñéïñéóìü 1 ùò ðñïò W^j. Äåí éóœýåé áí p^j_i > 0 ãéá áêñéâþò Ýíá œñÞóôç, ãéáôSS ôüôå ï ðáñáíïìáóôÞò åSSíáé 0. Ïé áêìÝò j ãéá ôéò ïðïSSåò p^j_i > 0 ãéá áêñéâþò Ýíá œñÞóôç i ïíïìÜæïíôáé solo áêìÝò.

Ïé ðáñáðÜíù óœÝóåéò åêöñÜæïõí ôéò ðéèáíüôçôåò ðïõ ðáSSæïõí ïé œñÞóôåò óå Nash éóïññïðSSá ìå âÜóç ôçí õðïóôÞñéîç êÜèå ðáSSêôç, áëëÜ äå äSSíïõí ðëçñïöïñSSåò óœåôéêÜ ìå ôçí ýðáñîç Þ ôçí ìïíáäéêüôçôá Nash óçìåSSùí éóïññïðSSáò.

5.4 Õðïëïãéóìüò ôùí Nash ÐéèáíïôÞôùí

Ïé óœÝóåéò ðïõ åSSäáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá, åêöñÜæïõí ôéò ðéèáíüôçôåò ðïõ ðáSSæïõí ïé œñÞóôåò óå Nash éóïññïðSSá ìå âÜóç ôçí õðïóôÞñéîç êÜèå ðáSSêôç, áëëÜ äå äSSíïõí êÜðïéï ôñüðï íá õðïëïãSSóïõìå ôéò ðéèáíüôçôåò áõôÝò.

5.4.1 ÐëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò

Èåùñïýìå ôþñá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ üëïé ïé œñÞóôåò œñçóéìïðïéïýí ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò, äçëáäÞ I^j_i = 1 ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò i êáé üëåò ôéò áêìÝò j.

Èåþñçìá 5.1. [MS01] Óôçí ðëÞñùò ìåéêôÞ ðåñSSðôùóç, ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò i êáé üëåò ôéò áêìÝò j:

(1 − mc^j ∑_m l=1 c^l ) · (1 − ∑_n k=1 w_k (n − 1)w_i ) + c^j ∑_m l=1 c^l ∈ (0, 1) (5.5)

áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ìå ðéèáíüôçôåò:

p^j_i = (1 − mc^j ∑_m l=1 c^l ) · (1 − ∑_n k=1 w_k (n − 1)w_i ) + c^j ∑_m l=1 c^l (5.6)

ãéá êÜèå œñÞóôç i êáé êÜèå áêìÞ j.

Áðüäåéîç. Ïé ðáñáðÜíù óœÝóåéò ãéá ôéò ðéèáíüôçôåò ðñïêýðôïõí ìå ðñÜîåéò óôïõò ôýðïõò ðïõ Ýœïõìå èåùñÞóåé ìÝœñé ôþñá, èÝôùíôáò I^j_i = 1 ãéá üëá ôá i, j. Åöüóïí üìùò èåùñïýìå ôçí ðëÞñùò ìåéêôÞ ðåñSSðôùóç, ðñÝðåé üëåò ïé ðéèáíüôçôåò íá åSSíáé ìåãáëýôåñåò ôïõ 0 êáé ìéêñüôåñåò ôïõ 1. ËåðôïìåñÞò áðüäåéîç õðÜñœåé óôï [MS01].

Áðü ôï èåþñçìá 5.1 âëÝðïõìå üôé óôçí ðëÞñùò ìåéêôÞ ðåñSSðôùóç, ìðïñïýìå íá åëÝãîïõìå áí õðÜñœåé Nash éóïññïðSSá êáé íá õðïëïãSSóïõìå ôéò áíôSSóôïéœåò ðéèáíüôçôåò óå œñüíï O(mn). ÐñÜãìáôé, õðïëïãSSæïõìå ãéá êÜèå œñÞóôç i êáé êÜèå áêìÞ j ôçí ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò (1−^{mcj∑}m_{l=1 cl} )·(1− ∑_n k=1 w_k (n−1)w_i )+ c^j ∑_m l=1 c^l êáé åëÝœãïõìå áí åSSíáé ìåãáëýôåñç ôïõ 0 êáé ìéêñüôåñç ôïõ 1. Áí äåí åSSíáé ìÝóá óôá üñéá, óçìáSSíåé üôé äåí õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, óôï ïðïSSï üëïé ïé ðáSSêôåò œñçóéìïðïéïýí ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò. ÄéáöïñåôéêÜ, óõíåœSSæïõìå ôïí õðïëïãéóìü êáé ôïí Ýëåãœï ôçò ðáñÜóôáóçò ãéá ôá õðüëïéðá i, j. Áí ç ôéìÞ ôçò ðáñÜóôáóçò åSSíáé ìÝóá óôá åðéôñåðôÜ üñéá ãéá üëá ôá i, j, õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò êáé ïé ðéèáíüôçôåò åSSíáé ïé ôéìÝò ðïõ Ýœïõí õðïëïãéóôåSS.

Èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôþñá ôï Èåþñçìá 5.1 ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ üëåò ïé áêìÝò Ýœïõí ôçí SSäéá œùñçôéêüôçôá c, åíþ ïé œñÞóôåò Ýœïõí ôõœáSSá öïñôSSá.

Ðñïêýðôåé üôé õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ãéá ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò, áí^1_m ∈ (0, 1). Ç ðáñáðÜíù óõíèÞêç ðñïöáíþò éóœýåé ãéá üëá ôá m > 1, ïðüôå õðÜñœåé ìïíáäéêü ðëÞñùò ìåéêôü Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç ìå ðéèáíüôçôåò: p^j_i =^1_m ãéá êÜèå œñÞóôç i êáé êÜèå áêìÞ j.

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí ôï SSäéï öïñôSSï, äçëáäÞ ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò i, w_i = w. ÏñSSæïõìå åðSSóçò ôçí áíçãìÝíç œùñçôéêüôçôá ôçò áêìÞò j ùò: c̃^j =^{cj∑}m_{l=1 cl} . Ðñïöáíþò ∑_m j=1 c̃^j = 1.

Ìå áíôéêáôÜóôáóç ôùí ðáñáðÜíù óôç óõíèÞêç (5.5) ðñïêýðôåé üôé ðñÝðåé:

(n + m − 1)c̃^j − 1 n − 1 ∈ (0, 1)

Þ éóïäýíáìá:

c̃^j ∈ ( 1 m + n − 1 , n m + n − 1 ) ÅðïìÝíùò, áí üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí SSäéï öïñôSSï êáé œñçóéìïðïéïýí ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò, ãéá üëåò ôéò áêìÝò j:

c̃^j ∈ ( 1 m + n − 1 , n m + n − 1 ) (5.7)

áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ìå ðéèáíüôçôåò:

p^j_i =

(n + m − 1)c̃^j − 1 n − 1 (5.8)

ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò i êáé üëåò ôéò áêìÝò j. Áðü ôç óœÝóç (5.8) öáSSíåôáé üôé óå êÜèå áêìÞ j üëïé ïé œñÞóôåò œñçóéìïðïéïýí ôéò SSäéåò ðéèáíüôçôåò.

Ãéá íá õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ìå ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò, ðñÝðåé íá éóœýïõí 2m óõíèÞêåò ãéá ôéò áíçãìÝíåò œùñçôéêüôçôåò c̃^j áðü ôç óõíèÞêç (5.7) (m ãéá ôï Üíù üñéï êáé m ãéá ôï êÜôù üñéï). ĳìùò åðåéäÞ ôï Üèñïéóìá ôùí áíçãìÝíùí œùñçôéêïôÞôùí åSSíáé 1 ëüãù êáôáóêåõÞò, áñêåSS íá éóœýïõí ìüíï ïé m óõíèÞêåò ôïõ åíüò ïñSSïõ (Ýóôù ôïõ êÜôù) [FKK^+02]. ÐñÜãìáôé, áêüìá êáé áí ïé m − 1 áêìÝò Ýœïõí áíçãìÝíåò œùñçôéêüôçôåò ðïëý êïíôÜ óôï êÜôù üñéï^1_{m+n−1} , äçëáäÞ åSSíáé^1_{m+n−1} + ϵ, üðïõ ϵ > 0, ç Üëëç áêìÞ èá Ýœåé ìéêñüôåñç áíçãìÝíç œùñçôéêüôçôá áðü ôï ðÜíù üñéï^n_{m+n−1} . Ãéá íá éóœýïõí ïé m óõíèÞêåò ôïõ êÜôù ïñSSïõ, áñêåSS ç åëÜœéóôç áíçãìÝíç œùñçôéêüôçôá íá åSSíáé ìåãáëýôåñç áðü ôï êÜôù üñéï. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï åëÝãîïõìå óå œñüíï O(m), âñSSóêïíôáò ôçí åëÜœéóôç œùñçôéêüôçôá êáé åëÝãœïíôáò áí ç áíôSSóôïéœç áíçãìÝíç œùñçôéêüôçôá åSSíáé ìåãáëýôåñç áðü 1 m+n−1 .

5.4.2 ÌåéêôÝò óôñáôçãéêÝò

Èá ãåíéêåýóïõìå ôï áðïôÝëåóìá ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò Nash éóïññïðSSáò üôáí ïé œñÞóôåò Ýœïõí ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò êáé SSäéï öïñôSSï ôçò ðñïçãïýìåíçò õðïåíüôçôáò, ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ïé œñÞóôåò Ýœïõí SSäéï öïñôSSï, áëëÜ äåí œñçóéìïðïéïýí áðáñáSSôçôá ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò.

ĳôáí óôï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò õðÜñœåé Ýíá õðïóýíïëï ôùí áêìþí ðïõ ôï ïíïìÜæïõìå L, ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå œñÞóôç i êáé êÜèå áêìÞ j, I^j_i = 1 áí j ∈ L êáé I^j_i = 0 áëëéþò, ëÝìå üôé ïé œñÞóôåò œñçóéìïðïéïýí ãåíéêåõìÝíåò ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò (generalized fully mixed strategies). Ïé ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò åSSíáé åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôùí ãåíéêåõìÝíùí ðëÞñùò ìåéêôþí óôñáôçãéêþí üðïõ ôï óýíïëï L áðïôåëåSSôáé áðü üëåò ôéò áêìÝò.

Óôçí ðñïçãïýìåíç õðïåíüôçôá, âñSSóêáìå áí õðÞñœå Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò êáé õðïëïãSSæáìå ôéò áíôSSóôïéœåò ðéèáíüôçôåò ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ üëïé ïé œñÞóôåò œñçóéìïðïéïýóáí ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò. ÎÝñáìå äçëáäÞ ôçí õðïóôÞñéîç ôïõ êÜèå œñÞóôç, ç ïðïSSá Þôáí üëï ôï óýíïëï ôùí áêìþí. Åäþ, èá äïýìå ðùò ìðïñïýìå íá õðïëïãSSóïõìå ôéò ðéèáíüôçôåò óå êÜðïéï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, œùñSSò íá îÝñïõìå ôçí õðïóôÞñéîç ôïõ êÜèå ðáSSêôç. Èá ôï êÜíïõìå áõôü ãéá ãåíéêåõìÝíåò ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò, üðïõ üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí ôçí SSäéá õðïóôÞñéîç (œñçóéìïðïéïýí ôéò SSäéåò áêìÝò). Áðïäåéêíýåôáé [FKK^+02] üôé üôáí üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí ôï SSäéï öïñôSSï, õðÜñœåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ìå ãåíéêåõìÝíåò ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò, ôï ïðïSSï âñSSóêïõìå ùò åîÞò:

1. Ôáîéíïìïýìå ôéò œùñçôéêüôçôåò ôùí áêìþí óå ìç öèSSíïõóá óåéñÜ êáé õðïëïãSSæïõìå ôçí áíçãìÝíç œùñçôéêüôçôá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí áêìÞ ìå ôç ìéêñüôåñç œùñçôéêüôçôá, ôçí ïðïSSá óõìâïëSSæïõìå c̃. ÈÝôïõìå L ôï óýíïëï üëùí ôùí áêìþí êáé m^′ ôï ìÝãåèïò ôïõ L

2. Áí c̃ >^1_{m′+n−1} , ôåëåéþóáìå.

3. Áëëéþò âãÜæïõìå ôçí áêìÞ ìå ôç ìåãáëýôåñç œùñçôéêüôçôá áðü ôï óýíïëï L, ïðüôå ôï m^′ ìåéþíåôáé êáôÜ Ýíá êáé åíçìåñþíïõìå ôçí ôéìÞ ôçò åëÜœéóôçò áíçãìÝíçò œùñçôéêüôçôáò êáé åðáíáëáìâÜíïõìå ôï âÞìá 2.

Óôï ðñþôï êáé óôï ôñSSôï âÞìá ôïõ ðáñáðÜíù áëãïñSSèìïõ, äå œñåéÜæåôáé íá õðïëïãSSóïõìå üëåò ôéò áíçãìÝíåò œùñçôéêüôçôåò ôïõ óõíüëïõ L. ÁñêåSS íá õðïëïãSSóïõìå ôçí áíçãìÝíç œùñçôéêüôçôá ìüíï ãéá ôçí áêìÞ ìå ôç ìéêñüôåñç œùñçôéêüôçôá, áöïý ìå áõôÞ èá ãSSíåé ï Ýëåãœïò óôï âÞìá 3. Ï áëãüñéèìïò áõôüò åSSíáé ðïëõùíõìéêüò (Ýœåé ðïëõðëïêüôçôá Θ(m log m)). ÐñÜãìáôé, óôï ðñþôï âÞìá œñåéáæüìáóôå œñüíï Θ(m log m) ãéá ôçí ôáîéíüìçóç êáé Θ(m) ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò áíçãìÝíçò œùñçôéêüôçôáò. Ôï äåýôåñï êáé ôï ôñSSôï âÞìá åðáíáëáìâÜíïíôáé ôï ðïëý m öïñÝò êáé Ýœïõí óôáèåñü œñüíï.

5.4.3 ÃíÞóéåò óôñáôçãéêÝò

Áò äïýìå ôþñá ôé áðïôåëÝóìáôá õðÜñœïõí ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ðåñéïñéæüìáóôå óå ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò, äçëáäÞ ãéá êÜèå œñÞóôç i õðÜñœåé ìéá áêìÞ j, ôÝôïéá þóôå I^j_i = 1 êáé I^l_i = 0 ãéá êÜèå l ≠ j (Þ éóïäýíáìá p^j_i = 1 êáé p^l_i = 0 ãéá êÜèå l ≠ j). Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ëïéðüí áí âñïýìå óôçí Nash éóïññïðSSá ôçí õðïóôÞñéîç êÜèå œñÞóôç (ç ïðïSSá èá åSSíáé ìïíïóýíïëï), îÝñïõìå êáé ôéò ðéèáíüôçôåò óôï óçìåSSï éóïññïðSSáò.

Óôï [FKK^+02] áðïäåéêíýåôáé üôé õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí Ýíá pure Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò êáé ðñïôåSSíåôáé Ýíáò ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí åýñåóç ôùí óõíüëùí õðïóôÞñéîçò ôùí œñçóôþí. Ï áëãüñéèìïò èåùñåSS ôá öïñôSSá ôùí œñçóôþí óå ìç áýîïõóá óåéñÜ (w_1 ≥ w_2 ≥ . . . ≥ w_n) êáé ìå ôç óåéñÜ áõôÞ áíáèÝôåé ôï öïñôSSï ôïõ êÜèå œñÞóôç óôçí áêìÞ áõôÞ ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôï êüóôïò êáèõóôÝñçóçò ôïõ œñÞóôç, äçëáäÞ åSSíáé óáí íá âÜæåé óå êÜèå âÞìá i ôïí œñÞóôç ìå ôï i-ïóôï ìåãáëýôåñï öïñôSSï íá åðéëÝîåé ôçí áêìÞ ðïõ ôïí óõìöÝñåé ìå âÜóç ôéò åðéëïãÝò ôùí œñçóôþí óôá ðñïçãïýìåíá âÞìáôá. Ðñïöáíþò ìåôÜ ôçí åêôÝëåóç ôïõ áëãïñSSèìïõ üëïé ïé œñÞóôåò Ýœïõí ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò, áöïý ôï öïñôSSï ôïõ êÜèå œñÞóôç áíáôSSèåôáé óå áêñéâþò ìSSá áêìÞ ìå ðéèáíüôçôá 1.

Èá áðïäåSSîïõìå üôé áðü ôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï óå êÜèå âÞìá i ðñïêýðôåé Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, äçëáäÞ üëïé ïé œñÞóôåò ìå öïñôSSá w_1, . . . w_i åSSíáé éêáíïðïéçìÝíïé áðü ôçí áêìÞ ðïõ åðÝëåîáí, áêüìá êáé áí üôáí Ýêáíáí ôçí åðéëïãÞ äåí Þîåñáí ôé èá åðÝëåãáí ïé œñÞóôåò óôá åðüìåíá âÞìáôá. Èá ôï áðïäåSSîïõìå åðáãùãéêÜ:

• Ãéá i = 1 ðñïöáíþò éóœýåé.

• ÿóôù üôé éóœýåé ãéá i = k, äçëáäÞ üëïé ïé œñÞóôåò åSSíáé éêáíïðïéçìÝíïé áðü ôçí êáôÜóôáóç ìåôÜ ôçí åðéëïãÞ ôïõ œñÞóôç k.

• Èá äåSSîïõìå üôé éóœýåé êáé ãéá i = k + 1. Ï œñÞóôçò k + 1 åðéëÝãåé ìéá áêìÞ j ãéá ôçí ïðïSSá éóœýåé:

w_{k+1} + X^j c^j ≤ w_{k+1} + X^l c^l (5.9)

üðïõ X^l ôï óõíïëéêü öïñôSSï óôçí áêìÞ l ìåôÜ ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðáSSêôç k. Ï œñÞóôçò ìå ôï ìéêñüôåñï öïñôSSï (w_{k+1}) äåí Ýœåé ëüãï íá áëëÜîåé áêìÞ, åöüóïí åðÝëåîå áêìÞ ôåëåõôáSSïò - îÝñïíôáò ôé åSSœáí åðéëÝîåé ïé õðüëïéðïé. ÿóôù ôþñá üôé êÜðïéïò ðñïçãïýìåíïò œñÞóôçò ìå öïñôSSï w_p (üðïõ w_p ≥ w_{k+1} êáé p < k +1), Ýœåé ëüãï íá áëëÜîåé áêìÞ ìåôÜ ôçí åðéëïãÞ ôïõ œñÞóôç k + 1. Áí ôï öïñôSSï w_{k+1} áíáôÝèçêå óå äéáöïñåôéêÞ áêìÞ ôï w_p, ï œñÞóôçò ìå öïñôSSï w_p äåí Ýœåé ëüãï íá áëëÜîåé áêìÞ, áöïý üœé ìüíï äåí åðéâáñýíèçêå ç áêìÞ óôçí ïðïSSá åSSœå äñïìïëïãÞóåé ôï öïñôSSï ôïõ, áëëÜ åðéâáñýíèçêå êÜðïéá Üëëç áêìÞ. Áí ôá öïñôSSá w_{k+1} êáé w_p áíáôÝèçêáí óôçí SSäéá áêìÞ j, ãéá íá Ýœåé ëüãï íá áëëÜîåé áêìÞ ï ðáSSêôçò p ðñÝðåé íá õðÜñœåé êÜðïéá áêìÞ y ôÝôïéá þóôå:

w_p + X_y c^y < w_{k+1} + X^j c^j ĳìùò åSSíáé w_p ≥ w_{k+1}, ïðüôå èá åSSíáé^{wk+1+Xy}_{cy} <^{wk+1+Xj}_{cj} , ôï ïðïSSï åSSíáé Üôïðï ëüãù ôçò (5.9). Ìå Üëëá ëüãéá, áí ôá öïñôSSá w_{k+1} êáé w_p áíáôÝèçêáí óôçí SSäéá áêìÞ, äåí õðÜñœåé êÜðïéá Üëëç áêìÞ l ìå ìéêñüôåñï êüóôïò ãéá ôï öïñôSSï w_p, ãéáôSS ôüôå ç l èá åSSœå ìéêñüôåñï êüóôïò êáé ãéá ôï öïñôSSï w_{k+1}, áöïý w_p ≥ w_{k+1} êáé èá ôçí åðÝëåãå ï ðáSSêôçò k +1.

Ìå ôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï âñSSóêïõìå ôçí õðïóôÞñéîç (êáé Üñá êáé ôéò ðéèáíüôçôåò) ãéá Ýíá Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò. Áõôü üìùò ôï óçìåSSï éóïññïðSSáò äåí ìðïñïýìå íá ôï áîéïëïãÞóïõìå ìå âÜóç ôï êïéíùíéêü ôïõ êüóôïò. Áðïäåéêíýåôáé üôé ôá ðñïâëÞìáôá ôïõ õðïëïãéóìïý ôïõ êáëýôåñïõ êáé ôïõ œåéñüôåñïõ Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò ìå ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò åSSíáé NP-ðëÞñç ìå áíáãùãÞ óôï bin-packing [FKK^+02].

5.5 Êüóôïò ôçò áíáñœSSáò

Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ïñSSæåôáé ùò ï ìÝãéóôïò ëüãïò ôïõ êïéíùíéêïý êüóôïò óå êÜðïéï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ðñïò ôá åëÜœéóôï êïéíùíéêü êüóôïò [KP99]. Éóïäýíáìá, ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé ï ëüãïò ôïõ êïéíùíéêïý êüóôïõò óôï œåéñüôåñï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ðñïò ôï åëÜœéóôï êïéíùíéêü êüóôïò. Óå áõôü ôï ìïíôÝëï ç Nash éóïññïðSSá äåí åSSíáé ìïíáäéêÞ (üðùò óôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò), óõíåðþò ðñÝðåé íá õðïëïãSSæïõìå ôï êüóôïò óôï œåéñüôåñï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò. ÈÝëïõìå ëïéðüí íá óõãêñSSíïõìå ôï ìÝãéóôï êïéíùíéêü êüóôïò óå Nash éóïññïðSSá (äçëáäÞ ôï êïéíùíéêü êüóôïò óôï œåéñüôåñï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò) ìå ôï âÝëôéóôï êïéíùíéêü êüóôïò (opt).

Ç âÝëôéóôç êáôÜóôáóç opt, ìðïñåSS ðÜíôá íá ðñïêýøåé ùò Ýíá ãíÞóéï Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò, äçëáäÞ ïé œñÞóôåò íá œñçóéìïðïéïýí áðïêëåéóôéêÜ ãíÞóéåò óôñáôçãéêÝò. Ï õðïëïãéóìüò ôïõ êïéíùíéêïý âÝëôéóôïõ opt åSSíáé NP-ðëÞñåò ðñüâëçìá, ãéáôSS ìðïñïýìå íá áíÜãïõìå óå áõôü ôï partition ðñüâëçìá. Éóœýåé üìùò ôï åîÞò êÜôù öñÜãìá: opt≥^{maxi∈{1,n} wi}_{minj∈{1,m} cj} .

ÁëëÜ ïýôå ï õðïëïãéóìüò ôïõ êïéíùíéêïý êüóôïõò SC åíüò Nash óçìåSSïõ éóïññïðSSáò ìðïñåSS íá ãSSíåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï óå óœÝóç ìå ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí m Þ ôùí œñçóôþí n áí œñçóéìïðïéÞóïõìå ôç óœÝóç 3, ãéáôSS ðñÝðåé íá õðïëïãéóôïýí êáé íá áèñïéóôïýí m^n üñïé. Óôï [FKK^+02] ðñïôåSSíåôáé Ýíáò ðïëõùíõìéêüò ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôïõ êïéíùíéêïý êüóôïõò óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ üëåò ïé áêìÝò Ýœïõí ôçí SSäéá œùñçôéêüôçôá êáé áðïäåéêíýåôáé üôé ï õðïëïãéóìüò ôïõ üôáí ðåñéïñéæüìáóôå óå ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò åSSíáé ♯P-ðëÞñåò ðñüâëçìá.

Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò Ýœåé õðïëïãéóôåSS ãéá ôï äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí ãéá äéÜöïñåò ðåñéðôþóåéò, áíÜëïãá ìå ôïí áñéèìü ôùí œñçóôþí, ôï ðëÞèïò ôùí áêìþí, ôï áí ïé œñÞóôåò Ýœïõí SSäéï öïñôSSï êáé ôï áí ïé áêìÝò Ýœïõí SSäéá œùñçôéêüôçôá. Óôç óõíÝœåéá ðáñáèÝôïõìå ôá óçìáíôéêüôåñá áðïôåëÝóìáôá êáèþò êáé ôéò áðïäåSSîåéò ãéá êÜðïéá áðü áõôÜ.

5.5.1 ÄSSêôõï äýï áêìþí

Ï ðñþôïò õðïëïãéóìüò ôïõ êüóôïõò ôçò áíáñœSSáò Ýãéíå óôï [KP99], üðïõ êáé ïñSSóôçêå ç Ýííïéá êáé áöïñïýóå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü äýï ðáñÜëëçëåò áêìÝò ìå SSäéåò œùñçôéêüôçôåò.

Èåþñçìá 5.2. [KP99] Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ãéá Ýíá äSSêôõï äýï áêìþí ìå SSäéåò œùñçôéêüôçôåò åSSíáé 3/2.

Áðüäåéîç. Áðïäåéêíýåôáé áöåíüò üôé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé ôï ðïëý 3/2 (Üíù üñéï) êáé áöåôÝñïõ üôé õðÜñœåé óôéãìéüôõðï ìå êüóôïò ôçò áíáñœSSáò áêñéâþò 3/2 (êÜôù üñéï), ïðüôå áðïäåéêíýåôáé ôï èåþñçìá.

Ôï êÜôù üñéï áðïäåéêíýåôáé ìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá. Èåùñïýìå Ýíá äSSêôõï ìå 2 œñÞóôåò, ðïõ Ýœïõí êáé ïé äýï öïñôSSï 1. ÕðÜñœïõí ôñSSá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò (äýï ìå pure óôñáôçãéêÝò êáé Ýíá ìå ìåéêôÝò), åê ôùí ïðïSSùí ôï œåéñüôåñï åSSíáé üôáí œñçóéìïðïéçèïýí ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò êáé ïé ðéèáíüôçôåò åSSíáé p^j_i = 1/2 ãéá i, j = 1, 2. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç Ýœïõìå SC =^1_4 · 2 +^1_4 · 2 +^1_4 · 1 +^1_4 · 1 =^3_2 , åíþ óôç âÝëôéóôç êáôÜóôáóç ôï öüñôéï êÜèå ðáSSêôç áíáôSSèåôáé óå äéáöïñåôéêÞ áêìÞ, ïðüôå opt=1. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç äçëáäÞ ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé 3/2.

Ãéá áðïäåSSîïõìå ôï Üíù üñéï èåùñïýìå üôé ôï âÝëôéóôï opt åSSíáé áöåíüò ôïõëÜœéóôïí üóï ôï ìÝãéóôï öïñôSSï ôùí ðáéêôþí êáé áöåôÝñïõ ôïõëÜœéóôïí üóï ï ìÝóïò üñïò ôùí áíáìåíüìåíùí êáèõóôåñÞóåùí óôéò áêìÝò. Áí èåùñÞóïõìå üôé ïé ðáSSêôåò åSSíáé ôáîéíïìçìÝíïé óå öèSSíïõóá óåéñÜ áíÜëïãá ìå ôï öïñôSSï ôïõò, ôüôå opt≥ max(w_1, ∑ j W^j m ). Èåùñïýìå ôþñá ôçí ðéèáíüôçôá ôï öïñôSSï ôïõ œñÞóôç i íá äñïìïëïãçèåSS óôçí áêìÞ ìå ôï ìÝãéóôç êáèõóôÝñçóç êáé ôçí óõìâïëSSæïõìå q_i. Ìå âÜóç áõôÝò ôéò ðéèáíüôçôåò, ôï êïéíùíéêü êüóôïò ìðïñåSS íá ãñáöåSS: SC= ∑ i q_iw_i. Èåùñïýìå åðSSóçò ôçí ðéèáíüôçôá t_{ik} ôá öïñôSSá ôùí œñçóôþí i êáé k íá äñïìïëïãçèïýí óôçí SSäéá áêìÞ. Ãéá ôéò ðéèáíüôçôåò ðïõ èåùñÞóáìå éóœýåé üôé: q_i + q_k ≤ 1 + t_{ik} êáé áðïäåéêíýåôáé üôé: ∑ k≠i tikwk = λi − wi. Áðü ôéò ðáñáðÜíù óœÝóåéò áðïäåéêíýåôáé ôï

æçôïýìåíï.

Èåþñçìá 5.3. [KP99] Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ãéá Ýíá äSSêôõï äýï áêìþí ìå œùñçôéêüôçôåò c^1 ≤ c^2 åSSíáé ôïõëÜœéóôïí 1+^{c2}_{c1+c2} .

5.5.2 ÐëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò

Óôçí õðïåíüôçôá 5.4.1 ìåëåôÞóáìå éäéáSSôåñá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ üëïé ïé œñÞóôåò œñçóéìïðïéïýí ðëÞñùò ìåéêôÝò óôáñôçãéêÝò êáé åSSäáìå ðþò ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí ïé ðéèáíüôçôåò óôçí Nash éóïññïðSSá. Áðïäåéêíýåôáé óôï [MS01] üôé óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò:

• Áí ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü m áêìÝò SSäéáò œùñçôéêüôçôáò, ï ëüãïò óõíôïíéóìïý óôç œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç åSSíáé Θ(^{log m}_{log log m} ).

• Áí ôï äSSêôõï áðïôåëåSSôáé áðü m áêìÝò ìå ôõœáSSåò œùñçôéêüôçôåò êáé Ýœåé n œñÞóôåò ìå SSäéá öïñôSSá, ìå n ≥ m, ï ëüãïò óõíôïíéóìïý óôç œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç åSSíáé Θ(^{log n}_{log log n} ).

5.5.3 ÄSSêôõï m áêìþí

Èá äïýìå ôþñá ôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç, üðïõ ôï äSSêôõï Ýœåé m áêìÝò êáé ïé œñÞóôåò ìðïñïýí íá œñçóéìïðïéÞóïõí ïðïéáäÞðïôå óôñáôçãéêÞ.

Èåþñçìá 5.4. [KP99] Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò óå Ýíá äSSêôõï ìå m áêìÝò SSäéáò œùñçôéêüôçôáò åSSíáé Ω(^{ln m}_{ln ln m} ).

Áðüäåéîç. ÿóôù üôé ôï äSSêôõï Ýœåé m œñÞóôåò ìå ìïíáäéáSSá öïñôSSá (w_i = 1). Ïé ðéèáíüôçôåò p^j_i = 1/m ãéá üëïõò ôïõò œñÞóôåò êáé üëåò ôéò áêìÝò áðïôåëïýí Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò. Ôï ðñüâëçìá åSSíáé SSäéï ìå ôï ðñüâëçìá ðïõ Ýœïõìå m ìðÜëåò êáé m êáëÜèéá, ìå ðéèáíüôçôá 1/m ñSSœíïõìå êÜèå ìðÜëá óå êÜèå êáëÜèé êáé øÜœíïõìå ôïí áíáìåíüìåíï ìÝãéóôï áñéèìü ìðáëþí óå Ýíá êáëÜèé. Ç áðÜíôçóç åSSíáé ãíùóôÞ áðü ôç èåùñSSá ðéèáíïôÞôùí êáé åSSíáé O(^{ln m}_{ln ln m} ).

Èåþñçìá 5.5. [KMS02] Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò óå Ýíá äSSêôõï ìå m ðáñÜëëçëåò áêìÝò SSäéáò œùñçôéêüôçôáò åSSíáé Θ(^{ln m}_{ln ln m} ).

Áðüäåéîç. Ëüãù ôïõ èåùñÞìáôïò 5.4, áñêåSS íá áðïäåéœôåSS ôï Üíù üñéï, äçëáäÞ üôé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé O(^{ln m}_{ln ln m} ). Ç áðüäåéîç ðïõ ðñïôåSSíåôáé óôï [KMS02] œñçóéìïðïéåSS ðÜëé ôï ðñüâëçìá áðü ôç èåùñSSá ðéèáíïôÞôùí óôï ïðïSSï ñSSœíïõìå ìðÜëåò ìå ðéèáíüôçôá^1_m óå m êáëÜèéá. Ôá öïñôSSá ôùí œñçóôþí áíôéóôïéœïýí óôéò ìðÜëåò êáé ïé áêìÝò ôïõ äéêôýïõ óôá êáëÜèéá. ÐñÝðåé ìå êÜðïéï ôñüðï íá ìïíôåëïðïéÞóïõìå ôï üôé óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç ôá öïñôSSá ôùí œñçóôþí åSSíáé äéáöïñåôéêÜ, äçëáäÞ êáé ïé ìðÜëåò ðñÝðåé íá œáñáêôçñSSæïíôáé áðü êÜðïéï âÜñïò, þóôå íá ìç ãåìSSæïõí éóïäýíáìá ôá êáëÜèéá.

ĳìùò ãéá íá œñçóéìïðïéçèïýí ôá áðïôåëÝóìáôá áðü ôç èåùñSSá ðéèáíïôÞôùí, ðñÝðåé üëåò ïé ìðÜëåò íá Ýœïõí ôï SSäéï âÜñïò. Áõôü åðéôõãœÜíåôáé ìå ôç "óõãœþíåõóç ìðáëþí" (ball fusion). Äýï ìðÜëåò ìå âÜñç α êáé β, ðïõ ñSSœíïíôáé óôï êáëÜèé j ìå ðéèáíüôçôåò p^j_α êáé p^j_β áíôSSóôïéœá, ìðïñïýí íá

åíùèïýí óå ìSSá ìå âÜñïò α + β êáé ðéèáíüôçôá^{pjαα+pjβ β}_{α+β} œùñSSò íá áëëÜîåé ôï áíáìåíüìåíï âÜñïò óå ìéá áêìÞ, Üñá êáé ïé ðéèáíüôçôåò ôùí Üëëùí ìðáëþí (œñçóôþí) óôçí Nash éóïññïðSSá. Áðïäåéêíýåôáé üôé ôï êïéíùíéêü êüóôïò ìåôÜ ôç óõãœþíåõóç åSSíáé ìåãáëýôåñï Þ SSóï áðü ôï êïéíùíéêü êüóôïò ðñéí ôç óõãœþíåõóç. Áõôü äå ìáò ëÝåé ôSSðïôá ãéá ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò, ãéáôSS ìåôÜ ôç óõãœþíåõóç ðéèáíüí íá áëëÜæåé êáé ôï âÝëôéóôï.

Åöáñìüæïõìå ôçí ðáñáðÜíù óõãœþíåõóç ãéá ôéò äýï ìðÜëåò ìå ôï ìéêñüôåñï âÜñïò êÜèå öïñÜ, åþò üôïõ üëåò ïé ìðÜëåò Ýœïõí âÜñïò óôï äéÜóôçìá [max_i w_i, 2 max_i w_i]. Ìå ïðïéïäÞðïôå óõíäõáóìü âáñþí êáôáëÞãïõìå óôï ðáñáðÜíù äéÜóôçìá. ÄçëáäÞ üëåò ïé ìðÜëåò ðïõ Ýœïõìå ôåëéêÜ Ýœïõí âÜñç ðïõ äéáöÝñïõí ìåôáîý ôïõò ôï ðïëý êáôÜ Ýíá ðáñÜãïíôá 2. Ôï êïéíùíéêü êüóôïò ôþñá åSSíáé ôï ðïëý üóï ôï êïéíùíéêü êüóôïò üôáí üëåò ïé ìðÜëåò Ýœïõí âÜñïò 2 max_i w_i, äçëáäÞ O(^{ln m}_{ln ln m} ).

Èåþñçìá 5.6. [CV02] Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò óå Ýíá äSSêôõï ìå m ðáñÜëëçëåò áêìÝò åSSíáé Θ(^{ln m}_{ln ln ln m} ).

.

ÊåöÜëáéï 6

Ôñüðïé ÂåëôSSùóçò ôçò Nash ÉóïññïðSSáò

ĳðùò åSSäáìå óôá ðñïçãïýìåíá êåöÜëáéá, ôá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò äåí Ýœïõí óõíÞèùò ôï åëÜœéóôï äõíáôü êüóôïò ãéá ôï óýóôçìá. Óôï ìïíôÝëï ôùí ìåéêôþí óôñáôçãéêþí (êåöÜëáéï 5), áí åSSíáé ãíùóôÞ ç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç, ïé œñÞóôåò Ýœïõí óõìöÝñïí íá ôçí åöáñìüóïõí. ÁíôSSèåôá, óôá ìïíôÝëá ôçò ìïéñáæüìåíçò ñïÞò (êåöÜëáéï 3) êáé ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò (êåöÜëáéï 4), áêüìá êáé üôáí åSSíáé ãíùóôÞ ç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç, äåí Ýœïõí ðÜíôá óõìöÝñïí íá ôçí áêïëïõèÞóïõí. Áí õðÞñœå êÜðïéá êåíôñéêÞ áñœÞ ðïõ ìðïñïýóå íá åðéâÜëëåé óôïõò œñÞóôåò ðþò íá äñïìïëïãÞóïõí ôç ñïÞ ôïõò ôï ðñüâëçìá èá ëõíüôáí. ĳìùò åðåéäÞ èåùñïýìå üôé óôï óýóôçìá äåí õðÜñœåé êÜðïéá ôÝôïéá êåíôñéêÞ áñœÞ, Ýœïõí ðñïôáèåSS äéÜöïñïé ôñüðïé âåëôSSùóçò ôçò Nash éóïññïðSSáò. Èá ìðïñïýóå ãéá ðáñÜäåéãìá, íá óœåäéáóôåSS êáôÜëëçëá ôï äSSêôõï, þóôå áöåíüò íá áðïöåýãïíôáé êáôáóôÜóåéò óáí ôï ðáñÜäïîï ôïõ Braess êáé áöåôÝñïõ íá óõíôïíSSæïíôáé ïé œñÞóôåò (åíüôçôá 6.1). ÅðSSóçò, Ýœåé ìåëåôçèåSS ìéá ðáñáëëáãÞ, óôçí ïðïSSá åëÝãœåôáé Ýíá ìÝñïò ôçò óõíïëéêÞò êSSíçóçò êåíôñéêÜ êáé íá äñïìïëïãåSSôáé êáôÜëëçëá (åíüôçôá 6.2). ÔÝëïò, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå Ýíá ðéï äSSêáéï "âÝëôéóôï" óôï ïðïSSï ïé œñÞóôåò íá èÝëïõí íá äñïìïëïãïýíôáé óýìöùíá ìå ôï êïéíùíéêü âÝëôéóôï (åíüôçôá 6.3).

6.1 Óœåäéáóìüò Äéêôýïõ

ÿíáò ôñüðïò ðïõ ðñïôåSSíåôáé óôç âéâëéïãñáöSSá ãéá ôçí åðSSôåõîç êáëýôåñùí óçìåSSùí éóïññïðSSáò ãéá ôï óýóôçìá åSSíáé ï êáôÜëëçëïò óœåäéáóìüò ôïõ äéêôýïõ. Ðñéí ôåèåSS ôï óýóôçìá óå ëåéôïõñãSSá (üôáí áêüìá óœåäéÜæïõìå ôï äSSêôõï) ìðïñïýìå íá áõîÞóïõìå ôç œùñçôéêüôçôá óå ïñéóìÝíåò áêìÝò óôï ìïíôÝëï ôçò ìïéñáæüìåíçò ñïÞò êáé íá áöáéñÝóïõìå êÜðïéåò áêìÝò áðü ôï äSSêôõï óôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò. ÅðSSóçò ìðïñïýìå íá åéóÜãïõìå öüñïõò óôéò áêìÝò ôïõ äéêôýïõ Þ íá ðñïóäéïñSSóïõìå êÜðïéá óåéñÜ ðñïôåñáéüôçôáò ìå ôçí ïðïSSá êÜèå áêìÞ èá óôÝëíåé ôá öïñôSSá ôçò.

6.1.1 ÌïíôÝëï Ìïéñáæüìåíçò ÑïÞò

Èåùñïýìå ôï ìïíôÝëï ìïéñáæüìåíçò ñïÞò ìå óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ C, äçëáäÞ ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò åSSíáé:

T^j(f^j ) =

{_1 c^j −f^j f j < c^j ∞ áëëéþò

üðïõ c^j ç œùñçôéêüôçôá ôçò áêìÞò j êáé f^j ç óõíïëéêÞ ñïÞ ðïõ äñïìïëïãåSSôáé óôçí áêìÞ j.

Ï óœåäéáóìüò äéêôýïõ ãSSíåôáé ùò åîÞò [KLO95], [KLO97]: Èåùñïýìå äåäïìÝíï Ýíáí áñœéêü ãñÜöï (äSSêôõï), óôïí ïðïSSï êÜèå áêìÞ j Ýœåé œùñçôéêüôçôá c^j , êáé Ýœïõìå äéáèÝóéìç åðéðëÝïí œùñçôéêüôçôá Δ. ÈÝëïõìå íá êáôáíåSSìïõìå áõôÞ ôçí åðéðëÝïí œùñçôéêüôçôá (Þ Ýíá ìÝñïò ôçò) óôéò áêìÝò ôïõ äéêôýïõ, þóôå íá âåëôéþóïõìå ôçí áðüäïóÞ ôïõ. ÓõìâïëSSæïõìå ôéò íÝåò œùñçôéêüôçôåò ôùí áêìþí ĉ^j êáé éóœýåé: ĉ^j ≥ c^j ãéá êÜèå áêìÞ j. ÅðSSóçò, áöïý ç åðéðëÝïí äéáèÝóéìç œùñçôéêüôçôá åSSíáé Δ: ∑_m j=1(ĉ^j − c^j) ≤ Δ.

Äýï äéáíýóìáôá œùñçôéêïôÞôùí ìðïñïýí íá óõãêñéèïýí áöåíüò ùò ðñïò ôï êüóôïò êÜèå œñÞóôç i êáé áöåôÝñïõ ùò ðñïò ôï óõíïëéêü êüóôïò ôùí œñçóôþí. Ðñïöáíþò áí óå Ýíá äéÜíõóìá œùñçôéêïôÞôùí ĉ, üëïé ïé œñÞóôåò i Ýœïõí ìéêñüôåñï êüóôïò áðü üôé óôï äéÜíõóìá œùñçôéêïôÞôùí c̄, ôüôå êáé ôï óõíïëéêü êüóôïò ôùí œñçóôþí åSSíáé ìéêñüôåñï ìå ôéò œùñçôéêüôçôåò ĉ (áðü üôé ìå ôéò c̄).

Áðïäåéêíýåôáé, üôé üôáí Ýœïõìå äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí êáé óõíáñôÞóåéò êüóôïõò ôýðïõ C, ç áýîçóç ôçò œùñçôéêüôçôáò äåí œåéñïôåñåýåé ôçí áðüäïóç ôïõ äéêôýïõ (üðùò óõìâáSSíåé ìå ôï ðáñÜäïîï ôïõ Braess). Ç âÝëôéóôç êáôáíïìÞ ôçò åðéðëÝïí œùñçôéêüôçôáò Δ åSSíáé íá áíáôåèåSS üëç óôçí áêìÞ ìå ôç ìéêñüôåñç œùñçôéêüôçôá. Áí èåùñÞóïõìå ôéò áêìÝò óå ìç öèSSíïõóá óåéñÜ (c^1 ≤ c^2 ≤ . . . ≤ c^m), ç âÝëôéóôç áíÜèåóç åSSíáé:

• ĉ^1 = c^1 + Δ

• ĉ^j = c^j , ãéá êÜèå j ≠ 1

6.1.2 ÌïíôÝëï ÁðåéñïóôÞò ÑïÞò

Ìå äåäïìÝíï Ýíá óôéãìéüôõðï (G, r, l), üðïõ G ï ãñÜöïò ôïõ äéêôýïõ, l ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óôéò áêìÝò ôïõ êáé r ç óõíïëéêÞ ñïÞ ðïõ ðñÝðåé íá äñïìïëïãçèåSS óå áõôü ìå êïéíÞ áöåôçñSSá êáé êïéíü ðñïïñéóìü, øÜœíïõìå ôïí õðïãñÜöï ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôç ìÝóç êáèõóôÝñçóç ôùí éäéïôåëþí œñçóôþí ðïõ áðáñôSSæïõí ôç ñïÞ r. ÈÝëïõìå äçëáäÞ íá áöáéñÝóïõìå áðü ôï ãñÜöï åêåSSíåò ôéò áêìÝò ðïõ ìåéþíïõí ôçí áðüäïóç ôïõ óõóôÞìáôïò Þ éóïäýíáìá áõîÜíïõí ôç ìÝóç êáèõóôÝñçóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï ðáñÜäïîï ôïõ Braess (óœÞìá 2.1), èá áöáéñïýóáìå ôçí áêìÞ vw êáé ç ìÝóç êáèõóôÝñçóç ôùí œñçóôþí óôçí Nash éóïññïðSSá èá ìåéùíüôáí áðü 2 óå 3/2. Ç áöáSSñåóç ìéáò áêìÞò e áðü ôï äSSêôõï éóïäõíáìåSS ìå ôï íá áðåéñSSóïõìå ôç óõíÜñôçóç êáèõóôÝñçóçò óå áõôÞí (l_e = ∞).

Ãéá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, áðïäåéêíýåôáé [Rou01a]ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ìç-ðñïóåããéóéìüôçôáò.

Èåþñçìá 6.1. ÿóôù ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l), üðïõ üëåò ïé áêìÝò Ýœïõí ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò (l_e(x) = a_ex + b_e). Ãéá êÜèå ϵ > 0 äåí õðÜñœåé^4_3 − ϵ ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôçí åýñåóç ôïõ âÝëôéóôïõ õðïãñÜöïõ H, åêôüò áí P=NP.

ÄçëáäÞ, áí èåùñÞóïõìå ðïëý ìéêñü ϵ, âëÝðïõìå üôé üôáí Ýœïõìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, äåí ìðïñïýìå íá ðñïóåããSSóïõìå ôç âÝëôéóôç ëýóç ðåñéóóüôåñï áðü 4/3. ĳìùò óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 5.2, 4/3 åSSíáé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ãéá ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò. Óõíåðþò ï áðëïúêüò áëãüñéèìïò ðïõ áðëÜ åðéóôñÝöåé ôïí áñœéêü ãñÜöï G (œùñSSò íá áöáéñÝóåé êáìSSá áêìÞ) åSSíáé âÝëôéóôïò, áöïý ç ìÝóç êáèõóôÝñçóç ôïõ óôéãìéïôýðïõ (G, r, l) åSSíáé ôï ðïëý 4/3 åðSS ôç ìÝóç êáèõóôÝñçóç ôïõ óôéãìéïôýðïõ (H, r, l) ãéá ïðïéïäÞðïôå õðïãñÜöï H ôïõ G åî ïñéóìïý ôïõ êüóôïõò ôçò áíáñœSSáò.

Ãéá ôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ èåùñïýìå ïðïéåóäÞðïôå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò óå Ýíá äSSêôõï ìå n êüìâïõò, áðïäåéêíýåôáé [Rou01a] üôé ç ëýóç ðïõ åðéóôñÝöåé ï áðëïúêüò áëãüñéèìïò (äçëáäÞ ïëüêëçñïò ï áñœéêüò ãñÜöïò G) Ýœåé êüóôïò (ìÝóç êáèõóôÝñçóç) ôï ðïëý ⌈^n_2 ⌉ öïñÝò ôï êüóôïò ôçò âÝëôéóôçò ëýóçò. ÁõôÞ üìùò åSSíáé ç êáëýôåñç ðñïóÝããéóç, áöïý áðïäåéêíýåôáé üôé:

Èåþñçìá 6.2. Ãéá êÜèå ϵ > 0 äåí õðÜñœåé ⌈^n_2 ⌉ ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò, åêôüò áí P=NP.

ÌÝœñé ôþñá áóœïëçèÞêáìå ìå ôï ðñüâëçìá ôçò åýñåóçò åíüò õðïãñÜöïõ H ôïõ áñœéêïý ãñÜöïõ ôïõ äéêôýïõ G, óôïí ïðïSSï ç Nash éóïññïðSSá íá Ýœåé åëÜœéóôç ìÝóç êáèõóôÝñçóç. Ìéá Üëëç éäÝá åSSíáé íá êñáôÞóïõìå ïëüêëçñï ôï ãñÜöï G êáé íá åéóÜãïõìå öüñïõò óôéò áêìÝò ôïõ [YR], Ýôóé þóôå íá ðñïêýðôåé êáëü Nash óçìåSSï éóïññïðSSáò ãéá ôï óýóôçìá. Ðñïöáíþò, üôáí óå ìéá áêìÞ èÝôïõìå ðïëý ìåãÜëï öüñï åSSíáé óáí ôçí âãÜæïõìå áðü ôï äSSêôõï, áöïý êáíÝíáò œñÞóôçò äå èá Ýœåé óõìöÝñïí íá ôç œñçóéìïðïéÞóåé. ÓõìâïëSSæïõìå ìå τ ôïõò öüñïõò óôéò áêìÝò êáé ôï óôéãìéüôõðï ìå öüñïõò τ, óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l, êSSíçóç r êáé ãñÜöï G: (G, r, l + τ). Ïé öüñïé τ åSSíáé "óôçí SSäéá ìïíÜäá ìÝôñçóçò" ìå ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l. ÁíôSS íá åéóÜãïõìå öüñïõò, èá ìðïñïýóáìå éóïäýíáìá íá áõîÜíáìå ôéò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò. ĳëåò ïé áðåéñïóôÝò ñïÝò (œñÞóôåò) èá åðéëÝîïõí ôéò áêìÝò e ìå ôï åëÜœéóôï êüóôïò l_e(f) + τ_e. Óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç åëáœéóôïðïéåSSôáé ôï óõíïëéêü êüóôïò: C(f, τ) = ∑ e∈E[l_e(f_e) + τ_e]f_e.

ËÝìå üôé ïé öüñïé åSSíáé ïñéáêïý êüóôïõò, üôáí êÜèå œñÞóôçò ôçò áêìÞò e, ðëçñþíåé öüñï SSóï ìå ôçí êáèõóôÝñçóç ðïõ ðñïêáëåSS óôïõò Üëëïõò œñÞóôåò ôçò e. Ìå äåäïìÝíç ëïéðüí êÜðïéá åöéêôÞ ñïÞ f, ï öüñïò óå êÜèå áêìÞ ôïõ äéêôýïõ e åSSíáé τ_e = f_e ·^{dle(fe)}_{dfe} , áöïý êÜèå œñÞóôçò áõîÜíåé ôç êáèõóôÝñçóç óôçí áêìÞ êáôÜ^{dle(fe)}_{dfe} . Áí f^∗ ç âÝëôéóôç ñïÞ ãéá ôï (G, r, l), ç ñïÞ f^∗ áðïôåëåSS Nash éóïññïðSSá ãéá ôï (G, r, l + τ), üðïõ ïé öüñïé τ åSSíáé ïñéáêïý êüóôïõò. ÐñÜãìáôé, ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l + τ) éóïäõíáìåSS ìå ôï (G, r, l^∗), üðïõ ãéá êÜèå áêìÞ e ïé óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò l^∗ åSSíáé: l^∗_e (f_e) = l_e(f_e) + f_e ·^{dle(fe)}_{dfe} , ïðüôå ç ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç ðñïêýðôåé áðü ôï ëÞììá 4.3.

Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå áðïêëåéóôéêÜ ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, ç åðéâïëÞ öüñùí ïñéáêïý êüóôïõò äå ìåéþíåé ôï óõíïëéêü êüóôïò ôçò Nash éóïññïðSSáò, äçëáäÞ áí f Nash éóïññïðSSá ãéá ôï (G, r, l) êáé f^τ Nash éóïññïðSSá ãéá ôï (G, r, l + τ) åSSíáé C(f, 0) ≤ C(f^τ , τ). Ãéá ôéò ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò, áðïäåéêíýåôáé åðSSóçò üôé ç åéóáãùãÞ ïðïéùíäÞðïôå öüñùí äåí Ýœåé êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí áöáSSñåóç áêìþí. ÕðÜñœïõí üìùò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, ãéá ôéò ïðïSSåò ç åéóáãùãÞ öüñùí Ýœåé êáëýôåñá áðïôåëÝóìáôá áðü ôçí áðïìÜêñõíóç áêìþí.

ÁíôSSóôïéœá ìå ôá èåùñÞìáôá 6.1 êáé 6.2, ðñïêýðôïõí áðïôåëÝóìáôá ìç ðñïóåããéóéìüôçôáò ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò âÝëôéóôçò åéóáãùãÞò öüñùí. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, äåí õðÜñœåé (^4_3 − ϵ)-ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò, åêôüò áí P=NP. ÅðSSóçò óå Ýíá äSSêôõï n áêìþí ìå ïðïéåóäÞðïôå óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò, äåí õðÜñœåé O(n^{1−ϵ})- ðñïóåããéóôéêüò áëãüñéèìïò (åêôüò áí P=NP). Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé, üôé áí P ≠ NP , ï áðëïúêüò áëãüñéèìïò ðïõ èÝôåé óå üëåò ôéò áêìÝò ìçäåíéêïýò öüñïõò (τ_e = 0 ãéá êÜèå áêìÞ e) åSSíáé âÝëôéóôïò üôáí Ýœïõìå ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò (áöïý ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé 4/3) êáé óœåäüí âÝëôéóôïò óå ïðïéïäÞðïôå äSSêôõï n áêìþí. ÐñÜãìáôé, ç åéóáãùãÞ ìçäåíéêþí öüñùí éóïäõíáìåSS ìå ôï íá ìçí áöáéñåSSôáé êáìéÜ áêìÞ áðü ôï äSSêôõï, ïðüôå ôï êüóôïò óå Ýíá äSSêôõï n êüìâùí åSSíáé ôï ðïëý^n_2 öïñÝò ôï âÝëôéóôï, äçëáäÞ O(n). 6.1.3 ÌåéêôÝò ÓôñáôçãéêÝò

Ãéá ôï ìïíôÝëï ôùí ìåéêôþí óôñáôçãéêþí, ôï ðñüâëçìá åSSíáé äéáöïñåôéêÞò öýóçò. Ôï êïéíùíéêü êüóôïò (SC) ïñSSæåôáé Ýôóé þóôå óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ôï óýóôçìá íá åSSíáé üóï ôï äõíáôüí ðéï äSSêáéï (üëåò ïé áêìÝò íá Ýœïõí óœåäüí ôçí SSäéá êáèõóôÝñçóç) êáé üœé íá åëáœéóôïðïéåSSôáé ôï ìÝóï êüóôïò ôùí œñçóôþí. ÂÝâáéá äåí åSSíáé ðÜíôá åöéêôü ôá öïñôSSá ôùí œñçóôþí íá ìïéñáóôïýí Ýôóé óôéò áêìÝò, þóôå üëåò íá Ýœïõí áêñéâþò ôçí SSäéá êáèõóôÝñçóç, ïðüôå êÜðïéïé œñÞóôåò ìðïñåSS íá íïéþèïõí üôé áäéêïýíôáé åðåéäÞ êÜðïéïé Üëëïé óå Üëëåò áêìÝò Ýœïõí ìéêñüôåñï êüóôïò. Óå êáìSSá ðåñSSðôùóç üìùò äåí Ýœåé êÜðïéïò óõìöÝñïí íá áðïêëSSíåé áðü ôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç. Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ðñïêýðôåé åðåéäÞ ïé œñÞóôåò äåí Ýœïõí ôç äõíáôüôçôá íá óõíåñãáóôïýí ìåôáîý ôïõò êáé üœé åðåéäÞ äå èÝëïõí. ÐñïôåSSíåôáé ëïéðüí ï óœåäéáóìüò ìçœáíéóìþí ðïõ óõíôïíSSæïõí ôïõò œñÞóôåò ãéá íá êáôáëÞîïõí óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç. Ïé ìçœáíéóìïSS áõôïSS ëÝãïíôáé ìçœáíéóìïSS óõíôïíéóìïý (coordination mechanisms).

ÿíáò ìçœáíéóìüò óõíôïíéóìïý óœåäéÜæåôáé Ýôóé þóôå íá ùèÞóåé ôïõò œñÞóôåò íá êáôáëÞîïõí óå Ýíá óçìåSSï éóïññïðSSáò, ðïõ åSSíáé êáëü ãéá ôï óýóôçìá, äçëáäÞ êáôÜ êÜðïéï ôñüðï ôïõò áíáãêÜæåé íá óõíåñãáóôïýí. ÿíáò ìçœáíéóìüò óõíôïíéóìïý ìðïñåSS íá ðñïóèÝôåé êüóôç óôï óýóôçìá. ÿœïõìå äçëáäÞ m ðáñÜëëçëåò áêìÝò (áãáèÜ) êáé n œñÞóôåò (ðáSSêôåò) ìå öïñôSSá w_1, w_2, . . . , w_n, êÜèå Ýíáò áðü ôïõò ïðïSSïõò èÝëåé íá œñçóéìïðïéÞóåé ôéò áêìÝò Ýôóé þóôå íá åëáœéóôïðïéÞóåé ôïí œñüíï áðïóôïëÞò ôïõ öïñôSSïõ ôïõ, óýìöùíá ìå ôï ìïíôÝëï ôùí ìåéêôþí óôñáôçãéêþí. ÿíáò ìçœáíéóìüò óõíôïíéóìïý ðñÝðåé íá ðëçñåSS ôéò ðáñáêÜôù ðñïûðïèÝóåéò:

• Ïé êáèõóôåñÞóåéò (êüóôç) óå êÜèå áêìÞ åîáñôþíôáé ìüíï áðü ôá öïñôSSá ðïõ äñïìïëïãïýíôáé óå áõôÞ (ôïðéêüôçôá).

• ĳôáí Ýíá öïñôSSï äåí äñïìïëïãåSSôáé óå ìéá áêìÞ, Ýœåé ìçäåíéêü êüóôïò áðü ôçí áêìÞ áõôÞ.

• Ôï êüóôïò åíüò öïñôSSïõ w óå ìéá áêìÞ ìå œùñçôéêüôçôá c åSSíáé ôïõëÜœéóôïí^w_c .

Óôç óõíÝœåéá áóœïëïýìáóôå áðïêëåéóôéêÜ ìå äSSêôõá ðáñÜëëçëùí áêìþí óôá ïðïSSá üëåò ïé áêìÝò Ýœïõí ôçí SSäéá œùñçôéêüôçôá. ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò èåùñïýìå üôé ç œùñçôéêüôçôá áõôÞ åSSíáé ìïíáäéáSSá.

ÿóôù Ýíá äSSêôõï ìå äýï ðáñÜëëçëåò áêìÝò (m = 2), ôï ïðïSSï œñçóéìïðïéïýí äýï ðáSSêôåò (n = 2) ìå öïñôSSá w_1 êáé w_2, üðïõ w_1 ≥ w_2. Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé 3/2, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 5.2. Áõôü ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò ðñïêýðôåé üôáí ïé œñÞóôåò ðáSSæïõí ìå ðëÞñùò ìåéêôÝò óôñáôçãéêÝò, äçëáäÞ ìå ðéèáíüôçôåò p^j_i =^1_2 . ĳôáí Ýíáò áðü ôïõò äýï ðáSSîåé ãíÞóéá óôñáôçãéêÞ êáé óôåSSëåé üëï ôï öïñôSSï ôïõ óôç ìSSá áêìÞ, ï Üëëïò ðáSSêôçò Ýœåé üöåëïò íá óôåSSëåé ôï öïñôSSï ôïõ óôçí Üëëç áêìÞ. Ï ìçœáíéóìüò óõíôïíéóìïý ðñÝðåé êÜðùò íá "áíáãêÜæåé" ôïõò œñÞóôåò íá äñïìïëïãÞóïõí ôá öïñôSSá ôïõò óå äéáöïñåôéêÝò áêìÝò . ÿíáò ôñüðïò åSSíáé ç ìéá áêìÞ íá åîõðçñåôåSS ôá öïñôSSá êáôÜ öèSSíïõóá óåéñÜ êáé ç Üëëç êáôÜ áýîïõóá. ÿôóé ôï öïñôSSï w_1 Ýœåé üöåëïò íá äñïìïëïãçèåSS óôçí áêìÞ ðïõ åîõðçñåôåSS ôá öïñôSSá êáôÜ áýîïõóá óåéñÜ êáé ôï w_2 óôçí Üëëç ðïõ åîõðçñåôåSS ôá öïñôSSá êáôÜ öèSSíïõóá óåéñÜ. Ìå áõôü ôïí ôñüðï ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé 1, äçëáäÞ åðéôõãœÜíåôáé ðÜíôá âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ôùí öïñôSSùí.

Ï ðáñáðÜíù ìçœáíéóìüò óõíôïíéóìïý åSSíáé âÝëôéóôïò êáé ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå äýï ðáñÜëëçëåò áêìÝò êáé ôñåéò œñÞóôåò ìå öïñôSSá w_1, w_2, w_3, üðïõ w_1 ≥ w_2 ≥ w_3. Ç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç åSSíáé ôá äýï ìéêñüôåñá öïñôSSá íá ðÜíå óôçí SSäéá áêìÞ êáé ôï ìåãáëýôåñï óôçí Üëëç, ðñÜãìá ðïõ åðéôõãœÜíåôáé ìå áõôü ôïí ìçœáíéóìü óõíôïíéóìïý. Óõíåðþò ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé 1.

Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå 2 ðáñÜëëçëåò áêìÝò êáé 4 œñÞóôåò üìùò, ï ðáñáðÜíù ìçœáíéóìüò óõíôïíéóìïý äåí åðéôõãœÜíåé ðÜíôá ôï âÝëôéóôï (ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò äåí åSSíáé 1). Áò äïýìå ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ w_1 = w_2 = 2 êáé w_3 = w_4 = 1 êáé Ýóôù üôé ç áêìÞ 1 óôÝëíåé ôá öïñôSSá óå öèSSíïõóá óåéñÜ êáé ç 2 óå áýîïõóá. Ï œñÞóôçò 1 èá óôåSSëåé ôï öïñôSSï ôïõ (w_1) óôçí ðñþôç áêìÞ, ãéáôSS åêåSS óSSãïõñá èá åîõðçñåôçèåSS ðñþôï. ÁíôSSóôïéœá ôï öïñôSSï w_4 èá äñïìïëïãçèåSS óôçí áêìÞ 2. Ï œñÞóôçò 3 ôþñá îÝñåé üôé óôçí áêìÞ 2 ôï öïñôSSï ôïõ èá Ýœåé êáèõóôÝñçóç 2, åíþ óôçí áêìÞ 1 ôïõëÜœéóôïí 3, åðïìÝíùò èá äñïìïëïãÞóåé ôï öïñôSSï w_3 óôçí áêìÞ 2. ÔÝëïò ãéá ôïí œñÞóôç 2 êáé ïé äýï áêìÝò åSSíáé éóïäýíáìåò, ãéáôSS êáé óôéò äýï èá Ýœåé êüóôïò 4.

Ìå áõôü ôï ìçœáíéóìü óõíôïíéóìïý, ôï óýóôçìá Ýœåé êüóôïò 4, åíþ ìå âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ôï êüóôïò èá Þôáí 3 (ôï öïñôSSï w_1 èá äñïìïëïãïýôáí ìáæSS ìå ôï w_4 êáé ôï w_2 ìáæSS ìå ôï w_3. Áðïäåéêíýåôáé (áí ðÜñïõìå ðåñéðôþóåéò ãéá ôéò óœÝóåéò ôùí öïñôSSùí ìåôáîý ôïõò) üôé áõôÞ åSSíáé ç œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç. Óõíåðþò, ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò áõôïý ôïõ ìçœáíéóìïý óõíôïíéóìïý ãéá äýï áêìÝò êáé ôÝóóåñéò ðáSSêôåò åSSíáé 4/3. Ï ìçœáíéóìüò áõôüò ëïéðüí äåí åSSíáé âÝëôéóôïò, áëëÜ ìåéþíåé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò áðü 3/2 óå 4/3.

Ôï ðñüâëçìá ìå ôïí ðáñáðÜíù ìçœáíéóìü óôïõò 4 œñÞóôåò ðñïêýðôåé óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ôï ìéêñüôåñï öïñôSSï (w_4) ðñÝðåé íá åSSíáé óôçí SSäéá áêìÞ ìå ôï ìåãáëýôåñï (w_1). Ìéá ëýóç ëïéðüí èá ìðïñïýóå íá åSSíáé íá äñïìïëïãåSSôáé ðÜíôá ôï w_1 ìå ôï w_4 êáé ôï w_2 ìå ôï w_3. Óå áõôü ôïí ìçœáíéóìü ðñïêýðôåé ðñüâëçìá üôáí óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ôá ôñSSá ìéêñüôåñá öïñôSSá ðÜíå óôçí SSäéá áêìÞ êáé ôï ìåãáëýôåñï óôçí Üëëç, üôáí äçëáäÞ w_1 ≥ w_2 + w_3 + w_4 (6.1)

Ï ëüãïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé R =^{w1+w4}_{w1} = 1 +^{w4}_{w1} . Ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò R ãSSíåôáé ìÝãéóôï üôáí ìåãéóôïðïéåSSôáé ï ëüãïò^{w4}_{w1} . Ôï öïñôSSï w_4 Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé åSSíáé ôï ìéêñüôåñï öïñôSSï, ïðüôå ëüãù ôçò 6.1 åSSíáé ôï ðïëý^{w1}_3 .

6.2 Stackelberg Äñïìïëüãçóç 77

ÅðïìÝíùò ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé 4/3- üóï äçëáäÞ êáé óôïí ðñïçãïýìåíï ìçœáíéóìü óõíôïíéóìïý.

ÌÝœñé ôþñá áóœïëçèÞêáìå ìå ðïëý óõãêåêñéìÝíåò ðåñéðôþóåéò: ïé œñÞóôåò Þôáí 2, 3 Þ 4 êáé ôï äSSêôõï åSSœå áêñéâþò äýï ðáñÜëëçëåò áêìÝò. Ãéá ôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ ôï äSSêôõï Ýœåé m ðáñÜëëçëåò áêìÝò áðïäåéêíýåôáé ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 6.3. Óå Ýíá äSSêôõï ìå m ðáñÜëëçëåò áêìÝò SSäéáò œùñçôéêüôçôáò, õðÜñœåé ìçœáíéóìüò óõíôïíéóìïý ìå êüóôïò áíáñœSSáò^4_3 −^1_{3m} .

Óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ Ýœïõìå m áêìÝò SSäéáò œùñçôéêüôçôáò, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôçí åîÞò éäÝá: ÊÜèå áêìÞ j óôÝëíåé ôá öïñôSSá ôçò óå öèSSíïõóá óåéñÜ êáé ðñïóèÝôåé êáèõóôåñÞóåéò þóôå íá ôåëåéþíåé ôçí åîõðçñÝôçóç åíüò öïñôSSïõ ìüíï ôéò œñïíéêÝò óôéãìÝò t, üðïõ t = j − 1( mod m). Áí äçëáäÞ Ýœïõìå äýï áêìÝò, ç ìSSá èá ôåëåéþíåé ôéò æõãÝò œñïíéêÝò óôéãìÝò êáé ç Üëëç ôéò ìïíÝò. ÿôóé êÜèå öïñôSSï Ýœåé óõìöÝñïí íá äñïìïëïãçèåSS óå áêñéâþò ìSSá áêìÞ êáé óðÜåé ç óõììåôñSSá.

Ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìðïñïýìå íá äïýìå üôé ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé ôïõëÜœéóôïí 7/6. ĳôáí ôá âÜóç ôùí ðáéêôþí åSSíáé 3,3,2,2, êáé ôï äSSêôõï Ýœåé äýï áêìÝò, óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ôá ôñéÜñéá œùñSSæïíôáé êáé ôï êüóôïò åSSíáé 5. Áí ôá ôñéÜñéá äåí œùñéóôïýí, ôï êüóôïò åSSíáé 6, ïðüôå ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé 6/5. Áðü ôçí Üëëç üôáí ôá âÜñç ôùí ðáéêôþí åSSíáé 3,3,2,2,2 êáé ôï äSSêôõï Ýœåé ðÜëé äýï áêìÝò, ôá ôñéÜñéá ðñÝðåé íá ðÜíå óôçí SSäéá áêìÞ. Ôï åëÜœéóôï êüóôïò åSSíáé ëïéðüí 6, åíþ áí ôá ôñéÜñéá ðÜíå óå äéáöïñåôéêÝò áêìÝò ôï êüóôïò åSSíáé 7. Óõíåðþò ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç åSSíáé 7/6. Ëüãù ôçò ôïðéêüôçôáò ðïõ õðïèÝóáìå üôé ðñÝðåé íá éóœýåé óôïí ìçœáíéóìü, êÜèå áêìÞ äåí ìðïñïýí íá äéáêñSSíïõí áíÜìåóá óôéò äýï áõôÝò ðåñéðôþóåéò, ãéáôSS ëåéôïõñãåSS ìüíï âÜóåé ôùí öïñôSSùí ðïõ äñïìïëïãïýíôáé óå áõôÞ (êáé üœé üëùí ôùí öïñôSSùí ôïõ óõóôÞìáôïò). ÅðïìÝíùò, ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò åSSíáé ôïõëÜœéóôïí max(^6_5 ,^7_6 ) =^7_6 .

6.2 Stackelberg Äñïìïëüãçóç

ÌÝœñé ôþñá åSSäáìå ôé ìðïñåSS íá ãSSíåé ðñéí áñœSSóåé íá ëåéôïõñãåSS ôï äSSêôõï (provisioning phase), þóôå áõôü íá Ýœåé êáëýôåñç áðüäïóç, äçëáäÞ êáëýôåñá Nash óçìåSSá éóïññïðSSáò. Ç Stackelberg äñïìïëüãçóç åSSíáé Ýíáò ôñüðïò íá åðéôåõœèïýí êáëýôåñá óçìåSSá éóïññïðSSáò, ôçí þñá ðïõ ëåéôïõñãåSS ôï óýóôçìá (run-time phase). Ç éäÝá ôçò Stackelberg ðñïÝñœåôáé áðü ôá ðáéœíSSäéá Stackelberg. Óå áõôÜ ôá ðáéœíSSäéá, õðÜñœåé Ýíáò áñœçãüò (leader) êáé ðïëëÜ áðëïSS ðáSSêôåò (followers). Ï áñœçãüò ìå ôéò êéíÞóåéò ôïõ, åðçñåÜæåé ôéò êéíÞóåéò ôùí áðëþí ðáéêôþí êáé óõíåðþò êáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðáéœíéäéïý.

Ïé Ýííïéåò ôùí Stackelberg ðáéœíéäéþí åðåêôåSSíïíôáé ôüóï óôï ìïíôÝëï ôçò ìïéñáæüìåíçò ñïÞò [KLO95] üóï êáé óôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò [Rou01b]ùò åîÞò:

• Ïé áðëïSS ðáSSêôåò (followers) åSSíáé ïé éäéïôåëåSSò œñÞóôåò ôïõ äéêôýïõ.

• Ï áñœçãüò åSSíáé ç êåíôñéêÞ áñœÞ êáé åëÝãœåé êåíôñéêÜ ìÝñïò ôçò óõíïëéêÞò ñïÞò.

Óôï ìïíôÝëï ôçò ìïéñáæüìåíçò ñïÞò, ï áñœçãüò èåùñåSSôáé üôé åSSíáé Ýíáò œñÞóôçò ðïõ èÝëåé íá äñïìïëïãÞóåé ñïÞ SSóç ìå ôçí êåíôñéêÜ åëåãœüìåíç ñïÞ. Ç äéáöïñÜ ôïõ ìå ôïõò õðüëïéðïõò œñÞóôåò åSSíáé üôé äå äñïìïëïãåSS ôç ñïÞ ôïõ éäéïôåëþò, áëëÜ ìå óêïðü íá öÝñåé ôï óýóôçìá óå êÜðïéï êáëü óçìåSSï éóïññïðSSáò. Ï áñœçãüò (leader) ãíùñSSæåé ôïí éäéïôåëÞ œáñáêôÞñá ôùí õðüëïéðùí œñçóôþí.

Óôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò, ç êåíôñéêÞ áñœÞ èåùñåSSôáé üôé åëÝãœåé ðïóïóôü ôçò óõíïëéêÞò êSSíçóçò. Äå ìðïñåSS ëïéðüí íá èåùñçèåSS óáí Ýíáò œñÞóôçò ôïõ óõóôÞìáôïò, áöïý ïé œñÞóôåò óôï ìïíôÝëï áõôü Ýœïõí áðåéñïóôÞ ñïÞ, åíþ ç êåíôñéêÞ áñœÞ ìðïñåSS íá åëÝãœåé ðåðåñáóìÝíï ðïóïóôü ôçò óõíïëéêÞò ñïÞò. ÿíá Stackelberg óôéãìéüôõðï óõìâïëSSæåôáé (G, r, l, β), üðïõ ôá G, r, l ïñSSæïíôáé üðùò ðñïçãïõìÝíùò êáé β ∈ [0, 1] ôï ðïóïóôü ôçò êSSíçóçò ðïõ åëÝãœåôáé êåíôñéêÜ. Èåùñïýìå üôé üëç ç êSSíçóç r Ýœåé ôçí SSäéá áöåôçñSSá êáé ôïí SSäéï ðñïïñéóìü.

ÄéáéóèçôéêÜ êáôáëáâáSSíïõìå üôé, óôç Stackelberg äñïìïëüãçóç ç êåíôñéêÜ åëåãœüìåíç ñïÞ èá äñïìïëïãåSSôáé ãåíéêÜ óôá ðéï áñãÜ ìïíïðÜôéá ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé óôçí âÝëôéóôç éóïññïðSSá, ãéáôSS ïé éäéïôåëåSSò œñÞóôåò Ýôóé êáé áëëéþò èá äñïìïëïãçèïýí óôá ðéï ãñÞãïñá. Ï áëãüñéèìïò áõôüò, ðïõ ôáîéíïìåSS ôá ìïíïðÜôéá ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç áðü ôï ðéï áñãü óôï ðéï ãñÞãïñï êáé óôç óõíÝœåéá ôá "ãåìSSæåé" ìå ôçí êåíôñéêÜ åëåãœüìåíç ñïÞ, ïíïìÜæåôáé LLF (Largest Latency First). Áðïäåéêíýåôáé üôé óôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò, üôáí Ýœïõìå äSSêôõï ðáñÜëëçëùí áêìþí ôï óõíïëéêü êüóôïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí áëãüñéèìï LLF åSSíáé ôï ðïëý β öïñÝò ôï âÝëôéóôï (åëÜœéóôï) êüóôïò. Ôï áðïôÝëåóìá áõôü åSSíáé óçìáíôéêü, áöïý óôá äSSêôõá ðáñÜëëçëùí áêìþí ìå ôõœáSSåò óõíáñôÞóåéò êáèõóôÝñçóçò ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò äåí öñÜóóåôáé áðü ðÜíù.

6.3 ÐåñéïñéóìïSS ìÞêïõò

Óôçí åíüôçôá áõôÞ èåùñïýìå üôé Ýœïõìå ôï ìïíôÝëï ôçò áðåéñïóôÞò ñïÞò êáé üôé õðÜñœåé ìéá õðçñåóSSá ðïõ ìðïñåSS íá õðïëïãSSæåé ôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç ôùí œñçóôþí êáé íá ôïõò åíçìåñþíåé. Áõôü ãSSíåôáé ãéá ðáñÜäåéãìá óôá

6.3 ÐåñéïñéóìïSS ìÞêïõò 79

ïäéêÜ äSSêôõá ìå ôá óõóôÞìáôá êáèïäÞãçóçò äñïìïëüãçóçò (route-guidance systems). Ïé œñÞóôåò üìùò ðïõ óôç âÝëôéóôç äñïìïëüãçóç äñïìïëïãïýíôáé óå áñãÜ ìïíïðÜôéá ãéá ôï êáëü ôùí õðïëïSSðùí, Ýœïõí óõìöÝñïí íá ìçí áêïëïõèÞóïõí ôéò ïäçãSSåò ôïõ óõóôÞìáôïò. Áõôü ìðïñåSS íá áðïöåõœèåSS ìå ôç äçìéïõñãSSá åíüò ðéï äSSêáéïõ "âÝëôéóôïõ", ôï ïðïSSï äñïìïëïãåSS üëïõò ôïõò œñÞóôåò óå ìïíïðÜôéá ðïõ äå äéáöÝñïõí ðïëý ìåôáîý ôïõò [JMSM02],[SM03]. Ãéá ôïí ïñéóìü ôïõ, œñåéáæüìáóôå ôçí Ýííïéá ôçò êáíïíéêÞò êáèõóôÝñçóçò.

Ïñéóìüò 6.4. Ç êáíïíéêÞ êáèõóôÝñçóç (normal travel time) l̄_e ìéáò áêìÞò e åSSíáé ç êáèõóôÝñçóç ðïõ ðéóôåýïõí ïé œñÞóôåò üôé Ýœåé ç áêìÞ e.

Ìå âÜóç ôéò êáíïíéêÝò êáèõóôåñÞóåéò óôéò áêìÝò, õðïëïãSSæïíôáé ïé êáíïíéêÝò êáèõóôåñÞóåéò óôá ìïíïðÜôéá. Óå êÜèå ìïíïðÜôé P , ç êáíïíéêÞ êáèõóôÝñçóç (äçëáäÞ ç êáèõóôÝñçóç ðïõ ðéóôåýïõí üôé èá õðïóôïýí óå áõôü ïé œñÞóôåò) åSSíáé: l̄_P = ∑ e∈P l̄_e. ÓõìâïëSSæïõìå ìå L̄_i ôçí åëÜœéóôç êáíïíéêÞ êáèõóôÝñçóç óå üëá ôá s_i − t_i ìïíïðÜôéá. ÄçëáäÞ êÜèå áðåéñïóôÞ ñïÞ ôçò êSSíçóçò r_i ðïõ Ýœåé ùò êüìâï áöåôçñSSáò ôïí s_i êáé ðñïïñéóìïý ôïí t_i, ðåñéìÝíåé üôé èá Ýœåé êáèõóôÝñçóç ôïõëÜœéóôïí L̄_i.

Ãéá êÜðïéï γ ≥ 0, ïñSSæïõìå ôï óýíïëï ôùí ìïíïðáôéþí P_γ ùò ôï õðïóýíïëï üëùí ôùí ìïíïðáôéþí P, ðïõ ðåñéÝœåé ãéá üëá ôá áãáèÜ (commodities) ôá ìïíïðÜôéá P ∈ P_i ãéá ôá ïðïSSá éóœýåé: l̄_P ≤ (1 + γ)L̄_i. Ïé œñÞóôåò ôþñá ðñÝðåé íá äñïìïëïãçèïýí ìüíï óå ìïíïðÜôéá ôïõ óõíüëïõ P_γ . Ãéá êÜðïéï γ ≥ 0, óõìâïëSSæïõìå ôï óôéãìéüôõðï (G, r, l, γ), üðïõ ôá G, r, l ïñSSæïíôáé üðùò ðñïçãïõìÝíùò.

Ôï âÝëôéóôï ôïõ óôéãìéïôýðïõ (G, r, l, γ) åSSíáé ç ëýóç ôïõ ðáñáêÜôù óõóôÞìáôïò:

Óýóôçìá Åîéóþóåùí 6.5. min ∑ e∈E l_e(f_e)f_e ìå ðåñéïñéóìïýò: ∑ P ∈P_i f_P = r_i, ∀i ∈ {1, 2, ..., k} f_e = ∑ P ∈P:e∈P f_P , ∀e ∈ E f_P ≥ 0, ∀P ∈ P_γ f_P = 0, ∀P ∈ P̄_γ ÓõìâïëSSæïõìå ìå f^∗_γ ôï âÝëôéóôï ôïõ óôéãìéïôýðïõ (G, r, l, γ).

ÏñSSæïõìå åðSSóçò ôçí áðïäïôéêüôçôá (e‹ciency) ãéá Ýíá óôéãìéüôõðï (G, r, l, γ) ùò åîÞò: ρ(G, r, l, γ) = C(f) C(f^∗_γ )

Áí f^∗ ç âÝëôéóôç ñïÞ ôïõ (G, r, l) êáé f^∗_γ ç γ-âÝëôéóôç ñïÞ ôïõ (G, r, l, γ) åSSíáé C(f^∗) ≤ C(f^∗_γ ), ãéáôSS ç ñïÞ f^∗_γ œñçóéìïðïéåSS Ýíá õðïóýíïëï ôùí ìïíïðáôéþí ðïõ œñçóéìïðïéåSS ç f^∗. Óõíåðþò åSSíáé ρ(G, r, l, γ) ≤ ρ(G, r, l) ãéá ïðïéïäÞðïôå γ ≥ 0, üðïõ ρ(G, r, l) ôï êüóôïò ôçò áíáñœSSáò.

Ç ëïãéêÞ ðSSóù áðü ôçí åýñåóç ôçò γ-âÝëôéóôçò ñïÞò åSSíáé üôé èõóéÜæïõìå Ýíá ðïóïóôü ôçò áðüäïóçò ôïõ äéêôýïõ, þóôå ôï γ-âÝëôéóôï íá åSSíáé õëïðïéÞóéìï. Èåùñïýìå åðSSóçò üôé ïé œñÞóôåò äÝœïíôáé íá äñïìïëïãçèïýí óå êÜðïéï ìïíïðÜôé ðïõ Ýœåé êáèõóôÝñçóç ôï ðïëý êáôÜ Ýíáí ìéêñü ðáñÜãïíôá γ ìåãáëýôåñç áðü ôçí åëÜœéóôç.

ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò

[ABJS00] Eitan Altman, Tamer Basar, Tania Jimenez, and Nahum Shimkin.

Competitive routing in networks with polynomial cost. In INFO- COM (3), pages 1586{1593, 2000.

[CV02] A. Czumaj and B. Vocking. Tight bounds for worst-case equilibria. In Proceedings of the 13th Annual Symposium on Discrete Algorithms, 2002.

[FKK^+02] Dimitris Fotakis, Spyros Kontogiannis, Elias Koutsoupias, Marios Mavronicolas, and Paul Spirakis. The structure and complexity of nash equilibria for a sel˛sh routing game. In 29-th International Colloquium on Automata,Languages and Programming, pages 123{134, 2002.

[JMSM02] O. Jahn, R. Mohring, A. Schulz, and N. Moses. System-ortimal routing of tra‹c ‚ows with user constraints in networks with congestion. In MIT Sloan School of Management Working Paper, number 4394-02, 2002.

[KLO95] Yannis A. Korilis, Aurel A. Lazar, and Ariel Orda. Architecting noncooperative networks. IEEE Journal of Selected Areas in Communications, 13(7):1241{1251, 1995.

[KLO97] Y. Korilis, A. Lazar, and A. Orda. Capacity allocation under noncooperative routing. IEEE Transactions on Automatic Control, 42:309{325, 1997.

[KMS02] Elias Koutsoupias, Marios Mavronicolas, and Paul Spirakis. Approximate equilibria and ball fusion. In Proceedings of the 9th International Colloquium on Structural Information and Communication Complexity, pages 404{413, 2002.

[KP99] Elias Koutsoupias and Christos Papadimitriou. Worst-case equilibria. Lecture Notes in Computer Science, 1563:404{413, 1999.

82 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò

[Kre90] David M. Kreps. A course in Microeconomic Theory. Princeton University Press, 1990.

[Lue84] D. G. Luenberger. Linear and Nonlinear Programming. Addison Wesley, 1984.

[MS01] Marios Mavronicolas and Paul Spirakis. The price of sel˛sh routing. In ACM Symposium on Theory of Computing, 2001.

[Nas51] J. F. Nash. Non-cooperative games. Annals of Mathematics, 54(2):286{295, 1951.

[ORS93] Ariel Orda, Raphael Rom, and Nahum Shimkin. Competitive routing in multiuser communication networks. IEEE/ACM Transactions on Networking, 1(5):510{521, 1993.

[Rou] Tim Roughgarden. How unfair is optimal routing?

[Rou01a] Tim Roughgarden. Designing networks for sel˛sh users is hard.

In IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages 472{481, 2001.

[Rou01b] Tim Roughgarden. Stackelberg scheduling strategies. In ACM Symposium on Theory of Computing, pages 104{113, 2001.

[Rou02] Tim Roughgarden. Sel˛sh routing, 2002.

[RT00] Tim Roughgarden and Eva Tardos. How bad is sel˛sh routing?

In IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages 93{102, 2000.

[SM03] A. Schulz and N. Moses. On the performance of user equilibria in tra‹c networks. In MIT Sloan School of Management Working Paper, number 4274-02, 2003.

[YR] Richard Cole Yevgeniy and Tim Roughgarden. How much can taxes help sel˛sh routing?