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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
 

Σκοπό της διπλωµατικής αυτής εργασίας αποτελεί η µελέτη της διάδοσης χαµηλών 

συχνοτήτων στο γήινο περιβάλλον .Πιο συγκεκριµένα , αντιµετωπίζεται το 

ηλεκτροµαγνητικό πρόβληµα εκποµπής χαµηλών συχνοτήτων από κάθετη 

βροχοκεραία που τοποθετείται πάνω στην επιφάνεια της γής λαµβάνοντας υπόψη την 

επίδραση της Ιονόσφαιρας και των στρωµάτων του εδάφους .Τα κυµατοδηγούµενα 

πεδία προσδιορίζονται θεωρητικά και µελετάται η συµπεριφοράς τους.   

Αρχικά γίνεται σύντοµη αναφορά στις διάφορες περιοχές της γής που ενδιαφέρουν 

την µελέτη αυτή και παρουσιάζονται οι ιδαιτερότητες τους. Στην συνέχεια 

,παρουσιάζεται η µορφή της λύση της κυµατικής εξίσωσης σε κυλινδρικές 

συντεταγµένες και εκφράζονται µε κατάλληλες ολοκληρωτικές σχέσεις οι 

συνιστώσες του διεγειρόµενου διανυσµατικού µαγνητικού δυναµικού σε κάθε 

περιοχή .Ακολούθως, εφαρµόζονται οι οριακές συνθήκες στις διαχωριστικές 

επιφάνειες και λύνεται το σύστηµα των αγνώστων συντελεστών της κάθε 

συνιστώσας. 

Η εξαγωγή των αναλυτικών σχέσεων του ηλεκτροµαγντηικού πεδίου γίνεται  

µετατρέποντας τις ολοκλήρωσεις πραγµατικής µεταβλητής σε  ολοκληρώσεις πάνω 

στο µιγαδικό επίπεδο .Για τον σκοπό αυτό χαράσσονται οι αναγκαίες βροχοτοµές στο 

µιγαδικό επίπεδο και προσδιορίζονται οι πόλοι των ολοκληρωτέων συναρτήσεων, 

Στην συνέχεια , µελετάται η συµπεριφορά των πόλων σε σχέση µε τις παραµέτρους 

του αρχικού προβλήµατος , υπολογίζονται τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα τους και 

µελετάται ο χειρισµός των βροχοτοµών για την ορθή αντιµετώπιση τους .Οπότε  

καταστρώνονται οι αναλυτικές εκφράσεις των ζητούµενων ηλεκτροµαγνητικών 

µεγεθών. 

Τα αποτελέσµατα της θεωρητικής µελέτης χρησιµοποιούνται στην συνέχεια για τον 

πρακτικό υπολογισµό των συνιστωσών των πεδιακών µεγεθών. Με την βοήθεια  

διαγραµµάτων µελετάται  η συµπεριφορά τους σε σχέση µε την απόσταση ρ από την 

πηγή , το ύψος z από την επιφάνεια της γης και την γωνία φ από τον άξονα της 

βροχοκεραίας . 
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ΑBSTRACT 
 

 

The scope of this thesis is the study of the  propagation of very low frequencies in the 

Earth’s environment. The Earth’s environment , for the purposes of this study , is 

considered to be  the ionosphere , the atmosphere and two different ground layers . 

The aim is to specify the electromagnetic field generated by a vertical loop antenna 

situated on the Earth’s surface. 

First of all , a short reference is made to the properties and characteristics of the 

different regions involved .Next , the expected form of the magnetic vector potential 

in every region and the necessary boundary conditions are  presented .By applying 

those boundary conditions , a system of equations emerges , and thus, the unknown 

coefficients are found . 

Furthermore , the real integration  is transformed to  a complex integration . The poles 

of the integrals are specified and their relation with the problem’s parameters is 

investigated .The necessary branch cuts are drawn on the complex plane and special 

attention is paid to the integration around them .The residues of the poles are then 

calculated and finally ,the analytical expressions of the field components are extracted 

.   

The outcome of the theoritical analysis is used to present the variation of the  field’s 

basic components in relation to the horizontal distance ρ from the source , the height z 

and the observation angle φ .     
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KEΦΑΛΑΙΟ 1 

Εισαγωγή 
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1.1 Πρόλογος  

 

Στο πρώτο αυτό κεφάλαιο διατυπώνεται το ηλεκτροµαγνητικό πρόβληµα του οποίου 

η λύση µελετάται στην παρούσα εργασία , και παρουσιάζονται αναλυτικότερα οι 

περιοχές του γήινου περιβάλλοντος και τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά τους που 

ενδιαφέρουν την µελέτη αυτή .   

1.2 ∆ιατύπωση του Η/Μ Προβλήµατος  

 

Θέµα της παρούσας εργασίας αποτελεί η µελέτη διάδοσης χαµηλών συχνοτήτων στο 

γήινο περιβάλλον . Ως γήινο περιβάλλον θεωρείται ,απλοποιηµένα , η Ιονόσφαιρα 

(περιοχή 1) η οποία καταλαµβάνει έκταση από το άπειρο έως ύψος Η πάνω από την 

επιφάνεια της γής , το στρώµα αέρα πάχους Η (περιοχή 0) που παρεµβάλλεται της γής 

και της Ιονόσφαιρας  , ένα  στρώµα εδάφους (¨Λιθόσφαιρα¨) πάχους L (περιοχή 2) 

και ένα ηµιάπειρο στρώµα  εδάφους που εκτείνεται από το βάθος L  έως το µείον 

άπειρο (¨Μανδύας¨) .Η γή συνεπώς χάνει την σφαιρικότητα της και θεωρείται 

επίπεδη στην παρούσα εργασία για την απλοποίηση του προβλήµατος (Σχήµα 1.1) 

.Ουσιαστικά λοιπόν , διερευνάται η λύση του ηλεκτροµαγνητικού προβλήµατος που 

προκύπτει κατά την εκποµπή χαµηλών συχνοτήτων πάνω στην επιφάνεια της 

γής.Θεωρείται ότι τοποθετείται ηλεκτροµαγνητική πηγή πάνω στην επιφάνεια της γής 

(επίπεδο z =0) και αναζητούνται τα κυµατοδηγούµενα πεδία σε κάθε περιοχή σε 

συνάρτηση µε τα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά της .Το πρόβληµα µοιάζει µε την µελέτη 

κυµατοδήγης σε  κυµατοδηγό παραλλήλων πλακών µε δύο διαφορετικά στρώµατα . 

Πιό συγκεκριµένα θεωρείται βροχοκεραία πάνω στην επιφάνεια της γής και 

αναζητούνται οι διεγειρόµενοι ρυθµοί σε συνάρτηση µε το ύψος Η , το πάχος L , τις 

διηλεκτρικές σταθερές κάθε περιοχήςκαι την συχνότητα εκποµπής .Σηµειώνεται , ότι 

η µαγνητική διαπερατότητα µi  κάθε περιοχής λαµβάνεταισταθερή  και ίση µε την 

µαγνητική διαπερατότητα του αέρα µ0.  
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      Σχήµα 1.1 : Μοντελοποίηση της Γης 

1.3 Ιονόσφαιρα 

1.3.1 Χαρακτηριστικά της Ιονόσφαιρας 

 

Η ιονόσφαιρα αποτελεί στρώµα της γήινης ατµόσφαιρας το οποίο είναι ισχυρά 

ιονισµένο ( κυρίως λόγω της ηλιακής ακτινοβολίας .Κατά την διάρκεια της ηµέρας , 

τα ιονισµένα στρώµατα εκτείνονται από τα περίπου 60 km έως τα 1000 km πάνω από 

την επιφάνεια της γής ενώ κατά την διάρκεια της νύχτας από τα 100 km έως τα 1000 

km περίπου.Η πυκνότητα N των ηλεκτρονίων είναι της τάξης των 1010 , 1012   

ηλεκτρονίων ανά κυβικό µέτρο (electrons / m-3) .Υπάρχουν κυρίως τρία στρώµατα  

στα οποία η πυκνότητα των ηλεκτρονίων αυξάνει σηµαντικά : D, E και F . Κατά την 

διάρκεια της ηµέρας το στρώµα F χωρίζεται σε δύο υποστρώµατα F1 και F2. Το 

σχήµα 1.2 παρουσιάζει την τυπική µεταβολή της πυκνότητας Ν των ηλεκτρονίων σε 

σχέση µε το ύψος h από την επιφάνεια της γής κατά την διάρκεια της µέρας και της 

νύχτας . 

 

Η ύπαρξη των διαφορετικών υποστρωµάτων εξηγείται από την διαφορετική ένταση 

της ηλιακής ακτινοβολίας που προκαλεί τον ιονισµό των µορίων των αερίων σε κάθε 

υψόµετρο και την µεταβολή της πυκνότητας της ατµόσφαιρας .Σε µεγάλα ύψη , η 
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ένταση των προσπίπτουσων ακτίνων είναι πολύ υψηλή , αλλά η συγκέντρωση των 

αέριων µορίων είναι µικρή , παράγοντας τελικά χαµηλή συγκέντρωση ηλεκτρονίων. 

Σε χαµηλότερα ύψη όπου η ατµόσφαιρα γίνεται πιο πυκνή , παρουσιάζεται αύξηση 

της συγκέντρωσης των ηλεκτρονίων .Ενώ πλησιάζοντας προς την γή ,  η ένταση των 

ακτίνων ελλατώνεται λόγω της απορρόφησης των ανωτέρων στρωµάτων , 

δηµιουργώντας µικρότερη πυκνότητα ηλεκτρονίων.Παράλληλα ,το γεγονός ότι η 

ατµόσφαιρα αποτελείται από διαφορετικά αέρια (κυρίως όµως οξυγόνο και άζωτο) 

των οποίων η συγκέντρωση µεταβάλλεται µε το ύψος ενώ η συµπεριφορά τους κατά 

τον ιονισµό τους διαφέρει , οδηγεί στην δηµιουργία τοπικών µεγίστων ή ελαχίστων 

στην συγκέντρωση των ηλεκτρονίων .Βέβαια  , τα υποστρώµατα E και  F έχουν 

µόνιµη υπόσταση αν και τα ύψη όπου συναντώνται µεταβάλλονται σε καθηµερινή 

βάση .        

Σχήµα 1.2:Μεταβολή της πυκνότητας των ηλεκτρονίων της Ιονόσφαιρας σε σχέση µε το 

ύψος από την επιφάνεια της Γής  

 

Η συγκέντρωση Ν των ηλεκτρονίων µεταβάλλεται κατά την διάρκεια της ηµέρας ,ανά 

εποχή ,και κατά µεγάλες χρονικές περιόδους ετών που συσχετίζονται µε την ηλιακή 

δραστηριότητα. Η διηλεκτρική σταθερά που εµφανίζει εξαρτάται από την συχνότητα 

εκποµπής και την συγκέντρωση Ν των ηλεκτρονίων.Έτσι , για µία δεδοµένη 

συγκέντρωση Ν ηλεκτρονίων ,υφίστανται µια µέγιστη χρήσιµη συχνότητα , πάνω από 

την οποία τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα διεισδύουν στην Ιονόσφαιρα .Η διάδοση των 

κυµάτων µέσω της Ιονόσφαιρα δεν παρέχει πολύ σταθερά χαρακτηριστικά , και κατά 

συνέπεια οι ζεύξεις που την χρησιµοποιούν παρουσιάζουν αρκετά µεγάλες διαλείψεις.   
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Τα υποστρώµατα E και F παίζουν κυριάρχο ρόλο στις ραδιοτηλεπικοινωνίες για 

συχνότητες από 3 έως 40 MHz .Για τις συχνότητες αυτές η Ιονόσφαιρα λειτουργεί ως 

ανακλαστήρας καθώς οι ραδιοακτίνες δεν µπορούν να διεισδύσουν µέσα σε αυτήν. 

Έτσι επιτυγχάνονται ραδιοζεύξεις πολλών χιλιοµέτρων . 

 

Το υπόστρώµα D της Ιονόσφαιρας είναι πλησιέστερα στην επιφάνεια της γής .Το 

ύψος όπου συναντάται κυµαίνεται από 60 km έως 70 km κατά την διάρκεια της 

ηµέρας , και από 85 km έως 100 km ,κατά την διάρκεια της νύχτας .Η µέγιστη 

συγκέντρωση ηλεκτρονίων Ν κυµαίνεται από 5x108 έως 2x1010 ηλεκτρόνια ανά 

κυβικό µέτρο κατά την διάρκεια της µέρας , ενώ κατά την διάρκεια της νύχτας 

λαµβάνει τιµές µικρότερες κατά µια τάξη µεγέθους (από 107 έως 109  electrons/m-3) . 

    

Για τις πολύ χαµηλές συχνοτήτες Very Low Frenquencies-VLF Band : 3 KHz-30 

KHz και Εxtemely Low Frenquencies-ELF Band: 30 Hz-3 KHz  που ενδιαφέρουν 

την παρούσα µελέτη , η συχνότητα συγκρούσεων ν στο στρώµα D της Ιονόσφαιρας  

είναι πού µεγαλύτερη από την κυκλική συχνότητα ω του διεγειρόµενου 

ηλεκτροµαγνητικού πεδίου.Συνεπώς , η Ιονόσφαιρα λειτουργεί ως ένα αγώγιµο µέσο 

µε αρκετά χαµηλή αγωγιµότητα βέβαια .Η γή παροµοίως λειτουργεί ως αγώγιµο 

έδαφος δηµιουργώντας έτσι ένα ζεύγος ανακλαστήρων που παρέχει ουσιαστικά  έναν 

σφαιρικό κυµατοδηγό πάνω στην επιφάνεια της γής .Η κυµατοπαγίδευση του 

ηλεκτροµαγνητικού πεδίου µέσα στο στρώµα αυτό προκαλεί σαφώς πολύ µικρότερη 

απόσβεση σε σχέση µε την απόσταση , στην ένταση του πεδίου από την αντίστοιχη 

του ελευθέρου χώρου . 

 

Ο κυµατοδηγός αυτός παρέχει έναν αρκετά σταθερό µονοπάτι διάδοσης , 

καθιστώντας τις χαµηλές συχνότητες ιδανικές για την µετάδοση χρονικών σηµάτων 

και για θαλλάσιες επικοινωνίες. Μειονεκτήµατα τους αποτελεί το µεγάλο µέγεθος 

των κεραιών εκποµπής και λήψης και το µικρό εύρος ζώνης που παρέχει .   

 

1.3.2 Υπολογισµός διηλεκτρικής σταθεράς Ιονόσφαιρας 

 

‘Οπως προαναθέρφηκε ,η διηλεκτρική σταθερά (για συγκεκριµένη συχνότητα) της 

Ιονόσφαιρας είναι ένα χρονικά και χωρικά µεταβαλλόµενο µέγεθος , λόγω της 
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µεταβολής της συγκέντρωσης Ν των ηλεκτρονίων  µε το ύψος από την επιφάνεια της 

γής .Καθόλη την παρούσα µελέτη , για λόγους απλοποίησης του εξεταζόµενου 

προβλήµατος , θεωρείται σταθερή σε όλη την Ιονόσφαιρα µε τιµή που προσδιορίζεται 

από την συχνότητα εκποµπής f . Για την εύρεση της διηλεκτρικής σταθεράς της 

Ιονόσφαιρας ,υπολογίζεται αρχικά η διηλεκτρική σταθερά ένος ιονισµένου αέριου . 

 

Έστω ένα οµοιογενές ιονισµένο αέριο µε πυκνότητα ηλεκτρονίων Ν και ρυθµό 

συγκρούσεων κάθε ηλεκτρονίου µε ουδέτερα άτοµα ν ανά δευτερόλεπτο , µέσα στο 

οποίο διαδίδεται εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο Εz κατά την διεύθυνση x .Η στιγµιαία 

τιµή του πεδίου δίνεται από την σχέση  :  

 ˆ j t
mE z E e ω−= ⋅  (1.1) 

όπου ω η κυκλική συχνότητα του κύµατος . (Σηµειώνεται ότι για όλα τα χρονικά 

µεταβαλλόµενα µεγέθη θεωρείται χρονική εξάρτηση της µορφής exp(-jωt) ). 

 

Αρχικά ,θεωρείται ότι υπάρχει ένα µόνο ελεύθερο φορτισµένο ηλεκτρόνιο e µε µάζα 

m ανά κυβικό µέτρο ,δηλαδή Ν=1. Το παλλόµενο ηλεκτρικό πεδίο E ασκεί δύναµη F 

στο ηλεκτρόνιο που δίνεται από την σχέση :  

ˆ j t
mF z eE e ω−= ⋅              (1.2) 

και αναγκάζει το ηλεκτρόνιο να ταλαντώνεται στον άξονα z . 

 

Παράλληλα , στο ηλεκτρόνιο ασκείται η δύναµη της ¨τριβής¨ που προέρχεται από τις 

συγκρούσεις του µε τα υπόλοιπα ουδέτερα άτοµα. Θεωρώντας ότι σε κάθε 

σύγκρουση το ηλεκτρόνιο δίνει όλη του την ορµή mdz/dt στο ουδέτερο άτοµο ,τότε 

σε κάθε δευτερόλεπτο η ορµή του µεταβάλλεται κατά  νmdz/dt .Ο ρυθµός αυτός 

µεταβολής της ορµής εκφράζει την ασκούµενη δύναµη ¨τριβής¨ . Οπότε προκύπτει 

συνολικά : 

 
2

2
d z dzm eE vm

dtdt
= −  (1.3) 

 

Η λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης είναι :  j t
mz z e ω−=  

Είναι αναγκαίο να εκφραστεί η ταχύτητα  dz/dt του ηλεκτρονίου ως συνάρτηση της 

χρονικής µεταβολής του ηλεκτρικού πεδίου dΕ/dt . Ισχύει  : 

___________________________________________________________
Μελέτη ∆ιάδοσης Χαµηλών Συχνοτήτων στο Γήινο Περιβάλλον                 19 

 



______________________________________________________________ 

 
2

2   ,     dE d z dzj E j
dt dtdt

ω= − = − ω  (1.4) 

 

Αντικαθιστώντας στην παραπάνω διαφορική και λύνοντας ως προς την ταχύτητα 

dz/dt προκύπτει  : 

 

2 2 2 2

( )

[ ]
( ) ( ) ( )

e dE dzm v j
j dt dt

dz e dE e ve dEj
dt j v j m dt dtm v m v

ω
ω

ω ω ω ω ω

− = − ⇒

= − = − + ⋅
− + +

 (1.5) 

 

Θεωρώντας στην συνέχεια ότι κάθε κυβικό µέτρο αερίου περιέχει Ν ηλεκτρόνια 

,καθ’ενός από τα οποία η ταχύτητα περιγράφεται από την παραπάνω σχέση , τότε η 

συνολική πυκνότητα ρεύµατος δίνεται από την σχέση :  

 
2 2

2 2 2 2[ ]
( ) ( )c

dz Ne vNe dEJ Ne j
dt dtm v m vω ω ω

= = − + ⋅
+ +

 (1.6) 

 

Στον αέρα , δίχως ιονισµό , ένα εναλλασόµενο ηλεκτρικό πεδίο είναι γνωστό ότι 

δηµιουργεί ένα ρεύµα µετατόπισης µε πυκνότητα : 0d
dEJ
dt

ε=  

Συνεπώς η συνολική πυκνότητα ρεύµατος είναι : 

 
2 2

0 2 2 2 2[ ]
( ) ( )d c

Ne vNe dEJ J J j
dtm v m v

ε
ω ω ω

= + = − + ⋅
+ +

 (1.7) 

 

Οπότε συµπεραίνεται ότι η µιγαδική διηλεκτρική σταθερά του αερίου εi είναι : 

 

2 2

0 2 2 2 2

2 2

0 2 2 2 2

( ) ( )

   ,  
( ) ( )

i

i
i i

i i

Ne vNej
m v m v

j

Ne vNe
m v m v

ε ε
ω ω ω

σε ε
ω

ε ε σ
ω ω

= − + ⇒
+ +

= + ⇒

= − =
+ +

 (1.8) 

 

Ανάλογα µε την σχέση ω και ν διακρίνονται οι εξής   περιπτώσεις : 
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α. Αν ω2>>ν2  τότε βρίσκεται ότι :  

 

2 2

0 2 2

2

0 2

   ,   

 (1 )

i i

i

Ne vNe
m m
Ne vj
m

ε ε σ
ω ω

ε ε
ωω

= − = ⇒

= − −

 (1.9) 

β. Αν ω2 << ν2  τότε προκύπτει ότι : 
2 2

0 2

2

0 2

   ,   

 (1 )

i i

i

Ne Ne
mvmv

Ne vj
mv

ε ε σ

ε ε
ω

= − = ⇒

= − −

           (1.10) 

 

Μέχρι τώρα αγνοήθηκε η ύπαρξη των θετικών ιόντων στο αέριο .Κατά αναλογία µε 

τα ηλεκτρόνια , η δηµιουργούµενη θετική πυκνότητα ρεύµατος έχει αντίστοιχη µορφή 

και κατεύθυνση προφνώς αντίθετη αυτής των ηλεκτρονίων .Άρα τα δύο ρεύµατα 

προστίθενται ,και κατά συνέπεια στην διηλεκτρική σταθερά εi εµφανίζεται ένας όρος 

που εκφράζει την συνεισφορά των ιόντων .Αν mi  η µάζα των θετικών ιόντων ισχύει : 

 
2 2 2

0 2 2 2 2 2 2 2 2   , 
( ) ( ) ( ) ( )i i

i i

Ne Ne vNe vNe
m v m v m v m v

ε ε σ
ω ω ω ω

= − − = +
+ + +

2

+
 

  (1.11) 

 

Βέβαια , είναι γνωστό ότι µάζα των ιόντων είναι πολύ µεγαλύτερη από αυτήν των 

ηλεκτρονίων , οπότε me<<mi  ,οπότε η συνεισφορά τους στην διηλεκτρική σταθερά 

µπορεί θα αγνοηθεί  σε πρώτη προσέγγιση . 

 

Με την βοήθεια των παραπάνω σχέσεων , µπορεί να βρεθεί η σχετική διηλεκτρική 

σταθερά iε′  της Ιονόσφαιρας . 

Ισχύει γενικά σύµφωνα µε τα παραπάνω :   
2

1 0 2 2 (1 )
( )

Ne vj
m v

ε ε
ωω

= − ⋅ −
+

                    (1.12) 

  

Θεωρείται ότι λόγω των χαµηλών συχνοτήτων  ω << ν . Άρα προκύπτει  : 
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2 2

1 0 0 02
0

2
0

1 0 0
0

(1 ) (1 )

(1 )   ,   

Ne v Ne Nej j j
m v m vmv

Nej
mv

ε ε ε ε
ω ω ω ε

ωε ε ω
ω ε

≈ − − ≈ + = + ⇒

≈ ⋅ + =

2

 (1.13) 

 

Εκτός από την προσέγγιση ω << ν , θεωρήθηκε επίσης ότι Νe2/mv2 << ε0 λόγω του 

ότι ν >> . 

1.4  ¨Λιθόσφαιρα και Μανδύας¨ 

 

Οι όροι Λιθόσφαιρα και Μανδύας που χρησιµοποιούνται για τον χαρακτηρισµό των 2 

περιοχών κάτω από την επιφάνεια της γής , ουσιαστικά δεν ανταποκρίνονται στην 

γεωλογική ερµηνεία των όρων .Χρησιµοποιούνται καταχρηστικά για λόγους ευκολίας 

για να περιγράψουν τα 2 στρώµατα του εδάφους . Στην περίπτωση που εξετάζεται 

στην εργασία αυτή το πάχος L του υπερκείµενου στρώµατος του εδάφους (περιοχή 2) 

λαµβάνεται της τάξεως του ενός µε δύο χιλιόµετρα (1-2 km) ενώ στην 

πραγµατικότητα , η Λιθόσφαιρα  έχει πάχος µεγαλύτερο των  50 χιλιοµέτρων .Για να 

περιγραφεί η µεταβολή της διηλεκτρικής σταθεράς εg σε σχέση µε το βάθος µέσα 

στον φλοιό της γής ,  χρησιµοποιείται η προσέγγιση των επιπέδων στρωµάτων στο 

πρόβληµα αυτό .Αυτή η διαστρωµατωµένη αρχιτεκτονική παραπέµπει οπτικά στην 

γεωλογική  δοµή Λιθόσφαιρα – Μανδύα και οδηγεί στην υιοθέτηση αυτών των 

απλών ονοµασιών για τις περιοχές 2 και 3 του προβλήµατος .Συνεπώς , σε όλη την 

εργασία ο όρος ¨Λιθόσφαιρα¨ παραπέµπει στην ονοµασία της περιοχής 2 : 

¨Υπερκείµενο στρώµα εδάφους 1¨ και ο όρος ¨Μανδύας¨ στην ονοµασία της περιοχής 

3 : ¨Υποκείµενο στρώµα εδάφους 2¨ , και όχι στις γεωλογικές ιδιότητες και 

ιδιοµορφίες των περιοχών αυτών. 

Λόγω της πολυµορφίας του φλοιού της γής και της ανοµοιογένειας των συστατικών 

του , είναι προφανές ότι η διηλεκτρική σταθερά του εδάφους εg  µεταβάλλεται και 

χωρικά και στις 2 κατευθύνσεις ( οριζόντια και κατακόρυφα ) αλλά και χρονικά µε τις 

ηµέρες και τις εποχές .Το κάθε συστατικό του εδάφους έχει διαφορετική ηλεκτρική 

και µαγνητική συµπεριφορά , επηρεάζοντας έτσι την συµπεριφορά του όλου 

συστήµατος .Βεβαίως , η µελέτη της διηλεκτρικής συµπεριφοράς του εδάφους 

αποτελεί πεδίο της γεωφυσικής και για τον λόγο αυτό δεν γίνεται εκτενή αναφορά 
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στο θέµα αυτό .Για την απλοποίηση όµως του προβλήµατος που εξετάζεται ,γίνεται η 

θεώρηση ότι το έδαφος αποτελείται από 2 οµοιογενή στρώµατα που χαρακτηρίζονται 

από τις διηλεκτρικές σταθερές εg1 και εg2. Η προσέγγιση αυτή έχει βεβαίως λογική 

βάση και στηρίζεται στην διαφορετική σύσταση του εδάφους σε σχέση µε το βάθος 

από την επιφάνεια της γής  . 

 

Ειδικότερα , η σχετική διηλεκτρική σταθερά του εδάφους εg δίνεται από την σχέση 

(για χρονική εξάρτηση exp(-jωt) ) : 

 
0

i
g i j σε ε

ε ω
= +  (1.14) 

Οι σύνηθεις τιµές  κυµαίνονται ανάµεσα στις  : 

εi : 2 ∼ 25 (για υγρό έδαφος) , σi : 0.0001∼0.03 S/m (για υγρό έδαφος) . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

Λύση του Η/Μ προβλήµατος 
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2.1 Πρόλογος  
 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιαζεται το πρωτεύουν και τα επαγόµενα µαγνητικά 

δυναµικά σε κάθε περιοχή και  διατυπώνονται οι οριακές συνθήκες που πρέπει να 

ικανοποιούνται στις διαχωριστικές επιφάνειες . Τέλος εφαρµόζονται οι οριακές 

συνθήκες και επιλύεται το σύστηµα των αγνώστων συντελεστών.    

2.2 Λύση της κυµατικής εξίσωσης 

Η κάθετος βροχοκεραία τοποθετείται πάνω στην επιφάνεια της γής στο επίπεδο xy , (z 

= 0) θεωρώντας τον άξονα x κάθετο ως προς το κέντρο της . Το πρωτεύον πεδίο M0πρ 

που δηµιουργείται όταν τροφοδοτηθεί µε ρεύµα Ι ,  προκύπτει από την λύση της 

κυµατικής εξίσωσης για κυλινρικές συντεταγµένες (ρ,φ,z)  για οµογενές µέσο: αέρας  

, µε διηλεκτρική σταθερά ε0 και µαγνητική διαπερατότητα µ0  .   

 

Σχήµα 2.1 Γεωµετρία του Η/Μ προβλήµατος 

 

Το πρωτεύον πεδίο της καθέτου βροχοκεραίας εκφράζεται από το δυναµικό : 

M0πρ=( Mx0
πρ , 0 , 0 ) 

 

το οποίο γράφεται ως υπέρθεση  στοιχειωδών Bessel συναρτήσεων µηδενικής τάξης . 
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0 0| |

0 0
00

( , , ) ( )
z zeMx z J

µ
πρ dρ φ δ λρ λ

µ

∞ − −

= ⋅ ∫ λ            (2.1) 

όπου              

2 2 2 2
0 0 0 0 0

2 2
0 0 0

,     

                                    <  

k k k

k j k

µ λ αν λ µ λ

λ µ λ

= − > ⇒ = −

⇒ = − ⋅ −
 

Επίσης  χρησιµοποιούνται τα σύµβολα  :  

 

δ : η διέγερση της βροχοκεραίας που δίνεται από την σχέση δ = µ0Α Ι / (4π) ,  

όπου   Α : το εµβαδόν της βροχοκεραίας και  

            Ι : η ένταση του ρεύµατος επί της κεραίας , 

z0 : το ύψος της βροχοκεραίας πάνω από την επιφάνεια της γής .Για την περίπτωση 

µας για λόγους απλότητος θέτουµε z0 → 0+. 

Jn(x): η συνάρτηση Bessel βαθµού n . 

 

Στην συνέχεια , το επαγώµενο µαγνητικό δυναµικό γράφεται σε κάθε περιοχή του 

χώρου , λαµβάνοντας υπόψη ότι τόσο στην Ιονόσφαιρα (Περιοχή 1) όσο και στον 

Μανδύα (Περιοχή 3) λόγω της ηµιάπειρης έκτασής τους ως πρός τον άξονα z ,το 

δυναµικό αποσβένεται ,δηλαδή έχουµε εξάρτηση του δυναµικού ως προς z  της 

µορφής exp(-µi |z| ) ,όπου µi ο κυµαταριθµός στην περιοχή i  , ενώ στον Αέρα 

(Περιοχή 0) και στη Λιθόσφαιρα (Περιοχή 2) λόγω του περιορισµένου ύψους τους 

το δυναµικό γράφεται στην µορφή : cosh(µi z )+sinh(µi z) . 

 

Το πρόβληµα της διάδοσης των πολύ χαµηλών συχνοτήτων στο γίηνο περιβάλλον 

λόγω της µεταβολή της διηλεκτρικής σταθεράς εi στα σύνορα Αέρα – Ιονόσφαιρας , 

Αέρα – Λιθόσφαιρας  και Λιθόσφαιρας-Μανδύα µοιάζει µε το πρόβληµα 

κυµατοδήγησης σε διπλό κυµατοδηγό παραλλήλων πλακών  µε τοιχώµατα στις 

επιφάνειες των συνόρων  z =H ,  z = 0 και z = -L .   

 

Η z -συνιστώσα  των επαγώµενων µαγνητικών δυναµικών , για να ικανοποιεί τις 

οριακές συνθήκες (βλέπε παρακάτω) , γράφεται ως γινόµενο Βessel συναρτήσεων 

πρώτης τάξης και συνηµιτόνου cosφ (J1(λρ)cosφ :προκύπτει από την µερική 

παράγωγο δJ0(λρ)/δx ) . 
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Αναλυτικά σε κάθε περιοχή οι συνιστώσες του µαγνητικού δυναµικού γράφονται 

στην µορφή : 

 

α. Περιοχή 0 : 0 ≤ z ≤ H 
Αέρας  - ∆ιηλεκτρική σταθερά : ε0 

 

Πρωτεύον δυναµικό : 

0 0| |

0 0
00

( , , ) ( )
z zeMx z J

µ
πρ dρ φ δ λρ λ

µ

∞ − −

= ⋅ ∫ λ
            (2.2) 

 

Επαγώµενο δυναµικό : 

 

0 0 0 0 0 0
00

2

0 1 0 0
00

2 2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

( , , ) ( ) ( cosh( ) sinh( ))

( , , ) cos ( ) ( cosh( ) sinh( ))

, ( ) , ( ) , ( ) , ( )        

Mx z d J A z B z

0 0Mz z d J C z D

k A A B B C C D D

επ

επ

λρ φ λ λρ µ µ
µ

λρ φ λ ϕ λρ µ µ
µ

z

µ λ λ λ λ

∞

∞

= ⋅ +

= ⋅ ⋅ +

= − = = = =

∫

∫

λ

   (2.3) 

 

Το συνολικό δυναµικό είναι :      0 0( ,0, 0)M Mx Mz=  

 

 
0

0 0 0

0 0 0 0 0
0 00 0

( , , )

( ) ( ) ( cosh( ) sinh( ))z

Mx z Mx Mx

d J e d J A z B z

πρ επ

µ

ρ φ

λ λδ λ λρ λ λρ µ µ
µ µ

∞ ∞
−

= + =

= ⋅ + ⋅ +∫ ∫ 0

 

  (2.4) 

 

 0 0Mz Mzεπ=   (2.5) 

 

β. Περιοχή 1 : Η ≤ z ≤ ∞ 
Ιονόσφαιρα  - ∆ιηλεκτρική σταθερά : ε1 
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Το συνολικό δυναµικό είναι :      1 1( ,0, 1)M Mx Mz=  

 

1

1

1 0 1
10

2

1 1 1
10

2 2
1 1 1 0 1 1 1 1

( , , ) ( )

( , , ) cos ( )

, , ( ) ,1      

z

z
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Mz z d J C e

k k k A A C C

µ
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λρ φ λ λρ
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λρ φ λ ϕ λρ
µ

( )µ λ ε λ

∞
−

∞
−

= ⋅ ⋅
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= − = = =

∫

∫

λ

        (2.6) 

 

 

γ. Περιοχή 2 : -L ≤ z ≤ 0 
Λιθόσφαιρα  - ∆ιηλεκτρική σταθερά : ε2 

 

Το συνολικό δυναµικό είναι :      2 2( ,0, 2)M Mx Mz=  

 

2 0 2 2 2 2
20

2

2 1 2 2 2 2
20

2 2
2 2 2 0 2 2 2 2 2 2 2

( , , ) ( ) ( cosh( ) sinh( ))

( , , ) cos ( ) ( cosh( ) sinh( ))

, , ( ) , ( ) , ( ) , ( )2           

Mx z d J A z B z

Mz z d J C z D z

k k k A A B B C C D D

λρ φ λ λρ µ µ
µ

λρ φ λ ϕ λρ µ µ
µ

2µ λ ε λ λ λ

∞

∞

= ⋅ +

= ⋅ ⋅ +

= − = = = = =

∫

∫

λ
                    (2.7) 

    

 

γ. Περιοχή 3 : -∞  ≤ z ≤ -L  
Μανδύας  - ∆ιηλεκτρική σταθερά : ε3 

 

Το συνολικό δυναµικό είναι :      3 3( ,0, 3)M Mx Mz=  
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3

3
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( , , ) cos ( )
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z
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            (2.8) 

 

2.3 Μελέτη των οριακών συνθηκών 

 

Παρατηρείται ότι σε κάθε περιοχή i  (i =0,1,2,3) το διανυσµατικό µαγνητικό 

δυναµικό iM  δίνεται από την σχέση :  ( ,0,i i )iM Mx Mz=  . 

 

H  ένταση του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου Ε και Η εκφράζονται από το 

µαγνητικό δυναµικό σύµφωνα µε τις σχέσεις :  

 

2

0
2

ˆ

( )

i
i

i

i i i

k
iE j M

H k M

ωµ ε
= ⋅∇×

= +∇∇⋅

 (2.9) 

 

όπου:  ˆ 7
0 4 10 /H mµ π −= ⋅  : η µαγνητική διαπερατότητα του ελευθέρου χώρου 

(την συµβολίζουµε  µε το καπελάκι για να µην υπάρχει σύγχυση µεταξύ αυτής και 

του κυµαταριθµού µ0 =( λ2-k0
2 )1/2 του αέρα ) και  

ω : η κυκλική συχνότητα της διέγερσης (έχοντας θεωρήσει χρονική εξάρτηση της 

µορφής exp(-jωt) ). 

 
Οπότε  , τα αντίστοιχα  ηλεκτροµαγνητικά  πεδία  που αναπτύσσονται σε κάθε 

περιοχή i  (i =0,1,2,3) έχουν τις καρτεσιανές συνιστώσες : 
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Οι οριακές συνθήκες  , που επιτρέπουν τον υπολογισµό των αγνώστων συντελεστών 

σε κάθε περιοχή , προκύπτουν από την συνέχεια των εφαπτοµενικών πεδίων Εx , Ey , 

Hx και Hy στις διαχωριστικές επιφάνειες z = 0 , z = H και  z = -L  . 

 Οπότε πρέπει να ισχύει:

1

1

1

1

i i

i i

i i

i i

Ex Ex
Ey Ey
Hx Hx
Hy Hy

+

+

+

+

=

=
=

=

 για i ={ 0,1,2} στις επιφάνειες z ={ -L , 0 , H} 

 

Aντικαθιστώντας τα πεδία από τις παραπάνω σχέσεις  προκύπτει  : 
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           (2.11) 
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Oπότε τελικά προκύπτουν οι τέσσερις  παρακάτω οριακές συνθήκες που αφορούν το 

µαγνητικό δυναµικό ( ,0,i i )iM Mx Mz=  και  εφαρµόζονται σε κάθε διαχωριστική 

επιφάνεια  (z = 0 , z= H ,z = -L) : 

 

 

1

1

1 1

2 2
1 1

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.1

i i

i i

i i i i

i i i i

Mz Mz
Mx Mx

z z
Mx Mz Mx Mz

x z x z
k Mx k Mx

+

+

+ +

+ +

=
∂ ∂
∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂ ∂
=

                                      

=                                  

  =     

                             4)

 (2.15) 

   

2.4  Εφαρµογή των οριακών συνθηκών και εξαγωγή των 

πεδίων 

  

Aντικαθιστώντας τις συνιστώσες του µαγνητικου δυναµικού κάθε περιοχής µε τις 

παραπάνω αναλυτικές εκφράσεις (σχέσεις 2.4-2.8) και εφαρµόζοντας τις οριακές 

συνθήκες (σχέση 2.15)  προκύπτουν οι άγνωστοι συντελεστές . 

 

Αναλυτικότερα , οι οριακές συνθήκες δίνουν :  

 

ΟΡΙΑΚΕΣ ΣΥΝΘΗΚΕΣ : 

 

Για  z  = - L : 

  2 3.   Mz Mzα = ⇒ 33
3 2 2 2

2
[ cosh( ) sinh( )]LC e C L Dµ

2Lµ
µ

µ
= − µ          (2.16)       

2 3. Mx Mx
z z

δ δβ
δ δ

= ⇒ 3
3 2 2 2 2[ sinh( ) cosh( )] LA e A L B Lµ µ= − + µ        (2.17)   

2 2
2 2 3 3. k Mx k Mxγ = ⇒ 33 2

3 2 2 2
3 2

[ cosh( ) sinh( )]L
2A e A L Bµ Lε ε µ µ

µ µ
= −  (2.18) 
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2 2 3 3. Mx Mz Mx Mz
x z x z

δ δ δ δδ
δ δ δ δ

+ = + ⇒

3
3

2 2 2 2
2

3 3
3

1 [ cosh( ) sinh( )]

L
L

2 2 2 2sinh( ) cosh( )A L B L

e A e C
µ

µ

µ µ
µ

µ

−
−

− +

= − +

C L D Lµ− + µ =

 (2.19) 

Για  z  = 0 : 

0 2.   Mz Mzα = ⇒  2
2

0
0CC µ

µ
=   (2.20) 

0 2. Mx Mx
z z

δ δβ
δ δ

= ⇒ 0 2B Bδ+ =   (2.21) 

2 2
0 0 2 2. k Mx k Mxγ = ⇒ 2

2 0
2 0

(A A )µ δ
ε µ

= +  (2.22) 

0 0 2 2. Mx Mz Mx Mz
x z x z

δ δ δ δδ
δ δ δ δ

+ = + ⇒  0 0 2
0 2

1 1( ) 2A D Aδ
µ µ

D− + + = − +

                                             (2.23) 

Για  z  = H : 

1 0.   Mz Mzα = ⇒
1

1 0 0 0
1 0

1 [ cosh( ) sinh( )]
HeC C H D

µ

µ µ
µ µ

−

= + 0H       (2.24) 

1 0. Mx Mx
z z

δ δβ
δ δ

= ⇒ 01
1 0 0 0 0[ sinh( ) cosh( )] HHA e A H B H e µµ µ µ −−− = + − δ  

  (2.25) 
2 2

1 1 0 0. k Mx k Mxγ = ⇒ 
0

11
1 0 0 0 0

1 0

1 [ cosh( ) sinh( )]
H

H eA e A H B H
µ

µε µ µ δ
0µ µ µ

−
− = + +                   (2.26)

1 1 0 0. Mx Mz Mx Mz
x z x z

δ δ δ δδ
δ δ δ δ

+ = + ⇒

0

1
1

0 0 2 0 0
0

1 1
1

1 [ cosh( ) sinh( ) ] sinh(H

H
H

A H B H e C

e A e C

µ

µ
µ

µ µ δ
µ

µ

−

−
−

− + + +

= − −

0 0 0) cosh( )H D Hµ + µ =

  (2.27) 
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Aπό τις οριακές συνθήκες προκύπτει ένα µη οµογενές σύστηµα 12 εξισώσεων µε 12 

αγνώστους : Α0 , Β0 , C0 , D0 , Α1 , C1 , Α2 , B2 , C2 , D2 , Α2 , B2 , C3 . Μελετώντας τις 

εξισώσεις παρατηρείται οτί τα 6 µεγέθη Α0 , Β0 , Α1 , Α2 , B2 , Α3 εµπλέκονται στις 

εξισώσεις (2.17),(2.18),(2.21),(2.22),(2.25),(2.26) δηµιουργώντας ένα αυτόνοµο µη 

οµογενές  σύστηµα 6x6 , το οποίο προκύπτει από τις οριακές συνθήκες που αφορούν 

αποκλειστικά το πεδίο στον άξονα x : Mx0, Mx1, Mx2, Mx3 . 

 

Αρχικά , επιλύεται το µη οµογενές σύστηµα 6x6  καταλήγοντας τελικώς µετά από 

σειρά πράξεων στις εξής αναλυτικές εκφράσεις για τους άγνωστους πεδιακούς 

συντελεστές Α0 , Β0 , Α1 , Α2 , B2 , Α3 :  

 

0
32

1 0 1 2
0 2 3

0
32

2 1 0 1 0
2 3

3 32 2 2
1 0 0 1 2 2

2 3 2 0 2 3

32 2
1 0 0 1

2 0 2 3

( ) ( tanh( ) )
cosh( ){
( tanh( ) ) ( tanh( ))

( tanh( ) ) [( tanh( ) ) ( tanh( ))]

( tanh( ) ) ( t

He L
HA

L H

H L

H

L

µ εεε µ µ µ
µ µ µ

δ
εε µ µ µ ε µ

µ µ
ε εε µ εµ µ µ ε µ µ

µ µ ε µ µ µ
εµ εµ µ µ ε

ε µ µ µ

−

⋅ − ⋅ + +
= ⋅

+ ⋅ + +

+ + ⋅ + − ⋅ +

+ + ⋅ ⋅ + 2

}
anh( ))Lµ

                  (2.28) 

Χρησιµοποιώντας την σχέση : 
0

0
0

1 tanh( )
cosh( )

He H
H

µ

µ
µ

−

= −  , θέτοντας ώς : 

2 3
2

2 2 3

2 32 0
2

2 3

tanh( )

tanh( )

L

L

ε ε µ
µ µ µ

ε εε µ µ
µ µ

+
Γ = ⋅

+
 ,  1 0 1 0

1 0

tanh( )
tanh( ) 0 1

H
H

µ µ ε µ
µ µ µ ε
+

Ζ =
+

 και εκτελώντας  

 

µερικές πράξεις  ,ο συντελεστής Α0 δίνεται από την εξής απλή σχέση :  

 

0
2( 1) ( 1)δ δΑ = − ⋅ = ∆ − ⋅

Ζ + Γ
  (2.29) ,    όπου :         

2
∆ =

Ζ + Γ
   (2.30) 
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Οι υπόλοιποι συντελεστές βρίσκονται και εκφράζονται µε την βοήθεια των 

συµβολικών παραστάσεων ∆ , Ζ και Γ για λόγους συντοµίας :  

 

Περιοχή 0 – Αέρας : 

 0 ( 1)A δ= ∆ − ⋅    (2.31)    ,   0 ( 1) δΒ = ∆Γ − ⋅               (2.32)   

 

Περιοχή 1 - Ιονόσφαιρα :  

1
1

1
1 0 0 1 0tanh( ) cosh( )

He
H H

µµ δ
µ µ µ ε µ

Α = ∆ ⋅ ⋅ ⋅
+

    (2.33) 

 

Περιοχή 2 - Λιθόσφαιρα : 

 2
2

2 0

µ δ
ε µ

Α = ⋅∆ ⋅   (2.34) ,  2 δΒ = ∆ ⋅Γ ⋅   (2.35) 

 

 Περιοχή 3 - Μανδύας : 

3

3
2 30 2

2
2 3

1 1
cosh( )tanh( )

Le
LL

µ

δε εµ µµ
µ µ

Α = ∆ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
+

 (2.36) 

 

Παρατηρώντας  τις εκφράσεις  Ζ και Γ , συµπεραίνεται ότι ο µεν πρώτος όρος Ζ 

οφείλεται στην επίδραση της Ιονόσφαιρας ενώ ο δε όρος Γ οφείλεται στην ύπαρξη 

του στρώµατος της Λιθόσφαιρας . 

 

Στην συνέχεια υπολογίζονται οι υπόλοιποι 6 συντελεστές C0 , D0 , C1  , C2 , D2 ,C3 που 

αναφέρονται στα εγκάρσια στην γή µαγνητικά δυναµικά Μz0 , Μz1 , Μz2 , Μz3 :     
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1 0 0
0

2 3
3 0 2

2 3

23 3 2
2 3 2 2

2 2 2 2

2 3
0 1 0 2

2

1 0 0 1

( tanh( ) ){
( tanh( ) )

1[(1 ) (1 tanh ( )) ( 1) ( tanh( ) 1) ( tanh( ) )]

( 1) (1 tanh ( )) ( tanh( ) 1)
}

tanh( )

HC
M L

L L

H L

H

3

3
L

δ µ µ µ
ε εµ µ µ
µ µ

ε µ εµ µ µ µ
ε ε µ µ

µµ ε µ µ
µ

µ µ µ ε

⋅ ∆ +
= ⋅ ⋅

⋅ +

⋅ − ⋅ − + − ⋅ + ⋅ + +

− ⋅ − ⋅ +
+

+
       

ε
µ

                  (2.37) 

 

Χρησιµοποιώντας ως σύµβολα τους κεφαλαίους ελληνικούς χαρακτήρες Π, Ψ, Χ , Ξ , 

απλοποιείται η µορφή των σχέσεων που δίνουν τους άγνωστους συντελεστές :  

 

0
0

C δ
µ
⋅∆ Π + Ξ

= ⋅
Ψ + Χ

            (2.38) 

όπου : 
2

3 2
3

3 2 33 2 2
2 2

2 2 3

1 1 tanh ( ) 1 1{(1 ) ( 1)}
tanh( ) 1 tanh( )

L

L L

ε µ µµ ε εµ ε εµ µ
µ µ µ

−
Π = ⋅ − ⋅ ⋅ + −

+ +
  

                  (2.39) 

    
2

2 0
0 1

1 0 0 1 0

1 tanh ( ) 1( 1)
tanh( ) tanh( )

H
H H
µµ ε

0 1µ µ µ µ µ µ
−

⋅ − ⋅ ⋅
+ + ε

Ξ =                 (2.40) 

3
2

1 0 0 2 2

31 0 0 0
2

2

tanh( )
tanh( )

tanh( ) tanh( ) 1
  ,  =

L
H

H L

µ µ
µ µ µ µ µ

µµ µ µ µ µ
µ

+
+

Ψ = Χ ⋅
+ +

                     (2.41) 

 

Από τις αναλυτικές αυτές εκφράσεις φαίνεται καθαρά η αντιστοιχία στην µορφή των  

των αναλυτικών εκφράσεων των µεγεθών Μx και Mz . 

 

Οι παραστάσεις Ψ και Χ βρίσκονται σε πλήρη αντιστοιχία µε τις παραστάσεις Ζ και Γ 

, καθώς διαφέρουν µόνο στην παρουσία των σχετικών διηλεκτρικών σταθερών ε1 , ε2 

και ε3 .Επίσης , οι εκφράσεις του αριθµητή Ξ και Π προέρχονται από την επίδραση 
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της Ιονόσφαιρας και της Λιθόσφαιρας αντίστοιχα .Οπότε παρατηρείται ένας σαφής 

διαχωρισµός των όρων που οφείλονται στην επίδραση κάθε περιοχής . 

 

Οι υπόλοιποι συντελεστές υπολογίζονται και δίνονται από τις παρακάτω αναλυτικές 

σχέσεις και εκφράζονται µε την βοήθεια των παραστάσεων Π, Ψ, Χ  ,Ξ : 

 

Περιοχή 0 – Αέρας  :  

 

0
0

C δ
µ
⋅∆ Π + Ξ

= ⋅
Ψ + Χ

 , 0
0

D δ
µ
⋅∆ Ξ ⋅Χ −Π ⋅Ψ

= ⋅
Ψ + Χ

            (2.42) 

Περιοχή 1 - Ιονόσφαιρα : 

 

1 2
1 0 0 0

1 0
0 0 1 0 0

cosh( ) (1 tanh ( ))[ (1 tanh( ))]
tanh( )

He H HC H
H

µδ µ µ µ µ µ
µ µ µ µ µ
⋅∆ ⋅ −

= ⋅ ⋅ Π ⋅ + Ξ ⋅ + Χ ⋅
Ψ + Χ +

                 (2.43) 

Περιοχή 2 - Λιθόσφαιρα : 

        

2 2
2 0 2

0 0
C Cµ µ δ

µ µ
⋅ ⋅ ∆ Π + Ξ

= = ⋅
Ψ + Χ

           (2.44) 

                  2 0
0 2 0 2

1 1( 1) [D D 1]δ δ
µ ε µ ε
⋅ ∆ ⋅ ∆ Ξ ⋅Χ −Π ⋅Ψ

= + ⋅ − = ⋅ + −
Ψ + Χ

      (2.45) 

  

Περιοχή 3 – Μανδύας : 

 

3
3 2

3
0 2

2
2 2 2

2 2
30 0 2

2
2

cosh( )

1 tanh ( ) 1[ ( tanh( )) ( 1) ( ) tanh( )]
tanh( ) 1

Le LC

LL L
L

µµ µδ
µ µ

µ µ µµ µµµ µ εµ
µ

⋅ ∆
= ⋅ ⋅ ⋅

Ψ + Χ

−
⋅ Π + Ψ + Ξ ⋅ ⋅ − − ⋅ Ψ + Χ ⋅

+

                  (2.46) 
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Παρατηρείται από τις παραπάνω αρκετά πολύπλοκες εκφράσεις για τους συντελεστές 

C1 και C3 , η αντιστοιχία που υπάρχει στα πεδία µέσα στην Ιονόσφαιρα και τον 

Μανδύα της γης . 

 

Συνεπώς , τα µαγνητικά δυναµικά iM  σε κάθε περιοχή i  (i=0,1,2,3) είναι πλέον 

γνωστά και δίνονται από τις αναλυτικές εκφράσεις : 

 

Περιοχή 0 - Αέρας : 

0
0 00

0

( )( , , ) 2 {cosh( ) sinh( )}J
0Mx z d z zλ λρρ φ δ λ µ µ

µ
∞

= ⋅ ⋅ − Ζ ⋅
Ζ + Γ∫         (2.47) 

2
1

0 0 020
0

( )( , , ) 2 cos { cosh( ) sinh( )}
( )
JMz z d zλ λρρ φ δ λ φ µ µ

µ
∞ Π + Ξ ΞΧ −ΠΨ

= ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅
Ζ + Γ Ψ + Χ Ψ + Χ∫ z

         

                                                                                                                                (2.48) 

Περιοχή 1 - Ιονόσφαιρα : 

 

1 ( )
0

1 0
1 0 0 1 0

( )( , , ) 2
tanh( ) cosh( )

z HJ eMx z d
H H

µλ λρρ φ δ λ
µ µ µ ε µ

− −∞
= ⋅

+ Ζ + Γ∫ ⋅  (2.49) 

 

1

2
( )1 0

1 20
0

2
0 0

0
1 0 0

( ) cosh( )( , , ) 2 cos
( )

(1 tanh ( ))[ (1
tanh( )

z HJ HMz z d e

H tanh( ))]H
H

µλ λρ µρ φ δ λ φ
µ

µ µ µ
µ µ µ

∞ − −= ⋅ ⋅ ⋅
Ζ + Γ Ψ + Χ

⋅ −
Π ⋅ + Ξ ⋅ + Χ ⋅

+

∫

                          

⋅

  (2.50) 

Περιοχή 2 - Λιθόσφαιρα : 

 

 0
2 20

0 2

( )( , , ) 2 {cosh( ) sinh( )}J
2Mx z d z zλ λρρ φ δ λ µ µ

µ ε
∞

= ⋅ ⋅ + Ω ⋅
Ζ + Γ∫  (2.51) 

2
1

2 0
0 2

2
2 2

0 2

( )( , , ) 2 cos
( )

( ) 1{ cosh( ) ( 1) sinh( )}
( )

JMz z d

z z

λ λρρ φ δ λ φ
µ µ

µ µ µ
µ ε

∞
= ⋅ ⋅

Ζ + Γ

Π + Ξ Ξ ⋅Χ −Π ⋅Ψ
⋅ + + − ⋅

Ψ + Χ Ψ + Χ

∫

            

                            (2.52) 
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Περιοχή 3 – Μανδύας : 

 

3 ( )
0

3 0 2 3 2
0 3 2

2 3

( )( , , ) 2
cosh( )( tanh( ) )

z LJ eMx z d
LL

µλ λρρ φ δ λ ε ε µµ µ µ
µ µ

+∞
= ⋅

Ζ + Γ⋅ +
∫ ⋅

            (2.53)

3

2
( )1 2

3 0
0 2

2
2 2 2

2
30 0 2

2
2

( ) cosh( )( , , ) 2 cos
( )

1 tanh ( ) 1[ ( tanh( )) ( 1) ( ) t
tanh( ) 1

z LJ LMz z d e

L
2anh( )]L Lµ µ

L

µλρ µλρ φ δ λ φ
µ µ

µ µ µ
µµ µ εµ
µ

∞ += ⋅ ⋅ ⋅
Ζ + Γ Ψ + Χ

−
⋅ Π + Ψ + Ξ ⋅ ⋅ − − ⋅ Ψ + Χ ⋅

+

∫

                 (2.54) 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

Προσδιορισµός των Η/Μ πεδίων 
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3.1 Πρόλογος  

 

Στο κεφάλαιο αυτό επιχειρείται ο υπολογισµός των ολοκληρωµατικών σχέσεων που 

παρέχουν τα ηλεκτροµαγνητικά πεδία σε κάθε περιοχή. Αρχικά ,η πραγµατική 

ολοκλήρωση της µεταβλητής λ ανάγεται σε  ολοκλήρωση στο µιγαδικό επίπεδο .Στην 

συνέχεια , βρίσκονται οι πόλοι και τα σηµεία συνέχειας των ολοκληρωτέων 

συναρτήσεων , υπολογίζονται τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα και χειρίζονται µε 

κατάλληλο τρόπο οι βροχοτοµές .Τέλος , κάνοντας ορισµένες προσεγγίσεις και 

υπολογίζοντας τις µερικές παραγώγους που εµπλέκονται στον υπολογισµό των 

πεδίων , προσδιορίζονται έτσι τα ζητούµενα ηλεκτροµαγνητικά µεγέθη .   

 

3.2 Χειρισµός των ολοκληρωµάτων 

 

Ο αναλυτικός υπολογισµός των παραπάνω ολοκληρωµάτων για την εύρεση των 

εκφράσεων του µαγνητικού δυναµικού και στην συνέχεια , του παραγόµενου 

ηλεκτροµαγνητικού πεδίου στον χώρο είναι πολύ δύσκολος καθώς περιλαµβάνει 

περίπλοκες µαθηµατικές εκφράσεις των οποίων ο χειρισµός είναι εξαιρετικά 

δυσχερής .Επιπλέον , η εφαρµογή αριθµητικής ολοκλήρωσης χρησιµοποιώντας 

συγκεκριµένες τιµές για τις µεταβλητές ( ρ, φ, z ) , είναι χρήσιµη µόνο για τον 

υπολογισµό του δυναµικού σε συγκεκριµένα σηµεία του χώρου . 

 

Αντίθετα , χρησιµοποιώντας την γνωστή σχέση που συνδέει τις συναρτήσεις Bessel 

µε τις αντίστοιχες Hankel πρώτου και δεύτερου είδους (βλέπε Παράρτηµα), η 

ολοκλήρωση της πραγµατικής µεταβλητής λ ανάγεται σε  µιγαδική ολοκλήρωση 

.Ισχύουν οι σχέσεις : 

 (1) (2)1( ) ( ( ) ( ))
2n n nJ x H x H x= +  (3.1) 

 
(1)

(2)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
n n n

n n n

H x J x j Y x

H x J x j Y x

= + ⋅

= − ⋅
 (3.2) 
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Εφαρµοζόντας τις παραπάνω σχέσεις  για  τις συνάρτησεις Bessel µηδενικής (n=0) 

και πρώτης (n=1) τάξης και θέτοντας όπου x =λρ , στις ολοκληρωµατικές σχέσεις που 

εκφράζουν τις συνιστώσες του µαγνητικού δυναµικού (Mx ,Mz) σε κάθε περιοχή , 

είναι δυνατή η µετατροπή των ολοκληρωµάτων σε µια πιο προσιτή µορφή . 

 

Αναλυτικότερα για κάθε συνιστώσα προκύπτει : 

 

Η συνιστώσα x στην περιοχή i ,(i=0,1,2,3) του µαγνητικού δυναµικού iM µπορεί να 

γραφεί ως εξής : 

 

(1) (2)
0 0 00 0

(1) (2)
0 00 0

1( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
2

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

i xi xi

xi xi

Mx J F d H H F d

H F d H F d

λρ λ λ λ λρ λρ λ λ λ

λρ λ λ λ λρ λ λ λ

∞ ∞

∞ ∞

= = + ⋅

= +

∫ ∫

∫ ∫      

=
 

  (3.3) 

Αντίστοιχα ,η συνιστώσα z στην περιοχή i ,(i=0,1,2,3) του µαγνητικού δυναµικού 

iM  µπορεί να γραφεί ως εξής : 

2 (1) (2)
1 1 10 0

(1) 2 (2) 2
1 10 0

1( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
2

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2

i zi zi

zi zi

Mz J F d H H F d

H F d H F d

2λρ λ λ λ λρ λρ λ λ λ

λρ λ λ λ λρ λ λ λ

∞ ∞

∞ ∞

= = + ⋅

= +

∫ ∫

∫ ∫      

=

( )

                    (3.4)

Για την µετατροπή του δεύτερου ολοκλήρωµατος της Hankel συνάρτησης δεύτερου 

είδους, και στις δύο περιπτώσεις, γίνεται αλλαγή µεταβλητής , θέτοντας όπου λ την 

µεταβλητή -u .Οπότε  προκύπτει για το διαφορικό dλ= -du και νέα όρια 

ολοκλήρωσης από 0 έως -∞ . Εξετάζοντας τις αναλυτικές εκφράσεις των συνιστωσών 

του µαγνητικού δυναµικού σε κάθε περιοχή ,  παρατηρείται ότι οι συναρτήσεις Fxi(λ) 

και Fzi(λ) είναι άρτιες για κάθε i καθώς είναι συνάρτησεις των µεταβλητών µi=f(λ2) 

(i=0,1,2,3) ,οπότε : Fxi(-u) = Fxi(u) και Fzi(-u)= Fzi(u). 

 

Τέλος , εφαρµόζεται η  παρακάτω γνωστή ιδιότητα των συναρτήσεων Hankel : 

 (2) (1)( )j jH z e e H zπ νπ
ν

− −⋅ = − ⋅ ν  (3.5) 

Oπότε για τις συναρτήσεις µηδενικής και πρώτης τάξης που εµπλέκονται στις 

αναλυτικές εκφράσεις ισχύει :  
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                                                        (3.6) 
(2) (1)
0 0
(2) (1)
1 1

0 ( )

1 ( )

v H z H

v H z H

= ⇒ − = −

= ⇒ − =   

( )

( )

z

z

 

Συνολικά προκύπτει για  την συνιστώσα Mxi : 

 udu (2) (1)
0 0  ,  0    ,  ( ) ( )     ,  ( ) ( )xi xid u F u F u H u H uλ λ ρ= ≤ ≤ −∞ − = − = − ρ  

  (3.7) 

οπότε το δεύτερο ολοκλήρωµα γράφεται στην µορφή: 

 

(2) (2)
0 00 0

0(1) (1)
0 00

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

xi xi

xi xi

H F d H u F u udu

H u F u udu H u F u udu

λρ λ λ λ ρ

ρ ρ

∞ −∞

−∞

−∞

= − −

= − =

∫ ∫

∫ ∫

=
 (3.8) 

 

Ενώ το συνολικό δυναµικό Μxi  (i=0,1,2,3 ) γίνεται : 

 (1)
0

1 ( ) ( )
2i xiMx H F dλρ λ λ

∞

−∞
= ⋅ ∫ λ  (3.9) 

Ενώ  για  την συνιστώσα Mzi : 
2 2 (2) (1)

1 1  ,  0    ,  ( ) ( )     ,  ( ) ( )zi ziu du d u F u F u H u H uλ λ ρ= − ≤ ≤ −∞ − = − = ρ
                  (3.10) 

οπότε το δεύτερο ολοκλήρωµα γράφεται στην µορφή: 

 

(2) 2 (2) 2
1 10 0

0(1) 2 (1) 2
1 10

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

zi zi

zi zi

H F d H u F u u d

H u F u u du H u F u u du

λρ λ λ λ ρ

ρ ρ

∞ −∞

−∞

−∞

u= − − −

= − =

∫ ∫

∫ ∫

=
 (3.11) 

 

Ενώ το συνολικό δυναµικό Μzi  (i=0,1,2,3 ) γίνεται : 

 (1) 2
1

1 ( ) ( )
2i ziMz H F dλρ λ λ

∞

−∞
= ⋅ ∫ λ  (3.12) 

Συνεπώς ,για τον υπολογισµό της κάθε συνιστώσας πρέπει να γίνει ο υπολογισµός 

του παραπάνω αντίστοιχου ολοκληρώµατος στο µιγαδικό επίπεδο όπου η µεταβλητή 

λ κινείται παράλληλα στον πραγµατικό άξονα  από το – ∞ έως  ∞ (δρόµος Γ ) . 

 

. 
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3.3 Μιγαδική ολοκλήρωση 

 

Λόγω της παρουσίας στις υπόολοκλήρωσην συναρτήσεις των τετραγωνικών ριζών 

µi=(λ2-ki
2)1/2 οι οποίες δεν είναι µονοσήµαντα ορισµένες , είναι αναγκαίος ο 

προσδιορισµός κατάληλλων βροχοτοµών που εξασφαλίζουν τις αναγκαίες συνθήκες 

ακτινοβολίας  Re[µ1]>0 , Re[µ3]>0 στις περιοχές της Ιονόσφαιρας και του Μανδύα 

της  Γής όπου και έχουµε εκθετική εξασθένηση του πεδίου προς τις κατευθύνσεις  

z→ ∞ και z → - ∞  αντίστοιχα .Η εύρεση των ¨σηµείων ασυνέχειας¨ (branch points) 

µπορεί να γίνει πρακτικά , εξετάζοντας κάθε όρο µi  ξεχωριστά και παρατηρώντας αν 

η αλλαγή  προσήµου από µi σε -µi  αλλάζει την µορφή της  υπο ολοκλήρωσην 

συνάρτησης . 

Εφαρµόζοντας τον παραπάνω πρακτικό κανόνα για τις συναρτήσεις Fxi , Fzi 

(i=0,1,2,3) ,συµπεραίνεται ότι για τους όρους µ0 και µ2 που αναφέρονται στις 

περιοχές κυµατοδήγησης του πεδίου , Αέρα και Λιθόσφαιρα , οι µεταβολές προσήµου 

για  κάθε όρο χωριστά , αλληλοαναιρούνται αφήνοντας αναλλοίωτες τις 

ολοκληρωτέες συναρτήσεις .Αντίθετα , για τους όρους µ1 και µ3 που αναφέρονται στις 

περιοχές εξασθένησης του πεδίου , Ιονόσφαιρα και Μανδύα , η µεταβολή του 

προσήµου τους οδηγεί σε αλλαγή της µορφής της ολοκληρωτέας συνάρτησης και 

κατά συνέπεια καθίσταται αναγκαίος ο ορισµός κατάλληλων βροχοτοµών που 

ξεκινούν από τα σηµεία ασυνέχειας  ±k1 και  ±k3 και εκτείνονται έως το άπειρο . 

Ο δρόµος ολοκλήρωσης  Γ στο µιγαδικό επίπεδο φαίνεται σχηµατικά στο παρακάτω 

διάγραµµα, πάνω στο οποίο είναι σηµειωµένες και οι βροχοτοµές που προκύπτουν 

στα σηµεία ασυνέχειας. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος ο δρόµος 

ολοκλήρωσης Γ κλείνεται µε ένα ηµικύκλιο Π µε πολύ µεγάλη ακτίνα που τείνει στο 

άπειρο ,και χαράσσονται οι δρόµοι ολοκλήρωσης Β+
1 και Β-

1 ,Β+
3 και Β-

3, γύρω από 

τις βροχοτοµές στα σηµεία +k1 και +k3 αντίστοιχα , που παρεµβάλλονται στον δρόµο 

ολοκλήρωσης .  
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Σχήµα 3.1 :  Ο δρόµος ολοκλήρωσης C  στο µιγαδικό επίπεδο λ . 

 

Σύµφωνα µε το θεµελιώδες θεώρηµα του Cauchy για µιγαδικές συναρτήσεις , το 

ολοκλήρωµα της συνάρτησης  f(z) στον κλειστό δρόµο C (=Γ+Π+Β+
1+Β-

1+Β+
3+Β-

3) 

ισούται µε το άθροισµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων της συνάρτησης f(z) στους 

πόλους της zi που περικλείονται από τον δρόµο C .Οπότε προκύπτει για το ζητούµενο 

ολοκλήρωµα :  

1 1 3 3

1 1 3 3

( ) ( ) ( )

( ) 2 Res( , )  

( ) 2 Res( , ) ( ) ( )

C

iC
i

i
i

f z dz f z dz

f z dz j f z

f z dz j f z f z dz

π

π

+ − + −

+ − + −

Γ Π Β Β Β Β

Γ Π Β Β

= + + + + + ⇒

= ⋅ ⇒

= ⋅ − + + + +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∑∫

∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫Β Β

 (3.13) 

 

Επειδή ο δρόµος Π εκτείνεται στο άπειρο όπου η υπό ολοκλήρωσην συνάρτηση 

µηδενίζεται  ( Η0
(1)(x) → 0  για x→ ∞ ) , η συµβολή του ολοκληρώµατος αυτού είναι 

µηδενική :   ( ) 0f z dz
Π

=∫
Άρα για τον υπολογισµό του ζητούµενου ολοκληρώµατος πάνω στον δρόµο Γ , είναι 

αναγκαίος ο υπολογισµός των ολοκληρωτικών υπολοίπων της συνάρτησης f(z) στους 
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πόλους zi και της συµβολής των επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων πάνω στις 

βροχοτοµές Β1 και Β3 . 

 

3.4 Εύρεση πόλων 

 

Για τον υπολογισµό των ολοκληρωτικών υπολοίπων των ολοκληρωτέων 

συναρτήσεων είναι αναγκαίος ο προσδιορισµός των πόλων .Παρατηρώντας τις 

αναλυτικές εκφράσεις ,είναι φανερό ότι οι πόλοι των υποολοκλήρωσην συναρτήσεων 

προκύπτουν από τις ρίζες των παρονοµαστών τους : 

Συνιστώσα x : Z+Γ = 0 . 

Συνιστώσα z : Z+Γ = 0 και  Ψ + Χ = 0 . 

 

Είναι αναγκαία λοιπόν , η  επίλυση των εξίσωσεων  Ζ + Γ = 0 και Ψ + Χ = 0 .  

 

Η εξίσωση  Ζ+Γ=0   γράφεται στην µορφή : 

 

1 2 1 0
0 0

1 2 1 0

2 3
2

2 3

2 3
2

2 3

tanh( )tanh( ) ( ) 0

tanh( )

tanh( )
όπου  =

HH

L

L

2

2

µ µ µ µ µµ µ
ε ε ε µ

ε ε µ
µ µ
ε εµ
µ µ

+ + ⋅ ⋅ +

+
Ω

+

ε
⋅Ω =

          (3.14) 

 

Σχεδιάζοντας την συνάρτηση φ(λ) = Ζ(λ)+Γ(λ) για λ∋R  , παρατηρείται ότι για τιµές 

γύρω από το λ ≈ k0  , η φ(λ) προσεγγίζει το µηδέν. Άρα , συµπεραίνεται ότι οι ρίζες 

της εξίσωσης φ(λ)=0 βρίσκονται στην περιοχή αυτή και µάλιστα είναι µιγαδικές , 

όπως άλλωστε υποδεικνύει και η φυσική αλήθεια του προβλήµατος.  

 

Θεωρώντας f0 ≤ 10 KHz  ⇒ k0 ∼ 10-5 και  Im(ε1
1/2), Im(ε2

1/2), Im(ε2
1/2)>>1 , για        

λ ≈ k0  µπορούν να γίνουν οι εξής προσεγγίσεις : 

 

                       1 0 1 2 0 2 3 0  ,   ,   j k j k j k 3µ ε µ ε µ ε≈ − ⋅ ≈ − ⋅ ≈ − ⋅     (3.15) 
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2 2

2 1 0 0 0

2 1 0 02 1 2 1

tanh( ) tanh( ) 0H k H H k H
H

µ µ µ µ
ε ε µ µε ε ε

⋅ ≈ − ≈ −
ε

                  (3.16) 

 

Οπότε η εξίσωση (3.14) γράφεται :  

 

             

2
0 0 0

0 0
1 2 2

0
0 0 0

1 2 2

tanh( ) 0

1tanh( )   ,  

k k k Hj H j

k HH j k j

µ µ
ε ε ε

µ µ τ τ

1

1

ε

ε ε ε

⋅Ω ⋅Ω
− ⋅ + − ⋅ − = ⇒

ε
Ω ⋅Ω

= ⋅ ⋅ = + − ⋅
    (3.17) 

 

Αναλύοντας την υπερβολική εφαπτοµένη : 
0

0

2

0 2
1tanh( )
1

H

H
eH
e

µ

µµ −
=

+
 , λύνοντας ώς 

πρός e2µ0Η :   0

0

2 0

0

0

1

1

H

kj
e kj

µ

τ
µ
τ

µ

+ ⋅
=

− ⋅
 και λαµβάνοντας υπόψην ότι  k0 <<  , τ << , 

βρίσκεται η εξής  προσεγγιστική σχέση :         02 0

0
1 2H kjµe τ

µ
≈ + ⋅    (3.18) 

Λογαριθµίζοντας την µιγαδική αυτή σχέση , λύνεται η εξίσωση :  

 

0 0 02 2 ln(1 2 ) 2 2H nj jk nj jk0 0µ π τ µ π τ µ= + + ≈ + ⇒   

0
0

0
  ,  n kj j n

H H
π τµ

µ
= + ∈                  (3.19) 

Ο παράγοντας τ δίνεται από την σχέση : 0

1 2 2

1 k Hjτ
1ε ε ε ε

Ω ⋅Ω
= + − ⋅      (3.20). 

Ο όρος Ω θεωρώντας τις παραπάνω προσεγγίσεις για τους παράγοντες µ3, µ2, 

γράφεται ώς εξής :    
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322 3
2 0

2 3 0 0

2 3 322 0 2
2 3 0 0

3
0 2

2

3
0 2

2

tanh( ) tanh( )

tanh( ) tanh( )

1 tan( )

tan( )

=

                        

L j
jk jk

L jk L
jk jk

j k L

j k L

εεε ε µ ε
µ µ
ε ε εεµ εµ µ

ε ε
ε

ε ε
ε

+ + −
− −

Ω ≈
+ − +

− −

− ⋅
Ω ≈

− ⋅

2k L
⇒

     (3.21) 

 

Οπότε οι τελικές ρίζες της εξίσωσης φ(λ) =Ζ+Γ = 0 δίνονται από τις σχέσεις : 

 

                     
0 0

0

2
0

0 0

0 1

0 1 ( ) 2 ,   n

n k j
k H

nn k j n
k H k H

τλ

π τλ

= → = + ⋅

≠ → = − + ⋅ =1,2,..
    (3.22) 

 

Για κάθε αριθµό n προκύπτει ένα ζεύγος ριζών  {λn , –λn} λόγω της ύπαρξης της 

τετραγωνικής ρίζας  το οποίο βρίσκεται αντιδιαµετρικά της αρχής των αξόνων .Οι 

µεν θετικές ρίζες λn βρίσκονται στο πρώτο τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου 

καθώς Re[λn]>0 και Im[λn]>0 , ενώ οι αντίστοιχες αρνητικές –λn στο τέταρτο 

τεταρτηµόριο µε  Re[λn]<0 και Im[λn]<0 . 

 

Ο δρόµος ολοκλήρωσης C που έχει επιλεγεί περικλείει τον θετικό φανταστικό άξονα 

(Im[z]>0), οπότε οι ζητούµενοι πόλοι zi  προκύπτουν από τις θετικές ρίζες λn            

(zi = = λn) . Βεβαίως , ότι ισχύει για τις θετικές ρίζες λn , ισχύει αντίστοιχα και για τις 

αντιδιαµετρικές τους –λn .  

 

Μελετώντας τις σχέσεις που δίνουν τις ρίζες λn  , παρατηρείται ότι ανάλογα µε την 

τάξη n προκύπτουν ρίζες µε µεγάλο φανταστικό µέρος για 0 1n k Hπ >  που 

αντιστοιχούν σε  εξασθενούντες ρυθµούς και ρίζες µε µικρό φανταστικό µέρος για 

0 1n k Hπ <   που αντιστοιχούν σε κυµατοδηγούµενους ρυθµούς   . 
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Ανάλογα µε τις τιµές της συχνότητας  f  και του ύψους Η της Ιονόσφαιρας , ο 

αριθµός Μ των κυµατοδηγούµενων ρυθµών , µεταβάλλεται : Μ= N+1, όπου Ν η 

µεγαλύτερη τάξη κυµατοδηγούµενου ρυθµού,  0k HN
π

 =   
  (ο όρος +1 προκύπτει 

λόγω της ύπαρξης του  πόλου µηδενικής τάξης ) . 

 

Οι ρίζες (πόλοι) λn που προκύπτουν για κυµατοδηγούµενους  ρυθµούς έχουν το 

χαρακτηριστικό ότι βρίσκονται πολύ κοντά στον πρωτεύοντα κυµαταριθµό k0 της 

αρχικής  διέγερσης και έχουν πολύ µικρό φανταστικό µέρος .Αντίθετα , οι πόλοι των 

εξασθενούντων ρυθµών έχουν πολύ µικρό πραγµατικό µέρος και βρίσκονται 

ουσιαστικά πάνω στον φανταστικό άξονα .Μάλιστα , όσο αυξάνεται η τάξη τους n 

,αυξάνεται και το φανταστικό τους µέρος , µετατοπίζοντας τους προς τα πάνω στον 

φανταστικό άξονα .Στα διαγράµµατα που ακολουθούν  έχει σχεδιασθεί η µεταβολή 

του πραγµατικού Re[λn] και του φανταστικού µέρους Im[λn] όσο αυξάνεται η τάξη n 

των πόλων .Οι τιµές των παραµέτρων εi (i=1,2,3) , k0 , H και L έχουν ληφθεί µε βάση 

την αναλυτική µελέτη της κυµατοδήγησης που γίνεται παρακάτω για συχνότητα f = 

1KHz .Στην συνέχεια εξετάζεται αναλυτικότερα η επίδραση των µεγεθών k0, H και L 

στο πραγµατικό και φανταστικό µέρος των ριζών λn .Όλα τα διαγράµµατα είναι σε 

λογαριθµική κλίµακα. 

 

Οπότε µελετάται η συµπεριφορά των πόλων λn ανάλογα µε : 

 

α . την τάξη n :  

 

Φαίνεται καθαρά από τις γραφικές παραστάσεις:  

- το µεγάλο πραγµατικό και το µικρό φανταστικό µέρος του κυµατοδηγούµενου 

ρυθµού n = 0 , σε σχέση µε τα αντίστοιχα µέρη των εξασθενούντων ρυθµών       (n 

≥ 1) , 

- η ελάττωση του πραγµατικού µέρους µε την αύξηση της τάξης n  των ρυθµών και  

αύξηση του φανταστικού τους µέρους  . 
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∆ιάγραµµα 3.2 : Το πραγµατικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤  20 σε λογαριθµική 

κλίµακα. 

 
∆ιάγραµµα 3.3 : Το φανταστικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤20 σε λογαριθµική 

κλίµακα. 

 

β.την συχνότητα f :  

 

Ως αρχική συχνότητα θεωρείται η f0=1 KHz, και σχεδιάζονται οι πόλοι για τις 

πολλαπλάσιες συχνότητες f1=3 f0=3 KHz και  f2=6 f0=6 KHz .Είναι προφανές ότι η 
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αύξηση της συχνότητας προκαλεί µετατόπιση αριθµού ριζών από  τον φανταστικό 

άξονα ,  “κοντά” στον πραγµατικό άξονα και οδηγεί σε αύξηση του αριθµού Μ των 

κυµατοδηγούµενων ρυθµών .Γενικά ,σε όσες ρίζες δεν µεταβαίνουν από την 

εξασθενήση στην κυµατοδήγηση ,  προκαλείται αύξηση του πραγµατικού τους 

µέρους  ενώ το φανταστικό τους µέρος δεν µεταβάλλεται ουσιαστικά .Από τα 

διαγράµµατα παρατηρείται ότι για :  f0 :Μ =1 , f1 : Μ =2 , f2 : Μ =3 . 

Πραγµατικό µέρος πόλων  zn

1,0E-09

1,0E-07

1,0E-05

1,0E-03

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Τάξη n

R
e(

zn
)  f0

f1 = 3*f0
f2 = 6*f0

∆ιάγραµµα 3.4 : Το πραγµατικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤  20  για τρείς 

διαφορετικές συχνότητες f0, f1, f2,( σε λογαριθµική κλίµακα) . 

 
 

Φανταστικό µέρος πόλων  zn

1,0E-08

1,0E-06

1,0E-04

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Τάξη n

Ιm
(z

n)

 f0
f1 = 3*f0
f2 = 6*f0

∆ιάγραµµα 3.5 : Το φανταστικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤  20  για τρείς 

διαφορετικές συχνότητες f0, f1, f2,( σε λογαριθµική κλίµακα) . 
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γ.το ύψος Η  

 

Ως αρχικό ύψος θεωρείται το Η0=Η0=60 km, και σχεδιάζονται οι πόλοι για τα 

πολλαπλάσια ύψη H1=3 H0=180 km και H2= 6 H0=360 km. 

Είναι  προφανές ότι αύξηση του ύψους Η , οδηγεί σε αύξηση του αριθµού των 

κυµατοδηγούµενων ρυθµών.Από τα διαγράµµατα συµπεραίνεται επίσης ότι 

ελλατώνεται το φανταστικό µέρος  των ¨εξασθενούντων¨ πόλων , ενώ το πραγµατικό 

τους µέρος παραµένει ουσιαστικά σταθερό . 

Πραγµατικό µέρος  πόλων zn 

1,0E-09

1,0E-08

1,0E-07

1,0E-06

1,0E-05

1,0E-04

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Τάξη n

R
e(

zn
) H0

H1=3*H0
H2=6*H0

∆ιάγραµµα 3.6 : Το πραγµατικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤  20  για τρία 

διαφορετικά ύψη Η0, Η1, Η2,( σε λογαριθµική κλίµακα) . 

Φανταστικό µέρος πόλων zn

1,0E-08

1,0E-07

1,0E-06

1,0E-05

1,0E-04

1,0E-03

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Τάξη n

Ιm
(z

n)

 H0
H1 = 3*H0
H2 = 6*H0

∆ιάγραµµα 3.7 : Το φανταστικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤  20  για τρία 

διαφορετικά ύψη Η0, Η1, Η2,( σε λογαριθµική κλίµακα) . 
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δ.το πάχος  L: 

 

Ως αρχικό πάχος θεωρείται το L0=L0=1 km, και σχεδιάζονται οι πόλοι για τα 

πολλαπλάσια  πάχη L1=3 L0=3 km και L2= 6 L0=6 km. Aπό τα διαγράµµατα 

παρατηρείται ότι το πάχος L δεν επηρεάζει ουσιαστικά την θέση των ριζών στο 

µιγαδικό επίπεδο. Οι ¨µονές¨  κουκίδες οφείλονται σε επικάλυψη των τριών 

συµβόλων .  

Πραγµατικό µέρος  πόλων zn 

1,0E-09

1,0E-08

1,0E-07

1,0E-06

1,0E-05

1,0E-04

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Τάξη n

R
e(

zn
) L0

L1=3*L0
L2=6*L0

∆ιάγραµµα 3.8 : Το πραγµατικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤  20  για τρία 

διαφορετικά πάχη  L0, L1, L2,( σε λογαριθµική κλίµακα) . 

Φανταστικό µέρος πόλων zn

1,0E-07

1,0E-05

1,0E-03

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Τάξη n

Ιm
(z

n)

 L0
L1 = 3*L0
L2 = 6*L0

∆ιάγραµµα 3.9 : Το φανταστικό µέρος των πόλων zn , για 0 ≤ n≤  20  για τρία 

διαφορετικά πάχη  L0, L1, L2,( σε λογαριθµική κλίµακα) . 
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Συµπερασµατικά , η συχνότητα f και το ύψος Η επηρεάζουν σηµαντικά τον αριθµό 

των κυµατοδηγούµενων ρυθµών ,ενώ µεταβάλλουν µε αντίθετο τρόπο την θέση των 

πόλων των εξασθενούντων ρυθµών στο µιγαδικό επίπεδο .Αντίθετα το πάχος L 

ουσιαστικά δεν επηρεάζει την θέση των πόλων . Η συµπεριφορά αυτή ήταν 

αναµενόµενη καθώς ο παράγοντας L υπεισέρχεται στις αναλυτικές εκφράσεις (3.18) 

µέσω του όρου τ ο οποίος δεν µεταβάλλεται σηµαντικά από την µεταβολή του πάχους  

L.Στο διάγραµµα που ακολουθεί παρουσιάζεται οι τιµές του παράγοντα τ για τιµές 

του πάχους L από 1km έως 10km . 

 

∆ιάγραµµα 3.10: Μεταβολή του πραγµατικού και φανταστικού µέρους του παράγοντα τ 

σε σχέση µε το πάχος L της λιθόσφαιρας. 

  

Αντίστοιχη µεθοδολογία πρέπει να ακολουθηθεί για τον υπολογισµό των ριζών του 

παράγοντα Ψ+Χ=0 που παρουσιάζεται στον παρονοµαστή του εγκάρσιου δυναµικού 

Μz0. Ορίζοντας την συνάρτηση β(λ) =Ψ(λ)+Γ(λ) , και µελετώντας την για τιµές του λ 

κοντά στον κυµαταριθµό k0  : λ∼k0 , παρατηρείται ότι δεν έχει ρίζες και συνεπώς από 

αυτήν δεν προκύπτουν κυµατοδηγούµενα πεδία .  

   

Συµπερασµατικά ,οι πόλοι zi της ολοκληρωτέας συνάρτησης οι οποίοι περικλείονται 

από τον κλειστό δρόµο C , αποτελούν τις θετικές ρίζες του όρου του παρονοµαστή 

Ζ+Γ . 

0 0
0

2
0

0 0

0 1

0 1 ( ) 2 ,   n

n k j
k H

nn k j n
k H k H

τλ

π τλ

= → = + ⋅

≠ → = − + ⋅ =1,2,..
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3.5 Υπολογισµός ολοκληρωτικών υπολοίπων  

 

Ο υπολογισµός των ολοκληρωτικών υπολοίπων στους πόλους λn απαιτεί την εύρεση 

της παραγώγου δ/δλ του παρονοµαστή των ολοκληρωτέων συναρτήσεων                

φ(λ) = Ζ(λ)+Γ(λ)  από όπου προκύπτουν οι πόλοι λn .Για λόγους ευκολίας γράφεται 

η συνάρτηση φ(λ) στην µορφή φ(λ)=S(λ) / R(λ) , ενώ ισχύει βέβαια S(λn)=0 και 

R(λn)≠0 για κάθε n .  

 

                

2 3
2 0 1 0 1 0 2

2 3

2 3
2 1 0 0 1 2

2 3

2 3
2 0 1 0 0 1 2

2 3

( ) ( tanh( )) ( tanh( ) )

          ( tanh( ) ) ( tanh( ))

( ) ( tanh( ) ) ( tanh( ) )

S H L

H L

R H L

ε ελ ε µ µ µ ε µ µ
µ µ
ε εµ µ µ µ ε µ
µ µ
ε ελ ε µ µ µ µ ε µ
µ µ

= ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ +

= ⋅ + ⋅ +

     (3.23) 

  

Για τον υπολογισµό των ολοκληρωτικών υπολοίπων αρκεί η εύρεση της παραγώγου 

S’(λ) = δS/δλ .Με την βοήθεια των επιµέρους παραγωγίσεων  ως προς λ : 

 

 
1

3 2
tanh( ) ,   ,    ,  0,1,2,3

cosh ( )
i i i

i i i i

d d d H H i
d d d H
µ λ µ λ µ λ
λ µ λ λµ µ µ

−

= = − = =
⋅

 

  (3.24) 

 

προκύπτει η εξής ¨µακριά¨ έκφραση για την ζητούµενη παράγωγο S’(λ) :  
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2 3
2 1 0 1 0 2

0 2 3

2 2 3
2 0 1 0 1 0 2

1 0 2 3

2 2
2 0 1 0 1 0 23 2 2

2 2

( )( ) ( tanh( )) ( tanh( ) )

          ( tanh( ) cosh ( )) ( tanh( ) )

          ( tanh( )) ( tanh( )
cosh (

dSS H L
d

H H L

LH L

λ λ ε ελ ε µ µ ε µ µ
λ µ µ µ

λ λ ε εε µ ε µ λε µ µ
µ µ µ µ

ε λ ε λε µ µ µ ε µ µ
µ µ µ

−

′ = = ⋅ + ⋅ + +

+ ⋅ + + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ − +

+

3
3

2 3

2 3
1 0 0 1 2

2 2 3

1 1 2 3
2 0 22

1 0 2 30 0

2 3
2 1 0 0 1 3 2

2 3 2 2

)
)

          ( tanh( ) ) ( tanh( ))

          ( tanh( ) ) ( tanh( ))
cosh ( )

          ( tanh( ) ) (
cosh ( )

L

H L

HH L
H

LH
L

ε λ
µ

λ ε εµ µ µ ε µ
µ µ µ

λ µ λ λε ε εµ µ µ
µ µ µ µµ µ

ε λ ε λµ µ µ µ ε
µ µ µ µ

− +

+ ⋅ + ⋅ + +

+ ⋅ + + ⋅ + +

+ ⋅ + ⋅ − + 2
23

2
tanh( ))Lε λ µ

µ
−

  (3.25) 

 

Συνεπώς , τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα κάθε πόλου λn για κάθε µια συνιστώσα του 

µαγνητικού δυναµικού iM   σε κάθε περιοχή i (=0,1,2,3) δίνονται από τις παρακάτω 

αναλυτικές σχέσεις στις οποίες χρησιµοποιούνται οι παρακάτω συµβολικές εκφράσεις 

για λόγους συντοµίας :  

 

 
2 2( )   ,    0 ,  1 ,  2 ,  3

( )     ,    {  ,   ,   ,   ,   ,   ,  }
n

n

i i n n i

j j j
n

k i

V V V
λ

λ

µ µ λ λ

λ

= = − =

= = Ζ Γ Ω Ξ Ψ Π Χ
 

 

Περιοχή 0 –Αέρας :  

 

(1)
0 0 0

0

( )Res[ ( ), ] 2 ( ) {cosh( ) sinh( )}
( ) n n n

n

n n
x n n

n

R
0f H z

S λ λ λ
λ

zλ λλ λ δ λ ρ µ µ
µ λ

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − Ζ
′

                 (3.26) 
2

(1)
0 12

0

0 0

( )Res[ ( ), ] 2 cos ( ) ( )
( )

( ) { cosh( ) sinh( )}

n

n n n n n n

n n

n n n n

n n
z n n z

n

z

Rf H
S

F z z z

λ

λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ

λ λλ λ δ φ λ ρ
λµ

µ µ

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′

Π + Ξ Ξ Χ −Π Ψ
= − ⋅

Ψ + Χ Ψ + Χ

0

0

F z

 (3.27) 
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Περιοχή 1 Ιονόσφαιρα : 

 

1 ( )
(1)

1 0
1 0 0 1 0

( )Res[ ( ), ] ( )
tanh( ) ( ) cosh( )

n

n n n

z H
n n

x n n
n

R ef H
H S

λµ

λ λ λ λ

λ λλ λ λ ρ
µ µ µ ε λ µ

− ⋅ −

= ⋅ ⋅ ⋅
′+

n
H

 

        (3.28) 

1

2
(1)

1 12
0

2
0 0 0

1
1 0 0

( )
0

( )Res[ ( ), ] 2 cos ( ) ( )
( )

cosh( ) (1 tanh ( ))
( ) {

tanh( )

           (1 tanh( ))}

n

n n n n

n n n n n

n

n n n

n n
z n n z

n

z

z H

R
1f H F

S

H H
F z

H

H e λ

λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ λ

µ
λ λ λ

λ λλ λ δ φ λ ρ
λµ

µ µ µ
µ µ µ

µ − −

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′

Π ⋅ ⋅ −
= +

Ψ + Χ +

+ Ξ ⋅ + Χ ⋅ ⋅

z

 (3.29) 

 

Περιοχή 2 –Λιθόσφαιρα  : 

 

(1)
2 0 2

0 2

( )Res[ ( ), ] 2 ( ) {cosh( ) sinh( )}
( ) n n n

n

n n
x n n

n

R
2f H z

S λ λ λ
λ

zλ λλ λ δ λ ρ µ µ
µ ε λ

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + Ω
′

                 (3.30) 
2

(1)
2 1 2

0 2

2
2 2

0 2

( )Res[ ( ), ] 2 cos ( ) ( )
( )

1( ) { cosh( ) ( 1) sinh( )}

n n

n n n n n n n

n n

n n n n n

n n
z n n z

n

z

Rf H F z
S

F z z z

λ λ

λ λ λ λ λ λ λ
λ λ

λ λ λ λ λ

λ λλ λ δ φ λ ρ
µ µ λ

µ
µ µ

µ ε

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′

Π + Ξ Ξ Χ −Π Ψ
= − + −

Ψ + Χ Ψ + Χ 2⋅

  (3.31) 

Περιοχή 3 –Μανδύας :   

 

3 ( )
(1)

3 0
2 3 2

0 3 2
2 3

( )Res[ ( ), ] ( )
( ) cosh( )( tanh( ) )

n

n
n n n

n n

z L
n n

x n n
n

R ef H
S LL

λµ

λ
λ λ λ

λ λ

λ λλ λ λ ρε ε λ µµ µ µ
µ µ

⋅ +

= ⋅ ⋅
′⋅ +

⋅

      (3.32) 
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2
(1)

3 1 3
0 2

2 2
3 2

0

2
2 2

30 2
2

2

( )Res[ ( ), ] 2 cos ( ) ( )
( )

cosh( )
( ) [ tanh( ))

1 tanh ( ) 1          ( 1) ( ) tanh
tanh( ) 1

n n

n n

n n n

n n n

n n

n n n
nn

n

n

n n
z n n z

n

z

Rf H F z
S

L
F z L

L

L

λ λ

λ λ
λ λ λ

λ λ λ

λ λ
λ λ λ

λλ
λ

λ

λ λλ λ δ φ λ ρ
µ µ λ

µ µ
µ

µ

µ µ
µµ εµ
µ

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
′

= Π + Ψ +
Ψ + Χ

−
+ Ξ ⋅ ⋅ − − ⋅ Ψ + Χ ⋅

+

3 ( )
2( )] n

n

z LL e λµ
λµ +⋅

  (3.33) 

 

Οπότε η συµβολή των ολοκληρωτικών υπολοίπων των πόλων λn σε κάθε περιοχή i 

(i=0,1,2,3) και για κάθε συνιστώσα j  (j=x,z) δίνεται από την άπειρο άθροισµα : 

0
2 Res( ,ji n

n
j f ) π λ

∞

=

⋅∑           (3.34) 

 

Η συµβολή των πόλων των κυµατοδηγούµενων ρυθµών 0 ≤ n ≤ N είναι πολύ 

σηµαντική καθώς εκφράζουν την συµπεριφορά του µαγνητικού δυναµικού σε 

αποστάσεις µακρινές της βροχοκεραίας ρ >>.  Η συµβολή όµως , των υπολοίπων 

εξασθενούντων ρυθµών ( για  n > N ) δεν είναι αµελητέα , όπως θα φανεί και 

σχηµατικά παρακάτω , ιδιαίτερα για αποστάσεις ρ κοντινές της βροχοκεραίας .Το 

γεγονός ότι δεν µπορούν να αγνοηθούν οφείλεται στην συµπεριφορά των Ηankel 

συναρτήσεων  .   

 

Είναι γνωστό ότι η συµπεριφορά των Ηankel συναρτήσεων για αρκετά µεγάλο 

όρισµα δίνεται από την ασυµπτωτική  έκφραση : 

 (1) 2 1( ) exp[ ( )]
2 4

x
vH x j x

x
1νπ π

π
>>→ ⋅ − −  (3.35) 

 

Συνεπώς , για τους πόλους της ολοκληρωτέας συνάρτησης παρατηρείται µια εκθετική 

µείωση του µέτρου της Ηankel συναρτήσης , ανάλογη του φανταστικού µέρους του  

πόλου : 
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n

 (1)

   ,   

2 1( ) exp( ) exp[ (
2 4

n

v n

x a j b

H b j a
x

ρ 1 )]

λ ρ λ

λ ρ ρ ρ
π

>>

= ⋅ = + ⋅ ⇒

⋅ → ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ − −νπ π
    (3.36) 

   

Oπότε , όσο αυξάνεται η τάξη n των πόλων λn (που ισοδυναµεί µε αύξηση του 

φανταστικού τους µέρους ), και όσο αυξάνει η απόσταση ρ από την βροχοκεραία ,  

ελλατώνεται εκθετικά η συµβολή τους στον υπολογισµό του παραγόµενου 

δυναµικού.Aντίθετα , οι κυµατοδηγούµενοι ρυθµοί οι οποίοι έχουν πολύ µικρό 

φανταστικό µέρος ,έχουν συµπεριφορά της µορφής ∼ ρ-1/2 σε αρκετά µεγάλες 

αποστάσεις  ρ .  

 

Ο αριθµός των πόλων λn  που κρίνεται απαραίτητος για έναν σχετικά ακριβή 

προσδιορισµό τόσο του µαγνητικού δυναµικού όσο και των παραγόµενων 

ηλεκτροµαγνητικών πεδίων εξαρτάται από την απόσταση παρατήρησης καθώς για 

κοντινές αποστάσεις αναµφισβήτητα απαιτούνται  πολλοί όροι , ενώ για  τις 

αποστάσεις που µελετώνται , µακριά από την κεραία  (ρ > 10km) , 10 έως 20 όροι 

αρκούν για την εξαγωγή ασφαλών συµπερασµάτων . 

 

3.6 Χειρισµός των βροχοτοµών 

 

Ο υπολογισµός των επικαµπυλίων ολοκληρωµάτων γύρω από τις βροχοτοµές Β1 και 

Β3 χρειάζεται ειδικό χειρισµό καθώς απαιτείται προσοχή στον καθορισµό των τιµών 

των τετραγωνικών ριζών µ1 και µ3 γύρω από τις βροχοτοµές . 

 

Ο γεωµετρικός τόπος των βροχοτοµών Βi στο µιγαδικό επίπεδο z καθορίζεται από τα 

σηµεία ασυνέχειας ki από όπου ξεκινάνε : 

  

 

Re[ ] Im[ ] Re[ ] Im[ ]

   ,   

i iz z k
z x j y

cy c ά

k

x
σταθερ

⋅ = ⋅
= + ⋅ ⇒

= =

 (3.37) 
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Συνεπώς ,  αποτελούν υπερβολές που ξεκινάνε από το άπειρο και καταλήγουν στα 

σηµεία ασυνέχειας . 

 

Η τιµή της ρίζας µi ,που εµπλέκει το αντίστοιχο σηµείο ασυνέχειας ki ,στην θετική 

Bi
+ και την αρνητική Bi

- παρειά  της βροχοτοµής διαφέρει και καθορίζεται µε τέτοιο 

τρόπο ώστε να µην καταστρατηγείται η βροχοτοµή . 

Έτσι ο παράγων µi γράφεται στην µορφή :  

        

2 2

2

2

(2 )
-2
i

   ,   , [ ]

        ,     B
 ,   , [ ]

 ,    B

a

b

b

i i i i

j
i a a i a i

j
b i

i b i b
j

b

k k k

k S e S k Arg k

S e
k S k

S e

φ

φ

π φ

µ λ λ λ

λ λ φ λ

λ λ
+

−

= − = + ⋅ − ⇒

+ = = + = +




− = = − = −



iArg kφ λ

(3.38) 

Οπότε συνολικά : 

1( )
2

1( )
2

 ,  

,  

a b

a b

j
a b i

i
j

a b i

S S e B

S S e B

φ φ

φ φ
µ

+ +

− −


⋅

= 
− ⋅

           (3.39) 

 

Σχήµα 3.11 : Χειρισµός των βροχοτοµών 
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Για τον σαφή ορισµό του µi η γωνία φb του διανύσµατος (λ-ki) µετριέται κατά την 

θετική φορά (αριστερόστροφα) για τα σηµεία του µιγαδικού επιπέδου στην δεξιά 

παρειά Bi
+ της βροχοτοµής ενώ για την αριστερή παρειά Bi

- µετριέται δεξιόστροφα 

παίρνοντας τιµή 2π-φb . Έτσι , ουσιαστικά στην αρνητική παρειά (Bi
-) αντί της τιµής 

της ρίζας του διανύσµατος (λ-ki) πάνω στην θετική παρειά (Bi
+) παίρνεται η αρνητική 

(-) συζυγή τιµή της :  

 
i i

i iB B
k kλ λ

− +
− = − −   (3.40) 

Ο παράγων (λ+ki) που εκφράζει το διάνυσµα από το αντιδιαµετρικό σηµείο 

ασυνέχειας – ki  δεν επηρεάζει την τιµή του όρου µi , και η γωνία του φa  µετριέται 

κανονικά (αριστερόστροφα) . 

 

Στο παραπάνω διάγραµµα του µιγαδικού επιπέδου που ακολουθεί φαίνονται καθαρά 

τα διανύσµατα (λ+ki) και (λ-ki) και οι όροι Sa , φa , Sb , φb ,για ένα σηµείο λ1 που 

ανήκει στην θετική παρειά (Bi
+) της  της βροχοτοµής και ένα σηµείο λ2  της 

αρνητικής (Bi
-). 

 

Η συµβολή της κάθε βροχοτοµής Bi δίνεται από το άθροισµα των επικαµπυλίων 

ολοκληρωµάτων της ολοκληρωτέας συνάρτησης πάνω στην θετική Bi
+ και αρνητική 

Bi
- παρειά της .Αφού ο γεωµετρικός τόπος της βροχοτοµής Bi αποτελεί τµήµα της 

υπερβολής  : y = ci / x , η µεταβλητή ολοκλήρωσης λ γράφεται παραµετρικά ώς εξής : 

λ(x)= x+j⋅ci/x .Η φορά διαγραφής της βροχοτοµής καθορίζει και τα όρια 

ολοκλήρωσης σε κάθε παρειά : Bi
+ :  0 < x < Re[k1] , Bi

- : Re[k1] < x < 0 .  

 

Οπότε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της ολοκληρωτέας συνάρτησης fi(λ) πάνω στην 

βροχοτοµή Bi  γράφεται : 

 
Re[ ] 0

0 Re[ ]

Re[ ]

0

( ) ( ) ( )

( ( )) ( ) ( ( )) ( )

[ ( ( )) ( ( ))] ( )

i i i

i

i

i

i i i

k
i ik

k
i i

f d f d f d

f x x dx f x x dx

f x f x x dx

λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ

+ −

+ −

+ −

+ −

= + =

′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅

′= − ⋅ ⋅

∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫

B B B

⋅ =  (3.41) 
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Οι συναρτήσεις fi
+(λ) και fi

-(λ) προκύπτουν από την ολοκληρωτέα συνάρτηση fi
 (λ) µε 

αντικατάσταση του ¨ευαίσθητου¨ όρου µi µε τις κατάλληλες προαναφερθείσες τιµές 

µi
+ και  µi

- για κάθε µία παρειά της βροχοτοµής . 

 

Με την βοήθεια των παραπάνω παρατηρήσεων ,καθίσταται δυνατός ο ορθός 

υπολογισµός της συµβολής των δύο βροχοτοµών  B1 και B3  (σηµεία συνέχειας : k1, 

k3 ) στο παραγόµενο µανητικό δυναµικό και κατά συνέπειαν και στο διεγερόµενο 

ηλεκτροµαγνητικό πεδίο σε κάθε περιοχή του χώρου .Ο αναλυτικός υπολογισµός 

τους είναι πολύ δύσκολος λόγω της πολυπλοκότητας των ολοκληρωτέων 

συναρτήσεων , οπότε καταφεύγουµε σε προσεγγιστικές τεχνικές και αριθµητικούς 

µεθόδους .Η συµβολή τους , αναµφισβήτητα  , δεν µπορεί να θεωρηθεί αµελητέα 

δίχως προτού να εξακριβωθεί αριθµητικά . 

3.7 Εύρεση  πεδίων 

 

Στην περίπτωση που µελετάται , όπως θα φανεί και στην συνέχεια ,σε πρώτη 

προσέγγιση , για αποστάσεις µακρινές από την κεραία ρ > 10km , η συµβολή των 

ολοκληρωµάτων πάνω στις βροχοτοµές µπορεί να αγνοηθεί καθώς η συνεισφορά 

τους είναι αµελητέα . Συνεπώς το αρχικό ολοκλήρωµα πάνω στον δρόµο Γ (-∞,∞) 

ισούται προσεγγιστικά µε το άθροισµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων : 

1 1 3 30

0

( ) 2 Res( , ) ( ) ( )

2 Res( , )

ij ij n ij
n

ij n
n

f z dz j f f z dz

j f

π λ

π λ

+ − + −

∞

Γ Π Β Β Β Β
=

∞

=

= ⋅ − + + + +

≈ ⋅

∑∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∑

≈
 (3.42) 

 

Όποτε προκύπτει τελικά η εξής αναλυτική έκφραση για κάθε συνιστώσα i (i=x,z) του 

µαγνητικού δυναµικού σε κάθε περιοχή j (j=0,1,2,3) : 

  

 
0

1 ( ) Res( , )
2ij ij ij n

n
M f z dz j fπ λ

∞

Γ
=

= ⋅∑∫  (3.43) 

 

Από την σχέση αυτή ,µπορούµε να εξάχθούν τα παραγόµενα ηλεκτροµαγνητικά πεδία 

σε κάθε περιοχή καθώς συνδέονται µε τις γνωστές σχέσεις που έχουν προαναφερθεί . 
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2 2

2
2

2 2

2 2
2

2

( )

                ,  

 ,  

              ,  

i i
i i i i

i i i i
i i

i i
i i i i

i

i

Mz MEx j Hx k Mx
y xx
Mx Mz Mx MzEy j Hy

z x x y z y

x Mz
z

Mx MEz j Hz k Mz
y x z

ω

ω

ω

∂ ∂
= ⋅ = + +

∂ ∂∂

∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ − = +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂
= − ⋅ = + +

∂ ∂ ∂
x Mz
z

∂
∂

∂
∂

       (3.44) 

 

Οι συνιστώσες Mxi και Mzi εξαρτώνται από τις καρτεσιανές συντεταγµένες x και y 

µέσω των Hankel συναρτήσεων µε όρισµα λnρ και των τριγωνοµετρικών 

συναρτήσεων sinφ και cosφ . Η µερική παραγώγιση των όρων αυτών ως προς τις 

µεταβλητές x και y γίνεται µε την βοήθεια της µεθόδου της αλυσίδας : 

 

 

(1) (1) (1) (1)

2 2

2

( ) ( ) ( ) ( )     ,   

cos   ,  sin

cos sin cos cos sin   ,   

i n i n i n i nH H H H
x x y

x yx y
x y

x y

y
λ ρ λ ρ ρ λ ρ λ ρ

ρ ρ
ρ ρρ φ φ

ρ ρ

φ φ φ φ φ
ρ ρ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= ⋅ = ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂

= + ⇒ = = = =
∂ ∂

∂ ∂ ⋅
= = −

∂ ∂

ρ∂
∂

(3.45) 

 

Η παράγωγος της Hankel συνάρτησης πρώτου είδους n-οστής τάξης δίνεται από την 

σχέση : 

 
(1)

(1) (1)
1 1

( ) 1 ( ( ) (
2

n
n n

H x ))H x H x
x − +

∂
= −

∂
 (3.46) 

 

Επίσης , ισχύει η γνωστή ιδιότητα των Hankel συναρτήσεων που συνδέει την n-οστή 

τάξη µε τις τάξεις n+1 και n-1 : 

 

(1) (1) (1)
1 1

2 ( ) ( ) ( )n n n
n H x H x H x
x − +⋅ = +           (3.47) 

 

Οπότε ,για τις παραγώγους των Hankel συναρτήσεων πρώτου είδους µηδενικής και 

πρώτης τάξης που εµπλέκονται στις συναρτήσεις που εκφράζουν τα πεδία βρίσκεται : 
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(1)

(1)0
1

(1)
(1) (1)1
0 2

(1) (1)
(1) (1) (1)1 1
0 2 0

( ) ( )

( ) 1 ( ( ) ( ))
2

( ) ( )( ( ) ( )) ( ( )
2

n
n n

n
n n

n

n n n
n n n n

n

H H

H H H

H HH H H

λ ρ λ λ ρ
ρ

λ ρ λ ρ λ ρ
λ ρ

)λ ρ λ λ ρλ ρ λ ρ λ λ ρ
ρ λ

∂
= − ⋅

∂

= ⋅ +

∂
= ⋅ − = ⋅ −

∂ ρ

n

 

   (3.48) 

Κάθε συνιστώσα j (j=x,z) του µαγνητικού δυναµικού σε κάθε περιοχή i (i=0,1,2,3) 

γράφεται στην µορφή : 

  

( , , ) 2 ( ) ( , , , )

( , , , ) ( , , ) ( , )

i ji n ji
n

ji n ji n ji n

Mj z j g G z

G z f F z

ρ φ πδ λ ρ φ

ρ φ λ ρ φ λ λ

= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅

λ∑
        (3.49) 

όπου : gij(λn) : ο όρος που εξαρτάται από κάθε πόλο,  

Gji(ρ,φ,z,λn): ο όρος που εκφράζει την εξάρτηση του πεδίου από τις χωρικές 

συντεταγµένες ρ, φ και z γράφεται ως γινόµενο των συναρτήσεων :  

fji(ρ,φ,λn) : γινόµενα Hankel συναρτήσεων πρώτου είδους µε τριγωνοµετρικές  

Fji(z,λn)  : γραµµικός συνδιασµός υπερβολικών τριγωνοµετρικών συναρτήσεων 

 

Για την εύρεση των αναλυτικών εκφράσεων των πεδίων σε κάθε περιοχή είναι 

αναγκαίος ο υπολογισµός των µερικών παραγώγων των συναρτήσεων Gji(ρ,φ,z,λn) 

πρώτης και δεύτερης τάξης που εµφανίζονται στις εκφράσεις των ζητούµενων πεδίων 

για κάθε συνιστώσα (x και z) .Χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες των Hankel 

συναρτήσεων που αναφέρονται παραπάνω ,υπολογίζονται αναλυτικά οι ζητούµενες 

µερικές παράγωγοι .  

 

Σε κάθε περιοχή i του χώρου ο όρος της συνιστώσα x είναι της µορφής: 

 (1)
0 ( ) ( ,i n iGx H Fx z )nλ ρ= ⋅ λ  (3.50) 

 

Μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης : 
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(1)
1

(1)
1

(1)
0

cos ( ) ( , )

sin ( ) ( , )

( )

i
n n xi

i
n n xi

i xi
n

Gx H F z
x

Gx H F z
y

Gx FH
z z
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n

λ φ λ ρ λ

λ φ λ ρ

λ ρ

∂
= − ⋅ ⋅ ⋅

∂
∂

= − ⋅ ⋅ ⋅
∂
∂ ∂

= ⋅
∂ ∂

λ          (3.51)

  

Μερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης : 
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λ
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=
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∂ ∂
= − ⋅ ⋅

∂ ∂ ∂
                  (3.52) 

 

Σε κάθε περιοχή i του χώρου ο όρος της συνιστώσα z είναι της µορφής : 

 
(1)
1cos ( ) ( , )i nGz H Fx zi nφ λ ρ λ= ⋅ ⋅           (3.53) 

Μερικές παράγωγοι πρώτης τάξης : 
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Μερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης : 
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        (3.55) 

Για λόγους συντοµίας παρατίθενται στην συνέχεια µόνο οι αναλυτικές έκφρασεις των 

καρτεσιανών συνιστωσών x,y,z, του  ηλεκτροµαγνητικού πεδίου στον Αέρα (Περιοχή 

0 ) . 

 

Οι συνιστώσες του διανυσµατικού µαγνητικού δυναµικού M0 δίνονται από τις 

σχέσεις : 
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Συνιστώσα Mx0 : 
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Συνιστώσα Mz0 : 
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(3.57) 

 

Με την βοήθεια των παραπάνω σχέσεων οι συνιστώσες των ηλεκτροµαγνητικών 

πεδίων βρίσκονται εύκολα : 

 

Ηλεκτρικό πεδίο Ε0 : 

 

0 0 0( , , 0 )E Ex Ey Ez=  

0
0 ( , , ) 2 ( )z n
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 (3.58) 
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ρ φ ω πδω λ∂ ∂
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∂ ∂∑ x
           (3.60) 
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Μαγνητικό πεδίο Η0 : 

 

0 0( , , ) ( , , )0 0H z Hx Hy Hzρ φ =  

2 2
2 0 0

0 0 0 2

2 2
2 0 0

0 0 0 02

( , , )

2 [ ( )x z
n

Mx MzHx z k Mx
x zx

Gx Gzj g k Gx g ]
x zx

ρ φ

πδ

∂ ∂
= + + =

∂ ∂∂
∂ ∂

= ⋅ ⋅ + + ⋅
∂ ∂∂∑

  (3.61)

2 2 2 2
0 0 0

0 0( , , ) 2 [ ]x z
n

0
0

Mx Mz Gx GzHy z j g g
x y y z x y y z

ρ φ πδ∂ ∂ ∂ ∂
= + = ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∑  (3.62) 

2 2
2 0 0

0 0 0 2

2
2 0 0

0 0 0 02

( , , )

2 [ ( )z x
n

Mx MzHz z k Mz
x z z

Gz Gxj g k Gz g
2

]
x zz

ρ φ

πδ

∂ ∂
= + + =

∂ ∂ ∂
∂ ∂

= ⋅ ⋅ + + ⋅
∂ ∂∂∑

         (3.63) 

 

Στις υπόλοιπες περιοχές του χώρου , το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο εξάγεται µε 

ανάλογο τρόπο και παριστάνεται µε τις  αντίστοιχες σχέσεις . 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

Παρουσίαση αριθµητικών αποτελεσµάτων 
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4.1 Πρόλογος 

Στο κεφάλαιο αυτό επιχειρείται µια σύντοµη παρουσίαση των κυριοτέρων 

ηλεκτροµαγνητικών µεγεθών µε την βοήθεια των αναλυτικών σχέσεων και των 

προσεγγίσεων που έγιναν στο προηγούµενο κεφάλαιο. Το µεγέθος που ενδιαφέρει την 

µελέτη  προτίστως είναι το εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο Εz0 στον αέρα  και σε αυτό 

δίνεται περισσότερο βάρος.Επίσης παρουσιάζονται , πιο συνοπτικά όµως , τα 

εφαπτοµενικά πεδία Ex0 και Ey0 , οι συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου H0 στον αέρα 

και το εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο Εz2 της λιθόσφαιρας .Η µελέτη γίνεται για δύο 

συχνότητες f0=1KHz και f1=6KHz ενώ ,επίσης ,παρουσιάζονται οι αλλαγές που 

επιφέρουν στα κυµατοδηγούµενα πεδία οι µεταβολές του ύψους Η και του πάχους L. 

Σηµειώνεται ότι οι τιµές που δίνονται στα αρχικά µεγέθη είναι ενδεκτικές καθώς η 

αναλυτική λύση που παρουσιάστηκε µπορεί να εφαρµοστεί για κάθε συνδιασµό 

τιµών εi , f , H και L .   

4.2 Ορισµός των αρχικών µεγεθών  

 

Με την βοήθεια  όσων έχουν λεχθεί παραπάνω , ο πρακτικός υπολογισµός του 

µαγνητικού δυναµικού και στην συνέχεια των παραγόµενων ηλεκτροµαγνητικών 

πεδίων καθίσταται δυνατός . 

Από την στιγµή που έχουµε επιλέξει να εκφράσουµε την αρχική διέργεση και τα 

παραγόµενα πεδία σαν συνάρτηση του χρόνου της µορφής exp(-jωt) , οι µιγαδικές 

διηλεκτρικές σταθερές εi σε κάθε περιοχή   i ( i=0,1,2,3) γράφονται στην µορφή : 

  i i j iε ε ε′ ′′= +  (4.1) 

Αναλυτικότερα σε κάθε περιοχή  έχουµε : 

 

α.Περιοχή 0 – Αέρας :                0ε  

  

β.Περιοχή 1 – Ιονόσφαιρα :        

 

Θεωρείται ότι : ν∼106 r/sec, ω0=2π107 rad/sec, ενώ οι συχνότητες f που µελετώνται 

δεν ξεπερνούν τα f  ≤ 10ΚΗz ⇒ ω ≤ 2π104 rad/sec . Eπίσης ε0=10-9/36π . 
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Θεωρούµε σχετική µιγαδική διηλεκτρική σταθερά ε1 : 

                                                            0
1

0
1 j ω

ε
ε ω

≈ +
⋅

                (4.2) 

γ.Περιοχή 2  - Λιθόσφαιρα : 

 

Θεωρούµε σχετική µιγαδική διηλεκτρική σταθερά ε2 :  

 2
2

0 0

0.014 jεε
ε ω ε

= = +
⋅

    (4.3) 

δ.Περιοχή 3  - Μανδύας : 

 

Θεωρούµε σχετική µιγαδική διηλεκτρική σταθερά ε3 : 

                                                  3
3

0 0

0.0012 jεε
ε ω ε

= = +
⋅

           (4.4) 

 

Όσον αφορά το ύψος Η της Ιονόσφαιρας και το πάχος L της Λιθόσφαιρας θέτουµε 

αρχικά H=60 km , L=1 km . 

 

4.3 Μελέτη πεδίων για συχνότητα 1 ΚΗz 

 

Έστω συχνότητα εκποµπής f = 1 KHz .Τα µεγέθη που  ενδιαφέρουν λαµβανούν τις 

ακόλουθες τιµές  : 

 

 

5 1
0

4 4
1 2 3

1 / 2 3 10

1 10   ,  4 18 10  ,  2 18 10
60000   ,   1000

f KHz k c m

j j j
H m L m

ω π

ε ε ε

− −= ⇒ = = ⋅

= + ⋅ = + ⋅ ⋅ = + ⋅ ⋅
= =

3  (4.5) 

 

4.3.1 Μελέτη συνεισφοράς βροχοτοµών 
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Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (3.41) που έχουν εξαχθεί για τον υπολογισµό των 

δυναµικό πάνω στις βροχοτοµές , µελετάται η συµβολή τους . 
Re[ ]

0
( ) [ ( ( )) ( ( ))] ( )i

i

k
i i if d f x f x xλ λ λ λ λ+ − ′= − ⋅∫ ∫B

dx⋅  

Αρχικά σχεδιάζεται η υποολοκλήρωσην συνάρτηση στο διάστηµα ολοκλήρωσης και 

στην συνέχεια µε την βοήθεια της αριθµητικής ολοκλήρωσης γίνεται µια πρώτη 

προσέγγιση των επικαµπυλίων ολοκληρωµάτων σε κάθε βροχοτοµή : 

  

Βροχοτοµή Β1 – σηµείο ασυνέχειας : k1 

0.00020.00040.00060.0008 0.001 0.00120.0014

2΄ 10-26

4΄ 10-26

6΄ 10-26

8΄ 10-26

 
Σχήµα 4.1 : Μεταβολή της ολοκληρωτέας συνάρτησης f0(λ) πάνω στην βροχοτοµή Β1 

 

To πρόγραµµα Mathematica σε πρώτη προσέγγιση ( χωρίς την µεγαλύτερη δυνατή 

ακρίβεια ) υπολογίζει την τιµή του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος στην : 

 
1

1( )f dλ λ =∫B -6.40231×10-30 + j·1.3954×10-29  

Βροχοτοµή Β3 – σηµείο ασυνέχειας : k3 

Η υποολοκλήρωσην συνάρτηση λαµβάνει τόσο µικρές τιµές που το Mathematica 

παρουσιάζει µηδενικές τιµές στην περιοχή ολοκλήρωσης :    

0.0005 0.001 0.0015 0.002

-1

-0.5

0.5

1

 
Σχήµα 4.2 : Μεταβολή της ολοκληρωτέας συνάρτησης f0(λ) πάνω στην βροχοτοµή Β3 
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Συνεπώς ,το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της ολοκληρωτέας συνάρτησης πάνω στην 

βροχοτοµή Β3 βρίσκεται περίπου µηδέν :   

3
3( ) 0f dλ λ ≈∫B  

4.3.2 Εύρεση πόλων 

 

Οπότε , όπως και έχει ήδη σηµειωθεί ,το µαγνητικό δυναµικό δίνεται πρακτικά από το 

άθροισµα των ολοκληρωτικών υπολοίπων των πόλων της υπο ολοκλήρωσης 

συνάρτησης . 

0

1 ( ) Res( , )
2ij ij ij n

n
M f z dz j fπ λ

∞

Γ
=

= ⋅∑∫          (4.6) 

 

Απαιτείται συνεπώς η εύρεση των πόλων (ριζών) λn. .Με την βοήθεια του 

προγράµµατος Mathematica και των αριθµητικών µεθόδων επίλυσης εξισώσεων 

είναι δυνατός ο ακριβής προσδιορισµός τoυς .Χρησιµοποιώντας την προσεγγιστική 

σχέση (3.22) στην οποία καταλήξαµε από την αρχική εξίσωση Ζ+Γ=0 , ελέγχουµε 

την ακρίβεια των αποτελεσµάτων  : 

0 0
0

2
0

0 0

0 1

0 1 ( ) 2 ,   n

n k j
k H

nn k j n
k H k H

τλ

π τλ

= → = + ⋅

≠ → = − + ⋅ =1,2,..
 

Μάλιστα , τροποποιώντας λίγο την σχέση αυτή επιτυγχάνεται µια ακόµα καλύτερη 

προσέγγιση των ριζών λn’: 

     
0 0

0

2
0

0 0

0 1

0 1 ( ) 3.22 , 1,2,..n

n k j
k H

nn k j n
k H k H

τλ

π τλ

′= → = + ⋅

′≠ → = − + ⋅ ⋅ =   
         (4.7) 

 

Στην συνέχεια παρατίθενται οι ακριβείς πόλοι zn που βρίσκονται µέσω του 

Mathematica  για µερικές τάξεις ριζών n , οι πόλοι (ρίζες) λn που προκύπτουν από 

___________________________________________________________
Μελέτη ∆ιάδοσης Χαµηλών Συχνοτήτων στο Γήινο Περιβάλλον                 76 

 



______________________________________________________________ 

την προσεγγιστική σχέση (3.22) και οι αντίστοιχες τιµές λn’ που προκύπτουν από την 

εµπειρική σχέση (4.7) . 

Για τις αριθµητικές τιµές συχνότητας f και ύψους H ,αναµένεται ότι από τους 

παραγόµενους ρυθµούς κυµατοδηγούµενοι είναι εκείνοι που έχουν τάξη n : 

 
5

0

4

2 10
0 3

610   0.4
k

H
k Hn n

π

π

−= ⋅

= ⋅
< → <  

Συνεπώς στην περίπτωση αυτή , µόνο ο µηδενικής τάξης n=0 ρυθµός κυµατοδηγείται 

.  

n zn λn λn’ 

0 0.0000210168 + j·7.28542×10-8 0.0000209913 + j·4.39984×10-8 0.0000209913 + j·4.39984×10-8 

1 6.37017×10-8 + j·0.000047925 3.85248×10-8 + j·0.000047947 6.20576×10-8 + j·0.000047922 

2 2.97153×10-8 + j·0.000102574 1.80062×10-8 + j·0.000102585 2.89933×10-8 + j·0.000102573 

3 1.95535×10-8 + j·0.000155657 1.18663×10-8 + j·0.000155664 1.91057×10-8 + j·0.000155657 

4 1.45797×10-8 + j·0.000208375 8.86439×10-9 + j·0.000208380 1.452721×10-8 + j·0.000208374 

5 1.16152×10-8 + j·0.000260949 1.16152×10-9 + j·0.000260953 1.13966×10-8 + j·0.000260948 

6 9.64243×10-9 + j·0.000313451 7.07853×10-9 + j·0.000313454 9.48773×10-9 + j·0.000313450 

7 8.23253×10-9 + j·0.000365912 5.89293×10-9 + j·0.000365915 8.12746×10-9 + j·0.000365912 

8 7.17310×10-9 + j·0.000418348 4.41535×10-9 + j·0.000418350 7.10876×10-9 + j·0.000418347 

9 6.34681×10-9 + j·0.000470767 3.92371×10-9 + j·0.000470769 6.31721×10-9 + j·0.000470766 

10 5.68347×10-9 + j·0.000523174 3.53067×10-9 + j·0.000523176 5.68441×10-9 + j·0.000523174 

11 5.13856×10-9 + j·0.000575572 3.20925×10-9 + j·0.000575574 5.16691×10-9 + j·0.000575572 

12 4.68246×10-9 + j·0.000627964 2.94150×10-9 + j·0.000627966 4.73583×10-9 + j·0.000627964 

13 4.29467×10-9 + j·0.000680351 2.71501×10-9 + j·0.000680353 4.37117×10-9 + j·0.000680351 

14 3.96060×10-9 + j·0.000732735 2.52091×10-9 + j·0.000732736 4.05867×10-9 + j·0.000732735 

15 3.66953×10-9 + j·0.000785115 2.35272×10-9 + j·0.000785116 3.78789×10-9 + j·0.000785115 

16 3.41347×10-9 + j·0.000837492 2.20558×10-9 + j·0.000837494 3.41347×10-9 + j·0.000837492 

17 3.18628×10-9 + j·0.000889868 2.07577×10-9 + j·0.000889869 3.34199×10-9 + j·0.000889868 

 

Πίνακας 4.1 Οι πόλοι του µαγνητικού δυναµικού για f =1 KHz . 

 

Συγκρίνοντας τις τιµές που προκύπτουν ,παρατηρείται ότι επιτυγχάνεται αρκετά 

µεγάλη ακρίβεια µεταξύ των πραγµατικών και των προσεγγιστικών τιµών στο 

πραγµατικό µέρος των ριζών των κυµατοδηγούµενων ρυθµών και στο φανταστικό 
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µέρος των εξασθενούντων δηλαδή στα µέρη εκείνα που χαρακτηρίζουν την 

συµπεριφορά των ρυθµών αυτών .Ακόµη , παρατηρείται ότι η εµπειρική 

τροποποιηµένη σχέση (4.7 ) παρέχει ακόµη µεγαλύτερη  ακρίβεια  αποτελεσµάτων 

καθώς τόσο το πραγµατικό όσο και το φανταστικό µέρος των ριζών λn’ προσεγγίζουν 

σε πολύ µεγάλο βαθµό τα αντίστοιχα µέρη των πραγµατικών ριζών zn . 

Επίσης επαληθεύεται η ύπαρξη ενός µόνο κυµατοδηγούµενου ρυθµού (για n=0) και η 

συµπεριφορά των ριζών των εξασθενούντων ρυθµών (αύξηση του φανταστικού τους 

µέρους) όσο αυξάνεται η τάξη τους n .   

 

4.3.3 Υπολογισµός των πεδίων 

 

Οι σχέσεις (3.58 – 3.60 ) δίνουν την δυνατότητα του απευθείας υπολογισµού και 

µελέτης των δηµιουργώµενου ηλεκτροµαγνητικού πεδίου Ε0(ρ,φ,z) και Η0(ρ,φ,z). 

 

Σηµειώνεται ότι στα διαγράµµατα που ακολουθούν σχεδιάζεται η κανονικοποίηµενη 

τιµή του µεγέθους ως προς την αρχική δίεγερση δ (Η’ αλλιώς θέτουµε δ=1) 

.Παρατηρώντας τις αναλυτικές εκφράσεις των πεδίων , είναι φανερό ότι το µέτρο 

τους είναι ανάλογο της ποσότητας {|Εij|,|Ηij|} ∝ 2πδ .    

 

Η παρουσίαση των συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου ξεκινά από την κάθετη 

συνιστώσα  Εz0 (σχέση 3.60) καθώς είναι εκείνη που ενδιαφέρει περισσότερο . 

 
2

(1)
0 1 0

0 0

( )( , , ) 2 sin ( ) {cosh( ) sinh( )}
( ) n n n

n

n n
n

n n

REz z H z z
S λ λ λ

λ

λ λρ φ πωδ φ λ ρ µ µ
µ λ

∞

=

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − Ζ
′∑ 0

 

 

Για τον αριθµητικό υπολογισµό της συνιστώσας λήφθηκαν υπόψη οι ρίζες µέχρι και 

17-ής τάξης .Όπως έχει ήδη σηµειωθεί παραπάνω και φαίνεται παρακάτω , οι ρίζες 

ανωτέρας τάξης έχουν αµελητέα συµβολή στο άθροισµα . 
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Αρχικά παρουσιάζεται η µεταβολή του µέτρου της |Εz0| σε συνάρτηση µε την 

απόσταση ρ από την βροχοκεραία  για διάφορα ύψη z ={0  , 10  ,30  , 50}km πάνω 

από την επιφάνεια της γής .Η γωνία φ λαµβάνεται ίση µε 90o (πάνω στον y άξονα ) 

έτσι ώστε να λαµβάνονται οι µέγιστες τιµές σε κάθε υψόµετρο .  

|Ez0|=f (ρ,90o,z)

5

10

15

20

25

30

10 25 40 55 70 85 100
ρ (km)

|E
z 0

| (
x2
π
δx

10
-8

)

 z = 0 km
z = 10 km
z = 30 km
z = 50 km

∆ιάγραµµα 4.3 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε την 

απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=90o, για f =1 KHz . 

 
Στην συνέχεια , σχεδιάζεται η µεταβολή του µέτρου της συνιστώσας Εz0 σε 

συνάρτηση της κάθετης απόστασης z από την επιφάνεια της Γής για δίαφορες 

οριζόντιες αποστάσεις ρ   ρ = {10,30,50,100} km από την βροχοκεραία  και για γωνία 

παρατήρησης φ=90o.    
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|Εz0 |= f (ρ , 90ο,z )

0
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∆ιάγραµµα 4.4 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε το 

ύψος z για διάφορες αποστάσεις ρ  ,φ=90o . 

 

Ακολουθεί η µεταβολή της γωνίας της συνιστώσας Arg(Εz0) σε συνάρτηση µε την 

απόσταση ρ και για τα ίδια ύψη z . Η γωνία παρατήρησης φ λαµβάνεται ξανά 90o . 

 

Arg(Ez0) =f (ρ,90o,z)
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-60
-45
-30
-15

0
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Μ
οί
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ς 
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∆ιάγραµµα 4.5 : Μεταβολή του ορίσµατος της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε 

την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=90o, για f =1 KHz . 

 

Από τα τρία αυτά γραφήµατα παρατηρείται η µείωση του πλάτους |Εz0| της 

συνιστώσας µε σχέση µε την οριζόντια απόσταση ρ και την κατακόρυφη z .Λόγω της 

συµπεριφοράς της Hankel συνάρτησης έχουµε µείωση σε σχέση µε την οριζόντια 
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απόσταση της µορφής  ∼ ρ-1/2 .Για µικρές αποστάσεις ρ , η ένταση του εγκάρσιου 

πεδίου είναι µεγαλύτερη σε χαµηλά ύψη , κοντά στην βροχοκεραία .Από κάποια 

απόσταση και µετά (ρ >70 km) η τιµή του µέτρου |Εz0| γίνεται ανεξάρτητη από το 

ύψος παρατήρησης z .Η γωνία Arg(Εz0) αυξάνεται σχεδόν γραµµικά σε συνάρτηση 

µε την απόσταση ρ , ξεκινώντας από τιµές κοντά στις -90o  κοντά στην πηγή . 

 

Το µέτρο |Εz0| παρουσιάζει ηµιτονική εξάρτηση ως πρός την γωνία φ : |Εz0| ∼ sinφ . 

Συνεπώς το διάγραµµα ακτινοβολίας για την εγκάρσια συνιστώσα Εz0 παρουσιάζει 

την εξής µορφή σε πολικό διάγραµµα :  

 

-0.4 -0.2 0.2 0.4
'Αξονας x

-1

-0.5

0.5

1
'Αξονας y

 
∆ιάγραµµα 4.6 : Κανονικοποιηµένο πολικό διάγραµµα του µέτρου της εγκάρσιας 

συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε την γωνία φ από τον κάθετο άξονα x . 

 

Λαµβάνοντας υπόψη ότι η βροχοκεραία είναι τοποθετηµένη παράλληλα στον άξονα y 

, είναι φανερό ότι η εγκάρσια συνιστώσα Εz0 µηδενίζεται κατά µήκος του άξονα της 

βροχοκεραίας (φ=0o ) . 

 

Για την µελέτη της συµβολής του κάθε ρυθµού , που χαρακτηρίζεται από την 

αντίστοιχη ρίζα λn , στην δηµιουργία του συνιστάµενου πεδίου στον άξονα z , 

σχεδιάζουµε τους όρους του αθροίσµατος που αντιστοιχούν στις πρώτες τάξεις των 

ριζών ( για  n=0,1 ,..9 ) σε συνάρτηση µε την οριζόντια απόσταση ρ .Θεωρείται ότι z 

= 0 και ότι φ =90o . 
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 |Ez0(λi)|=f ( ρ , 90ο , 0 )
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∆ιάγραµµα 4.7 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0(λi) του κάθε 

ρυθµού i σε σχέση µε την απόσταση ρ για  ύψος z=0 km ,φ=90o , για f =1 KHz  

 

Το διάγραµµα αυτό δικαιολογεί πλήρως τις παρατηρήσεις που έχουν γίνει ήδη για την 

συµβολή κάθε ρυθµού στο συνιστάµενο πεδίο .Είναι φανερή η εκθετική µείωση των 

όρων µεγαλύτερης τάξης , που αντιστοιχούν σε εξασθενούντες ρυθµούς , µε την 

αύξηση της απόστασης ρ .Μάλιστα ,όσο µεγαλύτερη είναι η τάξη n της ρίζας , τόσο 

ταχύτερη εξασθένηση παρατηρείται. Αντίθετα , ο µοναδικός κυµατοδηγούµενος 

ρυθµός λ0  για µεγάλες αποστάσεις ρ µειώνεται ανάλογα του ∼ 1/ρ1/2  , και ως 

επακόλουθο, το ολικό πεδίο Εz0 ακολουθεί την συµπεριφορά αυτή .Επίσης , είναι 

προφανές ότι για τον υπολογισµό του µέτρου της συνιστώσας Εz0 σε  κοντινές 

αποστάσεις ρ (ρ<30km), είναι απαραίτητο να ληφθούν υπόψη και οι ρυθµοί ανώτερης 

τάξης .  

 

Eνδιαφέρον ακόµη παρουσιάζει η συµπεριφορά του κάθε ρυθµού σε  σχέση µε το 

κατακόρυφο ύψος z .Παρατηρείται ότι ο ρυθµός n-οστής τάξης  αντιστοιχεί σε n 

µηδενισµούς στην περιοχή κυµατοδήγησης (Αέρας) από z = 0 km έως z = 60 km .Οι 

καµπύλες αντιστοιχούν σε ρ =10 km και φ=90o  .Επειδή η απόσταση παρατήρησης ρ 

είναι αρκετά µικρή , οι ρυθµοί πρώτης n=1 και δεύτερης τάξης n=2 λαµβάνουν 

αρκετά µεγάλες τιµές σε σχέση µε τον πρωτεύοντα ρυθµό n=0 .  
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|Ez0(zi)| = f  ( 10 km , 90ο, z)
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∆ιάγραµµα 4.8 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0(λi) του κάθε 

ρυθµού i σε σχέση µε τo ύψος z για ρ =10 km , φ=90o, για f =1 KHz. 

 
Στην συνέχεια µελετώνται οι εφαπτοµενικές συνιστώσες Εx0 και Ey0 του ηλεκτρικού 

πεδίου (σχ. 3.59 ): 

0 0
0 0( , , ) 2 ( )z n

n

Mz GEx z j g
y y

ρ φ ω πδω λ z∂ ∂
= ⋅ = − ⋅

∂ ∂∑  

 

Αρχικά χαράσσεται η µεταβολή του µέτρου και της γωνίας της Εx0 συνιστώσας σε 

συνάρτηση µε την οριζόντια απόσταση ρ για διάφορα ύψη z .Παρατηρείται ότι κοντά 

στην επιφάνεια της Γής (z = 0), το µέτρο της συνιστώσας λαµβάνει πολύ µικρές τιµές 

ενώ παρουσιάζει µέγιστη ένταση περίπου στο µέσο του στρώµατος Αέρα –

Ιονόσφαιρας .Μάλιστα , όσο αποµακρυνόµαστε  από την πηγή , το σηµείο µέγιστης 

έντασης προσεγγίζει το µέσον της απόστασης Γής – Ιονόσφαιρας .  
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| Ex0 |= f ( ρ , 45o, z )
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∆ιάγραµµα 4.9 : Μεταβολή του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εx0 σε σχέση µε 

την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=45o, για f =1 KHz.  

 

Ακολουθεί η µεταβολή του µέτρου της συνιστώσας σε συνάρτηση µε το ύψος z από 

την επιφάνεια της γής για διάφορες αποστάσεις ρ από την βροχοκεραία.Παρατηρείται 

ότι το µέτρο µεγιστοποιείται κοντά στο µέσο του στρώµατος Γής – Ιονόσφαιρας , ενώ 

ουσιαστικά µηδενίζεται κοντά στις διαχωριστικές επιφάνειες των συνόρων z=0 και 

z= H  .  

| Ex0 |= f ( ρ , 45o, z )
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∆ιάγραµµα 4.10 : Μεταβολή του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εx0 σε σχέση 

µε το ύψος z για διάφορες αποστάσεις ρ ,φ=45o , για f =1 KHz. 
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Η γωνία της συνιστώσας Εx0 σε συνάρτηση µε την απόσταση ρ παρουσιάζεται στο 

παρακάτω διάγραµµα για διάφορα ύψη z και για γωνία φ = 45o. Παρατηρείται ότι 

κοντά στα σύνορα  (z=0 km , z=60 km) της περιοχής του Αέρα η γωνία αυξάνεται 

γραµµικά , ενώ στα ενδιάµεσα ύψη παρουσιάζει µια πολύ µικρότερη άυξηση 

παραµένοντας ουσιαστικά σταθερή στις –90o .   

 

Arg(Ex0)=f (ρ ,45o,z)
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∆ιάγραµµα 4.11 : Μεταβολή του ορίσµατος της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εx0 σε 

σχέση µε την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z , φ=45o, για f =1 KHz . 

 

Το µέτρο |Εx0| παρουσιάζει  εξάρτηση ως πρός την γωνία φ της µορφής :  

|Εx0| ∼|cosφ·sinφ|=|sin(2φ) / 2 | . 

Συνεπώς , το διάγραµµα ακτινοβολίας για την εφαπτοµενική συνιστώσα Εx0 

παρουσιάζει την εξής µορφή σε πολικό διάγραµµα :  
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∆ιάγραµµα 4.12 : Κανονικοποιηµένο πολικό διάγραµµα του µέτρου της εfφαπτοµενικής 

συνιστώσας Εx0 σε σχέση µε την γωνία φ από τον κάθετο άξονα x . 
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To µέτρο  |Εx0| λαµβάνει µέγιστες τιµές στις γωνίες φ = 45 o,135 o, 215 o, 335 o.Στην 

κάθετη και παράλληλη διεύθυνση φ= 0 o, φ= 90 o το πεδίο Εx0 µηδενίζεται . 

 

Στην συνέχεια σχεδιάζεται η συµβολή κάθε ρυθµού στο συνιστάµενο πεδίο ως προς 

την οριζόντια απόσταση ρ από την πηγή πάνω στην επιφάνεια της Γής και για γωνία 

παρατήρησης φ =45 o  όπου το µέτρο |Εx0| λαµβάνει την µέγιστη τιµή.Μελετώντας το 

διάγραµµα παρατηρούµε ότι οι καµπύλες έχουν µορφή ανάλογη εκείνης που 

παρατηρήθηκε και στην εγκάρσια συνιστώσα Εz0 .   

|Εx0(λ i)|=f ( ρ  , 45ο , 0 ) 
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∆ιάγραµµα 4.13 : Μεταβολή του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εx0(λi) του 

κάθε ρυθµού i σε σχέση µε την απόσταση ρ για  ύψος z=0 km ,φ=45o, για f =1 KHz. 

 
Ανάλογη συµπεριφορά χαρακτηρίζει και την άλλη εφαπτοµενική συνιστώσα του 

ηλεκτρικού πεδίου Εy0 (σχ.3.58). 

 

0 0 0
0 0( , , ) ( ) 2 [ ( ) ( )x n z n

n

0
0 ]Mx Mz Gx GzEy z j g g

z x z x
ρ φ ω πδω λ λ∂ ∂ ∂ ∂

= ⋅ − = − ⋅ − ⋅
∂ ∂ ∂ ∂∑  

 

Ακολουθούν οι γραφικές παραστάσεις του µέτρου | Εy0 | και της γωνίας Arg(Εy0)  

της συνιστώσας Ey0 ως πρός την απόσταση ρ και για διάφορα ύψη πάνω από την 
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επιφάνεια της  Γής .Είναι φανερή η οµοιότητα των διαγραµµάτων της συνιστώσας 

Εy0  µε τα αντίστοιχα διαγράµµατα της συνιστώσας Εx0 . 

| Ey0 |= f ( ρ , 0o, z )
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∆ιάγραµµα 4.14 : Μεταβολή του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εy0 σε σχέση 

µε την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=0 o, για f =1 KHz.  

 

Arg(Ey0)=f (ρ ,0o,z)
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∆ιάγραµµα 4.15 : Μεταβολή του ορίσµατος της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εx0 σε 

σχέση µε την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z , φ=0 o , για f =1 KHz. 

 

Παρατηρείται ότι η γωνία αυξάνεται η γωνία αυξάνεται γραµµικά , ενώ στα 

ενδιάµεσα ύψη παραµένει ουσιαστικά σταθερή στις 90 o . 
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To διάγραµµα ακτινοβολίας της συνιστώσας αυτής παρουσιάζει την µορφή έλλειψης 

ενώ λαµβάνει µέγιστες τιµές πάνω στους άξονες x και y .Η συµπεριφορά αυτή 

οφείλεται στον παράγοντα που εµφανίζεται στην αναλυτική έκφραση της συνάρτησης 

: 

 (1) (1)
0 2( ) cos(2 ) ( )n nH Hλ ρ φ λ− ⋅ ρ  

   

-1 -0.5 0.5 1 'Αξονας x
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∆ιάγραµµα 4.16 : Κανονικοποιηµένο πολικό διάγραµµα του µέτρου της εfφαπτοµενικής 

συνιστώσας Εy0 σε σχέση µε την γωνία φ από τον κάθετο άξονα x . 

 

Στην συνέχεια σχεδιάζεται η συµβολή κάθε ρυθµού στο συνιστάµενο πεδίο ως προς 

την οριζόντια απόσταση από την πηγή πάνω στην επιφάνεια της Γής και για γωνία 

παρατήρησης φ =0 o  όπου το µέτρο |Εy0| λαµβάνει την µέγιστη τιµή.Μελετώντας το 

διάγραµµα παρατηρείται ότι οι καµπύλες έχουν µορφή ανάλογη εκείνης που 

παρατηρήθηκε και στις υπόλοιπες συνιστώσες Εz0 και Εx0.   
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 |Ey0(λi)|=f ( ρ , 0ο , 0 )
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∆ιάγραµµα 4.17 : Μεταβολή του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εy0(λi) του 

κάθε ρυθµού i σε σχέση µε την απόσταση ρ για  ύψος z=0 km ,φ=0 o, για f =1 KHz. 

 

Οι συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου Η0 παρουσιάζουν ανάλογη συµπεριφορά µε τις 

συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου για αυτό και παρουσιάζονται συνοπτικά . 

Στο παρακάτω διάγραµµα φαίνεται η µεταβολή του µέτρου της κάθε συνιστώσας σε 

συνάρτηση της απόστασης ρ πάνω στην επιφάνεια της γής και στην γωνία φ 

µέγιτοποίησης του µέτρου κάθε συνιστώσας  (φ= 90 o για Ηz0  ,φ= 0 o για Ηx0  , και φ 

=45 o Ηy0 ).   

 

Σηµειώνεται ότι το µέτρο της εγκάρσιας συνιστώσας Ηz0  λαµβάνει πολύ µικρές τιµές 

της τάξης 10-25 , οπότε δεν σχεδιάζεται καθόλου στο διαγράµµα που ακολουθεί.Η 

συµπεριφορά της συνιστώσας βέβαια είναι της ίδιας µορφής .  
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 |Hx0| ,|Hy0| ,= f ( ρ ,0)
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∆ιάγραµµα 4.18 : Μεταβολή του µέτρου των εφαπτοµενικών συνιστωσών Hx0 και Hy0 

σε σχέση µε την απόσταση ρ για ύψος z =0 km , για f =1 KHz. 

 

Ακολουθεί η µεταβολή του ορίσµατος των συνιστωσών του µαγνητικού πεδίου σε 

συνάρτηση της απόστασης ρ. Αξίζει να σηµειωθεί η ελάττωση του ορίσµατος της 

εγκάρσιας συνιστώσας Ηz0 µε την άυξηση της απόστασης .  

 

Arg(Hi0)=f (ρ ,0)
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∆ιάγραµµα 4.19 : Μεταβολή του ορίσµατος των συνιστωσών του µαγνητικού πεδίου 

Ηz0 , Hx0 και Hy0 σε σχέση µε την απόσταση ρ για ύψος z =0 km, για f =1 KHz. 
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Για τον υπολογισµού της εγκάρσιας συνιστώσας Εz2 του ηλεκτρικού πεδίου µέσα 

στην Λιθόσφαιρα (περιοχή 2) ακολουθείται αντίστοιχη διαδικασία .Αφού 

επιβεβαιωθεί και αριθµητικά η αµελητέα επίδραση των βροχοτοµών Β1 και Β3 στον 

υπολογισµό του µαγνητικού δυναµικού Μx2 , υπολογίζεται η συνιστώσα Εz2 µε την 

βοήθεια του αθροίσµατος των ολοκληρωτικών υπολοίπων για τουλάχιστον 10 

ρυθµούς : 

Συνιστώσα Mx2 : 

2 2 2

2 2 2

(1)
2 2

2 0

2 2 2

( , , ) 2 ( ) ( , , , )

( , , , ) ( , , ) ( , )
( )( )  ,  ( , , ) ( ) , 
( )

( , ) {cosh( ) sinh( )}
n

n n n

x n x n
n

x n x n x n

n n
x n x n n

n

x n

Mx z j g G z

G z f F z
Rg f
S

F z z z
λ

λ λ λ

ρ φ πδ λ ρ φ λ

ρ φ λ ρ φ λ λ
λ λ

0Hλ ρ φ λ λ ρ
ε µ λ

λ µ µ

= ⋅ ⋅ ⋅

= ⋅

= ⋅ =
′

= + Ω ⋅

∑

     (4.8) 

 

Συνεπώς η συνιστώσα Εz2 είναι : 

2 2
2 2( , , ) 2 ( )x n

n

Mx GEz z j g
y y

ρ φ ω πδω λ x∂ ∂
= − ⋅ = ⋅

∂ ∂∑           (4.9) 

 

Ακολουθούν οι γραφικές παραστάσεις που παρουσιάζουν το µέτρο και το όρισµα της 

Εz2 σε συνάρτηση µε την οριζόντια απόσταση ρ από την βροχοκεραία .Λόγω του 

µικρού πάχους L (L =1 km) του στρώµατος της Λιθόσφαιρας η τιµή του µέτρου και 

της γωνίας δεν µεταβάλλονται αισθητά κατά την διάσταση αυτή . 
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∆ιάγραµµα 4.20 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz2 σε σχέση µε την 

απόσταση ρ για ύψoς z=0  ,φ=90 o , για f =1 KHz. 

 

 
∆ιάγραµµα 4.21 : Μεταβολή του ορίσµατος της εγκάρσιας συνιστώσας Εz2 σε σχέση µε 

την απόσταση ρ για  ύψος z=0 ,φ=90 o, για f =1 KHz. 

Παρατηρείται ότι οι καµπύλες έχουν την ίδια µορφή µε τις αντίστοιχες του εγκάρσιου 

πεδίου Εz0 στον αέρα .Σηµειώνεται ελάττωση του µέτρου ανάλογη του όρου ∼ρ-1/2 

και σχεδόν γραµµική αύξηση της ορίσµατος .  
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Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η µελέτη της επίδρασης στα κυµατοδηγούµενα πεδία της 

µεταβολής του ύψους Η της Ιονόσφαιρας  , που συντελείται µε την µετάβαση από την 

µέρα στην νύχτα  .Όπως έχει προαναφερθεί , η απόσταση Γής – Ιονόσφαιρας 

µεταβάλλεται από τα 60 km στα 100 km καθώς η γή περιστρέφεται γύρω από τον 

άξονα της . Η µεταβολή του ύψους Η ουσιαστικά επηρεάζει τον αριθµό M=N+1 των 

κυµατοδηγούµενων ρυθµών και µεταβάλλει τις θέσεις των πόλων στο µιγαδικό 

επίπεδο. Για την συχνότητα των ενός χιλιόκυκλου f = 1ΚΗz για το µέγιστο ύψος 

Ηmax =100 km , η µέγιστη τάξη  Ν των κυµατοδηγούµενων ρυθµών δεν 

µεταβάλλεται καθώς  Nmax = k0Hmax/π = 0.66 < 1 .Οπότε , εξακολουθεί να 

κυµατοδηγείται ένας µόνο ρυθµός  για n =0 . 

 

Μεταβάλλοντας το πάχος L της περιοχής 2 – Λιθόσφαιρα στα L = 2km , υπολογίζεται 

ξανά το µέτρο της εγκάρσιας συνιστώσας |Εz0| σε συνάρτηση µε την απόσταση ρ για 

διάφορα ύψη z πάνω από την επιφάνεια της γης.Παρατηρούµε ότι η µορφή των 

καµπυλών παραµένει η ίδια , και η τιµή του µέτρου |Εz0|  δεν διαφέρει σηµαντικά 

συγκριτικά µε την περίπτωση L =1km . 

|Ez0|  =f (ρ ,90o,0 )
L =2 km
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∆ιάγραµµα 4.23 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε την 

απόσταση ρ για πάχος L=2 km για διάφορα ύψη z ,φ=90 o, για f =1 KHz. 
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Για να φανεί καλύτερα ότι δεν επηρεάζει σηµαντικά η µεταβολή του πάχους L , 

σχεδιάζεται η τιµής του µέτρου |Εz0| σε ένα διάγραµµα για τρία διαφορετική πάχη L 

= 1km , 1.5 km , 2km  σε συνάρτηση µε την απόσταση ρ (z=0 km ,φ=90 o). 

|Ez0|  =f (ρ ,90o,0,L )
f =  1 KHz
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∆ιάγραµµα 4.24 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε την 

απόσταση ρ για διάφορες τιµές του πάχoυς L , z=0 ,φ=90 o, για f =1 KHz. 

 

Το γεγονός αυτό οφείλεται στην µικρή επίδραση που έχει ο παράγοντας L στον 

προσδιορισµό της θέσεως των πόλων λn πάνω στο µιγαδικό επίπεδο .¨Όπως φαίνεται 

και από τις σχέσεις (3.21) και (3.22) ,  το πάχος L εµπλέκεται στο καθορισµό της 

παραµέτρου Ω µέσω του όρου tanh(µ2L) . Κατά συνέπεια µικρές µεταβολές της τιµής 

του δεν επηρεάζουν σηµαντικά τον όρο Ω και ακολούθως την θέση των πόλων λn .  

 

4.4 Μελέτη για συχνότητα 6 ΚΗz 

4.4.1 Τα αρχικά µεγέθη , οι ρίζες και οι βροχοτοµές 

 

Τα σχετικά µεγέθη προκύπτουν : 

 

5 1
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Για τις αριθµητικές τιµές συχνότητας f και ύψους H ,αναµένεται ότι από τους 

παραγόµενους ρυθµούς κυµατοδηγούµενοι είναι εκείνοι που έχουν τάξη n : 

 
5

0
4

4 100
610   2.4k

H
k Hn nπ

π
−= ⋅

= ⋅
< → <  

Συνεπώς στην περίπτωση αυτή , οι ρυθµοί που κυµατοδηγούνται είναι τρεις: 

µηδενικής πρώτης και δεύτερης τάξης ( n=0 ,1 ,2 αντίστοιχα ) .Άρα προκύπτει 

πολυρρυθµική διάδοση .  

Ακολουθούν οι τιµές zn των ριζών µέχρι n = 17 και οι αντίστοιχες προσεγγιστικές 

τιµές λn και λn’ .    

 

n zn λn λn’ 

0 0.000125736 + j·7.4518×10-8 0.000125812 + j·8.8579×10-8 0.000125812 + j·8.8579×10-8 

1 0.000114395 + j·1.6104×10-7 0.000114593 + j·1.9452×10-7 0.000114811 + j·3.1259×10-7 

2 0.000069726 + j·2.6290×10-7 0.000070050 + j·3.1821×10-7 0.000040406 + j·5.0973×10-7 

3 4.78911×10-7 +j·0.000093772 2.37613×10-7 +j·0.000093813 3.83643×10-7 +j·0.000093547 

4 2.68175×10-7 +j·0.000167284 1.33235×10-7 +j·0.000167307 2.14700×10-7 +j·0.000167158 

5 1.95354×10-7 +j·0.000229473 9.71335×10-8+j·0.000229490 1.56459×10-7 +j·0.000229382 

6 1.55673×10-7 +j·0.000287775 7.74566×10-8 +j·0.000287790 1.24743×10-7 +j·0.000287703 

7 1.30077×10-7 +j·0.000344173 6.47652×10-8 +j·0.000344185 1.04294×10-7 +j·0.000344112 

8 1.11991×10-7 +j·0.000399472 5.58001×10-8 +j·0.000399483 8.98523×10-8 +j·0.000399420 

9 9.84476×10-8 +j·0.000454075 4.90904×10-8 +j·0.000454085 7.90451×10-8 +j·0.00045403 

10 8.78871×10-8 +j·0.000508206 4.38617×10-8 +j·0.000508215 7.06242×10-8 +j·0.000508166 

11 7.94013×10-8 +j·0.000562002 3.96633×10-8 +j·0.000562010 6.38630×10-8 +j·0.000561966 

12 7.24215×10-8 +j·0.000615550 3.62130×10-8 +j·0.000615557 5.83068×10-8 +j·0.000615517 

13 6.65724×10-8 +j·0.000668910 3.33243×10-8 +j·0.000668917 5.36531×10-8 +j·0.000668880 

14 6.15950×10-8 +j·0.000722124 3.08687×10-8 +j·0.000722130 4.97009×10-8 +j·0.000722096 

15 5.73048×10-8 +j·0.000775221 2.87544×10-8 +j·0.000775227 4.62965×10-8 +j·0.000775195 

16 5.35663×10-8 +j·0.000828224 2.69143×10-8 +j·0.000828230 4.33335×10-8 +j·0.000828200 

17 5.02779×10-8 +j·0.000881151 2.52977×10-8 +j·0.000881156 4.07305×10-8 +j·0.000881128 

 

Πίνακας 4.2: Οι πόλοι του µαγνητικού δυναµικού για f =6 KHz . 
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Σε αντιστοιχία µε την ανάλυση για την συχνότητα του 1 ΚΗz , υπολογίζεται 

αριθµητικά η συµβολή των βροχοτοµών Β1 και Β3 στο παραγόµενο µαγνητικό 

δυναµικό και επιβεβαιώνεται η αµελητέα τιµή τους . 

 

1 3
1 3( ) ( ) 0f d f dλ λ λ λ= ≈∫ ∫B B

 

4.4.2 Υπολογισµός των πεδίων 

 

Συνεπώς , είναι δυνατός ο υπολογισµός των πεδιακών συνιστωσών µε την βοήθεια 

των αναλυτικών σχέσεων (3.58 –3.60).   

  

Το µέγεθος που ενδιαφέρει κυρίως  είναι η εγκάρσια συνιστώσα Εz0. Αρχικά 

παρουσιάζεται η µεταβολή του µέτρου και του ορίσµατος της Εz0 σε συνάρτηση µε 

την απόσταση ρ από την βροχοκεραία  για διάφορα ύψη z ={0 , 10 ,30 , 50}km πάνω 

από την επιφάνεια της γής .Η γωνία φ λαµβάνεται ίση µε 90o (στον y άξονα ) έτσι 

ώστε να λαµβάνονται οι µέγιστες τιµές σε κάθε υψόµετρο .  

|Ez0|=f ( ρ , 90o , z)
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∆ιάγραµµα 4.25 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε την 

απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=90 o, για f =6 KHz . 
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Λόγω της πολυρρυθµικής διάδοσης ,το συνιστάµενο εγκάρσιο πεδίο παρουσιάζει 

φθίνουσες ταλαντώσεις .Οι ταλαντώσεις οφείλονται στην άθροιση κυρίως τον 3 

κυµατοδηγούµενων ρυθµών ,των οποίων η τιµή του µέτρου είναι σηµαντική αλλά 

διαθέτουν διαφορετικές φάσεις σε κάθε σηµείο του χώρου .Έτσι σε µερικές 

αποστάσεις προκύπτει θετική συµβολή ενώ σε άλλα αρνητική δηµιουργώντας έτσι 

αντίστοιχα τοπικά µέγιστα και ελάχιστα .Το όρισµα Arg(Ez0) αυξανεται σχεδόν 

γραµµικά µε την µεταβολή της απόστασης ρ .  

Αrg(Ez0)=f( ρ , 90o , z)
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∆ιάγραµµα 4.26 : Μεταβολή του ορίσµατος της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε 

την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=90 o, για f =6 KHz . 

Επίσης , λόγω της κυµατοδήγησης πολλαπλών ρυθµών  , η µεταβολή του µέτρου 

|Ez0| σε συνάρτηση µε το ύψος z από την επιφάνεια της γής (για διάφορες οριζόντιες 

αποστάσεις ρ)  παρουσιάζει επίσης ταλαντώσεις . 

___________________________________________________________

|Εz0 |= f (ρ , 90ο,z )
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∆ιάγραµµα 4.27 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 σε σχέση µε το 

ύψος z για διάφορες αποστάσεις ρ  ,φ=90 o . 

 

Σχεδιάζοντας την µεταβολή της τιµής του µέτρου |Ez0(λi) | του κάθε ρυθµού σε σχέση 

µε την απόσταση ρ , είναι φανερή η ύπαρξη των τριών κυµατοδηγούµενων ρυθµών 

καθώς για µεγάλες αποστάσεις ρ>> ,είναι οι µόνοι µε σηµαντική συνεισφορά στο 

παραγόµενο εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο .Παρατηρείται επίσης ,ότι όσο αυξάνεται τάξη 

n των κυµατοδηγούµενων ρυθµών , το µέτρο των ρυθµών  λαµβάνει µικρότερες τιµές.  

 |Ez0(λi)=f ( ρ , 90ο , 0 )
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∆ιάγραµµα 4.28 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0(λi) του κάθε 

ρυθµού i σε σχέση µε την απόσταση ρ για  ύψος z=0 km ,φ=90 o, για f =6 KHz 

 

Στo παρακάτω διάγραµµα όπου παρουσιάζονται οι µεταβολές των ορισµάτων των 3 

κυµατοδηγούµενων ρυθµών και του πρώτου εξασθενούντος σε συνάρτηση µε την 

απόσταση ρ και για ύψος  z =0  , εξηγεί πλήρως την συµπεριφορά του µέτρου της 

συνιστώσας Εz0 . .Mελετώντας παράλληλα την µεταβολή του µέτρου του 

συνιστάµενου πεδίου  | Εz0 | σε σχέση µε την απόσταση ρ , για z =0 που φαίνεται 

παραπάνω , δικαιολογούνται πλήρως οι ταλαντώσεις της τιµής του µέτρου .  

Αναλυτικότερα ,παρατηρείται  ότι για ρ < 30 km τα ορίσµατα των 

κυµατοδηγούµενων ρυθµών είναι παραπλήσια δηµιουργώντας προσθετική συµβολή . 
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Για αποστάσεις  40 km < ρ <  80 km οι επιµέρους φάσεις παρουσιάζουν µεγάλες 

διαφορές , οδηγώντας σε αφαιρετική συµβολή µε συνέπεια να παρουσιάζεται ένα 

τοπικό ελάχιστο κοντά στην απόσταση  ρ=60km . Αντιθέτως , για ρ >100 km , oι 

φάσεις παρουσιάζουν ξανά µικρή διαφορά , δηµιουργώντας ένα τοπικό µέγιστο για ρ 

≈ 110 km .Επίσης , παρατηρείται ότι το όρισµα του εξασθενούντος ρυθµού παραµένει 

ουσιαστικά σταθερό στις 0ο , και ουσιαστικά δεν συµβάλλει στην συµπεριφορά του 

συνιστάµενου πεδίου .  

Arg(Εz0(λi))=f (ρ ,90o,0)
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∆ιάγραµµα 4.29 : Μεταβολή του ορίσµατος της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0(λi) του κάθε 

ρυθµού i σε σχέση µε την απόσταση ρ για  ύψος z=0 km ,φ=90 o, για f =6 KHz  

 

Ανάλογες ταλαντώσεις παρουσιάζουν και οι εφαπτοµενικές συνιστώσες Εx0 και Ey0 

του πεδίου .Από τα διαγράµµατα που ακολουθούν , σηµειώνεται η πολύ µικρή τιµή 

των συνιστωσών αυτών κοντά στην επιφάνεια της γής ( z =0 ). Η γωνία φ λαµβάνει 

εκέινες τις τιµές που µεγιστοποιούν  το µέτρο των συνιστωσών : φ=45 o για την 

συνiστώσα Εx0 και φ= 0o για την Εy0 .Παρατηρείται επίσης ότι στο µέσο του 

στρώµατος γής –ιονόσφαιρας παρουσιάζονται σχεδόν µηδενικές  ταλαντώσεις .Το 

γεγονός αυτό οφείλεται ότι στο ύψος αυτό z =30km ο ρυθµός δεύτερης τάξης n=2 

παρουσιάζει ελάχιστη τιµή .   
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|Ex0|=f ( ρ , 45o , z)
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∆ιάγραµµα 4.30 : Μεταβολή του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εx0 σε σχέση 

µε την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=45 o, για f =6 KHz 

   

∆ιάγραµµα 4.31 : Μεταβολή του µέτρου της εφαπτοµενικής συνιστώσας Εy0 σε σχέση 

µε την απόσταση ρ για διάφορα ύψη z ,φ=45 o, για f =6 KHz 
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Aνάλογες φθίνουσες ταλαντώσεις παρουσιάζονται και στο εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο 

Εz2 εντός της Λιθόσφαιρας .Παρακάτω σχεδιάζονται το µέτρο και η γωνία της 

συνιστώσας σε συνάρτηση µε την απόσταση ρ κάτω από την επιφάνεια της  (z = 0). 

 
∆ιάγραµµα 4.32 : Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz2 σε σχέση µε την 

απόσταση ρ για ύψoς z=0  ,φ=90 o , για f =6 KHz. 

 

 
∆ιάγραµµα 4.33 : Μεταβολή του ορίσµατος της εγκάρσιας συνιστώσας Εz2 σε σχέση µε 

την απόσταση ρ για  ύψος z=0 ,φ=90 o, για f =6 KHz. 
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Για την τιµή της συχνότητας 6ΚΗz , η µεταβολή της απόστασης Η γής –ιονόσφαιρας 

, προκαλεί την κυµατοδήγηση περισσοτέρων ρυθµών .Αναλυτικότερα , για Ηmax 

=100 km , η µέγιστη τάξη Νmax των κυµατοδηγούµενων ρυθµών  προκύπτει : Nmax = 

k0Hmax/π = 4 .Άρα έχουµε συνολικά Μ=5 κυµατοδηγούµενους ρυθµούς σε σχέση µε 

τους Μ=3 που είχαν προκύψει για το αρχικό ύψος Η =60 km .Για να φανεί η 

επίδραση της αύξησης του ύψους Η (µετάβαση από µέρα σε νύχτα ) σχεδιάζεται το 

µέτρο | Εz0| σε συνάρτηση µε την απόσταση ρ για διαφορετικά ύψη Η : {H=60km 

,H=80 km, H=100km} . 

|Ez0|=f (ρ ,90o,0,H)
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∆ιάγραµµα 4.34: Μεταβολή του µέτρου της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 ως προς την 

απόσταση ρ για διάφορες τιµές του ύψους H , z =0 , φ=90 o, για f=6 KHz. 

 

Στην συνέχεια σχεδιάζεται το κανονικοποιηµένο µέτρο ως προς την συχνότητα 

|Εz0|/ω της εγκάρσιας συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου πάνω στην επιφάνεια της 

γής ( z=0 ) σε συνάρτηση µε την απόσταση ρ για τρεις διαφορετικές συχνότητες : f = 

{1KHz , 3KHZ ,6 KHz} . Eπειδή |Εz0| ∼ sinφ , όπως έχει προαναφερθεί , επιλέγεται φ 

=90 o. Παντού έχει θεωρηθεί Η =60 km (µέρα ). 
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|Ez0| /ω =g (ρ ,90o,0, f )
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∆ιάγραµµα 4.35: Μεταβολή του κανονικοποιηµένου ως προς την συχνότητα,  µέτρου 

της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 ως προς την απόσταση ρ για διάφορες τιµές της 

συχνότητας f , z =0 , φ=90 o, για H=60 km. 

 
Μελετώντας το διάγραµµα , παρατηρείται η διαφορά στην τιµή του µέτρου και η 

ύπαρξη ταλαντώσεων στις υψηλότερες συχνότητες που οφείλεται στην ύπαρξη 

περισσοτέρων κυµατοδηγούµενων ρυθµών . Για f =1KHz ,κυµατοδηγείται ένας µόνο 

ρυθµός  (Ν1ΚΗz = 0.66 < 1 ), για f =3KHz , κυµατοδηγούνται 2 ρυθµοί (Ν3ΚΗz < 2  ) , 

για f =6KHz , κυµατοδηγούνται 3 ρυθµοί (Ν6ΚΗz = 2.4 < 3  ). 

 

Αντίστοιχες καµπύλες προκύπτουν και στην περίπτωση της νύχτας , όταν η απόσταση 

γής – Ιονόσφαιρας αυξάνεται στα H= 100 km περίπου . 
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|Ez0| /ω =g (ρ ,90o,0, f )
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∆ιάγραµµα 4.36: Μεταβολή του κανονικοποιηµένου ως προς την συχνότητα,  µέτρου 

της εγκάρσιας συνιστώσας Εz0 ως προς την απόσταση ρ για διάφορες τιµές της 

συχνότητας f , z =0 , φ=90 o, για H=100 km. 

 

4.5 Συµπεράσµατα 

 

Συνοψίζοντας την ανάλυση που παρουσιάστηκε σε αυτήν µελέτη , συµπεραίνεται ότι 

ένα πολύλποκο και δύσκολο ώς προς τον χειρισµό του Η/Μ πρόβληµα µπορεί να 

αναχθεί σε πολύ απλούστερες µορφές µε την βοήθεια των κατάλληλων µαθηµατικών 

εργαλείων. Αντίστοιχη µεθοδολογία µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε παρόµοια 

ηλεκτροµαγνητικά προβλήµατα που αναφέρονται στην αλληλεπίδραση Γής –

Ιονόσφαιρας-Λιθόσφαιρας  και παρουσιάζουν ενδιαφέρον για τις τηλεπικοινωνίες , 

την γεωφυσική , την γεωλογία  .Ενδεικτικά , αναφέρονται η µελέτη του φλοιού της 

Γής µε ηλεκτροµαγνητικές µεθόδου , ο εντοπισµός ορυκτών , η πρόβλεψη σεισµών , 

η απεικόνιση της λιθόσφαιρας µέσω παρατήρησης της Ιονόσφαιρας , οι υποβρύχιες 

επικοινωνίες κ.α .         
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 

Ιδιότητες των συναρτήσεων Bessel   

 
2

2 2 2
2 ( ) 0   , 0, 1, 2,...d w dwz z z v w v

dzdz
+ + − = = ± ±  (Π.1) 

 

Λύσεις της παραπάνω  διαφορικής αποτελούν οι συναρτήσεις Bessel J±ν(z) και 

Neumann Y±ν(z) οι οποίες γράφονται σε µορφή άπειρης σειράς : 
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 (Π.3) 

 

όπου γ = 0.5772156649 είναι η σταθερά του Euler. 

 

Oι συναρτήσεις Hankel πρώτου και δεύτερου είδους ορίζονται σύµφωνα µε τις 

σχέσεις  :  
(1)

(2)

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
n n n

n n n

H x J x j Y x

H x J x j Y x

= + ⋅

= − ⋅
               (Π.4) 

 

Ισχύουν οι ιδιότητες : 

 

 
(1) (1) (2) (2)

( ) ( 1) ( )   ,    ( ) ( 1) ( )

( ) ( )   ,  ( ) ( )

v v
v v v v

v j v j
v v v v

J x J x Y x Y x

H x e H x H x e H xπ
− −

−
− −

= − = −

= = π
 (Π.5) 
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Οι συναρτήσεις Jv(x) ,Yv(x) , Hv
(1)(x) , Hv

(2)(x) , καθώς και κάθε γραµµικός 

συνδιασµός τους , ικανοποιούν τις σχέσεις :  

 

 

1 1

1 1

1

1

(1) (2)

2( ) ( ) ( )

( ) ( ) 2 ( )

( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( )
2

( ) ( )    ( )    ( )   ( )

v v v

v v v

v v v

v v v

v v v v v

vC x C x C x
x

C x C x C x
vC x C x C x

vC x C x C x

C x J x ή Y x ή H x ή H x

− +

− +

−

+

+ =

′− =

′− =

′− + =

=

 (Π.6) 

   

Αν ν ακέραιος αριθµός ισχύουν οι σχέσεις ¨αναλυτικής συνέχειας¨ : 
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Για ν πραγµατικό ισχύουν οι σχέσεις για τους µιγαδικούς συζυγείς αριθµούς : 

 

 
(1) (2) (2) (1)

( ) ( )  ,   ( ) ( ) 

( ) ( ) ,  ( ) ( )
v v v v

v v v v

J z J z Y z Y z
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= =

= =
 (Π.8) 

 

Τέλος ,οι σειρές που δίνουν τις τιµές των συναρτήσεων  Jv(x) Yv(x) , αν και 

συγκλίνουν για 0< x < ∞ , χρησιµοποιούνται για υπολογιστικούς σκοπούς µόνο για 

αρκετά µικρές τιµές του ορίσµατος x .Για x πολύ µεγαλύτερο από την τάξη ν , 

ισχύουν οι ασυµπτωτικές εκφράσεις :  
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