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Περίληψη
Στο παρόν κείμενο εξετάζουμε κβαντομηχανικά τη συμπεριφορά ελεύθερων ηλεκτ​ρο​νίων σε δισδιάστατα συ​​στήματα για αρκετές διαφορετικές περιπτώσεις. Αφού δώσουμε τον ορισμό ενός δισδιάστατου συστήματος, ανα​λύ​ουμε εκτεταμένα την περίπτωση του δισ​διάστατου αερίου ηλεκτ​ρο​νί​ων (2DEG) χωρίς την εφαρμογή εξωτερικού πεδίου. Στην πο​ρεία της ανάλυσης αυ​τής πε​ρι​γρά​​φουμε τις ενεργειακές στάθμες, τις κυ​μα​το​συ​ναρ​τή​σεις και την πυκνότητα κατα​στά​σε​ων του συστήματος των ηλεκτρονίων, με την πα​ρα​δο​χή ότι κατά τη διεύθυνση στην ο​ποία έχει πε​ριορισμένο μέγεθος το σύστημα, υπάρχει ένα απειρόβαθο ορθογωνικό πη​γά​δι. Η πα​ρα​δο​χή αυτή εγκαταλείπεται λίγο αργότερα ώστε να εξεταστούν άλλες πε​ρι​πτώ​σεις δια​κύ​μανσης του δυναμικού στη διεύθυνση αυτή.


Επίσης, με δεδομένη την παραπάνω παραδοχή, αναλύουμε διεξοδικά τη φυσική του 2DEG υπό την επίδραση μαγνη​τι​​κού πεδίου. Για να πραγματοποιηθεί αυτό, εξε​τά​ζουμε λεπτομερώς τα περί των σταθμών Landau (τις οποί​ες μελετάμε, επίσης, σύντομα και για την περίπτωση των τρι​ών δια​στάσεων). Επιπρόσθετα, δί​νουμε και μία συ​​​ζή​​τη​ση της πυκνότητας κατα​στά​​σεων για την περίπτωση αυτή. Οι έν​νοι​​ες που ει​σά​​​γο​νται για την εξέ​ταση του δισδιάστατου συστήματος ελεύθερων ηλεκτ​​ρο​νί​ων υπό την εφαρ​​​​μο​γή μα​γνη​τικού πεδίου χρησιμοποιούνται μετά για την εξήγηση του ακέ​​​ραιου κβα​​ντι​​​​​κού φαι​​νο​μέ​νου Hall. Για λόγους πλη​ρότητας και πλήρους δια​σα​φή​νι​σης του τε​λευ​​ταί​​​ου, της παρουσίασης και εξήγησης του φαινομένου αυ​τού προ​η​γεί​ται η ανα​​λυτική συζήτηση του κλασικού φαινομένου Hall.


Το δισδιάστατο σύστημα ελεύθερων ηλεκτρονίων εξετάζεται και υπό την επί​δρα​ση ηλεκτρικού πεδίου, ενώ σε σύνδεση με την εξέταση αυτή δίνεται και μία σύντομη πα​ρου​​σίαση του φαινομένου της διέλευσης υπό συντονισμό. Τέλος, αναφέρουμε μεθόδους κα​​τα​σκευής δισδιάστατων συστημάτων και πειραματικού ελέγχου της προηγηθείσας κβα​​​​ντικής ανάλυσης, με έμφαση στην περίπτωση της αναλυτικής και γραφικής αντι​​​μετώπισης του προβλήματος της απορρόφησης ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας.
Abstract

In the present text, we examine quantum mechanically the behaviour of free electrons in two-dimensional systems, in several different cases. Having provided a definition of a two-dimensional system, we go on to extensively analyse the case of the two-dimensional electron gas (2DEG) in the absence of an external field. In the course of this analysis, we describe the energy levels, the wave​​functions and the density of states of the electron system, under the assumption that, in the direction in which the system’s size is reduced, there exists a rectangular well of infinite depth. This assumption is abandoned shortly after that, so that other cases of potential variation in this direction can be examined.


Also, given the above assumption, we thoroughly analyse the physics of the 2DEG in the presence of a magnetic field. For this to be accomplished, we examine in detail the concept of Landau levels (which we also briefly describe in the case of three dimensions). Furthermore, we provide a discussion of the density of states in this case. The concepts that are introduced so as to examine the two-dimensional free electron system in the presence of a magnetic field, are then used to explain the integer quantum Hall effect. For reasons of completeness and full elucidation of the latter, the description and explanation of this phenomenon is preceded by an analytical discussion of the classical Hall effect.


The two-dimensional free electron system is also examined in the presence of an electrical field, while in conjuction to this examination, a short presentation of the resonant tunnelling phenomenon is provided. Finally, we mention methods of manufacturing two-dimensional systems and of experimentally testing the preceding quantum analysis, with the emphasis being placed on the case of dealing (analytically and graphically) with the problem of absorption of electromagnetic radiation. 
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Εισαγωγή στα δισδιάστατα συστήματα
1.1 Γενικά
Οι ιδιότητες των κρυσταλλικών στερεών κα​θορίζονται συνήθως από παραμέτρους οι οποί​​​​ες εί​​​ναι ανεξάρτητες από το σχήμα και τις δια​στάσεις του δοκιμίου. Για παρά​δειγ​​μα, η ει​δική θερμό​τητα (θερμο​χω​ρητικότητα ανά μονάδα μάζας) είναι μία πα​ρά​​​με​τρος που, εάν πολ​λαπλασιαστεί με τη μάζα ενός δοκιμίου, δίνει τη θερμο​χωρη​τικότητα του δοκι​μί​ου αυτού. Ωστόσο, εάν ελαττωθεί επαρκώς μία διάσταση (ή και πε​ρισσότερες διαστά​σεις) ενός στερεού, οι ιδιότητες δεν μπορούν πια να καθοριστούν από παρα​μέ​τρους της μορ​φής που μόλις αναφέραμε. Το δοκίμιο στην περίπτωση αυτή (όταν δη​λαδή κάποιες διαστάσεις του είναι επαρκώς μικρές) αποτελεί χαμηλοδιάστατο σύ​στημα [low-dimen​sional system]. Τα χαμηλοδιάστατα συστήματα μπορούν να ταξινο​μη​θούν σύμ​​​φωνα με τον αριθμό των διαστάσεων που παραμένουν μεγάλες (μακροσκοπικές). Έτσι, τα λεπτά υμένια εί​ναι δισ​διά​στατα καθώς μικρό είναι μονάχα το πάχος του υμενίου, τα πολύ λεπτά σύρματα εί​​ναι μο​νο​διά​στατα καθώς μόνο μία διάσταση (το μήκος) είναι μεγάλη και τέλος οι κβα​ντικές κουκ​κίδες εί​ναι μηδενικής διάστασης καθώς στην περίπτωση αυτή εί​ναι μικρές και οι τρεις δια​στά​σεις. 


Ο παραπάνω ορισμός, πέρα από το ότι χαρακτηρίζεται από κάποια ασάφεια (δεν ξεκα​θαρίζει πότε επιτρέπεται να αποκαλείται μία διάσταση «μικρή»), εκ πρώτης όψεως έρχεται σε αντί​​φαση με το δεδομένο πως τα επίπεδα, οι ευθείες και τα σημεία αποτε​λούν απλώς μαθηματικές οντότητες οι οποίες δεν μπορούν να προσεγγιστούν φυσικώς (δοθέ​ντος ότι χωρικά ο φυσικός κόσμος είναι τρισδιάστατος). Τη μεν ασάφεια στον ορισμό θα την απαλείψουμε στην τρίτη ενότητα του παρόντος κεφαλαίου δίνοντας κάποια συγκε​κρι​​μένα κρι​τή​ρια το οποία θα πρέπει να ικανοποιούνται ώστε να μπορεί ένα σύστημα να χα​ρα​​​κτη​ρι​​​στεί χαμηλο​διάστατο. Όσον αφορά το «φυσικώς πραγματοποιήσιμο» των προ​ανα​​​φερ​θει​σών μα​θη​μα​τικών οντοτήτων, σημειώνουμε ότι οι περιορισμοί είναι τόσο κλα​σικοί όσο και κβαντο​μη​χα​νικοί.
 

Ας εξετάσουμε την περίπτωση ενός δισδιάστατου συστήματος, δηλαδή ενός επι​πέ​δου, περίπτωση που θα μας απασχολήσει στο υπόλοιπο της εργασίας. Από την κλα​σική σκοπιά, είναι αδύ​νατο να κατα​σκευά​σου​με ένα αντικείμενο μηδενικού πάχους (ένα επίπεδο) χρησι​μο​ποιώ​ντας δο​μι​κούς λί​θους το πάχος των οποίων είναι προφανώς μη μη​δε​νικό (στην «κα​λύ​τε​ρη» περί​πτωση, αυτή των ηλεκτρονίων, το πάχος είναι 
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). Από την κβαντομηχανική σκοπιά, αν θεωρήσουμε το επίπεδο z = 0, προ​κύπτει με βάση την αρχή του Heisenberg:
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ότι για να είναι μι​κρό το διά​στημα Δz εντός του οποίου κινείται π.χ. ένα ηλεκτρόνιο, δη​λαδή για να εί​ναι «λεπτό» το επίπεδο, θα πρέπει να είναι μεγάλη η απροσ​διο​ρι​στία Δpz  της συνιστώσας z της ορμής pz. Εφόσον το ηλεκτρόνιο μπορεί να κινεί​ται είτε προς τη θετική είτε προς την αρνητική φορά των 
[image: image4.wmf]z

 με ίση πιθανότητα, η απροσ​διο​ρι​στία της συ​νι​στώσας z της ορμής θα είναι απλώς Δpz ~ pz. Ωστόσο, αφού ένα ηλεκτρόνιο κινείται πάνω στο επίπεδο, τούτο σημαίνει ότι κβα​ντο​μη​χα​νικά πα​ρα​μένει πάνω στο επίπεδο λόγω της ύπαρξης ενός πηγαδιού δυ​να​μικού (βλ. παρα​​κά​τω) κατά τον άξονα z. Eίναι προ​φανές, επομένως, ότι η συ​νι​στώσα z της ορ​μής pz δεν μπορεί να πάρει πολύ μεγάλες τιμές καθώς εάν συνέβαινε αυτό τότε το ηλε​κτ​ρόνιο θα μπο​ρούσε να διαφύγει από το πηγάδι. 


Επομένως, τα χαμηλοδιάστατα συστήματα που αναφέραμε στην αρχή του κει​μέ​νου δεν είναι χαμηλοδιάστατα με την αυστηρώς γεωμετρική έννοια. Στην πράξη, τα δισ​διάστατα συστήματα ηλεκτρονίων μέσα σε ένα λεπτό υμένιο, που συχνά ονομάζονται δισ​διάστατα αέρια ηλεκτρονίων (2DEG) και τα οποία θα αποτελέσουν το απο​κλειστικό αντικείμενο πραγμάτευσης από μέρους μας στο παρόν κείμενο, μπορεί να έχουν πά​χος που κυμαί​νεται από 1 έως 10 n m, ίσο δηλαδή με το πάχος αρκετών δεκάδων ατο​μικών δια​μέτρων. Ο λόγος για τον οποίο αποκαλούνται δισδιάστατα αέρια ηλεκτρονίων εί​ναι ότι όταν το πά​χος του υμενίου γίνει αρκετά μικρότερο από μία κρίσιμη τιμή, τότε οι περισ​​σότερες φυ​σι​κές ιδιότητες που παρουσιάζουν ενδιαφέρον γίνονται ουσιαστικά ανε​ξάρ​​τητες του πά​χους
 και μπορούμε να πούμε ότι το αέριο ηλεκτρονίων συμπερι​φέρεται ως δισ​διάστατο σύ​στημα.


Η κρίσιμη αυτή τιμή προκύπτει από μία αναλυτική εξέταση και μας επιστρέφει στην αρχική συζήτηση περί των κριτηρίων που θα πρέπει να πληρούνται ώστε να μπορεί ένα σύστημα να χαρα​κτηρι​​στεί χαμηλοδιάστατο, και ειδικότερα για την περίπτωσή μας δισδιάστατο. Προτού δώσουμε την αναλυτική αυτή εξέταση, αξίζει να δούμε τους τρόπους με τους οποίους περι​γράφονται τα φαινόμενα που οφείλονται στην ελάττωση κάποιων διαστά​σε​ων. Για να το κάνουμε αυτό, αναφέρουμε τις εξής δύο περιπτώσεις.


Πρώτον, τα φαινόμενα μεγέθους [size effects] εμφα​νί​ζο​νται στις ιδιότητες με​τα​​​φοράς των στερεών όταν κάποια διάσταση του δοκιμίου γίνεται συγκρίσιμη με τη μέση ελεύθερη διαδρομή των σημαντικών διεγέρσεων του στερεού. Τα φαινό​μενα μεγέθους μπορούν να συνυπολογιστούν εάν ληφθούν υπόψη οι σκεδάσεις των διεγέρ​σεων από την επιφάνεια του δοκιμίου. Όσο το μήκος κύματος των διεγέρσεων παρα​μένει μικρό σε σχέ​ση με τις διαστάσεις του κρυστάλλου, η φύση των διεγέρσεων παρα​μένει αμετάβλητη. Ένα φαινόμενο μεγέθους παρατηρείται σε καθαρούς μονο​κρυστάλλους σε χαμηλές θερ​μοκρασίες, όταν η μέση ελεύθερη διαδρομή των φωνο​νίων γίνεται συ​γκρί​σιμη με τις διαστάσεις του δοκιμίου. Στην περίπτωση αυτή, η μετρούμενη θερ​μική αγωγιμότητα εξαρ​​τά​ται από το σχήμα και τις διαστάσεις του κρυστάλλου.

Δεύτερον, και πιο θεμελιώδες, τα φαινόμενα κβαντικού μεγέθους [quantum size effects] (δηλ. φαινόμενα κβάντωσης λόγω διαστάσεων) εμφανίζονται όταν κάποια διά​στα​ση του δοκιμίου γίνεται συγκρίσιμη με το μή​κος κύματος των σημαντικών διεγέρ​σε​ων στο στερεό. Στην περίπτωση αυτή (αντίθετα με πριν), η φύση των διεγέρσεων αλλά​ζει και κατά συνέπεια αλλάζει και κάθε ιδιό​τητα που καθορίζεται από τις διεγέρσεις αυ​τές. Συνεπώς, οι ιδιότητες των δισ​διάστατων συστη​μάτων μπορεί να είναι σημαντικά δια​​φο​​ρε​τικές από εκείνες που παρου​σιάζουν τα συ​στήματα στα οποία καμία διάσταση δεν είναι μικρή. Ένα φαινόμενο κβαντικού μεγέ​θους πα​​ρα​τηρείται στην περίπτωση ενός δισ​διά​στατου αερίου ηλε​κτρο​νί​ων, την οποία θα εξε​τά​​σουμε τώρα κάπως πιο αναλυτικά.

1.2 Ποιοτική περιγραφή του ενεργειακού φάσματος ενός 2DEG
Θεωρούμε ένα σύστημα ηλεκτρονίων περιορισμένο σε ένα λεπτό υμένιο πά​χους d κατά τον άξονα z. Κατά μήκος του άξονα αυτού, τα ηλεκτρόνια «βλέπουν» ένα πη​γάδι δυνα​μικού (πεπερασμένο ή άπειρο, ορθογωνικό ή άλλης μορ​φής – βλ. κεφάλαιο 2), κάτι που, κα​τά τα γνωστά, οδηγεί στην κβάντωση της ενέρ​γειας των ηλεκτρονίων για την κίνηση κατά τον άξονα z ώστε να μπορεί να λάβει μόνο διακριτές τι​μές En (n = 1,2,…). Μέσα στο πηγάδι θα ισχύει η εξής προσεγγιστική εκτίμηση για τη συ​νολική ενέργεια των ηλεκτρονίων κατά τον άξονα z, με την προϋπόθεση ότι μπο​ρού​με να αγνοήσουμε τη δυναμική ενέρ​γεια:
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όπου 
[image: image6.wmf]m

 είναι η μάζα του ηλεκτρονίου. Η παραπάνω σχέση, με βάση την αρχή του Hei​senberg (1.1)

 και με δεδομένο ότι Δz ~ d και Δpz ~ pz (άρα και pz ~ ħ / d), δίνει την παρακάτω ποιοτική εκτίμηση για τις ενερ​γειακές στάθμες:
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Επαναλαμβάνεται ότι τα παραπάνω (στα οποία η παράμετρος n δεν εμφανίζεται επειδή δί​νουμε απλώς την τάξη μεγέθους) αναφέρονται μόνο στην ενέργεια που αντιστοιχεί στην κίνηση κατά μήκος του άξονα z (όπου και υπάρχει το πηγάδι δυναμικού). Αντίθετα, η κίνηση στο επί​πεδο x y παρα​μένει ανε​πηρέαστη από την ύπαρξη του πηγαδιού. Έτσι, στο επίπεδο αυτό οι φορείς (δη​λαδή τα ηλεκτρόνια) υποτίθεται πως κινούνται σαν ελεύ​θε​ρα σωματίδια
 και χαρα​κτη​ρί​ζονται (όπως συμ​βαίνει και σε ένα τρισδιάστατο σύστη​μα) από ένα συνεχές ενεργειακό φάσμα.


Το αναπόδραστο συμπέρασμα είναι ότι η συνολική ενέργεια ενός συστήματος κβαντικού μεγέθους έχει μικτό (διακριτό-συνεχές) φάσμα, με το διακριτό της τμήμα να οφείλεται στην κίνηση κατά τη διεύθυνση της κβάντωσης (άξονας z) και το συ​νεχές τμήμα να οφείλεται στην κίνηση στο επίπεδο που είναι κάθετο στην διεύθυνση της κβά​​ντωσης (επί​πεδο x y). 
 Βλέπουμε δηλαδή ότι ο περιορισμός μίας διάστασης ενός τρισ​​διά​στατου στερεού οδηγεί στην εμ​φά​νιση αλλαγών στο ενεργειακό του φάσμα και ακο​λού​θως στις περισσότερες από τις ηλε​κτ​ρονικές του ιδιότητες. Ας εξετάσουμε τώρα τις συν​θήκες που θα πρέπει να ικανοποιούνται ώστε να εμφα​νίζονται φαινόμενα κβαντι​κού με​γέ​θους και επομένως και οι προαναφερθείσες αλλαγές στο ενερ​γειακό φάσμα.

1.3 Συνθήκες για την εμφάνιση φαινομένων κβαντικού μεγέθους
Είναι προφανές πως για να είναι δυνατόν να παρατηρηθεί πειραματικά η κβάντωση της ενέργειας κα​τά τη διεύθυνση 
[image: image8.wmf]z

 θα πρέπει η ενεργειακή διαφορά μεταξύ των σταθμών n και n + 1 να είναι επαρκώς μεγάλη,
 ώστε να μη συμβαίνει επικάλυψη των διευρυμένων λόγω εύρους ενεργειακών σταθμών. Το εύρος αυτό υπολογίζεται από την αρχή του Hei​sen​​berg για την ενέργεια και τον χρόνο (ΔE ~ ħ / τ, όπου τ είναι ο χρό​​νος μεταξύ δύο δια​δο​​χι​κών σκε​δά​σεων –οι οποίες πραγματοποιούνται λόγω ατε​λειών, φωνονίων κ.λπ. στον κρύ​σταλλο
– δη​λα​δή ο χρό​​​​νος απο​κα​τά​στασης). Επομένως, η πρώ​τη συνθήκη (που ου​​σια​στικά αποτελεί τη συνθήκη για να είναι οι στάθμες δια​κρι​τές η μία α​πό την άλ​​λη) γρά​φεται στη μορφή:
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Επιπλέον, λέγοντας ότι θα πρέπει η ενεργειακή διαφορά μεταξύ των σταθμών n και n + 1 να είναι επαρκώς μεγάλη εννούμε και ότι θα πρέπει να υπερβαίνει τη θερμική ενέρ​γεια των ηλεκτρονίων, δηλαδή θα πρέπει να ισχύει:
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όπου, κατά τα γνωστά, 
[image: image11.wmf]B

k

 είναι η σταθερά του Boltzmann και T είναι η απόλυτη θερ​μο​κρα​​σία του συστήματος. Η συνθήκη αυτή πρέπει να ικανοποιείται, διότι στην αντίθετη περί​πτωση τα ηλεκτρόνια θα διεγείρονταν (και αποδιεγείρονταν) συνεχώς, αποτρέποντας έτσι την παρατήρηση κβαντικών φαινομένων. Ωστόσο, από την 
(1.3)

 προκύπτει ότι η από​σταση μεταξύ δύο ενεργειακών σταθμών En  και En+1  είναι ανάλογη με το 1 / d2, και επο​​μένως για να είναι δυνατό να παρατηρηθούν φαινόμενα κβαντικού μεγέθους θα πρέ​πει να έχουμε τόσο μικρό πάχος d (και άρα τόσο μεγάλη διαφορά ενεργειών) που να ξε​​περνάται κατά πολύ η θερμική ενέργεια  GOTOBUTTON ZEqnNum641191  \* MERGEFORMAT .


Με την προϋπόθεση επομένως ότι ικανοποιείται η (1.5)

 (κάτι που δεν είναι ιδιαί​τερα δύ​σκο​λο, ιδίως στις θερμοκρασίες του υγρού ηλίου οι οποίες συχνά χρησι​μο​ποιού​νται πειραματικά για συστήματα 2DEG), μία αύξηση ή ελάττωση της θερμο​κρα​σίας κα​τά ένα μικρό ποσοστό δύναται να αλλάξει μονάχα την κινητική ενέργεια στο επί​πεδο x y. Συνεπώς, οι ηλεκτρονικές συνεισφορές σε ιδιότητες θερμικής ισοοροπίας όπως η ειδική θερ​μό​τητα είναι ουσιαστικά όλες δισ​διά​στατες. Το ίδιο ισχύει και για την περίπτωση των ιδιοτήτων μεταφοράς όπως η ειδική ηλεκτρική αντί​στα​ση, η θερμική αγωγιμότητα, η θερ​μοϊσχύς και το πεδίο Hall (βλ. κεφάλαιο 4), εάν ασφαλώς οι επι​πρό​σθετες ενέρ​γειες που σχετίζονται με την εφαρμογή εξωτερικών πεδίων είναι και αυτές αρκετά μικρό​τε​ρες από τη διαφορά μεταξύ των ενεργειακών σταθμών En  και En+1.



Δισδιάστατο σύστημα ελεύθερων ηλεκτρονίων: 
χωρίς την εφαρμογή εξωτερικού πεδίου
2.1 Ηλεκτρονικές καταστάσεις για ορθογωνικό πηγάδι απείρου βάθους κατά τον άξονα 
[image: image13.wmf]z


Στην ενότητα αυτήν υποθέτουμε, χάριν απλότητας, ότι τα ηλεκτρόνια που θεωρούμε εί​ναι απολύτως περιορισμένα σε ένα λεπτό υμένιο πά​χους d κατά τον άξονα z το οποίο, πιο συ​γκε​​κριμένα, εκτείνεται από z = 0 έως z = d. «Απολύτως περιορισμένα» ση​μαίνει ότι περιορίζονται από ένα πηγάδι δυναμικού απείρου βάθους, το οποίο έχει τη μορ​φή του σχήματος 2.1.
[image: image14.png]Ve




Σχήμα 2.1  Η μορφή του δυναμικού στη διεύθυνση 
[image: image15.wmf]z


Όπως αναφέραμε και στο πρώτο κεφάλαιο, η κίνηση των ηλεκτρονίων στο επίπεδο x y πα​​​ρα​μένει ανε​πηρέαστη από την ύπαρξη του πηγαδιού και πάνω στο επίπεδο x y τα η​λεκτ​​ρόνια κι​​νούνται ως ελεύθερα σωματίδια. Το πρόβλημα που καλούμαστε να αντι​με​τω​πίσουμε σύμ​​​φωνα με την κβαντομηχανική περιγραφή είναι η επίλυση της χρονο-ανε​ξάρ​τητης εξί​σωσης του Schrödinger:
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όπου 
[image: image17.wmf]ˆ
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 είναι η Χαμιλτονιανή του συστήματος, ψ(r) είναι η ζητούμενη κυματο​συ​νάρτηση και ε είναι η συνολική ενέργεια κάθε ηλεκτρονίου. Διατηρώντας προς το πα​ρόν τη γενικότητα της ανάλυσής μας, θυμίζουμε ότι η Χαμιλ​τονιανή 
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 γράφεται:
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Η (2.2)

 σε καρτεσιανές συντεταγμένες δίνει:
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Στην περίπτωσή μας, όχι μόνο θεωρούνται τα ηλεκτρόνια ελεύθερα αλλά θεωρείται και ότι δεν υπάρ​​χει καμία δυναμική ενέργεια αλληλεπίδρασης γενικότερα στο επίπεδο x y. Η (2.3)

 γί​νε​ται επο​μένως:
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Ακόμη πιο συγκεκριμένα, επειδή θεωρούμε πως τα ηλεκτρόνια περιορίζονται από ένα πη​γάδι δυναμικού απεί​ρου βάθους κατά τη διεύθυνση z, η κυματοσυνάρτηση και η Χαμιλτονιανή θα έχουν νόημα μόνο από z = 0 έως z = d, διάστημα στο οποίο η V(z) ισού​ται με μηδέν (όπως φαίνεται και στο σχήμα 2.1). Το δεδομένο αυτό μας οδηγεί στο να ξανα​γράψουμε την (2.1)

 ως εξής:



[image: image22.wmf]2222

222

()()

2

mxyz

yey

æö

¶¶¶

-++=

ç÷

¶¶¶

èø

rr

h


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.5)

Εφαρμόζοντας τώρα χωρισμό μεταβλητών, μπορούμε να γράψουμε την κυματο​συνάρ​τη​ση ψ(r) ως γινόμενο δύο συναρτήσεων, μίας που εξαρτάται από τα x και y και μίας άλ​λης που εξαρτάται μονάχα από το z:
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Χρησιμοποιώντας την παραπάνω σχέση σε συνδυασμό με την προηγούμενή της προ​κύ​πτουν δύο νέες εξισώσεις, μία για τη συνάρτηση u(x, y) και μία για την v(z).
2.1.1  Η συνάρτηση 
[image: image24.wmf]v(z)


Ας ξεκινήσουμε από την εξίσωση για τη συνάρτηση v(z). Η εξίσωση που προ​κύ​πτει σε αυτήν την περί​πτω​ση (από την (2.6)

) είναι η: 
(2.5)

 λόγω της 


[image: image25.wmf]22

2

()

()

2

n

dvz

Evz

mdz

-=

h


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.7)

όπου En είναι μία σταθερά διαχωρισμού που εισαγάγαμε (προφανώς με διαστάσεις ενέρ​γειας). Ως γνωστόν, επειδή το πηγάδι δυ​ναμικού στη διεύθυνση z έχει άπειρο βάθος, το η​λεκτρόνιο δεν μπορεί σε καμία περί​πτω​ση να βρεθεί εκτός του διαστήματος (0, d) κα​τά τον άξονα z. Αυτό όμως σημαίνει ότι ψ(r) = 0 για 
[image: image26.wmf]0
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 και 
[image: image27.wmf]zd

³

, και. σε συν​δυασμό με το ότι η κυματοσυνάρτηση είναι συνεχής στα z = 0 έως z = d, συνεπάγεται πως πρέπει υπο​​χρε​ω​τικά η ψ(r) να μηδε​νίζεται στα τοι​χώματά του πηγαδιού. Θα ισχύ​ει δη​λαδή:
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κάτι που οδηγεί στο άμεσο συμπέρασμα πως:
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Οι συνοριακές συνθήκες (2.9)

 δεν είναι τίποτα άλλο παρά οι εξισώσεις που οδηγούν στην κβάντωση της ενέργειας εδώ για το πρόβλημα του πηγαδιού δυναμικού απείρου βά​θους. Οι (κανονικο​ποιη​μέ​νες)
 λύσεις του προβλήματος αυτού είναι στάσιμα κύματα:
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Για να ικανοποιούνται οι συνθήκες (2.9)

 θα πρέπει:
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όπου το n είναι (θετικός και μη μηδενικός) ακέραιος (γι’ αυτό και στα παρακάτω θα γρά​φου​με τη συνάρτηση v(z) ως vn(z)). Όπως αναμέναμε, οι επιτρεπόμενες τιμές του kz οδη​γούν και αυτές στο συμπέρασμα ότι στο πηγάδι (δηλαδή στο μήκος d) χω​ράει ένα ακέ​ραιο πολλαπλάσιο ημίσεων μηκών κύματος, δηλαδή:
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Για λόγους εποπτείας, δίνουμε στο σχήμα 2.2 τις γραφικές παραστάσεις των δέ​σμι​ων κα​τα​στάσεων vn(z) για τις τρεις πρώτες τιμές του n (
[image: image33.wmf]1,2,3

=

). Τονίζουμε, για λό​γους πληρότητας, ότι οι ενεργειακές στάθμες (τόσο στο σχήμα 2.2 όσο και στο πα​ρα​κά​τω σχήμα 2.3) σχεδιάστηκαν αυθαίρετα και όχι κατά τρόπο ώστε οι αποστάσεις μεταξύ τους να υποδηλώνουν την αληθινή κλί​μα​κα.
Όσον αφορά, τέλος, τις ενέργειες En της κίνησης κατά τη διεύθυνση z,
 αυτές μπορούν να υπολο​γι​στούν είτε μέσω της αντικατάστασης της (2.7)

, είτε κάνοντας χρήση της κλα​σικής σχέσης για την κινητική ενέργεια (En = pz2 / 2m) σε συνδυ​-
(2.10)

 στην 
[image: image34.png]> (]




Σχήμα 2.2  Οι τρεις πρώτες συναρτήσεις στη διεύθυνση z (πηγάδι απείρου βάθους)
ασμό με την υπόθεση de Broglie (pz = ħkz). Ούτως ή άλλως, προκύπτει η ίδια σχέση:
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στην οποία αν αντικαταστήσουμε τα kz από την (2.11)

 προκύπτει η τελική σχέση για την ενέργεια En η οποία και δείχνει την άμεση παραμετρική εξάρτηση από το n:
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2.1.2  Η συνάρτηση 
[image: image37.wmf]u(x,y)


Ας περάσουμε τώρα στην εξίσωση που προκύπτει (από την (2.6)

) για τη συνάρτηση u(x, y). Αυτή θα είναι απλώς:
(2.5)

 λόγω της 
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Όπως είναι προφανές, η παραπάνω σχέση με τη σειρά της μπορεί μέσω χωρισμού μετα​βλη​​​τών να οδηγήσει σε δύο νέες εξισώσεις, μία για συνάρτηση του x και μία για συνάρ​τη​ση του y. Η (2.15)

 όμως θα πρέπει να λυθεί σε συνδυασμό με κάποιες συνοριακές συν​​​​​θήκες, τις οποίες θα ήταν ίσως ταιριαστό να συζητήσουμε τώρα κάπως πιο εκτε​τα​μένα.


Η επιλογή των συνοριακών συνθηκών, όταν αντιμετωπίζει κανείς προβλήματα που δεν ασχο​λού​νται ρητά με φαινόμενα τα οποία λαμβάνουν χώρα στις κρυσταλλικές επι​​φάνειες, είναι ουσιαστικά στη διακριτική ευχέρεια εκείνου που επιλύει το πρόβλημα, και μπορούν να επιλεγούν με κριτήριο τη μαθηματική απλότητα. Αυτό συμβαίνει επειδή, εάν ο κρύσταλλος είναι επαρκώς μεγάλος, είναι λογικό να αναμένει κανείς πως οι ιδιό​τη​τες σε σημεία που απέχουν αρκετά από τις επιφάνειες θα μένουν σχετικώς ανεπηρέαστες από τη συγκεκριμένη διαμόρφωση των επιφανειών. Με βάση το δεδομένο αυτό, είναι στη διακριτική μας ευχέρεια ακόμη και η επιλογή του σχήματος του κρυστάλλου (στο επί​πεδο x y πάντοτε). Για λόγους ευκολίας, θεωρούμε πως ο κρύσταλλος έχει τετρα​γω​νικό σχήμα στο επίπεδο x y και επομένως έχει «μήκος» L και «πλάτος» L.


Το επόμενο βήμα είναι να προσαρτήσουμε στην εξίσωση (2.15)

 μία συνοριακή συν​​θήκη η οποία θα εκφράζει το γεγονός ότι το κάθε ηλεκτρόνιο (στο επί​πεδο x y) είναι υποχρεωτικά περιορισμένο στο προαναφερθέν τετράγωνο. Όπως ήδη εξηγήσαμε, βέβαια, η συνθήκη αυτή θα πρέπει να αφήνει ανεπηρέαστες όλες τις ιδιότητες του κρυστάλλου οι οποίες δεν σχετί​ζο​νται με φαινόμενα επιφανειών. Μία πιθανή επιλογή θα μπορούσε να εί​ναι ο μηδενισμός της κυματοσυνάρτησης στις επιφάνειες, δηλαδή:
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Αυτή όμως η συνθήκη
 οδηγεί σε λύ​​σεις που αποτελούν στάσιμα κύματα ενώ η μετα​φο​ρά φορτίου και ενέργειας από τα ηλεκτρόνια αντιμετωπίζεται πολύ πιο αποτελεσματικά με χρήση οδευόντων κυμάτων. 

Ένας πιο βολικός τρόπος για να δείξει κανείς ρητά ότι οι επιφάνειες δεν έχουν καμία επί​δρα​ση είναι το να τις αγνοήσει εξ ολοκλήρου: αυτό μπορεί να γίνει εάν φαντα​στούμε πως κάθε πλευρά του παραλληλεπιπέδου (πλην των z = 0 και z = d) συνδέεται με την πλευρά που βρίσκεται α​πέ​ναντί της. Αυτό ισοδυναμεί με το να υποθέσουμε πως ένα η​λεκτ​​ρόνιο που φτάνει σε μία επιφάνεια δεν ανακλάται προς τα μέσα, αλλά εγκαταλείπει τον κρύσταλλο επανεισερχόμενο την ίδια στιγμή από ένα αντίστοιχο σημείο στην απέ​να​ντι επιφάνεια.
 Στην περίπτωσή μας, η παραδοχή αυτή οδηγεί στις παρακάτω περιοδικές συν​θήκες για την κυματοσυνάρτηση:


[image: image40.wmf](,,)(,,)(,,)

xLyzxyLzxyz

yyy

+=+=


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.17)

Αυτές οι περιοδικές συνθήκες είναι γνωστές ως συνθήκες Born – von Karman. Οδη​γούν στο άμεσο συμπέρασμα πως:
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Η (2.18)

 δεν είναι τίποτα άλλο παρά η γνω​στή εξίσωση στην οποία οδηγείται κα​νείς κατά τον υπολογισμό των κυματο​συ​ναρ​τήσεων στο δισδιάστατο πρόβλημα της κίνησης ελεύθερου σωματιδίου. Οι (κανονι​κο​​ποι​η​​μένες στο διάστημα από 0 έως L τόσο για το x όσο και για το y) λύσεις του προ​βλή​μα​τος αυτού είναι οδεύο​​ντα κύματα: 
(2.15)

 μαζί με τις συνοριακές συνθήκες 
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Η παραπάνω λύση είναι δυνατόν να γραφτεί και στην εξής πιο συμπαγή μορφή :
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όπου προφανώς οι δείκτες «
[image: image44.wmf]^

» στα 
[image: image45.wmf]^

k

 και 
[image: image46.wmf]^

r

 υποδηλώνουν ότι τα διανυσματικά αυτά με​​​​γέ​θη αναφέρονται μονάχα στο επίπεδο 
[image: image47.wmf]xy

, δηλαδή:
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και
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Ο λόγος για τον οποίον εισαγάγαμε τον διανυσματικό αυτόν συμβολισμό θα φανεί στην επό​μενη ενότητα. 


Για να ικανοποιούν οι συναρτήσεις u(x, y) (βλ. (2.18)

 θα πρέπει κατά τα γνωστά να ισχύει:
(2.19)

) τις συνοριακές συνθήκες 
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και
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όπου οι b, c είναι ακέραιοι.


Όσον αφορά τις ενέργειες ε – En που σχετίζονται με την κίνηση στο επίπεδο x y, αυτές μπορούν να υπο​λο​​γι​στούν π.χ. μέσω της αντικατάστασης της (2.15)

 οπότε προκύπτει η σχέ​ση:
(2.19)

 στην 
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η οποία, σε συνδυασμό με τις (2.24)

, δίνει με τη σειρά της:
(2.23)

 και 
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2.1.3  Συγκεντρωτικά
Επιστρέφοντας τώρα στο αρχικό πρόβλημα, δηλαδή αυτό του υπολογισμού των κυματο​συ​​ναρτήσεων και του ενεργειακού φάσματος ενός δισδιάστατου συστήματος ελεύθερων η​λεκτ​​​​ρο​νίων, θα επαναλάβουμε συνοπτικά τα αποτελέσματα των δύο προηγουμένων ενο​​τήτων.


Πρώτον, οι συνολικές κυματοσυναρτήσεις ψ(r), σύμφωνα με την (2.19)

, δεν θα είναι τίποτα άλλο παρά:
(2.10)

 και (2.6)

 και με χρήση των 
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Υπενθυμίζεται απλώς ότι για τα kx, ky, kz, ισχύουν οι σχέσεις (2.11)

:
(2.24)

 και (2.23)

, 
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αντίστοιχα, όπου τα b, c και n είναι ακέραιοι (n>0). 


Δεύτερον, σχετικά με το ενεργειακό φάσμα μπορούμε να παρατηρήσουμε κατ’ αρ​χήν ότι η σχέση (2.25)

 είναι δυνατό να γραφτεί στη μορφή:
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Μπορούμε τώρα να κάνουμε χρήση του διανυσματικού συμβολισμού (2.21)

, ο οποίος οδη​γεί στο άμεσο συμπέρασμα:
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Εάν χρησιμοποιήσουμε την τελευταία σχέση σε συνδυασμό με την (2.31)

 προκύπτει:
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Η (2.33)

 συμπυκνώνει πολλά στοιχεία αναφορικά με το ενεργειακό φάσμα ενός 2DEG, για αυτό ίσως είναι σκόπιμο να την εξετάσουμε κάπως πιο αναλυτικά. Δείχνει, κατ’ αρ​χήν, ότι η συνο​λι​κή ενέργεια αποτελεί το άθροισμα της ενέργειας που αντιστοιχεί στην κίνηση στο επίπεδο x y και της ενέργειας που αντιστοιχεί στην κί​νη​​ση στον ά​ξο​​να z. Σε κά​θε κβαντωμένη ενεργειακή στάθμη En αντιστοιχεί μία παραβολή που έχει να κάνει με την κίνηση στο επίπεδο x y. Κάθε παραβολή (δηλαδή κάθε τέτοιο σύνολο ενεργειακών σταθ​​μών που σχετίζονται με την κίνηση στο επίπεδο x y) ονομάζεται υποζώνη και όπως φαί​νεται στο δεξί μέρος του σχήματος 2.3 οι διάφορες υποζώνες επικαλύπτονται. Βλέ​που​​με ακόμη ότι η En ισούται με την ελάχιστη ενέργεια που μπορεί να έχει ένα ηλεκτ​ρό​νιο στη n-οστή υπο​ζώνη, είναι δηλαδή η ενέργεια που έχει όταν δεν έχει καθόλου κι​νη​τι​κή ενέργεια λόγω της κίνησης στο επίπεδο.

Ένα ζήτημα, που θα μπορούσε να τεθεί παρενθετικά, είναι το αν στο σχήμα 2.3 οι παραβολές είναι συνεχείς καμπύλες. Εκ πρώτης όψεως αυτό δεν είναι σωστό, καθώς, ό​πως εύκολα φαίνεται από τη 
(2.29)

, το (2.28)

 και (2.32)

 σε συνδυασμό με τις  GOTOBUTTON ZEqnNum121626  \* MERGEFORMAT  δεν εί​ναι μία συνεχής μεταβλητή αλλά μπορεί να πάρει μόνο τις τιμές:
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όπου τα b, c παίρνουν ακέραιες τιμές. Η απάντηση κρύβεται στο ότι το μήκος L που εμ​φα​​νίζεται στον παρονομαστή της 
(2.34)

 είναι «επαρκώς μεγάλο» (όπως αναφέραμε και λίγο πιο πριν) κάτι που έχει ως συνέπεια η κβάντωση των τιμών που παίρ​νει το  GOTOBUTTON ZEqnNum179345  \* MERGEFORMAT  να είναι τέτοια που ουσιαστικά να περνάει απαρατήρητη: οι τιμές είναι τόσο πυκ​νές που δεν είναι δυνατό να παρασταθεί γραφικά η διακριτότητά τους.

[image: image64.png]NS





Σχήμα 2.3  Ενεργειακό φάσμα για τις τρεις διαστάσεις ενός 2DEG

Εάν αντικαταστήσουμε τώρα τη (2.14)

, προκύπτει μία τελική σχέση που δίνει την παραμετρική εξάρτηση της συνο​λι​κής ενέργειας του συστή​μα​τος από τα b, c και n:
(2.33)

 και γράψουμε το En σύμφωνα με τη (2.34)

 στη 
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Μπορούμε να κάνουμε ορισμένες πολύ ενδιαφέρουσες παρατηρήσεις με αφορμή την 
(2.35)

:
 η χαμηλότερη κατάσταση με n = 2 (δηλ. αυτή που έχει b = c = 0) έχει ενέργεια που είναι μεγαλύτερη κατά 3h2/8md2 από την χαμηλότερη κατάσταση με n = 1. Για μήκος d ίσο με 40 Å περίπου και για ενεργό μάζα ηλεκτρονίου ίση με τη μάζα ηρεμίας του ηλεκτ​ρονίου, το 3h2/8md2 ( GOTOBUTTON ZEqnNum327066  \* MERGEFORMAT ) υπερβαίνει το 
[image: image67.wmf]B
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) σε θερμοκρασία δωματίου. Επομένως, σε χα​μηλές θερμοκρασίες είναι δυνατόν να «παγώσουν» όλα τα ηλεκτρόνια στις κατα​στά​​σεις με n = 1: η εξάρτηση της κυματοσυνάρτησης από το z θα είναι τότε εκείνη της θε​με​λιώδους κατάστασης του απείρου ορθογωνικού πηγαδιού. Με άλλα λόγια, η κίνηση των ηλεκτρονίων στη διεύθυνση z θα είναι ουσιαστικά παγωμένη και η συμπεριφορά τους θα είναι ίδια με εκείνη των ελεύθερων σωματιδίων στον δισδιάστατο χώρο που αποτελεί το επί​πεδο x y.
2.2 Πυκνότητα καταστάσεων για ορθογωνικό πηγάδι απείρου βάθους κατά τον άξονα 
[image: image69.wmf]z


Ένα σημαντικό σχετικό μέγεθος (το οποίο θα μας απασχολήσει και στο επόμενο κε​φά​λαι​ο) είναι η πυκνότητα καταστάσεων η οποία ποιοτικά θα μπορούσε να περιγραφεί ως ο αριθ​μός των κβαντικών καταστάσεων ανά μονάδα ενέργειας που είναι προσιτές γύ​ρω από μία ενέργεια ε.
 Πιο αυστηρά,
 στην περίπτωση του τρισδιάστατου κρυστάλλου ό​γκου L3 ονο​μά​ζουμε πυκνότητα καταστάσεων g3D (ε) τον αριθμό των καταστάσεων ανά μο​νά​δα όγκου και ανά μονάδα περιοχής ενέργειας (δηλ. το L3 g3D (ε) dε είναι ο αριθμός των κα​τα​​στάσεων με ενέργεια στο διάστημα μεταξύ ε και 
[image: image70.wmf]d
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). Προκύπτει ότι η γε​νι​κή σχέση ορισμού της πυκ​νότητας κα​ταστάσεων στην περίπτωση αυτή είναι:
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όπου ο παράγοντας 2 εμφανίζεται λόγω των δύο δυνατών καταστάσεων σπιν των ηλεκ​τρο​​νίων (δηλ. λόγω του εκφυλισμού της κάθε κατάστασης εξαιτίας του σπιν). Η άθροιση γί​νεται πάνω σε όλες τις δυνατές τιμές του k, ενώ τέλος η ε(k) δίνεται από τη σχέση δια​σπο​ράς 
[image: image72.wmf]()
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 του υπό θεώρηση συστήματος και συγκεκριμένα εδώ η ε(k) δίνεται από τις δυνατές ενέργειες του ηλεκτρονίου, δηλαδή τις ενέργειες των διαφορετικών ενερ​γεια​κών σταθμών για κάθε k.


Επειδή όμως έχουμε να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα του δισδιάστατου κρυ​στάλ​λου είναι προτιμότερο να ορίσουμε την πυκνότητα καταστάσεων g(ε) ως τον αριθ​μό των καταστάσεων ανά μονάδα επιφάνειας και ανά μονάδα περιοχής ενέργειας:
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Η άθροιση για όλα τα k, και εδώ όπως και στην (2.37)

 ξαναγράφεται ως εξής:
(2.31)

, οπότε η άθροιση θα πρέπει να γίνεται για όλα τα n, kx, ky, και η (2.36)

, υπονοεί άθροιση για όλους τους κβαντικούς αριθμούς που καθορίζουν την κίνηση του ηλεκτρονίου. Στη δική μας περίπτωση οι δυνατές ενέργειες του ηλεκτρονίου δίνονται από τη σχέση 
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Αφού υπενθυμίσουμε ότι για τα kx και ky ισχύουν οι σχέσεις (2.24)

, σημειώ​νου​με πως για κάθε συνάρτηση  f(kx, ky), το όριο της άθροισης της  f(kx, ky) για όλες τις τιμές των kx και ky καθώς το L τείνει στο άπειρο (και επομένως τα kx, ky τείνουν να πά​ρουν συνεχείς τιμές) μετατρέπεται σε ολοκλήρωμα με έναν κατάλληλο πολλαπλα​σια​στι​κό παράγοντα:
(2.23)

 και 
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Η γενική αυτή σχέση στην περίπτωσή μας (όπου δηλαδή f(kx, ky) είναι η συνάρτηση δέλ​τα της σχέσης (2.38)

) οδηγεί στο παρακάτω ενδιάμεσο αποτέλεσμα (στο όριο, πάλι, του L να τείνει στο άπειρο):
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Το διπλό ολοκλήρωμα μπορεί να υπολογιστεί εύκολα αν κάνει κανείς αλλαγή των υπό ολο​​​​κλήρωση μεταβλητών σε εκείνες των πολικών συντεταγμένων (βλ. παράρτημα Α), κά​​τι που τελικά οδηγεί στο αποτέλεσμα:
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Σχήμα 2.4  Πυκνότητα καταστάσεων ανά μονάδα επιφάνειας σε ένα δισδιάστατο σύστημα. 

        Η διακεκομμένη καμπύλη αναπαριστά την πυκνότητα καταστάσεων ανά μονάδα 

       όγκου σε ένα τρισ​διάστατο σύστημα.
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όπου Θ(x) είναι η μοναδιαία βηματική συνάρτηση που ισούται με 1 για 
[image: image79.wmf]0
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 και με 0 για 
[image: image80.wmf]0
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. Η γραφική παράσταση της συνάρτησης g(ε) συναρτήσει της συνολικής ενέρ​γει​ας ε για δισδιάστατο σύστημα απείρου (ορθότερα: μακροσκοπικού) εμβαδού δίνεται στο σχήμα 2.4.

Με βάση το σχήμα 2.4 (ή/και τη σχέση 
(2.41)

) θα μπορούσε να κάνει κανείς ορι​σμένες σημαντικές παρα​τη​ρήσεις αναφορικά με την πυκνότητα καταστάσεων. Πρώτον, προ​κύπτει ότι g(ε) = 0 για  GOTOBUTTON ZEqnNum311057  \* MERGEFORMAT . Μία κλασική περιγραφή του συστήματος θα εί​​χε οδη​γή​σει σε επιτρεπόμενες κινήσεις για οποιαδήποτε τιμή του ε. Με άλλα λόγια, οι κβαντικές επιδράσεις του περιορισμού των ηλεκτρο​νί​ων κα​τά τη διεύθυνση z γίνονται εμφανείς από τη σκοπιά αυτή.


Δεύτερον, η πυκνότητα καταστάσεων παρουσιάζει άλματα πεπερασμένου πλά​τους όποτε η ενέργεια παίρνει την τιμή των ενεργειακών σταθμών των δέσμιων κατα​στά​σεων En που οφείλεται στο δυναμικό κατά τον άξονα z. Ανάμεσα στα άλματα αυτά παραμένει σταθερή. Μπορεί να θεωρήσει κανείς (ορ​θά) ότι η μορφή αυτή «σκαλο​πα​τι​ών» ανάγεται σε μία σταθερή πυκνότητα καταστάσεων που συνδέεται με καθεμία δέσμια κα​τά​σταση: η συνολική πυκνότητα καταστάσεων είναι επομένως άθροισμα πολλών στα​θε​ρών τέτοιων όρων, όπως ακριβώς δείχνει και η σχέση (2.41)

.


Τρίτον, είναι άξιο προσοχής πως η συμπεριφορά της πυκνότητας καταστάσεων ε​νός δισδιάστατου συστήματος (συνεχής καμπύλη στο σχήμα 2.4) είναι σημαντικά πιο ιδιό​μορφη σε σχέση με την αντίστοιχη πυκνότητα καταστάσεων ενός τρισδιάστατου συ​στή​​ματος (διακεκομμένη καμπύλη στο σχήμα 2.4) η οποία πολύ πιο ομαλή. Η τελευταία θα εί​ναι κατά τα γνωστά
 ίση με: 
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Επειδή η g3D (ε) είναι πυκνότητα καταστάσεων ανά μονάδα όγκου ενώ η g(ε) είναι πυκ​νό​​τητα καταστάσεων ανά μονάδα επιφάνειας, μιλώντας αυστηρά θα έπρεπε να συγκρί​νου​με όχι την g3D (ε) με την g(ε) αλλά το γινόμενο g3D (ε) d με την g(ε). Εάν το κάνει κα​νείς αυτό, προκύπτει εύκολα ότι g3D (ε) d = g(ε) μόνο όταν ε = En, κάτι που άλ​λωστε φαί​νε​ται στο σχήμα 2.4 (αυτά είναι τα σημεία τομής μεταξύ της συνεχούς και της διακε​κομ​μέ​νης καμπύλης). Για όλες τις άλλες ενέργειες ισχύει g3D (ε) d > g(ε), αποτέλεσμα που συ​νε​​πάγεται πως η μεταβολή ενός τρισδιάστατου συστήματος ώστε να γίνει δισδιάστατο (μέ​​σω της ε​λάτ​τωσης μίας διάστασης) οδηγεί στη μείωση της πυκ​νό​τη​τας καταστάσεων.


Πάνω στο ίδιο θέμα, θα μπορούσε να σημειώσει κανείς πως, λόγω της σχέσης (2.42)

, όπως άλλωστε θα έπρεπε να συμβαίνει, καθώς ένα δισδιάστατο δοκίμιο με μακροσκοπική την τρίτη διάσταση απο​τε​λεί στην πράξη ένα τρισδιάστατο και όχι δισδιάστατο δοκίμιο και πρέπει επομένως να μην εμφανίζει φαι​νό​μενα που παρουσιάζονται μόνο σε δισδιάστατα συστημάτα.(2.14)

, όταν αυξάνεται το πάχος του υμενίου d τότε οι ενέργειες En γίνονται πιο πυκνές και επομένως γίνεται όλο και πιο δύσκολο να παρατηρήσει κανείς τα σκαλοπάτια στην πυκνότητα καταστάσεων. Ουσιαστικά, στην περίπτωση αυτή η πυκνότητα καταστάσεων πλησιάζει όλο και πιο πολύ τη διακεκομμένη καμπύλη 
Σημειώνεται, εν κατακλείδι, ότι στην πράξη το κάθε σκαλοπάτι του σχήματος 2.4 εξο​μα​λύνεται λόγω της ύπαρξης κρυσταλλικών ατελειών. Η διαπλάτυνση αυτή είναι δυ​νατό να περιγραφεί εμπειρικά
 εάν αντικαταστήσει κανείς τη μοναδιαία βημα​τι​κή συ​νάρ​τηση 
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 ως εξής:
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όπου 
[image: image85.wmf]n

G

 είναι μία παράμετρος διαπλάτυνσης. Η πυκνότητα καταστάσεων που μας προέ​κυψε βάσει της 
(2.43)

 (με κατάλληλη επιλογή της  GOTOBUTTON ZEqnNum766221  \* MERGEFORMAT ) δίνεται στο σχήμα 2.5.
[image: image87.png]



Σχήμα 2.5  Πυκνότητα καταστάσεων ανά μονάδα επιφάνειας σε ένα δισδιάστατο σύστημα, 

           συνυπολογίζοντας και την ύπαρξη κρυσταλλικών ατελειών.

2.3 Άλλες μορφές δυναμικού κατά τον άξονα 
[image: image88.wmf]z


Η συζήτηση της πρώτης ενότητας του παρόντος κεφαλαίου μπορεί να γενικευτεί εύκολα και στην περίπτωση ενός πιο ρεαλιστικού δυναμικού κατά τη διεύθυνση z. Ένα μονο​διά​στα​το πηγάδι δυναμικού αυθαίρετης μορφής έχει συνήθως μία ή περισσότερες δέσμιες κα​τα​στά​σεις, οι κυματοσυναρτήσεις και ενέργειες των οποίων μπορούν να υπολο​γι​στούν. Για ένα υμένιο με τέτοια μορφή δυναμικού κατά τον άξονα z η μεν εξάρτηση της κυ​μα​το​συνάρ​τη​σης από τo z θα δίνεται από μία τέτοια δέσμια κατάσταση, η δε ενέρ​γεια θα είναι της μορφής (2.26)

 πάνω στο επίπεδο x y σε σχέ​ση με τα όσα έχουμε ήδη περιγράψει. Για τον λό​γο αυτόν, στην παρούσα ενότητα θα επικεντρωθούμε μονάχα στη διεύθυνση z και θα δώ​σου​​με επομένως μόνο τις συναρτήσεις vn(z) και τις ενέργειες En σε τρεις ενδια​φέ​ρου​σες πε​​ρι​πτώσεις.
(2.19)

 και στις ενέρ​γειες (2.35)

 όπου ο τελευταίος όρος θα έχει αντικατασταθεί από την αντί​στοι​χη μο​νο​​διάστατη ιδιοενέργεια. Εν ολίγοις, για διαφορετικές μορφές δυνα​μι​κού κατά τον ά​ξονα z δεν θα αλλάζει τίποτα στις κυματοσυναρτήσεις 
2.3.1  Ορθογωνικό πηγάδι πεπερασμένου βάθους
Στην περίπτωση αυτή βελτιώνουμε την προσέγγιση της πρώτης ενότητας του κεφαλαίου, κάνοντας μία πιο ρεαλιστική ανάλυση: στην πράξη δεν μπορεί να κατασκευαστεί πηγάδι απεί​ρου βά​θους, επομένως τα ηλεκτρόνια ποτέ δεν μπορεί να είναι απολύτως περιορι​σμέ​να σε ένα λεπτό υμένιο. Μία πιο ρεαλιστική προσέγγιση είναι να υποθέσουμε ότι το πηγάδι δυναμικού έχει πεπερασμένο βάθος.
 Πιο συγκεκριμένα, υποθέτουμε ότι η δυνα​μι​κή ενέργεια ισούται με μηδέν έξω από ένα διάστημα μήκους 2α (το οποίο υποθέτουμε για λόγους ευκολίας πως εκτείνεται από z = – a  έως  z = a​​)
 και ισούται με  
[image: image89.wmf]0
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 μέσα στο διάστημα αυτό. Δέσμιες καταστάσεις εμφανίζονται στην περίπτωση αυτή για αρνη​τι​κές ενέργειες 
[image: image90.wmf]0
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 (και πιο συγκεκριμένα για 
[image: image91.wmf]0
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). Για να αντιμετωπίσουμε πιο μεθοδικά το πρόβλημα, χωρίζουμε τον άξονα z σε τρεις διαφορετικές περιοχές, γρά​φο​ντας την κατάλληλη διαφορική εξίσωση (στην οποία έχει οδηγήσει η χρονο-ανεξάρτητη εξί​​​σωση του Schrödinger, όπως ακριβώς είχαμε οδηγηθεί στην (2.7)

 κατά τη μελέτη του α​πει​ρό​βαθου ορθογωνικού πηγαδιού) ξεχωριστά για κάθε περιοχή:
Περιοχή Ι (
[image: image92.wmf]za
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   MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.44)

Περιοχή IΙ (
[image: image94.wmf]aza
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Περιοχή ΙII (
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>

):


[image: image97.wmf]2

2

2

()

()

2

n

nn

dvz

Evz

mdz

-=-

h
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Οι λύσεις στις τρεις παραπάνω εξισώσεις μπορούν να βρεθούν ευκολότερα εάν εισαγά​γου​με τις δύο βοηθητικές μεταβλητές kz και κ ως εξής:
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και:
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Προκύπτει πως οι λύσεις του προβλήματος αυτού ανήκουν σε δύο χωριστές κατηγορίες: εκεί​νες που έχουν άρτια ομοτιμία (vn(z) = vn(–z)) και εκείνες που έχουν περιττή ομοτιμία (vn(z) = – vn(–z)). Πιο συγκεκριμένα, οι λύσεις με άρτια ομοτιμία έχουν τη μορφή:
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με την επιπλέον συνθήκη πως:
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Αντίστοιχα, οι λύσεις με περιττή ομοτιμία έχουν τη μορφή:
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με την επιπλέον συνθήκη πως:



[image: image103.wmf]cot()

zz

kka

k

=-


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.52)

Η σταθερα σε καθεμιά από τις δύο παραπάνω περιπτώσεις ((2.51)

) προκύπτει από τη συνθήκη κανονικοποίησης σε ενοποιημένη μορφή ως εξής:
(2.49)

 και 
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όπου 
[image: image105.wmf]2
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Ωστόσο, δεν μπορούμε ακόμα να σχεδιάσουμε τις κυματοσυναρτήσεις ((2.52)

 περιέχουν μία άγνωστη παράμετρο). Για να λύσουμε το πρόβλημα αυτό εισάγουμε κατ’ αρχήν ως βοηθητικές μεταβλητές τους αδιά​στατους κυματαριθμούς ξ και η:
(2.50)

 και (2.51)

) καθώς περιέχουν τις δύο άγνωστες παραμέτρους kz και κ (ορθότερα: αν λάβουμε υπό​ψη τις επιπλέον συνθήκες (2.49)

 και 
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και:
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Αν τώρα προσθέσουμε κατά μέλη τις (2.48)

 και αναδιατάξουμε κάπως το απο​τέ​λεσμα, κάνοντας χρήση και των νέων μεταβλητών ξ και η προκύπτει η αρχή δια​τή​ρη​σης της ενέργειας με την εξής μορφή:(2.47)

 και 
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Επιπρόσθετα, για την περίπτωση της άρτιας ομοτιμίας έχουμε ήδη σημειώσει πως ισχύει η σχέση (2.50)

 η οποία συναρτήσει των ξ και η γράφεται:
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Αντίστοιχα, για την περίπτωση της περιττής ομοτιμίας έχουμε ήδη σημειώσει πως ισχύει η σχέση (2.52)

 η οποία συναρτήσει των ξ και η γράφεται:
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Επομένως, για να βρούμε τις συναρτήσεις άρτιας ισοτιμίας δεν έχουμε να κά​νου​με τίποτα άλλο παρά να λύσουμε το σύστημα των 
(2.57)

. Αυτό μπορεί να γίνει γραφικά ως εξής: για δεδομένο διάστημα 2a, δεδομένη δυναμική ενέργεια (2.56)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum564896  \* MERGEFORMAT  και δεδο​μέ​​νη μάζα σωματιδίου m, η (2.57)

 μας δίνουν τις τιμές των ξ και η, απ’ όπου μπορούμε να υπολογίσουμε τα kz και κ και επομένως και τις συναρτήσεις. Η διαδικασία αυτή φαίνεται στο σχή​μα 2.6 για την περίπτωση που το R είναι ελάχιστα μικρότερο από το π, οπότε προ​κύπτει μό​νο μία άρτια δέσμια κατάσταση για το πρόβλημά μας.(2.56)

 αναπαριστά κύκλο ακτίνας R στον καρτεσιανό χώρο ξη. Τα σημεία τομής του κύκλου αυτού (στο πρώτο τεταρτημόριο) με τη γραφική παρά​στα​ση της 
[image: image113.png]S0
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Σχήμα 2.6  Οι καμπύλες η = ξ tan ξ και ξ 2+η 2= R 2 για R ελάχιστα μικρότερο από το π
[image: image114.png]4]
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Σχήμα 2.7  Οι καμπύλες η = – ξ cot ξ και ξ 2+η 2= R 2 για R ελάχιστα μικρότερο από το π
Ομοίως, για να βρούμε τις συναρτήσεις περιττής ισοτιμίας δεν έχουμε να κά​νου​με τίποτα άλλο παρά να λύσουμε το σύστημα των (2.58)

 μας δίνουν τις τιμές των ξ και η, απ’ όπου μπορούμε να υπολογίσουμε τα kz και κ και επομένως και τις συναρτήσεις. Όπως και πριν, επιλέγουμε το R να είναι ελάχιστα μικρότερο από το π. Για την επιλογή αυτή, προ​κύπτει μόνο μία πε​ριττή δέσμια κατά​στα​ση για το πρόβλημά μας (σχήμα 2.7).(2.56)

 (στο πρώτο τεταρτημόριο) με τη γραφική παρά​στα​ση της (2.58)

. Αυτό μπορεί να γίνει γρα​φικά ως εξής: τα σημεία τομής του κύκλου (2.56)

 και 
Περνάμε τώρα στο ζήτημα των ενεργειακών σταθμών: έχοντας υπολογίσει (με τον προαναφερθέντα γραφικό τρόπο) τις διάφορες τιμές του η και συνεπώς του κ, θα έ​χου​​με, σύμφωνα με την (2.47)

, υπολογίσει και τις ενέργειες:
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Σημειώνεται ότι, με βάση τα όσα υποθέσαμε στην αρχή της παρούσας υπο-ενότητας, οι ε​νερ​γειακές στάθμες 
[image: image116.wmf]n

E

 μετριούνται ως προς το ανώτατο «σημείο» του πηγαδιού (το οποί​ο θεω​ρήθηκε, επομένως, πως αποτελεί τη γραμμή Ε = 0). Ωστόσο, στην πρώτη ενότητα του κεφαλαίου μετρούσαμε τις ενέρ​γειες ως προς το κατώτατο σημείο του πηγα​διού (δηλαδή θεω​ρούσαμε πως αποτελεί αυτό τη γραμμή Ε = 0). Αν θέλουμε να ακο​λουθήσουμε και τώρα την ίδια τακτική για να βρούμε τις ενέργειες Εn΄, δεν έχουμε πα​ρά να χρησιμοποιήσουμε, μέσω της (2.48)

, τις διάφορες τιμές του ξ και συνεπώς του kz που έχουμε γρα​φι​κά υπολογίσει:
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[image: image118.jpg]AWA





Σχήμα 2.8  Οι τρεις πρώτες συναρτήσεις στη διεύθυνση z (πηγάδι πεπερασμένου βάθους)
Κλείνοντας, δίνουμε στο σχήμα 2.8, για λόγους εποπτείας, τις γραφικές παραστά​σεις των δέ​σμιων καταστάσεων vn(z) για τις τρεις πρώτες τιμές του n (= 0, 1, 2).
Τονίζουμε, για λόγους πληρότητας, ότι οι ενεργειακές στάθμες σχεδιάστηκαν αυθαίρετα και όχι κατά τρόπο ώστε οι αποστάσεις μεταξύ τους να υποδηλώνουν την αληθινή κλί​μα​κα. Επι​​πρόσθετα, σημειώνεται ότι η συνάρτηση για n = 1 έχει πολ​λαπλα​σια​στεί με – i ώστε να γίνει πραγματική και να είναι δυνατό να παρασταθεί γραφικά. Τέλος, όπως είναι πα​​ρα​​​πά​νω από προφανώς, για να σχεδιάσουμε το σχήμα 2.8 επιλέξαμε δια​φορετική τιμή του R (δηλ. μεγαλύτερη του π) σε σχέση με τα σχήματα 2.6 και 2.7, κα​θώς τώρα έχουμε πά​​νω από δύο συνολικά λύ​σεις. 

2.3.2  Τριγωνικό πηγάδι
Μια εναλλακτική προσέγγιση για τη μορφή που παίρνει η δυναμική ενέργεια κατά τον ά​ξο​να z είναι να υποθέσουμε πως το πηγάδι δυναμικού δεν έχει ορθογωνική μορφή, αλλά τρι​γωνική.
 Πιο συγκεκριμένα, υποθέτουμε ότι η δυνα​μι​κή ενέργεια παρουσιάζει ένα ά​πει​ρο φράγμα δυναμικού στο z = 0, ενώ για 
[image: image119.wmf]0
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 έχει την εξής γραμμική μορφή:
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όπου 
[image: image121.wmf]E

 είναι ένα ενεργό ηλεκτρικό πεδίο. Όπως είναι προφανές, το τριγωνικό πηγάδι που επιλέξαμε να εξετάσουμε είναι ασύμμετρο (σε αντίθεση με το συμμετρικό πηγάδι του οποίου η δυναμική ενέργεια έχει τη μορφή 
[image: image122.wmf]()
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Γρά​φουμε τώρα τη διαφορική εξίσωση (στην οποία έχει οδηγήσει η χρονο-ανε​ξάρ​τητη εξί​​​σωση του Schrödinger, όπως ακριβώς είχαμε οδηγηθεί στην (2.7)

 κατά τη με​λέ​τη του α​πει​ρό​βαθου ορθογωνικού πηγαδιού) για τη συνάρτηση v(z): 
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Αν όμως κάνουμε κατάλληλη αλλαγή μεταβλητών παρατηρούμε ότι η εξίσωσή μας παίρ​νει τη μορφή της παρακάτω διαφορικής εξί​​σωσης:
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η οποία έχει ως λύσεις τις λεγόμενες συναρτήσεις Airy: Ai(x) και Bi(x). 

Αν το παραπάνω δεδομένο συνδυαστεί με τις εξής συνοριακές συνθήκες που θα πρέ​πει να ικανοποιεί το πρόβλημά μας λόγω του απείρου φράγματος στο z = 0 και της ύπαρξης δέσμιων καταστάσεων για 
[image: image125.wmf]0
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τότε προκύπτει πως (για να ικανοποιείται η συνθήκη (2.64)

 στο ∞) μία λύση του προβλή​μα​τος θα είναι η εξής συνάρτηση Airy:
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ενώ (για να ικανοποιείται η συνθήκη (2.64)

 στο 0) θα ισχύει για το Εn:
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όπου το αn είναι η n​-οστή ρίζα της συνάρτησης Airy και κατά προσέγγιση δίνε​ται από τη σχέ​​ση:
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όπου ισχύει 
[image: image130.wmf]0

n

³

. Από τις δύο τελευταίες σχέσεις προκύπτει η καταληκτική σχέση για τις ενέργειες Εn:
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η οποία είναι σωστή με προσέγγιση ένα τοις εκατό.

Κλείνοντας, δίνουμε στο σχήμα 2.9, για λόγους εποπτείας, τις γραφικές παραστά​σεις των δέ​σμιων καταστάσεων vn(z) για τις τρεις πρώτες τιμές του n (= 0, 1, 2). Τονίζου​με, για λόγους πληρότητας, ότι, όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, οι ενεργειακές στάθ​μες σχε​διάστηκαν σε αυθαίρετη κλίμακα και επομένως οι αποστάσεις μεταξύ τους δεν υπο​δη​λώ​νουν την αληθινή κλίμακα.
[image: image132.jpg]d
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Σχήμα 2.9  Οι τρεις πρώτες συναρτήσεις στη διεύθυνση z (τριγωνικό πηγάδι)
2.3.3  Παραβολικό πηγάδι
Η τελευταία εναλλακτική προσέγγιση για τη μορφή που παίρνει η δυναμική ενέργεια κα​τά τον ά​ξο​να z είναι να εξετάσουμε την περίπτωση όπου αυτή είναι παραβολική μορφή και πιο συγκεκριμένα να έχει την πολύ γνωστή μορφή του αρμονικού ταλαντωτή.
  Έτσι, υπο​θέτουμε ότι η δυνα​μι​κή ενέργεια έχει την γραμμική μορφή:
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όπου στην κλασική περιγραφή το K είναι η σταθερά της δύναμης, που με τη σειρά του συνδέεται με τη φυσική συχνότητα ταλάντωσης ωο του συστήματος ως εξής:
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Γρά​φουμε τώρα τη διαφορική εξίσωση στην οποία οδηγεί η χρονο-ανε​ξάρ​τητη εξί​​​​σωση του Schrödinger (όπως ακριβώς είχαμε οδηγηθεί στην (2.7)

 κατά τη με​λέ​τη του α​πει​ρό​βαθου ορθογωνικού πηγαδιού) για τη συνάρτηση vn(z): 
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Αναφέρουμε τώρα (για λεπτομέρειες βλ. την παραπομπή που δώσαμε παραπάνω) πως οι λύ​​σεις για τις συναρ​τή​σεις προκύπτει πως έχουν την εξής μορφή: 
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όπου το ξ δίνεται από τη σχέση: 
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με: 
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και Αn είναι οι σταθερές κανονικοποίησης που δίνονται από τη σχέση: 
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Στην 
(2.72)

  GOTOBUTTON ZEqnNum388648  \* MERGEFORMAT  είναι το πολυώνυμο Hermite n​-οστής τάξης το οποίο αποτελεί τη λύ​ση της παρακάτω διαφορικής εξίσωσης που είναι γνωστή ως εξίσωση Hermite: 
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και δίνεται από την παρακάτω γενική σχέση: 
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Τέλος, αν περάσουμε στο ζήτημα των ενεργειακών σταθμών Εn, αυτές προκύπτει ότι περιγράφονται από την ε​ξής απλή σχέση:
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Σχήμα 2.10  Οι τρεις πρώτες συναρτήσεις στη διεύθυνση z (αρμονικός ταλαντωτής)
Κλείνοντας, δίνουμε στο σχήμα 2.10, για λόγους εποπτείας, τις γραφικές παρα​στά​​σεις των δέ​σμιων καταστάσεων vn(z) για τις τρεις πρώτες τιμές του n (= 0, 1, 2). Τονί​ζου​​με, για λόγους πληρότητας, ότι, σε αντίθεση με τις προηγούμενες περιπτώσεις, οι ενερ​​γει​α​​κές στάθμες έχουν σχε​διαστεί επίτηδες έτσι ώστε να ισαπέχουν η μία από την άλ​λη, όπως φαίνεται και από τη σχέση (2.78)

.


Δισδιάστατο σύστημα ελεύθερων ηλεκτρονίων: 
υπό την επίδραση μαγνητικού πεδίου
3.1 Κίνηση ηλεκτρονίου σε τρεις διαστάσεις υπό την επίδραση μαγ​νη​τι​​κού πεδίου: στάθμες Landau
Ίσως πρέπει κατ’ αρχήν να εξαλείψουμε τη φαινομενική αντινομία που υπάρχει ανά​​μεσα στον τίτλο του κεφαλαίου και στον τίτλο της παρούσας ενότητας: το κύριο θέμα που θα μας απασχολήσει στο κεφάλαιο αυτό είναι η κίνηση ηλεκτρονίων σε δύο διαστά​σεις υπό την επί​δραση μαγ​νη​τι​​κού πεδίου. Ωστόσο, επειδή η περίπτωση της κίνησης η​λεκτ​ρονίου σε τρεις διαστάσεις υπό την επί​δραση μαγ​νη​τι​​κού πεδίου (και το συναφές ζή​τη​μα των σταθ​​μών Landau) παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, κρίναμε σκόπιμο να δώσουμε πρώ​τα τη γε​νι​​κή συζήτηση στις τρεις διαστάσεις, η οποί​α θα τροποποιηθεί στην επόμενη ε​νό​τη​τα για να ταιριάσει με τις προδιαγραφές του προ​βλήματος που μας απασχολεί (το ο​ποίο αφορά σε δύο διαστάσεις).


Σε τούτη την ενότητα εξετάζουμε την κίνηση (και την κβάντωση αυτής) ενός φορ​​τι​​​​σμένου σωματιδίου (και πιο συγκεκριμένα: ενός ηλεκτρονίου) μέσα σε ένα ομο​γε​νές, σταθερό μαγνητικό πεδίο B. Σε όλα τα παρακάτω, το μαγνητικό πεδίο αυτό θεω​ρεί​ται πως κατευθύνεται κατά τη διεύθυνση z, επομένως μπορούμε να γράψουμε:
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Υπενθυμίζεται πως στην κλασική φυσική εάν το ηλεκτρόνιο έχει σταθερή αρχική ταχύτητα κατά τη διεύθυνση z, τότε αυτή παραμένει ανεπηρέαστη από το μαγνητικό πεδίο (3.1)

 (δηλ. πα​​ρα​μένει σταθερή). Η τρο​​χιά του θα είναι μία έλικα (με άξονα κατά τη διεύθυνση z) στα​θερής ακτίνας, η προ​βο​λή της οποίας στο επίπεδο x y θα είναι ένας κύκλος. Το ηλεκτ​ρό​νιο κι​νεί​ται με στα​θε​​ρή ενέργεια και σταθερή κυκλική συχνότητα που ονομάζεται συ​χνό​τητα κυκλότρου:
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Ας περάσουμε τώρα σε κάποιες έννοιες που θα μας βοηθήσουν να αντιμετωπίσουμε το πρό​​βλημα κβαντομηχανικά. Κατά τα γνωστά, το μαγνητικό πεδίο B καθορίζεται από το δια​​νυ​​σματικό δυναμικό Α μέσω της σχέσης:
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Ωστόσο, η σχέση (3.3)

 δεν καθορίζει το διανυσματικό δυναμικό μονοσήμαντα για δεδο​μέ​νο μαγνητικό πεδίο Β. Έτσι, στην περίπτωσή μας, τόσο το διανυσματικό δυναμικό:
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όσο και το:
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οδηγούν, μέσω της σχέσης 
(3.5)

), λέγεται μετασχηματισμός βαθμίδας [gauge trans​for​ma​tion]. Είναι δυνατό να πραγματοποιούμε τέτοιους μετασχηματισμούς βαθμίδας με το να προ​σθέτουμε στο Α την βαθμίδα [gradient] (3.4)

 στην (3.1)

. Μία αλλαγή του διανυ​σμα​τικού δυναμικού Α η οποία αφήνει ανεπηρέαστο το μαγνητικό πεδίο Β (όπως η αλ​λα​γή από την (3.3)

, στο ίδιο μαγνητικό πεδίο  GOTOBUTTON ZEqnNum663252  \* MERGEFORMAT  μίας βαθμωτής συνάρτησης f(r) του δια​νύ​​σμα​​τος θέσης r. Στην παραπάνω περίπτωση μεταβήκαμε από την 
(3.5)

 προ​​σθέτοντας το (3.4)

 στην  GOTOBUTTON ZEqnNum440594  \* MERGEFORMAT .

Καθένα από τα διαφορετικά διανυσματικά δυναμικά αποτελεί μία επιλογή συν​θή​κης βαθμίδας [gauge condition] ή απλούστερα βαθμίδας. Έτσι, η επιλογή (3.1)

):
(3.5)

 λέγεται συμμετρική βαθμίδα.
 Εμείς θα επιλέ​ξου​​με και θα χρησιμοποιήσουμε, για κανέναν ιδιαίτερο λόγο,
 την παρακάτω βαθμίδα (η οποία εννοείται πως οδηγεί και αυτή στο μαγνητικό πεδίο (3.4)

 ονομά​ζε​ται συνήθως βαθμίδα Landau ενώ η 
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Ας δούμε όμως την κβαντομηχανική ανάλυση της κίνησης ενός ηλεκτ​ρο​νίου μέ​σα σε μαγνητικό πεδίο.
 Η κλασική Χαμιλτονιανή ενός ηλεκτρονίου που κινεί​ται μέσα σε ένα μαγνητικό πεδίο, το ο​ποίο καθορί​ζε​ται από το διανυσματικό δυναμικό Α, δίνεται από τη σχέση (βλ. παράρ​τη​μα Β):
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Επομένως, ο τελεστής της Χαμιλτονιανής στην κβαντομηχανική δεν θα είναι τίποτα άλλο παρά:
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όπου προσθέσαμε το σύμβολο « ^ » για να δείξουμε πως αναφερόμαστε σε τελεστές.
 Αν βά​λουμε τώρα τη Χαμιλτονιανή (3.6)

 προκύπτει:
(3.8)

 στη χρονο-ανεξάρτητη εξίσωση του Schrö​di​n​ger (2.1), αντικαθιστώντας συγχρόνως  το Α από την 
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Αποδεικνύεται (βλ. υπο-ενότητα 3.2.1) ότι οι τελεστές 
[image: image156.wmf]ˆˆ
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 και 
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 έχουν κοινές ιδιο​κα​​τα​​στά​σεις που γράφονται στην εξής μορφή:
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όπου kx, kz είναι οι ιδιοτιμές των τελεστών 
[image: image159.wmf]ˆˆ
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 διαιρεμένες με ħ. Αν αντι​κατα​στή​σου​με τη σχέση (3.9)

 παίρνουμε:
(3.10)

 στην 
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όπου yo ≡ ħkx / eB και Κ ≡ mωc2,  με το ωc να δίνεται από τη σχέση (3.11)

 είναι: 
(3.11)

 εί​ναι ίδια με εκείνη που προκύπτει για έναν αρ​μο​​νικό ταλαντωτή ο οποίος κινείται κατά τον άξονα y, γύρω από το σημείο yo, με φυσική συ​​​χνό​​τητα ωc. Επομένως, με βάση τα απο​τε​λέ​σμα​τα της συ​ζή​τησης που κάναμε στην υπο-ενότητα 2.3.3 (βλ. σχέση (2.78)) προκύπτει ότι οι ιδιο​ενέρ​​γειες της εξίσωσης (3.2)

. Η εξίσωση Schrö​​​di​n​ger (ορ​θό​τερα: η προκύ​πτου​σα από την εξίσωση Schrö​di​n​ger) 


[image: image161.wmf]22

1

22

z

cL

k

n

m

ew

æö

-=+

ç÷

èø

h

h


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.12)

επομένως η συνολική ενέργεια του ηλεκτρονίου θα δίνεται από τη σχέση:
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Στην παραπάνω σχέση, ο δεύτερος όρος (κινητικής ενέργειας) αντιστοιχεί σε ελεύ​θε​ρη, ευθύ​γραμμη κίνηση παράλληλα με τον άξονα z. Ο πρώτος όρος αντιστοιχεί σε πε​ρι​​στρο​φι​κή κίνηση στο επίπεδο που είναι κάθετο στο μαγνητικό πεδίο B (δηλαδή στην πε​​ρί​​​πτω​σή μας: στο επίπεδο x y). Οι ενεργειακές στάθμες (3.13)

 ονομάζονται συχνά στάθ​μες Lan​dau. Είναι προφανές ότι οι στάθμες Landau περιγράφουν ένα φαινόμενο κα​τά το ο​ποίο η ενέργεια κβαντώνεται (βλ. υπο-ενότητα 3.2.2).


Οι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις ιδιοενέργειες (3.12)

 θα είναι (σύμφωνα με τη σχέση (2.72)):
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Η τελευταία, σε συνδυ​α​σμό με τη σχέ​​ση (3.10)

, δίνει τις κυματοσυναρτήσεις για ένα ηλεκτ​ρόνιο που κινείται σε ομογενές μαγνητικό πεδίο κατά τη διεύθυνση z:
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3.2 Κίνηση ηλεκτρονίου σε δύο διαστάσεις υπό την επίδραση μαγνη​τι​κού πεδίου: ενεργειακές στάθμες
Όπως ακριβώς δώσαμε κάποιες σχετικές με τον τίτλο της ενότητας επεξηγήσεις στην αρ​χή της προηγούμενης ενότητας, έτσι και τώρα θεωρούμε σκόπιμο να τονίσουμε (με κά​ποι​α καθυστέρηση, ίσως) ότι ο τίτλος του παρόντος κεφαλαίου δεν είναι αντιφατικός. Θα πρέπει να διασαφηνίσουμε γιατί στον τίτλο βρίσκει κανείς τον όρο «ελεύθερων» (ο οποί​ος υποδηλώνει γε​νι​​κά απουσία δύναμης) μαζί με τον όρο «μαγνητικό πεδίο» (ο οποίος προ​φανώς υπονοεί την ύπαρξη κάποιας δύναμης). O όρος «ελεύθερων» απο​τελεί πάγια σύμ​​βαση στον τομέα της Φυσικής Στερεάς Κατάστασης όταν θέλει κανείς να δεί​ξει πως αγνο​εί τις αλληλεπιδράσεις ηλεκτρονίων-ιόντων, επομένως δεν υπάρχει καμία αντί​φαση προς επί​λυση.


Στην παρούσα ενότητα επιστρέφουμε στο κυρίως θέμα της εργασίας μας (δηλαδή τη μελέτη ενός δισδιάστατου αερίου ηλεκτρονίων για το οποίο στη διεθνή βιβλιογραφία έχει επικρατήσει η ονομασία 2DEG – 2 Dimensional Eletron Gas): προχωρούμε παρα​πέ​ρα όμως από τη συζήτηση του δευτέρου κε​φα​λαίου κα​θώς τώρα εφαρμόζουμε ένα μα​γνη​​τικό πεδίο
 (της μορφής (3.6)

 για το διανυ​σμα​τι​κό δυναμικό Α.
(3.1)

). Χωρίζουμε τη συ​ζή​τη​ση σε δύο υπο-ενότητες ώστε να εί​ναι πιο εύκολο να την παρακολουθήσει κα​νείς. Στην παρακάτω ανά​λυ​ση υιοθετούμε (όπως και στην προηγούμενη ενότητα) τη βαθ​μίδα 
3.2.1  Η Χαμιλτονιανή και οι ιδιοτιμές της
Σημειώνεται κατ’ αρχήν ότι ασχολούμαστε με την περίπτωση του απειρόβαθου πηγαδιού κα​τά τον άξονα z, οπότε εξ ορισμού στη Χαμιλτονιανή δεν θα εμφανίζεται όρος της μορ​φής V(z). H Χαμιλτονιανή θα προκύψει από τη σχέση 
(3.6)

) όπου όμως πρέπει να προσθέσουμε και έναν όρο της μορφής (3.8)

 (αντικαθιστώντας και το διανυσματικό δυναμικό από την  GOTOBUTTON ZEqnNum507446  \* MERGEFORMAT  για να συνυπολογίσουμε την αλληλεπίδραση του μαγνητικού πε​δί​ου Β με το σπιν του ηλεκτρονίου 
[image: image166.wmf]ˆ

s

. Ο παράγοντας  μΒ συμβολίζει τη μαγνητόνη του Bohr για την οποία ισχύ​ει:
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όπου m είναι η μάζα ηρεμίας του ηλεκτρονίου. Το g* (~2) είναι ο γυρομαγνητικός παρά​γο​​​ντας για το σπιν του ηλεκτρονίου ενώ ο τελεστής του σπιν 
[image: image168.wmf]ˆ

s

 έχει τις ιδιοτιμές ±1/2. Τε​λικά προ​κύπτει για τη Χαμιλ​το​νιανή:
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Όπως όμως φαίνεται πολύ εύκολα από την παραπάνω μορφή της Χαμιλτονιανής, ο τελευταίος όρος (που αναφέρεται στο σπιν) είναι απλώς προσθετικός, επομένως μπορεί προς το παρόν να αγνοηθεί,
 με την προϋπόθεση στο τέλος της ανάλυσης να θυμηθούμε να προσθέσουμε έναν κατάλληλο σχετικό παράγοντα στην ιδιοενέργεια ε΄ που θα έχει ως τό​τε προκύψει. Επομένως, μπορούμε να γράψουμε (με τις παραπάνω διευκρι​νί​σεις κατά νου) τη χρονο-ανεξάρτητη εξίσωση του Schrö​di​n​ger (2.1) ως εξής:
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Η τελευταία σχέση τυπικά είναι πανομοιότυπη με την (3.9)

 που προέκυψε στην περί​πτω​ση των τριών διαστάσεων. Ωστόσο, τώρα πρέπει να λάβουμε υπόψη μας και το γεγονός ότι το υμένιο είναι λεπτό κατά τον άξονα z, κάτι που αντανακλάται στη σχέση (2.8) η ο​ποία αναπαράγεται εδώ για λόγους ευκολίας:
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Οδηγούμαστε επομένως, λόγω της μορφής της Χαμιλτονιανής που εμφανίζεται στην (3.18)

 να γράψουμε τη συνολική κυματοσυνάρτηση ψ(r) στη μορφή (2.6):
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έχοντας υπόψη ότι η v(z) αποτελεί τη γνωστή λύση που βγαίνει με βάση τις (2.10) και (2.11):
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και με ενέργεια Εn (σχέση 2.14) για την κίνηση στη διεύθυνση z:


[image: image174.wmf]2

2

2

8

n

h

En

md

=


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.22)

Το δεδομένο αυτό μας οδηγεί στο να ξα​να​γράψουμε τη χρονο-ανεξάρτητη εξί​σω​ση του Schrö​di​n​ger (3.18)

 για τις δύο εναπομείνασες διαστάσεις ως εξής:
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Παρατηρούμε όμως ότι η συντεταγμένη x δεν εμφανίζεται στη Χαμιλτονιανή. Αν αυτό συν​δυαστεί με τις γνωστές σχέσεις:
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βγαίνει το άμεσο συμπέρασμα:
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Αυτό όμως συνεπάγεται πως οι τελεστές 
[image: image178.wmf]ˆ

x

p

 και 
[image: image179.wmf]ˆ
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 έχουν κοινές ιδιο​κα​​τα​​στά​σεις. Με δε​​​​δο​​μένο ότι οι ιδιοκαταστάσεις του τελεστή 
[image: image180.wmf]ˆ

x

p

 γράφονται στη μορφή 
[image: image181.wmf]exp()

x

ikx

 (όπου kx είναι η ιδιοτιμή του τελεστή 
[image: image182.wmf]ˆ

x

p

 διαιρεμένη με ħ), μπορούμε να γράψουμε τις κοινές ιδιο​καταστάσεις των 
[image: image183.wmf]ˆ

x

p

 και 
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H

 στη μορφή:
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Αν αντικαταστήσουμε τώρα την (3.23)

 και κάνουμε ένα βήμα ακόμη, προ​κύ​πτει:
(3.26)

 στην 
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Οπότε με λίγες αλγεβρικές πράξεις ακόμη και κάποια αναδιάταξη των όρων παίρνουμε:
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Αν τώρα κάνουμε τις αντικαταστάσεις
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και:
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με το ωc να δίνεται από τη σχέση (3.28)

 γράφεται ως εξής:
(3.2)

, τότε η 
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όπου εμφανίζεται ολική παράγωγος καθώς η w(y) είναι συνάρτηση μονάχα του y. Όπως και στην προηγούμενη ενότητα, η εξίσωση που προέκυψε για την w(y) εί​ναι ίδια με εκείνη που προκύπτει για έναν αρ​μο​​νικό ταλα​ντω​τή ο οποίος κινείται κατά τον άξονα y, γύρω από το σημείο yo,
 με φυσική συ​​​χνό​​τη​τα ωc. Επομένως, με βάση τα αποτελέσματα της συ​ζή​τησης που κάναμε στην υπο-ενό​τη​τα 2.3.3 (βλ. σχέση (2.78)) προκύπτει ότι οι ιδιο​ενέρ​γειες της εξίσωσης (3.31)

 είναι:
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επομένως:
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όπου ο ακέραιος 
[image: image193.wmf]L

n

 είναι μεγαλύτερος ή ίσος του μηδενός. Στην παραπάνω σχέση, ο μεν δεύ​τερος όρος αντιστοιχεί κατά τα γνωστά στον πε​ριο​ρι​σμό κατά τον άξονα z, ο δε πρώ​τος όρος αντιστοιχεί σε περι​στρο​φική κίνηση στο επί​πεδο που είναι κάθετο στο μαγνη​τι​κό πεδίο B (δηλαδή στην πε​ρί​​πτωσή μας: στο επί​πε​δο x y). Οι ενεργειακές στάθμες (3.13)

 για δύο δια​στά​σεις) αποτελούν τις στάθ​μες Landau για το πρό​βλημά μας. Αυτές θα συ​ζη​τηθούν κά​πως εκτεταμένα στην επόμενη υπο-ενότητα.
(3.33)

 (που δεν είναι τίποτα άλλο παρά το αντίστοιχο της πε​ρί​πτωσης 

Έχοντας υπολογίσει την ιδιοενέργεια ε΄, ήρθε η ώρα να «θυμηθούμε» τον όρο στην 
(3.17)

 που σχετίζεται με το σπιν ( GOTOBUTTON ZEqnNum525607  \* MERGEFORMAT ) τον οποίο είχαμε ως τώρα σκόπιμα α​φή​σει. Σύμφωνα με τα όσα είχαμε σημειώσει στην αρχή της παρούσας υπο-ενότητας, κά​νο​ντας και την αντι​​​κα​τά​σταση g* = 2, θα ισχύει:
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όπου το πρόσημο στον τελευταίο όρο έχει να κάνει με τον προσανατολισμό του σπιν
 (θετι​κό πρόσημο για σπιν «πάνω», αρνητικό πρόσημο για σπιν «κάτω»). Αν αντι​κα​τα​στή​σου​με τώρα την (3.34)

 παίρνουμε την τελική σχέση για τη συνολική ενέργεια ε του ηλεκτρονίου:
(3.33)

 στην 
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Ένα ενδια​φέ​ρον θέμα που τίθεται στο σημείο αυτό είναι ότι η συνολική ενέργεια η​λεκτ​​​ρο​νίου μέσα σε λεπτό υμένιο υπό την επίδραση μαγνητικού πεδίου (βλ. σχέση (3.13)

) αποτε​λεί​ται από συνεχείς τιμές (ή έστω οιονεί συνεχείς – βλ. ενότητες 1.2 και 3.2.2), επομένως δεν υπάρχουν χά​σματα ανάμεσα στις διάφορες τιμές της ενέργειας.
(3.35)

) αποτελείται από διακριτές στάθμες, ενώ τα χάσματα που υπάρ​​χουν ανάμεσα στις στάθ​μες αυτές δεν στεγάζουν καταστάσεις ηλεκτρονίων. Αντίθετα, η συνολική ενέρ​γεια ηλεκτ​​ρο​νίου σε τρισδιάστατο σύστημα υπό την επίδραση μαγνητικού πεδίου (βλ. σχέση 
Ας περάσουμε τώρα στο ζήτημα του υπολογισμού των κυματοσυναρτήσεων. Ξε​κι​νά​με από το τέλος: η (3.32)

 θα είναι (σύμφωνα με τη σχέ​ση (2.72)) της μορφής:
(3.31)

 μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι οι ιδιο​συ​ναρ​​τήσεις w( y) που αντιστοιχούν στις ιδιο​​ενέρ​γει​ες 
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Με δεδομένη την w( y) μπορούμε πλέον να βρούμε την ολική κυματοσυνάρτηση ψ(r) για ένα η​λεκτ​​ρόνιο μέσα σε λεπτό υμένιο υπό την επίδραση ενός ομογενούς μαγνη​τι​κού πε​δί​ου κα​τά τη διεύθυνση z, ξεκινώντας από τη σχέ​​ση (3.36)

:
(3.26)

 (για την u(x, y)) και με τη σειρά της αντι​κα​ταστήσουμε την w( y) από τη σχέση (2.6)

. Αν χρησιμοποιή​σου​με την 
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Ένα καταληκτικό σχόλιο που ίσως ταιριάζει στο σημείο αυτό έχει να κάνει με ένα φαι​​νο​μενικό παράδοξο στο οποίο οδηγεί η (3.4)

, η οποία ωστόσο (αν ακολουθήσει κανείς πορεία ανάλογη με αυτήν των προη​γου​μέ​νων σε​λί​δων) οδηγεί στην κυματοσυνάρτηση:
(3.6)

 για το διανυσματικό δυναμικό Α. Μία αφελής από​πει​ρα επίλυσης του προβλήματος αυτού θα ήταν η επιλογή της βαθμίδας Landau (3.37)

. Βλέπουμε ότι η εξάρτηση της κυματο​συ​νάρ​τησης ψ(r) από το x είναι εκείνη που θα είχε το ηλεκτρόνιο εάν στον άξονα αυτόν ήταν ελεύθερο. Αντίθετα, η ταλαντωτική/«περιστροφική» κίνηση φαίνεται να παρου​σιά​ζε​ται μόνο στον άξονα y. Στην κλασική φυσική όμως (όπως σημειώσαμε στην αρχή του κε​φα​​λαίου για την αντίστοιχη τρισδιάστατη περίπτωση) η κίνηση του ηλεκτρονίου στο επί​πεδο έχει κυκλική συμμετρία. Υποψιάζεται κανείς ότι το πρόβλημα έχει να κάνει με την αρ​χική μας επιλογή βαθμίδας 
        
[image: image199.wmf](

)

(

)

2

00

21

()expsin

2

LL

cc

nny

mm

n

Axxxxikyz

dd

ww

p

y

éù

éù

æö

=---+

êú

ç÷

êú

èø

ëû

ëû

r

hh

H
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που (ενώ αντιστοιχεί στις ίδιες ενέργειες (3.5)

, οπότε και θα είχαν προκύψει κυματοσυναρτήσεις προφανούς κυ​​κλι​​κής συμμετρίας.
(3.33)

 όπως και πριν) δίνει την εντύ​πω​ση ευθύ​γραμ​μης (ελεύθερης) κίνησης κατά τον άξονα y και ενώ τώρα η ταλαντω​τι​κή/«περι​στρο​φι​κή» κίνηση έχει μεταφερθεί στον άξονα y. Το πρόβλημα όμως (η ανα​ντι​στοι​​χία ανά​με​σα στην κλασική φυσική και στην κβαντομηχανική κυματοσυνάρτηση) δεν έχει αντιμε​τω​πιστεί. Αποδεικνύεται
 ότι τούτο θα είχε επιτευχθεί αν είχαμε αρχικά επιλέξει τη συμ​​με​τρική βαθμίδα 
3.2.2  Εκφυλισμός των σταθμών Landau
Στην παρούσα υπο-ενότητα θα κάνουμε μία σύγκριση μεταξύ του ενεργειακού φάσματος ε​​νός ηλεκτρονίου χωρίς την εφαρμογή εξωτερικού πεδίου και του ενεργειακού φάσματος ε​​νός ηλεκτρονίου υπό την επίδραση μαγνητικού πεδίου. Στην πορεία της σύγκρισης αυ​τής θα βρούμε και μία έκφραση για τον εκφυλισμό των σταθμών Landau
 (πάντοτε για την περίπτωση ενός δισδιάστατου συστήματος η οποία και μας απασχολεί).


Το ουσιαστικό αποτέλεσμα της προηγούμενης υπο-ενότητας που θα χρησιμο​ποι​ή​σουμε επανειλημμένα στη μελέτη μας εδώ είναι βασικά η σχέση (3.35)

. Θα υποθέσουμε πα​​​ρα​πέρα ότι έχουμε να κάνουμε με μικρό πάχος υμενίου, με ισχυρά μαγνητικά πεδία (της τάξης των 5Τ – βλ. κεφάλαιο 4) με χαμηλές θερμοκρασίες και συγ​χρόνως με πυκνότητα η​λεκτ​ρονίων επαρκώς χαμηλή ούτως ώστε όλα τα ηλεκτρόνια να στεγάζονται σε κατα​στά​​σεις που συνδέονται με τη χαμηλότερη δέσμια κατάσταση του πηγαδιού δυναμικού κα​τά τη διεύθυνση z (βλ. σελ. 26).
 Με άλλα λόγια, σε όλα τα πα​​ρα​κάτω ο παράγο​ντας En θα εμφανίζεται στη συνολική ενέργεια μόνο υπό τη μορφή της ενερ​γειακής στάθ​μης E1:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.39)

Παρατηρούμε ότι οι ενεργειακές στάθμες 
(3.37)

 χαρακτηρίζονται από τους κβαντικούς αριθ​μούς (3.39)

 είναι καταφανώς εκφυλισμένες ως προς το kx, αφού οι κυματοσυναρτήσεις  GOTOBUTTON ZEqnNum146523  \* MERGEFORMAT και 
[image: image202.wmf]x

k

 ενώ οι αντίστοιχες ιδιοτιμές ενέργειας από τους κβαντικούς αριθμούς 
[image: image203.wmf]L

n

 και 
[image: image204.wmf]n

 μόνο. Για τον λόγο αυτόν, καθώς και εξαιτίας του ότι στην κυματοσυνάρτησή μας 
(3.37)

 ο άξονας x είναι ο μόνος που φαίνεται να αντιστοιχεί σε κίνηση ελεύθερου σω​ματιδίου, θα επικεντρωθούμε τώρα σε τούτο τον κυματαριθμό. Όπως κάναμε και στην υπο-ενότητα 2.1.2, μπορούμε να υποθέσουμε ότι ο κρύσταλλος έχει τετρα​γω​νικό σχήμα στο ε​πί​πεδο x y και επομένως έχει «μήκος» L και «πλάτος» L. Επιπλέον, μπορούμε να υποθέ​σου​με ότι για L επαρκώς μεγάλο (π.χ. L2  GOTOBUTTON ZEqnNum125347  \* MERGEFORMAT  ħ / mωc)
 δεν θα υπάρξει κάποια αλλοίωση του προβλήματος εάν θεωρήσουμε περιοδικές συνοριακές συνθήκες (συνθήκες Born – von Kar​man). Εφόσον έχουμε ήδη σημειώσει ότι μας απασχολεί προς το παρόν μόνο ο ά​ξο​νας x, παίρνουμε τις περιοδικές συνοριακές αυτές συνθήκες μόνο για τον άξονα x:
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Η συνθήκη αυτή, αν συνδυαστεί με τη μορφή της κυματοσυνάρτησής μας (3.37)

, οδηγεί στις εξής τιμές για το kx:
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όπου ο b είναι ακέραιος. Ξανασυναντάμε επομένως εδώ τη μετατροπή του συνεχούς ε​νερ​γειακού φάσματος ενός ελεύθερου και μη περιορισμένου ηλεκτρονίου σε ένα σχεδόν συνεχές (οιονεί συνεχές το ονομάσαμε στο κεφάλαιο 1) φάσμα όταν το ηλεκτρόνιο περιορίζεται σε έναν κρύσταλλο μεγάλου εμβαδού στο επίπεδο x y.


Σημειώνεται παρενθετικά στο σημείο αυτό ότι εφόσον υιοθετήσαμε περιοδικές συνοριακές σύνθηκες για τη διεύθυνση x, θα έχει αλλάξει και η κανονικοποίηση του σχε​τι​κού σκέλους της κυματοσυνάρτησης, επομένως η συνολική κυματοσυνάρτηση ψ(r) (3.37)

 για το ηλεκτρόνιο θα έχει τώρα τη μορφή:
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Ας περάσουμε τώρα στο ζήτημα του εκφυλισμού των ενεργειακών σταθμών Lan​dau: αυτός προκύπτει από το γεγονός ότι κάθε ακέραιος 
[image: image209.wmf]L

n

 συνδέεται με πολλές τιμές για το kx, δηλαδή υπάρχουν πολλές γραμμικά ανεξάρτητες ιδιοκαταστάσεις που αντι​στοι​χούν στην ίδια τιμή του 
[image: image210.wmf]L

n

. Πιο συγκεκριμένα, θυμόμαστε κατ’ αρχήν ότι η εξί​σω​ση του Schrö​di​n​ger για το πρόβλημα του ηλεκτρονίου μέσα σε ένα μαγνητικό πεδίο οδήγησε στην εξίσωση του αρ​μονικού τα​λα​ντωτή (3.31)

. Όπως έχουμε ήδη τονίσει, το yo μας φέρ​νει στο νου το κέ​ντρο της αντίστοιχης κλασικής κυκλικής κίνησης. Επομένως, για την περίπτωσή μας μπο​​​ρούμε να πάρουμε το yo να βρίσκεται από 0 έως L.
 Άμεση συ​νέ​πεια είναι ότι η μέ​γι​​στη τιμή του yo θα ισούται με L. Συμβολικά, έχουμε επομένως:
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Αν όμως θυμηθούμε τον ορισμό του yo από τη σχέση (3.29)

 παίρνουμε:
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Η τελευταία, σε συνδυασμό με την (2.23)

, οδηγεί στο αποτέλεσμα:
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Από την 
(3.45)

 μπορούμε απλούστατα να βρούμε τη μέγιστη τιμή του b η οποία όπως φαί​νεται είναι θετική. Ωστόσο, το b είναι απλώς ένας ακέραιος, οπότε συνολικά θα υπάρ​χουν bmax θετικές τιμές του b. Όμως, το πλήθος των διαφορετικών τιμών του b (που ισού​ται με το πλήθος των δια​φο​ρε​​τι​κών τιμών του kx) μας δείχνει απλούστατα το πόσες τι​μές του kx συνδέονται με κάθε τιμή του ακεραίου  GOTOBUTTON ZEqnNum980135  \* MERGEFORMAT , δηλαδή μας δείχνει τον εκφυλισμό
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Σχήμα 3.1  Αριστερά: σχεδόν συνεχές (αλλά διακριτό) φάσμα για ηλεκτρόνιο περιο​ρισμένο σε

μεγάλη επιφάνεια. Το ενεργειακό διάστημα ħωc καλύπτει 
[image: image219.wmf]g

 καταστάσεις κίνησης ελεύθερου σωματιδίου.

Δεξιά: ισαπέχουσες στάθμες Landau. Η απόσταση μεταξύ δύο διαδοχικών σταθμών Landau (καθεμία από τις οποίες έχει εκφυλισμό 
[image: image220.wmf]g

) είναι ħωc. 
μίας στάθμης Landau. Με άλλα λόγια, το bmax θα ισούται με τον εκφυλισμό 
[image: image221.wmf]g

 οπότε από την (3.45)

 παίρνουμε:
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Προκύπτει επομένως ότι το ενεργειακό φάσμα ενός περιορισμένου ηλεκτρονίου αλ​λάζει από σχεδόν συνεχές για B = 0 σε διακριτό (με τον εκφυλισμό κάθε στάθμης να δίνεται από την 
(3.39)

 ότι η από​στα​​ση με​τα​ξύ δύο διαδοχικών σταθμών Landau είναι ħωc. Το ότι καθεμία από τις στάθ​μες Landau έ​χει εκφυλισμό (3.46)

) για B > 0. Αυτό δίνεται ιδιαίτερα παραστατικά στο σχήμα 3.1. Το σχήμα αυτό δίνει και κάποιες πληροφορίες ακόμη. Πρώτον, για σταθερό προσα​να​το​λι​σμό σπιν (και με το E1 να είναι εξ ορισμού σταθερό) βλέ​πουμε από την  GOTOBUTTON ZEqnNum515472  \* MERGEFORMAT  (επομένως αντιστοιχεί σε 
[image: image224.wmf]g

 καταστάσεις κίνησης ε​λεύ​θε​ρου σωματι​δί​ου) σημαίνει ότι 
[image: image225.wmf]g

 θα είναι και ο αριθμός των καταστάσεων κίνησης ε​λεύ​θερου σωμα​τι​δίου που αντιστοιχούν στο ενεργειακό διάστημα ħωc. Δεύτερον, παρα​τη​ρεί κα​νείς αυθόρμητα την ομοιότητα μεταξύ των ισαπεχουσών σταθμών Landau και των ισα​​πε​χου​σών σταθμών του αρμονικού ταλαντωτή (σχήμα 2.10). Η φασματική αυτή ομοιό​τη​τα προέκυψε προφανώς από την αντίστοιχη ομοιότητα στις Χαμιλτονιανές για τις δύο πε​ρι​πτώ​σεις την οποία εξετάσαμε παραπάνω.

Ένα κάπως διαφορετικό ζήτημα έχει να κάνει με τον παράγοντα L2 που εμφανί​ζε​ται στην παράσταση του εκφυλισμού (3.46)

.
 Eίναι ίσως χρήσιμο να ορί​σει κα​νείς ένα νέο μέγεθος NL το οποίο να ισούται με τον αριθμό των καταστάσεων σε μία στάθ​μη Lan​dau ανά μονάδα επιφάνειας του υμενίου, οπότε:
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Εν κατακλείδι, για να καλύψουμε την περίπτωση που το ζήτημα του «πόσες κβα​ντώ​σεις, σε ποιους ά​ξο​νες και γιατί, έχουμε συναντήσει ως τώρα» παραμένει κάπως θολό για τον αναγνώστη, δίνουμε τώρα μία βιαστική σύνοψή του. Στο προηγούμενο κεφάλαιο (εξέ​​ταση ηλεκτρονίου σε λεπτό υμένιο χωρίς την εφαρμογή εξωτερικού πεδίου) συνα​ντή​​​σαμε αρχικά μία «κανονική» κβά​ντωση και είδαμε ύστερα δύο «οιονεί» κβα​ντώ​σεις.
 Η «κανο​νι​κή» κβάντωση έγινε κατά τη διεύθυνση z και είχε ως αιτία το γεγονός ότι το μέγεθος του κρυ​στάλ​λου είναι περιορισμένο κατά τη διεύθυνση αυτή. Οι δύο «οιο​νεί» κβαντώσεις έγιναν κατά τη διεύ​θυν​ση x και κατά τη διεύθυνση y και είχαν ως αιτία κυ​ρί​ως την επιβολή κάποιων συνοριακών συνθηκών. 
Στο παρόν κεφάλαιο (εξέ​ταση ηλεκτρο​νί​ου σε λεπτό υμένιο χωρίς την επί​δρα​ση μα​​γνη​​τικού πε​δί​ου) πήραμε δεδομένη μία «κανονική» κβάντωση, είδαμε μία νέα «κα​νο​​νική» κβά​ντωση και τέλος πραγματοποιήσαμε μία «οιονεί» κβάντωση. Η «κανο​νι​κή» κβά​​ντωση που πήραμε ως δεδομένη αφορούσε στη διεύθυνση z και είχε ως αιτία το γεγονός ότι το μέ​γεθος του κρυ​​στάλ​​λου είναι περιορισμένο κατά τη διεύθυνση αυτή, ενώ δεν είχε σχέ​ση με την ύ​παρ​​ξη του μαγνητικού πεδίου. Η δεύτερη «κανονική» κβάντωση που συ​να​ντήσαμε είχε να κάνει με την ύπαρξη του μαγνητικού πεδίου, και αφορούσε στην κβά​ντω​ση της κίνη​σης στο επίπεδο x y, ενώ οδήγησε στην εμφάνιση της έν​νοιας των σταθ​​​μών Landau. Τέλος, η «οιονεί» κβάντωση που συναντήσαμε έγινε κατά τη διεύ​​θυν​ση x και είχε ως αιτία κυρίως τη θέλησή μας να δώσουμε βολικές συνοριακές συν​​θή​κες. Η τε​λευ​​​ταία αυτή κβάντωση ήταν κάπως «τεχνητή», υπό την έννοια ότι θα μπο​ρούσε κάλ​λι​στα να είχε λάβει χώρα στον άξονα y αν είχαμε διαλέξει κα​τά​λ​λη​λη βαθ​μίδα για το δια​νυσματικό δυναμικό Α.

3.3 Κίνηση ηλεκτρονίου σε δύο διαστάσεις υπό την επίδραση μαγνη​τι​κού πεδίου: πυκνότητα καταστάσεων
Έχοντας δει στο προηγούμενο κεφάλαιο τη σπουδαιότητα της έννοιας της πυκνότητας κα​​τα​​στάσεων και παράλληλα έχοντας συναντήσει στο παρόν κεφάλαιο τη νέα συμπε​ρι​φο​ρά που παρουσιάζει ένα δισδιάστατο σύστημα ελεύθερων ηλεκτρονίων υπό την επί​δρα​ση μαγνητικού πεδίου, γεννάται η εύλογη απορία του πώς θα μεταβάλλεται η πυ​κνό​τη​τα καταστάσεων για ένα τέτοιο σύστημα υπό την επί​δρα​ση μαγνητικού πεδίου.
 Για να δώσουμε απάντηση στο ερώτημα αυτό, θα ξεκινήσουμε από τον ορισμό της πυκνό​τη​τας κατα​στά​σε​ων για δισδιάστατο κρύσταλλο που δίνεται από τη σχέση (2.37):
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.48)

όπου, όπως είπαμε τότε, η άθροιση για όλα τα k, στη σχέση αυτή, υπονοεί άθροι​ση για όλους τους κβαντικούς αριθμούς που καθορίζουν την κίνηση του ηλεκτρονίου. Στην παρούσα περίπτωση
 οι δυνατές ενέργειες του ηλεκτρονίου δίνονται από τη σχέση 
(3.39)

, οπότε η άθροιση θα πρέπει να γίνεται για όλα τα  GOTOBUTTON ZEqnNum146523  \* MERGEFORMAT  και kx οπότε η (2.37)

 ξανα​γρά​​φε​ται ως εξής:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.49)

Επειδή όμως οι ιδιοενέργειες είναι ανεξάρτητες από το kx, μπορούμε να πραγματο​ποιή​σουμε την άθροιση για kx απευθείας, οπότε προκύπτει:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.50)

Αν τώρα αντικαταστήσουμε το 
[image: image231.wmf]g

 από την (3.46)

 παίρνουμε:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.51)

Βλέπουμε επομένως ότι η πυκνότητα καταστάσεων στην περίπτωση αυτή προκύπτει ιδιαί​​τερα ιδιόμορφη, καθώς ισούται με μηδέν παντού, εκτός από τις διακριτές ενέργειες (3.39)

 στις οποίες απειρίζεται. Το δεδομένο αυτό φαίνεται παραστατικά στο σχήμα 3.2: 
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Σχήμα 3.2  Πυκνότητα καταστάσεων σε ένα 2DEG υπό την επίδραση μαγνητικού πε​δίου. Φαίνε-

      ται επίσης η σταθερή πυκνότητα καταστάσεων (σχήμα 2.4 για 
[image: image234.wmf]12
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) που α-

      ντιστοιχεί στην απουσία μαγνητικού πεδίου.
Σημειώνεται ότι για να σχεδιάσουμε την πυκνότητα καταστάσεων υπό την επίδραση μα​γνη​τικού πε​δί​ου, και πιο συγκεκριμένα για να σχεδιάσουμε τα ζευγάρια των σταθμών γύ​ρω από τα ημιπεριττά πολλαπλάσια των ħωc, κάναμε κάποια σιωπηρή παραδοχή για την ε​νερ​γό μάζα του ηλεκτρονίου, καθώς εάν η ενεργός μάζα του ηλεκτρονίου ήταν ίση με τη μάζα ηρεμίας του ηλεκτρονίου τότε θα ίσχυε ħωc = 2μBB (όπως προκύπτει εύκολα από τις σχέσεις 
(3.16)

) κάτι που θα ήταν εμφανές και στο σχήμα 3.2. Τονίζεται ακό​μη (για την κατανοήση τόσο του σχήματος 3.2 όσο και των δύο επομένων) ότι τα βέ​λη δεί​χνουν την κατεύθυνση της μαγνητικής ροπής του ηλεκτρονίου. Στο σημείο αυτό χρει​ά​​ζεται προσοχή καθώς, επειδή το ηλεκτρόνιο είναι αρνητικά φορτισμένο σωματίδιο, η μα​γνητική του ροπή έχει κατεύθυνση που είναι αντίρροπη της κατεύθυνσης του ίδιου του σπιν. Δίπλα από κάθε στάθμη Landau υπάρχει ένας χαρακτηριστικός συνδυασμός α​ριθ​μού και βέλους και ο συνδυασμός αυτός ταυτοποιεί αμφιμονοσήμαντα κάθε στάθμη. Ο μεν αριθμός εί​​ναι απλώς ο ακέραιος (3.2)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum410772  \* MERGEFORMAT  στη σχέση 
(3.39)

, ενώ το βέλος έχουμε ήδη περι​γρά​ψει τι ση​μαί​​​νει. Για παράδειγμα, η στάθμη 2↓ αντιστοιχεί στο  GOTOBUTTON ZEqnNum146523  \* MERGEFORMAT  και σε μαγνη​τι​κή ροπή προς τα κάτω, επομένως σε σπιν προς τα πάνω, επομένως στο πάνω (θετικό) πρό​σημο στη σχέση (3.39)

.


Ένα ενδιαφέρον δεδομένο, που παράλληλα αποτελεί και μία μορφή αυτο-ελέγχου μας για κάποιους από τους παραπάνω υπολογισμούς, σχετίζεται με έναν εναλλακτικό τρό​πο υπο​​λογισμού του μεγέθους NL (το οποίο ορίσαμε ίσο με τον αριθμό των κατα​στά​σε​ων σε μία στάθ​​μη Landau ανά μονάδα επιφάνειας του υμενίου): αυτός συνίσταται στο ότι ο α​ριθ​μός των καταστάσεων που συνδέονται με καθεμία από τις στάθμες Landau μπο​​ρεί να καθοριστεί από την απαίτηση η μέση πυκνότητα καταστάσεων να είναι η ίδια με ή χω​ρίς το πεδίο. Από το σχήμα 3.2 φαίνεται εύκολα ότι υπάρχουν δύο στάθμες Landau (μία για κάθε προσανατολισμό του σπιν) σε ένα ενεργειακό διάστημα ħωc. Εάν κά​​θε στάθμη περιέχει NL καταστάσεις τότε η μέση πυκνότητα καταστάσεων υπό την επί​δρα​​ση του πεδίου θα είναι απλώς: 2NL / ħωc. Εάν εξισώσει κανείς αυτό το αποτέ​λε​σμα με την πυκνότητα καταστάσεων χωρίς την εφαρμογή του μαγνητικού πεδίου (σχέση (2.41) για 
[image: image237.wmf]12

EE

e

<<

)  παίρ​νει:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (3.52)

απ’ όπου προκύπτει για το NL το ίδιο αποτέλεσμα που είχαμε βρει πριν, (3.47)

.

Ακολουθώντας ήδη παγιωμένη μας τακτική, για να καλύψουμε την περίπτωση που το ζήτημα του «τι είδους πυκνότητες καταστάσεων έχουμε συναντήσει ως τώρα» πα​ρα​μένει κάπως θολό για τον αναγνώστη, δίνουμε τώρα μία βιαστική σύνοψή του. Στο προη​γού​​μενο κεφάλαιο (εξέ​ταση ηλεκτρονίου σε λεπτό υμένιο χωρίς την εφαρμογή εξωτερι​κού πεδίου) υπολογίσαμε την πυκνότητα καταστάσεων η οποία προέκυψε ότι έχει τη μορ​φή αθροί​σμα​τος μοναδιαίων βηματικών συναρτήσεων (μορφή «σκαλοπα​τι​ών»), και υπό συγκεκριμένες συνθήκες (
[image: image239.wmf]12
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) είναι απλώς σταθερή. Κά​να​με ακόμη ανα​φο​ρά στην περί​πτω​ση του τρισ​διά​στα​του συστήματος χωρίς την εφαρ​μο​γή εξω​τερι​κού πε​δί​ου και είδα​με ότι η πυκνότητα κα​ταστάσεων είναι ανάλογη του 
[image: image240.wmf]e

. Από την άλλη, στο πα​ρόν κε​φά​λαιο (εξέ​ταση η​λεκτ​ρο​​νί​ου σε λεπτό υμένιο υπό την επί​δρα​ση μα​γνη​​τι​κού πε​δί​ου) υπολογίσαμε την πυκνότητα καταστάσεων η οποία προ​έ​κυ​ψε πως έχει τη μορ​​φή α​θροί​​σμα​τος συναρτήσεων δέλτα. Ουσιαστικά μπορεί να πει κανείς (για την πε​ρί​πτω​ση ε​νός δισδιάστατου συστήματος) ότι η εφαρμογή ενός πεπερασμένου μαγνητικού πε​δίου εί​χε ως συνέπεια την αλλαγή της πυκνότητας καταστάσεων από με​ταλ​λική που ήταν (κα​θώς δεν είχε χάσματα για 
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) σε τέτοια μορφή όπου είναι είτε με​ταλλική (όταν το χη​μι​κό δυναμικό
 συμπίπτει με τις ιδιοενέργειες του συστή​μα​τος) εί​τε μονωτική (όταν το χη​μι​κό δυναμικό δεν συμπίπτει με τις ιδιοενέργειες του συστή​μα​τος) – θα συζητήσουμε το ζήτημα αυτό πιο αναλυτικά αμέσως μετά.


Ας δούμε όμως τώρα τι συμβαίνει στο σύστημά μας καθώς μεταβάλλει κανείς το μα​​γνη​​τικό πεδίο B. Όταν αυξάνεται το μαγνητικό πεδίο, αυξάνεται (όπως φαίνεται από τη σχέ​ση (3.47)

)και ο αριθμός των καταστάσεων που συνδέονται με κάθε στάθμη Landau. Αυτό έχει ως συνέπεια τη μείωση του αριθμού των σταθμών που απαιτούνται για να στε​γα​στούν όλα τα ηλεκτρόνια του συστήματος. Εάν η θερμοκρασία είναι επαρ​κώς χαμηλή (ή το μαγνητικό πε​δίο είναι επαρκώς υψηλό)
 ώστε να μην λαμβάνει χώρα θερμική διέγερση ενός ηλεκτ​ρο​νίου από μία στάθμη Landau σε μία άλλη, τότε προκύπτει η κατάσταση που περι​γρά​φε​ται στο σχήμα 3.3 (στο οποίο το NS συμβολίζει τον αριθμό των ηλεκτρονίων ανά μο​νά​δα επιφάνειας).
Όπως φαίνεται στο πρώτο από τα τρία «διαγράμματα» του σχήματος 3.3, όταν το πεδίο εί​ναι B1 τότε είναι πλήρως κατειλημμένες οι τέσσερεις χαμηλότερες στάθμες Landau και είναι μερικώς κατειλημμένη η πέμπτη στάθμη. Εφόσον στην ενέργεια της τελευταίας αυ​τής στάθμης συνυπάρχουν κατειλημμένες και μη κατειλημμένες καταστάσεις, προκύπτει ότι το χημικό δυναμικό των ηλεκτρονίων θα ταυτίζεται με την ενέργεια αυτή. Η ενέργεια της πέμπτης στάθμης αυξάνεται όσο αυξάνεται το μαγνητικό 
[image: image242.jpg]



Σχήμα 3.3  Περιγραφή του πώς καταλαμβάνονται οι στάθμες Landau υπό την επίδραση διαρκώς

ισχυρότερου πεδίου (
[image: image243.wmf]123
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). Το μo είναι το χημικό δυναμικό χωρίς εξωτερικό πεδίο ενώ το μ είναι το χημικό δυναμικό υπό την επίδραση του μαγνητικού πεδίου. Οι στάθμες φαίνονται διαπλατυσμένες για λόγους αισθητικής και μόνο.

πεδίο (κάτι που φαίνεται από τη σχέση (3.47)

). Η περίπτωση αυτή (κατά την οποία μηδενίζεται ο βαθ​μός κατάληψης της πέμπτης στάθμης) με μαγνητικό πεδίο B2 απεικονίζεται στο δεύ​τε​ρο «διάγραμμα» του σχήματος 3.3. Σε ακόμη ισχυρότερο μαγνητικό πεδίο B3, έρ​χε​ται η σει​ρά της τέταρτης στάθμης να είναι μερικώς κατειλημμένη και επομένως το χημικό δυ​​να​μικό καθηλώνεται (προς το παρόν) στη στάθμη αυτή, κάτι που φαίνεται στο τρίτο «διά​γραμμα» του σχήματος 3.3.
(3.39)

 αν σκεφτούμε ότι το ωc είναι ανάλογο του B), επομένως αυξάνεται και το χημικό δυναμικό. Ωστόσο, ο αριθμός των ηλεκτρονίων στη στάθμη αυτή μειώ​νε​ται καθώς όλο και περισσότερα ηλεκτρόνια στεγάζονται στις χαμηλότερες τέσσερεις στάθ​​μες (λόγω της σχέσης 

Η κατάσταση που μόλις περιγράψαμε έχει προφανώς συγκεκριμένες συνέπειες για την εξάρτηση του χημικού δυναμικού από το μαγνητικό πεδίο, οι οποίες αναπα​ρι​στώ​νται στο σχήμα 3.4. Στο σχήμα 3.4 παρατηρούνται απότομες κατακόρυφες μεταβάσεις κά​θε φορά που είναι πλή​​ρως κατειλημμένος ένας ακέραιος αριθμός σταθμών Landau. Μά​λι​στα, για λόγους που τώρα δεν θα είναι προφανείς στον ανυποψίαστο αναγνώστη, μπο​ρούμε να υπολο​γί​σου​με τις τιμές του μαγνητικού πεδίου για τις οποίες είναι πλή​ρως κα​​τει​​​λημμένος ένας ακέ​ραιος αριθμός σταθμών Landau. Αυτό μπορεί να γίνει ως εξής: υ​πεν​​θυμίζοντας ότι υπάρ​χουν NS ηλεκτρόνια ανά μο​νά​δα επιφάνειας, προφανώς όταν το 
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Σχήμα 3.4  Το χημικό δυναμικό ως συνάρτηση του μαγνητικού πεδίου για ένα 2DEG. Οι απότο-

       μες κατακόρυφες μεταβάσεις λαμβάνουν χώρα όταν το χημικό δυναμικό περνάει α-

      πό   μία στάθμη Landau σε μία άλλη. Οι συνδυασμοί αριθμού-βέλους δείχνουν τη

      στάθμη Landau στην οποία βρίσκεται το χημικό δυναμικό.
μέ​​γεθος NS / NL ισούται με έναν θετικό ακέραιο i,
 τότε ο αριθμός των ηλεκτρονίων εί​ναι τέ​τοι​ος ώστε να καταλαμβάνεται πλήρως ένας ακέραιος αριθμός σταθμών Landau. Αν χρησιμοποιήσουμε το δεδομένο αυτό (δηλ. ότι NS / NL = i) λύνοντας συγχρόνως την (3.47)

 ως προς B, προκύπτουν οι τιμές των μαγνητικών πεδίων στις οποίες είναι πλήρως κα​τειλημμένες α​κρι​βώς i στάθμες Landau:
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Αν εξετάσει κανείς την (3.53)

 σε συνδυασμό με το ποια μεγέθη αναπαριστώνται στο σχή​μα 3.4, μπορεί να καταλάβει εύκολα γιατί οι απότομες κατακόρυφες μεταβάσεις εμ​φα​νίζονται σε τιμές του οριζόντιου άξονα που είναι της μορφής «ένα δια ακέραιος».


Φαινόμενο Hall


4.1 Κλασικό φαινόμενο Hall
Στο κεφάλαιο 3 ξεκινήσαμε από τη συζήτηση ενός τρισδιάστατου συστή​μα​τος και μετά πε​ράσαμε στο αντίστοιχο δισδιάστατο σύστημα. Στο παρόν κεφάλαιο θα επαναλάβουμε την πορεία αυτή, αλλά θα επεκτείνουμε ακόμη πιο πολύ την παρέκβαση ως προς το κύ​ρι​ο αντικείμενό μας (που είναι η κβαντομηχανική μελέτη δισδιάστατων συστημάτων): θα ξεκινήσουμε από την κλασική μελέτη συστήματος τριών διαστάσεων, θα συνεχίσουμε με την κλασική μελέτη συστήματος δύο διαστάσεων και τέλος θα καταλήξουμε στην κβα​ντο​μηχανική μελέτη συστήματος δύο διαστάσεων. Η εκκίνησή μας από το κλασικό πε​δίο οφεί​λεται τόσο στη θέλησή μας να κάνουμε πληρέστερη την ανάλυσή μας όσο και στο γε​​γονός ότι το κβαντομηχανικό φαινόμενο που επιθυμούμε να περιγράψουμε προ​κύ​πτει από παρόμοια γεωμετρία (αν και οδηγεί σε εντελώς νέα αποτελέσματα) με το αντί​στοι​χο κλα​σικό. 


Το υπό συζήτηση φαινόμενο (όπως φαίνεται στον τίτλο του παρόντος κεφαλαίου και της παρούσας ε​νό​​​​τη​τας) είναι το φαινόμενο Hall, το οποίο σχετίζεται με την εφαρ​μο​γή μαγνητικού πε​δί​ου σε έναν κρύσταλλο (εξ ου και η τοποθέτηση από μέρους μας του πα​ρόντος κε​φα​λαί​ου αμέ​σως μετά το κεφάλαιο 3) στον οποίο συγχρόνως ρέει ηλεκτ​ρι​κό ρεύμα. Όσον αφορά το κλασικό φαινόμενο Hall (που μας απασχολεί στην παρούσα ενό​τητα), η διάκριση που επιλέξαμε να κάνουμε μεταξύ της συζήτησής του αρχικά σε τρεις δια​στά​σεις και μετά σε δύο είναι εν πολλοίς τεχνητή, και πραγματοποιείται απλώς και μόνο επει​δή θα μας διευκολύνει στη σύγκριση των προβλέψεων κλασικής και κβαντικής φυ​σι​κής. Εν ο​λί​γοις, στην κλασική φυσική δεν εμφανίζονται νέα φαινόμενα λόγω του πε​ριο​ρι​σμού μίας διάστασης, αλλά εμείς χωρίζουμε τη σχετική ανάλυσή μας κυρίως για τα​ξι​νο​μικούς λόγους.

4.1.1  Κλασικό φαινόμενο Hall σε τρεις διαστάσεις
Θα δώσουμε κατ’ αρχήν (κάπως «δογματικά») ένα σημαντικό αποτέλεσμα σχετικά με το κλα​σικό φαινόμενο Hall (σε μία πολύ χρήσιμη διανυσματική μορφή) το οποίο θα εξη​γή​σου​με αναλυτικά αμέσως μετά. Όταν ένα κομμάτι κρυστάλλου τοποθετείται μέσα σε ένα μα​​γνητικό πεδίο B και την ίδια στιγ​μή περνάει από μέσα του ρεύμα επιφανειακής πυ​κνό​τη​​τας j, προκαλείται ένα εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο 
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 (που ονομάζεται πεδίο Hall) το ο​ποίο δίνεται από τη σχέση:
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όπου το RH είναι γνωστό ως συντελεστής Hall. Υπενθυμίζουμε επιπλέον τη σχέση της επι​φα​νειακής πυκνότητας j με τη μέση ταχύτητα των ηλεκτρονίων (ταχύτητα διο​λί​σθη​σης) η οποία, κατά τα γνω​στά, είναι:
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όπου Ν είναι ο αριθμός των ηλεκτρονίων ανά μονάδα όγκου και v είναι η μέση ταχύτητα των ηλεκτρονίων τη χρονική στιγμή t. 

H (4.1)

 συμπυκνώνει την ουσία του κλα​σι​κού φαινομένου Hall στη γενική πε​ρί​πτω​ση. Ωστόσο, εμείς θα ασχοληθούμε με μία συ​​γκε​κριμένη περίπτωση για να διευ​κο​λυν​θούμε στην αλγεβρική αντιμετώπιση του προβλήματος. Από δω και στο εξής, το εφαρ​μοζόμενο μαγνητικό πε​δίο θεω​​ρεί​ται πως κατευθύ​νε​ται κα​τά τη διεύ​θυνση z (προς το θετικό ημιάξονα), δη​λα​δή θεωρείται πως είναι της μορ​​φής (3.1) με B θετικό:
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Ας δούμε πρώτα, ποιοτικά, τι λαμβάνει χώρα όταν συγχρόνως με το μαγνητικό πεδίο 
(3.1)

 ρέει στον κρύσταλλο και επιφανειακή πυκνότητα ρεύματος  j κατά τα θετικά x:  GOTOBUTTON ZEqnNum640382  \* MERGEFORMAT . Λόγω της (4.2)

 η μέση ταχύτητα των ηλεκτρονίων θα είναι προς τα αρνητικά x, κατι που σημαίνει ότι η δύναμη Lorentz:
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αναγκάζει τα ηλεκτρόνια να αποκλίνουν προς τα αρνητικά y. Αυτό σημαίνει ότι προκαλείται και μία πυκνότητα ρεύματος 
[image: image252.wmf]ˆ
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. Καθώς όμως τα ηλεκτρόνια συσσω​ρεύο​νται στην κάτω επιφάνεια του κρυστάλλου, αυξάνεται ταχέως η επιφανειακή πυκνότητα φορ​​τίου σε αυτή και παράλληλα ελαττώνεται ταχέως το αρνητικό φορτίο στην απέναντι πλευρά. Αυτό, όμως, δημιουργεί ένα ηλεκτρικό πεδίο 
[image: image253.wmf]y
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 στη διεύθυνση y
 (το οποίο ου​σι​​α​​στι​κά είναι το προαναφερθέν 
[image: image254.wmf]H
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)
 το οποίο εμποδίζει την περαιτέρω συσσώρευση αρ​νη​​​τικού φορτίου, κάτι που έχει ως συνέπεια το μηδενισμό του 
[image: image255.wmf]y
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. Επομένως, στη μόνιμη κατάσταση το ρεύμα ρέ​ει πια μόνο κατά τη διεύθυνση x, αλλά 
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Σχήμα 4.1  Γεωμετρία του (κλασικού) φαινομένου Hall σε τρεις διαστάσεις.

λόγω της ύπαρξης του μα​γνη​τικού πεδίου έχει εμ​φα​νιστεί και ένα εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο 
[image: image257.wmf]y

E

. Όλα τα πα​ρα​πά​νω δίνονται συ​μπυ​​κνω​​μέ​να στο σχήμα 4.1.
Κρατώντας προς το παρόν την ανάλυσή μας όσο πιο γενική γίνεται,
 περνάμε τώ​ρα στους αναλυτικούς υπολογισμούς των διαφόρων μεγεθών που σχετίζονται με το πρό​βλη​μά μας. Η εξίσωση κίνησης καθενός ηλεκτρονίου θα είναι (βλ. παράρτημα Γ):



[image: image258.wmf]()()

()

dtt

t

dt

t

=-+

pp

F


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.5)

όπου p(t) είναι η ολική ορμή ανά ηλεκτρόνιο τη χρο​​​νική στιγμή t, τ είναι ο χρόνος με​τα​ξύ δύο διαδοχι​κών σκε​δά​σεων, δη​λα​δή ο χρό​​​​νος απο​κα​τά​στασης και F(t) είναι η μέση δύ​ναμη ανά ηλεκτρόνιο. Για να είμαστε εντελώς γενικοί, θεωρούμε ότι η δύναμη Lorentz δεν δίνεται από την (4.4)

 αλλά από την ακόμη πιο ευρείας εφαρμογής σχέση:
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Αν συνδυάσουμε την (4.5)

 αντικαθιστώντας συγχρόνως και την ορμή από τη σχέ​ση ορισμού της,
 παίρνουμε:
(4.6)

 με την 
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Στη μόνιμη κατάσταση το ρεύμα (και επομένως λόγω της (4.2)

 και η ταχύτητα) γίνεται ανεξάρτητο του χρόνου, οπότε η τελευταία δίνει:
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Χρησιμοποιώντας την (4.8)

 δίνει για τις καρτεσιανές συνιστώσες της ταχύτητας:
(3.1)

 η 
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όπου το ωc έχει οριστεί στη σχέση (3.2). Μπορούμε τώρα, αν κάνουμε κάποιες αλγεβρικές πράξεις με βάση τις τρεις τελευταίες και την (4.2)

, να βρούμε τις καρτεσιανές συνιστώσες της πυκνότητας ρεύματος:
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Το μέσο, σύμφωνα με την ως τώρα θεώρησή μας, δεν είναι ισότροπο, οπότε ο νόμος του Ohm πρέπει να γραφτεί στη γενική μορφή:
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όπου σ είναι ο τανυστής ειδικής αγωγιμότητας (ή απλά: αγωγιμότητας), ο οποίος με βά​ση τις (4.14)

 προκύπτει ίσος με:
(4.13)

 και (4.12)

, 
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όπου:
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είναι η DC ειδική αγωγιμότητα, χωρίς την επίδραση μαγνητική πεδίου. Ο νόμος του Ohm γράφεται, όμως, και στη μορφή:
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όπου ρ είναι ο τανυστής ειδικής αντίστασης, ο οποίος προκύπτει, με αντιστροφή του πί​να​κα/τανυστή της ειδικής αγωγιμότητας, ως εξής:
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Ελαττώνοντας τώρα κάπως τη γενικότητα της ανάλυσής μας, υποθέτουμε ότι το ηλεκτρικό πεδίο είναι κάθετο στο μαγνητικό πεδίο, επομένως μπορούμε να γράψουμε για τις συνιστώσες του ρεύματος:
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όπου τα σxx, σxy, σyx και σyy δίνονται από την (4.16)

. Ομοίως, μπορούμε να γράψουμε για τις συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου:
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όπου τα ρxx, ρxy, ρyx και ρyy δίνονται από την (4.19)

.


Στη μόνιμη κατάσταση δεν υπάρχει ρεύμα στη διεύθυνση y (δηλ. 
[image: image277.wmf]0
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) οπότε από την (4.21)

 παίρνουμε:
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και μέσω της (4.16)

 προκύπτει:
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το οποίο είναι το πεδίο Hall που προκαλείται και μηδενίζει το ρεύμα 
[image: image280.wmf]y

j

 στη μόνιμη κα​τά​σταση. 


Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε μία σειρά ποσοτήτων (τέσσερεις για την ακρίβεια) που παρουσιάζουν ενδιαφέρον. Πρώτον, αν αντικαταστήσουμε την (4.20)

 και λάβουμε υπόψη ότι σyx = – σxy και σyy = σxx προκύπτει:
(4.24)

 στην 
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οπότε έχουμε:
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Υπολογίσαμε δηλαδή τη διαμήκη ειδική αντίσταση.
 Ονομάζεται διαμήκης επειδή ανα​φέ​​ρεται σε «διέγερση» (
[image: image283.wmf]x

j

) η οποία είναι παράλληλη με την «απόκριση» (
[image: image284.wmf]x

E

).


Δεύτερον, αν αντικαταστήσουμε την (4.20)

 (με άλλο τρόπο απ’ ότι πριν) και λάβουμε υπόψη ότι σyx = – σxy και σyy = σxx προκύπτει:
(4.24)

 στην 
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οπότε έχουμε:
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Υπολογίσαμε δηλαδή την εγκάρσια ειδική αντίσταση.
 Ονομάζεται εγκάρσια επειδή ανα​φέ​​ρεται σε «διέγερση» (
[image: image287.wmf]x

j

) η οποία είναι κάθετη προς την «απόκριση» (
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).


Τρίτον, αν αντικαταστήσουμε το πεδίο 
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 στην (4.27)

 προκύπτει:
(4.25)

 από την 
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όπου:
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είναι ο συντελεστής Hall που αναφέραμε ορισμένες σελίδες πιο πριν. Όπως είναι προ​φα​νές, ο συντελεστής αυτός έχει το αλγεβρικό σημείο των φορέων φορτίου του ρεύματος, δηλαδή για ηλεκτρόνια είναι αρνητικός.


Τέταρτον, λόγω του πεδίου Hall το ολικό ηλεκτρικό πεδίο έχει περιστραφεί κατά μία γωνία θH (γωνία Hall) ως προς την αρχική του διεύθυνση (διεύθυνση x). Θα είναι:



[image: image292.wmf]H

tan

y

c

x

qwt

==

E

E


 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.32)

Επομένως, για 
[image: image293.wmf]1

c

wt

=

 είναι 
[image: image294.wmf]0

o

q

H

@

 ενώ για 
[image: image295.wmf]1

c

wt

?

 είναι 
[image: image296.wmf]90

o

q

H

@

.


Τέλος, ίσως είναι σκόπιμο να αναφέρουμε ότι στην πραγματικότητα, απο​τε​λέ​σμα​​τα όπως η σχέση (4.31)

 επαληθεύονται μόνο για πολύ χαμηλές θερμοκρασίες, πολύ ισχυ​ρά μαγνητικά πεδία και, το κυριότερο (βλ. παρακάτω), για δοκίμια που έχουν ετοι​μα​στεί με ιδιαίτερη προσοχή.

4.1.2  Κλασικό φαινόμενο Hall σε δύο διαστάσεις
Όπως έχουμε ήδη σημειώσει, το κλασικό φαινόμενο Hall σε δύο διαστάσεις είναι ου​σια​στι​κά πανομοιότυπο με το κλασικό φαινόμενο Hall σε τρεις διαστάσεις. Το μόνο που θα κά​νουμε στην υπο-ενότητα αυτή είναι να τροποποιήσουμε τα αποτελέσματα της προηγούμενης υπο-ενότητας για την περίπτωση που μας ενδιαφέρει τώρα,
 δηλαδή για την περίπτωση του σχήματος 4.2.

Το (μικρό) πάχος του δοκιμίου είναι d, ενώ στις διευθύνσεις x και y έχει (μα​κρο​σκο​πικές) διαστάσεις L και W. Εφαρμόζεται μαγνητικό πεδίο της μορφής (3.1)

 κατά τη διεύθυνση z και ρεύμα έντασης Ix κατά τη διεύθυνση x. Χρησιμοποιούνται δύο βολ​τό​με​τρα για να μετρούνται η διαμήκης και η εγκάρσια τάση, Vx και Vy. Από τις με​τρού​μενες τά​​​σεις μπορούν να καθοριστούν το διάμηκες και εγκάρσιο ηλεκτρικό πεδίο σύμφωνα με τις σχέσεις:
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Ορίζουμε μία δισδιάστατη πυκνότητα ρεύματος Jx ως το ρεύμα ανά μονάδα πλάτους του υμε​νίου, δηλαδή:
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Με βάση τα παραπάνω, ορίζουμε, ακόμη, ως εξής την διαμήκη και εγκάρσια δισ​διά​στα​τη ειδική αντίσταση, αντίστοιχα:
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Αξίζει να σημειωθεί ότι οι παραπάνω δισδιάστατες ειδικές αντιστάσεις μετρούνται σε ohm και όχι σε ohm ∙ metres όπως οι κανονικές (τρισδιάστατες) ειδικές αντιστάσεις.


Θα υπολογίσουμε τώρα, χρησιμοποιώντας τις δύο τελευταίες σχέσεις και τα απο​τε​​​λέ​σμα​τα της προηγούμενης υπο-ενότητας, τα 
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 (4.27)

 και 
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Σχήμα 4.2  Γεωμετρία του (κλασικού ή κβαντικού) φαινομένου Hall 
   σε δύο διαστάσεις (το d θεωρείται πολύ μικρό).
παίρ​​​νουμε:
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.38)

Ομοίως, από τις (4.35)

 παίρνουμε:
(4.29)

 και 
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 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (4.39)

Αν τώρα κάνουμε την αντικατάσταση NS = N d,  όπου NS είναι ο αριθμός ηλεκτρονίων ανά μονάδα επιφάνειας που ορίσαμε στο τέλος του κεφαλαίου 3, και συγκρίνουμε τις 
(4.37)

 παίρνουμε τις κλασικές προβλέψεις για τα (4.36)

 και (4.39)

 με τις (4.38)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum892158  \* MERGEFORMAT  και 
[image: image308.wmf]T
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Τα αποτελέσματα αυτά ειναι πανομοιότυπα με τα αντίστοιχα της τρισδιάστατης περίπτωσης (
(4.29)

) αν κάνει κανείς την αντικατάσταση N→NS. Δείχνουν ότι οι κλασικές προβλέψεις για τα (4.27)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum465537  \* MERGEFORMAT  και 
[image: image312.wmf]T
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 είναι πως: το 
[image: image313.wmf]L
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 είναι ανεξάρτητο του B ενώ το 
[image: image314.wmf]T
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 είναι γραμμικό ως προς B.

4.2 Κβαντικό φαινόμενο Hall
4.2.1  Ακέραιο κβαντικό φαινόμενο Hall
Το ακέραιο κβαντικό φαινόμενο Hall [integer quantum Hall effect] αποτελεί μία από τις πιο αξιοσημείωτες ιδιότητες των δισδιάστατων συστημάτων. Ακριβώς όπως και το κλα​σι​κό φαινόμενο Hall, εμφα​νί​ζεται όταν εφαρμόζεται κάθετα προς το δισδιάστατο σύ​στη​μα ένα ισχυρό μαγνητικό πεδίο, και συγχρόνως ρέει ηλεκτρικό ρεύμα στο επίπεδο του συ​στή​ματος. Τα πει​ρα​μα​τι​κά δεδομένα που προκύπτουν στην περίπτωση αυτή είναι αρ​κε​τά απρόσμενα, γι’ αυτό και όταν πρωτοβρέθηκαν
 είχαν προκαλέσει τρομερή εντύ​πω​ση. Η εξήγησή τους ανά​γε​ται στα «εργαλεία» που περιγράψαμε στο κεφάλαιο 3 και πρό​κει​ται να τη δώσουμε σε ποι​οτικό μονάχα επίπεδο. Ας δούμε, όμως, πιο λεπτομερώς τι ακρι​βώς είναι το φαι​νό​με​νο αυτό.

4.2.1.1  Περιγραφή του ακέραιου κβαντικού φαινομένου Hall
Το σχήμα 4.3 δείχνει τις μετρούμενες τιμές του 
[image: image315.wmf]L
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 και του 
[image: image316.wmf]T
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 συναρτήσει του μα​γνη​τι​κού πεδίου Β για ένα κατάλληλο δισδιάστατο σύστημα (για το 
[image: image317.wmf]T
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 φαίνεται η απόλυτη τι​μή του). Οι διακεκομμένες γραμμές αναπαριστούν την κλασική συμπεριφορά, που προ​βλέ​​πεται από τις σχέσεις 
(4.41)

. Όπως φαίνεται στο σχήμα 4.3, τα πειραματικά δε​δομένα είναι πάρα πολύ δια​φο​ρε​τικά από τις κλασικά προβλεπόμενες τιμές. Η εγκάρ​σια ειδική αντίσταση (4.40)

 και  GOTOBUTTON ZEqnNum589657  \* MERGEFORMAT  (που εί​ναι πά​ντοτε αυτή που ποσοτικοποιεί το φαινόμενο Hall) αυξά​νεται με σκαλοπάτια για ισχυ​​ρά πεδία. Στα οριζόντια τμήματα (πλατώ) των σκα​λο​πα​τιών αυτών η τιμή της 
[image: image319.wmf]T
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 πα​ραμένει ιδιαίτερα σταθερή σε μία τιμή που καθορίζεται από τη σχέση:
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Σχήμα 4.3  Εγκάρσια και διαμήκης ειδική αντίσταση ως συναρτήσεις του μα-

γνητικού πεδίου για ένα σύστημα GaAs / Ga0.71Al0.29As (βλ. κε-

φάλαιο 6). Οι διακεκομμένες δείχνουν την κλασικά προβλεπόμενη

συμπεριφορά. Οι ακέραιοι i καθορίζουν τις τιμές της εγκάρσιας ει-

δικής αντίστασης σύμφωνα με τη σχέση (4.42)

.
[K. von Klitzing, Physica B+C, 126, 242 (1984)]
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ή αλλιώς:
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όπου το i είναι ένας θετικός ακέραιος. Οι διάφορες τιμές του i για τα πλατώ φαί​νο​νται στο σχήμα 4.3.


Όταν η 
[image: image323.wmf]T
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 δεν βρίσκεται σε πλατώ, τότε η 
[image: image324.wmf]L

r

 παρουσιάζει απότομες εξάρ​σεις. Επι​​πρόσθετα, είναι αξιοπρόσεκτο το γεγονός ότι, στις περιοχές όπου είναι στα​θε​ρό το 
[image: image325.wmf]T
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, η διαμήκης ειδική αντίσταση 
[image: image326.wmf]L
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 είναι σχεδόν αμελητέα. Είναι σημαντικό όμως να το​νίσουμε ότι ο μηδενισμός της διαμήκους ειδικής αντίστασης 
[image: image327.wmf]L
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 δεν συνεπάγεται τον απει​ρισμό της διαμήκους αγωγιμότητας. Αυτό φαίνεται (γενικεύοντας την ανάλυσή μας) αν γράψουμε τις αντίστοιχες με τις (4.21)

 σχέσεις για την περίπτωσή μας (δισ​διά​στατο σύστημα):
(4.20)

 και 
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καθώς και τις αντίστοιχες με τις (4.23)

, πάλι για την περίπτωσή μας:
(4.22)

 και 
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Από τις τελευταίες τέσσερεις σχέσεις προκύπτουν οι αντίστοιχες με τις (4.29)

, για την περίπτωσή μας:
(4.27)

 και 
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Φαίνεται τώρα, με βάση την 
(4.48)

, ότι αν μηδενιστεί το  GOTOBUTTON ZEqnNum410456  \* MERGEFORMAT  αλλά το 
[image: image335.wmf]T

r

 παραμείνει πε​πε​ρασμένο, τότε η διαμήκης αγωγιμότητα 
[image: image336.wmf]L

s

 μηδενίζεται κι αυτή. Με άλλα λόγια, η δια​μήκης ειδική αγωγιμότητα 
[image: image337.wmf]L
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 και η διαμήκης ειδική αντίσταση 
[image: image338.wmf]L
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 μηδενίζονται ταυ​τό​χρονα. Αυτό έχει ως πρακτική συνέπεια ότι ένα επιβαλλόμενο ρεύμα προκαλεί μό​νο ένα εγκάρ​σιο ηλεκτρικό πεδίο ενώ ένα επιβαλλόμενο ηλεκτρικό πεδίο προκαλεί μόνο έ​να εγκάρσιο ρεύμα.

Αξίζει να σημειωθεί ότι, εντός ευρέων ορίων, η εκπληκτική ακρίβεια του φαι​νο​μέ​νου δεν εξαρτάται από το σχήμα, την καθαρότητα ή την ιστορία της επεξεργασίας του δο​κιμίου.
 Αυτό είναι κάτι που δεν συμβαίνει στις περιπτώσεις του κλασικού φαι​νο​μέ​νου Hall (όπως είδαμε) και του κλασματικού κβαντικού φαινομένου Hall (όπως θα δούμε πα​ρακάτω).

4.2.1.2  Ποιοτική εξήγηση του ακέραιου κβαντικού φαινομένου Hall
Στην πορεία της παρουσίασης, σε αδρές γραμμές, της εξήγησης του ακέραιου κβαντικού φαι​νομένου Hall, θα δείξουμε ότι ο βαθμός κατάληψης των σταθμών Landau είναι στενά συν​​δε​δεμένος με το φαινόμενο αυτό.
 Θα μας φανούν χρήσιμα, επομένως, τα αποτε​λέ​σμα​τα που δώσαμε στο τέλος της ενότητας 3.3. Παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον το γε​γο​νός ότι αν υπολογίσει κανείς την εγκάρσια ειδική αντίσταση για τις τιμές Bi του μα​γνη​τι​κού πεδίου που δείχνουν πότε καταλαμβάνεται πλήρως ένας ακέραιος αριθμός i σταθ​μών Landau (σχέση (3.53)) με βάση την κλασική πρόβλεψη για την εγκάρσια ειδική αντί​σταση σε σύστημα δύο διαστάσεων (σχέση (4.41)

) θα πάρει το αποτέλεσμα:
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δηλαδή τις τιμές που καθορίζονται από την 
(4.42)

, κάτι το οποίο είναι αξιοπρόσεκτο από αρ​κε​τές σκοπιές. Συνεχίζοντας την «τμηματικά κλασική» προ​σέγ​γιση του προβλήματος, το​νί​​ζουμε πως το γεγονός ότι η διαμήκης αγωγιμότητα  GOTOBUTTON ZEqnNum475001  \* MERGEFORMAT  και επο​μένως και η διαμήκης αντί​​​στα​ση 
[image: image341.wmf]L
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 μηδενίζονται όταν είναι πλήρως κατειλημμένος ένας ακέραιος αριθμός σταθ​​​μών Lan​dau δεν πρέπει να προκαλεί εντύπωση, καθώς γνω​ρί​ζουμε από την ει​σα​γω​γι​κή Φυ​σική Στε​ρεάς Κατάστασης
 ότι η ηλεκτρική αγωγιμότητα προϋπο​θέτει την ύπαρ​​ξη μη κα​τει​​λημ​μένων καταστάσεων που να γειτνιάζουν με κατει​λημ​μένες κα​τα​στά​σεις (δηλ. την ύ​παρ​ξη μη κατειλημμένων καταστάσεων στο χημικό δυ​να​μικό).


Ωστόσο, ως εδώ εξηγήσαμε μονάχα το γιατί η ειδική αντίσταση επαληθεύει την (4.42)

 όταν το μαγνητικό πεδίο παίρνει τις τιμές που δίνονται από την (3.53),και όχι γιατί την επαληθεύει και για άλλες τιμές γύρω από τις τιμές (3.53). Για να το κάνουμε αυτό, θα πρέπει να υπενθυμίσουμε την επίδραση που έχουν οι ατέλειες του υλικού στην πυκνό​τη​τα καταστάσεων, ζήτημα που αντιμετωπίσαμε στο κεφάλαιο 2 για την περίπτωση όπου δεν υπήρχε μαγνητικό πεδίο (οι ατέλειες μας οδήγησαν από το σχήμα 2.4 στο σχήμα 2.5). Κάτι αντίστοιχο (αλλά πιο σύνθετο) συμβαίνει και στην παρούσα περίπτωση, δηλαδή την περίπτωση κατά την οποία έχουμε εφαρμογή μαγνητικού πεδίου. Έτσι, η πυκνότητα κα​τα​στάσεων, στην πράξη, δεν δίνεται από τις συναρτήσεις δέλτα του σχήματος 3.2, αλλά δια​πλατύνεται από ατέ​λε​ιες του κρυστάλλου, κάτι που οδηγεί στη μορφή που φαίνεται στο σχήμα 4.4.
 
Οι κορυφές της πυκνότητας καταστάσεων εξακολουθούν να δίνονται από τη σχέ​ση (3.39), αλλά τώρα οι γειτονικές κορυφές αλληλεπικαλύπτονται σε σημαντικό βαθμό. Οι καταστάσεις που είναι κοντά στις κορυφές (μη διαγραμμισμένες στο σχήμα 4.4) θεωρείται πως εκτείνονται σε ολόκληρο τον κρύσταλλο και επομένως μπορούν να αποτελέσουν φορείς ηλεκτρικού ρεύματος. Αντίθετα, οι καταστάσεις που είναι κάπως πιο μακριά από τις κορυφές (διαγραμμισμένες στο σχήμα 4.4) θεωρείται πως είναι εντο​πι​σμένες, επομένως δεν μπορούν να μετακινηθούν σε μεγάλες αποστάσεις εντός του δο​​-
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Σχήμα 4.4  Η πυκνότητα καταστάσεων στην περίπτωση δύο διαδοχικών σταθμών 
Landau οι οποίες έχουν διαπλατυνθεί από ατέλειες μέσα στον κρύσταλ-

λο. Οι διαγραμμισμένες περιοχές αποτελούνται από εντοπισμένες κα-

ταστάσεις ενώ οι μη διαγραμμισμένες από εκτεταμένες καταστάσεις. 

Οι κατειλημμένες καταστάσεις φαίνονται σκιασμένες.

κι​μίου, οπότε δεν μπορούν να αποτελέσουν φορείς ηλεκτρικού ρεύ​ματος.
 Για να εξη​γη​θεί κάπως αυτό, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι όλες οι καταστάσες είναι ου​σια​στι​κά εντο​πι​σμένες, αλλά υπάρχει η δυνατότητα ύπαρξης αγωγιμότητας μέσω αλμάτων [hop​ping] ενός ηλεκτρονίου από μία κατάσταση σε μία άλλη. Μία διαδικασία σαν αυτή μπο​ρεί να πραγματοποιηθεί μόνο αν υπάρχουν αρκετές καταστάσεις με την ίδια περίπου ε​νέρ​γεια εκεί κοντά, και επομένως μόνο αν η πυκνότητα καταστάσεων στην ενέργεια αυ​τή υπερβαίνει μία κρίσιμη τιμή.

Όταν αυξάνεται το μαγνητικό πεδίο μεγαλώνει η απόσταση μεταξύ των κορυφών (ό​πως και στην ιδανική περίπτωση) καθώς και το μέγεθός τους. Το χημικό δυναμικό εξα​κο​λουθεί να έχει ταλαντωτική συμπεριφορά, αλλά δεν παρουσιάζει πλέον τις απότομες κα​τα​κόρυφες μεταβάσεις του σχήματος 3.4. Αντίθετα, αυξάνεται ομαλά όταν βρίσκεται κο​ντά στην ενέργεια μίας κορυφής και μειώνεται ομαλά όταν βρίσκεται κοντά σε τοπικό ελάχιστο της πυκνότητας καταστάσεων. 

Όταν το χημικό δυναμικό βρίσκεται σε μία περιοχή (υπο-ζώνη) εντοπισμένων κα​τα​στάσεων (κάτι που συμβαίνει και στο σχήμα 4.4) τότε το σύστημά μας θα συ​μπε​ρι​φέ​ρε​ται ως μο​νω​τής, και επομένως εξηγείται το γιατί η διαμήκης αγωγιμότητα 
[image: image343.wmf]L
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 και επο​μέ​νως και η δια​​μήκης αντί​​στα​ση 
[image: image344.wmf]L
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 μηδενίζονται (αποτέλεσμα στο οποίο φτάσαμε και πα​ραπάνω) για ένα συνεχές σύνολο τιμών του μαγνητικού πεδίου. Όσον αφορά τη στα​θε​ρότητα της ε​γκάρ​σιας αντίστασης 
[image: image345.wmf]T
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 για το ίδιο σύνολο τιμών, αυτή οφείλεται στο γε​γο​νός ότι όταν οι εκτεταμένες καταστάσεις εντός μίας στάθ​μης Landau είναι πλήρως κα​τει​λημμένες, τό​τε η στάθμη Landau συμπεριφέρεται σαν να είναι πλήρως κατειλημμένη στο σύνολό της.

Σημειώνεται παρενθετικά και το γεγονός πως, με βάση τα παραπάνω, δεν προ​κα​λεί εντύπωση ότι το πηλίκο των 
[image: image346.wmf]T
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 σε οποιαδήποτε δύο πλατώ ισούται με ένα πηλί​κο ακε​ραίων. Ο λόγος είναι ότι, για οποιαδήποτε δεδομένη τιμή του πεδίου Hall, η έντα​ση του ρεύματος είναι ανάλογη του αριθμού των κατειλημμένων σταθμών Landau (ή ισο​δύ​να​μα, όπως τονίσαμε αμέσως πριν, του αριθμού των κατειλημμένων υπο-ζωνών εκτε​τα​μέ​​νων κα​τα​στά​σεων) και σε κάθε πλατώ είναι κατειλημμένος ένας ακέ​ραι​ος αριθ​​μός τέ​τοι​​ων υπο-ζωνών.

Ωστόσο, όταν το χημικό δυναμικό βρίσκεται σε μία περιοχή εκτεταμένων κατα​στά​​σεων τότε προφανώς κάποιες από αυτές αδειάζουν. Επειδή, όμως, αυτό σημαίνει ότι η υπο-ζώνη που φέρει το ρεύμα είναι μερικώς κατειλημμένη, η ένταση του ρεύματος μει​ώ​​νε​ται και επομένως το 
[image: image347.wmf]T
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 αυξάνεται. Καθ’ όλη τη διάρκεια που το χημικό δυναμικό εξα​​κο​λουθεί να βρί​σκε​ται σε μία περιοχή εκτεταμένων κατα​στά​​σεων, το 
[image: image348.wmf]T

r

 εξα​κο​λου​θεί να αυ​ξά​​νεται όταν αυξάνεται το μαγνητικό πεδίο.


Είναι πραγματικά εκπληκτικό το γεγονός ότι η κβάντωση του 
[image: image349.wmf]T
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, όταν βρι​σκό​μα​στε στα πλατώ, εξαρτάται μόνο από παράγοντες τόσο θεμελιώδεις όσο το e και το h.
 Το «παράδοξο» είναι ότι το ίδιο φαινόμενο που προκαλεί τη θερμική απώλεια ενέρ​γειας γενικά (οι σκεδάσεις των ηλεκτρονίων γύρω από τις ατέλειες του κρυστάλλου ή τις προ​σμεί​ξεις) είναι αυτό που οδηγεί στο να μηδενίζεται η ηλεκτρική αντίσταση
[image: image350.wmf]L
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 και να δη​​μι​ουρ​γούνται πλατώ για το 
[image: image351.wmf]T
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 (μέσω της δημιουργίας εκτεταμένων και εντο​πι​σμέ​​νων κα​​​τα​​στάσεων)!

4.2.2  Κλασματικό κβαντικό φαινόμενο Hall
Έχει βρεθεί,
 ωστόσο, ότι πέρα από το ακέραιο κβαντικό φαινόμενο Hall υπάρχει και ένα άλ​λο (ακόμη πιο απρόσμενο) φαινόμενο, το οποίο ονομάζεται κλασματικό κβαντικό φαι​νό​​​μενο Hall [fractional quantum Hall effect]. Το φαινόμενο αυτό ανακαλύ​φθη​κε σε πολύ χαμηλές θερμοκρασίες, σε μαγνητικά πεδία κάπως ισχυρότερα απ’ ότι στο ακέραιο κβαντικό φαινόμενο Hall, και σε δοκίμια τα οποία εί​ναι ιδιαιτέρως α​παλ​λαγμένα από ατέ​λειες που «ενοχλούν» την κίνηση των ηλεκτ​ρο​νίων (αντίθετα απο ότι στο ακέραιο κβα​ντικό φαινόμενο Hall). Συνίσταται στο ότι εμφα​νί​ζο​νται επι​πλέον πλατώ στην εξάρ​τη​​ση του 
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 από το μαγνητικό πε​δί​ο Β (και αντί​στοι​χοι μη​δενισμοί, ή έστω ελα​χι​στο​ποι​​ήσεις,  στο 
[image: image353.wmf]L

r

). Τα πλατώ αυτά εμ​φανίζονται όταν το i στη σχέση (4.42)

 αντι​κα​τα​σταθεί από ένα κλά​​σμα της μορφής  j / k  ό​που το j είναι έ​νας αυθαί​ρετος ακέ​ραι​ος ενώ το k εί​ναι πε​ριτ​τός ακέ​ραιος.
 Από την κα​θα​ρά μαθηματική σκο​​​πιά, το κλασματικό κβαντικό φαι​νό​μενο Hall θα ήταν ταυ​τό​σημο με το ακέραιο κβα​ντι​κό φαι​νό​μενο Hall εάν το φορ​​τίο του η​λεκτ​ρονίου ήταν κλά​σμα του e.


Ενώ το ακέραιο κβαντικό φαινόμενο Hall εμφανίζεται όταν είναι πλήρως κα​τει​λημ​μένος έ​νας ακέραιος αριθμός σταθμών Landau, το κλασματικό κβαντικό φαι​νό​​με​νο Hall πα​ρου​σιάζεται μόνο όταν μία στάθμη Landau είναι μερικώς κατειλημμένη. Για πα​ρά​δειγμα, σε ένα πλατώ όπου ισχύει κατ’ απόλυτη τιμή ότι:
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προκύπτει πως η κατώτατη στάθμη Landau είναι κατειλημμένη κατά το ένα τρίτο πε​ρί​που.
 Με βάση τις παραδοχές που έχουμε κάνει ως τώρα, δεν είναι δυνατό να πα​ρου​σι​α​στεί η συμπεριφορά πλατώ κ.λπ. όταν είναι κατειλημμένο μόνο ένα κλάσμα των δια​​θέ​σι​μων κα​τα​στά​σε​ων (δηλ. όταν οι εκτεταμένες καταστάσεις εντός μίας στάθ​μης Landau εί​ναι μερικώς κα​τει​λημμένες). Αποδεικνύεται ότι το γεγονός αυτό οφείλεται στην πα​ρα​δο​χή πως τα ηλεκτρόνια κινούνται ανεξάρτητα το ένα από το άλλο
 (η οποία μας οδήγησε πο​λύ συχνά στο να εξετάζουμε την κίνηση ενός μονάχα ηλεκτρονίου).


Για να εξηγηθεί το κλασματικό κβαντικό φαι​νό​​μενο Hall πρέπει να συ​νυ​πο​λο​γί​σει κανείς και τις αμοιβαίες αλληλεπιδράσεις των ηλεκτρονίων, κάτι που σημαίνει ότι πρέ​πει να βρει μία κυματοσυνάρτηση που θα εξαρτάται συγχρόνως από τις θέσεις όλων των σω​​ματιδίων στο σύστημα. Στην περίπτωση αυτή το αέριο των ηλεκτρονίων με​τα​τρέ​πε​ται σε αυτό που ονομάζεται κβαντικό υγρό, και παρουσιάζει ιδιαίτερα συσχετισμένες [corre​la​ted] καταστάσεις. Οι στοιχειώδεις διεγέρσεις σε ένα τέτοιο σύστημα διαφέρουν από τα συνήθη ηλεκτρόνια και μπορούν να αποδοθούν σε αντικείμενα με ηλεκτρικό φορ​τίο που είναι κλάσμα του e.

Σημειώνεται, απλώς, ότι έχουν γίνει αρκετά βήματα προς την κατεύθυνση της εξή​​γησης του κλασματικού κβα​ντι​κού φαι​νομένου Hall, με τα σημαντικότερα από αυτά να περιστρέφονται γύρω από τη γνωστή ως κυματοσυνάρτηση Laughlin.


Δισδιάστατο σύστημα ελεύθερων ηλεκτρονίων: 
υπό την επίδραση ηλεκτρικού πεδίου

5.1 Γενικά
Η λογική συνέχεια της ανάλυσης του δευτέρου και του τρίτου κεφαλαίου (δισδιάστατο σύ​​​στημα ελεύ​θε​ρων ηλεκτρονίων χωρίς εξωτερικό πεδίο και υπό την επίδραση μα​γνη​τι​κού πεδίου, αντίστοιχα) είναι η εξέταση του δισδιάστατου συστήματος ελεύθερων ηλεκ​τρο​νίων υπό την επίδραση ηλεκτρικού πεδίου. Αυτό πραγματοποιείται, κάπως συ​νο​πτι​κά, στο παρόν κεφάλαιο, με έμφαση στη συγκεκριμένη περίπτωση της εφαρμογής η​λεκ​τρι​​κού πεδίου σε διατάξεις ειδικού ενδιαφέροντος.

Υπενθυμίζεται πως στην κλασική φυσική η κίνηση ενός ηλεκτρονίου μέσα σε ηλε​κτ​ρικό πεδίο 
[image: image355.wmf]E

 είναι ευθύγραμμη ομαλά επιταχυνόμενη (με ρυθμό 
[image: image356.wmf]/

em

E

) κατά τη διεύ​​θυνση του πεδίου (με φορά αντίθετη από αυτό), ενώ η κί​νη​ση σε επίπεδο κάθετο στο 
[image: image357.wmf]E

 μένει ανεπηρέαστη. Η κβα​ντο​μηχανική αντιμετώπιση του προβλήματος είναι αρκετά πιο σύνθετη και περιγράφεται εν συντομία παρακάτω. 

Μας απασχολεί η περίπτωση της εφαρμογής ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου 
[image: image358.wmf]E

 κατά τη διεύ​θυν​ση z (ακριβώς όπως στο κεφάλαιο 3 μας απασχόλησε η περίπτωση της ε​φαρ​μογής ομογενούς μα​γνητικού πεδίου κατά τη διεύθυνση z). Το ηλεκτρικό αυτό πεδίο οδηγεί σε δυ​​ναμική ενέργεια της μορφής 
[image: image359.wmf]ez

E

, η οποία θεωρούμε πως είναι η μοναδική δυναμική ενέρ​γεια κατά τον άξονα z (εξετάζουμε δηλαδή την περίπτωση κατά την οποία το λεπτό υμένιο προκαλεί απειρόβαθο πηγάδι κα​​τά τον άξονα z). Η προκύπτουσα δια​φο​ρι​κή εξί​σω​ση (στην ο​ποί​α έχει οδηγήσει η χρονο-ανε​ξάρ​τητη εξί​​​σωση του Schrödinger, α​φού κά​νουμε χω​ρι​σμό μεταβλητών) για τη συνάρ​τη​ση v(z) είναι η εξής: 
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όπου συμβολίσαμε με E την ενέργεια που οφείλεται στην κίνηση κατά τον άξονα z. Η δι​α​φο​ρική εξίσωση αυτή, όμως, είναι πανομοιότυπη με τη (2.62), στην οποία είχαμε κα​τα​λή​​ξει στην υπο-ενότητα 2.3.2 κατά τη συζήτηση του τριγωνικού πηγαδιού (τότε βέβαια ο παράγοντας 
[image: image361.wmf]ez
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 είχε προκληθεί από εγγενείς λόγους και όχι από εξωτερικό πεδίο). Με άλλα λόγια είναι μία διαφορική εξίσωση της μορφής (2.63), με λύσεις τις συναρτήσεις Ai(x) και Bi(x). Οι συνοριακές συνθήκες του παρόντος προβλήματος είναι εκείνες που είχαμε συναντήσει στο απειρόβαθο πηγάδι, ασφαλώς, δηλαδή: 
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Τώρα όμως (αντίθετα απ’ ότι στην υπο-ενότητα 2.3.2) δεν έχουμε το δικαίωμα να απορ​ρί​ψουμε τις συναρτήσεις Bi(x) (που απειρίζονται όταν το όρισμά τους τείνει στο ά​πει​ρο), καθώς η κυματοσυνάρτησή μας είναι περιορισμένη στο διάστημα από z = 0 έως z = d. Το μό​νο που μπορούμε να πούμε είναι πως η λύση θα είναι γραμμικός συνδυασμός των Ai(x) και Bi(x) με κατάλληλα ορίσματα:
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Με βάση τα παραπάνω καθορίζεται η v(z) αν παρατηρήσουμε ότι η (2.64)

. Η δια​δι​κασία αυτή όμως εί​ναι τόσο πε​ρίπλοκη (λόγω της ιδιόρρυθμης φύ​​σης των συναρ​τή​σεων Airy) που δεν θα μας απασχολήσει.(5.3)

 έχει δύο άγνω​στους συ​ντελεστές οι οποίοι μπορούν να υπολογιστούν χρησιμοποιώντας τις δύο συν​θή​κες 
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Σχήμα 5.1  Ενεργειακό διάγραμμα της διαρρύθμισης στην οποία 

      (αν εφαρμόσει κανείς τάση) εμφανίζεται η διέλευση 
      υπό συντονισμό. Φαίνονται επίσης οι ενέργειες των 

      δέσμιων καταστάσεων για το υπό εξέταση πηγάδι.

5.2 Διέλευση υπό συντονισμό
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον (όσον αφορά την εφαρμογή ηλεκτρικού πεδίου) παρουσιάζει η πε​ρί​​πτωση κατά την οποία στον άξονα z εμφανίζεται η διαρρύθμιση που φαίνεται στο σχή​μα 5.1.
 Σε αυτό βλέπουμε δύο φράγματα δυναμικού και ανάμεσά τους ένα πηγάδι δυνα​μι​κού, στο οποίο προκύπτουν δέσμιες καταστάσεις.
 Οι περιοχές αριστερά από το αρι​στε​​ρό φράγμα και δεξιά από το δεξιό φράγμα αποτελούν επαφές [contacts] μέσω των οποί​​ων μπορούν να προστεθούν ή να αφαιρεθούν φορείς. 

Για να περάσει ένα ηλεκτρόνιο από τη μία επα​φή στην άλλη πρέπει να διέλθει από τα δύο φράγματα στη σειρά. Η διέλευση αυ​τή θα λάβει χώρα μονάχα εάν η ενέργεια του ηλεκτρονίου στην επαφή ισούται με την ενέργεια μίας από τις δέσμιες καταστάσεις στο πηγάδι (ώστε να είναι δυνατό να διατηρείται η ε​νέρ​γει​α κατά τη διέλευση). Λογικό είναι να υποθέσει επομένως κανείς ότι εφόσον η πιθανότητα να συμβεί αυτό είναι μικρή, τότε το ρεύμα που θα παραγόταν από μία εφαρμοζόμενη τάση χαμηλής τιμής θα ήταν κι αυτό χαμηλό. Ωστό​σο, η εφαρμοζόμενη τάση τροποποιεί τη θέση των ενεργειών που έ​χουν οι δέσμιες καταστάσεις σε σχέση την ενέργεια των διερχόμενων ηλεκτρονίων, κάτι που φαίνεται στο σχήμα 5.2. Στο σχήμα αυτό απεικονίζεται η ειδική περίπτωση κατά την οποία η ενέργεια ενός διερχόμενου ηλεκτ​ρονίου συμπίπτει με την ενέργεια της κατώτατης δέσμιας κατάστασης, οπότε
 το μή​κος κύματος De Broglie του ηλεκτρονίου είναι διπλάσιο από το εύρος του πηγαδιού, οδη​​​γώ​ντας στο φαινόμενο της διέλευσης υπό συντονισμό [resonant tunnelling]. Με αυ​τήν την εφαρμοζόμενη τάση, η πιθανότητα της διέλευσης από τη μία επαφή στην άλλη πλη​σιάζει τη μονάδα, επομένως το ρεύμα που προκαλείται είναι μέγιστο.. 

[image: image365.jpg]



Σχήμα 5.2  Ενεργειακό διάγραμμα της διαρρύθμισης τού σχή- 

      ματος 5.1 κατά την εφαρμογή τάσης. 

Ας εξετάσουμε όμως την όλη διαδικασία (στη γενική περίπτωση) κάπως πιο ανα​λυ​τικά.
 Ση​μειώνεται ότι κα​τά τη διαδικασία διέλευσης διατηρούνται σταθερά τόσο το 
[image: image366.wmf]k

^

 (βλ. κε​​φάλαιο 6) όσο και η συνολική ενέργεια. Υποθέτουμε ότι το πηγάδι έχει τόσο μι​κρό εύ​ρος (βλ. σχέση (2.60)) ώστε η ενέργεια θεμελιώδους κατάστασης 
[image: image367.wmf]0
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 να είναι μεγα​λύ​τερη από το χημικό δυναμικό των δύο επαφών. Η ενέργεια ενός ηλεκτρονίου στην αρι​στε​ρή επα​φή θα δίνεται από τη σχέση:
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όπου το Emin φαίνεται στο σχήμα 5.1. Όταν εφαρμόζεται τάση V, η ενέργεια ενός ηλεκ​τρο​​νί​ου στο πηγάδι θα δίνεται από τη σχέση:
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Με δεδομένη όμως τη διατήρηση της ενέργειας και του 
[image: image370.wmf]k

^

, οι (5.5)

 συνε​πά​γο​νται πως: 
(5.4)

 και 
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Το V γίνεται μέγιστο όταν η παράσταση μέσα στην παρένθεση γίνεται ελάχιστη. Όμως, εύ​κολα γίνεται κατανοητό ότι: 
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όπου μ το χημικό δυναμικό. Από την 
(5.7)

 (υπεν​θυ​μί​ζου​με ότι έχουμε υποθέσει πως (5.6)

 προκύπτει τώρα με βάση την  GOTOBUTTON ZEqnNum295402  \* MERGEFORMAT ) ότι ισχύει η συνθήκη: 
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Σχήμα 5.3  Χαρακτηριστική καμπύλη έντασης-εφαρμοζόμενης τάσης για 

      μία διάταξη στην οποία εμφανίζεται διέλευση υπό συντονισμό.



      [Huang, et al., Appl. Phys. Lett., 51, 121 (1987)]

Όταν ισχύει η ισότητα, δηλαδή όταν είναι: 
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τότε μπορούν να διέλθουν μόνο τα ηλεκτρόνια με 
[image: image377.wmf](
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 και 
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 αλλά όχι τα υπό​​λοιπα. Όσο αυξάνεται η τάση πάνω από την ελάχιστη τιμή 
(5.9)

, διέρχονται και η​λεκτ​​ρόνια με  GOTOBUTTON ZEqnNum365695  \* MERGEFORMAT  και 
[image: image380.wmf]0
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, ο αριθμός των οποίων αυξάνεται όπως το 
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. Η διαδικασία αυτή φτάνει στο τέλος της όταν γίνει 
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 οπότε η τά​ση παίρνει την τιμή: 
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Η συνθήκη (5.10)

 αποτελεί τη συνθήκη για την εμφάνιση του φαινομένου της διέλευσης υπό συντονισμό, το οποίο αντιστοιχεί στη μέγιστη τιμή του ρεύματος όπως έχουμε ήδη σημειώσει.

Όταν η τάση ξεπεράσει και την τιμή 
(5.10)

, δηλαδή όταν  GOTOBUTTON ZEqnNum142074  \* MERGEFORMAT , τό​τε δεν είναι δυνατό να ικανοποι​η​θεί η εξίσωση 
(5.6)

 για πραγματικές τιμές του GOTOBUTTON ZEqnNum295402  \* MERGEFORMAT  οπό​τε το ρεύμα διέλευσης πέφτει στο μηδέν. Μία πειραματική καμπύλη που περιγράφει όλες τις παραπάνω περιπτώσεις (μαζί με κάποια θερμική διαπλάτυνση) δίνεται στο σχήμα 5.3. Το πιο σημαντικό στοιχείο της καμπύλης αυτής είναι η αρνητική διαφορι​κή αντίσταση (dI/dV) για 
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Οπτικές μεταβάσεις


6.1 Γενικά
Ένα σημείο που θα έχει προσέξει ίσως ως τώρα ο αναγνώστης είναι ότι, παρ’ όλες τις θεω​ρητικές περιγραφές που έχουμε δώσει, δεν έχουμε παρουσιάσει εκτε​νώς, πρώτον, τρό​πους με τους οποίους μπορεί να κατασκευαστεί πειραματικά ένα δισ​δι​ά​​στα​το σύ​στη​μα (πέρα από τη γενική αναφορά σε ένα λεπτό υμένιο που θεω​ρή​σα​με ότι απο​​τε​λεί το ιδανικό παράδειγμα), και, δεύτερον, τρόπους με τους οποίους να φαί​νεται ό​​τι ό​λη η θεω​ρη​τική μας ανάλυση συμβαδίζει σταθερά με τον πειραματικό της έλεγχο (πέρα α​πό τις πε​ρίπτωσεις του κβαντικού φαινομένου Hall και της διέλευσης υπό συντονισμό). Έχο​ντας τις παραπάνω παρατηρή​σεις κα​τά νου, θα αποπειραθούμε να αντιμετωπίσουμε τις «ελ​λείψεις» αυτές στο πα​ρόν κε​φά​λαιο.


Ξεκινώντας από τους τρόπους με τους οποίους κατασκευάζονται πειραματικά τα δισδιάστατα συστήματα, σημειώνουμε ότι υπάρχουν δύο βασικές μέθοδοι γι’ αυτό.
 Η αρ​χι​​​κή συσκευή που χρησιμοποιήθηκε  για τούτο τον σκοπό (και μάλιστα αυτή με βάση τη οποία παρατηρήθηκε για πρώτη φορά το ακέραιο κβαντικό φαινόμενο Hall) ήταν το τραν​ζίστορ επί​δρα​σης πε​δίου [field-effect tran​si​stor, FET] ενώ συνήθως χρησιμοποιείται ένας συγκεκριμέ​νος τύπος FET, το FET μετάλ​λου-οξειδίου-ημιαγωγού [metal-oxide-semiconductor FET, MOSFET]. Ένα MOSFET αποτελείται από: α) μία μεταλλι​κή επαφή που ονομάζεται ηλεκτρόδιο πύλης [gate], β) ένα λεπτό στρώ​μα διοξειδίου του πυριτίου (SiO2) το οποίο είναι εξαιρετικός μονωτής και γ) ένα υπόστρωμα πυριτίου, στο οποίο σχη​μα​τί​ζο​​νται δύο χωριστές περιοχές, η πηγή [source] και η υποδοχή [drain]. Το μο​νω​τικό υλικό τοπο​θε​τεί​ται μεταξύ της πύλης και του υποστρώματος πυριτίου (ο αναγνώ​στης μπορεί να φα​νταστεί –από πάνω προς τα κάτω– την εξής σειρά: πύλη, SiO2, υπό​στρω​μα πυριτίου). Τα ηλεκτρόνια έλκονται προς την άνω επιφάνεια του πυριτίου από το θε​τικό φορτίο (διάβαζε τά​ση) που εφαρμόζεται στην πύλη και, επειδή το μονωτικό υλικό τα εμποδίζει να μπουν στο η​λεκτρόδιο, αυτά παραμένουν σε ένα λεπτό στρώμα αμέσως πά​νω από την επιφάνεια του πυριτίου. Το διάγραμμα ενεργειακών ζωνών για την πε​ρί​πτω​ση αυτή φαίνεται στο σχήμα 6.1.
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Σχήμα 6.1   Διάγραμμα ενεργειακών ζωνών για μία διάταξη μετάλλου-οξειδίου-ημιαγωγού. 
Η τάση Vg που εφαρμόζεται στην πύλη προκαλεί καμπύλωση προς τα κάτω στις ενεργειακές ζώνες. Δημιουργείται έτσι ένα πηγάδι δυναμικού (το οποίο κοντά στη διεπιφάνεια οξειδίου-ημιαγωγού μπορεί να θεωρηθεί τριγωνικό). Οι περιοχές που περιέχουν ηλεκτρόνια φαίνονται σκιασμένες.

Ο άλλος τρόπος που χρησιμοποιείται για την κατασκευή δισδιάστατων συστη​μά​των (με βάση τον οποίο παρατηρήθηκε για πρώτη φορά το κλασματικό κβαντικό φαι​νό​μενο Hall) στηρίζεται στην έννοια της ετεροδομής [heterostructure], η οποία αποτελείται από δύο διαφο​ρε​τικούς ημιαγω​γούς σε στενή επαφή. Εάν επιπλέον οι δύο ημιαγωγοί που απαρ​τίζουν την ετεροδομή είναι διαφορετικού τύπου (έχουν δηλαδή διαφορετικές η​λεκ​τρον​ικές ιδιότητες π.χ. τύπου-n και τύπου-p), τότε έχουμε να κάνουμε με μία ετερο​επαφή [heterojunction]. Σε μια ετεροεπαφή, τα ηλεκτρόνια από τον έναν ημιαγωγό έλκονται προς καταστάσεις του άλλου ημιαγωγού που έχουν χαμηλότερη ενέργεια και επομένως εί​​ναι προτιμητέες. Όταν όμως φεύγουν τα ηλεκτρόνια, «δημιουργείται» θετικό φορτίο, το οποίο έλκει τα ηλεκτρόνια προς τα πίσω, παγιδεύοντάς τα έτσι σε ένα λεπτό στρώμα α​νά​​μεσα στους δύο ημιαγωγούς.


Η πιο συνηθισμένη περίπτωση
 χρησιμοποίησης ετεροδομής για τον προαναφερ​θέ​ντα σκοπό είναι εκείνη κατά την οποία ένα λεπτό στρώμα GaAs τοποθετείται ανάμεσα σε δύο μακροσκοπικά στρώματα Ga1-xAlxAs.
 Το διάγραμμα των ενεργειακών ζωνών, μαζί με τις ενέργειες των ηλεκτρονίων για τις δέ​σμι​ες καταστάσεις (καθώς και κάποια άλ​λα στοιχεία που θα εξηγηθούν αμέσως μετά) σε ένα μονοδιάστατο πηγάδι της μορφής αυτής φαίνονται στο σχήμα 6.2.

Ενώ στο όριο ζώνης αγωγιμότητας [conduction band edge] φαίνεται ένα πηγάδι δυνα​μι​κού οπότε είναι λογικό  το για​τί προκύπτουν δέσμιες καταστάσεις ηλεκτρονίων (οι ενέρ​γει​ες των οποίων παρου​σιά​ζο​νται στο σχή​μα 6.2), στο όριο ζώνης σθένους [valence band edge] φαίνεται ένα φράγ​μα δυ​να​μικού κάτι που εκ πρώτης ό​ψης έρχεται σε αντίφαση με το ότι υπάρχουν δέσμιες καταστάσεις οπών (οι ε​νέρ​γειες των οποίων παρουσιάζονται επί​σης στο σχή​μα 6.2). Η αντίφαση εξαλείφεται όμως αν σκεφτούμε ότι η δυναμική ε​νέρ​γεια μίας οπής είναι το αντίθετο της ενέργειας ενός ηλεκτρονίου.


Ας περάσουμε, όμως, σε τρόπους πειραματικού ελέγχου της ορθότητας της θεω​ρη​​τι​κής ανάλυσης που έχουμε παρουσιάσει ως τώρα. Ο κλασικός τρόπος που χρη​σι​μο​ποι​είται για τον σκοπό αυτόν είναι η μέ​​τρηση της απορρόφησης της προσπίπτουσας ηλεκτ​ρο​μαγνητικής ακτι​νοβολίας, απορρόφηση που συνδέεται με τη διέγερση ενός η​λεκτ​​ρονίου από τη ζώνη σθένους στη ζώνη αγωγιμότητας. Το φαινόμενο, όμως, της α​πορ​​​ρόφησης ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας από ένα σύστημα της μορφής που έ​χου​με πε​​​ρι​γράψει λάμβάνει χώρα σύμφωνα με κάποιους κανόνες.
 Η λεπτομερής ανάλυση του ρυθ​μού μετάβασης ή ισοδύναμα της πιθανότητας μετάβασης από μία κατάσταση σε άλλη για την περίπτωση που θεωρούμε καταλήγει σε δύο σχέσεις που πρέπει να ικανο​ποι​ού​νται και οι οποίες φέρονται ως κανόνες επιλογής. Οι κανόνες αυτοί αφορούν αφενός τους 
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Σχήμα 6.2  Διάγραμμα ενεργειακών ζωνών και οι δέσμιες καταστάσεις σε ένα σύστημα 

GaAs / Ga1-xAlxAs. Φαίνονται επίσης οι επιτρεπόμενες μεταβάσεις μέσω απορρόφησης φωτονίου.

κβα​ντικούς αριθμούς 
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 και 
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 των ενεργειακών σταθμών 
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E

 και 
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 μεταξύ των οποί​ων γίνεται η μετάβαση, αφετέρου δε τις συνιστώσες 
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 και 
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 των κυματανυσμάτων στο επίπεδο x y όπως τις ορίσαμε στη σχέση (2.21). Συγκεκριμένα προκύπτει ότι:
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και:
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Με βάση τον ορισμό του 
[image: image397.wmf]^

k

, προ​κύ​πτει ότι αυτό ουσιαστικά αποτελεί την ορμή (μαζί με έ​ναν πολλαπλασιαστικό παράγοντα) πά​νω στο επίπεδο x y. Συγκεντρωτικά, επομένως, οι κα​νόνες επιλογής καθορίζουν ότι οι με​τα​βάσεις λαμβάνουν χώρα μεταξύ καταστάσεων που έχουν το ίδιο n (δηλαδή ίδια κυματοσυνάρτηση κατά τον άξονα z) και ίδιο 
[image: image398.wmf]^

k

 (δη​λα​δή ίδια ορμή στο επίπεδο x y).


Συγκρίνοντας θεωρία και πείραμα, περιμένουμε ότι η εξάρτηση της απορρόφησης από τη συχνότητα (ή ισοδύναμα από την ενέργεια) θα πρέπει να αντανακλά την εξάρ​τη​ση της πυκνότητας καταστάσεων από την ενέργεια (η οποία, δοθέντος ότι δεν έχουμε μα​γνη​τικό πεδίο, δίνεται από τη σχέση (2.41) για απειρόβαθο πηγάδι και έχει μορφή σκαλο​πα​τιών). Έτσι, θα πρέπει να παρατηρούνται σκαλοπάτια στην απορρόφηση για τις συχνό​τη​τες ωn που δίνονται από τη σχέση:
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όπου 
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 είναι η ενεργειακή διαφορά μεταξύ των n-οστών δέσμιων καταστάσεων στις ζώνες αγωγιμότητας και σθένους (ό​πως φαίνεται και στο σχήμα 6.2), υπό την προϋ​πό​θεση ότι διατηρείται και το 
[image: image401.wmf]^
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.

6.2 Εφαρμογή: εξήγηση καμπύλης απορρόφησης ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας
Στην ενότητα αυτή δίνουμε, κατ’ αρχήν, μία πειραματική καμπύλη απορρόφησης ηλεκ​τρο​μαγνητικής ακτνοβολίας, περιγράφουμε τα απαραίτητα στοιχεία για την κατανόηση του τι ακριβώς μας δείχνει, και τελικά προσπαθούμε να εξηγήσουμε τα αποτελέσματά της με αναλυτικούς υπολογισμούς (ή εναλλακτικά: προσπαθούμε να δούμε αν τα απο​τε​λέ​σματα της θεωρίας έρχονται σε συμφωνία με τα αποτελέσματα του πειράματος). Η πειραματική καμπύλη δίνεται στο σχήμα 6.3.
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Σχήμα 6.3  Μέτρηση της απορρόφησης της ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας ως συνάρτηση
      της ενέργειας κάθε φωτονίου για στρώματα GaAs πάχους 4000, 210 και 140 Å 
      [R. Dingle, W. Wiegmann, C.H. Henry, Phys. Rev. Lett., 33, 827 (1974)]

Όπως σημειώνεται στη λεζάντα, το σχήμα 6.3 δείχνει τα φάσματα απορρόφησης για στρώ​ματα GaAs πάχους 4000, 210 και 140 Å. Για τα δύο τελευταία στρώματα (κάτι που δεν είναι τυχαίο, καθώς το στρώμα πά​χους 4000 Å έχει ουσιαστικά μακροσκοπικές δια​στά​σεις) η αναμενόμενη μορφή σκα​λο​πατιών φαίνεται ξεκάθαρα στην πειραματική κα​μπύ​λη.


Τα βέλη πάνω από κάθε καμπύλη δείχνουν τις ενέργειες στις οποίες θα περί​με​νε κανείς (βλ. παρακάτω) τα σκαλοπάτια. Ωστόσο, είναι φανερό ότι στην πραγμα​τι​κό​τη​τα τα τοπικά μέγιστα στην απορρόφηση της ακτινοβολίας εμφανίζονται σε ενέργειες ακρι​βώς κάτω από αυτές τις προβλεπόμενες τιμές. Το γεγονός αυτό μπορεί να αποδοθεί στην ύπαρ​ξη μίας δέσμιας κατάστασης μεταξύ του ηλεκτρονίου και της προκύπτουσας οπής, ενώ η ελάττωση της ενέργειας του τοπικού μεγίστου σε σχέση με την αναμενόμενη τι​μή μας επιτρέπει να υπολογίσουμε την ενέργεια σύνδεσης του ζεύγους ηλεκτρονίου-οπής. Το δέσμιο σύστημα ηλεκτρονίου-οπής ονομάζεται εξιτόνιο [exciton]. Στην κα​μπύ​λη απορ​ρόφησης για το στρώμα πάχους 4000 Å φαίνεται ξεκάθαρα έ​να εξιτονικό μέ​γι​στο, αλ​λά η μορφή σκαλοπατιών δεν υπάρχει πια, κάτι που δείχνει ότι η αντίστοιχη πυ​κνό​τη​τα καταστάσεων είναι ομαλή καμπύλη, όπως πρέπει να συμβαίνει άλ​λωστε καθώς τώ​ρα το σύστημά μας είναι τρισδιάστατο (βλ. σχέση (2.42)).


Στα παρακάτω, θα προσπαθήσουμε να παρουσιάσουμε τις θεωρητικές προβλέ​ψεις (που αντιστοιχούν στα βέλη του σχήματος 6.3) για τα τοπικά μέγιστα της κα​μπύ​λης απορ​ρόφησης (χωρίς να ασχοληθούμε με την ενέργεια σύνδεσης του εξιτονίου). Αυτό θα το κάνουμε για την περίπτωση ενός στρώματος πάχους 210 Å, παίρνοντας ως δεδομένο
 ότι το ενεργειακό χάσμα του GaAs ισούται με 1.519 eV και ότι οι ενεργές μά​ζες των ηλεκτρονίων και των οπών είναι 0.0665m και 0.45m αντίστοιχα, όπου m είναι η μάζα ηρεμίας του ηλεκτρονίου. Για να αποφευχθεί η σύγχυση, επαναφέρουμε στο ση​μείο αυτό το συμβολισμό για τις ενεργές μάζες που ειχαμε εγκαταλείψει στην αρχή της εργα​σίας. Επομένως, θεωρούμε για τα ηλεκτρόνια και τις οπές, αντίστοιχα, πως:
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Όσον αφορά το βάθος του πηγαδιού, θα κάνουμε δύο παραδοχές, εξετάζοντας καθεμία από αυτές χωριστά: α) ότι οι ενεργειακές στάθμες των δέσμιων καταστάσεων για τα ηλεκτ​ρόνια και τις οπές προσεγγίζονται σχετικώς ικανοποιητικά από εκείνες ορθο​γω​νικών πηγαδιών α​πεί​ρου βά​θους και β) ότι οι ενέργειακές στάθμες των δέσμιων κατα​στά​​σεων για τα ηλεκτ​​ρόνια και τις οπές προσεγγίζονται ακόμη πιο ικανοποιητικά από εκεί​νες ορθο​γω​νι​κών πηγαδιών πεπερασμένου βά​θους, και πιο συγκεκριμένα παίρνουμε το βάθος του πηγαδιού στο κάτω όριο της ζώνης αγωγιμότητας να είναι 0.220 eV και το βά​​θος του πηγαδιού στο άνω όριο της ζώνης σθένους να είναι 0.028 eV.


Και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις, η ενέργεια του φωτονίου θα πρέπει να ισού​ται με το άθροισμα i) της ενέργειας Εn,e της δέσμιας κατάστασης για το ηλεκτρόνιο, ii) του ενεργειακού χάσματος EG, και iii) της ενέργειας Εn,h της δέσμιας κατάστασης για την οπή, οπότε συνολικά προκύπτει:
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6.2.1  Ορθογωνικά πηγάδια απείρου βάθους κατά τον άξονα 
[image: image406.wmf]z


Στην περίπτωση αυτή, οι ενέργειες Εn,e και Εn,h έχουν παρόμοια μορφή καθώς δίνονται από τη σχέση (2.14) με μόνη διαφορά την ενεργό μάζα που εμφανίζεται κάθε φορά. Έτσι θα ισχύει:
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και:
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ενώ όπως έχουμε ήδη σημειώσει είναι:
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Αντικαθιστώντας το πάχος d με 
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m, τις μάζες me*  και mh* από τις σχέσεις (6.6)

 παίρνουμε:
(6.5)

 και τέλος τα h, m από πίνακες στις τρεις παραπάνω σχέσεις, και αντι​κα​θι​στώ​ντας τα απο​τέλεσματα στην (6.4)

 και 
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Η (6.10)

 για n =1, 2, 3 δίνει αντίστοιχα 1.53373, 1.57792 και 1.65157 eV, τιμές που είναι όχι μόνο αρκετά μακριά από τα τοπικά μέγιστα του σχήματος 6.3 για πάχος 210 Å, αλλά σχετικά μακριά και από τα ίδια τα βέλη, τα οποία έχουν υπολογιστεί με βάση τη μέθοδο της επόμενης ενότητας.
6.2.2  Ορθογωνικά πηγάδια πεπερασμένου βάθους κατά τον άξονα 
[image: image412.wmf]z


Στην περίπτωση αυτή, το ενεργειακό χάσμα δίνεται ασφαλώς πάλι από την (6.9)

, αλλά οι ενεργειακές στάθμες για τα ηλεκτρόνια και τις οπές δεν προκύπτουν από απλούς τύπους. Προκύπτουν από τη γραφική μέθοδο που παρουσιάσαμε στην υπο-ενότητα 2.3.1. Επειδή το εύρος d του πηγαδιού είναι 210 Å, προκύπτει, με βάση μία σχετική υποσημείωση της υπο-ενότητας αυτής, ότι θα είναι a = 105 Å. 
Τονίζεται ότι στην υπο-ενότητα 2.3.1 κατά τη μελέτη του πηγα​δι​ού πεπερα​σμέ​νου βάθους χρησιμοποιήσαμε διαφορετικό συμβολι​σμό από εκείνον του απει​ρό​βαθου πη​γα​διού
 (στο πεπερασμένο πηγάδι οι πρώτες τρεις τιμές του n ήταν 0, 1, 2 ενώ στο άπει​ρο πηγάδι –και επομένως και στο σχήμα 6.3– οι πρώτες τρεις τιμές του n είναι 1, 2, 3). Δεν προκαλείται σύγχυση από τη διαφορά αυτή, καθώς αυτό που μας απασχολεί είναι οι τρεις πρώτες στάθμες κάθε πηγαδιού, ασχέτως του πώς χαρακτηρίζονται αυτές. Ας εξε​τά​σου​με τώρα κάθε πηγάδι χωρι​στά.


Το πηγάδι που «βλέπουν» τα ηλεκτρόνια έχει βάθος 
[image: image413.wmf]0
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 = 0.220 eV οπότε μπο​ρούμε να υπο​λο​​γίσουμε το R2 από την (2.56). Αυτό προκύπτει ίσο με 42.275 και γνω​ρί​ζο​ντάς το εί​μα​στε σε θέση να κάνουμε τα διαγράμματα γραφικής επίλυσης της σχετικής εξί​σωσης (ένα διά​γραμμα για τις καταστάσεις άρτιας ομοτιμίας και ένα για τις καταστάσεις περιττής ομο​τιμίας). Αυτά δίνονται στα σχήματα 6.4 και 6.5. «Δια​βά​ζο​ντας» τις τρεις πρώτες τι​μές του ξ από τα σχήματα αυτά (μία άρτια, μία περιττή και ξανά μία άρτια), μπορούμε να υπολογίσουμε τις τρεις πρώτες τιμές της ενέργειας Εn,e μέσω της σχέσης (2.60),
 χρησιμοποιώντας βέβαια την κατάλληλη ενεργό μάζα:
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Οι τιμές που προκύπτουν για το ξ είναι:
 1.36, 2.71 και 4.04 οπότε μέσω της (6.11)

 μπο​ρού​με να υπολογίσουμε τις τρεις τιμές της Εn,e: 0.0096249, 0.038217 και 0.084934 eV.


Το πηγάδι που «βλέπουν» οι οπές έχει βάθος 
[image: image415.wmf]0

V

 = 0.028 eV οπότε μπορούμε να υπο​​​λο​​γίσουμε το R2 από την (2.56). Αυτό προκύπτει ίσο με 36.4094 και γνωρίζοντάς το εί​​μα​στε σε θέση να κάνουμε τα διαγράμματα γραφικής επίλυσης της σχετικής εξίσωσης (πά​λι, ένα διά​γραμμα για τις καταστάσεις άρτιας ομοτιμίας και ένα για τις καταστάσεις πε​​ριττής ομο​τιμίας). Αυτά δίνονται στα σχήματα 6.6 και 6.7. «Διαβάζοντας» τις τρεις πρώ​​​τες τι​μές του ξ από τα σχήματα αυτά (μία άρτια, μία περιττή και ξανά μία άρτια), μπο​ρού​με να υπολογίσουμε τις τρεις πρώτες τι​μές της ενέργειας Εn,h μέσω της σχέσης (2.60), χρησιμοποιώντας βέβαια την κατάλληλη ενερ​γό μάζα:
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Οι τιμές που προκύπτουν για το ξ είναι:
 1.35, 2.68 και 3.99 οπότε μέσω της (6.12)

 μπο​ρού​με να υπολογίσουμε τις τρεις τιμές της Εn,h: 0.0014011, 0.0055215 και 0.012239 eV.


Εάν τώρα πάρουμε το ένα στοιχείο από την τριάδα τιμών για την Εn,e, το προ​σθέ​σου​με στο αντίστοιχο στοιχείο από την τριάδα τιμών για την Εn,h και το αποτέλεσμα το προσθέσουμε στο EG, που δίνεται στη σχέση (6.9)

, και επαναλάβουμε τη διαδικασία αυ​τή άλλες δύο φορές, προκύπτει η τελική τριάδα ενεργειών φωτονίου, η οποία ταυ​τί​ζεται με τα βέλη του σχήματος 6.3: 1.5300, 1.5627 και 1.6162 eV. Είναι φανερό ότι και στις τρεις πε​ριπτώσεις η βελτίωση των αποτελεσμάτων σε σχέση με τα αντίστοιχα των απει​ρό​​βα​θων πηγαδιών είναι σημαντική. 
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Σχήμα 6.4  Γραφική επίλυση για το πηγάδι που «βλέπουν» τα ηλεκ-

                 τρόνια (R2 = 42.275). Καταστάσεις άρτιας ομοτιμίας.
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Σχήμα 6.5  Γραφική επίλυση για το πηγάδι που «βλέπουν» τα ηλεκ-

                 τρόνια (R2 = 42.275). Καταστάσεις περιττής ομοτιμίας.
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Σχήμα 6.6  Γραφική επίλυση για το πηγάδι που «βλέπουν» οι

                   οπές (R2 = 36.4094). Καταστάσεις άρτιας ομοτιμίας.
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Σχήμα 6.7  Γραφική επίλυση για το πηγάδι που «βλέπουν» οι

                   οπές (R2 = 36.4094). Καταστάσεις περιττής ομοτιμίας.


Απόδειξη της σχέσης (2.41)
Ξεκινάμε από τη σχέση (2.40):



[image: image421.wmf]22

22

2

1

()

222

y

x

nxy

n

k

k

gEdkdk

mm

ede

p

+¥+¥

-¥-¥

éù

=---

êú

êú

ëû

å

òò

h

h


(Α.1)
Στη (2.32) όμως είχαμε γράψει το 
[image: image422.wmf]k
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 ως εξής:
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(Α.2)
Θα υπολογίσουμε το διπλό ολοκλήρωμα κάνοντας τις παρακάτω αντικαταστάσεις:
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(Α.3)
και:
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(Α.4)
Για τις αντικαταστάσεις αυτές η Ιακωβιανή ορί​​ζουσα προκύπτει ίση με 
[image: image426.wmf]k
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. Έτσι, η (Α.1) γίνεται:
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(Α.5)
Η μεν ολοκλήρωση ως προς 
[image: image428.wmf]f

 γίνεται αμέσως και δίνει 2π, οπότε:
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(Α.6)
Θυμόμαστε τώρα τη γνωστή ιδιότητα της συνάρτησης δέλτα:
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(Α.7)
η οποία, αν χρησιμοποιηθεί ώστε να βγάλουμε κοινό παράγοντα το 
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 από το όρι​σμα της συ​νάρ​τησης δέλτα στην (Α.6), συνεπάγεται πως:
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(Α.8)
Όμως, το 
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 μπορεί να γραφτεί ως 
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(Α.9)
Θέτοντας τώρα 
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 παίρνουμε:
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(Α.10)
Αν θυμηθούμε όμως τις σχέσεις ορισμού της συνάρτησης δέλτα::
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(Α.11)
και:
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(Α.12)
βλέπουμε ότι (επειδή στην (Α.10) ολοκληρώνουμε μόνο για θετικά y) ο μόνος τρόπος να μη δώσει μηδέν το ολοκλήρωμα στην (Α.10) είναι να είναι θετικό το 
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, δηλα​δή να είναι 
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. Με άλλα λόγια:
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(Α.13)
όπου Θ(x) είναι η μοναδιαία βηματική συνάρτηση που ισούται με 1 για 
[image: image443.wmf]0
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 και με 0 για 
[image: image444.wmf]0
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. Αυτό όμως σημαίνει ότι έχουμε ήδη φτάσει στο αποτέλεσμα που επιδιώκαμε, καθώς αν αντικαταστήσουμε την (Α.13) στην (Α.10) παίρνουμε:
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(Α.14) 
[image: image446.wmf]º

 (2.41)


Απόδειξη της σχέσης (3.7)
Στο παρόν παράρτημα θα δώσουμε τις απαραίτητες έννοιες της ανα​λυ​τι​κής μη​χα​​νι​κής,
 ώ​στε να γίνει κατανοητή η απόδειξη της σχέ​σης (3.7), σε μία προσπάθεια να κρατηθεί το επί​πεδο της ανά​λυσης όσο το δυνατόν πιο γε​νι​κό.


Στα πλαίσια του φορμαλισμού Lagrange, σε ένα ολόνομο σύστημα, οι n βαθμοί ελευθερίας του συστήματος αντιστοιχούν σε n ανεξάρτητες γενικευμένες συντε​ταγ​​μένες qk (k = 1, 2, …, n) (με καθεμία από αυτές να είναι π.χ. ένα μή​​κος ή μία γωνία). Εάν Τ είναι η κινητική ενέργεια του συστήματος τότε οι n εξισώ​σεις κίνησης (στη γενική τους μορφή) για το σύστημα θα είναι οι παρακάτω διαφορικές εξισώσεις δευτέρας τάξης: 
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(Β.1)

όπου Qk είναι οι γενικευμένες δυνάμεις οι οποίες δίνονται από τη σχέση: 
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(Β.2)

όπου xi και Fi είναι οι συνιστώσες του διανύσματος θέσης r και οι συνι​στώ​σες της δύ​να​μης F, αντίστοιχα, σε ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων, ενώ ο δείκτης i παίρ​νει τις τιμές από 1 έως 3 για έ​να σωματίδιο,
 και από 1 έως 3N για Ν σωματίδια. Υπενθυμίζεται ότι αν η δύ​να​μη F είναι συντηρητική, δηλαδή αν προκύπτει από μία συ​νάρ​​τηση δυναμική ενέργειας V, τότε για τις συνιστώσες Fi και Qk θα ισχύουν οι πα​ρα​κά​τω σχέσεις: 
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(Β.3)

οπότε και 
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Η τελευταία σχέση, όμως, σε συνδυασμό με την (Β.1), μας επιτρέπει να ορίσουμε μία νέ​α συ​νάρτηση, τη Λαγκρανζιανή (ή Lagrangian) L, ως εξής: 
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(Β.5)

και να ξαναγράψουμε τις εξισώσεις (Β.1) σε μία άλλη μορφή: 
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(Β.6)

Οι εξισώσεις αυτές είναι γνωστές ως εξισώσεις Lagrange. Στην πραγματικότητα, οι εξι​σώ​σεις Lagrange μπορούν να γραφούν στη μορφή (Β.6) ακόμη και αν δεν υπάρχει συ​νάρ​τηση δυναμικής ενέργειας V με τη συνηθισμένη έν​νοια, με την προϋπόθεση ότι οι γε​νικευμένες δυνάμεις προκύπτουν από μία συνάρτηση 
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 (γενικευμένη δυναμική ενέρ​γεια) τέτοια ώστε να ι​κα​νο​ποιείται η σχέση: 
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(Β.7)

Στην περίπτωση αυτή, οι εξισώσεις (Β.1) οδηγούν πάλι στις εξισώσεις (Β.6) έχοντας βέβαια ορίσει τη Λαγκρανζιανή ως εξής:
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(Β.8)

Το συγκεκριμένο πρόβλημα που έχουμε να επιλύσουμε, είναι η εύρεση της Λα​γκραν​ζιανής για ένα σωματίδιο φορτίου q (στο τέλος του παραρτήματος θα εξει​δι​κεύ​σου​με περαι​τέ​ρω την επιλογή μας αυτή) που κινείται μέσα σε ένα ηλεκτρομαγνητικό πεδίο. Κατά τα γνωστά, η δύναμη που θα δέχεται το σωματίδιο είναι η δύνα​μη Lorentz:
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(Β.9)

Σκοπός μας είναι να φέρουμε τη δύναμη F (ή ορθότερα: τις συνιστώσες της F) σε τέτοια μορ​φή ώστε να είναι προφανές ποια είναι η γενικευμένη δυναμική ενέργεια από την οποία απορρέει αυτή. Τότε θα έχουμε ουσιαστικά βρει τη Λαγκρανζιανή του συ​στή​μα​τος.

Όπως κάνουμε συχνά στον ηλεκτρομαγνητισμό, είναι προτιμότερο να χρησι​μο​ποιή​σουμε το βαθμωτό και το διανυσματικό δυναμικό αντί για τα ίδια τα πεδία. Ως γνωστόν στη γενική περίπτωση ισχύει:
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(Β.10)

και
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(Β.11)

Η δύναμη Lorentz (Β.9) γράφεται τώρα με βάση τις δύο προηγούμενες σχέσεις:
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(Β.12)

Σημειώνουμε ότι στην περίπτωσή μας (φορτισμένο σωματίδιο κινούμενο μέσα σε η​λεκτ​ρο​​μαγνητικό πεδίο) μπορούμε απλούστατα να ταυτίσουμε τις γενικευμένες συντε​ταγ​μέ​νες με τις καρτεσιανές συντεταγμένες, οπότε από την (Β.2) συνεπάγεται ότι οι συνι​στώ​σες της F θα ταυτίζονται με τις γενικευμένες δυνάμεις  (καθώς επιπλέον τώρα θα είναι 
[image: image460.wmf]ik

º

, από 1 έως 3). Εάν επομένως (σύμφωνα με την (Β.7)) δείξουμε ότι για κάποια συ​νάρ​τηση U ισχύει:
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(Β.13)

τότε θα έχουμε βρει τη γενικευμένη δυναμική ενέργεια που αναζητούσαμε. Για να το κά​νου​με αυτό, παίρνουμε κατ’ αρχήν τη x συνιστώσα της F από την (Β.12):
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(Β.14)

Καθεμία από τις παραστάσεις μέσα στην παρένθεση είναι αντίστοιχα:
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και
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(Β.16)

και τέλος
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(Β.17)

Εάν στην τελευταία προσθαφαιρέσουμε τον όρο 
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(Β.18)

Οι τρεις πρώτοι όροι στην παραπάνω μπορούν να συμπυκνωθούν οπότε προκύπτει:
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(Β.19)

Κάνοντας τώρα μία φαινομενικά ασύνδετη με τα προηγούμενα παρατήρηση, σημειώ​νου​με ό​τι η ο​λι​κή χρονική παράγωγος του Ax περιέχει συνεισφορές τόσο από τη ρητή εξάρ​τη​ση του Ax από το χρόνο, όσο και από τη μεταβολή της θέσης με το χρόνο (δηλ. την κί​νη​ση του σωματιδίου) η οποία αλλάζει το χωρικό σημείο στο οποίο υπολογίζεται το Ax:
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(Β.20)

Όπως όμως είναι προφανές, οι τρεις τελευταίοι όροι της (Β.20) ταυτίζονται με τους τρεις τε​​λευταίους όρους της (Β.19), οπότε αυτή ξαναγράφεται στη μορφή:
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(Β.21)

Ο τελευταίος όρος μπορεί να γραφτεί ως εξής:
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(Β.22)

δεδομένου ότι το διανυσματικό δυναμικό Α είναι συνάρτηση των x, y και z μόνο. Επο​μέ​νως:
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(Β.23)

Με βάση τις (Β.15), (Β.16) και (Β.23) η (Β.14) γίνεται τώρα:



[image: image473.wmf](

)

()

x

x

d

Fq

xxdtv

f

æö

æö

¶¶¶×

=-+×-

ç÷

ç÷

ç÷

¶¶¶

èø

èø

Av

Av


(Β.24)

Επειδή όμως το βαθμωτό δυναμικό δεν εξαρτάται από τον χρόνο, η τελευταία σχέση εί​ναι ισοδύναμη με την (Β.13) όπου η γενικευμένη δυναμική ενέργεια είναι απλώς:
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(Β.25)

Επομένως, η (Β.8) δίνει λόγω της (Β.25):
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(Β.26)


Έχοντας φτάσει στον μεσοπρόθεσμο στόχο που είχαμε θέσει (τον υπολογισμό της Λα​γκραν​ζιανής), θα δώσουμε τώρα κάποιες ακόμα γενικές έννοιες από το πεδίο της ανα​λυ​​τικής μη​χανικής. Κατ’ αρχήν, σημειώνουμε πως οι γενικευμένες ορμές προκύπτουν α​πό τη Λαγκρανζιανή από τις σχέσεις ορισμού:
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(Β.27)

Επιπρόσθετα, η Χαμιλτονιανή Η ορίζεται από την παρακάτω απλή σχέση, η οποία δείχ​νει πα​ράλ​ληλα και τις μεταβλητές από τις οποίες εξαρτάται η Η:
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(Β.28)

Όντας εφοδιασμένοι με τις σχέσεις (Β.27) και (Β.28) μπορούμε να υπολογίσουμε τώ​ρα τη Χαμιλτονιανή που αντιστοιχεί στη Λαγκρανζιανή (Β.26). Για να το πράξουμε αυτό, ξαναγράφουμε πρώτα την (Β.27) για τη x συνιστώσα της γενικευμένης ορ​μής:



[image: image478.wmf](

)

x

x

Tqq

p

v

f

¶-+×

=

¶

Av


(Β.29)

αφού οι γενικευμένες συντεταγμένες 
[image: image479.wmf]k
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 (k = 1, 2, 3) είναι τώρα οι καρτεσιανές συ​ντε​ταγ​μένες x, y, z του φορτίου οπότε οι 
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 (k = 1, 2, 3) είναι οι συνιστώσες 
[image: image481.wmf],,

xyz

vvv

, αντί​στοι​χα, της ταχύτητας v του σωματιδίου. Επομένως, από την (Α.29) παίρνουμε αμέσως:
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αφού η συνάρτηση 
[image: image483.wmf]f

 είναι ανεξάρτητη των 
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. Ξαναγράφουμε τώρα την (Β.28):
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(Β.31)

οπότε σε συνδυασμό με την (Β.30) και τις αντίστοιχες σχέσεις για τα py, pz προκύπτει:
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(Β.32)

Ίσως είναι σκόπιμο να σημειώσουμε ότι η κινητική ενέργεια Τ, τόσο στην (Β.32) όσο και σε όλες τις παραπάνω σχέσεις, δεν ισούται με 
[image: image487.wmf]2
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 όπως θα υπέθετε κανείς παρορ​μη​τι​κά. Ο ορισμός της κινητικής ενέργειας αναφέρεται στην ταχύτητα και όχι στην ορμή, δη​λα​δή:
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(Β.33)

Όπως φαίνεται από την (Β.30), η σχέση που συνδέει τη γενικευμένη ορμή με την ταχύ​τη​τα δεν είναι η «συνηθισμένη» p = mv αλλά η πιο σύνθετη:
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(Β.34)

επομένως, εάν θέλουμε να γράψουμε τη Χαμιλτονιανή συναρτήσει της γενικευμένης ορ​μής θα πρέπει να πούμε:
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(Β.35)

Επειδή όμως στην περίπτωσή μας έχουμε να κάνουμε με ηλεκτρόνιο (q = – e) και δεν έχουμε βαθμωτό δυναμικό (
[image: image491.wmf]f

=0) προκύπτει τελικά η σχέ​​ση που θέλαμε εξαρχής να απο​​δεί​​ξουμε:
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(Β.36) 
[image: image493.wmf]º

(3.7)


Απόδειξη της σχέσης (4.5)
Στο μοντέλο του Drude, τα ηλεκτρόνια θεωρείται πως εί​ναι ανεξάρτητα και ελεύ​θερα, ενώ φτάνουν σε θερμοδυναμική ισορροπία μέσω των σκε​δά​σεων με το πε​ρι​βάλ​λον τους (οι οποίες πραγματοποιούνται με πιθανότητα ανά μο​νά​δα χρό​​νου ίση με 1/
[image: image494.wmf]t

, όπου 
[image: image495.wmf]t

 είναι ο χρόνος μεταξύ δύο διαδοχι​κών σκε​δά​σεων, δη​λα​δή ο χρό​​​​νος απο​κα​τά​στασης). Ας συμ​​βολίσουμε με p(t) την ολική ορμή ανά ηλεκτρόνιο τη χρο​​​νική στιγμή t. Θα υπολο​γί​σου​με τώρα την ολική ορμή ανά ηλεκτρόνιο p(t+dt) με​τά από ένα απει​ρο​στό χρόνου dt.


Αν επιλέξουμε τυχαία ένα ηλεκτρόνιο τη στιγμή t, η πιθανότητα να υποστεί αυτό σκέ​δαση πριν από τη στιγμή t+dt είναι dt / τ. Με άλλα λόγια, τα ηλεκτρόνια που υφί​στα​νται σκέδαση στο χρονικό διάστημα από t έως t+dt αποτελούν κλάσμα dt / τ του συ​νο​λικού αριθμού των ηλεκτρονίων.
 Επειδή η ηλεκτρονιακή ταχύτητα (και ορμή) κατα​νέ​μεται τυχαία αμέσως μετά από κάθε σκέδαση, κάθε τέτοιο ηλεκτρόνιο θα συ​νει​σφέ​​​ρει στη μέση ορμή p(t+dt) μόνο στον βαθμό που έχει αποκτήσει ορμή λόγω της δύ​​να​​​μης F(t) (η οποία οφείλεται σε –χωρικά– ομογενή ηλεκτρικά ή/και μαγνητικά πεδία και για τη δι​​κή μας ανάλυση αρκεί να θεωρηθεί ως η μέση δύναμη ανά ηλεκτρόνιο) μετά την τε​λευ​ταία του σκέδαση. Η ορμή αυτή όμως αποκτάται σε ένα χρονικό διάστημα που θα είναι εξ ορισμού μικρότερο από dt και επομένως είναι της τάξης του F(t)dt. Η συ​νει​​σφο​ρά στην ορμή ανά ηλεκτρόνιο των ηλεκτρονίων που σκεδάζονται από t έως t+dt δεν θα είναι τί​ποτα άλλο παρά το γινόμενο του κλάσματος dt / τ, που αποτε​λούν σε σχέση με τον συ​νο​λικό αριθμό των ηλεκτρονίων, επί τη δική τους μέση ορμή ανά ηλε​​κτ​​ρό​​​νιο F(t)dt. Συνεπώς, η συνει​σφορά αυτή θα είναι της τάξης του (dt / τ)F(t)dt, δη​λα​δή της τάξης του 
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 γι’ αυτό και τη συμβολίζουμε με 
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Επομένως, αν ενδιαφερόμαστε για τους όρους που είναι γραμμικοί ως προς dt, θα πρέπει να ασχοληθούμε με τα ηλεκτρόνια που δεν υφίστανται σκέδαση στο χρονικό διά​στημα από t έως t+dt. Αυτά (που δεν σκεδάζονται) θα αποτελούν κλάσμα 
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t
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 του συ​νο​λικού αριθ​μού των ηλεκτρονίων. Εφόσον δεν υφίστανται σκέδαση, καθένα από αυτά κινείται απλώς υπό την επίδραση της δύναμης F(t) και αποκτά επομένως στο χρο​νι​κό διάστημα dt επι​​πλέον ορ​μή 
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. Όπως και πριν, η συνεισφορά στην ορ​μή ανά ηλε​κτ​ρό​νιο των ηλε​​κτ​ρο​​νίων που δεν σκεδάζονται από t έως t+dt δεν θα είναι τί​πο​τα άλλο παρά το γινό​μενο του κλάσματος 
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dt

t
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, που αποτελούν σε σχέση με το σύ​νο​λο των ηλε​κτρο​νί​ων, επί τη δική τους μέση ορμή ανά ηλε​​​κτ​​​​ρ​​​ό​​​νιο 
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. Έτσι, αν συν​υπο​λο​γί​σου​με τη συνεισφορά τόσο των ηλεκτρο​​νί​ων που σκε​δά​ζο​νται όσο και ε​κεί​νων που δεν σκε​δά​ζονται στο χρονικό διάστημα από t έως t+dt (δη​λα​δή συνο​λι​κά όλων των ηλε​κτρο​νί​ων), θα πά​ρουμε: 
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όπου συμβολίσαμε με 
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 τους όρους που είναι της τάξης του 
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 ασχέτως της προ​έ​λευσής τους. Αναδιατάσσοντας ελαφρώς τους όρους της παραπάνω σχέ​σης παίρ​νουμε:
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Αν διαιρέσουμε με dt και πάρουμε το όριο καθώς το dt τείνει στο μηδέν, προκύπτει η σχέ​​ση που θέλαμε να αποδείξουμε:
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(4.5)
Από τη σχέση αυτή φαίνεται ότι το αποτέλεσμα των σκεδάσεων καθενός ηλεκτρονίου είναι πως εμφανίζεται ένας επιπλέον όρος (όρος απόσβεσης) στην εξίσωση κίνησης για την ορμή ανά ηλε​κτρόνιο.
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� Challis, σελ. 111 [Λεπτομερή στοιχεία για κάθε κείμενο δίνονται στη βιβλιογραφία που βρίσκεται στο τέ�λος της εργασίας].


� To γεγονός αυτό δεν έρχεται σε αντίφαση με το δεδομένο πως εμφανίζονται ποιοτικώς νέα φαινομένα λό�γω του ότι το πάχος είναι μικρό: οι φυσικές ιδιότητες δεν εξαρτώνται από την ακριβή τιμή του πάχους αλ�λά εξαρτώνται παρ’ όλα αυτά από το ότι η τιμή του είναι μικρή.


� Hook & Hall, σελ. 399-400.


� Παρ’ όλο που θεωρούμε ότι τα ηλεκτρόνια είναι ελεύθερα στο επίπεδο x y, μπορούμε να λάβουμε υπό�ψη πι�θα�νές δομές ζωνών και άλλα φαινόμενα, αν θεωρήσουμε πως τα ηλεκτρόνια έχουν ενεργό μάζα m*. Στα πα�ρακάτω θα συμβολίζουμε την ενεργό αυτή μάζα απλώς με m (� EMBED Equation.DSMT4  ���m*).


� Όταν βέβαια υιοθετούμε περιοδικές συνοριακές συνθήκες (βλ. κεφάλαιο 2), τότε η κίνηση ακόμα και στο επί�πεδο x y παύει να είναι συνεχής. Ωστόσο, αποδεικνύεται πως η κβάντωση στο επίπεδο x y είναι πολύ «μι�κρή» εν συγκρίσει με την αντίστοιχη κβάντωση κατά τον άξονα z, επομένως είναι δυνατό να απο�κα�λού�με το φάσμα στο επίπεδο x y οιονεί συνεχές, διατηρώντας έτσι στο ακέραιο την ορθότητα του επιχειρή�μα�τος που δώσαμε στο κυρίως κείμενο.


� Shik, σελ. 6.


� Ως γνωστόν, αυτές είναι μερικές από τις διαδικασίες που σκεδάζουν τα ηλεκτρόνια και κατά συνέπεια εί�ναι υπεύθυνες για τη διαπλάτυνση των ενεργειακών σταθμών.


� Μπορεί να δώσει κανείς και κάποιες άλλες παρόμοιες συνθήκες (π.χ. πολύ υψηλή ποιότητα των επιφανειών) που πρέπει να πληρούνται, οι οποίες όμως δεν θα μας απασχολήσουν, εκτός των άλλων, λόγω της συνήθως ποιοτικής μονάχα μορφής τους.


� Στην πραγματικότητα, υποχρέωσή μας είναι να κανονικοποιήσουμε μονάχα την κυματοσυνάρτηση ψ(r) και όχι τις «συνιστώσες» της που φαίνονται στη � GOTOBUTTON ZEqnNum846706  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum846706 \! \* MERGEFORMAT �(2.6)��. Ωστόσο, εάν καθεμιά από αυτές είναι κανονικο�ποιη�μέ�νη, τότε προκύπτει πως κανονικοποιημένη θα είναι και η ψ(r).


� Αξίζει να προσέξει κανείς ότι ο συμβολισμός που χρησιμοποιούμε στο παρόν κεφάλαιο είναι απολύτως συμ�βατός με αυτόν του προηγουμένου κεφαλαίου: και στις δύο περιπτώσεις το En υποδηλώνει τις δια�κρι�τές στάθμες (οι οποίες αντιστοιχούν σε δέσμιες καταστάσεις) ενέργειας κατά τον άξονα των  z.


� Ashcroft & Mermin, σελ. 32-33.


� Θα μπορούσαμε βέβαια να είχαμε θεωρήσει πως ο κρύσταλλος έχει μήκος L και πλάτος W (με W εν γένει διάφορο του L). Τούτο θα γίνει σε επόμενο κεφάλαιο.


� Η περίπτωση της � GOTOBUTTON ZEqnNum680129  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum680129 \! \* MERGEFORMAT �(2.8)�� είναι πολύ διαφορετική καθώς εκεί υπήρχε ένα πηγάδι απείρου βάθους που έκανε υπο�χρεωτικό τον μηδενισμό της κυματοσυνάρτησης, ενώ στην παρούσα περίπτωση απλώς εξετάζουμε βο�λικές μαθηματικές επιλογές χωρίς κάποιον εξωγενή περιορισμό.


� Για να δοθεί κάπως πιο διαισθητικά η εικόνα που επιθυμούμε, σημειώνεται ότι στην περίπτωση του μονο�διά�στατου κρυστάλλου η υπόθεση αυτή θα μας οδη�γού�σε στην αντικατάσταση του ευθύγραμμου τμήματος από 0 έως L (στο οποίο είναι περιορισμένα τα ηλεκτρόνια) από έναν κύκλο με μήκος περιφέρειας L.


� Προς αποφυγή παρεξηγήσεων σημειώνουμε πως σε όλα τα παρακάτω το e δηλώνει το φορτίο του ηλεκτ�ρονίου (κατ’ απόλυτη τιμή), και για τον λόγο αυτόν η εκθετική συνάρτηση έχει γραφτεί παντού exp(x) και όχι ex.


� Το σύμβολο « ^ » στις � GOTOBUTTON ZEqnNum933611  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum933611 \! \* MERGEFORMAT �(2.21)�� και � GOTOBUTTON ZEqnNum653446  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum653446 \! \* MERGEFORMAT �(2.22)�� χρησιμοποιείται για να υποδηλώσει μοναδιαία διανύσματα, όχι τελεστές (όπως γίνεται συνήθως στην κβαντομηχανική).


� Hook & Hall, σελ. 401.


� Εφιστούμε την προσοχή του αναγνώστη στο ότι σε όλη την εργασία χρησιμοποιούμε το ίδιο σύμβολο ε τό��σο για τις ιδιοτιμές της συνολικής ενέργειας όσο και για τη μεταβλητή που αναπαριστά τη συ�νο�λι����κή ενέρ��γεια γενικότερα (η δεύτερη κβαντομηχανικά μπορεί να πάρει μόνο τις τιμές που καθορίζονται α�πό τις πρώ��τες). Σύγχυση δεν προκύπτει (ελπίζουμε) επειδή το πλαίσιο στο οποίο εμφανίζεται κά��θε με��τα��βλη��τή δεί���χνει κάθε φορά ποιά από τις δύο παραπάνω έννοιες του συμβόλου χρησιμοποιείται.


� Παπαδόπουλος, σελ. 18, 64.


� Ashcroft & Mermin, σελ. 44.


� Bastard, σελ. 13. 


� Στην παρούσα ενότητα δίνουμε βασικά τα αποτελέσματα της κβαντομηχανικής ανάλυσης, χωρίς πολλές λε�πτο�μέρειες, παραπέμποντας τον αναγνώστη που ενδιαφέρεται για πιο εκτεταμένη συζήτηση στα κατάλ�λη�λα συγγράματα.


� Liboff, σελ. 290-298.


� Εάν θέλουμε να κρατήσουμε συμβατό το συμβολισμό της παρούσας υπο-ενότητας με εκείνον της ενό�τη�τας 2.1 και του πρώτου κεφαλαίου, μπορούμε να υποθέσουμε για το πάχος του υμενίου ότι d =2a.


� Balkanski & Wallis, σελ. 373-375.


� Liboff, σελ. 261.


� Zawadzki, σελ. 4.


� Liboff, σελ. 197-209.


� Η ανάλυση της παρούσας ενότητας είναι συνειδητά σύντομη και απλώς περιγραφική. Στην επόμενη ενό�τη�τα θα εξετάσουμε όλα τα ενδιάμεσα βήματα στα αντίστοιχα σημεία όπου ίσως τώρα δίνεται η εντύπωση «βια�στικής συζήτησης».


� Η συμμετρική βαθμίδα συχνά γράφεται και στη μορφή � EMBED Equation.DSMT4  ���.


� Η μόνη «επιπλοκή» που θα είχε η επιλογή της συμμετρικής βαθμίδας είναι ότι θα έπρεπε να χρησιμο�ποιή�σου�με κυλινδρικές συντεταγμένες για τη διευκόλυνσή μας.


� Liboff, σελ. 441-443.


� Υπενθυμίζουμε ότι η ορμή ως τελεστής δίνεται από τη σχέση � EMBED Equation.DSMT4  ���.


� Τον ακέραιο� EMBED Equation.DSMT4  ��� τον συμβολίζουμε με τον τρόπο αυτόν, ώστε να μην υπάρξει σύγχυση με τον ακέ�ραι�ο � EMBED Equation.DSMT4  ��� που αναφέρεται στις ενεργειακές στάθμες των δέσμιων καταστάσεων των ηλεκτρονίων οι οποίες σχε��τί�ζο�νται με τη διεύθυνση z (βλ. π.χ. σχέση (2.14)). Ο δείκτης «L» αναφέρεται στον Landau, όχι στη διά�στα�ση L του κρυστάλλου. 


� Eisenstein, σελ. 182.


� Grosso, σελ. 562-563.


� Αυτό φαίνεται αν κάνει κανείς μία απλούστατη αλλαγή μεταβλητών θέτοντας το y – yo ίσο με μία νέα μεταβλητή.


� Liboff, σελ. 534-536.


� Davies, σελ. 222-223.


� Liboff, σελ. 443-445.


� Ομοίως, στα μαγνητικά πεδία της τάξης των 5 Τ που θα μας απασχολήσουν (βλ. κεφάλαιο 4) δεν υφίσταται σημαντική θερμική διέγερση από τη στάθμη Landau � EMBED Equation.DSMT4  ��� στην � EMBED Equation.DSMT4  ���.


� Ή αλλιώς � EMBED Equation.DSMT4  ��� όπου το  � EMBED Equation.DSMT4  ��� είναι το εύρος της Γκαουσιανής συνάρτησης στην κί�νη��ση κατά μήκος του άξονα y.


� Μιλώντας αυστηρά, δεν μπορεί κανείς να το πει αυτό για τις καταστάσεις που αντιστοιχούν σε ταλα�ντω�τή με κέντρο κοντά στο (ή πάνω στο) σύνορο της επιφάνειας στο επίπεδο x y. Ωστόσο, εφόσον ο βαθμός εκ�φυ�λισμού είναι μεγάλος, το κέντρο απέχει αρκετά από το σύνορο για όλες σχεδόν τις καταστάσεις.  Βλ. Smith, σελ. 147.


� Το σύμβολο � EMBED Equation.DSMT4  ��� που υποδηλώνει τον εκφυλισμό μίας στάθμης Landau δεν πρέπει να συγχέεται με το σύμ�βολο � EMBED Equation.DSMT4  ��� που χρησιμοποιούμε για να υποδηλώσουμε την πυκνότητα καταστάσεων.


� Ίσως αξίζει να αναφερθεί ότι αν πάρουμε το κλασικό όριο (ħ→0) τότε: από την � GOTOBUTTON ZEqnNum515472  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum515472 \! \* MERGEFORMAT �(3.46)�� φαίνεται ότι ο εκ�φυ��λισμός τείνει στο άπειρο, την ίδια στιγμή που το σχήμα 3.1 μας δείχνει ότι η απόσταση μεταξύ των σταθ�μών Landau τείνει στο μηδέν.


� Το χαλαρό ύφος των διατυπώσεων αυτών προκύπτει μονάχα από τη θέλησή μας να επεξηγήσουμε ποιο�τι�κά τους αναλυτικούς υπολογισμούς που έ�χου�με ως τώρα παρουσιάσει, οπότε ελπίζουμε πως δεν θα ενο�χλή�σει τον απαιτητικό αναγνώστη.


� Hook & Hall, σελ. 408-409.


� Bastard, σελ. 325.


� Σημειώ�νου��με παρενθετικά πως δεν πρέπει να μας εκπλήσσει το γεγονός ότι ο αριθμός των κα�τα�στά�σεων που συνδέονται με κάθε στάθμη Landau είναι πεπερασμένος, καθώς παρ’ όλο που το εύρος κάθε στάθμης εί�ναι μηδέν, η πυκνότητα καταστάσεων είναι άπειρη, όπως είδαμε.


� Το χημικό δυναμικό (το οποίο είναι συνάρτηση της θερμοκρασίας) είναι η ενέργεια που καθορίζει την υψη��λό��τερη κατειλημμένη ενεργειακή στάθμη (για κάθε θερμοκρασία). Βλ. Παπαδόπουλος, σελ. 24-29.


� Εάν είναι υψηλό το μαγνητικό πεδίο τότε: i) θα είναι μεγάλο το μΒ B οπότε οι «σχισμένες» λόγω του σπιν στάθ��μες θα απέχουν πολύ τόσο μεταξύ τους όσο και από τα ημιπεριττα πολλαπλάσια του ħωc και ii) θα είναι μεγάλο το ίδιο το ωc οπότε θα απέχουν πολύ τα ημιπεριττα πολλαπλάσια του ħωc μεταξύ τους.


� Αν και είναι αυτονόητο, τονίζουμε ότι δεν πρέπει να προκληθεί σύγχυση λόγω της χρήσης του ίδιου συμ�βό��λου i τόσο για τη φανταστική μονάδα (i2 = – 1) όσο και για τον ακέραιο αριθμό των σταθμών Lan�dau που καταλαμβάνονται πλήρως. Η χρήση αυτή προκύπτει από καθιερωμένη πρακτική στην αγγλόφωνη βιβλιογραφία (i από τη λέξη integer, ακέραιος) και όχι από δική μας επιλογή.


� Hook & Hall, σελ. 97.


� Δημιουργείται ένα είδος «πυκνωτή» παραλλήλων πλακών φορτισμένων με αντίθετα φορτία.


� Από δω και στο εξής θα χρησιμοποιούμε χωρίς διάκριση τα � EMBED Equation.DSMT4  ��� και � EMBED Equation.DSMT4  ��� για να συμβολίσουμε το πεδίο Hall.


� Παπαδόπουλος, σελ. 42-47.


� Αναφερόμαστε στη σχέση p = mv. Μπορεί στο παράρτημα Β να είχαμε πει ότι η σχέση αυτή δεν ισχύει αν υπάρχει μαγνητικό πεδίο, αλλά τότε αναφερόμασταν στη γενικευμένη ορμή, ενώ τώρα στη μηχανική ορ�μή.


� Το μέγεθος αυτό είναι το αντίστοιχο του � EMBED Equation.DSMT4  ��� που θα συναντήσουμε στην επόμενη υπο-ενότητα.


� Ομοίως, το μέγεθος αυτό είναι το αντίστοιχο του � EMBED Equation.DSMT4  ��� που θα συναντήσουμε στην επόμενη υπο-ενότητα.


� Υπάρχουν ορισμένα μέταλλα για τα οποία ο συντελεστής Hall προκύπτει θετικός. Αυτό δεν εξηγείται από τη θεώρησή μας (παραδοχή πως τα ηλεκτρόνια είναι ελεύθερα) αλλά από τη θεωρία των ενεργειακών ζω�νών, η οποία απορρέει από την αλληλεπίδραση ηλεκτρονίων – θετικών ιόντων.


� Hook & Hall, σελ. 405-408.


� Βλ. von Klitzing & Dorda & Pepper, σελ. 494-497.


� Ακριβέστερα, οι � GOTOBUTTON ZEqnNum410456  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum410456 \! \* MERGEFORMAT �(4.48)�� και � GOTOBUTTON ZEqnNum262988  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum262988 \! \* MERGEFORMAT �(4.49)�� είναι οι αντίστοιχες με τις αντίστροφες των � GOTOBUTTON ZEqnNum465537  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum465537 \! \* MERGEFORMAT �(4.27)�� και� GOTOBUTTON ZEqnNum602356  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum602356 \! \* MERGEFORMAT �(4.29)��.


� Halperin, σελ. 48.


� Βλ. Hook & Hall, σελ. 410-412 και Halperin, σελ. 44-47.


� Παπαδόπουλος, σελ. 167-168.


� Είναι ιδιαίτερα ενδιαφέρον το γεγονός ότι κατά την εισαγωγή των σταθμών Landau είδαμε πώς «συ�μπυ�κνώ��θηκαν» αρκετές στάθμες ελεύθερης κατάστασης σε μία στάθμη Landau (σχήμα (3.1)), ενώ τώρα βλέ�που�με ένα φαι�νό�μενο που είναι περίπου το αντίστροφο: μία στάθμη Landau «απλώνεται» σε αρκετές άλλες στάθ�μες.


� Ο εντοπισμός αυτός έχει κάποια συγγένεια με την κρυστάλλωση Wigner (Hook & Hall, σελ. 394-395). 


� Η θεμελιώδης αυτή φύση του κβαντικού φαινομένου Hall έχει οδηγήσει στη χρήση του στη μετρολογία, για να οριστεί η μονάδα της αντίστασης. Η τιμή του � EMBED Equation.DSMT4  ��� σε κάθε πλατώ είναι σταθερή με ακρίβεια με�γα�λύ�τερη από εκείνη με την οποία γνωρίζουμε το πηλίκο h /e2, οπότε για να οριστεί η αντίσταση ορίζεται πρώ��τα το (καλύτερο δυνατό με βάση τις ως τώρα γνώσεις μας) πηλίκο h /e2.


� Βλ. Tsui & Stormer & Gossard, σελ. 1559-1562.


� Ως συνήθως, τα σύμβολα αυτά χρησιμοποιούνται ad hoc και δεν έχουν σχέση με άλλα μεγέθη για τα ο�ποία χρησιμοποιούμε αλλού παρό�μοιο συμβολισμό.


� Halperin, σελ. 48.


� Επομένως, τα ηλεκτρόνια που εξετάζουμε στο σύνολο της εργασίας δεν είναι μόνο ελεύθερα (μη αλληλε�πι�δρώντα με τα θετικά ιόντα) αλλά και ανεξάρτητα (μη αλληλεπιδρώντα μεταξύ τους). Η δεύτερη πα�ρα�δο�χή είχε γίνει σιωπηρά και φαίνεται από το γεγονός ότι πουθενά δεν συμπεριλάβαμε στη Χαμιλτονιανή του συστήματος όρους που σχετίζονται με αλληλεπίδραση ηλεκτρονίων.


� Shik, σελ. 68.


� Hook & Hall, σελ. 412-415.


� Στην πραγματικότητα, η διαρρύθμιση αυτή παράγεται από στρώματα GaAs και GaAlAs (βλ. κεφάλαιο 6).


� Η αντιστοιχία με τη σχέση (2.12) είναι προφανής.


� Balkanski & Wallis, σελ. 424-425.


� Κάνουμε την παραδοχή ότι το 0 του δυναμικού βρίσκεται στο αριστερό άκρο του πρώτου φράγματος και ότι το V του δυναμικού βρίσκεται στο δεξί άκρο του δεύτερου φράγματος. Επιπλέον, υποθέτουμε, για να βγά�λουμε ποιοτικά συμπεράσματα, ότι μέσα στο πηγάδι η δυναμική ενέργεια μπορεί προσεγγιστικά να θεωρηθεί ίση με το μέσο όρο των αντίστοιχων δυναμικών ενεργειών στο αριστερό άκρο του πρώτου φράγματος και στο δεξί άκρο του δεύτερου φράγματος, δηλαδή ότι μπορεί να ληφθεί ίση –eV/2. Στην πραγματικότητα, θα έπρεπε κανείς να αντιμετωπίσει κβαντομηχανικά το τρι�γω�νι�κο πηγάδι που σχη�μα�τί�ζε�ται (βλ. σχήμα 5.2). Επειδή όμως το  πρόβλημα αυτό είναι ακόμη πιο περίπλοκο από αυτό που πε�ρι�γρά�ψα�με στην προηγούμενη ενότητα (λόγω του ότι τώρα το βάθος του πηγαδιού είναι πεπερασμένο), επιλέγουμε να το «πα�ρα�κάμψουμε».


� Halperin, σελ. 41-43.


� Hook & Hall, σελ. 403-405.


� Το x εδώ παριστάνει το κλάσμα του συνολικού αριθμού ατόμων σε δείγμα καθαρού GaAs που έχει αντι�κα��τα�σταθεί από άτομα Al (π.χ. x = 1/20 = 0.05). Συνήθως είναι x ~ 0.3.


� Yariv, σελ. 266-267.


� Hook & Hall, σελ. 415.


� Αυτό το κάναμε ώστε για τις καταστάσεις άρτιας ομοτιμίας να χρησιμοποιούνται άρτιοι δείκτες και αντί�στοι�χα για τις καταστάσεις περιττής ομοτιμίας να χρησιμοποιούνται περιττοί δείκτες.


� Οι ενέργειες που εμφανίζονται στη σχέση � GOTOBUTTON ZEqnNum559617  \* MERGEFORMAT � REF ZEqnNum559617 \! \* MERGEFORMAT �(6.6)�� μετρούνται κάθε φορά από το κατώτατο σημείο του πηγα�δι�ού, οπότε κατάλληλη σχέση είναι η (2.60) και όχι η (2.59).


� Τα δύο δεκαδικά ψηφία δεν προκύπτουν από αυθαιρεσία μας αλλά από κατάλληλη επεξεργασία των σχη�μά�των 6.4 και 6.5 στην οθόνη του υπολογιστή (έχοντας βρει το προσεγγιστικό διάστημα στο οποίο βρί�σκε�ται κάθε τιμή του ξ, κάναμε γραφικές παραστάσεις σε διάστημα ολοένα και μικρότερο γύρω από την τιμή του ξ, αποκτώντας έτσι ολοένα και μεγαλύτερη ακρίβεια).


� Πάλι, τα δύο δεκαδικά ψηφία δεν προκύπτουν από αυθαιρεσία μας.


� Βλ. Liboff, σελ. 76-77, 853-854.


� Goldstein, σελ. 20-23, 340-341. Ίσως είναι αυτονοήτο, αλλά τονίζουμε ότι οι μεταβλητές k, n, Ν που χρησιμοποιούμε στο παράρτημα αυτό δεν έ�χουν καμία σχέση με τα αντίστοιχα σύμβολα που εμφανίζονται στο κυρίως κείμενο.


� Στην περίπτωση του ενός σωματιδίου (που εξετάζεται παρακάτω), για λογούς απλότητας γράφουμε x, y, z αντί για � EMBED Equation.DSMT4  ��� και αντίστοιχα � EMBED Equation.DSMT4  ��� αντί για � EMBED Equation.DSMT4  ���.


� Το γεγονός ότι διαλέξαμε τη συνιστώσα Fx και όχι κάποια άλλη ήταν εντελώς τυχαίο.


� Πάλι, το γεγονός ότι διαλέξαμε τη x συνιστώσα και όχι κάποια άλλη ήταν εντελώς τυχαίο.


� Ashcroft & Mermin, σελ. 10-11.


� Είναι προφανές ότι η θεώρησή μας πως έχουμε έναν μεγάλο αριθμό ηλεκτρονίων εκ των οποίων ένα «ορισμένο» κλάσμα έχει συγκεκριμένα χαρακτηριστικά, είναι απολύτως ισοδύναμη με τη θεώρηση πως έχου�με ένα μονάχα ηλεκτρόνιο και τα συγκεκριμένα χαρακτηριστικά μπορούμε να τα συναντήσουμε με «ορι�σμένη» πιθανότητα.
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