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Περίληψη 

Αντικείµενο της παρούσας µελέτης αποτελεί η µοντελοποίηση των συστηµάτων 

συµπαραγωγής µε σκοπό την εφαρµογή µεθόδων για τη βελτιστοποίηση της 

παραγωγής. Η συνδυασµένη παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας, µια 

αποδεδειγµένα αποτελεσµατική τεχνική για τη βελτίωση της χρησιµοποίησης της 

πρωτογενούς ενέργειας σε σταθµούς παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, επιδεικνύει 

ιδιαίτερη δυσκολία όταν αντιµετωπίζεται σε πρόβληµα προγραµµατισµού 

παραγωγής µε περιορισµένους πόρους για τον καθορισµό των δεσµευµένων 

µονάδων και της κατανοµής τους. Η παραγωγή δυο προϊόντων, τα οποία στις 

περισσότερες περιπτώσεις δρουν ως συµπληρωµατικά, και οι κατασκευαστικές 

ιδιαιτερότητες των συνθετικών στοιχείων που απαρτίζουν ένα σύστηµα 

συµπαραγωγής είναι µερικοί από τους λόγους που εξηγούν την πολυπλοκότητα 

του προβλήµατος.  

Για την αντιµετώπιση του προβλήµατος προγραµµατισµού της παραγωγής 

µονάδων συµπαραγωγής αναζητήθηκαν µέθοδοι και τεχνικές από τον χώρο της 

συνδυαστικής βελτιστοποίησης οι οποίες µπορούν να εξασφαλίσουν βέλτιστα 

αποτελέσµατα σε λογικό χρόνο. Η µαθηµατική µοντελοποίηση των διατάξεων 

συµπαραγωγής που πραγµατοποιήθηκε στην παρούσα µελέτη, αποσκοπεί στη 

συστηµατική αντιµετώπιση των προβληµάτων του συγκεκριµένου τύπου έτσι ώστε 

να µπορούν να επιλυθούν σε βραχύ ή µακρό χρονικό ορίζοντα και σε περιβάλλον 

µεταβαλλόµενων ζητήσεων, τιµών και λοιπών παραγόντων που επηρεάζουν τον 

προγραµµατισµό της παραγωγής. Η ανάπτυξη των µοντέλων βελτιστοποίησης 

βασίστηκε στη θερµοδυναµική ανάλυση των συστηµάτων συµπαραγωγής, τη 

µελέτη του προβλήµατος ένταξης µονάδων για τον προγραµµατισµό παραγωγής 

µε περιορισµένους πόρους και τη µελέτη των πλέον καταλλήλων µεθόδων 

βελτιστοποίησης. 

 

Λέξεις κλειδιά 
 

Συµπαραγωγή, προγραµµατισµός παραγωγής, ένταξη µονάδων, οικονοµική 

κατανοµή, µικτός ακέραιος προγραµµατισµός, κατά διαστήµατα γραµµικοποίηση, 

branch-and-bound, branch-and-cut, µαθηµατική µοντελοποίηση, GAMS. 

 10



 

 

 

Abstract 
 

In this thesis statement the modeling of cogeneration systems for the purpose 

of optimizing production was studied. Combined heat and power production, 

a proven efficient technique for improving the utilization of primal energy in 

power plants, demonstrates extended difficulties when dealt as a unit 

commitment and economic dispatch problem. The generation of two 

products, that in most cases act as complementary and the constructive 

behavior of cogeneration components are some of the reasons. 

It was proven that the specific optimization problem in its full version is better 

dealt with mixed integer programming methods, which guarantee optimality of 

the results and - with the contribution of contemporary techniques - assuring 

that convergence is achieved in reasonable time. 

Model development was based on the results provided by the thermodynamic 

analysis of cogeneration schemes, the study of the unit commitment problem 

for limited resource planning in combined heat and power plants and the 

study of mixed integer programming optimization techniques. 

 

Keywords 
Cogeneration, limited resource planning, unit commitment, economic dispatch, 

mixed integer programming, piecewise linearization, branch-and-bound, branch-

and-cut, mathematical modelling, GAMS. 
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Κεφάλαιο 1 

Εισαγωγή 

 

Παρατηρώντας την εξέλιξη στη βιοµηχανία παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

από τα 1890 – τη δεκαετία που οι πρώτες εγκαταστάσεις παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας έκαναν την εµφάνιση τους – µέχρι σήµερα, ο πρωταγωνιστικός ρόλος 

των θερµικών µονάδων παραγωγής είναι περισσότερο από προφανής. Οι 

θερµικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, σύµφωνα µε στατιστικές 

µελέτες, εκπονηµένες από διεθνείς οργανισµούς όπως ο Παγκόσµιος 

Οργανισµός Ενέργειας (ΙΕΑ), κρατούσαν και συνεχίζουν να κρατούν το 

µεγαλύτερο τµήµα στον τοµέα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας για όλα αυτά τα 

χρόνια. Το 1999 οι θερµικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

αποτελούσαν το 66,7% της εγκατεστηµένης ισχύος ανά τον κόσµο και το 62,8% 

της παγκόσµιας παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. Αντιπροσωπευτική 

περίπτωση αποτελεί και η ελληνική βιοµηχανία παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, 

όπου οι θερµικές βιοµηχανίες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας κατέχουν την 

µερίδα του λέοντος. Το 1999 οι θερµικές µονάδες αποτελούσαν σχεδόν το 73% 

της συνολικής εγκατεστηµένης ισχύος ενώ παρήγαγαν περισσότερο από 89% 

της συνολικά παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας στην Ελλάδα. 

Πολυάριθµες µελέτες έχουν εκπονηθεί τα τελευταία χρόνια, προβλέποντας ότι η 

αγορά ενέργειας πρόκειται να υποστεί απότοµες και καθολικές αλλαγές, 

περισσότερο σχετιζόµενες µε την αντίληψη ενός ελλείµµατος  στα αποθέµατα 

καυσίµων ανά τον κόσµο και µε τη σχετικά πρόσφατα εµφανιζόµενη 

ευαισθητοποίηση σε περιβαλλοντικά θέµατα.  

 

Μοντελοποίηση της διαδικασίας συµπαραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας 13  



Εισαγωγή 

Παγκόσµια Εγκατεστηµένη Ισχύς (1998) 

Άλλου τύπου
0,5%

Πυρηνικές
11,3%

Υδροηλεκτρικές
22,7%

Θερµικές
65,5%

 

Σχήµα 1.1 – Παγκόσµια εγκατεστηµένη ισχύς 

Πηγή: Energy Information Administration 

 

ΕγκατεστηìÝνη Ισχýò στην ΕλλÜδα (1999)

ΘερìικÝò

72,8%

ΥδροηλεκτρικÝò

26,9%

Α.Π.Ε.

0,2%

 

Σχήµα 1.2 – Εγκατεστηµένη Ισχύς στην Ελλάδα 

Πηγή: ∆ΕΗ - ΡΑΕ 
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Εισαγωγή 

ΠαραγωγÞ ΗλεκτρικÞò ΕνÝργειαò στην ΕλλÜδα (1999)

Α.Π.Ε.

0,1%

ΥδροηλεκτρικÝò

10,7%

ΘερìικÝò

89,2%

 

Σχήµα 1.3 – Παραγωγή Ηλ. Ενέργειας στην Ελλάδα 

Πηγή: ∆ΕΗ - ΡΑΕ 

Οι προβλέψεις αυτές περιλάµβαναν µια υπέρµετρη µείωση στη χρήση καύσιµων 

υλών για την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας και στροφή σε εναλλακτικές και 

λιγότερο επικίνδυνες πηγές ενέργειας. Πρόσφατες µελέτες αποδεικνύουν ότι, 

µολονότι υπάρχει µια κίνηση προς την εφαρµογή µεθόδων παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας βασισµένες σε ανανεώσιµες και λιγότερο ρυπογόνες πηγές 

ενέργειας, οι µελλοντική εικόνα στον τοµέα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας δεν 

θα παρουσιάζει µεγάλες διαφορές από αυτή του παρόντος. Σύµφωνα µε αυτές 

τις στατιστικές µελέτες πρόβλεψης, οι θερµικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας θα εξακολουθήσουν να κατέχουν τον πρωταγωνιστικό ρόλο.  

Μερικοί από τους λόγους στους οποίους βασίζεται αυτό το συµπέρασµα είναι: 

� η διάψευση της γενικής ιδέας για την εµφάνιση ενός ελλείµµατος στα 

παγκόσµια αποθέµατα πετρελαίου, κυρίως µετά την ανακάλυψη νέων 

αποθεµάτων καυσίµων και νέων τρόπων προσέγγισης τους 

� η διείσδυση του φυσικού αερίου στο µίγµα καυσίµων για την παραγωγή 

ηλεκτρικής ενέργειας, το οποίο είναι λιγότερο ρυπογόνο σε σύγκριση µε 

τις καύσιµες ύλες που αποτελούσαν το µίγµα καυσίµων τα προηγούµενα 

χρόνια 
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Εισαγωγή 

� η εισαγωγή νέων, καθαρότερων µεθόδων καύσης για τις συµβατικές 

καύσιµες ύλες (π.χ. coal gasification, fluidized bed coal combustion) και 

συστηµάτων καύσης φυσικού αερίου υψηλής απόδοσης 

� η αναµενόµενη αύξηση στην κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας (σχεδόν 

+70% µέχρι το 2020), εντοπισµένη κυρίως στις αναπτυσσόµενες χώρες 

(βλέπε σχήµα 1.4), γεγονός που οδηγεί στην αναπόφευκτη χρήση 

µεθόδων παραγωγής βασισµένων σε καύσιµες ύλες, για την κάλυψη της 

εκτεταµένης ζήτησης. 

Συνεπώς, ο ρόλος των συστηµάτων παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

βασισµένων σε θερµικές διεργασίες δεν µπορεί σε καµία περίπτωση να 

υποτιµηθεί, ούτε ακόµα και σε είκοσι χρόνια από τώρα. Εν τούτοις, αυτό δε 

σηµαίνει ότι τα θερµικά συστήµατα παραγωγής θα διατηρηθούν στην παρούσα 

µορφή τους. Πέρα από την προαναφερθείσα συνεχή τεχνολογική πρόοδο και τις 

αλλαγές στη σύσταση του µίγµατος καυσίµων για την παραγωγή ηλεκτρικής 

ενέργειας, που πρόκειται να αλλάξουν τα δεδοµένα στα συστήµατα παραγωγής 

µε καύσιµες ύλες, ένας ακόµη παράγοντας που αναµένεται να επηρεάσει σε 

µεγάλο ποσοστό την βιοµηχανία παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας είναι η 

µεταρρύθµιση της αγοράς ηλεκτρικής ενέργειας.  

Η απελευθέρωση αγοράς, η νεότερη τάση στις αγορές ηλεκτρικής ενέργειας σε 

πολυάριθµές βιοµηχανοποιηµένες και αναπτυσσόµενες χώρες, έχει δηµιουργήσει 

ένα λίαν ανταγωνιστικό περιβάλλον προκαλώντας τους ανεξάρτητους 

παραγωγούς ηλεκτρικής ενέργειας να στραφούν σε πιο αξιόπιστους, 

αποδοτικούς και αποτελεσµατικούς από άποψης κόστους τρόπους παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας, υπακούοντας ταυτόχρονα στις εκάστοτε νοµοθεσίες, τις 

σχετιζόµενες µε τα περιβαλλοντικά ζητήµατα. 
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Σχήµα 1.4 – Κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας – Προβολή στο 2020  

Πηγή: Energy Information Administration, IEO2002 

Η συµπαραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας (cogeneration ή 

combined heat and power production – CHP), η τεχνική που µελετάται στην 

παρούσα εργασία, είναι µία από τις πιο συµφέρουσες λύσεις για την 

αποτελεσµατικότερη χρησιµοποίηση της πρωτογενούς ενέργειας σε θερµικές 

βιοµηχανίες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. Πρωτοεµφανιζόµενη στις αρχές 

του προηγούµενου αιώνα, η συνδυασµένη παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας και 

θερµότητας χαρακτηρίζεται ως η πλέον αποτελεσµατική τεχνική για την 

εξοικονόµηση ενέργειας και την προστασία του περιβάλλοντος. Σήµερα υπάρχει 

µία σειρά µεθόδων συµπαραγωγής εφαρµόσιµων σε θερµικές βιοµηχανίες 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, που προσφέρεται για αποτελεσµατική κάλυψη 

της ενεργειακής ζήτησης σε διάφορους τοµείς της οικονοµίας. 

Το ζήτηµα της αποτελεσµατικότητας από άποψης κόστους και της αξιοπιστίας 

του συστήµατος παραγωγής εντοπίζεται µόνο τµηµατικά στην επιλογή του 

τύπου του συστήµατος παραγωγής που πρόκειται να υλοποιηθεί. Ανεξαρτήτως 

του πόσο αποδοτική είναι µία µέθοδος παραγωγής ή συµπαραγωγής, 

ανεπιτυχής διαχείριση του συστήµατος παραγωγής µπορεί να οδηγήσει σε 

σηµαντικές ζηµίες και σε ορισµένες περιπτώσεις στην αδυναµία κάλυψης των 

ενεργειακών αναγκών.  
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Σχήµα 1.5 – Παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας & θερµότητας στην ΕΕ 

Πηγή: Energy Information Administration 

Η πιθανότητα λαθεµένης διαχείρισης σε µια µονάδα παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας, µεγαλώνει αναλογικά µε το µέγεθος και την πολυπλοκότητα του 

συστήµατος παραγωγής. Για το σκοπό της απόδοσης µίας πιο οργανωµένης 

και ακριβούς µορφής στο πρόβληµα του προγραµµατισµού της παραγωγής, ο 

ορισµός του προβλήµατος ένταξης και οικονοµικής κατανοµής µονάδων (unit 

commitment and economic dispatch problem) έχει διατυπωθεί εδώ και αρκετά 

χρόνια. Η επίλυση του προβλήµατος ένταξης και οικονοµικής κατανοµής 

µονάδων έγκειται στην εύρεση του βέλτιστου λειτουργικού σχήµατος για ένα 

συγκεκριµένο σύστηµα παραγωγής, έτσι ώστε να επιτυγχάνεται ασφαλής 

κάλυψη της ζήτησης και να εξασφαλίζεται το µεγαλύτερο δυνατό κέρδος.  

Η εύρεση της λύσης στο πρόβληµα ένταξης και οικονοµικής κατανοµής 

µονάδων δεν αποτελεί εύκολη υπόθεση. Ειδικά στην περίπτωση της 

συνδυασµένης παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας, η διαδικασία 

εντοπισµού του βέλτιστου γίνεται ακόµη δυσκολότερη, δεδοµένου ότι το 

πρόβληµα στη συγκεκριµένη µορφή ασχολείται µε δύο διαφορετικά προϊόντα, 

της ίδιας σπουδαιότητας, τα οποία τις περισσότερες φορές δρουν ως 

συµπληρωµατικά. Πέραν αυτού, τα σχήµατα συµπαραγωγής είναι εκ φύσεως 

πιο περίπλοκα από τα συµβατικά σχήµατα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας.  
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Εισαγωγή 

Μέχρι σήµερα έχουν προταθεί διάφορες µέθοδοι για την αντιµετώπιση του 

συγκεκριµένου προβλήµατος βελτιστοποίησης. Μία βασική διαφοροποίηση 

µεταξύ των µεθόδων αυτών είναι ο χώρος προέλευσης τους, είτε ντετερµινιστικές 

ή στοχαστικές. Στην παρούσα εργασία µελετάται η εφαρµογή µίας 

ντετερµινιστικής µεθόδου  για την επίλυση του προβλήµατος ένταξης και 

οικονοµικής κατανοµής των µονάδων για συστήµατα συµπαραγωγής, 

αξιολογούµενη ως µια πιο υποσχόµενη προσέγγιση. Η µέθοδος 

βελτιστοποίησης εφαρµόζεται αφού προηγηθεί η έκφραση του προβλήµατος 

στην κατάλληλη µαθηµατική µορφή, µία διαδικασία που ονοµάζεται 

µοντελοποίηση. Είναι επόµενο η διαδικασία της µοντελοποίησης να βασίζεται σε 

εκτενή µελέτη των ιδιοτήτων του συστήµατος καθώς και των διεργασιών που 

εκτελούνται σε αυτό, που ισοδυναµεί σε µία εµπεριστατωµένη θερµοδυναµική και 

λειτουργική ανάλυση του συστήµατος συµπαραγωγής. 

Στα δύο επόµενα κεφάλαια γίνεται η µελέτη των συµβατικών συστηµάτων 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και των συστηµάτων συνδυασµένης 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας. 
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Κεφάλαιο 2 

Συµβατικές µονάδες παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας 

 

 

 

2.1. Γενικά 

Στο κεφάλαιο αυτό µελετώνται τα θερµικά συστήµατα παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας, έτσι ώστε να γίνει ευκολότερη η µετάβαση στα συστήµατα 

συµπαραγωγής που αποτελούν επέκταση των συµβατικών συστηµάτων και 

ενσωµατώνουν διεργασίες παρόµοιες µε αυτές των κλασσικών θερµικών 

µονάδων παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. Η αρχή λειτουργίας των θερµικών 

µονάδων παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας είναι η µετατροπή της θερµότητας 

που απελευθερώνεται κατά την καύση πρώτων υλών σε ηλεκτρική ενέργεια. Τα 

ενδιάµεσα στάδια που συνιστούν τη διαδικασία παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας περιλαµβάνουν την καύση των πρώτων υλών, τη µετατροπή της 

θερµικής ενέργειας σε µηχανικό έργο και τελικά τη µετατροπή αυτού σε ηλεκτρική 

ενέργεια. Είναι προφανές ότι κατά τη διάρκεια αυτής της διαδικασίας χάνονται 

µεγάλα ποσά ενέργειας – µόνο µια περιορισµένη ποσότητα της 

τροφοδοτούµενης ενέργειας είναι εκµεταλλεύσιµη σε κάθε στάδιο.  
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Συµβατικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας  

2.2. Τύποι θερµικών βιοµηχανιών παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

Ανάλογα µε τον τρόπο που η θερµογόνος ενέργεια της καύσιµης ύλης 

µετατρέπεται σε µηχανικό έργο, τα θερµικά συστήµατα παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας διακρίνονται σε δύο βασικές κατηγορίες: τα συστήµατα 

ατµοστροβίλου και τα συστήµατα αεριοστροβίλου. Στα πρώτα, για τον σκοπό  

της µεταφοράς της ενέργειας µέσα από τα ενδιάµεσα στάδια της παραγωγικής 

διαδικασίας, χρησιµοποιείται ένα φυσικό µέσο. Στις περισσότερες εφαρµογές 

χρησιµοποιείται νερό, αλλά η χρήση άλλων ουσιών (π.χ. αµµωνία) είναι δυνατή. 

Κάθε στάδιο της διεργασίας πραγµατοποιείται σε διαφορετικό στοιχείο του 

σχήµατος παραγωγής. Το µέσο, περνώντας µέσα από κάθε επιµέρους στοιχείο, 

υπόκειται σε µία αλλαγή φάσης και κατάστασης. Μηχανικό έργο παράγεται όταν 

το µέσο, υπό µορφή ατµού, προσκρούει στα πτερύγια του στροβίλου 

προκαλώντας την περιστροφή του άξονα του. Τα ατµοστροβιλικά συστήµατα 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας βασίζονται στον θερµοδυναµικό κύκλο 

Rankine. Εκτενής ανάλυση του συγκεκριµένου κύκλου θα γίνει σε επόµενη 

ενότητα του παρόντος κεφαλαίου. Στa αεριοστροβιλικά συστήµατα αντίστοιχα, 

τα παραγόµενα αέρια από την καύση του µίγµατος αέρα-καυσίµου, 

χρησιµοποιούνται για την περιστροφή του άξονα του στροβίλου. Οι 

αεριοστροβιλικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας λειτουργούν βάσει 

του κύκλου Brayton-Joule  ο οποίος περιγράφεται επίσης σε επόµενη ενότητα. 

Ένα ευρέως χρησιµοποιούµενο και πολύ πιο αποδοτικό σχήµα για την 

παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας είναι το σύστηµα συνδυασµένου κύκλου. Σε 

µονάδες αυτού του τύπου εφαρµόζεται ο συνδυασµός αεριοστροβιλικών και 

ατµοστροβιλικών µονάδων – τα παραγόµενα καυσαέρια από το σύστηµα 

αεριοστροβίλου, αφού αποχωρήσουν από τον στρόβιλο, χρησιµοποιούνται για 

την θέρµανση του µέσου κυκλοφορίας του ατµοστροβιλικού συστήµατος. 
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2.3 Μέτρα επιδόσεων 

Βαθµός θερµικής απόδοσης – ηeff  

Στην συµβατική βιοµηχανία παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, η κλασσική 

προσέγγιση για τον καθορισµό της επίδοσης ενός συστήµατος είναι ο βαθµός 

θερµικής απόδοσης, ο οποίος ορίζεται ως εξής: 

input

net
eff Q

W
=η

 

όπου Wnet είναι το καθαρό παραγόµενο έργο που αντιστοιχεί στην παραγόµενη 

ηλεκτρική ενέργεια και Qinput η παρεχόµενη ενέργεια από την καύση των 

πρώτων υλών. 

∆ιαθεσιµότητα 

Η διαθεσιµότητα (availability - A) χρησιµοποιείται ως ένας τρόπος περιγραφής 

του βαθµού στον οποίο ένα σύστηµα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας είναι 

χρησιµοποιήσιµο και σε κατάσταση που επιτρέπει την ένταξη του στην αρχή µίας 

εργασίας, όταν η εργασία καλείται σε ακαθόριστο χρόνο. Μαθηµατικά  µπορεί 

να εκφραστεί ως ο λόγος του χρόνου στον οποίο η µονάδα παραγωγής είναι 

χρησιµοποιήσιµη µέσα σε συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα (MTBM), προς τη 

διάρκεια του χρονικού διαστήµατος (MTBM + MDT): 

MDTMTBM
MTBMA

+
=

, 

όπου  

MTBM: Mean time between maintenance – Μέσος χρόνος µεταξύ 

συντηρήσεων 

MDT: Mean down time – Μέσος χρόνος µη λειτουργίας 

Αξιοπιστία 

Η αξιοπιστία (reliability - R) σχετίζεται µε την πιθανότητα ένα σύστηµα 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας να είναι ικανό να λειτουργήσει κάτω από 

δεδοµένες συνθήκες και για ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. 
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θλ
t

t eeR
−⋅− ==  

όπου  

t : χρόνος λειτουργίας 

λ: ρυθµός εµφάνισης βλαβών 

θ: µέσος χρόνος µεταξύ βλαβών 

Η διαθεσιµότητα και η αξιοπιστία είναι στενά συνδεδεµένες έννοιες, αφού η 

αξιοπιστία ορίζει τον χρόνο που µία µονάδα παραγωγής είναι χρησιµοποιήσιµη 

(MTBM). 

 

2.4 Θερµοδυναµική ανάλυση θερµικών σταθµών παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας 

Στις επόµενες παραγράφους πραγµατοποιείται µία σύντοµη ανάλυση των 

διεργασιών που λαµβάνουν χώρα σε θερµικά συστήµατα παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας. Μια ανασκόπηση των σηµαντικότερων για την παρούσα 

εργασία στοιχείων από το πεδίο της θερµοδυναµικής γίνεται στο Παράρτηµα Α. 

2.4.1 Ατµοστροβιλικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

Στις ατµοστροβιλικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, το µέσο για τη 

µεταφορά ενέργειας εντός του παραγωγικού συστήµατος είναι το νερό ενώ σε 

κάποιες περιπτώσεις χρησιµοποιούνται οργανικές ουσίες. Μία τυπική διάταξη 

ατµοστροβιλικού συστήµατος φαίνεται στο Σχήµα 2.1. Τα κυριότερα συνθετικά 

στοιχεία που απαρτίζουν τα ατµοστροβιλικά συστήµατα είναι ο 

ατµοπαραγωγός, ο ατµοστρόβιλος, ο συµπυκνωτής και η αντλία τροφοδοσίας. 

Εκτενέστερη παρουσίαση του κάθε στοιχείου, καθώς και των διεργασιών που 

επιτελούνται στο εσωτερικό του, γίνεται στην ενότητα 2.4.1.1. 

Τα ατµοστροβιλικά συστήµατα αναφέρονται ως συστήµατα κλειστού κύκλου. Ο 

όρος «κλειστός κύκλος» σχετίζεται µε το γεγονός ότι η ουσία που χρησιµοποιείται 

για τη µεταφορά θερµότητας κατά τη λειτουργία του συστήµατος, υπόκειται σε 
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µία κυκλική διεργασία. Γενικά οι διεργασίες που πραγµατοποιούνται στις 

µονάδες παραγωγής µε ατµοστρόβιλο είναι µη-αντιστρέψιµες και µη-σταθερής 

ροής διεργασίες. Ασχέτως αυτού, για το σκοπό της εξαγωγής εφαρµόσιµων 

εξισώσεων από τη θερµοδυναµική µελέτη, τις περισσότερες φορές οι διεργασίες 

αυτές αντιµετωπίζονται ως αντιστρέψιµες και σταθερής ροής, ενώ οι αποκλίσεις 

που οφείλονται σε αυτή τη θεώρηση λαµβάνονται υπόψη σε επόµενο στάδιο. 

 

 

 

Σχήµα 2.1 – Ατµοστροβιλικό σύστηµα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

 

2.4.1.1 Περιγραφή – ανάλυση συνθετικών στοιχείων 

Ατµοπαραγωγός (λέβητας) 

Η ενοποίηση του θαλάµου καύσης µε το λέβητα αντιµετωπίζεται συνήθως ως 

ένα ενιαίο στοιχείο – ο ατµοπαραγωγός. Στο εσωτερικό του ατµοπαραγωγού η 

χηµική ενέργεια του καυσίµου µετατρέπεται σε θερµότητα η οποία στη συνέχεια 

απορροφάται από το µέσο κυκλοφορίας (νερό). Πιο συγκεκριµένα η πρώτη ύλη 

καίγεται στον θάλαµο καύσης και η θερµότητα που απελευθερώνεται 

µεταφέρεται στο λέβητα. Καθώς το περιεχόµενο νερό απορροφά την 

παραγόµενη θερµότητα, η θερµοκρασία του αυξάνεται και µετατρέπεται σε υγρό 
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ατµό. Περαιτέρω θέρµανση οδηγεί στη δηµιουργία ξηρού ατµού και 

υπερθερµασµένου ατµού.  

Η διεργασία που πραγµατοποιείται στον ατµοπαραγωγό είναι ισοβαρής 

θέρµανση. Εποµένως, σύµφωνα µε τα όσα ισχύουν για τις ισοβαρείς µεταβολές 

η µεταφερόµενη ενέργεια υπολογίζεται ως ακολούθως: 

Παραγόµενο έργο κατά τη θέρµανση 

Το έργο είναι: 

dpVdwW
2

1

2

1
21 ∫ ∫−==→

 

Αλλά επειδή η διεργασία είναι ισοβαρής, ακολουθεί: 

0)PP(VdpVW 21

2

1
21 =−=−= ∫→

 

Προσφερόµενη στο σύστηµα θερµότητα 

Επειδή η κινητική και δυναµική ενέργεια παραµένουν αµετάβλητες κατά τη 

θέρµανση, η εξίσωση ροής ενέργειας δίνει: 

1221 HHQ −=→  

∆ηλαδή η προσφερόµενη στο µέσο θερµότητα στον ατµοπαραγωγό προκαλεί 

αύξηση της ενθαλπίας του. 

 

Ατµοστρόβιλος 

Η µετατροπή της ενέργειας του ατµού σε µηχανικό έργο λαµβάνει χώρα εντός 

του ατµοστροβίλου. Η δοµή του επιτρέπει την εκµετάλλευση της µεταβολής της 

ορµής του ατµού έτσι ώστε να επιτευχθεί η περιστροφική κίνηση του άξονα του 

στροβίλου. Αυτό εξασφαλίζεται µε τη χρησιµοποίηση κοίλων πτερυγίων 

προσκολληµένων στον άξονα, πάνω στα οποία ο ατµός ασκεί δύναµη λόγω της 

αλλαγής κατεύθυνσης. Η αυξηµένη ταχύτητα του ατµού επιτυγχάνεται µε τη 
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χρήση ενός ακροφυσίου µέσα από το οποίο περνά ο τροφοδοτούµενος ατµός 

πριν εισαχθεί στο θάλαµο αποσυµπίεσης του στροβίλου. 

Υποθέτοντας µηδενικές απώλειες θερµότητας λόγω µόνωσης, η διεργασία που 

πραγµατοποιείται στον ατµοστρόβιλο θεωρείται ως αδιαβατική διαστολή. 

Σύµφωνα µε τα όσα ισχύουν για τις αδιαβατικές µεταβολές, το παραγόµενο έργο 

και η ανταλλαγή θερµότητας υπολογίζονται ως ακολούθως: 

Θερµότητα που αφαιρείται από το σύστηµα 

Η µόνωση του στροβίλου εξασφαλίζει τη µηδενική εκροή θερµότητας στο 

περιβάλλον: 

0Q 21 =→  

Παραγόµενο έργο στον στρόβιλο 

Αν η αλλαγή στην κινητική και δυναµική ενέργεια του ατµού θεωρηθούν 

αµελητέες, τότε η εξίσωση ενέργειας δίδει: 

2121 HHW −=→  

Συνεπώς, το παραγόµενο από το σύστηµα έργο αντιστοιχεί στην πτώση της 

ενθαλπίας του µέσου. 

Σηµείωση: Κατά τη διέλευση από το ακροφύσιο του στροβίλου, η ταχύτητα του 

ατµού αυξάνεται σε βάρος της πίεσης του. Εφόσον το ακροφύσιο δεν παρέχει 

µηχανικό έργο, η εξίσωση ενέργειας δίδει: 

'11 HHKE −=δ , 

δηλαδή η αύξηση της ταχύτητας του ατµού οδηγεί σε πτώση της ενθαλπίας του. 

 

Αντλία τροφοδοσίας 

Η υψηλή πίεση του µέσου επιτυγχάνεται µε τη χρήση της αντλίας τροφοδοσίας. 

Ένας περιορισµός που εισάγεται µε τη χρησιµοποίηση αντλίας είναι ότι το µέσο 

κυκλοφορίας πρέπει να είναι σε υγρή κατάσταση ώστε να µπορεί συµπιεστεί 

στην πίεση λειτουργίας του λέβητα. Η κατασκευή µίας βιοµηχανικής αντλίας που 
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θα µπορούσε να χειρίζεται ουσίες σε δύο φάσεις (υγρό και ατµός) είναι 

περίπλοκη και ασύµφορη οικονοµικά. 

Θεωρώντας µηδαµινές απώλειες θερµότητας η διαδικασία που λαµβάνει χώρα 

εντός της αντλίας τροφοδοσίας είναι αδιαβατική συµπίεση. Συνεπώς όπως και 

στην περίπτωση του στροβίλου η µεταφερόµενη στο σύστηµα ενέργεια 

υπολογίζεται ως εξής: 

Θερµότητα που προσφέρεται στο σύστηµα 

Η µόνωση της αντλίας εξασφαλίζει τη µηδενική εκροή θερµότητας στο 

περιβάλλον: 

0Q 21 =→  

Απορροφούµενο έργο από το σύστηµα 

Αν η κινητική και δυναµική ενέργεια του υγρού εντός της αντλίας θεωρηθούν 

σταθερές, η εξίσωση ενέργειας δίδει: 

1221 HHW −=→  

Συνεπώς, το έργο που απορροφάται από το σύστηµα αντιστοιχεί στην αύξηση 

της ενθαλπίας του µέσου. 

 

Συµπυκνωτής 

Ο συµπυκνωτής αποτελεί το θερµό-απορροφητικό στοιχείο του συστήµατος 

εντός του οποίου ο εξερχόµενος από τον στρόβιλο ατµός συµπυκνώνεται 

προτού επανεισαχθεί στο σύστηµα τροφοδοσίας του λέβητα. Η έκλυση 

θερµότητας επιτυγχάνεται µε τη χρήση ψυκτικού υγρού (νερό). Ο συµπυκνωτής 

είναι απαραίτητος για την εξασφάλιση του µέσου σε µία φάση (υγρό). Εκτός 

αυτού, χαµηλώνοντας τη θερµοκρασία του ατµού (µέχρι συµπύκνωσης) είναι 

χρήσιµο για την διατήρηση µίας υψηλής διαφοράς πίεσης µεταξύ της εισόδου 

και της εξόδου του στροβίλου (µεγαλύτερο έργο). 
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Η διεργασία που πραγµατοποιείται εντός του συµπυκνωτή είναι ισοβαρής ψύξη. 

Σύµφωνα µε τα όσα έχουν αναφερθεί έως τώρα για τις ισοβαρείς µεταβολές σε 

συστήµατα σταθερής ροής ισχύουν τα εξής: 

Παραγόµενο έργο κατά την ψύξη 

Το έργο κατά την ισοβαρή µεταβολή είναι: 

0)PP(VdpVW 21

2

1
21 =−=−= ∫→

 

Εξαγόµενη από το σύστηµα θερµότητα 

Επειδή καµία µεταβολή στην κινητική και δυναµική ενέργεια του ατµού δεν 

λαµβάνει χώρα κατά την συµπύκνωση, η εξίσωση ενέργειας δίνει: 

2121 HHQ −=→  

Συνεπώς η θερµότητα που αφαιρείται από το µέσο εντός του συµπυκνωτή 

προκαλεί µείωση της ενθαλπίας του. 

 

2.4.1.2 Ανάλυση θερµοδυναµικού κύκλου 

Όπως αναφέρθηκε νωρίτερα οι ατµοστροβιλικές µονάδες παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας λειτουργούν βάσει του κύκλου Rankine. Στην πράξη 

χρησιµοποιούνται τροποποιήσεις του κύκλου Rankine, στην προσπάθεια να 

επιτευχθούν καλύτερες επιδόσεις. Ασχέτως αυτού, µία προκαταρτική µελέτη του 

κλασσικού κύκλου Rankine θα φανεί χρήσιµη για την εξαγωγή ορισµένων 

γενικών συµπερασµάτων. Στη συνέχεια παρουσιάζονται πιο σύνθετες εκδοχές 

του κύκλου αυτού. 

Απλός κύκλος Rankine 

Ο κύκλος Rankine αποτελείται από τις τέσσερις βασικές θερµοδυναµικές 

διεργασίες που διεξάγονται στα τέσσερα διαφορετικά συνθετικά στοιχεία του 

συστήµατος που περιγράφηκαν στην προηγούµενη ενότητα. Στα επόµενα 

σχήµατα φαίνεται ο κύκλος Rankine για ένα ατµοστροβιλικό σύστηµα. 
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Σχήµα 2.2 – ∆ιάγραµµα θερµοκρασίας - εντροπίας 
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Σχήµα 2.3 – ∆ιάγραµµα ενθαλπίας - εντροπίας (Mollier) 
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Λεπτοµερώς, οι µεταβολές που λαµβάνουν χώρα είναι: 

 

Μεταβολή 1 – 2 

Αντλία τροφοδοσίας 

Το νερό συµπιέζεται αδιαβατικά από την πίεση λειτουργίας του συµπυκνωτή έως 

την επιθυµητή πίεση λειτουργίας του στροβίλου. Όπως αναφέρθηκε και 

νωρίτερα, υποθέτοντας ότι η αντλία είναι επαρκώς µονωµένη, η διαδικασία 

µπορεί να θεωρηθεί αδιαβατική. Κατά τη διάρκεια της συγκεκριµένης διαδικασίας 

πραγµατοποιείται µία µικρή αύξηση της ενθαλπίας του µέσου. Η αύξηση αυτή 

λόγω της τάξης µεγέθους των λοιπών µεταβολών δεν είναι εµφανής στο 

διάγραµµα Mollier του σχήµατος 2.3 και γι’ αυτό τα σηµεία 1 και 2 φαίνεται να 

συµπίπτουν. 

Καταναλισκόµενο έργο: W  1221input hhW −== −

Μεταβολή 2 – 3 

Ατµοπαραγωγός 

Το νερό τροφοδοσίας εισέρχεται στον λέβητα σε υγρή µορφή. Κατά το πρώτο 

στάδιο της διεργασίας, προσφέρεται θερµότητα στο σύστηµα υπό σταθερή 

πίεση. Η παρεχόµενη θερµότητα οδηγεί στη θέρµανση του νερού µέχρις ότου 

φθάσει σε κατάσταση κορεσµένου υγρού. Από το σηµείο αυτό και µέχρι το νερό 

να φθάσει σε κατάσταση ξηρού ατµού η θερµοκρασία και πίεση παραµένουν 

σταθερές και όλη η παρεχόµενη στο σύστηµα θερµότητα προκαλεί την αύξηση 

της ενθαλπίας του µέσου. Περαιτέρω θέρµανση έχει ως αποτέλεσµα την 

δηµιουργία υπερθερµασµένου ατµού, µία διαδικασία στην οποία τόσο η 

ενθαλπία όσο και η θερµοκρασία του νερού αυξάνονται. Γενικά, εντός του 

ατµοπαραγωγού το µέσο υπόκειται σε µία αύξηση της ολικής ενέργειας του, έτσι 

ώστε να είναι δυνατή η παραγωγή έργου στο επόµενο συνθετικό στοιχείο του 

συστήµατος. 

Απορροφούµενη θερµότητα: Q  2332input hhQ −== −
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Μεταβολή 3 – 4 

Ατµοστρόβιλος 

Ο υπερθερµασµένος ατµός εισέρχεται στο στρόβιλο µέσω του ακροφυσίου 

επιτάχυνσης, έτσι ώστε να αυξηθεί η ορµή και συνεπώς η δύναµη που ασκείται 

στα πτερύγια του στροβίλου. Ως συνέπεια της επιτάχυνσης παρατηρείται µία 

πτώση της ενθαλπίας του ατµού. Υποθέτοντας µηδαµινές απώλειες θερµότητας, 

η διεργασία που πραγµατοποιείται στο στρόβιλο είναι ισεντροπική διαστολή 

κατά την οποία παράγεται έργο (περιστροφή άξονα). Το παραγόµενο έργο 

αντιστοιχεί στην µείωση της ενέργειας του µέσου (πτώση ενθαλπίας λόγω 

επιτάχυνσης και διαστολής), η οποία εξέρχεται του στροβίλου υπό µορφή ξηρού 

ατµού. 

Παραγόµενο έργο: W  4343output hhW −== −

 

Μεταβολή 4 – 1 

Συµπυκνωτής 

Στο τελευταίο στάδιο του κύκλου Rankine, ο ατµός αφού εξέλθει από το στρόβιλο 

ψύχεται και συµπυκνώνεται εντός του συµπυκνωτή. Κατά τη διαδικασία της 

συµπύκνωσης, που πραγµατοποιείται υπό σταθερή πίεση και θερµοκρασία, 

αποβάλλεται θερµότητα από τον ατµό όταν έρθει σε επαφή µε το ψυκτικό µέσο. 

Το µέσο εξέρχεται από το συµπυκνωτή σε υγρή µορφή και οδηγείται στην αντλία 

τροφοδοσίας για επαναχρησιµοποίηση. 

Αποβαλλόµενη θερµότητα: Q  1414output hhQ −== −
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2.4.1.3 Απόδοση ατµοστροβιλικών µονάδων 

Βάσει των προηγούµενων υπολογισµών είναι δυνατή η εξακρίβωση της 

απόδοσης του κύκλου Rankine. Οι παρακάτω υπολογισµοί γίνονται για µονάδα 

µάζας του µέσου (νερό).  

Το καθαρά παραγόµενο έργο είναι αυτό που παράγεται στο στρόβιλο 

ελαττωµένο κατά το καταναλισκόµενο στην αντλία τροφοδοσίας έργο. Συνεπώς: 

43212143net hhhhWWW −+−=−= −−  

Η συνολική ποσότητα θερµότητας που προσφέρεται στο σύστηµα είναι ίση µε τη 

θερµότητα που απορροφάται από το µέσο στο λέβητα, δηλαδή: 

2332input hhQQ −== −  

Εποµένως ο συντελεστής θερµικής απόδοσης του κύκλου Rankine είναι: 

23

14

23

4321

input

net
Rankineeff hh

hh1
hh

hhhh
Q
W)(

−
−

−=
−

−+−
==η

 

Από την παραπάνω σχέση γίνεται εµφανές ότι για την επίτευξη όσο το δυνατόν 

µεγαλύτερου βαθµού απόδοσης πρέπει αφενός η προσφερόµενη θερµότητα 

στο νερό εντός του λέβητα να είναι η µεγαλύτερη δυνατή και αφετέρου η 

θερµότητα που εκλύεται στο περιβάλλον κατά τη διέλευση του µέσου από το 

συµπυκνωτή να ελαχιστοποιείται. Το τελευταίο ισοδυναµεί φυσικά µε τη καλύτερη 

δυνατή χρησιµοποίηση της ενέργειας του ατµού από τον ατµοστρόβιλο -  όσο 

χαµηλότερη η ενθαλπία του ατµού στην είσοδο του συµπυκνωτή τόσο 

µεγαλύτερη η εκµετάλλευση της ενέργειας του ατµού για την παραγωγή 

ωφέλιµου µηχανικού έργου. 

 

Απόδοση στον πραγµατικό κύκλο Rankine 

Ο κύκλος Rankine που παρουσιάστηκε µέχρι το σηµείο αυτό αποτελεί ιδεατή 

περίπτωση. Στην πραγµατικότητα η απόδοση στον εν λόγω θερµοδυναµικό 

κύκλο είναι κατά τι µικρότερη από αυτή που υπολογίστηκε νωρίτερα. Αυτή η 

διαφορά στην απόδοση οφείλεται κυρίως στους παρακάτω λόγους:  
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α. Απώλειες θερµότητας λόγω ανεπαρκούς µόνωσης. Ως αποτέλεσµα, 

πρόσθετη θερµότητα θα πρέπει να προσφερθεί στο µέσο εντός του λέβητα, 

για να επιτευχθεί το ίδιο µε την ιδανική λειτουργία παραγόµενο έργο. Αυτό 

οδηγεί σε αυξηµένη κατανάλωση καυσίµου και συνεπώς σε µειωµένη 

απόδοση. 

β. Απώλειες πίεσης στο λέβητα και το συµπυκνωτή εξαιτίας τριβών του 

υγρού. Στις περισσότερες των περιπτώσεων αυτό µπορεί να προληφθεί 

αυξάνοντας την πίεση λειτουργίας κατά ένα ποσό ίσο µε τις απώλειες. Το 

πρόσθετο µηχανικό έργο που απαιτείται γι’ αυτή τη λειτουργία οδηγεί σε 

µειωµένη απόδοση. 

Επιπλέον, όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, οι διεργασίες που λαµβάνουν 

χώρα στα ατµοστροβιλικά συστήµατα είναι εν γένει µη αντιστρέψιµες. Αυτό 

σηµαίνει ότι η υπόθεση για την ισεντροπική συµπεριφορά του στροβίλου και της 

αντλίας είναι ουσιαστικά αβάσιµη. Στην αντλία τροφοδοσίας επί παραδείγµατι, 

για να επιτευχθεί το επιθυµητό επίπεδο πίεσης το καταναλισκόµενο έργο είναι 

µεγαλύτερο από το θεωρητικά προβλεπόµενο. 

 

Τεχνικές βελτίωσης απόδοσης 

Στην προσπάθεια να επιτευχθεί η καλύτερη δυνατή απόδοση για µία 

ατµοστροβιλική µονάδα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, µία ή περισσότερες 

από τις παρακάτω τεχνικές είναι διαθέσιµες: 

 

α. Αύξηση της θερµοκρασίας λειτουργίας του λέβητα 

Ο κύκλος που µελετήθηκε στην προηγούµενη ενότητα είναι αυτού του τύπου. 

Η αύξηση της θερµοκρασίας του λέβητα οδηγεί στη δηµιουργία 

υπερθερµασµένου ατµού, ιδιαίτερα αποτελεσµατικού στην παραγωγή 

µηχανικού έργου. Το πρόσθετο µηχανικό έργο που λαµβάνεται από την 

εφαρµογή αυτής της τεχνικής φαίνεται στο σχήµα 2.4, όπου ο κύκλος Rankine 

µε χρήση υπερθερµασµένου ατµού συγκρίνεται µε τον απλό κύκλο Rankine. 
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Το κύριο πλεονέκτηµα της υπερθέρµανσης του ατµού είναι ότι δεν προσθέτει 

αυξηµένο κόστος, δεδοµένου ότι η απόδοση ενός ατµοπαραγωγού που 

λειτουργεί σε πλήρες φορτίο είναι σχετικά υψηλή για υψηλές θερµοκρασίες 

λειτουργίας. Ένα άλλο πλεονέκτηµα της χρήσης υπερθερµασµένου ατµού 

είναι η αποφυγή της ενδεχόµενης διάβρωσης στο εσωτερικό του στροβίλου, 

ως συνέπεια της µειωµένης υγρασίας του ατµού. Σε µοντέρνα ατµοστροβιλικά 

συστήµατα η µέγιστη θερµοκρασία λειτουργίας είναι οι 620 OC λόγω υλικών 

περιορισµών (π.χ. πτερύγια στροβίλου). 

β. Αύξηση της πίεσης λειτουργίας του λέβητα 

Το αποτέλεσµα της αύξησης της πίεσης του λέβητα µπορεί να φανεί στο 

σχήµα 2.4. Μπορεί να γίνει αντιληπτό ότι το κέρδος στο παραγόµενο έργο 

περιορίζεται από το πρόσθετο µηχανικό έργο που απαιτείται για την 

λειτουργία της αντλίας τροφοδοσίας. Στις περισσότερες περιπτώσεις η 

αποζηµίωση από το αυξηµένο παραγόµενο έργο υποδεικνύει την 

αποτελεσµατικότητα της τεχνικής. Ένα µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι η 

δηµιουργία υγρού ατµού εντός του στροβίλου, γεγονός που µπορεί να 

οδηγήσει στη διάβρωση του. Αυτό µπορεί να αποφευχθεί εύκολα µε τη 

χρησιµοποίηση υπερθερµασµένου ατµού, όπως αναφέρθηκε στην 

προηγούµενη παράγραφο. Η µέγιστη πίεση λειτουργίας στις σύγχρονες 

ατµοστροβιλικές βιοµηχανίες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας είναι  τα 300 

bar.  

γ. Μείωση της πίεσης λειτουργίας του συµπυκνωτή  

Σε αυτήν την περίπτωση το επιπλέον έργο που παρέχεται από το στρόβιλο 

είναι πιο προφανές, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.4. Η ελάττωση της πίεσης του 

συµπυκνωτή οδηγεί σε χαµηλότερες θερµοκρασίες αποβολής θερµότητας 

από τον κορεσµένο ατµό. Ο περιορισµός στην απόδοση του συστήµατος 

προέρχεται αυτή τη φορά από την επιπρόσθετη θερµότητα που απαιτείται 

στον λέβητα µε συνέπεια το συνολικό κέρδος από την εφαρµογή της τεχνικής 

αυτής να είναι περιορισµένο. Οποιαδήποτε ρύθµιση πραγµατοποιηθεί στην 

πίεση λειτουργίας του συµπυκνωτή, θα πρέπει να ληφθεί υπόψη ότι αυτή δεν 

πρέπει να είναι χαµηλότερη της πίεσης κορεσµού του νερού που αντιστοιχεί 

στην θερµοκρασία του χρησιµοποιούµενου ψυκτικού µέσου.  
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Σχήµα 2.4 – ∆ιάγραµµα ενθαλπίας - εντροπίας των τροποποιηµένων κύκλων Rankine 

 

2.4.1.4 Θερµοδυναµικοί κύκλοι σύγχρονων ατµοστροβιλικών µονάδων 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

Το κύριο µειονέκτηµα των βιοµηχανιών παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας µε 

ατµοστρόβιλο είναι  η σχετικά µικρή απόδοση τους. Το ποσό της θερµότητας 

που απελευθερώνεται κατά την καύση και το οποίο  χρησιµοποιείται τελικά για 

παραγωγή µηχανικού έργου είναι στην καλύτερη περίπτωση περιορισµένο στο 

40 τοις εκατό του συνόλου. Για αυτόν το λόγο έχουν βρεθεί σύγχρονα σχήµατα 

λειτουργίας που µπορούν να εγγυηθούν βελτιωµένη απόδοση. Στις επόµενες 

παραγράφους παρουσιάζονται σχήµατα λειτουργίας για ατµοηλεκτρικές 

µονάδες, των οποίων η αποτελεσµατικότητα είναι αποδεδειγµένη. 

 

 35



Συµβατικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας  

Κύκλος Rankine µε αναθέρµανση 

Το σχήµα αναθέρµανσης για ένα ατµοστροβιλικό σύστηµα παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας παρουσιάζεται στο σχήµα 2.5. Η βασική διαφορά από το 

συµβατικό σύστηµα είναι η χρήση στροβίλου δύο σταδίων σε συνδυασµό µε το 

κύκλωµα ανατροφοδότησης ατµού στον λέβητα. Ο ατµός αφού διασταλεί στο 

στάδιο υψηλής πίεσης του ατµοστροβίλου κατευθύνεται στον λέβητα για 

αναθέρµανση.  Αναχωρώντας από το λέβητα και αφού έχει µετατεθεί σε 

υψηλότερο επίπεδο ενθαλπίας, ο ατµός οδηγείται στο δεύτερο – χαµηλής πίεσης 

– στάδιο του στροβίλου για την αποπεράτωση της διαστολής έως την πίεση του 

συµπυκνωτή. Τελικά ο ατµός αφού συµπυκνωθεί ανατροφοδοτείται στον 

ατµοπαραγωγό για περαιτέρω χρήση. Ο θερµοδυναµικός κύκλος πάνω στον 

οποίο το συγκεκριµένο σύστηµα λειτουργεί φαίνεται στο σχήµα 2.6. 

 

 

Σχήµα 2.5 –  Ατµοστροβιλικό σύστηµα µε αναθέρµανση 
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Reheat-Rankine Cycle
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Σχήµα 2.6 –  ∆ιάγραµµα Mollier κύκλου Rankine µε αναθέρµανση 

 

Η απόδοση του κύκλου Rankine µε αναθέρµανση µπορεί να υπολογιστεί εύκολα 

µε τη βοήθεια του διαγράµµατος Mollier. Το καθαρά παραγόµενο έργο είναι το 

παραγόµενο έργο στον δισταδιακό στρόβιλο µειωµένο κατά το 

καταναλισκόµενο έργο στην αντλία τροφοδοσίας. Εποµένως: 

654321216543net hhhhhhWWWW −+−+−=−+= −−−  

Η ολική απορροφόµενη θερµότητα ισούται µε τη θερµότητα που παρέχεται στο 

µέσο κατά τη θέρµανση και αναθέρµανση στον λέβητα: 

452332input hhhhQQ −+−== −  

Συνεπώς ο συντελεστής θερµικής απόδοσης του κύκλου Rankine µε 

αναθέρµανση είναι: 

4523

16

4523

654321

input

net
eff hhhh

hh1
hhhh

hhhhhh
Q
W

−+−
−

−=
−+−

−+−+−
==η
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Το όφελος από τη χρήση της συγκεκριµένης διάταξης για την παραγωγή 

ηλεκτρικής ενέργειας µε χρήση ατµού είναι: 

α. Βελτιωµένες επιδόσεις  

Όπως φαίνεται και στο διάγραµµα Mollier για τον κύκλο αναθέρµανσης, το 

παραγόµενο στον ατµοστρόβιλο έργο είναι αυξηµένο. Για την αύξηση αυτή 

ένα επιπλέον ποσό θερµότητας απαιτείται αλλά, όπως αναφέρθηκε και 

νωρίτερα, ο ατµοπαραγωγός παρουσιάζει αρκετά υψηλή απόδοση όταν 

λειτουργεί στην ονοµαστική θερµοκρασία και υπό πλήρες φορτίο και κατά 

συνέπεια το πρόσθετο κόστος καυσίµου αντισταθµίζεται µε το παραπάνω. 

β. Αποφυγή διάβρωσης 

Όπως αναφέρθηκε και στην προηγούµενη ενότητα, το κύριο µειονέκτηµα της 

αυξηµένης πίεσης λειτουργίας του λέβητα, χαρακτηριστικού όλων των 

σύγχρονων ατµοστροβιλικών συστηµάτων, είναι ότι ο ατµός κατά τη 

διαστολή στον ατµοστρόβιλο φθάνει στην υγρή κατάσταση. Σε αυτήν την 

περίπτωση τα ταχύτατα κινούµενα σταγονίδια νερού πέφτοντας στα πτερύγια 

του στροβίλου µπορούν να προκαλέσουν εκτεταµένη διάβρωση. Στο 

σύστηµα µε αναθέρµανση αυτό αποφεύγεται, αφού ο ατµός κατά την 

αναθέρµανση µετατρέπεται σε υπερθερµασµένο ατµό προτού συµπληρωθεί 

η διαδικασία διαστολής του έως την πίεση του συµπυκνωτή.  

 

Κύκλος Rankine µε αναγέννηση 

Μια άλλη επιλογή στο σχεδιασµό ενός ατµοστροβιλικού συστήµατος είναι το 

σύστηµα του κύκλου Rankine µε αναγέννηση. Ο όρος «αναγέννηση» έγκειται 

στην εξαγωγή ατµού για τον σκοπό της θέρµανσης του νερού τροφοδοσίας 

προτού εισέλθει στον ατµοπαραγωγό. Αυτός είναι ένας αποδεδειγµένα 

αποτελεσµατικός τρόπος για να αποφευχθεί η χρήση µεγάλων ποσοτήτων 

θερµότητας για να ανεβεί η θερµοκρασία  του νερού τροφοδοσίας. Ειδικά στην 

περίπτωση µεγάλης διαφοράς πίεσης µεταξύ εισόδου και εξόδου της αντλίας 

τροφοδοσίας, όπου κατά τη συµπίεση πραγµατοποιείται και ψύξη του νερού, η 

τεχνική της αναγέννησης είναι ουσιώδης.  
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Η θέρµανση του µέσου λαµβάνει χώρα σε ένα συγκεκριµένο συνθετικό στοιχείο – 

τον θερµαντήρα νερού τροφοδοσίας. Υπάρχουν δύο τύποι θερµαντήρων νερού 

τροφοδοσίας. Στο θερµαντήρα ανοικτού τύπου ένα µικρό µέρος ατµού 

αναµειγνύεται µε το νερό τροφοδοσίας που βρίσκεται σε υγρή µορφή, έτσι ώστε 

να ανεβάσει τη θερµοκρασία του. Στον θερµαντήρα κλειστού τύπου δεν γίνεται 

ανάµιξη, αλλά η θέρµανση επιτυγχάνεται φέρνοντας σε επαφή τον εξαγόµενο 

ατµό µε το κρύο νερό τροφοδοσίας – συνήθως ο ατµός υγροποιείται στην 

επιφάνεια των σωλήνων που διατρέχει το νερό τροφοδοσίας. 

 

 

Σχήµα 2.7 –  Σύστηµα ατµοστροβίλου µε αναγέννηση 

Στην πρώτη διάταξη (Σχήµα 2.7), ένα τµήµα του ατµού που εγκαταλείπει το 

πρώτο στάδιο (υψηλής πίεσης) του ατµοστροβίλου οδηγείται σε ένα 

θερµαντήρα νερού τροφοδοσίας. Εκεί αναµιγνύεται µε το νερό που πρόκειται να 

επιστραφεί στο λέβητα και ανεβάζει τη θερµοκρασία του. Πριν την ανάµιξη, το 

νερό τροφοδοσίας πρέπει να συµπιεστεί στα επίπεδα πίεσης του εξαγόµενου 

ατµού. Μετά την ανάµιξη το θερµό πια νερό συµπιέζεται στην επιθυµητή πίεση 

του λέβητα. Χρησιµοποιώντας ένα θερµαντήρα νερού τροφοδοσίας κλειστού 

τύπου, η χρήση δύο αντλιών είναι επίσης απαραίτητη. Μετά τη συµπύκνωση που 

υπόκειται  ατµός στο θερµαντήρα πρέπει να συµπιεστεί στα επίπεδα πίεσης του 

λέβητα. Το νερό τροφοδοσίας συµπιέζεται επίσης στα ίδια επίπεδα. 
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Ο κύκλος Rankine µε αναγέννηση παρουσιάζεται στο σχήµα 2.8. Στο διάγραµµα 

φαίνεται ο διαχωρισµός του µέσου σε δύο τµήµατα m1 και m2. Το πρώτο στάδιο 

της εκτόνωσης πραγµατοποιείται µε τη συνολική ποσότητα του µέσου 

(m=m1+m2) και κατά συνέπεια το παραγόµενο έργο είναι µεγαλύτερο σε σχέση 

µε το έργο που παράγεται στο δεύτερο στάδιο του ατµοστροβίλου κατά την 

εκτόνωση του τµήµατος µάζας m2. Εντούτοις, αυτή η ελάττωση του 

παραγόµενου µηχανικού έργου αντισταθµίζεται από τη µείωση της 

απαιτούµενης ενέργειας για τη θέρµανση του νερού στον ατµοπαραγωγό.  

Regenerative-Rankine Cycle
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m = m1 + m2 

m1 

m2 

Σχήµα 2.8 –  ∆ιάγραµµα Mollier του κύκλου Rankine µε αναγέννηση 

 

2.4.2 Αεριοστροβιλικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

Η ιδέα της παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας µε τη χρήση αεριοστροβίλων δεν 

διαφέρει πολύ από αυτή των ατµοστροβιλικών µονάδων. Η ηλεκτροπαραγωγή 

βασίζεται και σε αυτήν την περίπτωση στη µετατροπή της ενέργειας του 

καυσίµου σε µηχανικό έργο. Εντούτοις, η κυριότερη απόκλιση από την αρχή 

λειτουργίας των ατµοστροβιλικών συστηµάτων είναι ότι η ουσία που 

χρησιµοποιείται ως µέσο µεταφοράς της ενέργειας εντός του συστήµατος δεν 
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είναι το νερό αλλά ο αέρας. Μία τυπική διάταξη ατµοστροβιλικού συστήµατος 

φαίνεται στο Σχήµα 2.9. Τα κυριότερα συνθετικά στοιχεία που απαρτίζουν τα 

αεριοστροβιλικά συστήµατα είναι ο συµπιεστής, ο θάλαµος καύσης, ο 

αεριοστρόβιλος και µία συσκευή που εισάγεται για θεωρητικούς κυρίως λόγους 

– ο θάλαµος ψύξης. Εκτενέστερη παρουσίαση του κάθε στοιχείου, καθώς και 

των διεργασιών που επιτελούνται στο εσωτερικό του, γίνεται στην ενότητα που 

ακολουθεί. 

 

 

Σχήµα 2.9 –  Αεριοστροβιλικό σύστηµα 

Οι αεριοστροβιλικοί σταθµοί παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας είναι γενικά 

µονάδες ανοικτού κύκλου. Είναι χρήσιµο ωστόσο να υποτεθεί µια κυκλική 

λειτουργία έτσι ώστε να δικαιολογηθεί ο όρος “κύκλος” που χρησιµοποιείται 

κατά τη θερµοδυναµική ανάλυση. 

2.4.2.1 Περιγραφή – ανάλυση συνθετικών στοιχείων 

Συµπιεστής 

Το στοιχείο αυτό έχει την ευθύνη να παρέχει αέρα σε υψηλή πίεση που απαιτείται 

για τη λειτουργία του αεριοστροβίλου. Στις περισσότερες διατάξεις, ο άξονας του 

συµπιεστή είναι συνδεδεµένος µε τον άξονα του αεριοστροβίλου, έτσι ώστε να 

ληφθεί το απαιτούµενο για τη συµπίεση µηχανικό έργο. 

Όπως και στην ιδανική περίπτωση της αντλίας τροφοδοσίας στους 

ατµοστροβιλικούς σταθµούς, µπορεί να υποτεθεί ότι ο συµπιεστής λειτουργεί 

αδιαβατικά, δηλαδή δεν πραγµατοποιείται ανταλλαγή θερµότητας µεταξύ του 

αεριοστροβίλου και του περιβάλλοντος.  
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Θερµότητα που προσφέρεται στο σύστηµα 

Η µεταφερόµενη στο µέσο (αέρας) θερµότητα είναι: 

0Q 21 =→  

Καταναλισκόµενο έργο 

Αν οι µεταβολή στην δυναµική και κινητική ενέργεια είναι αµελητέες, τότε η 

ενεργειακή εξίσωση δίνει: 

1221 HHW −=→  

Αυτό σηµαίνει ότι κατά τη συµπίεση ο αέρας υπόκειται σε αύξηση της 

εσωτερικής του ενέργειας, από ένα χαµηλό επίπεδο ενθαλπίας σε ένα υψηλό µε 

κατανάλωση εξωτερικού µηχανικού έργου. 

Θάλαµος καύσης 

Αν γινόταν τροφοδοσία του συµπιεσµένου αέρα κατευθείαν στον αεριοστρόβιλο 

για εκτόνωση το κέρδος θα ήταν µηδενικό, αφού το µηχανικό έργο που θα 

παραγόταν θα επαρκούσε µόνο για την οδήγηση του συµπιεστή. Γι’ αυτό το 

λόγο χρησιµοποιείται ένα ενδιάµεσο συνθετικό στοιχείο, ο θάλαµος καύσης. 

Εντός του θαλάµου καύσης, ο αέρας αναµιγνύεται µε καύσιµο και υπό τις 

κατάλληλες προϋποθέσεις λαµβάνει χώρα η καύση. Ο αέρας που εγκαταλείπει 

το θάλαµο καύσης, σε αέρια πια µορφή, περιέχει µεγάλα ποσά ενέργειας και 

είναι ικανός να παράγει µηχανικό έργο. 

Η διεργασία που λαµβάνει χώρα εντός του θαλάµου καύσης µπορεί να υποθέσει 

κανείς ότι είναι αυστηρά ισοβαρής. Σε αυτήν την περίπτωση το παραγόµενο 

έργο και η απορροφούµενη θερµότητα είναι: 

Παραγόµενο έργο 

0W 21 =→  

Απορροφούµενη θερµότητα 

1221 HHQ −=→  

που είναι ίση µε την αύξηση της εσωτερικής ενέργειας του µέσου. 
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Αεριοστρόβιλος 

Η λειτουργία του αεριοστροβίλου είναι παρόµοια µε αυτή του ατµοστροβίλου. 

Καθώς το αέριο εκτονώνεται, η δύναµη που ασκείται στα πτερύγια του 

στροβίλου προκαλούν την περιστροφή του άξονα του. Επαρκής µόνωση του 

στροβίλου µπορεί να εξασφαλίσει µια ισεντροπική συµπεριφορά του 

αεριοστροβίλου. Στην συγκεκριµένη διεργασία δεν λαµβάνει χώρα προσθήκη ή 

αφαίρεση θερµότητας από το µέσο. ∆ηλαδή: 

Εκλυόµενη θερµότητα 

0Q 21 =→  

Επίσης, αν οι µεταβολές στην κινητική και δυναµική ενέργεια είναι αµελητέες, τότε 

από την αντίστοιχη εξίσωση της ροής ενέργειας λαµβάνουµε για το παραγόµενο 

έργο: 

Παραγόµενο έργο 

2121 HHW −=→  

∆ηλαδή το παραγόµενο έργο αντιστοιχεί σε πτώση της εσωτερικής ενέργειας του 

αερίου. 

Θάλαµος ψύξης 

Όπως αναφέρθηκε νωρίτερα σε αυτήν την ενότητα, ο αεριοστροβιλικός κύκλος 

είναι ένας ανοικτός κύκλος. Αυτό σηµαίνει ότι τα αέρια µετά την καύση και την 

εκτόνωση στον στρόβιλο εγκαταλείπουν το σύστηµα µέσω καπνοδόχου. 

Ωστόσο, για τη µελέτη των διεργασιών και για την αξιολόγηση των επιδόσεων 

των αεριοστροβιλικών συστηµάτων συχνά χρησιµοποιείται ένα κλειστό µοντέλο. 

Για το λόγο αυτό, ένα πρόσθετο συνθετικό στοιχείο εισάγεται – ο θάλαµος 

ψύξης. Εντός του θαλάµου ψύξης τα αέρια αποβάλουν θερµότητα η οποία 

µεταφέρεται στο περιβάλλον µέσω ενός ψυκτικού υγρού και θεωρητικά ο 

ψυγµένος αέρας τροφοδοτείται πίσω στον συµπιεστή. Η διεργασία µπορεί να 

θεωρηθεί ισοβαρής, που σηµαίνει ότι η αποβαλλόµενη θερµότητα και το 

παραγόµενο έργο είναι: 
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Εκλυόµενη θερµότητα 

2121 HHQ −=→  

Παραγόµενο έργο 

0W 21 =→  

2.4.2.2 Ανάλυση θερµοδυναµικού κύκλου 

Οι αεριοστροβιλικές µονάδες λειτουργούν βάσει του κύκλου Brayton ή Joule. 

Από την περιγραφή των συνθετικών στοιχείων που προηγήθηκε µπορεί κανείς 

εύκολα να παρατηρήσει ότι ο κύκλος αναµένεται να είναι παρόµοιος µε τον 

κύκλο Rankine. Όπως και στα ατµοστροβιλικά συστήµατα, οι διαδικασίες 

λειτουργίας που εφαρµόζονται είναι βασισµένες σε τροποποιηµένες µορφές του 

κύκλου Brayton και όχι στον κύκλο Brayton στην αυθεντική του µορφή. 

Εντούτοις, η µελέτη του απλού κύκλου Brayton είναι επίσης σηµαντική, καθότι 

παρέχει τη βάση για τη µελέτη των πιο σύνθετων διατάξεων που θα 

ακολουθήσουν. 

Απλός κύκλος Brayton 

Ο κύκλος Brayton αποτελείται από τις τέσσερις διεργασίες που εξετάστηκαν και 

στην περίπτωση του κύκλου Rankine: ισεντροπική συµπίεση, ισοβαρής 

θέρµανση, ισεντροπική εκτόνωση και ισοβαρής ψύξη. Ο ιδανικός κύκλος 

Brayton φαίνεται στο σχήµα 2.10. 
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Σχήµα 2.10 –  ∆ιάγραµµα Mollier του κύκλου Brayton-Joule 
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Συµβατικές µονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας  

Πιο λεπτοµερώς, οι διεργασίες που λαµβάνουν χώρα είναι οι εξής: 

 

Μεταβολή 1 –2 

Συµπιεστής 

Ο αέρας συµπιέζεται αδιαβατικά από τη χαµηλή πίεση εξόδου του θαλάµου 

ψύξης στην επιθυµητή πίεση εισαγωγής στον αεριοστρόβιλο. Κατά τη διάρκεια 

αυτής της διεργασίας λαµβάνει χώρα µια αύξηση της θερµοκρασίας και της 

ενθαλπίας του αέρα. 

Καταναλισκόµενο έργο:  1221input hhWW −== −

Μεταβολή 2 – 3 

Θάλαµος καύσης 

Ο πεπιεσµένος αέρας θερµαίνεται µέσω του ψεκασµού µε καύσιµα και την 

πρόκληση ανάφλεξης. Αφού η διεργασία είναι ισοβαρής η θερµότητα που 

απορροφάται από τον αέρα προκαλεί µια αύξηση της ενθαλπίας και 

θερµοκρασίας του. 

Απορροφούµενη θερµότητα:  2332input hhQQ −== −

Μεταβολή 3 – 4 

Αεριοστρόβιλος 

Τα υψηλής πίεσης αέρια, καθώς εισέρχονται στον αεριοστρόβιλο, προκαλούν 

την περιστροφή του άξονα, ασκώντας δυνάµεις στα πτερύγια του στροβίλου. Αν 

οι απώλειες θερµότητας είναι αµελητέες, η καταναλισκόµενη ενέργεια του αερίου 

ισοδυναµεί µε το έργο που παράγεται στον στρόβιλο. 

Παραγόµενο έργο: W  4343output hhW −== −
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Μεταβολή 4 – 1 

Θάλαµος ψύξης 

Θεωρητικά, τα εξερχόµενα από το στρόβιλο αέρια οδηγούνται σε µία συσκευή 

ψύξης όπου αποβάλλεται θερµότητα υπό σταθερή πίεση προτού 

τροφοδοτηθούν στον συµπιεστή. Η αποβαλλόµενη θερµότητα αντιστοιχεί στην 

µείωση της ενθαλπίας του µέσου. 

Εκλυόµενη θερµότητα: Q  1414output hhQ −== −

 

2.4.2.3 Απόδοση αεριοστροβιλικών µονάδων παραγωγής 

Βάσει των υπολογισµών της προηγούµενης ενότητας είναι δυνατή η εύρεση της 

απόδοσης του κύκλου Brayton. Οι υπολογισµοί που ακολουθούν γίνονται για 

µονάδα µάζας του µέσου (αέρα). 

Το καθαρό έργο είναι το έργο που παράγεται στο στρόβιλο µειωµένο κατά το 

έργο που καταναλίσκεται στο συµπιεστή. Συνεπώς: 

43212143net hhhhWWW −+−=−= −−  

Η συνολική προσφερόµενη θερµότητα στο σύστηµα ισούται µε τη θερµότητα 

που απορροφάται από το µέσο στο θάλαµο καύσης. ∆ηλαδή:  

2332input hhQQ −== −  

Κατά συνέπεια, ο θερµικός συντελεστής απόδοσης του ιδανικού κύκλου Brayton 

είναι: 

23

14

23

4321

input

net
eff hh

hh1
hh

hhhh
Q
W

−
−

−=
−

−+−
==η

 

Ειδικά για τον αεριοστροβιλικό κύκλο, είναι σύνηθες να εκφράζεται η απόδοση 

του κύκλου υπό µορφή του λόγου συµπίεσης του συµπιεστή r = p2/p1: 

Το καταναλισκόµενο στο συµπιεστή µηχανικό έργο είναι: 

)TT(chhWW 12p1221c´ −⋅=−== −  
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Αντίστοιχα, στο στρόβιλο έχουµε:  

)TT(chhWW 43p4343t −⋅=−== −  

Συνεπώς το καθαρό έργο είναι: 

)TTTT(cWWW 4321pctnet −+−⋅=−=  

Η συνολικά προσφερόµενη θερµότητα είναι: 

)TT(chhQQ 23p2332input −⋅=−== −  

Συνεπώς ο βαθµός απόδοσης στον κύκλο Brayton λαµβάνει τη µορφή: 

23

14

23

4321

input

net
Braytoneff TT

TT1
TT

TTTT`
Q
W)(

−
−

−=
−

−+−
==η  

Η εξίσωση των ιδανικών αερίων για την αδιαβατική µεταβολή στο στρόβιλο και 

το συµπιεστή δίνει: 

γγ /)1(
1212 )p/p(TT −⋅=  και  γγ /)1(

1234 )p/p/(TT −=

αφού p4 / p3 = p2 / p1. 

Συνεπώς η απόδοση µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

γγ

η
/)1(

1

2

23

14
eff p

p1
TT
TT1

−−









−=

−
−

−=
 

Είναι προφανές ότι για υψηλότερες τιµές του λόγου συµπίεσης, η απόδοση του 

κύκλου Brayton βελτιώνεται. 

Η προηγούµενη ανάλυση µπορεί να εφαρµοστεί και στην ανοικτού τύπου 

διάταξη των αεριοστροβιλικών συστηµάτων. Η διαφορά έγκειται στην αναίρεση 

της κυκλικής λειτουργίας. Στην πραγµατικότητα τα καυσαέρια απελευθερώνονται 

στην ατµόσφαιρα αντί να επιστρέφονται στο συµπιεστή, που είναι σε κάθε 

περίπτωση υποχρεωτικό λόγω της χαµηλής συγκέντρωσης των αερίων αυτών 

σε οξυγόνο. Ωστόσο, η διαφορά αυτή δεν επηρεάζει τα αποτελέσµατα της 

ανάλυσης του κλειστού κύκλου και κατά συνέπεια οι ίδιες εξισώσεις µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και για την πραγµατική περίπτωση. 
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Απόδοση στον πραγµατικό θερµοδυναµικό κύκλο 

Ο κύκλος Brayton που παρουσιάστηκε µέχρι τώρα είναι µια ιδανική περίπτωση. 

Στον πραγµατικό θερµοδυναµικό κύκλο, βάσει του οποίου λειτουργούν οι 

αεριοστροβιλικές µονάδες, λαµβάνουν χώρα απώλειες θερµότητας και πίεσης. 

Εκτός αυτού, οι διεργασίες σε κάθε συνθετικό στοιχείο της διάταξης ξεχωριστά 

δεν είναι αντιστρέψιµες όπως υποτέθηκε µέχρι τώρα. Αυτό έχει ως συνέπεια, η 

απόδοση ενός αεριοστροβιλικού συστήµατος που λειτουργεί στον πραγµατικό 

κύκλο Brayton να είναι αρκετά χαµηλότερη σε σχέση µε την αναµενόµενη από 

την προηγούµενη ανάλυση. Η απόδοση ενός τυπικού αεριοστροβιλικού 

σταθµού παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας δεν ξεπερνά το 35%. Αυτό οφείλεται 

κυρίως στα µεγάλα ποσά ενέργειας που απαιτούνται για τη λειτουργία του 

συµπιεστή. 

 

2.4.2.4 Θερµοδυναµικοί κύκλοι σύγχρονων αεριοστροβιλικών µονάδων 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

Οι ίδιες τεχνικές που εφαρµόζονται στα ατµοστροβιλικά συστήµατα µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν και στα αεριοστροβιλικά συστήµατα, στην προσπάθεια να 

βελτιωθεί ο βαθµός απόδοσης τους. Σε αυτήν την παράγραφο µελετώνται τα 

σχήµατα αναθέρµανσης και αναγέννησης για το συγκεκριµένο τύπο 

συστήµατος, ενώ παρουσιάζεται και ένα πρόσθετο σχήµα λειτουργίας 

εφαρµόσιµο µόνο σε αεριοστροβιλικά συστήµατα. 

Κύκλος Brayton µε αναθέρµανση 

Το αεριοστροβιλκό σύστηµα µε αναθέρµανση παρουσιάζεται στο σχήµα 2.11. 

Και εδώ χρησιµοποιείται στρόβιλος δύο σταδίων συνδυασµένος µε ένα θάλαµο 

αναθέρµανσης. Ο θάλαµος αναθέρµανσης µπορεί να είναι ένας θάλαµος 

καύσης όπου το εναποµένον οξυγόνο στα αέρια που εξέρχονται από το πρώτο 

στάδιο του στροβίλου προκαλεί την καύση πρόσθετου καυσίµου ή µπορεί να 

είναι ένας θερµαντήρας στον οποίο εξωτερική ανάφλεξη παρέχει την απαραίτητη 

θερµότητα για την αύξηση της θερµοκρασίας του µέσου.  
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Σχήµα 2.11 –  Αεριοστροβιλικό σύστηµα µε αναθέρµανση 

Εργαζόµενοι στην ιδανική εκδοχή του κύκλου Brayton, όπου αµελούνται τυχόν 

απώλειες θερµοκρασίας και πίεσης και επιπλέον οι διεργασίες εκλαµβάνονται ως 

αντιστρέψιµες, το πρόσθετο έργο που παράγεται στο στρόβιλο είναι: 

654*4*436543 hhhhWWWW −+−=−+= −−−  

Εναλλακτικά, το έργο µπορεί να εκφραστεί ως: 

)TTTT(cW 654*4p −+−=  

Για τις αδιαβατικές µεταβολές 3 – 4 και 3 – 4* ισχύει: 

k)1k(

4

*4

4

*4

p
p

T

T ⋅−









=

 

Στο σηµείο αυτό, σηµαντική για την απόδοση της αεριοστροβιλικής µονάδας 

είναι η κατάλληλη επιλογή της ενδιάµεσης πίεσης p4, έτσι ώστε να επιτευχθεί το 

µέγιστο πρόσθετο παραγόµενο έργο. Έχει αποδειχτεί ότι στην περίπτωση που οι 

συντελεστές απόδοσης των δύο σταδίων του στροβίλου είναι ίσοι καθώς και οι 

θερµοκρασίες εισόδου αυτών, η ρύθµιση της ενδιάµεσης πίεσης σε µία τιµή που 

να εξασφαλίζει ισότητα των λόγων διαστολής στα δύο στάδια (p4/p3 = p6/p5), 

µεγιστοποιεί το παραγόµενο έργο. 

Το συνολικό αποτέλεσµα της εφαρµογής της τεχνικής της αναθέρµανσης σε 

αεριοστροβιλικά συστήµατα, είναι αφενός η αύξηση του παραγόµενου έργου 

αλλά η σχετική µείωση της απόδοσης του κύκλου. Αυτό οφείλεται στα µεγάλα 

ποσά θερµότητας που απαιτούνται στον θάλαµο αναθέρµανσης. 
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Ο συντελεστής απόδοσης για τον κύκλο Brayton µε αναθέρµανση είναι: 

4523

16

4523

654321

input

netheatRe
Brayton

eff hhhh
hh1

hhhh
hhhhhh

Q
W)(

−+−
−

−=
−+−

−+−+−
==η

 

 

Κύκλος Brayton µε ενδιάµεση ψύξη 

Ένας πρόσθετος σχεδιασµός για αεριοστροβιλικά συστήµατα είναι το 

αντικείµενο αυτής της παραγράφου. Η έννοια της ενδιάµεσης ψύξης αφορά τη 

διαίρεση της διαδικασίας συµπίεσης σε δύο βαθµίδες, µεταξύ των οποίων ο 

αέρας διέρχεται µέσω µιας συσκευής απαγωγής θερµότητας, που δεν είναι 

τίποτε άλλο από έναν εναλλάκτη θερµότητας. Η ιδέα στην οποία βασίζεται αυτή 

η υλοποίηση είναι ότι µέσω της ενδιάµεσης αφαίρεσης θερµότητας κατά τη 

συµπίεση του αέρα, το έργο που απαιτείται για τη συµπίεση µειώνεται δραστικά. 

Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι µε την ψύξη ενός αερίου πραγµατοποιείται 

µείωση του ειδικού του όγκου και κατά συνέπεια του έργου που απαιτείται για τη 

συµπίεση του. 

 

Σχήµα 2.12 –  Αεριοστροβιλικό σύστηµα µε ενδιάµεση ψύξη 

 

Όµοια µε την τεχνική της αναθέρµανσης, µε την ενδιάµεση ψύξη το καθαρά 

παραγόµενο έργο παρουσιάζεται αυξηµένο, αυτή τη φορά λόγω της µείωσης 

του καταναλισκόµενου έργου στον συµπιεστή. Παρόλα αυτά, και σε αυτήν την 

περίπτωση η απόδοση του κύκλου είναι µειωµένη, λόγω της επιπλέον 

θερµότητας που απαιτείται για να ανεβάσει τη θερµοκρασία και την εσωτερική 

ενέργεια του ψυχρού αέρα, προτού εκτονωθεί στο στρόβιλο. 
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Κύκλος Brayton µε αναγέννηση 

Η µέθοδος της αναγέννησης µπορεί να εφαρµοστεί στα αεριοστροβιλικά 

συστήµατα υπό τη µορφή της χρησιµοποίησης της θερµότητας των 

καυσαερίων που εξέρχονται από το στρόβιλο για τη θέρµανση του αέρα προτού 

εισέλθει στο θάλαµο καύσης. Αυτό επιτυγχάνεται µε τη χρήση ενός εναλλάκτη 

θερµότητας, εντός του οποίου τα εξερχόµενα από το στρόβιλο καυσαέρια 

θερµαίνουν (χωρίς ανάµιξη) τον εξαγόµενο εκ του συµπιεστή αέρα. 

 

 

Σχήµα 2.12 –  Αεριοστροβιλικό σύστηµα µε αναγέννηση 

 

Η επίδραση της αναγέννησης στις επιδόσεις εκτιµάται µε τη χρήση του βαθµού 

αποτελεσµατικότητας του εναλλάκτη ή βαθµού αποτελεσµατικότητας 

αναγέννησης όπως συνήθως αναφέρεται. Η αποτελεσµατικότητα αναγέννησης 

ορίζεται ως  ο λόγος της πραγµατικά µεταφερόµενης θερµότητας από τα 

καυσαέρια στον συµπιεσµένο αέρα προς το αντίστοιχο µέγιστο ποσό 

µεταφερόµενης θερµότητας. 

imummax

actual
rregenerato Q

Q
=η

 

 

Συνδυασµός ενδιάµεσης ψύξης, αναθέρµανσης και αναγέννησης 

Λόγω της ανεπιθύµητης επίδρασης στην απόδοση του συστήµατος, οι τεχνικές 

της ενδιάµεσης ψύξης και της αναθέρµανσης δεν εφαρµόζονται ποτέ από µόνες 

τους η σε συνδυασµό µεταξύ τους. Ένα ευρέως εφαρµοζόµενο σχήµα 

λειτουργίας είναι ο συνδυασµός των τριών παραπάνω µεθόδων, δηλαδή 

ενδιάµεση ψύξη, αναθέρµανση και αναγέννηση. 
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Σε αυτό το σχήµα λειτουργίας η αυξηµένη θερµοκρασία εξαγωγής του 

στροβίλου που εξασφαλίζεται από την αναθέρµανση καθώς και η χαµηλή 

θερµοκρασία εξόδου του συµπιεστή λόγω της ενδιάµεσης ψύξης, αφήνουν 

µεγάλο περιθώριο για τη µεταφορά θερµότητας µέσω αναγέννησης. Αυτό έχει 

την επιπλέον ευνοϊκή επίδραση της µείωσης της θερµοκρασίας των εκλυόµενων 

στην ατµόσφαιρα αερίων. Συµπερασµατικά, ο συνδυασµός των παραπάνω 

τεχνικών έχει το συνολικό αποτέλεσµα της ανύψωσης της θερµοκρασίας της 

παροχής θερµότητας και της µείωσης της µέσης θερµοκρασίας αποβολής 

θερµότητας, που είναι η βάση για την αποδοτική λειτουργία της µονάδας 

παραγωγής. 

2.4.3 Μονάδες παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας συνδυασµένου κύκλου 

Ένα από τα ανεπιθύµητα χαρακτηριστικά της παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

µε αεροστρόβιλο είναι η απελευθέρωση των υψηλής θερµοκρασίας καυσαερίων 

στην ατµόσφαιρα, αφήνοντας µε αυτόν τον τρόπο µεγάλα ποσά ενέργειας να 

χαθούν και δηµιουργώντας περιβαλλοντικό κίνδυνο στην περιοχή της 

εγκατάστασης. Μία εναλλακτική της αναγέννησης προσέγγιση, για την 

εκµετάλλευση των υψηλής θερµοκρασίας καυσαερίων που παράγονται από το 

αεριοστροβιλικό σύστηµα, είναι η δηµιουργία ενός κατώτερου κύκλου µε σκοπό 

τη µετατροπή της  - διαφορετικά χαµένης  - ενέργειας σε πρόσθετο έργο. 

Στην πράξη ο κατώτερος κύκλος είναι συνήθως ένας κύκλος Rankine που 

χρησιµοποιεί την αποβαλλόµενη από τον ανώτερο κύκλο (Brayton) θερµότητα 

ως πηγή ενέργειας. Είναι ευνόητο ότι, εφόσον το ατµοστροβιλικό σύστηµα δεν 

επηρεάζει τη λειτουργία του αεριοστροβίλου, ο συνδυασµένος κύκλος θα 

παράγει επιπλέον ενέργεια και θα εµφανίζει αρκετά υψηλότερο βαθµό 

απόδοσης. 

Ακόµα και στην περίπτωση που απαιτείται πρόσθετη θερµότητα για την 

αποτελεσµατική λειτουργία του κύκλου Rankine, η συνολική απόδοση θα είναι 

αυξηµένη αν το επιπλέον παραγόµενο έργο είναι αρκετά µεγάλο και η 

απαιτούµενη πρόσθετη θερµότητα είναι συγκριτικά µικρή. Μία υλοποίηση 

συστήµατος παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας συνδυασµένου κύκλου φαίνεται 

στο σχήµα 2.13. 
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Σχήµα 2.13 –  Σύστηµα συνδυασµένου κύκλου 
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Κεφάλαιο 3 

Σταθµοί συµπαραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας και θερµότητας 

 

 

 

 

3.1. Γενικά 

Το κύριο µειονέκτηµα της συµβατικής παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας είναι η 

σχετικά χαµηλή απόδοση. Στους συµβατικούς σταθµούς παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας µόνο το 45% της περιεχόµενης στις καύσιµες ύλες ενέργειας 

µετατρέπεται σε ηλεκτρική ενέργεια, ενώ το υπόλοιπο αποβάλλεται στην 

ατµόσφαιρα ως µη εκµεταλλεύσιµη  θερµότητα. Ακόµα και οι πιο προηγµένες 

τεχνικές, όπως η λειτουργία συνδυασµένου κύκλου, δεν µπορούν να 

εξασφαλίσουν απόδοση µεγαλύτερη του 55%. 

∆εδοµένης µιας συγκεκριµένης ζήτησης ενέργειας, υπό µορφή θερµότητας, η 

χαµηλή απόδοση ενός θερµικού σταθµού παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

µπορεί να βελτιωθεί σε µεγάλο βαθµό µε την εφαρµογή της συνδυασµένης 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας.  Η συµπαραγωγή µπορεί να 

οδηγήσει σε αποδόσεις µεγαλύτερες από 90%, προσφέροντας εξοικονόµηση 

ενέργειας της τάξης του 15 - 45%, συγκριτικά µε την ξεχωριστή παραγωγή 

ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας από συµβατικούς σταθµούς. 

Η θερµότητα που παράγεται µε τη συµπαραγωγή µπορεί να διανεµηθεί µέσω 

διαφόρων µέσων, συµπεριλαµβανοµένων του θερµού νερού (π.χ. για 

τηλεθέρµανση), ατµού ή θερµού αέρα (π.χ. για βιοµηχανική ή εµπορική χρήση). 
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Πέραν της τηλεθέρµανσης, χρησιµοποιώντας τον κατάλληλο σχεδιασµό του 

σταθµού συµπαραγωγής, είναι δυνατή η παροχή ψύξης για παρόµοιες 

εφαρµογές.  

Το υψηλό κόστος εγκατάστασης αποδοτικών συστηµάτων διανοµής της 

θερµότητας επιβάλει την τοποθέτηση των σταθµών συµπαραγωγής κοντά στην 

κατανάλωση. Για το λόγο αυτό η εγκατάσταση µικρών - αποκεντρωµένων 

µονάδων συµπαραγωγής είναι η πλέον εφαρµοσµένη. Ένα πρόσθετο 

πλεονέκτηµα αυτής της στρατηγικής είναι η µείωση των απωλειών λόγω 

διανοµής της ηλεκτρικής ενέργειας, δεδοµένου ότι στις περισσότερες 

περιπτώσεις η κατανάλωση ηλεκτρικής ενέργειας είναι περιορισµένη στην 

τοποθεσία που είναι εγκατεστηµένος ο σταθµός συµπαραγωγής. 

Τα πιο σηµαντικά πλεονεκτήµατα της εφαρµογής συνδυασµένης παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας, είναι: 

� Αυξηµένη απόδοση στη µετατροπή και χρήση ενέργειας.  

� Μειωµένη εκποµπή ρύπων στο περιβάλλον. 

� Σηµαντική µείωση δαπανών, που εξασφαλίζει µεγάλη ανταγωνιστικότητα 

στην αγορά ενέργειας και συνεπώς πρόσθετα οφέλη στους καταναλωτές 

ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας σε όλους τους τοµείς (εµπορικός, 

βιοµηχανικός, οικιακός). 

� ∆ίνει περιθώριο για µετακίνηση προς την κατεύθυνση της 

αποκεντρωµένης παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας, όπου οι σταθµοί 

σχεδιάζονται για την ικανοποίηση των αναγκών των τοπικών 

καταναλωτών, προσφέροντας υψηλή απόδοση, αποφεύγοντας τις 

απώλειες διανοµής και αυξάνοντας την ευελιξία στη χρησιµοποίηση των 

συστηµάτων παραγωγής. Επιπλέον, η αποκεντρωµένη µορφή 

παραγωγής που ενισχύεται µε την εφαρµογή της συµπαραγωγής, παρέχει 

αυξηµένη ασφάλεια στην παροχή των ζητούµενων προϊόντων, 

µειώνοντας τον κίνδυνο για µη ικανοποίηση των αναγκών των 

καταναλωτών σε ηλεκτρική ενέργεια ή/και θερµότητα. 

� H µείωση των απαιτήσεων σε καύσιµα µειώνει και την εξάρτηση από την 

εισαγωγή πρώτων υλών από χώρες του εξωτερικού. 
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� Σε ορισµένες περιπτώσεις, όταν είναι διαθέσιµες πρώτες ύλες όπως η 

βιοµάζα και παραπροϊόντα βιοµηχανικών και γεωργικών διεργασιών, 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν ως καύσιµα για συστήµατα 

συµπαραγωγής, αυξάνοντας µε τον τρόπο αυτό την αποτελεσµατικότητα 

από άποψης κόστους και  προσφέροντας λύση στη διαχείριση των 

αποβλήτων. 

3.2 Τύποι σταθµών συµπαραγωγής 

Επειδή η παραγωγή και των δύο προϊόντων (ηλεκτρική ενέργεια και θερµότητα) 

είναι βασισµένη στην ίδια πρωτεύουσα πηγή ενέργειας και δεδοµένης της στενής 

σχέσης µεταξύ των δύο παραγωγικών διαδικασιών, τις περισσότερες φορές 

δίδεται ιδιαίτερο βάρος σε ένα από τα δύο προϊόντα. Ανάλογα µε το προϊόν, µε 

του οποίου τη ζήτηση ταυτίζεται η παραγωγή του σταθµού, χρησιµοποιείται µία 

από τις ακόλουθες στρατηγικές λειτουργίας: 

Λειτουργία προσανατολισµένη στην παραγωγή θερµότητας 

Στην προσανατολισµένη στην παραγωγή θερµότητας λειτουργία του σταθµού 

συµπαραγωγής, η παραγωγή ταυτίζεται µε τη ζήτηση θερµότητας. Υπό αυτές τις 

συνθήκες λειτουργίας, το ενδεχόµενο πλεόνασµα σε ηλεκτρική ισχύ πωλείται στο 

ηλεκτρικό δίκτυο, ενώ σε περίπτωση ανεπάρκειας, ηλεκτρική ενέργεια αγοράζεται 

από άλλον παραγωγό/ προµηθευτή. 

Λειτουργία προσανατολισµένη στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

Σε αυτήν τη στρατηγική λειτουργίας, δίδεται προτεραιότητα στη ζήτηση 

ηλεκτρικής ενέργειας, ρυθµίζοντας την παραγωγή ανάλογα µε τις απαιτήσεις σε 

ηλεκτρική ισχύ. Υπό αυτές τις συνθήκες, η ενδεχόµενη περίσσεια θερµότητας 

δύναται να αποθηκευτεί σε εφεδρικούς λέβητες για αργότερη χρήση ή να 

απελευθερωθεί στο περιβάλλον, ενώ σε περίπτωση ανεπαρκούς παραγωγής 

θερµότητας µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα ανεξάρτητο σύστηµα παραγωγής 

θερµότητας. Προφανώς στην περίπτωση αυτή τα πλεονεκτήµατα της 

συµπαραγωγής εν µέρει υποβαθµίζονται, λόγω της µείωσης της απόδοσης.  

Και στις δύο µεθόδους λειτουργίας ένα επιπλέον κριτήριο µπορεί να εφαρµοστεί, 

αυτό του ελάχιστου λειτουργικού κόστους. Όταν η λειτουργία του σταθµού 
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επικεντρώνεται στην ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής τότε µπορεί να 

επιλεγεί η λειτουργία κάλυψης του φορτίου βάσης και η ενδεχόµενη 

υπερπαραγωγή ή η ανεπαρκής παραγωγή µπορεί να αντιµετωπιστεί όπως 

συζητήθηκε νωρίτερα – είτε κάνοντας χρήση του ηλεκτρικού δικτύου και του 

δικτύου θέρµανσης ή χρησιµοποιώντας συστήµατα παραγωγής θερµότητας 

ειδικά εγκατεστηµένα για την κάλυψη αιχµών στη ζήτηση.  Μια άλλη επιλογή είναι 

η χρησιµοποίηση του σταθµού συµπαραγωγής µόνο για κάλυψη των αιχµών 

του φορτίου. 

Στις περισσότερες εφαρµογές συµπαραγωγής δίδεται προτεραιότητα στην 

κάλυψη του φορτίου θερµότητας και η ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής 

λαµβάνεται υπόψη κατά τη βελτιστοποίηση της παραγωγικής διαδικασίας του 

σταθµού. 

3.3. Μέτρα επιδόσεων 

Τα πλεονεκτήµατα της συµπαραγωγής µπορούν να αποδειχθούν µε τη χρήση 

ορισµένων κριτηρίων εκτίµησης των επιδόσεων του συστήµατος παραγωγής, εκ 

των οποίων τα πιο σηµαντικά παρουσιάζονται σε αυτήν την ενότητα. Ένα 

σηµαντικό χαρακτηριστικό, πάνω στο οποίο βασίζεται ο σχεδιασµός ενός 

συστήµατος συµπαραγωγής, και το οποίο λαµβάνουν υπόψη τα παρακάτω 

κριτήρια απόδοσης, είναι ότι η θερµότητα αποτελεί βασικό προϊόν και όχι 

παραπροϊόν της παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. 

Ηλεκτρικός βαθµός απόδοσης 

Η απόδοση του συστήµατος, όσον αφορά την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας, 

εκφράζεται µε το συντελεστή ηλεκτρικής απόδοσης που ορίζεται ως ο λόγος της 

παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας προς τη θερµότητα του καταναλισκόµενου 

καυσίµου, δη:  

F

E
el Q

W
=η

, 

όπου: 

WE: η παραγόµενη ηλεκτρική ενέργεια 

QF: η ενέργεια καύσιµης ύλης 
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Θερµικός βαθµός απόδοσης 

Στις µονάδες παραγωγής θερµότητας ή συµπαραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας 

και θερµότητας, ο θερµικός βαθµός απόδοσης χρησιµοποιείται για την εκτίµηση 

της απόδοσης του συστήµατος κατά την παραγωγή θερµότητας. Ορίζεται ως ο 

λόγος της ωφέλιµης θερµότητας προς την ενέργεια της καύσιµης ύλης: 

F

H
th Q

Q
=η , 

όπου QH η ωφέλιµη θερµότητα 

Συντελεστής χρησιµοποίησης ενέργειας 

Μέχρι τώρα, ως κύριο κριτήριο της επίδοσης ενός συστήµατος παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας, χρησιµοποιούταν ο βαθµός απόδοσης (ηeff) που δεν είναι 

άλλος από τον ηλεκτρικό βαθµό απόδοσης (ηel) που αναφέρθηκε 

προηγουµένως. Για να συµπεριληφθεί η παραγωγή ωφέλιµης θερµότητας ένα 

παρόµοιο µέτρο χρησιµοποιείται: ο συντελεστής χρησιµοποίησης ενέργειας 

(Energy Utilization Factor – EUF) ή συνολικός βαθµός απόδοσης, που ορίζεται 

ως εξής: 

F

HE
Q

QWEUF +
=

 

Συντελεστής χρησιµοποίησης ενέργειας µε βάρη 

Μία άλλη προσέγγιση είναι ο συντελεστής χρησιµοποίησης ενέργειας µε βάρη 

(Value Weighted Energy Utilization Factor – EUFVW) στον οποίο 

χρησιµοποιούνται ειδικά βάρη για να συνυπολογιστεί η σηµασία που δίνεται σε 

κάθε προϊόν. Το προϊόν που θεωρείται ως σηµαντικότερο πολλαπλασιάζεται µε 

το µεγαλύτερο παράγοντα. 

F

HHEE
VW Q

QfWf)EUF( ⋅+⋅
= , 

όπου fE + fH = 1 
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Λόγος θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια 

Ο λόγος θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια (Heat to power ratio – HPR) 

δηλώνει την αναλογία µεταξύ των δύο προϊόντων ενός σταθµού 

συµπαραγωγής. Ο HPR ορίζεται ως εξής: 

E

H
W
QHPR =

 

Σε πολλές περιπτώσεις χρησιµοποιείται και ο λόγος ηλεκτρικής ενέργειας προς 

θερµότητα (PHR) που είναι: 

H

E
Q
W

HPR
1PHR ==

 

Βαθµός εξοικονόµησης ενέργειας καυσίµου 

Η επίδοση ενός σταθµού συµπαραγωγής µπορεί να µετρηθεί και µέσω της 

σύγκρισης της κατανάλωσης καύσιµης ενέργειας για συγκεκριµένα επίπεδα 

παραγωγής, µε την ενέργεια καυσίµου που απαιτείται για την επίτευξη των ίδιων 

επιπέδων παραγωγής σε ξεχωριστές συµβατικές εγκαταστάσεις. Ο βαθµός 

εξοικονόµησης ενέργειας καυσίµου (Fuel Energy Savings Ratio – FESR) ορίζεται 

ως: 

HBFCPPF

CHPF

HBFCPPF

CHPFHBFCPPF
)Q()Q(

)Q(1
)Q()Q(

)Q()Q()Q(FESR
+

−=
+

−+
=

 

όπου:  

(QF)CHP: απαιτούµενη ενέργεια καυσίµου σε σταθµό συµπαραγωγής 

(QF)CPP: απαιτούµενη ενέργεια καυσίµου σε συµβατικό σταθµό 

ηλεκτροπαραγωγής 

(QF)ΗΒ:   απαιτούµενη ενέργεια καυσίµου σε συµβατικό σταθµό 

παραγωγής θερµότητας  

Ποιότητα παραγόµενης θερµότητας 

Ένας συµπληρωµατικός δείκτης της επίδοσης ενός συστήµατος που παράγει 

θερµότητα, είναι η ποιότητα της παραγόµενης θερµικής ενέργειας, που 
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καθορίζεται από τη θερµοκρασία και πίεση του µέσου που µεταφέρει την εν 

λόγω θερµότητα. Η ζητούµενη ποιότητα της θερµότητας καθορίζει, όπως θα 

φανεί και στη συνέχεια, τον τύπο του συστήµατος συµπαραγωγής που θα 

υλοποιηθεί. 

3.4. Θερµοδυναµική ανάλυση σταθµών συµπαραγωγής 

Η συµπαραγωγή µπορεί να εφαρµοστεί σε θερµικούς σταθµούς παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας µε διάφορους τρόπους. Ανάλογα µε το σχέδιο λειτουργίας, 

σχήµατα συνδυασµένης παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας 

µπορούν να βασιστούν σε ατµοστροβιλικά, αεριοστροβιλικά, συνδυασµένου 

κύκλου συστήµατα καθώς και σε συστήµατα παλινδροµικών µηχανών 

εσωτερικής καύσης. Τα τελευταία δεν αποτελούν αντικείµενο της παρούσας 

µελέτης και γι’ αυτό αναφορά γίνεται µόνο σε αυτό το κεφάλαιο για λόγους 

πληρότητας και σύγκρισης των επιδόσεων µεταξύ συστηµάτων. 
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Σχήµα 3.1 – Συστήµατα συµπαραγωγής 

Τα συστήµατα συµπαραγωγής, βάσει της διαδοχής στη χρήση της 

πρωτεύουσας ενέργειας, διακρίνονται σε συστήµατα κορυφής και συστήµατα 

βάσης. Στα πρώτα, ένα υψηλής θερµοκρασίας µέσο χρησιµοποιείται για να 

οδηγήσει µία µηχανή για την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας, ενώ η χαµηλής 

θερµοκρασίας θερµότητα χρησιµοποιείται για θερµικές διεργασίες στην 

βιοµηχανία ή για τηλεθέρµανση. Στα συστήµατα κύκλου βάσης, η υψηλής 
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θερµοκρασίας θερµότητα παράγεται πρώτα για βιοµηχανικές διεργασίες και τα 

καυσαέρια χρησιµοποιούνται ή άµεσα για να οδηγήσουν έναν αεριοστρόβιλο 

(αν η πίεση τους είναι επαρκής) ή έµµεσα για την παραγωγή ατµού σε λέβητα 

ανάκτησης θερµότητας για την κίνηση ατµοστροβίλου.  

Σε πολλές περιπτώσεις, η επιλογή του τύπου του συστήµατος συµπαραγωγής 

γίνεται βάσει της απαιτούµενης ποιότητας της θερµικής ενέργειας. Αν η 

εφαρµογή σχετίζεται µε ζήτηση θερµότητας για βιοµηχανικές διεργασίες που 

απαιτούν υψηλή θερµοκρασία (π.χ. της τάξης των 1300 οC) τότε επιλέγεται ο 

τύπος βάσης. Αν αντίθετα η ζητούµενη ποιότητα είναι χαµηλότερη      (π.χ. 120 
οC) τότε ένα σύστηµα συµπαραγωγής τύπου κορυφής αποτελεί την 

καταλληλότερη επιλογή. 

3.4.1 Συστήµατα συµπαραγωγής κύκλου κορυφής 

Τα συστήµατα συµπαραγωγής κύκλου κορυφής αποτελούν την πλειοψηφία των 

εγκατεστηµένων σταθµών συµπαραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας. 

Η διαδεδοµένη χρήση των συστηµάτων αυτών οφείλεται στους υψηλούς 

βαθµούς απόδοσης που επιτυγχάνουν αλλά και στο γεγονός ότι µέχρι σήµερα 

µόνο σε σπάνιες περιπτώσεις οι απαιτήσεις για παραγωγή θερµότητας υψηλής 

ποιότητας αποτέλεσαν βάση για την επένδυση σε έναν σταθµό συµπαραγωγής 

κύκλου βάσης. 

3.4.1.1 Συµπαραγωγή σε ατµοστροβιλικούς σταθµούς 

Οι ατµοστροβιλικές µονάδες συµπαραγωγής αποτελούν το µεγαλύτερο τµήµα 

του εγκατεστηµένου δυναµικού για συνδυασµένη παραγωγή θερµότητας και 

ηλεκτρικής ενέργειας. Το ατµοστροβιλικό σύστηµα συµπαραγωγής λειτουργεί 

βάσει του κύκλου Rankine, είτε στην κλασσική του µορφή ή στις βελτιωµένες 

εκδόσεις του για µεγαλύτερη απόδοση (αναθέρµανση, αναγέννηση).  

Οι ατµοστροβιλικοί σταθµοί συµπαραγωγής έχουν υψηλή αξιοπιστία (µέχρι 

95%), υψηλή διαθεσιµότητα (µεταξύ 90 και 95%) και µεγάλη διάρκεια ζωής (25 - 35 

χρόνια). Ένα µειονέκτηµα είναι η διάρκεια εγκατάστασης, που µπορεί να φτάσει 

τα τρία χρόνια για µεγάλα συστήµατα. Επιπροσθέτως, οι εφαρµογές τους είναι 

κυρίως προσανατολισµένες στην κάλυψη των αναγκών σε θερµότητα, αφού η 
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εγκατεστηµένη ισχύς τους είναι σαφώς µικρότερη της δυναµικότητας για 

παραγωγή θερµότητας.  

Τα σχήµατα συµπαραγωγής µε ατµοστρόβιλο διαιρούνται σε δύο τύπους, οι 

οποίοι παρουσιάζονται στη συνέχεια. 

Σύστηµα µε ατµοστρόβιλο αντίθλιψης 

Η απλούστερη διάταξη στους ατµοστροβιλικούς σταθµούς συµπαραγωγής είναι 

το σύστηµα µε στρόβιλο αντίθλιψης. Ο ατµός που χρησιµοποιείται για 

τηλεθέρµανση ή για βιοµηχανικές και εµπορικές διεργασίες λαµβάνεται από την 

έξοδο του ατµοστροβίλου, υπό πίεση που προσδιορίζεται από το φορτίο 

θέρµανσης, που αναφέρεται και ως πίεση αντίθλιψης. Η πίεση αυτή είναι 

συνήθως ίση ή υψηλότερη της ατµοσφαιρικής.  

 

Σχήµα 3.2 – Σύστηµα συµπαραγωγής µε ατµοστρόβιλο αντίθλιψης 

Εν συντοµία, η διαδικασία λειτουργίας είναι η εξής: ο ατµός που παράγεται στο 

λέβητα υπό σταθερή πίεση, εκτονώνεται αδιαβατικά στο στρόβιλο παράγοντας 

µηχανικό έργο. Κατά την έξοδο του από το στρόβιλο, ο ατµός οδηγείται στο 

σύστηµα παροχής θερµότητας όπου αποβάλλει θερµότητα και συµπυκνώνεται – 

µία µεταβολή που θεωρείται ισοβαρής. Στη συνέχεια, το συµπύκνωµα 

τροφοδοτείται στην αντλία όπου συµπιέζεται στα επίπεδα πίεσης του λέβητα για 

να συµπληρώσει τον κύκλο. Σε πολλές περιπτώσεις, µέρος του ατµού που 
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προορίζεται για θερµικές διεργασίες καταναλώνεται, οπότε εφαρµόζεται 

συµπλήρωση του επεξεργασµένου νερού, που χρησιµοποιείται ως εργαζόµενο 

µέσο. Αν η ωφέλιµη θερµότητα µεταφέρεται στον καταναλωτή υπό µορφή 

θερµού νερού τότε χρησιµοποιείται εναλλάκτης θερµότητας, όµοιος µε αυτόν 

που χρησιµοποιείται στην κλειστού τύπου αναγέννηση (βλέπε παράγραφο 

2.4.1.4.). 

Είναι προφανές ότι, αφού η ροή του ατµού καθορίζεται από το θερµικό φορτίο, 

η παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας που σχετίζεται µε τον ατµοστρόβιλο είναι 

εξαρτηµένη συνεχώς από τη ζήτηση θερµότητας. Αυτός είναι και ο λόγος για τον 

οποίο τα συστήµατα ατµοστροβίλου αντίθλιψης εφαρµόζονται κυρίως σε 

περιπτώσεις σχετικά σταθερής ζήτησης. Στο ενδεχόµενο που το θερµικό φορτίο 

παρουσιάζει διακυµάνσεις, η χρήση του συστήµατος ατµοστροβίλου αντίθλιψης 

υποδηλώνει λειτουργία προσανατολισµένη στην κάλυψη της ζήτησης σε 

θερµότητα – η παραγωγή ταυτίζεται µε το θερµικό φορτίο και για την ενδεχόµενη 

ανεπάρκεια/περίσσεια ηλεκτρικής ενέργειας χρησιµοποιείται το δίκτυο ηλεκτρικής 

ενέργειας. 

Το πλεονέκτηµα του συστήµατος ατµοστροβίλου αντίθλιψης είναι η υψηλή του 

απόδοση. Εφόσον δεν αποβάλλεται θερµότητα στο περιβάλλον, ο βαθµός 

χρησιµοποίησης ενέργειας εµφανίζεται πολύ υψηλός, φθάνοντας την τιµή του 

85% στην περίπτωση που γίνεται πλήρης εκµετάλλευση της θερµότητας του 

ατµού από τον καταναλωτή. Επιπλέον, το κόστος εγκατάστασης του 

συγκεκριµένου συστήµατος είναι χαµηλότερο από αυτό του ατµοστροβίλου 

αποµάστευσης (βλ. παρακάτω), λόγω του µειωµένου αριθµού βοηθητικών 

εξαρτηµάτων. 

Σύστηµα µε ατµοστρόβιλο αποµάστευσης 

Ένα εναλλακτικό σχήµα συµπαραγωγής σε ατµοστροβιλικούς σταθµούς είναι το 

σύστηµα αποµάστευσης ατµού. Σε αυτή τη διάταξη, ατµός εξάγεται από µία 

ενδιάµεση βαθµίδα του στροβίλου, µε σκοπό τη χρήση του για παροχή 

θερµότητας για τηλεθέρµανση ή βιοµηχανική χρήση. Η πίεση του εξαγόµενου 

ατµού εξαρτάται από τον βαθµό εκτόνωσης του ατµού εντός του στροβίλου, 

πριν την αποµάστευση. 
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Η διαδικασία εν συντοµία έχει ως εξής: κατόπιν της εκτόνωσης στην υψηλής 

πίεσης βαθµίδα του στροβίλου, ένα κλάσµα του ατµού τροφοδοτείται στο 

σύστηµα παροχής θερµότητας (εναλλάκτης), ενώ ο υπόλοιπος ατµός οδηγείται 

στη βαθµίδα χαµηλής πίεσης για εκτόνωση µέχρι την πίεση του συµπυκνωτή. 

Μετά τη συµπύκνωση, που λαµβάνει χώρα τόσο στον συµπυκνωτή όσο και στο 

σύστηµα θέρµανσης, το νερό συµπιέζεται στην πίεση του λέβητα µε τη χρήση 

αντλιών. Και εδώ, στην περίπτωση που δεν χρησιµοποιείται εναλλάκτης 

πραγµατοποιείται συµπλήρωση του καταναλισκόµενου στο σύστηµα παροχής 

θέρµανσης νερού. 

 

Σχήµα 3.3 – Σύστηµα συµπαραγωγής µε ατµοστρόβιλο αποµάστευσης 

Το κύριο πλεονέκτηµα αυτού του σχήµατος συµπαραγωγής είναι η ευελιξία που 

παρέχεται για τη ρύθµιση της παραγωγής σύµφωνα µε τις απαιτήσεις του 

φορτίου. Η ροή του αποµαστευµένου ατµού  µπορεί να ρυθµιστεί µε τη χρήση 

βαλβίδων και συνεπώς η ζήτηση σε θερµότητα µπορεί να καλυφθεί µε µικρότερη 

παρεµβολή στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας. Ένα δεύτερο πλεονέκτηµα σε 

σχέση µε το αντίστοιχο σχήµα του ατµοστροβίλου αντίθλιψης, είναι η αυξηµένη 

ηλεκτρική απόδοση. 

Εντούτοις, συγκρίνοντας µε το σχήµα συµπαραγωγής µε ατµοστρόβιλο 

αντίθλιψης, η συνολική απόδοση του συστήµατος ατµοστροβίλου 
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αποµάστευσης είναι χαµηλότερη ως συνέπεια της αποβολής θερµότητας στο 

συµπυκνωτή. 

Σύστηµα µε βαλβίδες ελάττωσης 

Ένα στοιχείο που εµφανίζεται στις περισσότερες εφαρµογές της βασισµένης σε 

ατµό συµπαραγωγής θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας, είναι οι βαλβίδες 

ελάττωσης πίεσης. Μέσω αυτών των συσκευών παρέχεται η δυνατότητα 

εξαγωγής ατµού από διαφορετικά σηµεία του συστήµατος συµπαραγωγής, 

όταν ο ατµοστρόβιλος δεν είναι διαθέσιµος για να εξασφαλίσει την πλήρη 

κάλυψη του θερµικού φορτίου.  

Ένας δεύτερος λόγος για την εγκατάσταση βαλβίδων ελάττωσης σε ένα σταθµό 

συµπαραγωγής είναι η ελαχιστοποίηση της παρεµβολής της παραγωγής 

θερµότητας στη διαδικασία παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. Επίσης, είναι 

δυνατή η ταυτόχρονη λειτουργία του ατµοστροβίλου και των βαλβίδων 

ελάττωσης, περίπτωση κατά την οποία πρέπει να γίνεται διάκριση µεταξύ του 

ατµού που διέρχεται του στροβίλου και του ατµού που εξάγεται από τις βαλβίδες 

ελάττωσης πίεσης. Η εγκατάσταση βαλβίδων ελάττωσης είναι συνήθης πρακτική 

κατά τον σχεδιασµό ενός σταθµού συµπαραγωγής µε ατµό. 

 

 

Σχήµα 3.4 – Σύστηµα µε βαλβίδα ελάττωσης πίεσης 
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3.4.1.2 Συµπαραγωγή σε αεριοστροβιλικούς σταθµούς 

Τα πλεονεκτήµατα των αεριοστροβίλων έχουν οδηγήσει στην ευρεία εφαρµογή 

τους στα νεότερα συστήµατα συµπαραγωγής µέσης έως υψηλής ισχύος. Η 

λειτουργία τους βασίζεται στον κύκλο Brayton, ο οποίος µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί είτε στην αυθεντική του µορφή ή µε τις τροποποιήσεις που 

αποσκοπούν στη βελτίωση των επιδόσεων του συστήµατος παραγωγής, όπως 

αυτές αναφέρθηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο. 

Η ηλεκτρική τους ισχύς κυµαίνεται µεταξύ λίγων εκατοντάδων kW µέχρι 

ορισµένων δεκάδων MW. Η αξιοπιστία και διαθεσιµότητα δεν διαφέρει από αυτή 

των ατµοστροβιλικών µονάδων συµπαραγωγής, ενώ έχουν τα πρόσθετα 

πλεονεκτήµατα της µικρής διάρκειας εγκατάστασης και του µικρού κόστους 

επένδυσης. 

Στη συνέχεια παρουσιάζονται δύο ευρέως εφαρµοζόµενα σχήµατα 

συµπαραγωγής µε αεριοστρόβιλο. 

Σύστηµα αεριοστροβίλου µε ανάκτηση θερµότητας 

Στη διάταξη αυτή, τα καυσαέρια που εξέρχονται από τον αεριοστρόβιλο 

χρησιµοποιούνται για την παραγωγή θερµότητας. Η θερµική ενέργεια των 

καυσαερίων λαµβάνεται µέσω του ατµοπαραγωγού ανάκτησης θερµότητας 

(heat recovery steam generator - HRSG), ένα σύστηµα ατµοποίησης που 

χρησιµοποιείται για αυτόν ακριβώς το σκοπό. Ο απλούστερος τύπος λέβητα 

ανάκτησης θερµότητας είναι ένας εναλλάκτης θερµότητας, µέσω του οποίου τα 

καυσαέρια διέρχονται και µεταφέρουν θερµότητα στο νερό τροφοδοσίας για τη 

δηµιουργία ατµού. Άλλοι τύποι λέβητα ανάκτησης θερµότητας διαθέτουν 

ικανότητα συµπληρωµατικής ανάφλεξης έτσι ώστε να καλυφθεί τυχόν αυξηµένη 

ζήτηση σε θερµότητα. 

Όπως υποδεικνύεται στο σχήµα 3.5, το σύστηµα συµπαραγωγής µε 

αεριοστρόβιλο είναι ανοικτού τύπου. Τα υψηλής θερµότητας και πίεσης αέρια 

εισέρχονται στον αεριοστρόβιλο και κατά την εκτόνωση τους παράγουν 

µηχανικό έργο, ικανό να οδηγήσει το συµπιεστή και να παραχθεί η απαιτούµενη 

ηλεκτρική ενέργεια. Τα εξερχόµενα από το στρόβιλο καυσαέρια, ιδιαίτερα 

µεγάλης θερµοκρασίας, οδηγούνται στον ατµοπαραγωγό ανάκτησης 
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θερµότητας, όπου µεταβιβάζουν τη θερµότητα τους στο περιεχόµενο στο λέβητα 

νερό, και τελικά απελευθερώνονται στην ατµόσφαιρα.  

 

 

Σχήµα 3.5 – Αεριοστροβιλικό σύστηµα συµπαραγωγής 

Τα εκλυόµενα καυσαέρια εµπεριέχουν σηµαντικά ποσά θερµότητας, µη 

διαθέσιµης όµως για θέρµανση νερού. Ο περιορισµός στην χρήση της 

θερµότητας αυτής σχετίζεται περισσότερο µε την ελάχιστη διαφορά 

θερµοκρασίας που απαιτείται για τη µεταφορά θερµότητας, από τα καυσαέρια 

στο υπό θέρµανση νερό. Εντούτοις, µε τη χρήση ενός εναλλάκτη θερµότητας η – 

διαφορετικά χαµένη θερµότητα των καυσαερίων – µπορεί να εκµεταλλευθεί για τη 

θέρµανση του νερού τροφοδοσίας προτού αυτό εισέλθει στον ατµοπαραγωγό  

(αναγέννηση), αυξάνοντας µε αυτόν τον τρόπο την απόδοση του συστήµατος. 

Παρόλα αυτά, η ψύξη των καυσαερίων σε χαµηλές θερµοκρασίες αποφεύγεται 

για λόγους αποφυγής διάβρωσης (υπό χαµηλές θερµοκρασίες λαµβάνει χώρα 

η συµπύκνωση οξέων) και σωστής διασποράς στην ατµόσφαιρα. 

Αεριοστροβιλικό σύστηµα συµπαραγωγής µε έγχυση ατµού 

Μία διασκευή του αεριοστροβιλικού συστήµατος συµπαραγωγής µε λέβητα 

ανάκτησης θερµότητας είναι το σύστηµα µε έγχυση ατµού. Στο συγκεκριµένο 

σχήµα συµπαραγωγής, προσφέρεται η δυνατότητα ψεκασµού στον 

αεριοστρόβιλο µε ατµό από το λέβητα ανάκτησης θερµότητας, έτσι ώστε να 

επιτευχθούν βελτιωµένες επιδόσεις και να υπάρχει δυνατότητα καλύτερου 

ελέγχου της παραγωγής. Το σύστηµα αποτελείται από  έναν αεριοστρόβιλο 
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ικανό να δεχθεί έγχυση µεγάλων ποσοτήτων υπερθερµασµένου ατµού και ένα 

σύστηµα ατµοποίησης µε λέβητα ανάκτησης θερµότητας, που µπορεί να 

παράγει κορεσµένο και υπερθερµασµένο ατµό. 

Η έγχυση υπερθερµασµένου ατµού στο θάλαµο εκτόνωσης του στροβίλου 

προκαλεί αύξηση της παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας (µέχρι και 15%), λόγω 

της αυξηµένης ογκοµετρικής ροής µέσω του στροβίλου. Ο λόγος του 

παραγόµενου υπερθερµασµένου ατµού προς τον κορεσµένο ατµό µπορεί να 

ρυθµιστεί µε τη χρήση βαλβίδων ελέγχου µεταξύ του σταδίου υπερθέρµανσης 

του ατµοπαραγωγού και της εξόδου προς το σύστηµα παροχής θερµότητας. Η 

λειτουργία αυτή παρέχει ευχέρεια στη ρύθµιση του λόγου θερµότητας προς 

ηλεκτρική ενέργεια και εποµένως δίνει τη δυνατότητα για ευελιξία στην κάλυψη 

του φορτίου, σε καταστάσεις που αυτό παρουσιάζει διακυµάνσεις. Επιπλέον, η 

τεχνική της έγχυσης ατµού συµβάλλει στη µείωση των παραγόµενων οξειδίων 

του αζώτου, λόγω της µείωσης της θερµοκρασίας της φλόγας. Ωστόσο, η 

ποσότητα του ψεκαζόµενου ατµού δεν µπορεί να ξεπεράσει κάποιο όριο γιατί  

είναι πιθανό να προκαλέσει αστάθεια της φλόγας και κατά συνέπεια ατελείς 

καύσεις. Ένα µειονέκτηµα του συγκεκριµένου συστήµατος είναι η πρόσθετη 

επεξεργασία του νερού τροφοδοσίας του συστήµατος παραγωγής, αφού ο 

ψεκασµός µε χαµηλής ποιότητας ατµό εντός του στροβίλου µπορεί να µειώσει τη 

διάρκεια ζωής του. Γι’ αυτό το λόγο, η τεχνική αυτή εφαρµόζεται συνήθως σε 

µεγαλύτερα συστήµατα. 

3.4.1.3 Συστήµατα συµπαραγωγής συνδυασµένου κύκλου 

Η συµπαραγωγή µπορεί να εφαρµοστεί και σε συστήµατα συνδυασµένου 

κύκλου. Το πιο διαδεδοµένο σύστηµα συνδυασµένου κύκλου για τη 

συµπαραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας είναι το σύστηµα κύκλου 

Brayton – Rankine, ο συνδυασµός ενός υψηλής θερµοκρασίας ανώτερου 

κύκλου Brayton και ενός χαµηλής θερµοκρασίας κατώτερου κύκλου Rankine. Η 

εφαρµογή του συγκεκριµένου σχήµατος συµπαραγωγής αφορά συνήθως µια 

παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας υψηλότερης των 3 MW.   

Τα συστήµατα συµπαραγωγής συνδυασµένου κύκλου παρέχουν ένα σχετικά 

χαµηλό λόγο θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια (HPR) γεγονός που τα 

κατατάσσει στα συστήµατα που προσανατολίζονται στην κάλυψη του 
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ηλεκτρικού φορτίου. Η αξιοπιστία των σταθµών συµπαραγωγής αυτού του 

τύπου κυµαίνεται µεταξύ 80 και 85%, η διαθεσιµότητα τους είναι αρκετά υψηλή 

(77 -  85%), ενώ η διάρκεια ζωής τους δεν ξεπερνά τα 25 χρόνια. 

Σύστηµα συµπαραγωγής συνδυασµένου κύκλου Brayton - Rankine 

Στη διάταξη αυτή, η θερµότητα που απελευθερώνεται στον ανώτερο κύκλο 

(Brayton), χρησιµοποιείται για την παραγωγή ατµού που χρησιµοποιείται στον 

κατώτερο κύκλο (Rankine). Ο σχεδιασµός του κάθε υποσυστήµατος µπορεί να 

βασιστεί στα όσα έχουν αναφερθεί έως τώρα για τα σχήµατα συµπαραγωγής. 

Στο ακόλουθο σχήµα φαίνεται η υλοποίηση ενός συστήµατος συµπαραγωγής 

συνδυασµένου κύκλου, στο οποίο χρησιµοποιείται ατµοστρόβιλος αντίθλιψης. Ο 

κατώτερος κύκλος ωστόσο, µπορεί να υλοποιηθεί και µε ατµοστρόβιλο 

αποµάστευσης. 

 

Σχήµα 3.6 – Σύστηµα συµπαραγωγής συνδυασµένου κύκλου 

Η διαδικασία λειτουργίας είναι παρόµοια και στις δύο διατάξεις (στρόβιλος 

αντίθλιψης  - στρόβιλος αποµάστευσης): τα υψηλής θερµότητας καυσαέρια που 

εξέρχονται του αεριοστροβίλου προωθούνται στον ατµοπαραγωγό ανάκτησης 

θερµότητας για την παραγωγή ατµού για τον ατµοστρόβιλο. Η θερµότητα που 

προορίζεται για βιοµηχανικές διεργασίες ή τηλεθέρµανση λαµβάνεται είτε από 
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την έξοδο του ατµοστροβίλου (αντίθλιψης) ή από µία ενδιάµεση βαθµίδα του 

ατµοστροβίλου (αποµάστευσης). 

3.4.1.4 Συστήµατα συµπαραγωγής µε παλινδροµική µηχανή 

Τα συστήµατα συµπαραγωγής που βασίζονται στις παλινδροµικές µηχανές 

χρησιµοποιούνται σε εφαρµογές που ζητείται υψηλή ηλεκτρική απόδοση και 

υψηλός λόγος ηλεκτρικής ενέργειας προς θερµότητα, ενώ οι απαιτήσεις για την 

ποιότητα της παραγόµενες θερµότητας δεν είναι ιδιαίτερα µεγάλες.  

Η παραγόµενη ηλεκτρική ενέργεια των συστηµάτων συµπαραγωγής µε µηχανές 

εσωτερικής καύσης κυµαίνεται από 50 kW έως 10 MW για µηχανές φυσικού 

αερίου και 50 kW έως 50 MW για µηχανές diesel. Είναι συστήµατα µε υψηλή 

διαθεσιµότητα (80-90%), χαµηλό κόστος αρχικής επένδυσης αλλά σχετικά υψηλό 

κόστος συντήρησης. 

 

Σχήµα 3.7 – Σύστηµα συµπαραγωγής παλινδροµικής µηχανής 

 

Όπως φαίνεται και στο σχήµα 3.7, η παραγωγή θερµότητας βασίζεται στην 

εκµετάλλευση της θερµότητας των καυσαερίων που εκλύονται κατά την 

εσωτερική καύση στη µηχανή, µε χρήση ενός συστήµατος ατµοποίησης µε 

ανάκτηση θερµότητας. Η θερµότητα του νερού ψύξης, του λαδιού και του αέρα 

µπορεί να εκµεταλλευτεί επίσης για προθέρµανση του υγρού µέσου που 
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χρησιµοποιείται στο σύστηµα παραγωγής ατµού. Με τον τρόπο αυτό ο 

συνολικός βαθµός απόδοσης βελτιώνεται σηµαντικά. Εντούτοις, όπως 

αναφέρθηκε νωρίτερα, επειδή η ποιότητα της παρεχόµενης θερµότητας στο 

σύστηµα είναι χαµηλή (σχετικά χαµηλή θερµοκρασία και πίεση), σε περιπτώσεις 

που οι απαιτήσεις για την παραγόµενη θερµότητα είναι υψηλές εφαρµόζεται 

συµπληρωµατική καύση στο λέβητα ανάκτησης θερµότητας, δεδοµένης µιας 

συγκέντρωσης οξυγόνου στα καυσαέρια της τάξης του 15%. 

3.4.2 Συστήµατα συµπαραγωγής κύκλου βάσης 

Στα συστήµατα συµπαραγωγής τύπου βάσης, η θερµότητα χαµηλής 

θερµοκρασίας που είναι διαθέσιµη στα καυσαέρια που παράγονται από 

βιοµηχανικές θερµικές διεργασίες, χρησιµοποιείται για την παραγωγή ηλεκτρικής 

ενέργειας. Σε εφαρµογές αυτού του τύπου, λόγω της χαµηλής θερµοκρασίας 

(µεταξύ 80 και 300oC) της παρεχόµενης θερµότητας για ηλεκτροπαραγωγή, που 

είναι σχετικά χαµηλή για ατµοστροβιλικά συστήµατα, χρησιµοποιείται 

διαφορετικό µέσο για τη µεταφορά θερµότητας ρντός του συστήµατος από το 

απιονισµένο νερό. Στις περισσότερες περιπτώσεις χρησιµοποιούνται οργανικά 

υγρά (τολουένιο, ισοπεντάνιο, ισοοκτάνιο ή αµµωνία) αναµιγµένα µε νερό, λόγω 

της χαµηλής θερµοκρασίας εξάτµισης που παρουσιάζουν. Γι’ αυτόν το λόγο, η 

κυκλική διαδικασία παραγωγής αυτού του τύπου αναφέρεται και ως οργανικός 

κύκλος Rankine (organic Rankine cycle  - ORC). Ο ίδιος κύκλος εφαρµόζεται και 

σε συστήµατα που χρησιµοποιούν βιοµάζα ως καύσιµη  ύλη, στα οποία οι 

θερµοκρασίες που αναπτύσσονται κατά την καύση είναι σχετικά χαµηλές. 

Η διαδικασία λειτουργίας σε αυτούς τους σταθµούς συµπαραγωγής είναι εν 

συντοµία η εξής: η θερµότητα των αερίων που παράγονται από τη θερµική 

διεργασία ανακτάται σε ένα σύστηµα ατµοποίησης, θερµαίνοντας το 

εργαζόµενο µέσο του ατµοστροβιλικού συστήµατος. Ο παραγόµενος ατµός 

εκτονώνεται στο στρόβιλο παραδίδοντας µηχανικό έργο για παραγωγή 

ηλεκτρικής ενέργειας. Εν συνεχεία, η συµπύκνωση του ατµού λαµβάνει χώρα στο 

συµπυκνωτή και το υγρό συµπιέζεται, κλείνοντας έτσι τον κύκλο. 
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Σχήµα 3.8 – Σύστηµα οργανικού κύκλου Rankine 

Η ηλεκτρική απόδοση αυτών των µονάδων συµπαραγωγής είναι αρκετά χαµηλή 

(10-30%) αλλά σηµαντικό είναι το γεγονός ότι η παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

πραγµατοποιείται χωρίς έξοδα για καύσιµες ύλες. 

3.5. Επιδόσεις σταθµών συνδυασµένης παραγωγής 

Στην παρούσα ενότητα γίνεται µια ανασκόπηση των εφαρµογών, επιδόσεων, 

πλεονεκτηµάτων και µειονεκτηµάτων, για όλα τα προαναφερθέντα σχήµατα 

συµπαραγωγής.  Οι χαρακτηριστικές επιδόσεις για κάθε σχήµα συµπαραγωγής 

καταγράφονται στον πίνακα 3.1. Μια σύγκριση των πλεονεκτηµάτων – 

µειονεκτηµάτων µεταξύ ατµοστροβικών και αεριοστροβιλικών συστηµάτων 

παρουσιάζεται στον πίνακα 3.2. 

Απόδοση και λόγος θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια στους 

ατµοστροβιλικούς σταθµούς συµπαραγωγής 

Ο συνολικός βαθµός απόδοσης είναι αρκετά υψηλός (70-85%) και µειώνεται 

ελαφρά κατά τη λειτουργία µε µερικό φορτίο. Εντούτοις, η ηλεκτρική απόδοση 

είναι χαµηλή      (7-20%), γεγονός που συντελεί στην εµφάνιση υψηλών τιµών του 

λόγου θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια (3:1 έως 10:1). Γενικά, όσο 

υψηλότερη η θερµοκρασία του ατµού που απαιτείται για βιοµηχανικές 

διεργασίες, τόσο χαµηλότερη η ηλεκτρική απόδοση. Η ηλεκτρική απόδοση 
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µπορεί να βελτιωθεί κατά ένα µεγάλο ποσοστό, µε την αύξηση της πίεσης και 

της θερµοκρασίας του ατµού στην είσοδο του ατµοστροβίλου. 

Στα συστήµατα ατµοστροβίλου αντίθλιψης, όταν η θερµική ενέργεια του ατµού 

χρησιµοποιείται εξολοκλήρου και το συµπύκνωµα επιστρέφει στο σύστηµα 

παραγωγής χωρίς επιπρόσθετη ψύξη και αποβολή θερµότητας στο περιβάλλον, 

η χρησιµοποίηση της ενέργειας µπορεί να φτάσει το 85%. Επειδή η παραγόµενη 

ηλεκτρική ενέργεια είναι ανάλογη της ροής του ατµού προς τις θερµικές 

διεργασίες, ο λόγος θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια παραµένει σχεδόν 

σταθερός κατά τις διακυµάνσεις του φορτίου. Στις µονάδες συµπαραγωγής µε 

ατµοστρόβιλο αποµάστευσης αντίστοιχα η έκλυση θερµότητας στην 

ατµόσφαιρα µέσω του συµπυκνωτή έχει ως αποτέλεσµα χαµηλότερο βαθµό 

χρησιµοποίησης της πρωτεύουσας ενέργειας. Το κύριο πλεονέκτηµα αυτών των 

συστηµάτων είναι η παρεχόµενη δυνατότητα ανεξάρτητης ρύθµισης της 

παραγωγής θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας, εντός κάποιων ορίων, µε 

συνέπεια τη δυνατότητα µεταβολής του λόγου θερµότητας προς ηλεκτρική 

ενέργεια. 

Πίνακας 3.1 – Επιδόσεις συστηµάτων συµπαραγωγής 

Τύπος συστήµατος 
συµπαραγωγής Ηλ. Ισχύς HPR ηel EUF 

Ατµοστρόβιλος 
αντίθλιψης 0.5 – 500 MW 3:1 – 10:1 7 – 20% 70 – 85% 

Ατµοστρόβιλος 
αποµάστευσης 1 – 100 MW 3:1 – 8:1 10 – 20% 70 – 80% 

Αεριοστρόβιλος µε 
ανάκτηση θερµότητας 0.25 – 50 MW 1.5:1 – 5:1 25 – 42% 65 – 92% 

Αεριοστρόβιλος µε 
έγχυση ατµού 0.5 – 50 MW 1.5:1 – 5:1 30 – 45% 65 – 90% 

Συνδυασµένος κύκλος 3 – 300 MW 1:1 – 3:1 35 – 55% 73 – 90% 

Οργανικός κύκλος 
Rankine ~ 0.5 MW – 5 – 20% 70 – 85% 
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Απόδοση και λόγος θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια στους 

αεριοστροβιλικούς σταθµούς συµπαραγωγής 

Η ονοµαστική ηλεκτρική απόδοση των µικρής έως µεσαίας ισχύος 

αεριοστροβιλικών συστηµάτων συνήθως λαµβάνει τιµές µεταξύ 25 και 35%. 

Πρόσφατα κατασκευασµένα µεγαλύτερα συστήµατα εµφανίζουν ηλεκτρική 

απόδοση της τάξης του 40 µε 42%, που επιτυγχάνεται µε την παραγωγή 

καυσαερίων εξαιρετικά υψηλής θερµοκρασίας. Υψηλότεροι βαθµοί ηλεκτρικής 

απόδοσης µπορούν να επιτευχθούν µε την εφαρµογή της τεχνικής της έγχυσης 

ατµού. Ο συντελεστής χρησιµοποίησης ενέργειας κυµαίνεται µεταξύ 60 και 80%. 

Ο λόγος θερµότητας προς ηλεκτρική ενέργεια διαβαθµίζεται µεταξύ 1,5:1 και 5:1. 

Απόδοση συστηµάτων κύκλου βάσης (ORC) 

Η ηλεκτρική απόδοση των συστηµάτων αυτών λαµβάνει τιµές µεταξύ 5-15%. Η 

τιµή αυτή είναι φυσικά χαµηλή, αλλά το σηµαντικό είναι ότι η παραγωγή 

ηλεκτρικής ενέργειας βασίζεται στην χρησιµοποίηση θερµότητας, που 

διαφορετικά θα εκλυόταν στο περιβάλλον. 
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Πίνακας 3.2 – Συγκριτικός πίνακας µεταξύ ατµοστροβιλικών και αεριοστροβιλικών συστηµάτων 

συµπαραγωγής 

 Πλεονεκτήµατα Μειονεκτήµατα 

Ατµοστροβιλικά 
συστήµατα 

συµπαραγωγής 

 

Υψηλός βαθµός χρησιµοποίησης 

ενέργειας 

Υψηλή αξιοπιστία που επιτρέπει την 

λειτουργία µεγάλης διάρκειας χωρίς 

ιδιαίτερη παρακολούθηση 

Χαµηλό κόστος λειτουργίας 

∆υνατότητα χρησιµοποίησης 

διαφόρων τύπων καυσίµου 

∆υνατότητα εύκολης ρύθµισης του 

λόγου θερµότητας προς ηλεκτρική 

ενέργεια 

Μεγάλο φάσµα µεγεθών 

Μεγάλος χρόνος ζωής 

 

Υψηλές τιµές του λόγου 

θερµότητας προς 

ηλεκτρική ενέργεια 

Υψηλό κόστος εκκίνησης 

Αργή εκκίνηση 

Παρατεταµένη διάρκεια 

κατασκευής σταθµού 

Υψηλό κόστος επένδυσης 

ανά kW 

Αεριοστροβιλικά 
συστήµατα 

συµπαραγωγής 

 

Υψηλή αξιοπιστία που επιτρέπει την 

λειτουργία µεγάλης διάρκειας χωρίς 

ιδιαίτερη παρακολούθηση 

Υψηλή ποιότητα θερµότητας 

Σταθερή και υψηλή ταχύτητα 

περιστροφής που επιτρέπει τον 

ακριβή έλεγχο συχνότητας της 

ηλεκτρικής εξόδου 

Υψηλές τιµές του λόγου ηλεκτρικής 

ενέργειας προς θερµότητα 

∆εν απαιτείται νερό ψύξης 

Γρήγορη εκκίνηση 

Χαµηλό κόστος εκκίνησης 

Σχετικά χαµηλό κόστος επένδυσης 

ανά kW 

Ευρύ φάσµα καυσίµων υλών 

(diesel, LPG, naphtha, παράγωγα 

αποβλήτων) 

∆υνατότητα χρήσης πολλαπλών 

καυσίµων 

Χαµηλή εκποµπή ρύπων 

 

Υψηλό κόστος λειτουργίας 

Περιορισµένο φάσµα 

µεγεθών 

Απαίτηση παροχής υψηλής 

πίεσης αερίου στην 

περίπτωση που 

χρησιµοποιείται ως 

καύσιµη ύλη 

Υψηλά επίπεδα θορύβου 

υψηλής συχνότητας 

Χαµηλή απόδοση κατά τη 

λειτουργία µε µικρό φορτίο 

Μείωση της παραγωγής 

κατά την άνοδο της 

θερµοκρασίας 

περιβάλλοντος λόγω 

θερµικών περιορισµών του 

υλικού 

Ενδεχόµενη µεγάλη χρονική 

διάρκεια 

συντήρησης/επισκευής 
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Κεφάλαιο 4 

Συνθετικά στοιχεία συστηµάτων 

συµπαραγωγής 

 

 

4.1 Γενικά 

Η µελέτη των εξισώσεων που διέπουν τη λειτουργία των συνθετικών στοιχείων 

των σταθµών συµπαραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας αποτελεί το 

πρώτο βασικό βήµα για την ανάπτυξη των ζητούµενων µοντέλων 

βελτιστοποίησης. Λόγω της µεγάλης σηµασίας που έχει η διαδικασία εξαγωγής 

των χρήσιµων για τη µοντελοποίηση εξισώσεων θεωρήθηκε χρήσιµο η ανάλυση 

αυτή να αποτελέσει ξεχωριστό κεφάλαιο.  

Ένα ζήτηµα που πρέπει να διευκρινιστεί είναι ο τρόπος µε τον οποίο ο 

διαχειριστής ενός συστήµατος συµπαραγωγής δύναται να ρυθµίσει την 

παραγωγή των δύο προϊόντων. Όπως προέκυψε και από τη µελέτη των 

συµβατικών θερµικών σταθµών και των σταθµών συµπαραγωγής, η παραγωγή 

είναι άµεσα συνδεόµενη µε δύο µεγέθη. Αφενός τη µεταβολή της ενθαλπίας του 

µέσου κατά την παραγωγή του ωφέλιµου µηχανικού έργου ή την παραγωγή 

ωφέλιµης θερµότητας και αφετέρου τη ροή του µέσου µέσα από κάθε συνθετικό 

στοιχείο του εκάστοτε συστήµατος. Επειδή τα επίπεδα ενθαλπίας του µέσου σε 

κάθε σηµείο της παραγωγικής διαδικασίας λαµβάνονται υπόψη κατά το 

σχεδιασµό του συστήµατος και κατόπιν παραµένουν σταθερά, προκύπτει ότι ο 

µόνος τρόπος ρύθµισης της παραγωγής είναι η ρύθµιση της ροής του µέσου 

(νερό, αέρας, κ.α.)  εντός του συστήµατος συµπαραγωγής. Μεγαλύτερη ροή 

ατµού εντός του ατµοστροβίλου για παράδειγµα ισοδυναµεί µε µεγαλύτερο 

παραγόµενο µηχανικό έργο. Εντούτοις, λόγω της ευκολίας που παρέχει η χρήση 

των ενεργειακών µεγεθών (π.χ. είναι ευκολότερη η αντιστοίχιση της παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας µε την εισαγόµενη στο στρόβιλο θερµότητα) και δεδοµένου 
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ότι τα επίπεδα ενθαλπίας παραµένουν σταθερά, κατά τη φάση της ανάπτυξης 

των µοντέλων βελτιστοποίησης προτιµάται η χρήση των  και  αντί του  ως 

µεταβλητή ελέγχου. 

Q& W& m&

4.2 Σχήµατα συµπαραγωγής µε ατµοστρόβιλο 

4.2.1 Ατµοπαραγωγός 

Στον ατµοπαραγωγό, η χηµική ενέργεια του καυσίµου µετατρέπεται σε θερµότητα 

και απορροφάται από το µέσο. Αν  είναι η ροή του καυσίµου (kg/s) που 

καταναλίσκεται στο θάλαµο καύσης, τότε η απελευθερωµένη κατά την καύση 

θερµότητα µπορεί να εκφραστεί ως εξής: 

Fm&

FF m)CVF(Q && ⋅=  (kJ/s) Εξ. 4.1 

όπου (CVF)  είναι η θερµιδική τιµή της καύσιµης ύλης (Calorific Value of Fuel) 

(kJ/kg), που εξαρτάται από τον τύπο του καυσίµου. 

Αντίστοιχα, αν  (kg/s) είναι η ροή της εργαζόµενης ουσίας (ατµού) εντός του 

συστήµατος, τότε η µεταφερόµενη στο µέσο θερµότητα είναι: 

Sm&

SmHQ && ⋅∆=  (kJ/s)  Εξ. 4.2 

όπου ∆Η είναι η µεταβολή (αύξηση) της ενθαλπίας του µέσου (kJ/kg). 

Η απόδοση effη  του συστήµατος ατµοποίησης ορίζεται ως ο λόγος της 

θερµότητας εξόδου προς την παρεχόµενη θερµότητα, και συνεπώς η 

παραγόµενη στο λέβητα θερµότητα δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση: 

Feff QQ && ⋅= η  (kJ/s) Εξ. 4.3 

όπου  είναι η παραγωγή θερµότητας,  η ισοδύναµη θερµότητα του 

παρεχόµενου καυσίµου και 

Q& FQ&

effη  ο συντελεστής απόδοσης του ατµοπαραγωγού. 

Σύµφωνα µε τις εξισώσεις 4.1 και 4.3, µία άλλη έκφραση για την παραγόµενη στο 

σύστηµα ατµοποίησης θερµότητα θα ήταν: 
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Feff m)CVF(Q && ⋅⋅= η  (kJ/s) Εξ. 4.4 

Όπως αναφέρθηκε νωρίτερα η απόδοση του ατµοπαραγωγού δεν είναι 

σταθερή αλλά εξαρτάται από το φορτίο του λέβητα, δηλαδή  . Η µη-

γραµµική εξάρτηση του συντελεστή απόδοσης του λέβητα από το φορτίο 

φαίνεται στο σχήµα 4.1. 

)Q(effeff
&ηη =
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Σχήµα 4.1 – Απόδοση λέβητα 

 

Κατά συνέπεια, η πραγµατική έκφραση του της παραγόµενης θερµότητας είναι: 

Feff Q)Q(Q &&& ⋅= η  (kJ/s) Εξ. 4.5 

4.2.2 Ατµοστρόβιλος 

Στον ατµοστρόβιλο, η ενέργεια που περιέχεται στο µέσο (ατµός) µετατρέπεται σε 

µηχανικό έργο και στη συνέχεια σε ηλεκτρική ενέργεια. Μέσω της εκτόνωσης, το 

παραγόµενο έργο από τον ατµό αντιστοιχεί  στην πτώση της ενθαλπίας του, 

συνεπώς: 

SmHW && ⋅∆=  (kW) Εξ. 4.6 
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όπου  (kW) είναι η παραγόµενη µηχανική ισχύς στο στρόβιλο, ∆Η (kJ/kg) 

η µεταβολή της ενθαλπίας του ατµού και η ροή του ατµού (kg/s). 

MPW =&

Παρόλα αυτά, µόνο ένα µέρος της περιεχόµενης στον ατµό ενέργειας 

µετατρέπεται σε ηλεκτρική ενέργεια. Αν  (kJ/s) είναι η εισερχόµενη στο στρόβιλο 

ενέργεια, τότε η ισοδύναµη ηλεκτρική ισχύς P  (kW) είναι: 

Q&

0

QP eff0
&⋅= η  (kW) Εξ. 4.7 

όπου effη  είναι ο συντελεστής απόδοσης του στροβίλου, που στην προκειµένη 

περίπτωση αποτελείται από τη µηχανική απόδοση του στροβίλου και την 

ηλεκτρική απόδοση της γεννήτριας: 

elmeceff )Q( ηηη ⋅= &
 Εξ. 4.8 

Όπως φαίνεται και στην προηγούµενη εξίσωση, η µηχανική απόδοση του 

στροβίλου εξαρτάται από το φορτίο, και συνεπώς µπορεί να εκφραστεί ως 

συνάρτηση της εισερχόµενης θερµότητας. Λαµβάνοντας υπόψη και την 

απόδοση της γεννήτριας, ο συνολικός βαθµός απόδοσης του ατµοστροβίλου 

παίρνει τη µορφή: 

)Q()Q( effelmeceff
&& ηηηη =⋅=  Εξ. 4.9 

Συµπερασµατικά, η ισοδύναµη ηλεκτρική ισχύς στον ατµοστρόβιλο είναι: 

Q)Q(P eff0
&& ⋅= η  (kW) Εξ. 4.10 

Οι εκφράσεις της πραγµατικής ηλεκτρικής ενέργειας, όπως και της παραγόµενης 

ωφέλιµης θερµότητας διαφοροποιείται σύµφωνα µε τον τύπο του 

ατµοστροβιλικού συστήµατος. 

4.2.2.1 Ατµοστρόβιλος αποµάστευσης 

Σε εφαρµογές που σχετίζονται µε τη συνδυασµένη παραγωγή ηλεκτρικής 

ενέργειας και θερµότητας σε ατµοστροβιλικά συστήµατα, η σχέση µεταξύ 

ηλεκτρικής ενέργειας  και του εξαγόµενου ατµού από ένα στρόβιλο 

αποµάστευσης, εκφράζεται µέσω της τιµής CV του στροβίλου. Συγκεκριµένα, η 
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τιµή CV εκφράζει την ελάττωση της παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας που 

προκαλείται από την εξαγωγή ατµού για παροχή θερµότητας, δηλαδή: 

H

EL
V Q

PC ∆
=

 
Εξ. 4.11 

όπου ∆PEL (kW) είναι η πτώση στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας ως συνέπεια 

της αποµάστευσης ατµού για παραγωγή ωφέλιµης θερµότητας  (kJ/s). HQ&

Ως αποτέλεσµα της επίδρασης της εξέργειας του ατµού (της εκµεταλλεύσιµης 

ενέργειας του ατµού) στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας, η τιµή CV εξαρτάται 

από τη θερµοκρασία του ατµού στο σηµείο εξαγωγής του. Στο σχήµα 4.2 

παρουσιάζεται η τιµή CV για δύο διαφορετικούς λόγους θερµοκρασίας 

εξόδου/εισόδου στο σύστηµα παροχής θερµότητας. 
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Σχήµα 4.2 – Σταθερά CV 

Παρατηρώντας το διάγραµµα γίνεται προφανές ότι η πτώση στην παραγωγή 

ηλεκτρικής ενέργειας εξαιτίας της εξαγωγής ατµού από το στρόβιλο για ένα 

συγκεκριµένο ποσό παραγόµενης θερµότητας, εµφανίζεται µεγαλύτερη στην 

περίπτωση που ο ατµός εξάγεται υπό υψηλότερη θερµοκρασία. Αυτό οφείλεται 

στο γεγονός ότι η διαθέσιµη ενέργεια για την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας σε 

αυτή την κατάσταση υψηλότερης ενθαλπίας είναι µεγαλύτερη, και κατά συνέπεια 

η ίδια ποσότητα ατµού, αν δεν είχε εξαχθεί, θα ήταν ικανή για παραγωγή 
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υψηλότερων επιπέδων ισχύος. Συνεπώς, η πραγµατική παραγωγή ηλεκτρικής 

ενέργειας δίδεται από την παρακάτω  εξίσωση: 

HV0 QcPP &⋅−=  (kW) Εξ. 4.12 

όπου Q  είναι η θερµότητα που περιέχεται στον εξαγόµενο ατµό (kJ).  extH Q=

4.2.2.2 Ατµοστρόβιλος αντίθλιψης 

Παρόµοια, στο στρόβιλο αντίθλιψης η σταθερά CM χρησιµοποιείται για τη 

σύνδεση της παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας µε την παραγωγή θερµότητας 

του ατµοστροβίλου. Η τιµή CM αντιπροσωπεύει την παραγωγή ηλεκτρικής 

ενέργειας που αντιστοιχεί στην ποσότητα ατµού που λαµβάνεται από την έξοδο 

του στροβίλου για παροχή θερµότητας. 

Σχήµα 4.3 – Σταθερά CM 
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Το παραγόµενο µηχανικό έργο εξαρτάται από την πίεση λειτουργίας του 

στροβίλου. Προφανώς, για υψηλότερες τιµές πίεσης το µηχανικό έργο και κατά 

συνέπεια η ηλεκτρική ενέργεια είναι αυξηµένη. Λόγω του ότι στο σύστηµα 

ατµοστροβίλου αντίθλιψης η πίεση ρυθµίζεται από το θερµικό φορτίο, η τιµή CM 

εξαρτάται από την πίεση του ατµού που χρησιµοποιείται για τις θερµικές 

διεργασίες. Στο σχήµα 4.3 αναπαρίσταται η σταθερά CM για δύο τυπικές τιµές 

πίεσης του δικτύου.  
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Κατά συνέπεια, η παραγωγή ηλεκτρική ηλεκτρικής ενέργειας στον ατµοστρόβιλο 

αντίθλιψης είναι: 

HM0 QcPP &⋅==  (kW) Εξ. 4.13 

όπου Q  είναι παραγόµενη ωφέλιµη θερµότητα (kJ/s).  H
&

4.3 Αεριοστροβιλικά συστήµατα συµπαραγωγής 

4.3.1 Αεριοστρόβιλος 

Το σύστηµα αεριοστροβίλου θα µελετηθεί ως ένα ενιαίο στοιχείο, αποτελούµενο 

από το συµπιεστή, το θάλαµο καύσης και το στρόβιλο. 

Η ενέργεια που παρέχεται στο σύστηµα εκφράζεται µέσω της εισερχόµενης 

θερµότητας, ως αποτέλεσµα της καύσης των πρώτων υλών εντός του θαλάµου 

καύσης του στροβίλου. Η εισερχόµενη θερµότητα Q  στον αεριοστρόβιλο είναι: F
&

FF m)CVF(Q && ⋅=  (kJ/s) Εξ. 4.14 

όπου (CVF)  (kJ/kg) είναι η θερµιδική τιµή του καυσίµου και  (kg/s) η 

κατανάλωση του καυσίµου. 

Fm&

Λαµβάνοντας υπόψη ενδεχόµενες απώλειες, η εξερχόµενη από το θάλαµο 

καύσης θερµότητα είναι: 

FC QQ && ⋅= η  (kJ/s) Εξ. 4.15 

όπου Q  είναι η εισερχόµενη θερµότητα στο στρόβιλο και &
Cη  είναι ο συντελεστής 

απόδοσης του θαλάµου καύσης. 

Στις δύο δυνατές διατάξεις αεριοστροβίλου (ενός/δύο αξόνων), ο συµπιεστής 

οδηγείται είτε από το στρόβιλο που είναι συζευγµένος µε την γεννήτρια ή από 

ένα ξεχωριστό στρόβιλο υψηλής πίεσης που χρησιµοποιείται ειδικά για αυτόν το 

σκοπό. Παρόλα αυτά, στην κανονική λειτουργία ο λόγος συµπίεσης παραµένει 

σταθερός και συνεπώς η ηλεκτρική ενέργεια που καταναλίσκεται για την 
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οδήγηση του συµπιεστή είναι σταθερή. Εποµένως, κατά τον υπολογισµό της 

παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας, η κατανάλωση του συµπιεστή δύναται να 

ληφθεί υπόψη εκ των προτέρων και να µην παρουσιάζεται στις εξισώσεις ροής 

της ενέργειας. 

Η παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας δίνεται από την παρακάτω εξίσωση: 

Q)Q(P eff0
&& ⋅= η  (kW) Εξ. 4.16 

όπου  είναι η απόδοση του στροβίλου.  )Q()Q( effelmeceff
&& ηηηη =⋅=

Η απόδοση του στροβίλου, όπως συναντήθηκε και στα ατµοστροβιλικά 

συστήµατα, είναι συνάρτηση της ροής θερµότητας. Επίσης, υπάρχει µία 

εξάρτηση στην θερµοκρασία εισόδου στο στρόβιλο. Το σχήµα 4.4 είναι µία 

γραφική παράσταση της απόδοσης του αεριοστροβίλου, ως συνάρτηση του 

φορτίου, για διαφορετικές θερµοκρασίες εισόδου. 
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Σχήµα 4.4 – Απόδοση αεριοστροβίλου 

Η αποβαλλόµενη θερµότητα, που µπορεί να χρησιµοποιηθεί για άλλες 

διεργασίες, είναι: 

PQQH −= &&  (kJ/s) Εξ. 4.17 
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Πρέπει να σηµειωθεί ότι δεν υπάρχει εξάρτηση της παραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας από την παραγωγή θερµότητας, λόγω της εκµετάλλευσης της 

διαφεύγουσας θερµότητας γι’ αυτό το σκοπό. Η θεώρηση αυτή µπορεί να 

επιτραπεί εφόσον ο εξοπλισµός που χρησιµοποιείται για την χρησιµοποίηση των 

ποσοτήτων θερµότητας που περιέχονται στα καυσαέρια, δεν επηρεάζει την 

οµαλή λειτουργία του αεριοστροβίλου. 

4.4 Άλλα στοιχεία συστηµάτων συµπαραγωγής 

4.4.1 Ατµοπαραγωγός ανάκτησης θερµότητας (HRSG) 

Ο ατµοπαραγωγός ανάκτησης θερµότητας εκµεταλλεύεται τη θερµότητα των 

καυσαερίων για την παραγωγή ατµού. Ο παραγόµενος ατµός µπορεί να 

χρησιµοποιηθεί σε ατµοστροβιλικά συστήµατα ή για παροχή ωφέλιµης 

θερµότητας. 

Ο ατµοπαραγωγός ανάκτησης θερµότητας λειτουργεί σαν εναλλάκτης 

θερµότητας, µέσω του οποίου διέρχονται τα καυσαέρια που αποβάλλονται από 

τον ανώτερο κύκλο και θερµαίνουν το εργαζόµενο µέσο του κατώτερου κύκλου 

ή νερού για παραγωγή θερµότητας. Προφανώς, δεν είναι δυνατή η πλήρης 

εκµετάλλευση της θερµότητας των καυσαερίων για τους λόγους που 

αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο 3 (ελάχιστη θερµοκρασιακή διαφορά µεταξύ 

ουσιών, αποφυγή διάβρωσης, διασπορά καυσαερίων).  

Η πραγµατική παραγωγή ωφέλιµης θερµότητας στο λέβητα ανάκτησης 

θερµότητας δίνεται από την παρακάτω εξίσωση: 

QQ effH
&& ⋅= η  (kJ/s) Εξ. 4.18 

όπου  είναι η εκπεµπόµενη από τα καυσαέρια θερµότητα και Q& effη  είναι η 

απόδοση του ατµοπαραγωγού ανάκτησης θερµότητας. 

Η απόδοση του ατµοπαραγωγού ανάκτησης θερµότητας εξαρτάται κυρίως από 

τα κατασκευαστικά χαρακτηριστικά του λέβητα (ενεργός επιφάνεια) και τις 

ιδιότητες του υγρού. Υπάρχει επίσης µία σχέση µεταξύ της απόδοσης και της 

ροής θερµότητας, αλλά τις περισσότερες περιπτώσεις η επίδραση είναι πολύ 
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µικρή και µπορεί να αγνοηθεί. Κατά συνέπεια, στα πλαίσια της παρούσας 

εργασίας, η απόδοση του συγκεκριµένου στοιχείου θεωρείται σταθερή. 

4.4.2 Βαλβίδα ελάττωσης πίεσης 

Όπως αναφέρθηκε νωρίτερα στο κεφάλαιο 3, οι βαλβίδες ελάττωσης πίεσης 

χρησιµοποιούνται για παροχή θερµότητας στην περίπτωση που ο 

ατµοστρόβιλος δεν είναι διαθέσιµος ή για κάλυψη αιχµών στη ζήτηση ωφέλιµης 

θερµότητας, αντλώντας ατµό από διαφορετικά σηµεία του συστήµατος 

συµπαραγωγής. Λόγω των απωλειών τριβής, οι βαλβίδες ελάττωσης έχουν 

περιορισµένες δυνατότητες µεταφοράς θερµότητας, γεγονός που εκφράζεται µε 

το συντελεστή απόδοσης, που είναι εξαρτηµένος από τη ροή θερµότητας µέσω 

της βαλβίδας. 

Συνεπώς, η ροή θερµότητας Q  (kJ/s) στην έξοδο της βαλβίδας ελάττωσης είναι: H
&

Q)Q(Q effH
&&& ⋅= η  (kJ/s) Εξ. 4.19 

όπου  (kJ/s) είναι η εισερχόµενη στη βαλβίδα θερµότητα και Q& effη  ο 

συντελεστής απόδοσης της βαλβίδας ελάττωσης πίεσης. 
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Κεφάλαιο 5 
 

Ένταξη µονάδων – Οικονοµική κατανοµή 

 

 

 

5.1 Γενικά 

Η ιδέα της βελτιστοποίησης στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας εκφράζεται 

µέσω του προβλήµατος ένταξης και οικονοµικής κατανοµής µονάδων. Σε απλή 

µορφή µπορεί να οριστεί ως το πρόβληµα της εύρεσης του συνδυασµού των 

παραγωγικών µονάδων, οι οποίες λειτουργώντας για ένα συγκεκριµένο χρονικό 

ορίζοντα θα εξασφάλιζαν την πλήρη κάλυψη της ζήτησης και την 

ελαχιστοποίηση του κόστους λειτουργίας. Το πρόβληµα ένταξης µονάδων και 

οικονοµικής κατανοµής χωρίζεται ουσιαστικά σε δύο προβλήµατα. Το πρώτο 

ασχολείται µε τον προσδιορισµό του συνδυασµού των µονάδων που θα 

λειτουργούν στη συγκεκριµένη χρονική περίοδο ώστε να εξασφαλίζεται βέλτιστη 

λειτουργία του σταθµού και το δεύτερο ασχολείται µε την εύρεση της βέλτιστης 

κατανοµής των µονάδων του σχήµατος παραγωγής, όπως αυτό δίνεται από τη 

λύση του πρώτου προβλήµατος. Ο συνδυασµός των δύο αυτών προβληµάτων 

αναφέρεται συνήθως ως «πρόβληµα ένταξης µονάδων» 1. 

Τα περισσότερα από τα προβλήµατα ένταξης µονάδων που έχουν 

αντιµετωπιστεί µέχρι σήµερα σχετίζονταν µε ένα και µοναδικό προϊόν – την 

ηλεκτρική ισχύ. Στην παρούσα µελέτη, το πρόβληµα ένταξης µονάδων µελετάται 

από την άποψη της συµπαραγωγής, που όπως είναι αναµενόµενο, αποτελεί µία 

πιο πολύπλοκη περίπτωση. Η πρόσθετη πολυπλοκότητα στο πρόβληµα ένταξης 

                                                 
1 Για λόγους ευκολίας, αυτός ο όρος προτιµάται και χρησιµοποιείται µέχρι το πέρας του παρόντος εγγράφου. 
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µονάδων δεν έγκειται µόνο στην προσθήκη ενός περιορισµού – αυτού της 

πλήρους κάλυψης της ζήτησης σε θερµότητα – αλλά και στο γεγονός ότι στις 

περισσότερες των περιπτώσεων όπως αποδείχθηκε και στα προηγούµενα 

κεφάλαια, η θερµότητα και η ηλεκτρική ενέργεια συµπεριφέρονται σαν 

συµπληρωµατικά προϊόντα. 

Ένας ορισµός του προβλήµατος ένταξης µονάδων, για ένα αυτόνοµο σύστηµα 

συµπαραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας θα µπορούσε να είναι: 

Στο πεδίο της συνδυασµένης παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και 

θερµότητας, η επίλυση του προβλήµατος ένταξης µονάδων για ένα 

δεδοµένο σύστηµα συµπαραγωγής, µεταφράζεται στον 

προσδιορισµό των µονάδων που πρέπει να είναι σε λειτουργία και το 

επίπεδο παραγωγής αυτών, που εξασφαλίζει ελάχιστο κόστος 

λειτουργίας2 και πλήρη κάλυψη κάθε ζήτησης. 

5.2 Μελέτη του προβλήµατος ένταξης µονάδων 

Σε αυτήν την ενότητα το πρόβληµα ένταξης µονάδων αποσυντίθεται και οι 

επιµέρους συνιστώσες παρουσιάζονται χωριστά, µία διαδικασία ουσιώδης για 

την κατανόηση της φύσης του προβλήµατος και για την εύρεση ενός τρόπου 

επίλυσης. 

5.2.1 Χρονική περίοδος βελτιστοποίησης – Κατεύθυνση βελτιστοποίησης 

Το πρόβληµα ένταξης µονάδων µπορεί να επιλυθεί για µία βραχυπρόθεσµη ή 

µία µακροπρόθεσµη χρονική περίοδο. Και στις δύο περιπτώσεις, ο χρόνος 

διαιρείται σε µικρά διαστήµατα, συνήθους διάρκειας 15 λεπτών, κατά τη διάρκεια 

των οποίων οι παράµετροι του προβλήµατος, όπως οι ζητήσεις, µπορούν να 

θεωρηθούν σταθερές. Η κατεύθυνση της βελτιστοποίησης είναι η 

ελαχιστοποίηση του κόστους που σχετίζεται µε την παραγωγή ηλεκτρικής 

ενέργειας και θερµότητας. Εναλλακτικά, µπορεί να θεωρηθεί ως η µεγιστοποίηση 

του κέρδους από την πώληση ωφέλιµης θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας. Σε 

                                                 
2 Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο όρος «κόστος λειτουργίας» χρησιµοποιείται υπό την ευρεία έννοια και 
συµπεριλαµβάνει κάθε κόστος που συνδέεται µε τη διαδικασία λήψης ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας 
από µία παραγωγική µονάδα (π.χ. κόστη εκκίνησης/τερµατισµού, συντήρησης, κτλ. ) 
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ορισµένες διατυπώσεις του προβλήµατος, όπως αυτή που χρησιµοποιείται σε 

αυτή την εργασία, το κέρδος από την πώληση των δύο προϊόντων µπορεί να 

ληφθεί υπόψη ως αρνητικό κόστος, κατά τον υπολογισµό του κόστους 

λειτουργίας. 

5.2.2 Κόστη 

Κόστος λειτουργίας 

∆εδοµένου ενός συστήµατος συµπαραγωγής, αποτελούµενου από ξεχωριστές 

µονάδες, το κόστος λειτουργίας είναι το συνολικό κόστος για τη λειτουργία κάθε 

στοιχείου έτσι ώστε να επιτευχθούν τα ζητούµενα επίπεδα παραγωγής σε 

θερµότητα και ηλεκτρική ενέργεια. 

Συνεχή κόστη 

Το συνεχές κόστος λειτουργίας σχετίζεται στις περισσότερες των περιπτώσεων µε 

την κατανάλωση πρωτογενούς ενέργειας του σταθµού συµπαραγωγής, που 

ισοδυναµεί µε την ποσότητα καυσίµου που καταναλίσκεται στους θαλάµους 

καύσης όλων των στοιχείων του συστήµατος που τους διαθέτουν 

(ατµοπαραγωγός, αεριοστρόβιλος, κτλ.). Το κόστος καυσίµου υπολογίζεται ως 

το γινόµενο της κατανάλωσης καυσίµου επί την τιµή, η οποία διαφοροποιείται 

ανάλογα µε τον τύπο του καυσίµου και σε ορισµένες περιπτώσεις µε το 

συµβόλαιο που έχει γίνει µε τον προµηθευτή. 

Πέραν του κόστους καυσίµου, σε συγκεκριµένες περιπτώσεις πρέπει να 

συνυπολογιστούν πρόσθετα κόστη, όπως αυτό του επεξεργασµένου νερού που 

χρησιµοποιείται στα συστήµατα µε ατµό, το οποίο καταναλώνεται στην 

περίπτωση του της έγχυσης νερού σε αεριοστρόβιλο. Το κόστος αυτό δεν µπορεί 

να αγνοηθεί, καθότι τα έξοδα απόσταξης είναι σχετικά υψηλά. Τα κόστη 

συντήρησης συµπεριλαµβάνονται επίσης στο κόστος λειτουργίας του σταθµού. 

Επιπροσθέτως, το κόστος µηδενικού φορτίου λαµβάνεται υπόψη συχνά στο 

πρόβληµα βελτιστοποίησης, ως το κόστος για τη συντήρηση του εξοπλισµού 

που συνθέτει το σύστηµα συµπαραγωγής, ανεξαιρέτως αν οι µονάδες 

παράγουν ή όχι. 
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Μεταβατικά κόστη 

Τα µεταβατικά κόστη συµπεριλαµβάνουν τα κόστη εκκίνησης και τερµατισµού 

καθώς και το κόστος αλλαγής της φόρτισης µίας µονάδας. Το κόστος 

εκκίνησης είναι το κόστος που σχετίζεται µε τη διαδικασία εκκίνησης µιας 

παραγωγικής µονάδας, µέχρι αυτή να φτάσει στο ελάχιστο επίπεδο παραγωγής. 

Αυτό το κόστος µπορεί σε ορισµένες περιπτώσεις να θεωρηθεί σταθερό, αλλά 

ειδικά για µονάδες που διαθέτουν ικανότητα ανάφλεξης, υπάρχει µία στενή 

σχέση µε τη θερµοκρασία εκκίνησης. Αντίθετα, το κόστος τερµατισµού, που 

σχετίζεται µε τη διαδικασία τερµατισµού της λειτουργίας µίας παραγωγικής 

µονάδας, µπορεί να υποτεθεί πάντα σταθερό. Επιπλέον, το κόστος αλλαγής 

φόρτισης αφορά το κόστος για τις αυξοµειώσεις του επιπέδου παραγωγής κάθε 

µονάδας. 

Φόροι και πρόστιµα 

Τα κόστη που συνδέονται µε τη φορολόγηση της ενέργειας και τα πρόστιµα που 

σχετίζονται µε αυξηµένη εκποµπή ρύπων, µπορούν να κατηγοριοποιηθούν σε 

αντιστοιχία µε τα επίπεδα παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας. 

Συµβόλαια ηλεκτρικής ενέργειας  

Τα συµβόλαια ηλεκτρικής ενέργειας χρησιµοποιούνται στην περίπτωση 

ανεπάρκειας στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας του σταθµού 

συµπαραγωγής, που συµβαίνει συνήθως όταν η λειτουργία του είναι 

προσανατολισµένη στην κάλυψη του θερµικού φορτίου. Οι τιµές του 

συµβολαίου για την αγορά ενέργειας από ανεξάρτητο παραγωγό µπορεί να 

είναι σταθερές ή να κυµαίνονται ανάλογα µε την ώρα που γίνεται η αγορά. 

5.2.3 Περιορισµοί 

Περιορισµοί ζήτησης 

Οι ζήτηση σε ηλεκτρική ισχύ και θερµότητα µπορεί να καλυφθεί µε ιδιοπαραγωγή 

ή µε τη χρήση συµβολαίου µε ανεξάρτητο παραγωγό. Όπως αναφέρθηκε σε 

προηγούµενο κεφάλαιο, στις περισσότερες περιπτώσεις οι σταθµοί 

συµπαραγωγής λειτουργούν ταυτισµένοι µε το θερµικό φορτίο, γεγονός που 

οφείλεται στον αποκεντρωµένο χαρακτήρα των συστηµάτων διανοµής 

θερµότητας. Κατά συνέπεια, τις περισσότερες φορές η ζήτηση σε θερµότητα 
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καλύπτεται πλήρως από την παραγωγή του σταθµού, ενώ η ζήτηση ηλεκτρικής 

ενέργειας ικανοποιείται κατά ένα µέρος µε τη συµβολή ανεξάρτητων 

παραγωγών ηλεκτρικής ενέργειας. 

Το ηλεκτρικό και το θερµικό φορτίο αποτελούν τα µοναδικά στοχαστικά στοιχεία 

του προβλήµατος ένταξης µονάδων. Η ισχυρή εξάρτηση τους από τις 

µετεωρολογικές, εποχιακές και οικονοµικές συνθήκες, όπως επίσης και από 

τυχαία γεγονότα, µπορεί να οδηγήσει σε µη αναµενόµενες αλλαγές στις 

παραµέτρους του προβλήµατος. Εφόσον η βελτιστοποίηση εφαρµόζεται σε 

βραχυπρόθεσµη βάση, πολλές φορές την ηµέρα και µε τη εφαρµογή µοντέρνων 

τεχνικών πρόγνωσης του φορτίου, το πρόβληµα αυτό µπορεί να αντιµετωπιστεί 

αποτελεσµατικά. Σύγχρονες µέθοδοι πρόγνωσης του φορτίου περιλαµβάνουν 

αυτό-παλινδροµικά µοντέλα, νευρωνικά δίκτυα και ασαφή λογική, η ανάλυση 

των οποίων ξεπερνά τα όρια της παρούσας µελέτης. 

Περιορισµοί εφεδρείας 

Για λόγους αξιοπιστίας του δικτύου διανοµής θερµότητας και ηλεκτρικής 

ενέργειας, ο σταθµός συµπαραγωγής πρέπει να παρέχει και ορισµένες 

εφεδρείες. Οι εφεδρείες αυτές χρησιµοποιούνται για έλεγχο της συχνότητας του 

ηλεκτρικού ρεύµατος και για αποτελεσµατική κάλυψη του φορτίου σε 

περιπτώσεις διακυµάνσεων της ζήτησης, απώλειας παραγωγικών µονάδων ή 

γραµµών µεταφοράς κτλ. Οι εφεδρείες µπορούν να διαχωριστούν στους 

ακόλουθους τύπους: 

Θετική και αρνητική στρεφόµενη εφεδρεία   

Η θετική στρεφόµενη εφεδρεία ορίζεται ως η αποθεµατική παραγωγική 

δυνατότητα µονάδων που λειτουργούν υπό µερικό φορτίο και συγχρονισµένων 

µε το σύστηµα, που µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε περίπτωση µη αναµενόµενης 

αύξησης της ζήτησης ή όταν ορισµένες παραγωγικές µονάδες µεταπίπτουν σε 

κατάσταση αδράνειας για συντήρηση, επισκευή ή ανεφοδιασµό. Η αρνητική 

στρεφόµενη εφεδρεία από την άλλη µεριά, αντιστοιχεί στην παραγωγική 

δυνατότητα που µπορεί να αποκοπεί γρήγορα σε περίπτωση µη αναµενόµενης 

χαµηλότερης ζήτησης. Οι συνήθεις απαιτήσεις για τις στρεφόµενες εφεδρείες 

είναι ένας χρόνος απόκρισης το πολύ 15 λεπτών και µία διάρκεια λειτουργίας 

των 2 ωρών. Σε πολλές περιπτώσεις, η τιµολόγηση των αποθεµάτων 
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θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας είναι διαφορετική από αυτή της κανονικής 

λειτουργίας. 

Εφεδρεία ρυθµού ανάληψης και απόρριψης φορτίου 

Η αστάθεια του φορτίου, κυρίως κατά την κλιµάκωση τις πρωινές και βραδινές 

ώρες, επιβάλλει τη χρήση ενός µέτρου ασφαλείας για την αξιοπιστία του 

συστήµατος διανοµής ηλεκτρικής ενέργειας. Αυτό αντιµετωπίζεται µε την 

εισαγωγή εφεδρειών ρυθµού ανάληψης και απόρριψης φορτίου που ορίζονται 

ως το ποσό κατά το οποίο η παραγωγή µπορεί να αυξηθεί ή µειωθεί σε ένα 

σχετικά µικρό χρονικό διάστηµα (MW/min), συγκρινόµενο µε την µέγιστη 

κλιµάκωση στην παραγωγή µίας µονάδας. Και εδώ, η τιµολόγηση της 

ηλεκτρικής ενέργειας µπορεί να διαφοροποιηθεί, έτσι ώστε να συµπεριληφθεί η 

ευελιξία που παρέχεται από αυτές τις εφεδρείες. 

Περιορισµοί λειτουργίας 

Πέρα από τις απαιτήσεις που ορίζονται από το διαχειριστή για την εξασφάλιση 

της αξιοπιστίας και ευελιξίας του συστήµατος, πρόσθετοι περιορισµοί 

λαµβάνουν µέρος στη διαµόρφωση του προβλήµατος ένταξης µονάδων, οι 

οποίοι σχετίζονται µε τα κατασκευαστικά χαρακτηριστικά των στοιχείων που 

συνθέτουν το σύστηµα συµπαραγωγής, τη διατήρηση της λειτουργικότητας του 

σταθµού και τη διαφύλαξη και αποπληρωµή της επένδυσης. Αυτοί οι 

περιορισµοί συµπεριλαµβάνουν: 

Μέγιστο και ελάχιστο επίπεδο παραγωγής 

Οι παραγωγικές µονάδες, εκτός αν βρίσκονται σε κατάσταση εκκίνησης ή 

τερµατισµού, λειτουργούν µεταξύ ενός ελάχιστου και ενός µέγιστου επιπέδου 

παραγωγής. Το ελάχιστο επίπεδο παραγωγής είναι το επίπεδο παραγωγής το 

οποίο κάθε µονάδα πρέπει να φτάσει προτού να είναι σε θέση να ενσωµατωθεί 

στην παραγωγή, ενώ το µέγιστο επίπεδο παραγωγής σχετίζεται µε τη µέγιστη 

φόρτιση την οποία κάθε µονάδα µπορεί να ανεχθεί µε ασφάλεια. Επιπροσθέτως 

µπορεί να οριστεί και η µέγιστη αλλαγή της φόρτισης µίας µονάδας εντός µίας 

χρονικής περιόδου. 

Μέγιστος και ελάχιστος χρόνος λειτουργίας 
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Κάθε παραγωγική µονάδα δεν µπορεί να λειτουργεί για µια περίοδο µεγαλύτερη 

από τον µέγιστο χρόνο λειτουργίας ή µικρότερη του ελάχιστου χρόνου 

λειτουργίας. Ο µέγιστος χρόνος λειτουργίας ορίζεται ως η µεγαλύτερη χρονική 

περίοδος κατά την οποία µία µονάδα µπορεί να λειτουργεί συνεχώς χωρίς να 

διακινδυνεύεται η λειτουργικότητα της ή ο χρόνος ζωής της. Ο περιορισµός του 

ελάχιστου χρόνου λειτουργίας συνδέεται περισσότερο µε το κόστος των 

επανειληµµένων εκκινήσεων και τερµατισµών, καθώς και µε την αποπληρωµή 

της επένδυσης όταν αγοράσθηκε µία παραγωγική µονάδα. 

Μέγιστος αριθµός εκκινήσεων 

Η εκκίνηση και ο τερµατισµός µίας µονάδας, πέραν του ότι αποτελούν µία 

πολυέξοδη διαδικασία, µπορούν να οδηγήσουν και στην καταπόνηση και 

διάβρωση των στοιχείων που αποτελούν το σχήµα συµπαραγωγής. Γι’ αυτόν το 

λόγο, ορίζεται ένας µέγιστος αριθµός εκκινήσεων εντός µίας προκαθορισµένης 

χρονικής περιόδου. 

Περιορισµοί µεταφοράς ενέργειας 

Για αποµακρυσµένες µονάδες, επιπλέον περιορισµοί πρέπει να ληφθούν υπόψη, 

αυτοί που σχετίζονται µε τη χωρητικότητα των γραµµών µεταφοράς 
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5.3 Μαθηµατική διατύπωση του προβλήµατος ένταξης µονάδων 

Στον µαθηµατικό προγραµµατισµό, ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης, όπως το 

πρόβληµα ένταξης µονάδων, µπορεί να οριστεί ως εξής: 

Πρόβληµα βελτιστοποίησης 

Μεταβλητές απόφασης: x i ∈ ℜ n , i =  1,2,...,n 

Αντικειµενική συνάρτηση: min  Z = f(x i) 

Περιορισµοί άνω ορίου: g j(x i)  ≤  U j , j =  1,2,...,m 

Περιορισµοί κάτω ορίου: h j(x i)  ≥  L j , j =  1,2,...,k 

Περιορισµοί ισότητας: w j(x i) = E j , j =  1,2,...,l 

 

Από τα προαναφερθέντα στοιχεία του προβλήµατος ένταξης µονάδων η 

οµοιότητα στη δοµή είναι προφανής. Συγκεκριµένα: 

� Οι µεταβλητές απόφασης αντιπροσωπεύονται από την 

παραγωγή θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας κάθε παραγωγικής 

µονάδας 

� Η αντικειµενική συνάρτηση που ελαχιστοποιείται είναι το 

συνολικό κόστος για την παραγωγή θερµότητας και ηλεκτρικής 

ενέργειας ελαττωµένο από το κέρδος που αποκοµίζεται από την πώληση 

των δύο προϊόντων 

� Οι περιορισµοί ισότητας, άνω και κάτω ορίου 

αντιπροσωπεύονται από τους περιορισµούς ζήτησης, εφεδρειών και 

λειτουργίας 

Στις επόµενες σελίδες παρουσιάζεται µία λεπτοµερής διατύπωση του 

προβλήµατος ένταξης µονάδων. Πριν από την παρουσίαση των µαθηµατικών 

εξισώσεων γίνεται µία αναφορά στα στοιχεία του προβλήµατος. 
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Ορισµός προβλήµατος ένταξης µονάδων 

Σύνολα t : χρονικά διαστήµατα 

i : παραγωγικές µονάδες 

  

Μεταβλητές Pi(t) : παραγόµενη ηλεκτρική ενέργεια της µονάδας i στο χρονικό 

διάστηµα t 

Qi(t) : παραγόµενη θερµότητα της µονάδας i στο χρονικό 

διάστηµα t 

Pc(t) : αγορασµένη ηλεκτρική ενέργεια στο χρονικό διάστηµα t 

ui(t) : κατάσταση on/off της µονάδας i στο χρονικό διάστηµα t 

oni(t) : εκκίνηση της µονάδας i στο χρονικό διάστηµα t 

offi(t) : τερµατισµός της µονάδας i στο χρονικό διάστηµα t 

  

Παράµετροι PD(t) : ζήτηση ηλεκτρικής ενέργειας στο χρονικό διάστηµα t 

QD(t) : ζήτηση θερµότητας στο χρονικό διάστηµα t 

Pup(t) : θετική στρεφόµενη εφεδρεία του συστήµατος στο χρονικό 

διάστηµα t 

Pdown(t) : αρνητική στρεφόµενη εφεδρεία του συστήµατος στο 

χρονικό διάστηµα t 

dPup,Res(t) : εφεδρεία ρυθµού ανάληψης φορτίου του 

συστήµατος στο χρονικό διάστηµα t 

dPdown,Res(t) : εφεδρεία ρυθµού απόρριψης φορτίου του 

συστήµατος στο χρονικό διάστηµα t 
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Βαθµωτές 

παράµετροι 

FP,i  : ειδική κατανάλωση καυσίµου της µονάδας i που σχετίζεται µε 

την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

FQ,i  : ειδική κατανάλωση καυσίµου της µονάδας i που σχετίζεται µε 

την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

CP,i : κόστη λειτουργίας και συντήρησης της µονάδας i που 

σχετίζονται µε την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

CQ,i : κόστη λειτουργίας και συντήρησης της µονάδας i που 

σχετίζονται µε την παραγωγή θερµότητας 

0
iC : κόστος µηδενικού φορτίου της µονάδας i 

on
iC  : κόστος εκκίνησης της µονάδας i 

off
iC  : κόστος τερµατισµού της µονάδας i 

dLoad
iC : κόστος αλλαγής φόρτισης της µονάδας i 

CT,P : ενεργειακός φόρος σχετιζόµενος µε την παραγωγή ηλ. 

ηλεκτρικής ενέργειας 

CT,Q : ενεργειακός φόρος σχετιζόµενος µε την παραγωγή θερµότητας 

CE,P : πρόστιµα σχετιζόµενα µε την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

CE,Q : πρόστιµα σχετιζόµενα µε την παραγωγή θερµότητας 

min
iP : ελάχιστη παραγόµενη ηλεκτρική ενέργεια στη µονάδα i 

max
iP : µέγιστη παραγόµενη ηλεκτρική ενέργεια στη µονάδα i 

min
iQ& : ελάχιστη παραγόµενη θερµότητα στη µονάδα i 

max
iQ& : ελάχιστη παραγόµενη θερµότητα στη µονάδα i 
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Βαθµωτές 

παράµετροι 

max
iP∆ : µέγιστη αλλαγή φορτίου ηλεκτρικής ενέργειας της µονάδας i 

max
iQ&∆ : µέγιστη αλλαγή φορτίου θερµότητας της µονάδας i 

up
idP : µέγιστος ρυθµός ανάληψης φορτίου ηλεκτρικής ενέργειας της 

µονάδας i  

down
idP  : µέγιστος ρυθµός απόρριψης φορτίου ηλεκτρικής ενέργειας 

της µονάδας i  

Ptrans,max : µέγιστη µεταφερόµενη ηλεκτρική ενέργεια 

min
iT  : ελάχιστος χρόνος λειτουργίας της µονάδας i 

max
iT  : µέγιστος χρόνος λειτουργίας της µονάδας i 

max
iN : µέγιστος αριθµός εκκινήσεων της µονάδας i 

pp : τιµή ηλεκτρικής ενέργειας 

hp :  τιµή ωφέλιµης θερµότητας 

cp : τιµή συµβολαίου ηλεκτρικής ενέργειας 

fp : τιµή καυσίµου 
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Ορισµός προβλήµατος ένταξης µονάδων 

Μεταβλητές απόφασης 

Οι µεταβλητές απόφασης στο πρόβληµα ένταξης µονάδων είναι η παραγόµενη 

ηλεκτρική ενέργεια Pi(t) και η παραγόµενη θερµότητα ) για κάθε µία από τις i 

παραγωγικές µονάδες 

t(Qi
&

Αντικειµενική συνάρτηση 

Ο σκοπός της βελτιστοποίησης είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους για την 

παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας. Το κέρδος που αποκοµίζεται 

από την πώληση ωφέλιµης θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας 

συνυπολογίζεται ως αρνητικό κόστος. 

}ZZZZ{Zminimize profitpenaltytaxcontractoperating −++= −  Εξ. 5.1 

 

� Κόστος λειτουργίας: 

altransitioncontinuousoperating ZZZ +=
 

Εξ. 5.2 

 

f 

f 

Συνεχή κόστη (κόστος καυσίµου, κόστη λειτουργίας και συντήρησης 

µονάδων, κόστος µηδενικού φορτίου): 

∑∑ +⋅+⋅+⋅+⋅=
t

0
i

i
ii,Qi,Qii,Pi,Pcontinuous )t(C)t(Q)CfpF()t(P)CfpF(Z &

 
Εξ. 5.3 

 

Μεταβατικά κόστη (κόστη εκκίνησης/τερµατισµού, κόστος αλλαγής 

φόρτισης): 

))t(Q)t(P(C)t(offC)t(onCZ ii
dLoad
i

t i
i

off
ii

on
ialtransition

&∆+∆⋅+⋅+⋅= ∑∑
 

Εξ. 5.4 
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� Φορολόγηση για την κατανάλωση ενέργειας και πρόστιµα για υπερβολική 

εκποµπή ρύπων: 

∑∑ ⋅++⋅+=−
t i

iQ,TQ,EiP,TP,Epenaltytax )t(Q)CC()t(P)CC(Z &

 
Εξ. 5.5 

 

� Κόστος συµβολαίου ενέργειας: 

)t(PcpZ
t

Ccontract ∑ ⋅=
 

Εξ. 5.6 

� Κέρδος: 

)t(Qhp)t(PppZ i
t i

iprofit
&⋅+⋅=∑∑

 

Εξ. 5.7 

Περιορισµοί 

Οι περιορισµοί των µεταβλητών απόφασης επιβάλλονται από τις απαιτήσεις για 

πλήρη κάλυψη των ζητήσεων σε ηλεκτρική ενέργεια και θερµότητα, για 

αποθεµατική υποστήριξη και για ορθολογική διαχείριση των συνθετικών 

στοιχείων του συστήµατος συµπαραγωγής.  

� Ζήτηση ηλεκτρικής ενέργειας: 

( ) )t(P)t(P)t(P DC
i

i =+∑
 

Εξ. 5.8 

 

� Ζήτηση ωφέλιµης θερµότητας: 

)t(Q)t(Q D
i

i
&& =∑

 

Εξ. 5.9 
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� Εφεδρείες: 

f Θετική στρεφόµενη εφεδρεία: 

( ) )t(P)t(PP,Pmin up
i

i
max
i

max
i ≥−∆∑

 

Εξ. 5.10 

( ) )t(Q)t(QQ,Qmin up
i

i
max
i

max
i

&&&& ≥−∆∑
 

Εξ. 5.11 

 

f 

f 

Αρνητική στρεφόµενη εφεδρεία: 

)t(P)P)t(P,Pmin( down
i

min
ii

max
i ≥−∆∑

 

Εξ. 5.12 

)t(Q)Q)t(Q,Qmin( down
i

min
ii

max
i

&&&& ≥−∆∑
 

Εξ. 5.13 

 

Εφεδρεία ρυθµού ανάληψης φορτίου: 

)t(dP
t

)t(P)1t(PdP sRe,up
i

iiup
i =








∆
−+

−∑
 

Εξ. 5.14 

 

f Εφεδρεία ρυθµού απόρριψης φορτίου: 

)t(dP
t

)1t(P)t(PdP sRe,down
i

iidown
i =








∆

+−
−∑

 

Εξ. 5.15 

 

� Περιορισµοί λειτουργίας: 

f  Περιορισµοί παραγωγής: 

max
ii

min
i P)t(PP ≤≤

 
Εξ. 5.16 

max
ii

min
i Q)t(QQ &&& ≤≤

 
Εξ. 5.17 
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max
iiii P)t(P)1t(P)t(P ∆≤−+=∆

 
Εξ. 5.18 

max
iiii Q)t(Q)1t(Q)t(Q &&&& ∆≤−+=∆

 
Εξ. 5.19 

 

f 

f 

Περιορισµοί χρόνου λειτουργίας: 

max
i

t
i

min
i T)t(uT ≤≤∑

 

Εξ. 5.20 

 

 Περιορισµοί εκκίνησης: 

max
i

t
i N)t(on ≤∑

 

Εξ. 5.21 

 

�  Περιορισµοί µεταφοράς: 

max,transi P)t(P ≤
 

Εξ. 5.22 
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5.4 Σχόλια πάνω στη φύση του προβλήµατος ένταξης µονάδων 

Εξετάζοντας τις εξισώσεις που σχηµατίζουν το πρόβληµα ένταξης µονάδων 

γίνεται προφανές ότι πρόκειται για ένα πρόβληµα εκτεταµένου µεγέθους και 

µεγάλης πολυπλοκότητας. Ο αριθµός των µεταβλητών που περιλαµβάνονται 

στο πρόβληµα αυξάνεται µε τον αριθµό των µονάδων που απαρτίζουν το 

σύστηµα συµπαραγωγής καθώς και µε το εύρος του χρονικού ορίζοντα εντός 

του οποίου ζητείται να βρεθεί ο βέλτιστος προγραµµατισµός των µονάδων. 

Επιπλέον, όπως αποδείχθηκε στην ανάλυση που διεξήχθη στο κεφάλαιο 4, η 

υπολογιστική πολυπλοκότητα του προβλήµατος µεγεθύνεται από τη µη-

γραµµικότητα που χαρακτηρίζει τις πραγµατοποιούµενες εντός του συστήµατος 

διεργασίες. 

Στο επόµενο κεφάλαιο γίνεται µία προσπάθεια προσδιορισµού της 

αποτελεσµατικότερης µεθόδου επίλυσης του προβλήµατος ένταξης µονάδων, 

λαµβάνοντας υπόψη την υπολογιστική πολυπλοκότητα που είναι παρούσα στο 

συγκεκριµένο πρόβληµα αλλά και τη µοναδικότητα ενός προβλήµατος 

προγραµµατισµού πόρων που ασχολείται µε τη συνδυασµένη παραγωγή 

θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας, από την άποψη της ακρίβειας και της 

αξιοπιστίας. 
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Κεφάλαιο 6 

Μέθοδοι βελτιστοποίησης 

 

6.1 Γενικά 

Τα τελευταία 25 χρόνια έχει πραγµατοποιηθεί εντατική έρευνα για την ανάπτυξη 

µεθόδων επίλυσης του προβλήµατος ένταξης µονάδων σε σταθµούς 

παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας. Μέχρι τώρα έχουν προταθεί διάφορες µέθοδοι 

για την αντιµετώπιση των αρνητικών χαρακτηριστικών του συγκεκριµένου 

προβλήµατος. Αυτές οι µέθοδοι µπορούν να κατανεµηθούν σε τρεις κύριες 

κατηγορίες: στοχαστικές διαδικασίες, δυναµικός προγραµµατισµός, και µέθοδοι 

βασισµένες στη χαλάρωση των προβληµάτων γραµµικού προγραµµατισµού. 

Από τους τρεις τύπους µεθόδων επίλυσης, ο πιο υποσχόµενος είναι ο 

τελευταίος, που αφορά την κατάτµηση του προβλήµατος εφαρµόζοντας 

χαλάρωση των περιορισµών. Παρόλα αυτά, η αποτελεσµατικότητα της µεθόδου 

αυτής περιορίζεται πάντα από τις υπολογιστικές δυνατότητες και την ικανότητα 

αποθήκευσης των εκάστοτε χρησιµοποιούµενων υπολογιστικών συστηµάτων, 

ένα µειονέκτηµα όµως που χαρακτηρίζει όλες τις προαναφερθείσες κατηγορίες 

µεθόδων επίλυσης.  

Για τον σκοπό του προσδιορισµού της καταλληλότερης τεχνικής για την επίλυση 

του προβλήµατος ένταξης µονάδων, ένα θέµα µεγάλης σηµασίας πρέπει να 

ξεκαθαριστεί, αυτό της ισορροπίας µεταξύ βέλτιστου και εφικτού. Ο σκοπός της 

εφαρµογής τεχνικών βελτιστοποίησης σε ένα πρόβληµα προγραµµατισµού 

πόρων είναι ο προσδιορισµός του βέλτιστου σηµείου λειτουργίας, που είναι µία 

συγκεκριµένη λύση από ένα σύνολο εφικτών λύσεων η οποία προκαλεί την 
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ελαχιστοποίηση ή µεγιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης. Συνεπώς, η πιο 

αποδοτική µέθοδος για ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης είναι αυτή που παρέχει 

τη βέλτιστη λύση ή τουλάχιστον την κοντινότερη στο βέλτιστο λύση. 

Εντούτοις, ένα σηµαντικό ερώτηµα δηµιουργείται, αυτό του τι θα πρέπει να 

συµβεί αν µία µέθοδος ικανή να βρει τη βέλτιστη λύση στο πρόβληµα, απαιτεί 

υπερβολικά µεγάλο χρόνο για να τη βρει, όταν την ίδια στιγµή υπάρχει ανάγκη 

για γρήγορα αποτελέσµατα. Σε τέτοιες περιπτώσεις αυτό που πρέπει πάντα να 

λαµβάνεται υπόψη είναι ότι το πρόβληµα ένταξης µονάδων ασχολείται µε 

προϊόντα, των οποίων η ζήτηση θα πρέπει να καλυφθεί µε κάθε τρόπο. Στον 

βραχυπρόθεσµο προγραµµατισµό ενός σταθµού συµπαραγωγής το βέλτιστο 

είναι σίγουρα επιθυµητό, αλλά όταν ο χρόνος που δίνεται είναι µικρότερος από 

αυτόν που απαιτείται για την εύρεση του, µία προσέγγιση της βέλτιστης λύσης 

είναι επαρκής – η εύρεση µίας προσεγγιστικής λύσης είναι καλύτερη από την 

αποτυχία εύρεσης µίας λύσης στα δεδοµένα χρονικά όρια. 

Συνεπώς, ο προσδιορισµός µίας αποτελεσµατικής µεθόδου για την επίλυση του 

προβλήµατος ένταξης µονάδων, στηρίζεται στην εύρεση µίας µεθόδου που 

παρέχει τη δυνατότητα εύρεσης του βέλτιστου αλλά µπορεί να εξασφαλίσει 

εφικτές λύσεις όταν ο δοσµένος χρόνος είναι περιορισµένος. Στις επόµενες 

ενότητες γίνεται µία αξιολόγηση των µεθόδων που µπορούν να εφαρµοστούν 

στο πρόβληµα ένταξης µονάδων, προτού παρουσιαστεί η µέθοδος που τελικά 

επελέγη. 
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6.2 Αναγνώριση του τύπου του προβλήµατος ένταξης µονάδων 

Όπως φάνηκε και στο προηγούµενο κεφάλαιο, το πρόβληµα ένταξης µονάδων 

έχει την κλασσική µορφή προβλήµατος βελτιστοποίησης, που είναι η ακόλουθη: 

Μεταβλητές απόφασης: xi ∈ ℜn , i =  1,2,...,n 

Αντικειµενική συνάρτηση: min  Z = f(xi) 

Περιορισµοί: Lj ≤  gj(xi)  ≤  Uj , j =  1,2,...,m 

 

Προβλήµατα αυτού του τύπου µπορούν να χωριστούν σε δύο βασικές 

κατηγορίες, ανάλογα µε τον τύπο των συναρτήσεων που εµπλέκονται σε αυτά: 

Γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης 

Προβλήµατα που περιέχουν µόνο γραµµικές συναρτήσεις ανήκουν σε αυτήν την 

κατηγορία. Αυτή η κατηγορία των προβληµάτων αντιµετωπίζεται µε µεθόδους 

γραµµικού προγραµµατισµού (ΓΠ). Περισσότερες λεπτοµέρειες για τις 

εφαρµόσιµες µεθόδους φαίνονται στον πίνακα 6.1. 

Μη-γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης 

Αυτή η κατηγορία περιλαµβάνει προβλήµατα που περιέχουν µία τουλάχιστο µη-

γραµµική συνάρτηση. Μη-γραµµικές συναρτήσεις µπορεί να είναι παρούσες 

στην αντικειµενική συνάρτηση ή/και στους περιορισµούς. Επιπλέον οι µη-

γραµµικές συναρτήσεις µπορεί να είναι οµαλές ή µη οµαλές, ανάλογα µε το αν 

υπάρχει η πρώτη παράγωγος τους. Μέθοδοι επίλυσης για προβλήµατα αυτού 

του τύπου ανήκουν στο πεδίο του µη-γραµµικού προγραµµατισµού (ΜΓΠ). 
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Πίνακας 6.1 – Μέθοδοι βελτιστοποίησης 

 

 
Τύπος προβλήµατος Επιλύεται µε 

Η αντικειµενική συνάρτηση και οι 
περιορισµοί περιέχουν γραµµικές 
συναρτήσεις 

Γραµµικό προγραµµατισµό 

όλες οι µεταβλητές λαµβάνουν 
ακέραιες τιµές Ακέραιο προγραµµατισµό 

ορισµένες µεταβλητές 
λαµβάνουν ακέραιες τιµές Μικτό ακέραιο προγραµµατισµό 

Γραµµικό 
πρόβληµα 

βελτιστοποίησης 
επιπλέον 

ορισµένες µεταβλητές 
λαµβάνουν δυαδικές τιµές 

0 – 1 Μικτό ακέραιο 
προγραµµατισµό 

Η αντικειµενική συνάρτηση ή/και οι 
περιορισµοί περιέχουν µη-γραµµικές 
συναρτήσεις 

Μη-γραµµικό προγραµµατισµό 

όλες οι µεταβλητές λαµβάνουν 
ακέραιες τιµές 

Ακέραιο µη-γραµµικό 
προγραµµατισµό 

Μη-γραµµικό 
πρόβληµα 

βελτιστοποίησης 
επιπλέον 

ορισµένες µεταβλητές 
λαµβάνουν ακέραιες τιµές 

Μικτό ακέραιο µη-γραµµικό 
προγραµµατισµό 

 

Με τη µελέτη των εξισώσεων που απαρτίζουν το πρόβληµα ένταξης µονάδων σε 

σταθµούς συµπαραγωγής (Εξ. 5.1 – 5.22) και λαµβάνοντας υπόψη την ύπαρξη 

δυαδικών µεταβλητών κατάστασης, δίνεται η εντύπωση ενός προβλήµατος του 

τύπου 0 - 1 ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού. Η αντικειµενική συνάρτηση 

αποτελείται από αθροίσµατα (πάνω στο χρόνο και τον αριθµό των µονάδων) 

συνεχών και δυαδικών µεταβλητών, πολλαπλασιασµένων µε τους αντίστοιχους 

παράγοντες κόστους. Η ίδια γραµµική µορφή φαίνεται να χαρακτηρίζει και τις 

εκφράσεις των περιορισµών. 

Για παράδειγµα η αντικειµενική συνάρτηση έχει τη µορφή: 

binaryi
t i

continuousi )t(y)factorcost()t(x)factorcost(Z ⋅+⋅=∑∑  

 

 105



Μέθοδοι βελτιστοποίησης  

Εντούτοις, λαµβάνοντας υπόψη τα αποτελέσµατα της ανάλυσης των 

συνθετικών στοιχείων που απαρτίζουν το σύστηµα συµπαραγωγής, είναι 

προφανές ότι πολλές από τις εξισώσεις του προβλήµατος ένταξης µονάδων 

είναι µη-γραµµικές, συµπεριλαµβανοµένης της αντικειµενικής συνάρτησης. Πιο 

λεπτοµερώς, µη-γραµµικότητα συναντήθηκε: 

� στις εξισώσεις µετατροπής (ή µεταφοράς) θερµότητας σχεδόν όλων των 

συνθετικών στοιχείων του συστήµατος συµπαραγωγής, ως συνέπεια της 

µη-γραµµικής εξάρτησης της απόδοσης από το φορτίο, και 

� στις εκφράσεις της παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας 

για τους ατµοστρόβιλους, που σχετίζεται µε τη στενή µη-γραµµική σχέση 

µεταξύ παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας και εξαγωγής/παραγωγής 

ατµού. 

Για παράδειγµα, ορίζοντας το κόστος καυσίµου που συνδέεται µε την παραγωγή 

σε έναν ατµοπαραγωγό, λαµβάνεται η παρακάτω σχέση: 

∑ 









⋅=

t boiler
fuel ))t(Q(

)t(Q
)CVF(

FPZ
&

&

η
 , όπου  

)t(Q& : παραγωγή θερµότητας (ατµού) 

ηboiler( )Q ) : συντελεστής απόδοσης του ατµοπαραγωγού t(&

FP: τιµή καυσίµου 

CVF: Θερµιδική τιµή καυσίµου 

Συνεπώς, το πρόβληµα της ένταξης µονάδων για σταθµούς συµπαραγωγής 

αποτελεί µη-γραµµικό πρόβληµα, το οποίο στην παρούσα µορφή µπορεί να 

επιλυθεί µε µεθόδους µικτού ακέραιου µη-γραµµικού προγραµµατισµού. Όπως 

θα φανεί στη συνέχεια αυτού του κεφαλαίου, οι τεχνικές επίλυσης µε µικτό 

ακέραιο µη-γραµµικό προγραµµατισµό συνδέεται µε πολλά προβλήµατα, εκ των 

οποίων το πιο σηµαντικό είναι η δυσκολία στον προσδιορισµό του βέλτιστου. 
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6.3 Χρήσιµα στοιχεία από το πεδίο της συνδυαστικής 

βελτιστοποίησης 

Σε αυτήν την ενότητα γίνεται µία αναφορά σε ορισµένες έννοιες της 

συνδυαστικής βελτιστοποίησης. Οι έννοιες αυτές θα χρησιµοποιηθούν 

επανειληµµένα στις επόµενες παραγράφους, στην προσπάθεια να περιγραφούν 

τα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα των διαφόρων τεχνικών βελτιστοποίησης.  

6.3.1 Χρονική πολυπλοκότητα 

Στη συνδυαστική βελτιστοποίηση, ο όρος χρονική πολυπλοκότητα 

χρησιµοποιείται για να εκφράσει τη δυσκολία επίλυσης ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης και σχετίζεται µε το χρόνο που απαιτείται για να βρεθεί µία 

βέλτιστη λύση. Στις περισσότερες περιπτώσεις προβληµάτων ο χρόνος επίλυσης 

µεγαλώνει µε το µέγεθος του προβλήµατος. Ανάλογα µε τον τρόπο που ο 

χρόνος µεγαλώνει, τα προβλήµατα διακρίνονται στους ακόλουθους τύπους: 

 

Τάξη Πολυπλοκότητα 

Σταθερή O(1) 

Λογαριθµική O(log(n)) 

Πολυ-λογαριθµική O((log(n))C) 

Γραµµική O(n) 

Τετραγωνική O(n2) 

Πολυωνυµική O(nC) 

Εκθετική O(cn) 

 

Για παράδειγµα, αν ο χρόνος που απαιτείται για την επίλυση ενός προβλήµατος 

είναι µία γραµµική συνάρτηση του µεγέθους του προβλήµατος T(n) = m· n + b, 

όπου n είναι το µέγεθος και m, b είναι σταθερές, τότε το πρόβληµα µπορεί να 

χαρακτηριστεί ως πρόβληµα γραµµικής πολυπλοκότητας, T(n) = O(n). 
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Υπολογιστικός χρόνος συναρτήσει µεγέθους

O(cn) O(nc) O(n2)
O(n)

µέγεθος n

Σχήµα 6.1 – Χρονική πολυπλοκότητα 

Στην συνδυαστική βελτιστοποίηση δίδεται ιδιαίτερο βάρος σε δύο κλάσεις 

προβληµάτων, τα Ρ-προβλήµατα (πολυωνυµικού χρόνου - polynomial time) και 

τα ΝΡ-προβλήµατα (µη ντετερµινιστικού πολυωνυµικού χρόνου - non-

deterministic polynomial time):  

� P-προβλήµατα. Ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης ανήκει στην τάξη Ρ 

(πολυωνυµικού χρόνου) αν ο χρόνος που απαιτείται για την επίλυση του µε 

µία θεωρητική ντετερµινιστική υπολογιστική µηχανή, φράσσεται από µία 

πολυωνυµική συνάρτηση του µεγέθους του προβλήµατος.  

� NP-προβλήµατα. Προβλήµατα που ανήκουν στην κλάση ΝΡ (µη 

ντετερµινιστικού πολυωνυµικού χρόνου) έχουν χρόνο επίλυσης φραγµένο 

από πολυωνυµική συνάρτηση του µεγέθους του προβλήµατος, όταν 

επιλύονται σε θεωρητική µη-ντετερµινιστική µηχανή. Με άλλα λόγια ο χρόνος 

υπολογισµού φράσσεται από πολυωνυµική συνάρτηση, µε την προϋπόθεση 

ότι κάποιες πληροφορίες για τη λύση έχουν δοθεί. 

Η σχέση µεταξύ των τάξεων Ρ και ΝΡ είναι θέµα εντατικής έρευνας µέχρι σήµερα. 

Γενικά, ένα συµπέρασµα που έχει εξαχθεί µέχρι τώρα είναι ότι κάθε πρόβληµα 

που ανήκει στην κλάση Ρ ανήκει και στην κλάση ΝΡ ( P ⊆ NP). 
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Υπάρχουν όµως δύο τύποι προβληµάτων που πιστεύεται ότι απαιτούν χρόνο 

µεγαλύτερο από πολυωνυµικό για να λυθούν. Αυτά είναι τα ΝΡ-hard 

προβλήµατα και τα ΝΡ-complete προβλήµατα: 

� ΝΡ-hard προβλήµατα. Ένα πρόβληµα χαρακτηρίζεται ως ΝΡ-hard αν ένας 

αλγόριθµος επίλυσης του µπορεί να µεταφραστεί σε έναν αλγόριθµο 

κατάλληλο για την επίλυση οποιουδήποτε άλλου ΝΡ-προβλήµατος. Συνεπώς, 

ο όρος ΝΡ-hard µπορεί να ερµηνευθεί ως «τουλάχιστον τόσο δύσκολο όσο 

κάθε άλλο  ΝΡ-πρόβληµα» 

� ΝΡ-complete προβλήµατα. Η οµάδα αυτών των προβληµάτων περιλαµβάνει 

προβλήµατα που είναι ΝΡ και ΝΡ-hard. 

6.3.2 Κυρτότητα 

Στο πεδίο της συνδυαστικής βελτιστοποίησης, η έννοια της κυρτότητας είναι 

άκρως σηµαντική, καθώς δηλώνει την ικανότητα προσδιορισµού της βέλτιστης 

λύσης ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης. Κυρτό είναι το πρόβληµα του 

οποίου το σύνολο των εφικτών λύσεων – γνωστό και ως περιοχή εφικτότητας – 

είναι κυρτό. Οι όροι περιοχή εφικτότητας και κυρτό σύνολο εξηγούνται πιο 

λεπτοµερώς παρακάτω: 

Περιοχή εφικτότητας 

Περιοχή εφικτότητας ή σύνολο εφικτών 

λύσεων ενός προβλήµατος βελτιστο-

ποίησης είναι το σύνολο των λύσεων που 

δεν παραβαίνουν τους περιορισµούς του 

προβλήµατος. Η βέλτιστη λύση µπορεί να 

βρεθεί µόνο σε αυτήν την περιοχή. Για 

παράδειγµα, σε ένα πρόβληµα βελτιστο-

ποίησης µε τρεις περιορισµούς του τύπου 

x≥0, y≥0 και , η περιοχή 

εφικτότητας είναι αυτή που παρουσιάζεται 

στο διπλανό σχήµα. 

c≤ybxa ⋅+⋅

 

 

 

Σχήµα 6.2 – Περιοχή εφικτότητας
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Κυρτή περιοχή 

Στον Ευκλείδειο χώρο, µία περιοχή S καλείται 

κυρτή, όταν το ευθύγραµµο τµήµα που ενώνει 

δύο σηµεία του S, αποτελείται µόνο απο 

σηµεία που ανήκουν στο S. Μία 

αναπαράσταση ενός κυρτού και ενός µη-

κυρτού συνόλου παρουσιάζεται στο σχήµα 

6.3. 

Ο λόγος για τον οποίο η κυρτότητα της περιοχή

χαρακτηριστικό στα προβλήµατα βελτιστοποίηση

στο γενικό βέλτιστο. Σε µη-κυρτά προβλήµατα, το

µπορεί να περιέχει τοπικά βέλτιστα, ήτοι λύσ

µεγιστοποιούν) την αντικειµενική συνάρτηση σ

εφικτότητας, αλλά χωρίς να αποτελούν απαρα

προβλήµατος. 

6.4 Αξιολόγηση των µεθόδων βελτιστοποίη

Όπως αναφέρθηκε νωρίτερα σε αυτό το κεφάλα

µονάδων σε σταθµούς συµπαραγωγής στην αυ

λυθεί µε µεθόδους µικτού ακέραιου µη-γραµµ

εναλλακτική οδός είναι η εφαρµογή τεχνικών πρ

του προβλήµατος µε µεθόδους µικτού ακέραιου 

Σε αυτήν την ενότητα γίνεται µία αξιολόγηση των

προβληµάτων, παρουσιάζοντας τα πλεονεκτήµατ

τύπου, στην προσπάθεια να διακριθεί η πιο κατά

υπόψη ό,τι αναφέρθηκε στην αρχή του κεφαλα

βέλτιστου και εφικτού.  

Επειδή η µη-γραµµική βελτιστοποίηση συναντή

ένταξης µονάδων, αυτή η κατηγορία προβληµάτω

Μη-γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης 

Τα µη-γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης

απαντώµενα αλλά και τα πιο δύσκολα στη
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Σχήµα 6.3 – Κυρτό και µη-κυρτό σύνολο 
ς εφικτότητας είναι επιθυµητό 

ς είναι γιατί περιορίζει τη λύση 

 σύνολο των εφικτών λύσεων 

εις που ελαχιστοποιούν (ή 

ε ένα τµήµα της περιοχής 

ίτητα το γενικό βέλτιστο του 

σης 

ιο, το πρόβληµα της ένταξης 

θεντική του µορφή, µπορεί να 

ικού προγραµµατισµού. Μία 

οσέγγισης και η αντιµετώπιση 

γραµµικού προγραµµατισµού. 

 γραµµικών και µη-γραµµικών 

α και µειονεκτήµατα του κάθε 

λληλη µέθοδος, λαµβάνοντας 

ίου για την ισορροπία µεταξύ 

θηκε αρχικά στο πρόβληµα 

ν θα µελετηθεί πρώτη: 

 αποτελούν τα πιο συχνά 

ν επίλυση προβλήµατα στη 
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συνδυαστική βελτιστοποίηση. Οι αλγόριθµοι επίλυσης για προβλήµατα µικτού 

ακέραιου µη-γραµµικού προγραµµατισµού διακρίνονται σε ντετερµινιστικούς και 

µη-ντετερµινιστικούς (στοχαστικούς). Ανεξάρτητα από το ποιος από τους δύο 

τύπους µεθόδων επίλυσης εφαρµόζεται, τα µη-γραµµικά προβλήµατα 

βελτιστοποίησης παρουσιάζουν διάφορες δυσκολίες, σχετιζόµενες µε τη χρονική 

πολυπλοκότητα και την ακρίβεια των αποτελεσµάτων. Τα κυριότερα 

µειονεκτήµατα της αντιµετώπισης του προβλήµατος ένταξης µονάδων ως µη-

γραµµικό πρόβληµα βελτιστοποίησης είναι: 

� Αυξηµένη πολυπλοκότητα 

Τα περισσότερα από τα µη-γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης 

κατατάσσονται στα ΝΡ-hard προβλήµατα, ήτοι στη χειρότερη περίπτωση 

ο χρόνος που απαιτείται για την επίλυση τους δεν φράσσεται από 

πολυωνυµική συνάρτηση του µεγέθους τους. 

� Μη κυρτές περιοχές εφικτότητας 

Η κυρτότητα της περιοχής εφικτότητας του προβλήµατος δεν 

εξασφαλίζεται πάντα. Αν η περιοχή εφικτότητας δεν είναι κυρτή, τότε 

µπορεί να παρουσιάζει τοπικά βέλτιστα, ήτοι λύσεις που ελαχιστοποιούν 

(ή µεγιστοποιούν) την αντικειµενική συνάρτηση σε ένα τµήµα της περιοχής 

αλλά όχι γενικά. 

� Πολλαπλές περιοχές εφικτότητας 

Τοπικά βέλτιστα µπορούν να προκύψουν όχι µόνο στην περίπτωση της 

µη-κυρτότητας αλλά και στην περίπτωση πολλαπλών περιοχών 

εφικτότητας, µια συνήθης περίπτωση στα µη-γραµµικά προβλήµατα.  

Σύγχρονες τεχνικές επίλυσης µη-γραµµικών προβληµάτων έχουν επιτύχει τη 

µείωση της επίδρασης των παραπάνω χαρακτηριστικών, όπως για παράδειγµα 

οι διαδικασίες που διαθέτουν µηχανισµούς αποµάκρυνσης από τα τοπικά 

βέλτιστα για την αναζήτηση του γενικού βέλτιστου, ένα χαρακτηριστικό που είναι 

διαθέσιµο και στους ντετερµινιστικούς επαναληπτικούς αλγόριθµους, όπου ο 

χρήστης µπορεί να ορίσει διαφορετικές αρχικές τιµές έτσι ώστε να ελέγξει αν ο 

αλγόριθµος συγκλίνει στην ίδια λύση. Εντούτοις, η έλλειψη ακρίβειας και η 
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πολυπλοκότητα των µη-γραµµικών προβληµάτων αντιµετωπίζεται ακόµη σε 

µεγάλο βαθµό. 

Γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης 

Τα ευνοϊκά χαρακτηριστικά του γραµµικού προγραµµατισµού (ΓΠ) έχουν 

οδηγήσει στην ευρεία εφαρµογή του σε πολυάριθµα προβλήµατα 

βελτιστοποίησης. Παρόλο που τα προβλήµατα που συναντώνται στην 

συνδυαστική βελτιστοποίηση είναι σπανίως αυθεντικά γραµµικά προβλήµατα, ο 

γραµµικός προγραµµατισµός αποτελεί την προτιµώµενη µέθοδο επίλυσης σε 

όλες σχεδόν τις περιπτώσεις, εφόσον είναι δυνατόν να γίνουν κάποιες 

παραδοχές ώστε το πρόβληµα να θεωρηθεί γραµµικό. Όσον αφορά τα ίδια 

ζητήµατα, αυτά της δυνατότητας εύρεσης του βέλτιστου και της χρονικής 

πολυπλοκότητας, τα γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης υπερέχουν των µη-

γραµµικών για τους παρακάτω λόγους: 

� Περιορισµένη πολυπλοκότητα 

Έχει αποδειχτεί ότι τα γραµµικά προβλήµατα βελτιστοποίησης είναι Ρ-

προβλήµατα, που σηµαίνει ότι υπάρχουν ντετερµινιστικοί αλγόριθµοι που 

µπορούν να λύσουν τα προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού σε 

χρόνο φραγµένο από πολυωνυµική συνάρτηση του µεγέθους τους. Στις 

περισσότερες των περιπτώσεων η λύση σε ένα γραµµικό πρόβληµα 

βελτιστοποίησης µπορεί να δοθεί σε ένα πεπερασµένο αριθµό βηµάτων. 

� Κυρτότητα  

Η περιοχή εφικτότητας των γραµµικών προβληµάτων βελτιστοποίησης 

είναι πάντα κυρτή. Συνεπώς, από τη στιγµή που µία λύση υποδειχθεί ως 

βέλτιστη, δεν υπάρχει αβεβαιότητα στο ότι η συγκεκριµένη λύση αποτελεί 

το γενικό βέλτιστο του προβλήµατος. Επιπλέον, αν δεν υπάρχει εφικτή 

λύση, αυτό µπορεί να αναγνωριστεί αρκετά νωρίς, αποφεύγοντας µε 

αυτόν τον τρόπο άσκοπους και χρονοβόρους υπολογισµούς. 

� Ακρίβεια 

Εκτός της περίπτωσης που εξαντληθούν τα δεδοµένα χρονικά όρια 

επίλυσης, η λύση που θα βρεθεί θα είναι η βέλτιστη. Αλλιώς, αν η 

διαδικασία επίλυσης σταµατήσει σε νωρίτερο στάδιο λόγω χρονικών 
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περιορισµών, η προσεγγιστική λύση που θα βρεθεί θα είναι πολύ κοντά 

στο βέλτιστο. 

Συνεπώς, επιστρέφοντας στο πρόβληµα ένταξης µονάδων, δύο επιλογές 

δίνονται. Η µία επιλογή είναι να εφαρµοστούν µη-γραµµικές τεχνικές 

βελτιστοποίησης και η δεύτερη είναι να εφαρµοστούν γραµµικές µέθοδοι 

βελτιστοποίησης, αφού προηγηθεί η µετατροπή του προβλήµατος σε γραµµικό 

µε τη χρήση προσεγγιστικών µεθόδων.  Στην πρώτη περίπτωση η κατάλληλη 

µέθοδος είναι ο µικτός ακέραιος µη-γραµµικός προγραµµατισµός, αφού στο 

πρόβληµα εµπλέκονται πολλές δυαδικές µεταβλητές. Η δεύτερη επιλογή αφορά 

τη χρήση µικτού ακέραιου προγραµµατισµού, αφού προηγηθεί η προσέγγιση 

όλων των µη-γραµµικών συναρτήσεων του προβλήµατος µε τεχνικές 

γραµµικοποίησης. 

Ο µικτός ακέραιος προγραµµατισµός έχει το πλεονέκτηµα ότι διατηρεί κάποια 

από τα επιθυµητά χαρακτηριστικά του γραµµικού προγραµµατισµού, κυρίως 

όσον αφορά τη δυνατότητα εύρεσης του βέλτιστου. Όσον αφορά τη χρονική 

πολυπλοκότητα, οι επιδόσεις του µικτού ακέραιου προγραµµατισµού δεν είναι 

πολύ διαφορετικές από αυτές του µικτού ακεραίου µη-γραµµικού 

προγραµµατισµού. 

Συγκρίνοντας τις δυνατότητες των δύο µεθόδων γίνεται προφανές ότι ο µικτός 

ακέραιος προγραµµατισµός αποτελεί την καταλληλότερη επιλογή για την 

επίλυση του προβλήµατος ένταξης µονάδων σε σταθµούς συµπαραγωγής, 

αφού παρέχει καλύτερα θεµέλια για την εύρεση του βέλτιστου σχήµατος 

παραγωγής και µία χρονική πολυπλοκότητα συγκρίσιµη µε αυτή µιας µεθόδου 

µικτού ακέραιου µη-γραµµικού προγραµµατισµού. Επίσης, όπως θα φανεί στο 

επόµενο κεφάλαιο, σύγχρονες τεχνικές µερικές από τις οποίες χρησιµοποιούνται 

και στον µη-γραµµικό προγραµµατισµό, µπορούν να εφαρµοστούν 

επιπροσθέτως για τη βελτίωση των επιδόσεων του µικτού ακέραιου 

προγραµµατισµού. 
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6.5 Γραµµική προσέγγιση  

Η αποτελεσµατικότητα της µεταχείρισης του προβλήµατος ένταξης µονάδων ως 

ένα πρόβληµα µικτού ακέραιου προγραµµατισµού έγκειται στην εξασφάλιση 

µίας επιτυχούς προσέγγισης των µη-γραµµικών στοιχείων. Αν η προσέγγιση 

είναι ανεπαρκής τότε τα πλεονεκτήµατα της χρήσης γραµµικών µεθόδων για τη 

λήψη καλύτερων αποτελεσµάτων εν µέρει υποβαθµίζονται. Προηγούµενες 

εφαρµογές του προβλήµατος ένταξης µονάδων για σταθµούς παραγωγής 

ηλεκτρικής ενέργειας µε γραµµικές µεθόδους βελτιστοποίησης, 

χρησιµοποιούσαν ευθεία γραµµικοποίηση των µη-γραµµικών συναρτήσεων, 

κυρίως τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων. Στις υλοποιήσεις αυτές, παρόλο 

που η διαδικασία επίλυσης έφτανε γρήγορα στη βέλτιστη λύση, τα 

αποτελέσµατα στερούνταν ακρίβειας αφού η προσεγγιστική έκφραση του 

προβλήµατος απείχε πολύ από την πραγµατική. 

Στην παρούσα µελέτη, παρουσιάζεται και εφαρµόζεται η µέθοδος της 

γραµµικοποίησης κατά διαστήµατα, ως µία πιο ακριβής µέθοδος προσέγγισης. 

Όταν εκτελείται η γραµµικοποίηση κατά διαστήµατα, οι µη-γραµµικές 

συναρτήσεις που είναι παρούσες στο πρόβληµα ένταξης µονάδων, διαιρούνται 

σε τµήµατα που µπορούν να προσεγγιστούν αποτελεσµατικά µε ευθύγραµµα 

τµήµατα. Μία σύγκριση µεταξύ της προσέγγισης που λαµβάνεται µε την 

προσαρµογή των ελαχίστων τετραγώνων και αυτής που παρέχεται από τη 

µέθοδο της κατά διαστήµατα γραµµικοποίησης, µπορεί να γίνει παρατηρώντας 

το σχήµα 6.4. 

Η µη-γραµµική καµπύλη που παρουσιάζεται στη συγκεκριµένη περίπτωση είναι η 

µείωση της παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας σε έναν ατµοστρόβιλο 

αποµάστευσης, ως συνάρτηση της εξαγόµενης θερµότητας (υπό τη µορφή 

ατµού). Είναι προφανές ότι εν αντιθέσει µε την προσαρµογή ελαχίστων 

τετραγώνων, το σφάλµα που προκύπτει από την γραµµικοποίηση κατά 

διαστήµατα είναι σχεδόν µηδενικό, εφόσον βέβαια ο αριθµός των τµηµάτων είναι 

αρκετός ώστε να επιτραπεί η ακριβής προσέγγιση της καµπύλης. 

 

 114



Μέθοδοι βελτιστοποίησης  

Προσαρµογή ελαχίστων τετραγώνων
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Σχήµα 6.4 – Τεχνικές προσεγγιστικής γραµµικοποίησης 

Ωστόσο, η κατά διαστήµατα γραµµικοποίηση όλων των µη-γραµµικών 

συναρτήσεων που εµφανίζονται στην έκφραση του προβλήµατος, έχει το 

µειονέκτηµα της επιβάρυνσης του προβλήµατος µε πρόσθετες µεταβλητές. Για 

κάθε ευθύγραµµο τµήµα πρέπει να εισαχθεί µία δυαδική µεταβλητή έτσι ώστε να 

είναι δυνατή η χρήση της σωστής γραµµικής εξίσωσης σε κάθε περίπτωση. Η 

µέθοδος περιγράφεται µε περισσότερες λεπτοµέρειες στην επόµενη ενότητα. 

6.6 Κατά διαστήµατα γραµµικοποίηση 

Όπως  αναφέρθηκε στην προηγούµενη παράγραφο, εφαρµόζοντας ευθεία 

γραµµικοποίηση στις συναρτήσεις που εµπλέκονται σε ένα πρόβληµα 

βελτιστοποίησης µε σκοπό τη χρήση µεθόδων γραµµικού προγραµµατισµού, 

παρέχει συνήθως ανακριβή αποτελέσµατα εξαιτίας των µεγάλων προσεγγίσεων 

που γίνονται. Αντιθέτως, η εφαρµογή της κατά διαστήµατα γραµµικοποίησης 

των συναρτήσεων έχει αποδειχθεί ως ένας πιο αποτελεσµατικός τρόπος 

αντιµετώπισης της µη-γραµµικότητας αφού τα σφάλµατα που προκαλούνται 

από την προσέγγιση είναι ελάχιστα και κατά συνέπεια τα αποτελέσµατα που 

παρέχονται από τις γραµµικές µεθόδους βελτιστοποίησης είναι πολύ ακριβή. 
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∆εδοµένης µίας µη-γραµµικής συνάρτησης f(x), η κατά διαστήµατα 

γραµµικοποίηση εφαρµόζεται µε τον ακόλουθο τρόπο: 

1. Η καµπύλη που αντιπροσωπεύει τη µη-γραµµική συνάρτηση διαιρείται σε i 

(i=1,2,…,n) τµήµατα, ικανά να αντικατασταθούν από ευθύγραµµα τµήµατα. Είναι 

προφανές ότι καθώς ο αριθµός των τµηµάτων µεγαλώνει, η ακρίβεια της 

προσέγγισης αυξάνεται. 

2. Για καθένα από τα ευθύγραµµα τµήµατα υπολογίζεται η εξίσωση ευθείας. 

Αυτό έγκειται στην εύρεση της κλίσης της ευθείας που ενώνει τα άκρα του 

τµήµατος και την κατακόρυφη µετατόπιση του, όπως φαίνεται και στο σχήµα 6.5.  

Κλίση

Κατακόρυφη
µετατόπιση

f(x
)

x  

Σχήµα 6.5 – Κατά διαστήµατα γραµµικοποίηση 

Συνεπώς, κάθε ευθύγραµµο τµήµα i που συνδέει τα σηµεία (xi,min, yi,min) και   

(xi,max, yi,max) αναπαρίσταται από µία εξίσωση της µορφής  , όπου η 

κλίση (m

iiii bxmy +=

i) και η κατακόρυφη µετατόπιση (bi) υπολογίζονται ως εξής: 

min,imax,i

min,imax,i
i xx

yy
m

−
−

=         και        b  min,iimin,ii xmy ⋅−=

Η πρόσθετη πολυπλοκότητα µε την οποία επιβαρύνεται το πρόβληµα από την 

εφαρµογή της κατά διαστήµατα γραµµικοποίησης µιας µη-γραµµικής καµπύλης 

είναι ότι η συνάρτηση που αντιπροσωπεύει τη συγκεκριµένη καµπύλη 

περιγράφεται στο εξής από ένα σύνολο εξισώσεων, ο αριθµός των οποίων 

αντιστοιχεί στον αριθµό των τµηµάτων που δηµιουργούνται. Μόνο µία από 

αυτές τις εξισώσεις πρέπει να είναι ενεργή κάθε φορά, αυτή που αντιστοιχεί στην 

τιµή της µεταβλητής απόφασης, της οποίας η συνάρτηση υπέστη 

γραµµικοποίηση. Αυτό αντιµετωπίζεται µε την εισαγωγή δυαδικών µεταβλητών ri, 

µία για κάθε ευθύγραµµο τµήµα. Οι µεταβλητές αυτές λαµβάνουν την τιµή ri = 1 
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µόνο αν η µεταβλητή απόφασης βρίσκεται στο αντίστοιχο διάστηµα τιµών. Κατά 

συνέπεια η εξίσωση που περιγράφει την γραµµικοποιηµένη συνάρτηση παίρνει 

την ακόλουθη µορφή: 

∑ ⋅+⋅=
i

iiii rbxmy  

µε τους επιπλέον περιορισµούς : 

1r
i

i ≤∑  

imax,ii rxx ⋅≤  

imin,ii rxx ⋅≥  

Ο πρώτος από αυτούς τους περιορισµούς υποχρεώνει τις δυαδικές µεταβλητές 

να λαµβάνουν την τιµή 1 µόνο µία κάθε φορά. Οι τελευταίοι δύο περιορισµοί 

αναγκάζουν τη µεταβλητή κατάστασης xi να λαµβάνει µη µηδενικές τιµές µόνο 

όταν η µεταβλητή απόφασης βρίσκεται στο αντίστοιχο διάστηµα τιµών. 
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Κεφάλαιο 7 

Μικτός ακέραιος προγραµµατισµός 

 

 

 

 

7.1 Εισαγωγή 

Παρατηρώντας τις εξελίξεις στο πεδίο της βελτιστοποίησης στον 

προγραµµατισµό περιορισµένων πόρων µέσα στα τελευταία 20 χρόνια, δεν 

πρέπει να εκπλήσσεται κανείς από την επιλογή του µικτού ακέραιου 

προγραµµατισµού (ΜΑΠ) ως µέθοδο επίλυσης αυτής της µεγάλης και αρκετά 

πολύπλοκης έκδοσης του προβλήµατος ένταξης µονάδων. Τα τελευταία πέντε 

χρόνια τα περισσότερα εµπορικά προγράµµατα επίλυσης που έχουν αναπτυχθεί 

για εφαρµογές σαν αυτή, χρησιµοποιούν µικτό ακέραιο προγραµµατισµό 

επιτυγχάνοντας πολύ καλές επιδόσεις. Όπως αναφέρθηκε στο προηγούµενο 

κεφάλαιο, ο λόγος για τη µετακίνηση προς το µικτό ακέραιο προγραµµατισµό 

είναι η ικανότητα λήψης βέλτιστων λύσεων, ενώ η ενδεχόµενη απώλεια 

εφικτότητας αντιµετωπίζεται από βοηθητικές διαδικασίες που προέρχονται 

κυρίως από το πεδίο των στοχαστικών µεθόδων βελτιστοποίησης. Ο βασικός 

αλγόριθµος, που µπορεί να βρεθεί σχεδόν σε κάθε εµπορικό πρόγραµµα 

επίλυσης, είναι ο γραµµικός αλγόριθµος Branch-and-Bound. Αυτός ο 

αλγόριθµος, που παρουσιάζεται διεξοδικά στις επόµενες παραγράφους, είναι 

βασισµένος στη φιλοσοφία διαίρεσης του αρχικού προβλήµατος σε υπο-

προβλήµατα, πάνω στα οποία εφαρµόζονται τεχνικές γραµµικού 

προγραµµατισµού, µέχρι να εντοπιστεί το γενικό βέλτιστο. 
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Στην επόµενη ενότητα η µέθοδος Branch-and-Bound παρουσιάζεται. Οι 

ακόλουθες ενότητες αφιερώνονται στη µελέτη των πρόσφατων επεκτάσεων στις 

µεθόδους µικτού ακεραίου προγραµµατισµού, που αναλαµβάνουν το καθήκον 

της βελτίωσης των επιδόσεων του βασικού αλγόριθµου.  

7.2 Η µέθοδος Branch-and-Bound 

Η χρήση του όρου «branch-and-bound» (επέκταση και οριοθέτηση) έγκειται στο 

γεγονός ότι αυτή η µέθοδος βασίζεται στην ιδέα της επαναληπτικής διαίρεσης 

του συνόλου των εφικτών λύσεων του αρχικού προβλήµατος µικτών ακεραίων 

δηµιουργώντας υπο-προβλήµατα τα οποία στη συνέχεια επιλύονται για να 

ληφθεί ένα όριο στην αντικειµενική συνάρτηση του υπο-προβλήµατος. Τα υπο-

προβλήµατα δηµιουργούνται περιορίζοντας τις τιµές που λαµβάνουν οι 

µεταβλητές που πρέπει να είναι ακέραιες. Για τις δυαδικές µεταβλητές υπάρχουν 

µόνο δύο δυνατοί περιορισµοί: ανάθεση της µεταβλητής στην τιµή 0 ή στην τιµή 

1. Γενικότερα, για µία µεταβλητή µε κατώτερο όριο l και ανώτερο όριο u το αρχικό 

πρόβληµα διαιρείται σε δύο προβλήµατα στα οποία η εν λόγω µεταβλητή έχει 

πεδίο τιµών το [l,q] και [q+1,u] αντίστοιχα, όπου q είναι ο πλησιέστερος στην 

 

εκάστοτε λύση ακέραιος. 

Σχήµα 7.1 – ∆έντρο αναζήτησης branch-and-bound 

Ο αλγόριθµος br ν µία διαδικασία 

αναζήτησης σε δέντρο, στο οποίο το πρόβληµα στη ρίζα είναι το αρχικό 

anch-and-bound µπορεί να θεωρηθεί σα
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πρόβληµα ΜΑΠ και οι κόµβοι-παιδιά αντιπροσωπεύουν τα υπο-προβλήµατα 

ΜΑΠ που προκύπτουν από τη διαίρεση του προβλήµατος. 

Για το σκοπό της µελέτης του αλγόριθµου branch-and-bound µε περισσότερη 

λεπτοµέρεια, η ακόλουθη έκφραση ενός προβλήµατος µικτών ακεραίων θα 

min 

µε 

 

xi ακέραιοι , i = 1,2,…,p 

 

όπου x, c: διανύσµατα µεγέθους n 

 

ους m 

 

Έστω S το σύνολο των εφικτών λύσεων του συγκεκριµένου προβλήµατος, 

δηλαδή: 

χρησιµοποιηθεί: 

xcT ⋅  

bxA ≤⋅  

0x ≥  

 

 

A: n × m πίνακας 

 b: διάνυσµα µεγέθ

{ }bxA:Zx,RxS i ≤⋅∈∈= ++  

Σύµφωνα µε τον ορισµό της µεθόδου branch-and-bound, το σύνολο S διαιρείται 

σε υποσύνολα Sj, καθένα από τα οποία αντιπροσωπεύει ένα υπο-πρόβληµα του 

υ

αρχικού προβλήµατος ΜΑΠ. Κάθε υπο-πρόβληµα επιλύεται παρέχοντας µία 

συγκεκριµένη τιµή για την αντικειµενική συνάρτηση. Αφού ο στόχος είναι η 

ελαχιστοποίηση της αντικειµενικής συνάρτησης, όταν η αντικειµενική τιµή ενός 

υπο-προβλήµατος βρεθεί µεγαλύτερη από το ανώτερο όριο του αρχικού 

προβλήµατος, η διαδικασία επίλυσης δεν θα συνεχιστεί προς την κατεύθυνση 

του συγκεκριµένου πο-προβλήµατος. Η περαιτέρω αναζήτηση λύσεων προς τη 
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συγκεκριµένη κατεύθυνση θα µπορούσε να αποδώσει  µόνο χειρότερα 

αποτελέσµατα  δηλαδή µεγαλύτερες τιµές της αντικειµενικής συνάρτησης. ,  

Στο σηµείο αυτό, η σπουδαιότητα της γρήγορης εύρεσης ενός άνω ορίου είναι 

Μία άλλη θεµελιώδης έννοια για τη µέθοδο branch-and-bound είναι αυτή της 

ι

min 

µε 

 

Σε αυτήν τη «χαλαρωµένη» έκφραση του προβλήµατος ΜΑΠ, ο περιορισµός 

Οι υλοποιήσεις του αλγόριθµου branch-and-bound διαφοροποιούνται ανάλογα 

� τη µέθοδο χαλάρωσης του προβλήµατος ΜΑΠ 

� 

βάσει της οποίας θα γίνει η 

Ο πιο συνήθης συνδυασµός είναι η χρήση χαλάρωσης γραµµικού 

προγραµµατισµού (ΓΠ) µαζί µε διχοτόµηση της µεταβλητής διακλάδωσης, που 

προφανής. Αν δεν βρεθεί ένα άνω όριο σε πεπερασµένο χρόνο, ο αλγόριθµος 

branch-and-bound  δεν είναι ικανός να «κλαδέψει» κόµβους, να εξαιρέσει 

δηλαδή την αναζήτηση σε κλάδους του δέντρου. Τα άνω όρια λαµβάνονται 

µέσω της εύρεσης εφικτών ακέραιων λύσεων. Συνήθως αυτό πραγµατοποιείται 

µε τη χρήση στοχαστικών µεθόδων ή µε διαδικασίες προ-επίλυσης. 

χαλάρωσης του προβλήµατος. Ένας τρόπος χαλάρωσης του δεδοµένου 

προβλήµατος ΜΑΠ θα µπορούσε να είνα : 

xcT ⋅  

bxA ≤⋅  

0x ≥  

ακεραιότητας έχει αναιρεθεί και συνεπώς το προκύπτον πρόβληµα µπορεί να 

λυθεί µε µεθόδους γραµµικού προγραµµατισµού. Αφού λυθεί το πρόβληµα που 

προκύπτει από τη χαλάρωση, λαµβάνει χώρα η διαίρεση του προβλήµατος 

επιβάλλοντας πρόσθετους περιορισµούς στις µεταβλητές που θα πρέπει να είναι 

ακέραιες στο αρχικό πρόβληµα. 

µε: 

τη στρατηγική διαίρεσης του προβλήµατος  

� την επιλογή της µεταβλητής διακλάδωσης, 

διαίρεση του προβλήµατος. 
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θα είνα η περισσότερο (ή λιγότερο) σε ακέραιο αριθµό. Η 

στρατηγική αυτή επιδεικνύεται στο παρακάτω παράδειγµα, για να φανεί η 

λειτουργία του αλγόριθµου branch-and-bound, αλλά όλες οι δυνατές 

στρατηγικές αναφέρονται στην επόµενη ενότητα. 

 ι πλησιέστερη 

Παράδειγµα της µεθόδου branch-and-bound  

 + c3·x3 

µε a11·x1 + a12·x2 + a13·x3  ≤ b1 

 a21·x1 + a22·x2  + a23·x3 ≤ b2 

 a31·x1 + a32·x2  + a33·x3 ≤ b3 

 x1 ≥ 0 

 integer x2,x3 ≥ 0  

Βήµα 1: Χαλάρωση γραµµικού π  

ορισµός ακεραιότητας για τις µεταβλητές x2 και x3 αναιρείται και το 

προκύπτον πρόβληµα επιλύεται µε γραµµικές µεθόδους, έτσι ώστε να ληφθεί ένα 

Βήµα 2 ς διακλάδωσης 

 διακλάδωση βάσει µίας εκ των δύο 

ακέραιων µεταβλητών x2,x3. Αν η διακλάδωση βασιστεί στην περισσότερο 

Βήµα 3: ∆ιαίρεση προβλήµατος 

βληµα διαιρείται σε δύο υπο-προβλήµατα, καθένα µε ένα επιπρόσθετο 

περιορισµό για τη µεταβλητή x2. Η στρατηγική διαίρεσης στην περίπτωση αυτή 

minimize Z = c1·x1 + c2·x2

ρογραµµατισµού

Ο περι

άνω όριο. Αν η χαλαρωµένη µορφή του προβλήµατος δώσει λύση µε ακέραιες 

τιµές για τις µεταβλητές x2 and x3, τότε τα επόµενα βήµατα παραλείπονται και ο 

αλγόριθµος τερµατίζεται. 

: Επιλογή µεταβλητή

Αν δεν προκύψει ακέραια εφικτή λύση, γίνεται

ανέφικτη ακέραια µεταβλητή, τότε επιλέγεται η µεταβλητή που έχει τη µεγαλύτερη 

διαφορά από τον πλησιέστερο ακέραιο. Έστω ότι από τη λύση του 

προβλήµατος ΓΠ προκύπτει αυτή η µεταβλητή είναι η x2. 

Το πρό

είναι η διχοτόµηση µεταβλητής, στην οποία η µεταβλητή x2 αναγκάζεται να λάβει 
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τιµές είτε µεγαλύτερες από την «οροφή» ή µικρότερες από το «πάτωµα» της 

τρέχουσας κλασµατικής τιµής: 

Υπο-πρόβληµα I:  22 x~x ≤  

Υπο-πρόβληµα II:  22 x~x ≥  

όπου είναι η τρέχουσα κλασµατική τιµή της µεταβλητής x2 και 2x
~   o ,  o  οι τιµές 

ατ

Βήµα 4: Επίλυση υπο-προβληµάτων µε ΓΠ 

Κάθε υπο-πρόβληµα επιλύεται µε µεθόδους γραµµικού προγραµµατισµού 

έ

εν

� Ο αλγόριθµος ΓΠ υποδεικνύει ότι το υπο-πρόβληµα είναι µη εφικτό και 

συν

ρ ι

� Η προκύπτουσα τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης είναι µεγαλύτερη 

από

  

� Η προκύπτουσα αντικειµενική τιµή είναι µικρότερη από το εκάστοτε άνω 

όρι

κ

Η αναζήτηση συνεχίζεται στο υπόλοιπο του δέντρου, εφόσον υπάρχουν 

ανεξερεύνητοι κόµβοι. 

πατώµ ος και οροφής αντίστοιχα. 

(simplex, dual simplex, κτλ.) παρέχοντας να όριο της αντικειµενικής 

συνάρτησης. Ανάλογα µε το αποτέλεσµα, οι δυνατές έργειες είναι: 

επώς η αναζήτηση για λύσεις προς τη συγκεκριµένη κατεύθυνση 

σταµατά σε αυτόν τον κόµβο. Ο κόµβος που αντιπροσωπεύει το 

συγκεκριµένο υπο-π όβληµα λέγετα  ότι έχει ερευνηθεί εις βάθος 

(fathomed). 

 το ανώτερο όριο του αρχικού προβλήµατος ΜΑΠ (Z > UB). Η 

αναζήτηση στο σύνολο των εφικτών λύσεων του συγκεκριµένου υπο-

προβλήµατος τερµατίζεται, αφού καµία από τις λύσεις που θα µπορούσαν 

να βρεθούν δεν αποτελούσε τη βέλτιστη λύση. Ο κόµβος που αντιστοιχεί 

στο συγκεκριµένο υπο-πρόβληµα λέγεται ότι έχει «κλαδευτεί».  

ο και οι µεταβλητές x2 και x3 λαµβάνουν ακέραιες τιµές. Στην περίπτωση 

αυτή ο κόµβος που αντιπροσωπεύει το συγκεκριµένο υπο-πρόβληµα 

λέγεται ότι έχει ερευνηθεί εις βάθος και αν δεν προκύψει αµία καλύτερη 

λύση από την αναζήτηση στο υπόλοιπο δέντρο, αυτή η λύση θα 

αναγνωριστεί ως βέλτιστη λύση. 
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Έν  διάγραµµα ροής της µεθόδου branch-and-bound φαίνεται στο σχήµα 7.2. α  

Begin

Input MIP
Problem

Call Heuristic
Procedure to find

Upper Bound

Solve LP
Relaxation

Integer
Feasible Z < UB UB = Z Store

Feasible

Fathom Node

Z < UBBranch

Yes Yes

No

Active Nodes

No

Yes

No

No

Yes

End

Prompt Solution

No

Yes

 

 

Σχήµα 7.2 – ∆ιάγραµµα ροής αλγόρίθµου branch-and-bound 
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7.3 Στρατηγικές διακλάδωσης και διαίρεσης 

Η απόδοση του αλγόριθµου branch-and-bound  µπορεί να επηρεαστεί από τις 

στρατηγικές που χρησιµοποιούνται για την επιλογή της µεταβλητής 

διακλάδωσης, για τη διαίρεση του προβλήµατος και για την επιλογή του υπο-

προβλήµατος που θα επιλυθεί πρώτο. Παρακάτω, οι κυριότερες από τις 

προσεγγίσεις αυτές παρουσιάζονται και αξιολογούνται. 

7.3.1 Επιλογή µεταβλητής διακλάδωσης 

Πριν τη διαδικασία διαίρεσης του προβλήµατος πρέπει να επιλεγεί  η µεταβλητή 

διακλάδωσης βάσει της οποίας θα δηµιουργηθούν οι κόµβοι παιδιά. Είναι σαφές 

ότι η επιλογή της µεταβλητής διακλάδωσης επηρεάζει το χρόνο επίλυσης του 

αλγόριθµου.  

Περισσότερο (λιγότερο) εφικτή ακέραια µεταβλητή 

Σε αυτήν την προσέγγιση, η ακέραια µεταβλητή της οποίας η προκύπτουσα 

κλασµατική τιµή είναι κοντύτερα (µακρύτερα) σε (από) ακέραιο, επιλέγεται ως 

µεταβλητή διακλάδωσης. Αυτή είναι η πιο συνήθης στρατηγική για την επιλογή 

µεταβλητών διακλάδωσης. 

Ποινές Driebeck - Tomlin 

Οι ποινές δίνουν ένα κάτω όριο στην υποβάθµιση της τιµής της αντικειµενικής 

συνάρτησης λόγω της διακλάδωσης σε κάθε κατεύθυνση (δηλ. για κάθε πιθανή 

µεταβλητή). Οι ποινές είναι τα κόστη των δυϊκών pivot που χρειάζεται για να 

αφαιρεθεί η δεκαδική µεταβλητή από τη βάση. Αν απαιτούνται πολλά pivots για 

την αποκατάσταση της εφικτότητας στο αρχικό πρόβληµα, αυτές οι ποινές δεν 

παρέχουν σηµαντικές πληροφορίες. Η άνω ποινή, κατά την υποχρεωτική 

µετατόπιση της κ-οστής βασικής µεταβλητής προς τα πάνω είναι: 

kj

jk

0a:jk a
c)f1(

minu
kj −

−
=

<
 

όπου fk είναι το δεκαδικό µέρος της µεταβλητής xk, jc  είναι το µειωµένο κόστος 

της µεταβλητής xj, και akj είναι οι µετασχηµατισµένες σταθερές της κ-οστής 

σειράς του πίνακα που προκύπτει από τη λύση του χαλαρωµένου προβλήµατος 
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ΓΠ. Η ποινή για την υποχρεωτική µετατόπιση της κ-οστής βασικής µεταβλητής 

προς τα κάτω είναι: 

mind =
>

 
kj

k
0a:jk a

jcf
kj

⋅

Όταν οι ποινές έ ουν υπολογιστεί, µία ποικιλία ανόνων µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την επιλογή της µεταβλητής διακλάδωσης

χ κ

 (π.χ. max 

(uk;dk), min (uk;dk)). Μία ποινή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον αποκλεισµό 

 τιµή ΓΠ του κόµβου γονέα µείον την 

ποινή είναι χειρότερη από την εκάστοτε ακέραια λύση. Η µέθοδος των ποινών 

-κόστους 

Τα ψευδο-κόστη παρέχουν έναν τρόπο να εκτιµηθεί η υποβάθµιση της τιµής της 

ασµατική µεταβλητής να πάρει 

 ψευδο-κόστη υπολογίζονται ως: 

ενός κλάδου του δέντρου αν η αντικειµενική

Driebeck - Tomlin γενικά αποφεύγεται διότι το κόστος σε υπολογιστικό χρόνο 

είναι πολλές φορές µεγαλύτερο από το όφελος που λαµβάνεται.  

Εκτίµηση ψευδο

αντικειµενικής συνάρτησης, αναγκάζοντας µία κλ

τιµή ακεραίου. Αντίθετα µε την προηγούµενη στρατηγική, η χρήση ψευδο-

κοστών αποσκοπεί στην απεικόνιση του συνολικού κόστους και όχι µόνο του 

κόστους του πρώτου pivot. Όταν µία µεταβλητή xk σηµατοδοτείται ως υποψήφια 

µεταβλητή διακλάδωσης, τα

u
kk zz − d

kk zz −

k
k f1

U
−

=  και 
k

k f
D =  

όπου fk είναι το δεκαδικό µέρος της µεταβλητής xk, kz  είναι η τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης του κόµβου γονέα, u
kz  είναι η αντικειµενική τιµή που 

προκύπτει από την µετατόπιση προς τα άνω και dz  είναι αντικειµενική τιµή κατά k

τη µετατόπιση προς τα κάτω (αν το πρόβληµα ΓΠ δεν έχει εφικτές λύσεις, το 

συνδεόµενο µε το συγκεκριµένο υπο-πρόβληµα κόστος δεν υπολογίζεται). 

Αν µία µεταβλητή έχει χρησιµοποιηθεί επανειληµµένα για διακλάδωση, ένας 

µέσος όρος µπορεί να χρησιµοποιηθεί. Ως µεταβλητή διακλάδωσης επιλέγεται 

αυτή που προκαλεί τη µεγαλύτερη υποβάθµιση της τιµής της αντικειµενικής 

συνάρτησης, η οποία υποβάθµιση υπολογίζεται ως Dk fk + Uk (1-fk). Τα ψευδο-

 126



Μικτός ακέραιος προγραµµατισµός  

κόστη δεν θεωρούνται κατάλληλα για προβλήµατα που εµπλέκουν ένα µεγάλο 

αριθµό ακέραιων µεταβλητών. 

Ψευδοτιµές 

Παρόµοια µε τα ψευδο-κόστη, οι ψευδο-τιµές εκτιµούν το συνολικό κόστος στην 

αντικειµενική συνάρτηση από την αναγκαστική µετατόπιση µίας µεταβλητής από 

την κλασµατική τιµή που προέκυψε από τη λύση του προβλήµατος ΓΠ σε 

ακέραια τιµή. Άνω και κάτω ψευδο-τιµές για κάθε περιορισµό και ψευδο-τιµές για 

κάθε ακέραια µεταβλητή καθορίζονται από το χρήστη ή τους ανατίθενται αρχικές 

τιµές. Ο εκφυλισµός της αντικειµενικής συνάρτησης που προκύπτει από την 

ώθηση προς τα πάνω ή προς τα κάτω µίας ακέραιης µεταβλητής x  σε ακέραια 

τιµή µπορεί να υπολογιστεί. Η επιλογή της µεταβλητής διακλάδωσης γίνεται µε 

κριτήρια παρόµοια µε αυτά των ψευδο-κοστών και των ποινών. 

Ισχυρή διακλάδωση  

Η ισχυρή διακλάδωση, που εφαρµόζεται σε προβλήµατα 0/1 µικτού ακεραίου 

προγραµµατισµού εντός του αλγορίθµου branch-and-cut, εργάζεται ως εξής:   

 Simplex, θέτοντας 

αρχικά  xj =  0 και στη συνέχεια xj = 1. Αν Lj και Uj είναι οι αντίστοιχες τιµές της 

αντικειµενικής συνάρτησης, τότε η µεταβλητή διακλάδωσης επιλέγεται βάσει του 

καλύτερα σταθµισµένου αθροίσµατος αυτών των αντικειµενικών τιµών (Lj + Uj). 

α

η στο 

χαλαρωµένο πρόβληµα ενός κόµβου του δέντρου branch-and-bound. Συνήθεις 

έ

όριο 

k

Έστω xj οι µη-ακέραιες δυαδικές τιµές στο χαλαρωµένο πρόβληµα ΓΠ που 

βρίσκονται πιο κοντά στην τιµή 0.5. Για κάθε µία από τις µεταβλητές αυτές 

εκτελείται ένας αριθµός επαναλήψεων της δυικής µεθόδου

7.3.2 ∆ιαίρεση προβλήµατος 

Όταν εφαρµόζεται χαλάρωση γραµµικού προγρ µµατισµού, η διαίρεση του 

προβλήµατος γίνεται µέσω της προσθήκης γραµµικών περιορισµών. Τυπικά, 

δύο νέοι κόµβοι δηµιουργούνται σε κάθε διαίρεση. Έστω x0 µία βέλτιστη λύσ

τακτικές διαίρεσης περιλαµβάνουν: 

∆ιχοτόµηση µεταβλητής 

Αν η xj0 είναι κλασµατική, τότε δηµιουργούνται δύο κόµβοι, ο νας µε το απλό 

 0jj xx ≤  και ο άλλος µε το όριο  0jj xx ≥  όπου  0jx  και  0jx  είναι οι τιµές 
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πατώµατος και οροφής αντίστοιχα. Ειδικότερα, αν η xj είναι περιορισµένη στο να 

λαµβάνει δυαδικές τιµές, τότε η διακλάδωση έγκειται στον καθορισµό xj=0 και 

xj=1, αντίστοιχα. Ένα πλεονέκτηµα των απλών ορίων είναι διατηρούν το µέγεθος 

της βάσης µεταξύ των κόµβων του δέντρου branch-and-bound, αφού η 

και οι µεταβλητές x0i, i ∈ Q είναι κλασµατικές, κάποιος µπορεί να διαιρέσει το 

ο τρόπο, ώστε: 

µέθοδος Simplex µπορεί να χειριστεί άνω και κάτω όρια χωρίς την υποχρεωτική 

µεγέθυνση των διαστάσεων της βάσης. 

∆ιχοτόµηση γενικευµένου άνω ορίου (GUB Dichotomy) 

Αν ο παρακάτω περιορισµός είναι παρών στο αρχικό πρόγραµµα µικτών 

ακεραίων, 

1x j =∑  
Qj∈

Q=Q1 ∪ Q2 κατά τέτοι

∑ 0jx  ≅ ∑ 0jx  
∈ 1Qj ∈ 2Qj

Τότε τα δύο κλαδιά µπορούν να σχηµατιστούν θέτοντας: 

0x
1Qj

j =∑
∈

 και 0x
2Qj

j =∑
∈

7.3.3 Επιλογή κόµβου 

ν προβληµάτων, κάποιος πρέπει να αποφασίσει 

 εφαρµοζόµενες προσεγγίσεις: 

 

 

αντίστοιχα. 

∆εδοµένης µίας λίστας ενεργώ

ποιο υπο-πρόβληµα πρέπει να επιλεγεί για συνέχιση της εξερεύνησης. Η επιλογή 

αυτή θα επηρεάσει και τη δυνατότητα βελτίωσης της εκάστοτε βέλτιστης λύσης 

ΓΠ, την πιθανότητα τερµατισµού της εξερεύνησης σε έναν κόµβο και το συνολικό 

αριθµό προβληµάτων που πρέπει να λυθούν µέχρι να βρεθεί το βέλτιστο. 

Παρακάτω παρουσιάζονται οι πλέον
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Αναζήτηση σε βάθος µε οπισθοχώρηση 

Επιλογή ενός παιδιού του προηγούµενου κόµβου ως επόµενο κόµβο. Αν ο 

κόµβος αποκοπεί επιλέγεται το άλλο παιδί. Αν και αυτός ο κόµβος «κλαδευτεί», 

τότε επιλέγεται ο πιο πρόσφατα δηµιουργηµένος ανεξερεύνητος κόµβος, ο 

οποίος θα είναι το άλλο παιδί του τελευταίου επιτυχηµένου κόµβου. 

Καλύτερο όριο 

ται αυτός που έχει την 

εται ο 

τη µικρότερη αντικειµενική τιµή. Η λογική είναι ότι, αφού οι κόµβοι 

µπορούν να «κλαδευτούν» µόνο όταν η αντικειµενική τιµή είναι µεγαλύτερη της 

εκάστοτε βέλτιστης αντικειµενικής τιµής, ο κόµβος µε τη µικρότερη τιµή της 

αντικειµενικής συνάρτησης του προβλήµατος ΓΠ δεν µπορεί να κλαδευτεί. Αυτό 

 δεν 

ν ελάχιστη τιµή. 

Άθροισµα ακέραιων ανεφικτοτήτων 

Το άθροισµα των ανεφικτοτήτων σε έναν κόµβο υπολογίζεται ως εξής:  

Επιλέγεται ο κόµβος που έχει είτε το µεγαλύτερο ή το µικρότερο άθροισµα 

εφικτοτήτων. 

ήση ψευδο-κοστών 

Η τεχνική αυτή πρώτο-χρησιµοποιήθηκε µαζί µε τη τεχνική των ψευδο-κοστών για 

την επιλογή της µεταβλητής διακλάδωσης. Τα ξεχωριστά ψευδο-κόστη µπορούν 

να χρησιµοποιηθούν για την εκτίµηση της αντικειµενικής τιµής µε ακέραιες τιµές 

µεταβλητών, που µπορεί να προκύψει από τον κόµβο k: 

όπου zk είναι η τιµή του χαλαρωµένου προβλήµατος ΓΠ στον κόµβο k. Ο κόµβος 

µε την καλύτερη εκτίµηση επιλέγεται ως ο επόµενος κόµβος προς εξερεύνηση. 

 

Μεταξύ όλων των ανεξερεύνητων κόµβων, επιλέγε

καλύτερη αντικειµενική τιµή. Στην περίπτωση της ελαχιστοποίησης, επιλέγ

κόµβος µε 

ισχύει επειδή η καλύτερη αντικειµενική τιµή που αντιστοιχεί σε ακέραια λύση

µπορεί να είναι µικρότερη από αυτή τη

∑ −=
j

jj )f1,fmin(S
 

ακέραιων αν

Καλύτερη εκτίµηση µε χρ

[ ])f1(U,fDminz iiii
i

kk −−= ∑ε
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Καλύτερη εκτίµηση µε χρήση ψευδο-τιµών 

λή 

ό

αντικειµενικής συνάρτησης και ένα µέτρο της ακέραιης ανεφικτότητας. Πιο 

συγκεκριµένα, η προβολή p  που σχετίζεται µε τον κόµβο k ορίζεται ως: 

Οι ψευδο-τιµές µπορούν επίσης να χρησιµοποιηθούν για την εύρεση µίας 

εκτίµησης της προκύπτουσας από έναν κόµβο αντικειµενικής τιµής µε ακέραιες 

τιµές µεταβλητών, οπότε ο κόµβος µε την καλύτερη εκτίµηση επιλέγεται ως 

επόµενος κόµβος. 

Καλύτερη προβο

Μεταξύ λων των ανεξερεύνητων κόµβων, γίνεται επιλογή αυτού που έχει την 

καλύτερη προβολή. Η προβολή είναι µία εκτίµηση της τιµής της αντικειµενικής 

συνάρτησης που σχετίζεται µε µία ακέραιη λύση που προκύπτει από την 

εξερεύνηση του υπο-δέντρου που ξεκινά από τον εν λόγω κόµβο. 

Ο υπολογισµός της προβολής λαµβάνει υπόψη την εκάστοτε τιµή της 

k

0

ip0k
k s

)zz(s −
−k zp =

 

0z  όπου είναι η αντικειµενική τιµή του προβλήµατος ΓΠ στην ρίζα του δέντρου και 

sk είναι το άθροισµα των ακέραιων ανεφικτοτήτων στον κόµβο k. Η προβολή 

είναι η στάθµιση µεταξύ της αντικειµενικής συν ρτησης και του αθροίσµατος 

Ο συντελεστής βαρύτητας 

ά

των ανεφικτοτήτων.  

0ip0 s)zz( =−  αντιστοιχεί στην κλίση της γραµµής που 

παρέχει την βέλτιστη ακέραιη λύση. συνδέει τον κόµβο 0 και τον κόµβο που 

Μπορεί να θεωρηθεί ως το κόστος της αποµάκρυνσης µίας µονάδας 

ανεφικτότητας. Αν nk είναι ο αριθµός των ακέραιων ανεφικτοτήτων στον κόµβο 

k, µία πιο γενική εξίσωση προβολής είναι η: 

0

ip0k
kk w

)zz(w
zp

−
−=  

όπου µ ∈ [0, 1] και wk = µnk+(1-µ)sk. 
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7.4 Σύγχρονες τεχνικές για την βελτίωση της απόδοσης του 

ού ακέραιου προγραµµατισµού, σύγχρονα προγράµµατα 

επίλυσης παρέχουν ειδικές διαδικασίες που αποσκοπούν στην ελαχιστοποίηση 

χρόνου και στην απλοποίηση της διαδικασίας επίλυσης. 

ές, οι οποίες  

περιγράφονται στις επόµενες παραγράφους προσεγγίζουν το στόχο υπό 

διαφορετικές γωνίες. Κάποιες στοχεύουν στη βελτίωση της αναπαράστασης του 

προβλήµατος ενώ άλλες χρησιµοποιούν µεθόδους από το πεδίο της 

στοχαστικής βελτιστοποίησης. 

7.4.1 Προεπεξεργασία και διερεύνηση 

Οι τεχνικές της προεπεξεργασίας και της διερεύνησης τροποποιούν την 

αναπαράσταση ενός προβλήµατος µικτού ακέραιου προγραµµατισµού 

επεµβαίνοντας στην περιοχή εφικτότητας και τους περιορισµούς, αφήνοντας 

άθικτο το σύνολο των εφικτών λύσεων του αρχικού προβλήµατος. Με τον τρόπο 

αυτό είναι δυνατή η µείωση της διαφοράς µεταξύ των λύσεων του χαλαρωµένου 

κέραιων λύσ

π

Αυτές οι βασικές τεχνικές αποσκοπούν στην βελτίωση της αναπαράστασης ενός 

προβλήµατος ΜΑΠ, αναλύοντας µε τη σειρά κάθε ανισότητα του συστήµατος 

ανισοτήτων που ορίζουν την περιοχή εφικτότητας, προσπαθώντας να 

διαπιστώσουν αν µία ανισότητα ωθεί την περιοχή εφικτότητας να είναι άδεια, αν 

µία ανισότητα είναι περιττή, αν µία ανισότητα µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τη 

βελτίωση των ορίων των µεταβλητών, αν η ανισότητα µπορεί να ενισχυθεί 

οποποιώντας τους συντελεστές της ή να χρησιµοποιηθεί για την ανάθεση 

σταθερών τιµών στις δυαδικές µεταβλητές. 

αλγορίθµου branch-and-bound 

Στην προσπάθεια να εξασφαλιστούν υψηλές επιδόσεις κατά την επίλυση 

προβληµάτων µικτ

του υπολογιστικού 

Καθώς το µέγεθος και η πολυπλοκότητα των προβληµάτων βελτιστοποίησης 

αυξάνεται, αυτά τα χαρακτηριστικά γίνονται ολοένα και πιο απαραίτητα, όχι 

µόνο για τη βελτίωση της απόδοσης αλλά και για την εξασφάλιση ότι τα 

προβλήµατα θα φτάσουν σε µία λύση. Οι διαδικασίες αυτ

προβλήµατος ΓΠ και των α εων, µια λειτουργία απαραίτητη για τον 

αλγόριθµο branch-and-bound. 

7.4.1.1 Βασικές τεχνικές ροεπεξεργασίας και διερεύνησης 

τρ
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Μέχρι το τέλος της αρούσας νότητας, θα χρησιµοποιηθεί ο ακόλουθος τύπος 

ρισµού για προβλήµατα ΜΑΠ: 

π ε

περιο

Προτού εφαρµοστούν οι τεχνικές προεπεξεργασίας και διερεύνησης, το 

πρόβληµα µικτού ακέραιου προγραµµατισµού ανακατασκευάζεται σε µία πιο 

συγκεντρωµένη µορφή όπου: 

ές (µηδενικές) γραµµές και στήλες 

 είναι ανάλογες µε µία άλλη γραµµή, 

 

  

bygygxaxa jjjjjjjj ≤−+− ∑∑∑∑
−+−

 

όπου B = B- ∪ B+ είναι το σύνολο των δυαδικών µεταβλητών, C = C- ∪ C+ είναι το 

σύνολο των πραγµατικών και ακεραίων µεταβλητών, και aj > 0, j ∈ B και gj > 0, 

j∈C. Πρέπει να σηµειωθεί ότι δεν γίνεται διάκριση µεταξύ πραγµατικών και 

ακεραίων µεταβλητών. Επιπροσθέτως, θεωρείται ότι τα άνω και κάτω όρια των 

ακεραίων και πραγµατικών µεταβλητών παριστάνονται µε lj και uj. 

� αφαιρούνται όλες οι κεν

CjCjBjBj + ∈∈∈∈

� αφαιρούνται οι γραµµές που

συµπεριλαµβανοµένων και ζευγών γραµµών των οποίων η υποστήριξη 

της µίας είναι υποσύνολο της υποστήριξης της άλλης.

Βασικές τεχνικές προεπεξεργασίας 

Αναγνώριση ανεφικτότητας 

Έστω ότι οι περιορισµοί δίνονται στην ακόλουθη µορφή: 

bygygxaxa jjjjjjjj ≤−+− ∑∑∑∑
CjCjBjBj −+−+ ∈∈∈∈  

Χρησιµοποιώντας τα όρια της κάθε µεταβλητής είναι δυνατός ο υπολογισµός 

της ελάχιστης τιµής της LHS (Left Hand Side - Αριστερής Πλευράς) του 

περιορισµού

( )








−+−= ∑∑∑∑
−+−+

jjjjjjjjmin ygygxaxaminLHS

. 

Π.χ. 









∈∈∈∈ CjCjBjBj  
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Αντικαθιστώντας τις δυαδικές, πραγµατικές και ακέραιες µεταβλητές µε τις 

µέγιστες και ελάχιστες τιµές τους, ανάλογα µε τον τρόπο µε τον οποίο 

εµφανίζονται στην έκφραση του περιορισµού, λαµβάνεται: 

∆υαδικές µεταβλητές µε θετικό πρόσηµο: x  = 0, j ∈ B+ 

εταβλητές µε αρνητικό πρόσηµο:   yj = uj, j ∈ B- 

Αν πλευρά), η 

ανεφικτότητα του προβλήµατος είναι προφανής. 

Αναγν

( ) ∑∑∑
−+−

−+−= jjjjjmin uglgaLHS
∈∈∈ CjCjBj  

Οι αντικαταστάσεις που έλαβαν χώρα είναι: 

j

∆υαδικές µεταβλητές µε αρνητικό πρόσηµο: xj = 1, j ∈ B- 

Πραγµατικές και ακέραιες µεταβλητές µε θετικό πρόσηµο:      yj = lj, j ∈ B+ 

Πραγµατικές και ακέραιες µ

αποδειχθεί ότι (LHS)min > RHS (Right Hand Side – ∆εξιά 

ώριση περίσσειας 

ας τις µεταβλητές στα όρια τους είναι δυνατό να υποΩθώντ λογιστεί η µέγιστη 

τιµή της τιµής της LHS του περιορισµού: 

Π.χ. 

 

Αντικαθιστώντας τις δυαδικές, πραγµατικές και ακέραιες µεταβλητές µε τις 

Οι αντικαταστάσεις που πραγµατοποιήθηκαν είναι: 

∆υαδικές µεταβλητές µε θετικό πρόσηµο: xj = 1, j ∈ B+ 

∆υαδικές µεταβλητές µε αρνητικό πρόσηµο: xj = 0, j ∈ B- 

( )  −+−= ∑∑∑ ygxaxamaxLHS







 ∑

−+−+ ∈∈∈∈ Cj
jj

Cj
jj

Bj
jj

Bj
jjmax yg

µέγιστες και ελάχιστες τιµές τους, ανάλογα µε το πρόσηµο µε το οποίο 

εµφανίζονται στον περιορισµό, λαµβάνεται: 

( ) ∑∑∑
−+= ∈∈∈

−+=
Cj

jj
Cj

jj
Bj

jmax lgugaLHS
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Πραγµατικές και ακέραιες µεταβλητές µε θετικό πρόσηµο:      yj = uj, j ∈ B+ 

Πραγµατικές και ακέραιες µεταβλητές µε αρνητικό πρόσηµο:   yj = lj, j ∈ B- 

Αν βρεθεί ότι (LHS)max < RHS, γίνεται προφανές ότι ο εν λόγω περιορισµός είναι 

περιττός, δηλαδή δεν προσφέρει καµία δέσµευση στις µεταβλητές του 

προβλήµατος. 

Αναγνώριση περιθωρίου βελτίωσης ορίων 

Αφού αποδειχτεί ότι ο δοσµένος περιορισµός είναι έγκυρος (εφικτότητα), µπορεί 

να β χούς) µπορούν να 

βελτιωθούν (χαµηλότερα άνω όρια και υψηλότερα κάτω όρια), δίνοντας έτσι ένα 

πιο τας 

ανώ

, ετ µ

 αν: 

του LHS έχοντας αντικαταστήσει τη 

συγκεκριµένη µεταβλητή µε το ανώτατο όριο της, παραβιάζεται ο περιορισµός 

 RHS). 

Παροµοίως, για µία µεταβλητή που εµφανίζεται µε αρνητικό πρόσηµο στον 

περιορισµό, η συνθήκη που υπαγορεύει την βελτίωση του κάτω ορίου είναι: 

Βασικές τεχνικές διερεύνησης 

Οι τεχνικές διερεύνησης έγκεινται στην αναζήτηση λογικών συνδέσεων µεταξύ 

µεταβλητών, ήτοι θέτοντας µία δυαδική µεταβλητή σε ένα  τα όρια της (0 ή 1) 

ουσιαστικά γίνεται µε την 

προσθήκη του περιορισµού xk = 0 ή xk = 1 στο σύνολο των περιορισµών του 

προβ  προεπεξεργασίας. Οι 

ενέρ

ρεθεί αν τα όρια µίας µεταβλητής (ακέραιας ή συνε

στενό πεδίο τιµών για κάθε µεταβλητή και κατά συνέπεια αποφεύγον

φελους υπολογισµούς. 

Για παράδειγµα  για µία µ αβλητή που εµφανίζεται στον περιορισ ό µε θετικό 

πρόσηµο, το άνω όριο αυτής µπορεί να βελτιωθεί

buguglga
Cj

jjkk
}k/{Cj

jj
Bj

j >−++ ∑∑
−+− ∈∈∈

−∑
 

δηλαδή αν κατά τον υπολογισµό 

(LHS >

blgglga jj
}k/{Cj

jj
Cj

jj
Bj

j >−−+− ∑∑
−+− ∈∈∈  

u∑

 από

και διερευνώντας τις λογικές συνέπειες. Αυτό 

λήµατος ΜΑΠ και εφαρµόζοντας τις βασικές τεχνικές

γειες που µπορούν να εκτελεστούν είναι οι ακόλουθες. 
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Σταθεροποίηση µεταβλητών 

Έστω ότι ο δοσµένος περιορισµός είναι της µορφής: 

ροσθήκη του περιορισµού xk = 1 ο παραπάνω περιορισµός 

παραβιαστεί για το ελάχιστο δυνατό LHS, τότε η µεταβλητή xk µπορεί να 

ς, µία δυαδική µεταβλητή xk, που 

Οµοίως, µία δυαδική µεταβλητή xk µπορεί να σταθεροποιηθεί στην τιµή xk = 1 αν: 

Βελτίωση συντελεστών

bygygxaxa jjjjjjjj ≤−+− ∑∑∑∑
−+−+ ∈∈∈∈

Αν κατά την π

CjCjBjBj  

σταθεροποιηθεί στην τιµή xk = 1. Συνεπώ

εµφανίζεται στον περιορισµό µε θετικό πρόσηµο, µπορεί να σταθεροποιηθεί στο 

0 αν:  

buglgaa jjjjjk >−+− ∑∑∑
−+− CjCjBj ∈∈∈  

buglga jjjjj >−+− ∑∑∑
CjCj}k/{Bj −+− ∈∈∈  

 

Η ιδέα της περίσσειας µπορεί να χρησιµοποιηθεί έτσι ώστε να αναγνωριστεί ένα 

πιθανό περιθώριο βελτίωσης των συντελεστών που εµφανίζονται σε έναν 

περιορισµό. Για παράδειγµα ο συντελεστής ak της δυαδικής µεταβλητής xk (k ∈ 

C+) µπορεί να µειωθεί αν η µέγιστη LHS, υπολογισµένη χρησιµοποιώντας την 

 

 συντελεστών µπορεί να γίνει αντιληπτό µε την ίδια 

τεχνική.  

ν

ατος. 

ελάχιστη τιµή για την xk (xk = 0), είναι µικρότερη της RHS. Αυτό υπαγορεύει επίσης 

ότι η τιµή του RHS µπορεί να µειωθεί. 

blguga
Cj

jj
Cj

jj
}k/{Bj
j <−+ ∑∑∑

−++ ∈∈∈

Το περιθώριο µεγέθυνσης των

Προφανώς, όλες οι παραπάνω δοκιµές µπορούν να εκτελεστούν σε σταθερό 

χρό ο, αφού προηγηθεί ο υπολογισµός των (LHS)min and (LHS)max. Κατά 

συνέπεια, η εφαρµογή των βασικών τεχνικών προεπεξεργασίας και διερεύνησης 

σε όλες τις ανισότητες του συστήµατος απαιτεί χρόνο O(n), όπου n είναι ο 

συνολικός αριθµός των µη µηδενικών στοιχείων του συστήµ
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7.4.1.2 Προχωρηµένες τεχνικές προεπεξεργασίας και διερεύνησης 

Οι βασικές τεχνικές προεπεξεργασίας και διερεύνησης µπορούν να 

συνδυαστούν, έτσι ώστε να εξαχθούν λογικές συνδέσεις µεταξύ µεταβλητών, 

� Λογικές επαγωγές µεταξύ δυαδικών και συνεχών µεταβλητών 

ανεφικτότητας ή περίσσειας, ήτοι υπολογίζοντας τις ελάχιστες και µέγιστες 

LHS και συγκρίνοντας µε την RHS του περιορισµού, µπορεί να 

αναγνωριστεί η ενδεχόµενη βελτίωση των συνεχών µεταβλητών 

διερευνώντας σε διάφορες δυαδικές µεταβλητές. 

Για παράδειγµα αν: 

(LHS)2 < RHS < (LHS)1 , 

διερευνώντας πάνω στη µεταβλητή xk (xk = 1) τότε το ανώτατο όριο και 

το κατώτατο όριο της ym µπορούν να βελτιωθούν. 

ν περίπτωση που η διαδικασία διερεύνησης καταλήξει στη 

σταθεροποίηση της µεταβλητής ym, τότε έχει προκύψει η λογική επαγωγή 

� Λογικές επαγωγές µεταξύ δυαδικών µεταβλητών 

Λογικές επαγωγές 

 

αναφερόµενες ως λογικές επαγωγές. 

Ακολουθώντας την ίδια στρατηγική όπως για την αναγνώριση 

όπου 

( ) mm
Cj

jj
}m/{Cj

jj
Bj

jj
Bj

jj1 ygygygxaxaminLHS +












−+= ∑∑∑∑
∈∈∈∈  

και 

( ) xamaxLHS 



−= ∑∑


−

−+−+

mm
}m/{Cj

jj
Cj

jj
Bj

jj
Bj

jj2 ygygygxa −







−+ ∑∑

−+−+ ∈∈∈∈  

, 

Στη

fixemk . dyy1x =⇒=
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Οµοίως, ελέγχοντας για ανεφικτότητα ή περίσσεια ενός περιορισµού 

νώνται δύο δυαδικές µεταβλητές, µπορούν να προκύψουν 

λογικές επαγωγές µεταξύ των δύο αυτών µεταβλητών. Για παράδειγµα, αν 

ά  

τα) 

τότε διαµορφώνονται οι ακόλουθες λογικές επαγωγές: 

Με π αγωγές µπορούν να 

αναγνωριστούν: 

Οι λογικές επαγωγές που προκύπτουν από τον συνδυασµό των τεχνικών 

προεπεξεργασίας και διερεύνησης, µπορούν να χρησιµοποιηθούν για το 

σκανδ

διερεύν ορούν να προκύψουν 

ανισότητες µεταξύ δυαδικών µεταβλητών (clique inequalities) ή µεταξύ δυαδικών 

και συ  µ (i )

7.4.2 Μέθοδοι επιφανειακών τοµών (Cutting Planes) 

Οι µέθοδοι επιφανειακών τοµών επικεντρώνονται στην βελτίωση της 

χαλαρωµ γίσει όσο το δυνατόν 

περισσότερο το πρόβληµα µικτού ακέραιου προγραµµατισµού. Η χρήση 

επιφανειακών τοµών παράλληλα µε τον αλγόριθµο branch-and-bound έχει γίνει 

ενόσω διερευ

µε η αν θεση xk = xm = 1 οδηγήσει σε

( ) xaxaminLHS  +−= ∑∑∑ RHSygyg
Cj

jj
Cj

jj
Bj

jj
Bj

jj1 >







 − ∑

−+−+ ∈∈∈∈    (ανεφικτότη

0x1x mk =⇒=  

0x1x =⇒=  

αρόµοιο τρόπο, οι ακόλουθες λογικές επ

km

0x0x mk =⇒=  

0x0x km =⇒=  

1x0x mk =⇒=  

1x0x km =⇒=  

1x1x mk =⇒=  

1x1x km =⇒=  

αλισµό άλλων λογικών επαγωγών, µία τεχνική που εµπλουτισµένη 

ηση. Από τον συνδυασµό λογικών επαγωγών µπ

νεχών εταβλητών mplication inequalities . 

ένης εκδοχής του προβλήµατος, ώστε να προσεγ
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τόσο 

«branc

έγκειτα

της πε  ΓΠ, αφήνοντας όµως το σύνολο 

των εφικτών λύσεων του αυθεντικού προβλήµατος ΜΑΠ άθικτο. Αυτοί οι 

περιορισµοί ονοµάζονται επιφανειακές τοµές. Ο αλγόριθµος branch-and-cut 

αναζητά για έναν περιορισµό, ο οποίος να παραβιάζεται ε µη-

ακέραιας µορφής λύση του προβλήµατος ΓΠ, αλλά δεν παραβιάζεται από τη 

βέλτιστη ακέραιας µορφής λύση του αυθεντικού προβλήµατος. Όταν ο 

παραπάνω περιορισµός προστεθεί στο πρόβληµα ΓΠ, η προκείµενη λύση 

καθίσταται άκυρη και εποµένως ο αλγόριθµος θα παράγει µια νέα λύση 

(βέλτιστη στο ΓΠ) που προφανώς θα προσφέρει και ένα καλύτερο κατώτατο 

.

Οι επιφανειακές τοµές προστίθενται µε επαναληπτικό τρόπο µέχρις ότου βρεθεί 

µία λύση ακέραιας µορφής ή µέχρι το σηµείο που η εύρεση της επόµενης 

επιφανειακής τοµής αποβεί αδύνατη ή χρονοβόρα. Αντίθετα µε την branch-and-

cut, η µέθοδος cut-and-branch προσθέτει επιφανειακές τοµές µόνο στη ρίζα 

του δέντρου αναζήτησης. Συνήθως, σε εφαρµογές αυτής της µεθόδου χρειάζεται 

ιδιαίτερα µεγάλη προσπάθεια για την παραγωγή επιφανειακών τοµών, 

απαιτώντας πολύ περισσότερο χρόνο σε σχέση µε την επίλυση του 

προβλήµατος ΓΠ στη ρίζα του δέντρου. Το λεονέκτηµα όµως είναι ότι οι 

επιφανειακές τοµές που παράγονται είναι  για όλο το δέντρο 

αναζήτησης. Η µέθοδος cut-and-branch είναι µία εξαιρετική µέθοδος για πολλά 

γενικά προβλήµατα ακέραιου προγραµµατισµού, αλλά υστερεί της ισχύος του 

αλγόριθµου branch-and-cut για µερικά δύσκολα προβλήµατα.  

ευρεία, που στις περισσότερες των περιπτώσεων χρησιµοποιείται ο όρος 

h-and-cut». Η βελτίωση που επιφέρεται στο χαλαρωµένο πρόβληµα ΓΠ 

ι στην κατασκευή και προσθήκη περιορισµών που µειώνουν το µέγεθος 

ριοχής εφικτότητας του προβλήµατος

 από την εκάστοτ

όριο  

 

π

έγκυρες

Παρακάτω περιγράφεται ο αλγόριθµος branch-and-cut και παρουσιάζονται οι 

πλέον σηµαντικές µέθοδοι κατασκευής επιφανειακών τοµών. 
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Μέθοδος branch-and-cut 

Επίλυση του χαλαρωµένου προβλήµατος ΓΠ. 

Βήµα 2  

Αν η λύση του προβλήµατος ΓΠ είναι εφικτή λύση του προβλήµατος ΜΑΠ τότε 

Βήµα 3 

Βήµα 1  

γίνεται τερµατισµός µε βέλτιστα αποτελέσµατα. 

Αλλιώτικα, είτε πραγµατοποιείται διακλάδωση ή αναζητούνται µία ή 

περισσότερες επιφανειακές τοµές που αποκόπτουν τη βέλτιστη λύση που 

προέκυψε από το χαλαρωµένο πρόβληµα ΓΠ, από το κυρτό σύνολο των εφικτών 

Βήµα 4 

ακέραιων σηµείων, προσθέτοντας ένα υποσύνολο περιορισµών στο πρόβληµα 

ΓΠ. 

Επιστροφή στο πρώτο βήµα. 

x1

Περιοχή

ιφανειακή τοµή

x2

εφικτότητας

επ

Περιοχή
εφικτότητας

Γ.Π.

 

Σχήµα 7.3 – Μία επιφανειακή τοµή 

 

 

προβλήµατος
Μ.Α.Π. προβλήµατος
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Συνήθεις µέθοδοι κατασκευής επιφανειακών τοµών 

νικές και εύκολες στην υλοποίηση τους επιφανειακές τοµές είναι οι τοµές 

µικτών ακεραίων Gomory, που συνδυάζουν δύο ευνοϊκά χαρακτηριστικά: 

ς διάζευξης, οι τοµές Gomory 

διατηρούν κάτι από την αποτελεσµατικότητα της διακλάδωσης (branching) 

χωρίς όµως να επιβαρύνουν το δέντρο αναζήτησης µε πρόσθετους κόµβους. Οι 

τη απαίτηση κάποιες από τις 

µεταβλητές που εµπλέκονται στις εν λόγω ανισότητες να είναι ακέραιες.  

Ένας άλλος ευρέως διαδεδοµένος τύπος επιφανειακών τοµών είναι οι τοµές 

s . τ

 µ

ισότητες επικάλυψης (cover cuts) λαµβάνονται από τους περιορισµούς 

που εµπλέκουν µόνο δυαδικές µεταβλητές µε µη µοναδιαίους συντελεστές. Για 

ριορισµό τύπου knapsack µία τοµή επικάλυψης αποτελείται από ένα 

που εµπλέκονται στον περιορισµό, τέτοιο ώστε αν 

όλες οι µεταβλητές λάµβαναν την τιµή 1 ο περιορισµός θα παραβιαζόταν, αλλά 

αν µία από τις µεταβλητές αυτές αποκλειόταν ο περιορισµός θα παρέµενε 

έγκυρος.  

Οι τοµές GUB (Generalized Upper Bound – Γενικευµένου Ανωτάτου Ορίου) 

αποτελούν επέκταση των τοµών knapsack και εκµεταλλεύονται την ύπαρξη 

περιορισµών γενικευµένου ανωτάτου ορίου (∑ jeC xj ≤ 1). Αν οι µεταβλητές που 

εµπλέκονται σε έναν περιορισµό GUB είναι επίσης µέλη ενός περιορισµού τύπου 

knapsack, τότε η επιφανειακή τοµή µπορεί να επιλεχθεί λαµβάνοντας υπόψη ότι 

µόνο µία εκ των µεταβλητών αυτών µπορεί να λαµβάνει την τιµή 1 σε µία λύση. 

Στην περίπτωση αυτή η επιφανειακή τοµή GUB είναι πιο ισχυρή από τις κοινές 

τοµές.  

Οι ανισότητες «κλίκας» πό την εκκίνηση της 

βελτιστοποίησης παρατηρώντας τις σχέσεις µεταξύ δυαδικών µεταβλητών. Οι 

σχέσεις αυτές παρέχονται από τους µούς που εµπεριέχουν µόνο 

δυαδικές µεταβλητές του αρχικού προβλήµατος ΜΑΠ.  

Οι πιο γε

στρογγυλοποίηση και διάζευξη. Μέσω τη

τοµές µικτών ακεραίων Gomory λαµβάνονται συνδυάζοντας τις ανισότητες του 

χαλαρωµένου προβλήµατος ΓΠ, µε πρόσθε

τύπου knap ack Η ιδέα είναι η εύρεση ισχυρών επιφανειακών τοµών από ο 

πρόβληµα του γυλιού (knapsack) και η προσθήκη τους στο χαλαρω ένο 

πρόβληµα ΓΠ ως επιφανειακές τοµές.  

Οι αν

έναν πε

υποσύνολο των µεταβλητών 

κατασκευάζονται πριν α

περιορισ
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Τέλος, µία µέθοδος που µπορεί να εφαρµοστεί µόνο σε προβλήµατα 0/1 ΜΑΠ 

τ η

α

ογιστική δαπάνη για την αναζήτηση 

επιφανειακών τοµών µπορεί να αποδειχθεί απαγορευτική. Συνεπώς, είναι 

Ανύψωση επιφανειακών τοµών 

Μία επιφανειακή τοµή που προστίθεται σε έναν κόµβο του δέντρου branch-and-

δεν είναι απαραίτητο να προστεθεί η ίδια επιφανειακή τοµή σε άλλον κόµβο και 

στην προκειµένη περίπτωση η τοµή ονοµάζεται τοπική επιφανειακή τοµή. Η εν 

λόγω τοµή θα επηρεάζει µόνο το συγκεκριµένο υπο-πρόβληµα και τους 

ενδεχόµενα αυξηµένη απαίτηση µνήµης για την αποθήκευση των διαφορετικών 

εκδοχών του προβλήµατος για κάθε κόµβο του δέντρου. Για το σκοπό της 

 α  τ ε

µ

σης. 

είναι η κατασκευή και τοµών lift & project (ανύψωση και προβολή). Η 

συλλογιστική αυτής της µεθόδου είναι η κατασκευή επιφανειακών τοµών για ένα 

πρόβληµα ΜΑΠ µεγαλύτερων διαστάσεων από ο δοσµένο και  προβολή τους 

στον αρχικό χώρο, που έχει ως αποτέλεσµα τη δηµιουργία πιο συµπαγών 

εκφράσεων. Λόγω της επιβάρυνσης σε υπολογιστικό χρόνο, η κατασκευή 

επιφανειακών τοµών αυτού του τύπου περιορίζεται στον κόµβο-ρίζα του δέντρου 

αναζήτησης. Εντούτοις, οι τοµές υτές µπορεί να αποδειχθούν πολύ 

αποτελεσµατικές.  

Οι παραπάνω µέθοδοι κατασκευής επιφανειακών τοµών δεν είναι συνήθως 

αρκετά ισχυρές για την επίλυση ενός προβλήµατος ΜΑΠ από µόνες τους, και για 

το λόγο αυτό είναι πιο αποτελεσµατικές όταν εφαρµόζονται σε αλγόριθµους 

branch-and-cut για ΜΑΠ. Η υπολ

σύνηθες να αναζητούνται επιφανειακές τοµές µόνο σε ορισµένους κόµβους του 

δέντρου. Μία εναλλακτική προσέγγιση αφορά την αναζήτηση επιφανειακών 

τοµών σε κάθε κόµβο του δέντρου αλλά έως ένα συγκεκριµένο βάθος. Σε µερικές 

υλοποιήσεις εφαρµόζεται ένας συγκεκριµένος αριθµός αναζητήσεων 

επιφανειακών τοµών σε έναν κόµβο, µε ίσως περισσότερες αναζητήσεις στον 

κόµβο-ρίζα και λιγότερες σε χαµηλότερους κόµβους του δέντρου. 

bound µπορεί κάλλιστα να είναι άκυρη για ένα άλλο υπο-πρόβληµα. Φυσικά, 

«απογόνους» αυτού. Το µειονέκτηµα µίας προσέγγισης σαν αυτή είναι η 

εύρεσης µίας επιφανειακής τοµής που να είν ι έγκυρη για όλο ο δέντρο, ίναι 

απαραίτητο να ανυψωθεί. Η ανύψωση µίας επιφανειακή τοµής έγκειται στη 

διαµόρφωση του περιορισ ού που εκφράζει την τοµή, έτσι ώστε να είναι 

έγκυρος για όλους τους κόµβους του δέντρου αναζήτη
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7.4.3 Σταθεροποίηση µειωµένου κόστους 

Το µέγεθος του δέντρου branch-and-bound µπορεί να µειωθεί σηµαντικά 

εφαρµόζοντας σταθεροποίηση µειωµένου κόστους (reduced cost fixing) στον 

κόµβο-ρίζα, ως αποτέλεσµα της σταθεροποίησης και κατά συνέπεια  της 

αφαίρεσης από τη διαδικασία επίλυσης, ορισµένων µη-βασικών µεταβλητών. Οι 

µεταβλητές αυτές θα λαµβάνουν εγγυηµένα τις σταθερές αυτές τιµές σε µία 

βέλτιστη λύση στο πρόβληµα ΜΑΠ, αν τα µειωµένα κόστη τους είναι αρκετά 

µεγάλα. Στην σταθεροποίη η ειωµένου κόστους, µία µη-βασική µεταβλητή x  ( l  

≤ x  ≤ u ) µπορεί να

σ µ k k

k k  σταθεροποιηθεί στο ανώτατο ή κατώτατο όριο της αν: 

τ η λ

 

ρεση ακέραια 

εφικτών λύσεων είχε ως αποτέλεσµα τη χρήση τους παράλληλα µε το βασικό 

αλγόριθµο ΜΑΠ, branch-and-bound. Η δυνατότητα εύρεσης εφικτών ακέραιων 

µ

kkkIPLP lxczz =⇒−≤−  

kkkIPLP uxczz =⇒≤−  

όπου zLP είναι η αντικειµενική ιµή που αντιστοιχεί στ  βέ τιστη λύση του 

χαλαρωµένου προβλήµατος ΓΠ, zIP είναι η αντικειµενική τιµή που αντιστοιχεί σε 

µία εφικτή λύση του αρχικού προβλήµατος ΜΑΠ και ck είναι το µειωµένο κόστος 

της µη-βασικής µεταβλητής xk. 

7.4.4 Στοχαστικές διαδικασίες  

Παρότι οι στοχαστικές µέθοδοι (heuristics) έχουν ευρύτερη εφαρµογή σε µη-

γραµµικά προβλήµατα, η ευεργετική επίδραση τους στην ταχεία εύ

λύσεων γρήγορα είναι σηµαντικό θέµα, αφού αυτές οι λύσεις µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν ως ανώτατα όρια στη µέθοδο branch-and-bound, 

µειώνοντας µε αυτόν τον τρόπο το µέγεθος του δέντρου αναζήτησης. Έµµεσα, η 

χρήση των ακέραια εφικτών λύσεων που προκύπτουν από στοχαστικές 

διαδικασίες στη σταθεροποίηση µειω ένου κόστους µπορεί να οδηγήσει σε 

πρόσθετη µείωση του δέντρου branch-and-bound. 

Εν συντοµία, οι κύριοι τύποι στοχαστικών διαδικασιών που εφαρµόζονται 

παράλληλα µε τον αλγόριθµο branch-and-bound είναι: 

Άπληστοι αλγόριθµοι, που εργάζονται επιλέγοντας διαδοχικά µεταβλητές βάσει 

της καλύτερης βελτίωσης στην αντικειµενική τιµή.  
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Τοπική αναζήτηση, που επικεντρώνεται στην αναζήτηση σε µία «γειτονιά» µίας 

στην 

αλληλεπίδραση µεταξύ βασικών και δυϊκών λύσεων (η λύση του δυϊκού ενός 

χαλαρωµένου προβλήµατος ΓΠ µπορεί να χρησιµοποιηθεί για τον εντοπισµό της 

λύσης στο αρχικό χαλαρωµένο πρόβληµα ΓΠ). 

ι meta-heuristics, κατέχουν µηχανισµούς 

αποµάκρυνσης από τα τοπικά βέλτιστα για την αναζήτηση του συνολικού 

 οποίας η αποτελεσµατικότητα είναι πάλι 

ν

α

αρτάται σε µεγάλο βαθµό 

στην δοµή του προβλήµατος και συνεπώς δεν υπάρχει ένας συνδυασµός των 

 

δοσµένης ακέραια εφικτής λύσης για µία εφικτή λύση µε καλύτερη αντικειµενική 

τιµή. 

Τυχαία απαρίθµηση, στην οποία η αναζήτηση εκτελείται µε τυχαίο τρόπο. Στους 

γενετικούς αλγόριθµους, ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα µεθόδου τυχαίας 

απαρίθµησης, η τυχαιότητα µοντελοποιείται βάσει µηχανισµών που συναντώνται 

στη βιολογία. 

Αλγόριθµοι ΓΠ εναλλαγής βασικού – δυϊκού, που βασίζονται 

Όπως αναφέρθηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, ένα από τα πιο ανεπιθύµητα 

χαρακτηριστικά των στοχαστικών µεθόδων είναι η ενδεχόµενη παγίδευση του 

αλγόριθµου σε τοπικό βέλτιστο. Προεκτάσεις των παραπάνω µεθόδων, 

αναφερόµενες ως µέθοδο

βέλτιστου, µία διαδικασία της

περιορισµένη. Παραδείγµατα τέτοιων µεθόδων είναι οι γενετικοί αλγόριθµοι και η 

προσοµοιωµένη ενδυνάµωση (simulated annealing). Μία άλλη κατηγορία 

στοχαστικών µεθόδων είναι οι διαδικασίες primal-heuristics. Αλγόριθµοι αυτού 

του τύπου επικεντρώνονται στην αναζήτηση ενός πιθανού βέλτιστου µε 

διαδοχική σταθεροποίηση και στρογγυλοποίηση µεταβλητών, µεταξύ λύσεων 

που, αν και µη-ακέραια εφικτές, έχου  µία σχετικά καλή αντικειµενική τιµή.  

Στις περισσότερες υλοποιήσεις, εφαρµόζεται έν ς συνδυασµός των παραπάνω 

µεθόδων έτσι ώστε να ληφθούν τα καλύτερα δυνατά αποτελέσµατα. Εντούτοις, η 

αποτελεσµατικότητα µίας στοχαστικής µεθόδου εξ

παραπάνω διαδικασιών που να εφαρµόζεται µε επιτυχία σε όλες τις περιπτώσεις. 
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7.4.5 Επίλυση προχωρηµένης βάσης 

Όταν εφαρµόζεται η γραµµική χαλάρωση εντός του αλγορίθµου branch-and-

bound, είναι σύνηθες να χρησιµοποιείται ένας αλγόριθµος βασισµένος στη 

γ

του αλγόριθµου Simplex για την επίλυση του κόµβου-παιδί µέχρι 

βέλτιστου, και κατά συνέπεια επιταχύνει τη συνολική υπολογιστική διαδικασία. 

κέραιου προγραµµατισµού στο 

πρόβληµα ένταξης µονάδων έχει αποδειχθεί µε το παραπάνω. Ο αλγόριθµος 

branch-and-bound ή branch-and-cut για την ακρίβεια, ενοποιηµένος µε τις 

ειδικές διαδικασίες που περιγράφηκαν στις προηγούµενες ενότητες έχει 

αποδειχθεί ότι ικανοποιεί τα κριτήρια του βέλτιστου και του εφικτού σε 

πολυάριθµες εφαρµογές. Παρόλα αυτά, οι επιδόσεις της µεθόδου επίλυσης 

µπορεί να εµφανίζει αποκλίσεις, ανάλογα µε το συνδυασµό των διαδικασιών 

που εφαρµόζονται κάθε φορά. Είναι δυνατό, µία διαδικασία να απαιτεί εξαιρετικά 

µεγάλο χρόνο χωρίς τελικά να παρέχει χρήσιµα αποτελέσµατα, επιβαρύνοντας 

τη διαδικασία επίλυσης. ∆υστυχώς, αφού κάθε πρόβληµα χαρακτηρίζεται από 

µία µοναδικότητα, βασισµένη στη δοµή του, το µέγεθος του ή ακόµα και στα 

εισαγόµενα δεδοµένα, δεν υπάρχει κάποιος ακριβής κανόνας επιλογής των 

καταλληλότερων συµπληρωµατικών διαδικασιών. Το χαρακτηριστικό της 

µοναδικότητας αντιµετωπίζεται σχεδόν σε όλους τους τύπους προβληµάτων 

Όπως µπορεί να παρατηρηθεί σε βιβλιογραφία σχετική µε το αντικείµενο της 

βελτιστοποίησης, η συνήθης µέθοδος προσδιορισµού της αποτελεσµατικότητας 

ενός συνδυασµού από τις παραπάνω µεθόδους είναι η δοκιµή του σε µία 

βιβλιοθήκη προβληµάτων βελτιστοποίησης ΜΑΠ (MIPLIB) που έχει δηµιουργηθεί 

ια ερευνητικούς και εκπαιδευτικούς σκοπούς, και αναγνώρισης των τύπων των 

προβληµάτων που µπορεί να εφαρµοστεί µε επιτυχία. Κατά συνέπεια, µία 

ρόµοια τακτική πρέπει να χρησιµοποιηθεί και για το πρόβληµα ένταξης 

µονάδων: για κάθε υλοποίηση πρέπει να εκτελεστούν δοκιµές µε διαφορετικούς 

µέθοδο Simplex για την επίλυση κάθε υπο-προβλήµατος, χρησιµοποιώντας έναν 

δυϊκό Simplex αλγόριθµο ια την επανα-βελτιστοποίηση από τη βέλτιστη βάση 

του κόµβου-γονέα. Η τεχνική αυτή έχει αποδειχθεί ότι µειώνει τον αριθµό των 

επαναλήψεων 

7.5 Εφαρµογή στο πρόβληµα ένταξης µονάδων 

Η αποτελεσµατικότητα των µεθόδων µικτού α

βελτιστοποίησης. 

γ

πα
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συνδυασµούς µεθόδων επίλυσης µέχρι να εντοπιστεί ο πλέον αποτελεσµατικός, 

λαµβάνοντας υπόψη ότι η δοµή και το µέγεθος κάθε υλοποίησης παρουσιάζει 

κάποια σχετική σταθερότητα. Αυτό µπορεί να ισχύσει και για τα εισαγόµενα 

δεδοµένα του προβλήµατος ένταξης µονάδων, καθότι έχει δειχθεί ότι τα δεδοµένα 

που σχετίζονται µε τη ζήτηση και την παραγωγή ενέργειας παρουσιάζουν 

κάποια επαναληψιµότητα. 
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Κατασκευή µοντέλου βελτιστοποίησης 

 

Κεφάλαιο 8 

 

 

 

 

 

8.1 Γενικά 

Για την επίλυση ενός προβλήµατος προγραµµατισµού παραγωγής µε 

περιορισµένους πόρους ακολουθείται συνήθως η εξής διαδικασία: ανάλυση του 

σχήµατος παραγωγής, διατύπωση και ορισµός του προβλήµατος 

βελτιστοποίησης, επιλογή της κατάλληλης µεθόδου επίλυσης, και τέλος 

ανάπτυξη και δοκιµή ενός µαθηµατικού µοντέλου βελτιστοποίησης. Μέχρι αυτό 

το σηµείο και για τον τύπο προβλήµατος βελτιστοποίησης που µελετάται στην 

παρούσα εργασία, έχουν καλυφθεί τα τρία πρώτα στάδια: η θερµοδυναµική 

ανάλυση των θερµικών µονάδων συµπαραγωγής, ο ορισµός του προβλήµατος 

ένταξης µονάδων και η επιλογή της µεθόδου επίλυσης του µικτού ακέραιου 

προγραµµατισµού, που εφαρµόζεται σε µη γραµµικά προβλήµατα 

βελτιστοποίησης κατόπιν της εφαρµογής µεθόδων γραµµικοποίησης. Στο 

παρόν κεφάλαιο θα µελετηθεί η διαδικασία κατασκευής ενός µαθηµατικού 

µοντέλου για τον προγραµµατισµό παραγωγής µε περιορισµένους πόρους σε 

σταθµούς συµπαραγωγής και η αξιολόγηση των διαφόρων τεχνικών 

βελτιστοποίησης.  
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8.2 Η έννοια του µαθηµατικού µοντέλου 

Μαθηµατικό µοντέλο ονοµάζεται η µαθηµατική περιγραφή ενός

αντικειµένων που έχει κατασκευαστεί µε σκοπό να παρουσιάζει τα 

χαρακτηριστικά και τις λειτο

αθηµατικό’ έγκειται στη χρησιµοποίηση µαθηµατικών συµβολισµών και 

εκφράσεων για την αναπαράσταση των εσωτερικών σχέσεων που εµφανίζονται 

το αντικείµενο που περιγράφεται από το µοντέλο. Μπορεί κανείς να αναφέρει 

ιάφορους λόγους για τους οποίους η κατασκευή ενός µοντέλου µπορεί να 

ποδειχθεί συµφέρουσα: 

� Η µοντελοποίηση δίνει τη δυνατότητα επίλυσης προβληµάτων µε τρόπο 

συστηµατικό και µε λιγότερους πρακτικούς περιορισµούς όσον αφορά 

την πολυπλοκότητα και το µέγεθος του προβλήµατος. 

� Κατά τη διαδικασία της ανάπτυξης ενός µοντέλου µπορούν να 

ντ ερ χα τη

ι

 ρ

 

 τ υ .

� ∆εν υπάρχει ένας αυστηρός κανόνας για την κατασκευή ενός µοντέλου. 

Κάθε µοντέλο µπορεί να ενσωµατώσει περισσότερες ή λιγότερες 

εσωτερικές σχέσεις και χαρακτηριστικά του αντικειµένου. Επίσης 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν πολλοί και διαφορετικοί τρόποι 

 ή περισσοτέρων 

υργίες των αντικειµένων αυτών. Ο όρος 

‘µ

σ

δ

α

αποκαλυφθούν ιδιότητες και εσωτερικές σχέσεις που δεν ήταν γνωστές 

εξαρχής. Επίσης, κατά την ανάλυση του προβλήµατος που 

µο ελοποιείται ενδέχεται να φαν ωθούν ρακ ριστικά που 

καθιστούν µια µέθοδο επίλυσης πιο ευνοϊκή από τ ς άλλες. 

� Με τη µοντελοποίηση παρέχεται η δυνατότητα πειραµατισµού, πράγµα 

που τις περισσότερες φορές είναι παρακινδυνευµένο ή και 

απαγορευτικό για το ίδιο το αντικείµενο που µοντελοποιείται. 

Χαρακτηριστικό παράδειγµα θα µπορούσε να αποτελέσει και το θέµα 

αυτής της εργασίας΄ είναι προφανές ότι η παραγωγική διαδικασία σε 

ένα σταθµό παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας και θε µότητας δεν 

επιδέχεται αυθόρµητες και ακανόνιστες αλλαγές στην κατά την 

αναζήτηση της καλύτερης δυνατής σύνθεσης του σχήµατος 

παραγωγής, καθότι αυτό µπορεί να προκαλέσει την αστοχία του 

σταθµού και ίσως και ου ε ρύτερου δικτύου   
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αναπαράστασης µίας εσωτερικής σχέσης, κάποιοι πιο ακριβείς και 

κάποιοι άλλοι πιο προσεγγιστικοί. Είναι στην κρίση αυτού που 

µ ε µ ί  γ

 α ε υ ο α

να µαθηµατικό µοντέλο µπορεί να χρησιµοποιηθεί 

πολλές φορές και µε διαφορετικά δεδοµένα εισόδου, π.χ. κόστη, ζητήσεις, 

Σχε ν για την επίλυση 

προβληµάτων όπως αυτό του προγραµµατισµού της παραγωγής πρέπει 

ανα

σα α  

µε τ τ τ ν

ένν ικές και που 

δύσ

περ τ φ µ

µο µ ά  π  ε

επι

αντ

µα π

λαµ χ α

θεµ ο η ω  

αδ

απ ν κατασκευαστεί βάσει 

µαθηµατικών σχέσεων και υπολογισµών.  

Ένα

απ τ  

µα µ ι ν

προβλήµατος.  Όσον αφορά το δεύτερο είναι προφανές ότι για να 

κατασκευάζει το µοντέλο το ποια χαρακτηριστικά και σχέσεις θα 

ενσω ατώσ ι και ε ποιο τρόπο΄ αρκε  να έχει νώση της βαρύτητας 

που δίνει στα ποτ λέσµατα πο  θα παρέχει το µοντέλο όταν δ κιµ στεί.  

Η δυνατότητα του πειραµατισµού που αναφέρθηκε παραπάνω βασίζεται 

στο γεγονός ότι οι εσωτερικές σχέσεις που ενσωµατώνονται στο 

µαθηµατικό µοντέλο είναι σε µεγάλο βαθµό ανεξάρτητες από τα δεδοµένα 

χρησιµοποιούνται. Έ

τεχνικές παραµέτρους, κ.ο.κ. 

τικά µε την καταλληλότητα των µαθηµατικών µοντέλω

να διευκρινιστούν δύο θέµατα. Το ένα αφορά την αποτελεσµατικότητα στην 

παράσταση ενός φυσικού προβλήµατος µε µαθηµατικό τρόπο. Είναι 

φές ότι υπάρχουν προβλήµ τα που δύσκολα µπορούν να περιγραφούν 

µαθηµατικά µον έλα΄ προβλήµα α αυτού του ύπου ενσωµατώ ουν 

οιες που µπορούν να χαρακτηριστούν µάλλον υποκειµεν

κολα µπορεί να δεχθεί κανείς ότι µια µαθηµατική εξίσωση µπορεί να τις 

ιγράψει. Στην πλειοψηφία ους όµως οι ε αρµογές των µαθη ατικών 

ντέλων σε καθη εριν  απαντώµενα ροβλήµατα ίναι περισσότερο από 

τυχείς. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί και το πρόβληµα που 

ιµετωπίζεται στην παρούσα εργασία, όπου η καταλληλότητα ενός 

θηµατικού µοντέλου είναι αυταπόδεικτη΄ όλες οι διεργασίες ου 

βάνουν ώρα σε ένα σύστηµα συµπ ραγωγής βασίζονται σε 

ελιώδεις νόµ υς τ ς φυσικής, τ ν οποίων η µαθηµατική έκφραση είναι 

ιαµφισβήτητη και εκτός αυτού, όλα τα συνθετικά στοιχεία που 

αρτίζουν τις διατάξεις συµπαραγωγής έχου

 άλλο θέµα που χρίζει συζήτησης είναι αυτό της ακρίβειας των 

οτελεσµάτων. Αυτό ο θέµα αγγίζει τόσο την εσωτερική δοµή του 

θηµατικού οντέλου όσο και την αληθοφάνε α τω  δεδοµένων του κάθε 
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περ

ακριβέστερα ό

αντ µ

περ

Απ

µεγαλύτερη δυνατή ακρίβεια στην αναπαράσταση του αντικειµένου, είναι 

κάποιες φορές παρακινδυνευµένη καθότι κατά τη δοκιµή του το µοντέλο 

µπορεί να αποδειχθεί πολύ “βαρύ” και να χρειαστούν µέρες ή µήνες µέχρι 

να φτάσει σε σηµείο να παράγει αποτελέσµατα. Είναι πάντα θέµα του τι 

ανεξαιρέτως του πόσος χρόνος θα απαιτηθεί για να παραχθούν ή 

αρκούντως προσεγγιστικά αποτελέσµατα σε εύλογο χρόνο; Αυτό που 

βελτιστοποίησης΄ όλα τα προβλήµατα που δύνανται να περιγραφούν µε 

µαθηµατικά µοντέλα αποσκοπούν στην ελαχιστοποίηση ή µεγιστοποίηση 

ενός ή περισσοτέρων µεγεθών. Το χαρακτηριστικό αυτό είναι  συνήθως 

προφανές αλλά υπάρχουν και περιπτώσεις όπου απαιτείται διεξοδική 

βελτιστοποίησης.  

α η

π  ια

 στάδιο αυτό εντοπίζονται οι 

µεταβλητές του προβλήµατος, τα µεγέθη που πρέπει να 

 

ιµένει κανείς αξιόπιστα αποτελέσµατα πρέπει να παρέχει όσο το δυνατόν 

 δεδοµένα. Επίσης είναι σαφές τι όσο πιο ακριβές και 

ιπροσωπευτικό του αντικει ένου είναι το µαθηµατικό µοντέλο, τόσο 

ισσότερο µπορεί κανείς να βασιστεί στα αποτελέσµατα που θα παράγει. 

ό την άλλη, η κατασκευή ενός µοντέλου που χαρακτηρίζεται από τη 

ζητείται κάθε φορά: όσο το δυνατόν πιο αξιόπιστα αποτελέσµατα 

µπορεί κανείς να πει µε βεβαιότητα, είναι ότι µε τη χρήση µαθηµατικών 

µοντέλων και εφόσον τηρηθούν αυστηρές απαιτήσεις όσον αφορά την 

περιγραφή του προβλήµατος και την αξιοπιστία των δεδοµένων, τα 

αποτελέσµατα που θα προκύψουν από την επίλυση του προβλήµατος θα 

είναι αξιόπιστα.  

Η µαθηµατική µοντελοποίηση είναι στενά συνδεδεµένη µε την έννοια της 

ανάλυση του προβλήµατος µέχρι να αναγνωριστεί ο σκοπός της 

Η διαδικασί  που ακολουθείται για τ ν επίλυση ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης, όπως αναφέρθηκε και στην εισαγωγική ενότητα του 

παρόντος κεφαλαίου, εριλαµβάνει τα εξής στάδ : 

1. Αναγνώριση του προβλήµατος. Στο

ελαχιστοποιηθούν (ή µεγιστοποιηθούν) και οι περιορισµοί που 

ενσωµατώνονται στο πρόβληµα. 
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2. Ανάλυση του προβλήµατος για την αναγνώριση των εσωτερικών 

σχέσεων µεταξύ των µεγεθών που εµπλέκονται στο πρόβληµα. 

3. Επιλογή της κατάλληλης µεθόδου βελτιστοποίησης για την επίλυση του 

προβλήµατος. Επίσης ενδέχεται να απαιτηθεί η αναζήτηση τεχνικών 

τροποποίησης του προβλήµατος για την εφαρµογή της µεθόδου 

βελτιστοποίησης που τελικά επελέγη.   

4. Η κατασκευή του µαθηµατικού µοντέλου µε βάση τα αποτελέσµατα των 

Τα τρία πρώτα στάδια της διαδικασίας µοντελοποίησης για το πρόβληµα 

βελτιστοποίησης που πραγµατεύεται η παρούσα εργασία έχουν καλυφθεί 

στα προηγούµενα κεφάλαια. Το τέταρτο και τελευταίο στάδιο παρουσιάζεται 

σε αυτό το κεφάλαιο. Για λόγους πληρότητας όµως και για το σκοπό της 

παρουσίασης της συνολικής δ αδικασίας κατασκευής ενός µαθηµατικού 

µοντέλου, σε όσα σηµεία θεωρείται χρήσιµο γίνεται η σχετική αναδροµή. 

προηγούµενων τριών σταδίων και η δοκιµή του µε πραγµατικά ή 

πρότυπα δεδοµένα. 

ι

Θερµοδυναµική ανάλυση

Μοντελοποίηση

Εκτέλεση
βελτιστοποίησης

γραφήµατα)

Ανάλυση προβλήµατος
δέσµευσης & οικονοµικής

 

φόρτισης µονάδων

Αποτελέσµατα
(πίνακες &

Σχήµα 8.1 – ∆ιαδικασία επίλυσης του πρ βλήµ τος προγραµµατι µού 

 σύντοµη περιγραφή του συστήµατος µον ελοποίησης, του 

ογράµµατος επίλυσης και της διεπ

ο α σ

παραγωγής µε περιορισµένους πόρους 

Μία τ

πρ αφής προγραµµατισµού πόρων που 

χρησιµοποιείται για την υλοποίηση του πρότυπου έργου γίνεται στην 

ενότητα που ακολουθεί. 
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8.3 

προγρ

Το Σύστη

Το σύστ

System γλώσσα µοντελοποίησης, ειδικά 

σχεδιασ

γραµµικ

βελτιστο κεραίων. Αντίθετα µε παλαιότερα συστήµατα 

µοντ

προσ

δεδο

απαι

προγ

Ο σχ ών 

βάσεων δεδοµένων και το µαθηµατικό προγραµµατισµό. Η θεωρία των 

σχεσιακών βάσεων δεδοµένων παρέχει ένα δοµηµένο πλαίσιο εργασίας για την 

ανάπτυξη δυνατοτήτων οργάνωσης των δεδοµένων και της µορφοποίησης 

αυτών. Ο µαθηµατικός προγραµµατισµός συνεισφέρει στην περιγραφή των 

προβληµάτων βελτιστοποίησης ενώ ταυτόχρονα παρέχει µία ποικιλία µεθόδων 

για την επίλυση τους. 

Η απεικόνιση ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης στο GAMS είναι ανεξάρτητη 

της µεθόδου επίλυσης ή των αρχικών δεδοµένων του προβλήµατος - εάν 

τροποποιηθεί η µέθοδος επίλυσης ή γίνει µετασχηµατισµός των εισαγόµενων 

δεδοµένων, η έκφραση του προβλήµατος θα παραµείνει ως έχει. Επιπλέον, τα 

µαθηµατικά µοντέλα που κατασκευάζονται στο GAMS χαρακτηρίζονται από το 

µικρό τους µέγεθος και την περιεκτικότητα τους, διατηρώντας εντούτοις την 

απλότητα α φανεί και 

στη συνέχεια κώδικας GAMS ενός µοντέλου βελτιστοποίησης αποτελεί 

ταυτόχρονα κ έλ

Γλώσσα µοντελοποίησης, βελτιστοποιητής και διεπαφή 

αµµατισµού. 

µα Αλγεβρικής Μοντελοποίησης GAMS 

ηµα γενικής αλγεβρικής µοντελοποίησης (General Algebraic Modeling 

- GAMS), είναι µία υψηλού επιπέδου 

µένης για την ανάπτυξη µαθηµατικών µοντέλων για γραµµικά και µη-

ά προβλήµατα βελτιστοποίησης καθώς και για προβλήµατα 

ποίησης µικτών α

ελοποίησης, το GAMS επιτρέπει στον προγραµµατιστή να επικεντρώσει την 

οχή του στο ίδιο το µοντέλο χωρίς να ασχοληθεί µε την προετοιµασία των 

µένων του προβλήµατος ή το µετασχηµατισµό τους στη µορφή που 

τείται για να αναγνωρισθούν από τα προγράµµατα επίλυσης µαθηµατικού 

ραµµατισµού.  

εδιασµός του GAMS έχει ενσωµατώσει στοιχεία από τη θεωρία σχεσιακ

των συνηθισµένων γλωσσών προγραµµατισµού. Όπως θ

 και την τε µηρίωση του µοντ ου. 
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Βελτιστοποητής µικτών ακεραίων – CPLE   

Ο βελτιστοποιητής µαθ

X

ηµατικού προγραµµατισµού είναι το πρόγραµµα  που 

στοποίησης. Ο βελτιστοποιητής 

µπορεί να χρησιµοποιήσει τα δεδοµένα του προβλήµατος µόνο όταν αυτά είναι 

υ ς τ ε

 υ

τοχαστικοί αλγόριθµοι, προεπεξεργασία & διερεύνηση σε 

συνδυασµό µε στρατηγικές για τη διακλάδωση και την επιλογή κόµβων και 

τοις, οι στρατηγικές και τεχνικές που εφαρµόζονται 

µπορούν να οριστούν εκ των προτέρων, στην περίπτωση που η δοµή του 

υθερωµένες αγορές, παρέχοντας 

λύσεις που εξασφαλίζουν ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής ενώ 

αναλαµβάνει την επίλυση του προβλήµατος βελτι

σε συγκεκριµένη µορφή, συνεπώς είναι ευθύνη του συστήµατος 

µοντελοποίησης να εφαρµόσει τους απαραίτητους µετασχηµατισµούς και να 

προετοιµάσει το πρόβληµα για επίλυση. Ο βελτιστοποιητής που επελέγη για την 

επίλυση το  προβλήµατο  βελτιστοποίησης ης συγκεκριµένης µ λέτης είναι ο 

CPLEX 7.0, ένα εµπορικό πρόγραµµα επίλυσης πο  έχει σχεδιαστεί για την 

αντιµετώπιση µεγάλων και πολύπλοκων προβληµάτων. 

Ο βελτιστοποιητής µικτών ακεραίων εφαρµόζει τον αλγόριθµο branch-and-

bound για τη γρήγορη εύρεση λύσεων σε πολύπλοκα προβλήµατα µικτών 

ακεραίων.  Τοµές, σ

µεταβλητών, είναι µερικές από τις τεχνικές που µπορούν να εφαρµοστούν για να 

ενισχύσουν τη διαδικασία επίλυσης. 

Το πρόγραµµα  επίλυσης CPLEX επιδεικνύει αξιοσηµείωτη προσαρµοστικότητα 

στις ανάγκες του προβλήµατος βελτιστοποίησης, εφαρµόζοντας τις παραπάνω 

τεχνικές ανάλογα µε την αποτελεσµατικότητα τους στον τύπο του εκάστοτε 

προβλήµατος. Εντού

προβλήµατος είναι γνωστή και για την επίλυση του οποίου απαιτούνται 

συγκεκριµένες γνωστές τεχνικές. 

Σύστηµα προγραµµατισµού παραγωγής µε περιορισµένους πόρους - PROPHET 

Η υλοποίηση του έργου βελτιστοποίησης της διαδικασίας συµπαραγωγής σε 

ηλεκτροπαραγωγές µονάδες έγινε στο σύστηµα προγραµµατισµού πόρων 

PROPHET RPS (Resource Planning System). Το πρόγραµµα PROPHET είναι ειδικά 

σχεδιασµένο για την αντιµετώπιση προβληµάτων βελτιστοποίησης της 

παραγωγής µε περιορισµούς πόρων σε απελε
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παράλληλα εγγυώνται την πλήρη κάλυψη της ζήτησης και τη συµµόρφωση µε 

τις απαιτήσεις της αγοράς.  

γ νο µα γ ν

Η µαθηµατική µοντελοποίηση έγινε στο πρόγραµµα PROPHET GTE (Graphical 

άχιστη µεσολάβηση του προγραµµατιστή, 

δεδοµένης της ικανότητας αντιγραφής συνθετικών στοιχείων του συστήµατος 

η

ειτουργεί  προσανατολισµένη στην κάλυψη της 

ς 

κάλυψης της απαίτησης σε θερµότητα. Η θερµότητα παρέχεται στον 

λ µ  η

Το PROPHET βασίζεται σε µία βάση δεδοµένων Oracle, αλληλεπιδρώντας µε 

άλλα συστήµατα εξάγοντας και εισάγοντας δεδοµένα. Κατά την εκτέλεση σε 

πρα µατικό χρόνο, ενοποιηµέ  µε συστή τα ελέγχου διερ ασιώ , το PROPHET 

µπορεί να επιλύει πολυάριθµα προβλήµατα βελτιστοποίησης καθηµερινά, 

παρέχοντας κάθε φορά το βέλτιστο πρόγραµµα παραγωγής. Πέραν της 

αυτόµατης εισαγωγής δεδοµένων, αλλαγές στις παραµέτρους του 

προβλήµατος µπορούν να γίνουν ανά πάσα στιγµή και µε µεγάλη ευκολία. 

Topology Editor) µία διεπαφή που επιτρέπει τη δηµιουργία µαθηµατικών 

µοντέλων µε αφαιρετικό τρόπο. Κάθε συνθετικό στοιχείο του συστήµατος 

παραγωγής µοντελοποιείται σε GAMS και στη συνέχεια συνδέεται µε τη διάταξη 

παραγωγής. Ένα από τα µεγαλύτερα πλεονεκτήµατα του PROPHET GTE είναι το 

γεγονός ότι τα µοντέλα που αναπτύσσονται µπορούν να τροποποιηθούν και 

επεκταθούν εύκολα και µε την ελ

παραγωγής.  

8.4 Περιγραφή του έργου 

Για τον σκοπό της παρούσας διπλωµατικής εργασίας κατασκευάστηκε ένα 

πρότυπο µοντέλο βελτιστοποί σης για µία µονάδα συµπαραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας και θερµότητας που λ

ζήτησης σε θερµότητα - ήτοι η παραγωγή ρυθµίζεται στο επίπεδο πλήρου

καταναλωτή υπό µορφή ατµού σε τρία επίπεδα πίεσης, που λαµβάνονται από 

διαφορετικά στάδια της διαδικασίας παραγωγής. Το ηλεκτρικό φορτίο 

καλύπτεται από την παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας του σταθµού, ενώ σε 

περίπτωση ε λείµ ατος αγοράζεται λεκτρική ενέργεια από ανεξάρτητο 

ηλεκτροπαραγωγό. 

 153



Κατασκευή µοντέλου βελτιστοποίησης  

Ο σταθµός συµπαραγωγής αποτελείται από τις εξής µονάδες: 

� 2 ατµοπαραγωγοί µε δυνατότητα αναθέρµανσης   

1 ατµοστρόβιλο αποµάστευσης 

� 5 σταθµούς ελάττωσης πίεσης 

Μία απεικόνιση του σταθµού συµπαραγωγής φαίνεται στο Σχήµα 8.2. 

 

ρµότητας στο θερµικό φορτίο µε χρήση ενός σταθµού ελάττωσης 

πίεσης. Στο τρίτο στάδιο, ο ατµός που συλλέγεται από τον ατµοστρόβιλο 

 τον στρόβιλο αντίθλιψης, οδηγείται πίσω στο 

λέβητα για αναθέρµανση. Ο ατµός σε αυτό το στάδιο είναι επίσης διαθέσιµος 

 µ

παρεµβολή της παραγωγής θερµότητας στην παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

µπορεί να ελαχιστοποιηθεί µε κατάλληλη χρήση των σταθµών ελάττωσης και της 

βαλβίδας εξαγωγής ατµού του ατµοστροβίλου αποµάστευσης. Με δεδοµένο τον 

προσανατολισµό της λειτουργίας του σταθµού προς την κάλυψη του θερµικού 

φορτίου, µπορεί να ειπωθεί ότι στα τρία πρώτα δίνεται ιδιαίτερο βάρος στην 

� 

� 3 ατµοστρόβιλους συµπύκνωσης 

� 1 ατµοστρόβιλο αντίθλιψης δύο σταδίων 

Η διαδικασία λειτουργίας µπορεί να διαιρεθεί σε τέσσερα στάδια: Στο πρώτο 

στάδιο παράγεται ατµός στους δύο λέβητες και παρέχεται στους 

ατµοστρόβιλους αποµάστευσης και αντίθλιψης. Από το αρχικό αυτό στάδιο, µε 

χρήση των δύο πρώτων σταθµών ελάττωσης πίεσης µπορεί να εξαχθεί από το 

σύστηµα ατµός υψηλής ενθαλπίας για να παράσχει θερµότητα στο θερµικό 

φορτίο υψηλής πίεσης. Στο δεύτερο στάδιο, ένα κλάσµα του ατµού που εξέρχεται 

από το υψηλής πίεσης µέρος του ατµοστροβίλου αντίθλιψης είναι διαθέσιµο για 

την παροχή θε

αποµάστευσης µαζί µε αυτόν από

στο θερµικό φορτίο χαµηλής πίεσης µε απευθείας σύνδεση. Στο τελευταίο 

στάδιο, ο αναθερµασµένος ατµός οδηγείται σε µία συστοιχία στροβίλων 

συµπύκνωσης όπου εκτονώνεται µέχρι να συµπυκνωθεί. Επιπρόσθετα, ένα 

σύνολο από σταθµούς ελάττωσης πίεσης επιτρέπει τη διασύνδεση µεταξύ των 

τριών συστηµάτων παροχής θερ ότητας σε διαφορετικές πιέσεις. 

Η ευελιξία του παραπάνω σχήµατος συµπαραγωγής είναι προφανής΄ η 
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παραγωγή θερµότητας ενώ η παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας υλοποιείται 

κυρίως στο τελευταίο στάδιο.  

Ο πρότυπος σταθµός συµπαραγωγής που παρουσιάζεται στην ενότητα αυτή 

και για τον οποίο θα κατασκευαστεί το µαθηµατικό µοντέλο, λειτουργεί σε µία 

τροποπ ένη , όπου πραγµατοποιείται 

αναθέρµανση και εξαγωγή θερµότητας, όµοια µε αυτή που παρουσιάστηκε στο 

σχήµα  του µη-αντιστρεψιµότητες  

µπορούν να ληφ ν προδιαγραφών των µονάδων 

που απαρτίζουν τη διάταξη συµπαραγωγής. 

οιηµ µορφή του κύκλου Rankine

2.8.  δεύτερου κεφαλαίου. Απώλειες και 

θούν υπόψη µέσω των τεχνικώ
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8.5 ∆ιατύπωση του προβλήµατος 

ριν το στάδιο της ανάπτυξης των µοντέλων βελτιστοποίησης πρέπει να 

προηγηθεί η αναγνώριση και διατύπωση του προβλήµατος. Το πρόβληµα, από 

την άποψη του διαχειριστή του σταθµού συµπαραγωγής µπορεί να εκφραστεί 

ς εξής: “Για ένα δεδοµένο χρονικό ορίζοντα, ζητείται το βέλτιστο σχήµα 

αραγωγής, ήτοι το σύνολο των µονάδων που πρέπει να δεσµευτούν και τα 

ίπεδα παραγωγής τους κάθε στιγµή, που εξασφαλίζει την ελαχιστοποίηση του 

κόστους λειτουργίας και τη µεγιστοποίηση του κέρδους, λαµβάνοντας υπόψη 

την προστασία της επένδυσης και την πλήρη κάλυψη της ζήτησης σε ηλεκτρική 

έργεια και θερµότητα”. 

Η δυσκολία στην αναζήτηση λύσης στο εν λόγω πρόβληµα βελτιστοποίησης 

ναι προφανής, µεγεθύνεται δε από την ευελιξία που χαρακτηρίζει  

υγκεκριµένη διάταξη. Η δυνατότητα της ρύθµισης του εξαγόµενου από το κάθε 

τάδιο της παραγωγικής διαδικασίας ατµού (µέσω της βαλβίδας αποµάστευσης 

του ατµοστροβίλου και των σταθµών ελάττωσης) προσφέρει πολλές 

εναλλακτικές στην παραγωγή θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας. Επιπλέον, 

αµβάνοντας υπόψη τα πρόσθετα στοιχεία του προβλήµατος ένταξης µονάδων 

 εκκίνησης & τερµατισµού, εφεδρείες, κτλ.) και το γεγονός ότ  

ρογραµµατισµός αφορά συνήθως µία αρκετά µεγάλη χρονική περίοδο  

χρήση µιας αποτελεσµατικής και συµπαγούς µεθόδου επίλυσης γίνεται  

επιτακτική. 

ίναι φανερό ότι το εν λόγω πρόβληµα, όπως διατυπώθηκε νωρίτερα, έχει τη 

µορφή που συναντήθηκε στο κεφάλαιο 6΄ σκοπός είναι η ελαχιστοποίηση της 

συνάρτησης που αντιπροσωπεύει τα κόστη (το κέρδος λαµβάνεται υπόψη ως 

αρνητικό κόστος) διατηρώντας την εγκυρότητα ενός συνόλου περιορισµών, 

σχετικών µε τις απαιτήσεις λειτουργίας και τις υποχρεώσεις προς τον 

καταναλωτή. 

Οι εξισώσεις που διαµορφώνουν το πρόβληµα ένταξης µονάδων δεν διαφέρουν 

από αυτές που παρουσιάζονται στο Κεφάλαιο 5 (Εξ. 5.1 έως 5.22). Όλες οι 

παράµετροι και σταθερές που εµπλέκονται στη µαθηµατική διατύπωση του 

συγκεκριµένου προβλήµατος ένταξης µονάδων και συνδέονται µε τα τεχνικά 

Π

ω

π

επ

εν

εί  τη

ι ο

, η

πιο

σ

σ

λ

(κόστη
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χαρακτηριστικά του εξοπλισµού, την προβλεπόµενη ζήτηση, την ενεργειακή 

λογιστική και τα συµβόλαια πώλησης ηλεκτρικής ενέργειας, θεωρούνται 

δεδοµένα από τη διαχείριση της µονάδας συµπαραγωγής. Τα στοιχεία αυτά 

αντιπροσωπεύουν τα δεδοµένα εισόδου του προβλήµατος βελτιστοποίησης. 

προδιαγραφές

Προγνώσε

Τεχνικές

ις ζητήσεων Τιµολόγηση ενέργειαςΜοντέλο
βελτιστοποίησης

Λειτουργικές
απαιτήσεις

 

Σχήµα 8.3 – Είσοδοι προβλήµατος βελτιστοποίησης  

Όπως ποδείχθηκε νωρίτερα στα κεφάλαια 4 και 6, οι συναρτήσει  που 

εµπλέκονται στο πρόβληµα ένταξης µονάδων είναι κατά πλειοψηφία µη-

γραµµικές. Αποδείχθηκε επίσης ότι ο καλύτερος τρόπος αντιµετώπισης 

προβληµάτ

α ς

ων αυτού του τύπου δεν είναι η εφαρµογή µεθόδων µη-γραµµικού 

προγραµµατισµού (ΜΓΠ) αλλά η µετατροπή της αρχικής έκφρασης του 

µού µικτών ακεραίων. Φυσικά η επιλογή αυτή επιβαρύνει µε 

πρόσθετη δυσκολία τη διαδικασία µοντελοποίησης, αλλά αυτό είναι κάτι το 

ανεκτό δεδοµένης της ζήτησης γρήγορων και σωστών αποτελεσµάτων. Εκτός 

αυτού, τα µοντέλα βελτιστοποίησης κατασκευάζονται µε τέτοιο τρόπο που να 

επιτρέπει µελλοντικές τροποποιήσεις και επεκτάσεις µε εύκολο τρόπο, όπως 

προβλήµατος σε µία µορφή που να εµπεριέχει µόνο γραµµικές συναρτήσεις, 

εφαρµόζοντας κατά διαστήµατα γραµµικοποίηση. Με αυτόν τον τρόπο, 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν µέθοδοι γραµµικού προγραµµατισµού µικτών 

ακεραίων, οι οποίες όπως αναφέρθηκε σε προηγούµενο κεφάλαιο είναι 

αποτελεσµατικότερες και πιο αξιόπιστες από τις µεθόδους µη-γραµµικού 

προγραµµατισ
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επιδεικνύεται στο παράδειγµα που παρουσιάζεται στο τέλος του παρόντος 

κεφαλαίου. 

8.6 Ανάπτυξη του µαθηµατικού µοντέλου  

Η µοντελοποίηση της διάταξης συµπαραγωγής θερµότητας και ηλεκτρικής 

ενέργειας βασίζεται στη θερµοδυναµική ανάλυση που εκτελέστηκε στο κεφάλαιο 

4 και τις εξισώσεις του προβλήµατος ένταξης µονάδων που εξήχθησαν στο 

κεφάλαιο 5. Η διαδικασία κατασκευής των µοντέλων παρουσιάζεται λεπτοµερώς 

για µία εκ των µονάδων που αποτελούν το σχήµα συµπαραγωγής, τον 

ατµοστρόβιλο αποµάστευσης, που αποτελεί τη δυσκολότερη περίπτωση 

µοντέλου. Η µοντελοποίηση των υπολοίπων συνθετικών στοιχείων βασίζεται 

στην ίδια λογική.  

Ένα σηµείο που χρίζει ιδιαίτερης προσοχής είναι το γεγονός ότι δεδοµένης της 

χρήσης προγραµµατισµού µικτών ακεραίων, οι µη-γραµµικές συναρτήσεις 

(πέραν αυτών που γραµµικοποιούνται) πρέπει να εκφραστούν µε την κατάλληλη 

µορφή. Αυτό ισχύει για συναρτήσεις του τύπου abs() και min() που εµφανίζονται 

στις εξισώσεις του προβλήµατος ένταξης µονάδων. 

Εξισώσεις εισόδου - εξόδου 

Από µηχανικής απόψεως ο ατµοστρόβιλος αποµάστευσης µπορεί να θεωρηθεί 

ως µονάδα µίας εισόδου, την ενέργεια του εισαγόµενου ατµού, και δύο εξόδων, 

την ηλεκτρική ενέργεια και την θερµική ενέργεια του εξαγόµενου ατµού. 

 

Steam
Extraction
Turbine

Inpu  Heat

Electrical Power

Extracted Heat

 

Σχήµα 8.4 – Είσοδοι & έξοδοι στροβίλου αποµάστευσης 

 

t
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Όπως αποδείχθηκε στο κεφάλαιο 4 η ηλεκτρική ενέργεια που παράγεται σε ένα 

στρόβιλο αποµάστευσης είναι: 

όπου P0 είναι η ισοδύναµη ηλεκτρική ενέργεια που έχει βρεθεί ότι είναι 

ύ  , 

ου. Σε αυτήν την περίπτωση εφαρµόζεται κατά διαστήµατα 

γραµµικοποίηση, όπως έχει περιγραφεί στην ενότητα 6.6. Οι γραµµικοποιηµένες 

)t(Qc)t(P)t(P &⋅−=  extV0

)t(Q))t(Q()t(P eff0
&& ⋅= η  

και cv είναι η τιµή CV του στροβίλου, που συνδέει την ηλεκτρική ισχύ µε την 

εξαγόµενη θερµότητα. 

Όπως φαίνεται στην προηγο µενη εξίσωση η ισοδύναµη παραγόµενη 

ηλεκτρική ενέργεια δίνεται υπό τη µορφή µη-γραµµικής συνάρτησης της 

θερµότητας εισόδ

συναρτήσεις δίνονται συνήθως υπό µορφή πίνακα, όπως αυτός που φαίνεται 

παρακάτω. 

P 0

Efficiency Curves

Q

P0 i,max

P0 i,minin P0 i,max
1 Q1,min Q1,max P0 1,min P0 1,max

... ... ... ... ...

 

i Qi,min Qi,max P0 i,m

Q i,maxQ i,min

2 Q2,min Q2,max P0 2,min P0 2,max

n Qn,min Qn,max P0 n,min P0 n,max

Σχήµα 8.5 – Γραµµικοποιηµένη καµπύλη απόδοσης 

 

Στην προκειµένη περίπτωση, η ισοδύναµη ισχύς P0 και η εισαγόµενη θερµότητα 

 µπορούν να υπολογιστούν ως ακολούθως: 

αι 

Q&

∑ ⋅+⋅= iiii0 )t(rb)t(Qm)t(P  &

i

κ

∑=
i

i )t(Q)t(Q &&  
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όπου 

PP −

min,imax,i

min,i0max,i0
i QQ

m
&& −

= min,iimin,i0i QmPb &⋅−=          και        

µε τους πρόσθετους περιορισµούς: 

 

 και ανακαίνισης). Για να συµπεριληφθεί το χαρακτηριστικό αυτό 

στο πρόβληµα βελτιστοποίησης παρέχεται συνήθως ένας πίνακας κατάστασης 

της µονάδας (Σχήµα 8.6), ο οποίος υποδεικνύει την κατάσταση του στροβίλου 

αποµάστευσης. 

1)t(r
i

i ≤∑  

)t(rQ)t(Q imax,ii ⋅≤ &&  

)t(rQ)t(Q imin,ii ⋅≥ &&

Περιορισµοί διάρκειας λειτουργίας 

Ο στρόβιλος αποµάστευσης έχει περιορισµένο χρόνο λειτουργίας, ο οποίος 

εξαρτάται όχι µόνο από τους κατασκευαστικούς περιορισµούς αλλά και από 

άλλες υποχρεωτικές διαδικασίες του σταθµού συµπαραγωγής (π.χ. έργα 

συντήρησης

t status(t)
00:00 0
00:30 0
01:00 1
01:30 1
02:00 1

... ...  

Σχήµα 8.6 – Πίνακας κατάστασης 

Η τιµή της παραµέτρου κατάστασης της µονάδας χρησιµοποιείται ως άνω όριο 

τερ περίπτωση που η συµβολή του 

στην κάλυψη του φορτίου κριθεί µη απαραίτητη από τη λύση του προβλήµατος 

ένταξης µονάδων. Συνεπώς: 

Ένας πρόσθετος τρόπος να ελεγχθεί ο ολικός  χρόνος λειτουργίας της µονάδας 

είναι η εισαγωγή των παρακάτω δύο περιορισµών, όπου Tmax και Tmin είναι ο 

για τη δυαδική µεταβλητή κατάστασης της µονάδας, u(t) επιτρέποντας τον 

µατισµό της λειτουργίας του στροβίλου σε 

)t(status)t(u ≤  
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µέγιστος και ελάχιστος χρόνος λειτουργίας, όπως ορίζεται από τις 

προδιαγραφές της µονάδας: 

  και  

Περιορισµοί εκκίνησης/τερµατισµού 

Υπάρχουν διάφοροι τρόποι µαθηµατικής διατύπωσης της διαδικασίας εκκίνησης 

και τερµατισµού σε ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης. Αυτός που υιοθετήθηκε 

στην παρούσα εργασία αφορά δύο πρόσθετες δυαδικές µεταβλητές 

κατάστασης on(t) (startup), off(t) (shutdown), οι οποίες µαζί µε τις αρχικές 

µεταβλητές κατάστασης ικανοποιούν την ακόλουθη συνθήκη 

συµπληρωµατικότητας: 

Αυτό σηµαίνει ότι ο στρόβιλος µπορεί να βρίσκεται είτε σε κατάσταση 

εκκίνησης/τερµατισµού ή σε κατάσταση λειτουργίας/µη-λειτουργίας. 

ένο από τον κατασκευαστή χρονικό διάστηµα, οι ακόλουθοι 

περιορισµοί πρέπει να προστεθούν στο πρόβληµα: 

(εκκίνηση) 

(τερµατισµός) 

ναι παραγωγική ακόµα και κατά την εκκίνηση, τότε 

πρέπει να παρασχεθεί ένας πίνακας κλιµάκωσης του φορτίου, που θα δηλώνει 

το επίπεδο παραγωγής για κάθε ενδιάµεσο στάδιο της εκκίνησης. 

 

maxT)t(u ≤∑ min
t

T)t(u ≥∑  
t

1)t(off)t(on)t(u ≤++  

Έτσι ώστε να επιτευχθεί κλείδωµα στην κατάσταση εκκίνησης ή τερµατισµού για 

το προκαθορισµ

( ) up

1t
Tt

T)1t(u)t(u)(on
up

⋅−−≥∑
−≤
−≥

τ
τ

τ  

( )
Tt
t

T)t(u)1t(u)(off

down

⋅−−≥∑
+≤
≥

τ
τ

τ  down

όπου Tup και Tdown είναι διάρκειες εκκίνησης και τερµατισµού αντίστοιχα. 

Η παραπάνω θεώρηση συνεπάγεται και το ότι η µονάδα δεν µπορεί να ενταχθεί 

στο σχήµα παραγωγής ενώ βρίσκεται σε διαδικασία εκκίνησης ή τερµατισµού. 

Αν απαιτείται η µονάδα να εί
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ad

Tup/4 20%

Tup/2 55%

3Tup/4 85%
Tup 100% 20%

55%
85% 100%

t  

t lo
Load

Σχήµα 8.7 – Παράδειγµα κλιµάκωσης του φορτίου κατά την εκκίνηση 

Σε αυτήν την περίπτωση ι εξισώσεις που σχετίζοντ ι µε την παραγωγή 

ηλεκτρικής ενέργειας και θερµότητας πρέπει να τροποποιηθούν κατάλληλα. 

Περιορισµοί ους παραγωγ  

Μαζί µε την υποχρεωτικ

ο α

 έυρ ής

ή κατάσταση του ατµοστροβίλου αποµάστευσης, το 

ελάχιστο και µέγιστο επίπεδο παραγωγής δίνεται, το οποίο στις περισσότερες 

περιπτώσεις εκφράζεται σε όρους παραγόµενης ισοδύναµης ηλεκτρικής 

γ ν σ υ

ς ηλεκτρικής ενέργειας και 

θερµότητας µε τη σταθερά CV φαίνεται στο Σχήµα 8.8. Σε αυτήν τη γραφική 

παράσταση, τα όρια µεταξύ των οποίων µπορεί να λαµβάνει τιµές η 

παραγόµενη ηλεκτρική ενέργεια όταν εξάγεται θερµότητα µε τη µορφή ατµού, 

είναι προφανή. 

ενέργειας. Συνεπώς, ια την µεταβλητή ισοδύ αµης ισχύος, ι χύο ν: 

min,00 P)t(u)t(P ⋅≥  

max,00 P)t(u)t(P ⋅≤  

Ένας πρακτικός τρόπος σύνδεσης της παραγωγή

P

up

CP

P0,max

1

Q P

Qext

Pdown

V0,min

Q2Q1

P

ext
Q1 P1
Q2 P2

Pup QP2
Coordinates

 

Σχήµα 8.8 – Περιοχή παραγωγής θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας 
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Από το διάγραµµα αυτό, οι ανισότητες που ορίζουν την περιοχή παραγωγής 

µπορούν να ληφθούν εύκολα: 

 

max,0P)t(u)t(P ⋅≤  

1P)t(u)t(P ⋅≥  

2ext Q)t(u)t(Q ⋅≤  

και  

)t(Q
Q

PP
P)t(u)t(P ext

2

2max,0
max,0

&
&

⋅
−

−⋅≤  (άνω οριογραµµή) 

PP

1

−

12
ext

12 QQQQ &&&& −−

)t(Q
Q

P)t(u)t(P ext
1min,0

min,0
&

&
⋅−⋅≥  

122112 QPQP)t(u)t(QPP)t(P
&&

& −
⋅+⋅

−
≥  

(κάτω οριογραµµή) 

Περιορισµοί εφεδρείας 

Οι στρεφόµενες εφεδρείες και τα αποθέµατα θερµότητας µπορούν να 

Ορίζοντας το άνω όριο της παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας Phi ως: 

υπολογιστούν εύκολα χρησιµοποιώντας το διάγραµµα της περιοχής 

παραγωγής του σχήµατος 8.8: 

Θετική και αρνητική στρεφόµενη εφεδρεία 

)t(Q
Q

PP
P)t(P ext

2

2max,0
max,0hi

&
&

⋅
−

−≤  

η θετική στρεφόµενη εφεδρεία µπορεί να υπολογιστεί ως: 

Εάν επιπλέον έχει οριστεί η µέγιστη διακύµανση φορτίου ∆Pmax, τότε οι εξισώσεις 

που παρέχουν τη θετική στρεφόµενη εφεδρεία γίνονται: 

     και     

)t(P)t(P)t(u)t(P hiup −⋅=  

)t(P)t(P)t(u)t(P hiup −⋅≤ maxup P)t(P ∆≤  
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Οµοίως, αν Plo είναι η κατώτατη παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας 

)t(Q
Q

PP
P)t(P ext

1

1min,0
min,0lo

&
&

⋅
−

−≥  

και 

12

1221
ext

12

12
lo Q

QPQP)t(Q
QQ
PP)t(P

&

&&
&

&& −
−

+⋅
−
−

≥
 Q&

τότε την αρνητική στρεφόµενη εφεδρεία µπορεί να υπολογιστεί ως εξής: 

ή 

   και     

Θετική θερµική εφεδρεία 

Αν Qhi είναι η ανώτατη παραγωγή θερµότητας, οριζό ενη ως: 

)t(P)t(u)t(P)t(P lodown ⋅−=  

)t(P)t(u)t(P)t(P lodown ⋅−≤ maxdown P)t(P ∆≤  

µ

12

2112

12

12
hi PP

QPQP
)t(P

PP
QQ

)t(Q
−
−

+⋅
−
−

≤
&&&&

&  

τότε η θετική θε µική εφεδρεία µπορεί να καθο ιστε  ως: 

Q&

ρ ρ ί

Εάν επιπλέον έχει οριστεί η µέγιστη διακύµανση θερµικού φορτίου ∆Qmax, τότε η 

     και     

Περιορισµοί εφεδρείας ρυθµού ανάληψης και απόρριψης φορτίου 

∆εδοµένης του µέγιστου ρυθµού ανάληψης dPup και του µέγιστου ρυθµού 

απόρριψης dPdown της µονάδας, οι εφεδρείες ρυθ ού ανάληψης και απόρριψης 

φορτίου µπορούν να υπολογιστούν ως ακολούθως: 

)t(Q)t(Q)t(u)t( exthiup
&& −⋅=  

παραπάνω εξίσωση µετατρέπεται σε: 

)t(Q)t(Q)t(u)t(Q exthiup
&&& −⋅≤ maxup Q)t(Q && ∆≤  

µ

dT
dP)t(dP upsRe,up upsRe,up dP)t(dP ≤  )t(P)1t(P 00 −+

−≤    και    
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dTdownsRe,down downsRe,down  )t(P)1t(PdP)t(dP 00 −+
+≤    και   dP)t(dP ≤

Περιορισµοί διακύµανσης φορτίου 

Απότοµες και έντονες αλλαγές στην παραγωγή µίας µονάδας µπορούν να 

διακινδυνεύσουν τη λειτουργικότητα της και να µειώσουν τη διάρκεια ζωής της. 

Κατά συνέπεια, συνήθως ορίζεται η µέγιστη διακύµανση στην παραγωγή 

θερµότητας και ηλεκτρικής ενέργειας. 

 , 

όπου 

, 

, 

όπου 

, 

Εξισώσεις κόστους 

µάστευσης 

 και συντήρησης που αντιστοιχούν στην 

παραγωγή κάθε προϊόντος, τα κόστη εκκίνησης και τερµατισµού και το κόστος 

διακύµανσης φορτίου. Τα κόστη κα και φορολογίας συνήθως 

περιλαµβάνονται στο µοντέλο του ατµοπαραγωγού (λέβητας), που είναι 

. Συνεπώς, 

όπου 

maxP)t(P ∆≤∆

)t(P)1t(P)t(P −−≥∆

)1t(P)t −−(P)t(P ≥∆

και 

maxext Q)t(Q && ∆≤∆ , 

)t(Q)1t(Q)t(Q extextext
&&& −−≥∆

)1t(Q)t(Q)t(Q extextext −−≥∆ &&& . 

Τα κόστη που συνδέονται µε τη λειτουργία του στροβίλου απο

περιορίζονται στα κόστη λειτουργίας

υσίµων 

άλλωστε η µονάδα που συνδέεται µε την κατανάλωση καυσίµου

διαχωρίζοντας τα κόστη σε συνεχή και µεταβατικά, η εξίσωση συνολικού 

κόστους για τον στρόβιλο αποµάστευσης είναι: 

∑ +=
t

transcont )t(z)t(zZ
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)t(C)t(PC)t(z tPcont
&+⋅=  QexQ ⋅

))t(Q)t(P(C)t(offC)t(onC)t(z extdLoadoffontrans
&∆+∆⋅+⋅+⋅=  

και 

: τ

CQ: κόστος λειτουργίας και συντήρησης που συνδέεται στην παραγωγή 
θερµότητας, 

 : κόστος εκκίνησης, 

Coff : κόστος τερµατισµού, 

CdLoad : κόστος διακύµανσης φορτίου. 

 

Οι εξισώσεις που διαµορφώθηκαν στην παραπάνω ανάλυση απαρτίζουν τη 

µαθηµατική αναπαράσταση του µοντέλου του τµοστροβίλου αποµάστευσης. 

τίστοιχο τµήµα κώδικα GAMS για το συγκεκριµένο συνθετικό στοιχείο 

παρουσιάζεται στο Παράρτηµα Β. Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο συγκεκριµένος 

κώδικας δεν αποτελεί ανεξάρτητο πρόβληµα βελτιστοποίησης αλλά τµήµα του 

µοντέλου που αντιστοιχεί στη συνολική διάταξη συµ αραγωγής. Το πρόβληµα 

βελτιστοποίησης διαµορφώνεται κατά την ενοποίηση του κώδικα όλων των 

ων των συνθετικών στοιχείων που απαρτίζουν τη διάταξη 

τ , σ

 

 

 

 

on(t), off(t) : µεταβλητές εκκίνησης και τερµατισµού, 

CP  κόστος λειτουργίας και συν ήρησης που συνδέεται στην παραγωγή 
ηλεκτρικής ενέργειας, 

Con

 α

Το αν

π

µαθηµατικών µοντέλ

συµπαραγωγής.  

Το πρότυπο σύστηµα συµπαραγωγής, του οποίου το µαθηµατικό µοντέλο 

κατασκευάστηκε στα πλαίσια ης παρούσας εργασίας φαίνεται στο χήµα 8.9. 

Το σχήµα αυτό είναι µια γραφική αναπαράσταση του συνολικού µοντέλου 

βελτιστοποίησης όπως αυτό προέκυψε κατά τη διαδικασία της µοντελοποίησης. 
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Σχήµα 8.9 – ∆ιάταξη προγραµµατισµού παραγωγής µε περιορισµένους πόρους 
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8.7 ∆οκιµή του µοντέλου µικτού ακέραιου προγραµµατισµού 

Μετά την κατασκευή των µοντέλων και την ενοποίηση τους σε ένα ενιαίο 

πρόβληµα βελτιστοποίησης, παράγεται ο κώδικας µοντελοποίησης του 

συνολικού προβλήµατος ένταξης µονάδων. Για το σκοπό της αξιολόγησης των 

διαφόρων τεχνικών βελτιστοποίησης που βασίζονται στον µικτό ακέραιο 

προγραµµατισµό, πραγµατοποιήθηκε ένας ικανός αριθµός εκτελέσεωνÏ 
χρησιµοποιώντας πρότυπα δεδοµένα ως παραµέτρους εισόδου, 

συµπεριλαµβανοµένων των προβλέψεων ζήτησης, των τιµών αγοράς καυσίµων 

και πώλησης ενέργειας καθώς και των τεχνικών χαρακτηριστικών των µονάδων 

παραγωγής. 

Σχήµα 8.10 – Πρότυπα δεδοµένα προβλέψεων ζήτησης 

 

Στην πρώτη εκτέλεση, το πρόγραµµα βελτιστοποίησης CPLEX εκτελέστηκε µε τις 

προεπιλεγµένες ρυθµίσεις, όσον αφορά τη διαδικασία επίλυσης. Ο 

βελτιστοποιητής CPLEX διαθέτει έναν εσωτερικό µηχανισµό αναζήτησης του 

αποτελεσµατικότερου συνδυασµού τεχνικών επίλυσης, ενεργοποιώντας και 

απενεργοποιώντας κάθε τεχνική ανάλογα µε την αποτελεσµατικότητα της. 

                                                 
Ï Όλες οι δοκιµές εκτελέστηκαν σε ηλεκτρονικό υπολογιστή µε επεξεργαστή Pentium 4, 1.8 GHz 

µε 256ΜΒ πραγµατική µνήµη.  
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Στις υπόλοιπες εκτελέσεις χρησιµοποιήθηκαν διαφορετικές ρυθµίσεις του 

προγράµµατος, έτσι ώστε να δοκιµαστεί η αποτελεσµατικότητα των τεχνικών 

π

 ο

8.1  αλγορίθµ

ελάττωσης και εφαρµογής επιφανειακών τοµών ξεχωριστά. Η σύγκριση µεταξύ 

των διαφόρων µεθόδων σχετίζεται µε το χρόνο ου απαιτείται για την εύρεση της 

βέλτιστης λύσης (εφόσον αυτή υπάρχει) και το µέγεθος του δέντρου branch-

and-bound που δηµι υργείται. Τα αποτελέσµατα αναγράφονται στον επόµενο 

πίνακα. 

Πίνακας  – Επιδόσεις ων 

 Method Result Time Tree Size 

Pure branch-and-bound —— ≥ 3600 sec > 50000 nodes 

Preprocessing and Probing Optimal < 150 sec 7351 nodes 

 

Depth First Node Selection  (CPLEX 
default) Optimal < 150 sec 7351 nodes 

Best Bound Node Selection   Optimal < 100 sec 3537 nodes 

Br
a

nc
h 

a
nd

 B
ou

nd
 

Best Estimate Node Selection   Optimal < 130 sec 4787 nodes 

     

Clique Inequalities  Optimal < 70 sec 2892 nodes 

Cover Inequalities Optimal < 70  sec 2256 nodes 

Flow Cover Inequalities at root 
node only Optimal < 55 sec 1111 nodes 

Flow Cover Inequalities throughout 
tree Optimal < 50 sec 914 nodes 

Implied Bounds at root node only Optimal < 80 sec 2135 nodes 

Implied Bounds throughout tree Optimal < 80 sec 2473 nodes  

Mixed Integer Rounding Cuts Optim l < 50 sec 447 nodes 

Gomory Fractional Cuts Optimal < 50 sec 891 nod

GUB Cover Inequalities Optimal <  60 sec 1563 nodes 

a

Br
a

nc
h 

a
nd

 C
ut

 

es 
     
 CPLEX Defaults Optimal < 80 sec 1100 nodes 

 Best Performance  Optimal < 45 sec 378 nodes 
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Αξιολόγηση αποτελεσµάτων 

Εκτελώντας το πρόγραµµα βελτιστοποίησης χρησιµοποιώντας αποκλειστικά τη 

µέθοδο branch-and-bound, ο αλγόριθµος δεν προσέγγισε τη βέλτιστη λύση σε 

λογικό χρόνο. Εντούτοις, η καλύτερη εφικτή ακέραια λύση που δόθηκε από τον 

αλγόριθµο είχε µία απόκλιση από το βέλτιστο της τάξης του 0,25%.  Το µέγεθος 

του δέντρου αναζήτησης ξεπέρασε τους 50000 κόµβους. Η επίδοση αυτή ήταν 

ωστόσο αναµενόµενη, δεδοµένων των όσων αναφέρθηκαν στο κεφάλαιο 6, 

σχετικά µε τις τεχνικές όριθµος branch-and-

bound είναι ικανός να παρέχει τη βέλτιστη λύση µε µεγάλη ακρίβεια, είναι δυνατό 

να απαιτηθεί υπερβ εγάλος χρόνο να προσεγγιστεί η υτή. 

Αυτός εί ος που προχωρηµένες όπ υ 

αναγράφονται στον παραπάνω πίνακα, εφαρµόζονται συνήθως µαζί µε την 

µέθοδο branch-and-bound. 

Εφα όζ τεχνικές ελάττωσης µεγέθ ο σ ο  η 

βελτίωση όβληµα  σε  απ και 

το µέγεθος του δέντρου αναζήτησης περιορίστηκε στους 7350 κόµβους περίπου. 

Η βελτίωση αυτή µπορεί να δικαιολογηθεί εξετάζοντας το µέγεθος του 

προβλήµ  πίνακα) πριν  την  ών 

προεπεξεργασίας:  

Μ τος  µειω ροβ

42042 µη-µηδενικά 

59 µές 

4 ες 

21199 µη-µηδενικά 

Επίσης, κ εχνικών εργα τιώθ µές 

384 σταθερών, συµπιέστηκαν 817 όρια και 32 µεταβλητές έλαβαν σταθερή ιµή. 

Η συνολική διαδικασία προεπεξεργασία  και διερεύνησης δεν πήρε περισσότερο 

από  se

Για το σ ς του πώς επηρ ι οι επιδόσεις του ου 

branch-and-bound από τις µεθόδους επιλογής κόµβων, η στρατηγική επιλογής 

κόµβου τροποποιήθηκε και το µειωµένο σε µέγεθος πρόβληµα επιλύθηκε τρεις 

 βελτιστοποίησης. Παρότι ο αλγ

ολικά µ ς για  λύση α

ναι εξάλλου και ο λόγ  τεχνικές, ως αυτές πο

ρµ οντας ους στ υγκεκριµέν πρόβληµα

 ήταν προφανής. Το πρ επιλύθηκε  λιγότερο ό 2,5 min 

 

ατος (σε µορφή και µετά  εφαρµογή των τεχνικ

έγεθος αρχικού προβλήµα Μέγεθος µένου π λήµατος 

12296 γραµµές 

10770 στήλες 

17 γραµ

793 στήλ

ατά την εφαρµογή των τ προεπεξ σίας βελ ηκαν οι τι

 τ

ς

 4 c.  

κοπό της δοκιµή εάζοντα  αλγορίθµ
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φορές. Η αποτελεσµατικότερη στρατηγική αποδείχθηκε ότι είναι η επιλογή 

und, ο βελτιστοποιητής διαθέτει την ικανότητα να 

µεταβαίνει από στρατηγική σε στρατηγική ανάλογα µε την αποτελεσµατικότητα 

 

οιήθηκε ένας αριθµός εκτελέσεων βελτιστοποίησης του 

προβλήµατος Μ.Α.Π. χρησιµοποιώντας τις πιο αποτελεσµατικές στρατηγικές 

διακλάδ εχ ών 

από µόνη της. Η βελτίωση στις επιδόσεις της µεθόδου βελτιστοποίησης µε την 

εισαγωγή των τοµών είναι περισσ µφανής. Στις 

περισσότερες πε όνος επίλυσης µειώθ και το µέγεθος 

του δέντρου αναζήτησης µειώθηκε περισσότερο από δέκα φορές σε σχέση µε το 

αρχικό µέγεθ ική επίδραση είχ ιφανειακών 

τοµών στρογγυλοποίησης µικτών ακεραίων (MIR cuts) που µείωσαν το µέγεθος 

του δέντρου από 7351 σε 447 κόµβους και το χρόνο επίλυσης από 150 sec 

περίπου σε λιγότερο από 50 sec. Ικανοποιητικές επιδόσεις παρατηρήθηκαν και 

µε την εφαρµογή κλασµατικών τοµών Gomory και τοµών επικάλυψης (flow 

cover cuts). Η επίδραση των διαφορετικών τεχνικών δηµιουργίας επιφανειακών 

κόµβου µε το καλύτερο όριο, στην οποία ως επόµενος κόµβος αναζήτησης 

επιλέγεται αυτός µε την καλύτερη τιµή στην αντικειµενική συνάρτηση του 

ισοδύναµου προβλήµατος ΓΠ. Η βέλτιστη λύση βρέθηκε εντός 1,5 min και το 

µέγεθος του δέντρου αναζήτησης µειώθηκε σε λιγότερο του µισού. Η στρατηγική 

καλύτερης εκτίµησης βρέθηκε επίσης πιο αποτελεσµατική από την προεπιλεγµένη 

στρατηγική της αναζήτησης σε βάθος του κλαδιού, µειώνοντας το µέγεθος του 

δέντρου σε 4787 κόµβους και το χρόνο επίλυσης σε λιγότερο από 130 sec. 

Ωστόσο, όπως αναφέρθηκε στο κεφάλαιο 7 για τις στρατηγικές µικτού ακέραιου 

προγραµµατισµού, δεν µπορεί να εγγυηθεί κανείς ότι µια αποδεδειγµένα 

αποτελεσµατική στρατηγική σε έναν τύπο προβλήµατος θα έχει τα ίδια ευεργετικά 

αποτελέσµατα σε άλλους τύπους προβληµάτων. Για τις υπόλοιπες στρατηγικές 

της µεθόδου branch-and-bo

τους. Κατά συνέπεια οι καλύτερες δυνατές επιδόσεις επιτυγχάνονται εκτελώντας 

το πρόγραµµα βελτιστοποίησης µε τις προεπιλεγµένες αλγοριθµικές ρυθµίσεις.  

Οι δοκιµές που αναγράφονται στον πίνακα 8.1 δείχνουν την αποτελεσµατικότητα 

των διαφόρων τεχνικών δηµιουργίας τοµών στον αλγόριθµο branch-and-

bound. Πραγµατοπ

ωσης και εφαρµόζοντας κάθε τ νική δηµιουργίας επιφανειακών τοµ

 επιφανειακών ότερο από ε

ριπτώσεις ο χρ ηκε στο µισό 

ος. Την πιο ευεργετ ε η δηµιουργία επ

τοµών στην επίλυση του προβλήµατος φαίνονται στο επόµενο σχήµα. 

 172



Κατασκευή µοντέλου βελτιστοποίησης  

% Βελτίωση

40

90

C

rs

Im
plie

d Bo
un

ds

Χρόνος

0
10
20
30

50
60
70
80

100

Cliq
ue

s
ove

Flo
w C

ove
rs

Gub MIR

Gom
ory 

Fra
ctio

na
l

% Μέγεθος

 

Σχήµα 8.11 – Βελτίωση της απόδοσης µε την εισαγωγή επιφανειακών τοµών 

Η καλύτερη απόδοση του αλγορίθµου επίλυσης παρατηρήθηκε όταν 

εφαρµόστηκαν επιφανειακές τοµές στρογγυλοποίησης µικτών ακεραίων σε όλο 

το δέντρο αναζήτησης και τοµές τύπου clique, GUB, flow covers, implied 

bounds, covers εφαρµόστηκαν µόνο στον αρχικό κόµβο. Η χρονική διάρκεια 

εται στην 

επιβάρυνση που προκαλεί η παροδική εφαρµογή µη αποτελεσµατικών 

επιφανειακών τοµών από το πρόγραµµα βελτιστοποίησης. 

επίλυσης και το µέγεθος του δέντρου αναζήτησης που επιτεύχθηκαν µε την 

εφαρµογή των αποτελεσµατικότερων µεθόδων και τεχνικών αναγράφονται στο 

τέλος του πίνακα 8.1.  

Όπως και µε τις αλγοριθµικές ρυθµίσεις, ο βελτιστοποιητής έχει τη δυνατότητα 

εφαρµογής επιφανειακών τοµών καθ’ όλη τη διάρκεια της διαδικασίας επίλυσης 

βάσει της επίδρασης τους, αφού όπως αναφέρθηκε και στο κεφάλαιο 7, είναι 

πιθανό η εφαρµογή ενός συγκεκριµένου τύπου τοµής στο πρόβληµα να  

αποδειχθεί εξαιρετικά χρονοβόρα.  

Η απόδοση της µεθόδου βελτιστοποίησης χρησιµοποιώντας τις προεπιλεγµένες 

ρυθµίσεις του προγράµµατος βελτιστοποίησης CPLEX που φαίνεται στο τέλος 

του πίνακα 8.1 φαίνεται περισσότερο από αποδεκτή. Το γεγονός ότι ο χρόνος 

που απαιτείται για την εύρεση της βέλτιστης λύσης και το µέγεθος του δέντρου 

αναζήτησης αυξάνονται σε σχέση µε προηγούµενες δοκιµές οφείλ
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Για να επαληθευτεί η αποτελεσµατικότητα των επιφανειακών τοµών του τύπου 

MIR και Gomory στο συγκεκριµένο τύπο προβλήµατος βελτιστοποίησης και να 

αποδειχθεί ότι η επίδοση τους δεν ήταν συµπτωµατική, εκτελέστηκαν δοκιµές µε 

διαφορετικές τιµές παραµέτρων και αρχικών δεδοµένων (π.χ. ζητήσεις). Τα 

αποτελέσµατα απέδειξαν ότι οι επιφανειακές τοµές αυτές είχαν και πάλι την ίδια 

ευνοϊκή επίδραση στην απόδοση του αλγορίθµου βελτιστοποίησης.  

Αυτό που µπορεί να διερωτηθεί κανείς παρατηρώντας τα αποτελέσµατα των 

δοκιµών είναι το αν οι τεχνικές που χρησιµοποιήθηκαν θα επηρέαζαν µε τον ίδιο 

ευνοϊκό τρόπο τη διαδικασία της επίλυσης. Το µαθηµατικό µοντέλο δοκιµάστηκε 

περισσότερες από δυο φορές µε διαφορετικά δεδοµένα εισόδου και 

εφαρµόζοντας τις ίδιες τεχνικές για τη βελτίωση της αποτελεσµατικότητας της 

µεθόδου βελτιστοποίησης. Αυτό που παρατηρήθηκε είναι ότι κάποιες τεχνικές 

είχαν πά λτιστου, 

χρόνος επίλυσης, µέγεθος δέντρου αναζήτησης) και συνεπώς η απάντηση στο 

παραπάνω ερώτηµα θα είναι θετική. Εντούτοις, κανείς δεν µπορεί να εγγυηθεί ότι 

δοκιµές αντλούνται από το ιστορικό της µονάδας παραγωγής και µπορούν να 

θεωρηθούν αρκετά αξιόπιστα – µόνο σε σπάνιες περιπτώσεις τα δεδοµένα 

 σχέση µε τα δεδοµένα που πάρθηκαν από πριν από ένα 

ντα την ευνοϊκότερη επίδραση στα αποτελέσµατα (εύρεση βέ

οι συγκεκριµένες τεχνικές θα έχουν τα ίδια ευνοϊκά αποτελέσµατα για όλους τους 

δυνατούς συνδυασµούς δεδοµένων εισόδου. Στις περισσότερες εφαρµογές 

προγραµµατισµού παραγωγής τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται για τις 

αλλάζουν δραστικά σε

εύλογο χρονικό διάστηµα. Παρόλα αυτά, σε ένα τέτοιο ενδεχόµενο µη-

αναµενόµενης και δραµατικής διαφοροποίησης των δεδοµένων του 

προβλήµατος, ο αλγόριθµος βελτιστοποίησης και οι συγκεκριµένες τεχνικές δεν 

µπορούν να εγγυηθούν την ίδια ακριβώς αποτελεσµατικότητα. 
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Σύνοψη 

Αντικείµενο της παρούσας διπλωµατικής εργασίας ήταν η κατασκευή 

µαθηµατικών µοντέλων για την επίλυση του προβλήµατος του 

προγραµµατισµού της παραγωγής σε σταθµούς συµπαραγωγής ηλεκτρικής 

ενέργειας και θερµότητας. Κατά τη διεξαγωγή της εργασίας µελετήθηκαν τα 

χαρακτηριστικά των µονάδων που απαρτίζουν τα συστήµατα συµπαραγωγής 

καθώς και οι διεργασίες που πραγµατοποιούνται στις διατάξεις συµπαραγωγής 

µε σκοπό τον καθορισµό των εσωτερικών σχέσεων µεταξύ των µεγεθών που 

εµπλέκονται στην παραγωγική διαδικασία, στοιχεία απαραίτητα για την 

κατασκευή των µαθηµατικών µοντέλων. Η έκφραση και ανάλυση του 

προβλήµατος ένταξης και οικονοµικής κατανοµής των µονάδων σε σταθµούς 

συµπαραγωγής παρείχε τα επιπλέον στοιχεία που απαιτούνταν για τη 

µαθηµατική περιγραφή του προβλήµατος προγραµµατισµού της παραγωγής. 

ν  π η τε

επίλυσης για το 

συγκεκριµένο πρόβληµα, καθότι µπορεί να εγγυηθεί βέλτιστα αποτελέσµατα και - 

µε τη συµβολή µοντέρνων τεχνικών - να εξασφαλίσει γρήγορη σύγκλιση. Η 

τεχνική προσέγγισης που εφαρµόστηκε ήταν η ‘κατά διαστήµατα 

γραµµικοποίηση’ και αφορούσε την προσέγγιση µη-γραµµικών συναρτήσεων 

µε ισοδύναµες - κατά διαστήµατα γραµµικές - συναρτήσεις. 

H κατασκευή των µαθηµατικών µοντέλων έγινε µε χρήση του συστήµατος 

µοντελοποίησης GAMS και σύµφωνα µε τα παραπάνω βασίστηκε στα 

αποτελέσµατα της θερµοδυναµικής ανάλυσης των συστηµάτων 

Η επιλογή της µεθόδου επίλυσης του προβλήµατος βελτιστοποίησης που 

προέκυψε προηγήθηκε της κατασκευής του µοντέλου, καθότι µπορεί να 

επηρέαζε την µαθηµατική έκφραση του. Η σκέψη αυτή αποδείχθηκε σωστή, γιατί 

όπως προέκυψε από την ανάλυση του προβλήµατος κρίθηκε αναγκαίο να 

εφαρµοστούν προσεγγιστικές µέθοδοι υψηλής ακρίβειας για την έκφραση 

ορισµένων εκ των συ αρτήσεων που εµπλέκονταν στο ρόβλ µα, έτσι ώσ  να 

είναι δυνατή η εφαρµογή µικτού ακέραιου προγραµµατισµού. Ο µικτός ακέραιος 

προγραµµατισµός επελέγη ως η καταλληλότερη µέθοδος 
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συµπαραγωγής, στη διατύπωση και ανάλυση του προβλήµατος ένταξης 

µονάδων και στις τεχνικές προσέγγισης που αποφασίστηκε να εφαρµοστούν. Η 

επίλυση του προβλήµατος µε την µέθοδο του µικτού ακέραιου 

προγραµµατισµού ανατέθηκε στο πρόγραµµα βελτιστοποίησης CPLEX

ρυθµίστηκε κατάλληλα ώστε να γίνεται εφαρµογή των σύγχρονων τεχνικών για 

 α ε

ο κα ζ  ό µε

 το οποίο 

τη βελτίωση της ποτελεσµατικότητας της µ θόδου. ∆οκιµές διεξήχθησαν µε 

διαφορετικά δεδοµένα για τ πρόβληµα ι εφαρµό οντας λες τις παρεχό νες 

τεχνικές και τα αποτελέσµατα που προέκυψαν βοήθησαν στην αξιολόγηση της 

µεθόδου και των διαφόρων τεχνικών που εφαρµόστηκαν. 
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Παράρτηµα A 

Αναφορά στη θερµο υναµική 

 

A.1.1 Θερµοδυναµικό σύστηµα 

Ως θερµοδυναµικό ορίζεται µία περιοχή ή χώρος όπου πραγµατοποιούνται 

κάποιες θερµοδυναµικές διεργασίες. Τα θερµοδυναµικά συ

δ

A.1 Θερµοδυναµικά συστήµατα και µεγέθη 

στήµατα µπορούν να 

κατανεµηθούν στις ακόλουθες κατηγορίες: 

- Κλειστό σύστηµα: Σύστηµα σταθερή µάζας και ταυτότητας του οποίου τα 

όρια καθορίζονται από το χώρο που καταλαµβάνει η ουσία που 

περιέχεται σ’ αυτό. 

- Ανοικτό σύστηµα: Σε αυτό το σύστηµα η µάζα της ουσίας που περιέχει 

µπορεί να είναι µεταβλητή, µε την έννοια ότι µπορεί να διασχίσει τα όρια 

του συστήµατος. 

- Αποµονωµένο σύστηµα: Είναι το σύστηµα που δεν έχει καµία 

αλληλεπίδραση µε το περιβάλλον του. Μεταφορά µάζας, θερµότητας ή 

έργου δεν είναι δυνατή σ’ αυτόν τον τύπο συστήµατος. 

 

A.1.2 Ενέργεια 

Ενέργεια ενός συστήµατος ορίζεται η δυνατότητα του να παράγει έργο. Η 
ενέργεια που κατέχει ένα σύστηµα µπορεί να διακριθεί σε: 

- Αποθηκευµένη ενέργεια: Η ενέργεια που εσωκλείεται σε ένα σύστηµα εντός 
των ορίων του. Η εσωτερική, δυναµική και κινητική ενέργεια είναι αυτού 
του τύπου. 

- Μεταφερόµενη ενέργεια: Είναι η ενέργεια που κατέχει το σύστηµα, η οποία 
δύναται να διασχίσει τα όρια του. Η θερµότητα, το έργο και η ηλεκτρική 
ενέργεια είναι αυτού του τύπου. 

Η ενέργεια παριστάνεται µε το σύµβολο Ε και εκφράζεται σε Joules (J). 
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A.1.3 Θερµότητα 

Η θερµότητα ορίζεται ως η ενέργεια που µεταφέρεται, χωρίς τη µεταφορά µάζας, 
δια µέσου των ορίων ενός συστήµατος εξαιτία
µεταξύ του συστήµατος και του περιβάλλοντος. 

Η θερµότητα παριστάνεται µε το σύµβολο Q και εκφράζεται σε Joules (J). 

Τα ακόλουθα ισχύουν για τη θερµότητα: 

- Η θερµότητα είναι µια µορφή µεταφερόµενης ενέργειας που µπορεί να 

τηµα µε χαµηλότερη θερµοκρασία, 
ως συνέπεια της διαφοράς θερµοκρασίας. 

ε

 

A.1.4 Έ

Στη θε
µέσου  συστήµατος εξαιτίας της διαφοράς σε µία βασική 
ιδιότητα, εκτός της θερµοκρασίας. 

Το µ
ή Joul

Τα ακό

Στην πράξη, η βασική ιδιότητα του συστήµατος που προκαλεί την 
παραγωγή έργου είναι η πίεση. 

θεωρείται θετικό όταν παράγεται από ένα σύστηµα και αρνητικό 
όταν εφαρµόζεται σε ένα σύστηµα. 

A.2

Οι περ ν αλληλεπίδραση µεταξύ ενός θερµοδυναµικού συστήµατος 
και του περιβάλλοντος του, δίδονται από τους ακόλουθους θεµελιώδεις νόµους: 

A.2.1 Π

“Η ενέργεια δεν µπορεί ούτε να δηµιουργηθεί ούτε να καταστραφεί, παρά µόνο 

ύµφωνα µε τον νόµο αυτό, όταν ένα σύστηµα υπόκειται µία θερµοδυναµική 
διεργασία µεταφέρεται θερµότητα και έργο. Η καθαρή ενέργεια που µεταφέρεται 

ς της διαφοράς θερµοκρασίας 

αναγνωριστεί µόνο όταν διασχίζει τα όρια ενός συστήµατος. 

- Η θερµότητα µεταφέρεται δια µέσου των ορίων ενός συστήµατος µε 
υψηλότερη θερµοκρασία σε ένα σύσ

- Η θερµότητα θεωρείται θετική όταν ρέει προς ένα σύστηµα και αρνητική 
όταν κρέει από ένα σύστηµα. 

ργο 

ρµοδυναµική φυσική, το έργο ορίζεται ως η ενέργεια που µεταφέρεται δια 
 των ορίων ενός

έργο παριστάνεται ε το σύµβολο W και εκφράζεται σε Newton-meters (N-m) 
es (J). 

λουθα ισχύουν για το έργο: 

- 

- Το έργο 

 

 Οι νόµοι της Θερµοδυναµικής 

ιορισµοί στη

ρώτος νόµος της θερµοδυναµικής 

να µετασχηµατιστεί από µία µορφή σε µία άλλη” 

Σ
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αποθηκεύεται εντός του συστήµατος και καλείται ολική ενέργεια του 
συστήµατος. 

, 

όπου 

δQ: µεταφερόµενη θερµότητα από/προς το σύστηµα κατά τη διάρκεια της 
διερ α

δW: έργο που παράγει/απορροφά το σύστηµα κατά τη διάρκεια της διεργασίας 

dE: µετ

 

A.2.2 ∆ µικής 

"∆ε  είναι δυνατή η κατασκευή µηχανής που λειτουργεί βάσει κυκλικής 
διεργασίας µε σκοπό τη µετατροπή της ενέργειας που διατίθεται υπό τη µορφή 

 σε ένα ισοδύναµο ποσό µηχανικού έργου ". 

Συνεπώς σε ένα σύστηµα που απορροφά ένα συνολικό ποσό θερµότητας Qtotal, 

Συνεπώς, 

dEWQ =−δδ

γ σίας 

αβολή της ολικής ενέργειας του συστήµατος. 

εύτερος νόµος της θερµοδυνα

ν

θερµότητας

Ο νόµος αυτό εισάγει τον περιορισµό της απόδοσης σε κάθε σύστηµα που 
πραγµατεύεται τη µετατροπή θερµότητας σε έργο (και αντίστροφα).  

παράγοντας έργο Wmax, ισχύει: 

1
Q
W

total

max
ax <=mη , 

όπου η

 

A.2.3 Θ

Φυσικές ιδιότητες 

: P 

- Θερµοκρασία ουσίας: T 

Πρόσθετες ιδιότητες 

ενέργειας της ουσίας αυξηµένο 
κατά το γινόµενο της πίεσης επί τον όγκο: 

max είναι η µέγιστη θερµική απόδοση. 

ερµοδυναµικές ιδιότητες αερίων 

- Πίεση που ασκείται από την ουσία

- Όγκος που καταλαµβάνεται από την ουσία: V 

- Ενθαλπία: Είναι το σύνολο της εσωτερικής 

VPUH ⋅+=  
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- Συντελεστής ξηρότητας ή ποιότητα ατµού: Είναι το ηλίκο ης µάζας του 
ξηρού ατ

 π τ  
µού προς τη µάζα της ίδιας ποσότητας υγρού ατµού.  

sd

d

w

d
mm

m
m
m

+
==χ  

 

A.3 Θερµοδυναµικές διεργασίες 

Κατά τη διάρκεια αλλαγής της κατάστασης ενός θερµοδυναµικού συστήµατος, 
 

καταστάσεων ονοµάζεται θερµοδυναµική διεργασία. 

 

.3.1 Κυκλική µεταβολή 

Κυκλική µεταβολή ή θερµοδυναµικός κύκλος είναι η διεργασία που 
µ  

 

 ναι µία κατάσταση ισορροπίας. Κάθε µεταβολή 
που λαµβάνει χώρα αρκετά αργά, έτσι ώστε οι αποκλίσεις των ιδιοτήτων του 
συστήµατος σε κάθε ενδιάµεση κατάσταση να είναι απειροελάχιστες, µπορεί να 
θεωρηθεί αντιστρέψιµη. 

Αν η µεταβολή λαµβάνει χώρα µε τέτοιο τρόπο ώστε οι ενδιάµεσες καταστάσεις 
εις ισορροπίας, τότε η µεταβολή 

εωρείται µη-αντιστρέψιµη. 

A.3.3 Βασικές θερµοδυναµικές µεταβολές 

Ισόθερµη µεταβολή: Η µεταβολή κατά την οποία η ουσία διατηρεί σταθερή 
θερµ

Ισοβ ση της ουσίας παραµένει 
σταθ

Η µεταβολή κατά την ο όγκος της ουσίας παραµένει 

Αδια
απορ  περιβάλλον.  

 

από µία κατάσταση ισορροπίας σε µία άλλη, η αλληλουχία των διαδοχικών

A

πραγ ατοποιείται σε ένα σύστηµα µε τέτοιο τρόπο, ώστε η τελική του κατάσταση 
να είναι ταυτόσηµη µε την αρχική. 

A.3.2 Αντιστρέψιµες και µη-αντιστρέψιµες µεταβολή 

Αντιστρέψιµη καλείται µια µεταβολή κατά την οποία κάθε διαδοχικό στάδιο από 
το οποίο το σύστηµα περνά εί

του συστήµατος να µην είναι καταστάσ
θ

 

οκρασία 

αρής µεταβολή: Η µεταβολή κατά την η πίε
ερή. 

Ισόχωρη µεταβολή: 
σταθερή. 

βατική ή ισεντροπική µεταβολή: Η µεταβολή κατά την οποία η ουσία δεν 
ροφά ούτε αποβάλει θερµότητα από ή στο
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A.3.4

Οι διεργασίες που λαµβάνουν χώρα σε κλειστά συστήµατα, συστήµατα δηλαδή 
που δεν επιτρέπουν την µεταφορά µάζας δια µέσου των ορίων τους, 
θεωρούνται ως διεργασίες σταθερής µάζας. 

ταν µία διαδικασία λαµβάνει χώρα σε ένα σύστηµα που επιτρέπει τη µεταφορά 
µάζας διαµέσου των ορίων του, ονοµάζεται διεργασία µεταβαλλόµενης µάζας. 

ς µπορούν να διακριθούν σε διεργασίες 

 είναι ο ίδιος 

οι ρυθµοί µεταφοράς θερµότητας και παραγωγής έργου είναι σταθεροί 

ς του συστήµατος παραµένει πάντα η ίδια 

θήκες δεν ικανοποιείται, τότε η διεργασία 
εωρείται ως µη µεταβλητής ροής. 

την ουσία του συστήµατος κατά τη διάρκεια µίας 
αντιστρέψιµης µεταβολής σταθερής µάζας 1 – 2 είναι: 

 

γεια της ουσίας είναι αµελητέες, το έργο που παράγεται ή 

 ∆ιεργασίες σταθερής και µεταβαλλόµενης µάζας. 

Ό

Οι διεργασίες µεταβαλλόµενης µάζα
σταθερής και µεταβαλλόµενης ροής. 

Σε διεργασίες σταθερής ροής ικανοποιούνται οι ακόλουθες συνθήκες: 

- ο ρυθµός ροής της µάζας στην είσοδο και την έξοδο

- 

- η κατάσταση της ουσία

- δεν υπάρχει µεταβολή στη χηµική σύνθεση του συστήµατος. 

Αν κάποιος από τις παραπάνω συν
θ

 

A.3.5 Έργο στις διεργασίες σταθερής µάζας & στις διεργασίες σταθερής ροής 

Έργο στις διεργασίες σταθερής µάζας 

∆εδοµένου ενός κλειστού θερµοδυναµικού συστήµατος, το έργο που παράγεται 
ή καταναλίσκεται από 

dvPdwW
1 1

21 ∫ ∫==→

2 2

Έργο στις διεργασίες σταθερής ροής 

∆εδοµένου ενός ανοικτού θερµοδυναµικού συστήµατος και υποθέτοντας ότι 
κατά τη διάρκεια µία διεργασίες σταθερής ροής οι αλλαγές στην κινητική και 
δυναµική ενέρ
καταναλίσκεται από την ουσία του συστήµατος κατά τη διάρκεια αυτής της 
µεταβολής 1 – 2 είναι: 

dpVdwW
2 2

=  
1 1

21 ∫ ∫→ −=
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Στις επόµενες σελίδες παρουσιάζεται ο κώδικας µοντελοποίησης του 

 βάσει των υπολογισµών του κεφαλαίου 8. Το 

συγκεκριµένο απόσπασµα κώδικα GAMS δεν είναι ανεξάρτητο πρόβληµα 

βελτιστοποίησης, αλλά µέρος του κώδικα για το συνολικό πρόβληµα 

κε 

σµα κώδικα, ελαφρώς τροποποιηµένο, θα 

συµπαραγωγής. 

 

Κώδικας µοντελοποίησης GAMS 

 

 

ατµοστροβίλου αποµάστευσης που

βελτιστοποίησης του ενδεικτικού σχήµατος συµπαραγωγής που παρουσιάστη

στο κεφάλαιο 8. Αυτό το απόσπα

εµφανιστεί στον πλήρη κώδικα του προβλήµατος προγραµµατισµού παραγωγής, 

τόσες φορές όσες εµφανίζεται ο ατµοστρόβιλος αποµάστευσης στη διάταξη 
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* P R O C E S S     E X T R A C T I O N     T U R B I N E 

 
set t /1*10/ time; 
 
set i        states of state variable  /0*2/; 
set j        state variables           /P/; 
set f        nonlinear function involving state variable /1*3/; 
set c        piece-wise linear curves /c
set s_typ    curve selection set  /curve/; 
set s_pow    power production parameter names 
/Pomin,Pomax,Qinmin,Qinmax,dPup,dPdown/; 
set s_inp    inputparameter names /status,Qmin,Qmax/; 
set s_out    output parameter names /P,Qext,Pup,Pdown/; 
set s_lin    linear function parameter names  /slope,shift,bmin,bmax/; 
set s_cv     cv-value set        /P1,P2,Q1,Q2,cv/; 
set s_xny    coordinates set     /xmin,xmax,ymin,ymax/; 
set s        startup factors set  /1*10/; 
 
 
alias(t,tt); 
 
scala
sc_ln =  1e+10; 
 
scala
scala
scala
scalar sc_sta  Startup Cost; 
scala
scalar sc_Tup  Startup time; 
scala
scala
 
sc_cou = 1; 
 
table nput Table 
                             status Qmin Qmax  
                           1   0      0    0; 
 
 
table t_elt(c,i,s_pow)  Efficiency Linearisation Table 
                            Pomin Pomax Qinmin Qinmax dPup 
                      c1.1    0     0      0      0     0; 
 
 
table t_cvv(c,s_cv)  CV-values table 
                                       P1  P2  Q1  Q2  cv  
                                    c1  0   0   0   0   0; 
   
 
table t_sel(t,s_typ)  Curve Selection 
                                        curve 
                                     1    0; 
 
 
parameter p_sel(t,j)  curve selection; 
p_sel(t,'P') =  t_sel(t,'Curve'); 
 

1*c2/; 

r sc_ln  large number; 

r sc_cpp  Power Production Cost; 
r sc_cex  Heat Production Cost; 
r sc_cdq  Load Variation Cost; 

r sc_sto  Shutdown Cost; 

r sc_Tdo  Shutdown time; 
r sc_cou  counter; 

 t_inp(t,s_inp) I
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param
p_hlp1(i,c,s_xny) =  0; 
 

)  help parameter 2; 

arameters; 

ymin')) / (p_hlp1(i,c,'xmax') - 

hlp1(i,c,'xmin')= t_elt(c,i,'Po_min'); 
ax')= t_elt(c,i,'Po_max'); 
in')= t_elt(c,i,'dPup'); 

,'dPup'); 
x') - p_hlp1(i,c,'ymin')) / (p_hlp1(i,c,'xmax') - 

)); 
c); 
c,'ymax') - p_hlp2(i,c) * 

,c,'xmin'); 
hlp1(i,c,'xmax'); 

Po_min'); 
Po_max'); 

(c,i,'dPdown'); 
max')= t_elt(c,i,'dPdown'); 
(p_hlp1(i,c,'ymax') - p_hlp1(i,c,'ymin')) / (p_hlp1(i,c,'xmax') - 

(i,c,'xmin')); 
p2(i,c); 

 - p_hlp2(i,c) * 

par(i,'P','3',c,'bmin') =  p_hlp1(i,c,'xmin'); 
i,'P','3',c,'bmax') =  p_hlp1(i,c,'xmax'); 

c_cou = 1 to sc_Tup, 
2*sc_cou-1)/(2*sc_Tup); 

ry   variable b(i,j,t)    binary state variable; 
   variable start(t,s)  startup binary variable; 

e; 
nary   variable stop(t)    Shutdown of Turbine; 

e; 
ariable; 

sitive variable Po(t)    Equivalent Power Production; 

eter p_hlp1(i,c,s_xny)  help parameter 1; 

parameter p_hlp2(i,c
_hlp2(i,c) =  0; p
 

n pparameter p_par(i,j,f,c,s_lin)  linearizatio
p_hlp1(i,c,'xmin')= t_elt(c,i,'Po_min'); 
p_hlp1(i,c,'xmax')= t_elt(c,i,'Po_max'); 
p_hlp1(i,c,'ymin')= t_elt(c,i,'Qin_min'); 
p_hlp1(i,c,'ymax')= t_elt(c,i,'Qin_max'); 
p_hlp2(i,c)= (p_hlp1(i,c,'ymax') - p_hlp1(i,c,'
p_hlp1(i,c,'xmin')); 
p_par(i,'P','1',c,'slope') =  p_hlp2(i,c); 
p_par(i,'P','1',c,'shift') =  p_hlp1(i,c,'ymax') - p_hlp2(i,c) * 
p_hlp1(i,c,'xmax'); 
p_par(i,'P','1',c,'bmin') =  p_hlp1(i,c,'xmin'); 

max'); p_par(i,'P','1',c,'bmax') =  p_hlp1(i,c,'x
 
p_
p_hlp1(i,c,'xm
_hlp1(i,c,'ymp
p_hlp1(i,c,'ymax')= t_elt(c,i

hlp1(i,c,'ymap_hlp2(i,c)= (p_
_hlp1(i,c,'xmin'p
p_par(i,'P','2',c,'slope') =  p_hlp2(i,

i,p_par(i,'P','2',c,'shift') =  p_hlp1(
p_hlp1(i,c,'xmax'); 

p_hlp1(ip_par(i,'P','2',c,'bmin') =  
p_par(i,'P','2',c,'bmax') =  p_
 
p_hlp1(i,c,'xmin')= t_elt(c,i,'

t(c,i,'p_hlp1(i,c,'xmax')= t_el
_hlp1(i,c,'ymin')= t_eltp
p_hlp1(i,c,'y
_hlp2(i,c)= p
p_hlp1
p_par(i,'P','3',c,'slope') =  p_hl
p_par(i,'P','3',c,'shift') =  p_hlp1(i,c,'ymax
p_hlp1(i,c,'xmax'); 

')

p_
p_par(
 
 
parameter p_fac(s) startup factors; 
 
for (s
       p_fac(s)$(ord(s) eq sc_cou) = (
         ); 
 
bina
binary
 
binary   variable on(t)      Turbine Status; 
binary   variable startup(t) Startup of Turbin
bi
 
positive variable x(i,j,t) state variabl
positive variable y(j,f,t) output v
po
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positive variable P(t)     Power Production; 
positive variable Qext(t)  Extracted Heat; 
sitive variable Qin(t)   Heat Input; 

g reserve; 
down(t) Negative spining reserve; 

sitive variable UBP(t)   Upper border-line power; 

mp rate reserve; 
mp rate reserve; 
 Variation; 
ion; 

(t)  Transitional costs; 

top complementarity; 
ction; 

triction; 
es; 

n; 

state variable; 
state variable; 

unput; 
input; 
ction; 
; 

production; 

uation         e_psr(t)  positive spining reserve; 
pining reserve; 
er line power; 

ower border-line power; 

    e_dPu2(t) positive max ramp rate reserve; 
rve; 
e; 

riation; 

 calculation; 
s calculation; 

po
positive variable Pup(t)   Positive spinin
positive variable P
po
positive variable LBP(t)   Lower border-line power; 
positive variable dPup(t)  Positive max ra
positive variable dPdo(t)  Negative max ra
positive variable dEL(t)   Electricity Load
positive variable dHL(t)   Heat Load Variat
positive variable cCon(t)  Continuous costs; 
positive variable cTra
 
free     variable z Cost; 
 
on.up(t) = t_inp(t,'status'); 
start.up(t,s) = t_inp(t,'status'); 
 
equation         e_com(t,s) on - start - s
equation         e_sta(t)   startup restri
equation         e_sto(t)   shutdown res
equation         e_stg(t,s) startup stag
equation         e_dis(t)   startup display; 
 
equation         e_out(j,f,t) output equatio
equation         e_nor(j,t)   normalisation of binary variable; 
equation         e_max(i,j,f,t)  maximum bound of 
equation         e_min(i,j,f,t)  minimum bound of 
 
equation         e_qinmin(t) minimum heat 
equation         e_qinmax(t) maximum heat 
equation         e_extmax(t) maximum extra
equation         e_promin(t) minimum power
equation         e_promax(t) maximum power; 
 
equation         e_pro(t)  equivalent power 
equation         e_epp(t)  equivalent power; 
equation         e_pow(t)  power production; 
equation         e_ran(t)  production range; 
equation         e_noq(t)  no extraction status; 
 
eq
equation         e_nsr(t)  negative s
quation         e_ubl(t)  upper borde
equation         e_lb1(t)  l
equation         e_lb2(t)  lower border-line power; 

     e_dPu1(t) positive max ramp rate reserve; equation    
quation     e
equation         e_dPd1(t) negative max ramp rate rese
equation         e_dPd2(t) negative max ramp rate reserv
quation         e_dp1(t)  electricity load variation; e
equation         e_dp2(t)  electricity load va
equation         e_dq1(t)  heat load variation; 
equation         e_dq2(t)  heat load variation; 
 
equation         e_ccon(t)  continuous costs
equation         e_ctra(t)  transitional cost
equation         e_cos      total cost calculation; 
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e_com(t,s)$(ord(s) le sc_Tup) .. on(t) + start(t,s) + stop(t) =l= 1; 

t+1,s+1); 
nd (ord(tt) le (ord(t) - 
(t) - on(t-1)) * sc_Tup; 

d(t) + 

c_Tup),start(t,s)); 

 =e= sum(i, sum(c$(ord(c) eq 
(t,j i,j,f,c,'slope')) * x(i,j,t) + sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,j)), 

,t)); 

1; 
l(t,j)), 

(c) eq p_sel(t,j)), 

; 

 sc_Tup), 

 p_sel(t,'P')), t_cvv(c,'Q2')) 
sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,'P')), 

eq p_sel(t,'P')), 

P')), 
e sc_Tup), p_fac(s)*start(t,s)) * 
'1',c,'bmin')); 

pro(t) ..  Qin(t) =e= y('P','1',t); 

,'P')), t_cvv(c,'cv')) * 

 t_cvv(c,'P1') + ( 
) / ( t_cvv(c,'Q2') - 

q p_sel(t,'P')), 

'P')), on(t)* 
c(s)*start(t,s))* 

e_stg(t,s)$(ord(s) le sc_Tup) .. start(t,s) =e= start(
e_sta(t)  .. sum(tt$((ord(tt) ge (ord(t) - sc_Tup)) a
1))), sum(s$(ord(s) le sc_Tup), start(tt,s))) =g= (on
 
e_sto(t)  .. sum(tt$((ord(tt) ge ord(t)) and (ord(tt) lt (or
sc_Tdo))),stop(tt)) =g= sc_Tdo * (on(t-1) - on(t)); 
 
e_dis(t)  .. startup(t) =e= sum(s$(ord(s) le s
 
 
e_out(j,f,t)   ..  y(j,f,t)
_sel )),p_par(p
p_par(i,j,f,c,'shift')) * b(i,j
 
_nor(j,t) ..  sum(i, b(i,j,t)) =l= e
e_max(i,j,f,t) ..  x(i,j,t) =l= b(i,j,t) * sum(c$(ord(c) eq p_se
p_par(i,j,f,c,'bmax')); 
 

um(c$(orde_min(i,j,f,t) ..  x(i,j,t) =g= b(i,j,t) * s
p_par(i,j,f,c,'bmin')); 
 
e_qinmin(t) .. Qin(t) =g= on(t)* t_inp(t,'Qmin')
 
e_qinmax(t) .. Qin(t) =l= on(t)* t_inp(t,'Qmax') + sum(s$(ord(s) le
p_fac(s)* start(t,s)) * t_inp(t,'Qmin'); 
 
e_extmax(t) .. Qext(t) =l= on(t)* sum(c$(ord(c) eq

ord+ sum(s$( (s) le sc_Tup), p_fac(s)*start(t,s))* 
'Q1')); t_cvv(c,

 
(t) .. P(t) =g= on(t)* sum(c$(ord(c) e_promin

p_par('0','P','1',c,'bmin')); 
 

(t) .. P(t) =l= on(t)* sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,'e_promax
p_par('2','P','1',c,'bmax')) + sum(s$(ord(s) l
sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,'P')), p_par('2','P',
 
 
e_
e_epp(t) ..  Po(t) =e= sum(i, x(i,'P',t)); 
e_pow(t) ..  P(t) =e= Po(t) - sum(c$(ord(c) eq p_sel(t
Qext(t); 
 
e_ran(t) ..  P(t) =g= sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,'P')),
t_cvv(c,'P2') - t_cvv(c,'P1') ) * ( Qext(t) - t_cvv(c,'Q1') 
t_cvv(c,'Q1') )); 
 
e_noq(t) ..  Qext(t) =l= (1 - b('0','P',t))* sum(c$(ord(c) e
t_cvv(c,'Q2')); 
 
e_psr(t) ..  Pup(t) =e=  UBP(t) - P(t); 
e_nsr(t) ..  Pdown(t) =e= P(t) - LBP(t); 
_ubl(t) ..  UBP(t) =l= sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,e
p_par('2','P','1',c,'bmax') + sum(s$(ord(s) le sc_Tup),p_fa
p_par('2','P','1',c,'bmin') + Qext(t) * (t_cvv(c,'P2') - 
p_par('2','P','1',c,'bmax')) / t_cvv(c,'Q2')); 
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e_lb1(t) ..  LBP(t) =g= sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,'P')),on(t)* t_cvv(c,'P1') + ( 
cvv(c,'P2') - t_cvv(c,'P1') ) * ( Qext(t) - on(t)* t_cvv(c,'Q1') ) / 
_cvv(c,'Q2') - t_cvv(c,'Q1') )); 

card(tt)-1)); 
(t))$( (t) lt (card(tt)-

); 
(card(tt)-1)); 

dPd2(t)..  dPdo(t) =g= (Po(t) - y('P','3',t) - Po(t+1))$( (t) lt (card(tt)-
); 

dq1(t) .. dHL(t) =g= Qext(t-1) - Qext(t); 
1); 

ctra(t) .. cTra(t) =e= sum(s$(ord(s) le sc_Tup),start(t,s)) * sc_sta + stop(t) 

BP(t) - UBP(t))); 

splay Qin.l; 

splay Pup.l; 

splay dPdo.l; 

splay startup.l; 

t_
(t
 
e_lb2(t) ..  LBP(t) =g= sum(c$(ord(c) eq p_sel(t,'P')),on(t)* 
p_par('1','P','1',c,'bmin') + Qext(t) * (t_cvv(c,'P1') - 
p_par('1','P','1',c,'bmin')) / t_cvv(c,'Q1')); 
 
e_dPu1(t) .. dPup(t) =g= (y('P','2',t) - Po(t+1)+Po(t))$(ord(t) lt (
e_dPu2(t) .. dPup(t) =g= (Po(t+1) - y('P','2',t) - Po ord
1)
e_dPd1(t) .. dPdo(t) =g= (y('P','3',t) + Po(t+1)-Po(t))$(ord(t) lt 

orde_
1)
 
e_dp1(t) .. dEL(t) =g= P(t-1) - P(t); 
e_dp2(t) .. dEL(t) =g= P(t) - P(t-1); 
e_
e_dq2(t) .. dHL(t) =g= Qext(t) - Qext(t-
e_ccon(t) .. cCon(t) =e= sc_cpp * P(t) + sc_cex * Qext(t); 
 
e_
* sc_sto  + sc_cdq * (dEL(t) + dHL(t)); 
 
 
e_cos .. z =e= sum(t, cCon(t) + cTra(t) + 0.0001*(L
 
 
 
di
display Po.l; 
display P.l; 
display Qext.l; 
di
display Pdown.l; 
display dPup.l; 
di
display cVar.l; 
display cSta.l; 
display on.l; 
di
display stop.l; 
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