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PerÐlhyh

Skopìc thc diplwmatik c ergasÐac  tan h epÐlush enìc probl matoc tetragwnikoÔ
programmatismoÔ gia arnhtik� orismènh m tra. Sugkekrimèna asqolhj kame me th
lÔsh tou parak�tw probl matoc:

min{f(x) =
1

2
xT Qx + cT x : Ax ≤ b, −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n}

, ìpou h m tra Q eÐnai arnhtik� orismènh. Lìgw thc morf c thc m trac Q to prìblh-
ma pou exet�same an�getai se èna prìblhma elaqistopoÐhshc koÐlhc sun�rthshc me
kurtoÔc periorismoÔc. EÐnai gnwstì ìti ta probl mata aut� mporeÐ na èqoun poll�
topik� el�qista, ta opoÐa mporeÐ na mhn eÐnai olik�. Wstìso parousi�zoun orismènec
eidikèc majhmatikèc idiìthtec, gegonìc pou ta k�nei polÔ elkustik�. Gia thn eÔresh
tou olikoÔ elaqÐstou ekmetalleut kame th morf  twn periorism¸n kai orismènec ba-
sikèc idiìthtec thc koÐlhc elaqistopoÐhshc gia na katal xoume ìti to prìblhma pou
mac apasqoleÐ èqei olikì el�qisto kai autì brÐsketai se mia apì tic peperasmènec se
arijmì korufèc tou sunìlou {x : −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n}.

Sugkekrimèna gia th lÔsh tou probl matoc prosarmìsame kat�llhla ton algì-
rijmo twn Horst kai Tuy. O algìrijmoc autìc an kei stic cone covering proseggÐseic,
dhlad  kalÔptei to q¸ro me k¸nouc kai sth sunèqeia qrhsimopoieÐ tic tomèc Tuy gia
na apokleÐsei diadoqik� perioqèc tou sunìlou D pou de qrei�zontai na exetastoÔn
peraitèrw, mèqri na brei thn koruf  pou eÐnai h olik� bèltisth lÔsh. Sthn perÐptwsh
pou oi m trec A kai b den eÐnai kenèc tìte eis�gontai k�poioi epiplèon periorismoÐ sto
arqikì prìblhma.

Lèxeic Kleidi�

Tetragwnikìc programmatismìc, Arnhtik� orismènec m trec, KoÐlec sunart seic,
KoÐlh elaqistopoÐhsh, Tomèc Tuy, Algìrijmoc Horst kai Tuy.
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Abstract

The scope of this thesis was to solve the following quadratic programming problem

for a negative definite matrix:

min{f(x) =
1

2
xT Qx + cT x : Ax ≤ b, −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n}

, where Q is a negative definite matrix and A and b, when they are nonempty matrices,

introduce some extra linear inequality constraints. The problem described above is a

concave minimization problem, where D = {x : Ax ≤ b, −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n} is a

nonempty, closed convex set. Since concave minimization involves the minimization

of concave functions, concave minimization problems generally will possess many

solutions that are local, but not global, minima. Nevertheless they display some

interesting and attractive mathematical properties that make them more tractable

than general global optimization problems. In order to find a global optimal solution

we made use of certain mathematical properties, which establish that, due to the

fact that D is a polyhedron, the problem has a global optimal solution, which is an

extreme point of D.

In order to solve the problem we made use of the Horst and Tuy algorithm. This

algorithm is a cone covering method: It uses conical covers of D to search out and

enumerate extreme points of D until a global optimal solution has been found. In

order to do so it uses the famous Tuy cuts.

Key words

Quadratic programming, Negative definite matrix, Concave functions, Concave mini-

mization, Tuy cuts, Horst and Tuy algorithm.
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EuqaristÐec

Ja  jela na euqarist sw prwtÐstwc ton Kajhght  thc Sqol c Hlektrolìgwn
Mhqanik¸n kai Mhqanik¸n Upologist¸n kai epiblèponta thc ergasÐac ko NÐko Ma-
r�to gia thn polÔtimh bo jeia tou sthn apì mèrouc mou kalÔterh katanìhsh tou
probl matoc kai gia thn amèristh katanìhsh kai upomon  pou epèdeixe kajìlh th
di�rkeia per�twshc thc paroÔsac.

Ja  jela epÐshc na euqarist sw to ko NÐko Xhrì, Lèktora thc sqol c Nauph-
g¸n Mhqanolìgwn Mhqanik¸n gia tic polÔtimec upodeÐxeic pou mou èdwse se mia
dÔskolh stigm  kat� thn ekpìnhsh aut c thc diplwmatik c ergasÐac, kaj¸c epÐshc
kai ton ko TrÔfwna Kousiour , Kajhght  thc Sqol c Hlektrolìgwn Mhqanik¸n kai
Mhqanik¸n Upologist¸n.

Tèloc ja  jela na euqarist sw to eurÔtero suggenikì kai filikì mou perib�llon
gia th bo jeia kai th sumpar�stash pou mou epèdeixe. IdiaÐtera ja  jela na anafèrw
touc goneÐc mou kai thn aderf  mou, Dèspoina, ton ko KwnstantÐno Sphliìpoulo,
diplwmatoÔqo thc sqol c Efarmosmènwn Majhmatik¸n kai Fusik¸n Episthm¸n kai
ton x�derfo mou ko Iw�nnh QatzhgewrgÐou, Lèktora thc sqol c Nauphg¸n Mhqano-
lìgwn Mhqanik¸n.
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Kef�laio 1

Genik� perÐ TetragwnikoÔ
ProgrammatismoÔ

Sto kef�laio autì ja mil soume genik� gia ta probl mata tetragwnikoÔ pro-
grammatismoÔ kai ja dojoÔn orismènoi orismoÐ aparaÐthtoi gia th sunèqeia.

Skopìc thc ergasÐac aut c eÐnai na lujeÐ to prìblhma tetragwnikoÔ programma-
tismoÔ:

min{f(x) =
1

2
xT Qx + cT x : Ax ≤ b, −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n} (1.1)

ìpou h m tra Q eÐnai arnhtik� orismènh. UpenjumÐzoume touc ex c orismoÔc [1]:

Orismìc 1

H sun�rthsh F (x) =
∑n

i=1

∑n
j=1 aijxixj = xT Qx lègetai tetragwnik  morf .

Orismìc 2

H tetragwnik  morf  xT Qx kai h antÐstoiqh m tra Q, ìpou Q = QT , lègetai
arnhtik� orismènh an xT Qx < 0, ∀x 6= 0   isodÔnama ìtan λi < 0, i = 1, 2...n,
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ìpou λi eÐnai oi idiotimèc tou Q.

Orismìc 3

H tetragwnik  morf  xT Qx kai h antÐstoiqh m tra Q, ìpou Q = QT , lègetai
arnhtik� hmiorismènh an xT Qx ≤ 0, ∀x ∈ Rn kai up�rqei x̃ 6= 0 tètoio ¸ste
x̃Qx̃=0   isodÔnama ìtan λi ≤ 0, i = 1, 2...n kai up�rqei λj = 0, ìpou λi eÐnai oi
idiotimèc tou Q.

AntÐstoiqa orÐzontai oi ènnoiec jetik� orismènh kai jetik� hmiorismènh.
O tetragwnikìc programmatismìc apoteleÐ mia apì tic pio shmantikèc perioqèc

tou mh grammikoÔ programmatismoÔ. Polu�rijma probl mata pou prokÔptoun se
efarmogèc tou elègqou, twn oikonomik¸n, thc jewrÐac paignÐwn kai tou mhqanologi-
koÔ sqedÐou mporoÔn na ekfrasjoÔn wc probl mata tetragwnikoÔ programmatismoÔ.
P.q orismènec pleurèc thc sqedÐashc VLSI kuklwm�twn mporoÔn na ekfrastoÔn wc
grammik�, me tetragwnikoÔc periorismoÔc, tetragwnik� montèla.

Sunep¸c eÐnai fanerì ìti to prìblhma tetragwnikoÔ programmatismoÔ eÐnai meg�-
lhc shmasÐac tìso apì majhmatik c pleur�c ìso kai apì pleur�c efarmog¸n. Autì
antikajreftÐzetai sto meg�lo arijmì proseggÐsewn pou èqoun protajeÐ gia th lÔsh
aut¸n twn problhm�twn. Paradosiak� oi mèjodoi gia th lÔsh aut¸n twn problh-
m�twn èqoun basisteÐ se teqnikèc eÔreshc topikoÔ elaqÐstou. Wstìso ta teleutaÐa
qrìnia èqoun gÐnei prosp�jeiec gia thn kataskeu  algorÐjmwn eÔreshc olikoÔ elaqÐ-
stou gia to sugkekrimèno prìblhma.

Oi proseggÐseic gia eÔresh olikoÔ elaqÐstou gia to genikì mh kurtì, mh gram-
mikì prìblhma (sumperilambanomènou kai thc beltistopoÐhshc tetragwnik¸n sunar-
t sewn) mporoÔn na katataqjoÔn se duo kathgorÐec: Tic nteterministikèc kai tic
stoqastikèc. Gia thn epÐlush tou 1.1 ja qrhsimopoihjoÔn nteterministikèc mèjodoi
kai sugkekrimèna ja gÐnei efarmog  tou perÐfhmou algorÐjmou twn Horst kaiTuy.

To genikì tetragwnikì prìblhma apoteleÐtai apì mia tetragwnik  antikeimenik 
sun�rthsh kai èna sÔnolo grammik¸n anisotik¸n periorism¸n thc morf c:

min{F (x) =
1

2
xT Qx + cT x : Ax ≤ b, x ≥ 0} (1.2)

,ìpou c eÐnai èna n × 1 di�nusma, A eÐnai ènac m × n pÐnakac kai Q eÐnai ènac n × n

pÐnakac. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac upojètoume ìti o Q eÐnai summetrikìc. An
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autì den isqÔei tìte mporeÐ na metatrapeÐ se summetrik  morf  an antikatast soume
to Q apì to (Q + QT )/2, mia enèrgeia pou apodeiknÔetai ìti den all�zei thn tim 
thc sun�rthshc F(x). AntÐstoiqa opoiod pote prìblhma, sto opoÐo oi metablhtèc den
eÐnai aparaÐthta mh arnhtikèc, mporeÐ na metatrapeÐ me èna grammikì metasqhmatismì
sth morf  1.2.

An o pÐnakac Q eÐnai jetik� hmiorismènoc   jetik� orismènoc tìte to 1.2 eÐnai
se èna kurtì prìblhma programmatismoÔ. EÐnai gnwstì ìti se aut  thn kathgorÐa
problhm�twn k�je topikì el�qisto eÐnai kai olikì el�qisto kai sunep¸c h 1.2 mporeÐ
na lujeÐ apì opoiond pote gnwstì algìrijmo gia kurtì tetragwnikì programmati-
smì. Lìgw thc Ôparxhc enìc meg�lou arijmoÔ algorÐjmwn gia kurtì, mh grammikì
programmatismì oi peript¸seic pou parousi�zoun s mera endiafèron apì thn pleur�
thc eÔreshc olikoÔ elaqÐstou eÐnai oi peript¸seic stic opoÐec h m tra Q den eÐnai je-
tik� hmiorismènh. Tìte to 1.2 eÐnai èna mh kurtì prìblhma kai h efarmog  teqnik¸n
eÔreshc topikoÔ elaqÐstou gia autì to prìblhma den mporoÔn plèon na egguhjoÔn
kai eÔresh tou genikoÔ elaqÐstou. Eidik� sthn perÐptwsh pou o pÐnakac Q eÐnai ar-
nhtik� hmiorismènoc   arnhtik� orismènoc tìte briskìmaste sthn perioq  twn koÐlwn
problhm�twn.
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Kef�laio 2

ElaqistopoÐhsh KoÐlwn
Sunart sewn

2.1 Eisagwg 

To prìblhma elaqistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn apoteleÐ èna apì ta pio basik�
kai perissìtero melethmèna probl mata eÔreshc olikoÔ elaqÐstou. Sthn exÐswsh 1.1
h m tra Q eÐnai arnhtik� orismènh, pr�gma to opoÐo shmaÐnei ìti to prìblhma pou mac
endiafèrei eÐnai èna prìblhma koÐlhc elaqistopoÐhshc, kai sunep¸c krÐnetai anagkaÐo
na parousiastoÔn en suntomÐa k�poiec basikèc idiìthtec, oi pio sun jeic efarmogèc
all� kai oi genikèc mèjodoi antimet¸pishc autoÔ tou probl matoc. EpÐshc sto ke-
f�laio autì sumperilamb�netai mia istorik  anaskìphsh, ìpou ja parousiastoÔn ta
pio shmantik� ereunhtik� apotelèsmata.

2.2 Genik�

UpenjumÐzoume touc parak�tw orismoÔc:

Orismìc 1

To sÔnolo A ⊆ Rn lègetai kurtì an gia k�je zeug�ri shmeÐwn x ∈ A, y ∈ A kai
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∀λ ∈ [0, 1] isqÔei λx + (1− λ)y ∈ A.

Orismìc 2

H sun�rthsh f : A ⊆ Rn, ìpou to A eÐnai kurtì sÔnolo, lègetai kurt  an gia
k�je zeug�ri shmeÐwn x ∈ A, y ∈ A kai ∀λ ∈ [0, 1] isqÔei f(λx + (1 − λ)y) ≤
λf(x) + (1− λ)f(y).

Orismìc 3

Mia sun�rthsh f lègetai koÐlh an h −f eÐnai kurt  .

Sth sunèqeia parousi�zontai merikèc basikèc idiìthtec twn kurt¸n sunart sewn
kai twn kurt¸n sunìlwn:

Idiìthta 1

An f1(x) kai f2(x) eÐnai kurtèc sunart seic tìte h sun�rthsh α1f1(x) + α2f2(x)

eÐnai kurt  ef' ìson α1 ≥ 0 kai α2 ≥ 0.
H idiìthta aut  isqÔei kai ìtan oi sunart seic f1(x) kai f2(x) eÐnai koÐlec.

Idiìthta 2

An f(x) eÐnai kurt  sun�rthsh tìte to sÔnolo {x ∈ Rn : f(x) ≤ c} eÐnai kurtì
gia k�je c ∈ R.

Idiìthta 3

An ta sÔnola B1 kai B2 eÐnai kurt� tìte kai to sÔnolo B1 ∩B2 eÐnai kurtì.

EpÐshc parajètoume to polÔ shmantikì je¸rhma Weierstrass pou dÐnei tic ikanèc
sunj kec gia thn Ôparxh genikoÔ elaqÐstou.

Je¸rhma Weierstrass

An h f : Rn → R eÐnai suneq c kai to A ⊂ Rn eÐnai kleistì kai fragmèno, tìte h
f èqei toul�qiston èna el�qisto p�nw sto A.

Skopìc twn algorÐjmwn elaqistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn eÐnai na broun to
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olikì el�qisto miac pragmatik c (kai diaforÐsimhc) koÐlhc sun�rthshc p�nw se klei-
st� kurt� sÔnola. Genik�, ìpwc kai se �lla probl mata elaqistopoÐhshc, mporeÐ
to prìblhma na èqei poll� topik� el�qista, pou ìmwc den eÐnai olik�. Akìma kai
fainomenik� apl� probl mata koÐlwn sunart sewn mporeÐ na èqoun ekjetikì arijmì
topik¸n elaqÐstwn. Wstìso autì pou ta k�nei tìso elkustik� eÐnai to gegonìc ìti
oi koÐlec sunart seic kai h elaqistopoÐhsh koÐlwn sunart sewn parousi�zoun ori-
smènec eidikèc majhmatikèc idiìthtec. EpÐshc èqoun èna polÔ eurÔ pedÐo �meswn kai
èmmeswn efarmog¸n.

To genikì prìblhma pou mac apasqoleÐ eÐnai thc morf c:

glob minf(x) óταν x ∈ D (P)

,ìpou to D ⊆ Rn eÐnai èna mh kenì, kurtì sÔnolo kai f eÐnai mia pragmatik , koÐlh
sun�rthsh orismènh se èna kat�llhlo kurtì sÔnolo A ⊆ Rn pou perièqei to D.
Skopìc eÐnai na brejeÐ h el�qisth tim  thc f p�nw sto D kai an aut  h tim  den eÐnai Ðsh
me to −∞ na brejeÐ, an up�rqei, toul�qiston èna shmeÐo sto D pou epitugq�nei aut 
thn tim . Stic perissìterec efarmogèc to A eÐnai Ðso eÐte me to Rn eÐte toul�qiston
me èna anoiktì kurtì sÔnolo pou perièqei to D kai to D eÐnai sumpagèc. K�tw
apì autoÔc touc periorismoÔc h sun�rthsh f eÐnai suneq c sto A kai sÔmfwna me to
je¸rhma Weierstrss to olikì el�qisto eÐnai peperasmèno kai up�rqei toul�qiston èna
shmeÐo sto D pou epitugq�nei aut  thn tim . Wstìso up�rqoun shmantikèc efarmogèc
ìpou to A den isoÔtai me to Rn   me èna anoiktì kurtì sÔnolo pou perièqei to D,  
to D den eÐnai sumpagèc.

To sÔnolo D mporeÐ na kajoristeÐ pl rwc apì èna sÔsthma grammik¸n  /kai mh
grammik¸n isotik¸n kai anisotik¸n periorism¸n. Sunep¸c mporoÔme na upojèsoume
ìti genik� to D eÐnai thc morf c:

D = {x ∈ A| gi(x) ≥ 0, i = 1, 2, ..., m},

ìpou gia k�je i = 1, 2, ..., m : A → R.
'Opwc anafèrame parap�nw ta probl mata koÐlhc elaqistopoÐhshc aforoÔn thn ela-
qistopoÐhsh koÐlwn, kai ìqi kurt¸n, sunart sewn p�nw se kurt� sÔnola kai gi' autì
èqoun genik� pollèc lÔseic x∗ pou eÐnai topik� all� ìqi kai olik� el�qista. Autèc oi
lÔseic an koun sto D kai paÐrnoun timèc f(x∗), pou eÐnai oi el�qistec timèc pou mporeÐ
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na p�rei h sun�rthsh f p�nw se di�forec upoperioqèc (Nx∗∩D) tou D, ìpou Nx∗ eÐnai
èna anoiktì sÔnolo pou perièqei to x∗, all� oi timèc thc f(x∗) den eÐnai kai to olikì
el�qisto thc f p�nw sto D. Gi' autì to lìgo ta probl mata koÐlhc elaqistopoÐhshc
kaloÔntai kai multiextremal probl mata eÔreshc olikoÔ elaqÐstou. H efarmog 
twn koin¸n algorÐjmwn pou èqoun sqediasteÐ gia thn eÔresh topik¸n elaqÐstwn kur-
t¸n problhm�twn me periorismoÔc ja apotÔqoun genik� na lÔsoun to prìblhma (P ).
Sto shmeÐo autì ja prèpei na shmeiwjeÐ ìti afoÔ mia kurt  sun�rthsh g mporeÐ na
megistopoihjeÐ p�nw se èna kurtì sÔnolo Y elaqistopoi¸ntac thn −g p�nw sto Y

ta kurt� probl mata megistopoÐhshc eÐnai ousiastik� isodÔnama me ta problhm�twn
koÐlhc elaqistopoÐhshc.

SunoyÐzontac mporoÔme na poÔme ìti ta probl mata elaqistopoÐhshc koÐlwn su-
nart sewn p�nw se kurt� sÔnola katèqoun tèssera shmantik� qarakthristik� pou
dikaiologoÔn to auxanìmeno endiafèron gia aut  thn kathgorÐa thc jewrÐac beltisto-
poÐhshc:

1. Parousi�zoun orismènec endiafèrousec kai polÔ elkustikèc majhmatikèc idiì-
thtec pou ta k�noun pio eÔkola proc lÔsh apì �lla genik� probl mata eÔreshc
olikoÔ elaqÐstou.

2. 'Eqoun èna eurÔ pedÐo apeujeÐac efarmog¸n.

3. Poll� montèla, an kai den eÐnai arqik� probl mata koÐlhc elaqistopoÐhshc,
mporoÔn na metasqhmatistoÔn se tètoia probl mata   mporoÔn na lujoÔn mèsw
koÐlhc elaqistopoÐhshc.

4. Pollèc teqnikèc pou qrhsimopoioÔntai se algìrijmouc pou lÔnoun probl mata
koÐlhc elaqistopoÐhshc paÐzoun èna polÔ shmantikì rìlo gia th lÔsh kai �llwn
kathgori¸n problhm�twn eÔreshc olikoÔ elaqÐstou.

2.3 Anaskìphsh BibliografÐac

Ta probl mata elaqistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn prok�lesan apì polÔ nw-
rÐc to endiafèron, apodeÐxeic tou opoÐou mporoÔn na brejoÔn apì pollèc phgèc. Gia
par�deigma egqeirÐdia kai exeidikeumèna biblÐa pou epikentr¸nontai kurÐwc sto kurtì
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programmatismì kai sthn an�lush kurt¸n problhm�twn afier¸noun epÐshc k�poio
komm�ti sthn an�lush mh kurt¸n problhm�twn. Sthn perÐptwsh aut  h elaqisto-
poÐhsh koÐlwn sunart sewn kateÐqe p�nta exèqousa jèsh (p.q. [6], [7], [8], [9]).

Mia duskolÐa kat� thn elaqistopoÐhsh koÐlwn sunart sewn eÐnai ìti den èqei
brejeÐ k�poio aplì topikì krit rio gia to genikì prìblhma (P ) pou na dieukrinÐzei
kat� pìso èna topikì el�qisto eÐnai kai olikì el�qisto. 'Etsi akìma kai fainomenik�
aplèc peript¸seic koÐlhc elaqistopoÐhshc p�nw se sumpag  polÔedra mporeÐ na pe-
ripleqtoÔn apì thn Ôparxh enìc ekjetikoÔ arijmoÔ akraÐwn shmeÐwn tou epitreptoÔ
sunìlou pou eÐnai topik� el�qista. Epiplèon se k�je prìblhma koÐlhc elaqistopoÐh-
shc akrib¸c èna, merik� all� ìqi ìla,   kai ìla ta topik� el�qista mporeÐ na eÐnai
kai olik� el�qista. Gia autì to lìgo èginan prosp�jeiec gia thn eÔresh k�poiou
krithrÐou pou ja dieukolÔnei th lÔsh gia orismènec eidikèc peript¸seic problhm�twn
aut c thc kathgorÐac. Gia par�deigma sto [10] parousi�zontai k�poia epark  krit ria
pou apodeiknÔoun ìti h lÔsh enìc diaqwrÐsimou probl matoc koÐlhc elaqistopoÐhshc
p�nw se èna fragmèno polÔedro, h opoÐa eÐnai akraÐo shmeÐo, eÐnai epÐshc kai olikì
el�qisto, en¸ sta [11] kai [12] analÔontai oi anagkaÐec kai ikanèc sunj kec kaj¸c
epÐshc kai oi ikanèc sunj kec ètsi ¸ste èna topikì el�qisto enìc koÐlou tetragwnikoÔ
probl matoc elaqistopoÐhshc na eÐnai epÐshc kai olikì el�qisto.

Tautìqrona apì polÔ nwrÐc èginan dhmosieÔseic gia apeujeÐac efarmogèc thc ela-
qistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn. Gia par�deigma  dh apì ta mèsa thc dekaetÐac tou
'50 ereunhtèc diatÔpwsan probl mata pou aforoÔsan th bèltisth epilog  jèshc (p.q.
[13], [14]), th diaqeÐrish apograf c (p.q. [15], [16]), thn axiolìghsh prosfor¸n (p.q.
[17]), tic p�giec epibarÔnseic (p.q. [18], [19], [20]) wc probl mata elaqistopoÐhshc
koÐlwn sunart sewn.

Oi pr¸tec prosp�jeiec gia na lujeÐ algorijmik� to prìblhma elaqistopoÐhshc
koÐlwn sunart sewn qronologoÔntai apì ta mèsa thc dekaetÐac tou '60. Endeikti-
k� anafèroume ta [21], [22], [23]. Apì tìte mèqri s mera èqoun parousiasteÐ mia
seir� algorÐjmwn gia thn epÐlush koÐlwn problhm�twn kai èqoun protajeÐ pollèc
pijanèc efarmogèc. To endiafèron twn ereunht¸n gia eidikèc kathgorÐec thc koÐlhc
elaqistopoÐhshc paramènei isqurì mèqri s mera.

Oi algorijmikèc mèjodoi pou mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia thn epÐlush aut¸n
twn problhm�twn diakrÐnontai stic nteterministikèc kai stic stoqastikèc. Sthn er-
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gasÐa aut  qrhsimopoi jhkan mìno nteterministikèc mèjodoi wstìso up�rqoun poll�
endiafèronta �rjra gia eÔresh genikoÔ elaqÐstou me mejìdouc stoqastik c belti-
stopoÐhshc kat�llhlec gia genik� probl mata elaqistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn
p.q. apì touc Aarts, Boender kai Romeijn kaj¸c epÐshc kai apì touc Ratschek

kai Roekne sto [2]. EpÐshc sta biblÐa [24], [25], [26]. Tèloc sto [2] mporoÔn na
brejoÔn �rjra apì touc Floudas kai V isweswaran, Du, Guisewite, kai Konno kai
Kuno antÐstoiqa pou perigr�foun exeidikeumènec algorijmikèc prosp�jeiec gia th
lÔsh orismènwn upokathgori¸n twn problhm�twn koÐlhc elaqistopoÐhshc, ìpwc gia
par�deigma probl mata elaqistopoÐhshc koÐlwn tetragwnik¸n sunart sewn, orismè-
na min−max probl mata kai koÐla probl mata diktÔwn.

2.4 Idiìthtec koÐlwn sunart sewn kai koÐlwn pro-
blhm�twn

Sthn enìthta aut  ja exetastoÔn orismènec basikèc idiìthtec twn koÐlwn sunart -
sewn pou eÐnai idiaÐtera qr simec sth sunèqeia [2]. 'Etsi jewroÔme thn pragmatik  kai
koÐlh sun�rthsh f : A → R tou probl matoc (P ) pou orÐzetai sto kurtì uposÔnolo
A tou Rn.

Idiìthta 1

An A = Rn   to A eÐnai èna anoiqtì kurtì uposÔnolo tou Rn, tìte h f eÐnai
suneq c sun�rthsh sto A.

K�poiec forèc sthn koÐlh an�lush prèpei na gÐnoun di�forec pr�xeic p�nw se
sÔnola koÐlwn sunart sewn pou orÐzontai p�nw se èna koinì sÔnolo. Sthn koÐlh
elaqistopoÐhsh eÐnai k�poiec forèc anagkaÐo na brejeÐ to el�qisto enìc sunìlou
koÐlwn sunart sewn. Se autèc tic peript¸seic h akìloujh idiìthta eÐnai idiaÐtera
shmantik .

Idiìthta 2

'Estw hi, i = 1, 2, ..., q èna sÔnolo pragmatik¸n, koÐlwn sunart sewn, k�je mia
apì tic opoÐec orÐzetai sto kurtì uposÔnolo A tou Rn. Tìte h sun�rthsh u : A → R
orÐzetai gia k�je x ∈ A wc
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u(x) = min{hi(x)| i = 1, 2, ..., q}

kai eÐnai mia pragmatik  koÐlh sun�rthsh sto A.

Sto prìblhma (P ) èqoume jewr sei ìti to sÔnolo D ⊆ Rn eÐnai èna mh kenì,
kleistì kurtì sÔnolo kai ìti to kurtì sÔnolo A ⊆ Rn perièqei to D. UpenjumÐ-
zoume epÐshc ìti gia thn koÐlh sun�rthsh f isqÔei ìti f : A → R. En suntomÐa ja
anaferìmaste sta parap�nw wc tic basikèc upojèseic gia to prìblhma (P ).

AfoÔ to sÔnolo D eÐnai mh kenì tìte up�rqoun treic dunatèc peript¸seic gia th
lÔsh tou probl matoc (P ):

1. Up�rqei toul�qiston èna olikì el�qisto.

2. Parousi�zei peperasmènh el�qisth tim  ũ all� den up�rqei x ∈ D tètoio ¸ste
f(x) =ũ

3. To prìblhma den eÐnai fragmèno, dhlad  ũ= −∞

H deÔterh perÐptwsh, an kai den eÐnai sunhjismènh, mporeÐ na prokÔyei gia pa-
r�deigma ìtan to A den eÐnai èna anoiktì sÔnolo kai h f eÐnai asuneq c se èna  
perissìtera shmeÐa sto sÔnoro tou D,   ìtan to D den eÐnai fragmèno. Praktik�
stic perissìterec peript¸seic an up�rqei olikì el�qisto tìte up�rqei kai shmeÐo pou
na an kei sto D pou na to epitugq�nei.

Se orismènec peript¸seic problhm�twn eÔreshc olikoÔ elaqÐstou to olikì el�qi-
sto, ìtan up�rqei, mporeÐ na perioristeÐ sto sÔnoro tou epitreptoÔ sunìlou. Autì
to pleonèkthma èqei qrhsimopoihjeÐ apì di�forouc algìrijmouc eÔreshc olikoÔ ela-
qÐstou. Eidik� ta probl mata elaqistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn èqoun mia akìma
pio shmantik  idiìthta:

Idiìthta 3

'Estw ìti oi basikèc upojèseic gia to prìblhma (P ) isqÔoun kai epiplèon to sÔnolo
D perièqei toul�qiston èna akraÐo shmeÐo. E�n to prìblhma (P ) èqei olikì el�qisto
tìte to shmeÐo autì eÐnai èna akraÐo shmeÐo tou D.

Genik� aut  h idiìthta jewreÐtai h pio entupwsiak  idiìthta twn problhm�twn
koÐlhc elaqistopoÐhshc. Sunep¸c h èreuna gia thn eÔresh tou olikoÔ elaqÐstou gia
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to prìblhma (P ) mporeÐ na perioristeÐ sto sÔnolo twn akraÐwn shmeÐwn tou D, me
ton periorismì bèbaia ìti autì to sÔnolo den eÐnai kenì. EpÐshc axÐzei na shmeiwjeÐ
ìti h idiìthta 3 eÐnai arket� genik  kai isqÔei akìma kai ìtan to D den eÐnai fragmèno
  ìtan h sun�rthsh f eÐnai asuneq c sto sÔnoro tou D.

H idiìthta 3 eÐnai idiaÐtera qr simh sthn perÐptwsh pou to sÔnolo D eÐnai kurtì
polÔedro. Autì sumbaÐnei epeid  sÔnola aut c thc morf c èqoun èna peperasmèno
arijmì akraÐwn shmeÐwn, akìma kai ìtan den eÐnai fragmèna.

All� akìma kai ìtan to D den eÐnai polÔedro polloÐ algìrijmoi gia th lÔsh tou
probl matoc (P ) basÐzontai se aut  thn idiìthta. AutoÐ oi algìrijmoi mporeÐ na qrh-
simopoi soun thn idiìthta 3 me di�forouc trìpouc. Gia par�deigma polloÐ algìrijmoi
basÐzontai se aut n gia na epitaqÔnoun thn elaqistopoÐhsh thc f p�nw se di�fora
sÔnola pou kataskeu�zoun kai eÐnai polÔedra kai perièqoun to D   perièqontai mèsa
sto D.

Thn idiìthta aut  ja ekmetalleutoÔme tìso kat� thn efarmog  tou algorÐjmou
twn Horst kai Tuy gia thn eÔresh tou olikoÔ elaqÐstou tou probl matoc 1.1, ìso
kai gia th dhmiourgÐa tou progr�mmatoc gia thn epal jeush tou apotelèsmatoc.

Fusik� gia na qrhsimopoi sei kaneÐc thn idiìthta 3 ja prèpei na epibebai¸sei
pr¸ta ìti to prìblhma (P ) èqei toul�qiston mia olik� bèltisth lÔsh. H epal jeush
prokÔptei me efarmog  tou jewr matoc Weierstrass. Epeid  èna mh kenì, sumpagèc
sÔnolo prèpei na èqei èna akraÐo shmeÐo, apì thn idiìthta 1 aut c thc paragr�fou
paÐrnoume thn akìloujh idiìthta, pou eÐnai mia exeidikeumènh morf  thc idiìthtac 3.

Idiìthta 4

'Estw ìti oi basikèc upojèseic gia to prìblhma (P ) isqÔoun kai epiplèon to sÔnolo
A isoÔtai eÐte me to Rn eÐte me èna anoiktì kurtì sÔnolo sto Rn kai ìti to D eÐnai
fragmèno. Tìte to prìblhma (P ) èqei opwsd pote èna olikì el�qisto pou eÐnai akraÐo
shmeÐo tou D.

Apì thn idiìthta 4 sunep�getai ìti to prìblhma (P ) èqei olikì el�qisto pou eÐnai
akraÐo shmeÐo ef' ìson h f eÐnai koÐlh sun�rthsh se k�poio anoiqtì kurtì sÔnolo
pou perièqei to D kai to D eÐnai èna mh kenì, sumpagèc kurtì sÔnolo. Autì eÐnai
Ðswc to pio gnwstì jewrhtikì sumpèrasma sthn elaqistopoÐhsh koÐlwn sunart sewn
kai eÐnai ènac apì touc lìgouc pou k�noun aut  thn kathgorÐa problhm�twn tìso
elkustik  gia touc ereunhtèc. H idiìthta 4 qrhsimopoieÐtai me parìmoio trìpo me thn
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idiìthta 3, dhlad  gia na dikaiolog sei kai na epitaqÔnei polloÔc algorÐjmouc kai
diadikasÐec pou y�qnoun lÔsh gia to prìblhma (P ) se akraÐo shmeÐo.

Wstìso se èna meg�lo arijmì efarmog¸n tou probl matoc (P ) eÐte h sun�rthsh
f den eÐnai suneq c se k�je anoiqtì sÔnolo pou perièqei to D, eÐte to D eÐnai mh
fragmèno, eÐte sumbaÐnoun kai ta duo. Se autèc tic peript¸seic h idiìthta 4 den
mporeÐ na efarmosteÐ. Wstìso h idiìthta 3, wc pio genik  sth diatÔpwsh thc, mporeÐ
akìma na qrhsimopoihjeÐ kai na deÐxei ètsi ìti akìma kai aut� ta probl mata èqoun
olikì el�qisto, pou eÐnai akraÐo shmeÐo. Gia na efarmosteÐ h idiìthta 3 se autèc tic
peript¸seic mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn k�poiec epiplèon idiìthtec tou probl matoc
(P ), pou egguoÔntai thn Ôparxh olikoÔ elaqÐstou. Mia apì tic pio axiomnhmìneutec
idiìthtec autoÔ tou tÔpou parousi�zetai sth sunèqeia.

Idiìthta 5

'Estw ìti to D eÐnai èna mh kenì polÔedro, pijan¸c mh fragmèno. Tìte an h
sun�rthsh f eÐnai fragmènh apì k�tw p�nw sto sÔnolo D tìte to prìblhma (P ) èqei
toul�qiston èna olikì el�qisto.

EÐnai gnwstì ìti mia koÐlh sun�rthsh pou eÐnai fragmènh apì k�tw p�nw se èna
aujaÐreto kurtì sÔnolo de qrei�zetai na apokt sei thn el�qisth tim  thc p�nw sto
sÔnolo, akìma kai an to sÔnolo eÐnai epÐshc sumpagèc. All� b�sh thc idiìthtac 5,
mia koÐlh sun�rthsh fragmènh apì k�tw p�nw se èna polÔedro ja apìkta p�nta thn
el�qisth tim  thc p�nw sto polÔedro, se k�poio shmeÐo mèsa sto polÔedro. Autì
isqÔei akìma kai ìtan h sun�rthsh eÐnai asuneq c sto sÔnoro tou polÔedrou,   ìtan
to polÔedro eÐnai mh fragmèno,   ìtan isqÔoun kai ta duo. To apotèlesma eÐnai
ìti ìtan to sÔnolo D eÐnai èna mh kenì polÔedro tìte an to prìblhma (P ) eÐnai mh
fragmèno ja prèpei na èqei mia olik� bèltisth lÔsh.

EpÐshc to prìblhma (P ) èqei k�poiec eidikèc idiìthtec ìtan to prìblhma den eÐnai
fragmèno, dhlad  ìtan ũ= −∞. Gia par�deigma mporeÐ na apodeiqjeÐ ìti ìtan to
sÔnolo D perièqei toul�qiston èna akraÐo shmeÐo, tìte an to prìblhma (P ) eÐnai mh
fragmèno h sun�rthsh f prèpei na eÐnai mh fragmènh apì k�tw eÐte p�nw se k�poia
hmieujeÐa sto D eÐte p�nw se k�poio sÔnolo akraÐwn shmeÐwn tou D (Gia perissìterec
plhroforÐec deÐte Je¸rhma 32.3, Rockafellar (1970) ). To teleutaÐo endeqìmeno se
aut  thn idiìthta mporeÐ na exaleifjeÐ k�tw apì orismènec isqurìterec proôpojèseic.
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Gia par�deigma afoÔ èna polÔedro èqei to polÔ èna peperasmèno arijmì akraÐwn
shmeÐwn h akìloujh exeidÐkeush thc idiìthtac 5 isqÔei:

Idiìthta 6

'Estw ìti to D eÐnai èna polÔedro pou èqei toul�qiston èna akraÐo shmeÐo. Tìte
an to prìblhma (P ) eÐnai mh fragmèno h sun�rthsh f prèpei na eÐnai mh fragmènh
apì k�tw p�nw se toul�qiston mia hmieujeÐa pou perièqetai sto D.

H idiìthta 6 efarmìzetai akìma kai ìtan h sun�rthsh f eÐnai asuneq c se shmeÐa
p�nw sto sÔnoro tou D. 'Otan eÐte A = Rn, eÐte to A eÐnai èna anoiktì kurtì sÔnolo,
tìte apì thn idiìthta 1 aut c thc paragr�fou h f eÐnai suneq c sto A ⊇ D. Se aut 
thn perÐptwsh h idiìthta 6 mporeÐ na gÐnei pio isqur . UpenjumÐzoume ìti mia akraÐa
kateÔjunsh enìc kurtoÔ sunìlou eÐnai mia èkfrash tou sunìlou pou eÐnai hmieujeÐa.

Idiìthta 7

'Estw ìti to D eÐnai èna polÔedro pou èqei toul�qiston èna akraÐo shmeÐo, kai ìti
eÐte A = Rn, eÐte to A eÐnai èna anoiktì kurtì sÔnolo pou perièqei to D. Tìte an
to prìblhma (P ) eÐnai mh fragmèno h sun�rthsh f prèpei na eÐnai mh fragmènh apì
k�tw p�nw se toul�qiston mia akraÐa kateÔjunsh tou D.

Oi idiìthtec 6 kai 7, eidik� h teleutaÐa, eÐnai idiaÐtera qr simec kat� thn epÐlush
tou probl matoc (P ) ìtan to D eÐnai èna mh fragmèno polÔedro. K�tw apì tic
proôpojèseic thc idiìthtac 7 ìtan to D eÐnai èna polÔedro me toul�qiston èna akraÐo
shmeÐo kai e�n to prìblhma (P ) eÐnai mh fragmèno tìte h sun�rthsh f prèpei na eÐnai
mh fragmènh p�nw se toul�qiston mia akraÐa kateÔjunsh tou D.

SunoyÐzontac parajètoume tic pio shmantikèc idiìthtec tou probl matoc (P ) ka-
j¸c epÐshc kai idiìthtec pou prokÔptoun eÔkola an sundu�soume tic an�logec idiìth-
tec kai ta sumper�smata pou anafèrjhkan se aut  thn par�grafo. Gia k�je idiìthta
upojètoume ìti oi basikèc upojèseic gia to prìblhma (P ) isqÔoun.

1. To prìblhma (P ) eÐte èqei toul�qiston mia olik� bèltisth lÔsh, eÐte parousi�zei
peperasmènh el�qisth tim  ũ all� den up�rqei x ∈ D tètoio ¸ste f(x) =ũ, eÐte
eÐnai mh fragmèno.

2. 'Otan to sÔnolo D perièqei toul�qiston èna akraÐo shmeÐo, e�n to prìblhma
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(P ) èqei toul�qiston èna olikì el�qisto, tìte prèpei na èqei èna olikì el�qisto
pou na eÐnai akraÐo shmeÐo tou D.

3. 'Otan to sÔnolo D eÐnai sumpagèc, e�n h sun�rthsh f orÐzetai se k�poio anoiktì
kurtì sÔnolo pou perièqei to D, tìte to prìblhma (P ) prèpei na èqei toul�qi-
ston èna olikì el�qisto pou na eÐnai akraÐo shmeÐo tou D.

4. 'Otan to D perièqei toul�qiston èna akraÐo shmeÐo, e�n to prìblhma (P ) eÐnai
mh fragmèno, tìte h sun�rthsh f prèpei na eÐnai mh fragmènh apì k�tw eÐte
p�nw se k�poia hmieujeÐa sto D, eÐte p�nw se k�poio sÔnolo akraÐwn shmeÐwn
tou D.

5. 'Otan to sÔnolo D eÐnai èna polÔedro pou perièqei toul�qiston èna akraÐo sh-
meÐo, tìte eÐte to prìblhma (P ) prèpei na èqei èna olikì el�qisto pou na eÐnai
akraÐo shmeÐo tou D, eÐte to prìblhma (P ) prèpei na eÐnai mh fragmèno kai h
sun�rthsh f prèpei na eÐnai mh fragmènh apì k�tw p�nw se k�poia hmieujeÐa
sto D.

6. 'Otan to sÔnolo D eÐnai polÔedro pou perièqei toul�qiston èna akraÐo shmeÐo
kai h sun�rthsh f orÐzetai se k�poio anoiktì kurtì sÔnolo pou perièqei to D,
tìte, e�n to prìblhma (P ) eÐnai mh fragmèno, h f prèpei na eÐnai mh fragmènh
apì k�tw p�nw se k�poia akraÐa kateÔjunsh tou D.

Oi jemeli¸deic idiìthtec tou probl matoc (P ) pou parousi�sthkan se aut  thn
enìthta jewroÔntai aparaÐthtec gia thn an�lush, th diatÔpwsh   th dikaiolìghsh
k�je diadikasÐac pou prospajeÐ na lÔsei èna prìblhma elaqistopoÐhshc koÐlhc su-
n�rthshc. Fusik� up�rqoun kai �llec, perissìtero exeidikeumènec idiìthtec. Wstìso
oi idiìthtec pou parajètontai ed¸ qrhsimeÔoun wc èna basikì sÔnolo anafor�c, pou
mporeÐ na bohj sei ton anagn¸sth na katal�bei th diadikasÐa pou qrhsimopoieÐtai gia
thn epÐlush tou probl matoc tetragwnikoÔ programmatismoÔ 1.1.

2.5 Trìpoi epÐlushc koÐlwn problhm�twn

Oi eidikèc majhmatikèc idiìthtec kai h poikilÐa twn �meswn kai èmmeswn efarmo-
g¸n twn problhm�twn koÐlhc elaqistopoÐhshc upokin san thn an�ptuxh poll¸n kai
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diaforetik¸n proseggÐsewn gia thn epÐlush touc. Par' ìlo pou polloÐ algìrijmoi
elaqistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn qrhsimopoioÔn èna sunduasmì mejìdwn, oi pe-
rissìteroi apì autoÔc an koun se mia apì tic treic basikèc kathgorÐec. Autèc eÐnai
h aparijmhtik  mèjodoc (enumeration approach), h diadoqik  prosèggish (successive

approximation) kai o diadoqikìc diamerismìc (successive partitioning   branch and

bound).
H aparijmhtik  mèjodoc gia thn epÐlush tou probl matoc (P ) efarmìzetai ìtan

to sÔnolo D eÐnai èna mh kenì polÔedro. Gia par�deigma apì thn idiìthta 4 thc
prohgoÔmenhc paragr�fou eÐdame ìti e�n to D eÐnai èna mh kenì, fragmèno polÔedro
kai h f orÐzetai se k�poio anoiqtì kurtì sÔnolo pou perièqei to D, tìte èna apì
ta (peperasmèna se arijmì) akraÐa shmeÐa tou D prèpei na eÐnai olikì el�qisto gia
to prìblhma (P ). Aut  h parat rhsh eÐnai exairetik� qr simh giatÐ gia poluedrikèc
perioqèc D, to prìblhma (P ) mporeÐ na epilujeÐ me kat�llhlh aparÐjmhsh twn akraÐwn
shmeÐwn tou D e¸c ìtou brejeÐ to olikì el�qisto. Autì akrib¸c eÐnai to epÐkentro twn
aparijmhtik¸n mejìdwn gia probl mata koÐlhc elaqistopoÐhshc p�nw se polÔedra.
Se probl mata autoÔ tou tÔpou oi mèjodoi autèc y�qnoun to akribèc akraÐo shmeÐo
pou brÐskei to olikì el�qisto mèsa se peperasmèno arijmì epanal yewn.

Oi �llec duo proseggÐseic gia th lÔsh tou probl matoc (P ), h diadoqik  pro-
sèggish kai o diadoqikìc diamerismìc, efarmìzontai pio suqn� apì thn aparijmhtik 
mèjodo. Autì sumbaÐnei giatÐ kai oi duo mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn ìtan to D eÐnai
polÔedro all� kai ìtan to D eÐnai genik� èna kleistì kurtì sÔnolo.

H successive approximation prosèggish gia to prìblhma (P ) kataskeu�zei mia
akoloujÐa beltiwmènwn proseggÐsewn tou arqikoÔ probl matoc. Aut� ta proseggi-
stik� probl mata eÐnai, en gènei, pio aplì na lujoÔn apì to arqikì prìblhma. Su-
n jwc lÔnontai diadoqik� mèqri na brejeÐ h akrib c olik� bèltisth lÔsh tou arqikoÔ
probl matoc,   mia prosèggish aut c.

Tèloc, h mèjodoc tou diadoqikoÔ diamerismoÔ eÐnai pijanìn h pio dhmofil c pro-
sèggish gia th lÔsh tou probl matoc (P ). H mèjodoc aut  xekin�ei dhmiourg¸ntac
èna diamerismì eÐte tou D, eÐte enìc sunìlou Mo pou perièqei to D. Aut  h diqotìmh-
sh upodiaireÐ to D   to Mo se mikrìtera komm�tia. Sth sunèqeia apì k�je komm�ti
ex�gontai me èmmesouc trìpouc plhroforÐec sqetik� me thn pijanìthta na perièqetai
se autì mia olik� bèltisth lÔsh. Orismèna komm�tia me b�sh autèc tic plhroforÐec
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mporoÔn na apokleistoÔn apì peraitèrw èreuna. Met� to tèloc thc exètashc ìlwn
twn kommati¸n kai thc afaÐreshc orismènwn apì aut�, kataskeu�zetai mia beltiwmènh
upodiaÐresh tou D   tou Mo, kai h diadikasÐa epanalamb�netai.
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Kef�laio 3

Tomèc Tuy kai algìrijmoc Horst

kai Tuy

3.1 Eisagwg 

Sto kef�laio autì ja parousi�soume ton algìrijmo Horst kai Tuy, o opoÐoc an -
kei stic aparijmhtikèc mejìdouc lÔshc tou probl matoc (P ). Arqik� sthn par�grafo
3.2 eis�getai h ènnoia twn Tuy cuts. E�n en gènei x ∈ D tìte oi tomèc Tuy eÐnai mia
diadikasÐa pou prospajeÐ na apaleÐyei upoperioqèc D1 tou D oi opoÐec de qrei�zetai
na exetastoÔn peraitèrw. Sthn par�grafo 3.3 analÔontai diexodik� ta b mata pou
apoteloÔn ton algìrijmo. O algìrijmoc Horst kai Tuy an kei stic cone covering

proseggÐseic kai, ìpwc lèei kai to ìnoma tou, kalÔptei to sÔnolo D me k¸nouc kai
sth sunèqeia qrhsimopoi¸ntac tomèc Tuy prospajeÐ na brei èna olikì el�qisto gia
to prìblhma (P ).

3.2 Tomèc Tuy

Mia apì tic pio suqnèc � ergasÐec � pou perilamb�nontai stouc algorÐjmouc ela-
qistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn me skopì thn epÐlush tou probl matoc (P ) pou
exet�same sto pr¸to kef�laio eÐnai h prosp�jeia na apaleifjoÔn tm mata apì to
pragmatopoi simo sÔnolo D pou de qrei�zetai na diereunhjoÔn peraitèrw [2], [3]. Gia
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par�deigma, e�n èqoume èna dedomèno shmeÐo x̄ ∈ D   an mporèsoume na broÔme èna
tètoio shmeÐo apì èna dosmèno algìrijmo, tìte k�je tm ma D1 tou D tètoio ¸ste
f(x) ≥ f(x̄) gia ìla ta x ∈ D1 mporeÐ na apaleifjeÐ qwrÐc na exetasteÐ. Gia na
epitÔqoun aut  thn apaloif , k�poioi algìrijmoi qrhsimopoioÔn diadikasÐec oi opoÐec
perilamb�noun thn kataskeu  eidik¸n tom¸n. H genik  idèa pÐsw apì thn kataskeu 
aut¸n twn tom¸n dìjhke arqik� apì ton Tuy to 1964. Oi kataskeuèc aut¸n twn
tom¸n sthrÐzontai se mia polÔ shmantik  idiìthta twn koÐlwn sunart sewn, pou ja
parousiasteÐ sth sunèqeia. Arqik� ja d¸soume ton ex c polÔ shmantikì orismì:

Orismìc 1

'Ena sÔnolo K lègetai k¸noc e�n gia x ∈ K tìte kai to αx ∈ K gia k�je α > 0.
'Ena sÔnolo K lègetai kurtìc k¸noc e�n epiplèon gia k�je zeug�ri shmeÐwn x ∈

K, y ∈ K kai ∀λ ∈ [0, 1] isqÔei λx + (1− λ)y ∈ K.

Gia aplìthta upojètoume ìti A = Rn kai ìti h sun�rthsh f èqei fragmèna isoôy 
sÔnola, dhlad  gia k�je α ∈ R, to sÔnolo {x ∈ Rn| f(x) ≥ α} eÐnai fragmèno. Me
mikrèc allagèc h kataskeu  tom¸n pou perigr�fetai sth sunèqeia isqÔei kai ìtan to
sÔnolo A eÐnai èna anoiktì kurtì uposÔnolo tou Rn kai èna   perissìtera apì ta
isoôy  sÔnola thc f sto A eÐnai mh fragmèna.

'Estw M èna sumpagèc, fragmèno sÔnolo sto Rn. Upojètoume ìti up�rqoun
xo ∈ M kai x̄ ∈ M pou ikanopoioÔn th sqèsh f(x̄) ≤ f(xo). Gia par�deigma to
xo mporeÐ na eÐnai èna eÔkola upologÐsimo shmeÐo tou M kai to x̄ mporeÐ na eÐnai h
kalÔterh dunat  lÔsh pou brÐsketai met� apì k�poiec epanal yeic enìc algorÐjmou
elaqistopoÐhshc thc f p�nw sto M . Ja deÐxoume pwc mporoÔn na kataskeuastoÔn
uperepÐpeda pou mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn gia na orÐsoun uposÔnola M1 tou M

pou mporoÔn na apaleifjoÔn apì peraitèrw èlegqo apì touc algìrijmouc pou y�qnoun
gia olik� el�qista thc f p�nw sto M .

Upojètoume ìti to K eÐnai ènac poluedrikìc k¸noc me koruf  xo kai grammik� ane-
x�rthtouc genn torec (υi−xo), i ∈ I, ìpou {υi| i ∈ I} eÐnai èna sÔnolo shmeÐwn p�nw
sto sÔnoro tou M . QwrÐc bl�bh thc genikìthtac upojètoume ìti I = {1, 2, ..., n}.
OrÐzoume thn posìthta γ wc:

γ = min{f(x̄), f(υ1), f(υ2), ..., f(υn)}.

18



Gia k�je i ∈ I jewroÔme ìti to zi orÐzei k�poio shmeÐo, di�foro tou xo p�nw sthn
i pleur� {xo + θ(υi−xo)| θ ≥ 0} tou K tètoio ¸ste f(zi ≥ γ). ParathroÔme ìti afoÔ
gia k�je i ∈ I, f(υi) ≥ γ ta shmeÐa zi, i ∈ I up�rqoun. Epiplèon ta shmeÐa aut�
eÐnai afinik� anex�rthta, ètsi ¸ste na up�rqei èna monadikì uperepÐpedo, to opoÐo
pern�ei an�mesa touc. Gia thn kalÔterh katanìhsh tou ìrou � afinik� anex�rthta �
parajètoume touc ex c orismoÔc [4]:

Orismìc 2

To A ⊆ Rn eÐnai èna afinikì sÔnolo an kai mìno an λA + µA ⊆ A gia k�je
λ, µ ∈ R me λ + µ = 1.

Orismìc 3

To sÔnolo A ⊆ Rn eÐnai afinik� exarthmèno an kai mìno an up�rqoun dia-
foretik� shmeÐa α1...αm ∈ A kai λ1...λm ∈ R ìqi ìla Ðsa me to mhdèn tètoia ¸ste∑m

k=1 λkαk = 0 kai
∑m

k=1 λk = 0.

Prìtash 1

To uperepipèdo Hz dÐnetai apì thn exÐswsh:

< eT Z−1, x− xo >= 1, (3.1)

ìpou eT ∈ Rn eÐnai èna di�nusma gramm c me stoiqeÐa mon�dec kai Z eÐnai o n × n

pÐnakac pou èqei wc st lec ta (zi − xo, i ∈ I).
Apìdeixh
GnwrÐzoume ìti uperepÐpedo H ston Rn lègetai to sÔnolo

H = {x ∈ Rn : cT x = z}

, ìpou c, z ∈ Rn kai c 6= 0.
Sunep¸c jewroÔme ìti to uperepipèdo Hz dÐnetai apì th genik  exÐswsh

Hz = {x ∈ Rn : cT (x− xo) + q = 0}

Ta shmeÐa zi, i = 1, 2, ..., n eÐnai shmeÐa tou uperepipèdou Hz opìte prèpei na isqÔei:
cT (zi − xo) + q = 0, i = 1, 2, ..., n ⇔

⇔ (zi − xo)T c + q = 0, i = 1, 2, ..., n ⇔
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⇔ ZT c + qe = 0 ⇔
⇔ c = −qZ−T e

ìpou Z = [z1 − xo, z2 − xo, ..., zn − xo] kai eT = [ 1 1 ... 1 ].

Opìte to uperepipèdou Hz èqei exÐswsh

−qeT Z−1(x− xo) + q = 0 ⇔ eT Z−1(x− x0) = 1

Q.E.D.

EÔkola mporeÐ na parathr sei kaneÐc ìti paÐrnoume èna diaforetikì uperepÐpedo
Hz gia k�je diaforetikì sÔnolo shmeÐwn zi, i ∈ I.

Idiìthta 1

JewroÔme ìti A = Rn kai orÐzoume ta M,γ kai K sÔmfwna me ìsa anafèrame
parap�nw. 'Estw epÐshc Hz èna opoiod pote uperepÐpedo pou ikanopoieÐ thn exÐswsh
3.1, ìpou ta xo kai Z orÐzontai me b�sh ìsa èqoume proanafèrei. OrÐzoume to sÔnolo
M1 wc:

M1 = (M ∩K) ∩ {x ∈ Rn| < eT Z−1, x− xo >≤ 1}.

Tìte f(x) ≥ γ gia ìla ta x ∈ M1.

H grammik  anisìthta < eT Z−1, x−xo > ≥ 1 kaleÐtai g-valid cut gia th sun�r-
thsh f kai to (M ∩K), afoÔ k�je shmeÐo x sto (M ∩K) pou ikanopoieÐ thn anisìthta
f(x) < γ ja prèpei na ikanopoieÐ kai aut .

Sthn pr�xh prokÔptoun orismènec parallagèc ston orismì tou poluedrikoÔ k¸nou
K pou qrhsimopoieÐtai gia thn kataskeu  twn g-valid cuts. Mia apì tic pio gnwstèc
parallagèc sunant�tai ìtan to M eÐnai poluedrikì kai to xo eÐnai èna akraÐo shmeÐo
tou M .

Apì thn idiìthta 1 parathroÔme ìti ìso makrÔtera ta shmeÐa zi, i ∈ I eÐnai apì
to xo, tìso megalÔtero gÐnetai to sÔnolo M1. Kaj¸c to M1 gÐnetai megalÔtero tìte,
lìgw thc idiìthtac 1, oloèna kai megalÔtera sÔnola shmeÐwn x brÐskontai pou ikano-
poioÔn thn anisìthta f(x) ≥ γ. Epeid  skopìc eÐnai na elaqistopoihjeÐ h sun�rthsh
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f p�nw sto sÔnolo M eÐnai epijumhtì na eÐnai aut� ta sÔnola ìso megalÔtera gÐne-
tai, afoÔ sÔmfwna me th jewrÐa pou anaptÔqjhke parap�nw ta sÔnola aut� mporoÔn
na apaleifjoÔn kai na mhn exetastoÔn peraitèrw. EÐnai sunep¸c wfèlimo oi algì-
rijmoi pou stoqeÔoun sthn elaqistopoÐhsh koÐlwn sunart sewn na epilègoun shmeÐa
zi, i ∈ I kat� thn kataskeu  tou Hz, tètoia ¸ste na eÐnai ìso to dunatìn pio makri�
apì to xo kat� m koc twn pleur¸n tou k¸nou K. Gia k�je i ∈ I autì mporeÐ na epi-
teuqjeÐ an jèsoume zi = xo + θi(υ

i − xo), ìpou θi = max{θ | f [xo + θ(υi − xo)] ≥ γ}.
EÐnai eÔkolo na parathr sei kaneÐc ìti ta shmeÐa zi pou prokÔptoun me autì ton trìpo
mporeÐ na eÐnai èxw apì to sÔnolo M . Tìte ta shmeÐa aut� lègontai g-extensions

twn υi, i ∈ I. H g-valid cut pou apokt�tai me ton trìpo autì eÐnai h bajÔterh (me-
galÔterh) dunat  kai kaleÐtai concavity cut   kai Tuy cut proc tim  tou Hoang

Tuy pou thn anak�luye.

3.3 Algìrijmoc Horst kai Tuy

Sthn par�grafo aut  ja parousi�soume ton perÐfhmo algìrijmo twn Horst kai
Tuy [2], [3]. O algìrijmoc autìc epiqeireÐ, kalÔptontac to q¸ro me k¸nouc kai
qrhsimopoi¸ntac tic tomèc Tuy pou perigr�fhkan sthn prohgoÔmenh par�grafo, na
y�xei me mia epanalhptik  diadikasÐa to q¸ro D gia akraÐa shmeÐa, gia ta opoÐa h
sun�rthsh f tou probl matoc (P ) dÐnei timèc pou mei¸nontai austhr� apì epan�lhyh
se epan�lhyh. Di�forec parallagèc tou arqikoÔ algorÐjmou tou Tuy prot�jhkan
apì touc Bali (1973), Zwart (1974), Jacobsen (1981) kai �llouc. Oi perissìteroi
apì autoÔc touc algìrijmouc y�qnoun olik� e-el�qista, dhlad  el�qista sta opoÐa
h sun�rthsh f paÐrnei timèc oi opoÐec den xepernoÔn thn tim  ũ+e, ìpou ũ to olikì
el�qisto thc f kai ε ≥ 0 eÐnai mia stajer� pou kajorÐzetai apì prin.

QwrÐc bl�bh thc genikìthtac upojètoume se aut  thn par�grafo ìti to sÔnolo D

dÐnetai apì thn parak�tw sqèsh:

D = {x ∈ Rn| Cx ≤ b, x ≥ 0}

. Epiplèon jewroÔme ìti to eswterikì tou D den eÐnai kenì, dhlad  ìti (intD) 6= ∅.
Sth sunèqeia ja perigr�youme tic duo basikèc diadikasÐec, tic opoÐec sunant�me

se ìlouc touc algìrijmouc pou an koun stic cone covering proseggÐseic gia thn epÐ-
lush tou probl matoc elaqistopoÐhshc koÐlwn sunart sewn. En gènei sthn pr¸th
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diadikasÐa, dosmènou enìc k¸nou K, prospajoÔme na kataskeu�soume uperepÐpeda,
an�loga twn Tuy cuts pou perigr�fhkan sthn prohgoÔmenh par�grafo. Sth deÔterh
diadikasÐa ènac poluedrikìc k¸noc K ⊆ Rn pou èqei thn koruf  tou se èna akraÐo
shmeÐo tou D kai èqei n grammikoÔc genn torec upodiaireÐtai se n   ligìterouc upo-
k¸nouc tou Ðdiou tÔpou. Oi duo autèc diadikasÐec sundu�zontai kat�llhla ¸ste eÐte
na brejeÐ èna beltiwmèno shmeÐo tou D pou perièqetai sto komm�ti (D ∩ K) tou D

pou kalÔptetai apì ton k¸no K kai pou dÐnei mikrìterh tim  sth sun�rthsh f eÐte na
deiqteÐ ìti den up�rqei tètoio shmeÐo.

Analutikìtera, sto pr¸to b ma twn algorÐjmwn pou an koun stic cone covering

proseggÐseic, jewroÔme ènan poluedrikì k¸no K, tou opoÐou h koruf  xo eÐnai akraÐo
shmeÐo tou sunìlou D kai tautìqrona to f(xo) eÐnai topikì el�qisto thc sun�rthshc
f p�nw sto D. Upojètoume ìti o K èqei n grammik� anex�rthtouc genn torec (yi −
xo), i = 1, 2, ..., n ìpou gia k�je i = 1, 2, ..., n to yi eÐnai èna stoiqeÐo tou D gia to
opoÐo isqÔei f(yi) ≥ f(xo). Sunep¸c, dosmènou enìc tètoiou k¸nou K, h diadikasÐa
anaz thshc pou akoloujeÐtai eÐnai wc èqei:

Arqik� gia k�je i = 1, 2, ...n brÐskoume thn a - epèktash zi tou yi. Gia k�je i

autì to shmeÐo zi dÐnetai apì th sqèsh zi = xo + θi(y
i − xo), ìpou

θi = sup{θ > 0 | [xo + θ(yi − xo)] ∈ A, f [xo + θ(yi − xo)] ≥ α}

kai α = f(xo)−ε. Me b�sh thn par�grafo 3.2 ta shmeÐa zi, i = 1, 2, ..., n ja up�rqoun
giatÐ to sÔnolo {x ∈ A | f(xo) ≥ α} èqoume upojèsei ìti eÐnai fragmèno. Epiplèon
ja isqÔei ìti h grammik  anisìthta

< eT Z−1, x− xo > ≥ 1

, ìpou Z eÐnai o (n × n) pÐnakac me st lec ta (zi − xo), i = 1, 2, ...n, eÐnai èna Tuy

cut. K�je x ∈ (D ∩ K) gia to opoÐo f(x) < α prèpei na ikanopoieÐ thn parap�nw
anisìthta austhr�.

Wstìso sth sunèqeia gia na brejeÐ shmeÐo x sto (D∩K) pou na ikanopoieÐ th sqèsh
f(x) < α ja prèpei na lujeÐ to prìblhma grammikoÔ programmatismoÔ LP (Z,D):

max
x∈D

< eT Z−1, x− xo >

'Estw ŵ h bèltisth lÔsh tou parap�nw probl matoc. ParathroÔme ìti to ŵ eÐnai
èna akraÐo shmeÐo tou D. EÐnai epÐshc shmantikì na sumperil�boume ton epiplèon
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periorismì sth lÔsh tou probl matoc grammikoÔ programmatismoÔ LP (Z, D):

Z−1(x− xo) ≥ 0 (3.2)

Autìc o periorismìc ousiastik� ekfr�zei th sunj kh ìti x ∈ K.
Pr�gmati:

x ∈ K ⇔ x = xo +
n∑

i=1

µi(z
i − xo), µi ≥ 0

⇔ x− xo = Zµ, µ ≥ 0

⇔ µ = Z−1(x− xo), µ ≥ 0

⇔ Z−1(x− xo) ≥ 0.

¤

Sto shmeÐo autì up�rqoun oi akìloujec ekdoqèc:

• An < eT Z−1, x− xo > ≤ 1 tìte h diergasÐa anaz thshc katal gei sto ìti den
up�rqoun shmeÐa sto (D ∩K) tètoia ¸ste h tim  thc sun�rthshc f sta shmeÐa
aut� na dÐnei timèc mikrìterec apì a kai sunep¸c stamat�ei.

• An < eT Z−1, x − xo > > 1 kai f(ŵ) < α tìte h diergasÐa èreunac katal gei
sto beltiwmèno shmeÐo ŵ ∈ (D ∩K).

• Tèloc an < eT Z−1, x − xo > > 1 all� f(ŵ) ≥ α tìte h diergasÐa anaz thshc
den mporeÐ na bg�lei k�poio sumpèrasma gia thn Ôparxh enìc shmeÐou w sto
sÔnolo (D ∩ K) pou na ikanopoieÐ th sqèsh f(w) < α kai prèpei sunep¸c na
suneqÐsei.

Sthn teleutaÐa perÐptwsh gia na suneqÐsoume na y�qnoume ton k¸no K h dierga-
sÐa anaz thshc qrhsimopoieÐ th deÔterh diadikasÐa, pou onom�zetai cone partitioning

process, kai ousiastik� upodiaireÐ ton k¸no K se n   ligìterouc upok¸nouc. Ei-
dikìtera h diadikasÐa temaqismoÔ k¸nwn pou qrhsimopoieÐtai stouc cone covering

algorÐjmouc kaleÐtai radial subdivision kai eÐnai wc èqei:
OrÐzoume ènan poluedrikì k¸no K ⊆ Rn me koruf  sto xo kai n grammikoÔc

genn torec zi − xo, i = 1, 2, ..., n, ìpou xo eÐnai èna akraÐo shmeÐo tou D, sÔmfwna
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me th diadikasÐa pou anafèrjhke parap�nw. OrÐzoume S to simplex di�stashc n− 1,
pou apoteleÐtai apì to sÔnolo ìlwn twn kurt¸n sunduasm¸n twn dianusm�twn zi, i =

1, 2, ...n. Dhlad 

S = {x ∈ Rn : x =
n∑

i=1

ρizi,

n∑
i=1

ρi = 1, ρi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n}.

Tìte dosmènou opoioud pote shmeÐou û sto K, pou den brÐsketai se k�poia pleur� tou
K, o k¸noc K upodiaireÐtai se n   ligìterouc upok¸nouc wc ex c: Arqik� brÐskoume
monadikèc timèc λ̂i, i = 1, 2, ..., n pou na ikanopoioÔn th sqèsh:

û = xo +
n∑

i=1

λ̂i(z
i − xo), óπoυ λ̂i ≥ 0, i = 1, 2, ..., n. (3.3)

ParathroÔme ìti afoÔ û 6= xo tìte kai {i | λ̂i > 0} 6= ∅. Sth sunèqeia brÐskoume
monadikì shmeÐo u pou an kei sto S, to opoÐo keÐtai sth gramm  pou dièrqetai apì ta
û kai xo. To shmeÐo autì prèpei na ikanopoieÐ th sqèsh:

u = xo +
n∑

i=1

(λ̂i/L)(zi − xo), óπoυ L =
n∑

i=1

λ̂i > 0 (3.4)

H exÐswsh 3.4 eÐnai polÔ eÔkolo na apodeiqjeÐ. Pr�gmati gia to shmeÐo u gnwrÐzoume
ìti:

• An kei sth gramm  pou dièrqetai apì ta û kai xo. Sunep¸c prèpei u = xo +

κ(û− xo).

• An kei sto simplex S. Dhlad  u =
∑n

i=1 ρizi,
∑n

i=1 ρi = 1, ρi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n.

Sundu�zontac tic parap�nw sqèseic paÐrnoume ìti:

xo + κ(û− xo) =
n∑

i=1

ρizi,

n∑
i=1

ρi = 1, ρi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n ⇔

⇔ κ[xo +
n∑

i=1

λ̂i(z
i − xo)− xo] =

n∑
i=1

ρiz
i − xo, i = 1, 2, ..., n ⇔

⇔ κ

n∑
i=1

λ̂i(z
i − xo) =

n∑
i=1

ρiz
i −

n∑
i=1

ρix
o, i = 1, 2, ..., n ⇔
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⇔
n∑

i=1

(κλ̂i − ρi)(z
i − xo) = 0, i = 1, 2, ..., n ⇔

⇔ κλ̂i − ρi = 0, i = 1, 2, ..., n ⇔
⇔ ρi = κλ̂i, i = 1, 2, ..., n.

'Omwc:
n∑

i=1

ρi = 1 ⇔ κ =
1∑n
i=1 λ̂

> 0

Epomènwc:

u = xo +
1∑n
i=1 λ̂

(xo +
n∑

i−1

λ̂i(z
i − xo)− xo)

= xo +
n∑

i=1

λ̂i

L
(zi − xo), óπoυ L =

n∑
i=1

λ̂i

¤

OrÐzoume λi = λ̂i/L, i = 1, 2, ..., n kai I = {i | λi > 0}. O k¸noc K tìte upodiai-
reÐtai stouc k¸nouc {Ki | i ∈ I}, ìpou, gia k�je i ∈ I, Ki eÐnai o poluedrikìc k¸noc
me koruf  xo kai genn torec z1−xo, z2−xo, ..., zi−1−xo, ũ−xo, zi+1−xo, ..., zn−xo,
ìpou ũ eÐnai h a - epèktash tou u.

EÐnai eÔkolo na dei kaneÐc ìti gia k�je i ∈ I, oi n genn torec tou k¸nou Ki

eÐnai grammik� anex�rthtoi. MporeÐ epÐshc na deiqteÐ ìti to eswterikì twn k¸nwn
Ki, i ∈ I, eÐnai antÐstoiqa kleistì, kai ìti h ènwsh twn Ki, i ∈ I mac dÐnei ton arqikì
k¸no K. Sunep¸c h diadikasÐa upodiaÐreshc k¸nou dhmiourgeÐ èna temaqismì tou K
se q ≤ n poluedrikoÔc k¸nouc, ìpou q eÐnai o arijmìc twn stoiqeÐwn tou I, k�je
èna apì ta opoÐa, ìpwc kai o k¸noc K, èqoun thn koruf  touc sto xo kai èqoun n

grammik� anex�rthtouc genn torec.
'Opwc anafèrjhke prohgoumènwc, ìtan sto tèloc thc pr¸thc diadikasÐac brejeÐ

ìti < eT Z−1, x − xo > > 1 all� f(ŵ) ≥ α tìte h diergasÐa anaz thshc den mporeÐ
na bg�lei k�poio sumpèrasma gia thn Ôparxh enìc shmeÐou w sto sÔnolo (D ∩ K)

pou na ikanopoieÐ th sqèsh f(w) < α kai prèpei sunep¸c na suneqÐsei. Sthn teleu-
taÐa perÐptwsh gia na suneqÐsoume na y�qnoume ton k¸no K h diergasÐa anaz thshc
qrhsimopoieÐ th deÔterh diadikasÐa kai upodiaireÐ ton k¸no K se n   ligìterouc upo-
k¸nouc. Me arqikì shmeÐo to û = ŵ ∈ K, o k¸noc K upodiaireÐtai se mèqri n
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poluedrikoÔc k¸nouc, k�je ènac apì touc opoÐouc, ìpwc kai o K, èqei to xo wc koru-
f  kai n grammik� anex�rthtouc genn torec. Se k�je upok¸no, akrib¸c (n− 1) apì
touc genn torec eÐnai Ðdioi me autoÔc tou k¸nou K, all� ènac apì touc genn torec
dÐnetai apì to di�nusma (w − xo), ìpou to w upologÐzetai apì to ŵ me th bo jeia
thc exÐswshc 3.4 (dhlad  to w eÐnai to antÐstoiqo tou u sth diadikasÐa upodiaÐreshc
k¸nou pou perigr�yame parap�nw). Sth sunèqeia h diadikasÐa anaz thshc epana-
lamb�netai se k�je upok¸no. An de brejeÐ kanèna beltiwmèno shmeÐo xo, tìte k�je
upok¸noc pou pijanìn mporeÐ na perièqei k�poio beltiwmèno shmeÐo upodiaireÐtai xan�
kai h diadikasÐa epanalamb�netai èwc ìtou eÐte na brejeÐ èna shmeÐo w ∈ (D ∩ K)

tètoio ¸ste f(w) > α eÐte na apodeiqjeÐ ìti èna tètoio shmeÐo den up�rqei.
H algorijmik  diadikasÐa pou perigr�fhke parap�nw èqei qrhsimopoihjeÐ sth dh-

miourgÐa poll¸n algorÐjmwn me skopì thn epÐlush tou probl matoc (P ). 'Enac apì
touc pio gnwstoÔc algìrijmouc eÐnai o algìrijmoc twn Horst kai Tuy, pou perigr�-
fetai sth sunèqeia:

F�sh I

Epilèxte stajer� ε ≥ 0 kai k�poio shmeÐo z ∈ D. Xekin¸ntac apì to z, breÐte èna
akraÐo shmeÐo x = x0 tou D pou na eÐnai topikì el�qisto thc f(x) p�nw sto D.

F�sh II

B ma 1: 'Estw α = f(xo) − ε. Kataskeu�ste ènan poluedrikì k¸no Ko me
koruf  to xo kai n grammik� anex�rthtouc genn torec (zi − xo), i = 1, 2, ..., n ètsi
¸ste K ⊇ D. 'Estw Zo o (n × n) pÐnakac tou opoÐou oi st lec eÐnai oi genn torec
tou Ko. Jèste CR = {Ko}.

B ma 2: Gia k�je K ∈ CR lÔste to prìblhma grammikoÔ programmatismoÔ
LP (Z, D), ìpou Z eÐnai o (n × n) pÐnakac tou opoÐou oi st lec eÐnai oi genn torec
tou K, lamb�nontac up' ìyh kai th sunj kh 3.2. 'Estw ŵ(K) h lÔsh.

An f [ŵ(K)] < α gia k�poio K, jèste:

D = D ∩ {x ∈ Rn | < eT (Zo)−1, x− xo > ≥ 1}

kai, xekin¸ntac apì to ŵ(K), breÐte èna akraÐo shmeÐo xo tou D pou na eÐnai topikì
el�qisto thc f p�nw sto D. Epistrof  sto b ma 1.

An f [ŵ(K)] ≥ α gia ìla ta K tìte suneqÐste sto B ma 2.
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B ma 3: An < eT Z−1, ŵ(K) − xo >≤ 1 gia k�je K ∈ CR tìte stamat ste:

To xo eÐnai olikì e - el�qisto. Alli¸c, afairèste apì to CR k�je k¸no K ∈ CR

gia ton opoÐo isqÔei < eT Z−1, ŵ(K) − xo >> 1 kai sth sunèqeia jètontac û =

ŵ(K) upodiairèste ton k¸no K se duo   perissìterouc upok¸nouc, sÔmfwna me th
diadikasÐa pou perigr�fhke parap�nw, kai prosjèste autoÔc touc upok¸nouc sto CR.
Epistrèyte sto B ma 2.

ParathroÔme ìti, sto b ma 2, k�je for� pou gia k�poio K sumbaÐnei na isqÔei ìti
f [ŵ(K)] < α brÐskoume èna beltiwmèno shmeÐo ŵ(K) ∈ D. To shmeÐo autì me b�sh
thn prohgoÔmenh par�grafo kai thn exÐswsh 3.1 ikanopoieÐ austhr� thn anisìthta
< eT (Zo)−1, x − xo >≥ 1}, h opoÐa prosdiorÐzei mia tom  Tuy, ef' ìson Ko ⊇ D.
Aut  h tom  Tuy qrhsimopoieÐtai sth sunèqeia gia na mei¸sei to mègejoc tou D kai
gia na brejeÐ èna beltiwmèno akraÐo shmeÐo tou D pou na ikanopoieÐ epÐshc thn tom 
austhr�. Autì uponoeÐ ìti ìti, an kai kat� th di�rkeia tou algorÐjmou to D mei¸netai
stadiak� se mègejoc apì tic tomèc Tuy, ta beltiwmèna akraÐa shmeÐa den keÐntai potè
p�nw se autèc tic tomèc.

O algìrijmoc twn Horst kai Tuy apoteleÐ epèktash tou arqikoÔ algorÐjmou
pou eÐqe dhmosieuteÐ apì ton Tuy to 1964. H diafor� briskìtan sto ìti o arqikìc
algìrijmoc tou Tuy den perieÐqe to prìblhma grammikoÔ programmatismoÔ LP (Z,D),
en¸ epÐshc l�mbane ìti e=0. Autì eÐqe wc apotèlesma, sto b ma 2, k�je shmeÐo ŵ(K)

na eÐnai èna akraÐo shmeÐo tou D kai sunep¸c den eÐqe nìhma h eÔresh enìc nèou
akraÐou shmeÐou xo xekin¸ntac apì to ŵ(K). O algìrijmoc autìc, ìpwc apèdeixe o
Zwart to 1973 èqei to meionèkthma ìti mporeÐ na k�nei kÔklouc apeÐrwc an�mesa se
akraÐa shmeÐa tou D pou elaqistopoioÔn thn f topik� all� ìqi kai olik�. Autì eÐnai
profanèc an skefteÐ kaneÐc ìti qwrÐc ton periorismì 3.2 to ŵ(K) mporeÐ na brÐsketai
èxw apì ton k¸no K.

O algìrijmoc twn Horst kai Tuy eÐnai mia apì tic pio prìsfatec prosp�jeiec
lÔshc autoÔ tou probl matoc. Wstìso kai autìc up�rqei perÐptwsh na mhn termatÐsei
potè [3], all� �ma termatÐsei eÐnai egguhmèno ìti ja èqei brei to akribèc akraÐo shmeÐo
pou ja eÐnaito olikì el�qisto thc f .
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Kef�laio 4

Efarmog  tou algorÐjmou Horst

kai Tuy gia thn epÐlush tou
probl matoc 1.1

4.1 Eisagwg 

Sto kef�laio autì parousi�zetai h programmatistik  ulopoÐhsh tou algorÐjmou
twn Horst kai Tuy gia thn epÐlush tou probl matoc 1.1. Sthn par�grafo 4.2 exh-
geÐtai b ma proc b ma pwc prosarmìzetai o algìrijmoc sto prìblhma 1.1 en¸ sthn
par�grafo 4.3 parajètetai o yeudok¸dikac me b�sh ton opoÐo ulopoi jhke to prì-
gramma generaltuy. Analutik� o k¸dikac ìlwn twn programm�twn pou ulopoi jhkan
mporeÐ na brejeÐ sto kef�laio 7.

4.2 Prosarmog  tou algorÐjmou twn Horst kai Tuy

sto prìblhma 1.1

'Opwc anafèrjhke kai sto pr¸to kef�laio, skopìc thc ergasÐac aut c eÐnai h
kataskeu  enìc algorÐjmou pou na epilÔei to prìgramma tetragwnikoÔ programma-
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tismoÔ:

min{f(x) =
1

2
xT Qx + cT x : Ax ≤ b, −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n} (4.1)

ìtan h m tra Q eÐnai arnhtik� orismènh.
ParathroÔme ìti to prìblhma 4.1 eÐnai thc morf c (P ), ìpou f = 1

2
xT Qx + cT x

eÐnai mia koÐlh sun�rthsh kai D = {x : Ax ≤ b, −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n} eÐnai èna mh
kenì kurtì sÔnolo. Sunep¸c pragmateuìmaste èna prìblhma koÐlhc elaqistopoÐhshc,
to opoÐo èqei ìlec tic idiìthtec pou anafèrjhkan sto kef�laio 2. Gia thn epÐlush tou
ja prosarmìsoume kat�llhla ton algìrijmo twn Horst kai Tuy.

KleidÐ se aut  thn diadikasÐa eÐnai h parat rhsh ìti, epeid  f : A → R kai A = Rn,
to prìblhma 4.1 ikanopoieÐ tic idiìthtec 3 kai 4 tou kefalaÐou 2 kai epomènwc ja èqei
mia olik� bèltisth lÔsh pou ja eÐnai akraÐo shmeÐo tou D. Sunep¸c mporoÔme na
ekmetalleutoÔme kat�llhla tic tomèc Tuy gia na apokleÐsoume stadiak� ta akraÐa
shmeÐa tou D kai met� apì peperasmèno arijmì bhm�twn na broÔme thn olik� bèltisth
lÔsh.

Sth sunèqeia akoloujoÔn ta basik� b mata tou algorÐjmou twn Horst kai Tuy,
sta opoÐa epishmaÐnontai oi allagèc pou prèpei na gÐnoun gia na prosarmostoÔn sta
dedomèna tou probl matoc 4.1:

F�sh I

'Estw n h di�stash tou probl matoc   alli¸c o arijmìc twn gramm¸n thc m trac
Q. Epilègoume stajer� ε ≥ 0 kai k�poio austhr� epitreptì tuqaÐo shmeÐo y. Xeki-
n¸ntac apì to y, qrhsimopoioÔme to prìgramma localmin gia na broÔme èna akraÐo
shmeÐo x = x0 tou D pou na eÐnai topikì el�qisto thc f(x) p�nw sto D. Perissìterec
plhroforÐec gia ton trìpo leitourgÐac tou progr�mmatoc autoÔ mporoÔn na brejoÔn
sto par�rthma.

F�sh II

B ma 1: 'Estw α = f(xo) − ε. Lìgw thc morf c tou sunìlou D, gia na ka-
taskeu�soume poluedrikì k¸no Ko me koruf  to xo kai n grammik� anex�rthtouc
genn torec Yi = (yi−xo), i = 1, 2, ..., n ètsi ¸ste Ko ⊇ D epilègoume ta dianÔsmata
Yi, i = 1, 2, ..., n na brÐskontai p�nw sta eujÔgramma tm mata pou en¸noun to shmeÐo
x0 me ta geitonik� tou akraÐa shmeÐa. Prèpei na jèsoume CR = {Ko}. To CR ìmwc
ousiastik� upodhl¸nei ton arijmì twn k¸nwn pou èqoume. Sunep¸c ja eÐnai CR = 1,
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afoÔ o monadikìc k¸noc pou èqoume eÐnai o Ko. 'Estw Zo o (n×n) pÐnakac tou opoÐou
oi st lec eÐnai oi genn torec tou Ko, dhlad  ta shmeÐa (yi − xo), i = 1, 2, ..., n. Tìte
Zo = −F−1, ìpou F eÐnai ènac pÐnakac tètoioc ¸ste Fxo = g, dhlad  ekfr�zei to
sÔnolo twn energ¸n periorism¸n.

Apìdeixh
Pèra apì touc periorismoÔc pou eis�gei to sÔnolo D, kat� th di�rkeia thc epÐlushc
tou probl matoc 4.1, eis�gontai kai k�poioi epiplèon periorismoÐ pou ekfr�zoun tic
tomèc Tuy. Oi periorismoÐ autoÐ apojhkeÔontai stic m trec A kai b me th morf 
epiplèon gramm¸n.

JewroÔme to sÔnolo twn energ¸n periorism¸n:
xo

i = 1, i ∈ J+

xo
i = −1, i ∈ J−

αT
i xo = bi, i ∈ I ′, ìpou I ′ = {1, 2, ..., la} kai la o arijmìc twn gramm¸n thc m trac A.

Sunoptik� oi periorismoÐ autoÐ gr�fontai




EJ+

−EJ−

AI′


 xo =




1

1
...

bI′



⇔ Fxo = g,

ìpou EJ+ eÐnai mia m tra pou se k�je gramm  thc èqei se ìlec tic jèseic mhdèn ektìc
apì thn i - jèsh pou èqei mon�da. An�loga orÐzetai h EJ− . Oi m trec AI′ kai bI′

apartÐzontai apì tic grammèc twn A kai b, gia tic opoÐec isqÔei h sqèsh αT
i xo = bi, i ∈

I ′.
An�loga orÐzoume to sÔnolo twn mh energ¸n periorism¸n:

xo
j = 1, j 6∈ J+

xo
j = −1, j 6∈ J−

αT
j xo = bj, j 6∈ I ′.
Sunoptik� oi periorismoÐ autoÐ gr�fontai Hxo < p, ìpou an jewr soume ìti I eÐnai

o n× n monadiaÐoc pÐnakac tìte H =




I εκτ óς EJ+

−I εκτ óς EJ−

Aεκτ óς AI′


 kai p =




1

1
...

b εκτ óς bI′




Tìte, an ei = [1 1 ... 1]T ja isqÔei:

F (xo + Yi) = g + εei ⇔ Fxo + FYi = g + εei ⇔ FYi = εei ⇔ Yi = εF−1ei
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H(xo + Yi) = Hxo + HYi = Hxo + εHF−1ei < p + εHF−1ei

H sqèsh aut  isqÔei ìtan ε arket� mikrì. EpÐshc ja prèpei ε < 0 ètsi ¸ste na isqÔei
h sqèsh F (xo + Yi) = g + εei ≤ g. Sunep¸c prokÔptei ìti oi genn torec tou k¸nou Yi

dÐnontai apì th sqèsh:
Yi = −F−1ei, i = 1, 2, ..., n

Q.E.D.

Sth sunèqeia brÐskoume thn a - epèktash (zi − xo), i = 1, 2, ..., n twn shmeÐwn
(yi − xo), i = 1, 2, ..., n. Sugkekrimèna ja eÐnai:

(zi − xo) = − [(Qxo + c)T Yi +
√

Qxo + c)T Yi − 2Y T
i QYiε]

Y T
i QYi

(yi − xo), i = 1, 2, ..., n

Pr�gmati apì thn par�grafo 3.3 gnwrÐzoume ìti h a - epèktash zi tou shmeÐou yi

dÐnetai apì th sqèsh:

θi = sup{θ > 0 | [xo + θ(yi − xo)] ∈ A, f [xo + θ(yi − xo)] ≥ α}

'Omwc

f(xo + θYi) ≥ α, ⇔ 1

2
(xo + θYi)

T Q(xo + θYi) + cT (xo + θYi) ≥ α

⇔ 1

2
xoT Qx0 + cT xo +

1

2
θ2Y T

i QYi + θ(xoQYi + cT Yi) ≥ α

⇔ 1

2
θ2Y T

i QYi + θ(Qxo + c)T Yi ≥ α− f(xo)

⇔ 1

2
θ2Y T

i QYi + θ(Qxo + c)T Yi ≥ −ε.

Sunep¸c katal goume sto ìti:

θi = sup{1

2
θ2α1 + θα2 + ε ≥ 0, θ > 0} (4.2)

ìpou α1 = Y T
i QYi < 0, giatÐ h m tra Q eÐnai arnhtik� orismènh, kai α2 = (Qxo+c)T Yi.

ParathroÔme ìti h anisìthta isqÔei kai gia θ = 0. H exÐswsh 1
2
θ2α1 + θα2 + ε = 0

èqei ginìmeno riz¸n ρ1ρ2 = 2ε
α1

< 0 kai sunep¸c oi rÐzec eÐnai eterìshmec. Epiplèon
h diakrÐnousa ∆ =

√
α2

2 − 2α1ε eÐnai austhr� megalÔterh tou 0, pr�gma to opoÐo
shmaÐnei ìti h exÐswsh ja eÐnai omìshmh tou α1 metaxÔ twn riz¸n thc, dhlad  ja
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paÐrnei jetikèc timèc se autì to di�sthma. H 4.2 ikanopoieÐtai ìtan to θi tautÐzetai
me th jetik  rÐza thc exÐswshc 1

2
θ2α1 + θα2 + ε = 0, dhlad  ìtan

θi = −1

2
[α2 +

√
α2

2 − 2α1ε] ⇔ θi = − [(Qxo + c)T Yi +
√

Qxo + c)T Yi − 2Y T
i QYiε]

Y T
i QYi

¤

EpÐshc eÐnai shmantikì na anafèroume ìti sto b ma 1 orÐzoume epÐshc mia m tra
II, h opoÐa èqei di�stash n × n × CR kai sthn opoÐa apojhkeÔetai h Zo kai genik�
ìloi oi (n× n) pÐnakec twn opoÐwn oi st lec eÐnai oi genn torec tou ek�stote k¸nou.

B ma 2: Gia k�je k¸no lÔnoume to prìblhma grammikoÔ programmatismoÔ LP (Z, D),
ìpou Z eÐnai o (n× n) pÐnakac tou opoÐou oi st lec eÐnai oi genn torec tou ek�stote
k¸nou K, lamb�nontac up' ìyh th sunj kh 3.2 kai touc periorismoÔc pou endèqetai
na eis�goun oi m trec A kai b, an den eÐnai kenèc. 'Estw ŵ(K) h lÔsh.

An f [ŵ(K)] < α gia k�poio k¸no K, jètoume:

D = D ∩ {x ∈ Rn | < eT (Zo)−1, x− xo > ≥ 1}

. H sunj kh aut  ikanopoieÐtai me thn epikìllhsh thc gramm c −eT Zo sth m tra A

kai tou stoiqeÐou −eT Zoxo − 1 sth m tra b. Sth sunèqeia, xekin¸ntac apì to ŵ(K),
brÐskoume me th bo jeia tou progr�mmatoc localmin èna kainoÔrgio akraÐo shmeÐo xo

tou D pou na eÐnai topikì el�qisto thc f p�nw sto D. Epistrèfoume sto b ma 1.
An f [ŵ(K)] ≥ α gia ìla ta K tìte suneqÐzoume sto B ma 2.

B ma 3: An < eT Z−1, ŵ(K) − xo >≤ 1 gia k�je k¸no tìte termatismìc: To

xo eÐnai olikì e - el�qisto. Alli¸c, afairoÔme apì to CR k�je k¸no K ∈ CR gia
ton opoÐo isqÔei < eT Z−1, ŵ(K) − xo >> 1. Dhlad  to CR mei¸netai kat� èna.

Tautìqrona afairoÔme kai ton an�logo pÐnaka Z apì th m tra II. Sth sunèqeia
jètontac û = ŵ(K) upodiairoÔme, me th bo jeia twn exis¸sewn 3.3, 3.4, ton k¸no
K se duo   perissìterouc upok¸nouc, aux�noume kat�llhla thn tim  tou CR kai
epikoll�me tic m trec Z, pou oi st lec touc eÐnai oi genn torec twn upok¸nwn, sto
tèloc thc m trac II . Epistrèfoume sto B ma 2.
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4.3 Programmatistik  ulopoÐhsh tou algorÐjmou twn
Horst kai Tuy

Sthn enìthta aut  parousi�zetai o yeudok¸dikac pou qrhsimopoi jhke gia thn
programmatistik  ulopoÐhsh tou algorÐjmou twn Horst kai Tuy. To oloklhrwmèno
prìgramma, grammèno se Matlab, paratÐjetai sthn par�grafo 7.2.

F�sh I

Epilègoume stajer� ε ≥ 0 kai k�poio shmeÐo y austhr� epitreptì. Xekin¸ntac
apì to y, brÐskoume èna akraÐo shmeÐo x0 tou D pou na eÐnai topikì el�qisto thc
f(x). 'Estw n kai la o arijmìc twn gramm¸n twn pin�kwn Q kai A antÐstoiqa.

F�sh II

B ma 1:
'Estw α = f(xo)− ε, CR = 1, II = ∅, Zo = ∅, X1 = ∅, U1 = ∅, e = [1 1 ... 1]T .

For i=1,2,...n: if |xo
i | = 1 tìte epikìllhsh sth m tra Zo thc gramm c sgn(xo

i )e
T
i .

For i=1,2,...la: if αT
i xo − bi = 1 tìte epikìllhsh sth m tra Zo thc gramm c αT

i .
Zo = −(Zo)−1

for i=1,2,...n

Yi = Zoei h i - st lh thc m trac Zo

α1 = Y T
i QYi, α2 = (Qxo + c)T Yi

θi = −1
2
(α2 +

√
α2

2 − 2α1ε)

Zo
i = θiYi, ìpou Zo

i h i - st lh thc m trac Zo

u00 = (Zo)−T e

end

B ma 2:
For i=1,2,...CR

Z = II(n, n, i)

ZZ = Z−1

xoo = −ZZxo

u1 = ZZT e
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EpÐlush tou probl matoc grammikoÔ programmatismoÔ :

min
x∈Rn

{−u1T x : −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 2, ..., n, −ZZx ≤ xoo, Ax ≤ b}

. 'Estw x1 h lÔsh. Epikoll�me ston pÐnaka X1 th st lh x1 kai ston pÐnaka U1 th
st lh u1. Sth sunèqeia up�rqoun oi akìloujec dunatèc peript¸seic:

• An gia k�poio x1 isqÔei f(x1) < α tìte epikìllhsh sth m tra A thc gramm c
−u00T kai ston pÐnaka b tou stoiqeÐou −u00T xo − 1. Qrhsimopoi¸ntac to
prìgramma localmin me arqikì shmeÐo to x1 brÐskoume èna topikì el�qisto tou
probl matoc:

min
x
{1

2
xT Qx + cT x : −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 2, ..., n, Ax ≤ b}

. Epistrof  sto b ma 1.

• Diaforetik� suneqÐzoume sto b ma 3.

end for

B ma 3:
An u1T (x1− xo) ≤ 1 gia k�je i = 1, 2, ..., CR tìte termatismìc: To xo eÐnai èna

olikì e - el�qisto.
Alli¸c,

CRold = CR

ii = 1

while ii ≤ CRold

if u1T (x1− xo) > 1 tìte
%AfaÐresh tou K apì to CR

CR = CR− 1

Z = II(n, n, ii)

Zj = Zj+1, j = ii, ii + 1, ..., CR, ìpou Zj = II(n, n, j)

%UpodiaÐresh tou K se upok¸nouc
EÔresh l1 tètoiou ¸ste Z · l1 = x1− xo

L =
∑n

i=1 l1i

l = l1
L

v = Z · l

34



%BrÐskoume thn a - epèktash tou v

α1 = vT Qv

α2 = (Qxo + c)T · v
thita1 = − 1

α1
(α2 +

√
α2

2 − 2α1ε)

v = thita1 · v
for j = 1, 2, ..., n

if lj > 0 tìte
CR = CR + 1

'Estw ZCR eÐnai h m tra pou st lec thc eÐnai oi genn torec
tou nèou upok¸nou CR. Tìte h ZCR prokÔptei apì to Z an
antikatast soume th j - st lh me to di�nusma v.

end if

end for

end if

ii = ii + 1

end while

X1 = ∅, U1 = ∅
Epistrof  sto b ma 2.
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Kef�laio 5

ParadeÐgmata

5.1 Eisagwg 

Sto kef�laio autì parousi�zontai ta apotelèsmata tou progr�mmatoc generaltuy

gia di�forec tuqaÐec m trec Q kai c kai tuqaÐo arqikì shmeÐo. Sthn par�grafo 5.2
analÔetai b ma proc b ma o algìrijmoc twn Horst kai Tuy gia m tra Q : 2×2 kai me
tic m trec A kai b arqik� kenèc, en¸ sth epìmenh par�grafo parousi�zontai ta telik�
apotelèsmata tou progr�mmatoc generaltuy ìtan h m tra Q eÐnai polÔ megalÔterhc
di�stashc. Tèloc sthn par�grafo 5.4 paratÐjetai èna par�deigma ìpou oi m trec A

kai b eis�goun k�poiouc arqikoÔc periorismoÔc. AxÐzei na shmei¸soume ìti se ìla ta
paradeÐgmata oi m trec Q kai c, kaj¸c kai to arqikì shmeÐo y dhmiourg jhkan me th
bo jeia thc sun�rthshc rand tou matlab gia na eÐnai to apotèlesma ìso to dunatìn
pio axiìpisto.

5.2 Grafik  ex ghsh tou algorÐjmou gia m tra Q :

2× 2

Sthn par�grafo aut  parousi�zetai mia grafik  ex ghsh tou algorÐjmou twn
Horst kai Tuy. Me th bo jeia twn sqhm�twn o anagn¸sthc mporeÐ na dei epoptik�
ta diadoqik� b mata tou algorÐjmou, na katal�bei thn ènnoia twn tom¸n Tuy kai
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pwc, me th bo jeia touc, katal goume sto olikì el�qisto tou probl matoc 4.1.
Gia to skopì autì jewroÔme tic m trec:

Q =

-5 -14

-14 -52

c =

-9

6

kai to arqikì di�nusma y:

y =

0.3891

0.2426

EpÐshc A = [ ] kai b = [ ]. Me afethrÐa to shmeÐo autì to prìgramma localmin

katal gei sto topikì el�qisto

x0 =

1.0000

1.0000

Sth sunèqeia proqwr�me sto b ma 1. Me e=1.9 orÐzoume α = f(x0)− ε = −47.4. H
m tra Z0 pou perièqei touc genn torec tou k¸nou CR eÐnai

Z0 =

-1 0

0 -1

kai met� thn eÔresh thc a - epèktashc gia k�je genn tora xeqwrist� paÐrnoume telik�
ìti:

Z0 =

-11.2675 0

0 -2.3389
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Sth sunèqeia upologÐzetai h anÐswsh < eT Z0−1, x− xo > ≥ 1, h opoÐa apoteleÐ mia
tom  Tuy. Antikajist¸ntac ta mèqri t¸ra dedomèna brÐskoume ìti k�je nèo shmeÐo
x0 = [x01 x02]′ pou upologÐzoume kai gia to opoÐo isqÔei f(x0) < α prèpei epÐshc
na ikanopoieÐ th sqèsh:

−0.0888x01− 0.4276x02 ≥ 0.4836

Sth sunèqeia lÔnoume to prìblhma grammikoÔ programmatismoÔ kai brÐskoume shmeÐo
x1 pou na ikanopoieÐ thn parap�nw anisìthta. To shmeÐo autì qrhsimeÔei wc afethrÐa
sthn ereun� mac gia èna nèo shmeÐo x0 . Apì to output tou progr�mmatoc proèkuye
ìti

x1 =

-1.0000

-1.0000

Ta mèqri t¸ra b mata faÐnontai sto parak�tw sq ma:

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

x0

Generator of CR

Generator of CR

x1

<eTZ0−1,x−xo>=1 

Sq ma 1

Epeid  isqÔei f(x1) > α suneqÐzoume sto b ma 3. 'Omwc to x1 den ikanopoieÐ th
sunj kh termatismoÔ kai sunep¸c prèpei na qwrÐsoume ton k¸no CR se upok¸nouc
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me th bo jeia twn exis¸sewn 3.3 kai 3.4 afoÔ jèsoume û = x1. AfoÔ br kame to u

upologÐsame thn a - epèktash tou v:

v =

-2.0920

-2.0920

Sth sunèqeia me th bo jeia tou v qwrÐzoume ton k¸no CR se duo upok¸nouc. Oi
genn torec tou pr¸tou kai tou deÔterou upok¸nou eÐnai antÐstoiqa:

I(:,:,1) =

-2.0920 0

-2.0920 -2.3389

I(:,:,2) =

-11.2675 -2.0920

0 -2.0920

Epistrèfoume sto b ma 2.
Sto b ma 2 lÔnoume to prìgramma grammikoÔ programmatismoÔ gia k�je upok¸no

xeqwrist�. Kai stic duo peript¸seic prokÔptei ìmwc ìti x1 = [−1 − 1]′. Epeid 
f(x1) > α suneqÐzoume sto b ma 3, ìpou kai to prìgramma termatÐzei giatÐ h sunj kh
termatismoÔ ikanopoieÐtai. Sunep¸c h sun�rthsh

f(x) =
1

2
xT Qx + cT x : −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1, 2

parousi�zei olikì el�qisto sto shmeÐo x0 = [1 1]′ Ta parap�nw parousi�zontai
grafik� sto akìloujo sq ma:
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−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10

−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

x0

Generator of CR

Generator of CR

x1

<eTZ0−1,x−xo>=1 

 v

first subcone 

second subcone 

Sq ma 2

5.3 Genik� paradeÐgmata efarmog c tou progr�mma-
toc generaltuy ìtan oi m trec A kai b eÐnai kenèc

Par�deigma 1

Sthn par�grafo aut  parajètoume to apotèlesma tou progr�mmatoc generaltuy

gia m tra Q di�stashc 8 × 8. To prìgramma katèlhxe sto swstì olikì el�qisto
mèsa se 10 epanal yeic. Prèpei na shmei¸soume ìti h tim  thc jetik c stajer�c e
 tan Ðsh me 1.5. Oi m trec Q, c pou qrhsimopoi jhkan  tan:

Q =

Columns 1 through 7

-59.3766 7.8335 23.0066 39.1484 -1.9757 -1.1642 8.8052

7.8335 -39.1637 -16.2008 -11.2549 -4.3094 5.4046 -7.9216

23.0066 -16.2008 -52.6618 -11.6051 -9.5478 28.1552 -1.8292
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39.1484 -11.2549 -11.6051 -79.3608 -22.4938 -19.4904 3.3586

-1.9757 -4.3094 -9.5478 -22.4938 -34.5086 -6.7199 16.1832

-1.1642 5.4046 28.1552 -19.4904 -6.7199 -38.5210 12.7858

8.8052 -7.9216 -1.8292 3.3586 16.1832 12.7858 -50.4131

19.5434 3.6486 -29.0676 -25.0699 -2.8680 26.5906 -3.4234

Column 8

19.5434

3.6486

-29.0676

-25.0699

-2.8680

26.5906

-3.4234

-48.6475

c = [-1.3463 -3.5996 0.6677 3.2301 1.7395 4.9945 4.6164

-4.4114]’

kai to arqikì di�nusma y  tan:

y = [0.1068 -0.4160 0.7159 -0.3285 0.3604 -0.8931 -0.2867

-0.0034]’

Tèloc to shmeÐo termatismoÔ tou progr�mmatoc pou sumpÐptei me to olikì el�qisto
eÐnai:

x0 = [-1 1 1 1 1 -1 1 1]’

Par�deigma 2

Sthn par�grafo aut  parajètoume to apotèlesma tou progr�mmatoc generaltuy

gia m tra Q di�stashc 30 × 30. To prìgramma katèlhxe sto swstì olikì el�qisto
mèsa se mìlic 2 epanal yeic! Sth sunèqeia parousi�zontai oi m trec pou qrhsimo-
poi jhkan kaj¸c kai ta telik� apotelèsmata.
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Q = 1.0e+007 *

Columns 1 through 6

-0.9896 -0.7744 -0.6972 -0.8213 -0.7380 -0.6592

-0.7744 -1.0412 -0.7325 -0.8665 -0.7959 -0.7487

-0.6972 -0.7325 -0.9008 -0.7146 -0.7631 -0.7553

-0.8213 -0.8665 -0.7146 -1.0535 -0.7860 -0.7258

-0.7380 -0.7959 -0.7631 -0.7860 -1.0200 -0.7859

-0.6592 -0.7487 -0.7553 -0.7258 -0.7859 -0.9996

-0.7067 -0.7303 -0.6903 -0.8419 -0.7657 -0.7414

-0.7875 -0.9102 -0.7662 -0.8430 -0.7699 -0.8364

-0.8058 -0.8128 -0.7624 -0.8196 -0.8060 -0.7361

-0.6261 -0.7454 -0.7798 -0.7808 -0.7764 -0.7772

-0.8017 -0.8316 -0.8043 -0.8511 -0.7751 -0.7139

-0.6903 -0.6762 -0.6331 -0.6908 -0.6960 -0.6913

-0.7094 -0.7443 -0.6507 -0.7170 -0.7372 -0.7636

-0.8767 -0.8845 -0.8291 -0.8774 -0.9450 -0.9267

-0.7787 -0.8425 -0.7719 -0.9475 -0.8011 -0.8554

-0.8297 -0.8629 -0.6890 -0.8679 -0.7381 -0.7223

-0.8183 -0.8750 -0.8270 -0.8651 -0.8572 -0.7924

-0.6706 -0.7466 -0.7293 -0.6602 -0.7365 -0.7804

-0.6151 -0.6848 -0.6027 -0.6622 -0.7428 -0.7217

-0.8815 -0.8526 -0.8695 -0.8978 -0.9855 -0.8942

-0.4751 -0.6129 -0.5431 -0.6137 -0.6190 -0.6208

-0.8242 -0.7784 -0.7547 -0.9199 -0.8219 -0.7874

-0.7387 -0.7457 -0.7787 -0.7606 -0.7851 -0.7764

-0.7643 -0.7746 -0.7292 -0.8511 -0.7923 -0.7119

-0.6557 -0.6381 -0.6296 -0.6559 -0.6393 -0.5768

-0.6999 -0.8755 -0.6693 -0.8449 -0.7254 -0.8044

-0.5585 -0.6251 -0.6309 -0.6231 -0.6200 -0.6795

-0.6848 -0.8119 -0.6493 -0.7687 -0.7626 -0.7910
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-0.7867 -0.8836 -0.7780 -0.8876 -0.8822 -0.8581

-0.6896 -0.7774 -0.6612 -0.7628 -0.6633 -0.6309

Columns 7 through 12

-0.7067 -0.7875 -0.8058 -0.6261 -0.8017 -0.6903

-0.7303 -0.9102 -0.8128 -0.7454 -0.8316 -0.6762

-0.6903 -0.7662 -0.7624 -0.7798 -0.8043 -0.6331

-0.8419 -0.8430 -0.8196 -0.7808 -0.8511 -0.6908

-0.7657 -0.7699 -0.8060 -0.7764 -0.7751 -0.6960

-0.7414 -0.8364 -0.7361 -0.7772 -0.7139 -0.6913

-0.9291 -0.8144 -0.7886 -0.7828 -0.7582 -0.7020

-0.8144 -1.2127 -0.8864 -0.8642 -0.8600 -0.7544

-0.7886 -0.8864 -1.0257 -0.7532 -0.8009 -0.7452

-0.7828 -0.8642 -0.7532 -0.9487 -0.8066 -0.6445

-0.7582 -0.8600 -0.8009 -0.8066 -1.1280 -0.7631

-0.7020 -0.7544 -0.7452 -0.6445 -0.7631 -0.8402

-0.6300 -0.7039 -0.6989 -0.6576 -0.7850 -0.6035

-0.8787 -1.0001 -0.9777 -0.8304 -0.9202 -0.8724

-0.9531 -0.9890 -0.8451 -0.9031 -0.9247 -0.8168

-0.6763 -0.8306 -0.7787 -0.6926 -0.7937 -0.6261

-0.7973 -0.8067 -0.8477 -0.8258 -0.9188 -0.7250

-0.6640 -0.7627 -0.6813 -0.7708 -0.8762 -0.7021

-0.6743 -0.7458 -0.6803 -0.7357 -0.7608 -0.6413

-0.9325 -0.9313 -0.9121 -0.9122 -0.8678 -0.8115

-0.6667 -0.6436 -0.6804 -0.5956 -0.6340 -0.5893

-0.8139 -0.8771 -0.8054 -0.7883 -0.9334 -0.7325

-0.7735 -0.8869 -0.7867 -0.8031 -0.9149 -0.7756

-0.7424 -0.8535 -0.7204 -0.7012 -0.8318 -0.6327

-0.6213 -0.7169 -0.7201 -0.6290 -0.7293 -0.6579

-0.7164 -0.7882 -0.7174 -0.7362 -0.8156 -0.6185

-0.6389 -0.7189 -0.6501 -0.6873 -0.6286 -0.4674
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-0.7803 -0.8069 -0.7371 -0.6993 -0.8561 -0.6818

-0.8887 -0.9273 -0.8577 -0.8971 -0.8412 -0.7495

-0.6711 -0.7179 -0.6117 -0.6583 -0.7240 -0.5357

Columns 13 through 18

-0.7094 -0.8767 -0.7787 -0.8297 -0.8183 -0.6706

-0.7443 -0.8845 -0.8425 -0.8629 -0.8750 -0.7466

-0.6507 -0.8291 -0.7719 -0.6890 -0.8270 -0.7293

-0.7170 -0.8774 -0.9475 -0.8679 -0.8651 -0.6602

-0.7372 -0.9450 -0.8011 -0.7381 -0.8572 -0.7365

-0.7636 -0.9267 -0.8554 -0.7223 -0.7924 -0.7804

-0.6300 -0.8787 -0.9531 -0.6763 -0.7973 -0.6640

-0.7039 -1.0001 -0.9890 -0.8306 -0.8067 -0.7627

-0.6989 -0.9777 -0.8451 -0.7787 -0.8477 -0.6813

-0.6576 -0.8304 -0.9031 -0.6926 -0.8258 -0.7708

-0.7850 -0.9202 -0.9247 -0.7937 -0.9188 -0.8762

-0.6035 -0.8724 -0.8168 -0.6261 -0.7250 -0.7021

-0.8787 -0.8070 -0.7672 -0.7658 -0.7843 -0.7002

-0.8070 -1.2854 -1.0724 -0.8501 -0.9211 -0.8599

-0.7672 -1.0724 -1.2130 -0.8323 -0.8740 -0.8272

-0.7658 -0.8501 -0.8323 -1.0194 -0.8501 -0.6556

-0.7843 -0.9211 -0.8740 -0.8501 -1.1242 -0.8272

-0.7002 -0.8599 -0.8272 -0.6556 -0.8272 -0.9171

-0.6821 -0.8321 -0.8129 -0.7107 -0.7478 -0.7212

-0.7802 -1.0686 -1.0240 -0.7799 -0.9633 -0.8194

-0.5518 -0.7882 -0.7490 -0.5438 -0.5576 -0.5329

-0.7167 -0.9425 -0.9382 -0.8466 -0.8279 -0.7428

-0.6918 -0.9304 -0.8943 -0.7886 -0.9218 -0.8436

-0.6547 -0.8973 -0.8405 -0.7975 -0.7794 -0.6762

-0.5178 -0.7922 -0.7170 -0.5826 -0.6741 -0.6261

-0.7400 -0.8661 -0.8424 -0.8305 -0.8203 -0.7407
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-0.5747 -0.7110 -0.7119 -0.6552 -0.6699 -0.6183

-0.6870 -0.9324 -0.8495 -0.6696 -0.8532 -0.7589

-0.7771 -1.0474 -1.0244 -0.8248 -0.9087 -0.8483

-0.5772 -0.7430 -0.7887 -0.6708 -0.7668 -0.6276

Columns 19 through 24

-0.6151 -0.8815 -0.4751 -0.8242 -0.7387 -0.7643

-0.6848 -0.8526 -0.6129 -0.7784 -0.7457 -0.7746

-0.6027 -0.8695 -0.5431 -0.7547 -0.7787 -0.7292

-0.6622 -0.8978 -0.6137 -0.9199 -0.7606 -0.8511

-0.7428 -0.9855 -0.6190 -0.8219 -0.7851 -0.7923

-0.7217 -0.8942 -0.6208 -0.7874 -0.7764 -0.7119

-0.6743 -0.9325 -0.6667 -0.8139 -0.7735 -0.7424

-0.7458 -0.9313 -0.6436 -0.8771 -0.8869 -0.8535

-0.6803 -0.9121 -0.6804 -0.8054 -0.7867 -0.7204

-0.7357 -0.9122 -0.5956 -0.7883 -0.8031 -0.7012

-0.7608 -0.8678 -0.6340 -0.9334 -0.9149 -0.8318

-0.6413 -0.8115 -0.5893 -0.7325 -0.7756 -0.6327

-0.6821 -0.7802 -0.5518 -0.7167 -0.6918 -0.6547

-0.8321 -1.0686 -0.7882 -0.9425 -0.9304 -0.8973

-0.8129 -1.0240 -0.7490 -0.9382 -0.8943 -0.8405

-0.7107 -0.7799 -0.5438 -0.8466 -0.7886 -0.7975

-0.7478 -0.9633 -0.5576 -0.8279 -0.9218 -0.7794

-0.7212 -0.8194 -0.5329 -0.7428 -0.8436 -0.6762

-0.8452 -0.8582 -0.5881 -0.7673 -0.8281 -0.6707

-0.8582 -1.2899 -0.6724 -0.9238 -0.9094 -0.8578

-0.5881 -0.6724 -0.7880 -0.6324 -0.6425 -0.6201

-0.7673 -0.9238 -0.6324 -1.0578 -0.8521 -0.8975

-0.8281 -0.9094 -0.6425 -0.8521 -1.0679 -0.8308

-0.6707 -0.8578 -0.6201 -0.8975 -0.8308 -1.0053

-0.5852 -0.7548 -0.5407 -0.7265 -0.7067 -0.6961
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-0.7224 -0.8579 -0.6529 -0.8316 -0.7466 -0.8207

-0.6090 -0.6983 -0.5112 -0.6324 -0.6906 -0.6605

-0.6995 -0.8770 -0.5846 -0.8081 -0.7658 -0.7230

-0.8619 -1.0031 -0.7095 -0.9002 -0.9079 -0.8307

-0.5302 -0.8319 -0.5112 -0.7088 -0.6357 -0.7158

Columns 25 through 30

-0.6557 -0.6999 -0.5585 -0.6848 -0.7867 -0.6896

-0.6381 -0.8755 -0.6251 -0.8119 -0.8836 -0.7774

-0.6296 -0.6693 -0.6309 -0.6493 -0.7780 -0.6612

-0.6559 -0.8449 -0.6231 -0.7687 -0.8876 -0.7628

-0.6393 -0.7254 -0.6200 -0.7626 -0.8822 -0.6633

-0.5768 -0.8044 -0.6795 -0.7910 -0.8581 -0.6309

-0.6213 -0.7164 -0.6389 -0.7803 -0.8887 -0.6711

-0.7169 -0.7882 -0.7189 -0.8069 -0.9273 -0.7179

-0.7201 -0.7174 -0.6501 -0.7371 -0.8577 -0.6117

-0.6290 -0.7362 -0.6873 -0.6993 -0.8971 -0.6583

-0.7293 -0.8156 -0.6286 -0.8561 -0.8412 -0.7240

-0.6579 -0.6185 -0.4674 -0.6818 -0.7495 -0.5357

-0.5178 -0.7400 -0.5747 -0.6870 -0.7771 -0.5772

-0.7922 -0.8661 -0.7110 -0.9324 -1.0474 -0.7430

-0.7170 -0.8424 -0.7119 -0.8495 -1.0244 -0.7887

-0.5826 -0.8305 -0.6552 -0.6696 -0.8248 -0.6708

-0.6741 -0.8203 -0.6699 -0.8532 -0.9087 -0.7668

-0.6261 -0.7407 -0.6183 -0.7589 -0.8483 -0.6276

-0.5852 -0.7224 -0.6090 -0.6995 -0.8619 -0.5302

-0.7548 -0.8579 -0.6983 -0.8770 -1.0031 -0.8319

-0.5407 -0.6529 -0.5112 -0.5846 -0.7095 -0.5112

-0.7265 -0.8316 -0.6324 -0.8081 -0.9002 -0.7088

-0.7067 -0.7466 -0.6906 -0.7658 -0.9079 -0.6357

-0.6961 -0.8207 -0.6605 -0.7230 -0.8307 -0.7158
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-0.7591 -0.5804 -0.5272 -0.6583 -0.7310 -0.5133

-0.5804 -1.0298 -0.6491 -0.7707 -0.8811 -0.7672

-0.5272 -0.6491 -0.7510 -0.6438 -0.7553 -0.4682

-0.6583 -0.7707 -0.6438 -1.0197 -0.8146 -0.6400

-0.7310 -0.8811 -0.7553 -0.8146 -1.1775 -0.7043

-0.5133 -0.7672 -0.4682 -0.6400 -0.7043 -0.8392

c = [27.1904 793.6670 999.2308 110.2385 622.6012 132.5718

310.0298 134.7877 223.3263 396.5468 135.1435 241.0587

927.5161 391.1009 511.2628 92.8961 21.6989 159.5348 844.5159

879.1535 186.9895 991.3049 712.0298 871.3646 479.6312

496.0049 287.5319 60.9415 262.4677 186.2610]’

y = [0.8342 -0.7534 -0.9731 -0.2606 0.3973 0.7787 0.1875

-0.6866 -0.3666 -0.5332 -0.9832 -0.2062 0.2997 -0.8300

0.5376 0.9394 0.4296 0.5639 -0.5249 -0.6085 -0.4736

0.4276 0.9552 0.2742 0.0918 0.6961 0.6042 0.3366 0.3420

0.6413]’

x0 = [-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]’

Par�deigma 3

Se antÐjesh me to prohgoÔmeno par�deigma, pou par� th meg�lh tou di�stash,
to prìgramma generaltuy pètuqe na brei to olikì el�qisto se el�qisto qrìno, sthn
prokeimènh perÐptwsh den mpìrese na katal xei se k�poio apotèlesma an kai h m tra
Q  tan mìlic 4×4. Met� apì 20 epanal yeic to prìgramma den eÐqe akìma termatÐsei.
Sth sunèqeia parousi�zontai oi m trec pou qrhsimopoi jhkan kaj¸c kai to arqikì
shmeÐo y.

Q =

-104 0 -58 -94

0 -66 7 -6
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-58 7 -70 34

-94 -6 34 -285

c = [3 14 -8 -22]’

y = [-0.8596 -0.9619 0.0166 0.7388]’

5.4 ParadeÐgma efarmog c tou progr�mmatoc generaltuy

ìtan oi m trec A kai b den eÐnai kenèc

Par�deigma 1

Sto par�deigma autì qrhsimopoi jhkan oi m trec:

Q =

Columns 1 through 8

-56.2113 -18.2485 -1.1428 6.7532 -13.3415 -4.1746 -15.1668 -3.5810

-18.2485 -81.9986 19.8300 30.4452 -15.1214 3.8003 -36.7710 38.1003

-1.1428 19.8300 -111.9144 -5.4252 -10.9673 -13.6773 -44.3810 -8.6741

6.7532 30.4452 -5.4252 -67.9119 -12.2264 -13.8303 22.3174 2.4102

-13.3415 -15.1214 -10.9673 -12.2264 -83.2738 -10.6874 -48.1641 -16.8287

-4.1746 3.8003 -13.6773 -13.8303 -10.6874 -102.7139 -17.4954 -3.7543

-15.1668 -36.7710 -44.3810 22.3174 -48.1641 -17.4954 -119.9470 -0.7579

-3.5810 38.1003 -8.6741 2.4102 -16.8287 -3.7543 -0.7579 -58.2614

-16.9797 -48.7212 1.2395 -11.7040 -49.0410 23.1091 -31.5135 34.7678

26.5590 42.1517 -43.4976 -11.4038 0.0813 -22.6720 -27.3243 -2.0378

Columns 9 through 10

-16.9797 26.5590

-48.7212 42.1517

1.2395 -43.4976

48



-11.7040 -11.4038

-49.0410 0.0813

23.1091 -22.6720

-31.5135 -27.3243

34.7678 -2.0378

-83.5549 16.3236

16.3236 -84.1716

c = [-2.1727 2.6994 2.2758 4.1461 -3.9388 3.8894 0.9504

-4.8792 -2.6169 -3.7638]’

Oi epiplèon periorismoÐ tou probl matoc perigr�fontai apì tic m trec A kai b:

A =

Columns 1 through 8

10.8000 0.5000 9.2000 2.3000 1.5000 8.0000 0.2000 3.5000

0.9000 -0.8000 0.6500 0.1300 0.7600 0.4500 0.2800 -0.6000

Columns 9 through 10

-5.0000 -1.0000

0.1000 -0.5000

b =

-0.7000

2.5000

To tuqaÐo arqikì shmeÐo y epilèqthke na eÐnai austhr� epitreptì:

y = [-0.6131 0.3644 -0.3945 0.0833 -0.6983 0.3958 -0.2433

0.7200 0.7073 0.1871]’

To prìgramma generaltuy br ke to olikì el�qisto x0 tou genikoÔ probl matoc
4.1 se mìlic 5 epanal yeic:

x0 = [1 1 -1 -1 1 -1 1 -1 1 -1]’
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Kef�laio 6

Parathr seic - Sumper�smata

1. O algìrijmoc twn Horst kai Tuy perilamb�nei mia seir� apì b mata. K�je for�
pou qrhsimopoioÔme to prìgramma localmin gia na broÔme èna topikì el�qisto
shmadeÔei kai mia kainoÔrgia epan�lhyh. Kat� th di�rkeia thc epan�lhyhc tìso
to shmeÐo xo ìso kai to komm�ti tou sunìlou D pou den èqei akìma exereunhjeÐ
den all�zoun, all� apì th mia epan�lhyh sthn �llh to sÔnolo D mei¸netai
apì mia tom  Tuy < eT (Zo)−1, x − xo > ≥ 1, en¸ to xo antikajÐstatai apì
mia kalÔterh koruf  tou sunìlou D. Sunep¸c k�tw apì autèc tic sunj kec
mporeÐ na dei kaneÐc ìti k�je stigm  to trèqwn xo ikanopoieÐ austhr� ìlec tic
prohgoÔmenec tomèc. EpÐshc an to xo eÐnai koruf  tou trèqontoc sunìlou sthn
i epan�lhyh, tìte ja eÐnai kai koruf  tou arqikoÔ sunìlou D.

2. H tim  thc stajer�c e≥ 0 mporeÐ kai na epileqjeÐ apì ton qr sth. Wstìso
upenjumÐzoume ìti o algìrijmoc brÐskei èna olikì e - el�qisto. Praktik� autì
shmaÐnei ìti e�n to e eÐnai meg�lo tìte ja qrei�zontai lÐgec epanal yeic, wstìso
ja èqoume mikr  akrÐbeia kat� thn eÔresh thc lÔshc. Apì thn �llh meri�,
e�n to e eÐnai mikrì, tìte ja sumbaÐnei akrib¸c to antÐjeto: ja qrei�zontai
pollèc epanal yeic men all� ja èqoume epitÔqei meg�lh akrÐbeia. Epiplèon
upenjumÐzoume ìti to e paÐzei polÔ meg�lo rìlo ston algìrijmo afoÔ orÐzei
thn alhjotim  thc posìthtac f(xo) < α. 'Otan to e eÐnai meg�lo kai h diafor�
an�mesa sthn koruf  pou dÐnei th bèltisth lÔsh kai th deÔterh kalÔterh koruf 
eÐnai mikr , up�rqei perÐptwsh o algìrijmoc na mac odhg sei se esfalmèno
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apotelèsmata. Autì ìmwc mporeÐ na apofeuqjeÐ me kat�llhlh epilog  tou e.
Wstìso den eÐnai dunatìn na gnwrÐzoume ek twn protèrwn poia eÐnai h diafor�
stic timèc pou paÐrnei h sun�rthsh f stic duo kalÔterec korufèc, k�ti to opoÐo
sunist� èna prìblhma kat� thn epilog  tou e.

3. Prokeimènou na elegqjeÐ kat� pìso to prìgramma generaltuy term�tize se sw-
stì shmeÐo dokim�sthkan m trec me meg�lec diast�seic. Parathr jhke ìti ìso
meg�lwne h di�stash tou probl matoc aux�nontan katakìrufa oi epanal yeic
pou qreiazìtan na ektelèsei to prìgramma prin termatÐsei. EpÐshc lìgw tou
meg�lou arijmoÔ dedomènwn pou èprepe na krat sei o upologist c sth mn mh
aux�nontan epÐshc kai oi upologistikèc apait seic. Wstìso up rxan peript¸seic
pou an kai h di�stash  tan meg�lh (p.q. sto par�deigma 2, par�grafoc 5.3) to
prìgramma teleÐwne se el�qisto qrìno. Se genikèc grammèc ìmwc, kai eidik�
se mikrèc diast�seic, mporeÐ na parathr sei kaneÐc ìti to prìgramma thc epa-
l jeushc brÐskei to olikì el�qisto grhgorìtera apì to prìgramma generaltuy.
Parìla aut� den mei¸netai h qrhsimìthta tou algorÐjmou twn Horst kai Tuy, o
opoÐoc èqei qrhsimopoihjeÐ epaneilhmmèna se di�forec efarmogèc, k�ti to opoÐo
ofeÐletai sth genik  diatÔpwsh tou.

4. Kat� th melèth thc sumperifor�c tou progr�mmatoc generaltuy ìtan oi m trec
A kai b eÐnai kenèc kai ìtan eis�goun k�poiouc epiplèon grammikoÔc periorismoÔc
diapist¸jhke ìti sth deÔterh perÐptwsh, lìgw thc auxhmènhc poluplokìthtac,
to prìgramma qreiazìtan megalÔtero qrìno kai èkane perissìterec epanal yeic
protoÔ katal xei sto olikì e - el�qisto, akìma kai an xekinoÔse apì to Ðdio
arqikì shmeÐo. H sÔgkrish ègine qrhsimopoi¸ntac k�je for� tic Ðdiec m trec Q

kai c. H diafor� ston arijmì twn epanal yewn eÐnai amelhtèa gia polÔ mikrèc
diast�seic, gÐnetai ìmwc aisjht  ìso h di�stash tou probl matoc megal¸nei.
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Kef�laio 7

Par�rthma

7.1 Genik� gia to Matlab

'Ola ta progr�mmata pou ulopoi jhkan sta plaÐsia aut c thc diplwmatik c er-
gasÐac gr�fthkan me th gl¸ssa programmatismoÔ tou Matlab. To Matlab (Matrix

laboratory) eÐnai èna sÔgqrono ergaleÐo thc plhroforik c kai s mera apoteleÐ èna
oloklhrwmèno logismikì pakèto gia episthmonikì kai arijmhtikì upologismì me polÔ
kal  upost rixh grafik¸n [5]. An kai ,en gènei, k�poiec gl¸ssec programmatismoÔ
(ìpwc h C   h C + +) eÐnai polÔ taqÔterec apì th gl¸ssa programmatismoÔ tou
Matlab, autì wstìso parèqei shmantikèc dieukolÔnseic ìson afor� th lÔsh majh-
matik¸n problhm�twn. Sugkekrimèna eÐnai eidik� sqediasmèno gia upologismoÔc epÐ
pin�kwn, epÐlush grammik¸n susthm�twn, eÔresh idiotim¸n kai idiodianusm�twn kok.
EpÐshc qrhsimopoieÐ algìrijmouc uyhl c axiopistÐac kai akrÐbeiac kai parèqei ètoi-
ma progr�mmata kai sunart seic proc dieukìlunsh tou qr sth. Oi idiìthtec autèc
kajistoÔn to Matlab to idanikì ergaleÐo gia thn epÐlush tou probl matoc 4.1 kai
genikìtera problhm�twn beltistopoÐhshc. Tèloc axÐzei na shmeiwjeÐ ìti epeid  to
Matlab eÐnai arijmhtikì prìgramma, pr�gma pou shmaÐnei ìti qrhsimopoieÐ arijmhtik 
peperasmènhc akrÐbeiac kai par�gei proseggistikèc lÔseic, eÐmaste lÐgo pio elasti-
koÐ ìson afor� sthn ikanopoÐhsh k�poion isotik¸n periorism¸n (p.q. sto prìgramma
generaltuy h sunj kh if |xo

i | = 1 èqei grafteÐ wc: if |xo(i)| − 1 ≤ 1e− 06).
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7.2 To prìgramma generaltuy

To prìgramma generaltuy apoteleÐ thn programmatistik  ulopoÐhsh tou algorÐj-
mou twn Horst kai Tuy me skopì thn epÐlush tou probl matoc 4.1. To prìgramma
paÐrnei wc eisìdouc thn arnhtik� orismènh m tra Q, to c, tic m trec A kai b kai th
metablht  repeats. 'Opwc anafèrjhke sthn par�grafo 3.3 up�rqei perÐptwsh o al-
gìrijmoc twn Horst kai Tuy na mhn termatÐsei. Gia to skopì autì o qr sthc èqei
th dunatìthta na eis�gei to mègisto arijmì epanal yewn pou jèlei na k�nei to prì-
gramma prin termatÐsei bÐaia (dhlad  qwrÐc na ekplhrwjeÐ h sunj kh termatismoÔ).
AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti gia to sumbolismì thc stajer�c ε ≥ 0 qrhsimopoi jhke to ee.
Oi metablhtèc w kai h kajorÐzoun th met�bash apì to èna b ma sto �llo an�loga
me thn tim  pou paÐrnoun (0   1). To n3 eÐnai h metablht  pou elègqei to termatismì
tou progr�mmatoc. 'Eqei kaj' ìlh th di�rkeia tou progr�mmatoc thn tim  0, ìtan
ìmwc h sunj kh termatismoÔ ikanopoihjeÐ tìte paÐrnei thn tim  1 kai to prìgramma
termatÐzei.

Sth sunèqeia akoloujeÐ o k¸dikac tou progr�mmatoc generaltuy:

function[x0,y]=generaltuy(Q,c,A,b,repeats)

w=0; h=0; n3=0; CR=1; k=0;

X1=[ ];

II=[ ];

[n n2]=size(Q);

[la la2]=size(A);

[wb1 wb2]=size(b);

S=zeros(n,1);

% Bhma 0

if (la==0 & wb1==0)

y=-ones(n,1)+2*rand(n,1);

else

while (sum(S)~=wb1)

y=-ones(n,1)+2*rand(n,1);
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S=A*y<b;

end

end

x0=localmin(A,b,Q,c,y);

ee=1.9;

%Bhma 1

while(CR~=0)

while(w==0)

if (h==0)

X1=[ ];

U1=[ ];

Z0=[ ];

II=[ ];

Z1=diag(sign(x0));

f=0.5*x0’*Q*x0+c’*x0;

a=f-ee;

CR=1;

for i=1:n

if (abs(x0(i))-1<=1e-06)

Z0=[Z0;Z1(i,:)];

end

end

for i=1:la

if ((A(i,:)*x0-b(i,:))==0)

Z0=[Z0;A(i,:)];

end

end

e=ones(n,1);

Z0=-inv(Z0);

for i=1:n

y2=Z0(:,i);
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a1=y2’*Q*y2;

a2=(Q*x0+c)’*y2;

thita(i)=-(1/a1)*(a2+sqrt(a2^2-2*a1*ee));

Z0(:,i)=thita(i)*y2;

end

II(:,:,CR)=Z0;

u00=Z0’\e;

end

%Bhma 2

k=k+1

for i=1:CR

Z=II(:,:,i);

ZZ=inv(Z);

x00=-ZZ*x0;

u1=ZZ’*e;

U1=[U1,u1];

AA=[A;-ZZ];

bb=[b;x00];

x1 = linprog(-u1,AA,bb,[ ],[ ],-ones(n,1),ones(n,1));

X1=[X1,x1];

if ((0.5*x1’*Q*x1+c’*x1)<a)

la=la+1;

A=[A;-u00’];

b=[b;-u00’*x0-1];

x0=localmin(A,b,Q,c,x1);

w=0;

h=0;

break

else

w=1;

h=1;
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end

end

end

%Bhma 3

w=0;

aa=0;

for i=1:CR

if ((U1(:,i)’*(X1(:,i)-x0))<=1)

aa=aa+1;

end

end

if (aa==CR)

n3=1

break

end

if (n3~=1)

CRold=CR;

ii=1;

while (ii<=CRold)

if ((U1(:,ii)’*(X1(:,ii)-x0))>1)

CR=CR-1;

Z=II(:,:,ii);

for j=ii:CR

II(:,:,j)=II(:,:,j+1);

end

l1=Z\(X1(:,ii)-x0);

L=sum(l1);

l=l1./L;

[l11 l22]=size(l);

v=Z*l;

a1=v’*Q*v;
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a2=(Q*x0+c)’*v;

thita1=-(1/a1)*(a2+sqrt(a2^2-2*a1*ee));

v=thita1*v;

for j=1:l11

if (l(j)>1e-04)

CR=CR+1;

Z2=Z;

Z2(:,j)=v;

II(:,:,CR)=Z2;

end

end

end

ii=ii+1;

end

X1=[ ];

U1=[ ];

if k==repeats

CR=0;

break

end

end

end

7.3 To prìgramma localmin

To prìgramma localmin eÐnai h programmatistik  ulopoÐhsh enìc algorÐjmou bel-
tistopoÐhshc, o opoÐoc an kei stic mejìdouc kajìdou. Autì shmaÐnei ìti k�je nèo
shmeÐo xk+1 thc akoloujÐac pou kataskeu�zei o algìrijmoc mei¸nei thn tim  thc
suneqoÔc sun�rthshc f , dhlad  ja isqÔei f(xk+1) < f(xk). O algìrijmoc eÔreshc
topikoÔ elaqÐstou apartÐzetai apì duo basik� stoiqeÐa: thn kateÔjunsh èreunac h(xk)

kai to m koc b matoc τk, me trìpo ¸ste

xk+1 = xk + τkh(xk), óπoυ τk ∈ R∗+
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To m koc b matoc eÐnai ,en gènei, to el�qisto thc sun�rthshc f(·) kat� m koc thc ka-
teÔjunshc h. O algìrijmoc eÔreshc topikoÔ elaqÐstou termatÐzei ìtan brejeÐ shmeÐo
pou na ikanopoieÐ tic anagkaÐec sunj kec beltÐstou 1hc t�xhc gia to prìblhma:

min{f(x) =
1

2
xT Qx + cT x : Ax ≤ b,−1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n} (7.1)

To prìblhma 7.1 eÐnai èna prìblhma me anisotikoÔc periorismoÔc kai gia th lÔsh tou
ja qrhsimopoihjeÐ h mèjodoc probol c thc klÐsewc [1]. Kat� ton upologismì thc
kateÔjunshc èreunac ja prèpei na exasfalÐzetai ìti aut  eÐnai epitrept . UpenjumÐ-
zoume ton ex c orÐsmì:

Orismìc 1

'Ena di�nusma hk ∈ Rn lègetai epitrept  kateÔjunsh gia èna sÔnolo L sto shmeÐo
xk ∈ L an kai mìno an τ̄i > 0 tètoio ¸ste xk + τhk ∈ L gia k�je τ ∈ [0, τ̄ ]. Profan¸c
prèpei intL 6= ∅.

Gia na exasfalÐsoume ìti xk ∈ L, k = 1, 2, ... kai f(xk+1) ≤ f(xk), k = 1, 2, ...

apaitoÔme h kateÔjunsh èreunac hk na eÐnai epitrept  kateÔjunsh gia to L sto xk kai
tautìqrona na eÐnai kateÔjunsh kajìdou gia thn f , dhlad  prèpei ∇f(xk)

T hk ≤ 0.
Wstìso mporeÐ na parathr sei kaneÐc ìti mìno oi energoÐ periorismoÐ sto shmeÐo xk

arkoÔn gia ton prosdiorismì miac epitrept c kateÔjunshc. Thn parat rhsh aut ,
mazÐ me thn parak�tw prìtash ekmetalleÔetai h mèjodoc probol c thc klÐsewc, p�nw
sthn opoÐa sthrÐzetai to prìgramma localmin:

Prìtash 1

JewroÔme to genikì prìblhma beltistopoÐhshc

min
x
{f(x) : gj(x) ≤ 0, j = 1, 2, ..., l}

. An x∗ ∈ Rn eÐnai topikì el�qisto tou probl matoc autoÔ, tìte to x∗ eÐnai epÐshc
topikì el�qisto tou probl matoc

min
x
{f(x) : gj(x) = 0, j ∈ I(x∗)}

Ekmetalleuìmenoi aut  thn prìtash ja mporoÔsame na lÔsoume antÐ tou pro-
bl matoc 7.1 to antÐstoiqo prìblhma pou ja perièqei mìno isotikoÔc periorismoÔc.

58



Wstìso to sÔnolo I(x∗) den eÐnai gnwstì ek twn protèrwn. Gia autì to lìgo h mè-
jodoc probol c thc klÐsewc entopÐzei susthmatik�, me diadoqikèc dokimèc, to sÔnolo
I(x∗).

To prìblhma 7.1 gr�fetai kai wc:

min{f(x) =
1

2
xT Qx + cT x : A0x ≤ b0} (7.2)

ìpou an I eÐnai h monadiaÐa m tra kai eT = [1 1 ... 1] tìte A0T = [I − I A] kai
b0T = [e e b].

'Estw A0 : m× n kai b0 ∈ Rm. OrÐzoume tìte to energì sÔnolo

I0 = {i ∈ {1, 2, ..., m} : a0T
i x = b0i}

kai th m tra A1 pou èqei wc grammèc tic grammèc thc A0 gia tic opoÐec isqÔei
a0T

i x = b0i. Gia na upologÐsoume thn kateÔjunsh èreunac lÔnoume to prìblhma
elaqistopoÐhshc:

min
h
{∇f(xk)

T h : a0T
i h = 0, i ∈ I0, hT h = 1} (7.3)

O periorismìc hT h = 1 prostÐjetai gia na èqei to prìblhma 7.3 peperasmènh lÔsh en¸
o periorismìc a0T

i h = 0, i ∈ I0 eÐnai ènac isodÔnamoc trìpoc graf c tou periorismoÔ
a0T

i x = b0i, ∀ i ∈ I0. Oi sunj kec beltÐstou sth lÔsh h tou 7.3 eÐnai:

∇f(xk) +
∑
i∈I0

λi · a0i + 2ρ · h = 0 (7.4)

a0T
i · h = 0, i ∈ I0 (7.5)

hT · h = 1 (7.6)

Apì th sqèsh (7.4) paÐrnoume ìti:

h = − 1

2ρ
(∇f(xk) +

∑
i∈I0

λi · a0i)

kai apì th sqèsh (7.5) isqÔei ìti:

A1 · h = 0 ⇔ − 1

2ρ
A1(∇f(xk) + A1T λ) = 0 ⇔ A1A1T λ = −A1∇f(xk) ⇔
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⇔ λ = −(A1 · A1T )−1A1 · ∇f(xk)

Opìte me antikat�stash sthn (7.4) kai lamb�nontac up' ìyh kai thn (7.6) prokÔptei
telik� ìti:

h = −[I − A1T · (A1 · A1T )−1 · A1]∇f(xk)

MporeÐ na apodeiqjeÐ ([1]) ìti h kateÔjunsh h eÐnai epitrept  kateÔjunsh gia to
sÔnolo L kai tautìqrona eÐnai kateÔjunsh kajìdou gia th sun�rthsh f .

Sth sunèqeia prèpei na upologisteÐ to m koc b matoc. K�je nèo shmeÐo xk+1 =

xk + τ · hk ja prèpei na ikanopoieÐ touc arqikoÔc periorismoÔc, dhlad  ja prèpei:

A0(xk + τk · hk) ≤ b0 ⇔ a0T
i (xk + τk · hk) ≤ b0i, i 6∈ Io

⇔ τk · a0T
i · hk = b0i − a0T

i · xk ≥ 0

Kai epeid  τi ∈ R∗+ prokÔptei telik� ìti:

τk = min
i
{b0i − a0T

i · xk

a0T
i · hk

: a0T
i · hk > 0, i 6∈ I0}

To prìgramma localmin termatÐzei ìtan brejeÐ shmeÐo pou na ikanopoieÐ tic anagkaÐec
sunj kec beltÐstou 1hc t�xhc gia to arqikì prìblhma. Praktik� autì shmaÐnei ìti
h stajer� Lagrangre µ = −(A1T )−1∇f(xk) prèpei na eÐnai megalÔterh   Ðsh me to
mhdèn. An up�rqei i ∈ I0 tètoio ¸ste µi < 0 tìte sthn epìmenh epan�lhyh (k + 1)

lamb�netai sa dokimastikì sÔnolo energ¸n anisotik¸n periorism¸n to A1′ = A1−{i}.
Sth sunèqeia akoloujeÐ o yeudok¸dikac tou progr�mmatoc localmin:

B ma 0:
'Estw arqikì shmeÐo x tètoio ¸ste A0 · y < bo kai I0 = ∅, A1 = [a0T

i ]i∈ I0, k = 0.

B ma 1:
Upologismìc kateÔjunshc èreunac:

• An h m tra A1 eÐnai ken  tìte hk = −∇f(xk)

• An h m tra A1 den eÐnai ken  tìte

hk = −[I − A1T · (A1 · A1T )−1 · A1]∇f(xk).

An ||hk|| = 0 tìte p gaine sto b ma 4.
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B ma 2:
Upologismìc m kouc b matoc:

τk = min
i
{b0i − a0T

i · xk

a0T
i · hk

: a0T
i · hk > 0, i 6∈ I0}

Ac eÐnai r to i 6∈ I0 gia to opoÐo sumbaÐnei to parap�nw el�qisto.

B ma 3:
Enhmèrwsh:
xk+1 = xk + τk · hk, I0 = I0 ∪ {ρ}. Epikoll�me th gramm  a0T

ρ sth m tra A1

kai jètoume k = k + 1. Epistrof  sto b ma 1.

B ma 4:
Upologismìc µ = −(A1T )−1∇f(xk).

• E�n µi ≥ 0, i = 1, 2, ..., n tìte termatismìc.

• E�n up�rqoun i tètoia ¸ste µi < 0 tìte jèste

q = arg min
i
{µi}

kai afairèste th gramm  q apì th m tra A1. Epistrof  sto b ma 1.

Sth sunèqeia akoloujeÐ o k¸dikac tou progr�mmatoc localmin. AxÐzei na sh-
meiwjeÐ ìti oi metablhtèc w kai q kajorÐzoun th met�bash apì to èna b ma sto �llo
an�loga me thn tim  pou paÐrnoun (0   1) en¸ to l deÐqnei ton arijmì twn epanal yewn.

function[y]=localmin(A,b,Q,c,y)

A1=[ ];

l=1;

w=0;

q=0;

e=1e-012;

[n n2]=size(Q);

A0=[eye(n);-eye(n);A];

b0=[ones(2*n,1);b];
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[a01 ao2]=size(A0);

%Bhma 0

for i=1:n

if (y(i)==1)|(y(i)==-1)

y=0.99*y;

end

end

f=0.5*y’*Q*y+c’*y;

I0=[ ];

for i=1:a01

I1(i)=i;

end

k=0;

A1=A0(I0,:);

%Bhma 1

while (l~=(a01+1))

while (w==0)

[a11,a12]=size(A1);

gradfy=Q*y+c;

if (a11~=0)

h=-gradfy + A1’*((A1*A1’)\(A1*gradfy));

else

h=-gradfy;

end

g=norm(h);

if (norm(h)<e) %Bhma 4

mu=-A1’\gradfy;

i3=mu>=0;

[i31 i32]=size(i3);

if (sum(i3)==i31)

q=1;
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break

else

[mumin,q]=min(mu);

A1(q,:)=[];

end

else

w=1;

end

end

if (q==1)

break

end

w=0;

%Bhma 2

AUX1=A0(I1,:)*h;

I2=AUX1>0;

AUX2=(b0(I1(I2))-A0(I1(I2),:)*y)./(AUX1(I2));

[tau in]=min(AUX2);

I12=I1(I2);

p=I12(in);

%Bhma 3

y=y+tau*h;

I0(l)=p;

l=l+1;

I1;

[i11 i12]=size(I1);

for i=1:i12

if I1(1,i)==p

I1(:,i)=[];

break

end
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end

I1;

A1=[A1;A0(p,:)];

f=0.5*y’*Q*y+c’*y;

k=k+1;

end

7.4 To prìgramma epal jeushc globalmin

To prìgramma epal jeushc eÐnai èna mikrì prìgramma pou dhmiourg jhke gia thn
epal jeush thc exìdou tou progr�mmatoc generaltuy, ìtan oi m trec A kai b eÐnai
kenèc. H logik  tou eÐnai apl . 'Opwc  dh anafèrjhke, to prìblhma 4.1 ikanopoieÐ tic
idiìthtec 3 kai 4 tou kefalaÐou 2 kai epomènwc ja èqei èna olikì el�qisto pou na eÐnai
akraÐo shmeÐo. To prìgramma globalmin arqik� dhmiourgeÐ mia m tra X pou èqei wc
st lec thc ìla ta akraÐa shmeÐa tou sunìlou D = {x : −1 ≤ xj ≤ 1, j = 1...n}.
An n eÐnai o arijmìc twn gramm¸n thc Q tìte to X eÐnai ènac pÐnakac me di�stash
(n × 2n). Sth sunèqeia gÐnetai o èlegqoc gia na brejeÐ poio eÐnai to olikì el�qisto.
Gia k�je akraÐo shmeÐo tou D, dhlad  gia k�je st lh tou pÐnaka X, upologÐzetai h
tim  thc sun�rthshc kai apojhkeÔetai ston pÐnaka f . AfoÔ èqoun exetasteÐ ìla ta
akraÐa shmeÐa brÐsketai poio apì aut� eÐnai to olikì el�qisto.

Sth sunèqeia akoloujeÐ o k¸dikac tou progr�mmatoc globalmin:

function[x,fx]=globalmin(Q,c)

[n n2]=size(Q);

f=zeros(1,2^n);

x=zeros(n,1);

X=zeros(n,2^n);

l=2;

% Sxhmatismos pinaka X

for i=1:n

for m=1:1:2^(i-1)
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for j=m:2^i:2^n

X(i,j)=1;

end

for j=(l-1+m):2^i:2^n

X(i,j)=-1;

end

end

l=l+2^(i-1);

end

%Elegxos elaxistou

for i=1:2^n

x=X(:,i);

f(i)=0.5*x’*Q*x + c’*x;

end [p,t]=min(f);

x=X(:,t); %dianusma pou dinei to elaxisto

fx=0.5*x’*Q*x + c’*x;
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