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Περίληψη 

 Είναι αποδεκτό ότι ίσως το κρισιµότερο µέγεθος που χαρακτηρίζει τη 

λειτουργία µιας κεραίας είναι η αγωγιµότητα (ή εναλλακτικά η αντίσταση) εισόδου 

της. Για παράδειγµα σε ένα πολύπλοκο µικροκυµατικό κύκλωµα η κεραία και ο 

χώρος στον οποίο εκπέµπει µπορούν να αντικατασταθούν από µία σύνθετη 

αγωγιµότητα κάνοντας την ανάλυση ευκολότερη. Η διπολική κυλινδρική κεραία 

πεπερασµένου µήκους είναι ίσως το απλούστερο µοντέλο ακτινοβολούσας διάταξης 

και µπορούν από αυτό να εξαχθούν συµπεράσµατα για πιο σύνθετες κεραίες. Επειδή 

η µελέτη του δίπολου άπειρου µήκους µπορεί να βοηθήσει στην έρευνα για το 

πεπερασµένο, στην παρούσα εργασία ασχολούµαστε µε την αγωγιµότητα εισόδου της 

άπειρης διπολικής κυλινδρικής κεραίας.  

Η διαδικασία λαµβάνει χώρα για διαφορετικά µοντέλα τροφοδοσίας (delta – 

function και frill) και για διαφορετικούς πυρήνες (ακριβής και προσεγγιστικός που 

αντιστοιχεί στη λεγόµενη “προσέγγιση λεπτού σύρµατος”) στις ολοκληρωτικές 

εξισώσεις τύπου Hallen. Εφαρµόζεται ο τελεστής Fourier στις παραπάνω εξισώσεις 

και εξάγονται οι τελικοί τύποι της αγωγιµότητας εισόδου µέσω του αντίστροφου 

µετασχηµατισµού Fourier. Οι τύποι αυτοί που είναι αθροίσµατα ολοκληρωµάτων 

προγραµµατίζονται για να υπολογιστούν µέσω του πακέτου MatLab ενώ γίνεται 

έλεγχος κατά πόσον το συγκεκριµένο πακέτο πληροί τις θεωρητικές παραδοχές που 

έχουν γίνει προκειµένου να εξαχθούν οι τύποι. 

 Ένα µεγάλο µέρος της παρούσας εργασίας ασχολείται µε πρωτότυπη 

θεωρητική µελέτη µικρής παρουσίας στη διεθνή βιβλιογραφία. Πιο συγκεκριµένα 

µελετάται ένα άλλο µοντέλο τροφοδοσίας που προκύπτει από µια οριακή κατάσταση 

του frill generator. Επίσης εξάγεται µία συνθήκη ισοδυναµίας των δύο µοντέλων ενώ 

από τα διαγράµµατα που προκύπτουν από την επαναληπτική εκτέλεση των παραπάνω 

προγραµµάτων βγαίνουν χρήσιµα συµπεράσµατα. Αυτά αφορούν τόσο την 

επαλήθευση των θεωρητικών αποτελεσµάτων όσο και τις διαφορές µεταξύ των 

εναλλακτικών προσεγγίσεων του ίδιου µεγέθους κάτι ιδιαίτερα σηµαντικό για τον 

ερευνητή  που επιθυµεί µία ποσοτική προσέγγιση. 

 

Λέξεις Κλειδιά 

Άπειρη ∆ιπολική Κεραία, Εξίσωση Hallen, Delta Function Generator, Frill Generator, 

Ακριβής Πυρήνας, Προσέγγιση Λεπτού Σύρµατος, Πραγµατικό και Φανταστικό 

Μέρος  Αγωγιµότητας Εισόδου. 
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Abstract 

It is accepted that perhaps the most critical parameter which describes the 

function of an antenna is its input admittance (or alternatively its input resistance). For 

example in a complex microwave circuit the antenna and the area in which radiates 

can de replaced from a single admittance making in this way the analysis easier. The 

dipole cylindrical antenna of finite length is perhaps the simplest model of radiating 

device and from its study useful conclusions for more complex devices can derive. 

Because of the fact that the study of infinite dipole can help the research for the finite 

one, in this thesis we are getting involved in the input admittance of the infinite 

cylindrical antenna. 

The procedure is held for different feed models (delta – function and frill) and 

for different kernels (exact and approximate which represents the “thin – wire 

approximation”) in Hallen type integral equations. These equations are Fourier 

transformed of input admittances derive through the inverse Fourier transform. The 

formulas which are sums of integrals are computed through the computing program 

MatLab. In addition we test if the posed theoretical conditions continue to be valid by 

using the aforementioned program. 

A significant part of the thesis pertains to theoretical study of the problem with 

poor or no presence in international references. Specifically another feed model is 

studied which derives from a limiting case of the frill generator. Moreover an 

equivalence condition between the two feed models is extracted. Finally the diagrams 

which are constructed by the iterative evaluation of the formulas above help us to 

reach conclusions. These ones concern not only the verification of theoretical results 

but also the differences between the alternative versions of the same quantity 

something very important for the researcher who desires a quantitative approach.   

 

Key Words 

Infinite Dipole Antenna, Hallen Equation, Delta Function Generator, Frill Generator, 

Exact Kernel, Thin – Wire Approximation, Input Admittance, Input Conductance, 

Input Susceptance. 
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(0) Η ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Θα περιγραφούν οι στόχοι και τα περιεχόµενα στοιχεία των ενοτήτων που 

ακολουθούν:

Τα προβλήµατα 

 Στο τµήµα αυτό της εργασίας γίνεται µία σύντοµη παρουσίαση της 

τοπολογίας των προβληµάτων και του συστήµατος συντεταγµένων που θα 

χρησιµοποιηθεί που θα είναι το κυλινδρικό. Επίσης ορίζονται γίνεται µία πρώτη 

αναφορά στα δύο είδη των διεγέρσεων που είναι το τύπου delta – function και το 

τύπου frill. Ακόµα διασαφηνίζεται ότι θα ενδιαφερθούµε αποκλειστικά για τις 

παράλληλες στον άξονα z  ηλεκτρικές συνιστώσες των πεδίων καθώς η συνοριακή 

συνθήκη του Maxwell που τις αφορά είναι απλούστερη και η φ  – συνιστώσα των 

ηλεκτρικών πεδίων είναι µηδενική. Από την γεωµετρία της διάταξης και τις ιδιότητες 

της διέγερσης καταλήγουµε στο ότι όλα τα συµµετέχοντα ηλεκτροµαγνητικά µεγέθη 

θα είναι ανεξάρτητα από την αζιµουθιακή µεταβλητή φ  και θα εξαρτώνται µε άρτιο 

τρόπο από την z . Γίνεται και η διαπίστωση ότι το επιφανειακό ρεύµα της κεραίας 

έχει µόνο τη z  συνιστώσα µη µηδενική.  

Στη συνέχεια γίνεται µία επεξεργασία των εξισώσεων Maxwell µε χρονική 

εξάρτηση της µορφής ( )tωjexp ⋅⋅−  που δεν είναι συνηθισµένη εισάγοντας την 

έννοια του βαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού και εξάγεται η εξίσωση που συνδέει το 

ηλεκτρικό πεδίο ( z – συνιστώσα ) µε τη συνάρτηση του διανυσµατικού µαγνητικού 

δυναµικού το οποίο µε τη σειρά του προκύπτει από τη λύση της απλοποιηµένης από 

την συνθήκη Lorentz κυµατική εξίσωση. Το τελευταίο βήµα αυτής της ενότητας είναι 

να εξαχθεί το ολικό πεδίο σαν συνάρτηση των όρων του delta – function generator 

χρησιµοποιώντας τη βηµατική µεταβολή του ηλεκτρικού βαθµωτού δυναµικού ενώ 

παραθέτεται σαν έτοιµη η αντίστοιχη ποσότητα για το frill generator. Η σχετική 

ανάλυση γίνεται στο παράρτηµα ( )A . 

 

Οι εξισώσεις Hallen 

 Στην εν λόγω ενότητα προκειµένου να απλοποιηθεί ο τύπος του 

ολοκληρώµατος ακτινοβολίας στην οποία συµµετέχει η άγνωστη συνάρτηση του 

ρεύµατος που διαρρέει την κεραία εξάγεται ο τύπος της απόστασης µεταξύ δύο 

τυχαίων σηµείων στο κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων. Μετά από τη διαπίστωση 
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ότι παρόλο που φαίνεται εξάρτηση από τη µεταβλητή φ  δεν υπάρχει τέτοια ορίζονται 

οι δύο πυρήνες της ολοκληρωτικής εξίσωσης του ρεύµατος. Αφενός ο ακριβής που 

ορίζεται µέσω ολοκληρώµατος και αφετέρου ο προσεγγιστικός που αντιστοιχεί στην 

λεγόµενη “thin – wire approximation”. Στη συνέχεια στοιχειοθετούνται  οι 

ολοκληρωτικοδιαφορικές εξισώσεις τύπου Pocklington ενώ ορίζονται οι βασικοί 

συµβολισµοί για τα ρεύµατα. Επόµενο βήµα είναι να µετατραπούν οι 

ολοκληρωτικοδιαφορικές αυτές εξισώσεις σε ολοκληρωτικές και κάτι τέτοιο εξαιτίας 

της αναγκαιότητας της µη εναλλαγής των τελεστών όπως αποδεικνύεται στο 

παράρτηµα ( )B  µόνο µε έναν τρόπο γίνεται. Αυτός είναι το να επιλυθούν οι 

αντίστοιχες διαφορικές εξισώσεις. Η επίλυση της διαφορικής που αντιστοιχεί στην 

τροφοδοσία τύπου delta – function γίνεται απαιτώντας το διανυσµατικό δυναµικό να 

είναι συνεχής συνάρτηση. Όσον αφορά την διαφορική του frill generator η επίλυσή 

της γίνεται µε τη µέθοδο του µετασχηµατισµού Fourier που σκιαγραφείται στο 

παράρτηµα ( )Γ  .  

Οι γενικές λύσεις των διαφορικών περιέχουν µόνο µία προσδιοριστέα 

σταθερά εξαιτίας της αρτιότητας ως προς z  της άγνωστης συνάρτησης του ρεύµατος. 

Αυτή προσδιορίζεται από την απαίτηση το διανυσµατικό µαγνητικό δυναµικό (µόνο η 

z  – συνιστώσα  του είναι µη µηδενική) να αποτελείται µόνο από αποµακρύνοντα 

κύµατα από το σηµείο τροφοδοσίας στο 0z =  που να οδεύουν κατά την κατάλληλη 

φορά του άξονα z  καθώς ±∞→z . Εφόσον οι διαφορικές έχουν επιλυθεί οι 

εξισώσεις τύπου Hallen έχουν εξαχθεί. Τέλος στη συγκεκριµένη ενότητα γίνεται και 

µία απόδειξη της φυσικής απαίτησης ότι αν το υλικό διάδοσης των 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων έχει απώλειες το φανταστικό µέρος του κυµατικού 

αριθµού δεν µπορεί παρά να είναι θετικό.  

 

Τα ολοκληρώµατα αγωγιµοτήτων 

Εφόσον οι εξισώσεις Hallen είναι ολοκληρωτικές και τα ολοκληρώµατά τους 

έχουν άπειρα άκρα ενώ οι ολοκληρωτέες τους έχουν συνελικτική µορφή µπορούµε να 

δράσουµε µε τον τελεστή Fourier στις συγκεκριµένες εξισώσεις. Σε αυτή την ενότητα 

εξάγονται οι µετασχηµατισµοί Fourier  των πυρήνων µε τη βοήθεια ενός 

µαθηµατικού τυπολογίου και οι τελικοί τύποι υφίστανται αναλυτική επέκταση σε όλο 

το µιγαδικό επίπεδο όπου είναι οµαλοί. Η ίδια διαδικασία λαµβάνει χώρα και όσον 

αφορά τους µετασχηµατισµούς Fourier των δευτέρων µελών όπου θα πρέπει να 



ΕΙΣΑΓΩΓΗ - υπολογισµοί  σελίδα 8 
 

ισχύει [ ] 0kIm >  κάτι που αποτελεί φυσική απαίτηση αλλά ορίζεται και για 

[ ] 0kIm →  µέσω αναλυτικής επέκτασης. Στη συνέχεια έχουµε δράση του τελεστή 

Fourier στις εξισώσεις και επιλύουµε ως προς το µετασχηµατισµό των ρευµάτων. 

Γίνεται η αντίστροφη ολοκλήρωση και περιοριζόµαστε στην αγωγιµότητα εισόδου 

που µας αφορά ( 0z = ).  

Ο δρόµος της ολοκλήρωσης είναι αρχικά πραγµατικός όµως αν παραµείνει 

τέτοιος θα έχουµε αποκλίνοντα ολοκληρώµατα καθώς στο σηµείο kζ =  (όπου ζ  η 

δυαδική µεταβλητή του µήκους) έχουµε µη ολοκληρώσιµο απειρισµό. Γι’ αυτό το 

λόγο τροποποιούµε το δρόµο ολοκλήρωσης στηριζόµενοι στο ασθενές θεώρηµα του 

Cauchy και την αναλυτικότητα των ολοκληρωτέων. Εξαιτίας του ότι το κάτω και δεξί 

τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου είναι απαλλαγµένο από κλαδικές τοµές 

επιλέγουµε την από κάτω παράκαµψη του ανώµαλου σηµείου kζ = . Έτσι ο λόγος 

της απόκλισης εξαιτίας του kζ =  αίρεται. Όσον αφορά το άπειρο άκρο εξάγονται 

ασυµπτωτικές εκφράσεις και αποφασίζεται ποιες είναι οι συγκλίνουσες ποσότητες. 

Επειδή τα ολοκληρώµατα είναι µιγαδικά υπάρχει περίπτωση να αποκλίνει µόνο το 

ένα από τα δύο µέρη τους στις αποκλίνουσες περιπτώσεις. Γι’ αυτό το λόγο 

εξετάζεται η σύγκλιση ξεχωριστά του πραγµατικού και του φανταστικού µέρους των 

ολοκληρωµάτων της αγωγιµότητας εισόδου. Η συγκεκριµένη διαδικασία λαµβάνει 

χώρα για όλους τους συνδυασµούς µοντέλου τροφοδοσίας και πυρήνα ολοκλήρωσης.  

 

Οι υπολογισµοί  

 Στη συγκεκριµένη ενότητα εξασφαλίζεται ότι η υπολογιστική υλοποίηση (που 

γίνεται µε τη βοήθεια του υπολογιστικού πακέτου MatLab) γίνεται µε τον πλέον 

αποδοτικό τρόπο και ακολουθώντας τις θεωρητικές παραδοχές που έχουν γίνει. 

Πρώτα επιλέγεται το σχήµα της από κάτω παράκαµψης ως τετραγωνικό και 

εξάγονται οι τελικοί τύποι που αποτελούνται από άθροισµα πέντε ολοκληρωµάτων. 

Στη συνέχεια γίνεται η διαδικασία της αδιαστατοποίησης και πλέον όλα τα µεγέθη 

µήκους εµφανίζονται διαιρούµενα µε το µήκος κύµατος και όλα τα µεγέθη 

αντιστρόφου µήκους εµφανίζονται πολλαπλασιαζόµενα µε το µήκος κύµατος. Επίσης 

γίνεται συζήτηση για την αναγκαιότητα αντικατάστασης του άνω (άπειρου) άκρου 

του πέµπτου ολοκληρώµατος του παραπάνω αθροίσµατος µε έναν επαρκώς µεγάλο 

θετικό αριθµό προκειµένου να γίνει αποτελεσµατικά ο υπολογισµός. Στη συνέχεια 

γίνεται έλεγχος των ολοκληρωτέων συναρτήσεων προκειµένου να διαπιστωθεί αν 
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αυτές είναι συνεχείς στο δρόµο ολοκλήρωσης ή ισοδύναµα ότι το κάτω και δεξί 

τεταρτηµόριό τους είναι απαλλαγµένο από κλαδικές τοµές σύµφωνα µε το 

υπολογιστικό πρόγραµµα. Επίσης δεδοµένης της πλειοτιµότητας των ολοκληρωτέων 

γίνεται έλεγχος του φύλλου Riemann πάνω στο οποίο γίνεται η ολοκλήρωση ως προς 

το αν είναι το αντίστοιχο που προβλέπει η θεωρητική µελέτη. Τέλος γίνεται 

προσπάθεια τα ολοκληρώµατα µε άπειρο άκρο που δεν συγκλίνουν εκθετικά να 

µετατραπούν σε ισοδύναµα που έχουν αυτή την ιδιότητα.   

 

Τα συµπεράσµατα 

 Στη συγκεκριµένη ενότητα παρουσιάζονται αποτελέσµατα και συµπεράσµατα 

που έχουν µικρή ή και καµία αναφορά στην διεθνή βιβλιογραφία και αφορούν το 

θέµα που πραγµατευόµαστε. Πρώτα γίνεται µία µελέτη της κατάστασης για την οποία 

η εξωτερική ακτίνα της οµοαξονικής γραµµής τροφοδοσίας frill generator τείνει να 

ταυτιστεί µε την εσωτερική. Μία τέτοια κατάσταση θα ήταν αναµενόµενο να 

ταυτίζεται µε το µοντέλο τροφοδοσίας delta – function generator. Αυτό δεν συµβαίνει 

αλλά προκύπτει µία άλλη ενδιαφέρουσα ταυτοτική ισότητα µεταξύ frill 

προσεγγιστικού πυρήνα και delta ακριβούς. Επίσης µελετάται πλήρως η κατάσταση 

“µικρού frill” όπως την ονοµάζουµε και αποτελεί µία εναλλακτική επιλογή 

τροφοδοσίας πέραν από τις δύο αρχικές. Επίσης αποδεικνύεται αναλυτικά η συνθήκη 

ισοδυναµίας των δύο µοντέλων ενώ γίνονται κάποιες παρατηρήσεις µέσω 

διαγραµµάτων. Παρατηρούνται γενικά µεγαλύτερες διαφορές στο φανταστικό µέρος 

παρά στο πραγµατικό ενώ τόσο η συνθήκη ισοδυναµίας όσο και τα πορίσµατα της 

κατάστασης µικρού frill επαληθεύονται. Επίσης επισυνάπτονται πίνακες τιµών (όσον 

αφορά την τροφοδοσία τύπου frill) καθώς από τα δισδιάστατα διαγράµµατα δεν 

µπορεί να εξαχθεί εύκολα ποσοτικό συµπέρασµα. Τέλος γίνεται αναφορά στην 

πεπερασµένη κεραία και υποστηρίζεται ότι δεν µπορεί να γίνει άµεση συσχέτιση µε 

την άπειρη κεραία εξαιτίας της πολυπλοκότητας του προβλήµατος που σκιαγραφείται 

στο παράρτηµα ( )E . 

 

Τα παραρτήµατα  

 Το πρώτο παράρτηµα αναφέρεται στην εξαγωγή του τύπου του πεδίου για το 

frill generator. Εξάγεται η συνάρτηση του βαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού, στη 

συνέχεια το ηλεκτρικό πεδίο, ακολούθως το µαγνητικό ρεύµα και το διανυσµατικό 
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ηλεκτρικό δυναµικό. Από εκεί προκύπτει άµεσα το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο από το 

οποίο µας ενδιαφέρει η εκδοχή του κοντά στον άξονα των z . Γίνεται χρήση τεχνικών 

που αναφέρονται στην παραποµπή [ ]8 . Το δεύτερο παράρτηµα αποδεικνύει την 

αναγκαιότητα µη εναλλαγής του ολοκληρωτικού µε τον διαφορικό τελεστή στην 

περίπτωση της εξίσωσης Pocklington καθώς όταν χρησιµοποιείται ο ακριβής πυρήνας 

έχουµε πρόβληµα απόκλισης.  Στο τρίτο παράρτηµα αναλύεται η µέθοδος εύρεσης 

µερικής λύσης της διαφορικής εξίσωσης για την περίπτωση του frill generator µε τη 

βοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier. Στο τέταρτο παράρτηµα παρατίθενται οι 

κώδικες σε περιβάλλον προγραµµατισµού MatLab των βασικών προγραµµάτων της 

υπολογιστικής υλοποίησης. Τέλος στο πέµπτο παράρτηµα επιλύεται σύντοµα το 

πρόβληµα της πεπερασµένης κεραίας µε τη βοήθεια της αριθµητικής µεθόδου των 

ροπών και παρουσιάζονται τα προβλήµατα και η πολυπλοκότητά του.    
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(1) ΤΑ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ 
 

Γενική τοπολογία 

Τα προβλήµατα που θα µελετηθούν αφορούν τη διπολική κυλινδρική κεραία 

άπειρου µήκους. Πρόκειται για έναν τέλεια αγώγιµο µεταλλικό σωλήνα µε άπειρο 

µήκος και µε απείρως λεπτά τοιχώµατα ενώ όλος ο υπόλοιπος χώρος είναι κενός µε 

χαρακτηριστικά ( )00 µ,ε . Γίνεται αποκλειστικά χρήση των κυλινδρικών 

συντεταγµένων ( )z,φ,ρz,φ,ρ, )))  και η αρχή τους είναι τοποθετηµένη στο επίπεδο 

µέσου του διπόλου (όσο κάτι τέτοιο µπορεί να οριστεί στην κεραία άπειρου µήκους) 

ενώ ο άξονας z  του χρησιµοποιούµενου συστήµατος συντεταγµένων ταυτίζεται µε 

τον άξονα του κυλίνδρου που έχει ακτίνα αρ = . Εξαιτίας της συγκεκριµένης 

τοποθέτησης του συστήµατος συντεταγµένων η διάταξη χαρακτηρίζεται από 

αζιµουθιακή συµµετρία αλλά και από συµµετρία αρτιότητας ως προς τον άξονα των 

z . ∆ηλαδή τα σηµεία µε αντίθετες συντεταγµένες z  και ίδιες τις συντεταγµένες 

( )φρ,  δέχονται την ίδια επίδραση ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Προκειµένου να 

αρχίσει να ακτινοβολεί η συγκεκριµένη κεραία (όπως και κάθε άλλη) πρέπει να 

τροφοδοτηθεί µέσω κάποιας πηγής. Οι διεγέρσεις που µελετάµε στη συγκεκριµένη 

περίπτωση είναι δύο τύπων: τύπου delta – function και τύπου frill οι οποίες και 

σχολιάζονται παρακάτω. 

 

∆ιέγερση τύπου delta – function  

Η γεννήτρια τύπου delta function προκειµένου να λειτουργήσει απαιτεί την 

ύπαρξη απειροστά µικρού διακένου στο µέσον του σωλήνα του κεντρικά 

τροφοδοτούµενου διπόλου. Με αυτό τον τρόπο ο µεταλλικός κύλινδρος υφίσταται σε 

δύο αποµονωµένα µεταξύ τους (επίσης κυλινδρικά) τµήµατα τα οποία ως τέλεια 

αγώγιµα σώµατα διατηρούν σταθερή την τιµή του ηλεκτρικού δυναµικού παντού 

πάνω τους. Η γεννήτρια τύπου delta function εκείνο που κάνει είναι να κρατά 

σταθερή τη διαφορά δυναµικού µεταξύ των δύο σωµάτων κάτι που παραπέµπει σε 

βηµατική συνάρτηση. Εποµένως το ηλεκτρικό πεδίο που είναι ανάλογο της 

παραγώγου του ηλεκτροστατικού δυναµικού θα έχει µορφή συνάρτησης δέλτα του 

Dirac κάτι που εξηγεί την ονοµασία της γεννήτριας. Το σηµαντικό στοιχείο είναι ότι 

το συγκεκριµένο ηλεκτρικό πεδίο τροφοδοσίας είναι αζιµουθιακά συµµετρικό 

(ανεξάρτητο της µεταβλητήςφ ) και άρτιο ως προς z . Επίσης η συνιστώσα του 
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διεγείροντος  ηλεκτρικού πεδίου που µας ενδιαφέρει για την περίπτωση τροφοδοσίας 

delta – function είναι η παράλληλη στον άξονα z  του συστήµατος συντεταγµένων. 

Μία εικόνα της τοπολογίας του προβλήµατος µε την διέγερση τύπου delta – function 

φαίνεται στο σχήµα 1.1  που ακολουθεί. 

∆ιέγερση τύπου frill 

H τροφοδοσία τύπου frill αντιστοιχεί στο ηλεκτρικό πεδίο που προκαλείται 

πάνω στον άξονα του κυλίνδρου από αζιµουθιακό µαγνητικό ρεύµα που εκτείνεται 

στο χώρο της οµοαξονικής γραµµής µεταφοράς που τροφοδοτεί την κεραία. Η 

εσωτερική ακτίνα της γραµµής είναι αυτή του κυλίνδρου του διπόλου αρ =  και η 

εξωτερική η αbρ >= . Στη συγκεκριµένη τροφοδοσία δεν υπάρχει απειροστά µικρό 

διάκενο που να χωρίζει την κεραία σε δύο τµήµατα. Tο συγκεκριµένο ηλεκτρικό 

πεδίο τροφοδοσίας είναι επίσης ανεξάρτητο της αζιµουθιακής γωνίας φ ενώ 

εξαρτάται µε άρτιο τρόπο από τη µεταβλητή z . Και στη συγκεκριµένη περίπτωση η 

συνιστώσα που µας αφορά είναι η z . Πρέπει να σηµειωθεί ότι το εκάστοτε 

τροφοδοτούν ηλεκτρικό πεδίο αναγκάζει τον σκεδαστή (στη συγκεκριµένη 
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περίπτωση την άπειρη κεραία) να δηµιουργήσει ένα δευτερογενές πεδίο ακτινοβολίας 

που αθροιζόµενο µε το διεγείρον θα ικανοποιήσει τις συνοριακές συνθήκες του 

Maxwell πάνω του. Πηγή του δευτερογενούς αυτού πεδίου ακτινοβολίας είναι το 

επιφανειακό ρεύµα που θα αναγκαστεί να ρεύσει στον κύλινδρο. Μία εικόνα της 

τοπολογίας του προβλήµατος µε την διέγερση τύπου frill φαίνεται στο σχήµα 2.1  

που ακολουθεί. 

 
 

Μεγέθη και εξαρτήσεις 

 Όλα τα ηλεκτροµαγνητικά µεγέθη που συµµετέχουν στα υπό µελέτη 

προβλήµατα είναι µιγαδικοί φασιθέτες (καθώς οι διεγέρσεις και οι αποκρίσεις είναι 

αρµονικές) που αντιστοιχούν  σε χρονική εξάρτηση της µορφής ( )tωjexp ⋅⋅−  όπου 

ω  η κυκλική συχνότητα της αρµονικής διέγερσης και απόκρισης. Όπως έχει τονιστεί 

τόσο η διάταξη όσο και οι διεγέρσεις των προβληµάτων είναι αζιµουθιακά 
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ανεξάρτητες και επιδεικνύουν αρτιότητα ως προς τη µεταβλητή z . Αυτό συνεπάγεται 

ότι το σύνολο των ηλεκτροµαγνητικών µεγεθών που συµµετέχουν στο πρόβληµα θα 

διακρίνονται από αυτές τις δύο ιδιότητες. Η χωρική πυκνότητα του ηλεκτρικού 

ρεύµατος που διαρρέει την κεραία θα συµβολιστεί ως: ( )zφ,ρ,J
v

. Αυτό το ρεύµα θα 

έχει µη µηδενική µόνο τη συνιστώσα την παράλληλη στον άξονα των z. Πράγµατι 

δεν υπάρχει λόγος να ρέει αζιµουθιακό επιφανειακό ρεύµα καθώς η διέγερση είναι 

ίδια για όλες τις ακτινικές διευθύνσεις. Αν συµβολίσουµε µε ( )zJS  την αντίστοιχη 

συνιστώσα του επιφανειακού ρεύµατος και λάβουµε υπόψη την αζιµουθιακή 

ανεξαρτησία προκύπτει η ακόλουθη εξίσωση:   

( ) ( ) ( ) ( )α-ρδzJzzρ,Jzφ,ρ,J S ⋅⋅== )vv
                            ( )1.1  

µε τη συνάρτηση ( )zJS  να είναι άρτια ως προς z. 

 To ηλεκτρικό πεδίο που προκύπτει ως αποτέλεσµα της παραπάνω ρευµατικής 

κατανοµής δηλαδή µία άλλη εκδοχή του ολικού πεδίου θα συµβολίζεται ως ( )zφ,ρ,E
r

 

του οποίου δεν γνωρίζουµε ποιες συνιστώσες είναι µηδενικές οπότε θα είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zρ,Ezzρ,Eφzρ,Eρzρ,Ezφ,ρ,E zφρ ⋅+⋅+⋅== )))rr
                                       ( )2.1  

µε τις επιµέρους συναρτήσεις να είναι άρτιες ως προς z.  Η ανάλυσή µας θα αφορά τις 

επιφανειακές στην επιφάνεια αρ =  ηλεκτρικές συνιστώσες (δηλαδή την ( )zρ,Eφ  και 

την ( )zρ,Ez ). Αυτό διότι η συνοριακή συνθήκη του Maxwell για τις επιφανειακές 

συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου είναι απλούστερη. Επειδή δεν έχουµε 

αζιµουθιακό επιφανειακό ηλεκτρικό ρεύµα (και δεδοµένου του άπειρου της διάταξης) 

η συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου αζιµουθιακής φοράς θα είναι µηδενική και κατά 

συνέπεια από αυτό το σηµείο θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε την συνιστώσα κατά 

z : ( )zρ,Ez  του ηλεκτρικού πεδίου. Επίσης το αντίστοιχο µαγνητικό πεδίο 

συµβολίζεται ως: ( ) ( )zρ,Hzφ,ρ,H
rr

= . Ακόµα το βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό του 

ολικού πεδίου συµβολίζεται µε ( ) ( )zρ,Φzφ,ρ,Φ =  και το µαγνητικό διανυσµατικό 

δυναµικό που έχει µόνο την κατά z συνιστώσα του µη µηδενική καθώς έχει πάντοτε 

ίδια φορά µε αυτή της ρευµατικής ηλεκτρικής πηγής (απουσία µαγνητικών πηγών) 

µε: 

( ) ( ) ( )zρ,Azzρ,Azφ,ρ,A z⋅== )vv
                                                                               ( )3.1  

Επίσης τα ηλεκτρικά πεδία που αντιστοιχούν στα µοντέλα τροφοδοσίας τύπου delta – 

function και τύπου frill θα συµβολίζονται ως: ( )zφ,ρ,Edlt

r
 (ολικό) και ( )zφ,ρ,Efrl

r
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(διεγείρον) αντίστοιχα ενώ εµείς θα ασχοληθούµε αποκλειστικά µε την συνιστώσα 

τους κατά z . 

Εξισώσεις Maxwell 

Θα καταλήξουµε σε 

 κάποιες χρήσιµες σχέσεις ξεκινώντας από τους νόµους του Maxwell έχοντας 

πάντα υπόψη µας ότι η χρονική εξάρτηση είναι της µορφής ( )tωjexp ⋅⋅− . Στον κενό 

χώρο µε χαρακτηριστικά ( )00 µ,ε  και απουσία µαγνητικών πηγών ρεύµατος ο νόµος 

του Ampere γράφεται: 

ΕεωjJH 0

rrv
⋅⋅⋅−=×∇                                                                                              ( )4.1  

και ο νόµος του Faraday: 

ΗµωjΕ 0

rr
⋅⋅⋅=×∇                                                                                                   ( )5.1  

µε τον διανυσµατικό διαφορικό τελεστή ∇  να εκφράζεται στο σύστηµα 

συντεταγµένων εκείνο που εκφράζονται οι διανυσµατικές συναρτήσεις των πεδίων. 

Επίσης µπορεί κατά τα γνωστά να οριστεί το µαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό: 

HµΑ 0

rr
⋅=×∇                     ( )6.1  

Υπενθυµίζεται ότι η συνάρτηση του διανυσµατικού δυναµικού δεν έχει οριστεί 

πλήρως καθώς για κάτι τέτοιο απαιτείται εκτός από την περιστροφή και η απόκλιση 

της A
r

⋅∇ . Συνδυάζοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις µπορεί να γίνει η παρακάτω 

πράξη: 

( )
( ) ( ) 0AωjΕΕ

µωj
1µA6.1

0
0

5.1
=⋅⋅−×∇⇒×∇⋅

⋅⋅
⋅=×∇⇒

rrrr
 

Η διανυσµατική συνάρτηση ( )AωjΕ
rr
⋅⋅−  που έχει µηδενική περιστροφή θα 

εκφραστεί σαν απόκλιση της συνάρτησης του βαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού Φ , 

άρα: 

AωjΦΕ
rr

⋅⋅+−∇=                              ( )7.1  

 Προκειµένου να αποφασιστεί µε ποιο τρόπο θα οριστεί πλήρως η απόκλιση 

της συνάρτησης του διανυσµατικού δυναµικού εκτελούµε την πράξη: 
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( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )⇒⋅⋅+∇⋅⋅⋅⋅+⋅=×∇×∇

⇒⋅⋅−∇−⋅⋅⋅−=×∇×∇⋅

⇒⋅⋅⋅−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×∇⋅×∇⇒

AωjΦµεωjJµΑ

AωjΦεωjJΑ
µ
1

ΕεωjJΑ
µ
16.1

000

0
0

7.1

0
0

4.1

rrr

rrr

rrr

 

( ) ( )
( ) JµAµεωΑΦµεωjΑ

AωjΦµεωjJµΑΑ

000
22

00

000
2

rrrr

rrrr

⋅+⋅⋅⋅−=∇−⋅⋅⋅⋅−⋅∇∇

⇒⋅⋅+∇⋅⋅⋅⋅+⋅=∇−⋅∇∇
 

 
Μία επιλογή που θα διευκόλυνε τις πράξεις θα ήταν η:  

ΦµεωjΑ 00 ⋅⋅⋅⋅=⋅∇
r

                            ( )8.1  

γνωστή και ως συνθήκη Lorentz. Κατά συνέπεια µπορεί να εκφραστεί το ηλεκτρικό 

πεδίο σαν αποκλειστική συνάρτηση του διανυσµατικού µαγνητικού δυναµικού: 

( )
( ) ( ) AωjΑ

µεωj
1Ε7.1

00

8.1 rrr
⋅⋅+⋅∇∇⋅

⋅⋅⋅
−=⇒                                     ( )9.1  

Με τη συγκεκριµένη επιλογή της απόκλισης του διανυσµατικού δυναµικού η 

παραπάνω κυµατική εξίσωση θα έπαιρνε την µορφή:  

JµAµεωΑ 000
22

rrr
⋅−=⋅⋅⋅−∇                                    ( )10.1  

Η λύση της ( )10.1  είναι γνωστό ότι δίνεται από το παρακάτω ολοκλήρωµα 

ακτινοβολίας: 

( )
∫ ⋅

⋅⋅
⋅⋅

⋅
=

V

0 'dV
R

RkjexpJ
π4

µ
A

rr
                                                                            ( )11.1  

όπου R  είναι η απόσταση του τυχαίου σηµείου παρατήρησης από το τυχαίο σηµείο 

της πηγής και η ολοκλήρωση γίνεται σε όλο τον όγκο V  της πηγής ενώ: 

00 µεωk ⋅⋅=                             ( )12.1  

είναι ο κυµατικός αριθµός στο κενό χωρίς απώλειες. 

 Όταν εξετάζουµε την περίπτωσή µας (οπότε και το διανυσµατικό µαγνητικό 

δυναµικό είναι φοράς z ) καθώς ο διαφορικός διανυσµατικός τελεστής σε κυλινδρικές  

συντεταγµένες έχει τη µορφή ( )
z φρ

1ρ
ρρ

1 zφ
ρ ∂

∗∂
+

∂

∗∂
⋅+∗⋅

∂
∂

⋅=∗∇
r

 η ( )9.1  θα δώσει 

(αν περιοριστούµε στην συνιστώσα z του ηλεκτρικού πεδίου µου µας ενδιαφέρει): 
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( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )12.1

z2
z

2

00
z

3.1

2
z

2

00
z

2.1

3.1

zρ,Αωj
z

zρ,Α
µεωj

1zρ,Ε

zzρ,Aωj
z

zρ,Α
µεωj

1zρ,Ε9.1

⇒⋅⋅+
∂

∂
⋅

⋅⋅⋅
−=

⇒⋅⋅⋅+
∂

∂
⋅

⋅⋅⋅
−=⇒ )r

( ) ( )zρ,Αk
zk

ωjzρ,Ε z
2

2

2

2z ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⋅
⋅

=                                ( )13.1  

Η παραπάνω εξίσωση θα εξισωθεί στη συνέχεια µε την αντίστοιχη έκφραση του 

πεδίου σαν συνάρτηση των παραµέτρων τροφοδοσίας. 

Πεδία τροφοδοσίας 

 Για την περίπτωση της τροφοδοσίας τύπου delta – function και περιοριζόµενο 

στην επιφάνεια της κυλινδρικής κεραίας αρ =  η συνάρτηση του δυναµικού είναι:  

( )
⎩
⎨
⎧

<
>+

=
0z,p
0z,Vp

zα,Φ                                      ( )14.1  

όπου p τυχαία πραγµατική σταθερά. Θα γίνει προσπάθεια να εφαρµοστεί το 

παραπάνω δεδοµένο στην σχέση ( )7.1 . Εφόσον ενδιαφερόµαστε για την 

συµπεριφορά της z  συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου στην επιφάνεια αρ =  

µπορούµε να κρατήσουµε από τον διαφορικό τελεστή 
z

z
φρ

1φ
ρ

ρ
∂
∗∂

⋅+
∂
∗∂

⋅⋅+
∂
∗∂

⋅=∇∗ )))  

µόνο το τµήµα που παράγει διανυσµατική συνιστώσα κατά z . Αυτό κατά τα γνωστά 

είναι η παράγωγος ως προς z  που δεν έχει σχέση µε τη συντεταγµένη ρ  η οποία έχει 

πάρει ήδη την τιµή αρ = . ∆ηλαδή καταλήγουµε στη σχέση: 

( ) ( ) ( )zα,Aωj
z

zα,Φzα,Ε zz ⋅⋅+
∂

∂
−=                                     ( )15.1  

Ο πρώτος όρος της ( )7.1 : ( )
z

zα,Φ
∂

∂
−  δίνει έναν όρο ανάλογο της συνάρτησης δέλτα 

του Dirac στο 0z =  καθώς η συνάρτηση του δυναµικού είναι βηµατικής µορφής. O 

δεύτερος όρος ( )zα,Aωj z⋅⋅  είναι ανάλογος του δυναµικού και είναι σίγουρα 

οµαλότερος της συνάρτησης Dirac (συνεχής) κάτι που εξάγεται από τη σχέση ( )8.1 . 

Πράγµατι η χωρική παράγωγος του δυναµικού είναι βηµατικής µορφής άρα το ίδιο 

είναι συνεχής συνάρτηση. Αν αναλογιστούµε ακόµα ότι ( ) 0zzα,Edlt =⋅ )
v

 για 0z ≠  ως 

εφαπτοµενική συνιστώσα ηλεκτρικού πεδίου (θυµίζουµε πως πρόκειται για έκφραση 
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του ολικού πεδίου) σε τέλειο αγωγό µόνο ο όρος της συνάρτησης Dirac θα 

αντιπροσωπεύει το ολικό ηλεκτρικό πεδίο ως εξής: 

( ) ( )zδVzα,E dlt,z ⋅−=                                        ( )16.1  

σχέση που δικαιολογεί την ονοµασία “γεννήτρια τύπου delta – function”.  

 Μία ανάλογη διαδικασία για την τροφοδοσία τύπου frill γίνεται στο 

παράρτηµα ( )A . Στο σηµείο αυτό παραθέτουµε το αποτέλεσµα: 

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+⋅⋅
−

+

+⋅⋅
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

−=
22

22

22

22

frl,z
bz

bzkjexp
αz

αzkjexp

α
bln2

Vzα,E                   ( )17.1  

Το συγκεκριµένο πεδίο δεν είναι το ολικό όπως το ( )z,αE dlt,z  αλλά αυτό που 

διεγείρει την διάταξη προκειµένου να παραχθεί το πεδίο ακτινοβολίας της κεραίας. 

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι και τα δύο ολικά πεδία τροφοδοσίας δεν 

εξαρτώνται από την αζιµουθιακή µεταβλητή φ  αλλά και είναι άρτιες συναρτήσεις 

της µεταβλητής z  όπως είχε προβλεφθεί από τις συµµετρίες της διέγερσης και της 

διάταξης.  
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(2) ΟΙ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ HALLEN 
 

Ολοκλήρωµα ακτινοβολίας 

 Προκειµένου να εξάγουµε µία ολοκληρωτική εξίσωση µε άγνωστη 

συνάρτηση αυτή του ρεύµατος στην επιφάνεια του διπόλου, είναι απαραίτητο να 

υπολογίσουµε το διανυσµατικό µαγνητικό δυναµικό από την εξίσωση του 

ολοκληρώµατος ακτινοβολίας ( )11.1 . Από το µέγεθος αυτό θα εξαχθεί µία µορφή για 

το διεγείρον ηλεκτρικό πεδίο που θα περιέχει το επιφανειακό ρεύµα. Για να 

υπολογιστεί όµως το συγκεκριµένο ολοκλήρωµα θα πρέπει να γνωρίζουµε την 

απόσταση των τυχαίων σηµείων παρατήρησης ( )zφ,ρ,P  και πηγής ( )z',φ',ρ''P  σε 

κυλινδρικές συντεταγµένες. Θα είναι χρήσιµο να υπολογιστεί η προβολή αυτής της 

απόστασης στο πολικό επίπεδο. Πράγµατι µε αναφορά στο σχήµα 1.2  που 

ακολουθεί εφαρµόζουµε το νόµο του συνηµιτόνου στο τρίγωνο µε κορυφές την αρχή 

των αξόνων O  και τις πολικές προβολές των σηµείων P  και 'P . Τότε για την πολική 

απόσταση των δύο σηµείων ⊥R θα είναι: 

( ) ( ) ( )φ'-φcos'ρρ2'ρρφ',ρ'φ,ρ,R 22 ⋅⋅⋅++=⊥                  ( )1.2  

 

Με αναφορά στο σχήµα 2.2  που ακολουθεί η παράλληλη στον άξονα z  απόσταση 

θα είναι προφανώς: 

( ) 'zz'z,zR || −=                             ( )2.2  
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∆εδοµένου ότι η απόσταση που ζητάµε είναι η υποτείνουσα του ορθογωνίου 

τριγώνου µε πλευρές τις ⊥R  και ||R  θα ισχύει: 

( ) ( ) ( )
( )

( )1.2

2.2

2
||

2 'z,zRφ',ρ'φ,ρ,Rz',φ',ρ'z,φ,ρ,R ⇒+= ⊥  

( ) ( ) ( ) ( )222 'zzφ'-φcos'ρρ2'ρρz',φ',ρ'z,φ,ρ,R −+⋅⋅⋅++=             ( )3.2  

 Εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα της ακτινοβολίας 

ολοκληρώνοντας παντού στο χώρο: 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫ ∫
∞+

∞− −

∞+

⋅⋅⋅⋅
−+⋅⋅⋅++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⋅⋅++⋅⋅

⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅

=⇒

π

π
222

222

0
S

0
1.1

3.2

dz'dφ'ρ'd'ρ
'zzφ'-φcos'ρρ2'ρρ

'zzφ'-φcos'ρρ2'ρρkjexp
ρ'-αδz'Jz

π4
µzφ,ρ,A11.1

)

r

 

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι ο στοιχειώδης όγκος του χώρου σε κυλινδρικές 

συντεταγµένες είναι ο ίδιος σε πολικές πολλαπλασιασµένος επί το στοιχειώδες µήκος 

κατά z . Αν χρησιµοποιηθεί η γνωστή ιδιότητα δειγµατοληψίας της δέλτα 

συνάρτησης θα προκύψει δεδοµένου ότι ( )+∞∈ 0,α : 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
⇒⋅⋅⋅

−+⋅⋅⋅++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⋅⋅++⋅⋅

⋅⋅

⋅
⋅

=

∫ ∫
∞+

∞− −

dz'dφ'α
'zzφ'-φcosαρ2αρ

'zzφ'-φcosαρ2αρkjexp
z'J

π4
µzφ,ρ,A

π

π
222

222

S

0
z
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( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )2.4             dz'dφ'α

'zzφ'-φcosαρ2αρ

'zzφ'-φcosαρ2αρkjexp
z'J

π4
µ

zφ,ρ,A

π

π
222

222

S

0
z

⋅⋅⋅
−+⋅⋅⋅++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⋅⋅++⋅⋅

⋅⋅

⋅
⋅

=

∫ ∫
∞+

∞− −

 

Όπως είναι γνωστό η συνάρτηση του επιφανειακού ρεύµατος ( )z'JS  έχει µονάδες 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

m
A . Προκειµένου να εισάγουµε την πραγµατική συνάρτηση του ρεύµατος στους 

υπολογισµούς ορίζουµε το αντίστοιχο ρεύµα ( )zI  σε µονάδες ( )A : 

( ) ( )
απ2

zIzJS ⋅⋅
=                                                     ( )5.2  

και οι πράξεις συνεχίζονται έχοντας υπόψη ότι άγνωστη συνάρτηση είναι η ( )zI . 

∆εδοµένης της αρτιότητας του συνηµιτόνου:  

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )6.2           dz'dφ'

'zzφ'-φcosαρ2αρ

'zzφ'-φcosαρ2αρkjexp

π8
1'zI

µzφ,ρ,A4.2

π

π
222

222

2

0z

5.2

⋅⋅
−+⋅⋅⋅++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⋅⋅++⋅⋅

⋅
⋅

⋅⋅

⋅=⇒

∫ ∫
∞+

∞− −

 

 Προξενεί ίσως κατάπληξη το γεγονός ότι η συνάρτηση του διανυσµατικού 

δυναµικού φαίνεται να εξαρτάται από την αζιµουθιακή µεταβλητή φ  παρόλη την 

συµµετρία της διάταξης και της διέγερσης. Αυτό είναι ένα λανθασµένο συµπέρασµα 

καθώς η ολοκλήρωση ως προς την αζιµουθιακή µεταβλητή µπορεί να γίνει σε 

οποιοδήποτε διάστηµα εύρους π2 ⋅  άρα και στο ( )φπφ,π −−−  χωρίς αλλαγή 

αποτελέσµατος. Τότε θα ήταν: 

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )2.7               dzdφ'

'zzφ'cosαρ2αρ

'zzφ'cosαρ2αρkjexp

π8
1'zI

µzρ,A

dz'φ'-φd
'zzφ'-φcosαρ2αρ

'zzφ'-φcosαρ2αρkjexp

π8
1'zI

µzρ,A

π

π
222

222

2

0z

φπ

φπ
222

222

2

0z

⋅⋅
−+⋅⋅⋅++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⋅⋅++⋅⋅

⋅
⋅

⋅⋅

⋅=

⇒⋅⋅
−+⋅⋅⋅++

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⋅⋅++⋅⋅

⋅
⋅

⋅⋅

⋅=

∫ ∫

∫ ∫

∞+

∞− −

∞+

∞−

−

−−
 

Παραπάνω έγινε η αλλαγή της µεταβλητής ( )φ'φ'φ −→ . Πράγµατι δεν παρατηρούµε 

καµία εξάρτηση από την αζιµουθιακή µεταβλητή φ . Επίσης επαληθεύεται η 

εκτίµηση ότι το δυναµικό έχει µόνο την κατά z  συνιστώσα του µη µηδενική ενώ η 
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αρτιότητα ως προς z  δεν µπορεί να επαληθευτεί καθώς η συνάρτηση ( )zI  είναι 

άγνωστη. 

Ακριβής και προσεγγιστικός πυρήνας 

Εφόσον στη σχέση ( )13.1  ο διαφορικός τελεστής δεν αφορά την µεταβλητή ρ  

µπορούµε χωρίς σφάλµα να γράψουµε: 

( ) ( )zα,Αk
zk

ωjzα,Ε z
2

2

2

2z ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⋅
⋅

=                                                                         ( )8.2  

Είναι προφανές ότι χρειάζεται να εξαχθεί το δυναµικό για αρ = : 

( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )2.9         dzdφ'

'zz
2
φ'sinα4

'zz
2
φ'sinα4kjexp

π8
1'zIµzα,A

dzdφ'
'zzφ'cosα2α2

'zzφ'cosα2α2kjexp

π8
1'zIµzα,A

7.2

π

π 222

222

20z

π

π
222

222

20z

⋅⋅

−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅

⋅⋅=

⇒⋅⋅
−+⋅⋅+⋅

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −+⋅⋅+⋅⋅⋅

⋅
⋅

⋅⋅=

⇒

∫ ∫

∫ ∫

∞+

∞− −

∞+

∞− −

 

Σε αυτό το σηµείο µπορεί να οριστεί η συνάρτηση:  

( ) ∫
−

⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅+⋅⋅

⋅
⋅

=
π

π 222

222

2ex φ'd

2
φ'sinα4z

2
φ'sinα4zkjexp

π8
1α,zK                                     ( )10.2  

Εξαιτίας του ότι αποτελεί τον πυρήνα της ολοκληρωτικής εξίσωσης (µε πρώτο 

όρισµα τη διαφορά 'zz − ) και καθώς δεν έχει γίνει καµία προσέγγιση για  την 

εξαγωγή της θα ονοµαστεί ακριβής πυρήνας και θα µεταχειρίζεται µε το 

συγκεκριµένο όνοµα από το σηµείο αυτό.  

 Ο ακριβής πυρήνας ορίζεται µέσω ολοκληρώµατος και άρα η πολυπλοκότητα 

υπολογισµού του είναι µεγάλη. Θα ήταν επιθυµητό κάνοντας κάποια προσέγγιση να 

καταλήξουµε σε µία απλούστερη συνάρτηση που θα µπορούσε να αντικαταστήσει 

τον ακριβή πυρήνα. Στη σχέση ( )10.2  η πολική απόσταση ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=⊥ 2
φ'sinα2'φ,αR  

µεταβάλλεται καθώς ολοκληρώνουµε, µε µέγιστη τιµή 
( )

α2
2
φ'sinα2max

ππ,-φ'
⋅=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅

∈
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και ελάχιστη τιµή 
( )

0
2
φ'sinα2nιm

ππ,-φ'
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅

∈
. Η εν λόγω προσέγγιση είναι 

α
2
φ'sinα2 ≅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅  και αντιστοιχεί στην περίπτωση όλες οι αποστάσεις πηγής – 

σηµείου στο πολικό επίπεδο πάνω στη γραµµή αρ =  να εκλαµβάνονται ίσες µε την 

ακτίνα. ∆ηλαδή κάθε σηµείο που ευρίσκεται στον κύλινδρο µε ακτίνα αρ =  

παίρνεται να απέχει από την πηγή σταθερή απόσταση ίση µε α . Κάτι τέτοιο είναι 

δυνατό µόνο αν η πηγή ρεύµατος είναι νηµατοειδής και όχι επιφανειακή, η κεραία 

δηλαδή να είναι ένα λεπτό σύρµα απείρου µήκους ταυτιζόµενο µε τον άξονα z  του 

συστήµατος συντεταγµένων. Μια τέτοια προσέγγιση λέγεται “thin – wire 

approximation” και είναι λογική µόνο σε κεραίες µε ηλεκτρικά µικρές ακτίνες. Σε 

αυτή την περίπτωση ο καλούµενος προσεγγιστικός πυρήνας ορίζεται σαν: 

( ) ( )
22

22

ap
αz

αzkjexp
π4

1α,zK
+

+⋅⋅
⋅

⋅
=                                                                     ( )11.2  

Με το σύµβολο ( )α,zK  θα συµβολίζουµε οποιονδήποτε από τους δύο πυρήνες. Έτσι 

µπορεί να γραφεί η εξίσωση του διανυσµατικού δυναµικού σε συµπτυγµένη µορφή:  

( ) ( ) ( ) dz'α,'zzK'zIµzα,A 0z ⋅−⋅⋅= ∫
+∞

∞−

                                                                   ( )12.2  

Πρέπει να παρατηρηθεί ότι ο ακριβής πυρήνας απειρίζεται για 0z = . Κάτι τέτοιο δεν 

ισχύει για τον προσεγγιστικό πυρήνα ο οποίος όµως παρουσιάζει µέγιστο εκεί (το 

πραγµατικό του µέρος) και το µέγιστο αυτό γίνεται οξύτερο για λεπτότερες κεραίες. 

 

Εξισώσεις Pocklington 

 Έχουν γίνει όλες οι απαραίτητες εκείνες διαδικασίες ώστε να εξαχθεί η µορφή 

της z  συνιστώσας του ηλεκτρικού πεδίου σαν συνάρτηση του ρεύµατος που διαρρέει 

το δίπολο. Εύκολα έχουµε: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )2.13                     dz'α,'zzK'zIk
zεω

jzα,Ε

dz'α,'zzK'zIk
zµεω

ωjµzα,Ε

dz'α,'zzK'zIk
zk

ωjµzα,Ε13.1

2
2

2

0
z

2
2

2

00
20z

1.12
2

2

2

20z

12.2

⋅−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⋅
⋅

=

⇒⋅−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⋅
⋅⋅

⋅
⋅=

⇒⋅−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⋅
⋅

⋅=⇒

∫

∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−
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Σε αυτό το σηµείο µπορούµε να εξισώσουµε την παραπάνω έκφραση της z  

συνιστώσας του ολικού ηλεκτρικού πεδίου µε τις αντίστοιχες εκφράσεις που 

περιέχουν µεγέθη των πηγών τροφοδοσίας. Πριν γίνει αυτό µπορούµε να 

παρατηρήσουµε πως:  

( )
( )

( ) ( ) ( )( )b,zΚα,zΚ

α
bln

π2Vzα,E17.1 apapfrl,z

11.2
−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⋅⋅

−=⇒                                         ( )14.2  

 Έτσι µπορεί να γίνει η εξίσωση των δύο εκφράσεων. Για την περίπτωση 

τροφοδοσίας του delta – function generator είναι: 

( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )15.2zδ
ζ

Vkjdz'α,'zzK'zIk
z

zδµε

ε
µ
ωV

j
1dz'α,'zzK'zIk

z

zδVdz'α,'zzK'zIk
zεω

j13.2

0
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2
2

2
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00

0

0
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2
2

2

dlt
2

2

2

0

16.1

⋅
⋅⋅

=⋅−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⇒⋅⋅⋅⋅⋅−=⋅−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⇒⋅−=⋅−⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⋅
⋅

⇒

∫

∫

∫

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

 

όπου 
0

0
0 ε

µ
ζ =  είναι η χαρακτηριστική αντίσταση του κενού ως µέσου διάδοσης 

ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων µετρούµενη σε ( )Ω . Η συγκεκριµένη εξίσωση 

ουσιαστικά είναι διπλή καθώς περιέχει τόσο την εκδοχή µε τον ακριβή όσο και µε τον 

προσεγγιστικό πυρήνα.  

Για την περίπτωση τροφοδοσίας τύπου frill θα έχουµε όµοια: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )( )12.1

apap00

0

0
frl

2
2

2

apapfrl
2

2

2

0
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b,zΚα,zΚ

α
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ε
µ
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j
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α
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⎠
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⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
+

∂
∂
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⎟
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⎝
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∫
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( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )16.2b,zΚα,zΚ

α
blnζ

π2Vkjdz'α,'zzK'zIk
z apap

0
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−⋅
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⎞
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⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
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∫
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Και πάλι υπάρχουν οι δύο συστατικές εξισώσεις ανάλογα µε τον χρησιµοποιούµενο 

πυρήνα ολοκλήρωσης. Παρατηρούµε ότι σε αντίθεση µε την περίπτωση του delta – 

function generator στην παραπάνω εξίσωση δεν τοποθετείται στο δεύτερο µέλος το 
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ολικό ηλεκτρικό πεδίο ( z  συνιστώσα) αλλά η αντίστοιχη συνιστώσα του ηλεκτρικού 

πεδίου τροφοδοσίας. ∆ηλαδή ενώ το πρώτο µέλος αφορά την z  συνιστώσα του 

συνολικού ηλεκτρικού πεδίου που πρέπει να είναι µηδενική στην επιφάνεια του 

τέλειου αγωγού αρ = , για το δεύτερο δεν ισχύει αυτό. Παρόλα αυτά η συγκεκριµένη 

εξίσωση και µε τον τρόπο που εξάχθηκε παρατίθεται σε πλήθος δηµοσιεύσεων 

µεταξύ των οποίων και η παραποµπή [ ]4  (σχέση ( )2 , σελίδα 1848).  Πάντως εξαιτίας 

της µη ύπαρξης διακένου στην περίπτωση τροφοδοσίας τύπου frill θα έπρεπε το 

δεύτερο µέλος της  ( )16.2  να είναι ταυτοτικά µηδενικό για κάθε Rz∈  καθώς 

αναφέρεται στην τέλεια αγώγιµη επιφάνεια αρ = , κάτι που ενδεχοµένως να µην 

κατέληγε σε σωστή λύση. Οι παραπάνω  εξισώσεις στις οποίες κατέληξε η 

συλλογιστική µας πορεία ονοµάζονται ολοκληρωτικοδιαφορικές εξισώσεις 

Pocklington. Σηµειώνουµε ότι ο συµβολισµός της συνάρτησης του ρεύµατος ( )zI  

µπορεί να συµβολίζει κάθε µία από τις αντίστοιχες ποσότητες µε διαφορετικές 

τροφοδοσίες ( )zIdlt  και ( )zIfrl . 

 

Μετατροπή εξισώσεων 

 Παρατηρούµε ότι οι τέσσερις βασικές  εξισώσεις των σχέσεων ( )15.2 , ( )16.2  

είναι ολοκληρωτικοδιαφορικές και εξαιτίας της πολυπλοκότητάς τους θα ήταν καλό 

αν µπορούσαν να µετατραπούν σε ολοκληρωτικές. Κάτι τέτοιο φαινοµενικά θα 

µπορούσε να γίνει µε εναλλαγή του τελεστή ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂ 2

2

2

k
z

 µε τον τελεστή 

ολοκλήρωσης. Αυτή όµως η διαδικασία δεν είναι εφικτή στην περίπτωση του 

ακριβούς πυρήνα και κάτι τέτοιο δείχνεται στο παράρτηµα ( )B . Για αυτό το λόγο 

είναι αναγκαίο να ακολουθηθεί η εξής στρατηγική: να αποπειραθούµε να επιλύσουµε 

τις µη οµογενείς διαφορικές εξισώσεις θεωρώντας τα ολοκληρώµατα στα οποία 

εφαρµόζεται ο τελεστής ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂ 2

2

2

k
z

 άγνωστες συναρτήσεις. Αυτές οι συναρτήσεις θα 

είναι: 

( ) ( ) ( ) dz'α,'zzK'zIzF dltdlt ⋅−⋅= ∫
+∞

∞−

                                   ( )17.2  

( ) ( ) ( ) dz'α,'zzK'zIzF frlfrl ⋅−⋅= ∫
+∞

∞−

                                                                          ( )18.2  



ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ HALLEN – µετατροπή εξισώσεων  σελίδα 26 

Το σύµβολο ( )zF   θα µπορεί να συµβολίζει οποιαδήποτε από τις δύο άγνωστες 

συναρτήσεις ( )zFdlt  και ( )zFfrl . Επίσης µπορεί να παρατηρηθεί η σχέση που θα 

χρησιµοποιηθεί στη συνέχεια: 

( )
( )

( )
( ) ( )zFµzα,A12.2 0z

17.2

18.2
⋅=⇒                                                              ( )19.2  

 Για την περίπτωση τροφοδοσίας τύπου delta – function θα πρέπει να επιλυθεί 

η διαφορική εξίσωση: 

( )
( )

( ) ( )zδ
ζ

VkjzFk
z

15.2
0

dlt
2

2

217.2
⋅

⋅⋅
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⇒                                                            ( )20.2   

∆εδοµένου ότι ( ) 0zδ =  για 0z ≠ , δεξιά και αριστερά του 0z =  η ζητούµενη 

συνάρτηση θα έχει γνωστή µορφή καθώς είναι λύση τετριµµένης διαφορικής 

εξίσωσης (που έχει αρµονικές λύσεις). Άρα µπορεί να γραφεί: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

<⋅⋅+⋅⋅
>⋅⋅+⋅⋅

=
0z,zksinCzkcosC
0z,zksinCzkcosC

zF
42

21
dlt                                                       ( )21.2  

όπου 4321 C,C,C,C  µιγαδικές σταθερές. Από την διαφορική ( )20.2  µπορούµε να 

παρατηρήσουµε ότι δεδοµένης της όξυνσης των ασυνεχειών που επιτυγχάνεται µέσω 

της διαφόρισης η δεύτερη παράγωγος της άγνωστης συνάρτησης ( )zFdlt  θα είναι 

ανάλογη της δέλτα συνάρτησης στο 0z =  µε συντελεστή αναλογίας 
0ζ

kVj ⋅⋅ , η 

πρώτη ανάλογη της βηµατικής συνάρτησης µε τον ίδιο συντελεστή αναλογίας στο 

0z = , ενώ η ίδια η συνάρτηση θα είναι παντού συνεχής. Από την σχέση ( )19.2  

µπορούµε να συµπεράνουµε ότι οι συναρτήσεις ( )zF  είναι άρτιες ως προς την 

ανεξάρτητη µεταβλητή z  αλλά και συνεχείς όπως η συνάρτηση της z  συνιστώσας 

του διανυσµατικού δυναµικού. Υπενθυµίζεται ότι η συνέχεια του δυναµικού ως προς 

z  υπαγορεύεται από τη σχέση ( )8.1  και δεδοµένης της βηµατικής ως προς z  

συµπεριφοράς του βαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού. Η απαίτηση της συνέχειας της  

άγνωστης συνάρτησης ( )zFdlt  έχει ως συνέπεια:  

( ) ( ) dlt31dltdlt CCC0F0F ==⇒= −+                                                             ( )22.2    

όπου dltC  µιγαδική σταθερά. Εποµένως θα είναι: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

<⋅⋅+⋅⋅
>⋅⋅+⋅⋅

=⇒
0z,zksinCzkcosC
0z,zksinCzkcosC

zF21.2
4dlt

2dlt
dlt

22.2
                                     ( )23.2    
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Η απαίτηση της αρτιότητας ως προς z  της συνάρτησης έχει ως συνέπεια παίρνοντας 

αυθαίρετα 0z > : 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )⇒⋅⋅−⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅⇒−= zksinCzkcosCzksinCzkcosCzFzF 4dlt2dlt

27.2

dltdlt  

ECC 42 =−=                 ( )24.2  

όπου E  µιγαδική σταθερά. Η απαίτηση της βηµατικής µορφής της παραγώγου της 

συνάρτησης: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )⎩

⎨
⎧

<⋅⋅⋅−⋅⋅⋅
>⋅⋅⋅+⋅⋅⋅
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∂
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 µε συντελεστή 
0ζ

kVj ⋅⋅  θα έχει ως συνέπεια:  

( ) ( ) ( )

00
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∂
∂

−→+→
        ( )26.2  

Συνδυάζοντας τις απαιτήσεις για τις σταθερές θα προκύψει: 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )zksin

ζ2
VjzkcosCzF23.2

0
dltdlt

24.2

26.2
⋅⋅

⋅
⋅

+⋅⋅=⇒                                              ( )27.2  

και έχουµε το τελικό αποτέλεσµα, δηλαδή µία ολοκληρωτική εξίσωση:  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )zkcosCzksin
ζ2
Vj'dzα,'zzK'zI27.2 dlt

0
dlt

17.2
⋅⋅+⋅⋅

⋅
⋅

=⋅−⋅⇒ ∫
+∞

∞−

               ( )28.2  

Αυτή η εξίσωση ονοµάζεται ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Hallen. 

 Για την περίπτωση τροφοδοσίας τύπου frill θα πρέπει να επιλυθεί η εξής 

διαφορική εξίσωση: 

( )
( )

( ) ( )zgzFk
z

16.2 frl
2

2

218.2
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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∂
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⇒              ( )29.2  

όπου η συνάρτηση δευτέρου µέλους ( )zg : 

( ) ( ) ( )( )b,zΚα,zΚ

α
blnζ

π2Vkjzg apap

0

−⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅⋅⋅
=                                                            ( )30.2  

Η γενική λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης ( )29.2  δεδοµένου µάλιστα ότι η 

συνάρτηση ( )zFfrl  είναι άρτια γεγονός που προκύπτει άµεσα από την ( )19.2  θα 

ισούται προφανώς µε το αντίστοιχο τµήµα της εξίσωσης για τροφοδοσία τύπου delta 

– function. Πράγµατι η τροφοδοσία αφορά αποκλειστικά το δεύτερο µέλος της 

σχετικής διαφορικής εξίσωσης και άρα ο ένας όρος της τελικής λύσης θα είναι και 
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πάλι ο ( )zkcosCfrl ⋅⋅  όπου frlC  αυθαίρετη µιγαδική σταθερά. Όσον αφορά την 

µερική λύση της διαφορικής, αυτή µε γνώµονα τις θεµελιακές γνώσεις για την 

επίλυση µη οµογενών γραµµικών διαφορικών εξισώσεων ανεξάρτητα από την µορφή 

του δευτέρου µέλους θα είναι η:   

( ) ( ) ( )( )∫ ⋅−⋅⋅⋅=
z

0
frl,p dttzksintg

k
1zF                                                                      ( )31.2  

Η εύρεση της παραπάνω µερικής λύσης έγινε µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού 

Fourier και παρατίθεται στο παράρτηµα ( )Γ . Ακολουθεί µία σύντοµη απόδειξη για το 

γεγονός ότι όντως η συγκεκριµένη συνάρτηση είναι λύση της πλήρους  διαφορικής 

εξίσωσης: 

Η πρώτη παράγωγος σύµφωνα µε τους γνωστούς κανόνες παραγώγισης 

ολοκληρωµάτων θα είναι η:   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ⇒⋅−⋅⋅+−⋅⋅⋅=
∂

∂
∫
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0

frl,p dttzkcostgtzksinzg
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( ) ( ) ( )( )∫ ⋅−⋅⋅=
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∂ z

0
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zF
                                                                       ( )32.2  

Η δεύτερη παράγωγος υπολογίζεται µε παρόµοιο τρόπο:  

( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ⇒⋅−⋅⋅⋅−−⋅⋅=⋅−⋅⋅=

∂
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⇒
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dttzksintgkzg
z

zF
                                                       ( )33.2  

Αν αντικαταστήσουµε στην πλήρη διαφορική εξίσωση θα έχουµε:  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
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∂

∂
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z
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( ) ( ) ( )zgzFk
z

zF
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∂
 

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση ( )zF frl,p  επαληθεύει την διαφορική εξίσωση ( )29.2  

και κατά συνέπεια όντως αποτελεί µερική λύση της διαφορικής. Λαµβάνοντας υπόψη 



ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ HALLEN – προσδιορισµός σταθεράς  σελίδα 29 

ότι η γενική λύση είναι η ( )zkcosCfrl ⋅⋅  όπου frlC  αυθαίρετη µιγαδική σταθερά, 

µπορεί να γραφεί ότι: 

( ) ( ) ( )
( )31.2

frl,pfrlfrl zFzkcosCzF ⇒+⋅⋅=  

( ) ( ) ( ) ( )( )∫ ⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅=
z

0
frlfrl dttzksintg

k
1zkcosCzF                                               ( )34.2  

Εποµένως µπορούµε να καταλήξουµε στην εξίσωση τύπου Hallen για την 

τροφοδοσία µε frill generator: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )∫∫ ⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅=⋅−⋅⇒
+∞

∞−

z

0
frlfrl

34.2
dttzksintg

k
1zkcosCdz'α,'zzK'zI18.2 ( )35.2  

 

Προσδιορισµός σταθεράς 

 Και οι δύο ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Hallen (ακριβέστερα τέσσερις αν 

συνυπολογιστεί και η δυνατότητα επιλογής πυρήνα ολοκλήρωσης) περιέχουν στο 

δεύτερο µέλος τους µία αυθαίρετη µιγαδική σταθερά. Από τη σχέση ( )19.2  µπορούµε 

να συµπεράνουµε ότι τα δεύτερα (και τα πρώτα) µέλη των εξισώσεων τύπου Hallen 

είναι ανάλογα της z  συνιστώσας του διανυσµατικού δυναµικού. Όπως γνωρίζουµε το 

µέγεθος του διανυσµατικού µαγνητικού δυναµικού εκφράζει τα αποτελέσµατα των 

πηγών των ηλεκτροµαγνητικών πεδίων. Ως εκ τούτου είναι φυσιολογικό στην 

περίπτωσή µας να αποτελείται από όρους οδεύοντων ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων 

που αποµακρύνονται από το σηµείο τροφοδοσίας καθώς βαδίζουµε προς το +∞→z  

ή το −∞→z . ∆ηλαδή δεν µπορούµε να υποχρεώσουµε καθόλο τον άξονα των z να 

υπάρχουν αποµακρύνοντα κύµατα από το σηµείο τροφοδοσίας καθώς το φαινόµενο 

είναι αρκετά πολύπλοκο. Απλά καθώς βρισκόµαστε πολύ µακριά από το σηµείο 

τροφοδοσίας και µε δεδοµένο το άπειρο µήκος της κεραίας είναι πολύ λογικό να 

υπάρχουν αποκλειστικά κύµατα που αποµακρύνονται από το σηµείο τροφοδοσίας 

αφού δεν υπάρχει αιτία που να δηµιουργεί τέτοια προς την αντίθετη κατεύθυνση.  

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να γίνει µία παρατήρηση όσον αφορά τον 

κυµατικό αριθµό k  και την µορφή των οδευόντων κυµάτων σε συνδυασµό µε την 

επιλογή της χρονικής εξάρτησης. Η όλη ανάλυσή µας αφορά πραγµατικό και θετικό 

κυµατικό αριθµό δεδοµένου ότι µελετάµε ακτινοβολία σε κενό χώρο χωρίς απώλειες. 

Εάν υποθέσουµε ότι το µονωτικό υλικό διάδοσης της ηλεκτροµαγνητικής 

ακτινοβολίας είναι ελαφρώς ατελές τότε το πρόσηµο του φανταστικού του µέρους 
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είναι καθορισµένο από την επιλογή που έχει γίνει για τη χρονική εξάρτηση των 

µεγεθών η οποία είναι η ( )tωjexp ⋅⋅− .  Θεωρούµε ένα κύµα το οποίο οδεύει προς τα 

θετικά του άξονα z και άρα (µε την παραπάνω επιλογή χρονικής εξάρτησης) θα έχει 

τη µορφή: ( )zkjexp ⋅⋅ . Πράγµατι θα έχουµε:  

( ) [ ] [ ]( )( ) [ ]( ) [ ]( )zkImexpzkRejexpzkImjkRejexpzkjexp ⋅−⋅⋅⋅=⋅⋅+⋅=⋅⋅  

Επειδή δεν νοείται το κύµα να οδεύει µε συνεχώς αυξανόµενο πλάτος σε υλικό µε 

απώλειες θα πρέπει αναγκαστικά  [ ] 0kIm > .  Επίσης υπενθυµίζεται ότι σε κάθε 

περίπτωση είναι [ ] 0kRe > . Απόδειξη ίσως χρειάζεται το γεγονός ότι το κύµα 

( )zkjexp ⋅⋅  µε τη χρονική εξάρτηση ( )tωjexp ⋅⋅−  υποδηλώνει µετάδοση προς τα 

θετικά του άξονα z. Η αντίστοιχη χρονοσυνάρτηση είναι: 

( ) ( )[ ] ( )tωzkcostωjexpzkjexpRe ⋅−⋅=⋅⋅−⋅⋅⋅ . Είναι προφανές ότι η φάση του 

κύµατος αυξάνει καθώς οδεύουµε προς τα θετικά z. 

 Τώρα που γνωρίζουµε την µορφή των αποµακρυνόµενων από την πηγή 

πεδίων και για την περίπτωση τροφοδοσίας µέσω delta – function generator το θα 

απαιτήσουµε όταν βρισκόµαστε πολύ µακριά από το σηµείο τροφοδοσίας στα θετικά 

z (εξετάζουµε την περίπτωση +∞→z )  να µην συµµετέχουν σε αυτό όροι που να 

αντιστοιχούν σε κύµατα οδεύοντα προς το σηµείο τροφοδοσίας. Αναπτύσσουµε το 

δεύτερο µέλος:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
⇒

⋅⋅−
⋅

⋅
−

⋅⋅
⋅

⋅
+

⋅⋅−
⋅+

⋅⋅
⋅=

⇒
⋅

⋅⋅−−⋅⋅
⋅

⋅
⋅

+
⋅⋅−+⋅⋅

⋅=⇒

2
zkjexp

ζ2
V

2
zkjexp

ζ2
V

2
zkjexpC

2
zkjexpCzF

j2
zkjexpzkjexp

ζ2
Vj

2
zkjexpzkjexpCzF31.2

00
dltdltdlt

0
dltdlt

 

( ) ( ) ( )
2

zkjexp
ζ2

VC
2

zkjexp
ζ2

VCzF
0

dlt
0

dltdlt
⋅⋅−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

−+
⋅⋅

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

+=                     ( )36.2  

Επειδή έχουµε επιλέξει χρονική εξάρτηση της µορφής ( )[ ]tωjexpRe ⋅⋅−  τα κύµατα 

που οδεύουν προς το σηµείο τροφοδοσίας είναι της µορφής ( )zkjexp ⋅⋅−  Κατά 

συνέπεια απαιτείται ο µηδενισµός του συντελεστή του αντίστοιχου όρου δηλαδή: 
 

( )
0

dlt
0

dlt ζ2
VC0

ζ2
VC36.2

⋅
=⇒=

⋅
−⇒                                                               ( )37.2  

 Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε κι αν εφαρµόσουµε την αντίστοιχη απαίτηση για 

την περίπτωση −∞→z  καθώς η συνάρτηση ( )zFdlt  είναι άρτια. Κατά συνέπεια η 
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ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Hallen για την περίπτωση τροφοδοσίας τύπου delta 

function θα έχει την ακόλουθη µορφή από αυτό το σηµείο και στο εξής:   

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⇒⋅⋅
⋅

+⋅⋅
⋅
⋅

=⋅−⋅

⇒⋅⋅
⋅

+⋅⋅
⋅
⋅

=⋅−⋅⇒

∫

∫
∞+

∞−

+∞

∞−

zkcos
ζ2

Vzksin
ζ2
Vj'dzα,'zzK'zI

zkcos
ζ2

Vzksin
ζ2
Vj'dzα,'zzK'zI28.2

00
dlt

00
dlt

37.2

 

( ) ( ) ( )zkjexp
ζ2

V'dzα,'zzK'zI
0

dlt ⋅⋅⋅
⋅

=⋅−⋅∫
+∞

∞−

                     ( )38.2  

 Για την περίπτωση τροφοδοσίας µέσω frill generator θα πρέπει να 

επαναληφθεί η ίδια διαδικασία. Το δεύτερο µέλος αυτή τη φορά γράφεται: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅−
−⋅⋅⋅−⋅⋅

⋅⋅
⋅⋅

+

+
⋅⋅−+⋅⋅

⋅=

⇒⋅
⋅

−⋅⋅−−−⋅⋅
⋅⋅+

+
⋅⋅−+⋅⋅

⋅=⇒

∫∫

∫

z

0

z

0

frlfrl

z

0

frlfrl

dttkjexptg
kj2

zkjexpdttkjexptg
kj2

zkjexp
2

zkjexpzkjexpCzF

dt
j2

tzkjexptzkjexptg
k
1

2
zkjexpzkjexpCzF34.2

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )39.2
2

zkjexpdttkjexptg
kj

1C

2
zkjexpdttkjexptg

kj
1CzF

z

0
frl

z

0
frlfrl

⋅⋅−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅
−+

+
⋅⋅

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅−⋅⋅

⋅
+=

∫

∫
 

Θα πρέπει καθώς  +∞→z  ή −∞→z  ο πολλαπλασιαστής του κύµατος που 

κατευθύνεται προς το σηµείο τροφοδοσίας να  µηδενίζεται. ∆ηλαδή για +∞→z : 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )40.2dttkjexptg
kj

1C0dttkjexptg
kj

1C

39.2

0
frl

0
frl ∫∫

∞+∞+

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅

=⇒=⋅⋅⋅⋅⋅
⋅

−

⇒

Και για την περίπτωση −∞→z  θα έχουµε το ίδιο αποτέλεσµα καθώς θα πρέπει αυτή 

τη φορά να µηδενιστεί ο πολλαπλασιαστής του  ( )zkjexp ⋅⋅  που αντιπροσωπεύει 

κύµα κατευθυνόµενο προς τα θετικά z (αλλά βρισκόµαστε στα αρνητικά και άρα το 

κύµα οδεύει προς το σηµείο τροφοδοσίας):  

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ⇒⋅⋅⋅−⋅⋅
⋅

−=⇒=⋅⋅⋅−⋅⋅
⋅

+

⇒

∫∫
∞−∞−

0
frl

0
frl dttkjexptg

kj
1C0dttkjexptg

kj
1C

39.2
 



ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ HALLEN – προσδιορισµός σταθεράς  σελίδα 32 

( ) ( )∫
+∞

⋅⋅⋅⋅−⋅
⋅

=
0

frl dttkjexptg
kj

1C  

Επειδή όµως η συνάρτηση ( )tg  είναι άρτια (κάτι που φαίνεται από τη σχέση ορισµού 

της ( )30.2 ) έχουµε ταυτόσηµο αποτέλεσµα. 

 Θα πρέπει να βρούµε τη µορφή του δευτέρου µέλους µετά από το παραπάνω 

αποτέλεσµα:  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )41.2dttkjexptg
kj2

zkjexp

dttkjexptg
kj2

zkjexpdttzksintg
k
1

dttkjexptg
kj2

zkjexpdttkjexptg
kj2

zkjexpzF

dttzksintg
k
1

dttkjexptg
kj2

zkjexpdttkjexptg
kj2

zkjexpzF

dttzksintg
k
1

dttkjexptg
kj2

zkjexpdttkjexptg
kj2

zkjexpzF

dttzksintg
k
1zkcosdttkjexptg

kj
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z

0

0

z

z

0

z

z
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z

0

0

0
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z

0
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frl

z
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Όµως έχουµε την παρακάτω σειρά πράξεων: 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )42.2dttkjexptg
kj2

zkjexp

dttkjexptg
kj2

zkjexpdttzksintg
k
1

dttzkjexptzkjexptg
kj2

1dttzksintg
k
1

z

0

0

z

z

0

z

0

z

0

∫

∫∫

∫∫

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅−
−

−⋅⋅⋅−⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅

−=⋅−⋅⋅⋅

⇒⋅+−⋅⋅−−⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

=⋅−⋅⋅⋅

 
Κατά συνέπεια το δεύτερο µέλος της εξίσωσης του Hallen για την περίπτωση του frill 

generator παίρνει πιο απλή µορφή: 

( )
( )

( ) =⇒ zF41.2 frl

42.2
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )43.2dttkjexptg
kj2

zkjexpdttkjexptg
kj2

zkjexp

z

z

∫∫
+∞

∞−

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅−
+⋅⋅⋅−⋅⋅

⋅⋅
⋅⋅

 
H ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Hallen για την περίπτωση τροφοδοσίας τύπου frill 

θα έχει την ακόλουθη µορφή από αυτό το σηµείο και στο εξής:   

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )44.2dttkjexptg
kj2

zkjexp

dttkjexptg
kj2

zkjexpdz'α,'zzK'zI35.2

z

z

frl

43.2

∫

∫∫
∞+

∞−

+∞

∞−

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅−

+⋅⋅⋅−⋅⋅
⋅⋅
⋅⋅

=⋅−⋅⇒

  
 Επειδή υπάρχει και η δυνατότητα χρησιµοποίησης διαφορετικού είδους 

πυρήνα (ακριβής ή προσεγγιστικός) οι εξισώσεις ( )38.2  και ( )44.2  είναι κατ’ ουσίαν 

διπλές, οπότε µπορούν να γραφούν οι εξισώσεις τύπου Hallen:  

( ) ( ) ( )zFdz'α,'zzK'zI dltexex,dlt =⋅−⋅∫
+∞

∞−

             ( )45.2  

( ) ( ) ( )zFdz'α,'zzK'zI dltapap,dlt =⋅−⋅∫
+∞

∞−

             ( )46.2  

( ) ( ) ( )zFdz'α,'zzK'zI frlexex,frl =⋅−⋅∫
+∞

∞−

             ( )47.2  

( ) ( ) ( )zFdz'α,'zzK'zI frlapap,frl =⋅−⋅∫
+∞

∞−

             ( )48.2  

Οι επιµέρους ρευµατικές συναρτήσεις ( )zI ex,dlt , ( )zI ap,dlt   µπορούν να συµβολίζονται 

µε ( )zIdlt  και οι συναρτήσεις ( )zI ex,frl , ( )zI ap,frl  που αναφέρονται στην τροφοδοσία µε 

frill generator θα µπορούν να έχουν συµπυκνωµένο συµβολισµό την ( )zIfrl . Επίσης η 

συνάρτηση  ( )zFfrl  δίνεται από τον τύπο ( )43.2  και η συνάρτηση ( )zFdlt  από τον 

ακόλουθο τύπο: 

( )
( )

( ) ( )zkjexp
ζ2

VzF17.2
0

dlt

38.2
⋅⋅⋅

⋅
=⇒                        ( )49.2  
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(3) ΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΩΝ 
 

Μετασχηµατισµοί πυρήνων 

Παρατηρούµε ότι τα πρώτα µέλη των εξισώσεων ( )45.2  έως ( )48.2  έχουν 

µορφή συνελικτικού ολοκληρώµατος. Ως γνωστόν στόχος µας είναι να 

προσδιορίσουµε τη µορφή των αγνώστων συναρτήσεων του ρεύµατος ( )zIfrl  και 

( )zIdlt  (ή σωστότερα τις τιµές τους στο 0z =  καθώς ενδιαφερόµαστε κυρίως για την 

αγωγιµότητα εισόδου). Κάτι τέτοιο θα µπορούσε να γίνει αν δρούσαµε µε τον 

τελεστή Fourier { }∗F  στις συγκεκριµένες σχέσεις. Ο µετασχηµατισµός Fourier µιας 

µετασχηµατίσιµης συνάρτησης ( )zf  θα συµβολίζεται ( ) ( ){ }zfFζf =  και θα δίνεται 

από τη σχέση: 

( ) ( ){ } ( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅⋅⋅⋅== dzzζjexpzfzfFζf                                                                      ( )1.3  

Κατά τα γνωστά θα υπάρχει και η αντίστροφη σχέση: 

( ) ( ){ } ( ) ( )∫
+∞

∞−

− ⋅⋅⋅−⋅⋅
⋅

== ζdzζjexpζf
π2

1ζfFzf 1                          ( )2.3  

Στην προσπάθειά µας να δράσουµε µε το τελεστή Fourier στις ολοκληρωτικές 

εξισώσεις θα χρειαστούµε τους µετασχηµατισµούς Fourier του ακριβούς και του 

προσεγγιστικού πυρήνα. Για τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier του 

προσεγγιστικού πυρήνα έχουµε τη διαδικασία:  
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Επίσης ισχύει:   

( ) ( ) 0dzzζsin
αz

αzkjexp
π4

1
22

22

=⋅⋅⋅
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⋅
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ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΕΣ – fourier πυρήνων   σελίδα 35 

καθώς έχουµε περίπτωση ολοκληρώµατος άρτιας συνάρτησης (άρτια επί περιττή) σε 

συµµετρικό περί το µηδέν πραγµατικό διάστηµα. Για τον ίδιο λόγο θα είναι:  

( ) ( ) 0dzzζcos
αz

αzksin
π4

1
22

22

=⋅⋅⋅
+

+⋅
⋅

⋅∫
∞+
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                                                             ( )5.3  

Η παραπάνω εξίσωση είναι µεν προφανής όµως στην πραγµατικότητα καθορίζει και 

το φύλλο Riemann πάνω στο οποίο πρέπει να γίνει η ολοκλήρωση Fourier. Με άλλα 

λόγια παρακάτω θα αποδειχθεί ότι η συνάρτηση του Fourier του προσεγγιστικού 

πυρήνα είναι πλειότιµη και ο παραπάνω περιορισµός καθορίζει το φύλλο 

πλειοτιµότητας στο οποίο θα πρέπει να ευρίσκεται το µονοπάτι της αντίστροφης 

ολοκλήρωσης. Το συγκεκριµένο ολοκλήρωµα θα συναντηθεί στις παρακάτω πράξεις:    
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( ) ( ) ( )
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( )5.3
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22

22

ap                                                  ( )6.3  

Το τελευταίο ολοκλήρωµα εφόσον είναι άρτιας συνάρτησης σε συµµετρικό και 

πραγµατικό περί το µηδέν διάστηµα θα ισούται µε: 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞+

⋅⋅⋅
+

+⋅
⋅

⋅
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0
22

22

ap dzzζcos
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αzkcos
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1αζ,K6.3                                     ( )7.3  

Από τη σχέση ( )3026IET  σελίδας 472  της παραποµπής [ ]1  προκύπτει ότι: 

( ) ( ) ( )
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( )8.3
kζ,kζαK

kζ0,ζkαN
2
π

dzzζcos
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22
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για 0k >  που ισχύει φυσικά στη δική µας περίπτωση δεδοµένου πως το υλικό 

διάδοσης των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων είναι τέλειο µονωτικό (κενός χώρος) και 

Rζ∈ . Το θετικό του κυµατικού αριθµού καταδεικνύεται από τη σχέση ( )12.1 . Όσον 

αφορά τους συµβολισµούς αυτής της παραποµπής είναι: 

( ) ( )zHjzΝ )1(
00 ⋅=                    ( )9.3  

για κάθε µιγαδικό z  όπου οι συναρτήσεις ορίζονται οµαλά. Θυµίζουµε ότι η 

συνάρτηση ( ) ( ) ( )zYjzJzΗ 00
)1(

0 ⋅+=  είναι η Hankel πρώτου είδους µηδενικής τάξης 
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µε Cz∈  όπου ( )zJ0 , ( )zY0  οι σχετικές συναρτήσεις Bessel µηδενικής τάξης. 

 Όπως διακρίνουµε από τον τύπο ορισµού της η συνάρτηση ( )αζ,Kap  είναι 

άρτια και κατά συνέπεια µπορεί να οριστεί και στον αρνητικό πραγµατικό ηµιάξονα: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−⋅

<−⋅⋅
⋅

=⋅⋅⋅
+

+⋅
⇒ ∫

∞+

kζ,kζαK

kζ,ζkαH
2
πj

dzzζcos
zα

zαkcos7.3
22

0

221
0

0
22

228.3

9.3
       ( )10.3  

Παρατηρούµε πως ο παραπάνω τύπος ισχύει αποκλειστικά για 0k >  και { }k\Rζ∈ , 

θα θέλαµε όµως να έχουµε µία έκφραση για τη συγκεκριµένη συνάρτηση για κάθε 

µιγαδικό Cζ,k ∈  όπου έχει οµαλή συµπεριφορά. ∆εδοµένου πως οι συναρτήσεις που 

αποτελούν την ( )αζ,Kap  δέχονται και µιγαδικά ορίσµατα θα µπορούσαµε να 

χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα της αναλυτικής επέκτασης ως προς k και ως προς ζ 

προκειµένου να φτάσουµε στην γενική συνάρτηση. Σαν πρώτο βήµα όµως θα 

ακολουθηθεί το εξής:  από την παραποµπή [ ]2  (σχέση 4.6.9 , σελίδα 375 ) ισχύει ότι: 

 ( ) ( )zjH
2
πjzK )1(

00 ⋅⋅
⋅

=                                                                                          ( )11.3  

για κάθε Cz∈  όπου οι συναρτήσεις είναι αναλυτικές. Άρα οι δύο τύποι της 

συνάρτησης εντός και εκτός του διαστήµατος ( )k,k−  είναι ταυτόσηµοι για όλο το 

µιγαδικό επίπεδο. Κατά συνέπεια µπορούµε να γράψουµε την παραπάνω συνάρτηση 

διπλού τύπου ισοδύναµα σαν απλού:  

( )
( )

( ) ( )22)1(
0ap

11.3
ζkαΗ

4
jαζ,K10.3 −⋅⋅=⇒              ( )12.3  

όπου η µεταβλητή ζ  είναι ακόµα πραγµατική και διάφορη των kζ ±=  όπου υπάρχει 

απειρισµός. Σύµφωνα µε το θεώρηµα της αναλυτικής επέκτασης υπάρχει µοναδική 

συνάρτηση ( )αζ,Kap  ορισµένη στο µιγαδικό επίπεδο του ζ  εκτός των σηµείων 

απειρισµού kζ ±=  που δίνει τις ίδιες τιµές στον πραγµατικό άξονα µε την παραπάνω 

ορισµένη  συνάρτηση.  Με  αυτό  τον  τρόπο  µπορούµε  να  ορίσουµε την  

συνάρτηση  του µετασχηµατισµού Fourier του προσεγγιστικού πυρήνα 

( ) ( )22)1(
0ap ζkαΗ

4
jαζ,K −⋅⋅=  για κάθε { }k\Cζ ±∈  καθώς η συνάρτηση ( )zH )1(

0  

δέχεται και µιγαδικό όρισµα. Στα σηµεία kζ ±=  η συγκεκριµένη συνάρτηση θα 

παρουσιάζει ανωµαλία απειρισµού.   



ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΕΣ – fourier πυρήνων   σελίδα 37 

Ένας ανάλογος συλλογισµός µπορεί να γίνει και για την παράµετρο 0k > . 

Πράγµατι η συγκεκριµένη συνάρτηση µπορεί να θεωρηθεί συνάρτηση του κυµατικού 

αριθµού. Ξανά µέσω του θεωρήµατος της αναλυτικής επέκτασης µπορούµε να την 

ορίσουµε και για µιγαδικά { }ζ\Ck ±∈  (έστω κι αν µόνο το πρώτο τεταρτηµόριο του 

µιγαδικού επιπέδου περιέχει εφικτές τιµές για τον κυµατικό αριθµό ακόµα κι αν 

αυτός γίνει µιγαδικός δηλαδή το υλικό στο οποίο µεταδίδεται ακτινοβολία υποτεθεί 

ότι παρουσιάζει απώλειες). Εποµένως έχουµε ορίσει τον µετασχηµατισµό Fourier του 

προσεγγιστικού πυρήνα ολοκλήρωσης σε όλο το µιγαδικό επίπεδο και για όλους 

δυνατούς µιγαδικούς κυµατικούς αριθµούς µε εξαίρεση την περίπτωση όπου 

ζkkζ ±=⇔±=  οπότε και υπάρχει απειρισµός. Συνεπώς η σχέση ( )12.3  ορίζεται 

για όλα τα µιγαδικά ζ  και k  όπου αυτή επιδεικνύει οµαλή συµπεριφορά (εκτός 

σηµείων ανωµαλιών και τυχόν κλαδικών τοµών). 

 Όσον αφορά τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Fourier του ακριβούς 

πυρήνα θα έχουµε την ακόλουθη σειρά πράξεων:  

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ∫

∫ ∫
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π

π 222

222

2ex

π

π 222

222

2ex

10.2

exex

3.13φ'ddzzζjexp

2
φ'sinα4z

2
φ'sinα4zkjexp

π8
1αζ,K

dzzζjexpφ'd

2
φ'sinα4z

2
φ'sinα4zkjexp

π8
1αζ,K

dzzζjexpαz,Kαζ,K

 
Από την διαδικασία του προσεγγιστικού πυρήνα έχουµε το συµπέρασµα: 

 ( ) ( ) ( )∫
∞+

∞−

⋅⋅⋅⋅
+

+⋅⋅
⋅

⋅
= dzzζjexp

zα
zαkjexp

π4
1αζ,K

22

22

ap            ( )14.3  

και άρα θα είναι:  
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ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΤΕΣ – fourier πυρήνων   σελίδα 38 

( )15.3
2
φ'sinα2ζ,Kap ⎟⎟

⎠

⎞
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅=

 
Αν επιλέξουµε την ισοδύναµη έκφραση της ( )αζ,Kap  µε την συνάρτηση Hankel 

πρώτης τάξης ο µετασχηµατισµός Fourier του ακριβούς πυρήνα απλοποιείται 

σηµαντικά: 

( )
( )

( )

( ) ( )16.3dφ'ζk
2
φ'sinα2Ηj

π4
1αζ,K

dφ'ζk
2
φ'sinα2Η

4
j
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0ex
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⋅
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Κατά την παραπάνω πράξη λήφθηκε υπόψη ότι η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι 

άρτια ως προς φ'  και η ολοκλήρωση γίνεται σε συµµετρικό περί το µηδέν πραγµατικό 

διάστηµα. Αν επιπλέον γίνει η αλλαγή µεταβλητής 
2
φ'θ =  θα έχουµε ότι dθ2φ'd ⋅=  

και τα όρια ολοκλήρωσης θα είναι από 0θ =  έως 
2
πθ = . Κατά συνέπεια: 

( ) ( ) ( )( )∫ ⋅⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

=⇒
2
π

0

22)1(
0ex dθθsinζkα2Ηj

π2
1αζ,K16.3                              ( )17.3  

Από τον τύπο ( )16360IIET  της σελίδας 738  της παραποµπής [ ]1  έχουµε θέτοντας 

την παράµετρο 0n =  ότι:  

( )( ) ( ) ( )αΝαJ
2
πdθθsinα2N 00

2
π

0
0 ⋅⋅=⋅⋅⋅∫              ( )18.3  

Εποµένως µπορεί εύκολα να εξαχθεί το συµπέρασµα:  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )19.3ζkαΗζkαJ
4
jαζ,K

ζkαΗζkαJj
2
π
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1αζ,K17.3

22)1(
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22
0ex

22)1(
0

22
0ex

9.3

18.3

−⋅⋅−⋅⋅=

⇒−⋅⋅−⋅⋅⋅
⋅

=⇒
 

Ακολουθώντας την συλλογιστική του προσεγγιστικού πυρήνα µπορούµε και πάλι να 

χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα της αναλυτικής επέκτασης και να καταλήξουµε πως η 

συγκεκριµένη συνάρτηση του µετασχηµατισµού Fourier µπορεί να οριστεί και εκτός 

της πραγµατικής γραµµής σε όλα τα µιγαδικά σηµεία Cζ∈  για τα οποία είναι 

αναλυτική. Επίσης µπορεί να υπάρξει ορισµός της παραπάνω και για όλους τους 

εφικτούς µιγαδικούς κυµατικούς αριθµούς. Εποµένως η ( )19.3  ορίζει την συνάρτηση 
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του µετασχηµατισµού Fourier για όλα τα µιγαδικά ζ  και k  που αυτή έχει οµαλή 

συµπεριφορά. 

 

Μετασχηµατισµοί δευτέρων µελών  

 Προκειµένου να µετασχηµατιστούν κατά  Fourier οι ολοκληρωτικές εξισώσεις 

τύπου Hallen ( )45.2  έως ( )48.2  θα πρέπει να γνωρίζουµε τους µετασχηµατισµούς 

Fourier των συναρτήσεων των δευτέρων µελών ( )zFdlt  και ( )zFfrl . Για την περίπτωση 

τροφοδοσίας µε delta – function generator έχουµε:  
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Επειδή είναι Rz∈  αλλά και σε πρώτη φάση Rζ∈ είναι προφανές ότι αν συνεχισθεί 

η υπόθεση για πραγµατικό κυµατικό αριθµό η συνάρτηση ( )ζrdlt  δεν συγκλίνει και 

οδηγεί σε απροσδιοριστίες. Θα πρέπει συνεπώς να υποθέσουµε ότι Ck∈  µε 

[ ] [ ]kImjkRek ⋅+=  και φυσικά [ ] 0kRe > . Το πρόσηµο για το φανταστικό µέρος του 

κυµατικού αριθµού θα εξαχθεί από την απαίτηση να συγκλίνει η συνάρτηση του 

µετασχηµατισµού Fourier. Θα εξετασθούν πρώτα τα παραπάνω όρια στο άπειρο: 

( )( ) ( )( )⇒⋅⋅−−⋅=⋅−⋅
−∞→−∞→

z]kIm[j]kRe[ζjexplimzkζjexplim
zz

 

( )( ) ( )( ) ( )( )z]kIm[expz]kRe[ζjexplimzkζjexplim
zz

⋅−⋅⋅−⋅=⋅−⋅
−∞→−∞→

                        ( )21.3  

Είναι προφανές ότι για να παραµείνει η παραπάνω ποσότητα πεπερασµένη θα πρέπει 

να ισχύει: [ ] 0kIm > . ∆εδοµένου αυτού είναι:   

( )( ) 0zkζjexplim
z

=⋅−⋅
−∞→

                ( )22.3  

αφού ( )( ) ( )( ) 1z]kRe[ζjexplimz]kRe[ζjexplim
zz

=⋅−⋅=⋅−⋅
−∞→−∞→

 (µιγαδικός µε 

φραγµένο µέτρο) λαµβάνοντας υπόψη ότι Rζ∈  και  R]kRe[ ∈ . Για το δεύτερο όριο 

έχουµε: 

( )( ) ( )( )⇒⋅⋅++⋅=⋅+⋅
−∞→−∞→

z]kIm[j]kRe[ζjexplimzkζjexplim
zz
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( )( ) ( )( ) ( )( ) 0z]kIm[expz]kRe[ζjexplimzkζjexplim
zz

=⋅−⋅⋅+⋅=⋅+⋅
−∞→−∞→

               ( )23.3  

καθώς  [ ] 0kIm > .  Σε αυτό το σηµείο πρέπει να θυµίσουµε ότι δεδοµένης της 

χρονικής εξάρτησης των µεγεθών που έχει επιλεγεί το πρόσηµο του φανταστικού 

µέρους του κυµατικού αριθµού (αν υπάρχει) πρέπει να είναι οπωσδήποτε θετικό. Άρα 

η συγκεκριµένη φυσική αναγκαιότητα συµπίπτει µε την παραπάνω συνθήκη 

σύγκλισης. Με αυτή την προϋπόθεση έχουµε: 
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Η συγκεκριµένη συνάρτηση έχει εξαχθεί µε τη συνθήκη [ ] 0kIm > . Μπορεί όµως να 

παρατηρηθεί ότι ορίζεται και για αµιγώς πραγµατικό κυµατικό αριθµό. Εποµένως από 

το θεώρηµα της αναλυτικής επέκτασης εξάγεται ότι υπάρχει µοναδική συνάρτηση 

που µπορεί να αντιστοιχηθεί στον τύπο ( )ζFdlt  όταν Rk∈ . Άρα για τα σηµεία που η 

συνάρτηση είναι οµαλή ( )ζk ±≠ , αυτή εκφράζεται µέσω του παραπάνω τύπου. Μία 

ανάλογη διαδικασία θα πρέπει να γίνει και για αναλυτική επέκταση στο πεδίο του ζ  

προκειµένου να ορίζεται και για µιγαδικά ζ  µέσω του ίδιου τύπου. Καταλήγουµε ότι 

για { }k\Cζ ±∈  ο µετασχηµατισµός Fourier της συνάρτησης δευτέρου µέλους για το 

delta – function generator δίνεται από τον τύπο ( )24.3 . 

 Όσον αφορά το µετασχηµατισµό Fourier της συνάρτησης ( )zFfrl του frill 

generator θα ακολουθηθεί µία διαφορετική στρατηγική. Πράγµατι αν θυµηθούµε την 

µορφή της αντίστοιχης εξίσωσης τύπου Pocklington: 
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Θα χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα για τον µετασχηµατισµό Fourier της πρώτης και 

της δεύτερης παραγώγου. Για τη συνάρτηση δευτέρου µέλους της περίπτωσης 

τροφοδοσίας µε frill generator: 
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                                   ( )26.3  

Αν επιδράσουµε µε τον τελεστή Fourier στην παραπάνω εξίσωση ( )25.3  θα έχουµε 

δεδοµένης της γραµµικότητας του συγκεκριµένου τελεστή: 
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Εξαγωγή ολοκληρωµάτων 

 Τώρα µπορεί να εφαρµοστεί ο τελεστής Fourier στις σχέσεις ( )45.2  έως 

( )48.2  και να λάβει χώρα η µέθοδος που περιγράφηκε. Αρκεί να χρησιµοποιηθεί η 

ιδιότητα του µετασχηµατισµού Fourier της συνέλιξης που ισούται µε το γινόµενο των 

επιµέρους µετασχηµατισµών. Για την περίπτωση τροφοδοσίας µε delta – function 

generator και τη χρήση ακριβούς πυρήνα  θα είναι: 
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Για την περίπτωση τροφοδοσίας µε delta – function generator και τη χρήση 

προσεγγιστικού πυρήνα  θα είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )29.3

ζkαΗζk
1

ζ
kV4ζI

ζkαΗ
4
j

ζk
kj2

ζ2
V

ζI

α,ζK
ζF

ζIζFα,ζKζI46.2

22)1(
0

22
0

ap,dlt
22)1(

0

22
0

ap,dlt

12.3

24.3
ap

dlt
ap,dltdltapap,dlt

−⋅⋅−
⋅

⋅⋅
=⇒

−⋅⋅

−
⋅⋅

⋅
⋅

=

⇒=⇒=⋅⇒

Για την περίπτωση τροφοδοσίας µε frill generator και τη χρήση ακριβούς πυρήνα  θα 

είναι: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Για την περίπτωση τροφοδοσίας µε frill generator και τη χρήση προσεγγιστικού 

πυρήνα  θα είναι: 
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Σε αυτό το σηµείο θα ακολουθήσει µία αντίστροφη ολοκλήρωση Fourier για 

κάθε µία από τις τέσσερις παραπάνω περιπτώσεις. Συµβολίζουµε µε ( )ζI  καθεµιά 

από τις συναρτήσεις ( )ζI ex,dlt , ( )ζI ap,dlt , ( )ζI ex,frl  και ( )ζI ap,frl . Φαινοµενικά όλες οι 

συναρτήσεις ( )ζI  και  είναι άρτιες. Αυτό δεν είναι απολύτως αληθές καθώς περιέχουν 

την στοιχειώδη συνάρτηση:  

( ) 22 ζkζγ −=                            ( )32.3  

Όπως είναι γνωστό η συγκεκριµένη συνάρτηση είναι δίτιµη (έχει δηλαδή δύο φύλλα 

Riemann µε τιµές η µία αντίθετη της άλλης. Έχει δύο κλαδικά σηµεία  kζ ±=  και 

µπορεί να είναι άρτια συνάρτηση αν γίνει σωστή επιλογή της κλαδικής της τοµής. 

Συγκεκριµένα  αν η κλαδική τοµή συνδέει τα δύο σηµεία µέσω του απείρου µε δρόµο 

συµµετρικό ως προς την αρχή των αξόνων (δηλαδή ουσιαστικά να υπάρχουν δύο 

κλαδικές τοµές που να ενώνονται µέσω του άπειρου σηµείου) τότε όντως η 

συνάρτηση ( )ζγ  είναι άρτια και στα δύο της φύλλα Riemann. Με αυτή την 

προϋπόθεση οι συναρτήσεις ( )ζF  είναι άρτιες και αν µπορούµε να συµπτύξουµε τις 

τέσσερις σχέσεις αντίστροφης ολοκλήρωσης Fourier σε µία θα έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ⇒⋅⋅
⋅

=⇒⋅⋅⋅−⋅⋅
⋅

=⇒ ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ζdζI
π2

10IζdzζjexpζI
π2

1zI2.3  

( ) ( )∫
+∞

⋅⋅=
0

ζdζI
π
10I                 ( )33.3  

Μας ενδιαφέρει η τιµή του ρεύµατος στο σηµείο τροφοδοσίας 0z =  καθώς το 

µέγεθος που ενδιαφέρει να υπολογιστεί και να σχολιαστεί είναι η αγωγιµότητα 

εισόδου. Στο ερώτηµα γιατί η ανάλυσή µας από το σηµείο αυτό και στο εξής θα 

περιοριστεί στο συγκεκριµένο µέγεθος απαντούµε πως είναι το σηµαντικότερο 

µέγεθος που χαρακτηρίζει τη λειτουργία µιας κεραίας. Από αυτό µπορεί να εξαχθεί η 

ισχύς που καταναλώνεται, αυτή που ακτινοβολείται στο µακρινό πεδίο της κεραίας ή

το ποσοστό της ισχύος που εγκλωβίζεται ταλαντούµενο στο κοντινό πεδίο της. 

Επίσης έστω ότι αναλύεται ένα πολύπλοκο µικροκυµατικό κύκλωµα που 

συµµετέχουν κεραίες. Τότε θα πρέπει να συµπεριληφθεί η αλληλεπίδραση των 

κεραιών µε τον χώρο που αυτές ακτινοβολούν τα ηλεκτροµαγνητικά τους κύµατα. 

Αντί αυτού µπορούµε να αντικαταστήσουµε την κεραία που ακτινοβολεί αλλά και το 

χώρο που µεταδίδεται η ακτινοβολία µε µία σύνθετη αντίσταση η οποία κάνει το 

πρόβληµα ευκολότερα διαχειρήσιµο. Η αγωγιµότητα εισόδου είναι:    
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( )
V
0IY =                             ( )34.3  

Έχοντας υπόψη της παραπάνω σχέσεις µπορούµε να εξάγουµε τα ολοκληρώµατα 

Fourier για τις τέσσερις κρίσιµες ποσότητες αγωγιµοτήτων εισόδου: ex,dltY , ap,dltY , 

ex,frlY  και ap,frlY . 
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Στο συγκεκριµένο σηµείο είναι αναγκαίο να εξεταστεί η σύγκλιση των 

ολοκληρωµάτων των σχέσεων ( )35.3  έως ( )38.3  προκειµένου να αποφασιστεί ποιες 

ποσότητες από αυτές είναι υπολογίσιµες και ποιες όχι. Και στα τέσσερα 

ολοκληρώµατα ο δρόµος ολοκλήρωσης είναι αµιγώς πραγµατικός.  

 

Μελέτη ολοκληρωτέων 

 Για τον υπολογισµό των ολοκληρωµάτων είναι αναγκαία η µελέτη των 

σχετικών ολοκληρωτέων συναρτήσεων. Θα πρέπει να γνωρίζουµε σε ποια σηµεία η 

εκάστοτε ολοκληρωτέα απειρίζεται όπως και εάν είναι πλειότιµη που ευρίσκονται τα 

κλαδικά σηµεία της και οι κλαδικές τοµές. Σε πρώτη φάση ορίζουµε τις συναρτήσεις: 

( )
( ) ( ) ( )22)1(

0
22

0
22ex,dlt

ζkαΗζkαJζk
1ζh

−⋅⋅−⋅⋅−
=                       ( )39.3  
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( ) ( )22)1(

0
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−⋅⋅ζ−
=                                               ( )40.3  
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⋅=                       ( )41.3  
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( ) ( ) ( )
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ζkbHζkαH
jζh
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⋅=                                   ( )42.3  

Είναι οι ολοκληρωτέες συναρτήσεις των παραπάνω ολοκληρωµάτων ( )35.3  έως 

( )38.3  έχοντας αγνοήσει κάποια πραγµατική θετική πολλαπλασιαστική σταθερά. 

 Σε αυτό το σηµείο αναζητούµε στοιχεία του συνόλου των πεπερασµένων 

µιγαδικών αριθµών (όχι το άπειρο σηµείο) για τα οποία οι ολοκληρωτέες 

απειρίζονται. Σαν δεδοµένα έχουµε τα όρια: 
( ) ( ) ∞=

→
zHlim 1

00z
                ( )43.3  

( ) 1zJlim 00z
=

→
                            ( )44.3  

Επίσης είναι γνωστή η ασυµπτωτική έκφραση της συνάρτησης Hankel µηδενικής 

τάξης και πρώτου είδους για µικρά ορίσµατα (συνδυασµός σχέσης 8.6.9  σελίδας 375  

της παραποµπής [ ]2  και ( )11.3 ): 

( ) ( ) ( ) 0z,zln
π

j2~zH 1
0 →⋅

⋅                ( )45.3  

Εποµένως µπορεί εύκολα να εξαχθεί το όριο: 

( ) ( ) ( )( ) 0zHzlim45.3 1
0

2

0z
=⋅⇒

→
               ( )46.3  

Όπως γίνεται κάποια από τα µοναδικά πεπερασµένα σηµεία που είναι υποψήφια 

σηµεία απειρισµού των παραπάνω ολοκληρωτέων είναι εκείνα που µηδενίζουν τα 

ορίσµατα των ειδικών συναρτήσεων που αυτές περιέχουν. ∆ηλαδή το ζεύγος σηµείων  

kζ ±= : 

( )
( )

( )
( ) ∞=⇒

±→ζ
ζhlim39.3 ex,dltk

44.3

46.3
              ( )47.3  

( )
( )

( ) ∞=⇒
±→ζ

ζhlim40.3 ap,dltk

46.3
              ( )48.3  

( )
( )

( )( )
( ) ∞=⇒

±→ζ
ζhlim41.3 ex,frlk

44.343.3

46.3
             ( )49.3  

( )
( )

( )
( ) ∞=⇒

±→ζ
ζhlim42.3 ap,frlk

43.3

46.3
              ( )50.3  

Παρατηρούµε πως ένα σηµείο απειρισµού από τα δύο ευρίσκεται πάνω στον δρόµο 

ολοκλήρωσης. Πρόκειται για το σηµείο kζ =  και κατά συνέπεια θα πρέπει να 

επισηµανθεί κατά πόσο η συγκεκριµένη ανωµαλία είναι ολοκληρώσιµη ή όχι. 

Υποψήφια σηµεία απειρισµού είναι επίσης εκείνα που µηδενίζουν τον παρονοµαστή 
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των εκάστοτε ολοκληρωτέων συναρτήσεων. ∆εδοµένου πως η συνάρτηση Hankel δεν 

µηδενίζει ποτέ ταυτόχρονα το πραγµατικό και το φανταστικό της µέρος αναγκαίο 

είναι να διερευνηθεί η συνάρτηση Bessel πρώτου είδους στον παρονοµαστή των 

σχέσεων ( )39.3  και ( )41.3 . Είναι γνωστό ότι η συγκεκριµένη συνάρτηση για 

φανταστικό όρισµα (που είναι η αντίστοιχη Neumann πρώτου είδους) είναι µη 

µηδενική άρα το όρισµα της συνάρτησης µπορεί να την απειρίσει για ( )k,0ζ∈  όπου 

είναι πραγµατικό και θετικό. Το µέγιστο όρισµά της είναι για 0ζ =  δηλαδή το kα ⋅ . 

Το ελάχιστο θετικό όρισµα που απειρίζει την συνάρτηση ( )zJ0  όπως προκύπτει από 

πίνακες είναι περίπου ίσο µε 4.2 . Άρα θα πρέπει προκειµένου να υπάρχει πρόβληµα 

µηδενισµού παρονοµαστή να ισχύει: 4.2kα >⋅  κάτι που δεν είναι δυνατόν καθώς 

µιλάµε για λεπτές κεραίες. 

 Όσον αφορά τον έλεγχο πλειοτιµότητας των ολοκληρωτέων συναρτήσεων, 

µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι περιέχουν την στοιχειώδη συνάρτηση ( )ζγ  που 

δίνεται από τη σχέση ( )32.3 . Εποµένως υπάρχει µία πηγή πλειοτιµότητας και τα 

σηµεία kζ ±=  είναι κλαδικά σηµεία. Επίσης εξαιτίας της πλειοτιµότητας του 

λογαρίθµου και της ασυµπτωτικής σχέσης ( )45.3  και η δεύτερη πηγή πλειοτιµότητας 

καταδεικνύει ως κλαδικά σηµεία τα kζ ±= . Σηµειωτέον ότι οι συγκεκριµένες 

παρατηρήσεις ισχύουν και για τις τέσσερις ολοκληρωτέες συναρτήσεις καθώς 

περιέχουν την συνάρτηση Hankel στην οποία αναφέρεται η σχέση ( )45.3 . Μπορεί 

µάλιστα να αποδειχθεί ότι το σύνολο αυτών έχει µία κλαδική τοµή που ενώνει τα δύο 

κλαδικά σηµεία µέσω του απείρου. Μία τέτοια συζήτηση γίνεται στις σελίδες 

318316 −  της παραποµπής [ ]6 . Πιο συγκεκριµένα το ένα τµήµα της κλαδικής τοµής 

ξεκινά από το κλαδικό σηµείο kζ =  και εκτείνεται εξολοκλήρου στο άνω και δεξί 

τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου ζ . Το άλλο τµήµα της κλαδικής τοµής ξεκινά 

από το κλαδικό σηµείο kζ −=  και εκτείνεται εξολοκλήρου στο κάτω και αριστερό 

τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου ζ . Συµπερασµατικά αναφέρουµε ότι και οι 

τέσσερις ολοκληρωτέες συναρτήσεις έχουν κλαδικό σηµείο και σηµείο απειρισµού 

ταυτόχρονα το  kζ =  το οποίο ανήκει στο µονοπάτι της ολοκλήρωσης. Μία επιλογή 

κλαδικής τοµής φαίνεται στο παρακάτω σχήµα  1.3 : 
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Έλεγχος delta/exact 

Προκειµένου να εξετάσουµε αν συγκλίνει ή όχι το ολοκλήρωµα της σχέσης 

( )35.3  θα πρέπει να εξάγουµε ασυµπτωτικές εκφράσεις τόσο για την περιοχή 

απειρισµού της ολοκληρωτέας (όπως προκύπτει από την σχέση ( )47.3 ) όσο και για 

την περιοχή του +∞→ζ . Αυτό διότι το ένα άκρο του ολοκληρώµατος είναι το 

άπειρο και δεν γνωρίζουµε αν η ολοκληρωτέα πηγαίνει µε επαρκώς µεγάλη ταχύτητα 

στο µηδέν.  Για την περιοχή του kζ =  έχουµε: 
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               ( )51.3  

Κατά την παραπάνω σειρά πράξεων χρησιµοποιήθηκαν οι ασυµπτωτικές σχέσεις: 

( ) ( ) kζ,k2ζkζk 22 →⋅⋅−→−                                                           ( )52.3  

που ισχύει καθώς η ποσότητα συνολικά τείνει στο µηδέν και: 

( ) ( ) kζ,ζklnsζkln →−→+−               ( )53.3  

που ισχύει καθώς η συνολική ποσότητα τείνει στο άπειρο σηµείο για οποιονδήποτε 

τυχαίο µιγαδικό αριθµό s . Μία παράγουσα της συνάρτησης της σχέσης ( )51.3  

συµβολίζεται µε ( ) ( )ζH k
ex,dlt  και είναι: 

( ) ( ) ( )( )ζklnlnζH k
ex,dlt −−=               ( )54.3  

Αν υπολογίσουµε την διαφορά των τιµών της για σηµεία πολύ κοντά στο kζ =  θα 

διαπιστώσουµε ότι είναι απροσδιόριστη καθώς: 
( ) ( ) ∞=

+→
ζHlim k

ex,dltkζ
              ( )55.3  

( ) ( ) ∞=
−→

ζHlim k
ex,dltkζ

              ( )56.3  

Εποµένως η ανωµαλία της ( )ζh ex,dlt  στο kζ =  είναι µη ολοκληρώσιµη. Αυτό το 

γεγονός δεν θα µας αναγκάσει να παραιτηθούµε από την προσπάθεια υπολογισµού 

του εν λόγω ολοκληρώµατος.  

Παράγουµε την ακόλουθη συλλογιστική. Εάν το σηµείο kζ =  δεν βρισκόταν 

πάνω στο δρόµο ολοκλήρωσης (που όπως συνηθίζεται στα ολοκληρώµατα Fourier 

επιλέχθηκε να είναι ο πραγµατικός θετικός ηµιάξονας αρχικά) τότε προφανώς δεν 

υπάρχει κανένα θέµα απειρισµού της συνάρτησης. Για να αποµακρυνθεί το σηµείο 

kζ =  από τον πραγµατικό άξονα θα πρέπει [ ] 0kIm ≠  κάτι που µπορεί να γίνει µόνο 

αν υποτεθεί ότι το υλικό µέσο διάδοσης των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων έχει 

απώλειες. Μάλιστα κάτι τέτοιο θα συνεπάγεται [ ] 0kIm >  (και όχι [ ] 0kIm <  το οποίο 

όπως έχει αποδειχθεί είναι αδύνατο) που συνδέεται µε την επιλογή χρονικής 

εξάρτησης των ηλεκτροµαγνητικών µεγεθών που έχει γίνει. Ας θεωρηθεί τώρα ότι το 
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υλικό έχει ολοένα και πιο µικρές απώλειες οπότε [ ] +→ 0kIm . Σε αυτή την 

περίπτωση το ολοκλήρωµα (στη συγκεκριµένη περιοχή) συγκλίνει καθώς το σηµείο 

kζ =  δεν ανήκει (εξαιτίας του ορισµού του ορίου) στον πραγµατικό δρόµο 

ολοκλήρωσης. Θα µπορούσε εποµένως να γίνει ο υπολογισµός του ολοκληρώµατος 

γι’ αυτή την κατάσταση. ∆ηλαδή µετατρέψαµε ένα δεδοµένα αποκλίνον ολοκλήρωµα 

σε µία ισοδύναµη (και όχι βέβαια ίση) συγκλίνουσα µορφή. Αντιστοιχήσαµε σε ένα 

αποκλίνον µέγεθος µία πεπερασµένη τιµή. Μάλιστα µπορεί να αποφευχθεί η 

δυσκολία του ορίου αν λάβουµε υπόψη το θεώρηµα του Cauchy.  

Σύµφωνα µε αυτό ο δρόµος ολοκλήρωσης µπορεί να τροποποιηθεί χωρίς να 

αλλάξει η τιµή του ολοκληρώµατος αν αυτή η τροποποίηση γίνει εντός του χώρου 

αναλυτικότητας της ολοκληρωτέας συνάρτησης. Πράγµατι η ολοκληρωτέα 

συνάρτηση είναι αναλυτική στο κάτω και δεξί τεταρτηµόριο και άρα ο δρόµος 

ολοκλήρωσης θα µπορούσε να τροποποιηθεί µέσω αυτού. ∆ηλαδή αν από το σηµείο 

εkζ −=  έως το εkζ +=  (όπου kε0 << )  ακολουθηθεί ένα µονοπάτι 

ολοκλήρωσης µε σχήµα τυχαίας απλής γραµµής ( )εL  που θα εκτείνεται εξολοκλήρου 

στο κάτω και δεξί τεταρτηµόριο τότε η τιµή του ολοκληρώµατος θα είναι η ίδια. 

∆ηλαδή η τροποποίηση που µπορεί να γίνει φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 2.3 .  

 
Με άλλα λόγια θα ισχύει η ισότητα: 

 ( ) ( )
( )

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅⋅

⋅
⋅

= ∫∫∫
+∞

+

−

εk
ex,dlt

εL
ex,dlt

εk

0
ex,dlt

0
ex,dlt ζdζhζdζhζdζh

ζπ
k4Y . 

 Εποµένως στο πρόβληµα του σηµείου kζ =  δόθηκε λύση µε την από κάτω 

παράκαµψη. Το άλλο ερωτηµατικό για τη σύγκλιση ή όχι του ολοκληρώµατος αφορά 

το άπειρο άνω άκρο αυτού. Θα πρέπει κατά συνέπεια να εξαχθεί ασυµπτωτική 
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προσέγγιση της συνάρτησης ( )ζh ex,dlt  για µεγάλες τιµές της µεταβλητής ζ  έχοντας 

υπόψη ότι ( 0ν =  στις σχέσεις 3.6.9  και 4.6.9  σελίδας 375  της παραποµπής [ ]2 ): 

( ) ( ) ( )zjΗ
2
πjzK 1

00 ⋅⋅
⋅

=                                                           ( )57.3  

( ) ( )zIzjJ 00 =⋅                                                                        ( )58.3  

για κάθε επιτρεπτό µιγαδικό αριθµό z . Σε αυτό το σηµείο προχωρούµε στην εξαγωγή 

της ασυµπτωτικής έκφρασης: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

⇒+∞→
⋅⋅

⋅
⋅⋅⋅−

⇒+∞→
⋅⋅⋅⋅⋅⋅−

ζ,
ζαK

πj
2ζαIζ

1~ζh

ζ,
ζjαΗζjαJζ

1~ζh

00
2

ex,dlt

57.3

58.3)1(
00

2ex,dlt

 

( ) ( ) ( ) +∞→
⋅⋅⋅⋅

ζ,
ζαKζαIζ

1~ζh
00

2ex,dlt              ( )59.3  

Αν ληφθεί υπόψη η ασυµπτωτική έκφραση ( 0ν =  στη σχέση 5.7.9  σελίδας 378  της 

παραποµπής [ ]2 ) : 

( ) ( ) ∞→
⋅

⋅ z,
z2

1~zKzI 00                ( )60.3  

Τότε θα προκύψει: 

 ( )
( )

( ) ( ) +∞→⇒+∞→

⋅⋅
⋅

⇒ ζ,
ζ
1~ζhζ,

ζα2
1ζ

1~ζh59.3 ex,dlt
2

ex,dlt

60.3
         ( )61.3  

Προφανώς η παράγουσα ( ) ( )ζH ex,dlt
∞  για τη συγκεκριµένη συνάρτηση είναι η: 

( ) ( ) ( )ζlnζH ex,dlt =∞                            ( )62.3  

Κατά συνέπεια θα έχουµε: 
( ) ( ) ∞=∞

+∞→
ζHlim ex,dltζ

                ( )63.3  

Μπορεί εύκολα να εξαχθεί το συµπέρασµα ότι το ολοκλήρωµα αποκλίνει µε αιτία την 

µη συγκλίνουσα συµπεριφορά της ολοκληρωτέας για  +∞→ζ . Μάλιστα στη 

συγκεκριµένη περίπτωση δεν µπορεί να τροποποιηθεί ο δρόµος ολοκλήρωσης ώστε 

να καταλήξουµε σε συγκλίνον αποτέλεσµα καθώς πρόκειται για άπειρο άκρο. 

Άλλωστε δεδοµένου ότι:  

( ) 0ζhlim ex,dltζ
=

+∞→
                ( )64.3  
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οποιαδήποτε τροποποίηση πεπερασµένου µήκους της διαδροµής στην περιοχή όπου 

+∞→ζ  θα έχει µηδενική συνεισφορά στο τελικό αποτέλεσµα. Επίσης αποκλίσεις 

που οφείλονται σε αυτόν τον τύπο ανωµαλίας της ολοκληρωτέας συνάρτησης (άπειρο 

άκρο) δεν µπορούν να αρθούν µε την τροποποίηση του δρόµου. 

 Όµως το συγκεκριµένο ολοκλήρωµα είναι µιγαδικό και άρα στην περίπτωση 

που µόνο ένα από τα δύο µέρη του (πραγµατικό, φανταστικό) αποκλίνει και πάλι 

αυτό χαρακτηρίζεται ως αποκλίνον. Γι’ αυτό το λόγο είναι χρήσιµο να χωρίσουµε την 

ολοκληρωτέα σε πραγµατικό και φανταστικό µέρος και να τα εξετάσουµε ξεχωριστά 

µήπως και κάποιο από τα δύο ολοκληρώµατα είναι συγκλίνον στο άπειρο. Για να 

γίνει αυτό είναι αναγκαία η ταυτοτική ισότητα για κάθε επιτρεπτό µιγαδικό αριθµό z  

( 0ν =  στη σχέση 5.6.9  της σελίδας 375  της παραποµπής [ ]2 ): 

( ) ( ) ( )zK
π
2zIjzjY 000 ⋅−⋅=⋅                ( )65.3  

Πιο συγκεκριµένα για ( )εkζ0 −<<  θα έχουµε: 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )66.3

ζkαYζkαJζkαJζk

ζkαY
j

ζkαYζkαJζk
1ζh

ζkαYζkαJζkαJζk

ζkαYjζkαJ
ζh

ζkαYjζkαJζkαJζk
1ζh

39.3

222
0

222
0

22
0

22

22
0

222
0

222
0

22ex,dlt

222
0

222
0

22
0

22

22
0

22
0

ex,dlt

22
0

22
0

22
0

22ex,dlt

−⋅+−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅
⋅−

−
−⋅+−⋅⋅−

=

⇒
−⋅+−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅⋅−−⋅
=

⇒
−⋅⋅+−⋅⋅−⋅⋅−

=

⇒

 
Θυµίζουµε ότι οι συναρτήσεις ( )zY0  και ( )zJ0  για πραγµατικά ορίσµατα Rz∈  

επιστρέφουν πραγµατικές τιµές. Άρα ο παραπάνω διαχωρισµός είναι διαχωρισµός 

πραγµατικού και φανταστικού µέρους για ( )εkζ0 −<< . Για ( ) +∞<<+ ζεk  θα 

είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )⇒−⋅⋅⋅+−⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−

=

⇒
−⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−

=⇒

22
0

22
0

22
0

22ex,dlt

22)1(
0

22
0

22ex,dlt

kζjαYjkζjαJkζjαJζk
1ζh

kζjαΗkζjαJζk
1ζh39.3
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( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )58.3

22
0

22
0

22
0

22
0

22

ex,dlt

kζαΚ
π
2kζαIjj

kζαI
kζαIζk

1ζh ⇒

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅−−⋅⋅⋅+

+−⋅
⋅−⋅⋅−

=  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )22
0

22
0

22ex,dlt

22
0

22
0

22
ex,dlt

kζαΚ2kζαIζk
πjζh

kζαΚ
π

j2kζαIζk

1ζh

−⋅⋅⋅−⋅⋅−

⋅
=

⇒
−⋅⋅

⋅
⋅−⋅⋅−

−=

 

Επειδή και οι συναρτήσεις ( )zI0  και ( )zK 0  για πραγµατικά ορίσµατα Rz∈  

επιστρέφουν πραγµατικές τιµές παρατηρούµε ότι για µεγάλα ορίσµατα η συνάρτηση 

είναι αµιγώς φανταστική. Άρα ο λόγος απόκλισης του συνολικού ολοκληρώµατος 

εκλείπει για το πραγµατικό του µέρος. Για να βρούµε λοιπόν την τελική έκφραση για 

το πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου (αν τελικά είναι συγκλίνουσα) θα 

πρέπει να εξεταστούν τα δύο πλέον ολοκληρώµατα που το συνιστούν (το πραγµατικό 

από το 0ζ =  έως το εkζ −=  και το ολοκλήρωµα της από κάτω παράκαµψης ( )εL ). 

Πρέπει να παρατηρηθεί ότι το ολοκλήρωµα ( )
( )
∫ ⋅
εL

ex,dlt ζdζh  είναι µηδενικό καθώς 

0ε→ , όπου ( )εL  είναι η τυχαίου σχήµατος απλή γραµµή που ξεκινά από το 

πραγµατικό σηµείο εkζ −= , φτάνει στο πραγµατικό σηµείο εkζ +=  και εκτείνεται 

αποκλειστικά στο κάτω και δεξί τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου του ζ . 

Πράγµατι αν επιλεγεί για γραµµή ένα ηµικύκλιο µε ακτίνα ε  (απλούστερη δυνατή 

επιλογή ανεξάρτητη του τελικού αποτελέσµατος) και κέντρο το σηµείο kζ =  τότε ο 

δρόµος θα είναι: 

( ) ( ) ( ) π2φπ,φjexpεkε,φζ:εL ⋅→→⋅⋅+=            ( )67.3  

Αν δοκιµάσουµε να υπολογίσουµε το σχετικό ολοκλήρωµα:  

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ⇒⋅⋅

⋅−−−
=⋅

⇒⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅⋅⋅−

=⋅

⇒⋅
∂

∂
⋅=⋅

⇒⋅=⋅

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

⋅

→→

⋅

→→

⋅

→→

→

π2

π
0ε

εL
ex,dlt0ε

π2

π
0ε

εL
ex,dlt0ε

51.3

67.3

π2

π

k
ex,dlt0ε

εL
ex,dlt0ε

εL

k
ex,dlt0ε

εL
ex,dlt

φdj
φjεln

1limζdζhlim

φdφjexpjε
φjexpεlnφjexpε

1limζdζhlim

φd
φ
ε,φζε,φζhlimζdζhlim

ζdζhlimζdζh
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( )
( )

( )( )
( ) ⇒

⋅−−−
⋅−−−

−=⋅ ∫∫
⋅

→→

π2

π
0ε

εL
ex,dlt0ε φjεln

φjεlndlimζdζhlim  

( )
( )

( )( )[ ]

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )68.30ζdζhlim

1lnζdζhlim
εln
εlnlnlimζdζhlim

πjεln
π2jεlnlnlimζdζhlim

φjεlnlnlimζdζhlim

εL
ex,dlt0ε

εL
ex,dlt0ε0ε

εL
ex,dlt0ε

53.3

0ε
εL

ex,dlt0ε

π2
π0ε

εL
ex,dlt0ε

=⋅

⇒−=⋅⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

−=⋅

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−−−
⋅⋅−−−

−=⋅

⇒⋅−−−−=⋅

∫

∫∫

∫

∫

→

→→→

→→

⋅

→→

 
Κατά την παραπάνω διαδικασία χρησιµοποιήθηκε το όριο του λογαρίθµου για µικρά 

ορίσµατα που είναι άπειρο, δηλαδή η σχέση ( )53.3  και το γεγονός ότι το πηλίκο δύο 

ποσοτήτων που πηγαίνουν στο άπειρο µε τον ίδιο τρόπο (ταχύτητα) είναι σταθερός 

µιγαδικός αριθµός. Το συγκεκριµένο αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο από το είδος της 

παράκαµψης ( )εL  κάτι που οφείλεται στο θεώρηµα του Cauchy και στην 

αναλυτικότητα της συνάρτησης. Αν συµβολίσουµε µε [ ]ex,dltex,dlt YReG =  το 

πραγµατικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας τότε  αυτό θα δίνεται από το ακόλουθο 

ολοκλήρωµα: 

( )
( )

( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )69.3ζd
ζkαYζkαJζk

1lim
ζπ
k4G

35.3

εk

0
222

0
222

0
220ε

0
ex,dlt

66.339.3

68.3

⋅
−⋅+−⋅⋅−

⋅
⋅
⋅

=

⇒

∫
−

→

 
Θα πρέπει και το συγκεκριµένο ολοκλήρωµα να ελεγχθεί κατά πόσον συγκλίνει. Πιο 

συγκεκριµένα θα αναζητηθεί ασυµπτωτική έκφραση στην περιοχή ενδεχόµενου 

απειρισµού (ο οποίος ενδέχεται µε τη σειρά του να είναι µη ολοκληρώσιµος) kζ =  

της ολοκληρωτέας συνάρτησης: 

( )
( ) ( ) ( )( )222

0
222

0
22ex,dlt

ζkαYζkαJζk
1ζw

−⋅+−⋅⋅−
=                                     ( )70.3  

Από τη σχέση 8.1.9  της σελίδας 360  της παραποµπής [ ]2  έχουµε την ασυµπτωτική 

έκφραση: 

( ) ( ) 0z,zln
π
2~zY0 →⋅                ( )71.3  

Με βάση αυτή έχουµε: 
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( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

⇒→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+⋅−

⇒→

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+⋅⋅⋅+⋅−⋅⋅

⇒→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅+⋅−⋅⋅

⇒

kζ,
ζkln

π
41ζk

1~ζw

kζ,

ζkln
2
1k2αln

π
41ζkk2

1~ζw

kζ,
ζkαln

π
41ζkk2

1~ζw70.3

2
2

ex,dlt

2

2

ex,dlt

222
2

ex,dlt

44.3

71.3

 

( ) ( ) ( ) kζ,
ζklnζk

1~ζw 2ex,dlt →
−⋅−

             ( )72.3  

Κατά την παραπάνω σειρά πράξεων χρησιµοποιήθηκε η ασυµπτωτική σχέση: 

( ) ( ) ( ) kζ,ζklnsζklnζkln 22 →−→+−+−                        ( )73.3  

που ισχύει καθώς η συνολική ποσότητα τείνει στο άπειρο σηµείο για οποιονδήποτε 

τυχαίο µιγαδικό αριθµό s  ενώ η ταχύτητα απειρισµού του τετραγώνου του 

λογαρίθµου είναι µεγαλύτερη του λογαρίθµου ενώσω  τα ορίσµατα τείνουν στο 

µηδέν. Η παράγουσα της συνάρτησης ( )ζw ex,dlt  είναι η:  

( ) ( ) ( )ζkln
1ζW k

ex,dlt −
−=                                                            ( )74.3  

Η συγκεκριµένη συνάρτηση είναι πεπερασµένη στην περιοχή του kζ = . Πράγµατι: 
( ) ( ) 0ζWlim k

ex,dltkζ
=

→
                ( )75.3  

Κατά συνέπεια θα µπορούµε να καταλήξουµε στον τελικό συγκλίνοντα τύπο για το 

πραγµατικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου µιας διπολικής κεραίας (µε 

τροφοδοσία τύπου delta – function και µε χρήση ακριβούς πυρήνα).  

( )
( ) ( ) ( )( ) ζd

ζkαYζkαJζk
1

ζπ
k4G69.3

k

0
222

0
222

0
22

0
ex,dlt ⋅

−⋅+−⋅⋅−
⋅

⋅
⋅

=⇒ ∫       ( )76.3  

Εάν µάλιστα γίνει η αλλαγή της µεταβλητής: 

tkζktkζktkkζt1kζ 22222222222 ⋅=−⇒⋅=−⇒⋅−=⇒−⋅=           ( )77.3  

εφόσον 0t >  κάτι που εξάγεται από τα νέα άκρα ολοκλήρωσης που είναι: 1t =  και 

0t = . Αν εξαχθεί και το διαφορικό: 

22 t1
dttkζd

t12
dtt2kζd

−

⋅
⋅−=⇒

−⋅

⋅⋅
⋅−=             ( )78.3  

Μπορούµε να φτάσουµε στον τελικό τύπο: 
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( )
( )

( )

( ) ( )( )
⇒⋅

−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅

⋅
⋅

−=⇒ ∫ dt
t1tkαYtkαJtk

tk
ζπ
k4G76.3

0

1
22

0
2
0

22
0

ex,dlt

77.3

78.3
 

( ) ( )( )
dt

tkαYtkαJt1t
1

ζπ
4G

1

0
2
0

2
0

2
0

ex,dlt ⋅
⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅

⋅
⋅

= ∫                       ( )79.3  

Η παραπάνω διαδικασία ελέγχου σύγκλισης των ολοκληρωµάτων θα πρέπει να 

επαναληφθεί για τον καθένα από τους τρεις εναποµείναντες συνδυασµούς διέγερσης 

και πυρήνα ολοκλήρωσης. Επειδή όµως υπάρχουν πολλά κοινά στοιχεία µε την 

παραπάνω ανάλυση η διαδικασία θα γίνει συνοπτικά. 

 Κάτι που πρέπει να τονιστεί είναι το γεγονός ότι η επιλογή να αναζητηθούν οι 

µορφές της αγωγιµότητας εισόδου και όχι της αντίστασης εισόδου αποδείχθηκε σοφή 

σε αυτή την περίπτωση. Πράγµατι ακόµα κι αν το πραγµατικό µέρος ενός µιγαδικού 

αριθµού είναι πεπερασµένο και το άλλο είναι άπειρο, τότε ο συγκεκριµένος µιγαδικός 

αριθµός είναι το άπειρο σηµείο του µιγαδικού επιπέδου. Ο αντίστροφός του θα είναι 

ανεξάρτητα του πραγµατικού µέρους του παρονοµαστή µηδενικός. ∆ηλαδή έχουµε 

την περίπτωση όπου δεν είναι ισοδύναµος ο υπολογισµός ενός µεγέθους και του 

αντιστρόφου του καθώς κατά τη µετατροπή χάνεται πληροφορία που δεν είναι 

δυνατόν να ανακτηθεί. ∆ηλαδή αν θεωρήσουµε την σύνθετη αντίσταση XjRZ ⋅+=  

και την σύνθετη αγωγιµότητα BjGY ⋅+=  θα ισχύει δεδοµένης της ισότητας 
Y
1Z =  

ότι: 222222 BG
Bj

BG
GXjR

BG
BjGXjR

BjG
1XjR

+
⋅−

+
=⋅+⇒

+
⋅−

=⋅+⇒
⋅+

=⋅+ . 

Οπότε 22 BG
GR
+

=  και 22 BG
BX
+

−= . Πράγµατι αν ±∞→B  τότε 0X,R →  

αδιαφορώντας για την  ενδεχόµενη πεπερασµένη τιµή του πραγµατικού µέρους. Κατά 

συνέπεια αν ο αρχικός στόχος ήταν ο υπολογισµός της αντίστασης εισόδου δε θα είχε 

εξαχθεί κανένα µετρήσιµο αποτέλεσµα και πιθανόν να είχε εγκαταλειφθεί η 

αντίστοιχη διαδικασία σε αντίθεση µε τώρα που υπάρχει το πραγµατικό µέρος της 

αγωγιµότητας εισόδου. Στο ερώτηµα τι το χρειαζόµαστε τη στιγµή που δεν 

γνωρίζουµε το φανταστικό απαντάµε πως δεν είναι το µέτρο της αγωγιµότητας 

εισόδου ενός στοιχείου που µας αφορά αλλά το πραγµατικό και το φανταστικό της 

µέρος. Και µόνο το πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου µιας διάταξης 

µπορεί να µας δώσει πληροφορίες για την κατανάλωση ισχύος αυτής. 
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Έλεγχος delta/approximate 

 Όπως προκύπτει από την ( )48.3  η συνάρτηση ( )ζh ap,dlt  έχει πρόβληµα 

απειρισµού στο kζ = . Η συγκεκριµένη συνάρτηση µοιάζει µε την ( )ζh ex,dlt  µε τη 

διαφορά ότι απουσιάζει η συνάρτηση Bessel πρώτου είδους από τον παρονοµαστή. 

Για kζ =  όµως το όρισµα της τελευταίας µηδενίζεται και από τη σχέση ( )44.3  

προκύπτει ότι το όριό της για µικρά ορίσµατα είναι µοναδιαίο. Άρα η ασυµπτωτική 

προσέγγιση της συνάρτησης ( )ζh ap,dlt  για kζ→  θα είναι ίδια µε αυτή της ( )ζh ex,dlt . 

Οπότε: 

( ) ( ) ( ) ( ) kζ,
ζklnζk

1~ζh51.3 ap,dlt →
−⋅−

⇒             ( )80.3  

Εποµένως ο συλλογισµός της παράκαµψης της ανωµαλίας µέσω της τροποποίησης 

του δρόµου ολοκλήρωσης ισχύει και στη συγκεκριµένη περίπτωση. Και πάλι δηλαδή 

θα έχουµε: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅⋅

⋅
⋅

=⇒ ∫∫∫
+∞

+

−

εk
ap,dlt

εL
ap,dlt

εk

0
ap,dlt

0
ap,dlt

40.3
ζdζhζdζhζdζh

ζπ
k4Y36.3         ( )81.3  

όπου ( )εL  είναι η τυχαίου σχήµατος απλή γραµµή που ξεκινά από το πραγµατικό 

σηµείο εkζ −= , φτάνει στο πραγµατικό σηµείο εkζ +=  και εκτείνεται 

αποκλειστικά στο κάτω και δεξί τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου του ζ . Όσον 

αφορά την περιοχή του απείρου +∞→ζ : 

( ) ( )
( )57.3

)1(
0

2ap,dlt ζ,
ζjαΗζ

1~ζh ⇒+∞→
⋅⋅⋅−

 

( )
( )

⇒+∞→
⋅⋅

⋅
⋅−

ζ,
ζαK

πj
2ζ

1~ζh
0

2
ap,dlt                                    ( )82.3  

Από τη σχέση 2.7.9  της σελίδας 378  της παραποµπής [ ]2  προκύπτει η ασυµπτωτική 

σχέση: 

( ) ( ) ∞→−⋅
⋅

z,zexp
z2
π~zK 0               ( )83.3  

 
Κατά συνέπεια µπορεί να εξαχθεί η προσέγγιση της ( )ζh ap,dlt  για +∞→ζ : 

( )
( )

( )
( )

⇒+∞→
⋅−⋅

⋅⋅
⋅

⇒ ζ,
ζαexp

ζα2
πζ

1~ζh82.3
2

ap,dlt

83.3
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( ) ( )
+∞→

⋅
⋅ ζ,
ζζ
ζαexp~ζh ap,dlt               ( )84.3  

Προφανώς το ολοκλήρωµα της παραπάνω συνάρτησης αποκλίνει στο άπειρο καθώς 

για µεγάλα ορίσµατα αυξάνει µονότονα και απεριόριστα (το ίδιο και για οποιαδήποτε 

διαδροµή στο µιγαδικό επίπεδο που τερµατίζεται στο άπειρο σηµείο). Άρα εφόσον εκ 

νέου τροποποίηση του δρόµου ολοκλήρωσης δεν θα δώσει αποτέλεσµα καταλήγουµε 

στο συµπέρασµα ότι το συγκεκριµένο µιγαδικό ολοκλήρωµα αποκλίνει. Και πάλι 

όµως δεν γνωρίζουµε αν κάποιο από τα µέρη του είναι πεπερασµένο. Επειδή η 

συνάρτηση Bessel πρώτου είδους είναι πραγµατική είτε µε πραγµατικό είτε µε 

φανταστικό όρισµα ο διαχωρισµός σε µέρη µπορεί να γίνει όπως στην πιο πάνω 

περίπτωση µε τη διαφορά ότι ο παράγοντας ( )22
0 ζkαJ −⋅  θα εκλείπει από τον 

παρονοµαστή. Πράγµατι για ( )εkζ0 −<<  θα έχουµε:  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )85.3
ζkαYζkαJζk

ζkαY
j

ζkαYζkαJζk

ζkαJ
ζh66.3

222
0

222
0

22

22
0

222
0

222
0

22

22
0

ex,dlt

−⋅+−⋅⋅−

−⋅
⋅−

−
−⋅+−⋅⋅−

−⋅
=⇒

 

Αντίστοιχα για εkζ +>  θα ισχύει: 

( )
( ) ( )22

0
22ap,dlt

kζαK2ζk
πjζh

−⋅⋅⋅−

⋅
=                        ( )86.3  

Και πάλι εξαιτίας του ότι η συνάρτηση ( )zK 0  είναι πραγµατική για 0z >  

καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι το πραγµατικό µέρος της σχέσης ( )81.3  περιέχει 

µόνο τα δύο πρώτα ολοκληρώµατα. ∆ηλαδή είναι: 

( ) 0ζdζhIm
εk

ap,dlt =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∫

+∞

+

              ( )87.3  

Μάλιστα επειδή για kζ→  η συνάρτηση ( )ζh ap,dlt  έχει την ίδια ασυµπτωτική 

προσέγγιση µε την ( )ζh ex,dlt  όπως φαίνεται από την ( )80.3  θα ισχύει και: 

( ) ( )
( )

0ζdζhlim68.3
εL

ap,dlt0ε
=⋅⇒ ∫→

             ( )88.3  

Άρα εφόσον ο δρόµος ολοκλήρωσης στο πρώτο ολοκλήρωµα είναι αµιγώς 

πραγµατικός µπορούµε να καταλήξουµε στο αποτέλεσµα για το ζητούµενο µέγεθος  
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[ ]ap,dltap,dlt YReG = : 

( )
( )

( )
( )[ ]

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )89.3ζd

ζkαYζkαJζk

ζkαJ
ζπ
k4G

ζdζhRelim
ζπ
k4G81.3

k

0
222

0
222

0
22

22
0

0
ap,dlt

εk

0
ap,dlt0ε

0
ap,dlt

88.3

87.3

∫

∫

⋅
−⋅+−⋅⋅−

−⋅
⋅

⋅
⋅

=

⇒⋅⋅
⋅
⋅

=⇒
−

→

 

Αν κάνουµε την γνωστή αλλαγή µεταβλητής 2t1kζ −⋅=  θα έχουµε: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ⇒⋅

−
⋅⋅

⋅⋅+⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅
⋅
⋅

−=⇒ ∫
0

1
22

0
2
0

22
0

0
ap,dlt

77.3

78.3
td

t1
tk

tkαYtkαJtk
tkαJ

ζπ
k4G89.3  

( )
( ) ( )( )∫ ⋅

⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅

⋅⋅
⋅

⋅
=

1

0
2
0

2
0

2

0

0
ap,dlt td

tkαYtkαJt1t

tkαJ
ζπ

4G                                     ( )90.3  

 

Έλεγχος frill/exact 

 Στην περίπτωση της τροφοδοσίας τύπου frill µε τη χρήση ακριβούς πυρήνα 

ολοκλήρωσης από τη σχέση ( )49.3  φαίνεται ότι για kζ =  και πάλι έχουµε απειρισµό 

και άρα µία απόπειρα εύρεσης ασυµπτωτικής προσέγγισης της συνάρτησης ( )ζh ex,frl  

για kζ→  πρέπει να διεξαχθεί. Πράγµατι: 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )3.44

2222
0

22

2222

ex,frl

45.3
kζ,

ζkαln
π

j2ζkαJζk

ζkbln
π

j2ζkαln
π

j2

~ζh41.3 ⇒→
−⋅⋅

⋅
⋅−⋅⋅−

−⋅⋅
⋅

−−⋅⋅
⋅

⇒  

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )3.53

ex,frl

ex,frl

3.52

ex,frl

2222ex,frl

kζ,
ζkln

2
1k2αln

π
j2k2ζk

1~ζh

kζ,
ζkk2αln

π
j2k2ζk

1~ζh

kζ,
ζkζkαlnζkζk

1~ζh

kζ,
ζkαln1ζk

b
αln

~ζh

⇒→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+⋅⋅⋅

⋅
⋅⋅⋅−

⇒→
−⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅⋅⋅−

⇒→
+⋅−⋅⋅+⋅−

⇒→
−⋅⋅⋅−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

( ) ( ) ( ) kζ,
ζklnζk

1~ζh ex,frl →
−⋅−

             ( )91.3  
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Εποµένως πάλι έχουµε µη ολοκληρώσιµη ανωµαλία στο kζ =  και κατά συνέπεια 

γίνεται η παράκαµψη της ανωµαλίας µέσω της τροποποίησης του δρόµου 

ολοκλήρωσης. Οπότε ξανά θα ισχύει: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅
=⇒ ∫∫∫

+∞

+

−

εk
ex,frl

εL
ex,frl

εk

0
ex,frl

0

ex,frl

40.3
ζdζhζdζhζdζh

α
blnζ

jk2Y37.3   ( )92.3  

όπου ( )εL  είναι η τυχαίου σχήµατος απλή γραµµή που ξεκινά από το πραγµατικό 

σηµείο εkζ −= , φτάνει στο πραγµατικό σηµείο εkζ +=  και εκτείνεται 

αποκλειστικά στο κάτω και δεξί τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου του ζ . 

Εφόσον η συγκεκριµένη δυσκολία παρακάµφθηκε στρέφουµε το ενδιαφέρον µας 

στην περιοχή του απείρου. Κάτι τέτοιο απαιτεί να εξαχθεί η αντίστοιχη ασυµπτωτική 

προσέγγιση για να αποφασιστεί η σύγκλιση ή όχι. Κατά τα γνωστά διαπιστώνουµε: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )83.3

60.3
00

2
00

ex,frl

00
2

00

ex,frl

57.3

)1(
00

2

)1(
0

)1(
0

ex,frl

ζ,
ζαKζαIζ
ζbKζαK

~ζh

ζ,
ζαK

2
πjζjαJζ

ζbK
2
πjζαK

2
πj

~ζh

ζ,
ζjαΗζjαJζ
ζjbΗζjαΗ

~ζh41.3

⇒+∞→
⋅⋅⋅⋅
⋅−⋅

−

⇒+∞→
⋅⋅

⋅
⋅⋅⋅⋅

⋅⋅
⋅

−⋅⋅
⋅

−

⇒+∞→
⋅⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅−⋅⋅

−⇒

 

( )
( ) ( )

⇒+∞→

⋅⋅
⋅

⋅−⋅
⋅⋅

−⋅−⋅
⋅⋅

− ζ,

ζα2
1ζ

ζbexp
ζb2

πζαexp
ζα2

π

~ζh
2

ex,frl  

( ) ( ) ( ) ( )
+∞→

⋅−
⇒+∞→

⋅

⋅−
− ζ,

ζ
ζαexp~ζhζ,

ζ
1ζ

ζαexp~ζh ex,frl
2

ex,frl                    ( )93.3  

∆εδοµένου πως 0α > ως µήκος η συνάρτηση ( )ζh ex,frl  τείνει στο µηδέν καθώς 

+∞→ζ  µε εκθετική ταχύτητα. Άρα το αντίστοιχο ολοκλήρωµα δεν έχει πρόβληµα 

απόκλισης. Κατά συνέπεια αν συµβολίσουµε ex,frlex,frlex,frl BjGΥ ⋅+=  καταλήγουµε 

στον τύπο: 

( )
( )

=⋅+=⇒ ex,frlex,frlex,frl

41.3
BjGY92.3  
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( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )94.3ζd

ζkαΗζkαJζk

ζkbHζkαH

α
blnζ

jk2
22)1(

0
22

0
22

22)1(
0

22)1(
0

εkεL

εk

0
0

⋅
−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅−−⋅
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅
= ∫∫∫

∞+

+

−

 

 

Έλεγχος frill/approximate 

 Για την περίπτωση χρήσης προσεγγιστικού πυρήνα τα πράγµατα διαφέρουν 

ελάχιστα από την παραπάνω ανάλυση. Πράγµατι απουσιάζει µόνο ο οµαλός (και µη 

µηδενικός για τις ηλεκτρικά µικρές ακτίνες κεραιών που µελετάµε) παράγοντας 

( )22
0 ζkαJ −⋅  από τον παρονοµαστή. Για αυτό το λόγο µπορούµε να καταλήξουµε 

στην ίδια ασυµπτωτική προσέγγιση για kζ→  καθώς ισχύει η σχέση ( )44.3  

( ) ( ) ( ) ( ) kζ,
ζklnζk

1~ζh91.3 ap,frl →
−⋅−

⇒                        ( )95.3  

Παρόµοια µε τις άλλες τρεις περιπτώσεις είναι αναγκαία η παράκαµψη της πιο πάνω 

µη ολοκληρώσιµης ασυνέχειας µε το γνωστό τρόπο. Άρα και πάλι θα είναι: 

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅+⋅+⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅
=⇒ ∫∫∫

+∞

+

−

εk
ap,frl

εL
ap,frl

εk

0
ap,frl

0

ap,frl

40.3
ζdζhζdζhζdζh

α
blnζ

jk2Y38.3   ( )96.3  

∆ε µένει παρά να εξάγουµε την ασυµπτωτική έκφραση της ολοκληρωτέας στο θετικό 

άπειρο. Κατά τα γνωστά: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )57.3

)1(
0

2

)1(
0

)1(
0

ap,frl ζ,
ζjαΗζ

ζjbΗζjαΗ~ζh42.3 ⇒+∞→
⋅⋅⋅

⋅⋅−⋅⋅
−⇒  

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )97.3ζ,

ζ
1~ζhζ,

ζαexpζ
ζαexp~ζh

ζ,
ζαexp

ζα2
πζ

ζbexp
ζb2

πζαexp
ζα2

π

~ζh

ζ,
ζαKζ

ζbKζαK
~ζh

ζ,
ζαK

2
πjζ

ζbK
2
πjζαK

2
πj

~ζh

2ap,frl2ap,frl

2
ap,frl

83.3

0
2

00
ap,frl

0
2

00

ap,frl

+∞→⇒+∞→
⋅−⋅

⋅−
−

⇒+∞→
⋅−⋅

⋅⋅
⋅

⋅−⋅
⋅⋅

−⋅−⋅
⋅⋅

−

⇒+∞→
⋅⋅

⋅−⋅
−

⇒+∞→
⋅⋅

⋅
⋅

⋅⋅
⋅

−⋅⋅
⋅

−
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∆εδοµένου πως µία παράγουσα της ασυµπτωτικής προσέγγισης της συνάρτησης 

( )ζh ap,frl  για +∞→ζ  είναι η: 

( ) ( )
ζ
1ζΗ ap,frl −=∞                 ( )98.3   

η οποία είναι πεπερασµένη για +∞→ζ  και άρα το ολοκλήρωµα δεν παρουσιάζει 

πρόβληµα απόκλισης στο άπειρο. Κατά συνέπεια αν συµβολίσουµε 

ap,frlap,frlap,frl BjGΥ ⋅+=  καταλήγουµε στον τύπο: 

( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )99.3ζd

ζkαΗζk

ζkbHζkαH

α
blnζ

jk2

BjGY96.3

22)1(
0

22

22)1(
0

22)1(
0

εkεL

εk

0
0

ap,frlap,frlap,frl

42.3

⋅
−⋅⋅−

−⋅−−⋅
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅
=

=⋅+=⇒

∫∫∫
∞+

+

−

 
∆ηλαδή µόλις εξάχθηκαν οι τέσσερις τύποι πάνω στους οποίους θα στηριχθεί η 

διαδικασία έρευνας και αναζήτησης των ιδιοτήτων της αγωγιµότητας εισόδου της 

άπειρης κεραίας µε διάφορα µοντέλα τροφοδοσίας και πυρήνες ολοκλήρωσης. 
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(4) ΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΙ 
 

Επιλογή παράκαµψης 

Είναι αναγκαίο να επιλεγεί το σχήµα της από κάτω παράκαµψης ( )εL  της µη 

ολοκληρώσιµης ανωµαλίας στο kζ =  προκειµένου να υλοποιηθούν οι σχετικοί 

υπολογισµοί. Η παραπάνω αναγκαιότητα ισχύει µόνο στον υπολογισµό της 

αγωγιµότητας εισόδου χρησιµοποιώντας τροφοδοσία τύπου frill καθώς µόνο τότε 

χρειάζεται το ολοκλήρωµα µέσω του δρόµου ( )εL .  Επιλογή µας είναι η παράκαµψη 

να έχει σχήµα ορθογωνικό µε µήκος P  και ύψος Q , οπότε θα είναι 
2
Pε = . Φυσικά το 

σχήµα της γραµµής δεν παίζει κανένα απολύτως ρόλο κάτι που εξηγείται από το 

θεώρηµα του Cauchy και την αναλυτικότητα της ολοκληρωτέας  συνάρτησης. 

∆ηλαδή ο δρόµος ολοκλήρωσης θα είναι όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 1.4 . 

 
Παρατηρούµε ότι η διαδροµή αποτελείται από πέντε ευθύγραµµα τµήµατα τα τρία 

από τα οποία συνιστούν την τετραγωνική από κάτω παράκαµψη. Υφίσταται 

αρίθµηση για τα τµήµατα ολοκλήρωσης η οποία θα διατηρηθεί και για τα αντίστοιχα 

ολοκληρώµατα. Επίσης εµφανίζεται και µία τυχαία επιλογή του σχήµατος της 

κλαδικής τοµής του κλαδικού σηµείου kζ =  η οποία κείται αποκλειστικά στο άνω 
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και δεξί τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου ζ . Οι εξισώσεις των δρόµων που 

απεικονίζονται στο παραπάνω σχήµα είναι οι ακόλουθες: 

( )

( )

( )

( )

( )

( )1.4

Bt
2
PkSttζ

B0tQS,
2
Pktjtζ

B
2
Pkt

2
PkS,Qjttζ

BQt0S,
2
Pktjtζ

B
2
Pkt0S,ttζ

555

444

333

222

111

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=+∞→→+==

=→→−=++⋅=

=+→→−=⋅−=

=−→→=−+⋅=

=−→→==

 

όπου 5,...,1n,Sn =  είναι τα κάτω άκρα ολοκλήρωσης και 5,...,1n,Bn =  τα άνω 

άκρα ολοκλήρωσης. Οι παράγωγοι των παραπάνω συναρτήσεων δίνονται προφανώς 

από τους τύπους: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2.4
j

dt
tζd

dt
tζd

1
dt

tζd
dt

tζd
dt

tζd

1.4
42

531

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

==

===
⇒  

Παρατηρούµε ότι είναι σταθερές ποσότητες ανεξάρτητες της µεταβλητής 

ολοκλήρωσης t  αλλά και αδιάστατες. Άρα θα µπορούµε να γράψουµε: 

( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )∑ ∫

=

⋅
−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅−−⋅
⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅
=

=⋅+⇒

5

1n

Bn

Sn
2
n

2)1(
0

2
n

2
0

2
n

2

2
n

2)1(
0

2
n

2)1(
0n

0

ex,frlex,frl

3.4dt
tζkαΗtζkαJtζk

tζkbHtζkαH
dt

tζd

α
blnζ

jk2

BjG94.3

 
 
αλλά και για το αντίστοιχο µέγεθος του προσεγγιστικού πυρήνα: 
( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )∑ ∫

=

⋅
−⋅⋅−

−⋅−−⋅
⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅
=

=⋅+⇒

5

1n

Bn

Sn
2
n

2)1(
0

2
n

2

2
n

2)1(
0

2
n

2)1(
0n

0

ap,frlap,frl

4.4dt
tζkαΗtζk

tζkbHtζkαH
dt

tζd

α
blnζ

jk2

BjG99.3

 

 
Φυσικά προκειµένου να κρατήσουµε την ανάλυσή µας στο δεξί και κάτω 

τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου της µεταβλητής ζ  πρέπει να είναι: kP0 <<  

και 0Q > .  
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Αδιαστατοποίηση 

Προκειµένου να υπολογιστούν οι τελικοί τύποι είναι αναγκαίο να µην 

εξαρτώνται φαινοµενικά από τη συχνότητα λειτουργίας και τροφοδοσίας. ∆ηλαδή θα 

ήταν κοµψότερο να συµµετέχουν στις διάφορες εξισώσεις µόνο τα ηλεκτρικά µήκη 

του προβλήµατος και να µην υπάρχει εξάρτηση από το µήκος κύµατος λ . Ας έχουµε 

υπόψη µας ότι: 

λ
π2k ⋅

=                   ( )5.4  

Επίσης δεν ξεχνούµε ότι η χαρακτηριστική αντίσταση του κενού σαν µέσο διάδοσης 

έχει τιµή σε ( )Ω : 

Ωπ120ζ 0 ⋅=                  ( )6.4  

Τότε πράγµατι: 

( )
( )

( )

( )7.4Sdt
tπ2

λ
αYtπ2

λ
αJt1t

1
π30

1G

Sdt
t

λ
π2αYt

λ
π2αJt1t

1
π201π

4G79.3

1

0 2
0

2
0

2
2ex,dlt

1

0 2
0

2
0

2
ex,dlt

5.4

6.4

⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅⋅−⋅

⋅
⋅

=

⇒⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅
⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅
⋅⋅−⋅

⋅
⋅⋅

=⇒

∫

∫

 

Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι όλη η εντός του ολοκληρώµατος ποσότητα είναι 

αδιάστατη και όντως οι µονάδες προέρχονται από την χαρακτηριστική αντίσταση του 

κενού. Μία ανάλογη διαδικασία µπορεί να γίνει και για το ολοκλήρωµα του 

πραγµατικού µέρους της αγωγιµότητας εισόδου στην περίπτωση διέγερσης τύπου 

delta – function και χρήσης προσεγγιστικού πυρήνα: 

( )
( )

( )

( )8.4Sdt
tπ2

λ
αYtπ2

λ
αJt1t

tπ2
λ
αJ

π30
1G

Sdt
t

λ
π2αYt

λ
π2αJt1t

t
λ
π2αJ

π201π
4G90.3

1

0 2
0

2
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2

0

2ap,dlt

1

0 2
0

2
0

2

0
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5.4

6.4

⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⎛ ⋅⋅⋅⋅−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅
⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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⋅
⋅⋅−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⋅
⋅

⋅
⋅⋅

=⇒

∫

∫

 

Τα πράγµατα για τις περιπτώσεις του frill generator είναι περισσότερο 

πολύπλοκα. Στις περιπτώσεις αυτές η µεταβλητή ολοκλήρωσης t  έχει µονάδες 

αντιστρόφου µήκους και δεν είναι αδιάστατη (η ολοκλήρωση γίνεται στο µιγαδικό 

επίπεδο ζ  του αντίστροφου µετασχηµατισµού Fourier από τη µεταβλητή µήκους z ). 
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∆ηλαδή τα άκρα ολοκλήρωσης nS  και nB  µε 5,...,1n =  έχουν διαστάσεις 

αντιστρόφου µήκους. Μπορούµε να γράψουµε (οι παράγωγοι εξέρχονται των 

ολοκληρωµάτων ως σταθερές και αδιάστατες ποσότητες): 

( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )9.4Sdt

tζλπ2
λ
αΗtζλπ2

λ
αJtζλπ2

tζλπ2
λ
bHtζλπ2

λ
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dt
tζd

α
blnλ03

λjBjG
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0
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0
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n
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0
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2
n

2)1(
0

2
n

2)1(
0n

ex,frlex,frl

5.4

n

n

∫

∑

∑ ∫

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅⋅⋅−⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅⋅

⋅

⋅⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅

⋅
=⋅+

⇒⋅
−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅−−⋅
⋅⋅

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⋅⋅

⋅⋅⋅
=⋅+⇒

=

=

 

Αν καταχρηστικά επαναορίσουµε τις εξισώσεις τον πέντε διαδροµών στο µιγαδικό 

επίπεδο δηλαδή αδιαστατοποιήσουµε τους σταθερούς προσθετικούς όρους αλλά όχι 

τη µεταβλητή t ): 

( )

( )

( )

( )

( )

( )10.4

ttζ
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λPπ2tjtζ

λQjttζ
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Τότε ισχύει ότι: 

( ) ( ) 5,...,1n,tλζtζλ nn =⋅=⋅                                                                                 ( )11.4  
 
Κατά συνέπεια έχουµε: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )12.4Sdu
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όπου οι συναρτήσεις  ( ) 5,...,1n,uζ n =  θα εξάγονται από τις σχέσεις ( )10.4  και οι 

παράγωγοι από τις απλές σχέσεις ( )2.4 . Παρατηρούµε ότι όλα τα µεγέθη µήκους 

( )b,α  είναι διαιρεµένα µε το µήκος κύµατος και όλα τα µεγέθη αντιστρόφου µήκους 

είναι πολλαπλασιασµένα µε το µήκος κύµατος ( )5,...,1n,B,S nn = . Εποµένως 

υπάρχει µία πλήρης αδιαστατοποίηση και καµία ευθεία εξάρτηση από τη συχνότητα 

τροφοδοσίας.  Με µία εντελώς όµοια διαδικασία  εξάγουµε και τον αντίστοιχο τελικό 

τύπο χρησιµοποιώντας τον προσεγγιστικό πυρήνα ολοκλήρωσης. Πράγµατι αν 

αφαιρεθεί ο παράγοντας της συνάρτησης Bessel από τον παρονοµαστή θα έχουµε: 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( )13.4Sdu
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 Όπως µπορεί να παρατηρήσει κανείς το άνω άκρο του πέµπτου 

ολοκληρώµατος από τα αθροίσµατα στην περίπτωση frill είναι το θετικό άπειρο. Τα 

συνηθισµένα υπολογιστικά πακέτα (όπως το Matlab που εµείς χρησιµοποιούµε) 

µπορούν να δώσουν απάντηση σε ολοκληρώµατα µε άπειρο άκρο µόνο σε κάποιες 

απλές περιπτώσεις όπου η ολοκλήρωση γίνεται αναλυτικά. Κάτι τέτοιο δεν µπορεί να 

εφαρµοστεί στη δικιά µας περίπτωση όπου οι ολοκληρωτέες είναι αρκετά 

πολύπλοκες και απαιτείται αριθµητική ολοκλήρωση. Κατά συνέπεια πρέπει το 

συγκεκριµένο άπειρο άκρο να αντικατασταθεί από έναν πεπερασµένο µεγάλο θετικό 

αριθµό M . Τόσο µεγάλο που το ολοκλήρωµα των παραπάνω συναρτήσεων από 

Μu =  έως +∞=u  να είναι αµελητέο µπροστά στην τιµή του ολοκληρώµατος µε 

άκρα 
2
λQπ2u ⋅

+⋅=   και Μu = . Αυτό το ζήτηµα αλλά και κάποια άλλα ανάλογης 

φύσης θα συζητηθούν στην ενότητα της υλοποίησης των προγραµµάτων.  
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Εκτίµηση συναρτήσεων 

Όπως έχει διαπιστωθεί στη µελέτη των ολοκληρωτέων (που γίνεται κατά 

κύριο λόγο στην παραποµπή [ ]6 ) οι συγκεκριµένες συναρτήσεις είναι πλειότιµες. Πιο 

συγκεκριµένα υπάρχει στη συγκεκριµένη παραποµπή απόδειξη ότι οι ολοκληρωτέες 

συναρτήσεις ( )ζh ex,dlt , ( )ζh ap,dlt , ( )ζh ex,frl  και ( )ζh ap,frl  είναι άπειρες φορές 

πλειότιµες, έχουν δύο κλαδικά σηµεία τα kζ ±=  και µία κλαδική τοµή που τα ενώνει 

µέσω του απείρου σηµείου. Μάλιστα η συγκεκριµένη γραµµή εκτείνεται στο πάνω 

και δεξιό και στο κάτω και αριστερό τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου ζ . Όπως 

φαίνεται από τις εξισώσεις των συναρτήσεων ( )39.3  έως ( )42.3  οι ολοκληρωτέες 

συναρτήσεις περιέχουν όλες την ποσότητα ( )α,ζKap  (δηλαδή την συνάρτηση Hankel 

όπως φαίνεται από την ( )12.3 ) στην οποία οφείλεται η πλειότιµη συµπεριφορά τους. 

Κατά συνέπεια οποιαδήποτε ανάλυση σχετικά µε την πλειοτιµότητα των 

ολοκληρωτέων συναρτήσεων θα αναχθεί σε διερεύνηση της λιγότερο πολύπλοκης 

συνάρτησης ( )α,ζKap . Επειδή λοιπόν αποστολή µας είναι να υπολογίσουµε κάποια 

ολοκληρώµατα πλειότιµων συναρτήσεων είναι αναγκαίο να προσδιοριστεί το φύλλο 

Riemann πάνω στο οποίο λαµβάνουν χώρα οι ολοκληρώσεις. Σε προηγούµενη 

αναφορά έχει ξεκαθαριστεί ότι το φύλλο Riemann που επιλέγεται καθορίζεται από 

την ισότητα ( ) ( ) 0dzzζcos
αz

αzksin
π4

1
22

22

=⋅⋅⋅
+

+⋅
⋅

⋅∫
∞+

∞−

 της σχέσης ( )5.3 . 

Προκειµένου να εξασφαλίσουµε ότι το φύλλο Riemann ολοκλήρωσης είναι το ίδιο 

και στους υπολογισµούς που γίνονται από τη γνωστή πλατφόρµα MatLab είναι 

αναγκαίο να αναπαρασταθεί η συγκεκριµένη ποσότητα σαν τµήµα της συνάρτησης 

( )α,ζKap  και να εξαχθεί µηδενική. Πράγµατι κάτι τέτοιο έγινε και το φύλλο Riemann 

που γίνεται η ολοκλήρωση υπολογιστικά είναι το ίδιο µε εκείνο που προβλέφθηκε 

στην θεωρητική ανάλυση. 

Ένα θέµα ανάλογης υφής είναι αν οι κλαδικές τοµές των ολοκληρωτέων 

συναρτήσεων έχουν την ίδια τοποθέτηση όπως και στην περίπτωση της θεωρητικής 

µελέτης της παραποµπής [ ]6 . ∆ηλαδή αν ευρίσκονται στο άνω και δεξί και στο κάτω 

και αριστερό τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου ζ . Εναλλακτικά θα µπορούσαµε 

να διαπιστώσουµε αν η ολοκληρωτέα στο δρόµο ολοκλήρωσης είναι συνεχής κάτι 
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που έχει επαληθευτεί και  γίνει για µία πλειάδα διαφορετικών παραµέτρων και για 

ένα συνδυασµό τους φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 2.4 . 

    

Σχήµα 2.4  

Πράγµατι φαίνεται η συνέχεια στα σηµεία συνένωσης των πέντε διαδροµών τόσο για 

το πραγµατικό (αριστερά) όσο και για το φανταστικό µέρος (δεξιά). Τέλος  η 

συνάρτηση ( ) 22 ζkζγ −=  της σχέσης  ( )32.3  από το χρησιµοποιούµενο 

υπολογιστικό πακέτο θεωρείται άρτια (έχει επιλέξει κατάλληλα τις κλαδικές τοµές) 

και άρα οι πράξεις των ολοκληρωµάτων που έγιναν βασισµένες σε αυτή την ιδιότητα 

της συγκεκριµένης συνάρτησης είναι συµβατές µε την υπολογιστική υλοποίηση.    

 

Υλοποίηση προγραµµάτων 

Τα προγράµµατα που κατασκευάστηκαν προκειµένου να υλοποιήσουν τους 

υπολογισµούς των αγωγιµοτήτων εισόδου έχουν ως εξής. Κατ΄ αρχήν υλοποιήθηκε 

πρόγραµµα που υπολογίζει τη συνάρτηση Hankel πρώτου είδους καθώς δεν 

παρέχεται η συγκεκριµένη σαν δεδοµένη από το υπολογιστικό πακέτο που 

χρησιµοποιείται. Σαν είσοδο δέχεται την τάξη της συνάρτησης και το όρισµά της και 

επιστρέφει την τιµή της. Επίσης κατασκευάστηκε πρόγραµµα που υπολογίζει τις 

τιµές των συναρτήσεων του πυρήνα ολοκλήρωσης. ∆έχεται σαν εισόδους το όρισµά 

της, την µεταβλητή ηλεκτρικού µήκους και το είδος του πυρήνα επιστρέφοντας την 

σχετική τιµή εξόδου. Επίσης ένα βασικό πρόγραµµα είναι εκείνο των ολοκληρωτέων 

συναρτήσεων. Επιστρέφει την τιµή των συναρτήσεων που µέσω της κατάλληλης 

ολοκλήρωσής τους θα εξάγουν το µέγεθος της αγωγιµότητας εισόδου. Σαν εισόδους 

δέχεται τη µεταβλητή ολοκλήρωσης, την εσωτερική και την εξωτερική ηλεκτρική 

ακτίνα, το είδος της τροφοδοσίας, το είδος του χρησιµοποιούµενου πυρήνα, το 

αδιάστατο µήκος και πλάτος της ορθογωνικής παράκαµψης και τον αύξοντα αριθµό 
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του ολοκληρώµατος που αντιστοιχεί στη σχετική διαδροµή (τα τρία τελευταία 

ορίσµατα αφορούν αποκλειστικά την τροφοδοσία τύπου frill). Επιστρέφεται η τιµή 

εξόδου της εκάστοτε ολοκληρωτέας συνάρτησης. Ακόµα υπάρχει το πρόγραµµα της 

ολοκλήρωσης που ολοκληρώνει τις ολοκληρωτέες συναρτήσεις µε κατάλληλα άκρα 

χρησιµοποιώντας κάποια αποτελεσµατική προσαρµοστική µέθοδο. Αν χρειάζεται ο 

υπολογισµός περισσοτέρων του ενός ολοκληρωµάτων (περίπτωση frill generator) 

γίνεται η σχετική άθροιση. Ένα ιδιαίτερα σηµαντικό πρόγραµµα είναι αυτό που 

αποφασίζει τον κατάλληλο θετικό πραγµατικό που θα αντικαταστήσει το άπειρο στο 

άνω άκρο του πέµπτου ολοκληρώµατος του αθροίσµατος όταν έχουµε τροφοδοσία 

τύπου frill. Όπως προαναφέρθηκε αυτή η διαδικασία είναι απαραίτητη προκειµένου 

να γίνει η αριθµητική ολοκλήρωση µε οποιαδήποτε µέθοδο. Το συγκεκριµένο 

πρόγραµµα εκτελεί επαναληπτικά την εν λόγω ολοκλήρωση µε συνεχώς αυξανόµενο 

άνω άκρο. Όταν  η σχετική διαφορά του πραγµατικού και του φανταστικού µέρους 

δύο διαδοχικών αποτελεσµάτων πέσει κάτω από έναν µικρό αριθµό οι επαναλήψεις 

σταµατούν και το αποτέλεσµα είναι το τελευταίο που υπολογίστηκε. Τέλος υπάρχει 

το πρόγραµµα υπολογισµού της αγωγιµότητας που χρησιµοποιεί το παραπάνω 

πρόγραµµα εύρεσης άνω άκρου και υπολογίζει την τελική τιµή. Ακολουθούν κάποιες 

µετατροπές στους τύπους που έγιναν στα προγράµµατα (οι κώδικες των οποίων 

παρατίθενται στο παράρτηµα ( )∆ ).  

Γνωρίζουµε ότι  το ολοκλήρωµα στην περίπτωση χρήσης frill generator και 

ακριβούς πυρήνα  όπως προκύπτει και από τη σχέση ( )93.3  συγκλίνει εκθετικά στο 

άπειρο. Άρα ο υπολογισµός του πέµπτου ολοκληρώµατος του σχετικού αθροίσµατος 

θα είναι ταχύς. Αυτό δεν συµβαίνει στην περίπτωση χρήσης προσεγγιστικού πυρήνα 

όπως φαίνεται από την σχέση ( )97.3  και γι’ αυτό µία σηµαντική παρέµβαση έλαβε 

χώρα. Αν επικεντρωθούµε σε µια προηγούµενη σχέση, την ( )38.3  θα (πριν ληφθεί 

υπόψη η αρτιότητα της ολοκληρωτέας και το συµµετρικό πραγµατικό διάστηµα 

ολοκλήρωσης):  

( ) ( )
( ) ( )∫

∞+

∞−

⋅
−⋅⋅−

−⋅−−⋅
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
= ζd

ζkαΗζk

ζkbΗζkαΗ

α
blnζ

jkΥ
22)1(

0
22

22)1(
0

22)1(
0

0

ap,frl                            ( )14.4  

Η παραπάνω σχέση µπορεί να τροποποιηθεί ως εξής: 
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( ) −⋅
−

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
=⇒ ∫

+∞

∞−

ζd
ζk

1

α
blnζ

jkΥ14.4 22

0

ap,frl  

( )
( ) ( )∫

∞+

∞−

⋅
−⋅⋅−

−⋅
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
− ζd

ζkαΗζk

ζkbΗ

α
blnζ

jk
22)1(

0
22

22)1(
0

0

           ( )15.4  

Το πρώτο ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί αναλυτικά χρησιµοποιώντας 

περιγραµµική ολοκλήρωση και τη θεωρία των ολοκληρωτικών υπολοίπων. Αν 

αναλογιστούµε ότι µε Rk∈  δεν µπορεί να οριστεί θα πρέπει να γίνει η γνωστή 

υπόθεση για [ ] 0kIm >  και [ ] 0kIm →  µε αποτέλεσµα να γίνει παράκαµψη του 

kζ −=   από πάνω και του kζ =  από κάτω. Επίσης έχουµε σαν δεδοµένο ότι: 

∞→→
−

ζ,0
ζk

1
22                                                            ( )16.4  

Ο δρόµος ολοκλήρωσης µπορεί να κλείσει µε ένα άπειρο ηµικύκλιο (έστω από πάνω) 

καθώς η συνεισφορά του ολοκληρώµατος της συνάρτησης σε αυτό το δρόµο είναι 

µηδενική. Έτσι ο δρόµος θα έχει το πιο κάτω σχήµα 3.4 :  

 
Κατά συνέπεια από το λήµµα του Jordan θα είναι:  

⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

−
⋅⋅⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
=⋅

−
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
∫
+∞

∞−

kζ,
ζk

1sRejπ2

α
blnζ

jkζd
ζk

1

α
blnζ

jk
22

0

22

0
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( ) ( )

⇒⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−⋅⋅⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
=⋅

−
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅

⇒⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

+⋅
−⋅⋅⋅⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
=⋅

−
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅

∫

∫

∞+

∞−

+∞

∞−

k2
1jπ2

α
blnζ

jkζd
ζk

1

α
blnζ

jk

kζ,
kζk-ζ

1sRejπ2

α
blnζ

jkζd
ζk

1

α
blnζ

jk

0

22

0

0

22

0

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

=⋅
−

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅
∫
+∞

∞−

α
blnζ

πζd
ζk

1

α
blnζ

jk

0

22

0

                                                                  ( )17.4  

Με αυτή την τροποποίηση µπορούµε να φτάσουµε στη σχέση: 

( )
( )

( ) ( )∑
=

⋅⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

−
⎟
⎠
⎞
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1n
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13.4 dt
tζd

α
bln03

j

α
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πBjG15.4  
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                                ( )18.4  

Όλη η παραπάνω διαδικασία έγινε διότι το τελευταίο (και πλέον δύσκολα 

υπολογίσιµο) ολοκλήρωµα που έχει άνω άκρο στο άπειρο σε αυτή την περίπτωση 

συγκλίνει εκθετικά. Πράγµατι: 

( )
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          ( )19.4  

∆εδοµένου πως αb >  έχουµε εκθετική σύγκλιση στο άπειρο. Με αυτό τον τρόπο 

χρειάζεται λιγότερος υπολογιστικός φόρτος προκειµένου να ευρεθεί ο µεγάλος 
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θετικός και πραγµατικός αριθµός που θα αντικαταστήσει το άπειρο άκρο έχοντας 

δεδοµένη ανοχή στα σφάλµατα. Πράγµατι εφόσον υπάρχει εκθετική σύγκλιση ο 

αριθµός που θα απαιτηθεί θα είναι µικρότερος σε σύγκριση µε ισοδύναµη περίπτωση 

βραδύτερης σύγκλισης ολοκληρώµατος.   
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(5) ΤΑ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
 

Μικρό frill 

Μία ενδιαφέρουσα περίπτωση που θα µελετηθεί εκτενώς στο συγκεκριµένο 

τµήµα είναι η κατάσταση που ως µοντέλο τροφοδοσίας επιλέγεται το frill generator 

ενώ η εξωτερική ακτίνα της οµοαξονικής γραµµής που τροφοδοτεί την κεραία τείνει 

να ταυτιστεί µε την εσωτερική. Για αυτήν την οριακή περίπτωση η οποία θα καλείται 

από το σηµείο αυτό περίπτωση “µικρού frill” θα εξάγουµε νέους αναλυτικούς τύπους 

οι οποίοι και θα µελετηθούν. Θυµίζουµε µία εναλλακτική µορφή των τύπων της 

αγωγιµότητας εισόδου για την περίπτωση του frill generator: 
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∆εδοµένου πως από τον ορισµό της παραγώγου έχουµε: 
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Και αφού µπορεί εύκολα να επαληθευτεί ο ακόλουθος τύπος: 
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⎝
⎛

→→→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→ b
1lim

αb
α
bln

lim
1

b
α

α
1

lim
αb
α
bln

lim
αbαbαb

0
0

HOSPITAL'DELαb α
1

αb
α
bln

lim
αb

=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

→
                ( )4.5  

 
Μπορούµε να καταλήξουµε στο όριο: 

( ) ( )

( ) ( )
⇒

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⋅
−

−⋅−−⋅

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⋅−−⋅

→

→

α
bln

αb
αb

kζbKkζαK
lim

α
bln

kζbKkζαK
lim

22
0

22
0

αb

22
0

22
0

αb
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( ) ( )

( ) ( )
( )

( )3.5

4.5αb

22
0

22
0

αb

22
0

22
0

αb

α
bln

αblim
αb

kζbKkζαK
lim

α
bln

kζbKkζαK
lim

⇒
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

⋅
−

−⋅−−⋅

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⋅−−⋅

→→

→

 

( ) ( ) ( ) 2222
1

22
0

22
0

αb
kζkζαKα

α
bln

kζbKkζαK
lim −⋅−⋅⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−⋅−−⋅
⋅

→
             ( )5.5  

Εποµένως οι κεντρικοί τύποι επαναπροσδιορίζονται στην οριακή αυτή περίπτωση: 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ⇒⋅
−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅−⋅
⋅

⋅⋅⋅
=⇒ ∫

∞+

0
22

0
22

0
22

2222
1

0
ex,smfrl

5.5
ζd

kζαKζkαJζk

kζkζαK
ζ

αjk2Υ1.5  

( )
( ) ( )∫

∞+

⋅
−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅
⋅

⋅⋅⋅
−=

0
22

0
22

0
22

22
1

0
ex,smfrl ζd

kζαKζkαJkζ

kζαK
ζ

αjk2Υ               ( )6.5  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ⇒⋅
−⋅⋅−

−⋅−⋅
⋅

⋅⋅⋅
=⇒ ∫

∞+

0
22

0
22

2222
1

0
ap,smfrl

5.5
ζd

kζαKζk

kζkζαK
ζ

αjk2Υ2.5  

( )
( )∫

∞+

⋅
−⋅⋅−

−⋅
⋅

⋅⋅⋅
−=

0
22

0
22

22
1

0
ap,smfrl ζd

kζαKkζ

kζαK
ζ

αjk2Υ                                         ( )7.5  

Παρατηρούµε ότι πλέον δεν υπάρχει εξάρτηση από την παράµετρο b  καθώς 

µελετούµε την οριακή κατάσταση στην οποία τείνει να συµπέσει µε την παράµετρο 

α . Το γεγονός ότι η συγκεκριµένη κατάσταση αποτελεί ειδική περίπτωση της 

τροφοδοσίας µε frill generator δεν σηµαίνει ότι η συµπεριφορά των ολοκληρωµάτων 

είναι ίδια µε την γενική περίπτωση καθώς πρόκειται για µια οριακή κατάσταση. Θα 

µελετήσουµε τα ολοκληρώµατα των ( )6.5  και ( )7.5  κανονικά αδιαφορώντας για την 

έως τώρα ανάλυση. Σε κάθε περίπτωση αν υπάρχουν κοινά σηµεία µε την διερεύνηση 

της γενικής περίπτωσης δεν θα επαναληφθούν.  Από τις παραπάνω εξισώσεις είναι 

ξεκάθαρο πως οι πιθανές πηγές απόκλισης των δύο ολοκληρωµάτων είναι και πάλι η 

συµπεριφορά των συναρτήσεων τους στις περιοχές kζ→  και +∞→ζ . Πράγµατι 

έχει επισηµανθεί ότι ο παράγοντας ( )22
0 kζαJ −⋅  δεν µπορεί να µηδενιστεί για τις 

περιπτώσεις λεπτών κεραιών που µελετώνται στην παρούσα ανάλυση. Για να συµβεί 

κάτι τέτοιο θα πρέπει 4.2kα >⋅  συνθήκη που δεν συνάδει µε την θεµελιώδη 

υπόθεση των λεπτών κεραιών. Για την γειτονιά kζ→  δεδοµένης της σχέσης ( )44.3  
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που καταδεικνύει την οµαλή συµπεριφορά της ( )zJ0  για µικρό όρισµα οι 

ασυµπτωτικές εκφράσεις και των δύο ολοκληρωτέων θα ταυτίζονται. Αν ληφθεί υπ’ 

όψη η ασυµπτωτική προσέγγιση της σελίδας 375  της σχέσης 9.6.9  της παραποµπής 

[ ]2  για 1ν =  θα ισχύει: 

( ) 0z,
z
1~zΚ1 →                                                                                                    ( )8.5  

Επίσης αν οριστεί η αντίστοιχη ολοκληρωτέα συνάρτηση (για τον προσεγγιστικό 

πυρήνα χωρίς να κάνει διαφορά αν πρόκειται για τον ακριβή): 

( ) ( )
( )22

0
22

22
1

ap,smfrl
kζαKkζ

kζαKj
ζh

−⋅⋅−

−⋅⋅
−=                ( )9.5  

Μπορούµε να καταλήξουµε στην ποθητή ασυµπτωτική µορφή 

( )
( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( )

( )53.3

ap,smfrl

45.3

8.51
0

1
ap,smfrl

11.3

52.3

kζ,
kζk2αln

π
j2kζk2

kζk2α
1

~ζh

kζ,
kζk2αHkζk2

kζk2αK
~ζh9.5

⇒→
−⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅−⋅

−⋅⋅⋅

⇒→
−⋅⋅⋅⋅−⋅

−⋅⋅⋅
⇒

( ) ( ) ( ) kζ,
kζlnkζ

1~ζh ap,smfrl →
−⋅−

                                                                    ( )10.5  

 
Όπως έχει διαπιστωθεί η συγκεκριµένη µορφή είναι µη ολοκληρώσιµη στην περιοχή 

kζ→  µε αποτέλεσµα και τα δύο ολοκληρώµατα αγωγιµοτήτων να µη συγκλίνουν µε 

πραγµατικό δρόµο ολοκλήρωσης. Γι’ αυτό το λόγο θα ακολουθηθεί η γνωστή 

στρατηγική της από κάτω παράκαµψης. Πράγµατι και οι συγκεκριµένες 

ολοκληρωτέες συναρτήσεις έχουν κλαδικό σηµείο το kζ =   και η κλαδική τοµή 

αυτού κείται στο πάνω και δεξί τεταρτηµόριο του µιγαδικού επιπέδου. Έτσι αν ( )εL  

συµβολιστεί ένας οποιουδήποτε σχήµατος απλός δρόµος που ξεκινά από το εkζ −=  

και καταλήγει στο εkζ +=  µε kε0 <<  µένοντας συνεχώς κάτω από τον άξονα των 

πραγµατικών αριθµών θα έχουµε: 

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )11.5ζd

kζαKζkαJkζ

kζαK

ζ
αjk2Υ6.5

22
0

22
0

22

22
1

εk

0 εL εk

0
ex,smfrl

⋅
−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⋅

⋅
⋅⋅⋅

−=⇒

∫ ∫ ∫
− ∞+

+
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( )
( )

( )
( ) ζd

kζαKkζ

kζαK
ζ

αjk2Υ7.5
22

0
22

22
1

εk

0 εL εk0
ap,smfrl ⋅

−⋅⋅−

−⋅
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++⋅

⋅⋅⋅
−=⇒ ∫ ∫ ∫

− ∞+

+

    ( )12.5  

 
Κατά τα γνωστά παρά το γεγονός ότι η µη ολοκληρώσιµη ανωµαλία στο kζ =  

ξεπεράστηκε µένει να εξεταστεί η συµπεριφορά των ολοκληρωτέων στην περιοχή του 

θετικού απείρου. Πρέπει να γνωρίζουµε την ασυµπτωτική έκφραση της παραποµπής 

[ ]2  (σχέση 2.7.9  σελίδας 378  για 1ν = ): 

( ) ( ) +∞→−⋅
⋅

z,zexp
z2
π~zΚ1                                                                        ( )13.5  

 
Ξεκινώντας από την ολοκληρωτέα συνάρτηση µε χρήση ακριβούς πυρήνα που 

ορίζεται ως εξής: 

( ) ( )
( ) ( )22

0
22

0
22

22
1

ex,smfrl
kζαKkζαJkζ

kζαKj
ζh

−⋅⋅−⋅⋅−

−⋅⋅
−=                       ( )14.5  

έχουµε: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
+∞→

⋅⋅
⋅

⋅−⋅
⋅⋅

⇒+∞→
⋅⋅⋅⋅

⋅

⇒+∞→
⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅

ζ,

ζα2
1ζ

ζαexp
ζα2

π

~ζhζ,
ζαKζαΙζ

ζαK~ζh

ζ,
ζαKζjαJζj

ζαK~ζh

ex,smfrl

60.3

13.5
00

1
ex,smfrl

58.3

00

1
ex,smfrl

 

( ) ( )
+∞→

⋅− ζ,
ζ

ζαexp~ζh ex,smfrl                                                                          ( )14.5  

 
Μπορούµε να παρατηρήσουµε ότι υπάρχει εκθετική σύγκλιση µε αποτέλεσµα η 

ανάλυσή µας να τερµατιστεί. Προκειµένου να υπολογιστεί η αγωγιµότητα εισόδου 

στη συγκεκριµένη περίπτωση θα πρέπει να γίνει η σχετική αδιαστατοποίηση και να 

προσδιοριστεί το σχήµα της από κάτω παράκαµψης. Η διαδικασία είναι 

πανοµοιότυπη µε εκείνη που αφορούσε την περίπτωση τροφοδοσίας τύπου frill ενώ 

όλοι οι έλεγχοι συµβατότητας θεωρίας – υπολογιστικού πακέτου έχουν ελεγχθεί όπως 

στην πιο πάνω περίπτωση. Όσον αφορά την ολοκληρωτέα συνάρτηση µε χρήση 

προσεγγιστικού πυρήνα θα έχουµε: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )83.3

13.5
0

1
ap,smfrl ζ,

ζαKζ
ζαK~ζh ⇒+∞→
⋅⋅
⋅  
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( )
( )

( )
⇒+∞→

⋅−⋅
⋅⋅

⋅

⋅−⋅
⋅⋅

ζ,
ζαexp

ζα2
πζ

ζαexp
ζα2

π

~ζh ap,smfrl  

( ) +∞→ζ,
ζ
1~ζh ap,smfrl                                               ( )15.5  

Είναι προφανές ότι για την περίπτωση µικρού frill και µε χρήση του προσεγγιστικού 

πυρήνα η σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου ορίζεται µέσω ενός αποκλίνοντος 

ολοκληρώµατος. Και σε αυτή την περίπτωση παράγουµε τη γνωστή σκέψη: εφόσον η 

σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου είναι µιγαδικός αριθµός ο οποίος προκύπτει άπειρος 

ενδέχεται ένα από τα δύο µέρη του να είναι πεπερασµένος. Γι’ αυτό το λόγο 

καθίσταται αναγκαίος ο διαχωρισµός της σε πραγµατικό και φανταστικό µέρος και ο 

έλεγχος των δύο ξεχωριστά. Θα πρέπει να γνωρίζουµε την ισότητα ( 1ν =  στη σχέση 

4.6.9  της σελίδας 375  της παραποµπής [ ]2 ): 

( ) ( ) ( )zjΗ
2
πzK 1

11 ⋅⋅−=                ( )16.5  

για κάθε επιτρεπτό µιγαδικό z . 

Κατά τα γνωστά θα πάρουµε δύο περιπτώσεις για το εύρος της µεταβλητής ζ . Έτσι 

για ( )εkζ0 −<<  η ολοκληρωτέα θα είναι: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) +
−⋅+−⋅⋅−

−⋅⋅−⋅+−⋅⋅−⋅
⋅−=

=

222
0

222
0

22

22
0

22
1

22
0

22
1

ap,smfrl

ζkαYζkαJζk

ζkαYζkαYζkαJζkαJ
j

ζh

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )222

0
222

0
22

22
1

22
0

22
0

22
1

ζkαYζkαJζk

ζkαJζkαYζkαJζkαY

−⋅+−⋅⋅−

−⋅⋅−⋅+−⋅⋅−⋅−
+            ( )17.5  

 

Οµοίως για ( ) +∞<<+ ζεk  κάνουµε τον ίδιο διαχωρισµό αφού έχουµε υπόψη την 

ταυτοτική ισότητα για όσα µιγαδικά z  είναι επιτρεπτά ( 1ν =  στη σχέση 3.6.9  της 

σελίδας 375  της παραποµπής [ ]2 ): 

( ) ( )zIjzjJ 01 ⋅=⋅                 ( )18.5  

αλλά και την ισότητα ( 1ν =  στη σχέση 5.6.9  της σελίδας 375  της παραποµπής [ ]2 ): 

( ) ( ) ( )zK
π

j2zIzjY 111 ⋅
⋅

+−=⋅               ( )19.5  

 
Ο διαχωρισµός γίνεται: 
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( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( )

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )( )

( )65.3

19.522
0

22
0

22

22
1

22
1

ap,smfrl

58.3

18.522
0

22
0

22

22
1

22
1

ap,smfrl

221
0

22

221
1

ap,smfrl

15.5

11.3

kζαjYjkζαIkζ

kζjαYjkζαΙj
ζh

ζkαYjζkαJkζ

ζkαYjζkαJ
ζh

ζkαΗ
2
πjkζ

ζkαΗ
2
πj

ζh11.5

⇒
−⋅⋅⋅+−⋅⋅−

−⋅⋅⋅+−⋅⋅
=

⇒
−⋅⋅+−⋅⋅−

−⋅⋅+−⋅
=

⇒
−⋅⋅

⋅
⋅−

−⋅⋅⋅
=⇒

 

( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )22
0

22

22
1

ap,smfrl
22

0
22

22
1

ap,smfrl

22
0

22
0

22
0

22

22
1

22
1

22
1

ap,smfrl

kζαΚkζ

jkζjαK
ζh

kζαΚ
π

j2kζ

kζαK
π
2

ζh

kζαΚ
π
2kζαIjjkζαIkζ

kζαK
π

j2kζαIjkζαΙj

ζh

−⋅⋅−

⋅−⋅⋅
−=⇒

−⋅⋅
⋅

⋅−−

−⋅⋅−
=

⇒

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅−−⋅⋅⋅+−⋅⋅−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅⋅

⋅
+−⋅−⋅+−⋅⋅

=

=

 
∆εδοµένου πως οι συναρτήσεις ( )zK 0 , ( )zK1 , ( )zY0 , ( )zJ0 , ( )zY1 , ( )zJ1  είναι 

πραγµατικές για πραγµατικά ορίσµατα µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι για 

εkζ +>  η συνάρτηση είναι φανταστική µε αποτέλεσµα η απόκλιση στο άπειρο να 

αφορά το φανταστικό µέρος. Για τον ίδιο λόγο οι παραπάνω διαχωρισµοί είναι 

διαχωρισµοί πραγµατικού και φανταστικού µέρους. Για το πραγµατικό µέρος που θα 

συµβολίζουµε ap,smfrlG  θα είναι αν επιλεγεί 0ε→  προκειµένου να χρησιµοποιήσουµε 

µόνο τις δύο παραπάνω περιπτώσεις για τη µεταβλητή ζ  :  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( )
( )( )

( )20.5ζd
kζαKkζ

kζαK
lim

ζ
αjk2G

ζd
ζkαYζkαJζk

ζkαJζkαYζkαJζkαY
lim

ζ
αk2

G

εL
22

0
22

22
1

0ε
0

ap,smfrl

εk

0
222

0
222

0
22

22
1

22
0

22
0

22
1

0ε
0

ap,smfrl

⋅
−⋅⋅−

−⋅
⋅

⋅⋅⋅
−=

⇒⋅
−⋅+−⋅⋅−

−⋅⋅−⋅+−⋅⋅−⋅−
⋅

⋅⋅

=

∫

∫

→

−

→
 

 
 
Η επιλογή της µικρής ακτίνας έγινε προκειµένου να εκτιµηθεί η τιµή του δεύτερου 

ολοκληρώµατος µε τις οριακές εκφράσεις της ολοκληρωτέας για kζ→ . Πράγµατι 

αν επιλεγεί ηµικυκλική παράκαµψη απειροστής ακτίνας θα έχουµε: 

( ) ( )tjexpεktζ ⋅⋅+=  µε π2tπ ⋅→→ : 



ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ – µικρό frill   σελίδα 79 

( )
( )

( )( ) ( )
( )( )

( ) ( )( )

( )

( )
( )( ) ( ) ( )( )

⇒
−⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅

⋅
⋅−

=
−⋅⋅−

−⋅

⇒⋅
−⋅⋅⋅⋅

⋅
⋅−⋅⋅

−⋅⋅⋅
=

=⋅
−⋅⋅−

−⋅
⇒

∫∫

∫

∫

→→

→

→

εL
0ε

εL
22

0
22

22
1

0ε

45.3

εL 1
0

0ε

εL
22

0
22

22
1

0ε

52.312.5

11.3

kζk2αln
π

j2
2
πjkζ

ζdlim
kζαKkζ

kζαK
lim

ζd
kζk2αΗ

2
πjkζk2

kζk2α
1

lim

ζd
kζαKkζ

kζαK
lim19.5

 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )
( )( )

( )
( ) ( )( )

( )
( )( ) ( )

( )
( )( )

( )( )
( ) ⇒

⋅+
⋅+

−=
−⋅⋅−

−⋅

⇒
⋅+

⋅
−=

−⋅⋅−

−⋅

⇒
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
−=

−⋅⋅−

−⋅

⇒
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅+⋅⋅⋅−

−=
−⋅⋅−

−⋅

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

⋅

→→

⋅

→→

⋅

→→

→→

π2

π
0ε

εL
22

0
22

22
1

0ε

π2

π
0ε

εL
22

0
22

22
1

0ε

π2

π
0ε

εL
22

0
22

22
1

0ε

53.3

εL
0ε

εL
22

0
22

22
1

0ε

tjεln
tjεlndlim

kζαKkζ

kζαK
lim

tjεln
dtjlim

kζαKkζ

kζαK
lim

tjexpεlntjexpε
dttjexpεjlim

kζαKkζ

kζαK
lim

kζln
2
1k2αlnkζ

ζdlim
kζαKkζ

kζαK
lim

 

( )
( )( )

( )( )[ ]

( )
( )( )

( )
( )

( )

( )
( )( )

( )
( ) ⇒⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−⋅⋅−

−⋅

⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅+
⋅+

=
−⋅⋅−

−⋅

⇒⋅+−=
−⋅⋅−

−⋅

→→

→→

⋅

→→

∫

∫

∫

εln
εlnlnlim

kζαKkζ

kζαK
lim

π2jεln
πjεlnlnlim

kζαKkζ

kζαK
lim

tjεlnlnlim
kζαKkζ

kζαK
lim

0ε
εL

22
0

22

22
1

0ε

53.3

0ε
εL

22
0

22

22
1

0ε

π2
π0ε

εL
22

0
22

22
1

0ε

 

( )
( )( )

( ) 01ln
kζαKkζ

kζαK
lim

εL
22

0
22

22
1

0ε
==

−⋅⋅−

−⋅
∫→

                                                          ( )21.5  

 
Εποµένως αβίαστα προκύπτει ότι: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )22.5ζd

ζkαYζkαJζk

ζkαJζkαYζkαJζkαY

ζ
αk2G17.5

k

0
222

0
222

0
22

22
1

22
0

22
0

22
1

0
ap,smfrl

21.5

∫ ⋅
−⋅+−⋅⋅−

−⋅⋅−⋅+−⋅⋅−⋅−
⋅

⋅
⋅⋅

=⇒

 
Από την εξίσωση 16.1.9  της παραποµπής [ ]2  της σελίδας 360  για 0ν =  µπορούµε 

να εξάγουµε την ορίζουσα Wronski των συναρτήσεων  Bessel και Neumann: 
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( ) ( ) ( ) ( )
zπ

2zYzJzYzJ 1001 ⋅
=⋅−⋅                                                                          ( )23.5  

 
Εποµένως η σχέση ( )22.5  µπορεί να απλοποιηθεί: 

( )
( )

( ) ( )( ) ⇒⋅
−⋅+−⋅⋅−⋅−⋅⋅

⋅

⋅
⋅⋅

=⇒

∫
k

0
222

0
222

0
2222

0
ap,smfrl

23.5

ζd
ζkαYζkαJζkζkαπ

2

ζ
αk2G22.5

 

( ) ( ) ( )( )∫ ⋅
−⋅+−⋅⋅−

⋅
⋅
⋅

=
k

0
222

0
222

0
22

0
ap,smfrl ζd

ζkαYζkαJζk
1

ζπ
k4G                    ( )24.5  

 
Η παραπάνω εξίσωση καταλήγει στο εξής σηµαντικό αποτέλεσµα: 

( )
( )

ex,dltap,smfrl

27.3
GG24.5 =⇒                                                                                       ( )25.5  

 
∆ηλαδή το πραγµατικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου είναι το ίδιο είτε 

µε µοντέλο τροφοδοσίας τύπου delta και χρήση του ακριβούς πυρήνα είτε µε τύπου 

µικρού frill και προσεγγιστικό πυρήνα. Το συγκεκριµένο αποτέλεσµα έχει προκύψει 

από αναλυτικές πράξεις και δεν µπορεί να χαρακτηριστεί αναµενόµενο. Αυτό διότι 

εξάγονται ταυτόσηµα αποτελέσµατα για διαφορετικό µοντέλο τροφοδοσίας και 

διαφορετικό πυρήνα ολοκλήρωσης.  

 Πρέπει να σηµειωθεί ότι µία διαισθητική απάντηση στην ερώτηση για τη 

συνθήκη ισοδυναµίας των δύο µοντέλων τροφοδοσίας (delta και frill) θα µπορούσε 

να είναι η συνθήκη για το µικρό frill. Πράγµατι θα ήταν λογικό η κατάσταση της 

τροφοδοσίας της κεραίας µέσω delta – function generator να επιτυγχανόταν όταν τα 

δύο στελέχη της οµοαξονικής γραµµής µεταφοράς ταυτίζονταν. Τότε ίσως να 

δηµιουργούνταν οι συνθήκες ώστε να υπάρχει τροφοδοσία τύπου delta – function. Η 

παραπάνω σκέψη όµως αποδεικνύεται εκ των πραγµάτων λανθασµένη. ∆ηλαδή αν 

υπήρχε η ισοδυναµία των δύο µοντέλων µέσω της συνθήκης µικρού frill τότε θα 

έπρεπε µεταξύ άλλων να είναι: 

ap,dltap,smfrl GG =                                                                                                       ( )26.5  

Κατά συνέπεια θα ίσχυε: 

( )
( )

ex,dltap,dlt

25.5
GG26.5 =⇒                                                                                         ( )27.5  
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κάτι που είναι άτοπο από τους τύπους ορισµού των αντίστοιχων µεγεθών και από τις 

αριθµητικές δοκιµές. 

 

Συνθήκη ισοδυναµίας 

Μία πραγµατική συνθήκη ισοδυναµίας των δύο µοντέλων θα αναζητηθεί στην 

συγκεκριµένη ενότητα. Στόχος µας είναι µε τη συνθήκη της ισοδυναµίας να 

ταυτίζονται οι εξισώσεις τύπου Hallen που διέπουν τα φαινόµενα. Μάλιστα εφόσον 

τα πρώτα µέλη ταυτίζονται η όλη προσπάθεια αφορά τα δεύτερα. Θυµίζουµε τις 

σχετικές εξισώσεις των δευτέρων µελών: 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )28.5dttkjexptg

kj2
zkjexpdttkjexptg

kj2
zkjexp

zF

z

z
frl

∫∫
∞+

∞−

⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅−
+⋅⋅⋅−⋅⋅

⋅⋅
⋅⋅

=

=

 

( ) ( )zkjexp
ζ2

VzF
0

dlt ⋅⋅⋅
⋅

=                ( )29.5  

όπου: 

( ) ( ) ( )
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

+⋅⋅
−

+

+⋅⋅
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅⋅⋅
=

22

22

22

22

0
bz

bzkjexp
αz

αzkjexp

α
blnζ

π2Vkjzg                         ( )30.5  

Θα εκφράσουµε πρώτα το δεύτερο µέλος του µοντέλου frill σαν γνωστές 

συναρτήσεις. Σε αυτό θα βοηθήσει η απλοποίηση ολοκληρωµάτων της µορφής 

( )( )
∫ ⋅

+

±+⋅⋅2z

1z
22

22

dt
ξt

tξtζjexp
               ( )31.5  

Αν θέσουµε  utt 22 =±ξ+  θα έχουµε:  

 
( )

⇒−=⋅⋅±⇒⋅⋅=

⇒⋅⋅+=+⇒=+
2222

2222222

ξutu2tu2uξ
tu2tuξttuξt

m

mm
 

u2
ξut

22

⋅
−

±=                  ( )32.5  

και  κατά συνέπεια:   

( )33.5
u2
ξuξt

u2
ξuu2ξt

u2
ξuuξttuξt

22
22

222
22

22
2222

⋅
+

=+⇒
⋅

+−⋅
=+

⇒
⋅
−

−=+⇒=+ m

 
Επίσης θα είναι:   



ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ – ισοδυναµία   σελίδα 82 

( )

( )34.5du
u2
ξudtdt

ξu
u2du

dt

u2
ξu

ududt
ξt

ξtt
dudt1

ξt
tdu32.5

2

22

22

2

2222

22

22

⋅
⋅
+

±=⇒⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+
⋅±

=

⇒⋅

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
+
±

=⇒⋅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+±
=⇒⋅

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
±

+
=⇒

 

Τέλος έχουµε για τα άκρα:  

11
22

11 uzξzuzt =±+=⇒=               ( )35.5  

και     

22
22

22 uzξzuzt =±+=⇒=                          ( )36.5  

Έτσι το ολοκλήρωµα θα γράφεται:  

 ( )
( )( )

( )( ) ( )( ) ( )
⇒⋅

⋅
+

⋅

⋅
+

⋅⋅
±=⋅

+

±+⋅⋅
⇒ ∫∫

2u

1u
2

22

22

2z

1z
22

2234.533.5

36.535.5
du

u2
ξu

u2
ξu

uζjexpdt
ξt

tξtζjexp
32.5    

( )( ) ( )
∫∫ ⋅

⋅⋅
±=⋅

+

±+⋅⋅ 2u

1u

2z

1z
22

22

du
u

uζjexpdt
ξt

tξtζjexp
           ( )37.5  

µε τη διαφορά σε σχέση µε πριν ότι το αόριστο ολοκλήρωµα ( ) du
u

ujexp
⋅

⋅ζ⋅
∫  είναι 

η γνωστή συνάρτηση εκθετικού ολοκληρώµατος  ( )uζjE1 ⋅⋅ .  Οπότε θα ισχύει ότι η 

αρχική ποσότητα θα ισούται µε:  

( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )38.5zξzζjEzξzζjEdt

ξt

tξtζjexp

37.5

1
22

112
22

21

2z

1z
22

22

±+⋅⋅±+⋅⋅±=⋅
+

±+⋅⋅

⇒

∫ m

µε Rξ,z,z 21 ∈   ενώ 0≠ξ  

Κατά συνέπεια έχουµε για το δεύτερο µέλος του frill µοντέλου: 

( )
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Τα τέσσερα παραπάνω ολοκληρώµατα θα υπολογιστούν ξεχωριστά  έχοντας υπόψη 

τα όρια της συνάρτησης του εκθετικού ολοκληρώµατος: 

( ) π⋅=⋅
+∞→

jxjElim Ix
                  ( )40.5  

και     

( ) π⋅−=⋅
−∞→

jxjElim Ix
                 ( )41.5  

 
 Για το πρώτο:  

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
( )( ) ( )( ) ( )[ ]

( )41.5
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          ( )42.5  

 
Για το δεύτερο όµοια έχουµε:  

( )( ) ( )( ) πjzbzkjEdt
bt

tbtkjexp 22
1

z

22

22

⋅−−+⋅⋅−=⋅
+

−+⋅⋅
∫
∞−

          ( )43.5  

 
Για το τρίτο σε αντιστοιχία:  

( )( ) ( )( )∫
∞+

++⋅⋅−⋅=⋅
+

++⋅⋅

z

22
122

22

zαzkjEπjdt
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tαtkjexp           ( )44.5  

 
Τέλος για το τέταρτο εντελώς αντίστοιχα: 
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Εποµένως το δεύτερο µέλος θα ισούται:  
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Αν θεωρήσουµε: 

 αµbµ
α
b

⋅=⇒=                ( )47.5  

Τότε το δεύτερο µέλος θα είναι: 
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Σε αυτό το σηµείο δοκιµάζουµε τη συνθήκη: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ όσταθερµ

α
bµε0α  κάτι που 

δευτερευόντως συνεπάγεται ότι και ( ) 0αµb →⋅= . Τότε θα τροποποιηθούν τα 

ορίσµατα των συναρτήσεων των εκθετικών ολοκληρωµάτων: 

Για 0z >  είναι:  
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2
22

2
22

2
22

2
22

   

0α,
z2

α0α,zαz
2

22 →
⋅

=→−+               ( )49.5  

µε την παραπάνω ποσότητα να είναι µικρή καθώς 0α→ . Εντελώς όµοια έχουµε:   

( )
z2
αµzαµz

22
22

⋅
⋅

≅−⋅+                            ( )50.5  

ποσότητα επίσης πολύ µικρή. Όµως θα πρέπει να σηµειωθεί πως ενώ  δεν είναι 

εσφαλµένο να θεωρηθεί ( ) zαµzzαz 2222 +⋅+≅++   (για όχι πολύ µικρά z, που 

δεν ενδιαφέρουν) δεν δικαιούµαστε να θέσουµε: ( ) ⇒−⋅+≅−+ zαµzzαz 2222  

z2
αµ

z2
α 222

⋅
⋅

≅
⋅

 διότι και οι δύο ποσότητες τείνουν στο µηδέν.  

Αντίστοιχα για  0z <  είναι:  

⇒→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=→++

⇒→⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⋅−=→++

0α,
z
α

2
z0α,zαz

0α,1
z
α

2
11z0α,zαz

2
22

2
22

 

0α,
z2

α0α,zαz
2

22 →
⋅

−=→++              ( )51.5  

και µε τον ίδιο τρόπο: 

( ) 0α,
z2
αµzαµz

22
22 →

⋅
⋅

−≅+⋅+              ( )52.5  
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 Σε αυτό το σηµείο είναι χρήσιµο να παραθέσουµε την ανάπτυξη σε σειρά της 

συνάρτησης του εκθετικού ολοκληρώµατος όπως υπάρχει στην παραποµπή [ ]2  σχέση 

10.1.5  σελίδας 229 : 

( ) ( ) Cx,
!nn

xxlnγxE
1n

n

1 ∈
⋅

++= ∑
+∞

=

              ( )53.5  

 Όπως µπορεί να γίνει αντιληπτό για 0x →   θα είναι:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0x,xjlnγxjE0x,xlnγxE53.5 11 →⋅+=⋅⇒→+≅⇒  

( ) ( ) 0x,xln
2
πjγxjE1 →+⋅+=⋅                                                ( )54.5  

Εποµένως αν επεκτείνουµε τη σταθερά γ (συγχώνευση σταθερών αδιαφορώντας για 

το τι αντιπροσωπεύει) έχουµε:  

( ) ( ) 0x,0x,xlnγxjE1 →>+=⋅ .             ( )55.5  

Αν σε αυτό το σηµείο επιστρέψουµε στο δεύτερο µέλος του µοντέλου τροφοδοσίας 

Frill Generator θα είναι για 0z > :  

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )56.5zαzkΕzαµzkΕ

zαzkzαµzk

22
Ι

22
1

2222

++⋅≅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅+⋅

⇒++⋅≅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅+⋅

Επίσης είναι προφανές ότι θα ισχύουν οι ακόλουθες προσεγγίσεις: 

( ) ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

⋅⋅≅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅+⋅⋅

z2
αµkjEzαµzkjE

22

1
22

1  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

⋅+≅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅+⋅⋅

z2
αµklnγzαµzkjE

22
22

1            ( )57.5  

( )( ) ⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅⋅≅−+⋅⋅
z2

αkjEzαzkjE
2

1
22

1  

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅+≅−+⋅⋅
z2

αklnγzαzkjE
2

22
1              ( )58.5

    
Εποµένως το δεύτερο µέλος για 0z >  γίνεται: 

( )
( )

( )( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )⇒⋅⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

⋅⋅
⋅⋅

=

⇒⋅⋅⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

⋅+⋅
⋅⋅

=⇒

zkjexp
kαz2
z2αµkln

µlnζ4
VzF

zkjexp
z2

αklnγ
z2
αµklnγ

µlnζ4
VzF48.5

2

22

0
eqfrl

222

0
eqfrl

57.556.5

58.5
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⇒⋅⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

=

⇒⋅⋅⋅⋅
⋅⋅

=

zkjexpµln2
µlnζ4

VzF

zkjexpµln
µlnζ4

VzF

0
eqfrl

2

0
eqfrl

 

( ) ( )zkjexp
ζ2

VzF
0

eqfrl ⋅⋅⋅
⋅

=                ( )59.5  

Με µία εντελώς όµοια διαδικασία έχουµε για 0z < : 

( ) ( )⇒−+⋅≅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅+⋅ zαzkzαµzk 2222  

( ) ( )( )zαzkΕzαµzkΕ 22
1

22
1 −+⋅≅⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅+⋅                        ( )60.5  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

⋅−+≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅
⋅

⋅⋅−≅⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +⋅+⋅⋅

z2
αµklnγ

z2
αµkjEzαµzkjE

2222

1
22

1          ( )61.5  

( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅−+≅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅⋅−≅++⋅⋅
z2

αklnγ
z2

αkjEzαzkjE
22

I
22

I                              ( )62.5  

Εποµένως το δεύτερο µέλος για 0z <  γίνεται: 

( )
( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )⇒⋅⋅−⋅⋅
⋅⋅

=
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⋅⋅

=
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⎞
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⎝

⎛
⋅
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⎝

⎛
⋅
⋅

⋅−+⋅
⋅⋅

=
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⎤

⎢⎣
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⎞⎜
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⎛ ⎟
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⎞⎜

⎝
⎛ +⋅+⋅⋅⋅

⋅⋅
+

+⋅⋅⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+⋅⋅−⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −⋅+⋅⋅⋅

⋅⋅
=

⇒

zkjexpµln
µlnζ4

VzF

zkjexp
kαz2
z2αµkln

µlnζ4
VzF

zkjexp
z2

αklnγ
z2
αµklnγ

µlnζ4
VzF

zkjexpzαzkjEzαµzkjE
µlnζ4

V

zkjexpzαzkjEzαµzkjE
µlnζ4

VzF

48.5

2

0
eqfrl

2

22

0
eqfrl

222

0
eqfrl

22
I

22
I

0

22
I

22
I

0
eqfrl

61.560.5

62.5

( ) ( ) ( ) ( ) ( )zkjexp
ζ2

VzFzkjexpµln2
µlnζ4

VzF
0

eqfrl
0

eqfrl ⋅⋅−⋅
⋅

=⇒⋅⋅−⋅⋅⋅
⋅⋅

=     ( )63.5  

Και κατά συνέπεια θα έχουµε σε συµπυκνωµένη µορφή:  

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )zFzFzkjexp
ζ2

VzF63.5,59.5 dlteqfrl

49.2

0
eqfrl =⇒⋅⋅⋅

⋅
=⇒                         ( )64.5  

Εποµένως όντως η συνθήκη 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ όσταθερµ

α
bµε0α  είναι συνθήκη ισοδυναµίας 

των δύο µοντέλων delta και frill. 
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∆ιαγράµµατα 

 Από τα τρία είδη προτεινόµενων µοντέλων που έχουµε καταλήξει: delta, frill 

και µικρό frill (το οποίο δεν προϋπήρχε) και από τα δύο είδη χρησιµοποιούµενων 

πυρήνων: ακριβής και προσεγγιστικός έχουν εξαχθεί τελικοί τύποι εννέα µεγεθών 

σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου της διπολικής (χρησιµοποιώντας διαχωρισµό 

πραγµατικού και φανταστικού µέρους). Πιο συγκεκριµένα το πραγµατικό µέρος σε 

οποιοδήποτε συνδυασµό τροφοδοσίας και πυρήνα είναι συγκλίνον ενώ το φανταστικό 

µόνο στην περίπτωση τροφοδοσίας τύπου frill και στο συνδυασµό µικρού frill και 

ακριβούς πυρήνα δίνεται από συγκλίνοντα ολοκληρώµατα. Από αυτά τα εννέα 

µεγέθη εκείνα που σχετίζονται µε τύπο τροφοδοσίας frill εξαρτώνται τόσο από την 

εσωτερική ακτίνα α  του κυλίνδρου της κεραίας όσο και από την εξωτερική ακτίνα b  

της οµοαξονικής γραµµής µεταφοράς. Τα υπόλοιπα µεγέθη εξαρτώνται µόνο από την 

εσωτερική ακτίνα α . Είναι λοιπόν αναγκαίο να υπολογίσουµε τα προς µελέτη µεγέθη 

για διάφορες εσωτερικές και εξωτερικές ακτίνες και να τα αναπαραστήσουµε 

γραφικά.  

 Όσον αφορά την ισοδυναµία των δύο µοντέλων (frill και delta) η οποία 

υφίσταται όταν 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ όσταθερµ

α
bµε0α  έχουµε αρχικά τα δύο διαγράµµατα στα 

σχήµατα 1.5  και 2.5 : 
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Στο παραπάνω σχήµα 1.5  αναπαριστάται το πραγµατικό µέρος της αντίστασης 

εισόδου σαν συνάρτηση της εσωτερικής ηλεκτρικής ακτίνας της κεραίας 

χρησιµοποιώντας συνδυασµούς τροφοδοσίας πυρήνα delta / ακριβής και frill / 

ακριβής. Σε όλες τις επαναλήψεις (σηµεία των γραφικών παραστάσεων για συνεχώς 

αυξανόµενη ακτίνα α ) ο λόγος 
α
b  παραµένει σταθερός και ίσος µε 10 . Το µεγάλο 

µέγεθος του λόγου ίσως να παραξενεύει και να µην είναι συνηθισµένο όµως 

χρησιµοποιήθηκε έτσι για να φανεί η διαφορά των δύο καµπυλών. Σε κάθε 

περίπτωση έχει εξεταστεί ότι για όλες τις χρησιµοποιούµενες τιµές της ακτίνας για 

τον δεδοµένο λόγο δεν επιτρέπεται να κυµατοδηγηθεί στην οµοαξονική γραµµή 

µεταφοράς άλλος ρυθµός από τον βασικό TEM  (απαραίτητη προϋπόθεση για την 

λειτουργία frill generator). Μπορεί να παρατηρηθεί ότι καθώς η εσωτερική ακτίνα 

µειώνεται η διαφορά µεταξύ των δύο µεγεθών γίνεται µικρότερη και αυτή κάτι που 

εξηγείται µε τη συνθήκη ισοδυναµίας. Το σχήµα 2.5  έχει ως εξής: 

 

Πρόκειται για το αντίστοιχο µε το σχήµα 1.5  µε τη διαφορά ότι χρησιµοποιείται ο 

προσεγγιστικός πυρήνας ολοκλήρωσης. Τα δύο διαγράµµατα µοιάζουν και αυτό 

καταδεικνύει ότι η υιοθέτηση διαφορετικών µοντέλων τροφοδοσίας και διαφορετικών 
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πυρήνων όσον αφορά το πραγµατικό µέρος δεν οδηγεί σε µεγάλες διαφορές (για τις 

σχετικά λεπτές κεραίες που µελετάµε). Και στο παραπάνω διάγραµµα επαληθεύεται η 

συνθήκη της ισοδυναµίας. Μπορούν να γίνουν κάποιες παρατηρήσεις και για τα δύο 

διαγράµµατα όπως το γεγονός ότι για όλες τις εσωτερικές ηλεκτρικές ακτίνες όταν 

χρησιµοποιείται delta – function generator η τιµή της αγωγιµότητας εισόδου είναι 

µεγαλύτερη από την περίπτωση χρήσης του frill generator. Τέλος µία χρήσιµη 

παρατήρηση είναι ότι οι συναρτήσεις του πραγµατικού µέρους της αγωγιµότητας 

είναι αύξουσες µε την εσωτερική ακτίνα του κυλίνδρου της κεραίας.  

 Μία άλλη ιδιότητα που θα έπρεπε να καταδειχθεί µέσω διαγραµµάτων είναι η 

τροφοδοσία τύπου µικρού frill και κατά πόσον συσχετίζεται µε την τύπου frill. Τα 

σχετικά σχήµατα είναι τα 3.5  και 4.5  που ακολουθούν. 

 

Το παραπάνω σχήµα 3.5  δείχνει πώς για σταθερή εσωτερική ηλεκτρική ακτίνα και 

µεταβλητή εξωτερική µεταβάλλεται το πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας για την 

περίπτωση τύπου frill. Παρατηρούµε ότι εφόσον η ακτίνα α  είναι σταθερή η τιµή του 

µεγέθους για την περίπτωση τροφοδοσίας τύπου µικρού frill είναι επίσης σταθερή. 

Επίσης για κάθε εξωτερική ακτίνα το µέγεθος τροφοδοσίας τύπου  frill είναι 

µικρότερο από το αντίστοιχο τύπου µικρού frill ενώ καθώς η εξωτερική ακτίνα 

πλησιάζει την εσωτερική, τα δύο µεγέθη ταυτίζονται κάτι που αποτελεί τον ορισµό 

της τροφοδοσίας τύπου µικρού frill. Το αντίστοιχο διάγραµµα µε χρήση του 
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προσεγγιστικού πυρήνα είναι όµοιο µε το παραπάνω εξαιτίας των µικρών διαφορών 

που υπάρχουν στο πραγµατικό µέρος. Το παρακάτω σχήµα 4.5  αφορά τις ίδιες 

καταστάσεις αλλά για το φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου: 

 
Αυτή τη φορά η ανεξάρτητη µεταβλητή είναι η εσωτερική ακτίνα α  ενώ σταθερή και 

ίση µε 021.0  παραµένει η εξωτερική ηλεκτρική ακτίνα (µόνο για το µέγεθος που 

αφορά την τροφοδοσία τύπου frill καθώς για το µικρό frill δεν υπάρχει εξάρτηση από 

το b ). Παρατηρούµε ότι καθώς το α  τείνει να συµπέσει µε το b  συµβαίνουν δύο 

γεγονότα άξια παρατήρησης. Αφενός η καµπύλη frill / ακριβούς πυρήνα συµπίπτει µε 

την καµπύλη µικρό frill / ακριβής πυρήνας κάτι που αναµενόταν από τον λειτουργία 

της τροφοδοσίας τύπου µικρού frill. Αφετέρου η καµπύλη frill / προσεγγιστικού 

πυρήνα τείνει προς το αρνητικό άπειρο. Αυτή η τάση µπορεί να δικαιολογηθεί καθώς 

για την τροφοδοσία τύπου µικρού frill και µε χρήση προσεγγιστικού πυρήνα το 

φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου αποκλίνει (απειρίζεται µε 

απροσδιόριστο τρόπο). Κατά συνέπεια δικαιολογηµένα η καµπύλη του frill όταν 

πλησιάζει την περιοχή του µικρού frill αποκλίνει. Επίσης πάντοτε το µέγεθος της 

κατάστασης µικρού frill και ακριβούς πυρήνα είναι µικρότερο από το αντίστοιχο 

µέγεθος µε τροφοδοσία τύπου frill. Τέλος πρέπει να τονιστεί ότι οι συναρτήσεις του 

φανταστικού µέρους είναι φθίνουσες συναρτήσεις της εσωτερικής ακτίνας.  
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Μία επιπρόσθετη παρατήρηση που αφορά τη συνθήκη ισοδυναµίας και πιο 

συγκεκριµένα το φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου. Όπως γνωρίζουµε  το 

συγκεκριµένο µέγεθος για την τροφοδοσία τύπου delta είναι αποκλίνον (ανεξαρτήτως 

χρησιµοποιούµενου πυρήνα). Αν γίνει µία γραφική παράσταση για το φανταστικό 

µέρος στις καταστάσεις frill µε ακριβή και προσεγγιστικό πυρήνα τότε αναµένουµε 

όταν  τηρείται η συνθήκη 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ =→ όσταθερµ

α
bµε0α  να υπάρχει απειρισµός του 

σχετικού µεγέθους. Πράγµατι  στο σχήµα 5.5  που ακολουθεί φαίνεται η εν λόγω 

τάση: 

   Πρέπει να σηµειωθεί ότι ο λόγος 
α
b  είναι σταθερός και ίσος µε 2 . Μπορούµε να 

παρατηρήσουµε ότι το µέγεθος µε τον προσεγγιστικό πυρήνα είναι πάντοτε 

µικρότερο από το αντίστοιχο µε τον ακριβή πυρήνα. 

 Μία ιδιαίτερα σηµαντική παράµετρος όσον αφορά την σύνθετη αγωγιµότητα 

εισόδου της διπολικής κεραίας είναι οι διαφορές που έχουν το πραγµατικό και το 

φανταστικό της µέρος αν υπολογιστούν µε τις διάφορες προτεινόµενες µεθόδους 

επιλογής µοντέλου τροφοδοσίας και πυρήνα ολοκλήρωσης. Πράγµατι αν κάποιος 

ενδιαφέρεται για την εύρεση της αγωγιµότητας εισόδου µιας άπειρης διπολικής 

κεραίας είναι χρήσιµο να γνωρίζει ποιο είναι το εύρος σφάλµατος που θα κάνει κατά 
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τον υπολογισµό της χρησιµοποιώντας οποιοδήποτε συνδυασµό επιλογών. Για 

παράδειγµα από το πιο κάτω σχήµα µπορούµε να εξάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα 

για τις διαφορές στις τιµές του πραγµατικού µέρους της σύνθετης αγωγιµότητας 

εισόδου: 

 
Μπορούµε να παρατηρήσουµε εκ νέου την ταύτιση του frill µοντέλου µε το µικρό 

frill όταν τηρούνται οι προϋποθέσεις ορισµού του τελευταίου ενώ καθώς το b  

πλησιάζει στην ακτίνα α  η διαφορά µεταξύ του frill µε τον προσεγγιστικό πυρήνα 

και του αντίστοιχου µε τον ακριβή µειώνεται. Παρατηρούµε επίσης την σταθερή 

διαφορά µεταξύ των δύο εκδοχών του πραγµατικού µέρους (µεγαλύτερη αυτή µε τον 

ακριβή πυρήνα). Τέλος οι εκδοχές των frill είναι µέχρι ένα συγκεκριµένο b  (καθώς 

αυτό µειώνεται) µικρότερες από τις αντίστροφες εκδοχές της τροφοδοσίας delta και 

µετά τις ξεπερνάνε.  

 Όσον αφορά τις διαφορές θα ήταν χρήσιµο να ξέραµε πώς αυτές 

µεταβάλλονται καθώς είναι µεταβλητές και οι δύο παράµετροι που εµείς εξετάζουµε 

δηλαδή οι ( )b,α  ή εναλλακτικά οι ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

α
b,α .  Στο σχήµα 7.5  που ακολουθεί 

µπορούµε να παρατηρήσουµε την σχετική επί τοις εκατό διαφορά του πραγµατικού 

µέρους µεταξύ των επιλογών frill / ακριβούς πυρήνα και frill / προσεγγιστικού 

πυρήνα. Μία καινοτοµία του διαγράµµατος είναι ότι η διαφορά αλλάζει πρόσηµο 
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καθώς µεταβάλλεται ο λόγος των ακτινών. Αυτό σηµαίνει πως θα υπάρχει κάποια 

συγκεκριµένη τιµή του λόγου για την οποία η διαφορά να γίνεται ταυτοτικά µηδενική 

(δεδοµένης της συνέχειας των συναρτήσεων). Μία δεύτερη παρατήρηση που µπορεί 

να γίνει είναι ότι για οποιοδήποτε δεδοµένο λόγο ακτινών όταν η εσωτερική ακτίνα 

τείνει στο µηδέν οι διαφορές µηδενίζονται. Αυτή η παρατήρηση είναι γενικότερη και 

έτσι εξηγείται ότι η απαίτηση για α  να τείνει στο µηδέν εµπεριέχεται στη συνθήκη 

ισοδυναµίας. Τέλος µετά από τον κρίσιµο λόγο 
α
b  όπου υπάρχει ταυτοτικός 

µηδενισµός του σφάλµατος η διαφορά αυξάνει µε τον συγκεκριµένο λόγο και φτάνει 

για 01.9
α
b
=  το %5.4 . Το διάγραµµα ακολουθεί: 

 
Σπεύδουµε να σηµειώσουµε ότι η µέγιστη διαφορά δεν αυξάνεται γραµµικά µε τον 

λόγο αλλά ταχύτερα. Γι’ αυτήν την αιτία όταν ο λόγος κυµαίνεται σε συνηθισµένες 

τιµές περί το 5  η διαφορά ακόµα και για τις παχύτερες κεραίες (ηλεκτρική ακτίνα 

02.0α = ) δεν ξεπερνά το %1 . Κατά συνέπεια το συµπέρασµα στο οποίο 

καταλήγουµε είναι ότι η διαφορά στο πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου 

είναι µικρή. Αυτό ισχύει για κάθε συνδυασµό µοντέλου τροφοδοσίας και πυρήνα 

ολοκλήρωσης. Για παράδειγµα το αντίστοιχο µε το 7.5  διάγραµµα µε τον 

προσεγγιστικό πυρήνα είναι σχεδόν όµοιο. Θα έχει όµως ενδιαφέρον να δούµε τις 
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διαφορές στο ίδιο µέγεθος για διαφορετικούς πυρήνες προκειµένου να 

παρατηρήσουµε τις µικρές µεταβολές. Πράγµατι στο σχήµα 8.5  που ακολουθεί 

βλέπουµε διαφορές τις τάξεως του %1.0  και µάλιστα πολύ µικρή εξάρτηση από το 

λόγο 
α
b  (που έχει αντίστροφη επίδραση στην διαφορά). 

 
Αν µία ανάλογη διαδικασία γίνει και για το φανταστικό µέρος της σύνθετης 

αγωγιµότητας εισόδου θα διαπιστώσουµε ότι η διαφορά είναι πολύ µεγαλύτερη και 

κατά συνέπεια η αβεβαιότητα υπολογισµού της είναι εξαιρετικά µεγάλη. Πράγµατι 

στο σχήµα 9.5  που ακολουθεί µπορούµε να παρατηρήσουµε διαφορές έως και 

%35 . Αυτή η µεγάλη διαφοροποίηση πρέπει να µας κάνει ιδιαίτερα προσεκτικούς 

στην επιλογή της εκδοχής (µοντέλο τροφοδοσίας και πυρήνας ολοκλήρωσης). 

Ωστόσο υπάρχει η οµοιότητα της φθίνουσας πορείας των διαφορών καθώς η ακτίνα 

του κυλίνδρου τείνει να µηδενιστεί. Στο παρακάτω σχήµα παρουσιάζεται η διαφορά 

µόνο για 1.1
α
b
=  το οποίο είναι αντιπροσωπευτικό ως προς το σφάλµα σε κάθε 

περίπτωση. Και στο φανταστικό µέρος η διαφορά µικραίνει καθώς ο λόγος 

εξωτερικής προς εσωτερική ακτίνα µεγαλώνει. Το συγκεκριµένο γεγονός 

ενδεχοµένως να µπορεί να εξηγηθεί ως εξής: στο µοναδικό σηµείο που διαφέρουν οι 
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δύο εκδοχές είναι ότι η µία (approximate) χρησιµοποιεί την “thin – wire 

approximation ενώ η άλλη (exact) όχι. Πράγµατι όσο το b αποµακρύνεται από το α η 

εξωτερική ακτίνα της οµοαξονικής γραµµής µεγαλώνει και “βλέπει” την 

παραµένουσα σταθερή εσωτερική της σαν λεπτότερη. Κατά συνέπεια  είτε ένας πολύ 

µικρός σε σύγκριση µε το frill generator κύλινδρος (προσέγγιση exact) είτε ένα λεπτό 

σύρµα (προσέγγιση approximate) θα δώσουν παρεµφερή αποτελέσµατα. Αντίθετα 

όταν η εξωτερική ακτίνα βρίσκεται κοντά στην εσωτερική οποιαδήποτε µεταβολή 

στο πάχος της κεραία γίνεται άµεσα “αντιληπτή” από το µηχανισµό τροφοδοσίας κάτι 

που αντικατοπτρίζεται στα αποτελέσµατα. Ωστόσο παρόλο που για περισσότερο 

συνηθισµένους (µεγαλύτερους) λόγους 
α
b  τα µέγιστα σφάλµατα είναι µικρότερα του 

%35 , αυτά παραµένουν σηµαντικά της τάξης του %20 . Αυτό θα πρέπει να κάνει 

πολύ προσεκτικό τον ερευνητή που θέλει να µετρήσει την σύνθετη αγωγιµότητα 

εισόδου της κεραίας µε την ελάχιστη αβεβαιότητα καθώς αυτή θα εξαρτάται από το 

είδος της οµοαξονικής γραµµής µε την οποία η κεραία τροφοδοτείται. Το 

συγκεκριµένο διάγραµµα ακολουθεί: 

 
Επειδή από τα δισδιάστατα διαγράµµατα για τον τύπο τροφοδοσίας frill δεν µπορούν 

να εξαχθούν συνολικές µετρήσεις  (οι παράµετροι που µεταβάλλονται είναι δύο: α  
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και b ) παρά µόνο συγκεκριµένες διαπιστώσεις και παρατηρήσεις θα είναι καλό για 

την ποσοτική διερεύνηση των µεγεθών να επισυνάψουµε και κάποιους πίνακες. Για 

το πραγµατικό µέρος µε χρήση του ακριβούς πυρήνα προκύπτει ο πίνακας (η 

αγωγιµότητα σε Siemens): 

 
λα αb  1 (small) 2 3 4 5 

0.0010 0.00174314 0.00174314 0.00174313 0.00174312 0.00174311 

0.0050 0.00253957 0.00253949 0.00253925 0.00253883 0.00253825 

0.0075 0.00285704 0.00285683 0.00285616 0.00285504 0.00285344 

0.0100 0.00312933 0.00312888 0.00312751 0.00312520 0.00312194 

0.0200 0.00401892 0.00401628 0.00400825 0.00399473 0.00397570 

 
Η πρώτη στήλη αφορά την περίπτωση µικρού frill. Για το φανταστικό µέρος µε 

χρήση του ακριβούς πυρήνα έχουµε τον πίνακα: 

 
λα αb  1 (small) 2 3 4 5 

0.0010 -0.00066883 -0.00064393 -0.00062706 -0.00061450 -0.00060420 

0.0050 -0.00137658 -0.00125103 -0.00117118 -0.00110917 -0.00105773 

0.0075 -0.00167307 -0.00148500 -0.00136545 -0.00127392 -0.00119616 

0.0100 -0.00192504 -0.00167385 -0.00151395 -0.00138937 -0.00128750 

0.0200 -0.00268936 -0.00218581 -0.00186143 -0.00161077 -0.00139701 

 
Για το πραγµατικό µέρος µε χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα προκύπτει ο 

ακόλουθος πίνακας: 

λα αb  1 (small) 2 3 4 5 

0.0010 0.00174314 0.00174314 0.00174313 0.00174312 0.00174311 

0.0050 0.00253945 0.00253937 0.00253913 0.00253872 0.00253813 

0.0075 0.00285672 0.00285650 0.00285584 0.00285471 0.00285312 

0.0100 0.00312866 0.00312821 0.00312685 0.00312454 0.00312127 

0.0200 0.00401499 0.00401235 0.00400435 0.00399087 0.00397189 

 
Τέλος για το φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου µε χρήση του 

προσεγγιστικού πυρήνα έχουµε τον πίνακα: 
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λα αb  1 (small) 2 3 4 5 

0.0010 undefined -0.00065811 -0.00063447 -0.00062002 -0.00060875 

0.0050 undefined -0.00134881 -0.00122410 -0.00114806 -0.00108230 

0.0075 undefined -0.00164291 -0.00145692 -0.00132970 -0.00124036 

0.0100 undefined -0.00189649 -0.00164689 -0.00147791 -0.00135627 

0.0200 undefined -0.00265079 -0.00214557 -0.00182037 -0.00155006 

 
Είναι γνωστό ότι η αντίστοιχη περίπτωση για τροφοδοσία µικρού frill δίνει 

αποκλίνοντα αποτελέσµατα. 

 

Επίλογος  

Η παρούσα εργασία µελετά την διπολική κυλινδρική κεραία απείρου µήκους 

και πιο συγκεκριµένα επικεντρώνεται στην σύνθετη αγωγιµότητα εισόδου της και 

στις ιδιότητες που αυτό το µέγεθος επιδεικνύει σαν συνάρτηση των λοιπών 

παραµέτρων του προβλήµατος. Πιο συγκεκριµένα εξετάζει τις µεταβολές που µπορεί 

να διαπιστώσει ο επιστήµονας στο κρίσιµο αυτό µέγεθος όταν η εσωτερική και η 

εξωτερική ακτίνα της οµοαξονικής γραµµής τροφοδοσίας αλλάζουν. Ωστόσο ο 

σκοπός της συγκεκριµένης εργασίας αρχικά ήταν να γίνει η ίδια διαδικασία για την 

πεπερασµένου µήκους διπολική κεραία. Το πρόβληµα της πεπερασµένης κεραίας 

είναι από τη φύση του δυσκολότερο από αυτό της άπειρης (άλλωστε αυτό µπορεί να 

διαπιστωθεί και από µία πλειάδα ηλεκτροµαγνητικών προβληµάτων στα οποία οι 

λύσεις των απείρων γεωµετριών προκύπτουν από τα όρια των συνθετότερων 

πεπερασµένων γεωµετριών για άπειρο µήκος). Επίσης πέραν της εγγενούς δυσκολίας 

του το πρόβληµα της πεπερασµένης κεραίας δεν έχει αναλυτική λύση και χρειάζεται 

η αριθµητική µέθοδος των ροπών προκειµένου να επιλυθεί. Βασισµένη σε αυτό η 

αρχική µας σκέψη είχε ως εξής: µελετώντας την άπειρη κεραία θα µπορούσαµε να 

εξάγουµε ένα άνω φράγµα µεταβολής στα κρίσιµα µεγέθη του πραγµατικού και 

φανταστικού µέρους για την πεπερασµένη κεραία µιας και στην τελευταία υπήρχαν 

δύο επιπλέον λόγοι επιπρόσθετης αβεβαιότητας. Παρόλα αυτά η µελέτη των 

αντίστοιχων περιπτώσεων για την πεπερασµένη κεραία δεν επέφερε τα αναµενόµενα 

αποτελέσµατα ούτε επιβεβαίωσε τις σκέψεις µας. Όπως εξάγεται από το παράρτηµα 

( )E   το πρόβληµα της πεπερασµένης κεραίας είναι αρκετά πολυπλοκότερο και δεν 
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υπακούει εύκολα σε γραµµικές σκέψεις όπως η παραπάνω. Σε κάθε περίπτωση 

πάντως η παρούσα έρευνα δεν είναι µηδενικής πρακτικής χρησιµότητας. Σε πολλές 

δηµοσιευµένες εργασίες µεταξύ των οποίων και η παραποµπή [ ]8  αναφέρεται ότι η 

άπειρη κεραία µπορεί να αποτελέσει εφαλτήρα  µελέτης του σύνθετου προβλήµατος 

της πεπερασµένης κεραίας.   
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(Α) ΤΟ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α 
 

Εξαγωγή ηλεκτρικού πεδίου frill generator 

Θεωρούµε µία οµοαξονική γραµµή µεταφοράς µε εσωτερική ακτίνα α  και 

εξωτερική b  κυλινδρικού σχήµατος που εντός της υπάρχει κενός χώρος ( )00 µ,ε . 

Στην παρούσα ανάλυση γίνεται µία προσπάθεια να διερευνήσουµε τον ΤΕΜ ρυθµό 

που κυµατοδηγείται σε αυτήν, αλλά και να εξετάσουµε την χρήση µιας τέτοιας 

διάταξης για την τροφοδοσία κυλινδρικών διπόλων. Χρησιµοποιούνται κυλινδρικές 

συντεταγµένες ( )z,φ,ρ,z,φ,ρ )))  και τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα διαδίδονται κατά τον 

άξονα z . Οι δύο οπλισµοί της γραµµής θεωρούµε ότι είναι τέλεια αγώγιµοι. 

Υποθέτουµε χρονική εξάρτηση της µορφής ( )tωjexp ⋅⋅−  όπου ω  η κυκλική 

συχνότητα λειτουργίας – τροφοδοσίας. Τα ηλεκτροµαγνητικά µεγέθη που 

συµµετέχουν στο πρόβληµα είναι µιγαδικοί φασιθέτες. Θεωρούµε ότι η εξίσωση του 

ηλεκτρικού πεδίου έχει τη µορφή: 

( ) ( ) ( )( ) ( )zγexpφ,ρeφφ,ρeρz,φ,ρE φρ ⋅⋅⋅+⋅= ))r
                                                       ( )1.A  

Και του µαγνητικού: 

( ) ( ) ( )( ) ( )zγexpφ,ρhφφ,ρhρz,φ,ρH φρ ⋅⋅⋅+⋅= ))r
                                                     ( )2.A  

Όπου γ  αναµένουµε να είναι φανταστικός αριθµός καθώς η µετάδοση γίνεται σε 

κενό µέσο χωρίς απώλειες. Θυµίζουµε ότι εξαιτίας της υπόθεσης για ΤΕΜ 

κυµατοδήγηση οι παράλληλες στον άξονα z  συνιστώσες είναι µηδενικές. Επίσης 

µπορεί να παρατηρηθεί ότι η εξάρτηση από τη µεταβλητή z  είναι κοινή για τα όλες 

τις συνιστώσες µιας και τα κύµατα οδεύουν κατά µήκος του άξονα z . ∆ηλαδή 

ορίζουµε και τις πολικές συνιστώσες των πεδίων οι οποίες δεν έχουν εξάρτηση από 

τη µεταβλητή z  όπως οι ολικές. Με αυτόν τον τρόπο µπορούν να αντιµετωπιστούν 

και όλα τα ηλεκτροµαγνητικά µεγέθη που συµµετέχουν στο πρόβληµα όπως το 

βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό: 

( ) ( ) ( )zγexpφ,ρfz,φ,ρΦ ⋅⋅=                                                                        ( )3.A  

Σηµειωτέον ότι οι πολικές συνιστώσες έχουν τις ίδιες διαστάσεις µε τις ολικές και 

κατά συνέπεια ο παράγοντας ( )zγexp ⋅  λογίζεται σαν αδιάστατος. 

Αν εφαρµοστεί ο νόµος του Faraday ( ) ( )z,φ,ρΗµωjz,φ,ρE 0

rr
⋅⋅⋅=×∇  

εξάγουµε τρεις αλγεβρικές εξισώσεις µεταξύ των οποίων και η: 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α – πεδίο frill  σελίδα 101 

( )( ) ( )
0

φ
φ,ρe

ρ
1φ,ρeρ

ρρ
1 ρ

φ =
∂

∂
⋅−⋅

∂
∂

⋅                                                                       ( )4.A  

Ας θεωρήσουµε το διάνυσµα:  

( ) ( ) ( )φ,ρeφφ,ρeρφ,ρe φρ ⋅+⋅= ))r
                                                                             ( )5.A  

Είναι διάνυσµα έντασης ηλεκτρικού πεδίου και η ( )4.Α   µπορεί να γραφεί σαν: 

( )
( )

( ) 0φ,ρe4.A
5.A rr

=×∇⇒                                                                                            ( )6.A  

Η σχέση ( )6.A  καταδεικνύει ότι το ηλεκτρικό πεδίο είναι αστρόβιλο εποµένως θα 

γράφεται σαν την αρνητική κλίση µιας βαθµωτής συνάρτησης. Είναι λογικό να 

πρόκειται για το πολικό τµήµα της συνάρτησης του βαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού 

άρα θα ισχύει και η εξίσωση του Laplace γι’ αυτή τη συνάρτηση δυναµικού: 

( ) 0φ,ρf2 =∇                                                                                                            ( )7.A  

Με την ίδια λογική θα υπάρχουν οριακές συνθήκες για τη συνάρτηση ( )φρ,f  που θα 

εξαχθούν από τις ισοδυναµικές επιφάνειες των τέλειων αγωγών. Οπότε θα έχουµε:  

( ) αVφ,αf =                    ( )8.A  

και  

( ) bVφ,bf =                       ( )9.A  

Υποθέτουµε ότι:  

( ) ( ) ( )φVρWφρ,f ⋅=                                ( )10.A  

Αν καταλήξουµε σε λύση που επαληθεύει τόσο την εξίσωση όσο και τις οριακές 

συνθήκες θα έχουµε καταλήξει στην µοναδική λύση από το θεώρηµα ύπαρξης και 

µοναδικότητας.  

Είναι προφανές ότι η συνάρτηση του δυναµικού στο εν λόγω επίπεδο θα είναι 

περιοδική ως προς φ µε περίοδο π2 ⋅  λόγω των κυλινδρικών συντεταγµένων. Εφόσον 

ισχύει αυτό θα µπορούµε να αναπτύξουµε την ( )φV  σε σειρά Fourier οπότε θα είναι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∑
+∞

=

⋅⋅+⋅⋅⋅=⇒
0n

nn φnsinΤφncosRρWφρ,fA.10           ( )11.A  

 Όµως αν εφαρµόσουµε µία από τις δύο οριακές συνθήκες θα έχουµε:   

( )
( )

( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( )[ ] ⇒=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⋅+⋅⋅+⋅

⇒=⋅⋅+⋅⋅⋅⇒

∑

∑
∞+

=

+∞

=

α
1n

nn0

α
0n

nn

8.A

VφnsinΤφncosRRaW

VφnsinΤφncosRaW10.A
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∗∈∀== Nn0ΤR nn                                                                                  ( )12.A  

Εφόσον οι οριακές συνθήκες ισχύουν για κάθε φ  και οι τριγωνοµετρικές 

συναρτήσεις είναι γραµµικώς ανεξάρτητες. Με αυτό τον τρόπο καταλήξαµε ότι η 

πολική συνάρτηση του βαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού θα είναι ανεξάρτητη της 

µεταβλητής φ  και άρα συµβολίζουµε: 

( ) ( )ρfφρ,f =                 ( )13.A  

Από την εξίσωση Laplace σε πολικές συντεταγµένες έχουµε:  

( )
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
⇒=

∂
∂
⋅⇒=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
⋅

∂
∂

⇒=
∂

∂
⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
⋅

∂
∂

⋅⇒

D
ρ
ρfρ0

ρ
ρfρ

ρ

0
φ
ρf

ρ
1

ρ
ρfρ

ρρ
17.Α 2

2

2

13.A

 

( ) ( ) GρlnDρf +⋅=                                      ( )14.A  

Όπου D και G προσδιορίσιµοι µέσω των συνοριακών συνθηκών αριθµοί. Πράγµατι 

από την πρώτη οριακή συνθήκη: 

( )
( )

( ) ( )αlnDVGVGαlnD14.A αα

8.A
⋅−=⇒=+⋅⇒                                             ( )15.A  

 Επίσης από την άλλη:  

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

⇒
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

=⇒−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅⇒

=⋅−+⋅⇒=+⋅=⇒

α
bln

VV
DVV

α
blnD

VαlnDVblnDVGblnD14.A

αb
αb

ba

15.A

b

9.A

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

α
bln

∆VD                                                                  ( )16.A  

Όπου ∆V  είναι η διαφορά δυναµικού εξωτερικής και εσωτερικής επιφάνειας. 

Αντικαθιστώντας πίσω θα έχουµε:  

( )
( )

( )αln

α
bln

∆VVG15.Α α

16.Α
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−=⇒                                     ( )17.A  

και άρα η συνάρτηση του βαθµωτού ηλεκτρικού δυναµικού προκύπτει ως:  

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )αln

α
bln

∆VVρln

α
bln

∆Vρf14.Α a

16.Α

17.Α
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−+⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=⇒                                             ( )18.A  

 ∆ηλαδή καταλήξαµε στη µοναδική  λύση.  
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Εποµένως µπορεί να ειπωθεί ότι εξάγαµε τη συνάρτηση του ολικού βαθµωτού 

ηλεκτρικού δυναµικού. Πράγµατι: 

( )
( )

( ) ( )zγexp
α
ρln

α
bln

∆VVzρ,Φ13.A a

18.A
⋅⋅

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+=⇒                                           ( )19.A  

Υπάρχει ανεξαρτησία από την µεταβλητή φ. Εφαρµόζοντας τον τύπο του 

αστροβίλου: 

 ( ) ( )zρ,Φzρ,E −∇=
r

                                                                                            ( )20.A  

έχουµε:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )19.A

z
zρ,Φz

ρ
zρ,Φρzρ,E20.A ⇒

∂
∂
⋅−

∂
∂
⋅−=⇒ ))r

 

( ) ( ) ( )zγexp
α
ρln

α
bln

∆VVγzzγexp
ρ
1

α
bln

∆Vρzρ,E α ⋅⋅
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⋅⋅−⋅⋅⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅−= ))r
          ( )21.A  

Εποµένως αν ενδιαφερόµαστε για ένα επίπεδο παράλληλο στο yx −  µπορούµε να 

έχουµε την ένταση του ηλεκτρικού πεδίου για κάθε σηµείο εντός της λωρίδας κενού 

χώρου µε ( )bα,ρ∈ .  Στο εξής δε θα περιοριστούµε στην ανάλυση µόνο αυτού του 

δακτυλίου αλλά την λειτουργία της αντίστοιχης επιφάνειας σαν πηγή (είτε 

ηλεκτρικών ρευµάτων είτε ισοδύναµα µαγνητικών ρευµάτων) ηλεκτρικού και 

µαγνητικού πεδίου. Αν εισάγουµε στη συλλογιστική µας τα µαγνητικά επιφανειακά 

ρεύµατα λοιπόν θα έχουµε από τη σχέση ορισµού τους ( z)  είναι το µοναδιαίο κάθετο 

διάνυσµα στην επιφάνεια τροφοδοσίας) ότι: 

( ) ( )
( )

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅=⇒×
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅−=⇒×=

α
blnρ

∆VφρMz

α
blnρ

∆VρρMzzρ,Εzρ,M
21.A )r))r)rr

           ( )22.A  

Εισάγοντας την έννοια του διανυσµατικού ηλεκτρικού δυναµικού θα έχουµε 

(από τον αντίστοιχο τύπο του ολοκληρώµατος ακτινοβολίας):  

( )
∫∫ ⋅

⋅⋅
⋅⋅

⋅
=

S

0 'dS
'R

'Rkjexp'M
π4

ε
F

rr
                                                                      ( )23.A  

Η ολοκλήρωση θα γίνει σε πολικές συντεταγµένες και άρα θα είναι:  

dρ'dφ'φ'cosρ''dS ⋅⋅⋅=                                                                                              ( )24.A  

Επίσης θα είναι από παραπάνω:  
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( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅′==

α
bln'ρ

∆Vφρ'M'M )rr
                                                                                     ( )25.A  

καθώς το διάνυσµα 'φ)  είναι διαφορετικής κατεύθυνσης απ’ ότι το φ)  στη γενική 

περίπτωση (δεν είναι όπως σε άλλες περιπτώσεις µε το διάνυσµα z)  που βγαίνει εκτός 

του ολοκληρώµατος ως σταθερό). Επίσης 'R  είναι η απόσταση των σηµείων 

παρατήρησης ( )zφ,ρ,  και πηγής ( )z',φ',ρ' . Προκειµένου να εξαχθεί η απόσταση  'R  

αρκούν δύο πυθαγόρεια θεωρήµατα στο πολικό και στο κάθετο σε αυτό επίπεδο:  

( ) ( ) ( ) ( )φ'-φcos'ρρ2'ρρ'zzφ',ρ'z,φ,ρ,'R'R 222 ⋅⋅⋅+++−==                         ( )26.A  

Επίσης  είναι σαφές ότι: 00 µεωk ⋅⋅=  καθώς πλέον η συχνότητα λειτουργίας – 

τροφοδοσίας δεν είναι µηδενική (δεν µελετάµε το πρόβληµα της άπειρης γραµµής 

µεταφοράς. Κατά συνέπεια προχωρώντας στην ολοκλήρωση έχουµε:   

( )
( )

( )( )
( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ⇒⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅+++−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⋅

⋅
⋅
⋅

=⇒

∫ ∫ dρ'dφ'φ'-φcos2ρ'
φ'-φcos'ρρ2'ρρ'zz

φ'-φcos'ρρ2'ρρ'zzkjexp

α
bln'ρ

1φ

π4
V∆εzφ,ρ,F23.A

222

222
b

a

π

0

0
25.A24.A

26.A

)
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( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )27.Adρ'dφ'φ'-φcos

φ'-φcos'ρρ2'ρρ'zz

φ'-φcos'ρρ2'ρρ'zzkjexp

α
bln

V∆φ
π2

ε
zφ,ρ,F

b

a

π

0
222

222

0

∫ ∫ ⋅⋅⋅
⋅⋅⋅+++−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅⋅⋅+++−⋅⋅

⋅

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅⋅
⋅

= )r

 
Η ύπαρξη του συνηµιτόνου ίσως προκαλεί ερωτηµατικά καθώς δεν είναι  προφανής η 

αναγκαιότητά της. Σχετίζεται µε την µετατροπή των διανυσµάτων 'φ)  των σηµείων 

πηγής και του γνωστού φ)  του σηµείου παρατήρησης αλλά και µε τα άκρα 

ολοκλήρωσης της µεταβλητής φ' . Ας υποθέσουµε ότι εξετάζουµε την επίδραση ενός 

κύκλου της οµοαξονικής λωρίδας της πηγής στο σηµείο παρατήρησης. Τότε το 

µαγνητικό ρεύµα στα σηµεία µε γωνίες ( ) 'φφ'-φ-φ =  και  ( ) 'φφ2φ'-φφ +⋅=+  θα 

ισοδυναµεί µε ρεύµα κατά την κατεύθυνση φ)  καθώς οι κάθετες ( )ρ)  συνιστώσες  θα 

αλληλοεξουδετερώνονται. Όσο πιο κοντά στο φ  είναι το 'φ  που λαµβάνουµε υπόψη 

στον υπολογισµό του ολοκληρώµατος τόσο µεγαλύτερη θα είναι η τελική 
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συνεισφορά ανάλογη του παράγοντα ( )φ'-φcos2 ⋅  όπως αποδεικνύεται από την 

τριγωνοµετρία του παρακάτω σχήµατος 1.A . 

 
Επειδή µάλιστα παίρνουµε τα σηµεία της πηγής ανά ζεύγη ολοκληρώνουµε µόνο στο 

ηµικύκλιο και όχι στον κύκλο.  

Συνεπώς γνωρίζουµε χρησιµοποιώντας µόνο µαγνητικά ρεύµατα (οπότε το 

διανυσµατικό µαγνητικό δυναµικό είναι µηδενικό) µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

τον τύπο ορισµού του:  

( ) ( )zφ,ρ,F
ε
1zφ,ρ,E

0

rr
×∇⋅−=                                                                             ( )28.A  

Για λόγους που αφορούν τη χρήση αυτής της διάταξης τροφοδοσίας (άπειρο ή 

πεπερασµένο κυλινδρικό δίπολο µε άξονα ταυτιζόµενο µε τον άξονα z του 

συστήµατος κυλινδρικών συντεταγµένων) µας ενδιαφέρεί η z συνιστώσα του πεδίου. 

Κατά συνέπεια δεδοµένου ότι το διανυσµατικό ηλεκτρικό δυναµικό έχει µόνο φ 

συνιστώσα θα έχουµε τον τύπο:  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )⇒⋅
∂
∂

⋅⋅⋅−⋅⋅⋅−=
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( ) ( ) ( )( )zφ,ρ,Fφ
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1zφ,ρ,Fφ
ρ
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1zφ,ρ,E

00
z

r)r) ⋅
∂
∂

⋅−⋅⋅⋅−=                                       ( )29.A  

Αν ενδιαφερόµαστε για την συµπεριφορά του πεδίου για 0ρ→  έχουµε ότι: 

( )[ ] 0zφ,ρ,Fφlim
0ρ

=⋅
→

r)                                                           ( )30.A  

καθώς σε αντίθετη περίπτωση θα είχαµε µη πεπερασµένο πεδίο εκτός της πηγής 

(οµοαξονικής λωρίδας µε εσωτερική ακτίνα α  και εξωτερική ακτίνα b ) κάτι που 

φαίνεται από την ( )29.A  και δεν είναι λογικό. Άρα θα είναι: 
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r)r)                                    ( )31.A  

 και έτσι για 0ρ→  θα έχουµε:  
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( )

( ) ( )( )
0ρ0

z

31.A
zφ,ρ,Fφ
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2zφ,E29.A
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⋅
∂
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Επιστρέφουµε στην ολοκλήρωση:  
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Θα µπορούσαµε να ολοκληρώσουµε από q  έως πq +  ως προς φ' . Αυτό δείχνει πως 

η ποσότητα που µας ενδιαφέρει είναι ανεξάρτητη της µεταβλητής φ. Κατά συνέπεια 

µπορούµε να  καταλήξουµε σε έναν ενδιάµεσο τύπο που θα περικλείει όλη την 

πληροφορία και φαίνεται στην επόµενη σελίδα:  
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( ) ( ) ⋅
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⎟
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Εάν εναλλάξουµε την σειρά παραγώγισης και ολοκλήρωσης υπό την προϋπόθεση ότι 

το σηµείο παρατήρησης είναι εκτός της πηγής ώστε να συγκλίνει το ολοκλήρωµα  

(κάτι που ισχύει) προκύπτει η αναγκαιότητα να γίνει η πράξη του εσωτερικού του 

ολοκληρώµατος. Με τη βοήθεια ενός µαθηµατικού πακέτου προκύπτει: 

( ) ( )

( ) ( )
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅⋅⋅+++−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅⋅⋅+++−⋅⋅

∂
∂

=0ρ

222
0

222
0

φ'cos'ρρ2'ρρzz

φ'cos'ρρ2'ρρzzkjexp

ρ
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Είναι γεγονός ότι καταλήγουµε σε ολοκλήρωµα χωριζόµενων µεταβλητών οπότε το 

ολοκλήρωµα: 
2
πdφ'φ'cos

π

0

2 =⋅∫  θα υπάρχει σαν πολλαπλασιαστική σταθερά στην 

παράσταση. Εποµένως έχουµε:  
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Θυµίζουµε ότι η παραπάνω έκφραση ισχύει κοντά στο άξονα του κυλίνδρου 

0ρ→ . Επίσης αν η πηγή βρίσκεται στο 0z0 = κάτι που ισχύει στην περίπτωση του 

frill generator και εάν οριστεί  η τάση σαν το αντίθετο της πιο πάνω διαφοράς 

δυναµικού θα είναι:   
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(B) ΤΟ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ B 
 

Αναγκαιότητα µη εναλλαγής τελεστών 

Εισάγουµε κάποια στοιχειώδη µεγέθη που ήδη έχουν οριστεί. Ο ακριβής 

πυρήνας ολοκλήρωσης:  
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Η ολοκληρωτικοδιαφορική εξίσωση τύπου Pocklington που αυτός συµµετέχει: 
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ανάλογα µε τον τύπο τροφοδοσίας που επιλέγεται. 

Θα είναι:  
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Υπολογίζουµε την ποσότητα της πρώτης σειράς:  
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Η συγκεκριµένη ολοκληρωτέα συνάρτηση αν έχει πρόβληµα απειρισµού θα το 

παρουσιάζει όταν 0z =  και 0φ'= . Παρατηρούµε πως:  
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∆ηλαδή η συγκεκριµένη ολοκληρωτέα είναι πεπερασµένη σε όλο το διάστηµα 

ολοκλήρωσής της και εφόσον αυτό είναι πεπερασµένο πρόκειται για συγκλίνον 
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είναι ένας πεπερασµένος µιγαδικός αριθµός για οποιαδήποτε Rz∈ . 
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Έχει σειρά η ποσότητα της δεύτερης σειράς που λόγω της άρτιας ολοκληρωτέας 

γίνεται:  
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Παρακάτω θα χρειαστεί το ακόλουθο λήµµα: 
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Κάνουµε την αλλαγή µεταβλητής ολοκλήρωσης: 
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όπου η συνάρτηση ( )zK  είναι το ελλειπτικό ολοκλήρωµα πρώτου τύπου. 
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Είναι γνωστό ότι για µοναδιαίο όρισµα η συγκεκριµένη συνάρτηση απειρίζεται µε 

τρόπο λογαριθµικό. Μάλιστα ισχύει η πιο κάτω ασυµπτωτική έκφραση: 
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για οποιοδήποτε µιγαδικό Α και Rz∈ . Κατά συνέπεια η παραπάνω ποσότητα 

συµπεριφέρεται καθώς 0z →  ως εξής:  
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Εποµένως καθώς 0z →  έχουµε την ακόλουθη ασυµπτωτική έκφραση για τον ακριβή 

πυρήνα:  
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όπου Cp∈  σταθερός µιγαδικός πεπερασµένος αριθµός. Επειδή το σηµείο 0z =  είναι 

το µοναδικό σηµείο στο οποίο µπορεί ο ακριβής πυρήνας να απειρίζεται µπορούµε να 

υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα σε αυτή την περίπτωση εναλλάσσοντας τον τελεστή 

διαφόρισης και ολοκλήρωσης:  
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Εάν ( )'zI  υποτεθεί συνεχές στο ( )+∞∞−∈ ,'z  κάτι που είναι λογικό καθώς είναι άρτια 

συνάρτηση του 'z , τότε για κάθε  ( )+∞∞−∈ ,z  (πολύ περισσότερο όταν το 

παραπάνω ισχύει για 0z → )  το πρώτο ολοκλήρωµα δεν θα συγκλίνει. Πράγµατι 

( )
( )

( )∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

⋅⋅−=⋅
−

⋅ du
u
1uzI'dz

'zz
1'zI 22 . Το 0u =  περιλαµβάνεται στο διάστηµα 

ολοκλήρωσης καθώς 0z →  ενώ το ( )0zI →  είναι πεπερασµένο (ανάλογο 

αγωγιµότητας εισόδου που δεν µπορεί να είναι άπειρη). Άρα στο σηµείο ενδεχόµενης 

απόκλισης  υπάρχει το ολοκλήρωµα ∫
−

z

z
2u

du  το οποίο είναι φυσικά αποκλίνον.  

Εποµένως ενώ η ποσότητα ( ) ( )∫
−

⋅−⋅
h

h
ex 'dzα,'zzK'zI  είναι µία οµαλή συνάρτηση του 

z που παραγωγίζεται εκ των υστέρων η συνάρτηση 

( ) ( )∫
−

⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

⋅
h

h
ex

2
2

2

'dzα,'zzKk
z

'zI  είναι µία συνάρτηση µε ανωµαλία (απειρισµό) 

στο 0z =  κάτι που δεν έχει για παράδειγµα η ίση της 

( ) ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+

+⋅⋅
−

+

+⋅⋅
⋅

⋅
⋅

⋅
=

22

22

22

22

0
frl

bz

bzkjexp

αz

αzkjexp

α
bln2

1
ζ

kjzf  ή ακόµα και η 

( ) ( )zδ
ζ

kjzf
0

dlt ⋅
⋅

=  της οποίας η ανωµαλία είναι καθορισµένου ύψους.  

Κατά συνέπεια δεν µπορούµε να εναλλάξουµε τους δύο τελεστές. Αντίθετα θα πρέπει 

να επιλύσουµε πρώτα τη διαφορική. Όλα τα παραπάνω δεν ισχύουν για τον 

προσεγγιστικό πυρήνα που είναι παντού πεπερασµένος (στο 0z =  έχει µέγιστο 

αυξανόµενο µε την λεπτότητα της κεραίας). 
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(Γ) ΤΟ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ 
 

Εύρεση µερικής λύσης  

Στο συγκεκριµένο παράρτηµα θα γίνει απόπειρα επίλυσης της διαφορικής 

εξίσωσης: 

( ) ( )zgzfk
z

2
2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂                                           ( )1.Γ  

Η επίλυση αυτής θα γίνει µε τη βοήθεια του µετασχηµατισµού Fourier ο οποίος 

ορίζεται ως εξής: 

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅⋅⋅⋅= dzζzjexpzfζF                                       ( )2.Γ  

Ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Fourier: 

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅⋅⋅−⋅⋅
⋅

= dzζzjexpζF
π2

1zf                           ( )3.Γ  

Συµβολίζουµε ,µε παρόµοιο τρόπο, µε ( )ζG   τον µετασχηµατισµό Fourier της 

συνάρτησης ( )zg .  Παίρνουµε το µετασχηµατισµό Fourier της διαφορικής µας 

εξίσωσης λαµβάνοντας υπόψη ότι ο µετασχηµατισµός της δεύτερης παραγώγου 

( )
2

2

z
zf

∂
∂  είναι ( )ζFζ 2 ⋅−  από γνωστή ιδιότητα. Πράγµατι: 

( ) ( ) ( )ζGζFζk 22 =⋅−                                                              ( )4.Γ  

Κατά συνέπεια θα έχουµε: 

( )
( )

( ) ( ) ( )
∫
+∞

∞−

⋅
−

⋅⋅−⋅
⋅

⋅
=⇒ ζd

ζk
ζzjexpζG

π2
1zf3.Γ 22

4.Γ
                                                        ( )5.Γ  

Αλλά το τελευταίο αυτό ολοκλήρωµα αποκλίνει λόγω των πόλων στα kζ ±= . Για να 

ξεπεράσουµε το εµπόδιο αυτό θεωρούµε αρχικά ότι [ ] 0kIm > . Για την εξίσωση του 

Pocklington, αυτό σηµαίνει ότι το µέσον που περιβάλλει την κεραία έχει απώλειες.  

 Με αυτή την παραδοχή η εξίσωση ( )5.Γ   έχει νόηµα. Οι θέσεις των πόλων και 

του δρόµου ολοκλήρωσης στο µιγαδικό επίπεδο ζ  φαίνονται στο ακόλουθο σχήµα 

1.Γ : 
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Εάν σε αυτό το σηµείο εκτιµηθεί το όριο [ ] 0kIm →  θα έχουµε αντί της ( )5.Γ  τη 

σχέση: 

( ) ( ) ( ) ( )
∫ ⋅

−
⋅⋅−⋅

⋅
⋅

=⇒
C

22 ζd
ζk

ζzjexpζG
π2

1zf5.Γ                                                         ( )6.Γ  

Όπου ο δρόµος ολοκλήρωσης C  φαίνεται στο ακόλουθο σχήµα 2.Γ : 

 
Προκειµένου να απλοποιηθεί η λύση εισάγουµε την έκφραση του µετασχηµατισµού 

Fourier της συνάρτησης στην εξίσωση ( )6.Γ  και εναλλάσσουµε την σειρά των 

ολοκληρώσεων: 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
⇒⋅⋅

−
−⋅⋅

⋅⋅
⋅

=

⇒⋅
−

⋅⋅−⋅⋅⋅⋅⋅
⋅

⋅
=⇒

∫ ∫

∫
∫

∞+

∞−

+∞

∞−

dtζd
ζk

ztζjexptg
π2

1zf

ζd
ζk

ζzjexpdtζtjexptg

π2
1zf6.Γ

C
22

C
22  

( ) ( ) ( )∫
+∞

∞−

⋅−⋅⋅
⋅

= dtzt,kItg
π2

1zf                                                                              ( )7.Γ  

Όπου µε ( )x,kΙ  συµβολίζουµε το ολοκλήρωµα: 
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( ) ( )
∫ ⋅

−
⋅⋅

=
C

22 ζd
ζk

xζjexpx,kΙ                            ( )8.Γ  

Το παραπάνω ολοκλήρωµα πρόκειται να υπολογιστεί χρησιµοποιώντας περιγραµµική 

ολοκλήρωση ξεχωριστά για τις δύο περιπτώσεις 0x >  και 0x < . Εάν 0x >  ( 0x < ) 

κλείνουµε το δρόµο ολοκλήρωσης στο άνω (κάτω) ηµιεπίπεδο σύµφωνα µε το λήµµα 

του Jordan. Για 0x >  θα έχουµε: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⇒>⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

+⋅−
⋅⋅

−⋅⋅⋅=⋅
−

⋅⋅
= ∫ 0x,kζ,

kζkζ
xζjexpsRejπ2ζd

ζk
xζjexpx,kI

1C
22  

( ) ( ) ( ) 0x,xkjexp
k
πjζd

ζk
xζjexpx,kI

1C
22 >⋅⋅⋅

⋅
−=⋅

−
⋅⋅

= ∫                                          ( )9.Γ  

όπου µε ( )[ ]kζ,ζasRe =  συµβολίζουµε το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης 

( )ζa  στο σηµείο kζ =  ενώ 1C  είναι ο δρόµος ολοκλήρωσης που φαίνεται στο σχήµα 

3.Γ . Για 0x <  θα έχουµε παρόµοια: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⇒<⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

+⋅−
⋅⋅

−⋅⋅⋅−=⋅
−

⋅⋅
= ∫ 0x,kζ,

kζkζ
xζjexpsRejπ2ζd

ζk
xζjexpx,kI

21C
22  

( ) ( ) ( ) 0x,xkjexp
k
πjζd

ζk
xζjexpx,kI

2C
22 <⋅⋅⋅

⋅
−=⋅

−
⋅⋅

= ∫                                        ( )10.Γ  

 
Σε µία ενοποιηµένη µορφή οι ( )9.Γ  και ( )10.Γ  γράφονται σαν: 

( )
( )

( ) ( ) Rx,xkjexp
k
πjx,kI9.Γ

10.Γ
∈⋅⋅⋅

⋅
−=⇒                                                        ( )11.Γ  

καθώς µπορεί να επεκταθεί και στο 0x =  λόγω συνεχείας. Προχωρώντας θα είναι: 
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( )
( )

( ) ( ) ( ) ⇒⋅−⋅⋅⋅
⋅

⋅⋅
⋅

−=⇒ ∫
+∞

∞−

dtztkjexp
k
πjtg

π2
1zf7.Γ

11.Γ
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )∫∫
+∞

∞−

⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

−⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

−=
z

z

dtztkjexptg
k2

jdttzkjexptg
k2

jzf        ( )12.Γ  

Κατά συνέπεια η ( )12.Γ  δίνει µία λύση της ( )1.Γ . Μπορούµε όµως να βρούµε άλλη 

λύση που έχει πιο κοµψή µορφή και είναι καταλληλότερη για αριθµητική 

ολοκλήρωση. Μπορεί να παρατηρηθεί ότι τα ολοκληρώµατα  

( ) ( )( )∫
∞−

⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

−
0

dttzkjexptg
k2

j  και ( ) ( )( )∫
+∞

⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

−
0

dtztkjexptg
k2

j  είναι της 

µορφής ( )zkjexpW ⋅⋅±⋅  και εποµένως ικανοποιεί πλήρως την οµογενή εξίσωση: 

( ) ( )( ) 0dttzkjexptg
k2

jk
z

0
2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅⋅⋅⋅

⋅
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

∫
∞−

                                            ( )13.Γ  

( ) ( )( ) 0dtztkjexptg
k2

jk
z 0

2
2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅−⋅⋅⋅⋅

⋅
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∂
∂

∫
+∞

                                            ( )14.Γ  

Εποµένως µία ακόµα λύση της διαφορικής εξίσωσης ( )zf ∗  προκύπτει από την 

αφαίρεση των παραπάνω δύο ολοκληρωµάτων από την τελευταία συνάρτηση ( )zf .  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ⇒⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

+⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

−=

⇒⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

+⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

+

+⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

−⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

−=

⇒⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

+⋅−⋅⋅⋅⋅
⋅

+=

∫∫

∫∫

∫∫

∫∫

∗

∞+

∞−

∞+

∞−

∗

+∞

∞−

∗

z

0

z

0

0

0
z

z

12.Γ

0

0

dtztkjexptg
k2

jdttzkjexptg
k2

jzf

dtztkjexptg
k2

jdttzkjexptg
k2

j

dtztkjexptg
k2

jdttzkjexptg
k2

jzf

dtztkjexptg
k2

jdttzkjexptg
k2

jzfzf

 

( ) ( ) ( )( )∫ ⋅−⋅⋅⋅=∗
z

0

dttzksintg
k
1zf                                                                         ( )15.Γ  
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(∆) ΤΟ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆ 
 

Κώδικες προγραµµάτων matlab άπειρης κεραίας 

 

hankel1.m 

Η συνάρτηση Hankel πρώτου είδους που δεν υπάρχει ως standard στην υπολογιστική 

πλατφόρµα του matlab. 
 
function [out] = hankel1(n, x) 
     
out = besselj(n, x) + i*bessely(n, x); 
 
 

Kernel.m 

Η συνάρτηση του µετασχηµατισµού Fourier του πυρήνα της ολοκληρωτικής 

εξίσωσης (ακριβούς ή προσεγγιστικού). 
 
function [out] = Kernel(z, a, SortOfKernel) 
 
if strcmp(SortOfKernel, 'approximate') 
 
    out = (i/4)*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)); 
 
elseif strcmp(SortOfKernel, 'exact') 
 
    out = (i/4)*besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)).*hankel1(0, 
a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)); 
 
else  
 
    disp('function Kernel: Wrong Input'); 
 
end 
 
 

Integrant.m 

Οι κάθε φύσης ολοκληρωτέες συναρτήσεις που χρειάζονται προκειµένου από την 

ολοκλήρωσή τους να προκύψει το ποθητό µέγεθος. 
 
function [out] = Integrant(z, a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, 
ByPassHeight, ByPassLength, NumberOfIntegral) 
 
format long g; 
 
switch SortOfGenerator 
     
case 'delta' 
     
     C = 1/(15*pi); 
     
    switch SortOfKernel 
         
    case 'exact' 
         
        switch NumberOfIntegral 
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        case 'first' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - z.^2).*besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - 
z.^2)).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'second' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + 
i*z).^2).*besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + 
i*z).^2)).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + i*z).^2)); 
        
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
             
        case 'third' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2).*besselj(0, 
a*sqrt((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2)).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (z 
- ByPassHeight*i).^2)); 
        
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'forth' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + 
i*z).^2).*besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + 
i*z).^2)).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + i*z).^2)); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
    
             
        otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN INTEGRAL'); 
             
        end 
         
    case 'approximate' 
         
        switch NumberOfIntegral 
             
 
        case 'first' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - z.^2).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - 
z.^2)); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'second' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + 
i*z).^2).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + i*z).^2)); 
        
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
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        case 'third' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2).*hankel1(0, 
a*sqrt((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2)); 
        
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'forth' 
             
            Numerator = 1; 
 
            Denominator = ((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + 
i*z).^2).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + i*z).^2)); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
    
             
        otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN INTEGRAL'); 
             
        end 
         
    otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN KERNEL'); 
         
    end 
     
case 'frill' 
     
    C = i/(30*log(b/a)); 
     
    switch SortOfKernel 
         
    case 'exact' 
         
        switch NumberOfIntegral 
             
        case 'first' 
             
            Numerator = Kernel(z, a, 'approximate') - Kernel(z, b, 
'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel(z, a, SortOfKernel).*((2*pi)^2 - z.^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'second' 
         
            Numerator = Kernel((2*pi - ByPassLength/2 + i*z), a, 
'approximate') - Kernel((2*pi - ByPassLength/2 + i*z), b, 'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel((2*pi - ByPassLength/2 + i*z), a, 
SortOfKernel).*((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + i*z).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
             
        case 'third' 
         
            Numerator = Kernel((z - ByPassHeight*i), a, 'approximate') - 
Kernel((z - ByPassHeight*i), b, 'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel((z - ByPassHeight*i), a, 
SortOfKernel).*((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'forth' 
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            Numerator = Kernel((2*pi + ByPassLength/2 + i*z), a, 
'approximate') - Kernel((2*pi + ByPassLength/2 + i*z), b, 'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel((2*pi + ByPassLength/2 + i*z), a, 
SortOfKernel).*((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + i*z).^2); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
     
        case 'fifth' 
             
            Numerator = Kernel(z, a, 'approximate') - Kernel(z, b, 
'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel(z, a, SortOfKernel).*((2*pi)^2 - z.^2); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN INTEGRAL'); 
             
        end 
         
    case 'approximate' 
         
        switch NumberOfIntegral 
             
        case 'first' 
             
            Numerator = Kernel(z, a, 'approximate') - Kernel(z, b, 
'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel(z, a, SortOfKernel).*((2*pi)^2 - z.^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'second' 
         
            Numerator = Kernel((2*pi - ByPassLength/2 + i*z), a, 
'approximate') - Kernel((2*pi - ByPassLength/2 + i*z), b, 'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel((2*pi - ByPassLength/2 + i*z), a, 
SortOfKernel).*((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + i*z).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
             
        case 'third' 
         
            Numerator = Kernel((z - ByPassHeight*i), a, 'approximate') - 
Kernel((z - ByPassHeight*i), b, 'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel((z - ByPassHeight*i), a, 
SortOfKernel).*((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'forth' 
         
            Numerator = Kernel((2*pi + ByPassLength/2 + i*z), a, 
'approximate') - Kernel((2*pi + ByPassLength/2 + i*z), b, 'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel((2*pi + ByPassLength/2 + i*z), a, 
SortOfKernel).*((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + i*z).^2); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
     
        case 'fifth' 
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            Numerator = Kernel(z, a, 'approximate') - Kernel(z, b, 
'approximate'); 
 
            Denominator = Kernel(z, a, SortOfKernel).*((2*pi)^2 - z.^2); 
 
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN INTEGRAL'); 
             
        end 
         
    otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN KERNEL'); 
         
    end 
     
case 'smallfrill' 
     
    C = i*a/30; 
     
    switch SortOfKernel 
         
    case 'exact' 
         
        switch NumberOfIntegral 
             
        case 'first' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)); 
 
            Denominator = besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)).*hankel1(0, 
a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)).*sqrt((2*pi)^2 - z.^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'second' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 
+ i*z).^2)); 
 
            Denominator = besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - 
ByPassLength/2 + i*z).^2)).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - 
ByPassLength/2 + i*z).^2)).*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + 
i*z).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
             
        case 'third' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - (z - 
ByPassHeight*i).^2)); 
 
            Denominator = besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (z - 
ByPassHeight*i).^2)).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (z - 
ByPassHeight*i).^2)).*sqrt((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'forth' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 
+ i*z).^2)); 
 
            Denominator = besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + 
ByPassLength/2 + i*z).^2)).*hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + 
ByPassLength/2 + i*z).^2)).*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + 
i*z).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 



ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆ – κώδικες matlab  σελίδα 123 

             
        case 'fifth' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)); 
 
            Denominator = besselj(0, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)).*hankel1(0, 
a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)).*sqrt((2*pi)^2 - z.^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN INTEGRAL'); 
             
        end 
         
    case 'approximate' 
         
        switch NumberOfIntegral 
             
        case 'first' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)); 
 
            Denominator = hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - z.^2)).*sqrt((2*pi)^2 
- z.^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'second' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 
+ i*z).^2)); 
 
            Denominator = hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - 
ByPassLength/2 + i*z).^2)).*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi - ByPassLength/2 + 
i*z).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
             
        case 'third' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - (z - 
ByPassHeight*i).^2)); 
 
            Denominator = hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (z - 
ByPassHeight*i).^2)).*sqrt((2*pi)^2 - (z - ByPassHeight*i).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*1; 
             
        case 'forth' 
             
            Numerator = hankel1(1, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 
+ i*z).^2)); 
 
            Denominator = hankel1(0, a*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + 
ByPassLength/2 + i*z).^2)).*sqrt((2*pi)^2 - (2*pi + ByPassLength/2 + 
i*z).^2); 
         
            out = C*(Numerator./Denominator)*i; 
                
             
        otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN INTEGRAL'); 
             
        end 
         
    otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN KERNEL'); 
         
    end 
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otherwise disp('function Integrant: UNKNOWN GENERATOR'); 
     
end 
 
 

Integrate.m 

Γίνεται η διαδικασία της ολοκλήρωσης. 
 
function [out] = Integrate(a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, 
ByPassHeight, ByPassLength, M) 
 
format long g; 
 
switch SortOfGenerator 
     
case 'delta' 
     
    buffer1 = quad(@Integrant, 0, 2*pi-ByPassLength/2, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'first'); 
 
    buffer2 = quad(@Integrant, 0, -ByPassHeight, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'second'); 
 
    buffer3 = quad(@Integrant, 2*pi-ByPassLength/2, 2*pi+ByPassLength/2, [], 
[], a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 
'third'); 
 
    buffer4 = quad(@Integrant, -ByPassHeight, 0, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'forth'); 
     
    out = buffer1 + buffer2 + buffer3 + buffer4; 
     
    out = real(out); 
            
case 'frill' 
     
    buffer1 = quad(@Integrant, 0, 2*pi-ByPassLength/2, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'first'); 
 
    buffer2 = quad(@Integrant, 0, -ByPassHeight, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'second'); 
 
    buffer3 = quad(@Integrant, 2*pi-ByPassLength/2, 2*pi+ByPassLength/2, [], 
[], a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 
'third'); 
 
    buffer4 = quad(@Integrant, -ByPassHeight, 0, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'forth'); 
 
    buffer5 = quad(@Integrant, 2*pi+ByPassLength/2, M, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'fifth'); 
 
    out = buffer1 + buffer2 + buffer3 + buffer4 + buffer5; 
 
    if strcmp(SortOfKernel, 'approximate') 
         
    end 
     
case 'smallfrill' 
     
    switch SortOfKernel 
         
    case 'exact' 
         
        buffer1 = quad(@Integrant, 0, 2*pi-ByPassLength/2, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'first'); 
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        buffer2 = quad(@Integrant, 0, -ByPassHeight, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'second'); 
 
        buffer3 = quad(@Integrant, 2*pi-ByPassLength/2, 2*pi+ByPassLength/2, 
[], [], a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 
'third'); 
 
        buffer4 = quad(@Integrant, -ByPassHeight, 0, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'forth'); 
 
        buffer5 = quad(@Integrant, 2*pi+ByPassLength/2, M, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'fifth'); 
 
        out = buffer1 + buffer2 + buffer3 + buffer4 + buffer5; 
 
    case 'approximate' 
         
       buffer1 = quad(@Integrant, 0, 2*pi-ByPassLength/2, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'first'); 
 
        buffer2 = quad(@Integrant, 0, -ByPassHeight, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'second'); 
 
        buffer3 = quad(@Integrant, 2*pi-ByPassLength/2, 2*pi+ByPassLength/2, 
[], [], a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 
'third'); 
 
        buffer4 = quad(@Integrant, -ByPassHeight, 0, [], [], a, b, 
SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 'forth'); 
 
        out = buffer1 + buffer2 + buffer3 + buffer4; 
         
        out = real(out); 
         
    otherwise disp('function Integrate: UNKNOWN KERNEL'); 
         
    end 
     
otherwise disp('function Integrate: UNKNOWN GENERATOR'); 
     
end 
 
 

Maximum.m 

Επιλέγεται κατάλληλο υποκατάστατο του θετικού άπειρου άκρου του τελευταίου 

ολοκληρώµατος. 
 
function [out] = Maximum(a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, 
ByPassLength, p) 
 
star = 1/a; 
 
step = 1/b; 
 
n = 0; 
 
error = 1+i; 
 
y = 100000; 
 
while (abs(real(error)) > p) | (abs(imag(error)) > p) 
    
    x = Integrate(a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, 
ByPassLength, star + n*step); 
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    n = n + 1; 
     
    error = (y-x)/x; 
     
    y = x; 
     
    out = star + n*step;    
end 
 

Input_Admittance.m 

Εξάγεται το τελικό µέγεθος της αγωγιµότητας εισόδου. 
 
 
function [out] = Input_Admittance(a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, 
ByPassHeight, ByPassLength, p) 
 
M = Maximum(a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, ByPassLength, 
p); 
 
out = Integrate(a, b, SortOfGenerator, SortOfKernel, ByPassHeight, 
ByPassLength, M); 
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(Ε) ΤΟ ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ε 
 

Η πεπερασµένη κεραία 

 Προκειµένου να εξαχθούν οι εξισώσεις που περιγράφουν τη λειτουργία της 

πεπερασµένου µήκους διπολικής κεραίας γίνονται τα ίδια βήµατα µε την άπειρη 

κεραία και καταλήγουµε στις ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Hallen µε τη διαφορά 

ότι τα ολοκληρώµατα δεν έχουν άπειρα άκρα αλλά περιορίζονται στο µήκος της 

κεραίας από hz =  έως hz −= . ∆ηλαδή έχουµε τις ολοκληρωτικές εξισώσεις: 

( ) ( ) ( ) ( )zkcosCzfV'dz'zIα,'zzK
h

h

⋅⋅+⋅=⋅⋅−∫
−

             ( )1.E  

µε ( )α,zK  συµβολίζουµε τον καθένα από τους δύο δυνατούς πυρήνες και µε: 
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τις µερικές λύσεις των διαφορικών εξισώσεων ανάλογα µε το µοντέλο τροφοδοσίας. 

Σε αυτή την περίπτωση δε θα ακολουθήσουµε την µέθοδο του µετασχηµατισµού 

Fourier αλλά θα διασπάσουµε την ολοκληρωτική εξίσωση Hallen σε δύο 

ολοκληρωτικές εξισώσεις µε το επιχείρηµα ότι δεν γνωρίζουµε ακόµα την µιγαδική 

σταθερά C. Πιο συγκεκριµένα η συνάρτηση ( )zI  δεν µας είναι ακόµα γνωστή 

προκειµένου να απαιτήσουµε το µηδενισµό της στα άκρα της διπολικής κεραίας. 

Αυτό θα γίνει αργότερα όταν µία εκτίµηση της συγκεκριµένης συνάρτησης βρεθεί. 

Επίσης ιδιαίτερη σηµασία πρέπει να δοθεί στις διαστάσεις των δύο συστατικών 

συναρτήσεων της  ( )zI  δεδοµένου πως η σταθερά C δεν είναι αδιάστατη.   

Κατά συνέπεια έχουµε:  

( ) ( ) ( )zfV'dz'zIα,'zzK
h

h

)1( ⋅=⋅⋅−∫
−

                ( )3.E  

την πρώτη ολοκληρωτική εξίσωση και  

( ) ( ) ( )zkcos'dz'zUα,'zzK
h

h

)2( ⋅=⋅⋅−∫
−

               ( )4.E  

την δεύτερη ολοκληρωτική εξίσωση. ∆ηλαδή ισχύει:  
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( ) ( ) ( )zUCzIzI )2()1( ⋅+=                  ( )5.Ε  

και µάλιστα αν διαιρέσουµε µε την ισοδύναµη τάση τροφοδοσίας V θα έχουµε: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zUCzYzYzU
V
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µε τη σταθερά C πλέον να έχει διαστάσεις αγωγιµότητας. Από την πρώτη 

ολοκληρωτική εξίσωση έχουµε:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )zf'dz'zYα,'zzKzf'dz
V

'zIa,'zzK
h

h
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h

h
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                     ( )7.E  

και έτσι ζητούµενο µέγεθός µας δεν είναι η συνάρτηση του νηµατοειδούς ρεύµατος 

αλλά αυτή της αγωγιµότητας για την οποία επίσης ισχύει η συνθήκη 

( ) ( ) 0hYhY =−= και από εκεί προσδιορίζεται η νέα σταθερά αγωγιµότητας C.  Με 

αυτό τον τρόπο ανεξαρτητοποιούµε την ανάλυσή µας από το µέγεθος της διέγερσης.  

 Προκειµένου να επιλυθούν οι συγκεκριµένες ολοκληρωτικές εξισώσεις (η 

αντιστροφή και η αντίστοιχη αναλυτική λύση µέσω ολοκληρώµατος δεν είναι πλέον 

εφικτή) θα χρειαστεί η αριθµητική µέθοδος των ροπών. Για τις άγνωστες 

συναρτήσεις ( )zY )1(  και ( )zU )2(  θα χρησιµοποιηθούν σαν συναρτήσεις βάσεις 

τετραγωνικούς παλµούς µοναδιαίου ύψους και εύρους: 

 
1N2

h2z0 +⋅
⋅

=                   ( )8.E  

όπου  ( )1N2 +⋅  ο αριθµός των  συναρτήσεων βάσης που χρησιµοποιούνται για να 

αναπαραστήσουν τις άγνωστες συναρτήσεις. ∆ηλαδή χρησιµοποιούµε συναρτήσεις 

µη µηδενικές µόνο σε ένα τµήµα του άξονα των z και όχι σε όλο το πεδίο ορισµού 

της άγνωστης συνάρτησης. Εκφράζουµε κατά τα γνωστά τις ζητούµενες συναρτήσεις 

σαν γραµµικός συνδυασµός των συναρτήσεων βάσεις µε προσδιοριστέες 

πολλαπλασιαστικές µιγαδικές σταθερές:  
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όπως αναφέρθηκε προηγουµένως. Αντικαθιστούµε σε αυτό το σηµείο τις παραπάνω 

συναρτήσεις στις ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Hallen. Για την πρώτη 

ολοκληρωτική εξίσωση έχουµε:  
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 Εντελώς όµοια  µε την δεύτερη ολοκληρωτική καταλήγουµε στην σχέση:  
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            ( )13.E  

 Σε αυτό το σηµείο θα χρησιµοποιήσουµε τις δύο παραπάνω εξισώσεις 

προκειµένου να παράγουµε από την κάθε µία ( )1N2 +⋅  διαφορετικές εξισώσεις 

χρησιµοποιώντας την µέθοδο των ροπών. Αυτές οι δύο σειρές εξισώσεων θα είναι 

γραµµικά ανεξάρτητες σύµφωνα µε τη θεωρία της µεθόδου των ροπών και θα έχουν 

ως αγνώστους τους µιγαδικούς συντελεστές )1(
nY  µε N,...,Nn −=  και )2(

nU  µε 

N,...,Nn −= . Κατά συνέπεια θα έχουµε δύο γραµµικά συστήµατα 

( ) ( )1N21N2 +⋅×+⋅  τα οποία εξαιτίας των µη µηδενικών δεύτερων µελών τους θα 

δώσουν µοναδική λύση για τις παραπάνω προσδιοριστέες µιγαδικές σταθερές και έτσι 

θα έχουµε εκπληρώσει τον σκοπό µας. Γι’ αυτό το λόγο θα πολλαπλασιάσουµε την 

κάθε µία από τις παραπάνω προκύπτουσες εξισώσεις µε τις συζυγείς συναρτήσεις 

βάσης ( )zu n
∗  που λόγω του ότι πρόκειται για πραγµατικές συναρτήσεις ισούνται µε 

τις ίδιες συναρτήσεις βάσης. Έπειτα θα ολοκληρώσουµε κάθε µία από τις 

( )1N22 +⋅⋅  εξισώσεις στο διάστηµα ορισµού ( )h,hz −∈ . Η παραπάνω διαδικασία 

είναι η εφαρµογή της αριθµητικής µεθόδου των ροπών χρησιµοποιώντας την 

µεθοδολογία Galerkin. 

 Εφαρµόζοντας τις παραπάνω διαδικασίες στην πρώτη ολοκληρωτική εξίσωση 

έχουµε:   
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Με µία εντελώς ανάλογη διαδικασία για τη δεύτερη ολοκληρωτική εξίσωση 

καταλήγουµε στις ( )1N2 +⋅  παρακάτω εξισώσεις:  
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 Επόµενο βήµα είναι να εξάγουµε τους τύπους εκείνους από τους οποίους 

προκύπτουν τα στοιχεία του πίνακα και των διανυσµάτων των δύο συστηµάτων. Ο 

πίνακας των δύο συστηµάτων είναι κοινός και θα συµβολιστεί µε 
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              ( )16.E  

Το διάνυσµα του πρώτου συστήµατος θα συµβολιστεί µε:  
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ενώ του δεύτερου µε:   
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Όσον αφορά τα στοιχεία του πίνακα έχουµε: 
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µε N,...,Nm −=  και N,...,Nn −= . Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί (αφού πρώτα 

µετατραπεί το συγκεκριµένο διπλό ολοκλήρωµα  σε απλό) ότι ο πίνακας του 

συστήµατος είναι Toeplitz και συµµετρικός. Το αποτέλεσµα είναι: 

( ) [ ]∫ ⋅⋅−+⋅+⋅−=
0z

0
000 dz)zz(K)zz(KzzM lll            ( )20.E  

µε N2,...,0 ⋅=l . Όσον αφορά για τα στοιχεία των διανυσµάτων έχουµε: 
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και   
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µε N,...,Nm −=  

 Κατά συνέπεια τα δύο συστήµατα µπορούν να επιλυθούν και αν δεν 

παρουσιάζουν αριθµητικές ανωµαλίες µπορούµε να εξάγουµε την εκτίµηση για την 

αγωγιµότητα εισόδου της κεραίας. Αν υποτεθεί ότι θέλουµε να εξετάσουµε τις 

διαφορές στο πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας (όπως 

είναι ο στόχος µας) θα πρέπει να ληφθούν υπόψη τρεις ακόµα παράµετροι. Αφενός το 

κρίσιµο µέγεθος αυτή τη φορά (σε αντίθεση µε την άπειρη κεραία) εξαρτάται και από 

το µήκος της κεραίας οπότε η κατάσταση γίνεται πολυπλοκότερη. Αφετέρου οι 

ολοκληρωτικές εξισώσεις µε τον προσεγγιστικό πυρήνα αποδεικνύεται ότι είναι µη 

επιλύσιµες µε αποτέλεσµα η µέθοδος των ροπών για ένα µεγάλο εύρος του N  να 

επιστρέφει λανθασµένες λύσεις. Μία τέτοια διαπίστωση γίνεται στην παραποµπή [ ]7  

και αποτελεί µία κύρια αιτία της πολυπλοκότητας του προβλήµατος. Πιο 

συγκεκριµένα αν ο αριθµός N  των βοηθητικών συναρτήσεων βάσης είναι 

µεγαλύτερος από τη σηµαντική παράµετρο 
α
h  τότε εµφανίζονται αφερέγγυα 

αποτελέσµατα στο σηµείο λειτουργίας. Κατά συνέπεια δεν είναι δυνατόν να υπάρξει 
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σύγκλιση του µεγέθους κάτι που µας αναγκάζει να περιοριστούµε σε µία 

αµφιλεγόµενη τιµή. Αλλά ακόµα κι αν εξετάζουµε επιλύσιµη περίπτωση πολλές 

φορές το ρεύµα στο σηµείο τροφοδοσίας τείνει να απειριστεί µε αποτέλεσµα πάλι να 

µην έχουµε συγκλίνον αποτέλεσµα. Τέλος στις περιπτώσεις που υπάρχει σύγκλιση 

δεν είµαστε βέβαιοι ότι το αποτέλεσµα αντικατοπτρίζει την πραγµατικότητα καθώς 

δεν παύει να είναι αποκύηµα µιας αριθµητικής µεθόδου. Στο παρακάτω σχήµα 1.E  

(τα αποτελέσµατα προέκυψαν µε συγκλίνουσα µέθοδο ροπών όπου αυτό ήταν 

εφικτό) φαίνεται το πραγµατικό µέρος της σύνθετης αγωγιµότητας εισόδου για 

διάφορα µήκη κεραιών και καθορισµένες εσωτερική και εξωτερική ακτίνα.  

 
Παρατηρούµε ότι κάποιες αδιάσειστες αρχές της άπειρης κεραίας δεν επαληθεύονται. 

Για παράδειγµα στην άπειρη κεραία αποδείξαµε ότι οι εκδοχές µικρό frill / 

προσεγγιστικός πυρήνας και delta / ακριβής είναι ταυτόσηµες για το πραγµατικό 

µέρος της αγωγιµότητας εισόδου. ∆εδοµένου ότι 01.1
α
b
=  οπότε βρισκόµαστε κοντά 

στην κατάσταση του µικρού frill δεν υπάρχει καµία ταύτιση των δύο εκδοχών για το 

σύνολο των µηκών της κεραίας ή έστω προσέγγιση. Πιο συγκεκριµένα ανήκουν σε 

διαφορετικές οµάδες εκδοχών που τα µέλη τους µεταβάλλονται σχεδόν ταυτόσηµα. 
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 Γενικά δοκιµάζοντας να επαληθευτούν (και µάλιστα µε αυξηµένες διαφορές) 

τα αποτελέσµατα και συµπεράσµατά µας για την άπειρη κεραία από την πεπερασµένη 

δεν επιτύχαµε. Κατά συνέπεια µπορούµε να αιτιολογήσουµε αυτή τη συµπεριφορά 

στην αυξηµένη πολυπλοκότητα του προβλήµατος της πεπερασµένης κεραίας. Εκτός 

από την επίδραση του µήκους της κεραίας οι διαφορές δεν είναι της κατεύθυνσης που 

εµείς περιµέναµε. Πράγµατι µπορούµε να δούµε στο σχήµα 6.E  (τα αποτελέσµατα 

προέκυψαν µε συγκλίνουσα µέθοδο ροπών όπου αυτό ήταν εφικτό) όπου 

παριστάνεται το φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου ότι οι διαφορές 

µεταβάλλονται σηµαντικά µέσω της παραµέτρου h  άρα τα συµπεράσµατα που 

µπορούν να εξαχθούν είναι περιορισµένα:  
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Συµβολισµοί 

0ε   :διηλεκτρική σταθερά του κενού 

0µ   :µαγνητική διαπερατότητα του κενού 

ρ   :ακτινική συνιστώσα κυλινδρικών συντεταγµένων 

φ   :αζιµουθιακή συνιστώσα κυλινδρικών συντεταγµένων 

z   :κατηγµένη συνιστώσα κυλινδρικών συντεταγµένων 

ρ)   :µοναδιαίο ακτινικό διάνυσµα κυλινδρικών συντεταγµένων 

φ)   :µοναδιαίο αζιµουθιακό διάνυσµα κυλινδρικών συντεταγµένων 

z)   :µοναδιαίο κατηγµένο διάνυσµα κυλινδρικών συντεταγµένων 

α   :ακτίνα κυλινδρικής κεραίας, εσωτερική ακτίνα οµοαξονικής γραµµής 

b   :εξωτερική ακτίνα οµοαξονικής γραµµής 

ω   :κυκλική συχνότητα λειτουργίας – τροφοδοσίας 

t   :µεταβλητή του χρόνου 

j   :φανταστική µονάδα 

( )zφ,ρ,J
v

 :χωρικό ρεύµα κεραίας 

( )zJS   :z – συνιστώσα επιφανειακού ρεύµατος κεραίας 

( )zφ,ρ,E
r

 :ηλεκτρικό πεδίο 

( )zρ,Eρ  :ρ – συνιστώσα ηλεκτρικού πεδίου 

( )zρ,Eφ  :φ – συνιστώσα ηλεκτρικού πεδίου 

( )zρ,E z  :z – συνιστώσα ηλεκτρικού πεδίου 

( )zφ,ρ,H
r

 :µαγνητικό πεδίο 

( )zφ,ρ,Φ  :βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό 

( )zφ,ρ,A
v

 :διανυσµατικό µαγνητικό δυναµικό 

( )zρ,Az  :z – συνιστώσα µαγνητικού πεδίου 

( )zφ,ρ,Edlt

r
 :ηλεκτρικό πεδίο τροφοδοσίας delta – function generator 

( )zφ,ρ,Efrl

r
 : ηλεκτρικό πεδίο τροφοδοσίας frill generator 

k   :κυµατικός αριθµός λειτουργίας 

V   :ισοδύναµη τάση τροφοδοσίας 

R   : απόσταση του τυχαίου σηµείου παρατήρησης από το τυχαίο σηµείο 

της πηγής 
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⊥R   :πολική απόσταση του τυχαίου σηµείου παρατήρησης από το τυχαίο 

σηµείο της πηγής 

||R   :παράλληλη απόσταση του τυχαίου σηµείου παρατήρησης από το 

τυχαίο σηµείο της πηγής 

( )zδ   :συνάρτηση δέλτα του Dirac 

( )zI   :ισοδύναµο νηµατοειδές ρεύµα κεραίας 

( )α,zKap  :προσεγγιστικός πυρήνας ολοκλήρωσης 

( )α,zK ex  :ακριβής πυρήνας ολοκλήρωσης 

( )zIdlt   : ισοδύναµο νηµατοειδές ρεύµα κεραίας µε τροφοδοσία delta – 

function generator 

( )zIfrl   : ισοδύναµο νηµατοειδές ρεύµα κεραίας µε τροφοδοσία frill generator 

( )zF   : άγνωστη συνάρτηση διαφορικής 

( )zFdlt   :άγνωστη συνάρτηση διαφορικής µε τροφοδοσία delta – function 

generator 

( )zFfrl   :άγνωστη συνάρτηση διαφορικής µε τροφοδοσία frill generator 

0ζ   :κυµατική αντίσταση του κενού 

( )tg   :δεύτερο µέλος περίπτωσης frill generator 

( )zF frl,p  :µερική λύση διαφορικής µε τροφοδοσία frill generator 

{ }F   :τελεστής Fourier  
( ) ( )zH 1
n   :συνάρτηση Hankel n – οστής τάξης και πρώτου είδους 

( )zJ n   :συνάρτηση Bessel n – οστής τάξης 

( )zYn   :συνάρτηση Neumann n – οστής τάξης 

( )ζFdlt   :µετασχηµατισµός Fourier της ( )zFdlt  

( )ζFfrl   :µετασχηµατισµός Fourier της ( )zFfrl  

( )α,zKap  : µετασχηµατισµός Fourier  της ( )α,zK ap  

( )α,zKex  : µετασχηµατισµός Fourier  της ( )α,zK ex  

( )zI ex,frl  : ρεύµα κεραίας µε τροφοδοσία frill generator και ακριβή πυρήνα 

( )zI ap,frl  : ρεύµα κεραίας µε τροφοδοσία frill generator και προσεγγιστικό 

πυρήνα 
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( )zI ex,dlt  : ρεύµα κεραίας µε τροφοδοσία delta – function generator και ακριβή 

πυρήνα 

( )zI ap,dlt  : ρεύµα κεραίας µε τροφοδοσία frill generator και προσεγγιστικό 

πυρήνα 

( )ζI ex,frl  :µετασχηµατισµός Fourier της ( )zI ex,frl  

( )ζI ap,frl  :µετασχηµατισµός Fourier της ( )zI ap,frl  

( )ζI ex,dlt  :µετασχηµατισµός Fourier της ( )zI ex,dlt  

( )ζI ap,dlt  :µετασχηµατισµός Fourier της ( )zI ap,dlt  

ex,dltY   :αγωγιµότητα εισόδου κεραίας για τροφοδοσίας τύπου delta – function 

και ακριβή πυρήνα  

ap,dltY   :αγωγιµότητα εισόδου κεραίας για τροφοδοσίας τύπου delta – function 

και προσεγγιστικό πυρήνα 

ex,frlY   :αγωγιµότητα εισόδου κεραίας για τροφοδοσίας τύπου frill και ακριβή 

πυρήνα 

ap,frlY   :αγωγιµότητα εισόδου κεραίας για τροφοδοσίας τύπου frill και 

προσεγγιστικό πυρήνα 

( )ζh ex,dlt  :ολοκληρωτέα της περίπτωσης τροφοδοσίας delta και ακριβή πυρήνα 

( )ζh ap,dlt  :ολοκληρωτέα της περίπτωσης τροφοδοσίας delta και προσεγγιστικό 

πυρήνα 

( )ζh ex,frl  :ολοκληρωτέα της περίπτωσης τροφοδοσίας frill και ακριβή πυρήνα 

( )ζh ap,frl  :ολοκληρωτέα της περίπτωσης τροφοδοσίας frill και προσεγγιστικό 

πυρήνα 
( ) ( )ζH k

ex,dlt  :παράγουσα της ( )ζh ex,dlt  για kζ→  

( ) ( )ζH ex,dlt
∞  :παράγουσα της ( )ζh ex,dlt  για +∞→ζ  

( ) ( )ζH k
ap,dlt  :παράγουσα της ( )ζh ap,dlt  για kζ→  

( ) ( )ζH ap,dlt
∞  :παράγουσα της ( )ζh ap,dlt  για +∞→ζ  

( ) ( )ζH k
ex,frl  :παράγουσα της ( )ζh ex,frl  για kζ→  

( ) ( )ζH ex,frl
∞  :παράγουσα της ( )ζh ex,frl  για +∞→ζ  
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( ) ( )ζH k
ap,frl  :παράγουσα της ( )ζh ap,frl  για kζ→  

( ) ( )ζH ap,frl
∞  :παράγουσα της ( )ζh ap,frl  για +∞→ζ  

ex,dltG   :πραγµατικό µέρος της ex,dltY  

ap,dltG   :πραγµατικό µέρος της ap,dltY  

ex,frlG   :πραγµατικό µέρος της ex,frlY  

ap,frlG   :πραγµατικό µέρος της ap,frlY  

ex,frlB   :φανταστικό µέρος της ex,frlY  

ap,frlB   : φανταστικό µέρος της ap,frlY  

( )ζw ex,dlt  :ολοκληρωτέα πραγµατικού µέρους της ex,dltY  

( ) ( )ζW k
ex,dlt  :παράγουσα της ( )ζw ex,dlt  για kζ→  

( )ζw ap,dlt  :ολοκληρωτέα πραγµατικού µέρους της ap,dltY  

( ) ( )ζW k
ap,dlt  :παράγουσα της ( )ζw ap,dlt  για kζ→  

( )εL   :εξίσωση από κάτω παράκαµψης της kζ =  

ex,smfrlY  :αγωγιµότητα εισόδου τροφοδοσίας µικρού frill και ακριβούς πυρήνα 

ap,smfrlY  :αγωγιµότητα εισόδου τροφοδοσίας µικρού frill και προσεγγιστικού 

πυρήνα 

ex,smfrlG  :πραγµατικό µέρος της ex,smfrlY  

ap,smfrlG  :πραγµατικό µέρος της ap,smfrlY  

ex,smfrlB  :φανταστικό µέρος της ex,smfrlY  

ε   :θετικός αριθµός µικρότερος του k  

( )zE1   :εκθετικό ολοκλήρωµα  

( )zFeqfrl  :άγνωστη συνάρτηση διαφορικής στην περίπτωση της ισοδυναµίας 
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