ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ

ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

ÔÏÌÅÁÓ ÔÅŒÍÏËÏÃÉÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ & ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÅÑÃÁÓÔÇÑÉÏ ËÏÃÉÊÇÓ ÊÁÉ ÅÐÉÓÔÇÌÇÓ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

űìåóïé Áëãüñéèìïé

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ ôïõ ÓðõñSSäùíïò Ñ. Áíôùíáêüðïõëïõ

ÅðéâëÝðùí: ÅõóôÜèéïò Ê. ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò Å.Ì.Ð.

ÁèÞíá, Éïýëéïò 2004

ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÔÏÌÅÁÓ ÔÅŒÍÏËÏÃÉÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ & ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÅÑÃÁÓÔÇÑÉÏ ËÏÃÉÊÇÓ ÊÁÉ ÅÐÉÓÔÇÌÇÓ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

űìåóïé Áëãüñéèìïé

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ ôïõ ÓðõñSSäùíïò Ñ. Áíôùíáêüðïõëïõ

ÅðéâëÝðùí: ÅõóôÜèéïò Ê. ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò Å.Ì.Ð.

ÅãêñSSèçêå áðü ôçí ôñéìåëÞ åîåôáóôéêÞ åðéôñïðÞ ôçí 21^ç ÉïõëSSïõ 2004.

........................................

ÅõóôÜèéïò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò Å.Ì.Ð.

........................................

Öþôù ÁöñÜôç ÊáèçãÞôñéá Å.Ì.Ð.

........................................

ÔéìïëÝùí ÓåëëÞò ÊáèçãçôÞò Å.Ì.Ð.

ÁèÞíá, Éïýëéïò 2004.

...................................

ÓðõñSSäùí Ñ. Áíôùíáêüðïõëïò Äéðëùìáôïýœïò Çëåêôñïëüãïò Ìçœáíéêüò êáé Ìçœáíéêüò Õðïëïãéóôþí Å.Ì.Ð.

Copyright © ÓðõñSSäùí Ñ. Áíôùíáêüðïõëïò 2004 Ìå åðéöýëáîç ðáíôüò äéêáéþìáôïò. All rights reserved.

Áðáãïñåýåôáé ç áíôéãñáöÞ, áðïèÞêåõóç êáé äéáíïìÞ ôçò ðáñïýóáò åñãáóSSáò, åî ïëïêëÞñïõ Þ ôìÞìáôïò áõôÞò, ãéá åìðïñéêü óêïðü. ÅðéôñÝðåôáé ç áíáôýðùóç, áðïèÞêåõóç êáé äéáíïìÞ ãéá óêïðü ìç êåñäïóêïðéêü, åêðáéäåõôéêÞò Þ åñåõíçôéêÞò öýóçò, õðü ôçí ðñïûðüèåóç íá áíáöÝñåôáé ç ðçãÞ ðñïÝëåõóçò êáé íá äéáôçñåSSôáé ôï ðáñüí ìÞíõìá. ÅñùôÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôç œñÞóç ôçò åñãáóSSáò ãéá êåñäïóêïðéêü óêïðü ðñÝðåé íá áðåõèýíïíôáé ðñïò ôïí óõããñáöÝá.

Ïé áðüøåéò êáé ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ ðåñéÝœïíôáé óå áõôü ôï Ýããñáöï åêöñÜæïõí ôïí óõããñáöÝá êáé äåí ðñÝðåé íá åñìçíåõèåSS üôé áíôéðñïóùðåýïõí ôéò åðSSóçìåò èÝóåéò ôïõ Åèíéêïý Ìåôóüâéïõ ÐïëõôåœíåSSïõ.

ÐåñSSëçøç

Ç ðáñïýóá äéðëùìáôéêÞ åñãáóSSá åóôéÜæåé óôçí åñåõíçôéêÞ ðåñéïœÞ ôùí Üìåóùí (online) áëãïñSSèìùí, äçëáäÞ åêåSSíùí ðïõ êáëïýíôáé íá åðéëýóïõí Ýíá ðñüâëçìá âåëôéóôïðïSSçóçò äSSœùò íá Ýœïõí åê ôùí ðñïôÝñùí ãíþóç üëùí ôùí óœåôéêþí äåäïìÝíùí. Óôï ðñþôï êåöÜëáéï ïñSSæïíôáé ïé âáóéêÝò Ýííïéåò ôçò áíôáãùíéóôéêÞò áíÜëõóçò, ç ïðïSSá áðïôåëåSS ôï ðëÝïí êïéíÜ áðïäåêôü êñéôÞñéï áîéïëüãçóçò ôçò åðSSäïóçò Üìåóùí áëãïñSSèìùí. Ùò ðáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôùí ðñïçãïõìÝíùí, ìåëåôþíôáé äéåîïäéêÜ äýï êëáóéêÜ online ðñïâëÞìáôá.

Ôï äåýôåñï êåöÜëáéï ðñáãìáôåýåôáé ôåœíéêÝò óœåäSSáóçò áéôéïêñáôéêþí Üìåóùí áëãïñSSèìùí. ÌÜëéóôá, Ýìöáóç äSSíåôáé óôï óêåðôéêü ðïõ õðïêñýðôåôáé ðSSóù áðü êáèåìSSá ôåœíéêÞ, ôï ïðïSSï óõíÞèùò äéáôõðþíåôáé ùò êÜðïéá ńáñœÞż. ÅðéðëÝïí, åîåôÜæïíôáé ïé êõñéüôåñåò ìÝèïäïé áíÜëõóçò online áëãïñSSèìùí, ïé ïðïSSåò Ýœïõí œñçóéìïðïéçèåSS åõñÝùò óôç óœåôéêÞ âéâëéïãñáöSSá.

Ôï ôñSSôï êåöÜëáéï áóœïëåSSôáé ìå randomized Üìåóïõò áëãïñSSèìïõò, ïé ïðïSSïé ðáñïõóéÜæïõí åîáéñåôéêü åíäéáöÝñïí äéüôé ç áíáìåíüìåíç åðSSäïóÞ ôïõò ùò ðñïò ôçí áíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç åSSíáé êáëýôåñç åêåSSíçò ôùí áíôSSóôïéœùí áéôéïêñáôéêþí. ÔÝëïò, ôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï åóôéÜæåé óôï äéÜóçìï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí. ÓõãêåêñéìÝíá, ðáñáôSSèåíôáé, áíáëýïíôáé êáé óõãêñSSíïíôáé ïñéóìÝíïé áðü ôïõò ðéï ãíùóôïýò áëãïñSSèìïõò ðïõ Ýœïõí ðñïôáèåSS ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü. ÐåñéãñÜöåôáé åðSSóçò ç ãåíéêüôåñç ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò íÝùí ôÝôïéùí áëãïñSSèìùí ìÝóù áéôéïêñáôéêþí êáé éäSSùò ðéèáíïôéêþí åìöõôåýóåùí ìåôñéêþí œþñùí.

ËÝîåéò-êëåéäéÜ: Üìåóïé áëãüñéèìïé, áíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç, kåîõðçñåôçôÝò, óåëéäïðïSSçóç, ðéèáíïôéêÝò åìöõôåýóåéò

Ábstract

This diploma thesis focuses on the research area of online algorithms, i.e. those algorithms that are obliged to solve an optimization problem without having full a priori knowledge of the input data.

In the ˛rst chapter, we de˛ne the basic notions of competitive analysis, which is the most standard criterion for evaluating the performance of online algorithms. As an example, we apply the above in a thorough study of two classic online problems.

The second chapter deals with design techniques for deterministic online algorithms. Moreover, special emphasis is given to the rationale behind each technique, which is usually stated as a \principle." On top of that, we survey the most important methods for analyzing online algorithms, which have been used extensively in the relevant bibliography.

In the third chapter, we turn our attention to randomized online algorithms. The latter are of particular interest, because their expected performance under competitive analysis is better than that of corresponding deterministic algorithms.

Last but not least, the fourth chapter is devoted to the famous k-server problem. More speci˛cally, we present, analyze and compare several of the well-known algorithms that have been proposed for this problem. In addition, we describe the general method for deriving new such algorithms via deterministic and probabilistic embeddings of metric spaces.

Keywords: online algorithms, competitive analysis, k-server, paging, probabilistic embeddings

Ðåñéåœüìåíá

1 ÅéóáãùãÞ 11 1.1 Ç Ýííïéá ôïõ online áëãïñSSèìïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.1.1 ÁíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.2 Äýï êëáóéêÜ online ðñïâëÞìáôá êáé ç áíÜëõóÞ ôïõò . . . . . . 14 1.2.1 Ôï ðñüâëçìá åíïéêSSáóçò åîïðëéóìïý óêé . . . . . . . . 15 1.2.2 Ôï ðñüâëçìá ôçò ãÝöõñáò . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.3 űëëá åíäéáöÝñïíôá online ðñïâëÞìáôá . . . . . . . . . . . . . . 19

2 ÓœåäSSáóç êáé ÁíÜëõóç Áéôéïêñáôéêþí Online ÁëãïñSSèìùí 23 2.1 ÔåœíéêÝò óœåäSSáóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.1.1 űðëçóôïé áëãüñéèìïé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.1.2 Åîéóïññüðçóç êüóôïõò . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25 2.1.3 Áýîçóç ôïõ o›ine êüóôïõò . . . . . . . . . . . . . . . 28 2.1.4 Óõíäõáóìüò online áëãïñSSèìùí . . . . . . . . . . . . . 30 2.2 ÌÝèïäïé áíÜëõóçò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 2.2.1 ÓõíáñôÞóåéò äõíáìéêïý . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.2.2 ÊÜôù öñÜãìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3 Randomized Online Áëãüñéèìïé 43 3.1 ÂáóéêïSS ïñéóìïSS êáé ðáñáäåSSãìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . 43 3.1.1 Ï randomized ôåëåóôÞò MIN . . . . . . . . . . . . . . 48 3.2 Ç éóœýò ôùí áíôéðÜëùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 3.3 ÊÜôù öñÜãìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

4 Ôï Ðñüâëçìá ôùí k-Åîõðçñåôçôþí 59 4.1 ÅîõðçñåôçôÝò åíôüò áðëþí ìåôñéêþí œþñùí . . . . . . . . . . . 59 4.1.1 ÅõèåSSá ãñáììÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.1.2 ÄÝíäñï . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 4.1.3 Êýêëïò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 4.1.4 ÅõêëåSSäéïé œþñïé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 4.2 Áëãüñéèìïò åîéóïññüðçóçò êüóôïõò . . . . . . . . . . . . . . . 67

8 Ðåñéåœüìåíá

4.3 Áëãüñéèìïò óõíÜñôçóçò Ýñãïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69 4.4 ÅìâáðôSSóåéò ìåôñéêþí œþñùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74 ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò 77

ÊáôÜëïãïò óœçìÜôùí

1.1 Áíáæçôþíôáò ôç ãÝöõñá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.2 ńÃåíåáëïãéêü äÝíäñïż online ðñïâëçìÜôùí . . . . . . . . . . . 22

2.1 Óôéãìéüôõðï ôùí ëéóôþí ôùí mtf êáé opt . . . . . . . . . . . 34

4.1 Ôñüðïò ëåéôïõñãSSáò ôïõ dc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 4.2 Ôñüðïò ëåéôïõñãSSáò ôïõ dc-tree . . . . . . . . . . . . . . . . 62 4.3 ÁíôéðáñÜäåéãìá ôçò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ balance . . . . . 69 4.4 ÅìâÜðôéóç N × N ðëÝãìáôïò óå äÝíäñï . . . . . . . . . . . . . 74

.

ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 Ç Ýííïéá ôïõ online áëãïñSSèìïõ

Ç ìåëÝôç ôùí áëãïñSSèìùí óõíäÝåôáé êáôÜ êáíüíá ìå ôçí ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áí alg åSSíáé êÜðïéïò áëãüñéèìïò åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Π, õðïèÝôïõìå üôé äSSíåôáé Ýíá ïðïéïäÞðïôå óôéãìéüôõðï I ôïõ Π êáé åîåôÜæïõìå ðüóïõò ðüñïõò (œñüíïò, œþñïò ê.á.) áðáéôåSS ï alg ãéá íá âñåé ôç ëýóç, óõíáñôÞóåé ôïõ ìåãÝèïõò ôçò åéóüäïõ, äçëáäÞ ôïõ óôéãìéïôýðïõ. ÿôóé ìðïñïýìå íá áðïöáíèïýìå áí ï alg åSSíáé áðïäïôéêüò, äçëáäÞ ńêáëüòż, Þ ôï áíôSSèåôï.

Åíôïýôïéò, õðÜñœïõí ðïëëÜ ðñáãìáôéêÜ ðñïâëÞìáôá óôá ïðïSSá ç åSSóïäïò äåí åSSíáé ãíùóôÞ óôï óýíïëü ôçò ôç óôéãìÞ ðïõ ï áëãüñéèìïò áñœSSæåé ôçí åðSSëõóç, áëëÜ åíäåœïìÝíùò íá áðïêáëõöèåSS óôáäéáêÜ óôç óõíÝœåéá. Ôïýôï óõíÞèùò ïöåSSëåôáé óå êÜðïéïí áðü ôïõò ðáñáêÜôù ëüãïõò:

• Ç åSSóïäïò åîáñôÜôáé áðü ìåëëïíôéêÜ ãåãïíüôá, üðùò åSSíáé ð.œ. ïé áõñéáíÝò ôéìÝò ôùí œñçìáôéóôçñéáêþí äåSSêôþí.

• Ç åSSóïäïò åîáñôÜôáé áðü ïñéóìÝíåò åíÝñãåéåò ôïõ SSäéïõ ôïõ áëãïñSSèìïõ.

Ëïãïõ œÜñç, êáèþò Ýíá ñïìðüô åîåñåõíÜ Üãíùóôïõò œþñïõò áðïêôÜ íÝåò ðëçñïöïñSSåò, ïé ïðïSSåò åðçñåÜæïõí ôéò åðüìåíåò êéíÞóåéò ôïõ.

Óå áìöüôåñåò ôéò ðåñéðôþóåéò äéáðéóôþíïõìå üôé ï õðïëïãéóìüò åSSíáé óõíõöáóìÝíïò ìå ôç œñïíéêÞ åîÝëéîç êÜðïéïõ óõóôÞìáôïò (óôá ðáñáäåSSãìáôÜ ìáò, ôïõ ŒñçìáôéóôçñSSïõ Þ ôïõ ñïìðüô) ôï ïðïSSï áíôéäñÜ óå äéáäïœéêÝò ìåôáâïëÝò ôïõ ðåñéâÜëëïíôüò ôïõ. ÂÝâáéá, óôçí ðñþôç ðåñSSðôùóç ôï åí ëüãù œáñáêôçñéóôéêü áðïôåëåSS åããåíÞ éäéüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, åíþ óôç äåýôåñç ðñïêýðôåé ùò åðáêüëïõèï ôçò äéáäéêáóSSáò õðïëïãéóìïý êáèáõôÞò.

Ôï êñSSóéìï æÞôçìá, ëïéðüí, åSSíáé üôé ï áëãüñéèìïò êáëåSSôáé íá ëÜâåé áðïöÜóåéò õðü êáèåóôþò áâåâáéüôçôáò, áöïý ãíùñSSæåé ìüíï ôìÞìá ôçò åéóüäïõ, ôç óôéãìÞ ðïõ áãíïåSS ðáíôåëþò { Þ Ýóôù óå ìåãÜëï âáèìü { ôï õðüëïéðï. ÅðïìÝíùò, ïé áðïöÜóåéò áõôÝò ãåíéêÜ äåí èá åSSíáé ïé êáëýôåñåò äõíáôÝò, ïðüôå ôï ìüíï óôï ïðïSSï ìðïñïýìå íá åëðSSæïõìå åSSíáé íá ðåñéïñéóôåSS üóï ãSSíåôáé ï ôåëéêüò áíôSSêôõðüò ôïõò óôçí åðSSäïóç ôïõ áëãïñSSèìïõ.

Ìå ôá ðáñáðÜíù åðéœåéñÞóáìå íá áðïäþóïõìå äéáéóèçôéêÜ ôSS óõíéóôÜ online ðñüâëçìá, õðïëïãéóìü êáé áëãüñéèìï, áíôSSóôïéœá. Ç ðåñéãñáöÞ äåí åSSíáé åîáíôëçôéêÞ êáé ïðùóäÞðïôå üœé áðüëõôá óõãêåêñéìÝíç. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, üìùò, ìÝœñé ôþñá äåí Ýœïõí äéáôõðùèåSS ôõðéêïSS ïñéóìïSS ãéá ôïõò ðáñáðÜíù üñïõò, êõñSSùò äéüôé êáëýðôïõí Ýííïéåò ìå ðëÞèïò äéáöïñåôéêþí ðáñáëëáãþí ðïõ äýóêïëá êùäéêïðïéïýíôáé áõóôçñÜ.

Ïé üñïé o›ine ðñüâëçìá, õðïëïãéóìüò êáé áëãüñéèìïò, ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò ïé óõìðëçñùìáôéêïSS ôùí ðñïçãïõìÝíùí. Ìå Üëëá ëüãéá, œñçóéìïðïéïýíôáé óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ç åSSóïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åSSíáé åî ïëïêëÞñïõ êáèïñéóìÝíç êáé ãíùóôÞ Þäç ðñéí æçôçèåSS ç åðSSëõóÞ ôïõ. Óôá ðëáSSóéá ôçò ÈåùñSSáò Ðïëõðëïêüôçôáò, ôïýôï óõíÞèùò áðïôåëåSS óéùðçñÞ õðüèåóç êáé åðïìÝíùò ï ðñïóäéïñéóìüò \o›ine" êáèSSóôáôáé ðåñéôôüò. Äåí óõìâáSSíåé üìùò ôï SSäéï óôçí ðáñïýóá åñãáóSSá, üðïõ ìÜëéóôá åSSíáé åðéèõìçôü íá äïèåSS Ýìöáóç óôçí áíôéðáñáâïëÞ online êáé o›ine åííïéþí.

ÓçìåSSùóç. Óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáöSSá ðñïôåSSíåôáé ôï åðSSèåôï Üìåóïò ùò åýóôïœç ìåôÜöñáóç ôïõ \online". Äõóôõœþò, äåí Ýœåé ãSSíåé ôï SSäéï ìå ôç ëÝîç \o›ine", ïðüôå ðñïôéìÞèçêå íá ãSSíåé œñÞóç ôùí áããëéêþí üñùí óå üëç ôçí Ýêôáóç ôçò åñãáóSSáò.

1.1.1 ÁíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç

ÿíá åýëïãï åñþôçìá ðïõ ôSSèåôáé åSSíáé ðþò èá áîéïëïãÞóïõìå ôçí åðSSäïóç åíüò online áëãïñSSèìïõ. Óôï åîÞò ëïéðüí èá áóœïëçèïýìå áðïêëåéóôéêÜ ìå ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò, ôá ïðïSSá ðñïóöÝñïõí Ýíá åããåíÝò ìÝôñï óýãêñéóçò ôçò ńðïéüôçôáòż ôùí ëýóåùí ðïõ ðáñÜãåé êÜèå áëãüñéèìïò. Ôá ðñïâëÞìáôá áõôÜ œùñSSæïíôáé áäñïìåñþò óå äýï êáôçãïñSSåò: óôá ìåí óôüœïò åSSíáé ç åëáœéóôïðïSSçóç ôïõ êüóôïõò êáé óôá äå ç ìåãéóôïðïSSçóç ôïõ êÝñäïõò, üðïõ ôá ìåãÝèç áõôÜ ïñSSæïíôáé áíáëüãùò ôïõ åêÜóôïôå ðñïâëÞìáôïò.

Ç áíÜëõóç ôçò œåéñüôåñçò ðåñSSðôùóçò, ðïõ áðïôåëåSS êáíüíá óôç ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò, åí ðñïêåéìÝíù öáSSíåôáé áêáôÜëëçëç, áöïý ïðïéáäÞðïôå ìç ôåôñéììÝíç áðüöáóç ðïõ ëáìâÜíåôáé ìå ìåñéêÞ ãíþóç ôùí äåäïìÝíùí åéóüäïõ ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS õðï-âÝëôéóôç ãéá êÜðïéï óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò. Óõíåðþò, áðü áõôÞ ôçí Üðïøç üëïé ïé online áëãüñéèìïé ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá œáñáêôçñSSæïíôáé åîSSóïõ ńêáêïSSż. Ìéá Üëëç ðñïóÝããéóç, ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé åõñÝùò óôçí ðñÜîç, åSSíáé áõôÞ ôçò áíáìåíüìåíçò (ìÝóçò) åðSSäïóçò ôïõ áëãïñSSèìïõ ãéá ìéá ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ åðSS ôïõ óõíüëïõ ôùí óôéãìéïôýðùí.

1.1 Ç Ýííïéá ôïõ online áëãïñSSèìïõ 13

ÂÝâáéá, ãéá íá èåùñÞóïõìå ìéá êáôÜëëçëç ôÝôïéá êáôáíïìÞ ðñÝðåé íá Ýœïõìå áñêåôÝò ðëçñïöïñSSåò óœåôéêÜ ìå ôéò åéóüäïõò ðïõ èá êëçèåSS íá åðåîåñãáóôåSS ï áëãüñéèìïò.

ÔSS ãSSíåôáé, üìùò, áí èÝëïõìå íá áðïöýãïõìå { Þ äåí ìðïñïýìå íá êÜíïõìå { ïðïéåóäÞðïôå ôÝôïéåò õðïèÝóåéò; Ç ìÝèïäïò ðïõ Ýœåé ðñïôáèåSS åSSíáé íá óõãêñSSíïõìå ôçí åðSSäïóç ôïõ online áëãïñSSèìïõ óå óýãêñéóç ìå ôç âÝëôéóôç ëýóç ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï óôéãìéüôõðï. ÃíùñSSæïõìå üôé ôÝôïéá ëýóç âñSSóêåé ï êáëýôåñïò äõíáôüò o›ine áëãüñéèìïò ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá, Üñá ï ôåëåõôáSSïò èá œñçóéìïðïéçèåSS ùò ìÝôñï áíáöïñÜò. ĳðùò èá äïýìå óôç óõíÝœåéá ôçò ðáñïýóáò åñãáóSSáò, ìå ôïí ôñüðï áõôü áíáäåéêíýåôáé ç ðïéüôçôá åíüò online áëãïñSSèìïõ êáëýôåñá áð’ üôé ìå ôçí áíÜëõóç œåéñüôåñçò ðåñSSðôùóçò.

Ôá ðñþôá äåSSãìáôá åöáñìïãÞò ôçò åí ëüãù éäÝáò åìöáíSSæïíôáé Þäç ðñéí 40 ðåñSSðïõ œñüíéá óå åñãáóSSá ôïõ Graham [Gra66]. ĳìùò, êáèïñéóôéêÞ þèçóç óôçí ìåëÝôç ôùí online áëãïñSSèìùí Ýäùóáí äýï ìåôáãåíÝóôåñåò äçìïóéåýóåéò ôùí Sleator êáé Tarjan [ST85a, ST85b], åê ôùí ïðïSSùí ç ðñþôç áíáöÝñåôáé óôá ðñïâëÞìáôá åíçìÝñùóçò ëSSóôáò êáé óåëéäïðïSSçóçò ìíÞìçò (âëÝðå Åíüôçôá 1.3), åíþ ç äåýôåñç óå åîáñèñùìÝíá äÝíäñá (splay trees). ËSSãï áñãüôåñá, ïé Karlin, Manasse, Rudolph êáé Sleator [KarlMRS88] åéóÞãáãáí êáé êáèéÝñùóáí ôïí üñï áíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç (competitive analysis) ãéá íá ðåñéãñÜøïõí ôçí ðñïáíáöåñèåSSóá ìÝèïäï áîéïëüãçóçò áëãïñSSèìùí.

ÏöåSSëïõìå åäþ íá ôïíSSóïõìå üôé ìïëïíüôé ç áíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç óõíäÝåôáé Üññçêôá ìå ôá online ðñïâëÞìáôá, âñSSóêåé åöáñìïãÞ êáé óå Üëëåò ðáñåìöåñåSSò ðåñéïœÝò, üðùò åSSíáé ïé êáôáíåìçìÝíïé áëãüñéèìïé. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ïé ôåëåõôáSSïé åêôåëïýíôáé óå Ýíá óýíïëï áðü õðïëïãéóôéêÝò ìïíÜäåò, óõíäåäåìÝíåò óå äSSêôõï, ìå ôá äåäïìÝíá ôïõ ðñïâëÞìáôïò íá âñSSóêïíôáé äéáóêïñðéóìÝíá óå áõôÝò. Ðáñ’ üëï ðïõ ç åðéêïéíùíSSá ìåôáîý ôùí ìïíÜäùí åSSíáé åöéêôÞ ìÝóù ôïõ äéêôýïõ, óõœíÜ ç ðëÞñçò áíôáëëáãÞ ðëçñïöïñéþí êñSSíåôáé áóýìöïñç Þ õðåñâïëéêÜ œñïíïâüñá. Ùò åê ôïýôïõ, óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò êáôáíåìçìÝíïé áëãüñéèìïé õðïœñåïýíôáé íá äþóïõí ëýóåéò Ýœïíôáò ìüíï ìéá ìåñéêÞ åéêüíá ôçò êáôÜóôáóçò ôïõ üëïõ óõóôÞìáôïò êáé Üñá åSSíáé õðïøÞöéïé ðñïò áíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç.

Êáôüðéí ôùí áíùôÝñù, ìðïñïýìå íá ãSSíïõìå ðéï óõãêåêñéìÝíïé äSSíïíôáò ôïõò ðñþôïõò ïõóéþäåéò ïñéóìïýò, ìå âÜóç ôïõò ïðïSSïõò èá ðñïœùñÞóïõìå óôç ìåëÝôç ôùí online áëãïñSSèìùí.

Ïñéóìüò 1.1. ÿíáò online áëãüñéèìïò alg ðïõ åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Π èá ëÝãåôáé c-áíôáãùíéóôéêüò áí ãéá êÜèå åSSóïäï I éóœýåé:

êüóôïò_{alg}(I) ≤ c · êüóôïò_{opt}(I) + c_0 [ Þ êÝñäïò_{opt}(I) ≤ c · êÝñäïò_{alg}(I) + c_0 ] , üðïõ opt ï âÝëôéóôïò o›ine áëãüñéèìïò ãéá ôï Π êáé c_0 ìç áñíçôéêÞ óôáèåñÜ.

Ðñïöáíþò èá áëçèåýåé üôé c ≥ 1, áíåîáñôÞôùò ôïõ áí ôï ðñüâëçìá áöïñÜ åëáœéóôïðïSSçóç êüóôïõò Þ ìåãéóôïðïSSçóç êÝñäïõò.

Ïñéóìüò 1.2. Ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò (competitive ratio) c_{alg} ôïõ online áëãïñSSèìïõ alg ðñïêýðôåé ùò:

c_{alg} ≜ inf {c | ï alg åSSíáé c-áíôáãùíéóôéêüò} .

ÐáñáôçñÞóåéò

1. Ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïSS ìïéÜæïõí ðïëý ìå åêåSSíïõò ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé óôç ìåëÝôç ðñïóåããéóôéêþí áëãïñSSèìùí ãéá NP-äýóêïëá ðñïâëÞìáôá âåëôéóôïðïSSçóçò (âëÝðå ð.œ. [GJ79]). Ôïýôï äåí åSSíáé ôõœáSSï, áöïý êáôÜ ìSSá Ýííïéá ïé online áëãüñéèìïé ìðïñïýí üíôùò íá èåùñçèïýí ðñïóåããéóôéêïSS. Ôï œáñáêôçñéóôéêü üìùò ðïõ ôïõò êáèéóôÜ ìç âÝëôéóôïõò äåí åSSíáé ïé ðåñéïñéóìïSS óôçí œñïíéêÞ ðïëõðëïêüôçôá, áëëÜ ç áâåâáéüôçôá ùò ðñïò ôá äåäïìÝíá ôçò åéóüäïõ.

2. Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ï alg éêáíïðïéåSS ôïí Ïñéóìü 1.1 ìå c_0 = 0, èá áðïêáëåSSôáé áõóôçñÜ c-áíôáãùíéóôéêüò.

3. Ï alg èá èåùñåSSôáé áíôáãùíéóôéêüò áí êáé ìüíï áí ï ëüãïò c_{alg} åSSíáé áíåîÜñôçôïò ôïõ ìåãÝèïõò ôïõ óôéãìéïôýðïõ. ÁíôSSèåôá, åðéôñÝðåôáé íá áðïôåëåSS óõíÜñôçóç äéáöüñùí ðáñáìÝôñùí ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ïé ïðïSSåò õðïôSSèåíôáé óôáèåñÝò êáé åî áñœÞò ãíùóôÝò.

4. ÔÝëïò, ï áëãüñéèìïò ðïõ åðéôõãœÜíåé ôïí êáëýôåñï ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò ìåôáîý üëùí ôùí online áëãïñSSèìùí ïé ïðïSSïé ëýíïõí ôï SSäéï ðñüâëçìá Π èá ïíïìÜæåôáé éóœõñÜ áíôáãùíéóôéêüò.

1.2 Äýï êëáóéêÜ online ðñïâëÞìáôá êáé ç áíÜëõóÞ ôïõò

Áêïëïýèùò èá ðáñïõóéÜóïõìå êáé èá åîåôÜóïõìå äéåîïäéêÜ äýï áðü ôá ðëÝïí ðáëáéÜ êáé ãíùóôÜ ðñïâëÞìáôá ôçò ðåñéïœÞò ôùí online áëãïñSSèìùí. ÐáñÜ ôç óœåôéêÞ áðëüôçôá ôçò äéáôýðùóÞò ôïõò, ç ðëÞñçò áíÜëõóÞ ôïõò äåí åSSíáé ôåôñéììÝíç (åéäéêÜ ôïõ äåýôåñïõ åî áõôþí) êáé áîéïðïéåSS ôéò áöçñçìÝíåò Ýííïéåò ðïõ ïñSSóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá.

1.2.1 Ôï ðñüâëçìá åíïéêSSáóçò åîïðëéóìïý óêé

Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýœïõìå åêäñÜìåé óå êÜðïéï œéïíïäñïìéêü êÝíôñï ãéá íá êÜíïõìå óêé. Ç åíïéêSSáóç ôïõ áðáñáSSôçôïõ åîïðëéóìïý óôïéœSSæåé 30 åõñþ áíÜ çìÝñá, åíþ ç áãïñÜ ôïõ 30k åõñþ, üðïõ k ≥ 2. Ôï åñþôçìá åSSíáé, öõóéêÜ: ðïéá åðéëïãÞ ìáò óõìöÝñåé; Áí ãíùñSSæáìå åê ôùí ðñïôÝñùí ðüóåò çìÝñåò èá êÜíïõìå óêé, ôüôå ç ëýóç èá Þôáí ðñïöáíÞò. Åíôïýôïéò, äéÜöïñïé áóôÜèìçôïé ðáñÜãïíôåò (ë.œ. êáéñüò) äåí ìáò åðéôñÝðïõí íá ôï ðñïâëÝøïõìå áõôü åîáñœÞò. ĳíôáò ëSSãï áðáéóéüäïîïé, èåùñïýìå üôé êÜèå ðñùSS ìðïñïýìå ìå âåâáéüôçôá íá îÝñïõìå áí èá êÜíïõìå Þ üœé óêé ôç äåäïìÝíç ìÝñá, áëëÜ ãéá ôéò åðüìåíåò äåí åSSìáóôå êáèüëïõ óSSãïõñïé. Ôïéïõôïôñüðùò, êáëïýìáóôå íá ëýóïõìå Ýíá online ðñüâëçìá.

Ìéá óœåôéêÜ áðëÞ óôñáôçãéêÞ èá Þôáí íá íïéêéÜóïõìå ôïí åîïðëéóìü êÜèå ìÝñá ðïõ êÜíïõìå óêé ìÝœñé êáé ôçí (k − 1)-ïóôÞ êáé, áí ìáò äïèåSS ç åõêáéñSSá íá êÜíïõìå óêé Ýóôù êáé ìéá öïñÜ áêüìç, íá ôïí áãïñÜóïõìå. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôï œåéñüôåñï åíäåœüìåíï ðáñïõóéÜæåôáé üôáí êÜíïõìå óêé åðSS áêñéâþò k çìÝñåò. Ôüôå ðëçñþíïõìå (2k − 1) · 30 áíôSS ãéá 30k åõñþ, äçëáäÞ õöéóôÜìåèá 2 −^1_k öïñÝò ìåãáëýôåñï êüóôïò áðü ôï åëÜœéóôï äõíáôü.

Åíôïýôïéò, èá äåSSîïõìå üôé ï ðáñáðÜíù ôñüðïò óêÝøçò åSSíáé ï êáëýôåñïò ùò ðñïò ôç óýãêñéóç ìå ôçí (áíÝöéêôç) âÝëôéóôç ëýóç ðïõ èá Ýäéíå Ýíáò o›ine áëãüñéèìïò Ýœïíôáò ðëÞñç ãíþóç ôïõ ìÝëëïíôïò. Ôù üíôé, áò áíáëïãéóôïýìå ðïéåò Üëëåò åðéëïãÝò Ýœïõìå:

• Áí áãïñÜóïõìå ôïí åîïðëéóìü áðü ôçí ðñþôç ìÝñá áëëÜ äåí îáíáêÜíïõìå óêé, èá Ýœïõìå ðëçñþóåé k öïñÝò ðåñéóóüôåñá œñÞìáôá.

• Áí íïéêéÜæïõìå êÜèå ìÝñá ôïí åîïðëéóìü êáé êÜíïõìå ðïëëÝò çìÝñåò óêé, ôüôå ðéèáíüí íá îïäÝøïõìå ðïóü ðïëëáðëÜóéï ôçò ôéìÞò áãïñÜò ôïõ.

• Áí ðåñéìÝíïõìå ôçí j-ïóôÞ ìÝñá ðïõ êÜíïõìå óêé ãéá íá ðñïœùñÞóïõìå óå áãïñÜ (åíþ ìÝœñé ôüôå áñêïýìáóôå óôçí åíïéêSSáóç) êáé áõôÞ áðïäåéœèåSS ç ôåëåõôáSSá ìÝñá, ðëçñþíïõìå êüóôïò 30(j − 1) + 30k åõñþ, åíþ ôï éäáíéêü èá Þôáí min{30j, 30k} åõñþ. Ï ëüãïò ìåôáîý ôùí äýï áõôþí ðïóþí åëáœéóôïðïéåSSôáé ãéá j = k, ïðüôå êáôáëÞãïõìå óôçí ðñïáíáöåñèåSSóá óôñáôçãéêÞ.

ÓõìðåñáóìáôéêÜ, óýìöùíá ìå ôïõò ïñéóìïýò ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò, Ýœïõìå âñåé Ýíáí online áëãüñéèìï ðïõ åSSíáé áõóôçñÜ ( 2 −^1_k ) -áíôáãùíéóôéêüò êáé åðéðñïóèÝôùò éóœõñÜ áíôáãùíéóôéêüò.

Áðü ôá ðáñáðÜíù äéáöáSSíåôáé ìéá ãåíéêüôåñç áñœÞ, ç åðïíïìáæüìåíç áñœÞ ôïõ óêé (ski principle). Ìïëïíüôé èá ìðïñïýóáìå áöåëþò íá éóœõñéóôïýìå

ÓœÞìá 1.1: Áíáæçôþíôáò ôç ãÝöõñá

üôé åSSíáé êáëÞ éäÝá íá ëáìâÜíåé êáíåSSò ôçí áðüöáóç ç ïðïSSá óõíåðÜãåôáé ôï åëÜœéóôï âñáœõðñüèåóìï êüóôïò óôçí åêÜóôïôå ðåñSSðôùóç, Ýíáò online áëãüñéèìïò äåí ðñÝðåé íá ëåéôïõñãåSS ôüóï êïíôüöèáëìá. ÐñÜãìáôé, åêôåëþíôáò êÜðïéá óôéãìÞ ìéá ðñÜîç ìå õøçëü êüóôïò åíäÝœåôáé íá åîïéêïíïìÞóïõìå ðïëý ðåñéóóüôåñá óôï ìÝëëïí. ÏõóéáóôéêÜ, ç áñœÞ ôïõ óêé ðñåóâåýåé üôé Üðáî ï áëãüñéèìïò Ýœåé œñåùèåSS áñêåôü êüóôïò ùò óõíÝðåéá ðïëëþí óœåôéêÜ ńöèçíþíż ðñÜîåùí, ôüôå åSSíáé ëïãéêü íá ðñïœùñÞóåé óå ìéá ðéï ńáêñéâÞż åíÝñãåéá, ç ïðïSSá ìðïñåSS íá áðïóâåóèåSS áðü ôï óõíïëéêü êüóôïò ôùí õðïëïSSðùí ðñÜîåùí.

1.2.2 Ôï ðñüâëçìá ôçò ãÝöõñáò

ÿóôù üôé âñéóêüìáóôå óôçí üœèç åíüò ðïôáìïý, ç ïðïSSá åSSíáé åõèåSSá. ÃíùñSSæïõìå üôé óå êÜðïéï óçìåSSï ôçò üœèçò õðÜñœåé ìéá ãÝöõñá, üìùò äåí îÝñïõìå ðüóï áðÝœåé áðü ôçí ôùñéíÞ ìáò èÝóç, ïýôå ðñïò ðïéá êáôåýèõíóç ðñÝðåé íá êéíçèïýìå ãéá íá ôç âñïýìå. Ôï æçôïýìåíï åSSíáé íá åíôïðSSóïõìå ôç ãÝöõñá, åëáœéóôïðïéþíôáò ôçí äéáäñïìÞ ðïõ äéáíýïõìå áíáæçôþíôáò ôçí.

Ôï ðñüâëçìá ðïõ äéáôõðþóáìå ðáñáðÜíù áíáöÝñåôáé óôç âéâëéïãñáöSSá ùò ðñüâëçìá ôçò ãÝöõñáò^1 (bridge problem). ÈåùñåSSôáé online ðñüâëçìá äéüôé ï œÜñôçò ôçò üœèçò ôïõ ðïôáìïý { ðïõ áðïôåëåSS êáô’ ïõóSSáí ôçí åSSóïäï { ìáò áðïêáëýðôåôáé óôáäéáêÜ êáèþò ôçí åîåñåõíïýìå.

ÅSSíáé öáíåñü üôé, ìå üðïéïí ôñüðï êáé áí øÜîïõìå ãéá ôç ãÝöõñá, ãåíéêÜ èá œñåéáóôåSS íá äéáôñÝîïõìå äéáäñïìÞ ìåãáëýôåñç áðü ôçí áðüóôáóç ìåôáîý ôçò ãÝöõñáò êáé ôçò áñœéêÞò ìáò èÝóçò. Åéäéêüôåñá, äåí åSSíáé ëïãéêü íá êéíïýìáóôå åð’ Üðåéñïí ðñïò ìSSá ìüíï êáôåýèõíóç, äéüôé ôüôå õðÜñœåé óçìáíôéêÞ ðéèáíüôçôá íá ìç âñïýìå ðïôÝ ôç ãÝöõñá. űñá, êáôÜ äéáóôÞìáôá èá ðñÝðåé íá êÜíïõìå ìåôáâïëÞ, íá åðéóôñÝöïõìå óôï óçìåSSï åêêSSíçóçò êáé íá óõíåœSSæïõìå ðñïò ôçí áíôSSèåôç êáôåýèõíóç, üðùò öáSSíåôáé óôï ÓœÞìá 1.1.

ÅðïìÝíùò, ç åëáœéóôïðïSSçóç ôçò óõíïëéêÞò äéáäñïìÞò áíÜãåôáé óôçí êá-

1ÅðSSóçò áðáíôÜôáé êáé ùò ðñüâëçìá ôçò áãåëÜäáò (cow problem), óôï ïðïSSï ìéá ìýùø áãåëÜäá áíáæçôÜ êÜðïéï Üíïéãìá óå Ýíáí ìáêñý öñÜœôç, þóôå íá ðåñÜóåé óôçí Üëëç ðëåõñÜ, üðïõ âñSSóêåôáé Ýíá êáôáðñÜóéíï ëéâÜäé.

ôÜëëçëç åðéëïãÞ ôùí óçìåSSùí X_i. ÅðSS ðáñáäåSSãìáôé, Ýóôù X_i ôÝôïéá þóôå −−→ OX_{2i−1} = − −−→ OX_{2i} êáé |OX_{2i}| = i, üðïõ O ôï óçìåSSï åêêSSíçóÞò ìáò. Áí ç ãÝöõñá âñSSóêåôáé óôï B, ìåôáîý ôùí óçìåSSùí X_{2k} êáé X_{2k+2} (ãéá êÜðïéï k ∈ N^∗), äçëáäÞ k < |OB| ≤ k + 1, ôüôå ôï ìÞêïò ôçò äéáäñïìÞò ðïõ ðñÝðåé íá äéáíýóïõìå éóïýôáé ìå:

D = |OX_1| + |X_1X_2| + · · · + |X_{2k−1}X_{2k}| + |X_{2k}X_{2k+1}| + |X_{2k+1}B| = = 1 + 2 + · · · + 2k + (2k + 1) + (k + 1 + |OB|) = = 2k(k + 1) + 1 + |OB| ≈ ≈ 2|OB|^2 .

ÁíÜëïãï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé êáé óå êÜèå Üëëç ðåñSSðôùóç. Óõíåðþò, ìå ôç ìÝèïäï áõôÞ ç äéáäñïìÞ ðïõ äéáôñÝœïõìå áíáæçôþíôáò ôç ãÝöõñá åSSíáé ðåñSSðïõ SSóç ìå ôï äéðëÜóéï ôïõ ôåôñáãþíïõ ôçò áðüóôáóçò ôçò ãÝöõñáò áðü ôçí áñœéêÞ ìáò èÝóç. Ç ôåôñáãùíéêÞ áõôÞ åîÜñôçóç êáèéóôÜ ôïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï üœé éäéáSSôåñá éêáíïðïéçôéêü.

Åõôõœþò, üðùò èá äïýìå, õðÜñœåé ôñüðïò íá âñïýìå ôç ãÝöõñá ïýôùò þóôå ç äéáäñïìÞ D íá ìçí õðåñâáSSíåé Ýíá óôáèåñü ðïëëáðëÜóéï ôçò áðüóôáóçò |OB|. ÓõãêåêñéìÝíá, åðéëÝãïõìå ôá óçìåSSá X_i Ýôóé þóôå |OX_i| = 2^{i−1}. Áí B ∈ X_kX_{k+2}, k ∈ N^∗, ôüôå:

D = |OX_1| + |X_1X_2| + · · · + |X_{k−1}X_k| + |X_kX_{k+1}| + |X_{k+1}B| = = 1 + 3 + · · · + 3 · 2^{k−1} + 3 · 2^k + (2^{k+1} + |OB|) = = 2^{k+3} − 2 + |OB| ≤ ≤ 9 · |OB| − 2 ,

áöïý 2^k < |OB| ≤ 2^{k+2}. Ç ðáñáðÜíù óœÝóç äåí éóœýåé üôáí ç ãÝöõñá âñSSóêåôáé áíÜìåóá óôï óçìåSSï åêêSSíçóçò O êáé åSSôå ôï X_1 åSSôå ôï X_2. Óôçí ðñþôç ðåñSSðôùóç D = |OB|, åíþ óôç äåýôåñç D = 2 + |OB|. űñá ãåíéêÜ Ýœïõìå:

D ≤ 9 · |OB| + 2 . (1.1)

ÅðïìÝíùò, ï áëãüñéèìïò ðïõ ðåñéãñÜøáìå åSSíáé 9-áíôáãùíéóôéêüò, áöïý ç âÝëôéóôç o›ine ëýóç äåí åSSíáé Üëëç áðü ôï íá êáëýøïõìå áðüóôáóç |OB| ðñïò ôçí êáôåýèõíóç ôçò ãÝöõñáò þóôå íá öèÜóïõìå óå áõôÞ.

Óôç óõíÝœåéá áðïäåéêíýïõìå üôé äåí õðÜñœåé online áëãüñéèìïò ìå ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò ìéêñüôåñï áðü 9. Êáô’ áñœÜò, ðáñáôçñïýìå üôé ïé œåéñüôåñåò ðåñéðôþóåéò ãéá ïðïéïíäÞðïôå ôÝôïéï áëãüñéèìï åìöáíSSæïíôáé üôáí ç ãÝöõñá âñSSóêåôáé óå ìéá áðåéñïåëÜœéóôç áðüóôáóç ϵ áðü êÜðïéï óçìåSSï X_k êáé ðñïò ôçí êáôåýèõíóç ðïõ áðïìáêñýíåôáé áðü ôï O. Ôüôå, èÝôïíôáò

|OX_i| = x_i Ýœïõìå: D |OB| = |OX_1| + |X_1X_2| + · · · + |X_kX_{k+1}| + |X_{k+1}B| |OB| = = x_1 + (x_1 + x_2) + · · · + (x_k + x_{k+1}) + (x_{k+1} + x_k + ϵ) x_k + ϵ → → 2x_1 + 2x_2 + · · · + 2x_{k+1} + x_k x_k , êáèþò ϵ → 0. ÐñÝðåé ëïéðüí íá åëáœéóôïðïéÞóïõìå ôçí

f(x_1, x_2, . . . , x_i, . . . ) ≜ sup_{n≥1} { 1 + 2

∑_{n+1}

i=1 x_i x_n } . (1.2)

Ãéá ôï óêïðü áõôü, õðïèÝôïõìå üôé 0 < x_1 ≤ x_2 ≤ · · · ≤ x_i ≤ · · · œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò. Èá äåSSîïõìå ëïéðüí üôé õðÜñœïõí x^′_1, x^′_2, . . . , x^′_i, . . . ôÝôïéá þóôå f(x_1, x_2, . . . , x_i, . . . ) ≥ f(x^′_1, x^′_2, . . . , x^′_i, . . . ) êáé åðSSóçò

c^∗ = x^′_1 + x^′_2 x^′_1 = x^′_1 + x^′_2 + x^′_3 x^′_2

= · · · = x^′_1 + x^′_2 + · · · + x^′_{i+1} x^′_i

= · · · , (1.3)

ãéá êÜðïéï c^∗ > 0.

Èåùñïýìå ôçí ðáñáêÜôù Üðåéñç ïéêïãÝíåéá ìåôáóœçìáôéóìþí:

x̂_1 = x_1 + ϵ_1 x̂_1 = x_1(1 + ϵ_2) x̂_1 = x_1(1 + ϵ_i) x̂_2 = x_2 − ϵ_1 x̂_2 = x_2(1 + ϵ_2) x̂_2 = x_2(1 + ϵ_i) x̂_3 = x_3 − ϵ_2(x_1 + x_2) · · · . . · · · x̂_{i−1} = x_{i−1}(1 + ϵ_i) x̂_i = x_i − ϵ_i

(∑_{i−1} k=1 x_k )

Áðü ôïõò üñïõò ìåôáîý ôùí ïðïSSùí ëáìâÜíïõìå ôï supremum óôç óœÝóç (1.2), ï ðñþôïò ìåôáóœçìáôéóìüò åðçñåÜæåé ìüíï ôïõò äýï ðïõ ðñïêýðôïõí ãéá n = 1 êáé n = 2. ÌÜëéóôá, áíÜëïãá ìå ôï ðñüóçìï ôïõ ϵ_1, ï Ýíáò üñïò èá áõîçèåSS êáé ï Üëëïò èá ìåéùèåSS. ÁíôSSóôïéœá, ï äåýôåñïò ìåôáóœçìáôéóìüò ìåôáâÜëëåé ìüíï ôïõò üñïõò ãéá n = 2 êáé n = 3 ê.ï.ê. ÿôóé, ìå êáôÜëëçëç åöáñìïãÞ ôùí ðáñáðÜíù ìåôáóœçìáôéóìþí ìðïñïýìå íá åîéóþóïõìå üëïõò ôïõò ðñïáíáöåñèÝíôåò üñïõò, äçëáäÞ íá éêáíïðïéåSSôáé ç (1.3), œùñSSò íá áõîçèåSS ôï supremum ôïõò.

ÅðéðëÝïí, èÝôïõìå S_n =

∑_n i=1 x^′_i êáé S_0 = 0. Ðñïöáíþò ç áêïëïõèSSá S_n åSSíáé ãíçóSSùò áýîïõóá. Ðáñáôçñïýìå áêüìç üôé S_{i+1} = c^∗(S_i − S_{i−1}). Ãéá íá åðéëýóïõìå ôçí áíáäñïìéêÞ áõôÞ óœÝóç âñSSóêïõìå ôç œáñáêôçñéóôéêÞ åîSSóùóÞ ôçò, ðïõ åSSíáé ç x^2 − c^∗x + c^∗ = 0 êáé Ýœåé äéáêñSSíïõóá Δ = (c^∗)^2 − 4c^∗. Áí ç äéáêñSSíïõóá åSSíáé áñíçôéêÞ, äçëáäÞ ïé ëýóåéò ôçò åîSSóùóçò åSSíáé ìéãáäéêÝò, ôüôå ç áêïëïõèSSá S_n èá ðñïêýøåé ôáëáíôåõüìåíç, ëáìâÜíïíôáò èåôéêÝò êáé áñíçôéêÝò ôéìÝò. űôïðï, áöïý S_n ãíçóSSùò ìïíüôïíç. Óõíåðþò:

Δ ≥ 0 ⇐⇒ c^∗(c^∗ − 4) ≥ 0 ⇐⇒ ( c^∗ ≥ 4 Þ c^∗ ≤ 0 ) , ïðüôå, áöïý c^∗ èåôéêüò, èá Ýœïõìå c^∗ ≥ 4 êáé ôåëéêÜ:

f(x_1, x_2, . . . , x_i, . . . ) ≥ 1 + 2c^∗ ≥ 9 .

ÓõìðåñáSSíïõìå ëïéðüí üôé ï áëãüñéèìïò ðïõ áíáöÝñáìå ðñïçãïõìÝíùò åSSíáé éóœõñÜ áíôáãùíéóôéêüò.

1.3 űëëá åíäéáöÝñïíôá online ðñïâëÞìáôá

Ôá ðëÝïí œáñáêôçñéóôéêÜ online ðñïâëÞìáôá åSSíáé åêåSSíá óôá ïðïSSá ç åSSóïäïò ìðïñåSS íá áíáðáñáóôáèåSS ùò ìéá œñïíéêÞ áêïëïõèSSá ãåãïíüôùí σ = r_1, r_2, . . . , êáèÝíá åê ôùí ïðïSSùí áðáéôåSS êÜðïéá Üìåóç åíÝñãåéá. ÐÝñáí ôïõ ðñïâëÞìáôïò åíïéêSSáóçò åîïðëéóìïý óêé (âëÝðå Õðïåíüôçôá 1.2.1), ðáñáêÜôù èá áíáöÝñïõìå óõíïðôéêÜ ìåñéêÜ áêüìç ãíùóôÜ ðñïâëÞìáôá ôÝôïéáò ìïñöÞò. ÌÜëéóôá, ôá óçìáíôéêüôåñá áðü áõôÜ èá åîåôáóôïýí åêôåíþò óå åðüìåíá êåöÜëáéá.

ÅíçìÝñùóç ËSSóôáò (List Update)

Ìéá óõœíÜ œñçóéìïðïéïýìåíç äïìÞ äåäïìÝíùí åSSíáé ç áðëÞ óõíäåäåìÝíç ëSSóôá, ðïõ Ýœåé ùò êýñéï œáñáêôçñéóôéêü ôç ãñáììéêÞ ðñüóâáóç óôá äåäïìÝíá. ÄçëáäÞ, ãéá íá ðñïóðåëÜóïõìå ôï i-ïóôü óôïéœåSSï ôçò èá ðñÝðåé íá ðåñÜóïõìå áðü üëá ôá ðñïçãïýìåíá, Üñá ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ç åíÝñãåéá áõôÞ Ýœåé êüóôïò i. Ðñïöáíþò, ç åéóáãùãÞ Þ ç äéáãñáöÞ åíüò óôïéœåSSïõ áðü ôç ëSSóôá åðSSóçò Ýœïõí êüóôïò áíÜëïãï ôçò èÝóçò áõôïý.

Áò õðïèÝóïõìå åðéðëÝïí üôé áöïý ðñïóðåëáóôåSS êÜðïéï óôïéœåSSï åðéôñÝðåôáé íá ìåôáêéíçèåSS ïðïõäÞðïôå ðëçóéÝóôåñá óôçí áñœÞ ôçò ëSSóôáò ìå áìåëçôÝï êüóôïò^2. ÿôóé, ç ðñüóâáóç óôï óõãêåêñéìÝíï óôïéœåSSï êáèSSóôáôáé ńöèçíüôåñçż, åíþ ôï áíôSSèåôï óõìâáSSíåé ãéá åêåSSíá ôá óôïéœåSSá ðïõ ìåôáôïðSSæïíôáé êáôÜ ìéá èÝóç ðéï ðSSóù åîáéôSSáò ôçò ëåéôïõñãSSáò áõôÞò.

ÿóôù ëïéðüí üôé ïé áéôÞóåéò ðñïóðÝëáóçò óôç ëSSóôá óœçìáôSSæïõí ôç œñïíéêÞ áêïëïõèSSá σ. Ç áðüöáóç ãéá ôï áí Ýíá óôïéœåSSï ðïõ ìüëéò ðñïóðåëÜóôçêå óõìöÝñåé íá ìåôáêéíçèåSS ðñÝðåé íá ëçöèåSS œùñSSò ãíþóç ôùí ìåëëïíôéêþí áéôÞóåùí, Üñá áíôéìåôùðSSæïõìå Ýíá online ðñüâëçìá.

2Ç åí ëüãù õðüèåóç åîáñôÜôáé êáé áðü ôïí ôñüðï õëïðïSSçóçò ôçò ëSSóôáò. Åäþ ðáñïõóéÜæïõìå ìéá óœåôéêÜ áðëïõóôåõìÝíç ðåñSSðôùóç.

ÓåëéäïðïSSçóç ÌíÞìçò (Paging)

Êåíôñéêü æÞôçìá óôçí ðåñéïœÞ ôçò ÁñœéôåêôïíéêÞò Õðïëïãéóôþí åSSíáé ç äéáœåSSñéóç ôçò ëáíèÜíïõóáò (cache) ìíÞìçò, üðùò áíôSSóôïéœá óôï ðåäSSï ôùí Ëåéôïõñãéêþí ÓõóôçìÜôùí åSSíáé ç ëåéôïõñãSSá ôçò åéêïíéêÞò (virtual) ìíÞìçò, áð’ üðïõ ðñïÝñœåôáé êáé ï üñïò óåëéäïðïSSçóç. ÏõóéáóôéêÜ, ôï ðñüâëçìá åSSíáé ôï SSäéï êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò: äéáèÝôïõìå ìéá ńáñãÞż ìíÞìç ìåãÜëçò œùñçôéêüôçôáò êáé ìéá ìéêñüôåñç ńãñÞãïñçż ìíÞìç^3. Ç äåýôåñç œñçóéìïðïéåSSôáé ãéá ðñïóùñéíÞ áðïèÞêåõóç åíüò ðåñéïñéóìÝíïõ ìÝñïõò ôùí ðåñéåœïìÝíùí ôçò ðñþôçò, þóôå íá ìðïñïýìå íá Ýœïõìå ôáœåSSá ðñüóâáóç óå áõôÜ.

ÿóôù ëïéðüí üôé ç áñãÞ ìíÞìç äéáèÝôåé n èÝóåéò áðïèÞêåõóçò (óôç âéâëéïãñáöSSá áíáöÝñïíôáé ùò óåëSSäåò) êáé ç ãñÞãïñç ìíÞìç ìüíï k < n ôÝôïéåò, áëëéþò ôï ðñüâëçìá êáèSSóôáôáé ôåôñéììÝíï. Èåùñïýìå üôé ëáìâÜíïõìå ìéá œñïíéêÞ áêïëïõèSSá σ áðü áéôÞóåéò ðñïóðÝëáóçò óå óåëSSäåò ôçò áñãÞò ìíÞìçò.

Áí ôá ðåñéåœüìåíá ìéáò óåëSSäáò ðïõ æçôåSSôáé õðÜñœïõí åêåSSíç ôç óôéãìÞ óôçí ãñÞãïñç ìíÞìç, ç áíôSSóôïéœç áSSôçóç éêáíïðïéåSSôáé œùñSSò íá õðïóôïýìå êüóôïò. Óå áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç, ðñÝðåé íá åêôåëåóôåSS áíÜãíùóç ôçò óåëSSäáò áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç, ìå ìïíáäéáSSï êüóôïò. Ôá ìüëéò áíáêôçèÝíôá äåäïìÝíá ìåôáöÝñïíôáé óôç ãñÞãïñç ìíÞìç, þóôå íá åSSíáé äéáèÝóéìá ãéá ìåëëïíôéêÞ áíáöïñÜ. Áí õðÜñœåé åëåýèåñïò œþñïò åêåSS, Ýœåé êáëþò. ÅéäÜëëùò, èá ðñÝðåé ðñþôá íá ôïí äçìéïõñãÞóïõìå, áðïìáêñýíïíôáò êÜðïéá Þäç áðïèçêåõìÝíç óåëSSäá.

Ç åðéëïãÞ ôçò óåëSSäáò ç ïðïSSá èá áíôéêáôáóôáèåSS óå êÜèå ôÝôïéá ðåñSSðôùóç åSSíáé êáèïñéóôéêÞ, äéüôé åíäÝœåôáé ëSSãï áñãüôåñá íá ëÜâïõìå áSSôçóç ãéá åêåSSíá áêñéâþò ôá äåäïìÝíá ðïõ åêäéþîáìå áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç ðñïçãïõìÝíùò. Ðñüêåéôáé ëïéðüí ãéá Ýíá online ðñüâëçìá, óôï ïðïSSï óôüœïò åSSíáé ç åëáœéóôïðïSSçóç ôùí ðñïóðåëÜóåùí ôçò áñãÞò ìíÞìçò.

k-ÅîõðçñåôçôÝò (k-Server)

ÿóôù k ∈ N^∗ êáé M = (M, d) ìåôñéêüò œþñïò, üðïõ M óýíïëï óçìåSSùí ìå |M| > k êáé d ìåôñéêÞ åðSS ôïõ M. Èåùñïýìå üôé õðÜñœïõí k êéíçôïSS åîõðçñåôçôÝò (servers), ôïðïèåôçìÝíïé áñœéêÜ óå êÜðïéá óçìåSSá ôïõ œþñïõ. Ç åSSóïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åSSíáé ìSSá áêïëïõèSSá áéôÞóåùí σ = r_1, r_2, . . . , üðïõ êÜèå áSSôçóç r_i áðïôåëåSSôáé áðëþò áðü Ýíá óçìåSSï ôïõ œþñïõ. Ãéá íá éêáíïðïéçèåSS, ðñÝðåé óôï óçìåSSï åêåSSíï íá âñSSóêåôáé ôïõëÜœéóôïí Ýíáò åîõðçñåôçôÞò. Áí ôç œñïíéêÞ óôéãìÞ ðïõ äéáôõðþíåôáé ç áSSôçóç äåí éóœýåé êÜôé ôÝôïéï, êÜðïéïò áðü ôïõò åîõðçñåôçôÝò ïöåSSëåé íá ìåôáêéíçèåSS óôï æçôïýìåíï óçìåSSï. Ç åíÝñãåéá áõôÞ Ýœåé êüóôïò SSóï ìå ôçí áðüóôáóç ðïõ äéáíýåé ï åîõðçñåôçôÞò,

3Ôï æåýãïò (ńáñãÞż ìíÞìç, ńãñÞãïñçż ìíÞìç) áíáöÝñåôáé åSSôå óôï (êýñéá ìíÞìç, ëáíèÜíïõóá ìíÞìç) åSSôå óôï (âïçèçôéêÞ ìíÞìç, êýñéá ìíÞìç).

üðùò êáèïñSSæåôáé áðü ôçí ìåôñéêÞ d. ĳðùò åSSíáé öáíåñü, åðéèõìïýìå íá åëáœéóôïðïéÞóïõìå ôï óõíïëéêü êüóôïò ãéá ôçí äéáäïœéêÞ éêáíïðïSSçóç üëùí ôùí áéôÞóåùí ôçò σ.

ÓçìåSSùóç. Ôï åí ëüãù online ðñüâëçìá äéáôõðþèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïõò Manasse, McGeoch êáé Sleator [MMS88], ðáñïõóéÜæåé äå éäéáSSôåñï åíäéáöÝñïí ëüãù ôçò ãåíéêüôçôÜò ôïõ êáé Ýœåé áðïôåëÝóåé ôï áíôéêåSSìåíï áîéüëïãçò åñåõíçôéêÞò ðñïóðÜèåéáò, ðïõ óõíåœSSæåôáé ìÝœñé óÞìåñá.

ÌÜëéóôá, ôï ðñüâëçìá óåëéäïðïSSçóçò ìíÞìçò áíÜãåôáé óôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí. Ãéá íá ôï äåSSîïõìå áõôü, áñêåSS íá èåùñÞóïõìå ìåôñéêü œþñï M = (M, d) ìå |M| = n, óôïí ïðïSSï ç áðüóôáóç ìåôáîý äýï ïðïéùíäÞðïôå óçìåSSùí éóïýôáé ðÜíôïôå ìå 1ů ôïõô’ Ýóôéí, ï M åSSíáé ïìïéüìïñöïò. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí åðSS åíüò ôÝôïéïõ ìåôñéêïý œþñïõ éóïäõíáìåSS ìå åêåSSíï ôçò óåëéäïðïSSçóçò.

ÌåôñéêÜ ÓõóôÞìáôá Åñãáóéþí (Metrical Task Systems)

ÿóôù M = (M, d) ìåôñéêüò œþñïò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óçìåSSùí, ï ïðïSSïò ìïíôåëïðïéåSS áöçñçìÝíá êÜðïéï óýóôçìá, ôï ïðïSSï Ýœåé ôç äõíáôüôçôá íá åêôåëåSS äéÜöïñåò åñãáóSSåò. ÄçëáäÞ, êÜèå óçìåSSï ôïõ M áíáðáñéóôÜ ìéá êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò, åíþ ç áðüóôáóç ìåôáîý äýï ïðïéùíäÞðïôå óçìåSSùí åSSíáé áíÜëïãç ðñïò ôï êüóôïò ìåôÜâáóçò ìåôáîý ôùí áíôéóôïSSœùí êáôáóôÜóåùí. ÊáèåìSSá åñãáóSSá r ðåñéãñÜöåôáé áðü Ýíá äéÜíõóìá ⟨r(1), r(2), . . . , r(N)⟩, üðïõ N = |M| êáé r(j) ∈ R^+ ∪ {∞} éóïýôáé ìå ôï êüóôïò åêôÝëåóçò ôçò åñãáóSSáò üôáí ôï óýóôçìá âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç j. Ôïéïõôïôñüðùò, ìåôñéêü óýóôçìá åñãáóéþí åSSíáé Ýíá æåýãïò (M, R), üðïõ R êÜðïéï óýíïëï åðéôñåðôþí åñãáóéþí.

ÕðïèÝôïõìå, ëïéðüí, üôé ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò åSSíáé ç s_0 êáé üôé äSSíåôáé áêïëïõèSSá åñãáóéþí σ = r_1, r_2, . . . ðñïò åêôÝëåóç. ĳôáí áíáôSSèåôáé ìéá åñãáóSSá r, Ýœïõìå ôç äõíáôüôçôá ðñþôá íá ìåôáâÜëïõìå ôçí êáôÜóôáóç ôïõ óõóôÞìáôïò êáé êáôüðéí íá åêôåëÝóïõìå ôçí r. Áí ëïéðüí s[i] åSSíáé ç êáôÜóôáóç õðü ôçí ïðïSSá åêôåëÝóôçêå ç åñãáóSSá r_i, ôï óõíïëéêü êüóôïò ãéá ôçí áêïëïõèSSá σ åSSíáé:

êüóôïò(σ) ≜ n∑ i=1 d(s[i − 1], s[i])

óõíïëéêü êüóôïò ìåôáâÜóåùí

+ n∑ i=1 r_i(s[i])

óõíïëéêü êüóôïò åðåîåñãáóSSáò

,

ôï ïðïSSï öõóéêÜ åðéèõìïýìå íá åëáœéóôïðïéÞóïõìå.

Ôï ðñüâëçìá ôçò ìçœáíÞò ðáãùôïý (ice cream machine problem) áðïôåëåSS Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá ìåôñéêïý óõóôÞìáôïò åñãáóéþí. ÿóôù üôé Ýœïõìå

ÌåôñéêÜ ÓõóôÞìáôá Åñãáóéþí � � � � � � ÅíçìÝñùóç ËSSóôáò k-ÅîõðçñåôçôÝò (ðåð. ìåôñ. œ.) � ÓåëéäïðïSSçóç ÌíÞìçò

ÓœÞìá 1.2: ńÃåíåáëïãéêü äÝíäñïż online ðñïâëçìÜôùí

ìéá ìçœáíÞ ðïõ ðáñáóêåõÜæåé äýï åéäþí ðáãùôÜ: âáíSSëéá êáé óïêïëÜôá. Ôï êüóôïò ðáñáóêåõÞò åíüò êéëïý ðáãùôïý âáíSSëéáò åSSíáé 1e, åíþ ãéá ôç óïêïëÜôá 2e. ÂÝâáéá, ç ìçœáíÞ ìðïñåSS íá ðáñÜãåé ìüíï Ýíáí áðü ôïõò äýï ôýðïõò ðáãùôïý áíÜ ðÜóá óôéãìÞ, áíÜëïãá ìå ôéò ñõèìSSóåéò ôçò. Ç áëëáãÞ ôùí ñõèìSSóåùí áõôþí äåí åSSíáé åýêïëç äéáäéêáóSSá êáé êïóôSSæåé 1e.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, Ýœïõìå ôç äõíáôüôçôá íá áãïñÜóïõìå ðáãùôü áðü åîùôåñéêü ðñïìçèåõôÞ, üìùò ç ôéìÞ ôçò âáíSSëéáò åSSíáé 2e/êéëü êáé ôçò óïêïëÜôáò 4e/êéëü. Áí ëïéðüí äåœüìáóôå äéáäïœéêÝò ðáñáããåëSSåò ãéá ðáãùôü ðüôå ôïõ åíüò êáé ðüôå ôïõ Üëëïõ åSSäïõò, èÝëïõìå íá ôéò éêáíïðïéÞóïõìå ìå ôï ìéêñüôåñï äõíáôü êüóôïò, áëëÜæïíôáò ôéò ñõèìSSóåéò ôçò ìçœáíÞò üðïôå áõôü ìáò óõìöÝñåé.

ÓçìåSSùóç. Ôá ìåôñéêÜ óõóôÞìáôá åñãáóéþí ïñSSóôçêáí áðü ôïõò Borodin, Linial êáé Saks [BorLS87]. ÔïíSSæåôáé üôé ôï ðñüâëçìá åíçìÝñùóçò ëSSóôáò, üðùò êáé åêåSSíï ôùí k-åîõðçñåôçôþí (óå ðåðåñáóìÝíïõò ìåôñéêïýò œþñïõò), áðïôåëïýí õðïðåñéðôþóåéò ìåôñéêþí óõóôçìÜôùí åñãáóéþí. ÿôóé, ïé óœÝóåéò ìåôáîý ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ åêèÝóáìå ìÝœñé ôþñá óôçí ðáñïýóá õðïåíüôçôá áðåéêïíSSæïíôáé óôï ÓœÞìá 1.2.

ÊåöÜëáéï 2

ÓœåäSSáóç êáé ÁíÜëõóç Áéôéïêñáôéêþí Online ÁëãïñSSèìùí

2.1 ÔåœíéêÝò óœåäSSáóçò

ËSSãá œñüíéá ðñéí, ïé Irani êáé Karlin [IK97] óœïëSSáæáí üôé ńç óœåäSSáóç online áëãïñSSèìùí åîáêïëïõèåSS íá áðïôåëåSS, óå ìåãÜëï âáèìü, ìéá ôÝœíçż. Ôï SSäéï ìðïñïýìå íá éóœõñéóôïýìå êáé óÞìåñá. Ìïëáôáýôá, õðÜñœïõí ïñéóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíá ńìïôSSâáż ðïõ Ýœïõí áîéïðïéçèåSS åðéôõœþò óå ðïéêSSëá ðñïâëÞìáôá. Ìåôáîý áõôþí äéáêñSSíïõìå ôá åîÞò:

• űðëçóôïé (greedy) áëãüñéèìïé

• Åîéóïññüðçóç êüóôïõò (balancing costs)

• Áýîçóç ôïõ o›ine êüóôïõò

• Óõíäõáóìüò online áëãïñSSèìùí

Óôç óõíÝœåéá, èá áíáëýóïõìå ôï êáèÝíá îåœùñéóôÜ.

2.1.1 űðëçóôïé áëãüñéèìïé

ÊáôÜ ìéá åõñåSSá Ýííïéá, üëïé ïé online áëãüñéèìïé ôùí ïðïSSùí ç åSSóïäïò áðïôåëåSSôáé áðü ìéá áêïëïõèSSá áéôÞóåùí σ = r_1, r_2, . . . åSSíáé Üðëçóôïé. Ôù üíôé, êÜèå åíÝñãåéÜ ôïõò åîáñôÜôáé áðü ôçí ôñÝœïõóá áSSôçóç, ôçí ôñÝœïõóá êáôÜóôáóç êáé ôï éóôïñéêü ôùí ðñïçãïýìåíùí áéôÞóåùí. ÏõóéáóôéêÜ, óå êÜèå âÞìá ï áëãüñéèìïò áðïôéìÜ ôá ðáñáðÜíù äåäïìÝíá óýìöùíá ìå êÜðïéá óôáèåñÜ êñéôÞñéá, þóôå íá áðïöáóSSóåé ðïéïò åSSíáé ï êáëýôåñïò ôñüðïò ãéá íá åîõðçñåôÞóåé ôçí åêÜóôïôå áSSôçóç. Åíôïýôïéò, œñÞæïõí éäéáSSôåñçò ìíåSSáò ïñéóìÝíïé áëãüñéèìïé óôïõò ïðïSSïõò ï œáñáêôçñéóìüò ńÜðëçóôïòż ôáéñéÜæåé áâSSáóôá.

ÔïðéêÜ Üðëçóôïò (local greedy) áëãüñéèìïò

Ðñüêåéôáé ãéá ôïí ðéï êëáóéêü Üðëçóôï áëãüñéèìï, äéüôé åðéëÝãåé ðÜíôïôå ôçí åíÝñãåéá ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôï êüóôïò åîõðçñÝôçóçò ôçò ôñÝœïõóáò áSSôçóçòů ðñÜôôåé äçëáäÞ áêñéâþò ôï áíôSSèåôï áðü áõôü ðïõ õðáãïñåýåé ç áñœÞ ôïõ óêé. Óõíåðþò, óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ç áðüäïóÞ ôïõ áðïãïçôåýåé ðáíôåëþò { åðSS ðáñáäåSSãìáôé, ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí äåí åSSíáé áíôáãùíéóôéêüò. Áðïäåéêíýåôáé üìùò éóœõñÜ áíôáãùíéóôéêüò óôçí online êáôáóêåõÞ äÝíäñùí Steiner, óå ïñéóìÝíá ðñïâëÞìáôá åîéóïññüðçóçò öïñôSSïõ êáé üœé ìüíï. ÕðÜñœïõí åðéðñïóèÝôùò êáé ôïðéêÜ Üðëçóôïé áëãüñéèìïé ìå âÜñç. Óå áõôÞ ôçí êáôçãïñSSá áíÞêåé ç ôåœíéêÞ åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò, ç ïðïSSá åöáñìüæåôáé óôç äñïìïëüãçóç åéêïíéêþí êõêëùìÜôùí.

Áëãüñéèìïò áíáäñïìéêÞò åîÝôáóçò (retrospective)

Ï åí ëüãù áëãüñéèìïò õðïëïãSSæåé óå ðïéåò êáôáóôÜóåéò èá Þôáí äõíáôü íá âñSSóêåôáé ï âÝëôéóôïò o›ine áëãüñéèìïò áí ç ôñÝœïõóá áSSôçóç Þôáí êáé ç ôåëåõôáSSá ôçò áêïëïõèSSáò åéóüäïõ. Áêïëïýèùò ìåôáêéíåSSôáé óôçí ńðëçóéÝóôåñçż åî áõôþí ôùí êáôáóôÜóåùí, äçëáäÞ óå åêåSSíç ðïõ áðáéôåSS ôï ìéêñüôåñï êüóôïò ìåôÜâáóçò. Ôïí áëãüñéèìï áõôüí åöáñìüóáìå óôï ðñüâëçìá åíïéêSSáóçò åîïðëéóìïý óêé ôçò Õðïåíüôçôáò 1.2.1, üðïõ äéáðéóôþóáìå ìÜëéóôá üôé Ýœåé ôïí êáëýôåñï äõíáôü ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò. Äõóôõœþò, äåí éóœýåé ôï SSäéï üóïí áöïñÜ ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí, ãéá ôï ïðïSSï äåí åSSíáé áíôáãùíéóôéêüò. ÐÝñáí ôïýôùí, ìéá åíäéáöÝñïõóá åêäïœÞ ôïõ áëãïñSSèìïõ áíáðôýœèçêå áðü ôïõò Kalyanasundaram êáé Pruhs [KalyP91] êáé áíåîÜñôçôá áðü ôïõò Khuller, Mitchell êáé Vazirani [KhulMV91], ãéá online ôáéñéÜóìáôá åëáœSSóôïõ âÜñïõò óå äéìåñåSSò ãñÜöïõò.

Áëãüñéèìïò óõíÜñôçóçò Ýñãïõ (work function)

Ï äéÜóçìïò áõôüò áëãüñéèìïò [BorLS87, CL92, KoutP94] ðñïêýðôåé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí äýï ðñïçãïõìÝíùí êáé ëåéôïõñãåSS ùò åîÞò: ÏñSSæïõìå w_{σt} (s) ôï âÝëôéóôï êüóôïò ãéá ôçí åîõðçñÝôçóç ôùí áéôÞóåùí r_1, r_2, . . . , r_t ìå êáôÜëçîç ôçí êáôÜóôáóç s. Áí ìåôÜ ôçí t-ïóôÞ áSSôçóç ï áëãüñéèìïò âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç s_t, ôüôå èá åîõðçñåôÞóåé ôçí (t + 1)-ïóôÞ áSSôçóç áöïý ðñþôá ìåôáêéíçèåSS óôçí êáôÜóôáóç s_{t+1} ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôçí ðïóüôçôá

w_{σt+1} (s_{t+1}) + d(s_t, s_{t+1}) . (2.1)

ÃíùñSSæïõìå üôé ï áëãüñéèìïò óõíÜñôçóçò Ýñãïõ ðáñïõóéÜæåé ôïí âÝëôéóôï (Þ óœåäüí ôïí âÝëôéóôï) ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò ãéá ðïëëÜ online ðñïâëÞìáôá, ìå êõñéüôåñï åêåSSíï ôùí k-åîõðçñåôçôþí. Ç áðüäåéîç ôïõ ôåëåõôáSSïõ ðáñáôSSèåôáé óôçí Åíüôçôá 4.3.

ÂÝâáéá, óå Üëëåò ðåñéðôþóåéò ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò äåí áðïäSSäåé éêáíïðïéçôéêÜ. ÅðSS ðáñáäåSSãìáôé, äåí åSSíáé áíôáãùíéóôéêüò ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò ÄéáóôñùìáôùìÝíçò ÄéÜóœéóçò ÃñÜöïõ (Layered Graph Traversal), üðùò Ýäåéîå ï Burley [Bur93]. ÌÜëéóôá, óôçí SSäéá åñãáóSSá áðïäåéêíýåôáé üôé ìSSá ðáñáëëáãÞ ôïõ áëãïñSSèìïõ åSSíáé áíôáãùíéóôéêÞ: áñêåSS íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôçí ðñïò åëáœéóôïðïSSçóç ðïóüôçôá (2.1) ìå ôçí

α · w_{σt+1} (s_{t+1}) + d(s_t, s_{t+1}) ,

ãéá êÜðïéï α > 1. ÐÜíôùò, ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí online ðñïâëçìÜôùí ãéá ôá ïðïSSá êáèÝíáò áðü ôïõò ðñïáíáöåñèÝíôåò Üðëçóôïõò áëãïñSSèìïõò åSSíáé áíôáãùíéóôéêüò ðáñáìÝíåé Ýíá óðïõäáSSï áíïéêôü ðñüâëçìá.

ÐáñáôÞñçóç. ÿíá ðñáêôéêü ìåéïíÝêôçìá ðïõ åìöáíSSæåôáé êáôÜ ôçí õëïðïSSçóç ôùí áëãïñSSèìùí áíáäñïìéêÞò åîÝôáóçò êáé óõíÜñôçóçò Ýñãïõ åSSíáé ç áíÜãêç ãéá óçìáíôéêü œþñï ìíÞìçò êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôïõ âÝëôéóôïõ êüóôïõò w_t(s). Åéäéêüôåñá, ï áðáéôïýìåíïò œþñïò ðñïêýðôåé óõíÞèùò áíÜëïãïò ôïõ óõíïëéêïý ðëÞèïõò êáôáóôÜóåùí, ôï ïðïSSï åSSíáé ìéêñü ìüíï ãéá óœåôéêÜ åýêïëá ðñïâëÞìáôá üðùò áõôü ôçò åíïéêSSáóçò åîïðëéóìïý óêé.

2.1.2 Åîéóïññüðçóç êüóôïõò

Ç áñœÞ ôçò åîéóïññüðçóçò êüóôïõò ëSSãï äéáöÝñåé áðü ôçí áñœÞ ôïõ óêé ðïõ äéáôõðþóáìå ðñïçãïõìÝíùò. Áò õðïèÝóïõìå, œÜñéí áðëüôçôáò, üôé ï online áëãüñéèìïò Ýœåé äýï åðéëïãÝò ãéá ôçí åîõðçñÝôçóç ìéáò áSSôçóçò. ĳðùò åSSíáé öõóéêü, ãéá êÜðïéåò ðéèáíÝò áêïëïõèSSåò ìåëëïíôéêþí áéôÞóåùí ç ìSSá åðéëïãÞ èá áðïäåéœèåSS ìáêñïðñüèåóìá ðéï óõìöÝñïõóá, åíþ ãéá ôéò õðüëïéðåò èá óõìâåSS ôï áíôSSèåôï. Åíôïýôïéò, ç åîéóïññüðçóç êüóôïõò ðñåóâåýåé üôé ï áëãüñéèìïò ðñÝðåé íá öñïíôSSóåé þóôå, åSSôå ðñáãìáôïðïéçèåSS ôï Ýíá åSSôå ôï Üëëï åíäåœüìåíï, ôï ôåëéêü êüóôïò íá åSSíáé (œïíäñéêÜ) ôï SSäéï.

ÿíá ðáñÜäåéãìá áëãïñSSèìïõ ðïõ áîéïðïéåSS ôçí ðáñáðÜíù éäÝá åSSíáé ï åðïíïìáæüìåíïò balance [MMS88], ï ïðïSSïò áðïäåéêíýåôáé âÝëôéóôïò ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí óå ìåôñéêïýò œþñïõò ìå k + 1 áêñéâþò óçìåSSá. Ï balance óõãêñáôåSS óôç ìíÞìç ôïõ ôç óõíïëéêÞ äéáäñïìÞ D_i ðïõ Ýœåé äéáíýóåé ï i-ïóôüò åîõðçñåôçôÞò. Áí d_i åSSíáé ç áðüóôáóç ôïõ ôåëåõôáSSïõ áðü ôï óçìåSSï ôçò åðüìåíçò áSSôçóçò, ï balance èá ìåôáêéíÞóåé óôï óçìåSSï áõôü ôïí åîõðçñåôçôÞ ãéá ôïí ïðïSSï ç ðïóüôçôá D_i + d_i åëáœéóôïðïéåSSôáé.

Ðñïöáíþò, åðéäSSùîç ôïõ áëãïñSSèìïõ åSSíáé üëïé ïé åîõðçñåôçôÝò íá äéáíýóïõí ðåñSSðïõ ôçí SSäéá óõíïëéêÞ áðüóôáóç. Ôïéïõôïôñüðùò áðïöåýãåôáé, óå ìåãÜëï âáèìü, ôï åíäåœüìåíï ìüíï Ýíá õðïóýíïëï ôùí åîõðçñåôçôþí íá åSSíáé åíåñãü. Ãéá íá êáôáíïÞóïõìå ôç óçìáóSSá ôïõ ãåãïíüôïò áõôïý, áñêåSS íá áíáëïãéóôïýìå ãéáôSS ï ôïðéêÜ Üðëçóôïò áëãüñéèìïò äåí ôá êáôáöÝñíåé ôüóï êáëÜ óôï SSäéï ðñüâëçìá. ÐñÜãìáôé, áò èåùñÞóïõìå üôé Ýœïõìå äýï åîõðçñåôçôÝò êáé Ýóôù üôé äýï óçìåSSá A, B ìå ðïëý ìéêñÞ áðüóôáóç ìåôáîý ôïõò åìöáíSSæïíôáé åíáëëÜî óå äéáäïœéêÝò áéôÞóåéò. Ï ôïðéêÜ Üðëçóôïò áëãüñéèìïò èá ìåôáêéíÞóåé áñœéêÜ ôïí ðëçóéÝóôåñï åîõðçñåôçôÞ a, ï ïðïSSïò óôç óõíÝœåéá èá ðáëéíïäåSS äéáñêþò áíÜìåóá óôá A êáé B. Åí ôù ìåôáîý, ï ðéï áðïìáêñõóìÝíïò åîõðçñåôçôÞò b èá ðáñáìÝíåé Üåñãïò, åðåéäÞ ç ìåôáöïñÜ ôïõ óå êÜðïéï áðü ôá A, B åðéóýñåé õøçëü âñáœõðñüèåóìï êüóôïò. Ï balance üìùò áðïôñÝðåé ìéá ôÝôïéá åîÝëéîç, áöïý ìüëéò ç óõíïëéêÞ äéáäñïìÞ ðïõ Ýœåé äéáíýóåé ï a áõîçèåSS áñêåôÜ, ï áëãüñéèìïò èá ìåôáêéíÞóåé ôïí b.

Áêïëïýèùò áðïäåéêíýåôáé üôé ï balance åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò óå ìåñéêïýò œþñïõò ìå k + 1 áêñéâþò óçìåSSá.

Èåþñçìá 2.1. [MMS88] ÿóôù M = (M, d) ìåôñéêüò œþñïò ìå |M| = k + 1 êáé c_{bal} ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ balance ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí óôïí M. Ôüôå c_{bal} ≤ k.

Áðüäåéîç. ÁíÜ ðÜóá óôéãìÞ, õðÜñœåé áêñéâþò Ýíá óçìåSSï ôïõ M ôï ïðïSSï äåí êáëýðôåôáé áðü êÜðïéïí åîõðçñåôçôÞ. ÏíïìÜæïõìå ôï óçìåSSï áõôü ïðÞ. ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé êÜèå íÝá áSSôçóç áöïñÜ ôçí åêÜóôïôå ïðÞ. űëëùóôå, ìéá áSSôçóç ðñïò ïðïéïäÞðïôå äéáöïñåôéêü óçìåSSï óSSãïõñá äåí êïóôSSæåé ôSSðïôå ãéá ôïí balance, åíþ ðéèáíüí íá áõîÞóåé ôï âÝëôéóôï o›ine êüóôïò.

Áñéèìïýìå ëïéðüí ôá óçìåSSá ôïõ œþñïõ {1, 2, . . . , k + 1}. ÿóôù s_i ç êáôÜóôáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ç ïðÞ âñSSóêåôáé óôï óçìåSSï i êáé w_t(s_i) ôï âÝëôéóôï êüóôïò åîõðçñÝôçóçò ôùí ðñþôùí t áéôÞóåùí ìå êáôÜëçîç ôçí s_i. ÓçìåéùôÝïí üôé ôï êüóôïò ìåôÜâáóçò áðü ôçí êáôÜóôáóç s_i óôçí s_j åSSíáé d(i, j) êáé Üñá w_t(s_i) ≤ w_t(s_j ) + d(i, j).

ÓõìâïëSSæïõìå ìå h^t ôç èÝóç ôçò ïðÞò ìåôÜ ôçí éêáíïðïSSçóç ôçò t-ïóôÞò áSSôçóçò êáé ìå D^t_i ôç óõíïëéêÞ äéáäñïìÞ ðïõ Ýœåé äéáíýóåé ï åîõðçñåôçôÞò ðïõ âñSSóêåôáé óôï óçìåSSï i ≠ h^t åêåSSíç ôç óôéãìÞ. ÖõóéêÜ, ç åðüìåíç áSSôçóç èá áöïñÜ ôï óçìåSSï h^t. Éóœõñéæüìáóôå üôé:

i ≠ h^t =⇒ D^t_i ≤ w_t(s_i) . (2.2)

Èá áðïäåSSîïõìå ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç ìå åðáãùãÞ óôï t.

• Ãéá t = 0 ðñïöáíþò áëçèåýåé.

• ÿóôù üôé ãéá êÜðïéï u ≥ 0 éóœýåé i ≠ h^u ⇒ D^u_i ≤ w_u(s_i). Áí min ≠ h^u ôï óçìåSSï ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôçí ðïóüôçôá D^u_i + d(i, h^u), ï balance èá óôåSSëåé óôçí ïðÞ h^u ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï min, þóôå íá éêáíïðïéÞóåé ôçí (u + 1)-ïóôÞ áSSôçóç. Ôüôå D^{u+1}_hu ← D^u_{min} + d(min, h^u) êáé åðéðëÝïí:

w_{u+1}(s_hu ) ←− min_{i≠hu} {w_u(s_i) + d(i, h^u)} .

Ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò ðñïêýðôåé üôé D^{u+1}_hu ≤ w_{u+1}(s_hu ). ÅðSSóçò, ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ j ðëçí ôùí min êáé h^u éóœýåé D^{u+1}_j = D^u_j åíþ w_{u+1}(s_j ) ≥ w_u(s_j ).

űñá ç ðñüôáóç (2.2) åSSíáé áëçèÞò. ÅðïìÝíùò, ãéá ôï óõíïëéêü êüóôïò ôïõ balance ìÝœñé êáé ôçí t-ïóôÞ áSSôçóç Ýœïõìå:

êüóôïò_{bal}(r_1, r_2, . . . , r_t) = ∑ i≠h^t

D^t_i ≤ ≤ ∑ i≠h^t

w_t(s_i) ≤

≤ k [ min 1≤i≤k+1

{w_t(s_i)} + max_{i≠j} {d(i, j)} ] = = k [ min 1≤i≤k+1

{w_t(s_i)} ] + k [ max_{i≠j} {d(i, j)} ] ≤ ≤ k · êüóôïò_{opt}(r_1, r_2, . . . , r_t) + b ,

üðïõ b óôáèåñÜ áíåîÜñôçôç ôïõ ìÞêïõò ôçò áêïëïõèSSáò åéóüäïõ.

Óå Üëëç åíüôçôá ôïõ êåöáëáSSïõ èá äïýìå üôé ï êáëýôåñïò äõíáôüò ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðñüâëçìá åSSíáé ôù üíôé k.

ĳðùò èá Þôáí áíáìåíüìåíï, ç åîéóïññüðçóç êüóôïõò äåí áðïôåëåSS ðáíÜêåéá. Ëüãïõ œÜñç, åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé áí ï ìåôñéêüò œþñïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí k-åîõðçñåôçôþí ðåñéëáìâÜíåé ðåñéóóüôåñá áðü k + 1 óçìåSSá, ôüôå ï balance äåí åSSíáé ðëÝïí áíôáãùíéóôéêüò, áêüìç êáé óôçí áðëÞ ðåñSSðôùóç ðïõ k = 2. ÿíá êáôÜëëçëï áíôéðáñÜäåéãìá, óõíïäåõüìåíï áðü ìéá äåýôåñç áðüäåéîç ôïõ ÈåùñÞìáôïò 2.1, ðáñïõóéÜæåôáé óôçí Åíüôçôá 4.2.

Ìéá ðáñáëëáãÞ ôïõ áëãïñSSèìïõ, ðïõ ðñïôÜèçêå áðü ôïõò Irani êáé Rubinfeld [IR91], ìåôáêéíåSS êÜèå öïñÜ ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôçí ðïóüôçôá D_i + 2d_i êáé åSSíáé 10-áíôáãùíéóôéêÞ ãéá äýï åîõðçñåôçôÝò. ĳìùò, ïé Chrobak êáé Larmore [CL91a] Ýäåéîáí üôé ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôçò ðáñáëëáãÞò áõôÞò öñÜóóåôáé êÜôù áðü ôï 6.

ÔÝëïò, ï Kleinberg [Klei94] ìåëÝôçóå ãåíéêåõìÝíïõò balance áëãïñSSèìïõò, óôïõò ïðïSSïõò êñéôÞñéï åðéëïãÞò åîõðçñåôçôÞ åSSíáé ç åëáœéóôïðïSSçóç ôïõ áèñïSSóìáôïò D_i + f(d_i), üðïõ f ïðïéáäÞðïôå ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç. ÁðÝäåéîå ëïéðüí üôé ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôÝôïéùí áëãïñSSèìùí ãéá äýï åîõðçñåôçôÝò Ýœåé êÜôù öñÜãìá^{5+√7}_2 ≈ 3, 82.

2.1.3 Áýîçóç ôïõ o›ine êüóôïõò

Åöüóïí ôï âÝëôéóôï o›ine êüóôïò áðïôåëåSS ìÝôñï óýãêñéóçò, Ýíáò êáëüò online áëãüñéèìïò ìðïñåSS íá öñïíôSSóåé þóôå ôá ìç åõíïúêÜ ãéá åêåSSíïí óôéãìéüôõðá åéóüäïõ íá åðéóýñïõí êáé áýîçóç ôïõ êüóôïõò áõôïý.

ÐáñÜäåéãìá åöáñìïãÞò ôçò áñœÞò áõôÞò åSSíáé ìéá êáôçãïñSSá áëãïñSSèìùí ãéá ôï ðñüâëçìá ôçò óåëéäïðïSSçóçò, ãíùóôïSS ùò áëãüñéèìïé óÞìáíóçò (marking algorithms). ÿíáò ïðïéïóäÞðïôå ôÝôïéïò áëãüñéèìïò ëåéôïõñãåSS óå öÜóåéò. Óôçí áñœÞ ìéáò öÜóçò, üëåò ïé óåëSSäåò ðïõ öõëÜóóïíôáé óôç ãñÞãïñç ìíÞìç äåí åSSíáé óåóçìáóìÝíåò^1 (marked). Áí êÜðïéá áðü áõôÝò æçôçèåSS, ôüôå óçìåéþíåôáé. Áí ðÜëé ìéá áSSôçóç êáôáóôÞóåé õðïœñåùôéêÞ ôçí ðñïóðÝëáóç ôçò áñãÞò ìíÞìçò, Ýœïõìå äýï åíäåœüìåíá:

• ÕðÜñœïõí ìç óåóçìáóìÝíåò óåëSSäåò óôç ãñÞãïñç ìíÞìç. Ôüôå åðéëÝãåôáé ìéá åî áõôþí ðñïò áðïìÜêñõíóç, ìå ôñüðï ðïõ êáèïñSSæåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï, êáé áíôéêáèSSóôáôáé áðü ôç ìüëéò áíáêôçèåSSóá óåëSSäá, ç ïðïSSá êáé óçìåéþíåôáé.

• Äåí õðÜñœïõí ìç óåóçìáóìÝíåò óåëSSäåò óôç ãñÞãïñç ìíÞìç. Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ç ôñÝœïõóá öÜóç ëÞãåé, ïðüôå áñœSSæåé ç åðüìåíç. ĳëåò ïé ðñïûðÜñœïõóåò óçìÜíóåéò áSSñïíôáé êáé ç åêêñåìïýóá áSSôçóç åîõðçñåôåSSôáé óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù.

ÓçìåéùôÝïí üôé ç áñœÞ êáé ôï ôÝëïò ôùí öÜóåùí åîáñôþíôáé áðïêëåéóôéêÜ áðü ôçí áêïëïõèSSá ôùí áéôÞóåùí êáé üœé áðü ôçí åðéëïãÞ ôùí ðñïò áíôéêáôÜóôáóç óåëSSäùí.

Ôï óêåðôéêü ìå ôï ïðïSSï åíåñãïýí ïé áëãüñéèìïé óÞìáíóçò åSSíáé üôé, óôçí œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç, ïðïéïóäÞðïôå áéôéïêñáôéêüò online áëãüñéèìïò èá áíáãêáóôåSS íá ðñïóðåëáýíåé ôçí áñãÞ ìíÞìç óå êÜèå áSSôçóç. Óõíåðþò, ìðïñåSS ìüíï íá åëðSSæåé üôé èá äéáœåéñéóôåSS óùóôÜ ôç ãñÞãïñç ìíÞìç, äçëáäÞ üôé èá åêôåëÝóåé ôéò êáôÜëëçëåò áíôéêáôáóôÜóåéò, þóôå ïé äõóìåíåSSò ãé’ áõôüí áêïëïõèSSåò íá ìçí åSSíáé äõíáôü íá éêáíïðïéçèïýí ìå ìéêñü êüóôïò áðü êÜðïéïí o›ine áëãüñéèìï. Ç åí ëüãù éäÝá ôåêìçñéþíåôáé ìå ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

1Åê óõìâÜóåùò, ï êåíüò œþñïò èåùñåSSôáé åðSSóçò ìç óåóçìáóìÝíïò.

Èåþñçìá 2.2. [KarlMRS88] ÊÜèå áëãüñéèìïò óÞìáíóçò ãéá ôï ðñüâëçìá óåëéäïðïSSçóçò ìíÞìçò åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò.

Áðüäåéîç. ÿóôù S_i ôï äéÜóôçìá áðü ôç äåýôåñç áSSôçóç ôçò i-ïóôÞò öÜóçò ìÝœñé êáé ôçí ðñþôç áSSôçóç ôçò åðüìåíçò. ÁñêåSS íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ï âÝëôéóôïò áëãüñéèìïò opt èá áíáãêáóôåSS íá åêôåëÝóåé ôïõëÜœéóôïí ìéá ðñïóðÝëáóç ôçò áñãÞò ìíÞìçò óå êÜèå ôÝôïéï äéÜóôçìá.

ÐñÜãìáôé, óôçí áñœÞ ôïõ äéáóôÞìáôïò S_i, ï opt äéáèÝôåé óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôá ðåñéåœüìåíá ôçò óåëSSäáò ðïõ ìüëéò åSSœå æçôçèåSS áðü ôçí ðñþôç áSSôçóç ôçò i-ïóôÞò öÜóçò. Áí œñåéáóôåSS íá áíáêôÞóåé äåäïìÝíá áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç ðñéí ôï ôÝëïò ôçò öÜóçò, ï ðáñáðÜíù éóœõñéóìüò áëçèåýåé ïýôùò Þ Üëëùò. Áí üœé, óçìáSSíåé üôé ç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõ opt ðåñéåSSœå Þäç åê ôùí ðñïôÝñùí üëåò ôéò óåëSSäåò ðïõ æçôÞèçêáí êáôÜ ôç öÜóç áõôÞ, ïé ïðïSSåò öõóéêÜ åSSíáé k ôï ðëÞèïò. Ç ðñþôç áSSôçóç ôçò (i + 1)-ïóôÞò öÜóçò, üìùò, äåí èá áöïñÜ êáìSSá áðü åêåSSíåò ôéò óåëSSäåò, Üñá ôüôå ï opt èá ðñïóðåëÜóåé õðïœñåùôéêÜ ôçí áñãÞ ìíÞìç.

ÐáñïìïSSùò äéáðéóôþíïõìå üôé óå êÜèå öÜóç Ýíáò marking áëãüñéèìïò åêôåëåSS ôï ðïëý k áíáêôÞóåéò áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç. Ôïýôï óõìâáSSíåé äéüôé ôá ðåñéåœüìåíá ìéáò óåëSSäáò ðïõ Ýœåé Þäç æçôçèåSS ðáñáìÝíïõí áðïèçêåõìÝíá óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõëÜœéóôïí ìÝœñé ôï ôÝëïò ôçò öÜóçò. űñá, ðïôÝ äåí œñåéÜæåôáé íá ìåôáöåñèïýí ôá SSäéá äåäïìÝíá áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç ðáñáðÜíù áðü ìSSá öïñÜ êáôÜ ôç äéÜñêåéá ìéáò öÜóçò. Áöïý æçôïýíôáé áêñéâþò k äéáöïñåôéêÝò óåëSSäåò óå êÜèå öÜóç, ç ðñïçãïýìåíç äéáðSSóôùóç éóœýåé.

ÓõíäõÜæïíôáò üëá ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, Ýðåôáé ôåëéêÜ üôé ï marking áëãüñéèìïò èá ðñïóðåëÜóåé ôçí áñãÞ ìíÞìç ôï ðïëý k öïñÝò ðåñéóóüôåñåò áðü ôïí opt, modulo êÜðïéá óôáèåñÜ.

ĳðùò âëÝðïõìå, Ýíáò áëãüñéèìïò óÞìáíóçò œñçóéìïðïéåSS ôï ðñüóöáôï ðáñåëèüí þóôå íá ðñïâëÝøåé, óå êÜðïéï âáèìü, ôï ìÝëëïí. Ïé óåóçìáóìÝíåò óåëSSäåò Ýœïõí æçôçèåSS ðéï ðñüóöáôá áðü üëåò ôéò ìç óåóçìáóìÝíåò. ÕðïèÝôïíôáò üôé ìéá áSSôçóç ðïõ ìüëéò åîõðçñåôÞèçêå åSSíáé ðéèáíü íá åðáíáëçöèåSS ðñïóåœþò óôçí áêïëïõèSSá, ï áëãüñéèìïò äåí áðïìáêñýíåé ôéò óåóçìáóìÝíåò óåëSSäåò áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç. Ìå Üëëá ëüãéá, åêìåôáëëåýåôáé ôçí éäéüôçôá ôçò œñïíéêÞò ôïðéêüôçôáò áíáöïñÜò.

ÿíáò ôÝôïéïò áëãüñéèìïò èá ðáñïõóéÜæåé êáëÞ åðSSäïóç, óôá ðëáSSóéá ôçò áíôáãùíéóôéêÞò áíÜëõóçò. Ôù üíôé, åSSíáé öáíåñü ðùò ï âÝëôéóôïò o›ine áëãüñéèìïò éêáíïðïéåSS ìå œáìçëü êüóôïò áêïëïõèSSåò ðïõ åìöáíSSæïõí ôïðéêüôçôá áíáöïñÜò, åíþ äåí ìðïñåSS íá êÜíåé ôï SSäéï ãéá áêïëïõèSSåò óôéò ïðïSSåò ðïëëÝò äéáöïñåôéêÝò óåëSSäåò æçôïýíôáé äéáäïœéêÜ. Ãéá íá åSSíáé áíôáãùíéóôéêüò, ï online áëãüñéèìïò ïöåSSëåé íá ðáñïõóéÜæåé êáëÞ åðSSäïóç óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ åõíïïýí ôïí o›ine áëãüñéèìï, äçëáäÞ áêñéâþò óôéò áêïëïõèSSåò ìå ôïðéêüôçôá áíáöïñÜò.

Äåí áðïôåëåSS ëïéðüí Ýêðëçîç ôï ãåãïíüò üôé ï åõñýôáôá œñçóéìïðïéïýìåíïò óôçí ðñÜîç áëãüñéèìïò lru áíÞêåé óôçí êáôçãïñSSá ôùí áëãïñSSèìùí óÞìáíóçò. Ï lru ëåéôïõñãåSS ùò åîÞò: üôáí áðáéôçèåSS áíôéêáôÜóôáóç ìéáò áðü ôéò óåëSSäåò ðïõ åSSíáé áðïèçêåõìÝíåò óôç ãñÞãïñç ìíÞìç, åðéëÝãåé åêåSSíç óôçí ïðïSSá äåí Ýœåé ãSSíåé áíáöïñÜ ãéá ôï ìåãáëýôåñï äéÜóôçìá êáôÜ ôï ðáñåëèüí.

Ç ãåíéêÞ éäÝá ðïõ ðåñéãñÜøáìå áîéïðïéåSSôáé åðSSóçò óôï ðñüâëçìá åíçìÝñùóçò ëSSóôáò êáé óõãêåêñéìÝíá óôïí áëãüñéèìï mtf (Move-To-Front { ńÌåôáêSSíçóå Óôçí ÁñœÞż [ST85a]), ôïí ïðïSSï èá áíáëýóïõìå óôç óõíÝœåéá. Áðü ôç óýæåõîç ôçò åí ëüãù ôåœíéêÞò êáé ôçò áñœÞò åîéóïññüðçóçò êüóôïõò ðñïêýðôåé ï óœåôéêÜ åîåæçôçìÝíïò áëãüñéèìïò ÄéÜóœéóçò (Traversal algorithm [BorLS87]).

2.1.4 Óõíäõáóìüò online áëãïñSSèìùí

ÿóôù alg_1, alg_2, . . . , alg_m Ýíá óýíïëï online áëãïñSSèìùí ãéá ôï ðñüâëçìá Π. Èåùñïýìå üôé ôï Π ìðïñåSS íá áíáðáñáóôáèåSS ùò ìåôñéêü óýóôçìá åñãáóéþí êáé Ýœåé óýíïëï óôéãìéïôýðùí I. ÊÜèå áëãüñéèìïò alg_i åðéôõãœÜíåé ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò α óõãêñéíüìåíïò ìå ôïí âÝëôéóôï o›ine áëãüñéèìï, áëëÜ ìüíï ãéá êÜðïéï õðïóýíïëï I_i ôùí äõíáôþí åéóüäùí. Áí éóœýåé ⋃ I_i ⊇ I, ôüôå åSSíáé äõíáôü íá êáôáóêåõáóôåSS Ýíáò óýíèåôïò áéôéïêñáôéêüò online áëãüñéèìïò alg^∗ ãéá ôï Π, œñçóéìïðïéþíôáò âÝâáéá ôïõò m åðéìÝñïõò áëãïñSSèìïõò. Ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ alg^∗ èá åSSíáé α(2em + 1), üðïõ e ≈ 2, 72 ç âÜóç ôùí öõóéêþí ëïãáñSSèìùí. Ç ìÝèïäïò áõôÞ óõíäõáóìïý online áëãïñSSèìùí áíáöÝñåôáé êáé ùò ôåëåóôÞò MIN, ï ïðïSSïò åí ðñïêåéìÝíù åöáñìüæåôáé åðSS ôùí alg_1, alg_2, . . . , alg_m.

Ïé Fiat, Rabani êáé Ravid [FiRR90] ðáñáôÞñçóáí üôé ï ôåëåóôÞò MIN ôáõôSSæåôáé ïõóéáóôéêÜ ìå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí m ìïíïðáôéþí (m cow paths problem), ôï ïðïSSï åSSœå åîåôáóôåSS óôá [BaeYCR88] êáé [PY89]. Ðñüêåéôáé ãéá ãåíSSêåõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ãÝöõñáò (âëÝðå Õðïåíüôçôá 1.2.2) êáé ïñSSæåôáé ùò åîÞò. Áðü êÜðïéï óçìåSSï O îåêéíïýí m ìïíïðÜôéá, êáèÝíá ìå Üãíùóôï áëëÜ ðåðåñáóìÝíï ìÞêïò. Óôüœïò åSSíáé íá öèÜóïõìå óôï ôÝëïò åíüò áðü áõôÜ, äéáíýïíôáò óõíïëéêÜ ôï ðïëý Ýíá óôáèåñü ðïëëáðëÜóéï ôïõ ìÞêïõò ôïõ ìéêñüôåñïõ ìïíïðáôéïý.

Áêïëïýèùò èá äåSSîïõìå ðþò ëåéôïõñãåSS ï MIN óôçí ðåñSSðôùóç ôùí ìåôñéêþí óõóôçìÜôùí åñãáóéþí. ÿóôù s ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç ãéá üëïõò ôïõò áëãïñSSèìïõò êáé σ = ⟨T^1, T^2, . . . , T^N ⟩ ìéá áêïëïõèSSá åñãáóéþí. ÓõìâïëSSæïõìå σ_j ôï áñœéêü ôìÞìá ôçò σ ìå ìÞêïò j. ÅðéðëÝïí, êüóôïò_{algi} (s, σ_j) åSSíáé ôï êüóôïò ðïõ áðáéôåSSôáé ãéá ôçí åêôÝëåóç ôùí ðñþôùí j åñãáóéþí áðü ôïí alg_i, îåêéíþíôáò áðü ôçí s, êáé êáôÜóôáóç_{algi} (s, σ_j) ç êáôÜóôáóç óôçí ïðïSSá èá âñSSóêåôáé áìÝóùò ìåôÜ.

Ï áëãüñéèìïò alg^∗ = MIN{alg_1, alg_2, . . . , alg_m} ìéìåSSôáé óå êÜèå ðåñSSðôùóç êÜðïéïí áðü ôïõò m åðéìÝñïõò áëãïñSSèìïõò. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ìåôÜ ôçí åîõðçñÝôçóç ôçò áêïëïõèSSáò σ_j èá êáôáëÞîåé óôçí êáôÜóôáóç_{algi} (s, σ_j ), ãéá êÜðïéï i. ÁñœéêÜ, ï alg^∗ ïñSSæåé Ýíá öñÜãìá B =^m_{m−1} êáé åðéëÝãåé áõèáSSñåôá ôïí áëãüñéèìï ðïõ èá åöáñìüóåé.

ÿóôù ôþñá üôé ôç óôéãìÞ ðïõ áíáôSSèåôáé ç j-ïóôÞ åñãáóSSá ï alg^∗ ìéìåSSôáé ôïí alg_k êáé Üñá âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç_{algk} (s, σ_{j−1}). Åí ðñþôïéò õðïëïãSSæåôáé ç ðïóüôçôá

mincost(j) ≜ min_{1≤i≤m} { êüóôïò_{algi} (s, σ_j) } . Ðñéí åêôåëÝóåé ôçí T_j, ï áëãüñéèìïò óõãêñSSíåé ôï êüóôïò_{algk} (s, σ_j ) ìå ôï ãéíüìåíï B·mincost(j). Áí äéáðéóôþóåé üôé ôï ðñþôï äåí õðåñâáSSíåé ôï äåýôåñï, ôüôå óõíåœSSæåé êáíïíéêÜ. ÅéäÜëëùò, ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç_{algk′} (s, σ_j) êáé åöáñìüæåé óôï åîÞò ôïí alg_k′ , üðïõ k^′ = (k + 1) mod m. ¿óôåñá áðü êÜèå ôÝôïéá áëëáãÞ, ç ôéìÞ ôïõ B åíçìåñþíåôáé èÝôïíôáò B ←^m_{m−1} B.

ÐáñáèÝôïõìå Üíåõ áðïäåSSîåùò ôï áêüëïõèï èåþñçìá, ôï ïðïSSï óõíÜãåôáé åê ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõ [BaeYCR88]:

Èåþñçìá 2.3. ÄåäïìÝíùí ïðïéùíäÞðïôå m áëãïñSSèìùí ãéá Ýíá ìåôñéêü óýóôçìá åñãáóéþí, Ýóôù alg^∗ = MIN{alg_1, alg_2, . . . , alg_m}. Ãéá ïðïéáäÞðïôå áêïëïõèSSá åñãáóéþí σ êáé áñœéêÞ êáôÜóôáóç s, éóœýåé:

êüóôïò_{alg}∗ (s, σ) ≤ (2em + 1) · min_{1≤i≤m} { êüóôïò_{algi} (s, σ) } . Ïé Azar, Broder êáé Manasse [AzBM93] åöçýñáí ìéá âåëôéùìÝíç åêäïœÞ ôïõ ôåëåóôÞ MIN. Åéäéêüôåñá, áí êÜèå áëãüñéèìïò alg_i Ýœåé ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò α_i ãéá áêïëïõèSSåò ôïõ óõíüëïõ I_i, ôüôå ìå åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ áõôïý ðñïêýðôåé Ýíáò ( 8 · ∑_m i=1 α_i ) -áíôáãùíéóôéêüò online áëãüñéèìïò.

ÌÜëéóôá, ïé SSäéïé áðïäåéêíýïõí üôé êáíÝíáò áéôéïêñáôéêüò óõíäõáóìüò ôùí m áõôþí áëãïñSSèìùí äåí ìðïñåSS íá Ýœåé ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò êáëýôåñï áðü ∑_m

i=1 α_i.

ÔÝëïò, óôçí Õðïåíüôçôá 3.1.1 èá åîåôÜóïõìå ôïí randomized ôåëåóôÞ MIN, ôïõ ïðïSSïõ ç åðSSäïóç ðñïêýðôåé éäéáSSôåñá åíäéáöÝñïõóá.

2.2 ÌÝèïäïé áíÜëõóçò

Óôá ðëáSSóéá ôçò áíôáãùíéóôéêÞò áíÜëõóçò åíüò online áëãïñSSèìïõ alg ðïõ åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Π ôSSèåíôáé ïé åîÞò óôüœïé:

• Ï alg íá áðïäåéœèåSS c-áíôáãùíéóôéêüò, ãéá êÜðïéï åðéèõìçôü óõíôåëåóôÞ c.

• Íá ôåêìçñéùèåSS üôé õðÜñœåé c^′ þóôå ï óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò áðïêëåSSåôáé íá åSSíáé êáëýôåñïò áðü c^′-áíôáãùíéóôéêüò.

• Íá äåéœèåSS üôé õðÜñœåé c^{′′} þóôå êáíÝíáò online áëãüñéèìïò ãéá ôï Π äåí ìðïñåSS íá Ýœåé ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò ìéêñüôåñï áðü c^{′′}.

Áí c_{alg} ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ alg, ôüôå ðñïöáíþò èá Ýœïõìå c^{′′} ≤ c^′ ≤ c_{alg} ≤ c. Ìå Üëëá ëüãéá, ëïéðüí, åðéäéþêïõìå íá âñïýìå Üíù êáé êÜôù öñÜãìáôá ôïõ c_{alg}. ÓçìåéùôÝïí üôé ç áíÜëõóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ãÝöõñáò êáé åêåSSíïõ ôçò åíïéêSSáóçò åîïðëéóìïý óêé ðïõ Þäç ðáñïõóéÜóáìå (Åíüôçôá 1.2) áêïëïõèïýí ôéò ðñïáíáöåñèåSSóåò êáôåõèõíôÞñéåò ãñáììÝò. Åíôïýôïéò, ïé ìÝèïäïé ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå åêåSS äåí åSSíáé éäéáSSôåñá áíôéðñïóùðåõôéêÝò ïýôå ãåíéêåýïíôáé åýêïëá, óå áíôSSèåóç ìå áõôÝò ðïõ èá áíáöÝñïõìå ðáñáêÜôù.

2.2.1 ÓõíáñôÞóåéò äõíáìéêïý

Ç ðëÝïí êïéíÞ ôåœíéêÞ áðüäåéîçò Üíù öñáãìÜôùí ãéá ôïí ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò åSSíáé ç êáôáóêåõÞ ìéáò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý (potential function), ðïõ åöáñìüæåôáé êõñSSùò óå ðñïâëÞìáôá ìå åSSóïäï ìéá œñïíéêÞ áêïëïõèSSá ãåãïíüôùí σ = σ_1, σ_2, . . . . Ãéá íá ìåëåôÞóïõìå Ýíáí online áëãüñéèìï alg ìå áõôüí ôïí ôñüðï, äSSíïõìå ùò åSSóïäï óôïí alg êáé ôïí âÝëôéóôï o›ine áëãüñéèìï opt ìéá áêïëïõèSSá σ, áðïôåëïýìåíç áðü m óôïéœåSSá, ôçí ïðïSSá áìöüôåñïé åêôåëïýí ôáõôüœñïíá. Ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý Φ áíôéóôïéœåSS ôéò êáôáóôÜóåéò óôéò ïðïSSåò âñSSóêïíôáé ïé alg êáé opt ôçí åêÜóôïôå óôéãìÞ ìå Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü.

ÓõãêåêñéìÝíá, Ýóôù Φ_i ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý üôáí ïé alg êáé opt Ýœïõí åðåîåñãáóôåSS ôá ðñþôá i óôïéœåSSá ôçò áêïëïõèSSáò. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ðñüâëçìá ðïõ åîåôÜæïõìå áöïñÜ åëáœéóôïðïSSçóç êüóôïõò, áöïý åîÜëëïõ ç ðåñSSðôùóç ôçò ìåãéóôïðïSSçóçò êÝñäïõò åSSíáé åíôåëþò áíÜëïãç. ÓõìâïëSSæïõìå ëïéðüí ìå t_i êáé o_i ôá êüóôç ðïõ õöSSóôáíôáé ïé äýï áëãüñéèìïé, áíôSSóôïéœá, êáôÜ ôï i-ïóôü âÞìá ôçò ëåéôïõñãSSáò ôïõò. Ôï êüóôïò ìåô’ áðüóâåóçò (amortized cost) a_i ôïõ alg ãéá ôï âÞìá áõôü ïñSSæåôáé ùò a_i = t_i + Φ_i − Φ_{i−1}.

ÅðïìÝíùò, Ýíá Üíù öñÜãìá ôïõ óõíïëéêïý êüóôïõò ôïõ alg ãéá ôçí σ ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS öñÜóóïíôáò ôï êüóôïò ìåô’ áðüóâåóçò óå êÜèå âÞìá. ÿóôù üôé âñSSóêïõìå ìéá óõíÜñôçóç äõíáìéêïý, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå i ìå 1 ≤ i ≤ m íá éóœýåé a_i ≤ c · o_i êáé åðéðëÝïí íá õðÜñœåé óôáèåñÜ b áíåîÜñôçôç ôçò åéóüäïõ þóôå Φ_i ≥ b. Ôüôå:

êüóôïò_{alg}(σ) = m∑ i=1 t_i = (Φ_0 − Φ_m) + ( Φ_m − Φ_0 + m∑ i=1 t_i ) =

= (Φ_0 − Φ_m) + m∑ i=1 (t_i + Φ_i − Φ_{i−1}) =

= (Φ_0 − Φ_m) + m∑ i=1 a_i ≤

≤ (Φ_0 − Φ_m) + c m∑ i=1 o_i ≤

≤ (Φ_0 − b) + c · êüóôïò_{opt}(σ) , (2.3)

üðïõ Φ_0 åSSíáé óôáèåñÜ ðïõ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôéò áñœéêÝò êáôáóôÜóåéò ôùí alg êáé opt.

Ç œñÞóç óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý ãéá ôç ìåëÝôç ìéáò áêïëïõèSSáò åíåñãåéþí ïíïìÜæåôáé áíÜëõóç áðüóâåóçò (amortized analysis) [Tar85], åðåéäÞ ôï êüóôïò êÜèå ëåéôïõñãSSáò äåí ëïãSSæåôáé áö’ åáõôïý, áëëÜ ëáìâÜíåôáé ï áñéèìçôéêüò ìÝóïò üñïò ôïõ êüóôïõò åðSS üëùí ôùí ëåéôïõñãéþí ôçò áêïëïõèSSáò. Åí ðñïêåéìÝíù, ôïýôï åSSíáé œñÞóéìï äéüôé åíäÝœåôáé ìéá ìåìïíùìÝíç åíÝñãåéá ôïõ alg íá ðñïêýøåé åîáéñåôéêÜ ńáêñéâÞż óå óœÝóç ìå ôçí áíôSSóôïéœç ôïõ opt, åíþ åìåSSò åíäéáöåñüìáóôå íá äåSSîïõìå üôé ôï óõíïëéêü online êüóôïò åSSíáé ôï ðïëý êÜðïéï óôáèåñü ðïëëáðëÜóéï ôïõ óõíïëéêïý âåëôSSóôïõ êüóôïõò.

ÖõóéêÜ, ç åýñåóç ìéáò êáôÜëëçëçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý áðïôåëåSS ôïí áêñïãùíéáSSï ëSSèï ôçò ìåèüäïõ áõôÞò. ÊáôÜ êáíüíá, ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ðïóïôéêïðïéåSS ôç äéáöïñÜ ìåôáîý ôçò åêÜóôïôå êáôÜóôáóçò ôïõ online êáé ôïõ o›ine áëãïñSSèìïõ. Äýï ôÝôïéá ðáñáäåSSãìáôá èá åîåôÜóïõìå áêïëïýèùò.

Åðáíåñœüìáóôå óôï ðñüâëçìá åíçìÝñùóçò ëSSóôáò, ðïõ ïñSSóáìå óôçí Åíüôçôá 1.3. Ï áëãüñéèìïò mtf (Move-To-Front) óå êÜèå âÞìá ìåôáêéíåSS ôï óôïéœåSSï ðïõ ìüëéò ðñïóðåëÜóôçêå óôçí áñœÞ ôçò ëSSóôáò, üðùò öáíåñþíåé êáé ôï üíïìÜ ôïõ. Ìå ôéò êéíÞóåéò áõôÝò åðéäéþêåé íá åîáóöáëSSóåé üôé áí õðïóôåSS õøçëü êüóôïò ãéá ôçí éêáíïðïSSçóç ìéáò áêïëïõèSSáò áéôÞóåùí, áíÜëïãá áõîçìÝíï èá åSSíáé êáé ôï âÝëôéóôï êüóôïò. ÐñÜãìáôé, èá áðïäåSSîïõìå üôé åSSíáé 2-áíôáãùíéóôéêüò.

Êáô’ áñœÜò, Ýóôù ℓ^{mtf}_i êáé ℓ^{opt}_i ïé ëSSóôåò ôùí mtf êáé opt áíôSSóôïéœá, üðùò Ýœïõí äéáìïñöùèåSS ìåôÜ ôçí i-ïóôÞ áSSôçóç. ÏñSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý Φ_i ùò ôï ðëÞèïò ôùí áíáóôñïöþí ìåôáîý ôùí ℓ^{mtf}_i êáé ℓ^{opt}_i . ÁíáóôñïöÞ èåùñåSSôáé Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïò óôïéœåSSùí (x_j , x_k), üðïõ ôï x_j âñSSóêåôáé ðñéí ôï x_k óôçí ℓ^{mtf}_i , áëëÜ ìåôÜ áðü ôïýôï óôçí ℓ^{opt}_i . Ëüãïõ œÜñç, ç ëSSóôá ⟨x_1, x_2, . . . , x_m⟩ åìöáíSSæåé

(_m 2 ) áíôéóôñïöÝò óå áíôéðáñáâïëÞ ìå ôçí ⟨x_m, x_{m−1}, . . . , x_1⟩.

ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé ç i-ïóôÞ áSSôçóç áöïñÜ áíÜãíùóç ôïõ óôïéœåSSïõ x. Tç óôéãìÞ ðïõ áõôÞ ëáìâÜíåôáé, ïé ℓ^{mtf}_{i−1} êáé ℓ^{opt}_{i−1} Ýœïõí ùò öáSSíåôáé óôï ℓ^{mtf}_{i−1} : áñœÞ → A x B

ℓ^{opt}_{i−1} : áñœÞ → C x D

ÓœÞìá 2.1: Ïé ëSSóôåò ôùí mtf êáé opt, áìÝóùò ðñoôïý æçôçèåSS ôï óôïéœåSSï x.

ÓœÞìá 2.1, üðïõ A, B, C êáé D óýíïëá óôïéœåSSùí (ðéèáíþò êåíÜ). Ãéá íá ðñïóðåëÜóåé ôï x, ï mtf õöSSóôáôáé êüóôïò t_i = |A|, åíþ áíôSSóôïéœá ï opt o_i = |C|. ÅðéðëÝïí, áöïý ôï x ìåôáêéíåSSôáé óôçí áñœÞ áðü ôïí mtf, äçìéïõñãïýíôáé |A∩C| íÝåò áíáóôñïöÝò åíþ áSSñïíôáé |A∩D| Üëëåò. Óõíåðþò, èá Ýœïõìå:

Φ_i − Φ_{i−1} ≤ |A ∩ C| − |A ∩ D| . (2.4) Ç áíùôÝñù óœÝóç èá éóœýåé ùò éóüôçôá áí ï opt áöÞóåé ôï x óôçí ðñïçãïýìåíç èÝóç ôïõ êáé ùò áíéóüôçôá áí ôï ìåôáöÝñåé ðëçóéÝóôåñá óôçí áñœÞ ôçò ëSSóôáò. Áëçèåýåé áêüìç ãéá åéóáãùãÞ åíüò íÝïõ óôïéœåSSïõ Þ áðüðåéñá ðñïóðÝëáóçò åíüò óôïéœåSSïõ ðïõ äåí õðÜñœåé óôç ëSSóôá. Óå ôÝôïéåò ðåñéðôþóåéò áñêåSS íá èåùñÞóïõìå üôé ôï åí ëüãù óôïéœåSSï õðÜñœåé Þäç êáé âñSSóêåôáé áìÝóùò ìåôÜ ôï (ðñáãìáôéêü) ôÝëïò ôçò ëSSóôáò. Åí ôÝëåé, áí ç i-ïóôÞ áSSôçóç áöïñÜ äéáãñáöÞ ôïõ x, ôüôå äåí ðñïêýðôïõí íÝåò áíáóôñïöÝò, ïðüôå Φ_i − Φ_{i−1} = −|A ∩ D| êáé Üñá ç (2.4) éóœýåé ðÜëé ùò áíéóüôçôá.

Áðü ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óõìðåñáSSíïõìå üôé:

|A| = |A ∩ C| + |A ∩ D| ⇐⇒ |A| + |A ∩ C| = 2|A ∩ C| + |A ∩ D| =⇒ =⇒ |A| + |A ∩ C| ≤ 2|C| + |A ∩ D| ⇐⇒ ⇐⇒ |A| + |A ∩ C| − |A ∩ D| ≤ 2|C| =⇒

(2.4)

=⇒ t_i + Φ_i − Φ_{i−1} ≤ 2o_i . (2.5)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò (2.3) êáé (2.5) ðñïêýðôåé ç 2-áíôáãùíéóôéêüôçôá ôïõ mtf. Áí åðéðñïóèÝôùò êÜíïõìå ôçí (ëïãéêÞ) õðüèåóç üôé ïé áñœéêÝò ëSSóôåò ôùí äýï áëãïñSSèìùí åSSíáé áêñéâþò SSäéåò, äçëáäÞ ℓ^{mtf}_0 ≡ ℓ^{opt}_0 , ôüôå Φ_0 = 0 êáé Ýôóé áðïäåéêíýåôáé üôé:

Èåþñçìá 2.4. [ST85a] Ï mtf åSSíáé áõóôçñÜ 2-áíôáãùíéóôéêüò.

ÐáñáôÞñçóç. Ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá Ýœåé éóôïñéêÞ óçìáóSSá, êáè’ üôé óõíéóôÜ ôï ðñþôï äåSSãìá åöáñìïãÞò ôçò ìåèüäïõ ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý.

ÃíùñSSæïõìå Þäç üôé ï áëãüñéèìïò lru åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò ãéá ôï ðñüâëçìá óåëéäïðïSSçóçò ìíÞìçò, áöïý ðñüêåéôáé ãéá áëãüñéèìï óÞìáíóçò. Áí åðéèõìïýìå íá áðïäåSSîïõìå ôï SSäéï ìå œñÞóç óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý, ðñÝðåé ðñþôá íá ïñSSóïõìå áõóôçñÜ ôç ëåéôïõñãSSá ôïõ lru.

ÿóôù ëïéðüí üôé óå êÜèå óåëSSäá p ôçò áñãÞò ìíÞìçò áíôéóôïéœåSS ìéá ìåôáâëçôÞ a[p], ç ïðïSSá áðïôåëåSS Ýíá ìÝôñï ôïõ ðüóï ðñüóöáôá ðñïóðåëÜóôçêå ç p. Éóœýåé a[p] = 0 áí êáé ìüíï áí ç p äåí ðåñéÝœåôáé åêåSSíç ôç óôéãìÞ óôç ãñÞãïñç ìíÞìç. Áí æçôçèåSS êÜðïéá óåëSSäá p^′, ôüôå ãéá êÜèå óåëSSäá p ìå a[p] > a[p^′] ï áëãüñéèìïò èÝôåé a[p] ← a[p] − 1, åíþ ôáõôüœñïíá a[p^′] ← k. Óå ðåñSSðôùóç ðïõ ç ãñÞãïñç ìíÞìç åSSíáé ãåìÜôç êáé äåí ðåñéÝœåé ôçí p^′, ôüôå (êáé ìüíïí ôüôå) èá õðÜñœåé áêñéâþò ìéá óåëSSäá p^{′′} ôçò ïðïSSáò ç ìåôáâëçôÞ a[p^{′′}] ìçäåíSSæåôáé. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ç p^{′′} áðïìáêñýíåôáé áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç êáé óôç èÝóç ôçò áðïèçêåýåôáé ç p^′. ÅéäÜëëùò, äåí œñåéÜæåôáé íá ãSSíåé êáìSSá áíôéêáôÜóôáóç, åSSôå åðåéäÞ ç p^′ âñSSóêåôáé Þäç óôç ãñÞãïñç ìíÞìç, åSSôå äéüôé ç ôåëåõôáSSá äéáèÝôåé åëåýèåñï œþñï.

Ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí {a[p]} åðáñêåSS ãéá íá êáèïñSSóåé ðëÞñùò ôçí êáôÜóôáóç óôçí ïðïSSá âñSSóêåôáé ï lru. ÿóôù ëïéðüí S ôï óýíïëï ôùí óåëSSäùí ðïõ Ýœåé ï âÝëôéóôïò áëãüñéèìïò opt óôç äéêÞ ôïõ ãñÞãïñç ìíÞìç. ÏñSSæïõìå ôç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ùò Φ ≜ ∑ p∈S (k − a[p]) .

Áöïý a[p] ≤ k ãéá êÜèå p, Ýðåôáé üôé Φ ≥ 0. ÅðéðëÝïí, õðïèÝôïõìå üôé áñœéêÜ ïé ãñÞãïñåò ìíÞìåò ôùí äýï áëãïñSSèìùí åSSíáé êåíÝò êáé Üñá Φ_0 = 0. Ùò óõíÞèùò, óõìâïëSSæïõìå ìå t_i êáé o_i ôï êüóôïò åîõðçñÝôçóçò ôçò i-ïóôÞò áSSôçóçò áðü ôïí lru êáé ôïí opt, áíôSSóôïéœá. Ôï æçôïýìåíï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé áðü ôï áêüëïõèï ëÞììá:

ËÞììá 2.5. [KarlMRS88] Ãéá êÜèå i > 0 éóœýåé

t_i + Φ_i − Φ_{i−1} ≤ k · o_i .

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå üôé êÜèå áSSôçóç åîõðçñåôåSSôáé óå äýï óôÜäéá: ðñþôá éêáíïðïéåSSôáé áðü ôïí opt êáé êáôüðéí áðü ôïí lru. ÕðïèÝôïõìå üôé óôçí i-ïóôÞ áSSôçóç æçôåSSôáé ç óåëSSäá pů èá äåSSîïõìå üôé ôï ëÞììá áëçèåýåé ãéá êÜèå óôÜäéï îåœùñéóôÜ.

Óôï ðñþôï óôÜäéï ï lru äåí õöSSóôáôáé êüóôïò, áöïý äåí åêôåëåSS êáìSSá ëåéôïõñãSSá. űñá, ç ìåôáâïëÞ ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý êáôÜ ôï óôÜäéï áõôü ðñÝðåé íá åSSíáé ôï ðïëý SSóç ìå k · o_i. ÐñÜãìáôé, áí ç p âñSSóêåôáé Þäç óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõ opt, ôüôå o_i = 0 êáé ç ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý äåí áëëÜæåé. Óå áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç, ï o›ine áëãüñéèìïò èá áíáêôÞóåé ôçí p áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç ìå êüóôïò o_i = 1 êáé èá ôçí áðïèçêåýóåé óôç ãñÞãïñç, áðïìáêñýíïíôáò ðéèáíüí êÜðïéá Üëëç óåëSSäá. ÅðïìÝíùò, ç ìåôáâïëÞ óôç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý äåí õðåñâáSSíåé ôï k − a[p] ≤ k = k · o_i.

Óôï äåýôåñï óôÜäéï, åSSíáé ç óåéñÜ ôïõ opt íá ðáñáìåSSíåé Üåñãïò. Ôþñá, ôï Üèñïéóìá ôïõ t_i êáé ôçò ìåôáâïëÞò ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý ðñÝðåé íá åSSíáé ìç èåôéêü. Áí ç p õðÜñœåé Þäç óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõ lru, ôüôå t_i = 0. ÿóôù üôé ðñéí ôçí éêáíïðïSSçóç ôçò áSSôçóçò éóœýåé a[p] = j > 0 êáé èåùñïýìå ôï óýíïëï X = {p^′ | a[p^′] > j}. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ áëãïñSSèìïõ ðñïêýðôåé üôé |X| ≤ k − j. ÃíùñSSæïõìå áêüìç üôé p ∈ S, Üñá ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý èá ìåéùèåSS êáôÜ k − j åðåéäÞ a[p] ← k. ĳìùò, ãéá êÜèå p^′ ∈ X Ýœïõìå a[p^′] ← a[p^′] − 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ç ìåôáâïëÞ ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý éóïýôáé ìå −(k − j) + 1 · |X ∩ S| ≤ −(k − j) + |X| = 0.

ÁíôéèÝôùò, áí ï lru áíáãêáóôåSS íá ìåôáöÝñåé ôçí p áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç, ôüôå öõóéêÜ t_i = 1. ÓõìâïëSSæïõìå X = {p^′ | a[p^′] > 0}, ïðüôå |X| = k. Åíôïýôïéò, |X ∩ S| ≤ k − 1, äéüôé p /∈ X êáé p ∈ S. Åöüóïí a[p] ← k êáé a[p^′] ← a[p^′]−1, ãéá êÜèå p^′ ∈ X, ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý èá ìåôáâëçèåSS êáôÜ −k + 1 · |X ∩ S| ≤ −k + (k − 1) = −1.

Áðü üëá ôá áíùôÝñù äéáðéóôþíïõìå üôé ôï õð’ üøç ëÞììá éóœýåé óå êÜèå ðåñSSðôùóç.

Ç áðüäåéîç ðïõ ìüëéò ðáñïõóéÜóáìå áêïëïõèåSS ìéá åëáöñþò äéáöïñåôéêÞ ìåèïäïëïãSSá óå óœÝóç ìå ôçí ðñïçãïýìåíç, ç ïðïSSá áíáöåñüôáí óôïí áëãüñéèìï mtf. Åéäéêüôåñá, œñçóéìïðïéÞèçêå ç åðïíïìáæüìåíç ôåœíéêÞ ôùí åíáëëáóóüìåíùí êéíÞóåùí (interleaving moves [BorEY98]). Óýìöùíá ìå áõôÞ, ãéá íá áðïäåéœèåSS ç c-áíôáãùíéóôéêüôçôá åíüò online áëãïñSSèìïõ alg, áñêåSS íá âñåèåSS óõíÜñôçóç äõíáìéêïý Φ ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå äõíáôÞ áêïëïõèSSá ãåãïíüôùí:

1. Áí ìüíï ï âÝëôéóôïò o›ine áëãüñéèìïò opt ðñïâáSSíåé óå êÜðïéá åíÝñãåéá êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ i-ïóôïý ãåãïíüôïò êáé õöSSóôáôáé êüóôïò x, ôüôå ΔΦ = Φ_i − Φ_{i−1} ≤ cx, äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý áõîÜíåé êáôÜ cx ôï ðïëý.

2. Áí ìüíï ï alg ðñïâáSSíåé óå êÜðïéá åíÝñãåéá êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôïõ iïóôïý ãåãïíüôïò êáé õöSSóôáôáé êüóôïò x, ôüôå ΔΦ = Φ_i − Φ_{i−1} ≤ −x, äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý åëáôôþíåôáé êáôÜ ôïõëÜœéóôïí x.

3. ÕðÜñœåé óôáèåñÜ b áíåîÜñôçôç ôçò áêïëïõèSSáò ãåãïíüôùí þóôå Φ_i ≥ b, ãéá êÜèå i.

ÐáñáôÞñçóç. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ç äéáìÝñéóç ôçò (ôáõôüœñïíçò) ëåéôïõñãSSáò ôùí alg êáé opt óå ãåãïíüôá áðáéôåSS êÜðïéá ðñïóïœÞ, ðñïêåéìÝíïõ íá åSSíáé åöéêôÞ ç åöáñìïãÞ ôçò åí ëüãù ìåèüäïõ. Ëüãïõ œÜñç, óôçí áðüäåéîç ôïõ ËÞììáôïò 2.5 èåùñÞóáìå üôé êÜèå áSSôçóç åîõðçñåôåSSôáé ðñþôá áðü ôïí opt êáé ýóôåñá áðü ôïí lru, äçëáäÞ êáèïñSSóáìå ñçôÜ ôç óåéñÜ ìå ôçí ïðïSSá ëáìâÜíïõí œþñá ôá äýï áõôÜ ãåãïíüôá. Áí õðïèÝôáìå áêñéâþò ôï áíôSSóôñïöï, äåí èá ìðïñïýóáìå íá éêáíïðïéÞóïõìå ôéò óõíèÞêåò 1 êáé 2 ðïõ ðñïáíáöÝñáìå. ÂÝâáéá, êáé ðÜëé èá Þôáí äõíáôü íá áðïäåéœèåSS ôï æçôïýìåíï, áëëÜ ìå ëéãüôåñï êïìøü ôñüðï.

ÊáôáóêåõÞ óõíáñôÞóåùí äõíáìéêïý

ĳðùò SSóùò íá õðïøéáæüôáí êáíåSSò, ç åýñåóç œñÞóéìùí óõíáñôÞóåùí äõíáìéêïý áðïôåëåSS óõíÞèùò ìéá äýóêïëç õðüèåóç. ÅðïìÝíùò, ìÜëëïí ðñïêáëåSS Ýêðëçîç ôï ãåãïíüò üôé ãéá óçìáíôéêÝò êáôçãïñSSåò ðñïâëçìÜôùí ãíùñSSæïõìå óõóôçìáôéêïýò ôñüðïõò êáôáóêåõÞò ôïõò, ðïõ óõíåðÜãåôáé åðSSóçò üôé ç ýðáñîÞ ôïõò åSSíáé åîáóöáëéóìÝíç. ÅðSS ðáñáäåSSãìáôé, óôç óõíÝœåéá èá áíáëýóïõìå ìéá ôåœíéêÞ ç ïðïSSá åöáñìüæåôáé óå ìåôñéêÜ óõóôÞìáôá åñãáóéþí êáé ðñïôÜèçêå áðü ôïí Daniel D. Sleator.

Èåùñïýìå Ýíá ïðïéïäÞðïôå ìåôñéêü óýóôçìá åñãáóéþí (M, R) êáé êáôáóêåõÜæïõìå ôï ãñÜöï G ùò åîÞò. ÊÜèå êïñõöÞ áíôéóôïéœåSS óå Ýíá æåýãïò (s_{alg}, s_{opt}), üðïõ s_{alg} åSSíáé ìéá êáôÜóôáóç ôïõ online áëãïñSSèìïõ alg (ç ïðïSSá öõóéêÜ ðåñéëáìâÜíåé êáé ôéò åóùôåñéêÝò ìåôáâëçôÝò ôïõ ôåëåõôáSSïõ) êáé s_{opt} ìéá êáôÜóôáóç ôïõ âÝëôéóôïõ o›ine áëãïñSSèìïõ opt. ÕðÜñœåé êáôåõèõíüìåíç áêìÞ e áðü ôçí êïñõöÞ (s_i, s_j) ðñïò ôçí (s_k, s_ℓ)) áí êáé ìüíï áí ãéá êÜðïéá åñãáóSSá r_e ∈ R:

• ï alg ìåôáêéíåSSôáé áðü ôçí s_i óôçí s_k ðñïôïý åîõðçñåôÞóåé ôçí r_e, êáé

• ï opt Ýœåé ôç äõíáôüôçôá íá åêôåëÝóåé ôçí r_e ìåôáâáSSíïíôáò ðñþôá áðü ôçí s_j óôçí s_ℓ.

ÿóôù üôé èÝëïõìå íá áðïäåSSîïõìå ðùò ï alg åSSíáé c-áíôáãùíéóôéêüò. Ôüôå, óå êÜèå áêìÞ ðñïóèÝôïõìå Ýíá âÜñïò w(e) ôÝôïéï þóôå

w(e) = c · [d(s_j, s_ℓ) + r_e(s_ℓ)]

êüóôïò ôçò r_e ãéá ôïí opt

− [d(s_i, s_k) + r_e(s_k)]

êüóôïò ôçò r_e ãéá ôïí alg ,

üðïõ e ≡ ((s_i, s_j), (s_k, s_ℓ)). Áí s_0 ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç áìöïôÝñùí ôùí áëãïñSSèìùí, óõìâïëSSæïõìå G^′ ôïí õðïãñÜöï ôïõ G ï ïðïSSïò åSSíáé ðñïóéôüò áðü ôçí êïñõöÞ v_0 ≡ (s_0, s_0), áêïëïõèþíôáò âÝâáéá ôç öïñÜ ôùí áêìþí.

Ãéá êÜèå êýêëï C ôïõ G^′ èåùñïýìå ôçí ðïóüôçôá

q(C) ≜ ∑ e∈C w(e) ∑ e∈C [d(s_j , s_ℓ) + r_e(s_ℓ)]

, (2.6) üðïõ ðÜëé e ≡ ((s_i, s_j), (s_k, s_ℓ)). ÓõìâïëSSæïõìå C^′ ôïí êýêëï ãéá ôïí ïðïSSï ç (2.6) åëáœéóôïðïéåSSôáé. Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ï G^′ Ýœåé êýêëïõò áñíçôéêïý âÜñïõò, äçëáäÞ q(C^′) < 0. ÊáôÜ ìÞêïò ôÝôïéùí êýêëùí ï alg õöSSóôáôáé óõíïëéêü êüóôïò ìåãáëýôåñï áðü c öïñÝò åêåSSíï ôïõ opt.

ÕðÜñœåé ëïéðüí Üðåéñç ïéêïãÝíåéá áðü áêïëïõèSSåò åñãáóéþí ïé ïðïSSåò êáô’ áñœÜò ïäçãïýí ôïõò äýï áëãïñSSèìïõò óå æåýãïò êáôáóôÜóåùí ðïõ áíôéðñïóùðåýåé êïñõöÞ ôïõ C^′ êáé êáôüðéí öñïíôSSæïõí þóôå ïé ôåëåõôáSSïé íá ńåêôåëïýíż ïóïäÞðïôå ìåãÜëï ðëÞèïò ńðåñéöïñþíż ôïõ C^′. Ôï üôé ïé áëãüñéèìïé èá óõìðåñéöåñèïýí ìå áõôü ôïí ôñüðï åSSíáé åããõçìÝíï, áö’ åíüò äéüôé ï alg åSSíáé áéôéïêñáôéêüò, Üñá ðñïâëÝøéìïò, êáé áö’ åôÝñïõ åðåéäÞ ïé åí ëüãù êéíÞóåéò ôïõ opt áðïäåéêíýïíôáé ìáêñïðñüèåóìá ïé ðéï óõìöÝñïõóåò.

Ôïéïõôïôñüðùò, ãéá ôçí ðáñáðÜíù ïéêïãÝíåéá áêïëïõèéþí âñSSóêïõìå Ýíá êÜôù öñÜãìá ôïõ ëüãïõ áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ online áëãïñSSèìïõ SSóï ìå c − q, ðïõ õðåñâáSSíåé ôï ìÝãéóôï åðéèõìçôü. Óõíåðþò, áí ï alg åSSíáé üíôùò c-áíôáãùíéóôéêüò, ôüôå äåí õðÜñœïõí êýêëïé áñíçôéêïý âÜñïõò óôïí G^′.

ĳìùò, óå Ýíáí êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï œùñSSò êýêëïõò áñíçôéêïý âÜñïõò ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç Φ åðSS ôïõ óõíüëïõ ôùí êïñõöþí, ôÝôïéá þóôå áí e ≡ (u, v) êáé

w^′(e) = w(e) + Φ(u) − Φ(v) ,

ôüôå w^′(e) ≥ 0 ãéá êÜèå áêìÞ e [Tar83]. Óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ G^′, ìéá êáôÜëëçëç Φ ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS åýêïëá ùò åîÞò. Ðñþôá èÝôïõìå Φ(v_0) ≜ 0ů ãéá êÜèå Üëëç êïñõöÞ v ôïõ G^′, ç Φ(v) éóïýôáé ìå ôï åëÜœéóôï âÜñïò ìïíïðáôéïý åðSS ôïõ G^′ ìå áöåôçñSSá ôçí v_0 êáé ðñïïñéóìü ôçí v. Ç ðñïêýðôïõóá Φ äåí åSSíáé Üëëç áðü ôç æçôïýìåíç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý, œÜñç óôçí ïðïSSá ôåêìçñéþíåôáé ç c-áíôáãùíéóôéêüôçôá ôïõ alg.

Áîéïðïéþíôáò ôçí áíùôÝñù äéáôýðùóç, åSSíáé åöéêôÞ ç åýñåóç ôïõ ëüãïõ c ìå œñÞóç äõíáìéêïý ðñïãñáììáôéóìïý. ÁñêåSS íá èåùñÞóïõìå Ýíá ãñáììéêü ðñüãñáììá ìå óýíïëï ìåôáâëçôþí {c} ∪ {Φ(v) | v ∈ V (G^′)} êáé íá áðáéôÞóïõìå ôçí åëáœéóôïðïSSçóç ôïõ c õðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôïõ óõíüëïõ {w^′(e) ≥ 0 | e ∈ E(G^′)}. Ôï ðáñáðÜíù ôÝœíáóìá Ýœåé œñçóéìïðïéçèåSS åðéôõœþò óôçí áðüäåéîç Üíù öñáãìÜôùí ãéá ìéêñïý ìåãÝèïõò óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôùí k-åîõðçñåôçôþí [KarlMMO90, LR94]. Ìïëáôáýôá, áí åðéœåéñÞóïõìå íá ôï åöáñìüóïõìå óå ðéï ãåíéêÜ êáé åíäéáöÝñïíôá ðñïâëÞìáôá, äéáðéóôþíïõìå üôé ï ãñÜöïò G^′ ðñïêýðôåé áðáãïñåõôéêÜ ìåãÜëïò. ÅðïìÝíùò, ç ðñáêôéêÞ ôïõ áîSSá åSSíáé åîáéñåôéêÜ ðåñéïñéóìÝíç.

ÿôóé ëïéðüí, ïé óõíáñôÞóåéò äõíáìéêïý êáôÜ êáíüíá áíáêáëýðôïíôáé ìÝóù äïêéìþí êáé áðïôõœéþí. Óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò, èÝôïõìå êÜðïéá äéáéóèçôéêÜ êñéôÞñéá ôá ïðïSSá áðïôåëïýí ìÝôñï ôçò ńáðüóôáóçòż, äçëáäÞ ôçò äéáöïñÜò, ìåôáîý ôçò êáôÜóôáóçò ôïõ online áëãïñSSèìïõ êáé åêåSSíçò ôïõ âÝëôéóôïõ o›ine áëãïñSSèìïõ. ÁíáìÝíïõìå (Þ ìÜëëïí åëðSSæïõìå) üôé Ýíáò êáôÜëëçëïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí êñéôçñSSùí áõôþí èá ðáñÜîåé ôçí ðñïóäïêþìåíç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý.

ÌÜëéóôá, ïé Bern, Greene êáé Ragunathan [BerGR93] áõôïìáôïðïSSçóáí ìÝñïò ôçò äéáäéêáóSSáò áíáæÞôçóçò óõíáíáñôÞóåùí äõíáìéêïý ãéá ðñïâëÞìáôá ìïéñáæüìåíçò ëáíèÜíïõóáò ìíÞìçò. źôïé, áö’ üôïõ êáèüñéóáí ôéò óõíéóôþóåò áðü ôéò ïðïSSåò Ýêñéíáí üôé èá Ýðñåðå íá áðïôåëåSSôáé ç Φ, œñçóéìïðïSSçóáí ãñáììéêü ðñïãñáììáôéóìü ãéá ôçí åýñåóç ôùí âåëôSSóôùí óõíôåëåóôþí þóôå íá åðéôåõœèåSS ï éäáíéêüò ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò.

2.2.2 ÊÜôù öñÜãìáôá

Ãéá ôçí áðüäåéîç êÜôù öñáãìÜôùí ôïõ ëüãïõ áíôáãùíéóôéêüôçôáò, åSSíáé óõíÞèùò âïëéêü íá èåùñïýìå ìSSá êáêüâïõëç öáíôáóôéêÞ ïíôüôçôá, ôïí áíôSSðáëï (adversary), ï ïðïSSïò áíáìåôñÜôáé ìå ôïí õðü åîÝôáóç online áëãüñéèìï alg ðïõ åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Π. ÓõãêåêñéìÝíá, ï áíôSSðáëïò Ýœåé ôç äõíáôüôçôá íá êáôáóêåõÜæåé óôéãìéüôõðá ôïõ Π êáé íá õðïëïãSSæåé ôç âÝëôéóôç ëýóç ôïõò { ìå o›ine ôñüðï öõóéêÜ, áöïý ãíùñSSæåé üëç ôçí åêÜóôïôå åSSóïäï! ÅðéðëÝïí, îÝñåé åðáêñéâþò ðþò ëåéôïõñãåSS ï alg. Óôüœïò ôïõ, ëïéðüí, åSSíáé íá äçìéïõñãÞóåé Ýíá óôéãìéüôõðï óôï ïðïSSï ï online áëãüñéèìïò èá ðáñïõóéÜóåé ôç œåéñüôåñç äõíáôÞ åðSSäïóç ùò ðñïò ôçí áíôáãùíéóôéêÞ áíÜëõóç.

ÓõœíÜ áðïäSSäïõìå ðñïóäéïñéóìïýò óôïí áíôSSðáëï, áíÜëïãá ìå ôç óôñáôçãéêÞ ðïõ áêïëïõèåSS. ÉäéáSSôåñï åíäéáöÝñïí ðáñïõóéÜæåé ï ëåãüìåíïò áðçíÞò áíôSSðáëïò (cruel adversary). Ðñüêåéôáé ãéá ìéá Ýííïéá ðïõ äåí ïñSSæåôáé áõóôçñÜ, üðùò êáé Üëëåò ðïõ Ýœïõìå Þäç óõíáíôÞóåé. ŒïíäñéêÜ üìùò, Ýíáò ôÝôïéïò áíôSSðáëïò åðéäéþêåé óå êÜèå âÞìá íá áõîÜíåé ôï êüóôïò (Þ íá ìåéþíåé ôï êÝñäïò) ôïõ online áëãïñSSèìïõ, Üíåõ áñíçôéêïý áíôéêôýðïõ óôïí o›ine áëãüñéèìï, üðïõ áõôü åSSíáé åöéêôü. Ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ áðçíÞ áíôéðÜëïõ áíáäåéêíýåôáé åíáñãÝóôåñá óôçí áðüäåéîç ôïõ ðáñáêÜôù èåùñÞìáôïò.

Èåþñçìá 2.6. [ST85a] ÿóôù alg ïðïéïóäÞðïôå áéôéïêñáôéêüò online áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá óåëéäïðïSSçóçò ìíÞìçò. Ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ alg áðïêëåSSåôáé íá åSSíáé ìéêñüôåñïò áðü k.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå üôé áñœéêÜ ï alg êáé ï âÝëôéóôïò o›ine áëãüñéèìïò opt Ýœïõí óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôï SSäéï óýíïëï óåëSSäùí A, ìå |A| = k. Ï áðçíÞò áíôSSðáëïò áõôïðåñéïñSSæåôáé, ðåñéëáìâÜíïíôáò óôçí áêïëïõèSSá åéóüäïõ ìüíï áéôÞóåéò ðïõ áöïñïýí óåëSSäåò ôïõ óõíüëïõ A ∪ {p}, üðïõ p /∈ A ìéá áõèáSSñåôç óåëSSäá. ÖñïíôSSæåé üìùò þóôå êÜèå öïñÜ íá æçôÜ êÜðïéá óåëSSäá ðïõ äåí âñSSóêåôáé åêåSSíç ôç óôéãìÞ óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõ alg, áöïý åîÜëëïõ ðÜíôïôå õðÜñœåé ôïõëÜœéóôïí ìSSá ôÝôïéá. Ç áêïëïõèSSá σ ðïõ óœçìáôSSæåôáé ìðïñåSS íá Ýœåé ïóïäÞðïôå ìåãÜëï ìÞêïò êáé éóœýåé êüóôïò_{alg}(σ) = |σ|.

ÁðïìÝíåé íá äåSSîïõìå üôé:

êüóôïò_{opt}(σ) ≤ ⌈ |σ| k ⌉ . ÕðåíèõìSSæåôáé üôé ç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõ o›ine áëãïñSSèìïõ åSSíáé äéáñêþò ðëÞñçò. űñá, êÜèå öïñÜ ðïõ áíáêôÜ ìéá óåëSSäá p^′ áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç õðïœñåïýôáé íá áðïìáêñýíåé êÜðïéá Üëëç. Ï opt áíôéêáèéóôÜ åêåSSíç ôç óåëSSäá p^{′′} óôçí ïðïSSá äåí ðñüêåéôáé íá ãSSíåé áíáöïñÜ ãéá ôï ìåãáëýôåñï äéÜóôçìá óôï ìÝëëïí.^2 Ï áëãüñéèìïò èá œñåéáóôåSS íá ðñïóðåëÜóåé ôçí áñãÞ ìíÞìç îáíÜ ìüíï üôáí æçôçèåSS ç p^{′′}. ĳìùò, ðñïôïý óõìâåSS áõôü èá ìåóïëáâÞóïõí áéôÞóåéò ãéá üëåò ôéò k − 1 õðüëïéðåò óåëSSäåò ðïõ ðáñáìÝíïõí óôç ãñÞãïñç ìíÞìç êáé åíäåœïìÝíùò êÜðïéåò ãéá ôç íÝá óåëSSäá p^′. Óõíåðþò, áí ìéá áSSôçóç áíáãêÜóåé ôïí opt íá êáôáâÜëåé êüóôïò 1, ïé åðüìåíåò k − 1 (ôïõëÜœéóôïí) èá éêáíïðïéçèïýí ìå ìçäåíéêü êüóôïò.

ÅSSíáé áîéïðñüóåêôï ôï üôé ï áíôSSðáëïò äéáôçñåSS ôï âÝëôéóôï o›ine êüóôïò óå œáìçëÜ åðSSðåäá äéáôõðþíïíôáò áéôÞóåéò ãéá ìüëéò k + 1 äéáöïñåôéêÝò óåëSSäåò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, üðùò Ýœïõìå Þäç äåé, õðÜñœïõí k-áíôáãùíéóôéêïSS áëãüñéèìïé ãéá ôï ðñüâëçìá óåëéäïðïSSçóçò, ïé ïðïSSïé åSSíáé åðïìÝíùò ïé êáëýôåñïé äõíáôïSS óýìöùíá ìå ôçí áíÜëõóç áõôÞ.

Óôçí áíùôÝñù áðüäåéîç âïÞèçóå êáèïñéóôéêÜ ôï ãåãïíüò üôé ç óôñáôçãéêÞ ðïõ åöáñìüæåé ï opt ìðïñåSS íá ðåñéãñáöåSS ðïëý áðëÜ. ÿôóé, ç åýñåóç ôïõ o›ine êüóôïõò êáôÝóôç óœåôéêÜ åýêïëç, ðñÜãìá ðïõ äåí óõìâáSSíåé óõíÞèùò. ÌÜëéóôá, ðïëëÜ online ðñïâëÞìáôá ðïõ Ýœïõí ìåëåôçèåSS åSSíáé NP-äýóêïëá, äçëáäÞ ï õðïëïãéóìüò ôçò âÝëôéóôçò ëýóçò ôïõò (ìå ôéò ìÝœñé óÞìåñá ãíþóåéò ìáò) óõíéóôÜ ìéá éäéáSSôåñá ðïëýðëïêç äéáäéêáóSSá. Åõôõœþò, äåí åSSíáé ïðùóäÞðïôå áíáãêáSSï íá ðñïóäéïñSSóïõìå ôï åëÜœéóôï äõíáôü o›ine êüóôïò, áëëÜ áñêåSS íá âñïýìå Ýíá êáôÜëëçëï Üíù öñÜãìá áõôïý.

ÿíáò ôñüðïò ãéá íá åðéôýœïõìå êÜôé ôÝôïéï åSSíáé íá ëÜâïõìå ôï ìÝóï üñï ôïõ êüóôïõò ìéáò óõëëïãÞò áëãïñSSèìùí. źôïé, áíáæçôïýìå Ýíá óýíïëï {alg_1, alg_2, . . . , alg_m} áëãïñSSèìùí, ôÝôïéùí þóôå üôáí Ýíáò áðçíÞò áíôSSðáëïò êáôáóêåõÜæåé ìéá áêïëïõèSSá σ ìå óêïðü íá ìåãéóôïðïéÞóåé ôï êüóôïò åíüò online áëãïñSSèìïõ alg, ôï Üèñïéóìá áðü ôá êüóôç ôùí m áëãïñSSèìùí ãéá åSSóïäï σ äåí õðåñâáSSíåé Ýíá óôáèåñü ðïëëáðëÜóéï ôïõ áíôSSóôïéœïõ êüóôïõò ôïõ alg. Ìå Üëëá ëüãéá: m∑ i=1 êüóôïò_{algi} (σ) ≤ c · êüóôïò_{alg}(σ) ,

ãéá êÜðïéï c > 0.

2ÐáñÜâáëå ìå ôç ëåéôïõñãSSá ôïõ online áëãïñSSèìïõ lru.

Åýëïãá, êÜðïéïò áðü ôïõò m áëãïñSSèìïõò Ýœåé êüóôïò ìéêñüôåñï Þ SSóï ôïõ ìÝóïõ üñïõ ôïõ êüóôïõò üëùí. ÅðåéäÞ åî ïñéóìïý ç åðSSäïóç ôïõ âåëôSSóôïõ áëãïñSSèìïõ åSSíáé ôïõëÜœéóôïí åîSSóïõ êáëÞ ìå åêåSSíç ïðïéïõäÞðïôå åê ôùí alg_1, alg_2, . . . , alg_m, ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ alg öñÜóóåôáé êÜôù áðü ôï^m_c .

ĳðùò Ýœïõìå äåé, ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí óå ïìïéüìïñöï ìåôñéêü œþñï åSSíáé éóïäýíáìï ìå ôï ðñüâëçìá óåëéäïðïSSçóçò, ãéá ôï ïðïSSï äåSSîáìå üôé ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò êÜèå online áëãïñSSèìïõ åSSíáé ≥ k. Œñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôåœíéêÞ ðïõ ìüëéò ðáñïõóéÜóáìå, èá ãåíéêåýóïõìå ôï áðïôÝëåóìá áõôü ãéá ïðïéïäÞðïôå ìåôñéêü œþñï.

Èåþñçìá 2.7. [MMS88] ÿóôù alg ïðïéïóäÞðïôå áéôéïêñáôéêüò online áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí, óå ìåôñéêü œþñï M ìå k + 1 Þ ðåñéóóüôåñá óçìåSSá. Ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ alg áðïêëåSSåôáé íá åSSíáé ìéêñüôåñïò áðü k.

Áðüäåéîç. Ï áíôSSðáëïò åðéëÝãåé áêñéâþò k + 1 óçìåSSá: åêåSSíá óôá ïðïSSá áñœéêÜ âñSSóêïíôáé ïé k åîõðçñåôçôÝò, ôá ïðïSSá óõìâïëSSæïõìå p_1, p_2, . . . , p_k êáé Ýíá áêüìç, Ýóôù p_{k+1}. Ïé áéôÞóåéò ôïõ áíôéðÜëïõ áöïñïýí áðïêëåéóôéêÜ óçìåSSá ôïõ óõíüëïõ {p_1, p_2, . . . , p_k, p_{k+1}}. ĳíôáò áðçíÞò, ï áíôSSðáëïò ðÜíôïôå æçôÜ ôï åêÜóôïôå óçìåSSï üðïõ ï alg äåí Ýœåé åîõðçñåôçôÞ. ÿôóé äçìéïõñãåSS áêïëïõèSSá áéôÞóåùí ìÞêïõò N, ôï ïðïSSï ìðïñåSS íá åSSíáé áðåñéüñéóôá ìåãÜëï. Áí óõìâïëSSóïõìå σ = p_{r1} , p_{r2} , . . . , p_{rN} ôçí åí ëüãù áêïëïõèSSá êáé c_ℓ ôï êüóôïò éêáíïðïSSçóçò ôçò ℓ-ïóôÞò áSSôçóçò, ôüôå ãéá ℓ = 1, 2, . . . , N − 1 éóœýåé c_ℓ = d ( p_{rℓ} , p_{rℓ+1} ) . Èá Ýœïõìå åðïìÝíùò:

êüóôïò_{alg}(σ) =

N−1∑ ℓ=1 d ( p_{rℓ} , p_{rℓ+1} ) + c_N .

Ãéá íá öñÜîïõìå Üíù ôï âÝëôéóôï êüóôïò éêáíïðïSSçóçò ôçò σ, èá êáôáóêåõÜóïõìå k áëãïñSSèìïõò alg_1, alg_2, . . . , alg_k, ôÝôïéïõò þóôå

êüóôïò_{alg}(σ) ≥ k∑ i=1 êüóôïò_{algi} (σ) + b , (2.7)

üðïõ b óôáèåñÜ. Ïé áëãüñéèìïé áõôïSS ëåéôïõñãïýí ùò åîÞò. Ç ðñþôç áSSôçóç ôçò σ áöïñÜ ðñïöáíþò ôï óçìåSSï p_{k+1}. Ôüôå, ãéá üëá ôá i, ï alg_i éêáíïðïéåSS ôçí áSSôçóç ìåôáêéíþíôáò ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï óçìåSSï p_i.

ÖñïíôSSæïõìå þóôå ãéá ôï õðüëïéðï ôçò áêïëïõèSSáò íá éóœýïõí ïé ðáñáêÜôù áíáëëïSSùôåò éäéüôçôåò:

• KÜèå áëãüñéèìïò alg_i Ýœåé Ýíáí åîõðçñåôçôÞ óôï óçìåSSï ðïõ æçôÞèçêå ðéï ðñüóöáôá.

• ÁíÜ ðÜóá óôéãìÞ, áí i ≠ j, ôüôå ôï óçìåSSï óôï ïðïSSï äåí õðÜñœåé åîõðçñåôçôÞò ôïõ alg_i äéáöÝñåé áðü ôï áíôSSóôïéœï ãéá ôïí alg_j .

ÿóôù ëïéðüí üôé öèÜíåé áSSôçóç ãéá ôï óçìåSSï p_{rℓ} . Áêñéâþò Ýíáò áðü ôïõò k áëãïñSSèìïõò ìåôáêéíåSS ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï óçìåSSï p_{rℓ−1} þóôå íá ôçí éêáíïðïéÞóåé, åíþ ïé õðüëïéðïé äåí åSSíáé õðïœñåùìÝíïé íá êÜíïõí êÜðïéá åíÝñãåéá. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôïéïõôïôñüðùò áìöüôåñåò ïé áíáëëïSSùôåò äéáôçñïýíôáé.

Ôï óõíïëéêü êüóôïò ôùí alg_1, alg_2, . . . , alg_k éóïýôáé ìå k∑ i=1 êüóôïò_{algi} (σ) = k∑ i=1 d(p_i, p_{k+1}) +

N−1∑ ℓ=1 d ( p_{rℓ} , p_{rℓ+1} )

= k∑ i=1 d(p_i, p_{k+1}) + êüóôïò_{alg}(σ) − c_N .

ĳìùò c_N > 0, Üñá ç (2.7) áëçèåýåé ãéá b = −

∑_k i=1 d(p_i, p_{k+1}), ðïõ åSSíáé áíåîÜñôçôï ôçò σ. ÅðéðëÝïí, êüóôïò_{opt}(σ) ≤ êüóôïò_{algi} (σ), ãéá êÜèå i. ÊáôÜ óõíÝðåéá:

k · êüóôïò_{opt}(σ) ≤ k · min_i { êüóôïò_{algi} (σ) } ≤ k∑ i=1 êüóôïò_{algi} (σ) ,

ïðüôå êüóôïò_{alg}(σ) ≥ k · êüóôïò_{opt}(σ) + b .

Áöïý ï áíôSSðáëïò ìðïñåSS íá äçìéïõñãÞóåé ìéá áêïëïõèSSá áéôÞóåùí ìå ïóïäÞðïôå õøçëü óõíïëéêü êüóôïò ãéá ôïí alg, ôï õð’ üøç èåþñçìá éóœýåé.

ÊåöÜëáéï 3

Randomized Online Áëãüñéèìïé

ÌÝœñé ôþñá, üëïé ïé online áëãüñéèìïé ðïõ åîåôÜóáìå Þôáí áéôéïêñáôéêïSS (deterministic), äçëáäÞ ç óõìðåñéöïñÜ ôïõò ãéá êÜèå äåäïìÝíç åSSóïäï Þôáí ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíç. Ìðïñïýìå üìùò íá èåùñÞóïõìå êáé randomized áëãïñSSèìïõò, ïé ïðïSSïé Ýœïõí ôç äõíáôüôçôá íá ðáSSñíïõí áðïöÜóåéò ìå ôõœáSSï ôñüðï êáôÜ ôç ëåéôïõñãSSá ôïõò. Ìå Üëëá ëüãéá, õðïèÝôïõìå üôé ñSSœíïõí (åéêïíéêÜ) íïìSSóìáôá êáé åíåñãïýí áíáëüãùò ôùí áðïôåëåóìÜôùí. Åýëïãá, ôá êüóôç Þ ôá êÝñäç ôÝôïéùí áëãïñSSèìùí åSSíáé ôõœáSSåò ìåôáâëçôÝò, åðïìÝíùò ç åðSSäïóÞ ôïõò êñSSíåôáé áðü ôç ìÝóç ôéìÞ áõôþí ãéá ôï åêÜóôïôå óôéãìéüôõðï åéóüäïõ.

3.1 ÂáóéêïSS ïñéóìïSS êáé ðáñáäåSSãìáôá

Óôçí ðåñSSðôùóç ôùí randomized online áëãïñSSèìùí, ç Ýííïéá ôïõ áíôéðÜëïõ åSSíáé ðéï óýíèåôç. Åéäéêüôåñá, áêïëïõèþíôáò ôéò äéáôõðþóåéò ôùí Raghavan êáé Snir [RS89] êáé Ben-David, Borodin, Karp, Tardos êáé Wigderson [BenDBK^+90] äéáêñSSíïõìå áäñïìåñþò äéÜöïñïõò ôýðïõò áíôéðÜëùí, áíáëüãùò ôçò ãíþóåùò ðïõ Ýœïõí ãéá ôéò ôõœáSSåò áðïöÜóåéò ôïõ áëãïñSSèìïõ êáé ôïõ ôñüðïõ ìå ôïí ïðïSSï âñSSóêïõí ôç äéêÞ ôïõò ëýóç ãéá ôá óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ ïé SSäéïé êáôáóêåõÜæïõí.

• ÿíáò áäáÞò Þ åðéëÞóìùí (oblivious) áíôSSðáëïò åðéëÝãåé åî áñœÞò ôçí åSSóïäï ðïõ èá ðáñïõóéÜóåé óôïí online áëãüñéèìï, œùñSSò öõóéêÜ íá ãíùñSSæåé ôçí Ýêâáóç ôùí õðïèåôéêþí ñSSøåùí íïìéóìÜôùí ïýôå ôéò áðïöÜóåéò ðïõ ëáìâÜíåé ï ôåëåõôáSSïò âÜóåé áõôþí. ÔïíSSæåôáé üìùò üôé ï áíôSSðáëïò îÝñåé ðþò ëåéôïõñãåSS ï áëãüñéèìïò êáé óõãêåêñéìÝíá ìå ðïéá ðéèáíüôçôá åíåñãåSS ìå ôïí Ýíáí Þ ôïí Üëëï ôñüðï óå êÜèå ðåñSSðôùóç.

• ÿíáò ðñïóáñìïóôéêüò (adaptive) áíôSSðáëïò Ýœåé áíÜ ðÜóá óôéãìÞ ðëÞñç ãíþóç ôçò êáôÜóôáóçò óôçí ïðïSSá âñSSóêåôáé ï áëãüñéèìïò, Üñá êáé ôùí ôõœáSSùí áðïöÜóåùí ðïõ åëÞöèçóáí. Ìå ôïýôá ôá äåäïìÝíá öôéÜœíåé êÜèå öïñÜ ôï åðüìåíï ôìÞìá ôçò åéóüäïõ ðïõ èá ôñïöïäïôÞóåé óôïí áëãüñéèìï, äåí åSSíáé üìùò óå èÝóç íá ðñïâëÝøåé åê ôùí ðñïôÝñùí ôï áðïôÝëåóìá ôùí ìåëëïíôéêþí ñSSøåùí íïìéóìÜôùí.

Óõíåðþò, ïé ðñïóáñìïóôéêïSS áíôSSðáëïé äåí åSSíáé åê ôùí ðñïôÝñùí âÝâáéïé ãéá ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôçò åéóüäïõ ôçí ïðïSSá äçìéïõñãïýí óôáäéáêÜů åîáéôSSáò áõôïý, êáôçãïñéïðïéïýíôáé ðåñáéôÝñù ùò åîÞò:

{ ÿíáò ðñïóáñìïóôéêüò online áíôSSðáëïò åðéëýåé ìå online ôñüðï ôï óôéãìéüôõðï ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÄçëáäÞ, óå êÜèå âÞìá åîåôÜæåé ôï êïììÜôé ôïõ óôéãìéïôýðïõ ðïõ Ýœåé ïñéóôéêïðïéçèåSS ìÝœñé ôçí åêÜóôïôå óôéãìÞ êáé áðïöáóSSæåé ðïéá (ìåñéêÞ) ëýóç èá äþóåé ãéá áõôü, œùñSSò ìÜëéóôá íá îÝñåé áêüìá ôçí áíôSSóôïéœç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ Ýœåé âñåé ï áëãüñéèìïò.

{ ÁíôéèÝôùò, Ýíáò ðñïóáñìïóôéêüò o›ine áíôSSðáëïò ðñþôá ïëïêëçñþíåé ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ óôéãìéïôýðïõ { ïðüôå ãíùñSSæåé ðëÝïí ôçí ôåëéêÞ ìïñöÞ ôïõ { êáé ýóôåñá õðïëïãSSæåé ôç âÝëôéóôç ëýóç ôïõ. ĳðùò ëïéðüí ðñïäSSäåé ôï üíïìÜ ôïõ, ç ëåéôïõñãSSá ôïõ åSSíáé ïõóéáóôéêÜ o›ine.

Ôïéïõôïôñüðùò, êáô’ áðüëõôç áíáëïãSSá ìå ôïõò Ïñéóìïýò 1.1 êáé 1.2, Ýœïõìå:

Ïñéóìüò 3.1. ÿíáò randomized online áëãüñéèìïò alg ðïõ åðéëýåé ôï ðñüâëçìá Π èá ëÝãåôáé c-áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí áäáþí (ðñïóáñìïóôéêþí online, ðñïóáñìïóôéêþí o›ine) áíôéðÜëùí áí õðÜñœåé óôáèåñÜ c_0 ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå áäáÞ (ðñïóáñìïóôéêü online, ðñïóáñìïóôéêü o›ine) áíôSSðáëï adv íá éóœýåé E[êüóôïò_{alg}(I) − c · êüóôïò_{adv}(I)] ≤ c_0 [ Þ E[êÝñäïò_{adv}(I) − c · êÝñäïò_{alg}(I)] ≤ c_0 ] , üðïõ I ôï óôéãìéüôõðï ðïõ êáôáóêåõÜæåé ï áíôSSðáëïò êáèþò áëëçëåðéäñÜ ìå ôïí alg. Ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ E[·] ëáìâÜíåôáé ùò ðñïò üëåò ôéò ôõœáSSåò áðïöÜóåéò ôïõ áëãïñSSèìïõ ïé ïðïSSåò åSSíáé äõíáôü íá ëçöèïýí ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï óôéãìéüôõðï.

ÓçìåéùôÝïí üôé åéäéêÜ ãéá áäáåSSò áíôéðÜëïõò ïé ðáñáðÜíù óœÝóåéò áðëïõóôåõüíôáé ùò åîÞò:

E[êüóôïò_{alg}(I)] ≤ c · êüóôïò_{adv}(I) + c_0 [ Þ êÝñäïò_{adv}(I) ≤ c · E[êÝñäïò_{alg}(I)] + c_0 ] , êáé ôïýôï äéüôé ç óõìðåñéöïñÜ åíüò ôÝôïéïõ áíôéðÜëïõ äåí áðïôåëåSS óõíÜñôçóç êáíåíüò ôõœáSSïõ ãåãïíüôïò. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ôüóï ç åSSóïäïò I üóï êáé ôï êüóôïò_{adv}(I) Þ ôï êÝñäïò_{alg}(I) äåí åSSíáé ôõœáSSåò ìåôáâëçôÝò.

Ïñéóìüò 3.2. Ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò åíüò randomized online áëãïñSSèìïõ alg åíáíôSSïí áíôéðÜëùí ôýðïõ ADV åSSíáé

c^{ADV}_{alg} ≜ inf { c | | | | ï alg åSSíáé c-áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí êÜèå áíôéðÜëïõ ôýðïõ ADV } .

ÅSSìáóôå ðëÝïí óå èÝóç íá áíáëýóïõìå randomized áëãïñSSèìïõò ãéá online ðñïâëÞìáôá. Êáô’ áñœÜò, åðáíåñœüìáóôå óôï ðñüâëçìá ôçò óåëéäïðïSSçóçò ìíÞìçò êáé ìåëåôïýìå ôïí áðëïýóôåñï äõíáôü randomized áëãüñéèìï, ôïí åðïíïìáæüìåíï rand. ĳôáí ï ôåëåõôáSSïò ðñÝðåé íá áíôéêáôáóôÞóåé ìéá óåëSSäá ðïõ âñSSóêåôáé óôç ãñÞãïñç ìíÞìç, åðéëÝãåé ôõœáSSá êáé ìå ïìïéüìïñöç ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ êÜðïéá áðü üëåò ôéò k óåëSSäåò. Ç áíôáãùíéóôéêüôçôÜ ôïõ ôåêìçñéþíåôáé áðü ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá, ôï ïðïSSï ïöåSSëåôáé óôïõò Raghavan êáé Snir.

Èåþñçìá 3.3. [RS89] Ï áëãüñéèìïò rand åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí ðñïóáñìïóôéêþí online áíôéðÜëùí.

Áðüäåéîç. ÏñSSæïõìå óõíÜñôçóç äõíáìéêïý Φ ùò åîÞò:

Φ_i ≜ k(k − ϕ_i) ,

üðïõ ϕ_i ôï ðëÞèïò ôùí óåëSSäùí ðïõ âñSSóêïíôáé óôç ãñÞãïñç ìíÞìç êáé ôïõ rand êáé ôïõ áíôéðÜëïõ adon, ìåôÜ ôçí éêáíïðïSSçóç ôçò i-ïóôÞò áSSôçóçò. ÿôóé, áí t_i ôï êüóôïò ôïõ rand óôï i-ïóôü âÞìá ôçò ëåéôïõñãSSáò ôïõ, ôüôå ôï áíôSSóôïéœï êüóôïò ìåô’ áðüóâåóçò åSSíáé, êáôÜ ôá ãíùóôÜ, a_i = t_i + Φ_i − Φ_{i−1}. ÕðåíèõìSSæåôáé üôé ôá t_i, a_i êáé Φ_i åSSíáé ôõœáSSåò ìåôáâëçôÝò. ĳìùò, åî ïñéóìïý ç Φ öñÜóóåôáé êÜôù áðü ôï ìçäÝí. ÅðïìÝíùò, áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé E[a_i] ≤ k · E[o_i], ãéá êÜèå i, üðïõ o_i ôï êüóôïò éêáíïðïSSçóçò ôçò i-ïóôÞò áSSôçóçò áðü ôïí adon. Éóïäýíáìá,

E[Φ_i − Φ_{i−1}] ≤ k · E[o_i] − E[t_i] . (3.1)

ÅîåôÜæïõìå ëïéðüí ôçí êáôÜóôáóç ôïõ áëãïñSSèìïõ êáé ôïõ áíôéðÜëïõ áìÝóùò ðñéí ôç ëÞøç ôçò i-ïóôÞò áSSôçóçò. ÓõìâïëSSæïõìå ìå X êáé Y ôá óýíïëá óåëSSäùí ðïõ âñSSóêïíôáé óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôùí rand êáé adon áíôSSóôïéœá. ÈÝôïõìå Z = X ∩ Y , ïðüôå |Z| = ϕ_{i−1}. ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, èåùñïýìå üôé ï áíôSSðáëïò åSSíáé áðçíÞò êáé æçôÜ ìéá óåëSSäá p /∈ X. ÅîÜëëïõ, áí p ∈ X, ôüôå t_i = 0 êáé Φ_i ≤ Φ_{i−1}, Üñá ç (3.1) éóœýåé ôåôñéììÝíá.

ÁðïìÝíïõí óõíåðþò ôá áêüëïõèá åíäåœüìåíá:

1. p ∈ Y : Áí ï rand áðïìáêñýíåé áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç ìéá óåëSSäá p^′ ∈ Z ãéá íá âÜëåé ôçí p óôç èÝóç ôçò, ôüôå Φ_i = Φ_{i−1}. ÅéäÜëëùò, áí p^′ /∈ Z, èá éóœýåé ϕ_i = ϕ_{i−1} +1 êáé Φ_i = Φ_{i−1} −k. Ëüãù ôïõ ôñüðïõ ëåéôïõñãSSáò ôïõ áëãïñSSèìïõ, ç ðéèáíüôçôá íá Ýœïõìå p^′ ∈ Z åSSíáé^{ϕi−1}_k , åðïìÝíùò ç áíáìåíüìåíç ìåôáâïëÞ ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý éóïýôáé ìå

E[Φ_i − Φ_{i−1}] = ( 1 − ϕ_{i−1} k ) · (−k) = ϕ_{i−1} − k ≤ −1 ,

áöïý p /∈ X ⇒ p /∈ Z ⇒ ϕ_{i−1} ≤ k − 1. ÅðåéäÞ t_i = 1 êáé o_i = 0, ç (3.1) áëçèåýåé.

2. p /∈ Y : Ï áíôSSðáëïò åSSíáé õðïœñåùìÝíïò íá áíôéêáôáóôÞóåé ìéá óåëSSäá p^{′′} ∈ Y ìå ôçí p. ÄéáêñSSíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(á) p^{′′} /∈ Z: Áí ìå ôç óåéñÜ ôïõ ï rand áðïìáêñýíåé áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç ìéá óåëSSäá p^′ ∈ Z, ôüôå ϕ_i = ϕ_{i−1}, åéäÜëëùò ϕ_i = ϕ_{i−1} + 1. Óå êÜèå ðåñSSðôùóç, Φ_i ≤ Φ_{i−1} êáé åðåéäÞ k · o_i − t_i = k · 1 − 1 ≥ 0, ç (3.1) éêáíïðïéåSSôáé.

(â) p^{′′} ∈ Z: Áí ìå ôç óåéñÜ ôïõ ï rand áðïìáêñýíåé áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç ìéá óåëSSäá p^′ ∈ (X − Z) ∪ {p^{′′}}, ôüôå ϕ_i = ϕ_{i−1}, ïðüôå Φ_i = Φ_{i−1}ů åéäÜëëùò ϕ_i = ϕ_{i−1} −1 êáé Φ_i = Φ_{i−1} +k. Ç ðéèáíüôçôá íá åðéëåãåSS ìéá p^′ ∈ Z − {p^{′′}} åSSíáé^{ϕi−1−1}_k , Üñá

E[Φ_i − Φ_{i−1}] = k · ϕ_{i−1} − 1 k = ϕ_{i−1} − 1 ≤

≤ k − 1 = k · E[o_i] − E[t_i] ,

åðáëçèåýïíôáò ôçí (3.1).

Åöüóïí ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá åîáíôëÞóáìå êÜèå äõíáôü åíäåœüìåíï, ç áðüäåéîç Ýœåé ïëïêëçñùèåSS.

Åê ðñþôçò üøåùò, ôï ðáñáðÜíù áðïôÝëåóìá äåí åSSíáé éäéáSSôåñá åíèáññõíôéêü, áöïý ï rand äåí öáSSíåôáé íá åðéôõãœÜíåé êáëýôåñç åðSSäïóç áð’ üôé Ýíáò áéôéïêñáôéêüò áëãüñéèìïò. Áðü ôçí Üëëç, üìùò, ðñÝðåé íá ôïíSSóïõìå üôé ï rand åSSíáé áìíÞìùí (memoryless), äçëáäÞ äåí áðáéôåSS åðéðëÝïí œþñï ìíÞìçò ãéá ôç ëåéôïõñãSSá ôïõ. ÁíôéèÝôùò, üëïé ïé áëãüñéèìïé óÞìáíóçò, ëüãïõ œÜñç, œñåéÜæïíôáé Ω(k) bits ìíÞìçò þóôå íá áðïèçêåýïõí ôï ðïéåò áêñéâþò óåëSSäåò åSSíáé óåóçìáóìÝíåò.

Áò ìåëåôÞóïõìå ôþñá Ýíáí randomized áëãüñéèìï óÞìáíóçò ðïõ áðïêáëåSSôáé mark êáé áíáêáëýöèçêå áðü ôïõò Fiat, Karp, Luby, McGeoch, Sleator êáé Young [FiKL^+88]. Ôï œáñáêôçñéóôéêü ôï ïðïSSï ôïí äéáêñSSíåé áðü ôïõò õðüëïéðïõò áëãïñSSèìïõò ôçò SSäéáò êáôçãïñSSáò åSSíáé ðùò, üôáí õðïœñåùèåSS íá áðïìáêñýíåé ìéá óåëSSäá áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç, åðéëÝãåé ôõœáSSá êáé ìå ïìïéüìïñöç ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ êÜðïéá åê ôùí ìç óåóçìáóìÝíùí óåëSSäùí.

Èåþñçìá 3.4. [FiKL^+88] Ï áëãüñéèìïò mark åSSíáé 2H_k-áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí áäáþí áíôéðÜëùí, üðïõ H_k ≜

∑_k i=1 i^{−1} ï k-ïóôüò áñìïíéêüò áñéèìüò.

Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå üôé ï mark êáé ï áäáÞò áíôSSðáëïò obl Ýœïõí áñœéêÜ ôéò SSäéåò óåëSSäåò óôç ãñÞãïñç ìíÞìç. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, ç ëåéôïõñãSSá ôïõ mark ìå åSSóïäï ôçí áêïëïõèSSá σ ðïõ êáôáóêåõÜæåé ï obl œùñSSæåôáé óå öÜóåéò (âëÝðå Õðïåíüôçôá 2.1.3). ÿóôù X_i ôï óýíïëï óåëSSäùí ðïõ âñSSóêïíôáé óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõ áëãïñSSèìïõ áìÝóùò ðñéí áñœSSóåé ç i-ïóôÞ öÜóç êáé Y_i ôï óýíïëï ôùí óåëSSäùí ïé ïðïSSåò æçôïýíôáé óôç äéÜñêåéá ôçò ôåëåõôáSSáò. ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, |X_i| = |Y_i| = k. Áêüìç, èÝôïõìå m_i = |Y_i −X_i|. Éóœýåé m_i ≥ 1, äéüôé ïðùóäÞðïôå ç ðñþôç áSSôçóç ôçò öÜóçò áöïñÜ óåëSSäá ðïõ ðñÝðåé íá áíáêôçèåSS áðü ôçí áñãÞ ìíÞìç.

ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ãéá êáèåìSSá áðü ôéò óåëSSäåò ôïõ Y_i äéáôõðþíåôáé áêñéâþò ìéá áSSôçóç åíôüò ôçò i-ïóôÞò öÜóçò. ÐñÜãìáôé, ôõœüí åðüìåíåò áéôÞóåéò ãéá ôçí SSäéá óåëSSäá èá éêáíïðïéïýíôï ìå ìçäåíéêü êüóôïò áðü ôïí mark, áöïý ìåôÜ ôçí ðñþôç ðñïóðÝëáóç ç óåëSSäá âñSSóêåôáé ïðùóäÞðïôå óôç ãñÞãïñç ìíÞìç êáé ðáñáìÝíåé åêåSS ôïõëÜœéóôïí ùò ôï ôÝëïò ôçò öÜóçò.

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç ãéá ôïí áëãüñéèìï åSSíáé íá æçôçèïýí ðñþôá ïé óåëSSäåò ôïõ óõíüëïõ Y_i − X_i êáé êáôüðéí ïé õðüëïéðåò, ïé ïðïSSåò áíÞêïõí óôï Y_i ∩ X_i, áöïý ôüôå èá åSSíáé ìåãéóôïðïéåSSôáé ç ðéèáíüôçôá êÜðïéåò áðü ôéò ôåëåõôáSSåò íá Ýœïõí Þäç áðïìáêñõíèåSS áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç. ÌÜëéóôá, Ýóôù p_j ç j-ïóôÞ êáôÜ óåéñÜ óåëSSäá ôïõ Y_i ∩X_i ðïõ æçôåSSôáé. ÓõìâïëSSæïõìå M_{ij} ôï óýíïëï ôùí óåóçìáóìÝíùí óåëSSäùí áìÝóùò ðñéí öèÜóåé ç áSSôçóç ãéá ôçí p_j. Ðñïöáíþò, ëïéðüí, p_j ∈ X_i − M_{ij} . űñá, ç ðéèáíüôçôá íá âñSSóêåôáé ç p_j óôç ãñÞãïñç ìíÞìç åêåSSíç ôç óôéãìÞ éóïýôáé ìå

{(p | p ∈ X_i − M_{ij} ) ∧ (p óôç ãñÞãïñç ìíÞìç)} {p | p ∈ X_i − M_{ij} } = k − (j − 1) − m_i k − (j − 1) . Óõíåðþò, ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò ôïõ áëãïñSSèìïõ êáôÜ ôçí õðü åîÝôáóç öÜóç åSSíáé

m_i +

k−m_i∑

j=1 ( 1 − k − (j − 1) − m_i k − (j − 1) ) = m_i +

k−m_i∑

j=1 m_i k − (j − 1) = = m_i + m_i(H_k − H_{mi} + 1) ≤ m_iH_k , áöïý m_i ≥ 1. ÅðïìÝíùò:

E[êüóôïò_{mark}(σ)] ≤ ∑ i m_iH_k .

ÁðïìÝíåé íá âñïýìå Ýíá êÜôù öñÜãìá ãéá ôï êüóôïò_{obl}(σ). ÿôóé, áñêåSS íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò (i − 1)-ïóôÞò êáé ôçò i-ïóôÞò öÜóçò æçôïýíôáé óõíïëéêÜ k + m_i Þ ðåñéóóüôåñåò äéáöïñåôéêÝò óåëSSäåò. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå i > 1, ï áíôSSðáëïò õöSSóôáôáé êüóôïò ôïõëÜœéóôïí m_i óôçí (i − 1)-ïóôÞ êáé ôçí i-ïóôÞ öÜóç ìáæSS. ÅðéðëÝïí, êáôÜ ôçí ðñþôç öÜóç åêôåëåSS ≥ m_i ðñïóðåëÜóåéò ôçò áñãÞò ìíÞìçò, ïðüôå áèñïéóôéêÜ Ýœïõìå

êüóôïò_{obl}(σ) ≥ 1 2 ∑ i m_i ,

ðïõ áðïäåéêíýåé ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá.

Ïé Áœëéüðôáò, Chrobak êáé Noga [AcCN96] ðñïóäéüñéóáí ôçí áêñéâÞ ôéìÞ ôïõ ëüãïõ áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ mark, ç ïðïSSá åSSíáé 2H_k − 1, åöüóïí üìùò ç áñãÞ ìíÞìç ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí k + 2 óåëSSäåò. ÅéäÜëëùò, óôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ ïé óåëSSäåò ôçò áñãÞò ìíÞìçò åSSíáé ìüíï k + 1, åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ï mark åSSíáé H_k-áíôáãùíéóôéêüò.

3.1.1 Ï randomized ôåëåóôÞò MIN

Óôçí Õðïåíüôçôá 2.1.4 áíáöåñèÞêáìå óôïí ôåëåóôÞ MIN, ï ïðïSSïò ìáò Ýäéíå ôç äõíáôüôçôá íá óõíäõÜóïõìå online áëãïñSSèìïõò ìå êáëÞ åðSSäïóç óå åðéìÝñïõò óôéãìéüôõðá åíüò ðñïâëÞìáôïò, þóôå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí áíôáãùíéóôéêü áëãüñéèìï ãéá ôï ãåíéêüôåñï ðñüâëçìá. Ïé Fiat, Foster, Karlo¸, Rabani, Ravid êáé Vishwanathan [FiFK^+91] áíáêÜëõøáí ìéá randomized ðáñáëëáãÞ ôïõ MIN, ôçí ïðïSSá âåëôSSùóáí ëSSãï áñãüôåñá, ïé Azar, Broder êáé Manasse. Ç åðSSäïóç ôçò ôåëåõôáSSáò ôåêìçñéþíåôáé áðü ôï áêüëïõèï èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.5. [AzBM93] ÄSSíïíôáé ïðïéïéäÞðïôå m online áëãüñéèìïé ãéá Ýíá ìåôñéêü óýóôçìá åñãáóéþí. ÿóôù üôé ï i-ïóôüò åî áõôþí Ýœåé ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò a_i åíáíôSSïí áäáþí áíôéðÜëùí óå Ýíá õðïóýíïëï I_i ôïõ óõíüëïõ I ôùí óôéãìéïôýðùí, 1 ≤ i ≤ m. Áí éóœýåé ⋃ I_i ⊆ I êáé alg^∗ = RMIN{alg_1, alg_2, . . . , alg_m}, ôüôå

c^{OBL}_{alg}∗ ≤ 8f({a_1, a_2, . . . , a_m}) ,

üðïõ ç f ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ãéá êÜèå ðïëõóýíïëï èåôéêþí áñéèìþí A ùò åîÞò: f(∅) ≜ 0

f(A) ≜ 1 + ∑ x∈A f(A − {x}) x ∑ x∈A 1 x .

ÅðéðëÝïí, ïðïéïóäÞðïôå Üëëïò óõíäõáóìüò ôùí m áõôþí áëãïñSSèìùí åðéôõãœÜíåé ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò üœé êáëýôåñï áðü f({a_1, a_2, . . . , a_m}).

Åöüóïí ç áíùôÝñù ïñéóìÝíç f åSSíáé Üññçêôá óõíõöáóìÝíç ìå ôçí åðSSäïóç ôïõ ôåëåóôÞ RMIN, áîSSæåé íá ôç ìåëåôÞóïõìå ðåñáéôÝñù. Ðñüôáóç 3.6. ÿóôù m ðñáãìáôéêïSS áñéèìïSS x_1, x_2, . . . , x_m, ôÝôïéïé þóôå 0 < x_1 ≤ x_2 ≤ · · · ≤ x_m. Ç óõíÜñôçóç f Ýœåé ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:

1. lim_{x1→0} f({x_1, x_2, . . . , x_m}) = f({x_2, . . . , x_m}) . 2. f({x_1, x_2, . . . , x_m}) ãíçóSSùò áýîïõóá ùò ðñïò êÜèå x_i. 3. f({x_1, x_2, . . . , x_m}) > x_m .

4. H_m · x_1 ≤ f({x_1, x_2, . . . , x_m}) ≤ H_m · x_m . 5. f({x_1, x_2, . . . , x_m}) ≥ H_m · x_1 + x_2 + · · · + x_m m . 6. [AzBM93] m∑ k=1 x_k k ≤ m∑ k=1 x^2_k x_1 + · · · + x_k ≤ ≤ f({x_1, x_2, . . . , x_m}) ≤ ≤ m∑ k=1 x^2_k x_k + · · · + x_m ≤ m∑ k=1 x_k m + 1 − k . Áðüäåéîç.

1. Ìå áðëÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò m.

2. Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ç f åSSíáé ðáñáãùãSSóéìç ùò ðñïò êÜèå x_i.

ÅðïìÝíùò, áñêåSS íá äåéœèåSS üôé ãéá êÜèå i ∈ {1, 2, . . . , m} éóœýåé ∂f({x_1, x_2, . . . , x_m}) ∂x_i

> 0 . (3.2) Ãéá ôï óêïðü áõôü, åöáñìüæïõìå ãåíéêåõìÝíç åðáãùãÞ ùò ðñïò m.

• Ãéá m = 1, ðñïöáíþò f({x_1}) = x_1 êáé^{∂f({x1 })}_{∂x1} = 1 > 0. • ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñœåé êÜðïéï ℓ ∈ N^∗ ôÝôïéï þóôå ãéá üëá ôá m ≤ ℓ íá éóœýåé ç (3.2). Ëüãù êáé ôçò (1), èá åSSíáé

f({x_1, x_2, . . . , x_m}) > f({x_1, x_2, . . . , x_m} − {x_i}) ,

ãéá ôéò óõãêåêñéìÝíåò ôéìÝò ôïõ m êáé ãéá êÜèå i ∈ {1, 2, . . . , m}. Ôüôå, èÝôïíôáò m = ℓ + 1 êáé X = {x_1, x_2, . . . , x_{ℓ+1}} Ýœïõìå: ∂f(X) ∂x_i

> 0 ⇐⇒ (3.3)

⇐⇒ − f(X − {x_i}) x^2_i + n∑ j=1 j≠i

∂f(X−{x_j }) ∂x_i

x_j

(_n ∑ j=1 1 x_j ) −

− [ 1 + n∑ j=1 f(X − {x_j }) x_j ] ( − 1 x^2_i ) > 0 ⇐⇒

⇐⇒ n∑ j=1 j≠i

∂f(X−{x_j })

∂x_i

x_j

(_n ∑ j=1 1 x_j ) +

+ 1 x^2_i 1 + n∑ j=1 j≠i

f(X − {x_j }) x_j

− f(X − {x_i}) · n∑ j=1 j≠i 1 x_j

> 0 ⇐⇒

⇐⇒ n∑ j=1 j≠i

∂f(X−{x_j })

∂x_i

x_j

(_n ∑ j=1 1 x_j ) +

+ 1 x^2_i 1 + n∑ j=1 j≠i

f(X − {x_j }) x_j

− 1 − n∑ j=1 j≠i

f(X − {x_i, x_j }) x_j

> 0 .

Ç ðáñáðÜíù áíéóüôçôá áëçèåýåé, áöïý áìöüôåñïé ïé ðñïóèåôÝïé ôïõ áñéóôåñïý ìÝñïõò åSSíáé ãíçóSSùò èåôéêïSSů Üñá, ôï SSäéï óõìâáSSíåé êáé ìå ôçí (3.3).

ÊáôÜ óõíÝðåéá, ç æçôïýìåíç éäéüôçôá ôçò f éóœýåé ãéá êÜèå m ∈ N^∗. 3. Áðü ôéò (1) êáé (2), Ýœïõìå Üìåóá

f({x_1, x_2, . . . , x_m}) > f({x_2, . . . , x_m}) > · · · > f({x_m}) = x_m .

4. Ç äéðëÞ áíéóüôçôá ãñÜöåôáé éóïäýíáìá:

f({x_1, x_1, . . . , x_1}) ≤ f({x_1, x_2, . . . , x_m}) ≤ f({x_m, x_m, . . . , x_m}) , ðïõ áëçèåýåé ëüãù ôçò (2). ÅíáëëáêôéêÜ, ìðïñåSS íá ðñïêýøåé ùò ðüñéóìá ôçò (6).

5. Œñçóéìïðïéïýìå êáé ðÜëé åðáãùãÞ ùò ðñïò m.

• Ãéá m = 1, ðñïöáíþò éóœýåé.

• ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñœåé êÜðïéï ℓ ∈ N^∗ ôÝôïéï þóôå ãéá m = ℓ íá åSSíáé f({x_1, x_2, . . . , x_ℓ}) ≥ H_ℓ ·^{x1+x2+···+xℓ}_ℓ . Ôüôå, ãéá m = ℓ + 1 óõìðåñáSSíïõìå üôé

f({x_1, x_2, . . . , x_{ℓ+1}}) = 1 + ℓ+1∑ i=1 f({x_1, x_2, . . . , x_{ℓ+1}} − {x_i}) x_i ℓ+1∑ i=1 1 x_i ≥

≥ 1 + ℓ+1∑ i=1 H_ℓ ·^{(x1+x2+···+xℓ+1)−xi} ℓ x_i ℓ+1∑ i=1 1 x_i =

= H_ℓ · ℓ+1∑ i=1 x_i ℓ + 1 − H_ℓ · ℓ + 1 ℓ ℓ+1∑ i=1 1 x_i ≥

(∗) ≥ H_ℓ · ℓ+1∑ i=1 x_i ℓ + 1 − H_ℓ · ℓ + 1 ℓ (ℓ + 1)^2 · ℓ+1∑ i=1 x_i =

= ( H_ℓ ℓ + 1 (ℓ + 1)^2 − H_ℓ ℓ(ℓ + 1) ) · ℓ+1∑ i=1 x_i =

= H_{ℓ+1} ℓ + 1 · ℓ+1∑ i=1 x_i , üðïõ óôï óçìåSSï (∗) åöáñìüóáìå ôç ãíùóôÞ áíéóüôçôá Áñéèìçôéêïý ÌÝóïõ - Áñìïíéêïý ÌÝóïõ:

ℓ + 1 1 x_1 + 1 x_2

+ · · · + 1 x_{ℓ+1} ≤ x_1 + x_2 + · · · + x_{ℓ+1} ℓ + 1 .

6. ÂëÝðå [AzBM93].

ÔïíSSæåôáé üôé ïé áíéóüôçôåò (3, 4, 5, 6) åSSíáé éäéáSSôåñá œñÞóéìåò óôçí ðñÜîç, äéüôé ðáñÝœïõí åõêüëùò õðïëïãSSóéìá Üíù êáé êÜôù öñÜãìáôá ôçò f. Äéáðéóôþíïõìå, ëïéðüí, üôé ï randomized ôåëåóôÞò MIN åðéôõãœÜíåé ðïëý éêáíïðïéçôéêüôåñç åðSSäïóç, óõãêñéíüìåíïò ìå ôïí áéôéïêñáôéêü ïìüëïãü ôïõ.

3.2 Ç éóœýò ôùí áíôéðÜëùí

ÓõìâïëSSæïõìå C^Π_{OBL}, C^Π_{ADON}, C^Π_{ADOFF} ôïõò âåëôSSóôïõò ëüãïõò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ðïõ ìðïñïýí íá åðéôåõœèïýí ìå randomized online áëãüñéèìï ãéá ôï ðñüâëçìá åëáœéóôïðïSSçóçò êüóôïõò^1 Π åíáíôSSïí ïðïéïõäÞðïôå áäáïýò, ðñïóáñìïóôéêïý online êáé ðñïóáñìïóôéêïý o›ine áíôéðÜëïõ, áíôSSóôïéœá. ÄçëáäÞ, áí R_Π ôï óýíïëï ôùí randomized online áëãïñSSèìùí ðïõ åðéëýïõí ôï Π, ôüôå C^Π_{OBL} ≜ inf { c^{OBL}_{alg} } , C^Π_{ADON} ≜ inf { c^{ADON} alg } , C^Π_{ADOFF} ≜ inf { c^{ADOFF} alg } , üðïõ êáé óôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò alg ∈ R_Π. ÐáñïìïSSùò, Ýóôù C^Π_{DET} ï êáëýôåñïò ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò áéôéïêñáôéêïý áëãïñSSèìïõ ãéá ôï Π. Ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç áðïôåëåSS ìéá ðñþôç Ýíäåéîç ôùí äéáöïñþí äõíáìéêüôçôáò ìåôáîý ôùí ôñéþí ôýðùí áíôéðÜëùí.

Ðñüôáóç 3.7. C^Π_{OBL} ≤ C^Π_{ADON} ≤ C^Π_{ADOFF} ≤ C^Π_{DET} .

Áðüäåéîç. Êáô’ áñœÜò, Ýíáò ðñïóáñìïóôéêüò áíôSSðáëïò Ýœåé ôç äõíáôüôçôá íá ìéìçèåSS ôç óõìðåñéöïñÜ áäáïýò áíôéðÜëïõ, áí áõôü ôïí óõìöÝñåé. ÄçëáäÞ, ìðïñåSS íá åðéëÝîåé áðü ôçí áñœÞ êÜðïéï óôéãìéüôõðï ôïõ Π êáé íá âñåé ôç âÝëôéóôç ëýóç ôïõ, áãíïþíôáò ôéò ôõœáSSåò áðïöÜóåéò ôïõ randomized áëãïñSSèìïõ { ïðüôå åí ðñïêåéìÝíù äåí Ýœåé óçìáóSSá áí ðñüêåéôáé ãéá online Þ o›ine áíôSSðáëï. Óõíåðþò, ôï êüóôïò ôïõ ôåëåõôáSSïõ äåí èá õðåñâáSSíåé óå êáìSSá ðåñSSðôùóç ôï áíôSSóôïéœï êüóôïò ôïõ áäáïýò áíôéðÜëïõ, åðáëçèåýïíôáò ôçí ðñþôç áíéóüôçôá.

1ÖõóéêÜ, ç äéáôýðùóç ãéá ðñïâëÞìáôá ìåãéóôïðïSSçóçò êÝñäïõò åSSíáé åíôåëþò áíÜëïãç.

3.2 Ç éóœýò ôùí áíôéðÜëùí 53

Åí óõíåœåSSá, åSSíáé ðñïöáíÝò üôé ãåíéêÜ ï ðñïóáñìïóôéêüò online áíôSSðáëïò äåí âñSSóêåé ôçí êáëýôåñç äõíáôÞ ëýóç ãéá ôï óôéãìéüôõðï åéóüäïõ, ôï ïðïSSï êáôáóêåõÜæåé åðçñåáæüìåíïò êáé áðü ôéò ôõœáSSåò áðïöÜóåéò ôïõ åêÜóôïôå áëãïñSSèìïõ. ÊÜôé ôÝôïéï üìùò åSSíáé âÝâáéá åöéêôü ãéá ôïí ðñïóáñìïóôéêü o›ine áíôSSðáëï, Üñá C^Π_{ADON} ≤ C^Π_{ADOFF}.

ÔÝëïò, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé êÜèå online áëãüñéèìïò, randomized Þ ìç, öáSSíåôáé ùò áéôéïêñáôéêüò óå Ýíáí áíôSSðáëï ðïõ ìðïñåSS íá ðñïâëÝøåé åðáêñéâþò ðïéåò èá åSSíáé ïé ôõœïýóåò ìåëëïíôéêÝò áðïöÜóåéò ôïõ áëãïñSSèìïõ. Ôïéïõôïôñüðùò, åðåéäÞ ï áíôSSðáëïò áõôüò Ýœåé êáôáöáíþò ðåñéóóüôåñåò äõíáôüôçôåò áðü ôïí ðñïóáñìïóôéêü o›ine, ç ôñSSôç áíéóüôçôá éóœýåé.

Ïé Ben-David, Borodin, Karp, Tardos êáé Wigderson [BenDBK^+90] áíÝëõóáí ðåñáéôÝñù ôç óœÝóç ìåôáîý ôùí áíôéðÜëùí, üðùò ðñïêýðôåé áðü ôá äýï ðáñáêÜôù èåùñÞìáôá.

Èåþñçìá 3.8. [BenDBK^+90] ÿóôù alg Ýíáò online áëãüñéèìïò ìå ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò α åíáíôSSïí ðñïóáñìïóôéêþí online áíôéðÜëùí. Áí õðÜñœåé áëãüñéèìïò alg^′ ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá ìå ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò β åíáíôSSïí áäáþí áíôéðÜëùí, ôüôå ï alg åSSíáé αβ-áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí ðñïóáñìïóôéêþí o›ine áíôéðÜëùí.

Áðüäåéîç. ÿóôù adon^′ ðñïóáñìïóôéêüò online áíôSSðáëïò, ï ïðïSSïò œñçóéìïðïéåSS ôïí áëãüñéèìï alg^′ ãéá ëýóåé ôï óôéãìéüôõðï åéóüäïõ.^2 Áí σ ç åSSóïäïò ðïõ êáôáóêåõÜæåé ï âÝëôéóôïò ðñïóáñìïóôéêüò o›ine áíôSSðáëïò adoff, ôüôå

E_{alg}[êüóôïò_{alg}(σ) − α · êüóôïò_{adon}′ (σ)] ≤ c_0 . (3.4)

ĳìùò, ãíùñSSæïõìå üôé

êüóôïò_{adon}′ (σ) = E_{alg}′ [êüóôïò_{alg}′ (σ)] ≤ β · êüóôïò_{adoff}(σ) + c_1 , (3.5)

áöïý ï adoff ðÜíôïôå âñSSóêåé ôç ëýóç ôçò σ ìå ôï åëÜœéóôï êüóôïò. űñá, áðü ôéò (3.4) êáé (3.5) Ýœïõìå

E_{alg}[êüóôïò_{alg}(σ) − αβ · êüóôïò_{adoff}(σ)] ≤ c_0 + αc_1 ,

üðåñ ôåêìçñéþíåé ôçí αβ-áíôáãùíéóôéêüôçôá ôïõ alg åíáíôSSïí ðñïóáñìïóôéêþí o›ine áíôéðÜëùí.

ÌÜëéóôá, ôï áíùôÝñù èåþñçìá åSSíáé âÝëôéóôï, ìå ôçí Ýííïéá üôé äåí ìðïñåSS íá óõíáœèåSS éóœõñüôåñï óõìðÝñáóìá ãéá ôçí áíôáãùíéóôéêüôçôá ôïõ alg äéáôçñþíôáò ôéò SSäéåò õðïèÝóåéò.

2Ï adon^′ äåí åSSíáé êáô’ áíÜãêç ï éóœõñüôåñïò äõíáôüò ðñïóáñìïóôéêüò online áíôSSðáëïò, üìùò áõôü äåí åðçñåÜæåé ôçí áðüäåéîç.

Èåþñçìá 3.9. [BenDBK^+90] ÿóôù alg Ýíáò online áëãüñéèìïò ìå ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò α åíáíôSSïí ðñïóáñìïóôéêþí o›ine áíôéðÜëùí. ÕðÜñœåé áéôéïêñáôéêüò α-áíôáãùíéóôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá.

Áðüäåéîç. ÐáñáëåSSðåôáé.

ÓçìåéùôÝïí üôé ôï Èåþñçìá 3.9 ãåíéêÜ äåí åSSíáé êáôáóêåõáóôéêü, ìðïñåSS üìùò íá ãSSíåé áí óõíôñÝœïõí ïñéóìÝíåò ðñïûðïèÝóåéò (âëÝðå [BenDBK^+90]). Áðü ôçí Üëëç, óå óõíäõáóìü ìå ôï Èåþñçìá 3.8 ëáìâÜíïõìå ôá åîÞò:

Ðüñéóìá 3.10. ÿóôù alg Ýíáò online áëãüñéèìïò ìå ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò α åíáíôSSïí ðñïóáñìïóôéêþí online áíôéðÜëùí. Áí õðÜñœåé áëãüñéèìïò alg^′ ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá ìå ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò β åíáíôSSïí áäáþí áíôéðÜëùí, ôüôå õðÜñœåé åðSSóçò áéôéïêñáôéêüò αβ-áíôáãùíéóôéêüò áëãüñéèìïò.

Ðüñéóìá 3.11. ÿóôù alg Ýíáò online áëãüñéèìïò ìå ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò α åíáíôSSïí ðñïóáñìïóôéêþí online áíôéðÜëùí. ÕðÜñœåé áéôéïêñáôéêüò α^2-áíôáãùíéóôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá.

Œñçóéìïðïéþíôáò ôïõò óõìâïëéóìïýò ðïõ èÝóáìå óôçí áñœÞ ôçò åíüôçôáò, éóœýåé C^Π_{OBL} · C^Π_{ADON} ≥ C^Π_{ADOFF} = C^Π_{DET} (3.6)

êáé ( C^Π_{ADON}

)_2 ≥ C^Π_{ADOFF} = C^Π_{DET} . (3.7)

ÅðïìÝíùò, áí ëüãïõ œÜñç ãíùñSSæïõìå üôé C^Π_{DET} ≥ B, ôüôå óõìðåñáSSíïõìå áìÝóùò üôé êÜèå randomized online áëãüñéèìïò alg ãéá ôï Π Ýœåé ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò c^{ADON}_{alg} ≥ √ B. 3.3 ÊÜôù öñÜãìáôá

ĳóï êáé áí öáSSíåôáé ðåñSSåñãï, ç óõíçèÝóôåñç ìÝèïäïò åýñåóçò êÜôù öñáãìÜôùí ôïõ ëüãïõ áíôáãùíéóôéêüôçôáò randomized online áëãïñSSèìùí åíáíôSSïí áäáþí áíôéðÜëùí åîåôÜæåé ôçí åðSSäïóç áéôéïêñáôéêþí áëãïñSSèìùí óå ðéèáíïôéêÝò êáôáíïìÝò óôéãìéïôýðùí. Ãéá íá ãSSíïõìå óáöÝóôåñïé, êáô’ áíáëïãSSá ìå ôïõò Ïñéóìïýò 1.1 êáé 1.2 äSSíïõìå ôïõò åîÞò:

Ïñéóìüò 3.12. ÿóôù P ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ åðSS ôùí óôéãìéïôýðùí åíüò ðñïâëÞìáôïò âåëôéóôïðïSSçóçò Π. Ï (áéôéïêñáôéêüò) online áëãüñéèìïò alg èá èåùñåSSôáé c-áíôáãùíéóôéêüò ùò ðñïò ôçí P áí éóœýåé:

E_P [êüóôïò_{alg}(I)] ≤ c · E_P [êüóôïò_{opt}(I)] + c_0 ,

[ Þ E_P [êÝñäïò_{opt}(I)] ≤ c · E_P [êÝñäïò_{alg}(I)] + c_0 ] , üðïõ c_0 óôáèåñÜ êáé ç åSSóïäïò I åSSíáé ôõœáSSá ìåôáâëçôÞ ðïõ áêïëïõèåSS ôçí êáôáíïìÞ P.

Ïñéóìüò 3.13. Ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò c^P_{alg} ôïõ online áëãïñSSèìïõ alg ùò ðñïò ôçí ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ P ðñïêýðôåé ùò:

c^P_{alg} ≜ inf {c | ï alg åSSíáé c-áíôáãùíéóôéêüò ùò ðñïò ôçí P} .

Áêïëïýèùò äéáôõðþíïõìå Ýíá âáóéêü èåþñçìá, ôï ïðïSSï öÝñåé ôçí ïíïìáóSSá ńáñœÞ ôïõ Yaoż (Yao’s principle) êáé áðïôåëåSS èåìÝëéï ôçò áðïäåéêôéêÞò ôåœíéêÞò ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå.

Èåþñçìá 3.14. Áí D(Π) ôï óýíïëï ôùí áéôéïêñáôéêþí áëãïñSSèìùí ðïõ ëýíïõí ôï ðñüâëçìá Π, ôüôå

C^Π_{OBL} = sup_P { inf alg∈D(Π) { c^P_{alg} }} . Ôï ðñïáíáöåñèÝí Ýðåôáé áðü ôï äéÜóçìï èåþñçìá minimax ôçò ÈåùñSSáò ÐáéãíSSùí. Ï Yao [Yao77] ôï åöÞñìïóå ðñþôïò óôá ðëáSSóéá ôçò êëáóéêÞò ÈåùñSSáò Ðïëõðëïêüôçôáò, åíù ïé Borodin, Linial êáé Saks [BorLS87] ôï áîéïðïSSçóáí óôç ìåëÝôç ôùí online áëãïñSSèìùí. ÐáñáêÜôù èá äïýìå ðþò ôï Èåþñçìá 3.14 âïçèÜ óôçí áðüäåéîç êÜôù öñáãìÜôùí ôïõ ëüãïõ áíôáãùíéóôéêüôçôáò.

Èåþñçìá 3.15. [FiKL^+88] ÿóôù alg^′ ïðïéïóäÞðïôå randomized online áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá óåëéäïðïSSçóçò ìíÞìçò. Ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ alg^′ åíáíôSSïí áäáïýò áíôéðÜëïõ áðïêëåSSåôáé íá åSSíáé ìéêñüôåñïò áðü H_k.

Áðüäåéîç. ÁñêåSS íá âñïýìå êáôÜëëçëç ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ P þóôå ãéá êÜèå áéôéïêñáôéêü áëãüñéèìï óåëéäïðïSSçóçò alg íá Ýœïõìå c^P_{alg} ≥ H_k. ÐñÜãìáôé, Ýóôù A ôï óýíïëï óåëSSäùí ðïõ âñSSóêåôáé áñœéêÜ óôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôïõ alg êáé ôïõ âÝëôéóôïõ o›ine áëãïñSSèìïõ opt, ìå |A| = k. ÓœçìáôSSæïõìå ôï óýíïëï S = A ∩ {p}, üðïõ p /∈ A ìéá áõèáSSñåôç óåëSSäá, êáé èåùñïýìå ôçí P ùò ôçí ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ åðSS ôùí k + 1 óåëSSäùí ôïõ S. ÿôóé, ìéá áêïëïõèSSá áéôÞóåùí σ êáôáóêåõÜæåôáé äéáëÝãïíôáò áíåîÜñôçôá êáé ìå ôõœáSSï ôñüðï êáèåìSSá áSSôçóç áðü ôï óýíïëï S. Ðñïöáíþò, ôï áíáìåíüìåíï êüóôïò ïðïéïõäÞðïôå áéôéïêñáôéêïý áëãïñSSèìïõ óå óôéãìéüôõðá ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôçí êáôáíïìÞ áõôÞ åSSíáé

E_P [êüóôïò_{alg}(σ)] = |σ| k + 1 , áöïý ãéá êÜèå áSSôçóç ç ðéèáíüôçôá íá ìçí ðåñéÝœåôáé ç æçôïýìåíç óåëSSäá óôç ãñÞãïñç ìíÞìç éóïýôáé ìå^1_{k+1} .

Åðéäéþêïõìå ôþñá íá öñÜîïõìå Üíù ôçí áíáìåíüìåíç åðSSäïóç ôïõ opt. ÄéáìåñSSæïõìå ëïéðüí ôçí áêïëïõèSSá áéôÞóåùí óå öÜóåéò, üðùò áêñéâþò üôáí åîåôÜæïõìå áëãïñSSèìïõò óÞìáíóçò. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé óå êÜèå öÜóç (ðëçí SSóùò ôçò ôåëåõôáSSáò) äéáôõðþíïíôáé áéôÞóåéò ãéá k äéáöïñåôéêÝò óåëSSäåò. ÅðïìÝíùò, áí ôï ðëÞèïò ôùí öÜóåùí åSSíáé r, ï opt ìðïñåSS íá åîõðçñåôÞóåé ôçí áêïëïõèSSá ìå êüóôïò ôï ðïëý r. Åéäéêüôåñá, óôçí áñœÞ êÜèå íÝáò öÜóçò áðïìáêñýíåé áðü ôç ãñÞãïñç ìíÞìç ôç óåëSSäá ç ïðïSSá äåí èá æçôçèåSS óôï õðüëïéðï ôçò öÜóçò. Ôïéïõôïôñüðùò, ôï áíáìåíüìåíï âÝëôéóôï êüóôïò ðñïêýðôåé:

E_P [êüóôïò_{opt}(σ)] ≤ E_P [N (|σ|)] ,

üðïõ N (|σ|) ç ôõœáSSá ìåôáâëçôÞ ðïõ åêöñÜæåé ôï ðëÞèïò ôùí öÜóåùí óå áêïëïõèSSá ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí êáôáíïìÞ P.

Ïé äéÜñêåéåò üëùí ôùí öÜóåùí åSSíáé áíåîÜñôçôåò ìåôáîý ôïõò êáé éóüíïìåò ôõœáSSåò ìåôáâëçôÝò ìå ðåðåñáóìÝíç ìÝóç ôéìÞ, ï õðïëïãéóìüò ôçò ïðïSSáò áíÜãåôáé óôç ëýóç ôïõ ðáñáêÜôù ðñïâëÞìáôïò.

Ðñüâëçìá ôïõ ÓõëëÝêôç Êïõðïíéþí. ÿóôù N äéáöïñåôéêÜ åSSäç áíôéêåéìÝíùí, óå áðåñéüñéóôç ðïóüôçôá ôï êáèÝíá. Åêôåëïýìå ôï åîÞò ðåSSñáìá ôýœçò: äéáëÝãïõìå Ýíá áíôéêåSSìåíï, ôï ïðïSSï áíÞêåé ìå SSóç ðéèáíüôçôá óå êÜðïéï áðü ôá N åSSäç. Ðüóåò êáôÜ ìÝóïí üñï åðáíáëÞøåéò ôïõ ðåéñÜìáôïò ðñÝðåé íá ãSSíïõí þóôå íá ëÜâïõìå ôïõëÜœéóôïí Ýíá áíôéêåSSìåíï áðü êÜèå åSSäïò;

Ç áðÜíôçóç åSSíáé:

E[åðáíáëÞøåéò ðåéñÜìáôïò ôýœçò] = 1 + N N − 1 + N N − 2

+ · · · + N =

= N · H_N .

Ôï áíáìåíüìåíï ìÞêïò êÜèå öÜóçò éóïýôáé ìå ôç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôïõ óõëëÝêôç êïõðïíéþí ìåSSïí Ýíá, èÝôïíôáò N = k + 1. ÊáôÜ óõíÝðåéá:

E[ìÞêïò öÜóçò] = (k + 1) · H_{k+1} − 1 = (k + 1) · H_k .

Áðü ôï Èåþñçìá Kolmogorov (ãíùóôü êáé ùò 2^{ïò} Éóœõñüò Íüìïò ÌåãÜëùí Áñéèìþí) Ýœïõìå

lim_{|σ|→∞} |σ| E[N (|σ|)]

= E[ìÞêïò öÜóçò] , ïðüôå ôåëéêÜ

lim_{|σ|→∞}

E_P [êüóôïò_{alg}(σ)] E_P [êüóôïò_{opt}(σ)]

≥ lim_{|σ|→∞} |σ| k + 1 E_P [êüóôïò_{opt}(σ)] ≥

≥ lim_{|σ|→∞} |σ| k + 1 E_P [N (|σ|)] = = E[ìÞêïò öÜóçò] k + 1 = = (k + 1) · H_k

k + 1

= H_k .

ÅðïìÝíùò, c^P_{alg} ≥ H_k ãéá êÜèå áéôéïêñáôéêü online áëãüñéèìï. Åöáñìüæïíôáò ôï Èåþñçìá 3.14 åîÜãïõìå ôï åðéèõìçôü êÜôù öñÜãìá ãéá ôïí ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò randomized áëãïñSSèìùí åíáíôSSïí áäáþí áíôéðÜëùí.

.

ÊåöÜëáéï 4

Ôï Ðñüâëçìá ôùí k-Åîõðçñåôçôþí

Ôï êåöÜëáéï áõôü áöéåñþíåôáé óå Ýíá ðñüâëçìá ôï ïðïSSï, üðùò Ýœïõìå åðáíåéëçììÝíùò ôïíSSóåé, êáôÝœåé åîÝœïõóá èÝóç óôçí ðåñéïœÞ ôùí online õðïëïãéóìþí. Áêïëïýèùò, èá ðåñéãñÜøïõìå êáé èá ìåëåôÞóïõìå äéáöüñùí åéäþí áëãïñSSèìïõò, ôüóï åîåéäéêåõìÝíïõò { ðïõ ðñïïñSSæïíôáé ãéá óõãêåêñéìÝíïõò ìåôñéêïýò œþñïõò Þ/êáé ðëÞèïò åîõðçñåôçôþí { üóï êáé ãåíéêüôåñïõò. Ç ðïéêéëSSá ôùí áðïôåëåóìÜôùí êáôáäåéêíýåé ôçí åñåõíçôéêÞ ðñïóðÜèåéá ç ïðïSSá Ýœåé êáôáâëçèåSS ôá ôåëåõôáSSá œñüíéá êáé åêåSSíç ìå ôç óåéñÜ ôçò åðéâåâáéþíåé ôç óðïõäáéüôçôá ôïõ üëïõ ðñïâëÞìáôïò.

4.1 ÅîõðçñåôçôÝò åíôüò áðëþí ìåôñéêþí œþñùí

Äõóôõœþò, ëSSãïé áéôéïêñáôéêïSS áëãüñéèìïé ðïõ íá åSSíáé áíôáãùíéóôéêïSS êáé óõíÜìá üœé ðïëýðëïêïé Ýœïõí âñåèåSS ìÝœñé óÞìåñá. Óôç óõíÝœåéá èá áíáëýóïõìå Ýíáí ôÝôïéï áëãüñéèìï, ï ïðïSSïò ëåéôïõñãåSS óå åõèåSSá ãñáììÞ Þ äÝíäñï. ÁíôéèÝôùò, äåí Ýœïõìå êÜðïéï áíôSSóôïéœá êïìøü áðïôÝëåóìá áêüìç êáé ãéá óœåôéêÜ áðëÝò ãåùìåôñéêÝò äïìÝò, üðùò åSSíáé ïé ÅõêëåSSäéïé œþñïé êáé ï êýêëïò, åêôüò áí êáôáöýãïõìå óå randomized áëãïñSSèìïõò Þ ðåñéïñSSóïõìå óçìáíôéêÜ ôïí áñéèìü ôùí åîõðçñåôçôþí.

4.1.1 ÅõèåSSá ãñáììÞ

Ï áëãüñéèìïò äéðëÞò êÜëõøçò (double-coverage Þ åí óõíôïìSSá dc) ëåéôïõñãåSS ùò åîÞò.

� � � ×

� � � × ⇓

(á)

⇓

(â) � � � ×

� � � × ÓœÞìá 4.1: Ôñüðïò ëåéôïõñãSSáò ôïõ dc. Ìå × áðåéêïíSSæåôáé ç èÝóç ôçò áSSôçóçò êáé ìå ∘ åêåSSíåò ôùí åîõðçñåôçôþí

• Áí ç åðüìåíç áSSôçóç âñSSóêåôáé åêôüò ôïõ äéáóôÞìáôïò ðïõ ïñSSæïõí ïé áêñáSSïé åîõðçñåôçôÝò, ôüôå èá éêáíïðïéçèåSS ìåôáêéíþíôáò ôïí ðëçóéÝóôåñï åîõðçñåôçôÞ (âëÝðå ÓœÞìá 4.1á).

• ÅéäÜëëùò, ç áSSôçóç åíôïðSSæåôáé ìåôáîý äýï ãåéôïíéêþí åîõðçñåôçôþí.

Ôüôå, áìöüôåñïé êéíïýíôáé ðñïò ôï óçìåSSï ôçò áSSôçóçò, ìå ôáœýôçôåò SSóïõ ìÝôñïõ áëëÜ áíôSSèåôçò öïñÜò, Ýùò üôïõ êÜðïéïò áðü ôïõò äýï öèÜóåé åêåSS (âëÝðå ÓœÞìá 4.1â). Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ðïëëïSS åîõðçñåôçôÝò âñSSóêïíôáé óôï SSäéï óçìåSSï, åðéëÝãåôáé áõèáSSñåôá Ýíáò ï ïðïSSïò èá ìåôáêéíçèåSS.

Ï åëêõóôéêÜ áðëüò áõôüò áëãüñéèìïò, áí êáé áìíÞìùí, åSSíáé éóœõñÜ áíôáãùíéóôéêüò.

Èåþñçìá 4.1. [CKPV90] Ï dc åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò.

Áðüäåéîç. ÿóôù M_{min} ôï åëÜœéóôï âÜñïò ôáéñéÜóìáôïò (matching) ìåôáîý ôùí åîõðçñåôçôþí ôïõ dc êáé ôïõ âÝëôéóôïõ áëãïñSSèìïõ opt. Áí óõìâïëSSóïõìå s_1, s_2, . . . , s_k ôéò èÝóåéò ôùí åîõðçñåôçôþí ôïõ dc, èÝôïõìå

Σ_{dc} ≜ ∑ i<j d(s_i, s_j) .

ÊáôáóêåõÜæïõìå ëïéðüí ôçí ðáñáêÜôù óõíÜñôçóç äõíáìéêïý:

Φ ≜ k · M_{min} + Σ_{dc} ,

ðïõ åSSíáé ðñïöáíþò ìç áñíçôéêÞ. ÁñêåSS íá äåSSîïõìå üôé (á) áí ìéá êSSíçóç ôïõ opt Ýœåé êüóôïò d, ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý áõîÜíåôáé êáôÜ kd ôï ðïëý, êáé (â) áí ìéá êSSíçóç ôïõ dc Ýœåé êüóôïò d, ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ìåéþíåôáé êáôÜ ôïõëÜœéóôïí d. ÕðïèÝôïõìå åðSSóçò üôé êÜèå áSSôçóç éêáíïðïéåSSôáé ðñþôá áðü ôïí o›ine êáé ýóôåñá áðü ôïí online áëãüñéèìï.

ĳóïí áöïñÜ ôï (á), åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ï üñïò Σ_{dc} äåí åðçñåÜæåôáé áðü ôéò åíÝñãåéåò ôïõ opt êáé ôï âÜñïò ôïõ ôáéñéÜóìáôïò äåí ìåôáâÜëëåôáé ðåñéóóüôåñï áðü d. Óõíåðþò, ΔΦ = ΔΣ_{dc} + k · ΔM_{min} ≤ kd.

Ãéá ôï (â) ôþñá, Ýóôù üôé ï online áëãüñéèìïò ìåôáêéíåSS ìüíï Ýíáí åîõðçñåôçôÞ ãéá íá éêáíïðïéÞóåé ôçí áSSôçóç, âÜóåé ôïõ ôñüðïõ ëåéôïõñãSSáò ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò. Åýëïãá, ï åîõðçñåôçôÞò áõôüò èá åSSíáé êÜðïéïò áðü ôïõò äýï áêñáSSïõò êáé åðéðëÝïí áðïìáêñýíåôáé áðü ôïõò õðïëïSSðïõò êáôÜ ìSSá áðüóôáóç d, Üñá ΔΣ_{dc} = (k − 1)d. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, óôï ôáSSñéáóìá åëáœSSóôïõ âÜñïõò, ï åí ëüãù åîõðçñåôçôÞò èá áíôéóôïéœSSæåôáé óôï óçìåSSï ôçò áSSôçóçò { üðïõ öõóéêÜ Þäç âñSSóêåôáé Ýíáò åîõðçñåôçôÞò ôïõ opt. ÅðïìÝíùò, åîáéôSSáò ôçò êSSíçóçò áõôÞò Ýœïõìå ìåSSùóç ôïõ M_{min} SSóç ìå d ôïõëÜœéóôïí. ÓõíïëéêÜ, ΔΦ ≤ (k − 1)d − kd = −d.

ÔÝëïò, åîåôÜæïõìå ôï åíäåœüìåíï ï dc íá ìåôáêéíÞóåé äýï åîõðçñåôçôÝò êáôÜ áðüóôáóç^d_2 Ýêáóôïí, õöéóôÜìåíïò êüóôïò d. ÕðÜñœåé êáé ðÜëé ôáSSñéáóìá åëáœSSóôïõ âÜñïõò óýìöùíá ìå ôï ïðïSSï Ýíáò åê ôùí äýï áíôéóôïéœSSæåôáé óôï óçìåSSï ôçò áSSôçóçò. ĳìùò, ï Üëëïò åîõðçñåôçôÞò SSóùò íá áðïìáêñýíåôáé áðü ôï ńôáSSñéż ôïõ êáèþò ìåôáêéíåSSôáé. ÄçëáäÞ, ï üñïò M_{min} åSSôå ìåéþíåôáé åSSôå ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôïò, óôç œåéñüôåñç ðåñSSðôùóç. ÁðïìÝíåé íá õðïëïãSSóïõìå ôç ìåôáâïëÞ ôïõ Σ_{dc}. Ôï Üèñïéóìá ôùí áðïóôÜóåùí åíüò ïðïéïõäÞðïôå ôñSSôïõ åîõðçñåôçôÞ ôïõ dc áðü ôïõò äýï ðñïáíáöåñèÝíôåò äåí áëëÜæåé, áöïý ïé ôåëåõôáSSïé êéíïýíôáé ðñïò áíôSSèåôåò äéåõèýíóåéò. Åíôïýôïéò, ç ìåôáîý ôïõò áðüóôáóç ìåéþíåôáé êáôÜ d, ïðüôå ΔΦ ≤ 0 − d = −d.

ÐáñáôÞñçóç. ĳðùò åSSäáìå, óõœíÜ ï áëãüñéèìïò dc ìåôáêéíåSS äýï åîõðçñåôçôÝò, ôç óôéãìÞ ðïõ Ýíáò ìüíï èá áñêïýóå ãéá íá éêáíïðïéÞóåé ôçí áSSôçóç. Ãéá ôï ëüãï áõôü õðÜñœåé êáé ç ïêíçñÞ (lazy) åêäïœÞ ôïõ áëãïñSSèìïõ, dc^ℓ, óýìöùíá ìå ôçí ïðïéÜ äåí êéíïýíôáé ðåñéóóüôåñïé ôïõ åíüò åîõðçñåôçôÝò óå êÜèå âÞìá. ÿóôù äçëáäÞ üôé ãéá êÜðïéá áSSôçóç ï dc áðáéôåSS íá ìåôáôïðéóôïýí ïé åîõðçñåôçôÝò s êáé s^′, ìå ôïí ðñþôï íá ôçí éêáíïðïéåSS. Óå ìéá ôÝôïéá ðåñSSðôùóç, ï dc^ℓ êéíåSS ìüíï ôïí s, áëëÜ óôïõò åöåîÞò õðïëïãéóìïýò ôïõ èåùñåSS üôé ï s^′ âñSSóêåôáé óôç èÝóç üðïõ èá ôïí åSSœå ìåôáöÝñåé ï dc.

Åýêïëá äéáðéóôþíåôáé üôé üëïé ïé áëãüñéèìïé ôçò ðáñïýóáò åíüôçôáò åðéäÝœïíôáé ïêíçñÝò ðáñáëëáãÝò. ÌÜëéóôá, åöüóïí óå êÜèå ìåôñéêü œþñï éóœýåé ç ôñéãùíéêÞ áíéóüôçôá ôùí áðïóôÜóåùí, ç ńïêíçñSSáż ðïôÝ äåí áõîÜíåé ôï óõíïëéêü online êüóôïò, áíôSSèåôá ìðïñåSS íá ôï ìåéþóåé. Ðáñ’ üë’ áõôÜ, ç ìåëÝôç ïêíçñþí áëãïñSSèìùí åSSíáé óõíÞèùò åîáéñåôéêÜ äýóêïëç, óõíåðþò ðåñéïñéæüìáóôå óôçí áíÜëõóç ôùí ìç ïêíçñþí ïìïëüãùí ôïõò.

Óçìåéþíïõìå åðSSóçò üôé ïé Bartal, Chrobak êáé Larmore [BarCL98] åöçýñáí Ýíáí áìíÞìïíá randomized áëãüñéèìï ãéá äýï ìüíïí åîõðçñåôçôÝò åðSS åõèåSSáò ãñáììÞò, ï ïðïSSïò áðïäåéêíýåôáé^{155}_{78} -áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí áäá-

62 ÊåöÜëáéï 4. Ôï Ðñüâëçìá ôùí k-Åîõðçñåôçôþí

� � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� �

� × � � � � × =⇒

ÓœÞìá 4.2: Ôñüðïò ëåéôïõñãSSáò ôïõ dc-tree. Ìå × áðåéêïíSSæåôáé ç èÝóç ôçò áSSôçóçò êáé ìå ∘ åêåSSíåò ôùí åîõðçñåôçôþí

ïýò áíôéðÜëïõ. ÅðåéäÞ^{155}_{78} ≈ 1, 987 < 2, ç åðSSäïóÞ ôïõ åSSíáé êáëýôåñç áðü åêåSSíç ïðïéïõäÞðïôå áéôéïêñáôéêïý áëãïñSSèìïõ. Ìïëáôáýôá, ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôÜò ôïõ öñÜóóåôáé êÜôù áðü ôï^{107}_{54} ≈ 1, 981.

4.1.2 ÄÝíäñï

ÊáôÜ ôá ãíùóôÜ, ïðïéïäÞðïôå äÝíäñï ìå âÜñç óôéò áêìÝò ìðïñåSS íá åìâáðôéóôåSS (ìå Üëëá ëüãéá, íá ńóœåäéáóôåSSż) óôï ÅõêëåSSäéï åðSSðåäï ïýôùò þóôå ôï ìÞêïò êÜèå áêìÞò íá éóïýôáé ìå ôï âÜñïò ôçò. Èåùñïýìå ôï ìåôñéêü œþñï ìå óçìåSSá üëá ôá óçìåSSá ôùí áêìþí åíüò ôÝôïéïõ äÝíäñïõ, óôïí ïðïSSï ç áðüóôáóç d(x, y) ïñSSæåôáé ùò ôï ìÞêïò ôïõ óõíôïìüôåñïõ ìïíïðáôéïý ìåôáîý ôùí x êáé y { ðïõ åSSíáé ìïíáäéêü, áöïý ðñüêåéôáé ãéá äÝíäñï.

ÿíáò åîõðçñåôçôÞò s_i ëÝãåôáé üôé ãåéôïíåýåé ìå ôçí áSSôçóç r áí äåí õðÜñœåé Üëëïò åîõðçñåôçôÞò óôï óõíôïìüôåñï ìïíïðÜôé ðïõ óõíäÝåé ôïõò s_i êáé r. ÂåâáSSùò, áí ðïëëïSS åîõðçñåôçôÝò âñSSóêïíôáé óôï SSäéï óçìåSSï êáé ãåéôïíåýïõí ìå ôçí r, áõèáSSñåôá åðéëÝãïõìå Ýíáí ìüíï åî áõôþí, ï ïðïSSïò ðñÜãìáôé èá ëïãSSæåôáé ùò ãåSSôïíáò ôçò r, åíþ ïé õðüëïéðïé üœé.

Óôçñéæüìåíïé óôá ðáñáðÜíù ìðïñïýìå åýêïëá íá ðåñéãñÜøïõìå ôç ëåéôïõñãSSá ôïõ áëãïñSSèìïõ ìå ôçí ïíïìáóSSá dc-tree. ÓõãêåêñéìÝíá, üôáí ëáìâÜíåôáé ìéá íÝá áSSôçóç, üëïé ïé åîõðçñåôçôÝò ðïõ ãåéôïíåýïõí ìå áõôÞ ìåôáêéíïýíôáé ìå óôáèåñÞ ôáœýôçôá ðñïò ôçí êáôåýèõíóç ôçò áSSôçóçò, Ýùò üôïõ êÜðïéïò öèÜóåé óôï æçôïýìåíï óçìåSSï, üðùò óôï ÓœÞìá 4.2. Ðáñáôçñïýìå üôé óôçí åêöõëéóìÝíç ðåñSSðôùóç ðïõ ôï äÝíôñï åSSíáé áðëÜ ìéá åõèåSSá ãñáììÞ, ï dc-tree ôáõôSSæåôáé ìå ôïí dc.

ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé, ãåíéêÜ, ãéá ôçí éêáíïðïSSçóç ìéáò ìåìïíùìÝíçò áSSôçóçò åíäÝœåôáé äýï Þ ðåñéóóüôåñïé óõíïëéêÜ åîõðçñåôçôÝò ôïõ dc-tree íá áëëÜîïõí èÝóç. ÅðéðëÝïí, êáèþò Ýíáò åîõðçñåôçôÞò ìåôáêéíåSSôáé SSóùò ðÜøåé íá ãåéôïíåýåé ìå ôçí áSSôçóç, ðñÜãìá ôï ïðïSSï óõìâáSSíåé áí ðáñåìâëçèåSS ìåôáîý ôïõò êÜðïéïò Üëëïò êéíïýìåíïò åîõðçñåôçôÞò. Åýëïãá, ï ðñþôïò ôüôå óôáìáôÜ óôï óçìåSSï ðïõ âñSSóêåôáé åêåSSíç ôç óôéãìÞ.

Èåþñçìá 4.2. [CL91b] Ï dc-tree åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò.

Áðüäåéîç. Èåùñïýìå ôçí SSäéá óõíÜñôçóç äõíáìéêïý üðùò óôï Èåþñçìá 4.1. Ðñïöáíþò, ìéá êSSíçóç ôïõ áíôéðÜëïõ ðïõ Ýœåé êüóôïò d áõîÜíåé ôç Φ êáôÜ kd ôï ðïëý. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ïé åíÝñãåéåò ôïõ áëãïñSSèìïõ ãéá ôçí éêáíïðïSSçóç ìéáò áSSôçóçò åSSíáé óõíÞèùò áñêåôÜ ðïëýðëïêåò ãéá íá ìåëåôçèïýí Üìåóá. ÅðïìÝíùò, èá äéáìåñSSóïõìå ôç äéáäéêáóSSá áõôÞ óå öÜóåéò, Ýôóé þóôå óôç äéÜñêåéá êÜèå öÜóçò ôï ðëÞèïò ôùí åîõðçñåôçôþí ðïõ êéíïýíôáé íá åSSíáé óôáèåñü.

ÿóôù ëïéðüí üôé óå ìSSá öÜóç Ýœïõìå m åîõðçñåôçôÝò ðïõ ãåéôïíåýïõí ìå ôçí áSSôçóç êáé ìåôáôïðSSæïíôáé êáôÜ áðüóôáóç d Ýêáóôïò, åðéóýñïíôáò óõíïëéêü êüóôïò md. ÊÜðïéïò åî áõôþí èá áíôéóôïéœSSæåôáé óôï óçìåSSï ôçò áSSôçóçò óå Ýíá ôáSSñéáóìá åëáœSSóôïõ âÜñïõò êáé åîáéôSSáò ôïõ ï üñïò M_{min} ìåéþíåôáé êáôÜ d. ĳìùò, ïé õðüëïéðïé m − 1 åîõðçñåôçôÝò ðéèáíüí íá áðïìáêñýíïíôáé áðü ôá ńôáSSñéáż ôïõò åíþ êéíïýíôáé, ïðüôå ΔM_{min} ≤ (m − 1)d − d = (m − 2)d. ĳóïí áöïñÜ ôç ìåôáâïëÞ ôïõ Σ_{dc}, Ýóôù s Ýíáò åîõðçñåôçôÞò ï ïðïSSïò äåí ãåéôïíåýåé ìå ôçí áSSôçóç. ÊÜðïéïò åê ôùí m ðñïáíáöåñèÝíôùí åîõðçñåôçôþí áðïìáêñýíåôáé áðü ôïí s, áëëÜ ïé õðüëïéðïé ðëçóéÜæïõí óå áõôüí, åðéöÝñïíôáò åëÜôôùóç ôïõ Σ_{dc} SSóç ìå (k − m)(m − 2)d. Åðéðñüóèåôá, ç áðüóôáóç ìåôáîý êÜèå æåýãïõò êéíïýìåíùí åîõðçñåôçôþí ìåéþíåôáé êáôÜ 2d, êáé áöïý õðÜñœïõí^{m(m−1)}_2 ôÝôïéá æåýãç, Ýœïõìå

ΔΣ_{dc} = −(k − m)(m − 2)d − m(m − 1) 2 · 2d = −kmd + 2kd − dm .

ÔåëéêÜ,

ΔΦ = k · ΔM_{min} + ΔΣ_{dc} ≤ k(m − 2)d − kmd + 2kd − dm = −dm ,

Üñá ç áðüäåéîç Ýœåé ïëïêëçñùèåSS.

4.1.3 Êýêëïò

ÿóôù üôé äéáèÝôïõìå k åîõðçñåôçôÝò, ïé ïðïSSïé ìðïñïýí íá êéíïýíôáé åðSS ôçò ðåñéöÝñåéáò åíüò êýêëïõ ãéá ôçí éêáíïðïSSçóç áéôÞóåùí. Áêïëïýèùò äéáôõðþíïõìå ôïí randomized áëãüñéèìï circ, ï ïðïSSïò âñSSóêåé åöáñìïãÞ óå ìéá ôÝôïéá ðåñSSðôùóç. Êáô’ áñœÜò, ï circ åðéëÝãåé ôõœáSSá êáé ìå ïìïéüìïñöç ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ Ýíá óçìåSSï P óôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ, ôï ïðïSSï èåùñåSSôáé ńïäüöñáãìáż ðïõ êáíÝíáò åîõðçñåôçôÞò äåí åðéôñÝðåôáé íá ðåñÜóåé åSSôå ðñïò ôç ìSSá åSSôå ðñïò ôçí Üëëç êáôåýèõíóç. ÿôóé, åöüóïí ï ìåôñéêüò œþñïò üðïõ êéíïýíôáé ïé åîõðçñåôçôÝò éóïäõíáìåSS ðëÝïí ìå ìéá åõèåSSá ãñáììÞ, ï circ ìéìåSSôáé ôïí dc ãéá íá éêáíïðïéÞóåé ôéò åéóåñœüìåíåò áéôÞóåéò.

Èåþñçìá 4.3. [Karp89] Ï circ åSSíáé 2k-áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí áäáïýò áíôéðÜëïõ.

Áðüäåéîç. Ùò óõíÞèùò, óõìâïëSSæïõìå opt ôïí âÝëôéóôï o›ine áëãüñéèìï ãéá ôïí êýêëï, êáé åðéðëÝïí opt-line ôïí âÝëôéóôï o›ine áëãüñéèìï ãéá åõèåSSá ãñáììÞ { Þ åí ðñïêåéìÝíù ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðåñéöÝñåéá ôïõ êýêëïõ ç ïðïSSá ńêüâåôáéż óôï óçìåSSï P êáé ńôåíôþíåôáéż. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ áëãïñSSèìïõ circ éóœýåé

êüóôïò_{circ}(σ) ≤ k · êüóôïò_{opt-line}(σ) , (4.1)

ãéá êÜèå áêïëïõèSSá áéôÞóåùí σ.

ÁñêåSS ëïéðüí íá öñÜîïõìå Üíù ôï êüóôïò_{opt-line}(σ) óå óýãêñéóç ìå ôï êüóôïò_{opt}(σ). Ãéá ôï óêïðü áõôü, èåùñïýìå Ýíáí áêüìç áëãüñéèìï opt^′, ðïõ óõìðåñéöÝñåôáé üðùò áêñéâþò ï opt ìå ìéá ìüíï äéáöïñÜ: üôáí êÜðïéïò åîõðçñåôçôÞò ôïõ ôåëåõôáSSïõ ìåôáêéíåSSôáé áðü Ýíá óçìåSSï A óôï B, üðïõ P ∈^⌢AB, ï opt^′ õðïœñåþíåé ôïí áíôSSóôïéœï äéêü ôïõ åîõðçñåôçôÞ íá äéáíýóåé ôï óõìðëçñùìáôéêü ôüîï^⌣AB, þóôå íá ðáñáêÜìøåé ôï P . Ôïýôï âÝâáéá óõìâáSSíåé ìå ðéèáíüôçôá áíÜëïãç ôïõ ìÞêïõò ôïõ ôüîïõ^⌢AB, ëüãù ôïõ ôñüðïõ åðéëïãÞò ôïõ P . Ðáñáôçñïýìå üôé ï opt^′ áðïôåëåSS ïõóéáóôéêÜ áëãüñéèìï ãéá åõèýãñáììï ôìÞìá êáé üœé ãéá êýêëï, óõíåðþò

êüóôïò_{opt-line}(σ) ≤ êüóôïò_{opt}′ (σ) . (4.2)

ÿóôù d_1, d_2, . . . , d_n êáé d^′_1, d^′_2, . . . , d^′_n ôá ìÞêç ôùí ìåìïíùìÝíùí äéáäñïìþí ðïõ êáëýðôïõí ïé åîõðçñåôçôÝò ôïõ opt êáé ôïõ opt^′, áíôSSóôïéœá. ÕðïèÝôïíôáò œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé ôï ìÞêïò ôçò ðåñéöÝñåéáò ôïõ êýêëïõ åSSíáé 1, Ýœïõìå

E[d^′_i] = d_i(1 − d_i)

ðáñÜêáìøç

+ (1 − d_i)d_i

êáíïíéêÞ êSSíçóç = 2 ( d_i − d^2_i ) , (4.3)

üðïõ ç áíáìåíüìåíç ôéìÞ ëáìâÜíåôáé ùò ðñïò üëåò ôéò äõíáôÝò åðéëïãÝò ôïõ P . űñá,

E[êüóôïò_{opt}′ (σ)] = n∑ i=1 E[d^′_i] = 2 n∑ i=1 ( d_i − d^2_i ) ≤

≤ 2 n∑ i=1 d_i = 2 · êüóôïò_{opt}(σ) . (4.4)

Áðü ôéò (4.1), (4.2) êáé (4.4) óõíÜãåôáé ôï åðéèõìçôü óõìðÝñáóìá.

Ï áëãüñéèìïò circ ðáñïõóéÜæåé éäéáSSôåñï åíäéáöÝñïí, áö’ åíüò åðåéäÞ åSSíáé áðëüò êáé áìíÞìùí, áö’ åôÝñïõ äéüôé åãêáéíéÜæåé ìéá íÝá ìÝèïäï êáôáóêåõÞò randomized áëãïñSSèìùí, ôçí ïðïSSá èá åîåôÜóïõìå áíáëõôéêüôåñá óôçí Åíüôçôá 4.4.

ÔÝëïò, áíáöÝñïõìå üôé ïé Fiat, Rabani, Ravid êáé Schieber [FiRRS94] ðñüôåéíáí ìéá áéôéïêñáôéêÞ ðáñáëëáãÞ ôïõ circ, ðïõ üìùò áðáéôåSS Ω(k) bits ìíÞìçò êáé åSSíáé O(k^3)-áíôáãùíéóôéêÞ. Áðü ôá ìÝœñé ôþñá áðïôåëÝóìáôá öáSSíåôáé ìÜëëïí áäýíáôï íá âñåèåSS áìíÞìùí áéôéïêñáôéêüò áëãüñéèìïò ãéá ôïí êýêëï ìå éêáíïðïéçôéêü ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò, áí êáé êÜôé ôÝôïéï ìÝíåé íá áðïäåéœèåSS.

4.1.4 ÅõêëåSSäéïé œþñïé

Ìïëïíüôé ãíùñSSæïõìå üôé ãéá ôçí åõèåSSá ãñáììÞ õðÜñœåé éóœõñÜ áíôáãùíéóôéêüò áëãüñéèìïò ìå óýíôïìç äéáôýðùóç êáé ìéêñÞ õðïëïãéóôéêÞ ðïëõðëïêüôçôá, äåí ìðïñïýìå íá éóœõñéóôïýìå ôï SSäéï ãéá ÅõêëåSSäéïõò œþñïõò õøçëüôåñçò äéÜóôáóçò. Áíô’ áõôïý, óôç óõíÝœåéá ðáñïõóéÜæïõìå Ýíáí áðëü áéôéïêñáôéêü áëãüñéèìï ãéá äýï ìüíïí åîõðçñåôçôÝò, ìå åðSSäïóç óœåôéêÜ êïíôÜ óôçí êáëýôåñç äõíáôÞ.

ÿóôù M ÅõêëåSSäéïò œþñïò. Ãéá ïðïéáäÞðïôå ôñSSá óçìåSSá x, y, z ∈ M ïñSSæïõìå ôçí ðïóüôçôá slack(x, y, z) ùò

slack(x, y, z) ≜ d(x, y) + d(x, z) − d(y, z) .

Ëüãù ôçò ôñéãùíéêÞò áíéóüôçôáò, éóœýåé ðÜíôïôå üôé slack(x, y, z) ≥ 0. Èåùñïýìå ôþñá Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü γ ∈ [0, 1] êáé äéáôõðþíïõìå ôïí áëãüñéèìï slack-coverage_γ (Þ åí óõíôïìSSá sc_γ ). Ï ôåëåõôáSSïò äéáèÝôåé äýï åîõðçñåôçôÝò êáé ëåéôïõñãåSS ùò åîÞò. ÿóôù r ôï óçìåSSï ðïõ æçôåSSôáé áðü ôçí ôñÝœïõóá áSSôçóç êáé x ï ðëçóéÝóôåñïò óå áõôÞí åîõðçñåôçôÞò. Áí ôï r éóáðÝœåé áðü ôïõò äýï åîõðçñåôçôÝò, åðéëÝãåôáé áõèáSSñåôá ï Ýíáò áðü ôïõò äýï. Êáôüðéí, ï Ýôåñïò åîõðçñåôçôÞò y ìåôáêéíåSSôáé ðñïò ôçí êáôåýèõíóç ôïõ x êáëýðôïíôáò áðüóôáóç γ · slack(x, y, r) êáé åí ôÝëåé ï x ðçãáSSíåé óôï r ãéá íá éêáíïðïéÞóåé ôçí áSSôçóç.

ÔïíSSæåôáé üôé óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ áìöüôåñïé ïé åîõðçñåôçôÝò êéíïýíôáé, ç íÝá èÝóç ôïõ ðéï áðïìáêñõóìÝíïõ åîõðçñåôçôÞ y áðÝœåé ëéãüôåñï áðü ôï óçìåSSï r óå óœÝóç ìå ôçí áñœéêÞ. Ðáñáôçñïýìå åðSSóçò üôé áí ï œþñïò M åSSíáé åõèåSSá ãñáììÞ, ï sc_{1/2} ôáõôSSæåôáé ìå ôïí dc.

Ãéá íá äåSSîïõìå ôçí áíôáãùíéóôéêüôçôá ôïõ sc_γ ïñSSæïõìå ôçí áêüëïõèç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý, ìå ðáñáìÝôñïõò α, β ∈ R_+:

Φ ≜ α · M_{min} + β · d(x, y) , üðïõ, êáôÜ ôá ãíùóôÜ, M_{min} åSSíáé ôï âÜñïò ôïõ åëáœSSóôïõ ôáéñéÜóìáôïò ìåôáîý ôùí åîõðçñåôçôþí ôïõ sc_γ êáé ôïõ âÝëôéóôïõ o›ine áëãïñSSèìïõ opt ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá. Ç Φ ðñïöáíþò ëáìâÜíåé ìç áñíçôéêÝò ôéìÝò êáé åðéðëÝïí áðïôåëåSS ãåíSSêåõóç ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå óôçí áíÜëõóç ôùí dc êáé dc-tree { ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ k = 2, âåâáSSùò.

Œñçóéìïðïéþíôáò ôçí åí ëüãù Φ, ìðïñïýìå íá äåSSîïõìå üôé ï sc_γ åSSíáé α-áíôáãùíéóôéêüò, áëëÜ üœé êÜôé éóœõñüôåñï. ÐñÜãìáôé, ìéá êSSíçóç ôïõ opt ìå êüóôïò d áõîÜíåé ôïí üñï M_{min} êáôÜ d ôï ðïëý, Üñá êáé ôçí Φ êáôÜ αd ôï ðïëý. ÁñêåSS ëïéðüí íá ôåêìçñéùèåSS üôé üôáí ï sc_γ éêáíïðïéåSS ìéá áSSôçóç (ìåôÜ áðü ôïí opt), åðéóýñåé ìåSSùóç ôçò Φ ôïõëÜœéóôïí SSóç ìå ôï êüóôïò ðïõ õöSSóôáôáé óôï âÞìá áõôü ôçò ëåéôïõñãSSáò ôïõ.

Êáô’ áñœÜò, Ýóôù y^′ ç íÝá èÝóç ôïõ åîõðçñåôçôÞ y. ĳðùò áíáöÝñáìå, d(y^′, r) ≤ d(y, r), óõíåðþò

Δd(x, y) = d(y^′, r) − d(x, y) ≤ d(y, r) − d(x, y) .

Áí óõìâïëSSóïõìå s_1 êáé s_2 ôïõò åîõðçñåôçôÝò ôïõ opt êáé õðïèÝóïõìå üôé ï s_1 ìüëéò éêáíïðïSSçóå ôçí áSSôçóç, äçëáäÞ s_1 ≡ r, ôüôå äéáêñSSíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

• Óôï åëÜœéóôï ôáSSñéáóìá, ï x áíôéóôïéœSSæåôáé ìå ôïí s_1. ÅðïìÝíùò, ç ìåôáêSSíçóç ôïõ x ìåéþíåé ôï M_{min} êáôÜ d(x, r), áëëÜ åêåSSíç ôïõ y åíäåœïìÝíùò íá ôï áõîÞóåé êáôÜ γ · slack(x, y, r). ÓõíïëéêÜ äçëáäÞ

ΔΦ ≤ α [ γ · slack(x, y, r) − d(x, r) ] + β [ d(y, r) − d(x, y) ] . (4.5)

• Óôï åëÜœéóôï ôáSSñéáóìá, ï y áíôéóôïéœSSæåôáé ìå ôïí s_1. Ðñïöáíþò, üìùò, ìåôÜ ôçí éêáíïðïSSçóç ôçò áSSôçóçò ï y èá áíôéóôïéœSSæåôáé ìå ôïí s_2. ÿôóé,

ΔM_{min} = d(y^′, s_2) − [ d(x, s_2) + d(y, r) ] ≤ ≤ d(y^′, x) − d(y, r) = = d(x, y) − γ · slack(x, y, r) − d(y, r) .

ÓõìðåñáSSíïõìå ëïéðüí üôé

ΔΦ ≤ α [ d(x, y) − γ · slack(x, y, r) − d(y, r) ] + + β [ d(y, r) − d(x, y) ] . (4.6)

ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ðñÝðåé íá áðïäåSSîïõìå ðùò

ΔΦ ≤ − [ d(x, r) + γ · slack(x, y, r) ] . (4.7)

4.2 Áëãüñéèìïò åîéóïññüðçóçò êüóôïõò 67

Áíôéêáèéóôþíôáò ôéò (4.5) êáé (4.6) óôçí (4.7) êáé ïìáäïðïéþíôáò ôïõò üñïõò ëáìâÜíïõìå ôéò äýï ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

d(x, y) [ γ(α + 1) − β ] + d(x, r) [ γ(α + 1) + 1 − α ] + + d(y, r) [ b − γ(α + 1) ] ≤ 0 ,

(4.8)

d(x, y) [ γ(1 − α) + α − β ] + d(x, r) [ γ(1 − α) ] + + d(y, r) [ γ(1 − α) + β − α ] ≤ 0 .

(4.9)

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ïé áíùôÝñù áíéóüôçôåò éêáíïðïéïýíôáé üôáí α = 3, β = 2 êáé γ =^1_2 , åíþ êÜôé ôÝôïéï äåí åSSíáé äõíáôüí ãéá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ôïõ α ìéêñüôåñç áðü 3. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá: Èåþñçìá 4.4. [Bar94] Ï áëãüñéèìïò sc_{1/2} åSSíáé 3-áíôáãùíéóôéêüò.

4.2 Áëãüñéèìïò åîéóïññüðçóçò êüóôïõò

Óôçí Õðïåíüôçôá 2.1.2 áðïäåSSîáìå ôï Èåþñçìá 2.1, óýìöùíá ìå ôï ïðïSSï ï áëãüñéèìïò åîéóïññüðçóçò êüóôïõò balance åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò óå ìåôñéêïýò œþñïõò ìå k + 1 óçìåSSá. Áêïëïýèùò èá äïýìå ðþò ðñïêýðôåé ôï SSäéï áðïôÝëåóìá ìå ôç ìÝèïäï ôçò óõíÜñôçóçò äõíáìéêïý. ĳðùò êáé óôçí ðñþôç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò, œñçóéìïðïéïýìå ðÜëé ôïõò óõìâïëéóìïýò D^t_i êáé h^t.

ËÞììá 4.5. Ãéá êÜèå i, j ≠ h^t éóœýåé | D^t_i − D^t_j | ≤ d(i, j) .

Áðüäåéîç. Åöáñìüæïõìå åðáãùãÞ ùò ðñïò t.

• Ãéá t = 0 ðñïöáíþò áëçèåýåé.

• ÿóôù üôé ãéá êÜðïéï u ≥ 0 Ýœïõìå i, j ≠ h^u ⇒ | |Du_i − Du_j | | ≤ d(i, j).

Áí min ≠ h^u ôï óçìåSSï ðïõ åëáœéóôïðïéåSS ôçí ðïóüôçôá D^u_i + d(i, h^u), ï balance èá óôåSSëåé óôçí ïðÞ h^u ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï min, þóôå íá éêáíïðïéÞóåé ôçí (u + 1)-ïóôÞ áSSôçóç. Ôüôå D^{u+1}_hu ← D^u_{min} + d(min, h^u), åíþ ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ j ðëçí ôùí min êáé h^u éóœýåé D^{u+1}_j = D^u_j . ÁñêåSS ëïéðüí íá äåSSîïõìå üôé

i ≠ min =⇒ | |D^{u+1}_i − D^{u+1}_{hu} | | ≤ d(i, h^u) . (4.10)

Ôù üíôé, áö’ åíüò D^{u+1}_i − D^{u+1}_hu = D^u_i − (D^u_{min} + d(min, h^u)) ≤ ≤ |D^u_i − D^u_{min}| − d(min, h^u) ≤ ≤ d(i, min) − d(min, h^u) ≤ (4.11) ≤ d(i, h^u) , (4.12) êáé áö’ åôÝñïõ

D^{u+1}_hu − D^{u+1}_i = D^u_{min} + d(min, h^u) − D^u_i ≤ d(i, h^u) , (4.13)

ëüãù ôïõ ôñüðïõ åðéëïãÞò ôïõ min. Áðü ôéò (4.12) êáé (4.13) óõíÜãåôáé ç (4.10).

ÐÝñáí áõôþí, áðü ôçí (4.11) óõìðåñáSSíïõìå üôé

D^t_j − D^t_ht−1 ≥ d ( j, h^t ) − d ( h^t, h^{t−1} ) , (4.14)

ãéá êÜèå t ≥ 1 êáé j ≠ h^t. Ìå ôéò ðáñáðÜíù óœÝóåéò åSSìáóôå ðëÝïí óå èÝóç íá áðïäåSSîïõìå ôçí k-áíôáãùíéóôéêüôçôá ôïõ balance.

Èåùñïýìå ôïí âÝëôéóôï o›ine áëãüñéèìï opt ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí kåîõðçñåôçôþí êáé O_t ôï óýíïëï óçìåSSùí ðïõ êáëýðôïõí ïé åîõðçñåôçôÝò ôïõ ìåôÜ ôçí éêáíïðïSSçóç ôçò t-ïóôÞò áSSôçóçò. Ãéá t ≥ 1 ïñSSæïõìå ôçí ðáñáêÜôù óõíÜñôçóç äõíáìéêïý:

Φ_t ≜ { k · ( D^t_{ht−1} − d(h^t, h^{t−1}) ) − S, áí h^t /∈ O_t k · D^t_i − S, áí (i /∈ O_t) ∧ (i ≠ h^t) ,

üðïõ S = ∑ i≠h^t D t i . Ëüãù ôïõ ËÞììáôïò 4.5 äéáðéóôþíïõìå üôé åöüóïí t ≥ 1 õðÜñœåé óôáèåñÜ b áíåîÜñôçôç ôçò áêïëïõèSSáò áéôÞóåùí ôÝôïéá þóôå Φ_t ≥ b.

ÐñÝðåé íá äåSSîïõìå üôé (á) áí ìéá êSSíçóç ôïõ opt Ýœåé êüóôïò d, ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý áõîÜíåôáé êáôÜ kd ôï ðïëý, êáé (â) áí ìéá êSSíçóç ôïõ balance Ýœåé êüóôïò d, ç óõíÜñôçóç äõíáìéêïý ìåéþíåôáé êáôÜ ôïõëÜœéóôïí d. Ùò óõíÞèùò, õðïèÝôïõìå üôé êÜèå áSSôçóç éêáíïðïéåSSôáé ðñþôá áðü ôïí o¸- line êáé ýóôåñá áðü ôïí online áëãüñéèìï. ÖõóéêÜ, ôï óçìåSSï ðïõ æçôåSSôáé êáôÜ ôçí (t + 1)-ïóôÞ áSSôçóç äåí åSSíáé Üëëï áðü ôï h^t.

ĳóïí áöïñÜ ôï (á), áí h^t ∈ O_t ï opt äåí œñåéÜæåôáé íá åêôåëÝóåé êáìSSá åíÝñãåéá. ÿóôù ëïéðüí üôé h^t /∈ O_t êáé üôé ç áSSôçóç éêáíïðïéåSSôáé ìåôáêéíþíôáò ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï óçìåSSï j ìå êüóôïò d(j, h^t). ÿœïõìå:

ΔΦ = k · D^t_j − S − ( k · ( D^t_ht−1 − d ( h^t, h^{t−1} )) − S ) = = k · ( D^t_j − D^t_ht−1 + d ( h^t, h^{t−1} )) ≤ (∗) ≤ k · ( d ( j, h^t ) − d ( h^t, h^{t−1} ) + d ( h^t, h^{t−1} )) = = k · d ( j, h^t ) , üðïõ óôï óçìåSSï (∗) œñçóéìïðïéÞèçêå ç (4.14).

Ãéá ôï (â) ôþñá, ìåôÜ ôçí êSSíçóç ôïõ opt õðÜñœåé êÜðïéï j ≠ h^t ôÝôïéï þóôå j /∈ O_{t+1}. ÓõìâïëSSæïõìå S^′ ôç íÝá ôéìÞ ôïõ S áö’ üôïõ ï balance éêáíïðïéÞóåé ôçí áSSôçóç ìåôáêéíþíôáò ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï

� a � d

� b � c ℓ_1

ℓ_2

ÓœÞìá 4.3: ÁíôéðáñÜäåéãìá ôçò áíôáãùíéóôéêüôçôáò ôïõ balance

óçìåSSï ℓů åðïìÝíùò, S^′ = S + d(ℓ, h^t). Ðñïêýðôåé ëïéðüí üôé:

ΔΦ = { k · ( D^t_ℓ + d ( ℓ, h^t ) − d ( ℓ, h^t )) − S^′ − ( k · D^t_j − S ) , áí ℓ = j k · D^t_j − S^′ − ( k · D^t_j − S ) , áí ℓ ≠ j } = = { k · ( D^t_ℓ − D^t_j ) − S^′ + S, áí ℓ = j −S^′ + S, áí ℓ ≠ j } = −d ( ℓ, h^t ) , üðùò áêñéâþò áðáéôåSSôáé. ÿôóé, êáôáëÞãïõìå ãéá Üëëç ìéá öïñÜ óôï Èåþñçìá 2.1.

Äõóôõœþò, ï áëãüñéèìïò balance äåí åSSíáé áíôáãùíéóôéêüò ãéá ìåôñéêïýò œþñïõò ìå N > k + 1 óçìåSSá, ãåãïíüò ðïõ Ýœïõìå Þäç ôïíSSóåé. Áêïëïýèùò èá äþóïõìå Ýíá óœåôéêü áíôéðáñÜäåéãìá, óôï ïðïSSï k = 2 êáé N = 4. Èåùñïýìå ôï ìåôñéêü œþñï 4 óçìåSSùí ðïõ áíáðáñSSóôáôáé óôï ÓœÞìá 4.3, ãéá ôïí ïðïSSï éóœýåé ℓ_1 ≫ ℓ_2. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé åîõðçñåôçôÝò ôïõ balance âñSSóêïíôáé áñœéêÜ óôá óçìåSSá c êáé d. ÿóôù ôþñá ç áêïëïõèSSá áéôÞóåùí σ = a, b, c, d, a, b, c, d, . . . , a, b, c, d, ìÞêïõò 4n. Äéáðéóôþíïõìå üôé êüóôïò_{bal}(σ) = 4nℓ_1, åíþ ðñïöáíþò êüóôïò_{opt}(σ) = ℓ_1 + (4n − 1)ℓ_2. ÊáôÜ óõíÝðåéá, ï ëüãïò áíôáãùíéóôéêüôçôáò áðïêëåSSåôáé íá åSSíáé êáëýôåñïò áðü

ℓ_1 ℓ_2 , êëÜóìá ðïõ ìðïñåSS íá ãSSíåé áõèáSSñåôá ìåãÜëï. űñá, óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ

ï balance áðïäåéêíýåôáé ìç áíôáãùíéóôéêüò.

4.3 Áëãüñéèìïò óõíÜñôçóçò Ýñãïõ

ÄSSíåôáé ïðïéïóäÞðïôå ìåôñéêüò œþñïò M. Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá, ùò äéÜôáîç (con˛guration) ôùí åîõðçñåôçôþí åíüò áëãïñSSèìïõ èá íïåSSôáé ôï ðïëõóýíïëï ôùí óçìåSSùí óôá ïðïSSá âñSSóêïíôáé ïé ôåëåõôáSSïé. Ãéá äýï äéáôÜîåéò C_1 êáé C_2, ç ðáñÜóôáóç C_1 + C_2 óõìâïëSSæåé ôçí ðñÜîç ôçò Ýíùóçò ðïëõóõíüëùí êáé ç C_1 − C_2 ôçí áöáSSñåóç ðïëõóõíüëùí. Áí p óçìåSSï êáé C äéÜôáîç, ãñÜöïõìå ãéá óõíôïìSSá C + p êáé C − p áíôSS ôùí C + {p} êáé C − {p} áíôéóôïSSœùò. Ìå D(C_1, C_2) óõìâïëSSæïõìå ôï âÜñïò ôïõ åëÜœéóôïõ ôáéñéÜóìáôïò ìåôáîý ôùí (éóïðëçèéêþí) äéáôÜîåùí C_1 êáé C_2.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, âÝâáéá, ï âÝëôéóôïò online áëãüñéèìïò ðïôÝ äåí èá ìåôáöÝñåé ðåñéóóüôåñïõò ôïõ åíüò åîõðçñåôçôÝò óôçí SSäéá èÝóç. Ôï áõôü óõìâáSSíåé êáé ìå ôïí áëãüñéèìï óõíÜñôçóçò Ýñãïõ ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ðñïóåœþò. ÕðÜñœåé üìùò ôï åíäåœüìåíï ðïëëïSS åîõðçñåôçôÝò íá Þôáí ôïðïèåôçìÝíïé óå êÜðïéï óçìåSSï êáôÜ ôçí áñœéêÞ äéÜôáîç êáé íá ìçí Ýœïõí êéíçèåSS Ýêôïôåů óõíåðþò, õðïœñåùôéêÜ ïñSSæïõìå ôéò äéáôÜîåéò ùò ðïëõóýíïëá êáé üœé ùò áðëÜ óýíïëá.

ÿóôù áêïëïõèSSá áéôÞóåùí σ = r_1, r_2, . . . , r_n. ÈÝôïõìå σ_i = r_1, r_2, . . . , r_i êáé σ_0 = ∅. Ãéá êÜèå äéÜôáîç C, áñœéêÞ äéÜôáîç C_0 êáé i = 0, 1, . . . , n, ç óõíÜñôçóç Ýñãïõ (work function) ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí w_{σi} (C) = w_{σi} (C_0, C) ïñSSæåôáé ùò ôï âÝëôéóôï o›ine êüóôïò éêáíïðïSSçóçò ôùí áéôÞóåùí ôçò σ_i, ìå ôç óåéñÜ ðïõ åìöáíSSæïíôáé, îåêéíþíôáò áðü ôçí äéÜôáîç C_0 êáé êáôáëÞãïíôáò óôçí C. ÓçìåéùôÝïí üôé ç C_0 èåùñåSSôáé óõíÞèùò äåäïìÝíç êáé ãé’ áõôü ðáñáëåSSðåôáé áðü ôï óõìâïëéóìü ôçò w_{σi} .

Áí r ç (i+1)-ïóôÞ áSSôçóç, éóœýåé r ∈ C ⇒ w_{σir}(C) = w_{σi} (C). Ãåíéêüôåñá ëïéðüí Ýœïõìå:

w_{σir}(C) = min_{x∈C} {w_{σir}(C − x + r) + d(r, x)} =

= min_{x∈C} {w_{σi} (C − x + r) + d(r, x)} ,

áöïý r ∈ C − x + r. űñá, ïé óõíáñôÞóåéò Ýñãïõ éêáíïðïéïýí ôçí áêüëïõèç áíáäñïìéêÞ óœÝóç:

w_∅(C) = D(C_0, C) w_{σir}(C) = min_{x∈C} {w_{σi} (C − x + r) + d(r, x)} . (4.15)

ÅSSíáé öáíåñü ëïéðüí üôé êüóôïò_{opt}(σ) = min_C w_σ(C). Ìå Üëëá ëüãéá, ôï âÝëôéóôï o›ine êüóôïò ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS œñçóéìïðïéþíôáò äõíáìéêü ðñïãñáììáôéóìü, œÜñç óôç óœÝóç (4.15).

Óôç óõíÝœåéá èá ðåñéãñÜøïõìå ôïí áëãüñéèìï óõíÜñôçóçò Ýñãïõ wfa. ÿóôù σ_i ôï áñœéêü ôìÞìá ôçò áêïëïõèSSáò áéôÞóåùí ðïõ Ýœåé Þäç éêáíïðïéçèåSS êáé C ç ôñÝœïõóá äéÜôáîç åîõðçñåôçôþí ôïõ wfa. ĳôáí ëçöèåSS ç åðüìåíç áSSôçóç r ≡ r_{i+1}, ï áëãüñéèìïò èá ìåôáêéíÞóåé ôïí åîõðçñåôçôÞ s ðïõ äSSíåôáé áðü ôç óœÝóç s = arg min_{x∈C} {w_{σi} (C − x + r) + d(r, x)}

óôï óçìåSSï r. Óå ðåñSSðôùóç éóïðáëSSáò, åðéëÝãåôáé áõèáSSñåôá Ýíáò áðü ôïõò éóüðáëïõò åîõðçñåôçôÝò.

Ï wfa Ýœåé ðñïôáèåSS áíåîÜñôçôá áðü äéÜöïñïõò åñåõíçôÝò, êáé ìÜëéóôá üœé êáô’ áðïêëåéóôéêüôçôá ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí. Ìéá ðñþôç ïõóéþäçò ìåëÝôç ôïõ { üóïí áöïñÜ ôï õðü åîÝôáóç ðñüâëçìá { äçìïóéåýôçêå áðü ôïõò Chrobak êáé Larmore [CL92]. ËSSãï áñãüôåñá, ïé ÊïõôóïõðéÜò êáé ÐáðáäçìçôñSSïõ Ýäåéîáí ôï áêüëïõèï äéÜóçìï èåþñçìá:

Èåþñçìá 4.6. [KoutP94] Ãéá êÜèå ìåôñéêü œþñï êáé ðëÞèïò åîõðçñåôçôþí k, ï áëãüñéèìïò wfa åSSíáé (2k − 1)-áíôáãùíéóôéêüò.

Áðüäåéîç. Óêéáãñáöïýìå ìüíï ôéò êýñéåò éäÝåò áðü ôéò ïðïSSåò ðñïêýðôåé ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá, œùñSSò íá åðåêôáèïýìå óå ëåðôïìÝñåéåò. ÓõãêåêñéìÝíá, ïé áðïäåSSîåéò ôùí ëçììÜôùí ðïõ èá áíáöÝñïõìå ðáñáêÜôù ðáñáëåSSðïíôáé.

Èåùñïýìå üôé Ýíáò áðçíÞò áíôSSðáëïò êáôáóêåõÜæåé áêïëïõèSSá áéôÞóåùí σ = r_1, r_2, . . . , r_n. ŒùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò, õðïèÝôïõìå üôé ï wfa êáé ï âÝëôéóôïò o›ine áëãüñéèìïò opt îåêéíïýí áðü ôçí SSäéá áñœéêÞ äéÜôáîç åîõðçñåôçôþí C_0 êáé åðSSóçò êáôáëÞãïõí óôçí SSäéá ôåëéêÞ äéÜôáîç C_n. ÐñÜãìáôé, Ýóôù üôé óõíÝâáéíå ôï áíôSSèåôï: äçëáäÞ, ï opt êáôÝëçãå óôçí C_n áëëÜ ï wfa óå êÜðïéá C^′_n. Ôüôå ï áíôSSðáëïò èá ìðïñïýóå íá äéáôõðþóåé åðéðëÝïí áéôÞóåéò ãéá óçìåSSá ôçò C_n, œùñSSò íá áõîÞóåé ôï óõíïëéêü êüóôïò ôïõ opt, Ýùò üôïõ ïé äéáôÜîåéò ôùí äýï áëãïñSSèìùí ôáõôéóôïýí.

ÿóôù üôé ìåôÜ êáé ôï i-ïóôü âÞìá ôçò ëåéôïõñãSSáò ôïõ ï wfa âñSSóêåôáé óôç äéÜôáîç C. Êáôüðéí, ìåôáêéíåSS ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï óçìåSSï s ∈ C ãéá íá éêáíïðïéÞóåé ôçí (i + 1)-ïóôÞ áSSôçóç r ≡ r_{i+1}, óœçìáôSSæïíôáò ìéá íÝá äéÜôáîç C^′ = C − s + r. ÏñSSæïõìå ôï ôñÝœïí o›ine øåõäïêüóôïò ùò åîÞò:

o›ine øåõäïêüóôïò ≜ w_{σir}(C^′) − w_{σi} (C) .

Ôï ôçëåóêïðéêü Üèñïéóìá áðü ôá o›ine øåõäïêüóôç ãéá üëç ôçí áêïëïõèSSá σ éóïýôáé ìå w_σ(C_n) − w_∅(C_0) = êüóôïò_{opt}(σ).

Áöïý r ∈ C^′ êáé w_{σir}(C) = w_{σi} (C^′) + d(s, r), éóœýåé

w_{σir}(C^′) = w_{σi} (C^′) = w_{σir}(C) − d(s, r) .

űñá, áí áèñïSSóïõìå ôï ôñÝœïí o›ine øåõäïêüóôïò êáé ôï êüóôïò ðïõ õöSSóôáôáé ï wfa ãéá ôçí éêáíïðïSSçóç ôçò áSSôçóçò, ëáìâÜíïõìå

w_{σir}(C^′) − w_{σi} (C) + d(s, r) = w_{σir}(C) − d(s, r) − w_{σi} (C) + d(s, r) = = w_{σir}(C) − w_{σi} (C) ≤ ≤ max_X {w_{σir}(X) − w_{σi} (X)} . (4.16)

Ç ðïóüôçôá (4.16) ïíïìÜæåôáé åðáõîçìÝíï êüóôïò (extended cost). ÿœïõìå ëïéðüí:

ËÞììá 4.7. ÿóôù α óôáèåñÜ, áíåîÜñôçôç ôçò áêïëïõèSSáò áéôÞóåùí σ. Áí ôï Üèñïéóìá áðü ôá åðáõîçìÝíá êüóôç ãéá üëåò ôéò êéíÞóåéò ôïõ áëãïñSSèìïõ wfa öñÜóóåôáé Üíù áðü ôï (c+1)·êüóôïò_{opt}(σ)+α, ôüôå ï ôåëåõôáSSïò åSSíáé c-áíôáãùíéóôéêüò.

Åéäéêüôåñá, åí ðñïêåéìÝíù áñêåSS íá äåSSîïõìå üôé

óõíïëéêü åðáõîçìÝíï êüóôïò ≤ 2k · êüóôïò_{opt}(σ) + α . (4.17) Ôïéïõôïôñüðùò, äåí áðáéôåSSôáé íá áóœïëçèïýìå êáèüëïõ ìå ôéò äéáôÜîåéò óôéò ïðïSSåò âñSSóêåôáé ìåôÜ áðü êÜèå âÞìá ï wfa, áðëïõóôåýïíôáò ôçí áðïäåéêôéêÞ äéáäéêáóSSá.

Ìéá óõíÜñôçóç Ýñãïõ w áðïêáëåSSôáé ïéïíåSS êõñôÞ (quasi-convex ) áí ãéá ïðïéåóäÞðïôå äéáôÜîåéò åîõðçñåôçôþí X êáé Y êáé êÜèå óçìåSSï x ∈ X éóœýåé min_{y∈Y} {w(X − x + y) + w(Y − y + x)} ≤ w(X) + w(Y ) .

ËÞììá 4.8 (ÏéïíåSS Êõñôüôçôá). ĳëåò ïé óõíáñôÞóåéò Ýñãïõ åSSíáé ïéïíåSS êõñôÝò.

ÿóôù y êÜðïéï óçìåSSï êáé w_{σi} ç ôñÝœïõóá óõíÜñôçóç Ýñãïõ. Ìéá äéÜôáîç A ëÝãåôáé åëáœéóôïðïéÞôñéá (minimizer) ôïõ y ùò ðñïò ôçí w_{σi} áí

A = arg min_X { w_{σi} (X) − ∑ x∈X d(x, y) } . Áêïëïýèùò èåùñïýìå üôé ç åðüìåíç áSSôçóç áöïñÜ ôï óçìåSSï r. Ìå ôç âïÞèåéá ôïõ ËÞììáôïò 4.8 áðïäåéêíýïíôáé äýï áêüìç ëÞììáôá.

ËÞììá 4.9. Áí w_{σi} ç ôñÝœïõóá óõíÜñôçóç Ýñãïõ êáé r ôï óçìåSSï ôçò åðüìåíçò áSSôçóçò, ôüôå

(A åSSíáé åëáœéóôïðïéÞôñéá ôïõ r ùò ðñïò ôçí w_{σi} ) =⇒ =⇒ (A åSSíáé åëáœéóôïðïéÞôñéá ôïõ r ùò ðñïò ôçí w_{σir}) .

Ìéá äéÜôáîç A ôÝôïéá þóôå A = arg max_X {w_{σir}(X) − w_{σi} (X)} ëÝãåôáé ìåãéóôïðïéÞôñéá (maximizer) ùò ðñïò ôçí w_{σi} . ÕðåíèõìSSæïõìå åäþ üôé ç ðïóüôçôá max_X {w_{σir}(X) − w_{σi} (X)} éóïýôáé åî ïñéóìïý ìå ôï åðáõîçìÝíï êüóôïò.

ËÞììá 4.10 (Äõúêüôçôá). ÊÜèå åëáœéóôïðïéÞôñéá ôïõ r ùò ðñïò ôçí w_{σi} åSSíáé åðSSóçò ìåãéóôïðïéÞôñéá ùò ðñïò ôçí w_{σi} .

ÿóôù ôþñá U = {u_1, u_2, . . . , u_k} ç ôñÝœïõóá äéÜôáîç ôùí åîõðçñåôçôþí ôïõ âÝëôéóôïõ o›ine áëãïñSSèìïõ opt. ÏñSSæïõìå ôçí ðáñáêÜôù óõíÜñôçóç äõíáìéêïý: Φ(U, w_{σi} ) ≜ ∑ u∈U ÌÉÍ_{wσi} (u) , üðïõ

ÌÉÍ_{wσi} (u) ≜ min_X { w_{σi} (X) − ∑ x∈X d(x, u) } . Áò õðïèÝóïõìå üôé ï opt éêáíïðïéåSS ôçí åðüìåíç áSSôçóç r ìåôáêéíþíôáò ôïí åîõðçñåôçôÞ ðïõ âñSSóêåôáé óôï óçìåSSï u_j. Ôïéïõôïôñüðùò, ç íÝá äéÜôáîç ôùí åîõðçñåôçôþí åSSíáé U^′ = U − u_j + r. ÿœïõìå ëïéðüí:

ËÞììá 4.11. Φ(U^′, w_{σi} ) − Φ(U, w_{σi} ) ≥ −k · d(u_j, r).

ÅðéðñïóèÝôùò, åê ôùí ËçììÜôùí 4.9 êáé 4.10 óõíÜãåôáé üôé:

ËÞììá 4.12. Φ(U^′, w_{σir}) − Φ(U^′, w_{σi} ) ≥ max_X {w_{σir}(X) − w_{σi} (X)}.

Œñçóéìïðïéþíôáò üëá ôá ðáñáðÜíù åðáëçèåýåôáé ç áíéóüôçôá (4.17), áðïäåéêíýïíôáò ôï Èåþñçìá 4.6.

Óå áíôSSèåóç ìå ôïõò áëãïñSSèìïõò ðïõ ðáñïõóéÜóáìå óôéò ðñïçãïýìåíåò åíüôçôåò, ï wfa åSSíáé áíôáãùíéóôéêüò ãéá êÜèå ìåôñéêü œþñï, ðëçóéÜæïíôáò ìÜëéóôá ôïí åëÜœéóôï äõíáôü ëüãï áíôáãùíéóôéêüôçôáò, ï ïðïSSïò éóïýôáé ìå k. Åýëïãá ãåííÜôáé ëïéðüí ç áðïñSSá åÜí êáé õðü ðïéåò ðñïûðïèÝóåéò ï áëãüñéèìïò óõíÜñôçóçò Ýñãïõ ìðïñåSS íá åðéôýœåé ôçí éäáíéêÞ áõôÞ åðSSäïóç. ÐáñáèÝôïõìå ïñéóìÝíá óœåôéêÜ áðïôåëÝóìáôá:

Èåþñçìá 4.13. [CL92] Óôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ k = 2, ï áëãüñéèìïò wfa åSSíáé 2-áíôáãùíéóôéêüò.

Èåþñçìá 4.14. [KoutP96] Ï áëãüñéèìïò wfa åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò ãéá êÜèå ìåôñéêü œþñï ï ïðïSSïò ðåñéÝœåé k + 2 óçìåSSá ôï ðïëý.

Èåþñçìá 4.15. [BeiCL99] Óôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ k = 3, ï áëãüñéèìïò wfa åSSíáé 3-áíôáãùíéóôéêüò ãéá ôï äéäéÜóôáôï åðSSðåäï Manhattan (ôïýô’ Ýóôéí õðü ôçí ìåôñéêÞ ℓ_1), Üñá êáé ( 3 √ 2 ) -áíôáãùíéóôéêüò ãéá ôï ÅõêëåSSäéï äéäéÜóôáôï åðSSðåäï.

Èåþñçìá 4.16. [BarK00] Ï áëãüñéèìïò wfa åSSíáé k-áíôáãùíéóôéêüò ãéá ôçí åõèåSSá ãñáììÞ.

ÔïíSSæåôáé üôé üëá ôá ðñïáíáöåñèÝíôá èåùñÞìáôá óôçñSSæïíôáé óôéò éäéüôçôåò ôçò ïéïíåSS êõñôüôçôáò êáé ôçò äõúêüôçôáò (ËÞììáôá 4.8 êáé 4.10). Ãåíéêüôåñá, åéêÜæåôáé üôé ï wfa åSSíáé éóœõñÜ áíôáãùíéóôéêüò ãéá êÜèå ìåôñéêü œþñï. ÕðÜñœåé åðéðëÝïí Ýíôïíç õðïøSSá üôé ï ëüãïò ðïõ äåí áðïäåéêíýåôáé êÜôé ôÝôïéï áðü ôï Èåþñçìá 4.6 SSóùò ðñÝðåé íá áíáæçôçèåSS óôï üôé ôï åðáõîçìÝíï êüóôïò õðåñåêôéìÜ ôï ðñáãìáôéêü êüóôïò ôïõ áëãïñSSèìïõ.

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

� � � � � � �

1 1

ÓœÞìá 4.4: ÅìâÜðôéóç N × N ðëÝãìáôïò óå äÝíäñï (Ýíôïíåò ãñáììÝò)

4.4 ÅìâáðôSSóåéò ìåôñéêþí œþñùí

ÿíá êëáóéêü ìáèçìáôéêü ðñüâëçìá óõíSSóôáôáé óôçí åìâÜðôéóç åíüò ìåôñéêïý œþñïõ óå êÜðïéïí Üëëï ìå ìéêñÞ ðáñáìüñöùóç, äçëáäÞ œùñSSò íá áëëïéþíåôáé äñáìáôéêÜ ç ôïðïëïãéêÞ ìïñöÞ ôïõ ðñþôïõ. Åí ðñïêåéìÝíù, èá áóœïëçèïýìå ìå åìâáðôSSóåéò äéüôé ìáò åðéôñÝðïõí íá êáôáóêåõÜæïõìå íÝïõò áíôáãùíéóôéêïýò online áëãïñSSèìïõò ãéá äéÜöïñá ðñïâëÞìáôá, ìåôáîý ôùí ïðïSSùí êáé áõôü ôùí k-åîõðçñåôçôþí.

Ïñéóìüò 4.17. ÿóôù M = (M, d) êáé M̃ = ( M, d̃ ) äýï ìåôñéêïSS œþñïé ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü ôï SSäéï óýíïëï óçìåSSùí M. Ï M̃ α-ðñïóåããSSæåé ôïí M áí ãéá êÜèå u, v ∈ M éóœýåé d(u, v) ≤ d̃(u, v) ≤ α · d(u, v).

ÓçìåéùôÝïí üôé áíáãêáSSá óõíèÞêç ãéá íá éêáíïðïéåSSôáé ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò åSSíáé ïé ìåôñéêÝò d êáé d̃ íá åSSíáé éóïäýíáìåò. űìåóá ëïéðüí ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

Èåþñçìá 4.18. ÿóôù M = (M, d) êáé M̃ = ( M, d̃ ) äýï ìåôñéêïSS œþñïé ðïõ áðïôåëïýíôáé áðü ôï SSäéï óýíïëï óçìåSSùí M, þóôå ï M̃ íá α-ðñïóåããSSæåé ôïí M. Áí õðÜñœåé c-áíôáãùíéóôéêüò áéôéïêñáôéêüò (áíôéóôïSSœùò, randomized) áëãüñéèìïò alg~_M ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí óôïí M̃, ôüôå õðÜñœåé áéôéïêñáôéêüò (áíôéóôïSSœùò, randomized) áëãüñéèìïò alg_M ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá óôïí M ï ïðïSSïò åSSíáé cα-áíôáãùíéóôéêüò.

Áðüäåéîç. ÐñïöáíÞò.

ÐáñÜäåéãìá. ÿóôù ôï N ×N ðëÝãìá ôïõ ÓœÞìáôïò 4.4. Ïé k åîõðçñåôçôÝò ìðïñïýí íá êéíïýíôáé ìüíï êáôÜ ìÞêïò ôùí áêìþí ôïõ ðëÝãìáôïò, åíþ ïé áéôÞóåéò áöïñïýí áðïêëåéóôéêÜ êüìâïõò ôïõ ôåëåõôáSSïõ. Ìå Üëëá ëüãéá,

4.4 ÅìâáðôSSóåéò ìåôñéêþí œþñùí 75

ï ìåôñéêüò œþñïò óôïí ïðïSSï åîåôÜæïõìå ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí Ýœåé ðëçèéêüôçôá N^2 êáé œñçóéìïðïéåSS ôçí ìåôñéêÞ ℓ_1, ãíùóôÞ êáé ùò ìåôñéêÞ Manhattan.

Èåùñïýìå Ýíá ðáñÜãïí äÝíäñï (spanning tree) ôùí êüìâùí ôïõ ðëÝãìáôïò, üðùò öáSSíåôáé áðü ôéò Ýíôïíåò ãñáììÝò óôï óœÞìá, êáé åöáñìüæïõìå ôïí áëãüñéèìï dc-tree^ℓ, äçëáäÞ ôçí ïêíçñÞ åêäïœÞ ôïõ dc-tree, ãéá ôçí éêáíïðïSSçóç ôùí áéôÞóåùí ðïõ äéáôõðþíïíôáé. ÖõóéêÜ, åäþ ïé åîõðçñåôçôÝò Ýœïõí ôç äõíáôüôçôá íá äéáóœSSæïõí üëåò ôéò áêìÝò ôïõ ðëÝãìáôïò, üœé ìüíïí åêåSSíåò ïé ïðïSSåò áíÞêïõí óôï ðáñÜãïí äÝíäñï, åöüóïí Ýôóé ńêüâïõí äñüìïż êáé ìåéþíïõí ôï online êüóôïò.

Åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé ôï óõãêåêñéìÝíï äÝíäñï, éäùìÝíï ùò ìåôñéêüò œþñïò, ( 2 ⌊_N 2 ⌋ + 1 ) -ðñïóåããSSæåé ôï ðëÝãìá äéáóôÜóåùí N × N. Óõíåðþò, ï ðñïáíáöåñèåSSò íÝïò áëãüñéèìïò ðïõ ðñïêýðôåé ùò åðÝêôáóç ôïõ dc-tree óôï ðëÝãìá áðïäåéêíýåôáé ãåíéêÜ k ( 2 ⌊_N 2 ⌋ + 1 ) -áíôáãùíéóôéêüò.

Äõóôõœþò, ç ðáñáðÜíù ìÝèïäïò äåí ðáñÝœåé éäéáSSôåñç åõåëéîSSá óôçí êáôáóêåõÞ íÝùí áëãïñSSèìùí êáé ôá áðïôåëÝóìáôá, ùò ðñïò ôçí áíôáãùíéóôéêüôçôá, êÜèå Üëëï ðáñÜ èåáìáôéêÜ åSSíáé. Ãéá ôï ëüãï áõôü, ðñïœùñïýìå Ýíá âÞìá ðáñáðÝñá óôç ãåíéêüôåñç Ýííïéá ôùí ðéèáíïôéêþí åìâáðôSSóåùí (probabilistic embeddings).

Ïñéóìüò 4.19. ÿóôù M = (M, d) ìåôñéêüò œþñïò êáé N = ( M, d^{(x)} ) êëÜóç ìåôñéêþí œþñùí ïé ïðïSSïé ïñSSæïíôáé üëïé åðSS ôïõ óõíüëïõ óçìåSSùí M. Ç N λ-ðñïóåããSSæåé ðéèáíïôéêÜ ôïí M áí õðÜñœåé êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò D(x) åðSS ôçò N ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå u, v ∈ M:

1. d(u, v) ≤ d^{(x)}(u, v).

2. E_{D(x)} [ d^{(x)}(u, v) ] ≤ λ · d(u, v).

Êáô’ áíáëïãSSá ìå ôï Èåþñçìá 4.18 Ýœïõìå åýëïãá:

Èåþñçìá 4.20. ÿóôù M = (M, d) ìåôñéêüò œþñïò êáé N = ( M, d^{(x)} ) êëÜóç ìåôñéêþí œþñùí ïé ïðïSSïé ïñSSæïíôáé üëïé åðSS ôïõ óõíüëïõ óçìåSSùí M, þóôå ç N íá λ-ðñïóåããSSæåé ðéèáíïôéêÜ ôïí M. Áí ãéá ôï ðñüâëçìá ôùí k-åîõðçñåôçôþí óå êÜèå Ýíáí œþñï M̃ ∈ N õðÜñœåé c-áíôáãùíéóôéêüò áéôéïêñáôéêüò Þ randomized áëãüñéèìïò alg~_M, ôüôå õðÜñœåé randomized áëãüñéèìïò alg_M ãéá ôï SSäéï ðñüâëçìá óôïí M ðïõ åSSíáé cλ-áíôáãùíéóôéêüò åíáíôSSïí áäáþí áíôéðÜëùí.

Ï êáéíïýñéïò áëãüñéèìïò alg_M ëåéôïõñãåSS ùò åîÞò. Êáô’ áñœÜò, åðéëÝãåé Ýíáí ìåôñéêü œþñï M̃ ∈ N ìå ôõœáSSï ôñüðï, óýìöùíá ìå ôçí êáôáíïìÞ D(x) ãéá ôçí ïðïSSá ç N λ-ðñïóåããSSæåé ðéèáíïôéêÜ ôïí M. Êáôüðéí, åìâáðôSSæåé ôïí M óôïí M̃ êáé áðëÜ åöáñìüæåé ôïí áëãüñéèìï alg~_M.

ÐáñáôÞñçóç. Ôï ãåãïíüò üôé ï áíôSSðáëïò åSSíáé áäáÞò áðïôåëåSS èåìåëéþäç áðáSSôçóç ôïõ ðñïçãïýìåíïõ èåùñÞìáôïò, äéüôé ç áíáìåíüìåíç åðSSäïóç ôïõ alg_M åSSíáé åããõçìÝíç áí êáé ìüíï áí ï áíôSSðáëïò äåí ãíùñSSæåé ðïéï œþñï M̃ ∈ N åðéëÝãåé ï áëãüñéèìïò. Êáôáöáíþò, áí ï áíôSSðáëïò åSSíáé ðñïóáñìïóôéêüò, ôï Èåþñçìá 4.20 êáôáññÝåé.

ÐáñÜäåéãìá. ÓõíáíôÞóáìå Þäç ôïí randomized áëãüñéèìï circ óôçí Õðïåíüôçôá 4.1.3, ï ïðïSSïò êáôáóêåõÜæåôáé åìâáðôSSæïíôáò ðéèáíïôéêÜ ôçí ðåñéöÝñåéá êýêëïõ C óå ìéá óõãêåêñéìÝíç êëÜóç åõèõãñÜììùí ôìçìÜôùí L, õðåñáñéèìÞóéìùí ôï ðëÞèïò. ÌÜëéóôá, Ýœïíôáò êáôÜ íïõ ôïí Ïñéóìü 4.19, äéáðéóôþíïõìå üôé ç óœÝóç (4.3) áðïäåéêíýåé ðùò ç L 2-ðñïóåããSSæåé ðéèáíïôéêÜ ôçí C.

ĳðùò ðñïáíáöÝñáìå, ç ðñùôïðïñéáêÞ (êáé áäçìïóSSåõôç!) åñãáóSSá ôïõ Karp óôçí ïðïSSá ðáñïõóéÜæåôáé êáé áíáëýåôáé ï áëãüñéèìïò circ [Karp89] áðåôÝëåóå ôï Ýíáõóìá ãéá äéåîïäéêüôåñç ìåëÝôç ôùí ðéèáíïôéêþí åìâáðôSSóåùí êáé ôùí åöáñìïãþí ôïõò óå áëãïñéèìéêÜ ðñïâëÞìáôá. Åéäéêüôåñá, üóïí áöïñÜ ôçí ðåñéïœÞ ôùí Üìåóùí áëãïñSSèìùí, ãñÞãïñá ôï åíäéáöÝñïí ôùí åñåõíçôþí óôñÜöçêå óôçí áíáæÞôçóç êëÜóåùí áðü äåíäñéêïýò ìåôñéêïýò œþñïõò (tree metrics) ïé ïðïSSåò íá ðñïóåããSSæïõí ðéèáíïôéêÜ Ýíáí ïðïéïíäÞðïôå ìåôñéêü œþñï ìå ìéêñÞ ðáñáìüñöùóç. Ç ðñïôSSìçóç áõôÞ åSSíáé äéêáéïëïãçìÝíç, äéüôé ðïëëÜ ðñïâëÞìáôá óå äÝíäñá åðéäÝœïíôáé êïìøÝò êáé áðïôåëåóìáôéêÝò ëýóåéò { üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá åêåSSíï ôùí k-åîõðçñåôçôþí, ðïõ åðéëýåôáé áðü ôïí dc-tree.

ÿôóé ëïéðüí, ïé Alon, Karp, Peleg êáé West [AlKPW95] åîÝôáóáí ðéèáíïôéêÝò åìâáðôSSóåéò ãñáöçìÜôùí óå ðáñÜãïíôá äÝíäñá. Åê ôùí áðïôåëåóìÜôùí ôïõò óõíÜãåôáé üôé êÜèå ìåôñéêüò œþñïò M ( 2^O(^{√log n log log n}) ) -ðñïóåããSSæåôáé ðéèáíïôéêÜ áðü äåíäñéêïýò ìåôñéêïýò œþñïõò, üðïõ n ôï ðëÞèïò óçìåSSùí ôïõ M. Áñãüôåñá, ï Bartal âåëôSSùóå ôïí ðáñÜãïíôá ðñïóÝããéóçò, ðñþôá óå O ( log^2 n ) [Bar96] êáé åí óõíåœåSSá óå O(log n log log n) [Bar98]. Ãéá íá ôï êáôïñèþóåé áõôü, üñéóå ôçí ëåãüìåíç êëÜóç ôùí éåñáñœéêÜ êáëþò äéáœùñéóìÝíùí äÝíäñùí (hierarchically well-separated trees, HSTs). ÅðéðëÝïí, äéáðSSóôùóå üôé õðÜñœåé ìåôñéêüò œþñïò ï ïðïSSïò áí λ-ðñïóåããéóôåSS ðéèáíïôéêÜ áðü äåíäñéêïýò ìåôñéêïýò œþñïõò, ôüôå λ = Ω(log n) [Bar96].

Åí êáôáêëåSSäé, óçìåéþíïõìå üôé ðñïóöÜôùò ïé Fakcharoenphol, Rao êáé Talwar [FaRT03] áðÝäåéîáí üôé êÜèå ìåôñéêüò œþñïò O(log n)-ðñïóåããSSæåôáé áðü HSTs. ÄçëáäÞ, ëáìâÜíïíôáò õð’ üøç ôï áíùôÝñù êÜôù öñÜãìá ôïõ Bartal, åðÝôõœáí ôïí âÝëôéóôï ðáñÜãïíôá ðñïóÝããéóçò modulo ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ óôáèåñÜ.

ÂéâëéïãñáöéêÝò ÁíáöïñÝò

[AcCN96] Dimitris Achlioptas, Marek Chrobak, and John Noga. Competitive analysis of randomized paging algorithms. In Proceedings of the 4^{th} European Symposium on Algorithms, volume 1136 of Lecture Notes in Computer Science, pages 419{430. Springer-Verlag, 1996. (Journal version [AcCN00]).

[AcCN00] Dimitris Achlioptas, Marek Chrobak, and John Noga. Competitive analysis of randomized paging algorithms. Theoretical Computer Science, 234(1-2):203{218, 2000.

[AlKPW95] Noga Alon, Richard M. Karp, David Peleg, and Douglas B. West:. A graph-theoretic game and its application to the kserver problem. SIAM Journal of Computing, 24(1):78{100, 1995.

[AzBM93] Yossi Azar, Andrei Z. Broder, and Mark S. Manasse. Online choice of online algorithms. In Proceedings of the 4^{th} Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, pages 432{ 440, 1993.

[BaeYCR88] Ricardo A. Baeza-Yates, Joseph C. Culberson, and Gregory J. E. Rawlins. Searching in the plane. In Proceedings of the 1^{st} Scandinavian Workshop on Algorithm Theory, volume 318 of Lecture Notes in Computer Science, pages 176{189, 1988. (Journal version [BaeYCR93]).

[BaeYCR93] Ricardo A. Baeza-Yates, Joseph C. Culberson, and Gregory J. E. Rawlins. Searching in the plane. Information and Computation, 106(2):234{252, 1993.

[Bar94] Yair Bartal. A fast memoryless 2-server algorithm in Euclidean spaces. Unpublished manuscript, 1994.

[Bar96] Yair Bartal. Probabilistic approximations of metric spaces and its algorithmic applications. In Proceedings of the 37^{th}

Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages 184{193, 1996.

[Bar98] Yair Bartal. On approximating arbitrary metrices by tree metrics. In Proceedings of the 30^{th} Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 161{168, 1998.

[BarCL98] Yair Bartal, Marek Chrobak, and Lawrence L. Larmore. A randomized algorithm for two servers on the line. In Proceedings of the 6^{th} European Symposium on Algorithms, pages 247{258, 1998. (Journal version [BarCL00]).

[BarCL00] Yair Bartal, Marek Chrobak, and Lawrence L. Larmore. A randomized algorithm for two servers on the line. Information and Computation, 158(1):53{69, 2000.

[BarK00] Yair Bartal and Elias Koutsoupias. On the competitive ratio of the work function algorithm for the k-server problem. In Proceedings of the 17^{th} International Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science (STACS), pages 605{613, 2000.

[BeiCL99] Wolfgang W. Bein, Marek Chrobak, and Lawrence L. Larmore. The 3-server problem in the plane. In Proceedings of the 7^{th} European Symposium on Algorithms, pages 301{312, 1999. (Journal version [BeiCL02]).

[BeiCL02] Wolfgang W. Bein, Marek Chrobak, and Lawrence L. Larmore. The 3-server problem in the plane. Theoretical Computer Science, 289(1):335{354, 2002.

[BenDBK^+90] Shai Ben-David, Allan Borodin, Richard M. Karp, G«abor Tardos, and Avi Wigderson. On the power of randomization in on-line algorithms. In Proceedings of the 22^{nd} Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 379{386, 1990. (Journal version [BenDBK^+94]).

[BenDBK^+94] Shai Ben-David, Allan Borodin, Richard M. Karp, G«abor Tardos, and Avi Wigderson. On the power of randomization in on-line algorithms. Algorithmica, 11(1):2{14, 1994.

[BerGR93] Marshall W. Bern, Daniel H. Greene, and Arvind Ragunathan. Online algorithms for cache sharing. In Proceedings of the 25^{th} Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 422{430, 1993.

[BorEY98] Allan Borodin and Ran El-Yaniv. Online Computation and Competitive Analysis. Cambridge University Press, 1998.

[BorLS87] Allan Borodin, Nathan Linial, and Michael E. Saks. An optimal online algorithm for metrical task systems. In Proceedings of the 19^{th} Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 373{382, 1987. (Journal version [BorLS92]).

[BorLS92] Allan Borodin, Nathan Linial, and Michael E. Saks. An optimal online algorithm for metrical task systems. Journal of the ACM, 39:745{763, 1992.

[Bur93] William R. Burley. Traversing layered graphs using the work function algorithm. Technical Report CS93-319, Department of Computer Science and Engineering, University of California, San Diego, La Jolla, 1993. (Journal version [Bur96]).

[Bur96] William R. Burley. Traversing layered graphs using the work function algorithm. Journal of Algorithms, 20(3):479{511, 1996.

[CKPV90] Marek Chrobak, Howard J. Karlo¸, Thomas H. Payne, and Sundar Vishwanathan. New results on server problems. In Proceedings of the 1^{st} Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, pages 291{300, 1990. (Journal version [CKPV91]).

[CKPV91] Marek Chrobak, Howard J. Karlo¸, Thomas H. Payne, and Sundar Vishwanathan. New results on server problems. SIAM Journal on Discrete Mathematics, 4(2):172{181, 1991.

[CL91a] Marek Chrobak and Lawrence L. Larmore. On fast algorithms for two servers. Journal of Algorithms, 12:607{614, 1991.

[CL91b] Marek Chrobak and Lawrence L. Larmore. An optimal on-line algorithm for k-servers on trees. SIAM Journal on Computing, 20(1):144{148, 1991.

[CL92] Marek Chrobak and Lawrence L. Larmore. The server problem and online games. In Lyle A. McGeoch and Daniel D. Sleator, editors, On-Line Algorithms, volume 7 of DIMACS Series in Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science, pages 11{64, 1992.

[FaRT03] Jittat Fakcharoenphol, Satish Rao, and Kunal Talwar. A tight bound on approximating arbitrary metrics by tree metrics. In Proceedings of the 35^{th} Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 448{455, 2003.

[FiFK^+91] Amos Fiat, Dean P. Foster, Howard J. Karlo¸, Yuval Rabani, Yiftach Ravid, and Sundar Vishwanathan. Competitive algorithms for layered graph traversal. In Proceedings of the 32^{nd} Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages 288{297, 1991. (Journal version [FiFK^+98]).

[FiFK^+98] Amos Fiat, Dean P. Foster, Howard J. Karlo¸, Yuval Rabani, Yiftach Ravid, and Sundar Vishwanathan. Competitive algorithms for layered graph traversal. SIAM Journal of Computing, 28(2):447{462, 1998.

[FiKL^+88] Amos Fiat, Richard M. Karp, Michael Luby, Lyle A. Mc- Geoch, Daniel D. Sleator, and Neal E. Young. Competitive paging algorithms. Technical Report CMU-CS-88-196, Carnegie Mellon University, Pittsburgh, 1988. (Journal version [FiKL^+91]).

[FiKL^+91] Amos Fiat, Richard M. Karp, Michael Luby, Lyle A. Mc- Geoch, Daniel D. Sleator, and Neal E. Young. Competitive paging algorithms. Journal of Algorithms, 12(4):685{699, 1991.

[FiRR90] Amos Fiat, Yuval Rabani, and Yiftach Ravid. Competitive k-server algorithms. In Proceedings of the 31^{st} Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages 454{ 463, 1990.

[FiRRS94] Amos Fiat, Yuval Rabani, Yiftach Ravid, and Baruch Schieber. A deterministic O(k^3)-competitive k-server algorithm for the circle. Algorithmica, 11(6):572{578, 1994.

[FiW98] Amos Fiat and Gerhard J. Woeginger, editors. Online Algorithms: The State of the Art, volume 1442 of Lecture Notes in Computer Science. Springer-Verlag, 1998.

[GJ79] Michael R. Garey and David S. Johnson. Computers and Intractability. W. H. Freeman and Company, New York, 1979.

[Gra66] Ronald L. Graham. Bounds for certain multiprocessing anomalies. Bell System Technical Journal, 45:1563{1581, 1966.

[IK97] Sandy Irani and Anna R. Karlin. Online computation. In Dorit S. Hochbaum, editor, Approximation Algorithms for NP-hard Problems, chapter 13, pages 521{564. PWS Publishing Company, 1997.

[IR91] Sandy Irani and Ronitt Rubinfeld. A competitive 2-server algorithm. Information Processing Letters, 39(2):85{91, 1991.

[KalyP91] Bala Kalyanasundaram and Kirk Pruhs. Online weighted matching. In Proceedings of the 2^{nd} Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, 1991. (Journal version [KalyP93]).

[KalyP93] Bala Kalyanasundaram and Kirk Pruhs. Online weighted matching. Journal of Algorithms, 14:478{488, 1993.

[KarlMMO90] Anna R. Karlin, Mark S. Manasse, Lyle A. McGeoch, and Susan S. Owicki. Randomized competitive algorithms for nonuniform problems. In Proceedings of the 1^{st} Annual ACM- SIAM Symposium on Discrete Algorithms, pages 301{309, 1990. (Journal version [KarlMMO94]).

[KarlMMO94] Anna R. Karlin, Mark S. Manasse, Lyle A. McGeoch, and Susan S. Owicki. Randomized competitive algorithms for nonuniform problems. Algorithmica, 11(6):542{571, 1994.

[KarlMRS88] Anna R. Karlin, Mark S. Manasse, Larry Rudolph, and Daniel D. Sleator. Competitive snoopy caching. Algorithmica, 3(1):79{119, 1988.

[Karp89] Richard M. Karp. A 2k-competitive algorithm for the circle. Unpublished manuscript, 1989.

[KhulMV91] Samir Khuller, Stephen G. Mitchell, and Vijay V. Vazirani. On-line algorithms for weighted bipartite matching and stable marriages. In Proceedings of the 18^{th} International Colloquium on Automata, Languages, and Programming, volume 510 of Lecture Notes in Computer Science, pages 728{738. Springer- Verlag, 1991. (Journal version [KhulMV94]).

[KhulMV94] Samir Khuller, Stephen G. Mitchell, and Vijay V. Vazirani. Online algorithms for weighted bipartite matching and stable marriages. Theoretical Computer Science, 127(2):255{267, 1994.

[Klei94] Jon M. Kleinberg. A lower bound for two-server balancing algorithms. Information Processing Letters, 1994.

[KoutP94] Elias Koutsoupias and Christos H. Papadimitriou. On the k-server conjecture. In Proceedings of the 26^{th} Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 507{511, 1994. (Journal version [KoutP95]).

[KoutP95] Elias Koutsoupias and Christos H. Papadimitriou. On the k-server conjecture. Journal of the ACM, 42:971{983, 1995.

[KoutP96] Elias Koutsoupias and Christos H. Papadimitriou. The 2- evader problem. Information Processing Letters, 57:249{252, 1996.

[LR94] Carsten Lund and Nick Reingold. Linear programs for randomized online algorithms. In Proceedings of the 5^{th} Annual ACM-SIAM Symposium on Discrete Algorithms, pages 382{ 391, 1994.

[MMS88] Mark S. Manasse, Lyle A. McGeoch, and Daniel D. Sleator. Competitive algorithms for online problems. In Proceedings of the 20^{th} Annual ACM Symposium on Theory of Computing, pages 322{333, 1988. (Journal version [MMS90]).

[MMS90] Mark S. Manasse, Lyle A. McGeoch, and Daniel D. Sleator. Competitive algorithms for online problems. Journal of Algorithms, 11:208{230, 1990.

[PY89] Christos H. Papadimitriou and Mihalis Yannakakis. Shortest paths without a map. In Proceedings of the 16^{th} International Colloquium on Automata, Languages, and Programming, volume 372 of Lecture Notes in Computer Science, pages 610{ 620. Springer-Verlag, 1989. (Journal version [PY91]).

[PY91] Christos H. Papadimitriou and Mihalis Yannakakis. Shortest paths without a map. Theoretical Computer Science, 84:127{ 150, 1991.

[RS89] Prabhakar Raghavan and Marc Snir. Memory versus randomization in on-line algorithms. In Proceedings of the 16^{th} International Colloquium on Automata, Languages, and Programming, volume 372 of Lecture Notes in Computer Science, pages 687{703. Springer-Verlag, 1989.

[ST85a] Daniel D. Sleator and Richard E. Tarjan. Amortized e‹ciency of list update and paging rules. Communications of the ACM, 28(2):202{208, 1985.

[ST85b] Daniel D. Sleator and Richard E. Tarjan. Self-adjusting binary search trees. Journal of the ACM, 32:652{686, 1985.

[Tar83] Richard E. Tarjan. Data Structures and Network Algorithms. SIAM, Philadelphia, 1983.

[Tar85] Richard E. Tarjan. Amortized computational complexity. SIAM Journal on Algebraic and Discrete Methods, 6(2):306{ 318, 1985.

[Yao77] Andrew C. C. Yao. Probabilistic computations: Towards a uni˛ed measure of complexity. In Proceedings of the 18^{th} Annual IEEE Symposium on Foundations of Computer Science, pages 222{227, 1977.