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£ Y~h¤�^;<g]<Z �h}z;{<h�`<Z �_]^dYz�Z z^Y� _]^dYz�Z !~<h<` YV;¥d U [� [b [

¦§¨©ª«¬® ©̄ °~={|±¤d ² [ cd;¤d^z�~<=h<Z ijjk� } }~ Y³gh^�_ ~^d;�Z ±Yz^Y¥�^;<Z [ ´ µµ ª«¬®¶ ª·¶·ª¸·¹ [
c~^`<{}g};^Y _ ^d; Y`{^³a e ^~<Xaz}=V_ z^Y ± Y^d<�a ;_Z ~^{<gV^Z }{`^V |^Z e
}� <h<zha{<= a ;�a�^;<Z ^=;aZ e ` Y^ }�~<{Yz� Vz<~� [ U~ Y;{º~};^Y _ ^d^;g»~¤V_ e ^~<Xaz}=V_ z^Y ±Y^d<�a ` Y^ Vz<~� �_ z}{±<Vz<~ Yz� e }z~^Y±}=; YzaZ a
}{}=d_; YzaZ ³gV_Z e =~� ;_d ~{<¼~�X}V_ d^ ^d^³º{};^Y _ ~_`a ~{<ºh}=V_Z z^ Y
d^ ±Y^;_{}|;^ Y ;< ~^{�d �ad=�^ [ U{¤;a�^;^ ~<= ^³<{<gd ;_ ]{aV_ ;_Z }{`^»
V |^Z ` Y^ z}{±<Vz<~ Yz� Vz<~� ~{º~}Y d^ ^~}=Xgd<d;^Y ~{<Z ;<d V=``{^³º^ [
½ Y ^~�¾}YZ z^Y ;^ V=�~}{WV�^;^ ~<= ~}{Yº]<d;^Y V} ^=;� ;< º``{^³< }z³{W»¿<=d ;<d V=``{^³º^ z^Y ±}d ~{º~}Y d^ }{�_d}=X}| �; Y ^d; Y~{<V¤~}g<=d ; YZ
}~ |V_�}Z XºV}YZ ;<= UXdYz<g � };V�À Y<= b<h=;}]d}|<= [



vÁABOÂÃÂ
� ~^{<gV^ ±Y~h¤�^; Yza }{`^V |^ }V; YW¿}Y V;_d }{}=d_; Yza ~}{Y<]a
;¤d W�}V¤d Ä§Åµ«Å·Æ ^h`<{|X�¤d e ±_h^±a }z}|d¤d ~<= z^h<gd;^Y
d^ }~ YhgV<=d ºd^ ~{�Àh_�^ À}h; YV;<~<|_V_Z ±|]¤Z d^ º]<=d }z
;¤d ~{<;º{¤d `d¥V_ �h¤d ;¤d V]}; Yz¥d ±}±<�ºd¤d [
°;< ~{¥;< z}³Wh^ Y< <{|¿<d;^Y < Y À^V YzºZ ºdd<Y}Z ;_Z ^d;^`¤dYV; Y»zaZ ^dWh=V_Z e _ <~<|^ ^~<;}h}| ;< ~hº<d z<YdW ^~<±}z;� z{Y;a{Y<^�Y<h�`_V_Z ;_Z }~ |±<V_Z W�}V¤d ^h`<{|X�¤d [ ÇZ ~^{W±}Y`�^
}³^{�<`aZ ;¤d ~{<_`<=�ºd¤d e �}h};¥d;^Y ± Y}�<±YzW ±g< zh^V YzW§Åµ«Å· ~{<Àha�^;^ [
�< ±}g;}{< z}³Wh^Y< ~{^`�^;}g};^Y ;}]dYzºZ V]}±|^V_Z ^Y; Y<z{^»
; Yz¥d W�}V¤d ^h`<{|X�¤d [ �Wh YV;^ e º�³^V_ ±|d};^ Y V;< Vz}~; Y»
z� ~<= =~<z{g~;};^Y ~ |V¤ ^~� z^X}� |^ ;}]dYza e ;< <~< |< V=daX¤Z
±Y^;=~¥d};^Y ¤Z zW~<Y^ È^{]aÉ [ U~ Y~hº<d e }�};W¿<d;^Y < Y z={Y�»
;}{}Z �ºX<±<Y ^dWh=V_Z §Åµ«Å· ^h`<{|X�¤d e < Y <~<|}Z º]<=d ]{_»
V Y�<~<Y_X}| }={º¤Z V;_ V]}; Yza À YÀh Y<`{^³ |^ [
�< ;{|;< z}³Wh^Y< ^V]<h}|;^ Y �} ªÊÅ¹§Ë «Ì·¹ W�}V<=Z ^h`<{|X»
�<=Z e < Y <~<|< Y ~^{<=V YW¿<=d }�^Y{}; Yz� }d±Y^³º{<d ±Y�; Y _ ^d^»
�}d��}d_ }~ |±<Va ;<=Z ¤Z ~{<Z ;_d ^d;^`¤dYV; Yza ^dWh=V_ }|d^ Y
z^hg;}{_ }z}|d_Z ;¤d ^d; |V;<Y]¤d ^Y; Y<z{^; Yz¥d [
� ºh<Z e ;< ;º;^{;< z}³Wh^ Y< }V; YW¿}Y V;< ±YWV_�< ~{�Àh_�^ ;¤d
k»}�=~_{};_;¥d [ °=`z}z{Y�ºd^ e ~^{^; |X}d;^ Ye ^d^hg<d;^Y z^Y V=»`z{|d<d;^Y <{YV�ºd<Y ^~� ;<=Z ~ Y< `d¤V;<gZ ^h`<{|X�<=Z ~<=
º]<=d ~{<;^X}| ` Y^ ;< ~{�Àh_�^ ^=;� [ b }{Y`{W³};^Y }~ |V_Z _
`}dYz�;}{_ �ºX<±<Z z^;^Vz}=aZ dº¤d ;º;<Y¤d ^h`<{|X�¤d �ºV¤^Y; Y<z{^; Yz¥d z^Y Y± |¤Z ~ YX^d<; Yz¥d }�³=;}gV}¤d �};{ Yz¥d ]¥»
{¤d [

ÍSÎÁQGÏMOÁ QC QÐ Ñ W�}V<Y ^h`�{YX�<Y e ^d;^`¤dYV; Yza ^dWh=V_ e k»}�=~_{};_;ºZ e V}h Y±<~<|_V_ e ~ YX^d<; YzºZ }�³=;}gV}YZ



JÒÓÔÕÖ×Ô
Ø«¶ ¹«¨µ§Ë Ê ®·¶«¶ Ù§ ¯Ú¶·¶ §Å ®· ª·¶·Êª¯ Êª·Ê §Ù §Åµ«Å· Êµ¬§»ª«®Ë ¶ e « [· [ ®§¶· Êµ¬§ª«®Ë ¶ ®Ê® Êª· §Ûµ«¬·¹ ®§ ¶§µ¸· ÊÅ §¨®«»Ë «ÌÊ®«§Å ¨ª§Ûµ·Ë Ü «®§Ú® Ê¸«Å¬ ÙÚµµ Ý Þ ßàáßà âÅ§Ü µ·¹¬· §Ù ®·
«Å¨Ú® ¹Ê®Ê [
ãÅ ®· äª¶® ¯Ê¨®·ª e Ü· ¹·äÅ· ®· ÛÊ¶«¯ Å§®«§Å¶ §Ù ¯§Ë¨·®«®«¸·
ÊÅÊµ©¶«¶ e Ü«¯ «¶ ®· Ë§¶® ¶®ÊÅ¹Êª¹ ¯ª«®·ª«§Å Ù§ª ·¸ÊµÚÊ®«Å¬ ®·
¨ ·ªÙ§ªË ÊÅ¯· §Ù §Åµ«Å· Êµ¬§ª«®Ë ¶ [ ´ ¶ ÊÅ ·åÊË¨µ· e Ü· Ê¨¨µ© ®·
ÊÛ§¸· «Å Ê ®§ª§Ú¬ ¶®Ú¹© §Ù ®Ü§ ¯µÊ¶¶«¯ §Åµ«Å· ¨ª§Ûµ·Ë ¶ [
Ø· ¶·¯§Å¹ ¯Ê¨®·ª ¹·Êµ¶ Ü «® ¹·¶«¬Å ®·¯Å«æÚ·¶ Ù§ª ¹·®·ªË «Å»«¶®«¯ §Åµ«Å· Êµ¬§ª«®Ë ¶ [ ç§ª·§¸·ª e ¶¨ ·¯«Êµ ·Ë¨Ê¶«¶ «¶ ¬«¸·Å ®§
®· ªÊ®«§ÅÊµ· Û ·«Å¹ ·Ê¯ ®·¯Å«æÚ· e Ü«¯ «¶ Ú¶ÚÊµµ© ¶®Ê®·¹ Ê¶
Ê è¨ª«Å¯«¨ µ· [é êÅ ®§¨ §Ù ®Ê® e Ü· ¶Úª¸·© ®· Ë§¶® «Ë ¨§ª®ÊÅ®
Ë ·®§¹¶ Ù§ª ÊÅÊµ©Ì«Å¬ §Åµ«Å· Êµ¬§ª«®Ë ¶ e Ü«¯ Ê¸· Û··Å Ú¶·¹
·å®·Å¶«¸·µ© «Å ®· ª·µ·¸ÊÅ® Û«Ûµ«§¬ªÊ¨©[
ãÅ ®· ®«ª¹ ¯Ê¨®·ª e Ü· ®ÚªÅ §Úª Ê®®·Å®«§Å ®§ ªÊÅ¹§Ë «Ì·¹ §Åµ«Å·
Êµ¬§ª«®Ë ¶ [ Ø· µÊ®®·ª Êª· §Ù ¨Êª®«¯ÚµÊª «Å®·ª·¶® e Û ·¯ÊÚ¶· ®·«ª
·å¨ ·¯®·¹ ¨ ·ªÙ§ªË ÊÅ¯· ÚÅ¹·ª ¯§Ë¨·®«®«¸· ÊÅÊµ©¶«¶ «¶ Û ·®®·ª ®ÊÅ
®Ê® §Ù ¯§ªª·¶¨ §Å¹«Å¬ ¹·®·ªË «Å«¶®«¯ Êµ¬§ª«®Ë ¶ [
ëÊ¶® ÛÚ® Å§® µ·Ê¶® e ®· Ù§Úª® ¯Ê¨®·ª «¶ ¹·¸§®·¹ ®§ ®· ÙÊË§Ú¶
k»¶·ª¸·ª ¨ª§Ûµ·Ë [ ç§ª· ¶¨ ·¯«ä¯Êµµ©e Ü· ¨ª·¶·Å® e ÊÅÊµ©Ì· ÊÅ¹ ¯§Ë »¨Êª· ¶·¸·ªÊµ §Ù ®· Ü·µµ»âÅ§ÜÅ Êµ¬§ª«®Ë ¶ ®Ê® Ê¸· Û ··Å ¨ª§»¨ §¶·¹ Ù§ª ®«¶ ¨ª§Ûµ·Ë [ ãÅ Ê¹¹«®«§Å e Ü· ¹·¶¯ª«Û · ®· ¬·Å·ªÊµ
Ë ·®§¹ Ù§ª ¹·ª«¸ «Å¬ Å·Ü ¶Ú¯ Êµ¬§ª«®Ë ¶ ¸ «Ê ¹·®·ªË «Å«¶®«¯ ÊÅ¹
¨ª§ÛÊÛ«µ«¶®«¯ ·ËÛ·¹¹«Å¬¶ §Ù Ë ·®ª«¯ ¶¨Ê¯·¶ [

ì íîïðÕñÓ Ñ §Åµ«Å· Êµ¬§ª«®Ë ¶ e ¯§Ë¨·®«®«¸· ÊÅÊµ©¶«¶ e
k»¶·ª¸·ª e¨Ê¬«Å¬ e ¨ª§ÛÊÛ«µ«¶®«¯ ·ËÛ·¹¹«Å¬¶
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�[� �hh^ }d± Y^³º{<d;^ §Åµ«Å· ~{<Àha�^;^ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ ��
� >�ÁC BLüÂ ML Q JEÐO@üÂ J QK QFMALK QM�E ��	
�í JOýFAB��DE �

i [� � }]dYzºZ V]}± |^V_Z [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ i�
i [�[� �~h_V;< Y ^h`�{YX�<Y [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ i�
i [�[i U�YV<{{�~_V_ z�V;<=Z [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ iÿ
i [�[� cg�_V_ ;<= §� «Å· z�V;<=Z [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ i�
i [�[k °=d±=^V��Z §Åµ«Å· ^h`<{|X�¤d [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ �j
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k [i �{�~<Z h}Y;<={` |^Z ;<= 67829:: [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ �i
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DED F GHH+,I J+K LMNOMP I./+1 Q2(+K
� �}hº;_ ;¤d ^h`<{|X�¤d V=d±º};^Y z^;W z^d�d^ �} ;_d R }¤{|^ b<h=~h<z�»
;_;^Z [ b Y< V=`z}z{Y�ºd^ e ^d <=S }|d^ Y zW~<Y<Z ^h`�{YX�<Z }~ Yhg}Y ;< ~{�»Àh_�^ Π

e =~<Xº;<=�} �; Y ±|d};^ Y ºd^ <~< Y<±a~<;} V; Y`� Y�;=~< I ;<= Π z^Y
}�};W¿<=�} ~�V<=Z ~�{<=Z Ä]{�d<Z e ]¥{<Z z [^ [Æ ^~^Y;}| < <=S ` Y^ d^ À{}Y ;_
hgV_ e V=d^{;aV}Y ;<= �}`ºX<=Z ;_Z }YV�±<= e ±_h^±a ;<= V; Y`� Y<;g~<= [ T;V Y
�~<{<g�} d^ ^~<³^dX<g�} ^d < <=S }|d^ Y UVWXWYZ[ \]e ±_h^±a Èz^h�ZÉ e a ;<^d; |X};< [Ud;<g;<YZ e =~W{]<=d ~<hhW ~{^`�^;YzW ~{<Àha�^;^ V;^ <~<|^ _ }|V<±<Z
±}d }|d^ Y `d¤V;a V;< Vgd<h� ;_Z ;_ V;Y`�a ~<= < ^h`�{YX�<Z ^{]|¿}Y ;_d
}~ |h=V_ e ^hhW }d±}]<�ºd¤Z d^ ^~<z^h=³X}| V;^±Y^zW V;_ V=dº]}Y^ [ �<g;<
V=daX¤Z <³}|h};^ Y V} zW~<Y<d ^~� ;<=Z ~^{^zW;¤ h�`<=Z T

• � }|V<±<Z }�^{;W;^Y ^~� �}hh<d; YzW `}`<d�;^ e �~¤Z }|d^ Y ~ [] [ < Y ^=»
{ Y^dºZ ; Y�ºZ ;¤d ]{_�^; YV;_{Y^z¥d ±}|z;¥d [

• � }|V<±<Z }�^{;W;^Y ^~� <{YV�ºd}Z }dº{`}Y}Z ;<= |±Y<= ;<= ^h`<{|X�<= [^<`<= ]W{_ e z^X¥Z ºd^ {<�~�; }�}{}=dW W`d¤V;<=Z ]¥{<=Z ^~<z;W
dº}Z ~h_{<³<{|}Z e < Y <~<|}Z }~_{}W¿<=d ; YZ }~��}d}Z z YdaV}YZ ;<= [

°} ^�³�;}{}Z ; YZ ~}{Y~;¥V}YZ ±Y^~ YV;¥d<=�} �; Y < =~<h<` YV��Z }|d^ Y V=d=»³^V�ºd<Z �} ;_ ]{<dYza }�ºh Y�_ zW~<Y<= V=V;a�^;<Z ÄV;^ ~^{^±}|`�^;W �^Z e
;<= _ {_�^; YV;_{|<= a ;<= {<�~�;Æ ;< <~<|< ^d; Y±{W V} ±Y^±<]YzºZ �};^À<hºZ
;<= ~}{YÀWhh<d;�Z ;<= [ � ºÀ^Y^ e V;_d ~{¥;_ ~}{|~;¤V_ ;< }d h�`¤ ]^{^z;_{Y»
V; Yz� ^~<;}h}| }``}da Y±Y�;_;^ ;<= ~{<Àha�^;<Z e }d¥ V;_ ±}g;}{_ ~{<zg~;}Y
¤Z }~^z�h<=X< ;_Z ±Y^±Yz^V |^Z =~<h<` YV�<g z^X^=;aZ [�< z{|V Y�< ¿a;_�^ e h< Y~�d e }|d^ Y �; Y < ^h`�{YX�<Z z^h}|;^ Y d^ hWÀ}Y ^~<»
³WV}YZ =~� z^X}V;¥Z ^À}À^Y�;_;^Z e ^³<g `d¤{|¿}Y ��d< ;�a�^ ;_Z }YV�±<= e



û� ` �abc#�d ef g �h#ijik

;_ V; Y`�a ~<= ^`d<}| ~^d;}h¥Z l a ºV;¤ V} �}`Wh< À^X�� l ;< =~�h<Y~< [U~<�ºd¤Z e < Y ^~<³WV}YZ ^=;ºZ `}dYzW ±}d X^ }|d^ Y < Y z^hg;}{}Z ±=d^;ºZ e <~�»
;} ;< ��d< V;< <~< |< �~<{<g�} d^ }h~ |¿<=�} }|d^ Y d^ ~}{Y<{YV;}| �V< ` |d};^ Y
< ;}h Yz�Z ^d; |z;=~�Z ;<=Z V;_d }~ |±<V_ ;<= ^h`<{|X�<= [� } ;^ ~^{^~Wd¤ }~ Y]}Y{aV^�} d^ ^~<±¥V<=�} ±Y^ YVX_; YzW ; | V=dYV;W §Å»µ«Å· ~{�Àh_�^ e =~<h<` YV�� z^Y ^h`�{YX�< e ^d; |V;<Y]^ [ � ~}{Y`{^³a ±}d }|d^ Y
}�^d;h_; Yza z^Y <~¤V±a~<;} �] Y ^~�h=;^ V=`z}z{Y�ºd_ [ c~� ;_d Whh_ �}{YW e��¤Z e �º]{Y ;¥{^ ±}d º]<=d ±Y^;=~¤X}| ;=~ Yz<| <{YV�< | ` Y^ ;<=Z ~^{^~Wd¤�{<=Z e z={|¤Z ±Y�; Y z^hg~;<=d ºdd<Y}Z �} ~haX<Z ±Y^³<{}; Yz¥d ~^{^hh^`¥d~<= ±gVz<h^ z¤±Yz<~<Y<gd;^Y ^=V;_{W [½ Y �{<Y §� «Å· ~{�Àh_�^ e =~<h<` YV��Z z^Y ^h`�{YX�<Z e �~<{<gd d^ X}¤»
{_X<gd ¤Z <Y V=�~h_{¤�^; Yz<| ;¤d ~{<_`<=�ºd¤d [ � } Whh^ h�` Y^ e ]{_V Y»
�<~< Y<gd;^Y V} ~}{Y~;¥V}YZ ~<= _ }|V<±<Z ;<= ~{<Àha�^;<Z }|d^ Y }� <h<zha»
{<= z^X<{YV�ºd_ z^Y `d¤V;a a±_ ~{Yd ¿_;_X}| _ }~ |h=Va ;<= [ °;^ ~h^|V Y^;_Z R }¤{|^Z b<h=~h<z�;_;^Z e ;<g;< V=daX¤Z ^~<;}h}| V Y¤~_{a =~�X}V_ z^ Y
}~<�ºd¤Z < ~{<V±Y<{YV��Z è§� «Å·é z^X|V;^;^ Y ~}{Y;;�Z [ £ }d V=�À^ |d}Y ��¤Z
;< |±Y< V;_d ~^{<gV^ }{`^V |^ e �~<= �Wh YV;^ }|d^ Y }~ YX=�_;� d^ ±<X}| º�³^V_
V;_d ^d; Y~^{^À<ha §Åµ«Å· z^Y §� «Å· }dd<Y¥d [
>Â�Á BDüÂ I °;_d }hh_dYza À YÀh Y<`{^³ |^ ~{<;}|d};^ Y ;< }~ |X};< mn opW] ¤Z
}gV;<]_ �};W³{^V_ ;<= è§Åµ«Å·é [ £=V;=]¥Z e ±}d º]}Y ` |d}Y ;< |±Y< �} ;_ hº�_è§� «Å·é e <~�;} ~{<; Y�aX_z} d^ ` |d}Y ]{aV_ ;¤d ^``h Yz¥d �{¤d V} �h_ ;_d
ºz;^V_ ;_Z }{`^V |^Z [

qrqrq stuvwxtyzu y{| vt}~�z�
Td^ }gh<`< }{¥;_�^ ~<= ; |X};^ Y } |d^ Y ~¥Z X^ ^�Y<h<`aV<=�} ;_d }~ |±<V_ }d�Z§Åµ«Å· ^h`<{|X�<= [ °;< }�aZ h<Y~�d X^ ^V]<h_X<g�} ^~<zh}YV; YzW �} ~{<»Àha�^;^ À}h; YV;<~<|_V_Z e ;^ <~<|^ ~{<V³º{<=d ºd^ }``}dºZ �º;{< Vg`z{YV_Z
;_Z È~<Y�;_;^ZÉ ;¤d hgV}¤d ~<= ~^{W`}Y zWX} ^h`�{YX�<Z [ �^ ~{<Àha�^;^^=;W ]¤{|¿<d;^Y ^±{<�}{¥Z V} ±g< z^;_`<{|}Z T V;^ �}d V;�]<Z }|d^ Y _ }h^»
] YV;<~< |_V_ ;<= [ \pYW�] z^Y V;^ ±} _ �}` YV;<~< |_V_ ;<= [�� XW�]e �~<= ;^
�}`ºX_ ^=;W <{|¿<d;^Y ^d^h�`¤Z ;<= }zWV;<;} ~{<Àha�^;<Z [� ^dWh=V_ ;_Z ]}Y{�;}{_Z ~}{|~;¤V_Z e ~<= ^~<;}h}| z^d�d^ V;_ R }¤{|^b<h=~h<z�;_;^Z e }d ~{<z}Y�ºd¤ ³^|d};^ Y ^z^;Whh_h_ e ^³<g <~<Y^±a~<;} �_
;};{ Y��ºd_ ^~�³^V_ ~<= h^�ÀWd};^ Y �} �}{Yza `d¥V_ ;¤d ±}±<�ºd¤d }YV�±<=
�~<{}| d^ ^~<±}Y]X}| =~<»Àºh; YV;_ ` Y^ zW~<Y< V; Y`� Y�;=~< ;<= ~{<Àha�^;<Z [
°=d}~¥Z e ^~� ^=;a ;_d W~<¾_ �h< Y < Y §Åµ«Å· ^h`�{YX�<Y ` Y^ ;< |±Y< ~{�Àh_�^]^{^z;_{|¿<d;^Y }�|V<= Èz^z<|É [ � Y^ Whh_ ~{<Vº`` YV_ e ~<= ]{_V Y�<~< Y}|;^ Y
}={º¤Z V;_d ~{W�_ e } |d^ Y ^=;a ;_Z ^d^�}d��}d_Z Ä�ºV_ZÆ }~ |±<V_Z ;<= ^h»
`<{|X�<= ` Y^ � Y^ ~ YX^d<; Yza z^;^d<�a }~ | ;<= V=d�h<= ;¤d V;Y`� Y<;g~¤d [
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� ºÀ^Y^ e ` Y^ d^ X}¤{aV<=�} � Y^ z^;Whh_h_ ;º;<Y^ z^;^d<�a ~{º~}Y d^ º]<=�}^{z};ºZ ~h_{<³<{|}Z V]}; YzW �} ; YZ }YV�±<=Z ~<= X^ zh_X}| d^ }~}�}{`^V;}|
< ^h`�{YX�<Z [� | ` |d};^ Ye ��¤Z e ^d Xºh<=�} d^ ^~<³g`<=�} l a ±}d �~<{<g�} d^ zWd<=»
�} l <~<Y}V±a~<;} ;º;< Y}Z =~<XºV}YZ � � �ºX<±<Z ~<= º]}Y ~{<;^X}| } |d^ Y d^
V=`z{|d<=�} ;_d }~ |±<V_ ;<= §Åµ«Å· ^h`<{|X�<= V} Vg`z{YV_ �} ;_ Àºh; YV;_
hgV_ ` Y^ ;< V=`z}z{Y�ºd< V; Y`� Y�;=~< [ 0d¤{|¿<=�} �; Y ;º;< Y^ hgV_ À{|Vz}Y
< z^hg;}{<Z ±=d^;�Z §� «Å· ^h`�{YX�<Z ` Y^ ;< |±Y< ~{�Àh_�^ e W{^ < ;}h}=;^|»
<Z X^ ]{_V Y�<~<Y_X}| ¤Z �º;{< ^d^³<{WZ [ �~¤Z X^ ±<g�} V;_ V=dº]}Y^ ;_Z~^{<gV^Z }{`^V |^Z e �} ;<d ;{�~< ^=;� ^d^±}Yzdg};^Y _ ~<Y�;_;^ }d�Z §Åµ«Å·^h`<{|X�<= z^hg;}{^ ^~ � �; Y �} ;_d ^dWh=V_ ]}Y{�;}{_Z ~}{|~;¤V_Z [�^ ~{¥;^ ±}|`�^;^ }³^{�<`aZ ;_Z }d h�`¤ Y±º^Z }�³^d|¿<d;^Y a±_ ~{Yd kj~}{|~<= ]{�dY^ V} }{`^V |^ ;<= � ªÊÊË �� ªÊ��� [ ��¤Z e z^X<{YV; Yza ¥X_V_
V;_d �}hº;_ ;¤d §Åµ«Å· ^h`<{|X�¤d º±¤V^d ±g< �};^`}dºV;}{}Z ±_�<V Y}gV}YZ
;¤d � µ·Ê®§ª z^Y ØÊª� ÊÅ ��Ø �ÿÊ e �Ø �ÿÛ � e }z ;¤d <~<|¤d _ ~{¥;_ ^d^³º{};^ Y
V;^ ~{<Àha�^;^ }d_�º{¤V_Z h |V;^Z z^Y V}h Y±<~<|_V_Z �da�_Z ÄÀhº~} Ud�»
;_;^ �[�Æ e }d¥ _ ±}g;}{_ V} }�^{X{¤�ºd^ ±ºd±{^ Ä¶¨µÊ© ®ª··¶Æ [ ^ |`< ^{`�»
;}{^ e < Y � Êªµ«Å e çÊÅÊ¶¶· e �Ú¹§µ¨ z^Y � µ·Ê®§ª �� Êªµç����� }YVa`^`^d z^Y
z^XYº{¤V^d ;<d �{< U �YU���ZpYZ[ � U �m� �p� Ä�á Þ ¡¢à¢à£¡ Ý¤Ý ¥¦§ à§ Æ ` Y^ d^~}{Y`{W¾<=d ;_d ~{<^d^³}{X}|V^ �ºX<±< ^�Y<h�`_V_Z ^h`<{|X�¤d [½³}|h<=�} }±¥ d^ ;<d|V<=�} �; Y �<h<d�; Y _ ^d;^`¤dYV; Yza ^dWh=V_ V=d»
±º};^ Y W{{_z;^ �} ;^ §Åµ«Å· ~{<Àha�^;^ e À{|Vz}Y }³^{�<`a z^Y V} Whh}Z ~^»
{}�³}{}|Z ~}{Y<]ºZ e �~¤Z }|d^ Y < Y z^;^d}�_�ºd<Y ^h`�{YX�< Y[ !~}dX=� |¿<=»
�} �; Y < Y ;}h}=;^|< Y }z;}h<gd;^ Y V} ºd^ Vgd<h< ^~� =~<h<` YV; YzºZ �<dW±}Z e
V=d±}±}�ºd}Z V} ±|z;=< e �} ;^ ±}±<�ºd^ ;<= ~{<Àha�^;<Z d^ À{|Vz<d;^Y ±Y^»
Vz<{~ YV�ºd^ V} ^=;ºZ [ b^{ � �h< ~<= _ }~ Yz<Yd¤d|^ �};^�g ;¤d �<dW±¤d }|d^ Y
}³ Yz;a �ºV¤ ;<= ±Yz;g<= e V=]dW _ ~ha{_Z ^d;^hh^`a ~h_{<³<{Y¥d z{|d};^ Y^Vg�³<{_ a =~}{À<h YzW ]{<d<À�{^ [ ÇZ }z ;<g;<= e V} ~<hhºZ ~}{Y~;¥V}YZ
z^;^d}�_�ºd<Y ^h`�{YX�<Y =~<]{}<gd;^Y d^ ±¥V<=d hgV}YZ º]<d;^Z ��d< � Y^
�}{Yza }Yz�d^ ;_Z z^;WV;^V_Z ;<= �h<= V=V;a�^;<Z z^Y W{^ }|d^ Y =~<¾a³ Y< Y~{<Z ^d;^`¤dYV; Yza ^dWh=V_ [

 ^;�~ Yd ;¤d ^d¤;º{¤ e �~<{<g�} d^ ` |d<=�} ~ Y< V=`z}z{Y�ºd<Y ±|d<d;^Z
;<=Z ~{¥;<=Z <=V Y¥±}YZ <{ YV�<gZ e �} ÀWV_ ;<=Z <~<|<=Z X^ ~{<]¤{aV<=�}
V;_ �}hº;_ ;¤d §Åµ«Å· ^h`<{|X�¤d [
¨A Qü�NG ûIûI ©�U] á¤¥à¤¡ U� �\� ZªnW] <=S VW� oVZ� «oZ YW V� \¬ � �n U Π ªU���oYUZ c»^d;^`¤dYV; Yz�Z U � �ZU [mªo opWXW I Zp® «oZ¯

°±²³´µ¶·¸(I) ≤ c · °±²³´µ¹º»(I) + c0

[ � °¼½¾´µ¹º»(I) ≤ c · °¼½¾´µ¶·¸(I) + c0

]

,
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\VW� 452 W ¬ �� YZpYW] á¿ à¤¡ U� �\� ZªnW] �ZU YW Π [UZ c0
n � U� ��YZ[ � pYUÀªo�mÁ

b{<³^d¥Z X^ ^h_X}g}Y �; Y c ≥ 1
e ^d}�^{;a;¤Z ;<= ^d ;< ~{�Àh_�^ ^³<{W

}h^] YV;<~<|_V_ z�V;<=Z a �}` YV;<~< |_V_ zº{±<=Z [
¨A Qü�NG ûI� I Â h�`<Z ^d;^`¤dYV; Yz�;_;^Z Ä¯§Ë¨·®«®«¸· ªÊ®«§ Æ c

¶·¸ YW� á¤À¥à¤¡ U� �W� ªnW� <=S V� W[ «V YoZ �]¯
c
¶·¸

, inf {c | < <=S }|d^ Y c»^d;^`¤dYV; Yz�Z} .

vLALKÂAþüÁQG
�[ ½ Y ~^{^~Wd¤ <{YV�<| �<YW¿<=d ~<hg �} }z}|d<=Z ~<= ]{_V Y�<~<Y<gd;^Y
V;_ �}hº;_ ~{<V}`` YV; Yz¥d ^h`<{|X�¤d ` Y^ ÃÄ »±gVz<h^ ~{<Àha�^;^À}h; YV;<~<|_V_Z ÄÀhº~} ~ [] [ ��Å���Æ [ �<g;< ±}d }|d^ Y ;=]^ |< e ^³<g
z^;W � |^ ºdd< Y^ <Y §Åµ«Å· ^h`�{YX�<Y �~<{<gd �d;¤Z d^ X}¤{_X<gd ~{<»
V}`` YV; Yz<|[ �< ]^{^z;_{YV; Yz� ��¤Z ~<= ;<=Z z^XYV;W �_ Àºh; YV;<=Z
±}d }|d^ Y < Y ~}{ Y<{YV�<| V;_d ]{<dYza ~<h=~h<z�;_;^ e ^hhW _ ^À}À^Y�»
;_;^ ¤Z ~{<Z ;^ ±}±<�ºd^ ;_Z }YV�±<= [

i [ °;_d ~}{|~;¤V_ ~<= < <=S Yz^d<~<Y}| ;<d ½{YV�� �[� �} c0 = 0
e X^^~<z^h}|;^ Y U�pY��m cÀU �YU���ZpYZ[ \][

� [ ½ <=S X^ X}¤{}|;^ Y U �YU���ZpYZ[ \] ^d z^Y ��d< ^d < h�`<Z c
¶·¸ }|d^ Y^d}�W{;_;<Z ;<= �}`ºX<=Z ;<= V; Y`� Y<;g~<= [ cd; |X};^ e }~ Y;{º~};^ Y d^^~<;}h}| V=dW{;_V_ ±Y^³�{¤d ~^{^�º;{¤d ;<= ~{<Àha�^;<Z e < Y <~<|}Z

=~<; |X}d;^Y V;^X}{ºZ z^Y }� ^{]aZ `d¤V;ºZ [
k [ � ºh<Z e < ^h`�{YX�<Z ~<= }~ Y;=`]Wd}Y ;<d z^hg;}{< h�`< ^d;^`¤dYV; Y»
z�;_;^Z �};^�g �h¤d ;¤d §Åµ«Å· ^h`<{|X�¤d <Y <~< |< Y hgd<=d ;< |±Y<~{�Àh_�^ Π X^ <d<�W¿};^Y Zp® ��m U �YU���ZpYZ[ \][

DEÆ ÇÈ+ É.I*,ÉÊ LMNOMP Ë1+Ì.Í(IJI ÉI , Î
IHÊ.K*Í J+KÏ

cz<h<gX¤Z X^ ~^{<=V YWV<=�} z^ Y X^ }�};WV<=�} ±Y}�<±YzW ±g< ^~� ;^ ~hº<d~^h^YW z^Y `d¤V;W ~{<Àha�^;^ ;_Z ~}{Y<]aZ ;¤d §Åµ«Å· ^h`<{|X�¤d [ b^{W
;_ V]}; Yza ^~h�;_;^ ;_Z ±Y^;g~¤VaZ ;<=Z e _ ~ha{_Z ^dWh=Va ;<=Z ±}d }|d^ Y
;};{ Y��ºd_ Ä}Y± YzW ;<= ±}g;}{<= }� ^=;¥dÆ z^Y ^�Y<~<Y}| ; YZ ^³_{_�ºd}Z ºdd< Y}Z~<= <{|V^�} V;_d ~{<_`<g�}d_ }d�;_;^ [
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qrØ rq ÙÚ ÛÜÝÞ~�ßv àtÚ y{ ávz�â àãÚÛ~ yzßÚä z{ y
cZ =~<XºV<=�} �; Y º]<=�} }z±{W�}Y V} zW~<Y< ] Y<d<±{<� Yz� zºd;{< ` Y^ d^
zWd<=�} Vz Y[ � }d<Yz |^V_ ;<= ^~^{^ |;_;<= }�<~h YV�<g V;<Y] |¿}Y �j }={¥ ^dW
_�º{^ e }d¥ _ ^`<{W ;<= 30k }={¥ e �~<= k ≥ 2

[ � < }{¥;_�^ }|d^ Y e ³=V YzW T~< Y^ }~ Yh<`a �^Z V=�³º{}Y � cd `d¤{|¿^�} }z ;¤d ~{<;º{¤d ~�V}Z _�º{}Z X^
zWd<=�} Vz Ye ;�;} _ hgV_ X^ a;^d ~{<³^daZ [ Ud;<g;<YZ e ± YW³<{<Y ^V;WX�_;<Y~^{W`<d;}Z Äh [] [ z^Y{�ZÆ ±}d �^Z }~ Y;{º~<=d d^ ;< ~{<Àhº¾<=�} ^=;� }�^{]aZ [� d;^Z h |`< ^~^YV Y�±<�<Ye X}¤{<g�} �; Y zWX} ~{¤ | �~<{<g�} �} À}À^Y�;_;^
d^ �º{<=�} ^d X^ zWd<=�} a �] Y Vz Y ;_ ±}±<�ºd_ �º{^ e ^hhW ` Y^ ; YZ }~��}d}Z
±}d }|�^V;} z^X�h<= V |`<={<Y[ �<Y<=;<;{�~¤Z e z^h<g�^V;} d^ hgV<=�} ºd^§Åµ«Å· ~{�Àh_�^ [� Y^ V]}; YzW ^~ha V;{^;_` Yza X^ a;^d d^ d<Yz YWV<=�} ;<d }�<~h YV�� zWX}
�º{^ ~<= zWd<=�} Vz Y �º]{Y z^Y ;_d (k− 1)»<V;a z^Ye ^d �^Z ±<X}| _ }=z^Y{ |^d^ zWd<=�} Vz Y ºV;¤ z^ Y � Y^ ³<{W ^z��_ e d^ ;<d ^`<{WV<=�} [ Ugz<h^ ±Y^»~ YV;¥d<=�} �; Y ;< ]}Y{�;}{< }d±}]��}d< ~^{<=V YW¿};^Y �;^d zWd<=�} Vz Y }~ |^z{YÀ¥Z k _�º{}Z [ ��;} ~h_{¥d<=�} (2k − 1) · 30

^d; | ` Y^ 30k }={¥ e ±_h^±a
=³ YV;W�}X^ 2− 1

k
³<{ºZ �}`^hg;}{< z�V;<Z ^~� ;< }hW] YV;< ±=d^;� [Ud;<g;<YZ e X^ ±}|�<=�} �; Y < ~^{^~Wd¤ ;{�~<Z Vzº¾_Z }|d^ Y < z^hg;}{<Z

¤Z ~{<Z ;_ Vg`z{YV_ �} ;_d Ä^dº³ Yz;_Æ Àºh; YV;_ hgV_ ~<= X^ º± Yd} ºd^Z §� «Å·^h`�{YX�<Z º]<d;^Z ~ha{_ `d¥V_ ;<= �ºhh<d;<Z [ �¤ �d; Ye ^Z ^d^h<` YV;<g�}~< Y}Z Whh}Z }~ Yh<`ºZ º]<=�} T

• cd ^`<{WV<=�} ;<d }�<~h YV�� ^~� ;_d ~{¥;_ �º{^ ^hhW ±}d �^d^zW»d<=�} Vz Ye X^ º]<=�} ~h_{¥V}Y k ³<{ºZ ~}{YVV�;}{^ ]{a�^;^ [
• cd d<Yz YW¿<=�} zWX} �º{^ ;<d }�<~h YV�� z^Y zWd<=�} ~<hhºZ _�º{}ZVz Y e ;�;} ~ YX^d�d d^ �<±º¾<=�} ~<V� ~<hh^~hWV Y< ;_Z ; Y�aZ ^`<{WZ
;<= [

• cd ~}{Y�ºd<=�} ;_d j»<V;a �º{^ ~<= zWd<=�} Vz Y ` Y^ d^ ~{<]¤{aV<=�}V} ^`<{W Ä}d¥ �º]{Y ;�;} ^{z<g�^V;} V;_d }d<Yz |^V_Æ z^Y ^=;a ^~<±}Y»
]X}| _ ;}h}=;^|^ �º{^ e ~h_{¥d<=�} z�V;<Z 30(j − 1) + 30k }={¥ e }d¥
;< Y±^dYz� X^ a;^d min{30j, 30k} }={¥ [ ½ h�`<Z �};^�g ;¤d ±g< ^=;¥d~<V¥d }h^]YV;<~<Y}|;^ Y ` Y^ j = k

e <~�;} z^;^ha`<=�} V;_d ~{<^d^³}{»
X}|V^ V;{^;_` Yza [

°=�~}{^V�^;YzW e Vg�³¤d^ �} ;<=Z <{YV�<gZ ;_Z ~{<_`<g�}d_Z }d�;_;^Z eº]<=�} À{}Y ºd^d §Åµ«Å· ^h`�{YX�< ~<= }|d^ Y ^=V;_{W (2− 1
k

)»^d;^`¤dYV; Yz�Z
z^ Y }~ Y~{<VXº;¤Z YV]={W ^d;^`¤dYV; Yz�Z [

c~� ;^ ~^{^~Wd¤ ±Y^³^|d};^ Y � Y^ `}dYz�;}{_ ^{]a e _ }~<d<�^¿��}d_ U�® �YW� p[ Z Ä§å à Þ ßà¤�àÞ ¥¡Æ [ � <h<d�; Y X^ �~<{<gV^�} ^³}h¥Z d^ YV]={YV;<g�}
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X X X23X 41 BO

°]a�^ �[�T cd^¿_;¥d;^Z ;_ `º³={^

�; Y }|d^ Y z^ha Y±º^ d^ h^�ÀWd}Y z^d}|Z ;_d ^~�³^V_ _ <~<|^ V=d}~W`};^Y ;<
}hW] YV;< À{^]=~{�X}V�< z�V;<Z V;_d }zWV;<;} ~}{|~;¤V_ e ºd^Z §Åµ«Å· ^h»
`�{YX�<Z ±}d ~{º~}Y d^ h}Y;<={`}| ;�V< z<d;�³X^h�^ [ b{W`�^; Ye }z;}h¥d;^Z
zW~<Y^ V; Y`�a � Y^ ~{W�_ �} =¾_h� z�V;<Z }d±º]};^ Y d^ }�<Yz<d<�aV<=�} ~<»
hg ~}{YVV�;}{^ V;< �ºhh<d [ ½=VY^V; YzW e _ ^{]a ;<= Vz Y ~{}VÀ}g}Y �; Y W~^� <^h`�{YX�<Z º]}Y ]{}¤X}| ^{z};� z�V;<Z ¤Z V=dº~}Y^ ~<hh¥d V]}; YzW È³X_d¥»
dÉ ~{W�}¤d e ;�;} }|d^ Y h<` Yz� d^ ~{<]¤{aV}Y V} � Y^ ~ Y< È^z{YÀaÉ }dº{`}Y^ e _
<~< |^ �~<{}| d^ ^~<VÀ}VX}| ^~� ;< V=d<h Yz� z�V;<Z ;¤d =~<h<|~¤d ~{W�}¤d [

qrØ rØ ÙÚ ÛÜÝÞ~�ßv u�â wçè�Üvâ
TV;¤ �; Y À{YVz��^V;} V;_d �]X_ }d�Z ~<;^�<g e _ <~<|^ }|d^ Y }=X}|^ [ 0d¤{|»¿<=�} �; Y V} zW~< Y< V_�}|< ;_Z �]X_Z =~W{]}Y � Y^ `º³={^ e ��¤Z ±}d �º{<=�}~�V< ^~º]}Y ^~� ;_d ;¤{Yda �^Z XºV_ e <g;} ~{<Z ~<Y^ z^;}gX=dV_ ~{º~}Y d^
z Yd_X<g�} ` Y^ d^ ;_ À{<g�} [ �< ¿_;<g�}d< }|d^ Y d^ }d;<~ |V<=�} ;_ `º³={^ e
}h^] YV;<~<Y¥d;^Z ;_d ±Y^±{<�a ~<= ±Y^dg<=�} ^d^¿_;¥d;^Z ;_d [�< ~{�Àh_�^ ~<= ±Y^;=~¥V^�} ~^{^~Wd¤ ^d^³º{};^Y V;_ À YÀh Y<`{^³ |^ ¤ZV� \¬ � �n U Y�] ��é��U] ê Äëßàìí ¡ Þ ßáë¥¡  Æ [ R }¤{}|;^ Y §Åµ«Å· ~{�Àh_�^ ±Y�; Y <
]W{;_Z ;_Z �]X_Z ;<= ~<;^�<g l ~<= ^~<;}h}| z^; � <=V |^d ;_d }|V<±< l �^Z^~<z^hg~;};^Y V;^±Y^zW z^X¥Z ;_d }�}{}=d<g�} [U |d^ Y ³^d}{� �; Y e �} �~<Y<d ;{�~< z^ Y ^d ¾W�<=�} ` Y^ ;_ `º³={^ e `}d YzW
X^ ]{}Y^V;}| d^ ±Y^;{º�<=�} ± Y^±{<�a �}`^hg;}{_ ^~� ;_d ^~�V;^V_ �};^»
�g ;_Z `º³={^Z z^Y ;_Z ^{] YzaZ �^Z XºV_Z [ U Y±Yz�;}{^ e ±}d }|d^ Y h<` Yz� d^
z Yd<g�^V;} }~ � W~}Y{<d ~{<Z � |^ ��d< z^;}gX=dV_ e ± Y�; Y ;�;} =~W{]}Y V_�^»
d; Yza ~ YX^d�;_;^ d^ �_ À{<g�} ~<;º ;_ `º³={^ [ �{^ e z^;W ± Y^V;a�^;^ X^~{º~}Y d^ zWd<=�} �};^À<ha e d^ }~ YV;{º³<=�} V;< V_�}|< }zz |d_V_Z z^Y d^
V=d}] |¿<=�} ~{<Z ;_d ^d; |X};_ z^;}gX=dV_ e �~¤Z ³^|d};^ Y V;< °]a�^ �[�[U~<�ºd¤Z e _ }h^] YV;<~< |_V_ ;_Z V=d<h YzaZ ±Y^±{<�aZ ^dW`};^Y V;_d z^»

îïð ñòóô õðõö÷ø÷õ ù úõ ù ûô üýþÿ � �� � ��� �����	�� 
�� � ������ � � ò÷� �ð� ñ� � ùõ ��û�õ���ø�õ õöõ�ó÷ø úøð� ù� øö� ù��õ ò� �öõö �õú � ! ø"÷ó � #ò÷� öõ ð� øò� ù ò÷óö ø��ó ð��$ ø �%ð�$ & ñòú�÷õ ù �öõ úõ÷õð øò ùö� � ù&ø� ù '
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;Whh_h_ }~ Yh<`a ;¤d V_�}|¤d Xi

[ U~ | ~^{^±}|`�^; Ye ºV;¤ Xi
;º;< Y^ ¥V;}

−−→
OX2i−1 = −−−→OX2i

z^Y |OX2i| = i
e �~<= O ;< V_�}|< }zz |d_VaZ �^Z [ cd

_ `º³={^ À{|Vz};^Y V;< B
e �};^�g ;¤d V_�}|¤d X2k

z^Y X2k+2
Ä` Y^ zW~<Y<

k ∈ N
∗Æ e ±_h^±a k < |OB| ≤ k + 1

e ;�;} ;< �az<Z ;_Z ±Y^±{<�aZ ~<= ~{º~}Y
d^ ±Y^dgV<=�} YV<g;^Y �} T

D = |OX1|+ |X1X2|+ · · ·+ |X2k−1X2k|+ |X2kX2k+1|+ |X2k+1B| =
= 1 + 2 + · · ·+ 2k + (2k + 1) + (k + 1 + |OB|) =

= 2k(k + 1) + 1 + |OB| ≈
≈ 2|OB|2 .

cdWh<`< ^~<;ºh}V�^ ~{<zg~;}Y z^Y V} zWX} Whh_ ~}{|~;¤V_ [ °=d}~¥Z e �};_ �ºX<±< ^=;a _ ±Y^±{<�a ~<= ±Y^;{º]<=�} ^d^¿_;¥d;^Z ;_ `º³={^ }|d^ Y~}{|~<= |V_ �} ;< ±Y~hWV Y< ;<= ;};{^`¥d<= ;_Z ^~�V;^V_Z ;_Z `º³={^Z ^~�
;_d ^{] Yza �^Z XºV_ [ � ;};{^`¤dYza ^=;a }�W{;_V_ z^XYV;W ;<d ~^{^~Wd¤^h`�{YX�< �] Y Y± Y^ |;}{^ Yz^d<~<Y_; Yz� [U=;=]¥Z e �~¤Z X^ ±<g�} e =~W{]}Y ;{�~<Z d^ À{<g�} ;_ `º³={^ <g;¤Z ¥V;}
_ ±Y^±{<�a D d^ �_d =~}{À^|d}Y ºd^ V;^X}{� ~<hh^~hWV Y< ;_Z ^~�V;^V_Z
|OB| [ °=`z}z{Y�ºd^ e }~ Yhº`<=�} ;^ V_�}|^ Xi

º;V Y ¥V;} |OXi| = 2i−1 [ cd
B ∈ XkXk+2

e
k ∈ N

∗ e ;�;} T

D = |OX1|+ |X1X2|+ · · ·+ |Xk−1Xk|+ |XkXk+1|+ |Xk+1B| =
= 1 + 3 + · · ·+ 3 · 2k−1 + 3 · 2k + (2k+1 + |OB|) =

= 2k+3 − 2 + |OB| ≤
≤ 9 · |OB| − 2 ,

^³<g 2k < |OB| ≤ 2k+2 [ � ~^{^~Wd¤ V]ºV_ ±}d YV]g}Y �;^d _ `º³={^À{|Vz};^Y ^dW�}V^ V;< V_�}|< }zz |d_V_Z O z^Y } |;} ;< X1
}|;} ;< X2

[ °;_d~{¥;_ ~}{|~;¤V_ D = |OB| e }d¥ V;_ ±}g;}{_ D = 2 + |OB| [ �{^ `}dYzW
º]<=�} T

D ≤ 9 · |OB|+ 2 . Ä�[�Æ
U~<�ºd¤Z e < ^h`�{YX�<Z ~<= ~}{Y`{W¾^�} }|d^ Y �»^d;^`¤dYV; Yz�Z e ^³<g _Àºh; YV;_ §� «Å· hgV_ ±}d }|d^ Y Whh_ ^~� ;< d^ z^hg¾<=�} ^~�V;^V_ |OB|~{<Z ;_d z^;}gX=dV_ ;_Z `º³={^Z ¥V;} d^ ³XWV<=�} V} ^=;a [

°;_ V=dº]}Y^ ^~<±}Yzdg<=�} �; Y ±}d =~W{]}Y §Åµ«Å· ^h`�{YX�<Z �} h�`<^d;^`¤dYV; Yz�;_;^Z � Yz{�;}{< ^~� � [  ^; � ^{]WZ e ~^{^;_{<g�} �; Y < Y ]}Y»
{�;}{}Z ~}{Y~;¥V}YZ ` Y^ <~<Y<d±a~<;} ;º;< Y< ^h`�{YX�< }�³^d|¿<d;^Y �;^d
_ `º³={^ À{|Vz};^Y V} � Y^ ^~}Y{<}hW] YV;_ ^~�V;^V_ ε

^~� zW~<Y< V_�}|<
Xk

z^Y ~{<Z ;_d z^;}gX=dV_ ~<= ^~<�^z{gd};^Y ^~� ;< O
[ � �;} e Xº;<d;^Z
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|OXi| = xi
º]<=�} T

D

|OB| =
|OX1|+ |X1X2|+ · · ·+ |XkXk+1|+ |Xk+1B|

|OB| =

=
x1 + (x1 + x2) + · · ·+ (xk + xk+1) + (xk+1 + xk + ε)

xk + ε
→

→ 2x1 + 2x2 + · · ·+ 2xk+1 + xk

xk

,

z^X¥Z ε→ 0
[ b{º~}Y h< Y~�d d^ }h^] YV;<~< YaV<=�} ;_d

f(x1, x2, . . . , xi, . . . ) , sup
n≥1

{

1 + 2

∑n+1
i=1 xi

xn

}

. Ä�[iÆ

0 Y^ ;< Vz<~� ^=;� e =~<Xº;<=�} �; Y 0 < x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xi ≤ · · · ]¤{|ZÀhWÀ_ ;_Z `}dYz�;_;^Z [ R^ ±}|�<=�} h<Y~�d �; Y =~W{]<=d x′
1, x

′
2, . . . , x

′
i, . . .;º;< Y^ ¥V;} f(x1, x2, . . . , xi, . . . ) ≥ f(x′

1, x
′
2, . . . , x

′
i, . . . )

z^ Y }~ |V_Z

c∗ =
x′

1 + x′
2

x′
1

=
x′

1 + x′
2 + x′

3

x′
2

= · · · = x′
1 + x′

2 + · · ·+ x′
i+1

x′
i

= · · · , Ä�[�Æ
` Y^ zW~<Y< c∗ > 0

[
R }¤{<g�} ;_d ~^{^zW;¤ W~}Y{_ <Yz<`ºd}Y^ �};^V]_�^; YV�¥d T

x̂1 = x1 + ε1 x̂1 = x1(1 + ε2) x̂1 = x1(1 + εi)
x̂2 = x2 − ε1 x̂2 = x2(1 + ε2) x̂2 = x2(1 + εi)

x̂3 = x3 − ε2(x1 + x2) · · ·
[[[ · · ·

x̂i−1 = xi−1(1 + εi)

x̂i = xi − εi

(
∑i−1

k=1 xk

)

c~� ;<=Z �{<=Z �};^�g ;¤d <~<|¤d h^�ÀWd<=�} ;< ¶Ú¨ª·ËÚË V;_ V]ºV_
Ä�[iÆe < ~{¥;<Z �};^V]_�^; YV��Z }~_{}W¿}Y ��d< ;<=Z ±g< ~<= ~{<zg~;<=d
` Y^ n = 1 z^Y n = 2

[ � Wh YV;^ e ^dWh<`^ �} ;< ~{�V_�< ;<= ε1
e < ºd^Z �{<Z

X^ ^=�_X}| z^Y < Whh<Z X^ �}Y¤X}|[ cd; |V;<Y]^ e < ±}g;}{<Z �};^V]_�^; YV��Z
�};^ÀWhh}Y ��d< ;<=Z �{<=Z ` Y^ n = 2 z^Y n = 3 z [< [z [ T;V Ye �} z^;Whh_h_
}³^{�<`a ;¤d ~^{^~Wd¤ �};^V]_�^; YV�¥d �~<{<g�} d^ }�YV¥V<=�} �h<=Z
;<=Z ~{<^d^³}{Xºd;}Z �{<=Z e ±_h^±a d^ Yz^d<~<Y} |;^ Y _ Ä�[�Æ e ]¤{|Z d^ ^=�_X}|
;< ¶Ú¨ª·ËÚË ;<=Z [U~ Y~hº<d e Xº;<=�} Sn =

∑n
i=1 x′

i
z^Y S0 = 0

[ b {<³^d¥Z _ ^z<h<=X|^ Sn}|d^ Y `d_V |¤Z ^g�<=V^ [ b^{^;_{<g�} ^z��_ �; Y Si+1 = c∗(Si− Si−1)
[ 0 Y^ d^

}~ YhgV<=�} ;_d ^d^±{<� Yza ^=;a V]ºV_ À{|Vz<=�} ;_ ]^{^z;_{YV; Yza }�|V¤Va
;_Z e ~<= }|d^ Y _ x2 − c∗x + c∗ = 0 z^ Y º]}Y ± Y^z{|d<=V^ ∆ = (c∗)2 − 4c∗

[ cd
_ ±Y^z{|d<=V^ }|d^ Y ^{d_; Yza e ±_h^±a <Y hgV}YZ ;_Z }�|V¤V_Z }|d^ Y � Y`^±YzºZ e
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;�;} _ ^z<h<=X|^ Sn
X^ ~{<zg¾}Y ;^h^d;}=��}d_ e h^�ÀWd<d;^Z X}; YzºZ z^Y^{d_; YzºZ ; Y�ºZ [ �;<~< e ^³<g Sn

`d_V |¤Z �<d�;<d_ [ °=d}~¥Z T

∆ ≥ 0 ⇐⇒ c∗(c∗ − 4) ≥ 0 ⇐⇒
(
c∗ ≥ 4 a c∗ ≤ 0

)
,

<~�;} e ^³<g c∗ X}; Yz�Z e X^ º]<=�} c∗ ≥ 4 z^Y ;}h YzW T

f(x1, x2, . . . , xi, . . . ) ≥ 1 + 2c∗ ≥ 9 .

°=�~}{^|d<=�} h<Y~�d �; Y < ^h`�{YX�<Z ~<= ^d^³º{^�} ~{<_`<=�ºd¤Z }|»d^ Y YV]={W ^d;^`¤dYV; Yz�Z [

DE+ '..I )H, ,I-G1+HJI LMNOMP Ë1+Ì.Í(IJI
�^ ~hº<d ]^{^z;_{ YV; YzW §Åµ«Å· ~{<Àha�^;^ }|d^ Y }z}|d^ V;^ <~<|^ _ }|V<±<Z
�~<{}| d^ ^d^~^{^V;^X}| ¤Z � Y^ ]{<dYza ^z<h<=X|^ `}`<d�;¤d σ = r1, r2, . . .

e
z^Xºd^ }z ;¤d <~<|¤d ^~^Y;}| zW~<Y^ W�}V_ }dº{`}Y^ [ b º{^d ;<= ~{<Àha�^;<Z
}d<Yz |^V_Z }�<~hYV�<g Vz Y ÄÀhº~} !~<}d�;_;^ �[i [�Æ e ~^{^zW;¤ X^ ^d^³º{<=»
�} V=d<~; YzW �}{YzW ^z��_ `d¤V;W ~{<Àha�^;^ ;º;< Y^Z �<{³aZ [ �Wh YV;^ e
;^ V_�^d; Yz�;}{^ ^~� ^=;W X^ }�};^V;<gd }z;}d¥Z V} }~��}d^ z}³Wh^Y^ [

PEÂ�SADüÂ Í BüKLG ./ 
ÓÔ 01ñÖÔí 2
�Y^ V=]dW ]{_V Y�<~<Y<g�}d_ ±<�a ±}±<�ºd¤d }|d^ Y _ ^~ha V=d±}±}�ºd_ h |»
V;^ e ~<= º]}Y ¤Z zg{Y< ]^{^z;_{YV; Yz� ;_ `{^�� Yza ~{�VÀ^V_ V;^ ±}±<�ºd^ [£_h^±a e ` Y^ d^ ~{<V~}hWV<=�} ;< i»<V;� V;< Y]}|< ;_Z X^ ~{º~}Y d^ ~}{WV<=�}^~� �h^ ;^ ~{<_`<g�}d^ e W{^ �~<{<g�} d^ X}¤{aV<=�} �; Y _ }dº{`}Y^ ^=;a
º]}Y z�V;<Z i

[ b {<³^d¥Z e _ }YV^`¤`a a _ ±Y^`{^³a }d�Z V;< Y]}|<= ^~� ;_
h|V;^ }~ |V_Z º]<=d z�V;<Z ^dWh<`< ;_Z XºV_Z ^=;<g [c Z =~<XºV<=�} }~ Y~hº<d �; Y ^³<g ~{<V~}h^V;}| zW~<Y< V;<Y]}|< }~ Y;{º~}»
;^ Y d^ �};^z Yd_X}| <~<=±a~<;} ~h_V YºV;}{^ V;_d ^{]a ;_Z h |V;^Z �} ^�}h_;º<
z�V;<Z3 [ T;V Ye _ ~{�VÀ^V_ V;< V=`z}z{Y�ºd< V;<Y]}|< z^X|V;^;^Y È³X_d�»
;}{_É e }d¥ ;< ^d; |X};< V=�À^|d}Y ` Y^ }z}|d^ ;^ V;< Y]}|^ ~<= �};^;<~ |¿<d;^Y
z^;W � Y^ XºV_ ~ Y< ~ |V¤ }�^Y; |^Z ;_Z h}Y;<={` |^Z ^=;aZ [TV;¤ h<Y~�d �; Y < Y ^ Y;aV}YZ ~{<V~ºh^V_Z V;_ h |V;^ V]_�^; |¿<=d ;_ ]{<dY»
za ^z<h<=X|^ σ

[ � ^~�³^V_ ` Y^ ;< ^d ºd^ V;< Y]}|< ~<= ��h YZ ~{<V~}hWV;_z}
V=�³º{}Y d^ �};^z Yd_X}| ~{º~}Y d^ h_³X}| ]¤{|Z `d¥V_ ;¤d �}hh<d; Yz¥d ^Y»
;aV}¤d e W{^ ^d; Y�};¤~ |¿<=�} ºd^ §Åµ«Å· ~{�Àh_�^ [

45 �ö �%�û $ð%6�òó �7õ ÷ø÷õù úõ ù õð% ÷�ö ÷ %ð� $��ð� ñóòóô ÷óô � ñò÷õô ' ï �# ðõ �$8òùø��$�� � ùõ ò"�÷ ùúø õð��$ò÷�$��öó ð � ñð÷ûòó '
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�;2
 }d;{Yz� ¿a;_�^ V;_d ~}{ Y<]a ;_Z c{] Y;}z;<d YzaZ !~<h<` YV;¥d }|d^ Y _ ±Y^»
]}|{ YV_ ;_Z h^dXWd<=V^Z Ä¯Ê¯·Æ �da�_Z e �~¤Z ^d; |V;<Y]^ V;< ~}±|< ;¤d ^ }Y»
;<={` Yz¥d °=V;_�W;¤d }|d^ Y _ h}Y;<={` |^ ;_Z }Yz<dYzaZ Ä¸«ª®ÚÊµÆ �da�_Z e ^~ ��~<= ~{<º{]};^Y z^Y < �{<Z po� ZXWVW�p�[ ½=V Y^V; YzW e ;< ~{�Àh_�^ }|d^ Y ;<
|±Y< z^Y V; YZ ±g< ~}{Y~;¥V}YZ T ± Y^Xº;<=�} � Y^ È^{`aÉ �da�_ �}`Wh_Z ]¤{_»
; Yz�;_;^Z z^Y � Y^ � Yz{�;}{_ È`{a`<{_É �da�_< [ � ±}g;}{_ ]{_V Y�<~< Y}|;^ Y
` Y^ ~{<V¤{Yda ^~<Xaz}=V_ }d�Z ~}{Y<{YV�ºd<= �º{<=Z ;¤d ~}{Y}]<�ºd¤d ;_Z~{¥;_Z e ¥V;} d^ �~<{<g�} d^ º]<=�} ;^]}|^ ~{�VÀ^V_ V} ^=;W [TV;¤ h<Y~�d �; Y _ ^{`a �da�_ ±Y^Xº;}Y n XºV}YZ ^~<Xaz}=V_Z ÄV;_ À YÀh Y<»
`{^³ |^ ^d^³º{<d;^Y ¤Z po� Xo] Æ z^Y _ `{a`<{_ �da�_ ��d< k < n ;º;< Y}Z e^hh Y¥Z ;< ~{�Àh_�^ z^X|V;^;^Y ;};{Y��ºd< [ R }¤{<g�} �; Y h^�ÀWd<=�} � Y^
]{<dYza ^z<h<=X|^ σ

^~� ^Y;aV}YZ ~{<V~ºh^V_Z V} V}h |±}Z ;_Z ^{`aZ �da�_Z [cd ;^ ~}{Y}]��}d^ � Y^Z V}h |±^Z ~<= ¿_;}|;^ Y =~W{]<=d }z}|d_ ;_ V; Y`�a
V;_d `{a`<{_ �da�_ e _ ^d; |V;<Y]_ ^|;_V_ Yz^d<~<Y}|;^ Y ]¤{|Z d^ =~<V;<g�}
z�V;<Z [ °} ^d; |X};_ ~}{|~;¤V_ e ~{º~}Y d^ }z;}h}V;}| ^dW`d¤V_ ;_Z V}h |±^Z^~� ;_d ^{`a �da�_ e �} �<d^±Y^ |< z�V;<Z [ �^ ��h YZ ^d^z;_Xºd;^ ±}±<�ºd^
�};^³º{<d;^Y V;_ `{a`<{_ �da�_ e ¥V;} d^ }|d^ Y ± Y^XºV Y�^ ` Y^ �}hh<d; Yza^d^³<{W [ cd =~W{]}Y }h}gX}{<Z ]¥{<Z }z}|e º]}Y z^h¥Z [ U Y±Whh¤Z e X^ ~{º~}Y~{¥;^ d^ ;<d ±_� Y<={`aV<=�} e ^~<�^z{gd<d;^Z zW~< Y^ a±_ ^~<X_z}=�ºd_
V}h |±^ [� }~ Yh<`a ;_Z V}h |±^Z _ <~< |^ X^ ^d; Yz^;^V;^X}| V} zWX} ;º;< Y^ ~}{|~;¤»
V_ }|d^ Y z^X<{YV; Yza e ± Y�; Y }d±º]};^ Y h |`< ^{`�;}{^ d^ hWÀ<=�} ^|;_V_ ` Y^
}z}|d^ ^z{YÀ¥Z ;^ ±}±<�ºd^ ~<= }z±Y¥�^�} ^~� ;_ `{a`<{_ �da�_ ~{<_`<=»
�ºd¤Z [ b{�z}Y;^ Y h< Y~�d ` Y^ ºd^ §Åµ«Å· ~{�Àh_�^ e V;< <~<|< V;�]<Z }|d^ Y _
}h^] YV;<~<|_V_ ;¤d ~{<V~}hWV}¤d ;_Z ^{`aZ �da�_Z [

k
ÏPÎ@?ÂAÁKÂKSG .

k
Ï=íÕ>íÕ2

TV;¤ k ∈ N
∗ z^YM = (M, d) �};{ Yz�Z ]¥{<Z e �~<= M Vgd<h< V_�}|¤d �}

|M | > k z^Y d �};{Yza }~ | ;<= M
[ R }¤{<g�} �; Y =~W{]<=d k z Yd_;<| o?�ÀV�� oY�Y�] Ä§ ¡ß£¡ß§ Æ e ;<~<X};_�ºd<Y ^{]YzW V} zW~<Y^ V_�}|^ ;<= ]¥{<= [ �

}|V<±<Z ;<= ~{<Àha�^;<Z }|d^ Y � |^ ^z<h<=X|^ ^Y;aV}¤d σ = r1, r2, . . .
e �~<=

zWX} ^ |;_V_ ri

^~<;}h}|;^ Y ^~h¥Z ^~� ºd^ V_�}|< ;<= ]¥{<= [ 0 Y^ d^ Yz^d<~<Y»
_X}|e ~{º~}Y V;< V_�}|< }z}|d< d^ À{|Vz};^Y ;<=hW]YV;<d ºd^Z }�=~_{};_;aZ [cd ;_ ]{<dYza V;Y`�a ~<= ±Y^;=~¥d};^Y _ ^ |;_V_ ±}d YV]g}Y zW; Y ;º;< Y< e zW»~<Y<Z ^~� ;<=Z }�=~_{};_;ºZ <³}|h}Y d^ �};^z Yd_X}| V;< ¿_;<g�}d< V_�}|< [ �
}dº{`}Y^ ^=;a º]}Y z�V;<Z |V< �} ;_d ^~�V;^V_ ~<= ±Y^dg}Y < }�=~_{};_;aZ e

@A� �����ô 
Bõ �CD �öC�ó � B� C�� ó D �öC�ó � õöõ!� �÷õù � ñ÷� ò÷� 
ú� ùõ �öC�ó � �õö6ø8ö�$òõ �öC�ó� � ñ÷� ò÷� 
&�ó6ó÷ ùúC �öC�ó � ú� ùõ �öC�ó� '



ef( )cc# � "* �#a��d "�# ����� � Ô�dÕ c k! #�# �û
�~¤Z z^X<{|¿};^ Y ^~� ;_d �};{Yza d

[ �~¤Z }|d^ Y ³^d}{� e }~ YX=�<g�} d^ }h^»
]YV;<~<YaV<=�} ;< V=d<h Yz� z�V;<Z ` Y^ ;_d ±Y^±<]Yza Yz^d<~< |_V_ �h¤d ;¤d^Y;aV}¤d ;_Z σ

[
>Â�Á BDüÂ I �< }d h�`¤ §Åµ«Å· ~{�Àh_�^ ±Y^;=~¥X_z} ` Y^ ~{¥;_ ³<{W ^~�
;<=Z çÊÅÊ¶¶· e ç ¯� ·§¯ z^Y � µ·Ê®§ª �çç ���� e ~^{<=V YW¿}Y ±} Y± Y^ |;}{< }d±Y^»
³º{<d h�`¤ ;_Z `}dYz�;_;WZ ;<= z^Y º]}Y ^~<;}hºV}Y ;< ^d; Yz}|�}d< ^�Y�h<`_Z
}{}=d_; YzaZ ~{<V~WX}Y^Z e ~<= V=d}]|¿};^ Y �º]{Y Va�}{^ [�Wh YV;^ e ;< ~{�Àh_�^ V}h Y±<~<|_V_Z �da�_Z ^dW`};^ Y V;< ~{�Àh_�^ ;¤d
k»}�=~_{};_;¥d [ 0 Y^ d^ ;< ±}|�<=�} ^=;� e ^{z}| d^ X}¤{aV<=�} �};{Yz� ]¥{<
M = (M, d) �} |M | = n

e V;<d <~< |< _ ^~�V;^V_ �};^�g ±g< <~<Y¤d±a~<;}
V_�}|¤d YV<g;^Y ~Wd;<;} �} � E ;<=; � ºV; Yd e < M }|d^ Y WnWZ\nW� éW][ Ugz<h^
±Y^~ YV;¥d<=�} �; Y ;< ~{�Àh_�^ ;¤d k»}�=~_{};_;¥d }~ | }d�Z ;º;< Y<= �};{Yz<g]¥{<= YV<±=d^�}| �} }z}|d< ;_Z V}hY±<~<|_V_Z [
q ÁKA QMÐ >@üKþ�LKL PAýLü Q�E .F íÔÕ 
×Ö 	 GÖÓH =îÓÔí� Ó2
TV;¤ M = (M, d) �};{Yz�Z ]¥{<Z ~}~}{^V�ºd<= ~haX<=Z V_�}|¤d e < <~<|»<Z �<d;}h<~<Y}| ^³_{_�ºd^ zW~<Y< VgV;_�^ e ;< <~<|< º]}Y ;_ ±=d^;�;_;^ d^
}z;}h}| ± YW³<{}Z }{`^V |}Z [ £_h^±a e zWX} V_�}|< ;<= M ^d^~^{YV;W � Y^ z^»
;WV;^V_ ;<= V=V;a�^;<Z e }d¥ _ ^~�V;^V_ �};^�g ±g< <~< Y¤d±a~<;} V_�}|¤d
}|d^ Y ^dWh<`_ ~{<Z ;< z�V;<Z �};WÀ^V_Z �};^�g ;¤d ^d; YV;<|]¤d z^;^V;WV}»
¤d [  ^X}� |^ }{`^V |^ r

~}{Y`{W³};^ Y ^~� ºd^ ±YWd=V�^ 〈r(1), r(2), . . . , r(N)〉 e�~<= N = |M | z^Y r(j) ∈ R
+ ∪ {∞} YV<g;^Y �} ;< z�V;<Z }z;ºh}V_Z ;_Z}{`^V |^Z �;^d ;< VgV;_�^ À{|Vz};^Y V;_d z^;WV;^V_ j

[ � <Y<=;<;{�~¤Z e n oÀY� Z[ \ p«pY�n U o� �UpZI� }|d^ Y ºd^ ¿}g`<Z (M,R)
e �~<= R zW~<Y< Vgd<h<

}~ Y;{}~;¥d }{`^V Y¥d [!~<Xº;<=�} e h< Y~�d e �; Y _ ^{] Yza z^;WV;^V_ ;<= V=V;a�^;<Z }|d^ Y _ s0z^ Y �; Y ± |d};^ Y ^z<h<=X|^ }{`^V Y¥d σ = r1, r2, . . .
~{<Z }z;ºh}V_ [ �;^d^d^; |X};^ Y � Y^ }{`^V |^ r

e º]<=�} ;_ ±=d^;�;_;^ ~{¥;^ d^ �};^ÀWh<=�} ;_d
z^;WV;^V_ ;<= V=V;a�^;<Z z^Y z^;�~ Yd d^ }z;}hºV<=�} ;_d r

[ cd h< Y~�d
s[i] }|d^ Y _ z^;WV;^V_ =~� ;_d <~<|^ }z;}hºV;_z} _ }{`^V |^ ri

e ;< V=d<h Yz�
z�V;<Z ` Y^ ;_d ^z<h<=X|^ σ }|d^ YT

°±²³´µ(σ) ,

n∑

i=1

d(s[i− 1], s[i])

︸ ︷︷ ︸�� �� �JK JK�L���¢L�M��¢� 
+

n∑

i=1

ri(s[i])

︸ ︷︷ ︸�� �� �JK JK�L��¢N¢O¢���� P��
,

;< <~<|< ³=V YzW }~ YX=�<g�} d^ }h^]YV;<~<YaV<=�} [Q< V� \¬ � �n U Y�] n �® U ��] VU��YWR Äà�¡ �ß¡Ý    Ý�S à¤¡ Þ ßáë¥¡  Æ ^~<;}»
h}| ºd^ ^~h� ~^{W±}Y`�^ �};{Yz<g V=V;a�^;<Z }{`^V Y¥d [ TV;¤ �; Y º]<=�}



�� ` �abc#�d ef g �h#ijik
T };{YzW °=V;a�^;^ U{`^V Y¥d

����)
PPPPqUd_�º{¤V_^ |V;^Z k»U�=~_{};_;ºZÄ~}~ [ �};{ [ ] [Æ

?

°}h Y±<~<|_V_T da�_Z

°]a�^ �[i T È0}d}^h<` Yz� ±ºd±{<É §Åµ«Å· ~{<Àh_�W;¤d

� Y^ �_]^da ~<= ~^{^Vz}=W¿}Y ±g< }Y±¥d ~^`¤;W T À^d|h Y^ z^ Y V<z<hW;^ [ Q<
z�V;<Z ~^{^Vz}=aZ }d�Z z Yh<g ~^`¤;<g À^d|h Y^Z }|d^ Y �

e
e }d¥ ` Y^ ;_ V<»

z<hW;^ i
e
[ � ºÀ^Y^ e _ �_]^da �~<{}| d^ ~^{W`}Y ��d< ºd^d ^~� ;<=Z ±g<

;g~<=Z ~^`¤;<g ^dW ~WV^ V; Y`�a e ^dWh<`^ �} ; YZ {=X� |V}YZ ;_Z [ U ^hh^`a
;¤d {=X� |V}¤d ^=;¥d ±}d }|d^ Y }gz<h_ ±Y^±Yz^V |^ z^Y z<V; |¿}Y �

e
[

c~� ;_d Whh_ �}{YW e º]<=�} ;_ ±=d^;�;_;^ d^ ^`<{WV<=�} ~^`¤;� ^~�
}�¤;}{Yz� ~{<�_X}=;a e ��¤Z _ ; Y�a ;_Z À^d|h Y^Z }|d^ Y i

eVz Yh� z^Y ;_Z V<»z<hW;^Z k
eVz Yh� [ cd h< Y~�d ±}]��^V;} ±Y^±<]YzºZ ~^{^``}h |}Z ` Y^ ~^`¤;�~�;} ;<= }d�Z z^Y ~�;} ;<= Whh<= }|±<=Z e Xºh<=�} d^ ; YZ Yz^d<~<YaV<=�} �} ;<

� Yz{�;}{< ±=d^;� z�V;<Z e ^hhW¿<d;^Z ; YZ {=X� |V}YZ ;_Z �_]^daZ �~<;} ^=;�
�^Z V=�³º{}Y[
>Â�Á BDüÂ I Q^ �};{YzW V=V;a�^;^ }{`^V Y¥d <{|V;_z^d ^~� ;<=Z W§ª§¹«Å eë «Å«Êµ z^Y �Êâ¶ �W§ªë���� [ Q<d|¿};^ Y �; Y ;< ~{�Àh_�^ }d_�º{¤V_Z h|V;^Z e�~¤Z z^Y }z}|d< ;¤d k»}�=~_{};_;¥d ÄV} ~}~}{^V�ºd<=Z �};{Yz<gZ ]¥{<=ZÆ e^~<;}h<gd =~<~}{Y~;¥V}YZ �};{Yz¥d V=V;_�W;¤d }{`^V Y¥d [ T;V Ye < Y V]ºV}YZ
�};^�g ;¤d ~{<Àh_�W;¤d ~<= }zXºV^�} �º]{Y ;¥{^ V;_d ~^{<gV^ =~<}d�;_;^^~}Yz<d|¿<d;^Y V;< °]a�^ �[i [



& ó@ ()ú õ* X

Y Z [\ ]^ _` a ^ b cd e f g _`
c bh bi a j ^h ba k d l m nom p
c f q i j ]r s t d

u vw x yz{|} ~� �zy����� �
� ��� ������ ���� � � � ����� ��� ������ ������ ���� ����� �  � ¡¢ ��£¤���¢ ¥�¦���§ ������¨©ª� £«�����¬¨£� �� ��� £�£�� �£ ©£��� ®�¨©� � © ��  ¯��¢° ± ²��¤�� ©����³©£ �� ���¬��� �³©£ ��� �´©£�� ± µ��� �³ � � ¬����¬� ����©¯¦�� £������©®���©£�� ¡©�  �®�° ��¬ ¯��¬� �«�����¢¨£� £� � ¬�¶· �£ �� �� ������®�´©� � ± µ £ �«³ �¬ ¶� ¤�������¬©£  � £«´· ¸
• ¹��¢� �� º»�§§¼½ ¾ ������¨©� �
• ¿«�������¢�¢ ��� �¬· ºÀ����Á��» Á¥ÂÃÂ¾
• Ä³«¢�¢  �¬ ¥Å ��§ ��� �¬·
• Æ¬�¤¬��©�· ¥����§ ������¨©ª�

Æ ¢ �¬�¯�£�� � ¨� ����³��¬©£  � ��¨¯�� «£�ª���  ±
Ç ÈÉ ÈÉ ÊËÌÍÎÏÐ Ñ ÒÌÓÔÕÑÖ×Ð Ñ
Ø�  © �� £¬�£�� ¯��� �� � ���� � � ¥����§ ������¨©��  ª� ����ª� ¢ £���¤�· ���¦ £�£� � � ��� © �� �����¬¨�� �� ´�£ª�

σ = r1, r2, . . .
£��� � ÙÚÛ ÜÝÞßà± ²ª ��  � ��¨£ £�¯��£�  �¬· £«��  �� ���  ¢�  �¯��¬�� � � ¢�¢ �  ¢�  �¯��¬�� �� ¦� ��¢ ���  � �� �� ���  ª� ���¢��³©£�ª� �� ´�£ª� ± á¬����  �� � �£ �¨£ ®´¦©� � ������¨©�· ���  �©  � ������ª ¤£¤�©¯�� �³©âª�� ©£ ����� � �¨£�
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��� ´��� � ¶� £ �� ���â����£� �� ��· £��� � � ���³ £��·  ����· � �� �� £«¬�¢¦�£ ´�£�  ¢� £�� � £ �� ¢�¢ ± ¿� �³ ��· � ��´��¬� �¤ �� � £�¢· ©�£��· ����©¯�� �������¨©�� � �¬· ��� ��¬· � ����� ¢���©�· ¡��¢� �·°  � ����£� �® ��� � ±
��� �	
 
������ ��� ��� ������ � ������� ��
! ���£� � � � ��  �� � �� ���� ��� ��¢� � ������¨©� � ¤��  � £� ��¯�£� �� � £  ¢�£�¯��£�� ��¬ £��� �� ����£�  � ��� �· £«¬�¢�¯ ¢�¢·  ¢·  �¯��¬��· �� ¢�¢· E��  £� ¤¢��¤´ ����®¶·  � ��  �¨£ � ��� �¬ � ��¬ ¬�����£³£� ¢ ���´  �¬ �� � ±
Æ¬�£�¶· � �£ ����¯· �£��� ¶�£�· ¢ ���¤��´  �¬ �����¢ £³£� ��� £�¶· " £� �����¤£��©�  � � � ��  � ���®�¢©�  ª�

k
¦£«¬�¢�£ ¢ ¶� ¤£� £��� � �� ��ª���  ���· ±

Ä��¤£���³£ �� �©ª· ���¬� �� ��ª���  ���· � ¢� ¥����§ �� ���£¬´ ¤¯�¤�ª�
#Ã§��§� � �£ ����©¯�� ���®�´©� � £«�������¢�¢· â��  ��¬ ��� �� � ©��� ± $��¦��¬� £� �����¨¯ ª· ���  �� �� ��¢� �� ������¨©�� ©£ ®�¢ ± Æ£ �¬ ´  ¢��� ¢����� ��´�£� ¢  £����´ £�¨£  ��´· �¬�� ¢�¢· � ¢ ��� �� £â��©��£ � � � ¢¤��©����¢�¢ £������¶� �¬��ª© ª� ±
%������ �� �&�'�� �	(� )*+���� ���,��-. ��,/0� �
á £� ���ª ������¨©�· ¬����� ��£� �£ �� �£· �� �� �£�· ¨� ´ �� ¤¬�� � ��®����£ �� � ®¯�  �� �· ¥Å ��§ ������¨©�· �� ¢  �¯��¬�� � � ¢�¢ ´ �� ��� ¢  £¦�£¬ ���  ¢· �����¬¨��· £���¤�¬ ± Ä����³¨ª· ©£ �� ��£� � � � ¢� ¡��¢� �¯� £�¢°£« �¬ ¶�  ª� �� �� �£ª� � ¤¢��¤´ �£ £�£��¢ ��¬ ���� £�  � © ���� £�� ��¦� �· ©£ ®��¢· ± ²�� ������¨©� �¬ �� £â��©���©£ � � ���®�¢©� £���� ���¢·£«��� ��©�³ �� �  ¢· $��£�� ¢ �· 1 ±2 ±1 � ���¬ ¤��� �� ¶��©£ ©� �� � �  � ¯�£� �� ���³ £�� ¤¬�� � ���� �� ��ª���  ��� ¢ �· ± 3 ¬� ¬�¶· � ¤£� ���³£�  � �¤������ �â��  � ���®�¢©�  ª�

k
¦£«¬�¢�£ ¢ ¶� � � ��  � ����� ¤£� £��� � �� �¦�ª���  ���· ± ! ¯���  �³ ª� � © �� £�¤��â¯��¬�� £�¤��´  �¬ ������¨©�¬ ���¦� ³�¨¢�£ ���  �¬· ���½���Â4�¼���5 ��� 6 �47Â ����½6� 1� �� � ��£«� ¢ ����  �¬· �74 ��§� � 8 �ÃÁ7§�� �� � 9�: ����� ��74 �89 � 1� � � �� ¥����§  �����©� �£��� �� �¬ ®��¬· �£ ¤�©£�£�· ��â�¬· ±

%������ �� ;&
����� +���; �<��= >?@�,/�@ �
á ¤��¢©�· �¬ �· ������¨©�· �A¥�B#C� � DB�2 � �¥4Ã6�E� ����³� £� ª· ���©¦© ���· �¬�¤¬��©�·  ª� ¤³� ���¢��¬©¯�ª� ��� �£� �¬��£� ª· £«´· ¸ á����¬©£
wσt

(s)
 � ®¯�  �� � ��� �· � ��  ¢� £«¬�¢�¯ ¢�¢  ª� � � ´�£ª�

r1, r2, . . . , rt

©£�� �¢«¢  ¢� �� � ��¢
s
± Ä� ©£   ¢�

t
¦�� ´ �� ¢�¢ � ������¨©�· ®����£¦ � � � ¢� �� � ��¢

st

�  � £ ¨� £«¬�¢�£ ´�£�  ¢�
(t + 1)

¦�� ´ �� ¢�¢ �â�³��¶ � ©£ �� ��¢¨£� � ¢� �� � ��¢
st+1

��¬ £����� ����£�  ¢� ���� ¢ �
wσt+1

(st+1) + d(st, st+1) .
º2 ±1¾
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K�ª����¬©£ �  � � ������¨©�· �¬�� ¢�¢· ¯���¬ ����¬� ��£�  �� ®¯�  �� �º´ ��£¤��  �� ®¯�  �� �¾ ���� �� ��ª���  ��� ¢ �· � �� ���� ¥����§ ���®�´¦©� � � ©£ �¬��� £�� £�£���  ª�
k
¦£«¬�¢�£ ¢ ¶� ± L ���¤£�«¢  �¬  £�£¬ ���¬����  �¨£ � � � ¢� ¿�� ¢ � E ±M ±

N ¯®��� � �£ ��£· �£� �� ¶�£�· � ������ª ������¨©�· ¤£� ���¤�¤£� ���¦�����¢  �� ± ¿� � ����¤£��©�  � � ¤£� £��� � �� ��ª���  ���· � ��  � ���®�¢©� ¢· 3 ��� �ª©� ª©¯�¢· 3 ��� ��¢· K�â�¬ ºB�½§�§¼ O ��P7 Q��R§�Â��¾ � ��ª·¯¤£�«£ � A4��§½ �A4��M� ± µ � �� � � � ¢� �¤�� £���� �� ���¤£���³£ �� �  � © ����������´  �¬ ������¨©�¬ £��� � �� ��ª���  ��´ ¸ ���£� �� ��  ��� �� ´��¬©£ ¢� ���· £��� �� ����¢�¢ ���� ¢ � º2 ±1¾ ©£  ¢�
α · wσt+1

(st+1) + d(st, st+1) ,

��� �����
α > 1

± !� ª· � � ����¤�����©�·  ª� ¥����§ ���®�¢© ª� � �� � ����� ��¨¯��· ���  �¬· ������â£�¨¯� £· ��¢� �¬· ������¨©�¬· £��� ��� ��ª���  ���· ����©¯�£� ¯�� ���¬¤��� ����� � ���®�¢©� ±
S����(��� T U�� ���� ��� ©£���¯� ¢©� ��¬ £©â����£ � � ��   ¢� ¬��¦�� �¢�¢  ª� ������¨©ª� ���¤��© ��´· £«¯ ��¢· ��� �¬�� ¢�¢· ¯���¬ £��� � ¢����¢ � �� �¢©��  ��� �¶�� ©�´©¢· ��   �� ¬����� ��©�  �¬ ®¯�  �� �¬ ��¦� �¬·

wt(s)
± ¿ �¤��� £�� � � ���� �³©£��· �¶��· ����³� £� �¬�´¨ª· ������· �¬ �¬��� ���³ ��´¨�¬· �� �� �£ª� �  � ����� £��� � © ���� ©��� � �� ��£  ��£³���� ���®�´©� � ��ª· �¬ �  ¢· £�� �� ���¢· £«��� ��©�³ �� �±

Ç ÈÉ ÈÇ VW ÑÎÐÕÕÔËÍÎÍ XÔÎÏÐYZ
L ���´  ¢· £« �������¢�¢· ��� �¬· � ��� ¤��â¯�£� ���  ¢� ���´  �¬ �� � ��¬¤�� ¬�¶��©£ ���¢��¬©¯�ª· ± Ä · ¬��¨¯��¬©£ � ���� ���� ¢ �· � �  � � ¥����§������¨©�· ¯�£� ¤³� £� ����¯· � ��  ¢� £«¬�¢�¯ ¢�¢ © ��· �� ¢�¢· ± [�ª· £��� �â¬� ��� � � �� ����£· � �¨��¯· �����¬¨�£· ©£����  ��¶� �� ´�£ª� ¢ © �� £� ���¦�´ ¨� ���¤£��¨£� ©�������¨£�©� � �� �¬©â¯��¬�� � £�¶ � ��   �· ¬������£· ¨��¬©®£�  � ��  �¨£ � ± ¿� �³ ��· � ¢ £«�������¢�¢ ��� �¬· ��£�®£³£� �  � � ��¦����¨©�· ��¯�£� �� â���  ��£� ¶� £ � £ � £ ����©� ����¢¨£�  � ¯�� £� £  � ���£�¤£��©£�� �  �  £� ��� ��� �· �� £��� � º���¤���¾  � �¤�� ±

U�� ���¤£��©� ������¨©�¬ ��¬ �«�����£ �  ¢� ������ª �¤¯� £��� � � £��¦��©���©£��· \]^]_`a �88#CC� � � �����· ���¤£���³£ � � ® ¯�  �� �· � ��  ����®�¢©�  ª�
k
¦£«¬�¢�£ ¢ ¶� �£ ©£ ����³· �¶��¬· ©£

k +1
����®¶· �¢©£�� ±á \]^]_`a �¬���� £� � ¢ ©�´©¢  �¬  ¢ �¬��� ��´ ¤��¤��©´
Di

��¬ ¯�£� ¤��¦�³�£� �
i
¦�� �· £«¬�¢�£ ¢ ´· ± Ä�

di

£��� � ¢ ���� ��¢  �¬  £�£¬ ���¬ ��� � �¢©£��  ¢· £��©£�¢· � � ¢�¢· � � \]^]_`a ¨� ©£ �� ��´�£� � � �¢©£�� �¬ � �� £«¬�¢�£ ¢ ´ � ��  �� ��� �� ¢ ���� ¢ �
Di + di

£��� �� ��� �£� � � ±
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! ��â��¶· � £� �¤ �ª«¢  �¬ ������¨©�¬ £��� � ���� � � £«¬�¢�£ ¢ ¯· �� ¤���³¦��¬� �£����¬  ¢� �¤�� �¬��� ��´ ���� ��¢ ± ²���¬ � ���ª· ���â£³�£ �� � �£©£��� ®�¨©� �  � £�¤£��©£�� ©��� ¯�� ¬���³����  ª� £«¬�¢�£ ¢ ¶� �� £�¦�� � £�£��� ± K �� �� �� ���´��¬©£  ¢ �¢©�� ��  �¬ �£���� �· �¬ �³ � ���£� �������� �� �³©£ � ��  � �  �� �� ��¢� �· ������¨©�· ¤£�  � �� �â¯��£�  ������ � � �¤�� ���®�¢©� ± ! ��©� � � �· ¨£ª�´��¬©£ �  � ¯��¬©£ ¤³� £«¬�¢¦�£ ¢ ¯· �� � ¯� ª �  � ¤³� �¢©£��
A, B

©£ ���³ © ���´ ���� ��¢ ©£ �«³  �¬·£©â������ �� £����« �£ ¤��¤�� ��¯· � � ´�£�· ± á  �� �� ��¢� �· ������¨©�·¨� ©£ �� ��´�£� ��� ��  �� ��¢� �¯� £�� £«¬�¢�£ ¢ ´
a
� � �����· � ¢ �¬�¯�£��¨� ������¤£� ¤ ����¶· ��©£�� � �

A
�� �

B
± ¿�  ª ©£ �«³ � � � �� ���©���¬¦�©¯��· £«¬�¢�£ ¢ ´·

b
¨� ����©¯�£� £���· � £�£�¤´ ¢ ©£ �â��  �¬ �£ ��������  �

A, B
£� ��³�£� ¬c¢�� ®���¬���¨£�©� ��� �· ± á \]^]_`a �©ª· ���¦ �¯�£� © ��  ¯ � �� £«¯� �«¢ � �â�³ ©���· ¢ �¬��� ��´ ¤��¤��©´ ��¬ ¯�£� ¤���³�£��

a
�¬«¢¨£� ���£  � � ������¨©�· ¨� ©£ �� ��´�£�  ��

b
±

Ä����³¨ª· ���¤£���³£ �� �  � � \]^]_`a £��� �
k
¦�� ��ª���  ���· �£ ©£¦� ���³· �¶��¬· ©£

k + 1
����®¶· �¢©£�� ±

d)e�� � ã TfT �88#CC � gÝÞhM = (M, d) i jÞk àl mn o pk ßn i j |M | = k +1lq à
crst ß Ûmußn q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn Þßw \]^]_`a u àq Þß Úk mx Û Üi q Þhv

k Àj?wÚÜk jÞÜÞpv ÝÞßvM Á ymÞj crst ≤ k Á
z Úm{j à?ÜÁ Ä� ��� �  ��©´ � ¬���£� ����®¶· ¯�� �¢©£��  �¬M  � ����� ¤£����³� £ �� ��� ��� ��� £«¬�¢�£ ¢ ´ ± á��©��¬©£  � �¢©£�� �¬ � ßÚ|± }ª��·®�®¢  ¢· �£� ��� ¢ �· ¬��¨¯ �¬©£ �  � �¨£ �¯� �� ¢�¢ �â��  ¢� £�� � £��´ ± ¹��ª� £ � © �� � � ¢�¢ ���· ��� ��¤´�� £ ¤��â��£  ��� �¢©£�� � ���¬�� ¤£���� ��£�   ��� £ � ��  �� \]^]_`a � £�¶ � �¨���� �� �¬«´�£�  � ®¯�  �� � ¥Å ��§��� �· ±

Ä��¨©�³©£ ������  � �¢©£��  �¬ �¶��¬ {1, 2, . . . , k + 1} ± U� ª
si

¢ ��¦ � ��¢ ��   ¢� ����� ¢ ��´ ®����£ �� � � �¢©£��
i

���
wt(si)

 � ®¯�  �� ���� �· £«¬�¢�¯ ¢�¢·  ª� ��¶ ª�
t
� � ´�£ª� ©£ �� �¢«¢  ¢�

si

± Æ¢©£�ª ¯���  �  � ��� �· ©£ ®��¢· ���  ¢� �� � ��¢
si

� ¢�
sj

£��� �
d(i, j)

�� � ��
wt(si) ≤ wt(sj) + d(i, j)

±
Æ¬©®�� ���¬©£ ©£

ht
 ¢ ¨¯�¢  ¢· ��´· ©£   ¢� ��������¢�¢  ¢·

t
¦�� ´·� � ¢�¢· ��� ©£

Dt
i

 ¢ �¬��� ��´ ¤ ��¤��©´ ��¬ ¯�£� ¤���³�£� � £«¬�¢�£ ¢ ´· ��¬®����£ �� � � �¢©£��
i 6= ht

£�£��¢  ¢ � ��©´ ± ~¬� �� � ¢ £��©£�¢ � � ¢�¢ ¨��â��  � �¢©£��
ht

± ���¬����©�� £ �  �¸
i 6= ht =⇒ Dt

i ≤ wt(si) .
º2 ±2¾

�� ���¤£�«�¬©£  ¢� ������ª ��� ��¢ ©£ £���ª�´ � �
t
±

• K ��
t = 0

���â��¶· ��¢¨£³£�±
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• U� ª � � � �� �����
u ≥ 0

���³£�
i 6= hu ⇒ Du

i ≤ wu(si)
± Ä�

min 6=
hu

 � �¢©£�� ��¬ £��� �� ����£ �  ¢� ���� ¢ �
Du

i +d(i, hu)
� � \]^]_`a¨� � £��£� � ¢� ��´

hu
 �� £«¬�¢�£ ¢ ´ ��¬ ®����£ �� � �

min
� ¶� £ ����������´�£�  ¢�

(u+1)
¦�� ´ �� ¢�¢ ± ²� £

Du+1
hu ← Du

min +d(min, hu)��� £� ���¯�� ¸
wu+1(shu) ←− min

i6=hu
{wu(si) + d(i, hu)} .

���ª  ¢· £���ª� ��´· ¬��¨£�¢· ����³� £� �  �
Du+1

hu ≤ wu+1(shu)
± ¿� �¦�¢· � � �� ��£·   �·   �©¯·  �¬

j
��¢�  ª�

min
���

hu
���³£�

Du+1
j = Du

j£�¶
wu+1(sj) ≥ wu(sj)

±
¹�� ¢ ��� ��¢ º2 ±2¾ £��� � ��¢¨´· ± ¿��©¯�ª· � � ��  � �¬��� ��� ��� �·  �¬

\]^]_`a ©¯��� �� �  ¢�
t
¦�� ´ �� ¢�¢ ¯��¬©£ ¸

������rst(r1, r2, . . . , rt) =
∑

i6=ht

Dt
i ≤

≤
∑

i6=ht

wt(si) ≤

≤ k

[

min
1≤i≤k+1

{wt(si)}+ max
i6=j
{d(i, j)}

]

=

= k

[

min
1≤i≤k+1

{wt(si)}
]

+ k

[

max
i6=j
{d(i, j)}

]

≤

≤ k · ���������(r1, r2, . . . , rt) + b ,

���¬
b

� �¨£� ��£«� ¢ ¢  �¬ ©´��¬·  ¢· �����¬¨��· £���¤�¬ ±
Æ£ ��¢ £�� ¢ �  �¬ �£â�����¬ ¨� ¤�³©£ �  � � ���³ £��· ¤¬�� �· ����·�� ��ª���  ��� ¢ �· � ��  � �¬��£���©¯�� ���®�¢©� £��� �  ª ��  �

k
±

[�ª· ¨� ´ �� ���©£��©£�� � ¢ £«�������¢�¢ ��� �¬· ¤£� ��� £�£� ��¦��£�� ± ����¬ ��¢ � £³���� ¤��� �� ¶��¬©£ �  � �� � ©£ ����· �¶��·  �¬���®�´©� �·  ª�
k
¦£«¬�¢�£ ¢ ¶� �£����©®�£� �£����� £�� ���

k + 1
�¢¦©£�� �  � £ � \]^]_`a ¤£� £��� � ��¯�� �� ��ª���  ���· � ���©¢ ��� � ¢� ���´�£��� ª�¢ ��¬

k = 2
± U�� �� ��¢�� ��  ����¤£��©� � �¬��¤£¬�©£�� ��� © ��¤£³ £�¢ ���¤£�«¢  �¬ � £ª�´©� �· 2 ±1 � ����¬� ��£ �� � ¢� ¿�� ¢ � E ±2 ±µ �� ��������´  �¬ ������¨©�¬ � ��¬ ��� ¨¢�£ ���  �¬· ����� ��� �4¦À�� �§�¼ ��� �1� � ©£ �� ��£� �¨£ â��  �� £«¬�¢�£ ¢ ´ ��¬ £��� �� ����£ �  ¢����� ¢ �

Di + 2di

��� £��� � 1�¦�� ��ª���  ��´ � �� ¤³� £«¬�¢�£ ¢ ¯· ± [©ª· �� � D7�¥À�� ��� B��5 ¥�§ �DB� 1�� ¯¤£�«�� �  � � ����· �� ��ª���  ��� ¢ �·  ¢·��������´· �¬ ´· â���£ �� � ª ���  � � ±
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²¯��· � � � �§��À §�» �� �§��E� ©£�¯ ¢�£ �£���£¬©¯��¬· \]^]_`a ������¨¦©�¬· � � �¬· ��� ��¬· ��� ´��� £� ����´· £«¬�¢�£ ¢ ´ £��� � ¢ £����� ����¢�¢ �¬ �¨����©� �·
Di + f(di)

� ���¬
f

�����¤´�� £ ����©� ��´ �¬�� ¢�¢ ±
Ä�¯¤£�«£ ������ �  � � ����· �� ��ª���  ��� ¢ �·  ¯ � �ª� ������¨©ª� � �� ¤³�
£«¬�¢�£ ¢ ¯· ¯�£� � ª â��©� 5+

√
7

2
≈ 3, 82

±

Ç ÈÉ È� ��WÍÎÍ ÏÐY �� ��� XÔÎÏÐYZ
¿â����  � ®¯�  �� � ¥Å ��§ ��� �· ��� £�£� ©¯ �� �³�����¢· � ¯��· ����·¥����§ ������¨©�· ©���£� �� â���  ��£� ¶� £  � ©¢ £¬���� � �� £�£���� � ��¦© �� ¬�� £���¤�¬ �� £� ��³��¬� ��� �³«¢�¢  �¬ ��� �¬· �¬ �³ ±

!��¤£��©� £â��©��´·  ¢· ���´· �¬ ´· £��� � © �� �� ¢����� ������¨©ª�� ��  � ���®�¢©�  ¢· �£� �¤����¢�¢· � ��ª� � � ª· ������¨©� � �´©���¢· º���� À��  �¡  ¢��£¤�¥ ¾ ± U��· ������¤´�� £  ¯ � ��· ������¨©�· �£� �¬��£� �£ ¦ÙÀÝj àn± Æ ¢� ���´ © ��· â�¢· � ��£· � � �£� �¤£· ��¬ â¬����� � � � ¢ ��´���¢©�´©¢ ¤£� £��� � ÝjÝÜiqÝi § vjn ¨ º���� ©ª ¾ ± Ä� ����� ��� �¬ ¯· �¢ ¢¨£��  � £�¢©£�¶�£ � �± Ä� ��� © �� � � ¢�¢ �� �� ´�£� ¬����£ª  ��´  ¢� �����¯���¢ ¢· ���´· ©�´©¢· � ¯��¬©£ ¤³� £�¤£��©£�� ¸
• $����¬� ©¢ �£�¢©��©¯�£· �£� �¤£· � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ ± ²� £ £� ��¯¦�£ �� © �� £« �¬ ¶� ���· ���©��¬��¢ � ©£  ���� ��¬ ��¨����£ � � ��� �� ������¨©� � ��� ��  ���¨�� � �� ���  ¢ ©�� �· ���� ¢¨£��� �£� �¤� � ¢����� �� � �¢©£�¶�£ � �±
• 3 £� ¬����¬� ©¢ �£�¢©��©¯�£· �£� �¤£· � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ ± Æ ¢� �£¦��� ª�¢ �¬ ´ ¢  �¯��¬�� â�¢ �´�£�� ��� £ ��� ��£� ¢ £��©£�¢ ± [�£·�� ���«����¬�£· �¢©��£�· � ���� � � ��� ¢ £���£©�³�� �� ¢�¢ £«¬�¢¦�£ £� � � �³©âª�� ©£  � ������ª ±

Æ¢©£�ª ¯�� �  � ¢ ���´ ���  �  ¯��·  ª� â�£ª� £«�� ¶� �� �����£��  �� ��� ¢� �����¬¨��  ª� �� ´�£ª� ��� �� � ���  ¢� £� ����´  ª� ���· ��  ��� � ��¢�£� �¤ª� ±
²� ��£�  ��� ©£  � ����� £�£���³� �� ������¨©�� �´©���¢· £��� � �  � � � ¢��£��� £�¢ �£� �� ª�¢ � ������¤´�� £ ��  �����  ���· ¥����§ ������¨©�· ¨� ���¦���� £� �� �����£��³�£�  ¢� ���´ ©�´©¢ �£ �¨£ �� ¢�¢ ± Æ¬�£�¶· � ©���£�©��� �� £�� ��£� �  � ¨� ¤���£���� £� �ª�   ¢ ��´���¢ ©�´©¢ � ¤¢��¤´ �  � ¨�£� £�¯�£�   �· �� ��¢�£· ��  ��� �� �£�· � ¶� £ �� ¤¬�©£�£�· � � ¬ �¬ �� ���¦��¬¨�£· �� ©¢� £��� � ¤¬�� � �� ��������¢¨�³� ©£ © ���� ��� �· ��� ������¥Å ��§ ������¨©� ± L £� ���ª �¤¯�  £�©¢��¶�£ �� ©£  � �����¬¨� ¨£¶�¢©� ±
®¯ °±²³´°µ¶· ¸ ¹ ¯µº»· ¼½¾¹· ¿µ¶¾µÀÁÂ Ã µÄ À°Å· ²Å °µ°Å²Â°²Æº¹· Ç
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d)e�� � ã Tã T �����8�#CC� ÉÙÊj qÛ umk àÊißn Ý|i q vÝÜn u àq Þß Úk mx Û Üi qÝjÛ à{ßÚßËÜÝÜn i v|i Ün jËvq à k Àq vÞquhvàÝ Þàl mnÁ
z Úm{j à?ÜÁ U� ª

Si

 � ¤�� ¢©� ���  ¢ ¤£³ £�¢ �� ¢�¢  ¢·
i
¦�� ´· â�¢·©¯��� ���  ¢� ��¶ ¢ �� ¢�¢  ¢· £��©£�¢· ± Ä ��£� �� ���� ¢�´��¬©£ �  � �®¯�  �� �· ������¨©�· ÌÍÎ ¨� ������� £� �� £� £�¯�£�  �¬�� �� �� © �� ���¦��¯���¢  ¢· ���´· ©�´©¢· �£ �¨£  ¯ � �� ¤�� ¢©� ±

! ��©�  �� � ¢� ���´  �¬ ¤��� ´©� �·
Si

� � ÌÍÎ ¤ ��¨¯ £� � ¢ ��´���¢©�´©¢  � �£��£��©£��  ¢· �£��¤�· ��¬ ©�� �· £��£ �¢ ¢¨£� ���  ¢� ��¶ ¢ �� ¢�¢ ¢·
i
¦�� ´· â�¢· ± Ä� ��£��� £� �� ���� ´�£� ¤£¤�©¯�� ���  ¢� ���´ ©�´©¢����  �  ¯��·  ¢· â�¢· � � ������ª ���¬���©�· ��¢¨£³£� �³ ª· ´ ��ª· ±

Ä� �� �� �¢©���£� �  � ¢ ��´���¢ ©�´©¢  �¬ ÌÍÎ �£��£��£ ´¤¢ £�  ª� ��� ¯�ª���£·   �· �£� �¤£· ��¬ �¢ ´¨¢��� ��   ¢ â�¢ �¬ ´ � � � ����£· â¬� �� £��� �
k

 � ��´¨�· ± L ��¶ ¢ � � ¢�¢  ¢·
(i + 1)

¦�� ´· â�¢· � �©ª· � ¤£� ¨� �â����© �� ��� £�£��£·   �· �£� �¤£· � ��  � £ � ÌÍÎ ¨� �����£��£� ¬����£ª  �� ¢� ���´ ©�´©¢ ±
!���©��ª· ¤��� �� ¶��¬©£ �  � �£ �¨£ â�¢ ¯��· 5 ��� ��» ������¨©�·£� £�£�  � ���³

k
���� ´�£�· ���  ¢� ���´ ©�´©¢ ± ²�³ � �¬©®���£� ¤ ��  �  ��£��£��©£�� © ��· �£� �¤�· ��¬ ¯�£� ´¤¢ �¢ ¢¨£� ����©¯��¬� ���¨¢�£¬©¯�� � ¢��´���¢ ©�´©¢  �¬�� �� �� ©¯���  �  ¯��·  ¢· â�¢· ± ¹�� � �� ¯ ¤£� ��£�¦�£ � � �� ©£ �â£�¨�³�  � �¤�� ¤£¤�©¯�� ���  ¢� ���´ ©�´©¢ ������ª ��� © ��â�� ��   ¢ ¤���£�� © ��· â�¢· ± Äâ�³ �¢ �³� �� ����®¶·

k
¤��â��£  ��¯·�£� �¤£· �£ �¨£ â�¢ � ¢ ���¢��³©£�¢ ¤��� �� ª�¢ ���³£�±

Æ¬�¤¬��� �· ���  � ������â£�¨¯� � � ¯�£ � �  £� �� �  � � 5 ��� ��» ����¦��¨©�· ¨� �����£��£�  ¢� ���´ ©�´©¢  � ���³
k

â��¯· �£����� £�£· ���  ��
ÌÍÎ � 5 ¥¼4 �¥ ����� � �¨£� ±

[�ª· ®�¯��¬©£ � ¯��· ������¨©�· �´©���¢· ��¢� �©����£ �  � ����â� ����£�¨�� ¶� £ �� ���®�¯c£�� �£ ����� ®�¨©� �  � ©¯���� ± á � �£�¢©��©¯�£·�£� �¤£· ¯��¬� �¢ ¢¨£� � �� ����â� � ��� ��£·   �· ©¢ �£�¢©��©¯�£· ± $��¨¯¦ �� �· �  � © �� � � ¢�¢ ��¬ ©�� �· £«¬�¢�£ ´¨¢�£ £��� � � �¨��� �� £�����¢â¨£�����£�¶· � ¢� �����¬¨�� � � ������¨©�· ¤£� ���©���³�£�   �· �£�¢©��©¯�£·�£� �¤£· ���  ¢ ��´���¢ ©�´©¢ ± µ £ ��� ��� �� � £�©£ ���£³£ ��  ¢� �¤�� ¢ � ¢· ok ßvàl |n ÞßÚàl mÞÜÞqn q vq¦ßkÙn±U��·  ¯ ���· ������¨©�· ¨� ����¬� ��£� ���´ £� �¤��¢ � � � ����� ��  ¢·�� ��ª���  ��´· ���¬�¢· ± ²ª ��  �� £ ��� � â��£�� �ª· � ®¯�  �� �· ¥Å ��§ ��¦����¨©�· ������� �£� ©£ ��©¢�� ��� �· �����¬¨�£· ��¬ £©â�����¬�  �� ��� ¢ ����â��· � £�¶ ¤£� ©���£� �� ��£�  � �¤ �� � �� �����¬¨�£· �  �· ��� �£· ����¯·¤��â��£  ��¯· �£� �¤£· �¢ �³� �� ¤��¤���� ± K �� �� £��� � �� ��ª���  ���· � �¥����§ ������¨©�· �â£��£� �� ����¬� ��£� ���´ £� �¤��¢ �  �· �£��� ¶�£�· ��¬£¬���³�  �� ¥Å ��§ ������¨©� � ¤¢��¤´ ����®¶· �  �· �����¬¨�£· ©£  �� ��� ¢ ����â��· ±
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3 £� ��� £�£� �� ���� ¯���¢«¢  � �£����· �  � � £¬�³ � � ��¢� �©�����³¦©£��· � ¢� ��«¢ ������¨©�· ^ÑÒ ��´�£� � ¢� �� ¢�����  ª� ������¨©ª��´©���¢· ± á ^ÑÒ �£� �¬��£� ª· £«´· ¸ � �� ���� ¢¨£� ��  ��� � ��¢ © ��·���   �· �£� �¤£· ��¬ £��� � ���¨¢�£¬©¯�£· � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ � £� ��¯�£� £�£�¦�¢ � ¢� ��� �� ¤£� ¯�£� � ��£� ���â�� � ��  � ©£���³ £�� ¤�� ¢©� ��   ����£�¨�� ±
L �£���´ �¤¯� ��¬ �£����c�©£ �«�����£ � � � £� ��¢· � � ���®�¢©� £�¢©¯¦�ª�¢· � �� �· �� � �¬��£���©¯�� � �� ������¨©� ÓÎÔ º8 ¥R§¦Q¥¦Õ�¥�Ã " ¡µ £¦ �� ��¢�£ Æ ¢� Ä ��´° �#QCÖ��¾ �  �� ����� ¨� ����³��¬©£ � ¢ �¬�¯�£�� ± Ä�� ¢ �³�£¬«¢  ¢· £� ���ª  £����´· ���  ¢· ���´· £«�������¢�¢· ��� �¬· ���¦�³� £� � ��£  �� £«£�¢ ¢©¯��· ������¨©�· 3 ��� ��¢· ºQ��R§�Â�� ��»¥��Ã75�A¥�B#C��¾ ±

Ç ÈÉ È× ØYÙÚYÒÎ×ÔZ ��Û��� ÒÌÓÐÕ ÜÖ×ÝÙ
U� ª ]^Þ

1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

m

¯�� �³���� ¥����§ ������¨©ª� � ��  � ���®�¢©�
Π

± � £ª��³©£ �  �  �
Π

©���£� �� �������� �¨£� ª· ©£ � ��� �³� ¢©� £���¦� �¶� ��� ¯�£� �³���� �  ��© �� ³�ª� I ± Ø¨£ ������¨©�· ]^Þ
i

£� � ¬���£����� �� ��ª���  ��� ¢ �·
α

�¬������©£��· ©£  �� ®¯�  �� � ¥Å ��§ ������¨¦©� � ��� ©��� � �� ����� ¬���³���� Ii

 ª� ¤¬�� ¶� £���¤ª� ± Ä� ���³£�
⋃Ii ⊇ I

�  � £ £��� � ¤¬�� � �� �� ���£¬�� £� ¯��· �³�¨£ �· ��  �����  ���·¥����§ ������¨©�· ]^Þ∗ ���  �
Π

� ��¢� �©����¶� �· ®¯®� ��  �¬·
m

£� �©¯��¬·������¨©�¬· ± á ����· �� ��ª���  ��� ¢ �·  �¬ ]^Þ∗ ¨� £��� �
α(2em + 1)

����¬
e ≈ 2, 72

¢ ®�¢  ª� â¬� ��¶� ������¨©ª� ± L ©¯¨�¤�· �¬ ´ �¬�¤¬��©�³¥����§ ������¨©ª� ���â¯�£ � � ��� ª· ÞjÛjÝÞ|n
MIN

� � �����· £� ����£�©¯�ª£â��©��£ �� £� �  ª� ]^Þ
1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

m

±á � Õ ��Ã � ��À��� ��� � �R �¼ �Õ ��� ��� ���� ´�¢��� �  � �  £�£� ´·
MIN �¬  ��£ � � �¬� ���  �� ©£  ¢ �³�¢  �¬ Úk ßx Û |i q Þßn Þhv

m ißvßÚq Þàpv º
mß¢à á�£¤¥ á �¢â¡©� ¾ �  � ����� £��£ £«£ �� £� � � �A�§ãD�CC� �� � �6ãC�� ±

! ���£� � � � �� �£���£¬�¢  �¬ ���®�´©� �·  ¢· �¯â¬��· º®�¯�£ $��£�� ¢ �
1 ±2 ±2¾ �� � ����£ � � ª· £«´· ± Ä�� ����� �¢©£��

O
«£� ���³�

m
©����  �� ���¨¯�� ©£ ��ª� � ��� �£�£���©¯�� ©´��· ± Æ ���· £��� � �� â¨��¬©£ � � ¯��· £��· ��� �¬  � ¤���³�� �· �¬��� ��  � ���³ ¯�� � �¨£�� �������� �� �¬ ©´��¬·  �¬ © ���� £��¬ ©�����  ��³ ±

Ä����³¨ª· ¨� ¤£�«�¬©£ �¶· �£� �¬��£� �
MIN

� ¢� �£��� ª�¢  ª� ©£¦ ���¶� �¬� ¢© ª� £���� �¶� ± U� ª
s

¢ ��� ��´ �� � ��¢ � �� ���¬·  �¬·������¨©�¬· ���
σ = 〈T 1, T 2, . . . , TN〉 ©�� �����¬¨�� £���� �¶� ± Æ¬©®�� ���¬¦©£

σj

 � ��� ���  ©´©�  ¢·
σ

©£ ©´��·
j
± ¿� ���¯�� � ������stä

i
(s, σj)

£��� �  ���� �· ��¬ ���� £� � � � ��  ¢� £� ¯�£�¢  ª� ��¶ ª�
j

£���� �¶� ���  �� ]^Þ
i

�«£� ��¶� �· ���  ¢�
s
� �� � �å�æ��å�çstä

i
(s, σj)

¢ �� � ��¢ � ¢� ����� ¨�
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®����£ �� �©¯�ª· ©£  ±á ������¨©�· ]^Þ∗ = MIN{]^Þ1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

m}
©�©£� � � �£ �¨£�£��� ª�¢ ������ ���  �¬·

m
£� �©¯��¬· ������¨©�¬· ± Ø�  �¬�¯�£�� � ©£  ¢� £«¬�¢�¯ ¢�¢  ¢· �����¬¨��·
σj

¨� �� ��´«£� � ¢� �å�æ��å�çstä
i
(s, σj)

�� �� ��� ��
i
± Ä �� �� � � ]^Þ∗ ����£� ¯�� â��©�

B = m
m−1

��� £� ��¯�£��¬¨���£ �  �� ������¨©� ��¬ ¨� £â��©��£� ±
U� ª  ¶�� �  �  ¢ �  ��©´ ��¬ ���  �¨£ � � ¢

j
¦�� ´ £���� �� � ]^Þ∗ ©�¦©£� � �  �� ]^Þ

k

�� � �� ®� ���£ �� � ¢� �å�æ��å�çstä
k
(s, σj−1)

± ¿� ��¶ ��·¬����� ��£ � � ¢ ���� ¢ �
é êë ìíîï(j) , min

1≤i≤m

{������stä
i
(s, σj)

}
.

! ��� £� £�¯�£�  ¢�
Tj

� � ������¨©�· �¬�����£�  � ������stä
k
(s, σj)

©£  � � �¦��©£��
B ·é êë ìíîï(j) ± Ä� ¤��� �� ¶�£� �  �  � ��¶ � ¤£� ¬�£�®���£�  � ¤£³ £�� � � £ �¬�£� ��£� ������� ± ¿ �¤��ª· � ©£ �®���£� � ¢� �å�æ��å�çstä

k′
(s, σj)

���£â��©��£� � � £«´·  �� ]^Þ
k′

� ���¬
k′ = (k + 1) mod m

± ð� £�� ��� �¨£ ¯ ��� �����´ � ¢   �©´  �¬
B

£�¢©£�¶�£ �� ¨¯ �� �·
B ← m

m−1
B

±
!���¨¯ �¬©£ �£¬ ���¤£�«£ª·  � �����¬¨� ¨£¶�¢©� �  � ����� �¬��£ ��£�  ª� ��� £�£�© ª�  �¬ �A�§ãD�CC� ¸

d)e�� � ã TÏ T ñ j{ßi § vhv ßÚßàhv{|ÚßÞj m
qÛ ußk ËÊi hv u àq § vq i jÞk àl m ÝòÀÝÞÜiq jk uqÝàpvó §ÝÞh ]^Þ∗ = MIN{]^Þ1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

m} Á ô àq ßÚßàq{|ÀÚßÞj ql ßÛßwÊËq jk uqÝàpv
σ
lq à qko àl | lq ÞÙÝÞqÝÜ

só àÝo òj àõ
������stä∗(s, σ) ≤ (2em + 1) · min

1≤i≤m

{������stä
i
(s, σ)

}
.

á� ö:�� � A �¥¼§� ��� 8 ���ÂÂ§ �ö:A8 �M � £â¢³��� © �� ®£�  �ª©¯�¢ £�¤��´ �¬  £�£� ´
MIN

± ¿ �¤��� £�� � �� �¨£ ������¨©�· ]^Þ
i

¯�£� ���� �� ��ª¦���  ��� ¢ �·
αi

� �� �����¬¨�£·  �¬ �¬����¬ Ii

�  � £ ©£ £â��©��´  �¬  £�£¦� ´ �¬ �³ ����³� £� ¯��· (
8 ·∑m

i=1 αi

)¦�� ��ª���  ���· ¥����§ ������¨©�· ±µ��� � � � � �¤ �� � ���¤£���³�¬� �  � ���¯��· � �  �����  ���· �¬�¤¬��©�·  ª�
m�¬ ¶� ������¨©ª� ¤£� ©���£� �� ¯�£� ���� �� ��ª���  ��� ¢ �· ���³ £�� ���

∑m
i=1 αi

±² ¯��· � � ¢� $��£�� ¢ � M ±1 ±1 ¨� £«£ ��¬©£  �� ���¼¥5 �:§¼  £�£� ´
MIN

�  �¬ �����¬ ¢ £� �¤��¢ ����³� £� �¤ �� � £�� £�¤ ��â¯��¬�� ±
u vu ÷ ~øù�ù | �{úûü�� �

Æ � ����� ��  ¢· �� ��ª���  ��´· ���¬�¢· £��· ¥����§ ������¨©�¬ ]^Þ ��¬£� ��³£�  � ���®�¢©�
Π

  �¨£� �� � � £«´· � ���� ¸
• á ]^Þ �� ���¤£��¨£�

c
¦�� ��ª���  ���· � � �� ����� £� �¨¬©¢ � �¬� £�£¦� ´

c
±
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• ý�  £�©¢��ª¨£� �  � ¬���£�
c′

¶� £ � �¬��£���©¯��· ������¨©�· ���¦��£�£ � � �� £��� � ���³ £��· ���
c′

¦�� ��ª���  ���· ±
• ý� ¤£��¨£� �  � ¬���£�

c′′
¶� £ ���¯��· ¥����§ ������¨©�· � ��  �

Π
¤£�©���£� �� ¯�£� ���� �� ��ª���  ��� ¢ �· © ���� £�� ���

c′′
±

Ä�
cstä � ����· �� ��ª���  ��� ¢ �·  �¬ ]^Þ �  � £ ���â��¶· ¨� ¯��¬©£

c′′ ≤ c′ ≤ cstä ≤ c
± µ £ ��� ��� �� � �� ���� � £� �¤ �¶��¬©£ �� ®��³©£ �ª��� � ª â��©� �  �¬

cstä ± Æ¢©£�ª ¯�� �  � ¢ ���¬�¢  �¬ ���®�´©� �· ¢· �¯â¬��· �� � £�£���¬  ¢· £���� ���¢· £«��� ��©�³ �� � ��¬ ´¤¢ ����¬� ���¦©£ º¿�� ¢ � 1 ±2¾ �����¬¨�³�   �· ������â£�¨£��£· �� £¬¨¬� ´��£· ���©©¯· ±
¿� �³ � �· � � � ©¯¨�¤�� ��¬ ��¢� �©����´��©£ £�£� ¤£� £��� � �¤ �� � £�� ��  �����ª¦�£¬  ��¯· �³ £ �£���£³�� �� £³���� � �£ ��  �¨£�¢ ©£ �¬ ¯· ��¬ ¨� ���â¯��¬©£����� ª ±
Ç ÈÇ ÈÉ ØYÙÒÕÏþÎÿ ÑZ ÚYÙÒ× ÑXÐ�
L ��¯�� �� ��´  £����´ ���¤£�«¢· �ª â���© ª� � ��  �� ���� �� ��ª���  �¦�� ¢ �· £��� � ¢ �� ���£¬´ © ��· ÝwvÙk ÞÜÝÜn {wvqi àl ßò ºá ¢£©�£��¡ � ��ß£�¢� ¾ ���¬ £â��©��£ � � �¬��ª· �£ ���®�´©� � ©£ £���¤� © �� ������´ �����¬¨�� �£¦���� ª�

σ = σ1, σ2, . . .
± K �� �� ©£�£ ´��¬©£ ¯��� ¥����§ ������¨©� ]^Þ©£ �¬ ��  ��  ���� � ¤���¬©£ ª· £���¤� � �� ]^Þ ���  �� ®¯�  �� � ¥Å ��§������¨©� ÌÍÎ ©�� �����¬¨��

σ
� ��� £��³©£�¢ ���

m
� ���£�� �  ¢� ������©â� £��� £� £��³�  �¬ ������ ± L �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³

Φ
��  �� ���£�   �·�� �� �£�· �  �· ��� �£· ®������ �� � � ]^Þ �� � ÌÍÎ  ¢� £�� � £ �  ��©´ ©£¯��� ����©�  ��� ���¨©� ±

Æ¬��£���©¯�� � ¯� ª
Φi

¢   �©´  ¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ � �� � � ]^Þ �� �
ÌÍÎ ¯��¬� £�£«£���� £�  � ��¶ �

i
� � ��£��  ¢· �����¬¨��· ± $��¨¯ �¬©£ �  � � ���®�¢©� ��¬ £«£ ��¬©£ �â�� £��� �� ����¢�¢ ��� �¬· � �â�³ £«���¬ ¢�£��� ª�¢  ¢· ©£� �� ����¢�¢· �¯�¤�¬· £��� � £� £�¶· �����¢ ± Æ¬©®�� ���¬©£������ ©£

ti
���

oi

 � ��� ¢ ��¬ ¬â �� �� � � � � ¤³� ������¨©�� � ��  �� ���� ���   �
i
¦�� � ®´©�  ¢· �£� �¬�� ��·  �¬· ± ²� l mÝÞßn i jÞ � qÚmÝx jÝÜn º�� ¢�À£�� ©ª ß¢¥£ ¾ ai

 �¬ ]^Þ � ��  � ®´©� �¬ � ����£ � � ª·
ai = ti + Φi − Φi−1

±
¿��©¯�ª· � ¯�� �ª â��©�  �¬ �¬��� ���³ ��� �¬·  �¬ ]^Þ ���  ¢�

σ©���£� �� ���¤£��¨£� â����� �·  � ��� �· ©£  ¬ ����®£�¢· �£ �¨£ ®´©� ±
U� ª �  � ®�����¬©£ © �� �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ �  ¯ � �� ¶� £ � �� �¨£

i
©£

1 ≤ i ≤ m
�� ���³£�

ai ≤ c · oi

��� £� ���¯�� �� ¬���£� � �¨£�
b

��£«� ¢ ¢ ¢· £���¤�¬ ¶� £
Φi ≥ b

± ² � £ ¸

������stä(σ) =

m∑

i=1

ti = (Φ0 − Φm) +

(

Φm − Φ0 +

m∑

i=1

ti

)

=
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= (Φ0 − Φm) +

m∑

i=1

(ti + Φi − Φi−1) =

= (Φ0 − Φm) +
m∑

i=1

ai ≤

≤ (Φ0 − Φm) + c

m∑

i=1

oi ≤

≤ (Φ0 − b) + c · ���������(σ) ,
º2 ±M¾

���¬
Φ0

£��� � � �¨£� ��¬ £«��  �� ©��� ���   �· ��� ��¯· �� �� �£�·  ª�
]^Þ ��� ÌÍÎ ±

L ��´�¢ �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ � ��  ¢ ©£�¯ ¢ © ��· �����¬¨��· £�£��£�¶����©�£ �� q vÙÛ wÝÜ qÚmÝx jÝÜn º�� ¢�£�� ©ª ���¡�¥�¥ ¾ �Q��CÖ� � £�£�¤´  � ��¦� �· �¨£ �£� �¬�� ��· ¤£� ��� ��£ � � �â ¬ £�¬ �³ � ��� ��©®�£ �� � ���¨©¢¦  ���· ©¯��· ���·  �¬ ��� �¬· £� � ��ª�  ª� �£� �¬�� �¶�  ¢· �����¬¨��· ± ¿�����£�©¯�ª �  �³ � £��� � ��´� �©� ¤��  � £�¤¯�£ � � © �� ©£©��ª©¯�¢ £�¯��£��  �¬
]^Þ �� ����³c£� £«� ��£  �� ¡����®´° �£ ��¯�¢ ©£  ¢� ��  �� ���¢  �¬ ÌÍÎ �£�¶ £©£�· £�¤��â£��©�� £ �� ¤£�«�¬©£ �  �  � �¬��� ��� ¥����§ ��� �· £��� �  ����³ ����� � �¨£�� �������� ��  �¬ �¬��� ���³ ®£�  �� �¬ ��� �¬· ±

~¬� �� � ¢ £³�£�¢ © ��· �� ��¢�¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ ��� £�£�  �������ª��� �� � �¨�  ¢· ©£¨�¤�¬ �¬ ´· ± Ø�  ������ � ¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³����  ������£ �  ¢ ¤��â�� ©£ �«³  ¢· £�� � £ �� � ��¢·  �¬ ¥����§ ���  �¬¥Å ��§ ������¨©�¬ ± 3 ³�  ¯ ��� ����¤£��©� � ¨� £«£ ��¬©£ �����³¨ª· ±

¿���£���©�� £ � � ���®�¢©� £�¢©¯�ª�¢· � �� �· � ��¬ �����©£ � ¢� ¿��¦ ¢ � 1 ±M ± á ������¨©�· ÓÎÔ º8 ¥R§¦Q¥¦Õ�¥�Ã¾ �£ �¨£ ®´©� ©£ �� ��£�  �� ���£�� ��¬ ©�� �· �����£�� ¢�£ � ¢� ���´  ¢· � �� �· � ��ª· â��£�¶�£� ��� � ���©  �¬ ± µ £  �· � ��´�£�· �¬ ¯· £� �¤�¶�£� �� £«��â�� ��£� �  � �� ¬��� £�¬c¢�� ��� �· � ��  ¢� ��������¢�¢ © ��· �����¬¨��· � � ´�£ª� � ������ �¬¦«¢©¯�� ¨� £��� � ���  � ®¯�  �� � ��� �· ± ! ��©� � � ¨� ���¤£�«�¬©£ �  � £��� �
2¦�� ��ª���  ���· ±

Ø�  ¬ ���· � ¯� ª
`���
i

���
`
���
i

�� � �� £·  ª� ÓÎÔ �� � ÌÍÎ ��  �� ���� ���ª· ¯��¬� ¤��©��âª¨£� ©£   ¢�
i
¦�� ´ � � ¢�¢ ± á����¬©£  ¢ �¬�� ¢�¢¤¬��© ���³

Φi

ª·  � ��´¨�·  ª� q vqÝÞk ß¦pv ©£ �«³  ª�
`���
i

���
`
���
i

± Ä��¦� ��â´ ¨£ª�£� � � ¯�� ¤ �� £ ��©¯�� �£³��· � ���£�ª�
(xj , xk)

� ���¬  �
xj®����£ �� ����  �

xk

� ¢�
`���
i

� ��� ©£  ���  �³ � � ¢�
`
���
i

± ����¬ ��¢ �¢ � �� � 〈x1, x2, . . . , xm〉
£©â����£� (m

2

) ��  �� ��â¯· �£ ��  �����®��´ ©£  ¢�
〈xm, xm−1, . . . , x1〉

±
$��¨¯ �¬©£ ������ �  � ¢

i
¦�� ´ � � ¢�¢ �â�� ����ª�¢  �¬ � ���£��¬

x
± Q ¢ �  ��©´ ��¬ �¬ ´ ��©®�£ ��� � �

`���
i−1

���
`
���
i−1

¯��¬� ª· â���£ � � � �
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`���
i−1 :

���´ → A x B

`
���
i−1 :

���´ → C x D

Æ�´©� 2 ±1 ¸ á � � �� £·  ª� ÓÎÔ ��� ÌÍÎ � �©¯�ª· ��¥ �³�¢ ¢¨£�  � � � ��£��
x
±

Æ�´©� 2 ±1 � ���¬
A

�
B

�
C

�� �
D

�³���� � ���£�ª� º� �¨��¶· �£�¾ ± K ���� �����£��£�  �
x
� � ÓÎÔ ¬â �� � �� ��� �·

ti = |A| � £�¶ ��  �� ����� ÌÍÎ
oi = |C| ± ¿� ���¯�� � �â�³  �

x
©£ �� ��£� � � � ¢� ���´ ���  �� ÓÎÔ �¤¢© ��¬���³� �� |A∩C| �¯£· ���� ��â¯· £�¶ ����� �� |A∩D| ��£· ± Æ¬�£�¶· �¨� ¯��¬©£ ¸

Φi − Φi−1 ≤ |A ∩ C| − |A ∩D| . º2 ±E¾
L ��ª ¯�ª ��¯�¢ ¨� ���³£� ª· ��� ¢ � �� � ÌÍÎ �â´�£�  �

x
� ¢� ���¢¦��³©£�¢ ¨¯�¢  �¬ ��� ª· ����� ¢ � ��  � ©£ �â¯�£� ��¢� �¯� £�� � ¢� ���´ ¢· � �� �· ± Ä�¢¨£³£� ���©¢ � �� £����ª�´ £��· �¯�¬ � ���£��¬ ´ ����£��������¯���¢· £��· � ���£��¬ ��¬ ¤£� ¬���£� � ¢ � �� � ± Æ£  ¯ ��£· �£��� ¶¦�£�· ���£� �� ¨£ª�´��¬©£ �  �  � £� ���ª � ���£�� ¬���£� ´¤¢ ��� ®����£ � ��©¯�ª· ©£   � º����©�  ���¾  ¯��·  ¢· � �� �· ± ¿�  ¯�£�� �� ¢
i
¦�� ´ ��¦ ¢�¢ �â�� ¤�����â´  �¬

x
�  � £ ¤£� ����³� �¬� �¯£· ���� ��â¯· � ��� £

Φi − Φi−1 = −|A ∩D| ��� �� ¢ º2 ±E ¾ ���³£� �� � ª· ����� ¢ � ±
Ä��  � ������â£�¨¯� � �¬©�£�����¬©£ �  �¸
|A| = |A ∩ C|+ |A ∩D| ⇐⇒ |A|+ |A ∩ C| = 2|A ∩ C|+ |A ∩D| =⇒

=⇒ |A|+ |A ∩ C| ≤ 2|C|+ |A ∩D| ⇐⇒
⇐⇒ |A|+ |A ∩ C| − |A ∩D| ≤ 2|C| =⇒�� 	
 �
=⇒ ti + Φi − Φi−1 ≤ 2oi .

º2 ±Ö¾
Æ¬�¤¬��� �·   �· º2 ±M¾ ��� º2 ±Ö¾ ����³� £� ¢ 2¦�� ��ª���  ��� ¢ �  �¬

ÓÎÔ ± Ä� £� �����¨¯ ª· ���¬©£  ¢� º��� ��´¾ ¬��¨£�¢ �  � � � �����¯· � �� £· ª� ¤³� ������¨©ª� £��� � ����®¶· �¤ �£· � ¤¢��¤´
`���
0 ≡ `

���
0

�  � £
Φ0 = 0

�� �¯ � � ���¤£���³£ � � �  �¸
d)e�� � ã Tä T �#QCÖ�� � ÓÎÔ jËvq à q wÝÞÜkÙ �q vÞquhvàÝÞàl mn�
S����(��� T ²� ������ª ��� ¯�£�©� ¯�£� �� ����´ �¢©�� �� � ��¨ ¬ �  ��¬� ��   � ��¶ � ¤£��©� £â��©��´·  ¢· ©£¨�¤�¬  ¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ ±

K�ª����¬©£ ´¤¢ �  � � ������¨©�· ^ÑÒ £��� �
k
¦�� ��ª���  ���· � ��  � ���¦®�¢©� �£� �¤����¢�¢· ©�´©¢· � �â�³ ����£� � � � �� ������¨©� �´©���¢· ± Ä�
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£� �¨¬©�³©£ �� ���¤£�«�¬©£  � �¤�� ©£ ��´�¢ �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ � ��¯�£���¶ � �� �����¬©£ �¬� ¢�  ¢ �£� �¬�� ��  �¬ ^ÑÒ ±
U� ª ������ �  � �£ �¨£ �£��¤�

p
 ¢· ���´· ©�´©¢· ��  �� � ��£� © �� ©£¦ �®�¢ ´

a[p]
� ¢ ��� �� ��� £�£� ¯�� ©¯ ��  �¬ ���� ����â� � �����£�� ¢�£¢

p
± ���³£�

a[p] = 0
�� �� � ©��� �� ¢

p
¤£� �£��¯�£ �� £�£��¢  ¢ � ��©´� ¢ ��´���¢ ©�´©¢ ± Ä� �¢ ¢¨£� ����� �£� �¤�

p′
�  � £ � �� �¨£ �£��¤�

p
©£

a[p] > a[p′]
� ������¨©�· ¨¯ £�

a[p] ← a[p] − 1
� £�¶  �¬ ������

a[p′] ← k
±

Æ£ �£� �� ª�¢ ��¬ ¢ ��´���¢ ©�´©¢ £��� � �£© ¢ ��� ¤£� �£� �¯�£�  ¢�
p′

�  � £º��� ©����  � £¾ ¨� ¬���£� ����®¶· © �� �£� �¤�
p′′

 ¢· �����· ¢ ©£ �®�¢ ´
a[p′′]

©¢¤£���£ � �± Ø�  �¬�¯�£�� � ¢
p′′

���©���³�£ �� ���  ¢ ��´���¢ ©�´©¢�� � � ¢ ¨¯�¢  ¢· ���¨¢�£³£ �� ¢
p′

± ¿ �¤��ª· � ¤£� ��£��£ � � �� � ��£� ��© ����  ��� � ��¢ � £ � £ £�£�¤´ ¢
p′

®����£ �� ´¤¢ � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ � £� £ ¤ ��  �¢  £�£¬ ��� ¤��¨¯ £� £�£³¨£�� �¶�� ±²� �³����  ª� ©£ �®�¢ ¶� {a[p]} £����£� � �� �� ��¨����£� ��´�ª·  ¢��� � ��¢ � ¢� ����� ®� ���£ �� � ^ÑÒ ± U� ª ������
S

 � �³����  ª��£� �¤ª� ��¬ ¯�£� � ®¯�  �� �· ������¨©�· ÌÍÎ � ¢ ¤��´  �¬ ��´���¢ ©�´©¢ ±á����¬©£  ¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ ª·
Φ ,

∑

p∈S

(k − a[p]) .

Äâ�³
a[p] ≤ k

� �� �¨£
p
� ¯�£ � � �  �

Φ ≥ 0
± ¿� ���¯�� � ¬��¨¯ �¬©£ �  ���� �� �� ��´���£· ©�´©£·  ª� ¤³� ������¨©ª� £��� � �£�¯· ��� ��

Φ0 = 0
±� · �¬�´¨ª· � �¬©®�� ���¬©£ ©£

ti
���

oi

 � ��� �· £«¬�¢�¯ ¢�¢·  ¢·
i
¦�� ´·�� ¢�¢· ���  �� ^ÑÒ �� �  �� ÌÍÎ � ��  �� � ��� ± ²� �¢ �³©£�� ��� ¯�£�©�����³� £� ���  � �����¬¨� �´©©� ¸�(  � ã TJ T �� ���8�#CC� ô àq lÙÊj i > 0

àÝo òj à
ti + Φi − Φi−1 ≤ k · oi .

z Úm{j à?Ü� � £ª��³©£ �  � �¨£ � � ¢�¢ £«¬�¢�£ £� � � �£ ¤³� � ¤�� ¸ ��¶ ���������£ � � � ���  �� ÌÍÎ ��� �� �� �� ���  �� ^ÑÒ ± $��¨¯ �¬©£ �  � � ¢�
i
¦�� ´ �� ¢�¢ �¢ £� � � ¢ �£� �¤�

p E ¨� ¤£�«�¬©£ �  �  � �´©©� ��¢¨£³£� u àq lÙÊjÝÞÙ{àß ?jo hk àÝÞÙ±
Æ � ��¶ � � ¤�� � ^ÑÒ ¤£� ¬â �� � �� ��� �· � �â�³ ¤£� £� £�£� ��© ���£� �¬�� �� ± ¹�� � ¢ ©£ �®��´  ¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ ��   � � ¤�� �¬ ���¯�£� �� £��� �  � ���³ ��¢ ©£

k · oi

± ! ��©�  �� �� ¢
p

®����£ �� ´¤¢ � ¢��´���¢ ©�´©¢  �¬ ÌÍÎ �  � £
oi = 0

�� � ¢   �©´  ¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³¤£� ����£� ± Æ£ ��  �¨£ ¢ �£��� ª�¢ � � ¥Å ��§ ������¨©�· ¨� ���� ´�£�  ¢�
p���  ¢� ���´ ©�´©¢ ©£ ��� �·

oi = 1
��� ¨�  ¢� ���¨¢�£³�£� � ¢ ��´���¢ ����©���³��� �· � �¨���� ����� ��¢ �£��¤� ± ¿��©¯�ª· � ¢ ©£ �®��´ � ¢�¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ ¤£� ¬�£�®���£�  �
k − a[p] ≤ k = k · oi

±
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Æ � ¤£³ £�� � ¤�� � £��� � ¢ �£��  �¬ ÌÍÎ �� ����©£��£� £���· ± ²¶�� � � ¨����©�  �¬
ti

���  ¢· ©£ �®��´·  ¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ ��¯�£� ��£��� � ©¢ ¨£  ��� ± Ä� ¢
p

¬���£� ´¤¢ � ¢ ��´���¢ ©�´©¢  �¬ ^ÑÒ �  � £
ti = 0

±
U� ª �  � ����  ¢� ��������¢�¢  ¢· �� ¢�¢· ���³£�

a[p] = j > 0
��� ¨£ª��³©£ � �³����

X = {p′ | a[p′] > j} ± Ä��  �� ����©�  �¬ ������¨©�¬ ����³� £��  � |X| ≤ k − j
± K�ª����¬©£ ���©¢ �  �

p ∈ S
� �� ¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³¨� ©£�ª¨£� �� 

k − j
£�£�¤´

a[p] ← k
± [©ª· � � �� �¨£

p′ ∈ X
¯��¬©£

a[p′] ← a[p′] − 1
± Ø�  �¬�¯�£�� � ¢ ©£ �®��´  ¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³���³ �� ©£ −(k − j) + 1 · |X ∩ S| ≤ −(k − j) + |X| = 0

±
Ä�  �¨¯ ª· � �� � ^ÑÒ ������� £� �� ©£ �â¯�£�  ¢�

p
���  ¢� ���´ ©�´©¢ � � £ â¬� ��

ti = 1
± Æ¬©®�� ���¬©£

X = {p′ | a[p′] > 0} � ��� £ |X| = k
±

¿ � �³ � �· � |X ∩ S| ≤ k − 1
� ¤ ��  �

p /∈ X
�� �

p ∈ S
± ¿â����

a[p] ← k
�� �

a[p′]← a[p′]−1
� � �� �¨£

p′ ∈ X
� ¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ ¨� ©£ �®�¢¨£� �� 

−k + 1 · |X ∩ S| ≤ −k + (k − 1) = −1
±

Ä�� ���  � ��ª ¯�ª ¤��� �� ¶��¬©£ �  �  � ¬� ¬ �c¢ �´©©� ���³£� �£ �¨£�£��� ª�¢ ±
L ���¤£�«¢ ��¬ ©�� �· ����¬� ���©£ �����¬¨£� © �� £��â�¶· ¤��â��£  ��´©£¨�¤���� �� �£ ��¯�¢ ©£  ¢� ���¢��³©£�¢ � ¢ ����� ���â£�� �� � �� ����¦� �¨©� ÓÎÔ ± ¿ �¤��� £�� � ��¢� �©����´¨¢�£ ¢ £����©���©£�¢  £����´  ª� j vqÛ �ÛqÝÝmi j vhv l àv|Ýjhv º��£©�¡©����  � ¢�©¥ �A¥��ã �C�¾ ± Æ³©âª�� ©£ �¬ ´ �� �� �� ���¤£��¨£� ¢

c
¦�� ��ª���  ��� ¢ � £��· ¥����§ ������¨©�¬ ]^Þ � ���£��� ®�£¨£� �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³

Φ
 ¯ � �� ¶� £ � �� �¨£ ¤¬�� ´ �����¬¨���£���� ª� ¸

1 ± Ä� ©��� � ®¯�  �� �· ¥Å ��§ ������¨©�· ÌÍÎ ���®���£� �£ ��� �� £�¯�¦�£�� ��   ¢ ¤���£��  �¬
i
¦�� �³ �£���� �· ��� ¬â �� � � � ��� �·

x
� � £

∆Φ = Φi − Φi−1 ≤ cx
� ¤¢��¤´ ¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ �¬«�£��� 

cx
 � ���³ ±

2 ± Ä� ©��� � ]^Þ ���®���£� �£ ����� £�¯��£�� ��   ¢ ¤���£��  �¬
i
¦�� �³ �£���� �· ��� ¬â �� � �� ��� �·

x
�  � £

∆Φ = Φi −Φi−1 ≤ −x
�¤¢��¤´ ¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ £��  ¶�£ �� ��   �¬�� �� ��

x
±

M ± $���£� � �¨£�
b

��£«� ¢ ¢  ¢· �����¬¨��· �£���� ª� ¶� £
Φi ≥ b

�� �� �¨£
i
±

S����(��� T Ä«��£� �� �¢©£�ª¨£� �  � ¢ ¤ ��©¯� ��¢  ¢· º �¬ �����¢·¾ �£�¦ �¬�� ��·  ª� ]^Þ �� � ÌÍÎ �£ �£���� � ��� � £� ����� ������´ � ����£�©¯��¬�� £��� � £â �� ´ ¢ £â��©��´  ¢· £� ���ª ©£¨�¤�¬ ± ����¬ ��¢ � � ¢� ���¤£�«¢ �¬ �´©©� �· 2 ±Ö ¨£ª�´��©£ �  � �¨£ � � ¢�¢ £«¬�¢�£ £� � � ��¶ � ���  ��
ÌÍÎ ��� ³� £�� ���  �� ^ÑÒ � ¤¢��¤´ ��¨�����©£ �¢   ¢ �£�� ©£  ¢� �����
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��©®��¬� �¶��  � ¤³� �¬  �£���� � ± Ä� ¬��¨¯ �©£ ����®¶·  � ��  �� ��â� �¤£� ¨� ©����³��©£ �� ��������´��¬©£   �· �¬�¨´�£· 1 �� � 2 ��¬ ������â¯¦��©£ ± N ¯®��� � ��� �� � ¨� ´ �� ¤¬�� � �� ���¤£��¨£�  � �¢ �³©£�� � ��� ©£���� £�� ��©c�  ���� ±
����	);( ;&���()�& ';&� �	��
[�ª· ��ª· �� ¬��c ���� �� ���£�· � ¢ £³�£�¢ ��´� �©ª� �¬��� ´�£ª� ¤¬��¦© ���³ ��� £�£� �¬�´¨ª· © �� ¤³����¢ ¬��¨£�¢ ± ¿��©¯�ª· � ©���� ������£�¯���¢«¢  � �£����· �  � � �� �¢©��  ��¯· �� ¢����£· ���®�¢© ª� ��ª����¬¦©£ �¬� ¢©�  ���³·  ����¬· �� ���£¬´·  �¬· � ��¬ �¬�£��£ �� £� ��¢· �  � ¢³���«´  �¬· £��� � £«��â�� ��©¯�¢ ± ¿� � ����¤£��©�  �� � ¢ �¬�¯�£�� ¨� ����³¦��¬©£ © ��  £����´ ¢ ����� £â��©��£ �� �£ ©£ ��� �¬� ´©� � £���� �¶� ������ ¨¢�£ ���  �� � ���§� � ± # �§�Ã¥� ±

� £ª��³©£ ¯�� �����¤´�� £ ©£ ���� �³� ¢©� £���� �¶�
(M,R)

�� � �� �¦��£¬��¬©£  � ��â�
G

ª· £«´· ± Ø¨£ ���¬â´ ��  �� ���£� �£ ¯�� �£³��·
(sstä, s���) � ���¬

sstä £��� � © �� �� � ��¢  �¬ ¥����§ ������¨©�¬ ]^Þ º¢����� â¬� �� �£� ���©®�£� ���   �· £�ª £���¯· ©£ �®�¢ ¯·  �¬  £�£¬ ���¬¾ ���
s
��� ©�� �� � ��¢  �¬ ®¯�  �� �¬ ¥Å ��§ ������¨©�¬ ÌÍÎ ± $���£� �� £¬¨¬¦��©£�¢ ��©´

e
���  ¢� ���¬â´

(si, sj)
���·  ¢�

(sk, s`))
�� �� � ©��� �� � ����� �� £���� ��

re ∈ R
¸

• � ]^Þ ©£ �� ��£� � � ���  ¢�
si

� ¢�
sk

��� �³ £«¬�¢�£ ´�£�  ¢�
re

� �� �
• � ÌÍÎ ¯�£�  ¢ ¤¬�� � ¢ � �� £� £�¯�£�  ¢�

re

©£ �®����� �· ��¶ � ��� ¢�
sj

� ¢�
s`

±
U� ª � � ¨¯��¬©£ �� ���¤£�«�¬©£ �ª· � ]^Þ £��� �

c
¦�� ��ª���  ���· ± ²�¦ £ � �£ �¨£ ��©´ ����¨¯ �¬©£ ¯�� ®��·

w(e)
 ¯ � �� ¶� £

w(e) = c · [d(sj, s`) + re(s`)]
︸ ︷︷ ︸������ ��� re�  ! ��" ��� − [d(si, sk) + re(sk)]

︸ ︷︷ ︸������ ��� re�  ! ��" stä ,

���¬
e ≡ ((si, sj), (sk, s`))

± Ä�
s0

¢ ��� ��´ �� � ��¢ �©â� ¯�ª�  ª� ����¦��¨©ª� � �¬©®�� ���¬©£
G′  �� ¬����â�  �¬

G
� �����· £��� � Úk ßÝàÞmn ��� ¢� ���¬â´

v0 ≡ (s0, s0)
� �����¬¨¶� �· ®¯®� ��  ¢ â��  ª� ��©¶� ±

K �� �¨£ �³���
C

 �¬
G′ ¨£ª��³©£  ¢� ���� ¢ �

q(C) ,

∑

e∈C

w(e)

∑

e∈C

[d(sj , s`) + re(s`)]
,

º2 ±�¾
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���¬ �� �
e ≡ ((si, sj), (sk, s`))

± Æ¬©®�� ���¬©£
C ′  �� �³��� � ��  �� ����� ¢º2 ±�¾ £����� ����£� � �± Ä · ¬��¨¯��¬©£  ¶�� �  � �

G′ ¯�£� �³���¬· ���¢  ���³®��¬· � ¤¢��¤´
q(C ′) < 0

± Ø�  ©´��·  ¯ ��ª� �³��ª� � ]^Þ ¬â �� � � ��¬��� ��� ��� �· ©£���³ £�� ���
c

â��¯· £�£���  �¬ ÌÍÎ ±
$���£� �� ���� �£��¢ �����¯�£�� ��� �����¬¨�£· £���� �¶� �� ����£· ��  ¬���· �¤¢��³�  �¬· ¤³� ������¨©�¬· �£ �£³��· �� �� �£ª� ��¬ ��  �����ª¦�£³£� ���¬â´  �¬

C ′ ��� �� �� �� â���  ���¬� ¶� £ ��  £�£¬ ��� � �� ¡£� £��³�°���¤´�� £ ©£��� ��´¨�· ¡�£��â��¶�°  �¬
C ′ ± ² � �  � � � ������¨©�� ¨� �¬¦©�£��â£�¨�³� ©£ �¬ �  ��  ���� £��� � £��¬¢©¯�� � �â ¬ £��· ¤��  � � ]^Þ £��� �� �  �����  ���· � �� ���®�¯c �©�· � ��� �â ¬ £ ¯��¬ £�£�¤´ � � £� ���ª ���´�£�· �¬ ÌÍÎ ���¤£���³�� �� ©�������¨£�©� �� � �� �¬©â¯��¬�£· ±²���¬ � ���ª· � � ��  ¢� ������ª �����¯�£�� �����¬¨�¶� ®�����¬©£ ¯��� ª â��©�  �¬ ����¬ �� ��ª���  ��� ¢ �·  �¬ ¥����§ ������¨©�¬ ��� ©£

c− q
� ��¬ ¬�£�®� ��£�  � ©¯� �� � £� �¨¬©¢ � ± Æ¬�£�¶· � �� � ]^Þ £��� � �� ª·

c
¦�� ��ª���  ���· �  � £ ¤£� ¬����¬� �³���� ���¢  ���³ ®��¬· � ��

G′ ±[©ª· � �£ ¯��� �� £¬¨¬��©£�� ��â� �ª��· �³���¬· ���¢  ���³ ®��¬·©����³©£ �� �����¬©£ © �� ����©�  ��´ �¬�� ¢�¢
Φ

£� �  �¬ �¬����¬  ª����¬â¶� �  ¯ � �� ¶� £ ��
e ≡ (u, v)

���
w′(e) = w(e) + Φ(u)− Φ(v) , � £

w′(e) ≥ 0
� �� �¨£ ��©´

e
�Q��CM� ± Æ ¢� �£��� ª�¢  �¬

G′ � © �� �� �¦�¢�¢
Φ

©���£� �� �� ���£¬�� £� £³���� ª· £«´· ± ! �¶ � ¨¯ �¬©£
Φ(v0) , 0 E� �� �¨£ ��¢ ���¬â´

v
 �¬

G′ � ¢
Φ(v)

���³ �� ©£  � £�� �� � ®��· ©���¦��  ��³ £� �  �¬
G′ ©£ �â£ ¢���  ¢�

v0

��� �������©�  ¢�
v
± L ����³� �¬��

Φ
¤£� £��� � ��¢ ���  ¢ �¢ �³©£�¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ � ��¢ � ¢� ����� £�©¢��¶�£ �� ¢

c
¦�� ��ª���  ��� ¢ �  �¬ ]^Þ ±

Ä «�����¶� �·  ¢� ��ª ¯�ª ¤�� ³�ª�¢ � £��� � £â �� ´ ¢ £³�£�¢  �¬ ����¬
c

©£ ��´�¢ ¤¬��© ���³ ������©©�  ��©�³ ± Ä ��£� �� ¨£ª�´��¬©£ ¯�� ���©¦© ��� ������©©� ©£ �³���� ©£ �®�¢ ¶� {c} ∪ {Φ(v) | v ∈ V (G′)} ��� ����� � ´��¬©£  ¢� £��� �� ��� �¢�¢  �¬
c

¬��  �¬· �£���� ��©�³·  �¬ �¬����¬
{w′(e) ≥ 0 | e ∈ E(G′)} ± ² � ������ª  ¯����©� ¯�£� ��¢� �©����¢¨£� £� �¦ ¬�¶· � ¢� ���¤£�«¢ �ª â���© ª� � �� © ����³ ©£�¯¨�¬· �  ��© �� ¬��  �¬���®�´©� �·  ª�

k
¦£«¬�¢�£ ¢ ¶� �����88#�� � B��E � ± µ ��� �³ � � �� £� �¦�£��´��¬©£ ��  � £â��©���¬©£ �£ � �� �£� �� ��� £�¤��â¯��� � ���®�´©� � �¤ ��� �� ¶��¬©£ �  � � ��â�·

G′ ����³� £� ������£¬  �� ©£���· ± ¿��©¯�ª· �¢ ���� ��´  �¬ �«�� £��� � £«� ��£  �� �£������©¯�¢ ±
U � � �� ���� � � � �¬��� ´�£�· ¤¬��© ���³ ��  ������ ������³� �� � � ©¯¦�ª ¤�� �©¶� ��� ��� ¬� �¶� ± Æ  �· �£����� £�£· �£��� ¶�£�· � ¨¯ �¬©£ �����¤ �� ��¨¢  �� ��� ´���  � ��� �� ��� £��³� ©¯ ��  ¢· ¡���� ��¢·° � ¤¢��¤´  ¢·¤ ��â��· � ©£ �«³  ¢· �� � ��¢·  �¬ ¥����§ ������¨©�¬ ��� £�£��¢·  �¬ ®¯�¦  �� �¬ ¥Å ��§ ������¨©�¬ ± Ä��©¯��¬©£ º´ ©���� £�� ���¬©£¾ �  � ¯��· �� �¦
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�¢��· ���©© ���· �¬�¤¬��©�·  ª� ��� ¢��ª� �¬ ¶� ¨� ���«£�  ¢� ����¤�¦�¶©£�¢ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³ ±
µ� �� � � � � A §�� � O �§§�§ ��� ��»4��Ã7�� �A §�O� �M� �¬ �©� ����¢���©¯��·  ¢· ¤��¤ ���� ��· ����´ ¢�¢· �¬����� ´�£ª� ¤¬��© ���³ � �� ���®�´©� �©������©£�¢· ���¨��¬��· ©�´©¢· ± $ � �� �â ¬ � �¬ ��¨������   �· �¬��� ¶�£·���   �· ����£· ¯������ �  � ¨� ¯��£�£ �� ��� £�£� � � ¢

Φ
� ��¢� �©����¢������©© ��� ������©©�  ��©� � ��  ¢� £³�£�¢  ª� ®£�  �� ª� �¬� £�£� ¶� ¶� £�� £� � £¬�¨£� � �¤�����· ����· �� ��ª���  ��� ¢ �· ±

Ç ÈÇ ÈÇ % &ÏÝ ' Õ&Ó×ÒÏÒ
K ��  ¢� ���¤£�«¢ � ª â���© ª�  �¬ ����¬ �� ��ª���  ��� ¢ �· � £��� � �¬¦�´¨ª· ®�� ��� �� ¨£ª��³©£ © �� ����®�¬�¢ â�� �� ��´ �� � ¢ � �  �� q vÞËÚqÛßº�ª�©�¥��� ¾ � � �����· ���©£ � �� ©£  �� ¬�� £«¯ ��¢ ¥����§ ������¨©� ]^Þ��¬ £� ��³£�  � ���®�¢©�

Π
± Æ¬��£���©¯�� � � ��  �����· ¯�£�  ¢ ¤¬�� � ¢ � ���� ���£¬�£� �  ��© �� ¬��  �¬

Π
��� �� ¬����� ��£�  ¢ ®¯�  �� ¢ �³�¢  �¬· " ©£¥Å ��§  ���� â¬� �� � �â�³ ��ª���£� ��¢  ¢� £�� � £ £���¤� ( ¿� ���¯�� � «¯�£�£�����®¶· �¶· �£� �¬��£� � ]^Þ ± Æ ���·  �¬ � �� ���� � £ ��� � �� ¤¢© ��¬��´�£�¯�� �  ��© �� ¬�� � � ����� � ¥����§ ������¨©�· ¨� ����¬� ��£�  ¢ �£��� £�¢¤¬�� ´ £� �¤��¢ ª· ���·  ¢� �� ��ª���  ��´ ���¬�¢ ±

Æ¬�� ���¤�¤�¬©£ ����¤�����©�³· � �� ��  ����� � ������ ©£  ¢ � ��¦ ¢� ��´ ��¬ �����¬¨£�± �¤�� � £�� £�¤ ��â¯��� ����¬� ��£� � �£��©£��· qÚÜ v|n
q vÞËÚqÛßn ºß�� ©¡ �ª�©�¥��� ¾ ± ! ���£� � � � �� © �� ¯��� �� ��¬ ¤£� ����£ � � �¬¦� ¢� � ��ª· �� � ��£· ��¬ ¯��¬©£ ´¤¢ �¬��� ´�£�± } ��¤��� �©ª· � ¯��· ¯ � ��· ��  �����· £� �¤�¶�£� �£ �¨£ ®´©� �� �¬«�£�  � ��� �· º´ �� ©£�¶�£� � �¯�¤�·¾  �¬ ¥����§ ������¨©�¬ � �£¬ ���¢  ���³ ��  �� ³��¬ � �� ¥Å ��§������¨©� � ���¬ �¬ � £��� � £â �� � ± L �¬©�£��â��  �¬ ��¢�´ ��  ����¬ ���¦¤£���³£ � � £����¯� £�� � ¢� ���¤£�«¢  �¬ ����� ª ¨£ª�´©� �· ±
d)e�� � ã Tb T �#QCÖ�� gÝÞh ]^Þ ßÚßàßÝ{|ÚßÞj q àÞàßlkq Þàl mn ¢�¡�� © qÛ um�
k àÊißn u àq Þß Úk mx Û Üi q ÝjÛ à{ßÚßËÜÝÜn i v|i Ün� � Ûmußn q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqnÞßw ]^Þ qÚßlÛjËjÞq à vq jËvq à i àlk mÞjk ßn qÚm

k
�

z Úm{j à?Ü� $��¨¯ �¬©£ �  � ��� �� � ]^Þ ��� � ®¯�  �� �· ¥Å ��§ ������¨©�·
ÌÍÎ ¯��¬� � ¢ ��´���¢ ©�´©¢  � �¤�� �³���� �£� �¤ª�

A
� ©£ |A| = k

± á��¢�´· ��  �����· �¬ ��£������£ � �� �£����©®��� �· � ¢� �����¬¨�� £���¤�¬©��� �� ´�£�· ��¬ �â���³� �£� �¤£·  �¬ �¬����¬
A ∪ {p} � ���¬

p /∈ A
©���¬¨���£ ¢ �£� �¤� ± ~���  ��£� �©ª· ¶� £ �¨£ â�� �� �¢  ����� �£� �¤� ��¬¤£� ®����£ �� £�£��¢  ¢ �  ��©´ � ¢ ��´���¢ ©�´©¢  �¬ ]^Þ � �â�³ £«���¬�� � £ ¬���£�  �¬�� �� �� © ��  ¯ � �� ± L �����¬¨��

σ
��¬ ��¢©�  ��£ � �©���£� �� ¯�£� ���¤´�� £ ©£��� ©´��· ��� ���³£� ������stä(σ) = |σ| ±
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Ä��©¯�£� �� ¤£�«�¬©£ �  �¸
���������(σ) ≤

⌈ |σ|
k

⌉

.

$�£�¨¬© ��£ � � �  � ¢ ��´���¢ ©�´©¢  �¬ ¥Å ��§ ������¨©�¬ £��� � ¤����¶· ��´¦�¢· ± ¹�� � �¨£ â�� ��¬ ����  © �� �£� �¤�
p′

���  ¢� ���´ ©�´©¢ ¬����£¦�³ �� �� ���©���³�£� ��� �� ��¢ ± á ÌÍÎ ��  ���¨��  £�£��¢  ¢ �£� �¤�
p′′� ¢� ����� ¤£� ����£� � � �� � ��£� ���â�� � ��  � ©£���³ £�� ¤�� ¢©� � �©¯���� ±� á ������¨©�· ¨� ��£��� £� �� �����£��£�  ¢� ���´ ©�´©¢ «��©��� � �� �¢ ¢¨£� ¢

p′′
± [©ª· � ��� �³ �¬©®£� �¬ � ¨� ©£����®´��¬� � � ´¦�£�· � �� ��£·   �·

k− 1
¬���� ��£· �£� �¤£· ��¬ ����©¯��¬� � ¢ ��´���¢ ©�´©¢��� £�¤£��©¯�ª· ��� �£· � ��  ¢ �¯� �£� �¤�

p′
± Æ¬�£�¶· � �� © �� �� ¢�¢ ���¦���£�  �� ÌÍÎ �� �� �®�£� ��� �· 1 � � � £��©£�£·

k − 1
º �¬�� �� ��¾ ¨���������¢¨�³� ©£ ©¢¤£���� ��� �· ±

¿ ��� � �«������£� �  � �  � � ��  �����· ¤�� ¢�£�  � ®¯�  �� � ¥Å ��§ ��� �·�£ ��©¢� £� ��£¤� ¤�� ¬�¶��� �· �� ´�£�· � �� ©���·
k + 1

¤��â��£  ��¯· �£¦� �¤£· ± Ä��  ¢� ��¢ ©£�� � ��ª· ¯��¬©£ ´¤¢ ¤£� � ¬����¬�
k
¦�� ��ª���  ����������¨©�� � ��  � ���®�¢©� �£� �¤����¢�¢· � � � ����� � £��� � £��©¯�ª· �� ���³¦ £��� ¤¬�� �� �³©âª�� ©£  ¢� ���¬�¢ �¬ ´ ±

Æ ¢� ��ª ¯�ª ���¤£�«¢ ®�´¨¢�£ ��¨����  ��  � �£����· �  � ¢ � �� ¢� ��´��¬ £â��©��£� � ÌÍÎ ©���£� �� �£�����â£� ���³ ��� ± U � � � ¢ £³�£�¢  �¬¥Å ��§ ��� �¬· �� ¯� ¢ ��£  �� £³���¢ � ���©� ��¬ ¤£� �¬©®���£� �¬�´¨ª· ±µ� �� � � ���� ¥����§ ���®�´©� � ��¬ ¯��¬� ©£�£ ¢¨£� £��� � )6 ¦¤³����� �¤¢��¤´ � ¬����� ��©�·  ¢· ®¯�  �� ¢· �³�¢·  �¬· º©£   �· ©¯��� �´©£�� ��¶�£�·©�·¾ �¬���  © �� �¤�� � £�� ���³����¢ ¤��¤ ���� �� ± ¿¬ ¬�¶· � ¤£� £��� � ��ª�¦¤´�� £ �������� �� ����¤������¬©£  � £�� �� � ¤¬�� � ¥Å ��§ ��� �· � ������£� �� ®��³©£ ¯�� �� ��¢�� �ª â��©� �¬ �³ ±
U��·  ����· � �� �� £� � ³��¬©£ �  �  ¯ � �� £��� � �� �®�¬©£  � ©¯�����  �¬ ��� �¬· © ��· �¬����´· ������¨©ª� ± $ � �� ����¢ �³©£ ¯�� �³����

{]^Þ1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

m}
������¨©ª� �  ¯ � �ª� ¶� £ � �� ¯��· ��¢�´· ��  �¦����· �� ���£¬�£� © �� �����¬¨��

σ
©£ ����� �� ©£� �� ����´�£�  � ��� �·£��· ¥����§ ������¨©�¬ ]^Þ �  � ¨����©� ���  � ��� ¢  ª�

m
������¨©ª� � ��£���¤�

σ
¤£� ¬�£�®� ��£� ¯�� � �¨£�� �������� ��  �¬ ��  �� ����¬ ��� �¬· �¬ ]^Þ ± µ £ ��� ��� �� ¸

m∑

i=1

������stä
i
(σ) ≤ c · ������stä(σ) ,

� �� �����
c > 0

±* +Â¾´³Â,µ ²µ ÁÅ ,µÃÁ¹±¾- ÀÂ Á¹± ./01/2 Â,-¹¾À¿²¹± 345 Ç
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¿³���� � ��� ��· ���  �¬·
m

������¨©�¬· ¯�£� ��� �· © ���� £�� ´ ���  �¬©¯��¬ ���¬  �¬ ��� �¬· ��ª� ± ¿�£�¤´ £« ����©�³ ¢ £� �¤��¢  �¬ ®£�  �� �¬������¨©�¬ £��� �  �¬���� �� £«���¬ ���´ ©£ £�£��¢ �����¬¤´�� £ £�  ª�
]^Þ

1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

m

� � ����· �� ��ª���  ��� ¢ �·  �¬ ]^Þ â���£ �� � ª���  � m
c

±
[�ª· ¯��¬©£ ¤£��  � ���®�¢©�  ª�

k
¦£«¬�¢�£ ¢ ¶� �£ �©� ��©��â� ©£ ��¦�� �¶�� £��� � ���¤³��©� ©£  � ���®�¢©� �£��¤����¢�¢· � � ��  � ����� ¤£�«�©£�  � � ����· �� ��ª���  ��� ¢ �· �¨£ ¥����§ ������¨©�¬ £��� � ≥ k

± } �¢� �©�¦�� �¶� �·  ¢�  £����´ ��¬ ©���· ����¬� ���©£ � ¨� �£� ��£³��¬©£  � ��� ¯�£¦�©� �¬ � � �� �����¤´�� £ ©£ ���� �¶�� ±
d)e�� � ã T� T �88#CC� gÝÞh ]^Þ ßÚßàßÝ{|ÚßÞj q àÞàßlkq Þàl mn ¢�¡�� © qÛ �
umk àÊißn u àq Þß Úk mx Û Üiq Þhv

k
�j?wÚÜk jÞÜÞpvó Ýj i jÞk àl m o pk ßM i j k +1| Újk àÝÝmÞjkq ÝÜi jËq � � Ûmußn q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn Þßw ]^Þ qÚßlÛjËjÞq à vq

jËvq à i àlk mÞjkßn qÚm
k

�
z Úm{j à?Ü� á ��  �����· £� ��¯�£� ����®¶·

k + 1
�¢©£�� ¸ £�£��� � � ����� ��¦� �� ®������ �� � �

k
£«¬�¢�£ ¢ ¯· �  � ����� �¬©®�� ���¬©£

p1, p2, . . . , pk

���¯�� ���©¢ � ¯� ª
pk+1

± á � � � ´�£�·  �¬ ��  ����¬ �â���³� �����£��  �� �¢¦©£��  �¬ �¬����¬ {p1, p2, . . . , pk, pk+1}
± [ � �· ��¢�´· � � ��  �����· �� � £�¢   � £�� � £ �¢©£�� ���¬ � ]^Þ ¤£� ¯�£� £«¬�¢�£ ¢ ´ ± U � � ¤¢© ��¬��£������¬¨�� �� ´�£ª� ©´��¬·

N
�  � ����� ©���£� �� £��� � ��£� ����� � ©£��� ±

Ä� �¬©®�� ���¬©£
σ = pr1

, pr2
, . . . , prN

 ¢� £� ���ª �����¬¨�� �� �
c`

 � ��¦� �· ��������¢�¢·  ¢·
`
¦�� ´· �� ¢�¢· �  � £ � ��

` = 1, 2, . . . , N − 1
���³£�

c` = d
(
pr`

, pr`+1

) ± �� ¯��¬©£ £��©¯�ª· ¸

������stä(σ) =
N−1∑

`=1

d
(
pr`

, pr`+1

)
+ cN .

K �� �� â�«�¬©£ �ª  � ®¯�  �� � ��� �· ��������¢�¢·  ¢·
σ

� ¨� �� �¦��£¬��¬©£
k

������¨©�¬· ]^Þ
1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

k

�  ¯ � ��¬· ¶� £
������stä(σ) ≥

k∑

i=1

������stä
i
(σ) + b ,

º2 ±�¾
���¬

b
� �¨£� ± á � ������¨©�� �¬ � � �£� �¬���³� ª· £«´· ± L ��¶ ¢ �� ¢�¢ ¢·

σ
�â�� ���â��¶·  � �¢©£��

pk+1

± ² � £ � � �� ���  �
i
� � ]^Þ

i

��������£ � ¢� �� ¢�¢ ©£ �� ��¶� �·  �� £«¬�¢�£ ¢ ´ ��¬ ®����£ � � � � �¢©£��
pi

±
~���  ���¬©£ ¶� £ � ��  � ¬�������  ¢· �����¬¨��· �� ���³�¬� �� ����� ª�������ª £· �¤ �� ¢ £· ¸
• �¨£ ������¨©�· ]^Þ

i

¯�£� ¯��� £«¬�¢�£ ¢ ´ � � �¢©£�� ��¬ �¢ ´¨¢�£� �� ����â� � ±
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• Ä� ��� �  ��©´ � ��
i 6= j

�  � £  � �¢©£�� � � ����� ¤£� ¬���£�£«¬�¢�£ ¢ ´·  �¬ ]^Þ
i

¤��â¯�£� ���  � ��  �� ���� � ��  �� ]^Þ
j

±
U� ª ������ �  � â¨�£� � � ¢�¢ � ��  � �¢©£��

pr`

± Ä���®¶· ¯��· ���  �¬·
k

��¦����¨©�¬· ©£ �� ��£�  �� £«¬�¢�£ ¢ ´ ��¬ ®����£ �� � � �¢©£��
pr`−1

¶� £ �� ¢� ��������´�£�� £�¶ � � ¬������� � ¤£� £��� � ¬����£ª©¯��� �� ���¬� �����£�¯��£�� ± ¿³���� ¤��� �� ¶��¬©£ �  �  � ��¬ � ���ª· �©â� £�£· � � �������ª¦ £· ¤�� ¢��³� �� ±²� �¬��� ��� ��� �·  ª� ]^Þ
1,
]^Þ

2, . . . ,
]^Þ

k

���³ �� ©£
k∑

i=1

������stä
i
(σ) =

k∑

i=1

d(pi, pk+1) +

N−1∑

`=1

d
(
pr`

, pr`+1

)

=

k∑

i=1

d(pi, pk+1) + ������stä(σ)− cN .

[©ª·
cN > 0

� �� ¢ º2 ±�¾ ��¢¨£³£� � ��
b = −∑k

i=1 d(pi, pk+1)
� ��¬ £��� ���£«� ¢ �  ¢·

σ
± ¿� ���¯�� � ���������(σ) ≤ ������stä

i
(σ)

� � �� �¨£
i
±Ø�  �¬�¯�£�� ¸

k · ���������(σ) ≤ k ·min
i

{������stä
i
(σ)
}
≤

k∑

i=1

������stä
i
(σ) ,

��� £
������stä(σ) ≥ k · ���������(σ) + b .

Äâ�³ � ��  �����· ©���£� �� ¤¢© ��¬��´�£� © �� �����¬¨�� � � ´�£ª� ©£ ���¤´¦�� £ ¬c¢�� �¬��� ��� ��� �· � ��  �� ]^Þ �  � ¬� ¬ �c¢ ¨£¶�¢©� ���³£�±



6 [ 7 e f ^ bi 8
9 : m ; < = o> p ; l m nom p c f q ? j br s i b

µ¯���  ¶�� � ���� � � ¥����§ ������¨©�� ��¬ £«£ ��©£ ´ �� ��  �����  ���� º¼§¦Ã§�5 �� �ÂÃ�Á¾ � ¤¢��¤´ ¢ �¬©�£� �â��  �¬· � �� �¨£ ¤£¤�©¯�¢ £���¤� ´ �� ©���¦�´©�� � ����©¯�¢ ± µ����³©£ �©ª· �� ¨£ª�´��¬©£ ��� ���¼¥5 �:§¼ ������¨¦©�¬· � � � ��� �� � ¯��¬�  ¢ ¤¬�� � ¢ � �� ������¬� ���â�£�· ©£  ¬�� ��  ������   ¢ �£� �¬�� ��  �¬· ± µ £ ��� ��� �� � ¬��¨¯ �¬©£ �  � �����¬� º£������¾��© ��©� � ��� £�£���³� ������ª·  ª� ��� £�£�© ª� ± ¿³���� �  � ��� ¢ ´ � �¯�¤¢  ¯ ��ª� ������¨©ª� £��� �  ¬���£· ©£ �®�¢ ¯· � £��©¯�ª· ¢ £� �¤��´ �¬· ����£ � � ���  ¢ ©¯�¢   �©´ �¬ ¶� � ��  � £�� � £ �  ��© �� ¬�� £���¤�¬ ±

@ vw A �� |}ù � ùB |� Cù � } �| D � B ��y�E C �F �

Æ ¢� �£��� ª�¢  ª� ���¼¥5 �:§¼ ¥����§ ������¨©ª� � ¢ ¯��� ��  �¬ ��  ����¬£��� � � �� �³�¨£ ¢ ± ¿ �¤ ��� £�� � �����¬¨¶� �·   �· ¤ �� ¬�¶�£�·  ª� � �»7�¦
R�� ��� #��� ��#C�� ��� A §�¦� �R �¼ � A¥�¥¼�� � ���P � Q��¼¥Â ��� G �»¼§�Â¥��A §��A�

+
��� ¤ �������¬©£ �¤��©£�¶· ¤�â���¬·  ³��¬· ��  ���ª� � �����¦�ª·  ¢· ��¶�£ª· ��¬ ¯��¬� � ��   �·  ¬���£· ���â�£�·  �¬ ������¨©�¬ ��� �¬  ����¬ ©£  �� ��� �� ®�����¬�  ¢ ¤��´  �¬· �³�¢ � ��  � �  ��© �� ¬��  �¬���®�´©� �· ��¬ �� �¤ �� � �� ���£¬��¬� ±

• U��· q{q|n ´ jÚàÛ |Ýi hv º¢â¡���¢�¥ ¾ ��  �����· £� ��¯�£� £« ���´·  ¢�£���¤� ��¬ ¨� ����¬� ��£� � �� ¥����§ ������¨©� � �ª��· â¬� �� �� ��ª¦� ��£�  ¢� ¯�®��¢  ª� ¬��¨£  ��¶� ��c£ª� ��© ��© ª� �³ £   �· ���â�£�·��¬ ��©®�£� �  £�£¬ ���· ®�£� �¬ ¶� ± ²����£ � � �©ª· �  � � ��  �����·«¯�£� �¶· �£� �¬��£� � ������¨©�· ��� �¬��£���©¯�� ©£ ���� � �¨��� ¢ �£�£��£� ©£  �� ¯��� ´  �� ���  ���� �£ �¨£ �£��� ª�¢ ±
• U��· Úk ßÝqkißÝÞàl mn º�ª�á £��©¾ ��  �����· ¯�£� �� ��� �  ��©´ ��´�¢��¶�¢  ¢· �� � ��¢· � ¢� ����� ®����£ �� � ������¨©�· � �� ���  ª�



ää å æçèéêëì H î I JýK LM ÿN �K üýþÿý � öé �Oú ë�� ìë

 ¬���ª� ���â�£ª� ��¬ £�´â¨¢��� ± µ £  �³ �  � ¤£¤�©¯�� â  ���£��¨£ â��  � £��©£��  ©´©�  ¢· £���¤�¬ ��¬ ¨�  ��â�¤� ´�£� � ��������¨©� � ¤£� £��� � �©ª· �£ ¨¯�¢ �� ���®�¯c£� £�  ª� ��� ¯�ª�  ���� ¯�£�©�  ª� ©£����  ��¶� ��c£ª� ��© ��© ª� ±
Æ¬�£�¶· � � � ������©��  ���� ��  ����� � ¤£� £��� � £�  ª� ��� ¯�ª� ®¯¦®��� � � ��  ¢�  £� ��´ ©��â´  ¢· £���¤�¬  ¢� ����� ¤¢© ��¬���³� � �¤��� E£«� �  ��· �¬ �³ � �� ¢���������³� �� �£��� ¯�ª ª· £«´· ¸

P U��· ������©��  ���· ¥����§ ��  �����· £� ��³£� ©£ ¥����§  ���� � �  ��© �� ¬��  �¬ ���®�´©� �· ± 3 ¢��¤´ � �£ �¨£ ®´©� £«£ �£� � ��©© �  �¬ �  ��© �� ³��¬ ��¬ ¯�£� �� ��  ������¢¨£� ©¯���  ¢�£�� � £ �  ��©´ ��� ���â�� ��£� �� �� º©£���´¾ �³�¢ ¨� ¤¶�£� � ���¬ � � �ª��· ©� �� � �� «¯�£� ���©�  ¢� ��  �� ���¢ ©£� ��´ �³�¢��¬ ¯�£� ®�£� � ������¨©�· ±P Ä�  �¨¯ ª· � ¯��· ������©��  ���· ¥Å ��§ ��  �����· ��¶ � �����¢¦�¶�£�  ¢� �� ���£¬´  �¬ �  ��© �� ³��¬ " ��� £ ��ª���£� ��¯��  ¢� £� ��´ ©��â´  �¬ " ��� ³� £�� ¬����� ��£�  ¢ ®¯�  �� ¢ �³�¢  �¬ ±
[�ª· ������ ���¤�¤£�  � ���©  �¬ � ¢ �£� �¬�� ��  �¬ £��� � �¬� ��¦�  �� ¥Å ��§ ±

²���¬ � ���ª· � ��  ¬ ����¬ ¢ ������ �� ©£  �¬· á���©�³· 1 ±1 ��� 1 ±2 �¯��¬©£ ¸Q� � �� Ï TfT gvqn ���ª¢� �� ©ª ¢�¡�� © qÛ umk àÊißn ]^Þ Úßw jÚàÛ òj à Þß Úk m�
x Û Üi q Π

Êq Û§ujÞq à c
¦�� ��ª���  ���· j vq vÞËßv q{qpv RÚk ßÝqkißÝÞàlpv ¢� �

¡�� ©ó Úk ßÝqkißÝÞàlpv ¢S �� ©T q vÞàÚÙÛhv q v wÚÙko j à ÝÞqÊjkÙ c0

Þ§Þßàq pÝÞju àq lÙÊj q{q| RÚkßÝqkißÝÞàl m ¢�¡�� ©ó Úk ßÝqkißÝÞàl m ¢S �� ©T q vÞËÚqÛß ]UV
vq àÝo òj à

E[������stä(I)− c · ������sWX(I)] ≤ c0
[ |

E[�YZ [��sWX(I)− c · �YZ [��stä(I)] ≤ c0

]

,
mÚßw

I
Þß ÝÞàui àmÞwÚß Úßw lq ÞqÝlj wÙ\j à ß q vÞËÚqÛßn lqÊpn qÛÛ ÜÛjÚà{kÙ i jÞßv ]^Þ � ] q vqi j vmi j vÜ Þài | E[·] Ûqix Ù vjÞq à hn Úk ßn mÛjn Þàn Þwo qËjnqÚß¦ÙÝj àn Þßw qÛ ußk ËÊißw ßà ßÚßËjn jËvq à {wvq Þm vq Û Ü¦Êßòv u àq Þß Ýwulj�

lk ài § vß ÝÞàui àmÞwÚß�
Æ¢©£�ª ¯�� �  � £�¤ �� � �� �¤�£�· ��  ����¬· �� ������ª ��¯�£�· ����¬¦� £¬�� �� ª· £«´· ¸

E[������stä(I)] ≤ c · ������sWX(I) + c0

[ ´ �YZ[��sWX(I) ≤ c ·E[�YZ[��stä(I)] + c0

]

,



H îF ^ êóëõ ìò ìú ëó� ìò õêë _êúêñæò�� êùê äJ

�� �  �³ � ¤��  � ¢ �¬©�£��â�� £��·  ¯ ���¬ ��  ����¬ ¤£� ��� £�£� �¬�� ¢�¢���£��·  ¬����¬ �£���� �· ± Ø�  �¬�¯�£�� �  ��� ¢ £���¤�·
I

��� ���  �
������sWX(I)

´  � �YZ [��stä(I)
¤£� £��� �  ¬���£· ©£ �®�¢ ¯· ±Q� � �� Ï Tã T � Ûmußn q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn j vmn ���ª¢� �� ©ª ¢�¡�� © qÛ uß�

k ËÊißw ]^Þ j vq vÞËßv q vÞàÚÙÛhv ÞòÚßw
ADV jËvq à

cADVstä , inf

{

c

∣
∣
∣
∣

� ]^Þ £��� �
c
¦�� ��ª���  ���·£���  ��� �¨£ ��  ����¬  ³��¬

ADV

}

.

¿ �©�� £ ��¯�� �£ ¨¯�¢ �� ����³��¬©£ ���¼¥5 �:§¼ ������¨©�¬· � �� ¥�¦���§ ���®�´©� � ± Ø�  ¬ ���· � £���£���©�� £ � � ���®�¢©�  ¢· �£� �¤����¦¢�¢· ©�´©¢· ��� ©£�£ �³©£  �� ����³� £�� ¤¬�� � ���¼¥5 �:§¼ ������¨©� � �� £����©���©£�� Ñ]_U ± [ �� �  £�£¬ ���· ��¯�£� �� ��  ��� �� ´�£� © ���£� �¤� ��¬ ®����£ �� � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ � £� ��¯�£�  ¬���� ��� ©£ �©���©��â¢� �¨���  ��´ �� ���©´ ����� ��� ��£·   �·
k

�£� �¤£· ± L �� ��ª���  ��� ¢   �¬ £�©¢��¶�£ �� ���  � ����� ª ¨£¶�¢©� �  � ����� �â£��£ � � � �¬· � �»7�R���� � #��� ±
d)e�� � Ï TÏ T ��#C�� � qÛ umk àÊißn Ñ]_U jËvq à k

�q vÞquhvàÝÞàl mn j vq vÞËßvÚk ßÝqkißÝÞàlpv ¢�¡�� © q vÞàÚÙÛhv�
z Úm{j à?Ü� á����¬©£ �¬�� ¢�¢ ¤¬��© ���³

Φ
ª· £«´· ¸

Φi , k(k − φi) ,���¬
φi

 � ��´¨�·  ª� �£� �¤ª� ��¬ ®������ �� � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ ���  �¬
Ñ]_U ���  �¬ ��  ����¬ ]UÌ_ � ©£   ¢� ��������¢�¢  ¢·

i
¦�� ´· �� ¢�¢· ±

U � �� ��
ti

 � ��� �·  �¬ Ñ]_U � �
i
¦�� � ®´©�  ¢· �£� �¬�� ��·  �¬ �  � £  ���  �� ���� ��� �· ©£  ¬ ����®£�¢· £��� �� ��   � ��ª�  �

ai = ti +Φi−Φi−1

±
$�£�¨¬© ��£ � � �  �  �

ti, ai

���
Φi

£��� �  ¬���£· ©£ �®�¢ ¯· ± [©ª· � £« �� ��©�³¢
Φ

â���£ �� � ª ���  � ©¢¤¯� ± ¿��©¯�ª· � ���£� �� ¤£�«�¬©£ �  �
E[ai] ≤

k ·E[oi]
� � �� �¨£

i
� ���¬

oi

 � ��� �· ��������¢�¢·  ¢·
i
¦�� ´· �� ¢�¢· ��� �� ]UÌ_ ± ���¤³��©� �

E[Φi − Φi−1] ≤ k ·E[oi]−E[ti] .
ºM ±1¾

¿«£ ��¬©£ �� ����  ¢� �� � ��¢  �¬ ������¨©�¬ ���  �¬ ��  ����¬ �©¯¦�ª· ����  ¢ �´c¢  ¢·
i
¦�� ´· �� ¢�¢· ± Æ¬©®�� ���¬©£ ©£

X
���

Y
 � �³�����£� �¤ª� ��¬ ®������ �� � ¢ ��´���¢ ©�´©¢  ª� Ñ]_U ��� ]UÌ_ ��  �� ���� ±

� ¯ �¬©£
Z = X ∩ Y

� ��� £ |Z| = φi−1

± }ª��· ®�®¢  ¢· �£���� ¢ �· � ¨£ª¦��³©£ �  � � ��  �����· £��� � ��¢�´· ��� �¢  © �� �£� �¤�
p /∈ X

± ¿«���¬ � ��
p ∈ X

�  � £
ti = 0

���
Φi ≤ Φi−1

� �� ¢ ºM ±1¾ ���³£�  £ � �©©¯�� ±
Ä��©¯��¬� �¬�£�¶·  � �����¬¨� £�¤£��©£�� ¸
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1 ±
p ∈ Y

¸ Ä� � Ñ]_U ���©���³�£� ���  ¢ ��´���¢ ©�´©¢ © �� �£� �¤�
p′ ∈ Z� �� �� ®�£�  ¢�

p
� ¢ ¨¯�¢  ¢· �  � £

Φi = Φi−1

± ¿ �¤��ª· � ��
p′ /∈ Z

�¨� ���³£�
φi = φi−1+1

���
Φi = Φi−1−k

± � ��ª  �¬  ����¬ �£� �¬�� ��· �¬ ������¨©�¬ � ¢ � �¨��� ¢ � �� ¯��¬©£
p′ ∈ Z

£��� � φi−1

k

� £��©¯�ª· ¢���©£��©£�¢ ©£ �®��´  ¢· �¬�� ¢�¢· ¤¬��© ���³ ���³ � � ©£

E[Φi − Φi−1] =

(

1− φi−1

k

)

· (−k) = φi−1 − k ≤ −1 ,

�â�³
p /∈ X ⇒ p /∈ Z ⇒ φi−1 ≤ k − 1

± ¿�£�¤´
ti = 1

���
oi = 0

� ¢ºM ±1¾ ��¢¨£³£� ±
2 ±

p /∈ Y
¸ á ��  �����· £��� � ¬����£ª©¯��· �� ��  ��� �� ´�£� © �� �£��¤�

p′′ ∈ Y
©£  ¢�

p
± 3 ���� ���¬©£ ¤³� �£��� ¶�£�· ¸

º�¾
p′′ /∈ Z

¸ Ä� ©£  ¢ �£��  �¬ � Ñ]_U ���©���³�£� ���  ¢ ��´���¢©�´©¢ © �� �£��¤�
p′ ∈ Z

�  � £
φi = φi−1

� £�¤��ª·
φi = φi−1 + 1

±
Æ£ �¨£ �£��� ª�¢ �

Φi ≤ Φi−1

��� £�£�¤´
k · oi− ti = k · 1− 1 ≥ 0

�¢ ºM ±1¾ ������� �£� � � ±
º® ¾

p′′ ∈ Z
¸ Ä� ©£  ¢ �£��  �¬ � Ñ]_U ���©���³�£� ���  ¢ ��´���¢©�´©¢ © �� �£� �¤�

p′ ∈ (X − Z) ∪ {p′′} �  � £
φi = φi−1

� ��� £
Φi = Φi−1

E £ �¤��ª·
φi = φi−1−1

���
Φi = Φi−1+k

± L � �¨��� ¢ ��� £� ��£�£� © ��
p′ ∈ Z − {p′′} £��� � φi−1−1

k

� ��

E[Φi − Φi−1] = k · φi−1 − 1

k
= φi−1 − 1 ≤

≤ k − 1 = k · E[oi]− E[ti] ,

£���¢¨£³�� �·  ¢� ºM ±1¾ ±
¿â���� ©£  � ������â£�¨¯� � £«�� �´��©£ �¨£ ¤¬�� � £�¤£��©£�� � ¢���¤£�«¢ ¯�£� �����¢�ª¨£�±
¿� ��¶ ¢· �c£ª· �  � ������ª ��� ¯�£�©� ¤£� £��� � �¤ �� � £�� £�¨���¬¦�  ��� � �â�³ � Ñ]_U ¤£� â� ��£ � � �� £� � ¬���£� ���³ £�¢ £� �¤��¢ �� ¬ �  �¯��· ��  �����  ���· ������¨©�· ± Ä��  ¢� ��¢ � �©ª· � ��¯�£� ��  �����¬©£ �  �� Ñ]_U £��� � qi v|i hv º� ©� ¢�� ¡©¥¥ ¾ � ¤¢��¤´ ¤£� ���� £� £� ���¯�� �¶�� ©�´¦©¢· � ��  ¢ �£� �¬�� ��  �¬ ± Ä�  �¨¯ ª· � ���� � � ������¨©�� �´©���¢· � ����¬��¢ � ��£���� ��

Ω(k)
À�ÃÂ ©�´©¢· ¶� £ �� ���¨¢�£³�¬�  � ���£· ����®¶·�£� �¤£· £��� � �£�¢©��©¯�£· ±

Ä · ©£�£ ´��¬©£  ¶�� ¯��� ���¼¥5 �:§¼ ������¨©� �´©���¢· ��¬ �����¦�£� � � Ó]Ñ` ��� ������³â¨¢�£ ���  �¬· Õ ��Ã � ���P � B4À½� 8 ÁO §¥ Á7 � # �§�Ã¥���� ã¥4�» �Õ ��B
+
CC� ± ² � ����� ¢���  ���  � �����  �� ¤������£� ���  �¬·
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¬�������¬· ������¨©�¬·  ¢· �¤��· �� ¢�����· £��� � �ª· � � �� ¬����£ª¨£� �����©���³�£� © �� �£� �¤� ���  ¢ ��´���¢ ©�´©¢ � £� ��¯�£�  ¬���� �� � ©£ �©���¦©��â¢ � �¨���  ��´ �� ���©´ ����� £�  ª� ©¢ �£�¢©��©¯�ª� �£��¤ª� ±
d)e�� � Ï Tä T �Õ ��B

+
CC� � qÛ umk àÊißn Ó]Ñ` jËvq à 2Hk

�q vÞquhvàÝÞàl mn
j vq vÞËßv q{qpv q vÞàÚÙÛhvó mÚßw Hk ,

∑k
i=1 i−1

ß
k

�ßÝÞmn qkißvàl mn qk àÊ�
imn�
z Úm{j à?Ü� $��¨¯ �¬©£ �  � � Ó]Ñ` �� � � �¤�´· ��  �����· Ì\^ ¯��¬� ��� ��  �· �¤ �£· �£� �¤£· � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ ± Ø�   � ��ª�  � ¢ �£� �¬�� ��  �¬ Ó]Ñ`©£ £���¤�  ¢� �����¬¨��

σ
��¬ �� ���£¬�£� � Ì\^ �ª���£ � � �£ â�£�·º®�¯�£ $��£�� ¢ � 2 ±1 ±M¾ ± U� ª

Xi

 � �³���� �£� �¤ª� ��¬ ®������ �� � ¢��´���¢ ©�´©¢  �¬ ������¨©�¬ �©¯�ª· ���� ��� ��£� ¢
i
¦�� ´ â�¢ ���

Yi

 ��³����  ª� �£� �¤ª� �� ����£· �¢ �³� � � � ¢ ¤���£��  ¢·  £�£¬ ���· ± Ø�   ���ª�  � |Xi| = |Yi| = k
± Ä��©¢ � ¨¯ �¬©£

mi = |Yi−Xi|
± ���³£�

mi ≥ 1
� ¤ ��  ���ª�¤´�� £ ¢ ��¶ ¢ � � ¢�¢  ¢· â�¢· �â�� �£��¤� ��¬ ��¯�£� �� ���� ¢¨£����  ¢� ���´ ©�´©¢ ±

}ª��· ®�®¢  ¢· �£���� ¢ �· � ©����³©£ �� ¨£ª�´��¬©£ �  � � �� ��¨£© �����   �· �£� �¤£·  �¬
Yi

¤�� ¬�¶�£ � � ����®¶· © �� �� ¢�¢ £� �·  ¢·
i
¦�� ´· â¦�¢· ± ! ��©�  ��  ¬��� £��©£�£· � � ´�£�· � ��  ¢� �¤ �� �£� �¤� ¨� ���������³� �©£ ©¢¤£���� ��� �· ���  �� Ó]Ñ` � �â�³ ©£   ¢� ��¶ ¢ �����¯���¢ ¢ �£� �¦¤� ®����£ � � ��ª�¤´�� £ � ¢ ��´���¢ ©�´©¢ ��� ����©¯�£� £�£�  �¬���� ��ª·  �  ¯��·  ¢· â�¢· ±

¿³���� ¤��� �� ¶��¬©£ �  � ¢ �£��� £�¢ �£��� ª�¢ � ��  �� ������¨©� £��� ��� �¢ ¢¨�³� ��¶ � �� �£� �¤£·  �¬ �¬����¬
Yi−Xi

��� �� �� �� � � ¬������£· �� � ����£· ��´��¬� � �
Yi ∩Xi

� �â�³  � £ ¨� £��� � ©£� �� ����£� � � ¢ � �¨���¦ ¢ � ����£· ���   �·  £�£¬ ��£· �� ¯��¬� ´¤¢ ���©���¬�¨£� ���  ¢ ��´���¢©�´©¢ ± µ� �� � � ¯� ª
pj

¢
j
¦�� ´ ��  �£�� �£� �¤�  �¬

Yi∩Xi

��¬ �¢ £� � � ±
Æ¬©®�� ���¬©£

Mij

 � �³����  ª� �£�¢©��©¯�ª� �£� �¤ª� �©¯�ª· ���� â¨�£�¢ � � ¢�¢ � ��  ¢�
pj

± ! ��â��¶· � ������ �
pj ∈ Xi−Mij

± ¹�� � ¢ � �¨��� ¢ � ��®����£ �� ¢
pj

� ¢ ��´���¢ ©�´©¢ £�£��¢  ¢ �  ��©´ ���³ � � ©£
{(p | p ∈ Xi −Mij) ∧ (p

� ¢ ��´���¢ ©�´©¢
)}

{p | p ∈ Xi −Mij}
=

k − (j − 1)−mi

k − (j − 1)
.

Æ¬�£�¶· �  � ���©£��©£�� ��� �·  �¬ ������¨©�¬ ��   ¢� ¬�� £«¯ ��¢ â�¢£��� �

mi +

k−mi∑

j=1

(

1− k − (j − 1)−mi

k − (j − 1)

)

= mi +

k−mi∑

j=1

mi

k − (j − 1)
=

= mi + mi(Hk −Hmi
+ 1) ≤ miHk ,
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�â�³
mi ≥ 1

± ¿��©¯�ª· ¸
E[�������sab(σ)] ≤

∑

i

miHk .

Ä��©¯�£� �� ®��³©£ ¯�� � ª â��©� � ��  � �������rt(σ)
± U � �� ���£� ������ ¢�´��¬©£ �  � ��   ¢ ¤���£��  ¢·

(i− 1)
¦�� ´· ���  ¢·

i
¦�� ´· â�¢·�¢ �³� �� �¬��� ��

k +mi

´ �£����� £�£· ¤��â��£  ��¯· �£� �¤£· ± 3 ¢��¤´ � � ���¨£
i > 1

� � ��  �����· ¬â �� � � � ��� �·  �¬�� �� ��
mi

� ¢�
(i− 1)

¦�� ´���  ¢�
i
¦�� ´ â�¢ ©��� ± ¿� ���¯�� � ��   ¢� ��¶ ¢ â�¢ £� £�£� ≥ mi�����£��£�·  ¢· ���´· ©�´©¢· � ��� £ �¨����  �� ¯��¬©£

�������rt(σ) ≥ 1

2

∑

i

mi ,

��¬ ���¤£���³£�  � £� �¨¬©¢ � ��� ¯�£�©� ±
á � Ä����� �· � D7�¥À�� ��� )¥»� �ö ÁD) �� � ����¤�������  ¢� ����®´   �©´ �¬ ����¬ �� ��ª���  ��� ¢ �·  �¬ Ó]Ñ` � ¢ ��� �� £��� �

2Hk − 1
� £â�����©ª· ¢ ���´ ©�´©¢ �£��¯�£�  �¬�� �� ��

k + 2
�£� �¤£· ± ¿ �¤��ª· � � ¢�£�¤ ��´ �£��� ª�¢ ��¬ �� �£� �¤£·  ¢· ���´· ©�´©¢· £��� � ©���

k + 1
� £³����¤��� �� ¶��¬©£ �  � � Ó]Ñ` £��� � Hk

¦�� ��ª���  ���· ±

� ÈÉ ÈÉ c d e�f�g �h�f ÏÿÌÿÎÏþZ
MIN

Æ ¢� $��£�� ¢ � 2 ±1 ±E ���â£�¨´��©£ � ��  £�£� ´
MIN

� � �����· ©�· ¯¤��£ ¢ ¤¬�� � ¢ � �� �¬�¤¬��¬©£ ¥����§ ������¨©�¬· ©£ ���´ £� �¤��¢ �£ £� �¦©¯��¬· �  ��© �� ¬�� £��· ���®�´©� �· � ¶� £ �� �� ���£¬��¬©£ ¯��� �� �¦�ª���  ��� ������¨©� � ��  � �£���� £�� ���®�¢©� ± á � Õ ��Ã � Õ¥ÂÃ§� � � ���¥i �
� �À��� � � �R �¼ �� � 9 �Â7j���Ã7�� �Õ �Õ�

+
� 1� �����¬c�� © �� ���¼¥5 �:§¼ ��¦������´  �¬

MIN
�  ¢� ��� �� ®£�  �ª��� ���� ���� £�� � � � ö:�� � A �¥¼§� �� �

8 ���ÂÂ§ ± L £� �¤��¢  ¢·  £�£¬ ���·  £�©¢��¶�£ � � ���  � �����¬¨� ¨£¶�¢©� ¸
d)e�� � Ï TJ T �ö:A8 �M � ñ ËvßvÞq à ßÚßàßà{|ÚßÞj m

¢�¡�� © qÛ umk àÊißà u àq
§ vq i jÞk àl m ÝòÝÞÜiq jk uqÝàpv� gÝÞh mÞà ß

i
�ßÝÞmn jk q wÞpv §o j à Ûmuß

q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn
ai j vq vÞËßv q{qpv q vÞàÚÙÛhv Ýj § vq wÚßÝòvßÛß Ii

ÞßwÝwvmÛßw I Þhv ÝÞàui àßÞòÚhvó 1 ≤ i ≤ m
� z v àÝo òj à ⋃ Ii ⊆ I

lq à ]^Þ∗ =
RMIN{]^Þ1,

]^Þ
2, . . . ,

]^Þ
m}ó ÞmÞj

cOBLstä∗ ≤ 8f({a1, a2, . . . , am}) ,

mÚßw Ü
f

ßk Ë\jÞq à q vq{k ßi àlÙ u àq lÙÊj ÚßÛ wÝòvßÛß ÊjÞàlpv qk àÊi pv A
hn
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jk|nõ






f(∅) , 0

f(A) ,

1 +
∑

x∈A

f(A− {x})
x

∑

x∈A

1

x

.

l ÚàÚÛ§ßvó ßÚßàßÝ{|ÚßÞj ÙÛÛßn Ýwv{wqÝimn Þhv
m

qwÞpv qÛ ußk ËÊi hv jÚàÞwu�
o Ù vj à Ûmuß q vÞquhvàÝ Þàl mÞÜÞqn mo à lqÛ òÞjkß qÚm

f({a1, a2, . . . , am})
�

¿â���� ¢ ��ª ¯�ª ����©¯�¢
f

£��� � ��¢� � �¬�¬â��©¯�¢ ©£  ¢� £� �¤��¢ �¬  £�£� ´
RMIN

� �« ��£� ��  ¢ ©£�£ ´��¬©£ �£��� ¯�ª ±
S����� Ï Tb T gÝÞh

m
Úkqui q Þàl ßË qk àÊißË

x1, x2, . . . , xm ó Þ§Þßàßà pÝÞj
0 < x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xm

� ] ÝwvÙk ÞÜÝÜ
f §o j à Þàn ÚqkqlÙÞh à{ àmÞÜÞjnõm�

lim
x1→0

f({x1, x2, . . . , xm}) = f({x2, . . . , xm}) . �
f({x1, x2, . . . , xm})

uvÜÝËhn q òkßwÝq hn Úk ßn lÙÊj xi

�n �
f({x1, x2, . . . , xm}) > xm .o � Hm · x1 ≤ f({x1, x2, . . . , xm}) ≤ Hm · xm .p�
f({x1, x2, . . . , xm}) ≥ Hm ·

x1 + x2 + · · ·+ xm

m
.

q� �ö:A8 �M� m∑

k=1

xk

k
≤

m∑

k=1

x2
k

x1 + · · ·+ xk
≤

≤ f({x1, x2, . . . , xm}) ≤

≤
m∑

k=1

x2
k

xk + · · ·+ xm
≤

m∑

k=1

xk

m + 1− k
.

z Úm{j àkÜ�
1 ± µ £ ���´ £���ª�´ ª· ���·

m
±

2 ± ¿³���� ¤��� �� ¶��¬©£ �  � ¢
f

£��� � �����ª� �� �©¢ ª· ���· �¨£
xi

±
¿��©¯�ª· � ���£� �� ¤£��¨£� �  � � �� �¨£

i ∈ {1, 2, . . . , m} ���³£�
∂f({x1, x2, . . . , xm})

∂xi
> 0 .

ºM ±2¾
K ��  � ����� �¬ � � £â��©���¬©£ �£���£¬©¯�¢ £���ª�´ ª· ���·

m
±
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• K ��
m = 1

� ���â��¶·
f({x1}) = x1

��� ∂f({x1})
∂x1

= 1 > 0
±

• $��¨¯ �¬©£ �  � ¬���£� �����
` ∈ N

∗  ¯ � �� ¶� £ � �� ���  �
m ≤ `

�� ���³£� ¢ ºM ±2¾ ± ���ª ���  ¢· º1¾ � ¨� £��� �
f({x1, x2, . . . , xm}) > f({x1, x2, . . . , xm} − {xi}) ,� ��   �· �¬��£���©¯�£·   �©¯·  �¬

m
��� � �� �¨£

i ∈ {1, 2, . . . , m} ±² � £ � ¨¯ �� �·
m = ` + 1

�� �
X = {x1, x2, . . . , x`+1}

¯��¬©£ ¸
∂f(X)

∂xi

> 0 ⇐⇒ ºM ±M¾

⇐⇒






−f(X − {xi})

x2
i

+
n∑

j=1
j 6=i

∂f(X−{xj})
∂xi

xj







(
n∑

j=1

1

xj

)

−

−
[

1 +

n∑

j=1

f(X − {xj})
xj

](

− 1

x2
i

)

> 0 ⇐⇒

⇐⇒







n∑

j=1
j 6=i

∂f(X−{xj})
∂xi

xj







(
n∑

j=1

1

xj

)

+

+
1

x2
i







1 +
n∑

j=1
j 6=i

f(X − {xj})
xj

− f(X − {xi}) ·
n∑

j=1
j 6=i

1

xj







> 0 ⇐⇒

⇐⇒







n∑

j=1
j 6=i

∂f(X−{xj})
∂xi

xj







(
n∑

j=1

1

xj

)

+

+
1

x2
i







1 +
n∑

j=1
j 6=i

f(X − {xj})
xj

− 1−
n∑

j=1
j 6=i

f(X − {xi, xj})
xj







> 0 .

L ������ª ����� ¢ � ��¢¨£³£�� �â�³ �©â� £��� � � ����¨£ ¯� �  �¬���� £��³ ©¯��¬· £��� � ��¢� �ª· ¨£  ���� E �� �  � �¤ �� �¬©®���£� �� �©£  ¢� ºM ±M¾ ±
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Ø�  �¬�¯�£�� � ¢ �¢ �³©£�¢ �¤�� ¢ �  ¢·
f

���³£� � �� �¨£
m ∈ N

∗ ±
M ± Ä��   �· º1¾ ��� º2¾ � ¯��¬©£ ©£��

f({x1, x2, . . . , xm}) > f({x2, . . . , xm}) > · · · > f({xm}) = xm .

E ± L ¤���´ ����� ¢ � ��â£ �� ���¤³��©� ¸
f({x1, x1, . . . , x1}) ≤ f({x1, x2, . . . , xm}) ≤ f({xm, xm, . . . , xm}) ,��¬ ��¢¨£³£� ���ª  ¢· º2¾ ± ¿������  �� � ©���£� �� ����³c£� ª· ����¦�©�  ¢· º�¾ ±

Ö ± } �¢� �©��� ��³©£ ��� �� � £���ª�´ ª· ���·
m

±
• K ��

m = 1
� ���â��¶· ���³£� ±

• $��¨¯ �¬©£ �  � ¬���£� �����
` ∈ N

∗  ¯ � �� ¶� £ � ��
m = `

��£��� �
f({x1, x2, . . . , x`}) ≥ H` · x1+x2+···+x`

`

± ² � £ � � ��
m = ` + 1�¬©�£�����¬©£ �  �

f({x1, x2, . . . , x`+1}) =

1 +
`+1∑

i=1

f({x1, x2, . . . , x`+1} − {xi})
xi

`+1∑

i=1

1

xi

≥

≥
1 +

`+1∑

i=1

H` · (x1+x2+···+x`+1)−xi

`

xi

`+1∑

i=1

1

xi

=

= H` ·
`+1∑

i=1

xi

`
+

1−H` ·
` + 1

`
`+1∑

i=1

1

xi

≥

(∗)

≥ H` ·
`+1∑

i=1

xi

`
+

1−H` ·
` + 1

`
(` + 1)2

·
`+1∑

i=1

xi =

=

(H`

`
+

1

(` + 1)2
− H`

`(` + 1)

)

·
`+1∑

i=1

xi =

=
H`+1

` + 1
·

`+1∑

i=1

xi ,
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���¬ � � �¢©£��
(∗)

£â��©���©£  ¢ ��ª� ´ ����� ¢ � Ä��¨©¢  �¦��³ µ ¯��¬ ¦ Ä �©�����³ µ ¯��¬ ¸
` + 1

1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

x`+1

≤ x1 + x2 + · · ·+ x`+1

` + 1
.

� ± N�¯�£ �ö:A8 �M � ±
² ����£ � � �  � � � ����� ¢ £· ºM � E � Ö � �¾ £ ��� � �¤ �� � £�� ��´� �©£· � ¢� ��«¢ �¤ ��  � ���¯��¬� £¬���ª· ¬����� �� �©� �ª �� � � ª â��©� �  ¢·

f
± 3 ��� �¦� ¶��¬©£ � �� ���� � �  � � ���¼¥5 �:§¼  £�£� ´·

MIN
£� � ¬���£� ���³ �����¦���¢  ��� £�¢ £� �¤��¢ � �¬������©£��· ©£  �� � �  �����  ��� �©�����  �¬ ±

@ vu r |�z s � F t { �{F |Dúût {

Æ¬©®�� ���¬©£ CΠ
OBL

, CΠ
ADON

, CΠ
ADOFF

 �¬· ®£�  �� �¬· ����¬· �� ��ª���  ���¦ ¢ �· ��¬ ©����³� �� £� � £¬�¨�³� ©£ ���¼¥5 �:§¼ ¥����§ ������¨©� � ��  ����®�¢©� £��� �� ����¢�¢· ��� �¬· ¨
Π

£���  ��� �����¬¤´�� £ �¤��³· � ���¦���©��  ���³ ¥����§ ��� ������©��  ���³ ¥Å ��§ ��  ����¬ � ��  �� ���� ± 3 ¢¦��¤´ � ��
RΠ

 � �³����  ª� ���¼¥5 �:§¼ ¥����§ ������¨©ª� ��¬ £� ��³�¬�  �
Π

�  � £
CΠ

OBL
, inf

{
cOBLstä } ,

CΠ
ADON

, inf
{
cADONstä }

,

CΠ
ADOFF , inf

{
cADOFFstä }

,���¬ ��� �  �·  �£�· �£��� ¶�£�· ]^Þ ∈ RΠ

± !���©��ª· � ¯� ª CΠ
DET

� ��¦�³ £��· ����· �� ��ª���  ��� ¢ �· � �  �����  ���³ ������¨©�¬ � ��  �
Π

± L����� ª ��� ��¢ ��� £�£� © �� ��¶ ¢ ¯�¤£�«¢  ª� ¤��â��¶� ¤¬��© ��� ¢ �·©£ �«³  ª�  ��¶�  ³�ª� ��  ���ª� ±
S����� Ï T� T CΠ

OBL
≤ CΠ

ADON
≤ CΠ

ADOFF
≤ CΠ

DET
.

z Úm{j àkÜ� Ø�  ¬ ���· � ¯��· ������©�� ���· ��  �����· ¯�£�  ¢ ¤¬�� � ¢ ��� © �©¢¨£�  ¢ �¬©�£� �â�� �¤��³· ��  ����¬ � �� �¬ �  �� �¬©â¯�£�± 3 ¢��¦¤´ � ©���£� �� £� ��¯«£� ���  ¢� ���´ ����� �  ��© �� ¬��  �¬
Π

��� �� ®�£� ¢ ®¯�  �� ¢ �³�¢  �¬ � ����¶� �·   �·  ¬���£· ���â�£�·  �¬ ���¼¥5 �:§¼ ��¦����¨©�¬ " ��� £ £� ����£�©¯�ª ¤£� ¯�£� �¢©�� �� �� ����£� � � � �� ¥����§ ´¥Å ��§ ��  ����� ± Æ¬�£�¶· �  � ��� �·  �¬  £�£¬ ���¬ ¤£� ¨� ¬�£�®���£� �£��© �� �£��� ª�¢  � ��  �� ���� ��� �·  �¬ �¤��³· ��  ����¬ � £���¢¨£³�� �· ¢� ��¶ ¢ ����� ¢ � ±
u±°Ã¯´ ¸ Å v ÃÂÁwÄ¶°Å - ÃÂ Ä¾¹³,x²ÂÁÂ ²µ- Ã°Á¹Ä¹ ÀÅ°Å· ¯Æ¾v¹±· µÀºÂ Ã µºÁµ,½· Âº´,¹-Å Ç
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¿� �¬�£�£�� � £��� � ���â��¯· �  � �£��� � ������©��  ���· ¥����§ ��  �����·¤£� ®����£�  ¢� ���³ £�¢ ¤¬�� ´ �³�¢ � ��  � �  ��© �� ¬�� £���¤�¬ �  � ������� ���£¬�£� £�¢�£���©£��· �� � ���   �·  ¬���£· ���â�£�·  �¬ £�� � £ ��¦����¨©�¬ ± Ø  �  ¯ � �� �©ª· £��� � ® ¯®��� £â �� � � ��  �� ������©��  ��� ¥Å ��§��  ����� � �� CΠ
ADON

≤ CΠ
ADOFF

±² ¯��· � ©����³©£ �� ¨£ª�´��¬©£ �  � �¨£ ¥����§ ������¨©�· � ���¼¥5 �:§¼´ ©¢ � â���£ � � ª· � �  �����  ���· �£ ¯��� ��  ����� ��¬ ©���£� �� ���®�¯c£�£�����®¶· ���£· ¨� £��� � � �  ¬��³�£· ©£����  ��¯· ���â�£�·  �¬ ������¨¦©�¬ ± ²���¬ � ���ª· � £�£�¤´ � ��  �����· �¬ �· ¯�£� �� �â��¶· �£����� £�£·¤¬�� � ¢ £· ���  �� ������©��  ��� ¥Å ��§ � ¢  �� ¢ ����� ¢ � ���³£�±
á � A§�¦� �R �¼ � A¥�¥¼�� � ���P � Q��¼¥Â �� � G �»¼§�Â¥� �A§��A�

+
��� ��¯¦�¬��� �£��� ¯�ª  ¢ ��¯�¢ ©£ �«³  ª� ��  ���ª� � ��ª· ����³� £� ���  � ¤³������ ª ¨£ª�´©� � ±

d)e�� � Ï T� T �A §��A�
+
��� gÝÞh ]^Þ § vqn ¢�¡�� © qÛ umk àÊißn i j Ûmuß

q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn
α j vq vÞËßv Úk ßÝqkißÝÞàlpv ¢�¡�� © q vÞàÚÙÛhv� z v wÚÙk �

o j à qÛ umk àÊißn ]^Þ ′ u àq Þß Ë{àß Úk mx Û Üi q i j Ûmuß q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn
β

j vq vÞËßv q{qpv q vÞàÚÙÛhvó ÞmÞj ß ]^Þ jËvq à αβ
�q vÞquhvàÝÞàl mn j vq vÞËßvÚk ßÝqkißÝÞàlpv ¢S �� © q vÞàÚÙÛhv�

z Úm{j àkÜ� U� ª ]UÌ_ ′ ������©��  ���· ¥����§ ��  �����· � � �����· ��¢� �©�¦�� �£�  �� ������¨©� ]^Þ ′ ��� �³�£�  � � ��© �� ¬�� £���¤�¬ ±� Ä�
σ

¢ £���¤�·��¬ �� ���£¬�£� � ®¯�  �� �· ������©��  ���· ¥Å ��§ ��  �����· ]UÌÔÔ �  � £
Estä [������stä(σ)− α · ������sW�{

′(σ)] ≤ c0 .
ºM ±E ¾

[©ª· � ��ª����¬©£ �  �
������sW�{

′(σ) = Estä′[������stä′(σ)] ≤ β · ������sW���(σ) + c1 ,
ºM ±Ö¾

�â�³ � ]UÌÔÔ �� � £ ®����£�  ¢ �³�¢  ¢·
σ

©£  � £���� � ��� �· ± ¹�� ����   �· ºM ±E¾ ��� ºM ±Ö¾ ¯��¬©£
Estä[������stä(σ)− αβ · ������sW���(σ)] ≤ c0 + αc1 ,

��£�  £�©¢��¶�£�  ¢�
αβ

¦�� ��ª���  ��� ¢ �  �¬ ]^Þ £���  ��� ������©��  �¦�¶� ¥Å ��§ ��  ���ª� ±
µ� �� � �  � ��ª ¯�ª ¨£¶�¢©� £��� � ® ¯�  �� � � ©£  ¢� ¯����� �  � ¤£� ©��¦�£� �� �¬���¨£� ���¬�� £�� �¬©�¯���©� � ��  ¢� �� ��ª���  ��� ¢ �  �¬ ]^Þ¤�� ¢�¶� �·   �· �¤ �£· ¬��¨¯�£�· ±* | } ~ ��

′
vµº µÀºÂ Ã ¯ÂÁ � Âº´-¯Å ¹ Ã°¼±¾»Áµ¾¹· v±ºÂÁ»· Ä¾¹°Â¾²¹°Á Ã¯»· ./01/2 ÂºÁ ÀÄÂ�,¹· ¸ »²¶· Â±Á» vµº µÄÅ¾µ´�µÃ ÁÅº ÂÄ»vµÃ�Å Ç
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d)e�� � Ï TÈ T �A§��A�
+
��� gÝÞh ]^Þ § vqn ¢�¡�� © qÛ umk àÊißn i j Ûmuß

q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn
α j vq vÞËßv Úk ßÝqkißÝÞàlpv ¢S �� © q vÞàÚÙÛhv� �ÚÙko j àq àÞàßlkq Þàl mn

α
�q vÞquhvàÝÞàl mn qÛ umk àÊißn u àq Þß Ë{àß Úk mx Û Üi q �

z Úm{j àkÜ� !����£��£ � � ±
Æ¢©£�ª ¯�� �  �  � � £¶�¢©� M ±� �£��� ¤£� £��� � �� ���£¬�� ��� � ©���£��©ª· �� � ��£� �� �¬� �¯��¬� ����©¯�£· ���«��¨¯�£�· º®�¯�£ �A §��A�

+
���¾ ±

Ä��  ¢� ��¢ � �£ �¬�¤¬��©� ©£  � � £¶�¢©� M ±C ��©®��¬©£  � £«´· ¸
S��� � Ï TfÐ T gÝÞh ]^Þ § vqn ¢�¡�� © qÛ umk àÊißn i j Ûmuß q vÞquhvàÝÞàl m�ÞÜÞqn

α j vq vÞËßv Úk ßÝqkißÝÞàlpv ¢�¡�� © q vÞàÚÙÛhv� z v wÚÙko j à qÛ umk àÊißn
]^Þ ′ u àq Þß Ë{àß Úk mx Û Üiq i j Ûmuß q vÞquhvàÝÞàl mÞÜÞqn

β j vq vÞËßv q{qpv
q vÞàÚÙÛhvó ÞmÞj wÚÙko j à jÚ ËÝÜn q àÞàßlkq Þàl mn

αβ
�q vÞquhvàÝ Þàl mn qÛ umk àÊ�

ißn�
S��� � Ï TffT gÝÞh ]^Þ § vqn ¢�¡�� © qÛ umk àÊißn i j Ûmuß q vÞquhvàÝÞàl m�ÞÜÞqn

α j vq vÞËßv ÚkßÝqkißÝÞàlpv ¢�¡�� © q vÞàÚÙÛhv� �ÚÙko j à q àÞàßlkq Þàl mn
α2

�q vÞquhvàÝÞàl mn qÛ umk àÊißn u àq Þß Ë{àß Úk mx Û Üiq �
} �¢� �©����¶� �·  �¬· �¬©®�� ��©�³· ��¬ ¨¯��©£ � ¢� ���´  ¢· £�� ¢ �· ����³£�

CΠ
OBL
· CΠ

ADON
≥ CΠ

ADOFF
= CΠ

DET

ºM ±�¾
���

(
CΠ

ADON

)2 ≥ CΠ
ADOFF

= CΠ
DET

.
ºM ±�¾

¿��©¯�ª· � �� ����¬ ��¢ ��ª����¬©£ �  � CΠ
DET
≥ B

�  � £ �¬©�£�����¬©£�©¯�ª· �  � �¨£ ���¼¥5 �:§¼ ¥����§ ������¨©�· ]^Þ � ��  �
Π

¯�£� ���� �� �¦�ª���  ��� ¢ �·
cADONstä ≥

√
B

±
@ v@ � úF t � BúE C �F �
[�� �� � �� â���£ � � �£��£��� � ¢ �¬�¢¨¯� £�¢ ©¯¨�¤�· £³�£�¢· � ª â���©¦ ª�  �¬ ����¬ �� ��ª���  ��� ¢ �· ���¼¥5 �:§¼ ¥����§ ������¨©ª� £���  ����¤�¶� ��  ���ª� £«£ �£�  ¢� £� �¤��¢ ��  �����  ��¶� ������¨©ª� �£ � �¨���¦  ��¯· �� ���©¯· �  ��© �� ³�ª� ± K �� �� � ���¬©£ ��â¯� £���� ��  ¬ ������ �� ©£ �¬· á���©�³· 1 ±1 ��� 1 ±2 ¤���¬©£  �¬· £«´· ¸
Q� � �� Ï Tfã T gÝÞh P ÚàÊq vßÞàl | lq Þq vßi | jÚ Ë Þhv ÝÞàui àßÞòÚhv j vmnÚk ßx Û |i q Þßn x jÛ ÞàÝÞßÚßËÜÝÜn

Π
� � Rq àÞàßlkq Þàl mnT ¢�¡�� © qÛ umk àÊißn ]^Þ

Êq Êjhk jËÞq à c
�q vÞquhvàÝÞàl mn hn Úk ßn ÞÜ v P q v àÝo òj àõ
EP [������stä(I)] ≤ c · EP [���������(I)] + c0 ,
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[ |
EP [�YZ[�����(I)] ≤ c · EP [�YZ[��stä(I)] + c0

]

,
mÚßw

c0

ÝÞqÊjkÙ lq à Ü jËÝß{ßn
I jËvq à Þwo qËq i jÞqx Û ÜÞ| Úßw ql ßÛßwÊjË ÞÜ v

lq Þq vßi | P �
Q� � �� Ï TfÏ T � Ûmußn q vÞquhvàÝ Þàl mÞÜÞqn

cPstä Þßw ¢�¡�� © qÛ ußk ËÊißw ]^Þ
hn Úk ßn ÞÜ v ÚàÊq vßÞàl | lq Þq vßi | P Úkßl òÚ Þj à hnõ

cPstä , inf {c | � ]^Þ £��� �
c
¦�� ��ª���  ���· ª· ���·  ¢� P} .

Ä����³¨ª· ¤�� ¬�¶��¬©£ ¯�� ®�� ��� ¨£¶�¢©� �  � ����� â¯�£�  ¢� ���©�¦� �� �qko | Þßw ��¢� º ��¢ �¥ á ��� ß�á ¡©¾ ��� ��� £�£� ¨£©¯� ��  ¢· ���¤£��  ��´· £����´· ��¬ ¨� ����¬� ���¬©£ ±
d)e�� � Ï Tfä T z v

D(Π)
Þß ÝòvßÛß Þhv q àÞàßlkq Þàlpv qÛ ußk ËÊi hv Úßw Û ò�

vßwv Þß Úk mx Û Üiq Πó ÞmÞj
CΠ

OBL
= sup

P

{

infstä∈D(Π)

{
cPstä}

}

.

²� ������â£�¨¯� ¯�£ �� ���  � ¤��¢©� ¨£¶�¢©� 5 �� �5 ��  ¢· � £ª���·
!���� �ª� ± á ã�¥ �ã�¥���  � £â´�©��£ ��¶ �· � � ����� ��  ¢· ���� ��´· � £ª¦���· !��¬����� ¢ �· � £�ª �� A¥�¥¼�� � B ����� ��� #��Â �A¥�B#C��  � �«�����¢¦��� � ¢ ©£�¯ ¢  ª� ¥����§ ������¨©ª� ± !���� ª ¨� ¤�³©£ �¶·  � � £¶�¢©�
M ±1E ®�¢¨ � ¢� ���¤£�«¢ � ª â���© ª�  �¬ ����¬ �� ��ª���  ��� ¢ �· ±
d)e�� � Ï TfJ T �Õ ��B

+
CC� gÝÞh ]^Þ ′ ßÚßàßÝ{|ÚßÞj ���ª¢� �� ©ª ¢�¡�� © qÛ �

umk àÊißn u àq Þß Úk mx Û Üiq ÝjÛ à{ßÚßËÜÝÜn i v|i Ün� � Ûmußn q vÞquhvàÝÞàl m�ÞÜÞqn Þßw ]^Þ ′ j vq vÞËßv q{qßòn q vÞàÚÙÛßw qÚßlÛjËjÞq à vq jËvq à i àlk mÞjk ßnqÚm Hk

�
z Úm{j àkÜ� Ä��£� �� ®��³©£ �� ��¢�¢ � �¨���  ��´ �� ���©´ P ¶� £ � �� �¨£��  �����  ��� ������¨©� �£� �¤����¢�¢· ]^Þ �� ¯��¬©£

cPstä ≥ Hk

± ! ��©�  ��¯� ª
A

 � �³���� �£� �¤ª� ��¬ ®����£ � � ��� �� � ¢ ��´���¢ ©�´©¢  �¬ ]^Þ�� �  �¬ ®¯�  �� �¬ ¥Å ��§ ������¨©�¬ ÌÍÎ � ©£ |A| = k
± Æ�¢©�  ���¬©£  ��³����

S = A ∩ {p} � ���¬
p /∈ A

©�� �¬¨���£ ¢ �£� �¤� � �� � ¨£ª��³©£  ¢�
P ª·  ¢� �©���©��â¢ �� ���©´ £� �  ª�

k + 1
�£� �¤ª�  �¬

S
± U � �� © �������¬¨�� �� ´�£ª�

σ
�� ���£¬�£ �� ¤ ���¯��� �· ��£«� ¢ � ��� ©£  ¬�� �� ���� ��¨£© �� �� ¢�¢ ���  � �³����

S
± ! ��â��¶· �  � ���©£��©£�� ��� �·�����¬¤´�� £ ��  �����  ���³ ������¨©�¬ �£ �  ��© �� ¬�� ��¬ ������ �� ��� ¢� �� ���©´ �¬ ´ £��� �

EP [������stä(σ)] =
|σ|

k + 1
,
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�â�³ � �� �¨£ �� ¢�¢ ¢ � �¨��� ¢ � �� ©¢� �£� �¯�£ �� ¢ �¢ �³©£�¢ �£� �¤� � ¢��´���¢ ©�´©¢ ���³ �� ©£ 1
k+1

±
¿� �¤�¶��¬©£  ¶�� �� â�«�¬©£ �ª  ¢� ���©£��©£�¢ £� �¤��¢  �¬ ÌÍÎ ±

3 ��©£� ���¬©£ ������  ¢� �����¬¨�� � � ´�£ª� �£ â�£�· � ��ª· ����®¶· � ��£«£ ��¬©£ ������¨©�¬· �´©���¢· ± $�£�¨¬© ���¬©£ �  � �£ �¨£ â�¢ º��¢���ª·  ¢·  £�£¬ ���·¾ ¤ �� ¬�¶��� �� � � ´�£�· � ��
k

¤ ��â��£  ��¯· �£� �¤£· ± ¿��¦©¯�ª· � ��  � ��´¨�·  ª� â�£ª� £��� �
r
� � ÌÍÎ ©���£� �� £«¬�¢�£ ´�£�  ¢������¬¨�� ©£ ��� �·  � ���³

r
± ¿ �¤��� £�� � � ¢� ���´ �¨£ �¯�· â�¢· ���¦©���³�£� ���  ¢ ��´���¢ ©�´©¢  ¢ �£� �¤� ¢ ����� ¤£� ¨� �¢ ¢¨£� � � ¬������� ¢· â�¢· ± ²� ��¬ � ���ª· �  � ���©£��©£�� ®¯�  �� � ��� �· ����³� £�¸

EP [���������(σ)] ≤ EP [N (|σ|)] ,

���¬ N (|σ|) ¢  ¬���� ©£ �®�¢ ´ ��¬ £�â��£�  � ��´¨�·  ª� â�£ª� �£�����¬¨�� ��¬ ����£ �� ���  ¢� �� ���©´ P ±
á � ¤���£�£· ��ª�  ª� â�£ª� £��� � ��£«� ¢ £· ©£ �«³  �¬· ��� �����©£· ¬���£· ©£ �®�¢ ¯· ©£ �£�£���©¯�¢ ©¯�¢   �©´ � � ¬����� ��©�·  ¢· �����·���£ �� � ¢ �³�¢  �¬ ����� ª ���®�´©� �· ±

S����� � ��; �;��+	�� ��;��& �e& T U� ª
N

¤��â��£  �� £�¤¢ ��  �¦�£�©¯�ª� � �£ ��£� ����� ¢ ���� ¢ �  � ��¨¯�� ± ¿� £��³©£  � £«´· �£���©� ³�¢· ¸ ¤���¯��¬©£ ¯�� ��  ��£�©£�� �  � ����� ��´�£� ©£ ��¢ � �¨��� ¢ � �£ �¦���� ���  �
N

£�¤¢ ± !��£· ��  ©¯��� ��� £�����´c£�·  �¬ �£��©� �· ��¯�£��� � ���¬� ¶� £ �� �®�¬©£  �¬�� �� �� ¯�� ��  ��£�©£�� ��� �¨£ £�¤�· �
L ��� ¢�¢ £��� � ¸

E[
£�����´c£�· �£��©� �·  ³�¢·

] = 1 +
N

N − 1
+

N

N − 2
+ · · ·+ N =

= N · HN .

²� ���©£��©£�� ©´��· �¨£ â�¢· ���³ �� ©£  ¢ �³�¢  �¬ ���®�´©� �·  �¬�¬��¯� ¢ ��¬����¶� ©£��� ¯�� � ¨¯ �� �·
N = k + 1

± Ø�  �¬�¯�£�� ¸
E[

©´��· â�¢·
] = (k + 1) · Hk+1 − 1 = (k + 1) · Hk .

Ä��  � � £¶�¢©� �¥�5 ¥»¥�¥R º��ª� � ��� ª· 2�� ���¬��· ý�©�· µ £�¦�ª� Ä��¨©¶�¾ ¯��¬©£

lim
|σ|→∞

|σ|
E[N (|σ|)] = E[

©´��· â�¢·
] ,



H îH åèù� çúè�� êùê J�

��� £  £� ��

lim
|σ|→∞

EP [������stä(σ)]

EP [���������(σ)]
≥ lim

|σ|→∞

|σ|
k + 1

EP [���������(σ)]
≥

≥ lim
|σ|→∞

|σ|
k + 1

EP [N (|σ|)] =

=
E[

©´��· â�¢·
]

k + 1
=

=
(k + 1) · Hk

k + 1
= Hk .

¿��©¯�ª· �
cPstä ≥ Hk

� �� �¨£ ��  �����  ��� ¥����§ ������¨©� ± ¿â��©���¦� �·  � � £¶�¢©� M ±1E £«��¬©£  � £� �¨¬©¢ � � ª â��©� � ��  �� ������ ��ª���  ��� ¢ �· ���¼¥5 �:§¼ ������¨©ª� £���  ��� �¤�¶� ��  ���ª� ±
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ª « ¬ ® ¯°± ²« ±³´ µ ±® ²¶· ¸´ ± ² ¹  º¸± » ¶µ¼ ° ½¾ ± ´ « «» « ¿« À µ» Á Â ºÃ «³¾  » ±Ä¸²° ½¾ ¾ º¸Á Â ´ «¸¿¹ ²À ¬ ±´ ºÃ ² ÅºÃ« ³¹ ± Æº¹ ½ ¹´ ½¸ » ¶ ²«Ã Ç ´ Á ¸ ÈÉ ÊËÉ Ì ³» «° «ÄÍ ²¹ ¾ · ¸ Î Ï ¬ «°« ÐÆÁ Â À Æ± » ¶ ²Í ¶¯Ñ « ³¾  ¬ ± ² Æ± ¾ ° ´ Ç¹ «³¾  Ò²±® µ¶Á ¸ ²Ò· ¸±°Í « ¶¿Æ¾ «³Â À ´ µ¹ « Å²Ò ²¬ ³¾ º¸«³Â Ó » «³ » ¶««¶¿Ô«¸´ ± ² Í ²± ¹ ³Í¬ ¬ ¶ ²¾ º¸« ³Â¾ ´ ¶²¬ «ÐÂ Ã · ¶«³Â ÇÕ¬ ± ² » ° ÇÆ«Â Å³» ½¶´½´ · ¸ Ó µ¹ « ¬ ± ² Í ¸²¬ µ´¶«³Â Î Ö» « ²¬ ²° ¿± ´ Á ¸ ±» «´ °¹ ¾ ¯´ Á ¸ ¬ ±´ ±Ò²¬ ¸Ð² ´ ½¸ ¶³¸½´ ²¬ Ç » ¶«¹» ¯Æ²± ½ «» « ¿±ºÃ ² ¬ ±´±¼ ° ½Æ¿ ´ ± ´ ° ³´ ± ¿± Ã ¶µ¸²± ¬ ± ² ¬ ¿¸½ ¾  ´ ½ ¹ ²¶¯ ´ ½Â » ²¼ ¼ ± ²· ¸²´½ ¹» «³Ò± ²µ´ ½´ ± ´ «³ µ° «³ » ¶«¼ ° Ç¾ ±´« Â Î
× ØÙ Ú Û Ü Ý Þ ß àá Þ á â ã à äá å ã æ Ý ç è ä é àá ß êë è ä

ì è ß í ä
î ³¹´ ³Ã · Â À ° ¿Í « ² ± ²´ ²«¬ ¶±´ ²¬ « ¿ ±°Í µ¶²Æ¾ « ² » «³ ¸± ¿¸± ² ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ « ¿ ¬ ± ²¹ ³¸¯¾ ± µ Ã ² » «° Ð» ° «¬ « ² ºÃ «³¸ ¼ ¶Æ¿ ¾ ºÃ ¶² ¹ Ç¾ ¶± Î ï ´ ½ ¹ ³¸ºÃ ²± Æ± ± ¸±° ÐÄ¹ «³¾  º¸±¸ ´º´ « ²« ±°Í µ¶ ²Æ¾ « À « «» « ¿« Â ° ²´ «³¶Í ¿ ¹  ³Æ¿± Í ¶±¾ ¾ Ç Ç Òº¸ÄÒ¶« Î Ï¸´ ²Æº´ Á Â À Ò¸ ºÃ «³¾  ¬ ¯» « ²« ± ¸´ ¿¹´ « ²Ã ± ¬ «¾ Ñ µ ±» «´º° ¹ ¾ ± ±¬ µ¾ ½ ¬ ± ²Í ²± ¹ Ã ´ ²¬ ¯ ±» ° ºÂ Í Á ¾ ´ ¶²¬ ºÂ Ò«¾ ºÂ À µ» Á Â ¿¸± ² « ² ð ³¬ °¿Ò²« ² Ã· ¶« ² ¬ ± ² «¬ Ð¬ ° «Â À ¬´µ Â ±¸ ¬ ±´± ® ÐÍ «³¾  ¹  ñòÉ ó Èô ËõÌó ±°Í «¶¿Æ¾ «³Â Ç » ¶ ²«¶¿¹ «³¾ ¹ ½¾ ±¸´ ²¬ ¯ ´« ¸ ± ¶²Æ¾ µ ´ Á ¸ Å³» ½¶´ ½´ · ¸ Î
ö ÷ø ÷ø ù ú û ü ýþ ÿ �þ���
� ±°Í µ¶²Æ¾ «Â ���� �	 
�� ��	 ���������������� Ç ¸ ¹ ³¸´ «¾ ¿± ��� ° ²Ä´« ³¶Í ¿ Á Â ÅÇÂ Î
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d d d×

d d d×

⇓

�±�

⇓

�¼ �
d d d×

d d d×ï Ã Ç¾ ± 9 Î:; ª ¶µ» «Â ° ²´ «³¶Í ¿±Â ´ «³ �� Î <  × ±» ²¬ «¸ ¿Ô´ ± ² ½ Æº¹ ½´½Â ± ¿´ ½¹ ½Â ¬ ± ² ¾  ◦ ¬ ¿¸Â ´ Á ¸ Å³» ½¶´ ½´ · ¸
• Ï¸ ½ » µ¾ ¸½ ± ¿´½¹ ½ ¼ ¶¿¹¬ ´± ² ¬´ µÂ ´« ³ Ò²±¹´ Ç¾ ±´ «Â » « ³ « ¶¿Ô«³¸ « ²±¬ ¶± ¿« ² Å³» ½¶´½´ ºÂ À ´µ´ Æ± ²¬ ±¸«» « ²½Æ¿ ¾ ´ ±¬ ²¸· ¸´ ±Â ´ «¸ » ° ½¹ ²ºÄ¹´ ¶« Å³» ½¶´ ½´Ç �¼ ° º»  ï Ã Ç¾ ± 9 Î:± � Î
• ð ²Ò¯°° Á Â À ½ ± ¿´ ½¹ ½ ¸´ «» ¿Ô´ ± ² ¾ ´ ±ÅÐ ÒÐ« Í ²´ «¸ ²¬ · ¸ Å³» ½¶´ ½´· ¸ Îª µ´  À ±¾ ® µ´¶« ² ¬ ²¸«Ð¸´ ± ² » ¶«Â ´ « ¹ ½¾ ¿« ´ ½Â ± ¿´ ½¹ ½Â À ¾  ´ ±Ã Ð´ ½´ Â¿¹ «³ ¾ º´ ¶« ³ ±°° ¯ ±¸´ ¿Æ´ ½Â ® «¶¯Â À ºÁ Â µ´ «³ ¬ ¯» « ²«Â ±» µ ´« ³Â ÒÐ« ® Æ¯Ä¹ ² ¬ ¿ �¼ ° º»  ï Ã Ç¾ ± 9 Î:¼ � Î ï ´ ½¸ » ¶¿»´ Á ¹ ½ » «³ » «°° « ¿ Å³» ½¶´ ½´ ºÂ¼ ¶¿¹ ¬ « ¸´ ± ² ¹´« ¿Ò²« ¹ ½¾ ¿« À » ²° ºÍ ´ ± ² ±³Æ± ¿¶´ ± º¸±Â « «» « ¿«Â Æ± ¾ Ä´ ±¬ ²¸½Æ¿Î
� °¬ ³¹´ ²¬ ¯ ±» ° µÂ ±³´µ Â ±°Í µ¶²Æ¾ «Â À ±¸ ¬ ± ² ±¾ ¸Ç¾ Á ¸ À ¿¸± ² ²¹ Ã ³¶¯ ±¸´ ±ÄÍ Á ¸²¹´ ²¬ µÂ Î

=>?@ABC D EFE GHIJKLMN O �� PQRS�
k TS RUSVWR�XU�
 Y	Z

[ �Y�P�\�Z ]¹´ Á
Mmin

´ « ° ¯Ã ²¹´ « ¼ ¯¶«Â ´ ± ²¶²¯¹ ¾ ±´ «Â �ô ò^_` ËÉa� ¾ ´ ±ÅÐ´ Á ¸ Å³» ½¶´½´ · ¸ ´ «³ �� ¬ ± ² ´ «³ ¼ º°´ ²¹´ «³ ±°Í «¶¿Æ¾ « ³ �bc Î Ï¸ ¹ ³¾¼ «° ¿Ä¹ «³¾ 
s1, s2, . . . , sk

´ ²Â Æº¹ ²Â ´ Á ¸ Å³» ½¶´ ½´· ¸ ´ «³ �� À Æº´ «³¾ 
Σde ,

∑

i<j

d(si, sj) .

f±´ ±¹ ¬ ³¯Ô«³¾  ° « ²» µ¸ ´ ½¸ » ± ¶±¬ ¯´ Á ¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½ Ò³¸± ¾ ²¬ «Ð ;
Φ , k ·Mmin + Σde ,» «³ ¿¸± ² » ¶«® ±¸· Â ¾ ½ ±¶¸½´ ²¬ Ç Î Ï ¶¬ ¿ ¸± Ò¿Å«³¾  µ´ ² �±� ±¸ ¾ ²± ¬ ¿¸½¹ ½ ´ «³

�bc ºÃ ² ¬ µ¹´ «Â
d

À ½ ¹ ³¸¯¶´½¹ ½ Ò³¸± ¾ ²¬ «Ð ±³Å¯¸´ ± ² ¬ ±´ ¯
kd

´ « » «° Ð À ¬ ± ²
�¼ � ±¸ ¾ ²± ¬ ¿¸½¹ ½ ´ «³ �� ºÃ ² ¬ µ ¹´ «Â

d
À ½ ¹ ³¸¯¶´½¹ ½ Ò³¸±¾ ²¬ «Ð ¾ ²· ¸´± ²¬ ±´ ¯ ´« ³° ¯Ã ²¹´« ¸

d
Î g» «Æº´ «³¾  » ¿¹ ½Â µ´ ² ¬ ¯Æ ± ¿´ ½¹ ½ ²¬ ±¸«» « ² ¿´ ± ² » ¶· ´ ±±» µ ´ «¸ Èh ËÉ Ì ¬ ± ² Ð¹´ ¶± ±» µ ´ «¸ ÈÉ ÊËÉ Ì ±°Í µ¶²Æ¾ « Î
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n¹ «¸ ±® « ¶¯ ´« �± � À Ð¬ «° ± Ò²±» ²¹´· ¸«³¾  µ´ ² « µ ¶«Â
Σde Ò¸ » ½¶¯Ô´ ± ²±» µ ´ ²Â ¸º¶Í ²Â ´ «³ �bc ¬ ± ² ´ « ¼ ¯¶«Â ´« ³ ´ ± ²¶ ²¯¹ ¾ ±´ «Â Ò¸ ¾ ´ ±¼ ¯°°´ ± ²» ¶²¹ ¹ µ´ ¶« ±» µ

d
Î ï ³¸» · Â À

∆Φ = ∆Σde + k ·∆Mmin ≤ kd
Î

o ²± ´ « �¼ � ´ · ¶± À º¹´ Á µ´ ² « ÈÉ ÊËÉ Ì ±°Í µ ¶²Æ¾ «Â ¾ ´ ±¬ ²¸¿ ¾ µ¸« º¸± ¸ Å³Ä» ½¶´ ½´ Ç Í ²± ¸± ²¬ ± ¸«» « ²Ç¹ ² ´½¸ ± ¿´ ½¹ ½ À ¼ ¯¹ ² ´ «³ ´¶µ» «³ ° ²´« ³¶Í ¿±Â » «³» ¶²Í ¶¯Ñ ±¾  » ¶« ½Í «³¾ º¸Á Â Î ð Ð° «Í ± À « Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ ±³´ µÂ Æ± ¿¸± ² ¬ ¯» « ²«Â±» µ ´ «³Â ÒÐ« ±¬ ¶± ¿« ³Â ¬ ± ² » ²»° º«¸ ±» «¾ ±¬ ¶Ð¸´ ± ² ±» µ ´ «³Â ³» «°« ¿» «³Â ¬ ±´ ¯¾ ¿± ±» µ ¹´ ±¹ ½
d

À ¯ ¶±
∆Σde = (k − 1)d

Î Ï » µ ´ ½¸ ¯°° ½ ¾ ¶²¯ À ¹´ « ´ ± ¿¶²± ¹ ¾ ±° ±Ã ¿¹´ «³ ¼ ¯¶«³Â À « ¸ °µÍ Á Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ Æ± ±¸´ ²¹´ « ²Ã ¿Ô´ ± ² ¹´« ¹ ½¾ ¿« ´ ½Â± ¿´ ½¹ ½Â Ó µ» «³ ® ³¹ ²¬ ¯ ÇÒ½ ¼ ¶¿¹ ¬ ´ ± ² º¸±Â Å³» ½¶´ ½´ÇÂ ´ «³ �bc Î ð » «¾ º¸Á Â ÀÅ± ²´ ¿±Â ´½Â ¬ ¿¸½¹ ½Â ± ³´ ÇÂ ºÃ «³¾  ¾ ¿Á ¹ ½ ´ «³
Mmin

¿¹ ½ ¾ 
d

´ «³° ¯Ã ²¹´ «¸ Îï ³¸«° ²¬ ¯ À
∆Φ ≤ (k − 1)d− kd = −d

Îª º° «Â À Å´¯ Ô«³¾  ´ « ¸ÒÃµ ¾ ¸« « �� ¸± ¾ ´ ±¬ ²¸Ç¹ ² ÒÐ« Å³» ½¶´ ½´ ºÂ¬ ±´¯ ±» µ¹´ ±¹ ½ d
2

º¬ ±¹´ «¸ À ³® ²¹´ ¯¾ ¸« Â ¬ µ¹´ «Â
d

Î g» ¯¶Ã ² ¬ ± ² » ¯° ² ´ ± ¿¶²± ¹ ¾ ±° ±Ã ¿¹´ «³ ¼ ¯ ¶«³Â ¹ Ð¾ ® Á ¸± ¾  ´ « «» « ¿« º¸±Â ¬ ´ Á ¸ ÒÐ« ±¸´ ²¹´ « ²Ã ¿Ô´ ± ² ¹´ «¹ ½¾ ¿« ´ ½Â ± ¿´ ½¹ ½Â Î n¾ Á Â À « ¯°° «Â Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ ¿¹ Á Â ¸± ±» «¾ ±¬ ¶Ð¸´± ² ±» µ´« p´± ¿¶²q ´ «³ ¬ ±Æ· Â ¾ ´±¬ ²¸¿´ ± ² Î î ½° ±ÒÇ À « µ ¶«Â
Mmin

¿´  ¾ ²· ¸´ ± ²  ¿´ » ± ¶±¾ º¸² ±¾ ´ ¯¼ ° ½´« Â À ¹´ ½ Ã ²¶µ´ ¶½ » ¶¿»´ Á ¹ ½ Î Ï » «¾ º¸² ¸± ³» «° «Í ¿¹ « ³Ä¾  ´ ½ ¾ ´±¼ «°Ç ´ «³
Σde Î ª « ¯Æ¶« ²¹ ¾ ± ´Á ¸ ±» « ¹´ ¯¹ Á ¸ ¸µÂ «» « ²« ³ÒÇ» «´ ´¶ ¿´ «³ Å³» ½¶´ ½´ Ç ´« ³ �� ±» µ ´ «³Â ÒÐ« » ¶«±¸±® ¶Æº¸´ Â Ò¸ ±°°¯ Ô²À ± ® «Ð« ² ´ °³´± ¿« ² ¬ ²¸«Ð¸´ ± ² » ¶«Â ±¸´ ¿Æ´ Â Ò²³ÆÐ¸¹ ²Â Î ð ¸´ «Ð´ « ²Â À ½ ¾ ´ ±ÅÐ ´« ³Â±» µ¹´ ±¹ ½ ¾ ²· ¸´ ± ² ¬ ±´¯

d
À «» µ´

∆Φ ≤ 0− d = −d
Î

rC@Cst@AuA E n» Á Â ¿Ò±¾  À ¹ ³Ã¸¯ « ±°Í µ¶²Æ¾ « Â �� ¾ ´ ±¬ ²¸¿ ÒÐ« Å³» ½Ä¶´ ½´ ºÂ À ´ ½ ¹´ ²Í ¾ Ç » « ³ º¸±Â ¾ µ ¸« Æ± ±¶¬ « Ð¹  Í ²± ¸± ²¬ ±¸«» « ²Ç¹ ² ´ ½¸ ± ¿´ ½¹ ½ Î
o ²± ´ « ° µÍ « ±³´µ ³» ¯¶Ã² ¬ ± ² ½ v
 R�w � �xyz{ � ¬ Ò«Ã Ç ´ «³ ±°Í « ¶¿Æ¾ «³ À ��` À¹ Ð¾ ® Á ¸± ¾  ´ ½¸ «» « ²¯ Ò¸ ¬ ²¸« Ð¸´± ² » ¶ ²¹ ¹ µ´ ¶« ² ´« ³ ¸µÂ Å³» ½¶´ ½´ºÂ ¹ ¬ ¯ Æ ¼ Ç¾ ± Î ]¹´ Á Ò½° ±ÒÇ µ´ ² Í ²± ¬ ¯» « ²± ± ¿´ ½¹ ½ « �� ±» ± ²´ ¿ ¸± ¾ ´ ±´ «Ä» ²¹´ «Ð¸ « ² Å³» ½¶´ ½´ ºÂ

s
¬ ± ²

s′
À ¾  ´ «¸ » ¶· ´ « ¸± ´ ½¸ ²¬ ± ¸«» « ² ¿Î ï  ¾ ²±´º´ « ²± » ¶¿»´ Á ¹ ½ À « ��` ¬ ²¸¿ ¾ µ ¸« ´ «¸

s
À ±°° ¯ ¹´« ³Â ® ÅÇÂ ³» «° «Í ²¹ ¾ « ÐÂ´« ³ ÆÁ ¶¿ µ´ ² «

s′
¼ ¶¿¹¬ ´ ± ² ¹´ ½ Æº¹ ½ µ» « ³ Æ± ´ «¸ ¿Ã ¾ ´± ® º¶² « �� Îð Ð¬ «° ± Ò²±» ²¹´ · ¸´ ± ² µ´ ² µ° « ² « ² ±°Í µ¶ ²Æ¾ « ² ´½Â » ±¶«Ð¹ ±Â ¸µ´ ½´ ±Â » ²ÄÒºÃ «¸´ ± ² «¬ ¸½¶ºÂ » ±¶±°° ±Í ºÂ Î < ¯° ²¹´ ± À ® µ¹ « ¸ ¹  ¬ ¯Æ ¾ ´ ¶²¬ µ Ã · ¶« ²¹ Ã Ð²½ ´ ¶²Í Á ¸²¬ Ç ±¸ ²¹ µ´ ½´ ± ´ Á ¸ ±» «¹´ ¯¹ Á ¸ À ½ p«¬ ¸½¶¿±q » «´º Ò¸ ±³Å¯¸² ´ « ¹ ³Ä¸«° ²¬ µ ÈÉÊËÉÌ ¬ µ¹´ «Â À ± ¸´ ¿Æ´ ± ¾» «¶¿ ¸± ´« ¾ ²· ¹ ²Î |±¶ } µ° } ±³´¯ À ½ ¾ ° º´½«¬ ¸½¶· ¸ ±°Í «¶¿Æ¾ Á ¸ ¿¸± ² ¹ ³¸ÇÆÁ Â Å± ²¶´ ²¬ ¯ ÒÐ¹¬ «° ½ À ¹ ³¸» · Â » ¶²« ¶²ÔµÄ¾ ±¹´  ¹´ ½¸ ±¸¯°³¹ ½ ´ Á ¸ ¾ ½ «¬ ¸½¶· ¸ «¾ «° µÍ Á ¸ ´ «³Â Î

ï ½¾ ²· ¸« ³¾  » ¿¹ ½Â µ´ ² « ² ~òñ^òÊ À H`ñÈ�ò� ¬ ± ² �òñô ÈñÌ G~òñH�L�N ® ½ÐÄ¶±¸ º¸±¸ ±¾ ¸Ç¾ «¸± ñòÉ óÈô ËõÌó ±°Í µ¶²Æ¾ « Í ²± ÒÐ« ¾ µ ¸«¸ Å³» ½¶´½´ ºÂ » ¿³Æ¿±Â Í ¶±¾ ¾ ÇÂ À « «» « ¿«Â ±» « Ò²¬ ¸Ð´± ² 155
78

Ä± ¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µÂ ¸±¸´ ¿«¸ ±Ò±Ä
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d

d

d

d

×
d

d

d

d×=⇒

ï ÃÇ¾ ± 9 Î� ; ª ¶µ» « Â ° ²´« ³¶Í ¿±Â ´ «³ ���c��� Î <  × ±» ²¬ « ¸¿Ô´± ² ½Æº¹ ½ ´ ½Â ± ¿´ ½¹ ½Â ¬ ± ² ¾  ◦ ¬ ¿¸Â ´ Á ¸ Å³» ½¶´ ½´· ¸
« ÐÂ ±¸´ ²» ¯° «³ Î ð » ²ÒÇ 155

78
≈ 1, 987 < 2

À ½ » ¿Ò«¹ Ç ´ «³ ¿¸± ² ¬ ±° Ð´ ¶½ ±» µ¬ ¿¸½ «» « ²« ³ÒÇ» «´  ± ²´ ²«¬ ¶±´ ²¬ «Ð ±°Í «¶¿Æ¾ «³ Î < «° ±´ ±Ð´ ± À « ° µÍ «Â ±¸´ ±ÄÍ Á ¸²¹´ ²¬ µ´ ½´ ¯Â ´« ³ ® ¶¯¹ ¹ ´± ² ¬ ¯´ Á ±» µ ´ « 107
54
≈ 1, 981

Î
ö ÷ø ÷� ������
f±´ ¯ ´ ± Í ¸Á ¹´ ¯ À «» « ²«ÒÇ» «´  Òº¸Ò¶« ¾  ¼ ¯¶½ ¹´ ²Â ±¬ ¾ ºÂ ¾» «¶¿ ¸± ¾¼ ±»´ ²Ä¹´¿ �¾  ¯°° ± °µÍ ²± À ¸± p¹ Ã Ò²±¹´ ¿q� ¹´ « ð ³¬ °¿Ò²« » ¿» Ò« « Ð´ Á Â · ¹´  ´ «¾ Ç¬ «Â ¬ ¯ Æ ±¬ ¾ ÇÂ ¸± ²¹ «Ð´ ± ² ¾  ´ « ¼ ¯¶«Â ´ ½Â Î � Á ¶«Ð¾  ´ « ¾ ´ ¶²¬ µ Ã · ¶« ¾ ¹ ½¾ ¿± µ° ± ´ ± ¹ ½¾ ¿± ´Á ¸ ±¬ ¾ · ¸ ¸µÂ ´ º´ « ²« ³ Òº¸Ò¶«³ À ¹´ «¸ «» « ¿« ½ ±» µ¹´ ±Ä¹ ½

d(x, y)
«¶¿Ô´ ± ² Á Â ´ « ¾ Ç¬ «Â ´ «³ ¹ ³¸´ «¾ µ´ ¶«³ ¾ « ¸«» ±´ ²«Ð ¾ ´ ±ÅÐ ´ Á ¸

x¬ ± ²
y

Ó » «³ ¿¸± ² ¾ « ¸±Ò²¬ µ À ±® « Ð » ¶µ¬ ²´± ² Í ²± Òº¸Ò¶« Î
]¸±Â Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ

si
° ºÍ ´ ± ² µ´ ² VP�UvRP �P� ¾  ´ ½¸ ± ¿´ ½¹ ½

r
±¸ Ò¸ ³» ¯¶Ã ²¯°° «Â Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ ¹´ « ¹ ³¸´ «¾ µ´¶« ¾ « ¸«» ¯´ ² » « ³ ¹ ³¸Òº² ´ «³Â

si
¬ ± ²

r
Î

� ¼ ± ¿Á Â À ±¸ » «°° « ¿ Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ¼ ¶¿¹¬ «¸´± ² ¹´ « ¿Ò²« ¹ ½¾ ¿« ¬ ± ² Í ²´ «¸Ð«³¸¾  ´ ½¸
r

À ±³Æ± ¿¶´ ± » ²°ºÍ «³¾  º¸±¸ ¾ µ¸« Å ±³´ · ¸ À « «» « ¿«Â » ¶¯Í ¾ ±´ ² Æ±° «Í ¿Ô´ ± ² Á Â Í ¿´ «¸±Â ´ ½Â
r

À ¸· « ² ³» µ° « ²» « ² µ Ã ² Îï ´½¶²Ôµ¾ ¸« ² ¹´ ± » ±¶±» ¯¸Á ¾» «¶«Ð¾  Ð¬ «° ± ¸± » ¶²Í ¶¯Ñ «³¾  ´ ½ ° ²Ä´ «³¶Í ¿± ´« ³ ±°Í «¶¿Æ¾ «³ ¾  ´ ½¸ «¸«¾ ± ¹ ¿± ���c��� Î ï ³Í ¬ ¬ ¶²¾ º¸± À µ´± ¸° ±¾¼ ¯¸´ ± ² ¾ ²± ¸º± ± ¿´ ½¹ ½ À µ° « ² « ² Å³» ½¶´ ½´ºÂ » « ³ Í ²´ «¸Ð« ³¸ ¾  ± ³´ Ç¾ ´ ±¬ ²¸«Ð¸´ ± ² ¾  ¹´ ±Æ¶Ç ´ ±Ã Ð´ ½´± » ¶« Â ´ ½¸ ¬ ±´ ÐÆ³¸¹ ½ ´ ½Â ± ¿´ ½¹ ½Â À ºÁ Âµ´« ³ ¬ ¯» « ²« Â ® Æ¯¹ ² ¹´ « Ô½´ «Ð¾ ¸« ¹ ½¾ ¿« À µ» Á Â ¹´« ï Ã Ç¾ ± 9 Î� Î |±¶±´½Ä¶«Ð¾  µ´ ² ¹´ ½¸ ¬ ® ³° ²¹ ¾ º¸½ » ¶¿»´ Á ¹ ½ » «³ ´« Òº¸´ ¶« ¿¸± ² ±»° ¯ ¾ ²± ³Æ¿±Í ¶± ¾ ¾ Ç À « ���c��� ´ ±³´ ¿Ô´ ± ² ¾  ´« ¸ �� ÎÏ Å¿Ô² ¸± ¹ ½¾ ²Á Æ¿ µ´ ²À Í ¸ ²¬ ¯ À Í ²± ´½¸ ²¬ ±¸«» « ¿½¹ ½ ¾ ²±Â ¾ ¾ « ¸Á ¾ º¸½Â± ¿´ ½¹ ½Â ¸ÒºÃ´ ± ² ÒÐ« Ç » ¶ ²¹ ¹ µ´ ¶« ² ¹ ³¸«° ²¬ ¯ Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ´ «³ ���c���¸± ±°° ¯Å«³¸ Æº¹ ½ Î ð » ²»° º«¸ À ¬ ±Æ· Â º¸±Â Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ ¾ ´ ±¬ ²¸¿´ ± ² ¿¹ Á Â» ¯Ñ ² ¸± Í ²´ «¸Ð² ¾  ´ ½¸ ± ¿´ ½¹ ½ À » ¶¯Í ¾ ± ´ « «» « ¿« ¹ ³¾¼ ± ¿¸² ±¸ » ±¶¾¼ ° ½Æ¿¾ ´ ±ÅÐ ´ «³Â ¬ ¯» « ²«Â ¯°°« Â ¬ ²¸«Ð¾ ¸«Â Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ Î ð Ð° «Í ± À « » ¶· ´ «Â ´µ´¹´± ¾ ±´ ¯ ¹´« ¹ ½¾ ¿« » «³ ¼ ¶¿¹¬ ´ ± ² ¬ ¿¸½ ´½ ¹´ ²Í ¾ Ç Î
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=>?@ABC D E� E GH�L:�N O ���c��� PQRS�
k TS RUSVWR�XU�
 Y	Z

[ �Y�P�\�Z � Á ¶«Ð¾  ´ ½¸ ¿Ò²± ¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½ Ò³¸±¾ ²¬ «Ð µ» Á Â ¹´ « � · ¶½¾ ± 9 Î: Î
| ¶« ® ±¸· Â À ¾ ²± ¬ ¿¸½¹ ½ ´ «³ ±¸´ ²» ¯° «³ » «³ ºÃ ² ¬ µ¹´« Â

d
±³Å¯¸² ´ ½

Φ
¬ ±´ ¯

kd
´ « » «° Ð Î Ï » µ ´½¸ ¯°° ½ ¾ ¶²¯ À « ² ¸º¶Í ²Â ´ «³ ±°Í «¶¿Æ¾ « ³ Í ²± ´ ½¸ ²¬ ±Ä¸«» « ¿½¹ ½ ¾ ²±Â ± ¿´ ½¹ ½Â ¿¸± ² ¹ ³¸ÇÆÁ Â ±¶¬ ´¯ » «° Ð» ° «¬ Â Í ²± ¸± ¾ ° ´ ½Æ«Ð¸¯¾ ¹ ± Î ð » «¾ º¸Á Â À Æ± Ò ²±¾ ¶ ¿¹ «³¾  ´½ Ò²±Ò²¬ ±¹ ¿± ±³´ Ç ¹  ® ¯¹ ²Â À º´¹ ² · ¹´ ¹´ ½ Ò²¯¶¬ ²± ¬ ¯Æ ® ¯ ¹ ½Â ´« » ° ÇÆ«Â ´ Á ¸ Å³» ½¶´ ½´ · ¸ » «³ ¬ ²¸«Ð¸´ ± ² ¸± ¿¸± ²¹´ ±Æ¶µ Î
]¹´ Á ° « ²» µ¸ µ´ ² ¹  ¾ ¿± ® ¯¹ ½ ºÃ «³¾ 

m
Å³» ½¶´ ½´ ºÂ » « ³ Í ²´ «¸Ð« ³¸ ¾ ´½¸ ± ¿´ ½¹ ½ ¬ ± ² ¾ ´ ±´ «» ¿Ô«¸´ ± ² ¬ ±´ ¯ ±» µ¹´ ±¹ ½

d
º¬ ±¹´ «Â À » ²¹ Ð¶« ¸´ ±Â ¹ ³¸«Ä° ²¬ µ ¬ µ ¹´ «Â

md
Î f¯» « ²«Â Å ±³´· ¸ Æ± ±¸´ ²¹´ « ²Ã ¿Ô´ ± ² ¹´ « ¹ ½¾ ¿« ´ ½Â ± ¿´ ½¹ ½Â¹  º¸± ´ ± ¿¶ ²±¹ ¾ ± °± Ã ¿¹´ «³ ¼ ¯¶« ³Â ¬ ± ² Å± ²´ ¿±Â ´ «³ « µ¶«Â

Mmin

¾ ²· ¸´ ± ²¬ ±´¯
d

Î n¾ Á Â À « ² ³» µ° « ²» « ²
m− 1

Å³» ½¶´ ½´ ºÂ » ²Æ±¸µ ¸ ¸± ±» «¾ ±¬ ¶Ð¸«¸´ ± ²±» µ ´± p´ ± ¿¶²±q ´ «³Â ¸· ¬ ²¸«Ð¸´ ± ²À «» µ´ 
∆Mmin ≤ (m−1)d−d = (m−2)d

Î
n¹ «¸ ± ® «¶¯ ´½ ¾ ´±¼ «°Ç ´ «³

Σde À º¹´ Á
s

º¸± Â Å³» ½¶´ ½´ÇÂ « «» « ¿«Â Ò¸Í ²´ «¸Ð² ¾  ´ ½¸ ± ¿´ ½¹ ½ Î f¯» « ²« Â ¬ ´ Á ¸
m

» ¶«±¸± ® ¶Æº¸´ Á ¸ Å³» ½¶´½´ · ¸±» «¾ ±¬ ¶Ð¸´ ± ² ±» µ ´ «¸
s

À ±°°¯ « ² ³» µ° « ²» « ² » °½¹ ²¯Ô«³¸ ¹  ±³´ µ¸ À » ²® º¶«Ä¸´ ±Â ° ¯´´ Á ¹ ½ ´ «³
Σde ¿¹ ½ ¾ 

(k −m)(m − 2)d
Î ð » ²» ¶µ¹ Æ´ ± À ½ ±» µ¹´ ±¹ ½¾ ´ ±ÅÐ ¬ ¯Æ ÔÐÍ «³Â ¬ ²¸«Ð¾ ¸Á ¸ Å³» ½¶´½´ · ¸ ¾ ²· ¸´ ± ² ¬ ±´ ¯

2d
À ¬ ± ² ± ® «Ð³» ¯¶Ã« ³¸ m(m−1)

2

´ º´ « ²± ÔÐÍ ½ À ºÃ «³¾ 
∆Σde = −(k −m)(m− 2)d− m(m− 1)

2
· 2d = −kmd + 2kd− dm .ª ° ²¬ ¯ À

∆Φ = k ·∆Mmin + ∆Σde ≤ k(m− 2)d− kmd + 2kd− dm = −dm ,¯¶± ½ ±» µÒ²Å½ ºÃ ² «° «¬ ° ½¶Á Æ¿Î
ö ÷ø ÷� � �����
]¹´ Á µ´ ² Ò²±Æº´ «³¾ 

k
Å³» ½¶´ ½´ ºÂ À « ² «» « ¿« ² ¾» «¶«Ð¸ ¸± ¬ ²¸«Ð¸´ ± ² » ¿ ´ ½Â» ¶²® º¶²±Â ¸µÂ ¬ Ð¬° «³ Í ²± ´ ½¸ ²¬ ±¸«» « ¿½¹ ½ ± ²´ Ç¹ Á ¸ Î Ï ¬ «° «ÐÆÁ Â Ò ²±´ ³Ä» · ¸«³¾  ´« ¸ ñòÉ óÈô ËõÌó ±°Í µ¶ ²Æ¾ « ���� À « «» « ¿«Â ¼ ¶¿¹¬ ² ® ±¶¾ «Í Ç ¹  ¾ ²±´º´ « ²± » ¶ ¿»´Á ¹ ½ Î f±´ } ±¶Ã¯ Â À « ���� » ²° ºÍ ² ´ ³Ã ± ¿± ¬ ± ² ¾  « ¾ « ²µ¾ «¶® ½» ²Æ±¸«´ ²¬ Ç ¬ ±´± ¸«¾ Ç º¸± ¹ ½¾ ¿«

P
¹´ ½¸ » ¶²® º¶²± ´ «³ ¬ Ð¬° «³ À ´ « «» « ¿«ÆÁ ¶¿´ ± ² p«Òµ® ¶±Í ¾ ±q » « ³ ¬ ±¸º¸±Â Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ Ò¸ » ²´ ¶º» ´ ± ² ¸± » ¶¯¹ ²¿´  » ¶«Â ´ ½ ¾ ¿± ¿´  » ¶« Â ´ ½¸ ¯°° ½ ¬ ±´ ÐÆ³¸¹ ½ Î ]´ ¹ ²À ® µ¹ « ¸ « ¾ ´ ¶²¬ µ Â Ã ·Ä¶«Â µ» «³ ¬ ²¸«Ð¸´ ± ² « ² Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ²¹ «Ò³¸±¾ ¿ » ° º« ¸ ¾  ¾ ²± ³Æ¿± Í ¶±¾ ¾ Ç À« ���� ¾ ²¾ ¿´ ± ² ´« ¸ �� Í ²± ¸± ²¬ ±¸«» « ²Ç¹ ² ´ ²Â  ²¹ ¶Ã µ¾ ¸Â ± ²´Ç¹ ²Â Î
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=>?@ABC D E� E GI òñ��LN O ���� PQRS�
2k TS RUSVWR�XU�
 Y	 P RS RUQvR S�Sv�	

S RU����v�Z
[ �Y�P�\�Z � Â ¹ ³¸ÇÆÁ Â À ¹ ³¾¼ «° ¿Ô«³¾  �bc ´ «¸ ¼ º°´ ²¹´ « Èh ËÉ Ì ±°Í µ¶²Æ¾ «Í ²± ´ «¸ ¬ Ð¬ °« À ¬ ± ² » ²» °º«¸ �bc����� ´ «¸ ¼ º°´ ²¹´ « Èh ËÉ Ì ±°Í µ¶ ²Æ¾ « Í ²±³Æ¿± Í ¶±¾ ¾ Ç Ó Ç ¸ » ¶«¬ ²¾ º¸Á ´ « ³ÆÐÍ ¶± ¾ ¾ « ´ ¾ Ç¾ ± » «³ » ¶«¬ Ð»´² ±» µ´ ½¸ » ¶²® º¶²± ´« ³ ¬ Ð¬° «³ ½ «» « ¿± p¬ µ¼ ´ ± ²q ¹´ « ¹ ½¾ ¿«

P
¬ ± ² p´ ¸´ · ¸´± ²q ÎÏ » µ ´« ¸ « ¶²¹ ¾ µ ´ «³ ±°Í «¶ ¿Æ¾ «³ ���� ²¹ Ã Ð²

������e��e(σ) ≤ k · ������ ¡¢£¤�¥¦(σ) ,
�9 Î:�

Í ²± ¬ ¯Æ ±¬ «°« ³Æ ¿± ± ²´ Ç¹ Á ¸
σ

ÎÏ ¶¬ ¿ ° « ²» µ ¸ ¸± ® ¶¯Å« ³¾  ¯ ¸Á ´ « ������ ¡¢£¤�¥¦(σ)
¹  ¹ ÐÍ ¬ ¶ ²¹ ½ ¾  ´ «

������ ¡¢(σ)
Î o ²± ´ « ¹¬ «» µ ±³´ µ À ÆÁ ¶«Ð¾  º¸± ¸ ±¬ µ¾ ½ ±°Í µ ¶²Æ¾ « �bc ′ À» «³ ¹ ³¾» ¶²® º¶´ ± ² µ» Á Â ±¬ ¶²¼ · Â « �bc ¾  ¾ ²± ¾ µ¸« Ò²±® «¶¯ ; µ´ ±¸ ¬ ¯» « ²«ÂÅ³» ½¶´ ½´ÇÂ ´ «³ ´ ° ³´ ± ¿«³ ¾ ´ ±¬ ²¸¿´ ± ² ±» µ º¸± ¹ ½¾ ¿«

A
¹´ «

B
À µ» «³

P ∈
_

AB
À « �bc ′ ³» «Ã ¶· ¸² ´« ¸ ± ¸´ ¿¹´ « ²Ã « Ò²¬ µ ´ «³ Å³» ½¶´ ½´Ç ¸± Ò²±¸Ð¹ ²´ « ¹ ³¾» °½¶Á ¾ ±´ ²¬ µ ´ µÅ« ^

AB
À · ¹´  ¸± » ±¶±¬ ¯¾ Ñ ² ´ «

P
Î ª «Ð´ « ¼ º¼ ± ²± ¹ ³¾Ä¼ ± ¿¸² ¾  » ²Æ± ¸µ´ ½´± ±¸¯° «Í ½ ´ «³ ¾ Ç¬ «³Â ´ «³ ´ µÅ«³ _

AB
À °µÍ Á ´ «³ ´¶µ» «³» ²° «Í ÇÂ ´ «³

P
Î |±¶±´ ½¶«Ð¾  µ´ ² « �bc ′ ±» «´ ° ¿ «³¹ ²±¹´ ²¬ ¯ ±°Í µ¶ ²Æ¾ « Í ²±³ÆÐÍ ¶±¾ ¾ « ´¾ Ç¾ ± ¬ ± ² µÃ ² Í ²± ¬ Ð¬ ° « À ¹ ³¸» · Â

������ ¡¢£¤�¥¦(σ) ≤ ������ ¡¢
′(σ) .

�9 Î��
]¹´ Á

d1, d2, . . . , dn

¬ ± ²
d′

1, d
′
2, . . . , d

′
n

´ ± ¾ Ç¬ ½ ´ Á ¸ ¾ ¾ «¸Á ¾ º¸Á ¸ Ò²± Ò¶«Ä¾ · ¸ » «³ ¬ ±° Ð»´ «³¸ « ² Å³» ½¶´ ½´ºÂ ´ «³ �bc ¬ ± ² ´ «³ �bc ′ À ±¸´ ¿¹´« ²Ã ± Î g» « ÆºÄ´ «¸´± Â Ã Á ¶¿Â ¼ ° ¯¼ ½ ´ ½Â Í ¸ ²¬ µ´ ½´ ±Â µ´ ² ´ « ¾ Ç¬ «Â ´½Â » ¶²® º¶²±Â ´ «³ ¬ Ð¬ ° «³¿¸± ² : À ºÃ «³¾ 
E[d′

i] = di(1− di)
︸ ︷︷ ︸§¨©ª«¨¬®

+ (1− di)di
︸ ︷︷ ︸«¨¯°¯±«²« ³¯®´®

= 2
(
di − d2

i

)
,

�9 Îµ�
µ» « ³ ½ ±¸±¾ ¸µ¾ ¸½ ´ ²¾ Ç ° ±¾¼ ¯¸´ ± ² Á Â » ¶«Â µ° Â ´ ²Â Ò³¸±´ ºÂ » ²° «Í ºÂ ´ «³
P

Î ¶¶± À
E[������ ¡¢

′(σ)] =

n∑

i=1

E[d′
i] = 2

n∑

i=1

(
di − d2

i

)
≤

≤ 2
n∑

i=1

di = 2 · ������ ¡¢(σ) .
�9 Î9�

Ï » µ ´ ²Â �9 Î:� À �9 Î�� ¬ ± ² �9 Î9� ¹ ³¸¯Í ´ ± ² ´« » ²Æ³¾ ½´ µ ¹ ³¾» º¶± ¹ ¾ ± Î
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� ±°Í µ¶²Æ¾ «Â ���� » ± ¶«³¹ ²¯Ô² ²Ò ²± ¿´ ¶« ¸Ò ²±® º¶«¸ À ±® } ¸µÂ » ²ÒÇ ¿¸± ²±» °µ Â ¬ ± ² ± ¾ ¸Ç¾ Á ¸ À ±® } ´ º¶«³ Ò²µ´ ² Í¬ ± ²¸²¯Ô² ¾ ²± ¸º± ¾ ºÆ«Ò« ¬ ±´ ±¹ ¬ ³ÇÂñòÉ ó Èô ËõÌó ±°Í «¶ ¿Æ¾ Á ¸ À ´ ½¸ «» « ¿± Æ± Å´ ¯¹ «³¾  ±¸±° ³´ ²¬ µ´ ¶± ¹´ ½¸ ð ¸µÄ´½´ ± 9 Î9 Îª º° «Â À ±¸±® º¶« ³¾  µ´ ² « ² ¸ Ëò^ À ¹ ò�òÉ Ë À ¹òº Ëó ¬ ± ² »_` ËÌ� Ìñ G¸ Ë¹¹»L9N» ¶µ´ ²¸± ¸ ¾ ²± ± ²´ ²«¬ ¶±´ ²¬ Ç » ± ¶±°° ±Í Ç ´« ³ ���� À » « ³ µ¾ Á Â ±» ± ²´ ¿
Ω(k)

� Ë^¼¾ ¸Ç¾ ½Â ¬ ± ² ¿¸± ²
O(k3)

Ä±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ Ç Î Ï » µ ´ ± ¾ ºÃ¶ ² ´ · ¶± ±» «´ ° º¹ ¾ ±´ ±® ± ¿¸´ ± ² ¾ ¯°° «¸ ±ÒÐ¸±´ « ¸± ¼ ¶Æ¿ ± ¾ ¸Ç¾ Á ¸ ± ²´ ²«¬ ¶±´ ²¬ µÂ ±°Í µ¶²Æ¾ «Â Í ²±´« ¸ ¬ Ð¬ °« ¾  ²¬ ± ¸«» « ²½´ ²¬ µ °µÍ « ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µ´ ½´ ±Â À ±¸ ¬ ± ² ¬ ¯´ ² ´ º´« ²«¾ º¸² ¸± ±» « Ò²Ã Æ¿Î
ö ÷ø ÷ö ù ú��ü ý� ½� ½ ¾¿�� ½
< «°« ¸µ´ ² Í ¸Á ¶¿Ô« ³¾  µ´ ² Í ²± ´ ½¸ ³Æ¿± Í ¶±¾ ¾ Ç ³» ¯¶Ã² ²¹ Ã ³¶¯ ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²Ä¬ µ Â ±°Í µ¶²Æ¾ «Â ¾  ¹ Ð¸´ «¾ ½ Ò²±´ Ð» Á ¹ ½ ¬ ± ² ¾ ²¬ ¶Ç ³» «°«Í ²¹´ ²¬ Ç » «° ³» ° «¬ µ´ ½Ä´± À Ò¸ ¾» «¶«Ð¾  ¸± ²¹ Ã ³¶²¹´ «Ð¾  ´« ¿Ò²« Í ²± ð ³¬ °¿Ò²« ³Â Ã · ¶« ³Â ³Ñ ½° µ´ ¶½ÂÒ²¯¹´ ±¹ ½Â Î Ï¸´ } ±³´ «Ð À ¹´ ½ ¹ ³¸ºÃ ²± » ±¶«³¹ ²¯Ô« ³¾  º¸±¸ ±» ° µ ± ²´ ²«¬ ¶±´ ²¬ µ±°Í µ ¶²Æ¾ « Í ²± ÒÐ« ¾ µ¸«¸ Å³» ½¶´ ½´ ºÂ À ¾  » ¿Ò«¹ ½ ¹ Ã ´ ²¬ ¯ ¬ «¸´ ¯ ¹´ ½¸ ¬ ±Ä°Ð´ ¶½ Ò³¸±´ Ç Î

]¹´ Á M ð ³¬ °¿Ò²« Â Ã · ¶«Â Î o ²± «» « ²±ÒÇ» «´  ´¶ ¿± ¹ ½¾ ¿±
x, y, z ∈ M«¶¿Ô« ³¾  ´ ½¸ » «¹ µ´ ½´ ± ÀÁÂÃÄ

(x, y, z)
Á Â

ÀÁÂÃÄ
(x, y, z) , d(x, y) + d(x, z)− d(y, z) .

ÅµÍ Á ´ ½Â ´ ¶²Í Á ¸²¬ ÇÂ ±¸ ²¹ µ´ ½´ ±Â À ²¹ Ã Ð² » ¯¸´ «´  µ´ ² ÀÁÂÃÄ
(x, y, z) ≥ 0

Î Æ ÄÁ ¶«Ð¾  ´ · ¶± º¸± ¸ » ¶±Í ¾ ±´ ²¬ µ ±¶²Æ¾ µ
γ ∈ [0, 1]

¬ ± ² Ò²±´ ³» · ¸« ³¾  ´« ¸ ±°ÄÍ µ ¶²Æ¾ « Ç���È���������
γ

�Ç ¸ ¹ ³¸´ «¾ ¿± Ç�
γ

� Î � ´ ° ³´ ± ¿«Â Ò ²±Æº´² ÒÐ«Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ¬ ± ² ° ²´ «³¶Í ¿ Á Â ÅÇÂ Î ]¹´Á
r

´ « ¹ ½¾ ¿« » « ³ Ô½´ ¿´± ² ±» µ´½¸ ´ ¶ºÃ «³¹ ± ± ¿´½¹ ½ ¬ ± ²
x

« » °½¹ ²º¹´ ¶«Â ¹  ±³´ Ç¸ Å³» ½¶´ ½´ÇÂ Î Ï¸ ´ «
r²¹ ±» ºÃ ² ±» µ ´ «³Â ÒÐ« Å³» ½¶´½´ ºÂ À » ²° ºÍ ´ ± ² ±³Æ± ¿¶´ ± « º¸± Â ±» µ ´« ³ÂÒÐ« Î f±´µ» ²¸ À « º´ ¶«Â Å³» ½¶´ ½´ ÇÂ

y
¾ ´ ±¬ ²¸¿´ ± ² » ¶«Â ´½¸ ¬ ±´ ÐÆ³¸¹ ½ ´ «³

x
¬ ±°Ð»´ «¸´ ±Â ±» µ¹´ ±¹ ½

γ · ÀÁÂÃÄ
(x, y, r)

¬ ± ² ¸ ´ º°² «
x

» ½Í ± ¿¸² ¹´ «
r Í ²±¸± ²¬ ±¸«» « ²Ç¹ ² ´ ½¸ ± ¿´½¹ ½ Îª «¸¿Ô´ ± ² µ´ ² ¹´ ²Â » ¶²»´ · ¹ ²Â » « ³ ±¾ ® µ´¶« ² « ² Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ¬ ²¸«Ð¸´ ± ² À½ ¸º± Æº¹ ½ ´ «³ » ²« ±» «¾ ±¬ ¶³¹ ¾ º¸«³ Å³» ½¶´ ½´ Ç

y
±» ºÃ ² ° ²Í µ´ ¶« ±» µ ´ «¹ ½¾ ¿«

r
¹  ¹ Ã º¹ ½ ¾  ´½¸ ±¶Ã ²¬ Ç Î |± ¶±´ ½¶«Ð¾  » ¿¹ ½Â µ´ ² ±¸ « Ã · ¶«Â M¿¸± ² ³Æ¿± Í ¶±¾ ¾ Ç À « Ç�

1/2

´ ±³´ ¿Ô´ ± ² ¾  ´« ¸ �� Î
o ²± ¸± Ò¿Å«³¾  ´ ½¸ ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µ´ ½´ ± ´« ³ Ç�

γ

«¶¿Ô«³¾  ´ ½¸ ±¬ µ° «³Æ½¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½ Ò³¸± ¾ ²¬ «Ð À ¾  » ± ¶±¾ º´ ¶« ³Â
α, β ∈ R+

;

Φ , α ·Mmin + β · d(x, y) ,
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µ» « ³ À ¬ ±´ ¯ ´ ± Í ¸Á ¹´ ¯ À
Mmin

¿¸± ² ´ « ¼ ¯¶«Â ´« ³ ° ±Ã ¿¹´ «³ ´ ± ²¶²¯ ¹ ¾ ±´ «Â ¾ Ä´ ±ÅÐ ´ Á ¸ Å³» ½¶´ ½´ · ¸ ´ «³ Ç�
γ

¬ ± ² ´ «³ ¼ º°´ ²¹´ «³ Èh ËÉ Ì ±°Í «¶¿Æ¾ « ³ �bcÍ ²± ´ « ¿Ò²« » ¶µ¼ ° ½¾ ± Î Ö
Φ

» ¶« ® ±¸· Â ° ±¾¼ ¯¸² ¾ ½ ±¶¸½´ ²¬ ºÂ ´ ²¾ ºÂ ¬ ± ² » ²» ° ºÄ« ¸ ±» «´ °¿ Í ¸¿¬ ³¹ ½ ´ ½Â ¹ ³¸¯¶´½¹ ½Â Ò³¸±¾ ²¬ « Ð » «³ Ã ¶½¹ ²¾ «» « ²Ç¹ ±¾  ¹´ ½¸± ¸¯° ³¹ ½ ´ Á ¸ �� ¬ ± ² ���c��� Ó Í ²± ´ ½¸ » ¶¿»´ Á ¹ ½ » « ³
k = 2

À ¼ ¼ ± ¿Á Â Î
É ¶½¹ ²¾ «» « ²· ¸´ ±Â ´ ½¸ ¸ ° µÍ Á

Φ
À ¾» «¶«Ð¾  ¸± Ò¿Å« ³¾  µ´ ² « Ç�

γ

¿¸± ²
α

Ä±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µÂ À ±°° ¯ µÃ ² ¬ ¯´ ² ²¹ Ã³¶µ´¶« Î | ¶¯Í ¾ ±´ ²À ¾ ²± ¬ ¿¸½¹ ½ ´ «³ �bc¾  ¬ µ¹´ «Â
d

±³Å¯ ¸² ´ «¸ µ¶«
Mmin

¬ ±´ ¯
d

´« » «° Ð À ¯¶± ¬ ± ² ´ ½¸
Φ

¬ ±´¯
αd´ « » «° Ð Î Ï ¶¬ ¿ ° « ²» µ¸ ¸± ´ ¬ ¾ ½¶²Á Æ¿ µ´ ² µ´ ±¸ « Ç�

γ

²¬ ±¸«» « ²¿ ¾ ²± ± ¿´ ½¹ ½
�¾ ´ ¯ ±» µ ´ «¸ �bc� À » ²¹ Ð¶² ¾ ¿Á ¹ ½ ´ ½Â

Φ
´ «³° ¯Ã ²¹´ «¸ ¿¹ ½ ¾  ´« ¬ µ¹´ «Â» «³ ³® ¿¹´ ±´ ± ² ¹´ « ¼ Ç¾ ± ±³´ µ ´ ½Â °²´ «³¶Í ¿±Â ´ «³ Î

f±´ } ± ¶Ã ¯Â À º¹´ Á
y′ ½ ¸º± Æº¹ ½ ´ «³ Å³» ½¶´ ½´Ç

y
Î n» Á Â ±¸± ® º¶±¾  À

d(y′, r) ≤ d(y, r)
À ¹ ³¸» · Â

∆d(x, y) = d(y′, r)− d(x, y) ≤ d(y, r)− d(x, y) .Ï¸ ¹ ³¾¼ «° ¿¹ «³¾ 
s1

¬ ± ²
s2

´ «³Â Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ´ «³ �bc ¬ ± ² ³» « Æº¹ « ³¾ µ´ ² «
s1

¾ µ° ²Â ²¬ ±¸«» « ¿½¹  ´ ½¸ ± ¿´ ½¹ ½ À Ò½° ±ÒÇ
s1 ≡ r

À ´ µ´  Ò²±¬ ¶¿¸«³¾  ÒÐ«» ¶²»´ · ¹ ²Â ;
• ï ´ « ° ¯Ã ²¹´« ´ ± ¿¶²±¹ ¾ ± À «

x
± ¸´ ²¹´ « ²Ã ¿Ô´ ± ² ¾  ´ «¸

s1

Î ð » «¾ º¸Á Â À½ ¾ ´±¬ ¿¸½¹ ½ ´ «³
x

¾ ²· ¸² ´ «
Mmin

¬ ±´ ¯
d(x, r)

À ±°° ¯ ¬ ¿¸½ ´ «³
y¸ÒÃ «¾ º¸Á Â ¸± ´ « ±³ÅÇ¹ ² ¬ ±´ ¯

γ · ÀÁÂÃÄ
(x, y, r)

Î ï ³¸«° ²¬ ¯ Ò½° ±ÒÇ
∆Φ ≤ α

[
γ · ÀÁÂÃÄ

(x, y, r)− d(x, r)
]
+ β

[
d(y, r)− d(x, y)

]
.

�9 ÎÊ�
• ï ´ « ° ¯Ã ²¹´ « ´ ± ¿¶²±¹ ¾ ± À «

y
±¸´ ²¹´ « ²Ã ¿Ô´ ± ² ¾  ´ «¸

s1
Î | ¶«® ±¸· Â Àµ¾ Á Â À ¾ ´ ¯ ´ ½¸ ²¬ ±¸«» « ¿½¹ ½ ´½Â ± ¿´ ½¹ ½Â «

y
Æ± ± ¸´ ²¹´ « ²Ã ¿Ô´ ± ² ¾  ´« ¸

s2
Î ]´ ¹ ² À

∆Mmin = d(y′, s2)−
[
d(x, s2) + d(y, r)

]
≤

≤ d(y′, x)− d(y, r) =

= d(x, y)− γ · ÀÁÂÃÄ
(x, y, r)− d(y, r) .ï ³¾» ¶± ¿¸«³¾  ° « ²» µ¸ µ´ ²

∆Φ ≤ α
[
d(x, y)− γ · ÀÁÂÃÄ

(x, y, r)− d(y, r)
]
+

+ β
[
d(y, r)− d(x, y)

]
.

�9 ÎË�
g» ¸Æ³¾ ¿Ô« ³¾  µ´ ² » ¶º» ² ¸± ±» «Ò¿Å«³¾  » Á Â

∆Φ ≤ −
[
d(x, r) + γ · ÀÁÂÃÄ

(x, y, r)
]

.
�9 ÎÌ�
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Ï¸´ ²¬ ±Æ ²¹´ · ¸´ ±Â ´ ²Â �9 ÎÊ� ¬ ± ² �9 ÎË� ¹´ ½¸ �9 ÎÌ� ¬ ± ² «¾ ±Ò«» « ²· ¸´ ±Â ´ «³Â µ¶« ³Â°± ¾¼ ¯ ¸«³¾  ´ ²Â ÒÐ« » ±¶±¬ ¯´ Á ¹ ³¸ÆÇ¬ Â ;
d(x, y)

[
γ(α + 1)− β

]
+ d(x, r)

[
γ(α + 1) + 1− α

]
+

+ d(y, r)
[
b− γ(α + 1)

]
≤ 0 ,

�9 Î��
d(x, y)

[
γ(1− α) + α− β

]
+ d(x, r)

[
γ(1− α)

]
+

+ d(y, r)
[
γ(1− α) + β − α

]
≤ 0 .

�9 ÎL�
ð Ð¬ «° ± Ò²±» ²¹´ · ¸« ³¾  µ´ ² « ² ±¸Á ´ º¶Á ±¸²¹ µ´ ½´Â ²¬ ±¸«» « ²«Ð¸´ ± ² µ´ ±¸

α = 3
À
β = 2

¬ ± ²
γ = 1

2

À ¸· ¬ ¯´ ² ´º´ « ²« Ò¸ ¿¸± ² Ò³¸±´µ ¸ Í ²± «» « ²±ÒÇ» «´ ´ ²¾ Ç ´ «³
α

¾ ²¬ ¶µ´ ¶½ ±» µ µ Î f±´ ¯ ¹ ³¸º» ²± À » ¶«¬ Ð»´ ² ´ « ±¬ µ° «³Æ« Æ· ¶½¾ ± ;
=>?@ABC D ED E G~òñL9N O S� VYw �ÓÔv	 Ç�

1/2

PQRS� ÕTS RUSVWR�XU�
 Y	Z

× ØÖ × çØ å ß êÙé Ú ã à Û êÛÚ ß ß å Ý Þ ÛÞ ã ë å Ûá ÚÜ ã
ï ´½¸ g» «¸µ´ ½´± � Î: Î� ±» «Ò¿Å±¾  ´« Æ · ¶½¾ ± � Î: À ¹ Ð¾ ® Á ¸± ¾  ´ « «» « ¿«« ±°Í µ¶²Æ¾ « Â Å²¹ « ¶¶µ» ½¹ ½Â ¬ µ ¹´ «³Â ������� ¿¸± ²

k
Ä±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µÂ ¹ ¾ ´ ¶²¬ «ÐÂ Ã · ¶« ³Â ¾ 

k + 1
¹ ½¾ ¿± Î Ï ¬ «°« ÐÆÁ Â Æ± Ò«Ð¾  » · Â » ¶«¬ Ð»´ ² ´ «¿Ò²« ±» «´ º° ¹ ¾ ± ¾  ´½ ¾ ºÆ« Ò« ´½Â ¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½Â Ò³¸±¾ ²¬ «Ð Î n» Á Â ¬ ± ² ¹´½¸» ¶· ´½ ±» µÒ²Å½ ´ «³ ÆÁ ¶Ç¾ ±´« Â À Ã ¶½¹ ²¾ «» « ²« Ð¾  » ¯° ² ´ «³Â ¹ ³¾¼ «° ²¹ ¾ «ÐÂ

Dt
i¬ ± ²

ht Î
ÜtBBC D E· E Ý �S 
�ÓP

i, j 6= ht �XÞ �P�
∣
∣Dt

i −Dt
j

∣
∣ ≤ d(i, j) .[ �Y�P�\�Z ð ® ± ¶¾ µÔ«³¾  » ±Í Á Í Ç Á Â » ¶«Â

t
Î

• o ²±
t = 0

» ¶«® ±¸· Â ±° ½ÆÐ²Î
• ]¹´ Á µ´ ² Í ²± ¬ ¯» « ²«

u ≥ 0
ºÃ «³¾ 

i, j 6= hu ⇒
∣
∣Du

i −Du
j

∣
∣ ≤ d(i, j)

ÎÏ¸
min 6= hu ´ « ¹ ½¾ ¿« » «³ ° ±Ã ²¹´ «» « ² ¿ ´½¸ » «¹ µ´ ½´ ±

Du
i + d(i, hu)

À« ������� Æ± ¹´¿° ² ¹´ ½¸ «» Ç
hu ´ «¸ Å³» ½¶´ ½´ Ç » «³ ¼ ¶ ¿¹¬ ´ ± ² ¹´ «

min
À · ¹´  ¸± ²¬ ±¸«» « ²Ç¹ ² ´ ½¸

(u + 1)
Ä«¹´ Ç ± ¿´½¹ ½ Î ª µ´

Du+1
hu ←

Du
min + d(min, hu)

À ¸· Í ²± µ°Â ´ ²Â ´ ²¾ ºÂ ´ «³
j

»° ½¸ ´ Á ¸
min

¬ ± ²
hu²¹ Ã Ð²

Du+1
j = Du

j

Î Ï ¶¬ ¿ ° « ²» µ¸ ¸± Ò¿Å«³¾  µ´ ²
i 6= min =⇒

∣
∣Du+1

i −Du+1
hu

∣
∣ ≤ d(i, hu) .

�9 Î:M�ª Á µ¸´ ²À ± ® } ¸µÂ
Du+1

i −Du+1
hu = Du

i − (Du
min + d(min, hu)) ≤

≤ |Du
i −Du

min| − d(min, hu) ≤
≤ d(i, min)− d(min, hu) ≤ �9 Î::�
≤ d(i, hu) ,

�9 Î:��
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¬ ± ² ±® } ´ º¶« ³
Du+1

hu −Du+1
i = Du

min + d(min, hu)−Du
i ≤ d(i, hu) ,

�9 Î:µ�
° µÍ Á ´ «³ ´ ¶µ» «³ » ²° «Í ÇÂ ´ «³

min
Î Ï » µ ´ ²Â �9 Î:�� ¬ ± ² �9 Î:µ� ¹ ³¸¯Í ´± ²½ �9 Î:M� Î

| º¶±¸ ±³´ · ¸ À ±» µ ´ ½¸ �9 Î::� ¹ ³¾» ¶± ¿¸« ³¾  µ´ ²
Dt

j −Dt
ht−1 ≥ d

(
j, ht

)
− d
(
ht, ht−1

)
,

�9 Î:9�
Í ²± ¬ ¯Æ

t ≥ 1
¬ ± ²

j 6= ht Î <  ´ ²Â » ±¶±» ¯ ¸Á ¹ Ã º¹ ²Â ¿¾ ±¹´  » ° º« ¸ ¹  Æº¹ ½¸± ±» « Ò¿Å«³¾  ´ ½¸
k

Ä± ¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µ´ ½´ ± ´« ³ ������� Î
Æ Á ¶« Ð¾  ´ «¸ ¼ º°´ ²¹´« Èh ËÉ Ì ±°Í µ¶²Æ¾ « �bc Í ²± ´« » ¶µ¼ ° ½¾ ± ´ Á ¸

k
ÄÅ³» ½¶´ ½´· ¸ ¬ ± ²

Ot

´ « ¹ Ð¸«° « ¹ ½¾ ¿Á ¸ » «³ ¬ ±° Ð»´ «³¸ « ² Å³» ½¶´ ½´ºÂ ´ «³¾ ´ ¯ ´ ½¸ ²¬ ± ¸«» « ¿½¹ ½ ´½Â
t

Ä«¹´ ÇÂ ± ¿´ ½¹ ½Â Î o ²±
t ≥ 1

« ¶¿Ô«³¾  ´ ½¸ » ±¶±¬ ¯´Á¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½ Ò³¸±¾ ²¬ «Ð ;

Φt ,

{
k ·
(
Dt

ht−1 − d(ht, ht−1)
)
− S,

±¸
ht /∈ Ot

k ·Dt
i − S,

±¸
(i /∈ Ot) ∧ (i 6= ht)

,µ» « ³
S =

∑

i6=ht Dt
i

Î ÅµÍ Á ´ «³ Å Ç¾ ¾ ±´ «Â 9 ÎÊ Ò²±» ²¹´ · ¸«³¾  µ´ ² ® µ ¹ «¸
t ≥ 1³» ¯¶Ã ² ¹´± Æ¶¯

b
±¸Å¯¶´ ½´ ½ ´ ½Â ±¬ «° «³Æ¿± Â ± ²´Ç¹ Á ¸ ´ º´« ²± · ¹´ 

Φt ≥ b
Î

| ¶º» ² ¸± Ò¿Å«³¾  µ´ ² �±� ±¸ ¾ ²± ¬ ¿¸½¹ ½ ´« ³ �bc ºÃ ² ¬ µ¹´« Â
d

À ½ ¹ ³Ä¸¯¶´ ½¹ ½ Ò³¸± ¾ ²¬ «Ð ± ³Å¯¸´ ± ² ¬ ±´¯
kd

´ « » «° Ð À ¬ ± ² �¼ � ±¸ ¾ ²± ¬ ¿¸½¹ ½ ´ «³
������� ºÃ² ¬ µ¹´« Â

d
À ½ ¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½ Ò³¸±¾ ²¬ «Ð ¾ ²· ¸´ ± ² ¬ ±´ ¯ ´« ³° ¯Ã ²¹´« ¸

d
Î � Â ¹ ³¸ÇÆÁ Â À ³» «Æº´« ³¾  µ´ ² ¬ ¯Æ ± ¿´½¹ ½ ²¬ ±¸«» « ² ¿´ ± ² » ¶· ´ ± ±» µ ´« ¸ Èà ÄÊËÉÌ ¬ ± ² Ð¹´ ¶± ±» µ ´ «¸ ÈÉÊËÉÌ ±°Í µ¶²Æ¾ « Î á³¹ ²¬ ¯ À ´ « ¹ ½¾ ¿« » «³ Ô½´ ¿´± ²¬ ±´ ¯ ´ ½¸

(t + 1)
Ä«¹´ Ç ± ¿´ ½¹ ½ Ò¸ ¿¸± ² ¯°° « ±» µ ´ «

ht Î
n¹ «¸ ±® «¶¯ ´ « �±� À ± ¸

ht ∈ Ot

« �bc Ò¸ Ã¶²¯Ô´ ± ² ¸± ¬´° º¹ ² ¬ ±¾ ¿±¸º¶Í ²± Î ]¹´ Á °« ²» µ¸ µ´ ²
ht /∈ Ot

¬ ± ² µ´ ² ½ ± ¿´ ½¹ ½ ²¬ ±¸«» « ² ¿´ ± ² ¾ ´ ±¬ ²¸·Ä¸´± Â ´ «¸ Å³» ½¶´ ½´ Ç » «³ ¼ ¶¿¹¬ ´ ± ² ¹´ « ¹ ½¾ ¿«
j

¾  ¬ µ¹´ «Â
d(j, ht)

Î ]Ã «³¾  ;
∆Φ = k ·Dt

j − S −
(
k ·
(
Dt

ht−1 − d
(
ht, ht−1

))
− S

)
=

= k ·
(
Dt

j −Dt
ht−1 + d

(
ht, ht−1

))
≤

(∗)

≤ k ·
(
d
(
j, ht

)
− d
(
ht, ht−1

)
+ d
(
ht, ht−1

))
=

= k · d
(
j, ht

)
,µ» « ³ ¹´ « ¹ ½¾ ¿«

(∗)
Ã ¶½¹ ²¾ «» « ²ÇÆ½¬  ½ �9 Î:9� Î

o ²± ´ « �¼ � ´ · ¶± À ¾ ´ ¯ ´½¸ ¬ ¿¸½¹ ½ ´« ³ �bc ³» ¯¶Ã ² ¬ ¯» « ²«
j 6= ht ´ º´ « ²«· ¹´

j /∈ Ot+1

Î ï ³¾¼ «° ¿Ô«³¾ 
S ′ ´½ ¸º± ´ ²¾ Ç ´« ³

S
±® } µ´ «³ « �������²¬ ± ¸«» « ²Ç¹ ² ´½¸ ± ¿´ ½¹ ½ ¾ ´ ±¬ ²¸· ¸´ ±Â ´ «¸ Å³» ½¶´ ½´ Ç » «³ ¼ ¶¿¹¬ ´ ± ² ¹´ «
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ta t d

tb t c

`1

`2

ï Ã Ç¾ ± 9 Îµ ; Ï¸´ ²» ±¶¯ Ò²Í ¾ ± ´ ½Â ±¸´±Í Á ¸ ²¹´ ²¬ µ´ ½´± Â ´ «³ �������

¹ ½¾ ¿«
` E » «¾ º¸Á Â À

S ′ = S + d(`, ht)
Î | ¶«¬ Ð»´ ² ° « ²» µ¸ µ´ ² ;

∆Φ =

{
k ·
(
Dt

` + d
(
`, ht

)
− d
(
`, ht

))
− S ′ −

(
k ·Dt

j − S
)
,

±¸
` = j

k ·Dt
j − S ′ −

(
k ·Dt

j − S
)
,

±¸
` 6= j

}

=

=

{
k ·
(
Dt

` −Dt
j

)
− S ′ + S,

±¸
` = j

−S ′ + S,
±¸

` 6= j

}

= −d
(
`, ht

)
,µ» Á Â ±¬ ¶ ²¼ · Â ±» ± ²´¿´ ± ²Î ]´ ¹ ² À ¬ ±´ ±° ÇÍ «³¾  Í ²± ¯°° ½ ¾ ²± ® «¶¯ ¹´ « Æ · ¶½¾ ±

� Î: Î
î ³¹´ ³Ã· Â À « ±°Í µ ¶²Æ¾ «Â ������� Ò¸ ¿¸± ² ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µÂ Í ²± ¾ ´ ¶²Ä¬ « ÐÂ Ã · ¶«³Â ¾ 

N > k + 1
¹ ½¾ ¿± À Í Í «¸µÂ » «³ ºÃ «³¾  ÇÒ½ ´ «¸ ¿¹ ² Î Ï ¬ «Ä°« ÐÆÁ Â Æ± Ò· ¹ «³¾  º¸± ¹ Ã ´ ²¬ µ ± ¸´ ²» ±¶¯Ò²Í ¾ ± À ¹´ « «» « ¿«

k = 2
¬ ± ²

N = 4
Î

Æ Á ¶« Ð¾  ´ « ¾ ´ ¶²¬ µ Ã· ¶« 9 ¹ ½¾ ¿Á ¸ » «³ ±¸±» ±¶ ¿¹´ ±´ ± ² ¹´ « ï ÃÇ¾ ± 9 Îµ ÀÍ ²± ´ «¸ «» « ¿« ²¹ Ã Ð²
`1 � `2

Î g» « Æº´ «³¾  µ´ ² « ² Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ´« ³ ����
���� ¼ ¶¿¹¬ «¸´ ± ² ±¶Ã ²¬ ¯ ¹´ ± ¹ ½¾ ¿±

c
¬ ± ²

d
Î ]¹´ Á ´· ¶± ½ ±¬ «° «³Æ¿± ± ²Ä´Ç¹ Á ¸

σ = a, b, c, d, a, b, c, d, . . . , a, b, c, d
À ¾ Ç¬ «³Â

4n
Î î ²±» ²¹´ · ¸«³¾  µ´ ²

������äå¤(σ) = 4n`1

À ¸· » ¶« ® ±¸· Â ������ ¡¢(σ) = `1 + (4n − 1)`2

Î f±´ ¯¹ ³¸º» ²± À « ° µÍ «Â ± ¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µ´ ½´ ±Â ±» «¬° ¿´ ± ² ¸± ¿¸± ² ¬ ±° Ð´ ¶«Â ±» µ
`1
`2

À ¬ °¯ ¹ ¾ ± » «³ ¾» «¶¿ ¸± Í ¿¸² ±³Æ± ¿¶´ ± ¾ Í ¯° « Î ¶¶± À ¹´½¸ » ¶ ¿»´Á ¹ ½ ±³´Ç« ������� ±» «Ò²¬ ¸Ð´ ± ² ¾ ½ ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µ Â Î
× Øæ × çØ å ß êÙé Ú ã ÛÜ äç ß á Þ ÛÞ ã â ßØÚÜ
î ¿¸´± ² «» « ²«¹ ÒÇ» «´ ¾ ´¶ ²¬ µÂ Ã· ¶«ÂM Î ï ´ ½¸ » ± ¶«Ð¹ ± ¸µ´ ½´ ± À Á Â ��� US\�
�èéêë ìíîyïðéê � ´ Á ¸ Å³» ½¶´½´ · ¸ ¸µÂ ±°Í « ¶¿Æ¾ «³ Æ± ¸«¿´ ± ² ´ « » «° ³¹ Ð¸«° «´Á ¸ ¹ ½¾ ¿Á ¸ ¹´± «» « ¿± ¼ ¶ ¿¹¬ «¸´ ± ² « ² ´ ° ³´ ± ¿« ²Î o ²± ÒÐ« Ò²±´ ¯Å²Â

C1

¬ ± ²
C2

À½ » ±¶¯¹´± ¹ ½
C1 + C2

¹ ³¾¼ «° ¿Ô² ´½¸ » ¶¯Å½ ´ ½Â º¸Á ¹ ½Â » «° ³¹ ³¸µ° Á ¸ ¬ ± ² ½
C1 − C2

´ ½¸ ±® ± ¿¶¹ ½ » «° ³¹ ³¸µ° Á ¸ Î Ï¸
p

¹ ½¾ ¿« ¬ ± ²
C

Ò²¯´ ±Å½ À Í ¶¯® «³¾ Í ²± ¹ ³¸´ «¾ ¿±
C + p

¬ ± ²
C− p

± ¸´ ¿ ´ Á ¸
C + {p} ¬ ± ²

C−{p} ±¸´ ²¹´ « ¿Ã Á Â Î < 
D(C1, C2)

¹ ³¾¼ «° ¿Ô«³¾  ´ « ¼ ¯ ¶«Â ´« ³ ° ¯Ã ²¹´« ³ ´ ± ²¶ ²¯¹ ¾ ±´ «Â ¾ ´ ±ÅÐ ´ Á ¸
�²¹ «» °½Æ²¬ · ¸� Ò²±´ ¯ÅÁ ¸

C1

¬ ± ²
C2

Î
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ï ´½¸ » ¶±Í ¾ ±´ ²¬ µ´ ½´± À ¼ º¼ ± ²± À « ¼ º°´ ²¹´ «Â ÈÉÊËÉÌ ±°Í µ¶²Æ¾ «Â » «´ º Ò¸Æ± ¾ ´± ® º¶² » ¶²¹ ¹ µ´ ¶«³Â ´ «³ ¸µÂ Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ¹´½¸ ¿Ò²± Æº¹ ½ Î ª « ± ³Ä´ µ ¹ ³¾¼ ± ¿¸² ¬ ± ² ¾  ´« ¸ ±°Í µ¶ ²Æ¾ « ¹ ³¸¯ ¶´ ½¹ ½Â º¶Í «³ » « ³ Æ± » ±¶« ³¹ ²¯¹ «³¾ » ¶« ¹ Ã · Â Î g» ¯¶Ã ² µ¾ Á Â ´ « ¸ÒÃ µ¾ ¸« » «°° « ¿ Å³» ½¶´ ½´ ºÂ ¸± Ç´± ¸ ´ «» «ÄÆ´ ½¾ º¸« ² ¹  ¬ ¯» « ²« ¹ ½¾ ¿« ¬ ±´ ¯ ´ ½¸ ±¶Ã ²¬ Ç Ò ²¯´ ±Å½ ¬ ± ² ¸± ¾ ½¸ ºÃ «³¸ ¬ ²¸½Æ¿º¬´«´ E ¹ ³¸» · Â À ³» « Ã¶Á ´ ²¬ ¯ «¶¿Ô«³¾  ´ ²Â Ò²±´¯ Å²Â Á Â » «° ³¹ Ð¸«° ± ¬ ± ² µÃ ²Á Â ±» °¯ ¹ Ð¸«°± Î
]¹´ Á ±¬ «° «³Æ¿± ± ²´Ç¹ Á ¸

σ = r1, r2, . . . , rn

Î Æ º´ «³¾ 
σi = r1, r2, . . . , ri¬ ± ²

σ0 = ∅ Î o ²± ¬ ¯ Æ Ò²¯´ ±Å½
C

À ±¶Ã ²¬ Ç Ò²¯´ ±Å½
C0

¬ ± ²
i = 0, 1, . . . , n

À½ X�R�w U�X� ñw Vv� �ò éîó ô íê èïðéê � Í ²± ´« » ¶µ¼ ° ½¾ ± ´ Á ¸
k

ÄÅ³» ½¶´ ½´ · ¸
wσi

(C) = wσi
(C0, C)

«¶¿Ô´ ± ² Á Â ´ « ¼ º°´ ²¹´ « Èh ËÉÌ ¬ µ¹´ «Â ²¬ ±¸«» « ¿½¹ ½Â ´ Á ¸± ²´ Ç¹ Á ¸ ´ ½Â
σi

À ¾  ´ ½ ¹ ²¶¯ » «³ ¾ ® ±¸¿Ô«¸´ ± ²À Å¬ ²¸· ¸´ ±Â ±» µ ´½¸ Ò²¯´ ±Å½
C0¬ ± ² ¬ ±´ ±° ÇÍ « ¸´ ±Â ¹´ ½¸

C
Î ï ½¾ ²Á ´ º« ¸ µ´ ² ½

C0

ÆÁ ¶¿´± ² ¹ ³¸ÇÆÁ Â ÒÒ«¾ º¸½¬ ± ² Í ² } ±³´ µ » ±¶±° ¿» ´ ± ² ±» µ ´ « ¹ ³¾¼ «° ²¹ ¾ µ ´ ½Â
wσi

ÎÏ¸
r

½
(i+1)

Ä«¹´Ç ± ¿´ ½¹ ½ À ²¹ ÃÐ²
r ∈ C ⇒ wσir(C) = wσi

(C)
Î o¸²¬ µ´ ¶±° « ²» µ ¸ ºÃ «³¾  ;

wσir(C) = min
x∈C
{wσir(C − x + r) + d(r, x)} =

= min
x∈C
{wσi

(C − x + r) + d(r, x)} ,± ® «Ð
r ∈ C − x + r

Î ¶¶± À « ² ¹ ³¸±¶´Ç¹ ²Â º¶Í « ³ ²¬ ±¸«» « ²«Ð¸ ´½¸ ±¬ µ° «³Æ½± ¸±Ò¶« ¾ ²¬ Ç ¹ Ã º¹ ½ ;

w∅(C) = D(C0, C)

wσir(C) = min
x∈C
{wσi

(C − x + r) + d(r, x)} .
�9 Î:Ê�

ð ¿¸± ² ® ±¸¶µ ° « ²» µ ¸ µ´ ² ������ ¡¢(σ) = minC wσ(C)
Î <  ¯°° ± ° µÍ ²± À ´ « ¼ º°Ä´ ²¹´« Èh ËÉ Ì ¬ µ¹´ «Â ¾» «¶¿ ¸± ³» «° «Í ²¹´¿ Ã ¶½¹ ²¾ «» « ²· ¸´ ±Â Ò³¸±¾ ²¬ µ » ¶«ÄÍ ¶± ¾ ¾ ±´ ²¹ ¾ µ À Ã ¯¶½ ¹´ ½ ¹ Ã º¹ ½ �9 Î:Ê� Îï ´½ ¹ ³¸ºÃ ²± Æ± » ¶ ²Í ¶¯Ñ « ³¾  ´ «¸ ±°Í µ¶²Æ¾ « ¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½Â º¶Í «³ õö� Î

]¹´ Á
σi

´ « ±¶Ã ²¬ µ ´ ¾ Ç¾ ± ´½Â ±¬ «°« ³Æ ¿±Â ± ²´ Ç¹ Á ¸ » «³ ºÃ ² ÇÒ½ ²¬ ±¸«» « ²½Æ¿¬ ± ²
C

½ ´ ¶ºÃ« ³¹ ± Ò²¯´ ±Å½ Å³» ½¶´ ½´ · ¸ ´ «³ õö� Î n´ ±¸ ° ½® Æ¿ ½ » µ¾ ¸½± ¿´ ½¹ ½
r ≡ ri+1

À « ±°Í µ ¶²Æ¾ «Â Æ± ¾ ´ ±¬ ²¸Ç¹ ² ´ «¸ Å³» ½¶´½´ Ç
s

» «³ Ò¿¸´± ²±» µ ´ ½ ¹ Ãº¹ ½
s = arg min

x∈C
{wσi

(C − x + r) + d(r, x)}¹´« ¹ ½¾ ¿«
r

Î ï  » ¶¿»´ Á ¹ ½ ²¹ «» ±° ¿± Â À » ²° ºÍ ´ ± ² ±³Æ± ¿¶´ ± º¸±Â ±» µ ´ «³Â²¹ µ» ±° «³Â Å³» ½¶´ ½´ ºÂ Î
� õö� ºÃ ² » ¶«´ ±Æ¿ ±¸Å¯¶´½´ ± ±» µ Ò²¯ ® «¶« ³Â ¶³¸½´ ºÂ À ¬ ± ² ¾ ¯° ²¹´ ±µ Ã ² ¬ ±´ } ±» «¬ ° ²¹´ ²¬ µ´ ½´ ± Í ²± ´« » ¶µ¼ ° ½¾ ± ´ Á ¸

k
ÄÅ³» ½¶´ ½´ · ¸ Î < ²± » ¶· ´ ½« ³¹ ²· Ò½Â ¾ ° º´ ½ ´« ³ Ó µ¹ «¸ ±® «¶¯ ´« ³» µ Åº´± ¹ ½ » ¶µ¼ °½¾ ± Ó Ò½¾ « ¹ ²Ð´ ½¬ 
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±» µ ´ «³Â H`ñÈ�ò� ¬ ± ² �òñô ÈñÌ GH�L�N Î Å ¿Í « ± ¶Í µ´ ¶± À « ² f«³´ ¹ «³» ²¯Â ¬ ± ²
|±» ±Ò½¾ ½´ ¶¿« ³ ºÒ²Å±¸ ´« ±¬ µ° «³Æ« Ò²¯¹ ½¾ « Æ· ¶½¾ ± ;
=>?@ABC D E� E GIÈ÷^JL9N Ý �S 
�ÓP Ô PUw �
 Y Þ øwv 
S� �� �Óv	 P\ ���w PU�UøR
k ù v S� VYw �ÓÔv	 õ ö� PQRS�

(2k − 1)TS RUSVWR�XU�
 Y	Z
[ �Y�P�\�Z ï ¬ ²±Í ¶± ® «Ð¾  ¾ µ¸« ´ ²Â ¬ Ð¶²Â ²ÒºÂ ±» µ ´ ²Â «» « ¿Â » ¶«¬ Ð»´ ² ´ «» ²Æ³¾ ½´ µ ±» «´º° ¹ ¾ ± À Ã Á ¶¿Â ¸± » ¬´± Æ«Ð¾  ¹  ° »´ «¾ º¶²Â Î ï ³Í ¬ ¬ ¶²¾ º¸± À« ² ±» «Ò¿Å²Â ´ Á ¸ ° ½¾ ¾ ¯´ Á ¸ » «³ Æ± ±¸±® º¶«³¾  » ±¶±¬ ¯´ Á » ±¶±° ¿» «¸´ ± ²Î

Æ Á ¶«Ð¾  µ´ ² º¸±Â ±» ½¸ÇÂ ±¸´ ¿» ±°« Â ¬ ±´± ¹¬ ³¯Ô² ±¬ «° «³Æ¿± ± ²´ Ç¹ Á ¸
σ = r1, r2, . . . , rn

Î É Á ¶¿Â ¼ ° ¯¼ ½ ´ ½Â Í ¸²¬ µ´ ½´± Â À ³» «Æº´ «³¾  µ´ ² « õö� ¬ ± ² «¼ º°´ ²¹´ «Â Èh ËÉ Ì ±°Í µ¶²Æ¾ « Â �bc Å¬ ²¸« Ð¸ ±» µ ´ ½¸ ¿Ò²± ±¶Ã ²¬ Ç Ò²¯´ ±Å½ Å³Ä» ½¶´ ½´ · ¸
C0

¬ ± ² » ¿¹ ½Â ¬ ±´ ±° ÇÍ « ³¸ ¹´ ½¸ ¿Ò²± ´ ° ²¬ Ç Ò²¯´ ±Å½
Cn

Î | ¶¯Í ¾ ±´ ²Àº¹´ Á µ´ ² ¹ ³¸º¼ ± ²¸ ´ « ±¸´ ¿Æ´ « ; Ò½° ±ÒÇ À « �bc ¬ ±´ º°½Í  ¹´ ½¸
Cn

±°° ¯ «
õö� ¹  ¬ ¯» « ²±

C ′
n

Î ª µ´  « ±¸´ ¿» ±°« Â Æ± ¾» « ¶«Ð¹  ¸± Ò²±´ ³» · ¹ ² » ²»° º«¸± ²´ Ç¹ ²Â Í ²± ¹ ½¾ ¿± ´ ½Â
Cn

À Ã Á ¶¿Â ¸± ±³ÅÇ¹ ² ´ « ¹ ³¸«° ²¬ µ ¬ µ¹´ «Â ´ «³ �bc ÀºÁ Â µ´ «³ « ² Ò²±´ ¯Å²Â ´Á ¸ ÒÐ« ±°Í «¶¿Æ¾ Á ¸ ´ ±³´ ²¹´ «Ð¸ Î
]¹´ Á µ´ ² ¾ ´ ¯ ¬ ± ² ´ «

i
Ä« ¹´ µ ¼ Ç¾ ± ´ ½Â ° ²´ «³¶Í ¿±Â ´ «³ « õö� ¼ ¶¿¹¬ ´ ± ²¹´ ½ Ò²¯´± Å½

C
Î f±´ µ» ²¸ À ¾ ´±¬ ²¸¿ ´ «¸ Å³» ½¶´ ½´ Ç » «³ ¼ ¶¿¹¬ ´± ² ¹´ « ¹ ½¾ ¿«

s ∈ C Í ²± ¸± ²¬ ±¸«» « ²Ç¹ ² ´ ½¸
(i + 1)

Ä« ¹´ Ç ± ¿´ ½¹ ½
r ≡ ri+1

À ¹ Ã ½¾ ±´ ¿Ô«¸´ ±Â¾ ²± ¸º± Ò²¯´ ±Å½
C ′ = C − s + r

Î � ¶¿Ô«³¾  ´ « ´ ¶ºÃ «¸ éú ðê û P ��v
 YXUv	 Á ÂÅÇÂ ; Èh ËÉ Ì Ñ ³Ò«¬ µ¹´ «Â
, wσir(C

′)− wσi
(C) .ª « ´ ½° ¹¬ «» ²¬ µ ¯ Æ¶« ²¹ ¾ ± ±» µ ´ ± Èh ËÉÌ Ñ ³Ò«¬ µ¹´ ½ Í ²± µ°½ ´ ½¸ ±¬ «° «³Æ¿±

σ
²¹ « Ð´ ± ² ¾ 

wσ(Cn)− w∅(C0) = ������ ¡¢(σ)
ÎÏ ® «Ð

r ∈ C ′ ¬ ± ²
wσir(C) = wσi

(C ′) + d(s, r)
À ²¹ Ã Ð²

wσir(C
′) = wσi

(C ′) = wσir(C)− d(s, r) .
¶¶± À ±¸ ±Æ¶« ¿¹ « ³¾  ´ « ´ ¶ºÃ «¸ Èh ËÉ Ì Ñ ³Ò«¬ µ¹´ «Â ¬ ± ² ´ « ¬ µ¹´« Â » «³ ³® ¿Ä¹´ ±´ ± ² « õö� Í ²± ´½¸ ²¬ ±¸«» « ¿½¹ ½ ´ ½Â ± ¿´ ½¹ ½Â À ° ±¾¼ ¯¸«³¾ 

wσir(C
′)− wσi

(C) + d(s, r) = wσir(C)− d(s, r)− wσi
(C) + d(s, r) =

= wσir(C)− wσi
(C) ≤

≤ max
X
{wσir(X)− wσi

(X)} .
�9 Î:Ë�

Ö » «¹ µ´ ½´ ± �9 Î:Ë� «¸«¾ ¯Ô´± ² P�S �\�Ô ñ Rv 
 YXUv	 �ûü ïûêýûý èéþï � Î ]Ã «³¾ °« ²» µ¸ ;
ÜtBBC D EÒ E ÿXUW

α
XUSÓPw�ù S RP\�w U�U� U�	 S
 v�v�ÓQS	 S�U�XPWR

σ
Z [ R

Uv �Ów v�XÔ S S�Y US P�S�\�Ô ñ RS 
 YXU� V�S Y�P	 U�	 
 �R�XP�	 Uv� S� Vvw QÓÔv�
õ ö� �w�XXPUS� � RW S�Y Uv

(c+1) · ������ ¡¢(σ)+αù UYUP v UP�P �USQv	 PQRS�
cTS RUSVWR�XU�
 Y	Z
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ð ²Ò²¬ µ´ ¶± À ¸ » ¶«¬ ²¾ º¸Á ± ¶¬ ¿ ¸± Ò¿Å«³¾  µ´ ²¹ ³¸«° ²¬ µ » ± ³Å½¾ º¸« ¬ µ¹´ «Â ≤ 2k · ������ ¡¢(σ) + α .
�9 Î:Ì�ª « ²«³´ «´ ¶µ» Á Â À Ò¸ ±» ± ²´ ¿´ ± ² ¸± ±¹ Ã «° ½Æ«Ð¾  ¬ ±Æµ° «³ ¾  ´ ²Â Ò²±´¯ Å²Â ¹´ ²Â«» « ¿Â ¼ ¶¿¹ ¬ ´ ± ² ¾ ´ ¯ ±» µ ¬ ¯ Æ ¼ Ç¾ ± « õö� À ±» ° «³¹´ Ð«¸´ ±Â ´ ½¸ ±» «Ò²¬´ ²¬ ÇÒ ²±Ò²¬ ±¹ ¿± Î

< ²± ¹ ³¸¯ ¶´ ½¹ ½ º¶Í «³
w

±» «¬ ±°¿´ ± ² v�vRPQ 
 �w U� ��íyþðTèéê�ûü � ±¸ Í ²±«» « ²¹ ÒÇ» «´  Ò²±´ ¯Å²Â Å³» ½¶´ ½´ · ¸
X

¬ ± ²
Y

¬ ± ² ¬ ¯Æ ¹ ½¾ ¿«
x ∈ X

²¹ Ã Ð²
min
y∈Y
{w(X − x + y) + w(Y − y + x)} ≤ w(X) + w(Y ) .

ÜtBBC D Eß �� ���> � 	 
@s�sAsC � E �P	 v� X�RSw U�XP�	 ñw Vv� PQRS� v�vRPQ

 �w Uñ	Z

]¹´ Á
y

¬ ¯» « ²« ¹ ½¾ ¿« ¬ ± ²
wσi

½ ´ ¶ºÃ« ³¹ ± ¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½ º¶Í « ³ Î < ²± Ò²¯´ ±Å½
A

° ºÍ ´ ± ² P�SÞ �XUv�v��Uw �S �� ðê ð� ðz ûî � ´ «³
y

Á Â » ¶«Â ´½¸
wσi

±¸
A = arg min

X

{

wσi
(X)−

∑

x∈X

d(x, y)

}

.

Ï ¬ «° «ÐÆÁ Â ÆÁ ¶«Ð¾  µ´ ² ½ » µ¾ ¸½ ± ¿´ ½¹ ½ ±® «¶¯ ´ « ¹ ½¾ ¿«
r

Î <  ´ ½ ¼ «ÇÆ²±´ «³ ÅÇ¾ ¾ ±´ «Â 9 Î� ±» «Ò²¬ ¸Ð«¸´ ± ² ÒÐ« ±¬ µ¾ ½ ° Ç¾ ¾ ±´± Î
ÜtBBC D Eã E [ R

wσi

� Uw ñÞ v�XS X�R�w U�X� ñw Vv� 
S�
r

Uv X�Ô PQv U�	 P�YTÔ P R�	 SQU�X�	ù UYUP
(A

¿¸± ² ° ±Ã ²¹´ «» « ²Ç´ ¶²± ´« ³
r

Á Â » ¶«Â ´½¸
wσi

) =⇒
=⇒ (A

¿¸± ² ° ±Ã ²¹´ «» « ²Ç´ ¶²± ´ «³
r

Á Â » ¶«Â ´½¸
wσir) .< ²± Ò ²¯´ ±Å½

A
´ º´ « ²± · ¹´ 

A = arg max
X
{wσir(X)− wσi

(X)}° ºÍ ´ ± ² Ô PV�XUv�v��Uw �S �� yü ð� ðz ûî � Á Â » ¶«Â ´ ½¸
wσi

Î g» ¸Æ³¾ ¿Ô«³¾  Ò·µ´ ² ½ » «¹ µ´ ½´ ±
maxX {wσir(X)− wσi

(X)} ²¹ «Ð´ ± ² Å «¶²¹ ¾ « Ð ¾  ´ « » ± ³Å½Ä¾ º¸« ¬ µ¹´ «Â Î
ÜtBBC D EF� ��
� ��sAsC � E ��ÓP P�SÞ �XUv�v��Uw �S Uv�

r
W	 �wv	 U� R

wσiPQRS� P�QX�	 Ô PV�X Uv�v��Uw �S W	 �w v	 U� R
wσi

Z
]¹´ Á ´· ¶±

U = {u1, u2, . . . , uk}
½ ´ ¶ºÃ «³¹ ± Ò ²¯´ ±Å½ ´ Á ¸ Å³» ½¶´ ½´ · ¸´ «³ ¼ º°´ ²¹´« ³ Èh ËÉ Ì ±°Í « ¶¿Æ¾ «³ �bc Î � ¶¿Ô« ³¾  ´ ½¸ » ±¶±¬ ¯´ Á ¹ ³¸¯¶´½¹ ½Ò³¸±¾ ²¬ «Ð ;

Φ(U, wσi
) ,

∑

u∈U

� ��
wσi

(u) ,
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µ» «³
� ��

wσi
(u) , min

X

{

wσi
(X)−

∑

x∈X

d(x, u)

}

.Ï Â ³» «Æº¹ «³¾  µ´ ² « �bc ²¬ ±¸«» « ²¿ ´ ½¸ » µ¾ ¸½ ± ¿´ ½¹ ½
r

¾ ´ ±¬ ²¸· ¸´± Â ´ «¸Å³» ½¶´ ½´ Ç » «³ ¼ ¶¿¹¬ ´± ² ¹´ « ¹ ½¾ ¿«
uj

Î ª « ²« ³´ «´ ¶µ» Á Â À ½ ¸º± Ò ²¯´ ±Å½ ´ Á ¸Å³» ½¶´ ½´ · ¸ ¿¸± ²
U ′ = U − uj + r

Î ]Ã «³¾  ° « ²» µ¸ ;
ÜtBBC D EFFE

Φ(U ′, wσi
)− Φ(U, wσi

) ≥ −k · d(uj, r)
Zð » ²» ¶«¹ Æº´ Á Â À ¬ ´ Á ¸ Å ½¾ ¾ ¯´Á ¸ 9 ÎL ¬ ± ² 9 Î:M ¹ ³¸¯Í ´ ± ² µ´ ² ;

ÜtBBC D EF� E
Φ(U ′, wσir)− Φ(U ′, wσi

) ≥max
X
{wσir(X)− wσi

(X)} Z
É ¶½¹ ²¾ «» « ²· ¸´ ±Â µ° ± ´ ± » ±¶±» ¯ ¸Á » ±° ½ÆÐ´ ± ² ½ ± ¸²¹ µ´ ½´ ± �9 Î:Ì� À ±» «ÄÒ²¬ ¸Ð«¸´± Â ´ « Æ · ¶½¾ ± 9 ÎË Î
ï  ±¸´ ¿Æ¹ ½ ¾  ´« ³Â ±°Í «¶ ¿Æ¾ «³Â » «³ » ±¶« ³¹ ²¯¹ ±¾  ¹´ ²Â » ¶« ½Í «Ð¾ ¸Â¸µ´ ½´ Â À « õö� ¿¸± ² ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µÂ Í ²± ¬ ¯Æ ¾ ´ ¶²¬ µ Ã · ¶« À »° ½¹ ²¯ Ô«¸´ ±Â¾ ¯° ²¹´ ± ´ «¸ ° ¯Ã ²¹´ « Ò³¸±´ µ °µÍ « ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µ´ ½´ ±Â À « «» « ¿« Â ²¹ «Ð´ ± ²¾ 
k

Î ð Ð°«Í ± Í ¸¸¯´ ± ² ° « ²» µ¸ ½ ±» «¶¿± ¯¸ ¬ ± ² ³» µ » « ²Â » ¶«�» «Æº¹ ²Â «±°Í µ ¶²Æ¾ «Â ¹ ³¸¯¶´ ½¹ ½Â º¶Í «³ ¾» «¶¿ ¸± » ²´ ÐÃ² ´ ½¸ ²Ò±¸ ²¬ Ç ± ³´ Ç » ¿Ò« ¹ ½ Î
|±¶±Æº´ «³¾  « ¶²¹ ¾ º¸± ¹ Ã ´ ²¬ ¯ ±» «´ ° º¹ ¾ ±´± ;
=>?@ABC D EF� E GH�L�N � U� R P���
 � �Pw Q� UWX� �v�

k = 2ù v S� VYw �ÓÔv	
õ ö� PQRS� �TS RUSVWR�XU�
 Y	Z
=>?@ABC D EFD E GIÈ÷^JLËN O S� VYw �ÓÔv	 õ ö� PQRS�

k TS RUSVWR�XU�
 Y	 V�S

�ÓP Ô PUw �
 Y Þ øw v v v�vQv	 �Pw �ñÞ P�

k + 2
X�Ô PQS Uv �v� �Z

=>?@ABC D EF· E G~ÌËH�LLN � U� R P���
 � �Pw Q� UWX� �v�
k = 3ù v S� VYw �ÓÔv	

õ ö� PQRS� ÕTS RUSVWR�XU�
 Y	 V�S Uv �����XUSUv P�Q�P�v � yê�yïïyê �Uv�U �
ñXU�R ��Y U� R Ô PUw �
 �

`1� ù �wS 
S� (
3
√

2
)TS RUSVWR�XU�
 Y	 V�S Uv � �
�PQ��v

�����XUSUv P�Q�P�vZ
=>?@ABC D EF� E G~òñIMMN O S� VYw �ÓÔv	 õ ö� PQRS�

k TS RUSVWR�XU�
 Y	 V�S
U� R P �ÓPQS VwSÔÔ �Z

ª «¸¿Ô´ ± ² µ´ ² µ°± ´ ± » ¶«± ¸±® ¶Æº¸´ ± ÆÁ ¶Ç¾ ±´ ± ¹´ ½¶¿Ô«¸´± ² ¹´ ²Â ²Ò ²µ´ ½Ä´Â ´½Â « ²« ¸¿ ¬ ³¶´ µ´ ½´ ±Â ¬ ± ² ´ ½Â Ò³�¬ µ´ ½´ ±Â �ÅÇ¾ ¾ ±´ ± 9 Î� ¬ ± ² 9 Î:M� Î o¸²Ä¬ µ´¶± À  ²¬ ¯Ô´ ± ² µ´ ² « õö� ¿¸± ² ²¹ Ã ³¶¯ ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µÂ Í ²± ¬ ¯Æ ¾ ´ ¶²¬ µÃ· ¶« Î g» ¯¶Ã² » ²»° º«¸ º¸´« ¸½ ³» «Ñ ¿± µ´ ² « ° µÍ «Â » «³ Ò¸ ±» « Ò²¬ ¸Ð´± ² ¬ ¯´ ²´º´ « ²« ±» µ ´« Æ · ¶½¾ ± 9 ÎË ¿¹ Á Â » ¶º» ² ¸± ±¸±Ô½´ ½Æ¿ ¹´« µ´ ² ´« » ±³Å½¾ º¸«¬ µ ¹´ «Â ³» ¶¬´ ²¾ ¯ ´ « » ¶±Í ¾ ±´ ²¬ µ ¬ µ¹´ «Â ´« ³ ±°Í «¶¿Æ¾ «³ Î



ÒD �  !"#$%& ' ( )& *+,- # ./ $ 01 2
k34 567.+ 0.08 2

t t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

t t t t t t t

:
:

ï Ã Ç¾ ± 9 Î9 ; ð ¾¼ ¯»´ ²¹ ½
N ×N

»° ºÍ ¾ ±´« Â ¹  Òº¸Ò¶« �º¸´ «¸Â Í ¶±¾ ¾ ºÂ�
× Ø× Ú é æ Ý á !Û à êã é àá ß êë è ä ì è ß í ä
]¸± ¬ ° ±¹ ²¬ µ ¾ ±Æ½¾ ±´ ²¬ µ » ¶µ¼ ° ½¾ ± ¹ ³¸¿¹´ ±´ ± ² ¹´ ½¸ ¾¼ ¯»´ ²¹ ½ ¸µÂ ¾ ´ ¶²¬ «ÐÃ · ¶« ³ ¹  ¬ ¯» « ²«¸ ¯°° « ¾  ¾ ²¬ ¶Ç » ±¶± ¾ µ¶® Á ¹ ½ À Ò½° ±ÒÇ ÃÁ ¶ ¿Â ¸± ±°°« ²· ¸´ ± ²Ò¶±¾ ±´ ²¬ ¯ ½ ´ «» «° «Í ²¬ Ç ¾ «¶® Ç ´« ³ » ¶· ´ «³ Î ð ¸ » ¶«¬ ²¾ º¸Á À Æ± ±¹ Ã«°½Æ« Ð¾ ¾  ¾¼ ±»´ ¿¹ ²Â Ò ²µ´ ² ¾ ±Â » ²´¶º» «³¸ ¸± ¬ ±´ ±¹¬ ³¯Ô« ³¾  ¸º«³Â ± ¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²Ä¬ «ÐÂ ÈÉ ÊËÉ Ì ±°Í «¶¿Æ¾ «³Â Í ²± Ò ²¯® « ¶± » ¶«¼ ° Ç¾ ±´ ± À ¾ ´ ±ÅÐ ´ Á ¸ «» « ¿Á ¸ ¬ ± ²± ³´ µ ´ Á ¸

k
ÄÅ³» ½¶´½´ · ¸ Î

�@ �uB�" D EFÒ E ÿXUWM = (M, d)

S� M̃ =

(
M, d̃

) ��v Ô PUw �
 vQ Þ øwv� �v�
S�vUP�v�RUS� S�Y Uv Q��v X�Rv�v X�Ô PQWR

M
Z O M̃ α T�w vXPVVQ#P� UvRM S R

V�S 
�ÓP
u, v ∈ M

�XÞ �P�
d(u, v) ≤ d̃(u, v) ≤ α · d(u, v)

Zï ½¾ ²Á ´ º«¸ µ´ ² ±¸±Í ¬ ± ¿± ¹ ³¸ÆÇ¬ ½ Í ²± ¸± ²¬ ±¸«» « ²¿´ ± ² « » ±¶±» ¯¸Á «¶²Ä¹ ¾ µÂ ¿¸± ² « ² ¾ ´ ¶²¬ ºÂ
d

¬ ± ²
d̃

¸± ¿¸± ² �Xv��RSÔ P	Î ¶¾ ¹ ± ° « ²» µ¸ » ¶«¬ Ð»´ ²´ « ±¬ µ° «³Æ« Æ· ¶½¾ ± Î
=>?@ABC D EFß E ÿXUWM = (M, d)


S� M̃ =
(
M, d̃

) ��v Ô PUw �
 vQ Þ øw v� �v�
S�vUP�v�RUS� S�Y Uv Q��v X�Rv�v X�Ô PQWR

M ù øXUP v M̃ RS
αT�w vXPVVQ#P�

UvRM Z [ R ���wÞ P�
cTS RUSVWR�XU�
 Y	 S�U�v
wSU�
 Y	 �S RU�XUvQÞ W	ù îyêýé� Tðz ûý� S� VYw �ÓÔv	 ���
M̃

V�S Uv �w Y$ � �Ô S UWR
k TP\ ���w PU�UøR XUvR M̃ù UYUP

���wÞ P� S�U�v
wS U�
 Y	 �S RU�XUvQÞ W	ù îyêýé� ðz ûý� S� VYw �ÓÔv	 ���
M

V�S Uv
Q��v �w Y$ � �Ô S XUvRM v v�vQv	 PQRS�

cαTS RUSVWR�XU�
 Y	Z
[ �Y�P�\�Z | ¶« ® ±¸ÇÂ Î
rC@%&> �'BC E ]¹´Á ´ «

N×N
» ° ºÍ ¾ ± ´ «³ ï Ã Ç¾ ±´ «Â 9 Î9 Î � ²

k
Å³» ½¶´ ½´ ºÂ¾» «¶«Ð¸ ¸± ¬ ²¸«Ð¸´ ± ² ¾ µ¸« ¬ ±´ ¯ ¾ Ç¬ «Â ´ Á ¸ ±¬ ¾ · ¸ ´« ³ » °ºÍ ¾ ±´ «Â À ¸· « ²± ²´ Ç¹ ²Â ± ® «¶« Ð¸ ±» «¬ °²¹´ ²¬ ¯ ¬ µ¾¼ «³Â ´« ³ ´ ° ³´ ± ¿«³ Î <  ¯°° ± ° µÍ ²± À
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« ¾ ´ ¶²¬ µ Â Ã · ¶« Â ¹´« ¸ «» « ¿« Å´ ¯Ô«³¾  ´« » ¶µ¼ °½¾ ± ´Á ¸
k

ÄÅ³» ½¶´½´ · ¸ºÃ ² »° ½Æ²¬ µ´ ½´ ±
N2 ¬ ± ² Ã ¶½¹ ²¾ «» « ²¿ ´ ½¸ ¾ ´ ¶²¬ Ç

`1

À Í ¸Á ¹´ Ç ¬ ± ² Á Â ¾ ´ ¶²¬ Ç
) òÉ`ò^^òÉ Î

Æ Á ¶«Ð¾  º¸± » ± ¶¯Í «¸ Òº¸Ò¶« �¼�òÉ É ËÉa ^ñÌÌ� ´ Á ¸ ¬ µ¾¼ Á ¸ ´ «³ »° ºÍ ¾ ±Ä´« Â À µ» Á Â ® ± ¿¸´ ± ² ±» µ ´ ²Â º¸´ «¸Â Í ¶±¾ ¾ ºÂ ¹´ « ¹ Ã Ç¾ ± À ¬ ± ² ® ±¶¾ µÔ«³¾ ´« ¸ ±°Í µ¶²Æ¾ « ���c���` À Ò½° ±ÒÇ ´ ½¸ «¬ ¸½¶Ç ¬ Ò«Ã Ç ´ «³ ���c��� À Í ²± ´ ½¸²¬ ±¸«» « ¿½¹ ½ ´ Á ¸ ± ²´Ç¹ Á ¸ » «³ Ò ²±´ ³» · ¸«¸´ ± ²Î á³¹ ²¬ ¯ À Ò· « ² Å³» ½¶´ ½´ ºÂºÃ «³¸ ´ ½ Ò³¸±´ µ´ ½´ ± ¸± Ò²± ¹ Ã ¿Ô«³¸ µ° Â ´ ²Â ±¬ ¾ ºÂ ´ «³ » ° ºÍ ¾ ±´ «Â À µÃ ² ¾ µ¸«¸¬ ¿¸Â « ² «» « ¿Â ±¸Ç¬ «³¸ ¹´« » ± ¶¯Í «¸ Òº¸Ò¶« À ® µ ¹ «¸ º´ ¹ ² p¬ µ¼ «³¸ Ò¶µ¾ «q¬ ± ² ¾ ²· ¸«³¸ ´ « ÈÉ ÊËÉ Ì ¬ µ¹´ «Â Îð Ð¬ «° ± Ò²±» ²¹´ · ¸« ³¾  µ´ ² ´« ¹ ³Í ¬ ¬ ¶²¾ º¸« Òº¸Ò¶« À ²ÒÁ ¾ º¸« Á Â ¾ ´ ¶²¬ µÂÃ· ¶«Â À (
2
⌊

N
2

⌋
+ 1
)Ä» ¶« ¹ Í Í ¿Ô² ´ « » ° ºÍ ¾ ± Ò²±¹´¯ ¹ Á ¸

N × N
Î ï ³¸» · Â À «» ¶«±¸±® ¶Æ¿Â ¸º«Â ±°Í µ ¶²Æ¾ «Â » «³ » ¶«¬ Ð»´² Á Â » º¬´ ±¹ ½ ´« ³ ���c��� ¹´ «»° ºÍ ¾ ± ±» «Ò²¬ ¸Ð´ ± ² Í ¸²¬ ¯

k
(
2
⌊

N
2

⌋
+ 1
)Ä±¸´± Í Á ¸ ²¹´ ²¬ µÂ Î

î ³¹´ ³Ã· Â À ½ » ±¶±» ¯ ¸Á ¾ ºÆ«Ò«Â Ò¸ » ±¶ºÃ² ²Ò ²± ¿´ ¶½ ³° ²Å¿± ¹´ ½¸ ¬ ±´ ±Ä¹¬ ³Ç ¸ºÁ ¸ ±°Í «¶¿Æ¾ Á ¸ ¬ ± ² ´± ±» «´ ° º¹ ¾ ±´ ± À Á Â » ¶«Â ´ ½¸ ±¸´ ±Í Á ¸²¹´ ²¬ µ´ ½Ä´± À ¬ ¯Æ ¯°° « » ±¶¯ Æ±¾ ±´ ²¬ ¯ ¿¸± ² Î o ²± ´ « ° µÍ « ±³´ µ À » ¶«Ã Á ¶«Ð¾  º¸± ¼ Ç¾ ±» ± ¶±» º¶± ¹´ ½ Í ¸²¬ µ´ ¶½ º¸¸« ²± ´ Á ¸ ��ÓS RvU�
øR PÔ$ S� UQXPWR �* îé+y+ðxðþ ïðèû�+ûýýðêìþ � Î
�@ �uB�" D EFã E ÿXUWM = (M, d) Ô PUw �
 Y	 Þ øw v	 
S�N =

(
M, d(x)

) 
��X�
Ô PUw �
øR Þ øwWR v� v�vQv� vw Q#vRUS� Y�v� P�Q Uv� X�RY�v� X�Ô PQWR

M
Z , N

λT�w vXPVVQ#P� ��ÓS RvU�
� UvRM S R ���wÞ P� 
SUS RvÔ � ��ÓS RYU�US	 D(x)
P�Q

U�	 N UñUv�S øXUP V�S 
�ÓP
u, v ∈M -

. Z
d(u, v) ≤ d(x)(u, v)

Z
� Z

ED(x)

[
d(x)(u, v)

]
≤ λ · d(u, v)

Z
f±´ } ±¸±° «Í ¿± ¾  ´ « Æ · ¶½¾ ± 9 Î:� ºÃ« ³¾  Ð°«Í ± ;

=>?@ABC D E�� E ÿXUW M = (M, d) Ô PUw �
 Y	 Þ øw v	 
S� N =
(
M, d(x)

)


��X� Ô PUw �
øR Þ øwWR v� v�vQv� vw Q#vRUS� Y�v� P�Q Uv� X�RY�v� X�Ô PQWR
M ù øXUP � N RS

λT�w vXPVVQ#P� ��ÓS RvU�
� UvR M Z [ R V�S Uv �wY$ � �Ô S
UWR

k TP\ ���w PU�UøR XP 
�ÓP ñ RS R Þ øwv M̃ ∈ N ���wÞ P�
cTS RUSVWR�XU�
 Y	

S�U�v
wS U�
 Y	 � îyêýé� ðz ûý S� VYw �ÓÔv	 ���
M̃ ù UYUP ���wÞ P� îyêýé� ðz ûý S� TVYw �ÓÔv	 ���

M
V�S Uv Q��v �w Y$ � �Ô S XUvRM �v� PQRS�

cλTS RUSVWR�XU�
 Y	
P RS RUQvR S�SøR S RU����WRZ

� ¬ ± ²¸«Ð¶²«Â ±°Í µ ¶²Æ¾ «Â ���
M

°²´ «³¶Í ¿ Á Â ÅÇÂ Î f±´ } ±¶Ã ¯Â À » ²° ºÍ ²º¸±¸ ¾ ´ ¶²¬ µ Ã· ¶« M̃ ∈ N ¾  ´ ³Ã ± ¿« ´¶µ» « À ¹ Ð¾ ® Á ¸± ¾  ´½¸ ¬ ±´ ±¸«¾ Ç D(x)Í ²± ´ ½¸ «» « ¿± ½ N λ
Ä» ¶« ¹ Í Í ¿Ô² » ²Æ±¸«´ ²¬ ¯ ´ «¸ M Î f±´ µ» ²¸ À ¾¼ ±»´ ¿Ô² ´ «¸

M ¹´ «¸ M̃ ¬ ± ² ±» ° ¯ ® ±¶¾ µÔ² ´ «¸ ±°Í µ ¶²Æ¾ « ���
M̃

Î
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rC@Cst@AuA E ª « Í Í « ¸µÂ µ´ ² « ±¸´ ¿» ±° «Â ¿¸± ² ±Ò±ÇÂ ±» «´ ° ¿ Æ¾ ° ²· Ò½±» ± ¿´ ½¹ ½ ´ «³ » ¶«½Í «Ð¾ ¸«³ ÆÁ ¶Ç¾ ±´ «Â À Ò²µ´ ² ½ ±¸±¾ ¸µ ¾ ¸½ » ¿Ò«¹ ½ ´ «³
���

M
¿¸± ² Í Í ³½¾ º¸½ ±¸ ¬ ± ² ¾ µ¸« ±¸ « ±¸´ ¿» ±°« Â Ò¸ Í ¸Á ¶¿Ô² » « ²« Ã· ¶«

M̃ ∈ N » ²° ºÍ ² « ±°Í µ¶²Æ¾ «Â Î f±´± ® ±¸· Â À ±¸ « ±¸´ ¿» ±° «Â ¿¸± ² » ¶«¹ ±¶¾ «Ä¹´ ²¬ µ Â À ´ « Æ · ¶½¾ ± 9 Î�M ¬ ±´ ±¶¶º²Î
rC@%&> �'BC E ï ³¸±¸´Ç¹ ± ¾  ÇÒ½ ´ «¸ ñòÉó Èô ËõÌó ±°Í µ¶²Æ¾ « ���� ¹´ ½¸ g» «Ä¸µ´ ½´ ± 9 Î: Îµ À « «» « ¿«Â ¬ ±´ ±¹¬ ³¯Ô´ ± ² ¾¼ ±»´ ¿Ô«¸´ ±Â » ²Æ±¸«´ ²¬ ¯ ´ ½¸ » ¶²Ä® º¶²± ¬ Ð¬ ° «³ C ¹  ¾ ²± ¹ ³Í ¬ ¬ ¶²¾ º¸½ ¬ ° ¯¹ ½ ³Æ³Í ¶¯¾ ¾ Á ¸ ´ ¾ ½¾ ¯´Á ¸ L À ³» Ä¶±¶²Æ¾ Ç¹ ²¾ Á ¸ ´ « » ° ÇÆ«Â Î < ¯° ²¹´ ± À ºÃ «¸´± Â ¬ ±´ ¯ ¸« ³ ´« ¸ � ¶²¹ ¾ µ 9 Î:L À Ò ²±Ä» ²¹´· ¸«³¾  µ´ ² ½ ¹ Ã º¹ ½ �9 Îµ� ±» «Ò²¬ ¸Ð² » Á Â ½ L �Ä» ¶«¹ Í Í ¿Ô² » ²Æ±¸«´ ²¬ ¯´ ½¸ C Î

n» Á Â » ¶«±¸±® º¶± ¾  À ½ » ¶Á ´ «» «¶²±¬ Ç �¬ ± ² ±Ò½¾ «¹ ¿³´ ½ /� ¶Í ±¹ ¿± ´ «³
I òñ� ¹´ ½¸ «» « ¿± » ±¶«³¹ ²¯Ô´ ± ² ¬ ± ² ± ¸±° Ð´ ± ² « ±°Í µ¶²Æ¾ «Â ���� GI òñ��LN±» ´ º° ¹  ´ « º¸±³¹ ¾ ± Í ²± Ò²Å«Ò²¬ µ´ ¶½ ¾ ° º´½ ´ Á ¸ » ²Æ±¸«´ ²¬ · ¸ ¾¼ ±»´ ¿¹ Á ¸¬ ± ² ´ Á ¸ ® ± ¶¾ «Í · ¸ ´ «³Â ¹  ±°Í «¶²Æ¾ ²¬ ¯ » ¶«¼ ° Ç¾ ±´ ± Î ð ²Ò ²¬ µ´ ¶± À µ¹ « ¸ ± ® «¶¯´ ½¸ » ¶²«Ã Ç ´ Á ¸ ¯¾ ¹ Á ¸ ±°Í «¶¿Æ¾ Á ¸ À Í ¶ÇÍ «¶± ´ « ¸Ò²±® º¶«¸ ´ Á ¸ ¶³¸½´ · ¸¹´¶¯® ½¬  ¹´ ½¸ ±¸±ÔÇ´ ½¹ ½ ¬ ° ¯¹ Á ¸ ±» µ Ò¸Ò¶²¬ «ÐÂ ¾ ´ ¶²¬ « ÐÂ Ã · ¶«³Â �^ñÌÌô Ì^ñË_¼� « ² «» « ¿Â ¸± » ¶«¹ ÍÍ ¿Ô«³¸ » ²Æ±¸«´ ²¬ ¯ º¸±¸ «» « ²«¸ÒÇ» «´  ¾ ´¶ ²¬ µÃ · ¶« ¾  ¾ ²¬ ¶Ç » ±¶±¾ µ¶® Á ¹ ½ Î Ö » ¶«´ ¿¾ ½¹ ½ ± ³´ Ç ¿¸± ² Ò ²¬ ± ²«° «Í ½¾ º¸½ À Ò²µ´ ²» «°° ¯ » ¶«¼ ° Ç¾ ±´ ± ¹  Òº¸Ò¶± » ²ÒºÃ «¸´ ± ² ¬ «¾ Ñ ºÂ ¬ ± ² ±» «´ ° ¹ ¾ ±´ ²¬ ºÂ ° Ð¹ ²ÂÓ µ» Á Â Í ²± » ±¶¯ Ò²Í ¾ ± ¬ ¿¸« ´ Á ¸

k
ÄÅ³» ½¶´ ½´· ¸ À » « ³ » ²° Ð´ ± ² ±» µ ´« ¸

���c��� Î
]´ ¹ ² °« ²» µ¸ À « ² 0 ÊÈÉ À I òñ� À JÌÊÌa ¬ ± ² 1Ì¼^ G0 ÊIJ1 LÊN Åº´ ±¹ ±¸ » ²Æ± ¸«Ä´ ²¬ ºÂ ¾¼ ±»´ ¿¹ ²Â Í ¶±® ½¾ ¯´ Á ¸ ¹  » ± ¶¯Í «¸´ ± Òº¸Ò¶± Î ð ¬ ´Á ¸ ±» «´ ° ¹ ¾ ¯´Á ¸´ «³Â ¹ ³¸¯Í ´ ± ² µ´ ² ¬ ¯Æ ¾ ´ ¶²¬ µÂ Ã· ¶«Â M (

2O(
√

log n log log n)
)Ä» ¶«¹ Í Í ¿Ô´ ± ²» ²Æ±¸«´ ²¬ ¯ ±» µ Ò¸Ò¶²¬ «ÐÂ ¾ ´ ¶²¬ « ÐÂ Ã· ¶«³Â À µ» «³

n
´ « » ° ÇÆ«Â ¹ ½¾ ¿Á ¸ ´ «³

M Î Ï ¶Í µ´ ¶± À « ~òñ^òÊ ¼ °´ ¿Á ¹  ´ «¸ » ± ¶¯Í «¸´ ± » ¶«¹ ºÍ Í ²¹ ½Â À » ¶· ´ ± ¹ 
O
(
log2 n

) G~òñLËN ¬ ± ² ¸ ¹ ³¸Ã ¿± ¹ 
O(log n log log n)

G~òñL�N Î o ²± ¸± ´ «¬ ±´ «¶Æ· ¹ ² ± ³´ µ À µ¶ ²¹  ´ ½¸ °Í µ¾ ¸½ ¬ ° ¯¹ ½ ´Á ¸ �PwSwÞ �
� 
S�ø	 ��SÞ Ww �TXÔ ñ RWR �ñ R�wWR �� ðûîyîè� ðèyx x{ ò ûx xTþ û*yîyïûý ïîûûþù 23 4þ � Î ð » ²» ° º«¸ À Ò²±Ä» ¿¹´Á ¹  µ´ ² ³» ¯¶Ã ² ¾ ´ ¶²¬ µ Â Ã · ¶«Â « «» « ¿« Â ±¸
λ

Ä» ¶«¹ Í Í ²¹´ ¿ » ²Æ±¸«´ ²¬ ¯±» µ Ò¸Ò¶ ²¬ «ÐÂ ¾ ´ ¶²¬ «ÐÂ Ã· ¶«³Â À ´ µ´ 
λ = Ω(log n)

G~òñLËN Îð ¸ ¬ ±´ ±¬ °¿Ò²À ¹ ½¾ ²· ¸«³¾  µ´ ² » ¶«¹ ® ¯´ Á Â « ² ¸ò�_`òñÈ ÌÉ�`ÈÊ À ¹òÈ ¬ ± ²
5òÊ6òñ G¸ò¹5 MµN ±» ºÒ²Å±¸ µ´ ² ¬ ¯Æ ¾ ´ ¶²¬ µÂ Ã · ¶«Â

O(logn)
Ä» ¶«¹ Í Í ¿Ô´ ± ²±» µ 7»5 ¼ Î î ½°± ÒÇ À ° ±¾¼ ¯¸«¸´ ±Â ³» } µÑ ½ ´ « ±¸Á ´ º¶Á ¬ ¯´ Á ® ¶¯Í ¾ ± ´ «³

~òñ^òÊ À » º´ ³Ã ±¸ ´« ¸ ¼ º°´ ²¹´ « » ± ¶¯Í «¸´ ± » ¶«¹ ºÍ Í ²¹ ½Â ô È ó÷ ÊÈ ¾ ²± » «°° ±Ä» ° ±¹ ²±¹´ ²¬ Ç ¹´ ±Æ¶¯ Î
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G0 _HA LËN B Ëô Ë^ñË¼ 0 _` ÊËÈ�^ò¼ À ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À òÉ ó CÈ`É AÈaò Î HÈô Ä
� Ì^Ë^ ËºÌ òÉ òÊD¼Ë¼ ÈE ñòÉ óÈô ËõÌó �òa ËÉa òÊaÈñË^`ô ¼ Î FÉ G îéèûûýTðêìþ éô ï� û H IJ Kíîé* ûyê 3{�* éþðí� éê L xì éîðï�� þ À ºÈÊ÷ô Ì
::µË ÈE Mûèïíîû N éïûþ ðê Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ �òaÌ¼ 9 :LÓ9µM Î
»�ñËÉaÌñÄKÌñÊòa À :LLË Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G0 _HA MMN� Î

G0 _HA MMN B Ëô Ë^ñË¼ 0 _` ÊËÈ�^ò¼ À ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À òÉ ó CÈ`É AÈaò Î HÈô Ä
� Ì^Ë^ ËºÌ òÉ òÊD¼Ë¼ ÈE ñòÉó Èô ËõÌó �òa ËÉa òÊaÈñË^`ô ¼ Î 4� ûéîûïðèyxOé�* íïûî 3 èðûê èûÀ �µ9 �:Ä�� ;�MµÓ �:� À �MMM Î

G0 ÊIJ1 LÊN AÈaò 0 ÊÈÉ À ¹ Ë_`òñó ) Î I òñ� À B òº Ëó JÌÊÌa À òÉ ó BÈ÷a Êò¼ ~ Î
1Ì¼^ ;Î 0 añò�`Ä^`ÌÈñÌ^Ë_ aòô Ì òÉ ó Ë^¼ ò�� ÊË_ò^ËÈÉ ^È ^`Ì

k
Ä

¼ÌñºÌñ �ñÈ� ÊÌô Î 3PL� Qéíîêyx éô Oé�* íïðêì À �9 �:� ;Ì�Ó :MM À
:LLÊ Î

G0 õ~) LµN RÈ¼¼Ë 0 õòñ À 0É ó ñÌË S Î ~ ñÈ ó Ìñ À òÉ ó ) òñ� » Î ) òÉ ò¼¼Ì Î TÉ ÊËÉ Ì
_`ÈË_Ì È E ÈÉ ÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û H IJ Lêêíyx
L O� T3PL� 3{�* éþðí� éê U ðþ èîûïû L xì éîðï�� þ À �òaÌ¼ 9µ�Ó
99M À :LLµ Î

G~òÌRH¹��N ¹ Ë_òñó È 0 Î ~òÌõòÄRò^Ì¼ À CÈ¼Ì�` H Î H÷ Ê� Ìñ¼ÈÉ À òÉ ó V ñÌaÈñD
C Î W Î ¹ ò6 ÊËÉ¼ Î »Ìòñ_` ËÉa ËÉ ^`Ì � ÊòÉ Ì Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û
.XI 3 èyêýðêy�ðyê Yéîóþ� é* éê L xì éîðï�� 4� ûéî{ À ºÈÊ÷ô Ì µ :�È E Mûèïíîû N éïûþ ðê Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ �òaÌ¼ :ÌËÓ :�L À :L�� Î
�CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G~òÌRH¹LµN� Î

G~òÌRH¹LµN ¹ Ë_òñó È 0 Î ~òÌõòÄRò^Ì¼ À CÈ¼Ì�` H Î H÷ Ê� Ìñ¼ÈÉ À òÉ ó V ñÌaÈÄñD C Î W Î ¹ ò6 ÊËÉ¼ Î »Ìòñ_` ËÉa ËÉ ^`Ì � ÊòÉ Ì Î Pêô éî� yïðéê yêý
Oé�* íïyïðéê À :MË ��� ;�µ9Ó �Ê� À :LLµ Î

G~òñL9N RòËñ ~òñ^òÊ Î 0 Eò¼^ ô Ìô ÈñD ÊÌ¼¼ �Ä¼ÌñºÌñ òÊaÈñË^`ô ËÉ W÷Ä
_ÊËóÌòÉ ¼�ò_Ì¼ Î ZÉ�÷� ÊË¼`Ìó ô òÉ÷¼_ñË�^ À :LL9 Î

G~òñLËN RòËñ ~òñ^òÊ Î J ñÈ�ò� ËÊË¼^ Ë_ ò��ñÈ[ Ëô ò^ËÈÉ¼ ÈE ô Ì^ñË_ ¼�ò_Ì¼òÉó Ë^¼ òÊaÈñË^`ô Ë_ ò�� ÊË_ò^ ËÈÉ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û Õ \IJ
ÒÒ
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Lêêíyx PKKK 3{�* éþðí� éê ^éíêýyïðéêþ éô Oé�* íïûî 3 èðTûê èûÀ �òaÌ¼ :�9Ó :Lµ À :LLË Î
G~òñL�N RòËñ ~òñ^òÊ Î TÉ ò��ñÈ[ Ëô ò^ËÉa òñ� Ë^ñòñD ô Ì^ñË_Ì¼ �D ^ñÌÌô Ì^ñË_¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û Õ_IJ Lêêíyx L O� 3{�* éþðí�éê 4� ûéî{ éô Oé�* íïðêì À �òaÌ¼ :Ë :Ó :Ë� À :LL� Î
G~òñH�L�N RòËñ ~òñ^òÊ À ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À òÉ ó �ò6 ñÌÉ_Ì � Î �òñô ÈñÌ Î 0ñòÉ óÈô ËõÌó òÊaÈñË^`ô EÈñ ^6È ¼ÌñºÌñ¼ ÈÉ ^`Ì ÊËÉ Ì Î FÉ G îéTèûûýðêìþ éô ï� û `IJ Kíîé* ûyê 3{�* éþðí� éê L xì éîðï�� þ À �òaÌ¼

�9ÌÓ �Ê� À :LL� Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G~òñH�MMN� Î
G~òñH�MMN RòËñ ~òñ^òÊ À ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À òÉ ó �ò6 ñÌÉ_Ì � Î �òñô ÈñÌ Î 0ñòÉ óÈô ËõÌó òÊaÈñË^`ô EÈñ ^6È ¼ÌñºÌñ¼ ÈÉ ^`Ì ÊËÉ Ì Î Pêô éî� yïðéê

yêý Oé�* íïyïðéê À :Ê� �:� ;ÊµÓËL À �MMM Î
G~òñIMMN RòËñ ~òñ^òÊ òÉó W ÊËò¼ I È÷^¼È÷� Ëò¼ Î TÉ ^`Ì _Èô � Ì^ Ë^ ËºÌ ñò^ ËÈÈ E ^`Ì 6Èñ� E÷É_^ ËÈÉ òÊaÈñË^`ô EÈñ ^`Ì

k
Ä¼ÌñºÌñ �ñÈ� ÊÌô Î FÉ

G îéèûûýðêìþ éô ï� û .\IJ Pêïûîêyïðéêyx 3{�* éþðí� éê 4� ûéîûïTðèyx L þ* ûèïþ éô Oé�* íïûî 3 èðûê èû �3 4L O3� À �òaÌ¼ ËMÊÓË :µ À
�MMM Î

G~ ÌËH�LLN 1ÈÊEaòÉa 1 Î ~ ÌËÉ À ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À òÉ ó �ò6 ñÌÉ_Ì � Î �òñÄô ÈñÌ Î 5`Ì µÄ¼ÌñºÌñ �ñÈ� ÊÌô ËÉ ^`Ì � ÊòÉ Ì Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô
ï� û \IJ Kíîé* ûyê 3{�* éþðí� éê L xì éîðï�� þ À �òaÌ¼ µM :Óµ :� À
:LLL Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G~ ÌËH�M�N� Î

G~ ÌËH�M�N 1ÈÊEaòÉa 1 Î ~ ÌËÉ À ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À òÉ ó �ò6 ñÌÉ_Ì � Î �òñÄô ÈñÌ Î 5`Ì µÄ¼ÌñºÌñ �ñÈ� ÊÌô ËÉ ^`Ì � ÊòÉ Ì Î 4� ûéîûïðèyx Oé� T* íïûî 3 èðûê èûÀ ��L �:� ;µµÊÓµÊ9 À �MM� Î
G~ ÌÉB~I

+
LMN »`òË ~ ÌÉÄB òº Ëó À 0 ÊÊòÉ ~ÈñÈ óËÉ À ¹ Ë_`òñó ) Î I òñ� À V aò�Èñ 5òñÄó È¼ À òÉ ó 0º Ë 1 Ëaó Ìñ¼ÈÉ Î TÉ ^`Ì � È6Ìñ ÈE ñòÉ ó Èô Ëõò^ ËÈÉ ËÉÈÉÄÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û ��bc Lêêíyx L O�

3{�* éþðí� éê 4� ûéî{ éô Oé�* íïðêì À �òaÌ¼ µÌLÓµ�Ë À :LLM Î
�CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G~ ÌÉB~I

+
L9N� Î

G~ ÌÉB~I
+
L9N »`òË ~ ÌÉÄB òº Ëó À 0 ÊÊòÉ ~ÈñÈ óËÉ À ¹ Ë_`òñó ) Î I òñ� À V aò�Èñ 5òñÄó È¼ À òÉ ó 0º Ë 1 Ëaó Ìñ¼ÈÉ Î TÉ ^`Ì � È6Ìñ ÈE ñòÉ ó Èô Ëõò^ ËÈÉ ËÉÈÉÄÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô ¼ Î L xì éîðï�� ðèyÀ ::�:� ;�Ó :9 À :LL9 Î

G~ ÌñV¹LµN ) òñ¼`òÊÊ 1 Î ~ ÌñÉ À B òÉ ËÌÊ 7 Î V ñÌÌÉ Ì À òÉó 0 ñº ËÉ ó ¹òa÷ÄÉ ò^`òÉ Î TÉ ÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô ¼ EÈñ _ò_`Ì ¼`òñËÉa Î FÉ G îéèûûýðêìþ
éô ï� û �dIJ Lêêíyx L O� 3{�* éþðí� éê 4� ûéî{ éô Oé�* íïðêì À
�òaÌ¼ 9��Ó9µM À :LLµ Î



] %- # %&Ï+ $!%l jk Î2$!&+jk Òã

G~ÈñWR L�N 0 ÊÊòÉ ~ÈñÈ ó ËÉ òÉó ¹òÉ W ÊÄRòÉ Ëº Î eêxðê û Oé�* íïyïðéê yêý
Oé�* ûïðïð�û Lêyx{þðþ Î Hòô�ñËóaÌ ZÉ ËºÌñ¼Ë^D J ñÌ¼¼ À :LL� Î

G~Èñ�»�ÌN 0 ÊÊòÉ ~ÈñÈ ó ËÉ À Aò^`òÉ � ËÉËòÊ À òÉ ó ) Ë_`òÌÊ W Î »ò�¼ Î 0É È�^ËÄô òÊ ÈÉ ÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô EÈñ ô Ì^ñË_òÊ ^ò¼� ¼D¼^Ìô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ
éô ï� û .fIJ Lêêíyx L O� 3{�* éþðí� éê 4� ûéî{ éô Oé�* íïðêì À
�òaÌ¼ µÌµÓµ�� À :L�Ì Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G~Èñ�»L�N� Î

G~Èñ�»L�N 0 ÊÊòÉ ~ÈñÈ óËÉ À A ò^`òÉ � ËÉ ËòÊ À òÉ ó ) Ë_`òÌÊ W Î »ò�¼ Î 0É È�Ä
^Ëô òÊ ÈÉ ÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô EÈñ ô Ì^ñË_òÊ ^ò¼� ¼D¼^Ìô ¼ Î Qéíîêyx éô
ï� û L O� À µL ;Ì9ÊÓ ÌËµ À :LL� Î

G~÷ñLµN 1 ËÊÊËòô ¹ Î ~÷ñÊÌDÎ 5ñòºÌñ¼ËÉa ÊòDÌñÌó añò�`¼ ÷¼ËÉa ^`Ì 6Èñ�
E÷É_^ ËÈÉ òÊaÈñË^`ô Î 5Ì_`É Ë_òÊ ¹ Ì� Èñ^ H»LµÄµ :L À B Ì�òñ^ô ÌÉ^È E HÈô �÷^Ìñ »_ ËÌÉ_Ì òÉ ó WÉa ËÉ ÌÌñËÉa À ZÉ ËºÌñ¼Ë^D ÈE HòÊËEÈñÄÉ Ëò À »òÉ B ËÌaÈ À �ò CÈÊÊò À :LLµ Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G~÷ñLËN� Î

G~÷ñLËN 1 ËÊÊËòô ¹ Î ~÷ñÊÌDÎ 5ñòºÌñ¼ËÉa ÊòDÌñÌó añò�`¼ ÷¼ËÉa ^`Ì 6Èñ�
E÷É_^ ËÈÉ òÊaÈñË^`ô Î Qéíîêyx éô L xì éîðï�� þ À �M �µ� ;9ÌLÓ Ê:: À
:LLË Î

GHIJKLMN ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À 7È6òñó C Î I òñÊÈà À 5`Èô ò¼ 7 Î JòDÉ Ì À òÉó
»÷É ó òñ K Ë¼`6òÉ ò^`òÉ Î A Ì6 ñÌ¼÷ Ê^¼ ÈÉ ¼ÌñºÌñ �ñÈ� ÊÌô ¼ Î FÉ
G îéèûûýðêìþ éô ï� û .XI Lêêíyx L O� T3PL� 3{�* éþðí� éê
U ðþ èîûïû L xì éîðï�� þ À �òaÌ¼ �L :ÓµMM À :LLM Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ
GHIJKL:N� Î

GHIJKL:N ) òñÌ� H`ñÈ�ò� À 7È6òñó C Î I òñÊÈà À 5`Èô ò¼ 7 Î JòDÉ Ì À òÉó
»÷É ó òñ K Ë¼`6òÉ ò^`òÉ Î A Ì6 ñÌ¼÷ Ê^¼ ÈÉ ¼ÌñºÌñ �ñÈ� ÊÌô ¼ Î 3PL�Qéíîêyx éê U ðþ èîûïû � yï� û� yïðèþ À 9 ��� ;:Ì�Ó :� : À :LL: Î

GH�L:òN ) òñÌ� H`ñÈ�ò� òÉ ó �ò6 ñÌÉ_Ì � Î �òñô ÈñÌ Î TÉ Eò¼^ òÊaÈñË^`ô ¼
EÈñ ^6È ¼ÌñºÌñ¼ Î Qéíîêyx éô L xì éîðï�� þ À :� ;ËMÌÓË :9 À :LL : Î

GH�L:�N ) òñÌ� H`ñÈ�ò� òÉ ó �ò6 ñÌÉ_Ì � Î �òñô ÈñÌ Î 0É È�^Ëô òÊ ÈÉÄÊËÉ ÌòÊaÈñË^`ô EÈñ
k

Ä¼ÌñºÌñ¼ ÈÉ ^ñÌÌ¼ Î 3PL� Qéíîêyx éê Oé�* íïTðêì À �M �:� ;:99Ó :9� À :LL : Î
GH�L�N ) òñÌ� H`ñÈ�ò� òÉ ó �ò6 ñÌÉ_Ì � Î �òñô ÈñÌ Î 5`Ì ¼ÌñºÌñ �ñÈ�ÄÊÌô òÉ ó ÈÉÊËÉÌ aòô Ì¼ Î FÉ �D ÊÌ 0 Î ) _V ÌÈ _` òÉ ó B òÉ ËÌÊ B Î

» ÊÌò^Èñ À ÌóË^Èñ¼ À eêTM ðê û L xì éîðï�� þ À ºÈÊ÷ô Ì Ì ÈE UP�L O3
3 ûîðûþ ðê U ðþ èîûïû � yï� û� yïðèþ yêý 4� ûéîûïðèyx Oé�* íïûî
3 èðûê èûÀ �òaÌ¼ ::ÓË9 À :LL� Î



ß� ] %- # %&Ï+$!%l jk Î2$!&+ jk

G¸ò¹5 MµN CË^^ò^ ¸ò�_`òñÈ ÌÉ�`ÈÊ À »ò^ Ë¼` ¹ òÈ À òÉ ó I÷É òÊ 5òÊ6òñ Î 0 ^ Ëa`^
� È÷É ó ÈÉ ò��ñÈ[ Ëô ò^ËÉa òñ� Ë^ñòñD ô Ì^ñË_¼ �D ^ñÌÌ ô Ì^ñË_¼ Î FÉ
G îéèûûýðêìþ éô ï� û ÕdIJ Lêêíyx L O� 3{�* éþðí� éê 4� ûéî{éô Oé�* íïðêì À �òaÌ¼ 99�Ó9ÊÊ À �MMµ Î

G¸ Ë¸I
+
L:N 0ô È¼ ¸ Ëò^ À B ÌòÉ JÎ ¸È¼^Ìñ À 7È6òñó C Î I òñÊÈà À R÷ºòÊ ¹ò�òÉ Ë ÀR ËE^ò_` ¹òº Ëó À òÉ ó »÷Éó òñ K Ë¼`6òÉ ò^`òÉ Î HÈô � Ì^Ë^ËºÌ òÊÄ

aÈñË^`ô ¼ EÈñ ÊòDÌñÌó añò�` ^ñòºÌñ¼òÊ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û
Õ�bc Lêêíyx PKKK 3{�* éþðí� éê ^éíêýyïðéêþ éô Oé�* íïûî
3 èðûê èûÀ �òaÌ¼ ���Ó �LÌ À :LL : Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G¸ Ë¸I

+
L�N� Î

G¸ Ë¸I
+
L�N 0ô È¼ ¸ Ëò^ À B ÌòÉ JÎ ¸È¼^Ìñ À 7È6òñó C Î I òñÊÈà À R÷ºòÊ ¹ò�òÉ Ë ÀR ËE^ò_` ¹òº Ëó À òÉ ó »÷É ó òñ K Ë¼`6òÉ ò^`òÉ Î HÈô � Ì^Ë^ËºÌ òÊaÈÄñË^`ô ¼ EÈñ ÊòDÌñÌó añò�` ^ñòºÌñ¼òÊ Î 3PL� Q éíîêyx éô Oé�* íïTðêì À �� ��� ;99ÌÓ9Ë� À :LL� Î

G¸ ËI�+
��N 0ô È¼ ¸ Ëò^ À ¹ Ë_`òñó ) Î I òñ� À ) Ë_`òÌÊ �÷�DÀ �D ÊÌ 0 Î ) _Ä

V ÌÈ _` À B òÉ ËÌÊ B Î »ÊÌò^Èñ À òÉ ó A ÌòÊ W Î RÈ÷Éa Î HÈô � Ì^ ËÄ
^ ËºÌ �òa ËÉa òÊaÈñË^`ô ¼ Î 5Ì_`É Ë_òÊ ¹ Ì�Èñ^ H)Z ÄH»Ä��Ä:LË À
HòñÉ Ìa ËÌ ) ÌÊÊÈÉ ZÉËºÌñ¼Ë^DÀ J Ë^^¼�÷ña` À :L�� Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñÄ
¼ËÈÉ G¸ ËI�+

L :N� Î
G¸ ËI�+

L :N 0ô È¼ ¸ Ëò^ À ¹ Ë_`òñó ) Î I òñ� À ) Ë_`òÌÊ �÷�DÀ �D ÊÌ 0 Î ) _Ä
V ÌÈ _` À B òÉ ËÌÊ B Î »ÊÌò^Èñ À òÉ ó A ÌòÊ W Î RÈ÷Éa Î HÈô � Ì^ ËÄ
^ ËºÌ �òa ËÉa òÊaÈñË^`ô ¼ Î Qéíîêyx éô L xì éîðï�� þ À :� �9� ;Ë�ÊÓËLL À
:LL : Î

G¸ Ë¹¹LMN 0ô È¼ ¸ Ëò^ À R÷ºòÊ ¹ò�òÉ Ë À òÉ ó R ËE^ò_` ¹òº Ëó Î HÈô � Ì^Ë^ËºÌ
k

Ä¼ÌñºÌñ òÊaÈñË^`ô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û Õ.XI Lêêíyx PKKK
3{�* éþðí� éê ^éíêýyïðéêþ éô Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ �òaÌ¼ 9Ê9Ó
9Ëµ À :LLM Î

G¸ Ë¹¹»L9N 0ô È¼ ¸ Ëò^ À R÷ºòÊ ¹ ò�òÉ Ë À R ËE^ò_` ¹òº Ëó À òÉ ó ~òñ÷_` »_` ËÄÌ� Ìñ Î 0 ó Ì^Ìñô ËÉ Ë¼^ Ë_
O(k3)

Ä_Èô � Ì^Ë^ËºÌ
k

Ä¼ÌñºÌñ òÊaÈñË^`ô
EÈñ ^`Ì _Ëñ_ÊÌ Î L xì éîðï�� ðèyÀ ::�Ë� ;ÊÌ�Ó ÊÌ� À :LL9 Î

G¸ Ë1 L�N 0ô È¼ ¸ Ëò^ òÉ ó V Ìñ`òñó C Î 1È Ìa ËÉaÌñ À Ìó Ë^Èñ¼ Î eêxðê û L xì éTîðï�� þ - 4� û 3 ïyïû éô ï� û L îïÀ ºÈÊ÷ô Ì :99� ÈE Mûèïíîû N éïûþ
ðê Oé�* íïûî 3 èðûê èûÎ »�ñËÉaÌñÄKÌñÊòa À :LL� Î

GVCÌLN ) Ë_`òÌÊ ¹ Î V òñÌD òÉ ó B òº Ëó » Î CÈ`É¼ÈÉ Î Oé�* íïûîþ yêý
Pêïîyèïy+ðxðï{ Î 1 Î 7 Î ¸ñÌÌô òÉ òÉ ó HÈô �òÉDÀ A Ì6 RÈñ� À :LÌL Î

GV ñòËËN ¹ÈÉ òÊó � Î V ñò`òô Î ~È÷Éó¼ EÈñ _Ìñ^òËÉ ô÷ Ê^Ë�ñÈ _Ì¼¼ËÉaòÉ Èô òÊËÌ¼ Î g ûx x 3{þïû� 4ûè�êðèyx QéíîêyxÀ 9Ê ;:ÊËµÓ :Ê� : À
:LËË Î



] %- # %&Ï+ $!%l jk Î2$!&+jk ß F

GFILÌN »òÉ óD FñòÉ Ë òÉ ó 0É É ò ¹ Î I òñÊËÉ Î TÉ ÊËÉ Ì _Èô �÷^ò^ ËÈÉ Î FÉBÈñË^ » Î 7È _`�ò÷ô À ÌóË^Èñ À L** îéü ð� yïðéê L xì éîðï�� þ ô éî
NG T�yîý G îé+xû� þ À _`ò�^Ìñ :µ À �òaÌ¼ Ê�:ÓÊË9 Î J1 » J÷� ÊË¼`ÄËÉa HÈô �òÉDÀ :LLÌ Î

GF¹L:N »òÉ óD FñòÉË òÉó ¹ÈÉ Ë^^ ¹÷� ËÉ EÌÊó Î 0 _Èô � Ì^Ë^ËºÌ �Ä¼ÌñºÌñòÊaÈñË^`ô Î Pêô éî� yïðéê G îéèûþþðêì Mûïïûîþ À µL ��� ;�ÊÓL : À :LL : Î
GI òÊDJL:N ~òÊò I òÊDòÉ ò¼÷É ó òñòô òÉ ó I Ëñ� J ñ÷`¼ Î TÉ ÊËÉ Ì 6ÌËa`^Ìóô ò^_` ËÉa Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û �bc Lêêíyx L O� T3PL�

3{�* éþðí� éê U ðþ èîûïû L xì éîðï�� þ À :LL: Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ
GI òÊDJLµN� Î

GI òÊDJLµN ~òÊò I òÊDòÉ ò¼÷É ó òñòô òÉ ó I Ëñ� J ñ÷`¼ Î TÉ ÊËÉ Ì 6ÌËa`^Ìóô ò^_` ËÉa Î Q éíîêyx éô L xì éîðï�� þ À :9 ;9Ì�Ó9�� À :LLµ Î
GI òñÊ))TLMN 0É É ò ¹ Î I òñÊËÉ À ) òñ� » Î ) òÉ ò¼¼Ì À �D ÊÌ 0 Î ) _V ÌÈ _` À òÉ ó »÷Ä

¼òÉ » Î T6 Ë_� Ë Î ¹ òÉó Èô ËõÌó _Èô � Ì^Ë^ ËºÌ òÊaÈñË^`ô ¼ EÈñ É ÈÉÄ
÷ÉËEÈñô �ñÈ� ÊÌô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û .XI Lêêíyx L O� T
3PL� 3{�* éþðí� éê U ðþ èîûïû L xì éîðï�� þ À �òaÌ¼ µM :ÓµML À
:LLM Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ GI òñÊ))TL9N� Î

GI òñÊ))TL9N 0É É ò ¹ Î I òñÊËÉ À ) òñ� » Î ) òÉ ò¼¼Ì À �D ÊÌ 0 Î ) _V ÌÈ _` À òÉó
»÷¼òÉ » Î T6 Ë_� Ë Î ¹ òÉ ó Èô ËõÌó _Èô � Ì^ Ë^ ËºÌ òÊaÈñË^`ô ¼ EÈñ É ÈÉÄ
÷ÉËEÈñô �ñÈ� ÊÌô ¼ Î L xì éîðï�� ðèyÀ ::�Ë� ;Ê9�Ó ÊÌ: À :LL9 Î

GI òñÊ)¹»��N 0É É ò ¹ Î I òñÊËÉ À ) òñ� » Î ) òÉ ò¼¼Ì À �òññD ¹÷ó ÈÊ�` À òÉóB òÉËÌÊ B Î » ÊÌò^Èñ Î HÈô � Ì^ Ë^ ËºÌ ¼É È È�D _ò_` ËÉa Î L xì éîðï� T� ðèyÀ µ �:� ;ÌLÓ ::L À :L�� Î
GI òñ��LN ¹ Ë_`òñó ) Î I òñ� Î 0

2k
Ä_Èô � Ì^Ë^ËºÌ òÊaÈñË^`ô EÈñ ^`Ì _ Ëñ_ ÊÌ Î

ZÉ�÷� ÊË¼`Ìó ô òÉ÷¼_ñË�^ À :L�L Î
GI`÷ Ê)KL:N »òô Ëñ I`÷ ÊÊÌñ À »^Ì�`ÌÉ V Î ) Ë^_`ÌÊÊ À òÉó K Ëh òD K Î KòõËñòÉ Ë Î

TÉÄÊËÉÌ òÊaÈñË^`ô ¼ EÈñ 6ÌËa`^Ìó � Ë�òñ^Ë^Ì ô ò^_` ËÉa òÉ ó ¼^ò� ÊÌô òññËòaÌ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û .iIJ Pêïûîêyïðéêyx Oéx xé�íðí�
éê L íïé� yïyù Myêìíyì ûþù yêý G îéì îy�� ðêì À ºÈÊ÷ô Ì Ê:M ÈE
Mûèïíîû N éïûþ ðê Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ �òaÌ¼ Ì��Ó Ìµ� Î »�ñËÉaÌñÄ
KÌñÊòa À :LL : Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ GI`÷ Ê)KL9N� Î

GI`÷ Ê)KL9N »òô Ëñ I`÷ ÊÊÌñ À »^Ì�`ÌÉ V Î ) Ë^_`ÌÊÊ À òÉó K Ëh òD K Î KòõËñòÉ Ë Î
TÉ ÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô ¼ EÈñ 6ÌËa`^Ìó � Ë�òñ^ Ë^Ì ô ò^_` ËÉa òÉó ¼^òÄ
� ÊÌ ô òññËòaÌ¼ Î 4� ûéîûïðèyx Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ :�Ì ��� ;�ÊÊÓ �ËÌ À
:LL9 Î



ß� ] %- # %&Ï+$!%l jk Î2$!&+ jk

GI ÊÌËL9N CÈÉ ) Î I ÊÌËÉ� Ìña Î 0 ÊÈ6Ìñ �È÷É ó EÈñ ^6ÈÄ¼ÌñºÌñ �òÊòÉ_ ËÉaòÊaÈñË^`ô ¼ Î Pêô éî� yïðéê G îéèûþþðêì Mûïïûîþ À :LL9 Î
GIÈ÷^JL9N W ÊËò¼ IÈ÷^¼È÷� Ëò¼ òÉ ó H`ñË¼^È¼ 7 Î Jò�òó Ëô Ë^ñËÈ÷ Î TÉ ^`Ì

k
Ä¼ÌñºÌñ _ÈÉh Ì_^÷ñÌ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û �`IJ Lêêíyx L O�
3{�* éþðí� éê 4� ûéî{ éô Oé�* íïðêì À �òaÌ¼ ÊMÌÓ Ê:: À :LL9 Î
�CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ GI È÷^JLÊN� Î

GIÈ÷^JLÊN W ÊËò¼ IÈ÷^¼È÷� Ëò¼ òÉ ó H`ñË¼^È¼ 7 Î Jò�òó Ëô Ë^ñËÈ÷ Î TÉ ^`Ì
k

Ä¼ÌñºÌñ _ÈÉh Ì_^÷ñÌ Î Qéíîêyx éô ï� û L O� À 9� ;LÌ:ÓL�µ À :LLÊ Î
GIÈ÷^JLËN W ÊËò¼ IÈ÷^¼È÷� Ëò¼ òÉó H`ñË¼^È¼ 7 Î Jò�òóËô Ë^ñËÈ÷ Î 5`Ì �ÄÌºòó Ìñ �ñÈ� ÊÌô Î Pêô éî� yïðéê G îéèûþþðêì Mûïïûîþ À ÊÌ ;�9LÓ�Ê� À

:LLË Î
G�¹L9N Hòñ¼^ÌÉ �÷É ó òÉ ó A Ë_� ¹ ÌËÉaÈÊó Î � ËÉ Ìòñ �ñÈañòô ¼ EÈñ ñòÉÄó Èô ËõÌó ÈÉ ÊËÉ Ì òÊaÈñË^`ô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û dIJ Lêêíyx

L O� T3PL� 3{�* éþðí� éê U ðþ èîûïû L xì éîðï�� þ À �òaÌ¼ µ��Ó
µL : À :LL9 Î

G)) »��N ) òñ� » Î ) òÉ ò¼¼Ì À �D ÊÌ 0 Î ) _V ÌÈ _` À òÉ ó B òÉ ËÌÊ B Î » ÊÌò^Èñ Î
HÈô � Ì^Ë^ËºÌ òÊaÈñË^`ô ¼ EÈñ ÈÉ ÊËÉ Ì �ñÈ� ÊÌô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô
ï� û �_IJ Lêêíyx L O� 3{�* éþðí� éê 4� ûéî{ éô Oé�* íïðêì À
�òaÌ¼ µ��Óµµµ À :L�� Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ G)) »LMN� Î

G)) »LMN ) òñ� » Î ) òÉ ò¼¼Ì À �D ÊÌ 0 Î ) _V ÌÈ _` À òÉ ó B òÉ ËÌÊ B Î » ÊÌò^Èñ Î
HÈô � Ì^Ë^ËºÌ òÊaÈñË^`ô ¼ EÈñ ÈÉ ÊËÉ Ì �ñÈ� ÊÌô ¼ Î Qéíîêyx éô L xTì éîðï�� þ À ::;�M�Ó �µM À :LLM Î

GJR �LN H`ñË¼^È¼ 7 Î Jò�òóËô Ë^ñËÈ÷ òÉ ó ) Ë`òÊË¼ RòÉ É ò�ò� Ë¼ Î »`Èñ^Ì¼^
�ò^`¼ 6 Ë^`È÷^ ò ô ò� Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û .`IJ Pêïûîêyïðéêyx
Oéx xé�íðí� éê L íïé� yïyù Myêìíyì ûþù yêý G îéì îy�� ðêì À ºÈÊÄ
÷ô Ì µÌ� È E Mûèïíîû N éïûþ ðê Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ �òaÌ¼ Ë :MÓ
Ë�M Î »�ñËÉaÌñÄKÌñÊòa À :L�L Î �CÈ÷ñÉ òÊ ºÌñ¼ËÈÉ GJR L:N� Î

GJR L:N H`ñË¼^È¼ 7 Î Jò�òóËô Ë^ñËÈ÷ òÉ ó ) Ë`òÊË¼ RòÉ É ò�ò� Ë¼ Î »`Èñ^Ì¼^
�ò^`¼ 6 Ë^`È÷^ ò ô ò� Î 4� ûéîûïðèyx Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ �9 ;:�ÌÓ
:ÊM À :LL : Î

G¹»�LN J ñò�`ò�òñ ¹ òa`òºòÉ òÉ ó ) òñ_ »É Ëñ Î ) Ìô ÈñD ºÌñ¼÷¼ ñòÉÄó Èô Ëõò^ ËÈÉ ËÉ ÈÉÄÊËÉÌ òÊaÈñË^`ô ¼ Î FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û .`IJ
Pêïûîêyïðéêyx Oéx xé�íðí� éê L íïé� yïyù Myêìíyì ûþù yêý G îéTì îy�� ðêì À ºÈÊ÷ô Ì µÌ� ÈE Mûèïíîû N éïûþ ðê Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ
�òaÌ¼ Ë�ÌÓ ÌMµ Î »�ñËÉaÌñÄKÌñÊòa À :L�L Î



] %- # %&Ï+ $!%l jk Î2$!&+jk ß�

G»5 �ÊòN B òÉËÌÊ B Î » ÊÌò^Èñ òÉ ó ¹ Ë_`òñó W Î 5òñh òÉ Î 0ô Èñ^ ËõÌó Ìj _ ËÌÉ_DÈ E ÊË¼^ ÷�ó ò^Ì òÉ ó �òa ËÉa ñ÷ ÊÌ¼ Î Oé�� íêðèyïðéêþ éô ï� û L O� À
�� ��� ;�M�Ó �M� À :L�Ê Î

G»5 �Ê�N B òÉËÌÊ B Î » ÊÌò^Èñ òÉ ó ¹ Ë_`òñó W Î 5òñh òÉ Î »ÌÊEÄòóh÷¼^ ËÉa � ËÄÉ òñD ¼Ìòñ_` ^ñÌÌ¼ Î Qéíîêyx éô ï� û L O� À µ� ;ËÊ�ÓË�Ë À :L�Ê Î
G5òñ�µN ¹ Ë_`òñó W Î 5òñh òÉ Î U yïy 3 ïîí èïíîûþ yêý N ûïò éîó L xì éîðï�� þ Î

»F0) À J` ËÊòó ÌÊ�` Ëò À :L�µ Î
G5òñ�ÊN ¹ Ë_`òñó W Î 5òñh òÉ Î 0ô Èñ^ ËõÌó _Èô �÷^ò^ËÈÉ òÊ _Èô � ÊÌ[ Ë^DÎ

3PL� Q éíîêyx éê L xì û+îyðè yêý U ðþ èîûïû � ûï� éýþ À Ë ��� ;µMËÓ
µ :� À :L�Ê Î

GRòÈÌÌN 0É ó ñÌ6 H Î H Î RòÈ Î J ñÈ�ò� ËÊË¼^Ë_ _Èô �÷^ò^ËÈÉ¼ ; 5È6òñó¼ ò
÷ÉËkÌó ô Ìò¼÷ñÌ ÈE _Èô � ÊÌ[ Ë^DÎ FÉ G îéèûûýðêìþ éô ï� û .iIJ LêTêíyx PKKK 3{�* éþðí� éê ^éíêýyïðéêþ éô Oé�* íïûî 3 èðûê èûÀ
�òaÌ¼ ���Ó ��Ì À :LÌÌ Î


