Åèíéêü Ìåôóüâéï ÐïëõôåœíåSSï ÔìÞìá Çëåêôñïëüãùí Ìçœáíéêþí êáé Ìçœáíéêþí Õðïëïãéóôþí ÔïìÝáò ÔåœíïëïãSSáò ÐëçñïöïñéêÞò êáé Õðïëïãéóôþí

ÄéðëùìáôéêÞ åñãáóSSá:

ï Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí êáé ÊëÜóåéò Ðïëõðëïêüôçôáò

ÔæÜííåò ÁëÝîáíäñïò

ÔñéìåëÞò åðéôñïðÞ Êáèçãçôþí:

ÅðéâëÝðùí: ÓôÜèçò ÆÜœïò

ÌÝëç: Öþôù ÁöñÜôç

ÍSSêïò Ðáðáóðýñïõ

ÁèÞíá, 2004

.

Ï Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí êáé ÊëÜóåéò Ðïëõðëïêüôçôáò

.

Ï Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí êáé ÊëÜóåéò Ðïëõðëïêüôçôáò

ÔæÜííåò ÁëÝîáíäñïò

Copyright ©ÁëÝîáíäñïò ÔæÜííåò, 2004 Ìå åðéöýëáîç ðáíôüò äéêáéþìáôïò.All rights reserved.

Áðáãïñåýåôáé ç áíôéãñáöÞ, áðïèÞêåõóç êáé äéáíïìÞ ôçò ðáñïýóáò åñãáóSSáò, åî ïëïêëÞñïõ Þ ôìÞìáôïò áõôÞò, ãéá åìðïñéêü óêïðü. ÅðéôñÝðåôáé ç áíáôýðùóç, áðïèÞêåõóç êáé äéáíïìÞ ãéá óêïðü ìç êåñäïóêïðéêü, åêðáéäåõôéêÞò Þ åñåõíçôéêÞò öýóçò, õðü ôçí ðñïûðüèåóç íá áíáöÝñåôáé ç ðçãÞ ðñïÝëåõóçò êáé íá äéáôçñåSSôáé ôï ðáñüí ìÞíõìá. ÅñùôÞìáôá ðïõ áöïñïýí ôç œñÞóç ôçò åñãáóSSáò ãéá êåñäïóêïðéêü óêïðü ðñÝðåé íá áðåõèýíïíôáé ðñïò ôïí óõããñáöÝá.

Ïé áðüøåéò êáé ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ ðåñéÝœïíôáé óå áõôü ôï Ýããñáöï åêöñÜæïõí ôïí óõããñáöÝá êáé äåí ðñÝðåé íá åñìçíåõèåSS üôé áíôéðñïóùðåýïõí ôéò åðSSóçìåò èÝóåéò ôïõ Åèíéêïý Ìåôóüâéïõ ÐïëõôåœíåSSïõ.

óôïõò ãïíåSSò ìïõ

ÐåñSSëçøç. Ï Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí (GI) åSSíáé Ýíá áðü ôá åëÜœéóôá ðñïâëÞìáôá ðïõ áí êáé áíÞêïõí óôçí êëÜóç NP äåí åSSíáé ãíùóôü áí áíÞêïõí óôï P Þ áí åSSíáé NP-Complete (Þ áí éóœýåé êÜôé Üëëï ãé’áõôü). ÐïëëÝò ðáñáëëáãÝò ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ýœïõí ìåëåôçèåSS êáé Ýœïõí âñåèåSS íá áíÞêïõí óôï P ìå áðïêïñýöùìá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ éóïìïñöéóìïý åðSSðåäùí ãñÜöùí ãéá ôï ïðïSSï ìÜëéóôá âñÝèçêå áëãüñéèìïò ðïõ åêôåëåSSôáé óå ãñáììéêü œñüíï. ÕðÜñœïõí ðïëëÜ óôïéœåSSá ôá ïðïSSá óõíçãïñïýí óôï üôé ôï GI äåí åSSíáé NP- Complete, áëëÜ ðáñüëá áõôÜ ðáñáìÝíåé áñêåôÜ \ìáêñõÜ" áðü ôï P êáèþò äåí åSSíáé êáí ãíùóôü áí áíÞêåé óôï co-NP. ÿíá ðñüâëçìá ôï ïðïSSï ìÝœñé ðñéí ìåñéêÜ œñüíéá (2002) åSSœå ôï SSäéï status ìå ôï GI åSSíáé ôï primality, ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò áí Ýíáò áêÝñáéïò åSSíáé ðñþôïò. Ãéá ôï primality üìùò ç åéêáóSSá Þôáí åäþ êáé ðïëëÜ œñüíéá üôé áíÞêåé óôï P êáèþò åSSœå áðïäåéœèåSS üôé Þôáí óôï NP ∩ co − NP êáé ìÜëéóôá óôï ZPP. ÌÝóá áðü áõôÞ ôç äéðëïìáôéêÞ åñãáóSSá, óôüœïò ìïõ åSSíáé íá ðñïóåããSSóù ôç èåùñSSá ðïëõðëïêüôçôáò ìÝóù åíüò áíïéœôïý ðñïâëÞìáôïò (ôïõ GI) Ýôóé þóôå öáíïýí êáé êÜðïéåò ìåèïäïëïãSSåò áíôéìåôþðéóçò áíïéœôþí ðñïâëçìÜôùí.

ËÝîåéò êëåéäéÜ: éóïìïñöéóìüò, áõôïìïñöéóìüò, ãñÜöïò, äïìéêÞ ðïëõðëïêüôçôá, ðéèáíïôéêüò, ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá, ôåëåóôÝò, ðïóïäåSSêôåò, äéáäñáóôéêÝò áðïäåSSîåéò, ìçäåíéêÞ ãíþóç, Arthur-Merlin, ðáSSãíéá, lowness.

Abstract. The graph isomorphism (GI) is one of the few natural problems that are in NP but it is not known wether it is in P or if it is NP-Complete (or if something else holds). Many variations of the problem have been studied and found to be in P. The most impressive result in that direction is the linear time algorithm for the planar graph isomorphism. There are many results that indicate that GI is not NP-Complete, however the problem still lies quite \far away" from P since it is not know if it belongs to co-NP. A problem that had the same status until a few years ago (2002) was primality, the problem of deciding if an integer is prime. For primality however it was conjectured to belong to P since many years ago and was proven to belong to NP ∩ co − NP and even ZPP. Through this dissertation, my goal is to attack the complexity theory by means of an open problem (GI) in a way that will reveal some methodologies employed when trying to categorize a problem into a complexity class.

Keywords: graph, isomorphism, automorphism, structural, complexity, probabilistic, polynomial hierarchy, quanti˛ers, operators, interactive proofs, zeroknowledge, Arthur-Merlin, games, lowness.

ÅõœáñéóôSSåò. Íéþèù ôçí áíÜãêç íá åõœáñéóôÞóù ôá Üôïìá ðïõ ìå óôÞñéîáí óôçí ðñïóðÜèåéá ôçò óõããñáöÞò ôçò ðáñïýóáò åñãáóSSáò. ÁñœéêÜ èÝëù íá åõœáñéóôÞóù ôïí ê. ÓôÜèç ÆÜœï êáé ôïí ê. ćñç ÐáãïõñôæÞ ãéá ôç âïÞèåéá êáé ôçí êáèïäÞãçóç êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôçò åñãáóSSáò. Ôçí ÊáôåñSSíá ÐïôSSêá ðïõ ìå âïÞèçóå óçìáíôéêÜ ìå ôç äéüñèùóç ëáèþí óôï ôåëéêü êåSSìåíï. Ôïí ÐÜíï ŒåSSëáñç ðïõ ìå âïÞèçóå ìå ôá ðñþôá ìïõ âÞìáôá óôï L^ATEX. Ôïí ê. ÍSSêï Ðáðáóðýñïõ êáé ôçí êá. Öþôù ÁöñÜôç, ìÝëç ôçò ôñéìåëïýò åðéôñïðÞò, ãéá ôçí Üñéóôç óõíåñãáóSSá ðïõ åSSœáìå ãåíéêÜ êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôùí óðïõäþí ìïõ.

ÔÝëïò èÝëù íá åõœáñéóôÞóù üëïõò ôïõò óõããåíåSSò êáé ôïõò öSSëïõò ìïõ ðïõ ìå óôÞñéîáí êáé ìå óôçñSSæïõí üëá ôá œñüíéá. ÈÝëù íá áöéåñþóù ôçí åñãáóSSá áõôÞ óôïõò ãïíåSSò ìïõ ãéá ôçí áãÜðç ôïõò, ôç óôÞñéîç êáé ãéá ôçí áðÝñáíôç åìðéóôïóýíç ðïõ ìïõ äåSSœíïõí êáèçìåñéíÜ.

Ðåñéåœüìåíá

Ðåñéåœüìåíá i

ÊáôÜëïãïò óœçìÜôùí iii

ÌÝñïò ðñþôï: Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí 1

1 ÂáóéêÝò ÿííïéåò 3 1.1 ÈåùñSSá ÃñáöçìÜôùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 1.2 ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 1.3 Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí (GI) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.4 ÏñéóìïSS ÊëÜóåùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò 15 2.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 2.2 ÁíáãùãÝò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 2.3 ÁíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò éóïìïñöéóìïý óôï ðñüâëçìá áðüöáóçò (GI) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.4 Ìïíáäéêüôçôá Ëýóçò - Uniqueness of Solution . . . . . . . . . 28 2.5 ÐñïâëÞìáôá Ìå Õðüóœåóç - Promise Problems . . . . . . . . . 29 2.6 ÁíÜãïíôáò ÐïëëáðëÝò ÅñùôÞóåéò óå ÌSSá . . . . . . . . . . . . 30

3 ÐáñáëëáãÝò ôïõ Éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí ðïõ åSSíáé åýêïëåò 33 3.1 Éóïìïñöéóìüò óå ÅðSSðåäïõò ÃñÜöïõò (PGI) . . . . . . . . . . . 33 3.2 ŒñùìáôéóìÝíïé ÃñÜöïé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33 3.3 Éóïìïñöéóìüò ÄÝíäñùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 3.4 ÐñïóåããéóôéêÝò ÌÝèïäïé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

ÌÝñïò äåýôåñï: ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò 39

4 ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò 41 ii Ðåñéåœüìåíá

4.1 ÐïóïäåSSêôåò(Quanti˛ers) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.2 H ÐïëõùíõìéêÞ ÉåñáñœSSá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 4.3 ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 4.3.1 Ç ÊëÜóç IP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 4.3.2 ÌçäåíéêÞ Ãíþóç . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 4.4 ÐéèáíïôéêÝò ÊëÜóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 4.4.1 ÅíSSóœõóç Ðéèáíüôçôáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 4.4.2 Ï ÔåëåóôÞò BP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 4.4.3 ÐáéœíSSäéá Arthur-Merlin . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 4.5 Lowness and Collapses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

ÌÝñïò ôñSSôï: ÐáñáñôÞìáôá 61

ÁíáöïñÝò 63

ÊáôÜëïãïò óœçìÜôùí

1.1 ÐáñÜäåéãìá ãñÜöïõ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2 ÐáñÜäåéãìá Éóïìïñöéêþí ÃñÜöùí . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 ÄéÜãñáììá ÊëÜóåùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.4 ÐáñÜäåéãìá åôéêÝôáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1 ÁíôéêáôÜóôáóç êáôåõèõíüìåíçò ðëåõñÜò . . . . . . . . . . . . . 17 2.2 ÌåôáôñïðÝò êïñõöþí êáé ðëåõñþí . . . . . . . . . . . . . . . . 18

4.1 Óýóôçìá Äéáäñáóôéêþí ÁðïäåSSîåùí . . . . . . . . . . . . . . . 46 4.2 ÉåñáñœSSåò LH êáé HH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

.

ÊáôÜëïãïò áëãïñSSèìùí

2.1 GA ≤^p_T GI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.2 #GI ∈ F P (#GA) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.3 Ç óõíÜñôçóç f ôçò áðüäåéîçò ôïõ ëÞììáôïò 2.10 . . . . . . . . 24 2.4 ÐñïóáñìïãÞ ôçò f ôïõ ëÞììáôïò 2.10 ãéá ôï Pre˛xGI . . . . 25 2.5 GI ≤^p_T PrefixGA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 2.6 GA − construction ∈ F P (GA) . . . . . . . . . . . . . . . . 27 2.7 UniqueGI ≤^p_T GA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28 4.1 ÐñïóïìïSSùóç ôçò åíôïëÞò guess randomly ð ∈ S_n . . . . . . 46 4.2 Iter(M,t) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

.

ÌÝñïò ðñþôï Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí

.

ÊåöÜëáéï 1

ÂáóéêÝò ÿííïéåò

1.1 ÈåùñSSá ÃñáöçìÜôùí

ÁñœéêÜ èá ðñÝðåé íá ïñSSóïõìå ôá áíôéêåSSìåíá ôá ïðïSSá èá ìáò áðáóœïëÞóïõí êáôÜ êýñéï ëüãï óôç óõíÝœåéá, ôïõò ãñÜöïõò. ÐïëëÝò öïñÝò áíáöÝñïíôáé óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáöSSá êáé ùò ãñáöÞìáôá. Êáé ïé äýï áõôÝò ëÝîåéò èÝëïõí íá áðïäþóïõí ôïí üñï ’graph’. Èá äåSSîïõìå ìéá ðñïôSSìçóç óôïí åëëçíéêü üñï ’ãñÜöïò’ êáèüôé ðéï êïíôÜ óôïí îÝíï.

Ïñéóìüò 1.1. ÿíáò ãñÜöïò G = G(V; E) åSSíáé Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïò äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò óõíüëùí V ≠ ∅ êáé Å, üðïõ Å åSSíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ óõíüëïõ ôùí ìç äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí ôïõ V.

Ôï óýíïëï V åSSíáé ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí (vertices) ôïõ ãñÜöïõ, åíþ ôï Å åSSíáé ôï óýíïëï ôùí áêìþí, Þ ðëåõñþí ôïõ ãñÜöïõ (edges). Ï áñéèìüò ôùí êïñõöþí åíüò ãñÜöïõ |V | = |V (G)| ïíïìÜæåôáé ôÜîç ôïõ ãñÜöïõ G, åíþ ï áñéèìüò ôùí ðëåõñþí åíüò ãñÜöïõ |E| = |E(G)| ïíïìÜæåôáé ìÝãåèïò ôïõ ãñÜöïõ G.

ÓõìâïëSSæïõìå ìå (uv) ôçí ðëåõñÜ ðïõ åíþíåé ôéò êïñõöÝò u ∈ V êáé v ∈ V . ÅðåéäÞ ïé ðëåõñÝò ïñSSóôçêáí ùò ìç äéáôåôáãìÝíá æåýãç êïñõöþí, ç ðëåõñÜ (uv) ìðïñåSS íá ãñáöåSS êáé ùò (vu). Ìéá ðëåõñÜ ëÝìå üôé ðñïóðSSðôåé Þ äéÝñœåôáé áðü ôéò êïñõöÝò ôéò ïðïSSåò åíþíåé. ÁõôÝò ëÝãïíôáé êáé Üêñá ôçò ðëåõñÜò.

ÃåéôïíéêÝò ëÝãïíôáé äõï êïñõöÝò üôáí õðÜñœåé ðëåõñÜ ðïõ ôéò åíþíåé. ÃåéôïíéêÝò ëÝãïíôáé äõï ðëåõñÝò üôáí ðñïóðSSðôïõí óå êïéíÞ êïñõöÞ.

Ìå ôçí ðáñáðÜíù ïñïëïãSSá ãéá ôá óýíïëá V êáé E ïäçãïýìáóôå ìå öõóéïëïãéêü ôñüðï óå ìéá ðáñïõóSSáóç ôùí ãñÜöùí ìå óœçìáôéêü ôñüðï (âë. ÓœÞìá 1.1).

Ïñéóìüò 1.2. Ï ãñÜöïò G^′ = (V^′; E^′) åSSíáé õðïãñÜöïò (subgraph) ôïõ ãñÜöïõ G(V; E) áí V^′ ⊂ V êáé E^′ ⊂ E. Ãéá ôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç üðïõ V^′ = V

4 ÊåöÜëáéï 1. ÂáóéêÝò ÿííïéåò

ÓœÞìá 1.1: ÐáñÜäåéãìá ãñÜöïõ

ï G^′ ïíïìÜæåôáé ðáñÜãùí õðïãñÜöïò ôïõ G (spanning subgraph). ÔÝëïò, áí ï G^′ ðåñéÝœåé üëåò ôéò ðëåõñÝò ôïõ G ðïõ ðñïóðSSðôïõí óôéò êïñõöÝò ôïõ V^′, ôüôå ëÝìå üôé ï G^′ åSSíáé õðïãñÜöïò ðáñáãüìåíïò áðü ôï V^′ (subgraph of G induced by V^′) êáé ôïí óõìâïëSSæïõìå ùò G[V^′].

ÓõìâïëSSæïõìå ìå G(n) Ýíáí áõèáSSñåôï ãñÜöï ôÜîçò n êáé ìå G(n; m) Ýíáí áõèáSSñåôï ãñÜöï ôÜîçò n êáé ìåãÝèïõò m.

ÐáñáôÞñçóÞ 1.3. ĳôáí óå Ýíáí ãñÜöï ðåñéÝœïíôáé âñüãœïé Þ ðïëëáðëÝò ðëåõñÝò, èá ôïí ïíïìÜæïõìå ðïëõãñÜöï(multigraph).

Óôïõò ãñÜöïõò, üðùò öÜíçêå êáé óôï óœÞìá 1.1, ìðïñïýìå íá äSSíïõìå ïíüìáôá óôéò êïñõöÝò êáé ôéò ðëåõñÝò. Ç äéáSSóèçóÞ ìáò, ìáò ëÝåé ðùò ôá ïíüìáôá ðïõ äSSíïõìå äåí áëëÜæïõí ôéò éäéüôçôåò ôïõò ãñÜöïõò. Ìå ôï SSäéï óêåðôéêü äéáðéóôþíïõìå üôé ïýôå êáé ï ôñüðïò ðïõ óœåäéÜæïõìå Ýíá ãñÜöï Ýœåé óçìáóSSá. Ãéá ðáñÜäåéãìá ïé äýï ãñÜöïé ôïõ óœÞìáôïò 1.2 äåí äéáöÝñïõí. ËÝìå üôé åSSíáé éóïìïñöéêïSS.

ÓœÞìá 1.2: ÐáñÜäåéãìá Éóïìïñöéêþí ÃñÜöùí

1.2 ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò 5

Ïñéóìüò 1.4. ÉóïìïñöéêïSS ëÝãïíôáé äýï ãñÜöïé G_1(V_1; E_1) êáé G_2(V_2; E_2) ãéá ôïõò ïðïSSïõò õðÜñœåé ìéá \1-1" êáé \åðSS" óõíÜñôçóç (áðåéêüíéóç) ’ : V_1 → V_2 Ýôóé þóôå :

(vu) ∈ E_1 ⇐⇒ (’(v)’(u)) ∈ E_2

Ìå Üëëá ëüãéá, ç óõíÜñôçóç ’ ðñÝðåé íá äéáôçñåSS ôéò ãåéôíéÜóåéò, áëëÜ êáé ôéò ìç ãåéôíéÜóåéò êïñõöþí. Ôï ãåãïíüò üôé äýï ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS ôï óõìâïëSSæïõìå ìå G_1 ≡ G_2.

Ôï ðñüâëçìá ôïõ éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí Ýœåé ðëçèþñá ðñáêôéêþí åöáñìïãþí êáé áðü èåùñçôéêÞò áðüøåùò ðáñïõóéÜæåé ìåãÜëï åíäéáöÝñïí ãéáôSS áí êáé åéêÜæåôáé üôé äåí åSSíáé NP-Complete, äåí Ýœåé âñåèåSS áêüìá áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ ðïõ íá ôï ëýíåé óôç ãåíéêÞ ôïõ ðåñSSðôùóç.

1.2 ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò

Ç èåùñSSá ðïëõðëïêüôçôáò åSSíáé ìéá óœåôéêÜ íÝá ðåñéïœÞ Ýñåõíáò ç ïðïSSá áíáðôýœèçêå ìåôáîý Üëëùí, üôáí äéáðéóôþèçêå üôé õðÞñœáí ðñïâëÞìáôá ôá ïðïSSá Þôáí áñêåôÜ ðéï äýóêïëá áðü Üëëá êáé êáíåSSò äåí ìðïñïýóå íá âñåé êÜðïéïí áëãüñéèìï ï ïðïSSïò íá ôá ëýíåé áðïäïôéêÜ ãéá üëåò ôéò ðåñéðôþóåéò ôïõò. ÖõóéêÜ ìðáSSíïõí åñùôÞìáôá üðùò ôï ôé èåùñåSSôáé áðïäïôéêü êáé ôï ðüôå èåùñåSSôáé äýóêïëï Ýíá ðñüâëçìá. Ðáñüôé óå ìåãÜëï âáèìü ôá ðñÜãìáôá Ýœïõí êáôáóôáëÜîåé ãéá ôï ðþò ïñSSæïíôáé ïé äýï ðáñáðÜíù Ýííïéåò, ðÜíôá ìðïñåSS êáíåSSò íá áìöéóâçôÞóåé ôçí êáèïëéêüôçôá ôùí ïñéóìþí.

Ïñéóìüò 1.5. (ÓõìâïëéóìïSS ðïõ âïçèïýí óôç èåùñSSá) ÏñSSæïõìå áñœéêÜ ôá Ï, Ù êáé È.

• f(n) = O(g(n)) ⇐⇒ ∃c ∈ N; ∃n_0 ∈ N; ∀n ≥ n_0; f(n) ≤ c · g(n) ÄéáéóèçôéêÜ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ç f áõîÜíåôáé üðùò ç g Þ êáé ðéï áñãÜ.

• f(n) = Ω(g(n)) ⇐⇒ ∃c ∈ N; ∃n_0 ∈ N; ∀n ≥ n_0; f(n) ≥ c · g(n) ÁõôÞ åSSíáé ç áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç üðïõ ç f áõîÜíåôáé üðùò ç g Þ êáé ðéï ãñÞãïñá.

• f(n) = Θ(g(n)) ⇐⇒ ∃c_1; c_2 ∈ N; ∃n_0 ∈ N; ∀n ≥ n_0; c_1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c_2 · g(n) Ôï Θ åêöñÜæåé ôçí ðåñSSðôùóç üðïõ ç f áõîÜíåé ìå áêñéâþò üðùò ç g (ðéèáíþò ìå äéáöïñÜ ìéáò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò óôáèåñÜò).

ÅíáëëáêôéêÜ ìðïñïýìå íá äþóïõìå ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò õðü ôçí ìïñöÞ ôùí óõíüëùí O(g), Ω(g) êáé Θ(g).

6 ÊåöÜëáéï 1. ÂáóéêÝò ÿííïéåò

• O(g) = {f|∃c > 0; ∃n_0 : ∀n > n_0; f(n) ≤ c · g(n)}

• Ω(g) = {f|∃c > 0; ∃n_0 : ∀n > n_0; f(n) ≥ c · g(n)}

• Θ(g) = {f|∃c_1 > 0; ∃c_2 > 0; ∃n_0 : ∀n > n_0; c_1 · g(n) ≤ f(n) ≤ c_2 · f(n)} Þ åíáëëáêôéêÜ : Θ(g) = O(g) ⋂ Ω(g)

ÔÝëïò, ïñSSæïõìå ìå ðáñüìïéï ôñüðï ôá o êáé ù

• o(g) = {f|∀c > 0; ∃n_0 : ∀n > n_0; f(n) ≤ c · g(n)}

• ù(g) = {f|∀c > 0; ∃n_0 : ∀n > n_0; f(n) ≥ c · g(n)}

Ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïSS ìáò åíäéáöÝñïõí ãéá íá åêöñÜóïõìå ôï êüóôïò áëãïñSSèìùí óå óõíÜñôçóç ìå ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ ôïõò (ðáñÜìåôñïò n). ÅSSíáé äéáéóèçôéêÜ ðñïöáíÝò üôé Ýíáò áëãüñéèìïò ðñÝðåé íá êÜíåé ðåñéóóüôåñïõò õðïëïãéóìïýò üóï ðéï ìåãÜëï åSSíáé óôéãìéüôõðï (instance) ôïõ ðñïâëÞìáôïò ðïõ ðñüêåéôáé íá ëýóåé. Ãéá ðáñÜäåéãìá Þ ôáîéíüìçóç åíüò ðSSíáêá ðïõ Ýœåé 10 óôïéœåSSá ãSSíåôáé ðéï ãñÞãïñá áðü üôé áí åSSœå 100 óôïéœåSSá. ÅðïìÝíùò Ýœïõìå óôï ìõáëü ìáò áýîïõóåò óõíáñôÞóåéò üôáí ìéëÜìå ãéá óõíáñôÞóåéò ðïõ åêöñÜæïõí ðïëõðëïêüôçôá.

Ðáñüôé ïé ðáñáðÜíù ïñéóìïSS åSSíáé åõñÝùò áðïäåêôïSS, õðÜñœïõí åíóôÜóåéò ãéá ôçí ýðáñîç ôïõ n_0 ðÜíù áðü ôï ïðïSSï éóœýïõí ïé áíéóüôçôåò, äçëáäÞ ãéá ôï üôé ïé ïñéóìïSS áõôïSS ðñïóäéïñSSæïõí ôçí áóõìðôùôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôùí óõíáñôÞóåùí (ðïõ åêöñÜæïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá). ÓõœíÜ ìáò åíäéáöÝñåé ç óõìðåñéöïñÜ ôçò óõíÜñôçóçò ðïëõðëïêüôçôáò ãéá ìéêñÝò åéóüäïõò ãéá ôïí áðëü ëüãï üôé ãéá ìåãÜëåò åéóüäïõò ôï ðñüâëçìá åSSíáé Ýôóé êé áëëéþò õðïëïãéóôéêÜ áðñüóéôï. ÿíá Üëëï óçìåSSï óôïõò ïñéóìïýò ôï ïðïSSï ðñïêáëåSS óõæçôÞóåéò åSSíáé ôï üôé áãíïïýíôáé ïé ðïëëáðëáóéáóôéêÝò óôáèåñÝò. ÿóôù ãéá ðáñÜäåéãìá ç óõíÜñôçóç f_1(n) = 10^{1010} n Þ ïðïSSá åSSíáé f_1 = O(n) êáé ç óõíÜñôçóç f_2(n) = n^{log n} ç ïðïSSá åSSíáé f_2 = O(n^{log n}). Ðáñüôé ç f_1 åSSíáé ãñáììéêÞ ùò ðñïò ôçí åSSóïäï êáé ç f_2 åSSíáé õðï-åêèåôéêÞ (subexponential), åSSíáé öáíåñü üôé ãéá n_0 áñêåôÜ ìåãÜëï éóœýåé üôé ∀n < n_0 : f_1(n) > f_2(n). Åíþ ëïéðüí, áðü èåùñçôéêÞò áðüøåùò Ýíáò áëãüñéèìïò ìå ãñáììéêÞ ðïëõðëïêüôçôá åSSíáé éäéáSSôåñá èåìéôüò, óôçí ðñÜîç åíäåœïìÝíùò Ýíáò áëãüñéèìïò ìå ðïëý ìåãáëýôåñç ðïëõðëïêüôçôá íá äïõëåýåé êáëýôåñá. ÅðSSóçò, áí èåùñÞóïõìå ôçí f_3 = n ôüôå åSSíáé êáé áõôÞ f(n) = O(n) üðùò êáé ç f_1, áëëÜ óôçí ðñÜîç ç f_1 \êïóôSSæåé" ðïëý ðåñéóóüôåñï.

Ðáñüëá áõôÜ ïé ïñéóìïSS áõôïSS åSSíáé áñêåôÜ êáëïSS ãéá ñåáëéóôéêÜ ðñïâëÞìáôá ãéáôSS åêåSS óõíÞèùò äåí åìöáíSSæïíôáé õðåñâïëéêÜ ìåãÜëåò óôáèåñÝò êáé ôï n_0 ôùí ïñéóìþí ìðïñåSS íá åðéëåãåSS áñêåôÜ ìéêñü.

ÿíá èÝìá ðïõ ðñïêýðôåé åSSíáé áõôü ôçò êùäéêïðïSSçóçò ôçò åéóüäïõ. ÌéëÞóáìå ãéá ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ, ôï ïðïSSï ìÜëéóôá èåùñïýìå ùò ðáñÜìåôñï

1.2 ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò 7

óôç óõíÜñôçóç ç ïðïSSá ìáò äSSíåé ôçí ðïëõðëïêüôçôá åíüò áëãïñSSèìïõ ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç åSSóïäï. Ôï ìÝãåèïò áõôü ôçò åéóüäïõ åîáñôÜôáé áðü ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïSSï ðáñéóôÜíïõìå ôï óôéãìéüôõðï, áðü ôïí ôñüðï äçëáäÞ ðïõ ôï êùäéêïðïéïýìå. ÿíáò áêÝñáéïò ìðïñåSS íá êùäéêïðïéçèåSS óå óõóôÞìáôá ìå äéáöïñåôéêÝò âÜóåéò, ãéá ðáñÜäåéãìá ï áñéèìüò 7 ãñÜöåôáé 111_2 óôï äõáäéêü, 13_4 ìå âÜóç 4, êëð. ÃåíéêÜ œñåéÜæïíôáé ⌈log_i n⌉; i ≥ 2 ãéá íá áíáðáñáóôÞóïõìå Ýíáí áêÝñáéï n óå óýóôçìá ìå âÜóç i ≥ 2. Áðü ôïí ôýðï áëëáãÞò âÜóçò ãéá ôïõò ëïãáñSSèìïõò [log_i n =^{logi′ n}_{logi′ i} ] ðáñáôçñïýìå üôé ï ðáñïíïìáóôÞò åSSíáé ìéá óôáèåñÜ, äåäïìÝíùí ôùí i êáé i^′. Ìå Üëëá ëüãéá ãéá ôçí êùäéêïðïSSçóç åíüò áêåñáSSïõ n œñåéÜæïíôáé O(log_2 n) óýìâïëá. ÅðåéäÞ ëïéðüí ïé õðïëïãéóôÝò œñçóéìïðïéïýí ôï äõáäéêü óýóôçìá, êáé áöïý äåSSîáìå üôé üëåò ïé êùäéêïðïéÞóåéò ìå âÜóç ôïõëÜœéóôïí 2 Ýœïõí ôçí SSäéá ôÜîç ìåãÝèïõò, èá œñçóéìïðïéïýìå ùò âÜóç ôï 2 ãéá ôïõò ëïãÜñéèìïõò.

Áðü ôçí Üëëç ðëåõñÜ, áí äéáëÝîïõìå ôçí áíáðáñÜóôáóç ìå âÜóç 1 (unary representation) ãéá ôïõò áêÝñáéïõò, èá œñåéáóôïýìå n + 1 óýìâïëá (ìïíÜäåò) ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ áêåñáSSïõ n (= O(n)). Ðñïöáíþò áõôÞ ç êùäéêïðïSSçóç Ýœåé ìåãáëýôåñç ôÜîç ìåãÝèïõò áðü ôéò êùäéêïðïéÞóåéò óå Üëëåò âÜóåéò. ÓõãêåêñéìÝíá œñåéÜæïíôáé åêèåôéêÜ ðåñéóóüôåñá øçöSSá ãéá ôçí êùäéêïðïSSçóç óå âÜóç 1, áðü üôé ãéá ôéò Üëëåò âÜóåéò.

ÿôóé ëïéðüí, ôï ìÝãåèïò ôçò åéóüäïõ åîáñôÜôáé áðü ôçí êùäéêïðïSSçóç, ùóôüóï ïé äéÜöïñåò êùäéêïðïéÞóåéò ôçò (åêôüò áõôÞò ìå âÜóç ôï 1) äéáöÝñïõí ìåôáîý ôïõò ìüíï êáôÜ ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ óôáèåñÜ, ç ïðïSSá ìðïñåSS íá åíóùìáôùèåSS óôéò óôáèåñÝò ôùí ïñéóìþí 1.5. ÃåíéêÜ ëïéðüí èá áðïöåýãïõìå ôçí êùäéêïðïSSçóç ìå âÜóç 1 êáé üðïõ äåí áíáöÝñåôáé ñçôÜ ðïéá êùäéêïðïSSçóç œñçóéìïðïéïýìå, èá åííïåSSôáé üôé œñçóéìïðïéïýìå êùäéêïðïSSçóç ìå âÜóç 2.

ÔÝëïò áíáöÝñïõìå üôé, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, ðïëëÝò öïñÝò ìðïñïýìå íá œáëáñþóïõìå áêüìç ðåñéóóüôåñï ôïõò ðåñéïñéóìïýò ãéá ôï ðïéá åSSíáé ìéá èåìéôÞ êùäéêïðïSSçóç. ÄçëáäÞ èá åðéôñÝðïõìå ç ìéá êùäéêïðïSSçóç íá Ýœåé ðïëõùíõìéêÜ ìåãáëýôåñï ìÝãåèïò áðü ôçí Üëëç. ÿóôù, ãéá ðáñÜäåéãìá üôé ìéá êùäéêïðïSSçóç ãéá Ýíá ðñüâëçìá Ýœåé ìÝãåèïò n, ôüôå ìéá êùäéêïðïSSçóç ðïõ Ýœåé ìÝãåèïò p(n), üðïõ p Ýíá ðïëõþíõìï, åSSíáé áðïäåêôÞ.

Óôç óõíÝœåéá èá ìéëÞóïõìå åí óõíôïìSSá ãéá ôõðéêÝò ãëþóóåò ãéáôSS èá ìáò âïçèÞóïõí íá ïñSSóïõìå êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò êáé âïçèïýí óôç äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóç åííïéþí.

ÄåäïìÝíïõ åíüò áëöáâÞôïõ Ó, ôï ïðïSSï èåùñïýìå œùñSSò âëÜâç ôçò ãåíéêüôçôáò üôé åSSíáé ôï Ó = 0; 1, óõìâïëSSæïõìå ìå Ó^∗ ôï óýíïëï ôùí ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí (ëÝîåéò) á_1á_2 : : : a_n ìå á_i ∈ Ó. Ìå |w| óõìâïëSSæïõìå ôï ìÞêïò ìéáò ëÝîçò w ∈ Ó^∗. ÔõðéêÞ ãëþóóá ïíïìÜæåôáé Ýíá õðïóýíïëï Á ôïõ Ó^∗(A ⊆ Σ^∗).

ÅðåéäÞ õðÜñœåé áõôÞ ç Ýííïéá ôïõ õðïóõíüëïõ, ðïëý óõœíÜ èá ëÝìå üôé ôï

8 ÊåöÜëáéï 1. ÂáóéêÝò ÿííïéåò

óýíïëï A áíÞêåé óå êÜðïéá êëÜóç êáé áõôü èá åSSíáé ôï SSäéï ìå ôï íá ëÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÞêåé óå áõôÞ ôçí êëÜóç.

Ïñéóìüò 1.6. P åSSíáé ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ Ýœïõí áëãüñéèìï ðïõ áðïöáóSSæåé áí Ýíá string áíÞêåé óôç ãëþóóá Þ üœé óå áñéèìü âçìÜôùí ðïõ öñÜóóåôáé áðü êÜðïéï ðïëõþíõìï ùò ðñïò ôçí åSSóïäï. ËÝìå üôé ï áëãüñéèìïò åSSíáé ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ.

ÁíÜëïãá, FP åSSíáé ç êëÜóç ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí ìå áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ.

Áêïëïýèùò ïñSSæïõìå ôçí êëÜóç NP ç ïðïSSá äéáéóèçôéêÜ åSSíáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ãéá ôá ïðïSSá äåäïìÝíçò ìéáò ëýóçò, áõôÞ ìðïñåSS íá åðáëçèåõôåSS Þ íá áðïññéöèåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Ïñéóìüò 1.7. Ìéá ãëþóóá L áíÞêåé óôçí êëÜóç NP áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé ãëþóóá A óôï P êáé Ýíá ðïëõþíõìï p Ýôóé þóôå ∀x ∈ Ó^∗; x ∈ L ⇐⇒ ∃y; |y| ≤ p(|x|) ∧ (x; y) ∈ A

Áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò ðñïêýðôåé üôé P ⊆ NP . Ôï áí ôï P åSSíáé áõóôçñþò ìéêñüôåñï áðü ôï NP åSSíáé SSóùò ôï ìåãáëýôåñï áíïéœôü ðñüâëçìá óôç èåùñçôéêÞ ðëçñïöïñéêÞ. ÅéêÜæåôáé ðÜíôùò üôé P ≠ NP .

Ãéá ôïí ïñéóìü ôçò ðëçñüôçôáò ðïõ èá äþóïõìå óôç óõíÝœåéá èá œñåéáóôïýìå ôçí Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò. ÐáñáäåSSãìáôá åéäþí áíáãùãÞò ìðïñïýìå íá äïýìå óôïõò ïñéóìïýò 2.1 êáé 2.6. Åäþ äSSíïõìå Ýíáí ãåíéêü ïñéóìü ãéá ôï ôé åSSíáé áíáãùãÞ.

Ïñéóìüò 1.8. ÿóôù óýíïëá A êáé B. ËÝìå üôé ôï A áíÜãåôáé óôï B êáôÜ R ìå ðåñéïñéóìü œñüíïõ T êáé ãñÜöïõìå A ≤^T_R B áí, äåäïìÝíïõ åíüò áëãïñSSèìïõ ðïõ ëýíåé ôï B óå óôáèåñü œñüíï (O), õðÜñœåé áëãüñéèìïò ðïõ áêïëïõèåSS ôïõò êáíüíåò ðïõ õðáãïñåýåé ç R Ýôóé þóôå ãéá êÜèå x íá áðïöáóSSæåé áí x ∈ A óå œñüíï ðïõ öñÜóóåôáé áðü ôï T .

Óôç óõíÝœåéá äSSíïõìå ôçí Ýííïéá ôçò ðëçñüôçôáò ãéá ìéá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò. ÄéáéóèçôéêÜ Ýíá ðñüâëçìá ôï ïðïSSï åSSíáé ðëÞñåò óå ìéá êëÜóç åSSíáé áðü ôá ðéï äýóêïëá ðñïâëÞìáôá ôçò êëÜóçò.

Ïñéóìüò 1.9. ÿóôù C ìéá êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò êáé r Ýíá åSSäïò áíáãùãÞò. ÿíá óýíïëï A ⊆ Ó^∗ åSSíáé ðëÞñåò ãéá ôçí êëÜóç C ùò ðñïò ôçí áíáãùãÞ r áí A ∈ C êáé êÜèå óýíïëï B ∈ C áíÜãåôáé êáôÜ r óôï A.

ÿíá åíäéáöÝñïí ðñüâëçìá ðïõ óœåôSSæåôáé ìå ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí êáé åSSíáé NP-Complete [Kar72] åSSíáé ôï ðñüâëçìá éóïìïñöéóìïý ìå õðïãñÜöï.

Ïñéóìüò 1.10. SubGI: ÄåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí G êáé H ôï ðñüâëçìá åSSíáé áí õðÜñœåé õðïãñÜöïò ôïõ H ðïõ íá åSSíáé éóïìïñöéêüò ìå ôïí G.

1.2 ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò 9

ÌÝœñé óÞìåñá, óœåäüí üëá ôá \öõóéêÜ" ðñïâëÞìáôá ðïõ áíÞêïõí óôï NP Ýœïõí êáôçãïñéïðïéçèåSS åSSôå ùò P åSSôå ùò NP-Complete. ÅSSíáé áêüìç ãíùóôü üôé áí P ≠ NP , õðÜñœïõí ðñïâëÞìáôá åíäéÜìåóçò ðïëõðëïêüôçôáò ôá ïðïSSá äåí áíÞêïõí ïýôå óôï P, ïýôå åSSíáé NP-Complete. ÊáëïSS õðïøÞöéïé áõôÞò ôçò êáôçãïñSSáò öáSSíåôáé íá åSSíáé ôá GI êáé GA (ï éóïìïñöéóìüò ãñÜöùí êáé ï áõôïìïñöéóìüò ãñÜöïõ, ðñïâëÞìáôá ðïõ ïñSSæïõìå óôçí åðüìåíç åíüôçôá, âë. ïñéóìïýò 1.12 êáé 1.13) ìéáò êáé ìÝœñé óôéãìÞò äåí Ýœïõí êáôáœùñçèåSS ïýôå óôï P ïýôå ùò NP-Complete. ÂÝâáéá ôï SSäéï SSóœõå êáé ðñéí ìåñéêÜ œñüíéá ãéá ôï ðñüâëçìá áí êÜðïéïò áêÝñáéïò åSSíáé ðñþôïò (primality) üìùò ç êáôÜóôáóç ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü Þôáí ðïëý äéáöïñåôéêÞ, ìéáò êáé áíÞêåé óôï NP ∩ co − NP êáé ìÜëéóôá óôçí êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò ZPP. ÁíôSSèåôá ôá GI êáé GA, ðïõ áíÞêïõí ðñïöáíþò óôï NP, äåí îÝñïõìå áí áíÞêïõí óôï co-NP.

Ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõò áíÞêåé óôï NP ïíïìÜæåôáé co-NP. ĳðùò êáé ãéá ôçí êëÜóç NP õðÜñœïõí ôá NP-Complete, Ýôóé êáé ãéá ôçí co-NP õðÜñœïõí ôá (co-NP)-Complete. ÿíá ôÝôïéï åSSíáé ôï Taut, ôï óýíïëï ôùí ôáõôïëïãéþí óôçí ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ. ĳðùò ðéóôåýåôáé üôé ôá NP-Complete ðñïâëÞìáôá äåí áíÞêïõí óôï P, Ýôóé ðéóôåýåôáé üôé äåí áíÞêïõí êáé óôï co-NP (áíôSSóôïéœá äåí ðéóôåýåôáé üôé ôá (co-NP)-Complete ðñïâëÞìáôá åSSíáé óôï NP). Éóœýåé üôé áí êÜðïéï NP-Complete ðñüâëçìá áíÞêåé óôï co-NP ôüôå NP = co − NP , üìùò åéêÜæåôáé üôé êÜôé ôÝôïéï äåí éóœýåé. ÔÝëïò éóœýåé üôé P ⊆ NP ∩ co − NP êáé ìÜëéóôá åéêÜæåôáé üôé ôï P åSSíáé ãíÞóéï õðïóýíïëï ôïõ NP ∩ co − NP .

ÓœÞìá 1.3: ÄéÜãñáììá ÊëÜóåùí

ÔÝëïò ïñSSæïõìå óõíïðôéêÜ ôçí Ýííïéá ôçò ìçœáíÞò Turing (Turing Machine) ãéáôSS åSSíáé Ýíá åõñÝùò äéáäåäïìÝíï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï ôï ðïSSï óõœíÜ

10 ÊåöÜëáéï 1. ÂáóéêÝò ÿííïéåò

œñçóéìïðïéåSSôáé êáé ãéá ïñéóìïýò êëÜóåùí, óå äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò ôïõ.

Ïñéóìüò 1.11. [Pap94] Ìéá ìçœáíÞ Turing åSSíáé ìéá ôåôñÜäá M = (K; Σ; ‹; s)). Ôï Ê åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí êáé s ∈ K åSSíáé ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç. Ôï Ó åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï óõìâüëùí, ôï áëöÜâçôï ôçò ìçœáíÞò. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá K êáé Ó åSSíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá. Ôï Ó ðåñéÝœåé ðÜíôá ôá åéäéêÜ óýìâïëá ⊔ êáé ▷: ôï óýìâïëï ôïõ êåíïý êáé ôï ðñþôï óýìâïëï. ÔÝëïò ç ‹ åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç áðü ôï K × Ó óôï (K ∪ {h; “yes”; “no”}) × Ó × {←; →; −}. ÕðïèÝôïõìå üôé h (ç êáôÜóôáóç ôåñìáôéóìïý = halting state), \yes" (ç êáôÜóôáóç áðïäïœÞò), \no" (ç êáôÜóôáóç áðüññéøçò) êáé ïé êáôåõèýíóåéò ôçò êåöáëÞò ôçò ìçœáíÞò (←, → êáé −) äåí ðåñéÝœïíôáé óôï K ∪ Ó.

Ç óõíÜñôçóç ä åSSíáé ôï \ðñüãñáììá" ôçò ìçœáíÞò. Èåùñïýìå üôé ç ìçœáíÞ äÝœåôáé óáí åSSóïäï ìéá áêïëïõèSSá óõìâüëùí áðü ôï áëöÜâçôü ôçò Ó, ôñÝœåé ôï ðñüãñáììá ä ãéá íá äþóåé ôåëéêÜ ìéá áðÜíôçóç \yes" Þ \no" Þ íá ôåñìáôSSóåé œùñSSò íá äþóåé áðÜíôçóç (h). Ç ìçœáíÞ Turing üðùò ïñSSóôçêå åSSíáé ãíùóôÞ êáé ùò íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing (deterministic Turing Machine). ÏíïìÜæåôáé íôåôåñìéíéóôéêÞ ãéáôSS óå êÜèå óôéãìÞ ç ðáñïýóá êáôÜóôáóç êáé ôï óýìâïëï ðïõ äéáâÜæåé ç êåöáëÞ ôçò ìçœáíÞò ðñïóäéïñSSæïõí ìïíïóÞìáíôá ðïéá èá åSSíáé ç óõìðåñéöïñÜ ôçò ìçœáíÞò (ç ‹ åSSíáé óõíÜñôçóç). Áí åðåêôåSSíïõìå ôç ä óôç óœÝóç Ä ⊂ (K ×Ó)×[(K ∪{h; ”yes”; ”no”; })×Ó ×{←; →; −}] ôüôå Ýœïõìå ìéá ìç-íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing. Ï ìç íôåôåñìéíéóìüò ðñïêýðôåé áðü ôï ãåãïíüò üôé áðü ìéá êáôÜóôáóç êáé ãéá Ýíá óýìâïëï áðü ôï áëöÜâçôï ç ìçœáíÞ ìðïñåSS äõíçôéêÜ íá äéáëÝîåé ìåôáîý ðåñéóóüôåñùí åíåñãåéþí.

Ìå âÜóç ôïõò ïñéóìïýò ðïõ äþóáìå ãéá ôéò ìçœáíÝò Turing ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôéò êëÜóåéò P êáé NP ùò ôéò êëÜóåéò ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ëýíïíôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï áðü ìéá íôåôåñìéíéóôéêÞ êáé áðü ìéá ìçíôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing áíôSSóôïéœá.

1.3 Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí (GI)

Ãéá ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ôïõ éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí Ýœïõìå ôïí áêüëïõèï ïñéóìü

Ïñéóìüò 1.12. Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí (GI): ÄåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí G_1 êáé G_2, åSSíáé áõôïSS ïé ãñÜöïé éóïìïñöéêïSS;

Ôï óýíïëï ôùí éóïìïñöéóìþí (óõíáñôÞóåùí áðåéêüíéóçò) äýï ãñÜöùí G_1 êáé G_2 óõìâïëSSæåôáé ìå Iso(G_1; G_2).

ÅSSíáé ðñïöáíÝò üôé ôï GI áíÞêåé óôï NP ìéáò êáé äåäïìÝíïõ ìéáò óõíÜñôçóçò áðåéêüíéóçò åSSíáé åýêïëï íá åëÝãîåé êáíåSSò áí ðñüêåéôáé ãéá éóïìïñöéóìü.

1.3 Éóïìïñöéóìüò ÃñÜöùí (GI) 11

Ôï áíïéœôü ðñüâëçìá åSSíáé áí áíÞêåé óôï P Þ áí åSSíáé NP-Complete(Þ áí áíÞêåé óå êÜðïéá åíäéÜìåóç êëÜóç). ÿœåé áðïäåéœèåSS [Lad75] üôé áí P ≠ NP , õðÜñœïõí ðñïâëÞìáôá ðïõ äåí åSSíáé ïýôå óôï P ïýôå åSSíáé NP-Complete. Ôï GI åSSíáé Ýíáò êáëüò õðïøÞöéïò ãéá ìéá ôÝôïéá åíäéÜìåóç êëÜóç, ìéáò êáé ïýôå ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò Ýœåé âñåèåSS, ïýôå öáSSíåôáé íá åSSíáé áñêåôÜ äýóêïëï ãéá íá åSSíáé NP-Complete.

ÿíá ðáñáðëÞóéï ðñüâëçìá ðïõ èá ìáò áðáóœïëÞóåé ðáñÜëëçëá ìå ôï GI åSSíáé ï áõôïìïñöéóìüò ãñÜöùí (GA). ÿóôù S_n ôï óýíïëï ôùí ìåôáèÝóåùí n óôïéœåSSùí. ÿíáò áõôïìïñöéóìüò ãéá ôï ãñÜöï G ìå n êüìâïõò åSSíáé ìéá ìåôÜèåóç ’ ∈ S_n ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå æåýãïò êïñõöþí i; j ôïõ ãñÜöïõ íá éóœýåé (i; j) ∈ E ⇐⇒ (’(i); ’(j)) ∈ E. (Ìå Üëëá ëüãéá ’(G) = G ). Ðñïöáíþò êÜèå ãñÜöïò Ýœåé Ýíáí ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü ðïõ ïñSSæåôáé áðü ôçí ôáõôïôéêÞ ìåôÜèåóç êáé êáëåSSôáé ôáõôïôéêüò áõôïìïñöéóìüò(id).

Ïñéóìüò 1.13. Áõôïìïñöéóìüò ÃñÜöïõ (GA): ÄåäïìÝíïõ åíüò ãñÜöïõ G, áðïöÜóéóå áí õðÜñœåé ìç-ôåôñéììÝíïò áõôïìïñöéóìüò áõôïý.

Ôï óýíïëï ôùí áõôïìïñöéóìþí åíüò ãñÜöïõ G åSSíáé ìéá õðïïìÜäá ôïõ S_n ðïõ ôç óõìâïëSSæïõìå ìå Aut(G). ÅSSíáé ðñïöáíÝò áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò üôé Aut(G) ≡ Iso(G; G).

ÏñSSæïõìå #GI(G_1; G_2) = |Iso(G_1; G_2)| êáé #GA(G) = |Aut(G)|. ÿœïõìå:

#GI(G_1; G_2) = { 0; ifG_1 ≢ G_2 #GA(G_1) = #GA(G_2); ifG_1 ≡ G_2 ÐïëëÝò öïñÝò èÝëïõìå íá âÜëïõìå ìéá åôéêÝôá j óå ìéá êïñõöÞ i åíüò ãñÜöïõ G Ýôóé þóôå íá ôçí äéáöïñïðïéÞóïõìå áðü ôéò Üëëåò êïñõöÝò. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï êÜíïõìå ðñïóäÝíïíôáò óôçí êïñõöÞ i Ýíá åéäéêü ãñÜöçìá ôï ïðïSSï íá åîáñôÜôáé êáé íá ðñïóäéïñSSæåé ôï j. ÿóôù ãéá ðáñÜäåéãìá üôé ï ãñÜöïò G Ýœåé n êïñõöÝò. Ç åôéêÝôá j ìðïñåSS íá åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò 2n + j + 3 êïñõöþí üðùò öáSSíåôáé óôï óœÞìá 1.4.

ÓœÞìá 1.4: ÐáñÜäåéãìá åôéêÝôáò

Óêïðüò ôçò áõôÞò åSSíáé êÜèå áõôïìïñöéóìüò ôïõ ãñÜöïõ ìå åôéêÝôá íá

12 ÊåöÜëáéï 1. ÂáóéêÝò ÿííïéåò

áðåéêïíSSæåé ôï i óôïí åáõôü ôïõ êáé íá ìçí äçìéïõñãïýíôáé åðéðëÝïí áõôïìïñöéóìïSS ðïõ äåí õðÞñœáí óôï áñœéêü ãñÜöï.

ÓõìâïëSSæïõìå ìå G_{[i1;:::;ik]} ôï ãñÜöï ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí G óôïí ïðïSSï ï êüìâïò i_m Ýœåé ëÜâåé åôéêÝôá m. Ðáñáôçñïýìå üôé óôïõò ãñÜöïõò G_{[i]} êáé H_{[j]}, üðïõ ïé G êáé H Ýœïõí n êïñõöÝò, ç êïñõöÞ i ôïõ G ëáìâÜíåé ôçí SSäéá åôéêÝôá (ôçí 1) ìå ôçí êïñõöÞ j ôïõ H. ÅðïìÝíùò, áí ïé ãñÜöïé G_{[i]} êáé H_{[j]} åSSíáé éóïìïñöéêïSS, ôï SSäéï èá éóœýåé êáé ãéá ôïõò G êáé H êáé ìÜëéóôá õðÜñœåé éóïìïñöéóìüò ðïõ áðåéêïíSSæåé ôçí êïñõöÞ i ôïõ G óôçí êïñõöÞ j ôïõ H.

ÿíáò áêüìá ìåôáóœçìáôéóìüò ãñÜöùí ðïõ èá œñçóéìïðïéÞóïõìå åSSíáé ç Ýíùóç ãñÜöùí. ÄåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí G_1 = (V_1; E_1) êáé G_2 = (V_2; E_2) üðïõ ïé êïñõöÝò V_1; V_2 áñéèìïýíôáé åî’ áñœÞò Ýôóé þóôå V_1 ∩ V_2 = ∅. ÓõìâïëSSæïõìå ìå G_1 ∪ G_2 = (V_1 ∪ V_2; E_1 ∪ E_2) ôïí ãñÜöï ðïõ ðñïêýðôåé. Ðáñáôçñïýìå üôé áí êáé ïé äýï ãñÜöïé G_1 êáé G_2 åSSíáé óõíåêôéêïSS (áðïôåëïýíôáé áðü ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá) ôüôå Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ðïõ åíáëëÜóóåé ôéò êïñõöÝò V_1 êáé V_2 ìðïñåSS íá èåùñçèåSS ùò ï óõíäõáóìüò åíüò éóïìïñöéóìïý áðü ôïí G_1 óôïí G_2, êáé åíüò éóïìïñöéóìïý áðü ôïí G_2 óôïí G_1. ÅðïìÝíùò

#GA(G_1 ∪ G_2) = #GA(G_1) · #GA(G_2) + (#GI(G_1; G_2))^2

Þ áëëéþò

#GA(G_1 ∪ G_2) = { #GA(G_1) · #GA(G_2); if G_1 ≢ G_2 2 · #GA(G_1) · #GA(G_2); if G_1 ≡ G_2

1.4 ÏñéóìïSS ÊëÜóåùí

Ïñéóìüò 1.14. NC:Nick’s Class ÐÞñå ôï üíïìÜ ôçò áðü ôïí Nick Pippenger êáé åSSíáé ç Ýíùóç ôùí êëÜóåùí NC_i ãéá i ≥ 0, äçëáäÞ

NC = ⋃ i≥0 NC_i . Ç êëÜóç áõôÞ åSSíáé êõñSSùò ãíùóôÞ ùò ðáñÜëëçëç êëÜóç êáé ïñSSæåôáé ìå áíôSSóôïéœï ôñüðï. Åäþ èá äþóïõìå Ýíáí ïñéóìü ðïõ ìéëÜ ãéá êõêëþìáôá ãéáôSS ðïëëÝò öïñÝò èá èÝëïõìå íá Ýœïõìå ìéá ôÝôïéá äéáSSóèçóç êáé óå êÜðïéåò áðïäåSSîåéò èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ êõêëþìáôïò. Äåí Ýœïõìå üìùò ïñSSóåé ôçí êëÜóç NC_i ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå ðáñáðÜíù.

Ïñéóìüò 1.15. NC_i åSSíáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ëýíïíôáé áðü ïìïãåíÞ ïéêïãÝíåéá ëïãéêþí êõêëùìÜôùí ìå ðïëõùíõìéêü ìÝãåèïò, âÜèïò O(log^i(n)), êáé fan-in 2 (ðëÞèïò åéóüäùí áíÜ óôïéœåSSï).

1.4 ÏñéóìïSS ÊëÜóåùí 13

Ìå áíôSSóôïéœï ôñüðï ïñSSæïíôáé ïé êëÜóåéò AC êáé AC_i ìå ôç äéáöïñÜ üôé äåí Ýœïõìå ðåñéïñéóìü óôïí áñéèìü ôùí åéóüäùí áíÜ óôïéœåSSï (unbounded fan-in).

Ïñéóìüò 1.16. AC_i åSSíáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ëýíïíôáé áðü ïìïãåíÞ ïéêïãÝíåéá ëïãéêþí êõêëùìÜôùí ìå ðïëõùíõìéêü ìÝãåèïò, âÜèïò O(log^i(n)), êáé áðåñéüñéóôï fan-in (ðëÞèïò åéóüäùí áíÜ óôïéœåSSï).

Ïñéóìüò 1.17. AC åSSíáé ç Ýíùóç ôùí êëÜóåùí AC_i ãéá i ≥ 0, äçëáäÞ

AC = ⋃ i≥0 AC_i

Áðü ôïí ïñéóìü åSSíáé ðñïöáíÝò üôé èá éóœýåé NC_i ⊆ AC_i. Ôï åíäéáöÝñïí åSSíáé üôé ðáñüôé ç AC_i åSSíáé ðñÜãìáôé ðéï ìåãÜëç áðü ôçí NC_i äåí åSSíáé ðïëý ìåãáëýôåñç ãéáôSS éóœýåé üôé AC_i ⊆ NC_{i+1}. Áðü áõôü ôï áðïôÝëåóìá ðñïêýðôåé êáé üôé NC = AC. Êáé ïé äýï êëÜóåéò ðåñéÝœïõí ôçí êëÜóç NL ðïõ èá ïñSSóïõìå óôç óõíÝœåéá. ÅðSSóçò, êáé ïé äýï êëÜóåéò Ýœïõí ðáñüìïéá óõìðåñéöïñÜ óå ôõœáSSá ìáíôåSSá.ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá ôõœáSSï ìáíôåSSï A ç NC^A_i ðåñéÝœåôáé ãíÞóéá óôçí NC^A_{i+1} êáé ç NC^A ðåñéÝœåôáé ãíÞóéá óôçí P^A ìå ðéèáíüôçôá 1. ÏìïSSùò, ãéá ôõœáSSï ìáíôåSSï A ç AC^A_i ðåñéÝœåôáé ãíÞóéá óôçí AC^A_{i+1} êáé ç AC^A ðåñéÝœåôáé ãíÞóéá óôçí P^A ìå ðéèáíüôçôá 1.

ÔÝëïò ç NL ðåñéÝœåôáé êáé óôçí NC_2 ðïõ óõíÞèùò óõìâïëSSæïõìå ìå NC^2 åíþ ç NC_1 (ðïõ èá óõìâïëSSæïõìå ìå NC^1) ðåñéÝœåôáé óôçí L ðïõ ïñSSæïõìå ðáñáêÜôù.

Ïñéóìüò 1.18. L: Logarithmic Space ÅSSíáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ëýíïíôáé áðü íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå ðåñéïñéóìü ç ìíÞìç ðïõ œñçóéìïðïéåSS íá åSSíáé ëïãáñéèìéêÞ (O(log n)) óå óœÝóç ìå ôçí åSSóïäï. Ç åSSóïäïò äåí ðñïóìåôñÜôáé óôï œþñï ôçò ìíÞìçò.

Ïñéóìüò 1.19. NL: Nondeterministic Logarithmic-Space ÿœåé ôçí SSäéá óœÝóç ìå ôçí L, ðïõ Ýœåé ç NP ìå ôçí P. ÅSSíáé äçëáäÞ ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ðïõ ëýíïíôáé áðü ìç-íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå ëïãáñéèìéêÞ ìíÞìç óå óœÝóç ìå ôçí åSSóïäï.

Ðñïöáíþò éóœýåé L ⊆ NL.

Ïñéóìüò 1.20. SL: Symmetric Logarithmic-Space ÅSSíáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ëýíïíôáé áðü ìéá ìç-íôåôåñìéíéóôéêÞ ìçœáíÞ Turing ìå ëïãáñéèìéêÞ ìíÞìç (üðùò ãéá ôçí L), Ýôóé þóôå:

1. Áí ç áðÜíôçóç åSSíáé ‘íáé’, Ýíá Þ ðåñéóóüôåñá õðïëïãéóôéêÜ ìïíïðÜôéá êÜíïõí ôçí åSSóïäï áðïäåêôÞ.

14 ÊåöÜëáéï 1. ÂáóéêÝò ÿííïéåò

2. Áí ç áðÜíôçóç åSSíáé ‘üœé’, üëá ôá ìïíïðÜôéá êÜíïõí ôçí åSSóïäï ìçáðïäåêôÞ.

3. Áí ç ìçœáíÞ ìðïñåSS íá êÜíåé ìç-íôåôåñìéíéóôéêÞ ìåôÜâáóç áðü ìéá êáôÜóôáóç A óå ìéá êáôÜóôáóç B, ôüôå ìðïñåSS íá êÜíåé åðSSóçò ôç ìåôÜâáóç áðü ôçí êáôÜóôáóç B óôçí êáôÜóôáóç Á. (ÁõôÞ ç ðñïõðüèåóç äéáöïñïðïéåSS ôçí SL áðü ôçí NL êáé ôçí êÜíåé ’ðéü óõììåôñéêÞ’.)

Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé ìå ðñïöáíÞ ôñüðï üôé L ⊆ SL ⊆ NL. Óå óõíäõáóìü ìå ôá ðñïçãïýìåíá áðïôåëÝóìáôá Ýœïõìå :

AC^0 ⊆ NC^1 ⊆ L ⊆ SL ⊆ NL ⊆ NC^2

ÊåöÜëáéï 2

ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

2.1 ÏñéóìïSS

ÌÝœñé óôéãìÞò Ýœïõìå åéóÜãåé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò GI óôïí ïñéóìü 1.12. Ç áðÜíôçóç ðïõ ëáìâÜíïõìå ìðïñåSS íá åSSíáé ‘íáé’ Þ ‘üœé’. ÁíÜãåôáé ïõóéáóôéêÜ óå åñþôçóç áí Ýíá óôéãìéüôõðï áíÞêåé óôï óýíïëï ôùí óôéãìéüôõðùí ìå áðÜíôçóç ’íáé’ óå êÜðïéá åñþôçóç. ÐïëëÝò öïñÝò áõôü äåí åSSíáé éêáíïðïéçôéêü ãéáôSS äåí ìáò áñêåSS íá ãíùñSSæïõìå üôé õðÜñœåé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý äýï ãñÜöùí, èÝëïõìå íá ìáò äïèåSS êáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò. ÁõôÞ åSSíáé ç ðåñSSðôùóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áíáæÞôçóçò (search problem) éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí.

Ìéá Üëëç ðåñSSðôùóç åSSíáé ôá ðñïâëÞìáôá áðáñSSèìçóçò (counting problems), óôá ïðïSSá æçôïýìåíï åSSíáé ôï ðüóåò ëýóåéò Ýœåé ôï ðñüâëçìá ðïõ ìáò áðáóœïëåSS. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí ôï ðñüâëçìá áðáñSSèìçóçò áðáíôÜ óôï åñþôçìá ðüóïé äéáöïñåôéêïSS éóïìïñöéóìïSS õðÜñœïõí ìåôáîý äýï ãñÜöùí. ÿœïõìå Þäç åéóÜãåé ôïí óõìâïëéóìü #GI(G_1; G_2) ãéá ôïí áñéèìü áõôü. ÅSSíáé ðñïöáíÝò áðü ôç äéáôýðùóç üôé ôï áðïôÝëåóìá èá åSSíáé Ýíáò áêÝñáéïò ìåãáëýôåñïò Þ SSóïò ìå ôï ìçäÝí. ÅðSSóçò ðñïöáíÝò åSSíáé ôï ãåãïíüò üôé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò äåí åSSíáé ðéï ‘äýóêïëï’ áðü ôï ðñüâëçìá áðáñSSèìçóçò áöïý ìðïñåSS íá ðñïóïìïéùèåSS ìå ìéá åêôÝëåóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áðáñSSèìçóçò êáé áí ôï áðïôÝëåóìá åSSíáé ìçäÝí ç áðÜíôçóç åSSíáé ‘üœé’, áëëéþò, áí ôï áðïôÝëåóìá åSSíáé ìåãáëýôåñï ôïõ ìçäåíüò, ç áðÜíôçóç åSSíáé ‘íáé’. Ôï áíôSSèåôï äåí åSSíáé ðñïöáíÝò, áí äçëáäÞ ôï ðñüâëçìá áðáñSSèìçóçò åSSíáé ôï ðïëý ôï SSäéï äýóêïëï ìå ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò, óôçí ïðïSSá ðåñSSðôùóç ôá äýï ðñïâëÞìáôá åSSíáé ôçò éäSSáò äõóêïëSSáò. Ìå áõôü ôï æÞôçìá èá áóœïëçèïýìå áñãüôåñá.

16 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò åSSíáé åðSSóçò ôï ðïëý ôï SSäéï äýóêïëï ìå ôï ðñüâëçìá áíáæÞôçóçò áöïý ìðïñåSS åýêïëá íá ðñïóïìïéùèåSS ìå ìéá åêôÝëåóç ôïõ áëãüñéèìïõ ãéá ôï ðñüâëçìá áíáæÞôçóçò. Áí ï áëãüñéèìïò áðáíôÞóåé üôé äåí õðÜñœåé éóïìïñöéóìüò, ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò áðáíôÜ ìå ‘üœé’, åíþ áí äþóåé Ýíáí éóïìïñöéóìü, ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò áðáíôÜ ìå ‘íáé’. Êáé óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç äåí åSSíáé ðñïöáíÝò ôï áíôSSóôñïöï, áí äçëáäÞ ôï ðñüâëçìá áíáæÞôçóçò åSSíáé ôï ðïëý ôï SSäéï äýóêïëï ìå ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò.

Áõôü ðïõ êÜíáìå êáé óôéò äýï ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò Þôáí íá áíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò óôá ðñïâëÞìáôá áíáæÞôçóçò êáé áðáñSSèìçóçò ãéá ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí. ÄéáéóèçôéêÜ Ýíá ðñüâëçìá Á ëÝìå üôé áíÜãåôáé óå Ýíá ðñüâëçìá Â áí Ýíáò áëãüñéèìïò ãéá ôï ðñüâëçìá Â ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéçèåSS, ìå ðåñéïñéóìïýò ðïõ èá ïñéóôïýí óôç óõíÝœåéá, ãéá ôç äçìéïõñãSSá åíüò áëãïñSSèìïõ ãéá ôï ðñüâëçìá Á.

2.2 ÁíáãùãÝò

Èá ìáò áðáóœïëÞóïõí áñœéêÜ äýï åéäþí áíáãùãÝò, ç áíáãùãÞ êáôÜ Karp (ãíùóôÞ êáé ùò many-one reduction) êáé ç áíáãùãÞ êáôÜ Cook (ãíùóôÞ êáé ùò áíáãùãÞ Turing).

Ïñéóìüò 2.1. ÿóôù üôé A; B ⊆ Ó^∗. ËÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÜãåôáé êáôÜ Karp óôçí B (Á ≤^p_m B), áí õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f : Ó^∗ → Ó^∗ õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ëÝîç x ∈ Ó^∗ íá éóœýåé x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B.

Áí éóœýïõí ôáõôüœñïíá Á ≤^p_m B êáé B ≤^p_m A ëÝìå üôé ïé Á êáé Â åSSíáé éóïäýíáìåò êáôÜ Karp êáé ãñÜöïõìå A ≡^p_m B.

Ãéá íá äþóïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá áíáãùãÞò, èá ïñSSóïõìå ìéá åêäïœÞ ôïõ éóïìïñöéóìïý ãéá êáôåõèõíüìåíïõò ãñÜöïõò (DirGI). Áðü ôç ìSSá åSSíáé ðñïöáíÝò üôé GI ≤^p_m DirGI: êÜèå ìç êáôåõèõíüìåíç ðëåõñÜ áíôéêáèSSóôáôáé áðü Ýíá æåõãÜñé ðëåõñþí ðïõ Ýœïõí áíôSSèåôåò êáôåõèýíóåéò.

Ç Üëëç êáôåýèõíóç äåí åSSíáé ôüóï ðñïöáíÞò. Èá áðïäåSSîïõìå ëïéðüí üôé DirGI ≤^p_m GI êáé åðïìÝíùò, ëüãù ôïõ ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôïò, DirGI ≡^p_m GI. Áõôü ôï áðïôÝëåóìá äéêáéïëïãåSS ôïí ãåãïíüò üôé åóôéÜæïõìå ôçí ðñïóïœÞ ìáò óå ìç êáôåõèõíüìåíïõò ãñÜöïõò.

Áðüäåéîç.

ÄåäïìÝíùí äýï êáôåõèõíüìåíùí ãñÜöùí G êáé H êáôáóêåõÜæïõìå äýï ìç êáôåõèõíüìåíïõò ãñÜöïõò G^′ êáé H^′ îåêéíþíôáò áðü ôï SSäéï óýíïëï êïñõöþí. Ãéá êÜèå êáôåõèõíüìåíç ðëåõñÜ ôïõ áñœéêïý ãñÜöïõ, Ýóôù áðü ôïí êüìâï i óôïí êüìâï j, åéóÜãïõìå 7 íÝåò êïñõöÝò êáé ôéò óõíäÝïõìå ìå ôéò êïñõöÝò i êáé j ìå ìç êáôåõèõíüìåíåò ðëåõñÝò, üðùò öáSSíåôáé óôï óœÞìá 2.1.

2.2 ÁíáãùãÝò 17

ÓœÞìá 2.1: ÁíôéêáôÜóôáóç êáôåõèõíüìåíçò ðëåõñÜò

ÅðåéäÞ ïðïéïóäÞðïôå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí G^′ êáé H^′ áðåéêïíSSæåé ôïõò õðïãñÜöïõò 7 êüìâùí ðïõ êáôáóêåõÜóáìå ìå ôçí áíáãùãÞ óå õðïãñÜöïõò ôïõ éäSSïõ åSSäïõò, åýêïëá åðéâåâáéþíåé êáíåSSò üôé éóœýåé G ≡ H ⇐⇒ G^′ ≡ H^′. Óõíåðþò ç êáôáóêåõÞ (óõíÜñôçóç) (G; H) −→ (G^′; H^′) åSSíáé ìéá áíáãùãÞ Karp áðü ôï DirGI óôï GI.

Óôç óõíÝœåéá èá áóœïëçèïýìå ìå Ýíá Üëëï, ðÜëé ðéï ãåíéêü ðñüâëçìá éóïìïñöéóìïý, ôï ïðïSSï èá äåSSîïõìå üôé áíÜãåôáé óôï GI. Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ åðéôñÝðïõìå óå êïñõöÝò êáé ðëåõñÝò íá Ýœïõí êÜðïéï œñþìá, Þ åôéêÝôá, Þ âÜñïò.

Ïñéóìüò 2.2. Ï éóïìïñöéóìüò œñùìáôéóìÝíùí ãñÜöùí ( ColGI) åSSíáé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ðïõ áðïöáSSíåôáé áí äåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí G_1 êáé G_2 õðÜñœåé éóïìïñöéóìüò ðïõ íá äéáôçñåSS åðéðëÝïí êáé ôá œñþìáôá ôùí êüìâùí êáé ôùí ðëåõñþí. ÓõìâïëéêÜ, Ýóôù v; u ∈ V êáé (u; v) ∈ E ãéá êÜðïéï œñùìáôéóìÝíï ãñÜöï G(V; E) ôüôå ìå C(v) óõìâïëSSæïõìå ôï œñþìá ôçò êïñõöÞò v êáé ìå C(u; v) ôï œñþìá ôçò ðëåõñÜò (u; v). Ï éóïìïñöéóìüò åSSíáé ìéá Ýíá ðñïò Ýíá êáé åðSS óõíÜñôçóç ’ : V_1 → V_2 Ýôóé þóôå :

(v; u) ∈ E_1 ⇐⇒ (’(v); ’(u)) ∈ E_2 êáé C(v) = C(’(v)) ∧ C(u) = C(’(u)) ∧ C(v; u) = C((’(v); ’(u)))

ÅSSíáé ðñïöáíÝò üôé ï éóïìïñöéóìüò œñùìáôéóìÝíùí ãñÜöùí åSSíáé ìéá ðéï ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç ôïõ éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí êáé åðïìÝíùò GI ≤^p_m ColGI (áðëÜ èåùñïýìå üôé ï ãñÜöïò Ýœåé êïéíü œñþìá óå üëåò ôéò êïñõöÝò êáé ôéò ðëåõñÝò êáé æçôÜìå íá ëýóïõìå Ýíá ColGI ðñüâëçìá). Ôï áíôSSèåôï äåí åSSíáé ðñïöáíÝò, áëëÜ éóœýåé áðü üôé ìáò ëÝåé ôï èåþñçìá 2.3 ðáñáêÜôù.

Èåþñçìá 2.3. Ôï ColGI áíÜãåôáé êáôÜ Karp óôï GI (ColGI ≤^p_m GI).

18 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

Áðüäåéîç. ÓõìâïëSSæïõìå ìå C_V (G) ôï óýíïëï ôùí œñùìÜôùí ôùí êïñõöþí ôïõ ãñÜöïõ G êáé ìå C_E (G) ôï óýíïëï ôùí œñùìÜôùí ôùí ðëåõñþí ôïõ G ÿóôù üôé Ýœïõìå äýï œñùìáôéóìÝíïõò ãñÜöïõò G_1 êáé G_2. Èåùñïýìå äéáöïñåôéêÜ ôá œñþìáôá ãéá ôéò ðëåõñÝò êáé ôéò êïñõöÝò êáé õðïèÝôïõìå üôé ïé äýï ãñÜöïé Ýœïõí ôá SSäéá óýíïëá œñùìÜôùí ãéá êïñõöÝò êáé ðëåõñÝò áíôSSóôïéœá, äçëáäÞ C_V (G_1) ≡ C_V (G_2) êáé C_Å(G_1) ≡ C_Å (G_2). Áñéèìïýìå áñœéêÜ ôá œñþìáôá ôùí ðëåõñþí êáé Ýóôù k ôï ðëÞèïò ôïõò. Óçìåéþíïõìå üôé ôï k äåí ìðïñåSS íá åSSíáé ðÜíù áðü

(_n 2 ) =^{n·(n−1)}_2 . Óôç óõíÝœåéá áñéèìïýìå ôá œñþìáôá ôùí êïñõöþí êáé Ýóôù m ôï ðëÞèïò ôïõò. ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí ãñÜöï œùñSSò œñþìáôá áðü ôïí œñùìáôéóìÝíï ãñÜöï ùò åîÞò:

ÓœÞìá 2.2: ÌåôáôñïðÝò êïñõöþí êáé ðëåõñþí

• ÊÜèå œñùìáôéóìÝíç êïñõöÞ ìå áñéèìü œñþìáôïò c ôçí áíôéêáèéóôïýìå ìå ìéá êïñõöÞ ìå k+c ðáéäéÜ (âë. óœÞìá 2.2 áñéóôåñÜ).

• ÊÜèå œñùìáôéóìÝíç ðëåõñÜ ìå áñéèìü œñþìáôïò c ôçí áíôéêáèéóôïýìå ìå ìéá êïñõöÞ ìå c ðáéäéÜ ç ïðïSSá åíþíåôáé ìå ôéò êïñõöÝò ðïõ Ýíùíå ç ðëåõñÜ ðïõ áíôéêáôáóôÞóáìå (âë. óœÞìá 2.2 äåîéÜ).

Ï ãñÜöïò ðïõ ðñïêýðôåé Ýœåé ôçí éäéüôçôá üôé üðïéá êïñõöÞ Ýœåé âáèìü 1, áðïôåëåSS ìÝñïò êùäéêïðïSSçóçò œñþìáôïò ôïõ áñœéêïý ãñÜöïõ. Ç êáôáóêåõÞ åSSíáé ðïëõùíõìéêÞ êáé ïé äýï ãñÜöïé ðïõ êáôáóêåõÜæïõìå ìå ôïí ðáñáðÜíù ôñüðï åSSíáé éóïìïñöéêïSS áí êáé ìüíï áí ïé äýï áñœéêïSS œñùìáôéóìÝíïé ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS.

Ðüñéóìá 2.4. Ôá GI êáé ColGI åSSíáé éóïäýíáìá õðü áíáãùãÞ Karp. ÓõìâïëéêÜ:

GI ≡^p_m ColGI

Óáí ôåëåõôáSSá áíáãùãÞ Karp èá äþóïõìå áõôÞ áðü ôïí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ðïëõãñÜöùí (multigraphs) óå éóïìïñöéóìü ìåôáîý œñùìáôéóìÝíùí ãñÜöùí. ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ðïëõãñÜöïò åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò ðïõ åðéôñÝðåôáé íá Ýœåé ðåñéóóüôåñåò áðü ìSSá ðëåõñÝò ìåôáîý äýï êüìâùí üðùò åðéôñÝðåôáé íá

2.2 ÁíáãùãÝò 19

ðåñéÝœåé âñüãœïõò, äçëáäÞ ðëåõñÝò ðïõ ôá äýï Üêñá ôïõò ðñïóðSSðôïõí óôçí SSäéá êïñõöÞ.

Ç áíáãùãÞ áðü ôïí éóïìïñöéóìü ðïëõãñÜöùí óôïí éóïìïñöéóìü œñùìáôéóìÝíùí ãñÜöùí åSSíáé ðïëý áðëÞ. Óôéò êïñõöÝò ðïõ äåí Ýœïõí âñüãœïõò âÜæïõìå åôéêÝôá (œñþìá) ‘0’ åíþ óôéò êïñõöÝò ìå k âñüãœïõò äSSíïõìå åôéêÝôá ‘k’ êáé áöáéñïýìå ôïõò âñüãœïõò. ÁíôSSóôïéœá áí ìåôáîý äýï êüìâùí õðÜñœïõí k ðëåõñÝò, ôéò áíôéêáèéóôïýìå ìå ìéá ðëåõñÜ ìå åôéêÝôá ‘k’. Ìå áõôÞ ôçí êáôáóêåõÞ äõï ðïëõãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS áí êáé ìüíï áí ïé áíôSSóôïéœïé œñùìáôéóìÝíïé ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS.

Ìéá ðáñáôÞñçóç ðïõ ðñÝðåé íá êÜíïõìå óå áõôü ôï óçìåSSï åSSíáé üôé åíþ óôïõò áðëïýò ãñÜöïõò ìðïñïýìå íá èåùñïýìå óáí ìÝãåèïò ôïí áñéèìü ôùí êïñõöþí n ìéáò êáé ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí äåí èá îåðåñíÜ ôéò

(_n 2 ) = O(n^2), óôïõò ðïëõãñÜöïõò äåí éóœýåé êÜôé ôÝôïéï êáé åí ãÝíåé ôï ðëÞèïò ôùí ðëåõñþí äåí åSSíáé öñáãìÝíï. ÿôóé ãéá ôïõò ðïëõãñÜöïõò èåùñïýìå üôé ôï ìÝãåèïò ôçò áíáðáñÜóôáóçò åSSíáé O(|V | + |E|). Ìå áõôÞ ôç èåþñçóç äéáðéóôþíïõìå üôé ç êáôáóêåõÞ ôïõ œñùìáôéóìÝíïõ ãñÜöïõ áðü ôï ðïëõãñÜöï ãSSíåôáé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Ïñéóìüò 2.5. ÄSSíïõìå êÜðïéïõò óõíïðôéêïýò ïñéóìïýò ðñïâëçìÜôùí ðïõ ðñïêýðôïõí ùò óõíäõáóìïSS ðñïâëçìÜôùí ðïõ Ýœïõìå óõíáíôÞóåé.

• DirColGI: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý äýï êáôåõèõíüìåíùí œñùìáôéóìÝíùí ãñÜöùí.

• MultGI: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý äýï ðïëõãñÜöùí.

• DirMultGI: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý äýï êáôåõèõíüìåíùí ðïëõãñÜöùí.

• ColMultGI: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý äýï œñùìáôéóìÝíùí ðïëõãñÜöùí.

• DirColMultGI: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý äýï êáôåõèõíüìåíùí œñùìáôéóìÝíùí ãñÜöùí.

• DirGA: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ýðáñîçò ìç-ôåôñéììÝíïõ áõôïìïñöéóìïý óå êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï.

• ColGA: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ýðáñîçò ìç-ôåôñéììÝíïõ áõôïìïñöéóìïý óå œñùìáôéóìÝíï ãñÜöï.

• DirColGA: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ýðáñîçò ìç-ôåôñéììÝíïõ áõôïìïñöéóìïý óå êáôåõèõíüìåíï œñùìáôéóìÝíï ãñÜöï.

20 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

• MultGA: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ýðáñîçò ìç-ôåôñéììÝíïõ áõôïìïñöéóìïý óå ðïëõãñÜöï.

• DirMultGA: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ýðáñîçò ìç-ôåôñéììÝíïõ áõôïìïñöéóìïý óå êáôåõèõíüìåíï ðïëõãñÜöï.

• ColMultGA: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ýðáñîçò ìç-ôåôñéììÝíïõ áõôïìïñöéóìïý óå œñùìáôéóìÝíï ðïëõãñÜöï.

• DirColMultGA: Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ýðáñîçò ìç-ôåôñéììÝíïõ áõôïìïñöéóìïý óå êáôåõèõíüìåíï œñùìáôéóìÝíï ðïëõãñÜöï.

Éóœýïõí ôá áêüëïõèá äýï áðïôåëÝóìáôá. Ïé êáôáóêåõÝò ôùí áíáãùãþí åSSíáé óõíäõáóìüò ôùí áíáãùãþí ðïõ Ýœïõìå äþóåé ãéá êáôåõèõíüìåíïõò êáé œñùìáôéóìÝíïõò ãñÜöïõò.

GI ≡^p_m DirGI ≡^p_m ColGI ≡^p_m DirColGI GI ≡^p_m MultGI ≡^p_m DirMultGI ≡^p_m ColMultGI ≡^p_m DirColMultGI GA ≡^p_m DirGA ≡^p_m ColGA ≡^p_m DirColGA GA ≡^p_m MultGA ≡^p_m DirMultGA ≡^p_m ColMultGA ≡^p_m DirColMultGA

Äéáðéóôþíïõìå üôé ðñïâëÞìáôá ðïõ öáSSíïíôáé áñœéêÜ áñêåôÜ ðéï äýóêïëá áðü ôï GI áíÜãïíôáé êáé ìÜëéóôá êáôÜ Karp óå áõôü. ÿœåé áðïäåéœèåSS [Mil79] üôé ðñüâëçìá éóïìïñöéóìïý ãéá ïðïéïäÞðïôå åSSäïò ðåðåñáóìÝíçò áëãåâñéêÞò äïìÞò áíÜãåôáé êáôÜ Karp óôï GI.

Óôç óõíÝœåéá äSSíïõìå ôïí ïñéóìü ãéá ìéá ðéï éóœõñÞ ìïñöÞ áíáãùãÞò, ôçí áíáãùãÞ êáôÜ Cook (ãíùóôÞ êáé ùò Turing áíáãùãÞ).

Ïñéóìüò 2.6. ÿóôù A; B ⊆ Ó^∗(ôï óýíïëï ôùí ëÝîåùí åðSS åíüò áëöáâÞôïõ Ó), ëÝìå üôé ôï Á áíÜãåôáé êáôÜ Cook(Þ Turing) (óå ðïëõùíõìéêü œñüíï) óôï B êáé ôï óõìâïëSSæïõìå ìå A ≤^p_T B, áí õðÜñœåé áëãüñéèìïò ãéá ôï Á ðïõ œñåéÜæåôáé ðïëõùíõìéêü œñüíï êáé ìðïñåSS íá Ýœåé åíôïëÝò ôçò ìïñöÞò if y ∈ B then . . . else . . . end ÓœåôéêÜ ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá åíüò ôÝôïéïõ áëãïñSSèìïõ õðïèÝôïõìå üôé ôï êüóôïò ãéá ôçí áðïôSSìçóç ôçò óõíèÞêçò y ∈ B åSSíáé Ýíá ìüíï âÞìá.

Áí éóœýïõí ôáõôüœñïíá Á ≤^p_Ô B êáé B ≤^p_Ô A ëÝìå üôé ïé Á êáé Â åSSíáé éóïäýíáìåò êáôÜ Cook (Turing) êáé ãñÜöïõìå A ≡^p_m B.

Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé A ≤^p_m B ⇒ A ≤^p_T B.

ÐïëëÝò öïñÝò áíáöåñüìáóôå óôï ðñüâëçìá (ãëþóóá) Â ùò ìáíôåSSï (oracle) ìéáò êáé õðïèÝôïõìå üôé Ýœïõìå ìéá åîùôåñéêÞ ‘äýíáìç’ (ìáíôåSSï) ðïõ ìáò áðáíôÜ óå åñùôÞóåéò y ∈ B óå óôáèåñü œñüíï O(1).

2.2 ÁíáãùãÝò 21

Óôç óõíÝœåéá äåSSœíïõìå üôé ôï ðñüâëçìá áõôïìïñöéóìïý ãñÜöùí (GA) áíÜãåôáé êáôÜ Cook óôï ðñüâëçìá éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí (GI). ÕðåíèõìSSæïõìå üôé ìå G_{[i]} óõìâïëSSæïõìå Ýíá áíôSSãñáöü ôïõ ãñÜöïõ G ìå ìéá åôéêÝôá ðñïóêïëëçìÝíç óôïí êüìâï i. Ï áëãüñéèìïò 2.1 õðïëïãSSæåé ôï GA óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, êÜíïíôáò œñÞóç ìáíôåSSïõ ãéá ôï GI.

Áëãüñéèìïò 2.1 GA ≤^p_T GI

input graph G with n nodes; for i := 1 to n − 1 do

for j := i + 1 to n do

if (G_{[i]}; G_{[j]}) ∈ GI then accept end if end for end for reject

Ðñïöáíþò ï G Ýœåé ìç ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü áí êáé ìüíï áí Ýœåé áõôïìïñöéóìü ðïõ íá áðåéêïíSSæåé êÜðïéïí êüìâï i óå êÜðïéïí êüìâï j ìå (i < j) Þ éóïäýíáìá, áí êáé ìüíï áí ïé ãñÜöïé G_{[i]} êáé G_{[j]} åSSíáé éóïìïñöéêïSS, ìéáò êáé áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôçò åôéêÝôáò èá ðñÝðåé íá áðåéêïíéóôåSS ï êüìâïò i ôïõ G_{[i]} óôïí êüìâï j ôïõ G_{[j]}. ÅðïìÝíùò äåSSîáìå üôé GA ≤^p_T GI.

Áñãüôåñá èá äåSSîïõìå üôé ç ðáñáðÜíù áíáãùãÞ ìðïñåSS íá ìåôáóœçìáôéóôåSS óå áíáãùãÞ êáôÜ Karp.

Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá ç ðáñáðÜíù áíáãùãÞ åSSíáé åéäéêÞò ìïñöÞò ìéáò êáé ï áëãüñéèìïò äSSíåé èåôéêü áðïôÝëåóìá áí êáé ìüíï áí êÜðïéá áðü ôéò åñùôÞóåéò óôï ìáíôåSSï áðáíôÞóåé èåôéêÜ. Óå áõôÞ ôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ìðïñïýìå íá äþóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò äéáæåõêôéêÞò áíáãùãÞò, ðïõ ìðïñïýìå íá ôç èåùñÞóïõìå ùò ìéá ãåíSSêåõóç ôçò áíáãùãÞò Karp (many-one). ÿôóé ðñïêýðôåé ï ðáñáêÜôù ïñéóìüò

Ïñéóìüò 2.7. ÿíá óýíïëï Á áíÜãåôáé äéáæåõêôéêÜ óôï óýíïëï Â áí õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï (f ∈ F P ) ç ïðïSSá õðïëïãSSæåé ãéá êÜèå åSSóïäï x ìéá ëSSóôá (x_1; x_2; : : : ; x_m) áðü åñùôÞóåéò Ýôóé þóôå :

x ∈ A ⇐⇒ ∃i; i = 1; : : : ; m : x_i ∈ B

ÁíÜëïãá ìðïñåSS êáíåSSò íá ïñSSóåé ôçí Ýííïéá ôçò óõæåõêôéêÞò áíáãùãÞò

Ïñéóìüò 2.8. ÿíá óýíïëï Á áíÜãåôáé óõæåõêôéêÜ óôï óýíïëï Â áí õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f õðïëïãéóôÞ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï (f ∈ F P ) ç ïðïSSá

22 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

õðïëïãSSæåé ãéá êÜèå åSSóïäï x ìéá ëSSóôá (x_1; x_2; : : : ; x_m) áðü åñùôÞóåéò Ýôóé þóôå :

x ∈ A ⇐⇒ ∀i; i = 1; : : : ; m : x_i ∈ B

ÅSSíáé åìöáíÝò üôé ïé êëÜóåéò P êáé NP (êáé ãåíéêÜ ïé êëÜóåéò ôçò ìïñöÞò P (C) êáé NP (C)) åSSíáé êëåéóôÝò ùò ðñïò äéáæåõêôéêÝò êáé óõæåõêôéêÝò áíáãùãÝò. Áõôü ìðïñåSS íá ãSSíåé êáôáíïçôü áíôéêáèéóôþíôáò ôéò åñùôÞóåéò óôï ìáíôåSSï êáôåõèåSSáí áðü ìéá áíôSSóôïéœç ëåéôïõñãSSá ìçœáíÞò).

Óôç óõíÝœåéá ïñSSæïõìå Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò ðïõ ìïéÜæåé ðïëý ìå áõôü ôïõ éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí [Lub81]. ÿóôù G; H äõï ãñÜöïé êáé ð_1; : : : ; ð_k äéáöïñåôéêïSS éóïìïñöéóìïSS ìåôáîý ôùí G êáé H. Ãéá êÜèå k ≥ 0 ïñSSæïõìå GI_k = {(G; H; ð_1; : : : ; ð_k)| õðÜñœåé éóïìïñöéóìüò ’ ≠ ð_i; i = 1; : : : ; k} Ðñïöáíþò GI_0 ≡ GI. ÅðSSóçò éóœýåé GI_1 ≡^p_m GA. Ãéá ôçí êáôåýèõíóç GI_1 ≤^p_m GA œñçóéìïðïéïýìå ôçí áíáãùãÞ ðïõ áðåéêïíSSæåé ôïõò äýï äïóìÝíïõò ãñÜöïõò G êáé H êáé ôïí éóïìïñöéóìü ð óôïí G.(Áöïý ïé G êáé H åSSíáé éóïìïñöéêïSS èá éóœýåé #GI(G; H) = #GA(G) = #GA(H) ≥ 1. Ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò GA áðáíôÜ óôï åñþôçìá #GA > 1 ïðüôå áí Ýœïõìå GA(G) = T rue ôüôå õðÜñœåé êáé Üëëïò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí G êáé H.) Ãéá ôçí êáôåýèõíóç GA ≤^p_m GI_1 œñçóéìïðïéïýìå ôçí áíáãùãÞ G −→ (G; G; id).

Ìå ôçí SSäéá ìÝèïäï ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ GA ≤^p_T GI ðñïêýðôåé üôé GI_k ≤^p_T GI ãéá êÜèå k. Áðïäåéêíýåôáé åðSSóçò üôé GI_k ≤^p_m GI. ÔÝëïò, äåí åSSíáé ãíùóôü áí üëá ôá ðñïâëÞìáôá ôçò áêïëïõèSSáò GI_0; GI_1; : : : ; áíÜãïíôáé óôï GA.

Óôç óõíÝœåéá (áëãüñéèìïò 2.2) äSSíïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá áíáãùãÞò ìåôáîý óõíáñôÞóåùí.

Áö’åíüò ï áëãüñéèìïò ãéá ôïí Ýëåãœï áí Ýíáò ãñÜöïò åSSíáé óõíåêôéêüò åSSíáé ðïëõùíõìéêüò. Áö’ åôÝñïõ ç ðñÜîç G = G êïóôSSæåé O(|E|) = O(|V |^2), äçëáäÞ ðïëõùíõìéêü œñüíï ùò ðñïò ôçí åSSóïäï. ÔÝëïò, áðü ôï ðñþôï êåöÜëáéï îÝñïõìå üôé ãéá óõíåêôéêïýò ãñÜöïõò éóœýåé:

#GA(G_1 ∪ G_2) = { #GA(G_1) · #GA(G_2); if G_1 ≢ G_2 2 · #GA(G_1) · #GA(G_2); if G_1 ≡ G_2 Ç ðáñáðÜíù éäéüôçôá áðïäåéêíýåé ôçí ïñèüôçôá ôïõ áëãïñSSèìïõ. ÐáñáôçñÞóôå üôé ï áëãüñéèìïò êáëåSS ôçí õðïñïõôSSíá #GA áêñéâþò ôñåéò öïñÝò. ÅðSSóçò ôï ìÝãåèïò ôçò ôéìÞò ðïõ åðéóôñÝöåé ç õðïñïõôSSíá #GA åSSíáé öñáãìÝíï ðïëõùíõìéêÜ, ìéáò êáé Ýíáò ãñÜöïò ìå n êüìâïõò ìðïñåSS íá Ýœåé ôï ðïëý n! áõôïìïñöéóìïýò(O(log n!) = O(p(n))). Óõíåðþò ï áëãüñéèìïò ôñÝœåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

2.3 ÁíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò éóïìïñöéóìïý óôï ðñüâëçìá áðüöáóçò (GI) 23

Áëãüñéèìïò 2.2 #GI ∈ F P (#GA)

input(G,H) if (G connected AND H not connected) OR (H connected and G not connected) then

output 0; else

if G not connected then

G = G; H = H;

end if x := #GA(G); y := #GA(H); z := #GA(G ∪ H); if z = x · y then

output 0 else

output x end if end if

2.3 ÁíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò éóïìïñöéóìïý óôï ðñüâëçìá áðüöáóçò (GI)

ÿóôù üôé Ýœïõìå ìéá èåôéêÞ áðÜíôçóç óôçí åñþôçóç áí äýï ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS. Ôï åðüìåíï âÞìá åSSíáé íá âñåèåSS Ýíáò éóïìïñöéóìüò. Ôï åñþôçìá åSSíáé ôþñá áí ç åýñåóç êÜðïéïõ éóïìïñöéóìïý åSSíáé "ðéï äýóêïëç" áðü ôçí áðëÞ äéáðSSóôùóç ãéá ôï áí äýï ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS Þ üœé. ÁíôéóôñÝöïíôáò ôï åñþôçìá, ìå ìáíôåSSï ãéá ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí, õðÜñœåé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ðïõ íá êáôáóêåõÜæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü; Áí õðÜñœåé ôÝôïéïò áëãüñéèìïò ëÝìå üôé ôï ðñüâëçìá Ýœåé áõôïûðïëïãSSóéìåò ëýóåéò.

Ïñéóìüò 2.9. ÿíá ðñüâëçìá A ∈ NP ìå ôçí áíáðáñÜóôáóç ðïõ Ýœïõìå äþóåé A = {x|∃y; |y| ≤ p(|x|) ∧ (x; y) ∈}B

üðïõ B ∈ P êáé p êÜðïéï ðïëõþíõìï, Ýœåé áõôïûðïëïãSSóéìåò ( self-computable) ëýóåéò áí õðÜñœåé óõíÜñôçóç f ∈ F P (A) ôÝôïéá þóôå ∀x ∈ A; (x; f(x)) ∈ B.

ÐïëëÜ öõóéêÜ ðñïâëÞìáôá éêáíïðïéïýí áõôüí ôïí ïñéóìü êáé õðÜñœïõí ðïëëïSS äéáöïñåôéêïSS ôñüðïé ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå ôç óõíÜñôçóç ãéá ôçí ïðïSSá êÜíåé ëüãï ï ïñéóìüò 2.9. ÿíáò áðü áõôïýò åSSíáé íá êÜíïõìå œñÞóç

24 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

ìéáò áõôï-áíáãüìåíçò (self-reducibility) äïìÞò ðïõ åíäåœïìÝíùò íá Ýœåé ôï ðñüâëçìá. Äåí èá äþóïõìå áõóôçñü ïñéóìü áõôÞò ôçò Ýííïéáò, ùóôüóï, äéáéóèçôéêÜ, Ýíá ðñüâëçìá Ýœåé áõôï-áíáãüìåíç äïìÞ áí ìðïñåSS íá áíáœèåSS óå ìéêñüôåñá óôéãìéüôõðá ôïõ éäSSïõ ðñïâëÞìáôïò. Ç áõôï-áíáãùãÞ óœåôSSæåôáé óôåíÜ ìå ôçí áíáäñïìÞ óôïí ðñïãñáììáôéóìü.

ÿíá áðëü ðáñÜäåéãìá ìáò äSSíåé ôï ðñüâëçìá Sat. ÿóôù Ýíáò Boolean ôýðïò F ìå ìåôáâëçôÝò x_1; : : : ; x_n êáé Ýóôù ïé F_{false} êáé F_{true} ðñïêýðôïõí áðü ôïí F èÝôïíôáò ôçí ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò x_1 false êáé true áíôSSóôïéœá. Ôüôå ï ôýðïò F åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò áí êáé ìüíï áí ï F_{false} Þ ï F_{true} åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò. ÅðSSóçò ïé F_{false} êáé F_{true} Ýœïõí ëéãüôåñåò ìåôáâëçôÝò áðü ôïí F , áðïôåëïýí ìéêñüôåñá óôéãìéüôõðá ôïõ ðñïâëÞìáôïò, åðïìÝíùò ôï ðñüâëçìá Ýœåé áõôï-áíáãüìåíç äïìÞ.

Ãéá ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí ôá ðñÜãìáôá åSSíáé ëSSãï ðéï äýóêïëá êáé èá œñåéáóôåSS íá ïñSSæïõìå êÜðïéåò âïçèçôéêÝò Ýííïéåò. ÄåäïìÝíïõ åíüò óõíüëïõ A ∈ NP , ôïõ óõíüëïõ B ∈ P ôï ïðïSSï åðáëçèåýåé ôç ëýóç ðïõ äSSíåé ôï A êáé åíüò ðïëõùíýìïõ p, ïñSSæïõìå

Prefix = {(x; z)|z åSSíáé ðñüèåìá ìéáò óõìâïëïáêïëïõèSSáò y Ýôóé þóôå |y| ≤ p(|x|) ∧ (x; y) ∈ B}

ËÞììá 2.10. Áí PrefixA ≤^p_T A ôüôå ôï Á Ýœåé áõôïûðïëïãSSóéìåò ëýóåéò.

Áëãüñéèìïò 2.3 Ç óõíÜñôçóç f ôçò áðüäåéîçò ôïõ ëÞììáôïò 2.10 input x;

if (x; ") ∉ PrefixA then

reject else

y := "; /* ç êåíÞ óõìâïëïáêïëïõèSSá */ for i := 1 to p(|x|) do

if (x; y0) ∈ PrefixA then y := y0;

else if (x; y1) ∈ PrefixA then y := y1;

end if end for end if output y; /*Ìéá ëýóç*/

Áðüäåéîç. ÁñœéêÜ (áëãüñéèìïò 2.3) äSSíïõìå ìéá óõíÜñôçóç áíáæÞôçóçò f ðïõ âñSSóêåé ìéá ëýóç ãéá ôï ðñüâëçìá Á œñçóéìïðïéþíôáò ôï Pre˛x ùò ìáíôåSSï,

2.3 ÁíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò éóïìïñöéóìïý óôï ðñüâëçìá áðüöáóçò (GI) 25

Áëãüñéèìïò 2.4 ÐñïóáñìïãÞ ôçò f ôïõ ëÞììáôïò 2.10 ãéá ôï Pre˛xGI input(G,H);

if (G; H; ∅) ∉ PrefixGI then output \non-isomorphic" else

’ := ∅; /*áñœéêÜ ç ’ äåí åSSíáé ïñéóìÝíç*/ for i := 0 to n do

for j := 0 to n do if (G; H; ’ ∪ (i; j)) ∈ PrefixGI then k := j end if end for ’ := ’ ∪ (i; k);

end for output ’; /*ÿíáò éóïìïñöéóìüò*/ end if

äçëáäÞ åSSíáé f ∈ F P (PrefixA). Ìå y0 êáé y1 óõìâïëSSæïõìå ôçí ðáñÜèåóç (concatenation) ôïõ string y ìå ôïõò áñéèìïýò 0 êáé 1 áíôSSóôïéœá. Óôç óõíÝœåéá áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá ôçò áíáãùãÞò Cook êáé áöïý PrefixA ≤^p_T A ðñïêýðôåé üôé f ∈ F P (A).

Óôç óõíÝœåéá, ãéá íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôï ðáñáðÜíù ëÞììá, ïñSSæïõìå ôï Pre˛x ðñüâëçìá ãéá ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí.

PrefixGI = {(G; H; ’)} üðïõ G; H ãñÜöïé n êïñõöþí, ’ : {1; : : : ; i} → {1; : : : ; n} ãéá êÜðïéï i ≤ n êáé ç ’ ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå éóïìïñöéóìü.

Ï áëãüñéèìïò 2.4 åSSíáé ç ðñïóáñìïãÞ ôïõ áëãïñSSèìïõ 2.3 ôïõ ëÞììáôïò 2.10 ãéá ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí. Ìå ôï óõìâïëéóìü ’∪(i; j) óõìâïëSSæïõìå ôçí åðÝêôáóç ôçò ’ ðïõ áðåéêïíSSæåé ôïí êüìâï i óôïí êüìâï j.

Èåþñçìá 2.11. [Sch76] Ôï Pre˛xGI áíÜãåôáé êáôÜ Karp óôï GI (PrefixGI ≤^p_m GI).

Áðüäåéîç. ÄåäïìÝíùí ôùí (G; H; ’) üðïõ ïé ãñÜöïé G êáé H Ýœïõí n êïñõöÝò êáé ç ’ åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç áðåéêüíéóçò áðü ôï {1; : : : ; i} óôï {1; : : : ; n}, êáôáóêåõÜæïõìå äõï íÝïõò ãñÜöïõò G^′ = G_{[1;:::;i]} êáé H^′ = H_{[’(1);:::;’(i)]}. Ç ïñèüôçôá ôçò áíáãùãÞò ðñïêýðôåé áðü ôçí ðáñáôÞñçóç üôé êÜèå ðéèáíüò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí G^′ êáé H^′ ðñÝðåé íá åSSíáé ìéá åðÝêôáóç ôçò ’.

26 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá, ôï ëÞììá 2.10, ôïí áëãüñéèìï ãéá ôï Pre- ˛xGI êáé ôï ãåãïíüò üôé ç Karp áíáãùãÞ óõíåðÜãåôáé êáé Cook áíáãùãÞ, ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï.

Ðüñéóìá 2.12. Ôï GI Ýœåé áõôü-õðïëïãSSóéìåò (self-computable) ëýóåéò.

Ôï åðüìåíï ðïõ èá èÝëáìå åSSíáé íá êÜíïõìå ôï SSäéï ãéá ôï GA, íá äåSSîïõìå äçëáäÞ üôé Ýœåé áõôü-õðïëïãSSóéìåò ëýóåéò. ÏñSSæïõìå êáôÜ áíÜëïãï ôñüðï ôï Pre˛xGA.

PrefixGA = {(G; ’)} üðïõ ï ãñÜöïò G Ýœåé n êïñõöÝò, ’ : {1; : : : ; i} → {1; : : : ; n} ãéá êÜðïéï i ≤ n êáé ç ’ ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå Ýíáí ìç-ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü ôïõ G.

ĳìùò ôï Pre˛xGA åSSíáé ôïõëÜœéóôïí ôï SSäéï äýóêïëï ìå ôï GI, äçëáäÞ GI ≤^p_T PrefixGA êáé åðåéäÞ ìÝœñé óôéãìÞò äåí õðÜñœåé áíáãùãÞ áðü ôï GI óôï GA, ç ðáñáðÜíù ìÝèïäïò äåí åSSíáé ðéèáíü íá äïõëÝøåé. Ç áíáãùãÞ GI ≤^p_T PrefixGA äSSäåôáé áðü ôïí áëãüñéèìï 2.5.

Áëãüñéèìïò 2.5 GI ≤^p_T PrefixGA

input (G,H); /*ÿóôù üôé ïé ãñÜöïé G êáé H Ýœïõí n êüìâïõò. ÿóôù åðSSóçò üôé ïé êüìâïé ôïõ H Ýœïõí áñéèìçèåSS áðü ôï n+1 ùò ôï 2n. ÔÝëïò õðïèÝôïõìå üôé ïé ãñÜöïé åSSíáé óõíåêôéêïSS, áëëéþò œñçóéìïðïéïýìå ôá óõìðëçñþìáôÜ ôïõò.*/ for i := n + 1 to 2 · n do

if (G ∪ H; (1; i)) ∈ PrefixGA then accept end if end for reject

Óôç óõíÝœåéá èá äåSSîïõìå ìå Üëëï ôñüðï üôé ôï GA Ýœåé áõôï-õðïëïãSSóéìåò ëýóåéò.

Èåþñçìá 2.13. Ôï ðñüâëçìá áõôïìïñöéóìïý ãñÜöùí GA Ýœåé áõôï-õðïëïãSSóéìåò (self-computable) ëýóåéò.

Áðüäåéîç. ÄåSSœíïõìå áð’ åõèåSSáò üôé äåäïìÝíïõ åíüò ãñÜöïõ G, Ýíáò ìçôåôñéììÝíïò áõôïìïñöéóìüò ôïõ G ìðïñåSS íá êáôáóêåõáóôåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï (åöüóïí õðÜñœåé), ìå ôç âïÞèåéá ìáíôåSSïõ ãéá ôï GA.

Ôï ðñþôï ìÝñïò ôïõ áëãïñSSèìïõ 2.6 ôïðïèåôåSS üóï ôï äõíáôüí ðåñéóóüôåñåò ôáõôïôéêÝò áðåéêïíSSóåéò (i,i) óôïí áõôïìïñöéóìü ’, åöüóïí ìðïñåSS íá

2.3 ÁíáãùãÞ ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò éóïìïñöéóìïý óôï ðñüâëçìá áðüöáóçò (GI) 27

Áëãüñéèìïò 2.6 GA − construction ∈ F P (GA)

input G; /*ÿóôù üôé ï G Ýœåé n êïñõöÝò*/ if G ∈ GA then

output "the graph is rigid" else

S := ∅; ’ := ∅; for i := 1 to n do

if G_{[i]} ∈ GA then

’ := ’ ∪ (i; i); G := G_{[i]} else

S := S ∪ {i} end if end for end if /*Óå áõôü ôï óçìåSSï ôï S ðåñéÝœåé ôïõëÜœéóôïí 2 óôïéœåSSá, ç ’ ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå ìç-ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü êáé êÜèå ôÝôïéïò áõôïìïñöéóìüò äåí áðåéêïíSSæåé óôïéœåSSá ôïõ S óôïí åáõôü ôïõò.*/ T := S; H := G; for i ∈ S do

for j ∈ T − {i} do

if G_{[i]} ∪ H_{[j]} ∈ GA then k := j;

end if end for ’ := ’ ∪ (i; k); T := T − k G := G_{[i]}; H := H_{[k]};

end for

åðåêôáèåSS óå ìç-ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü. Ôï äåýôåñï ìÝñïò ôïõ áëãïñSSèìïõ äïõëåýåé ìå ôçí âåâáSSùóç üôé ç ’ üðùò Ýœåé êáôáóêåõáóôåSS ùò åêåSSíï ôï óçìåSSï, ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå ìç-ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü êáé åðéðëÝïí ïé êüìâïé ðïõ äåí Ýœïõí ìðåé áêüìá óôçí ’ (óýíïëï S) äåí ìðïñïýí íá áðåéêïíéóèïýí óôïí åáõôü ôïõò. Áõôü ðïõ êÜíåé åSSíáé íá åëÝãœåé üëïõò ôïõò äõíáôïýò óõíäõáóìïýò êüìâùí áðü ôï S. Ç âåâáSSùóç ðïõ áíáöÝñáìå œñåéÜæåôáé ãéá ôçí ïñèüôçôá ôïõ åëÝãœïõ \G_{[i]} ∪ H_{[j]} ∈ GA" ãéáôSS áöïý #GA(G_{[i]}) = 1 êáé #GA(H_{[j]}) = 1 áí ç Ýíùóç ôùí ãñÜöùí Ýœåé ìç ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü ôüôå ïé äýï ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS. Áõôü óçìáSSíåé üôé õðÜñœåé ìç-ôåôñéììÝíïò áõôïìïñöéóìüò óôïí G ðïõ íá áðåéêïíSSæåé ôïí êüìâï i óôïí êüìâï j.

28 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

ÁíáöÝñïõìå œùñSSò áðüäåéîç üôé #GI ∈ F P (GI). Ç áðüäåéîç ìðïñåSS íá âñåèåSS óôï [KST93].

2.4 Ìïíáäéêüôçôá Ëýóçò - Uniqueness of Solution

ÐïëëÝò öïñÝò äåí ìáò åíäéáöÝñåé áí Ýíá ðñüâëçìá Ýœåé ëýóç áëëÜ êÜôé ðéï åîåéäéêåõìÝíï, áí Ýœåé ìïíáäéêÞ ëýóç. Ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí ôï ðñüâëçìá ýðáñîçò ìïíáäéêïý éóïìïñöéóìïý ìåôáîý äýï ãñÜöùí (UniqueGI), åSSíáé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçò ðïõ áðáíôÜ ìå ‘íáé’ áí äýï ãñÜöïé Ýœïõí Ýíáí ìïíáäéêü éóïìïñöéóìü êáé ìå ‘üœé’ áí ïé äýï ãñÜöïé äåí Ýœïõí éóïìïñöéóìü Þ Ýœïõí ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí éóïìïñöéóìïýò.

Èåþñçìá 2.14. Ôï ðñüâëçìá ìïíáäéêïý éóïìïñöéóìïý UniqueGI åSSíáé éóïäýíáìï ãéá Cook áíáãùãÞ ìå ôï GA.

Áðüäåéîç.

ÁñœéêÜ èá äåSSîïõìå üôé ôï óõìðëÞñùìá ôïõ GA, ôï GA, áíÜãåôáé êáôÜ Karp óôï UniqueGI. ÄåäïìÝíïõ ôïõ ãñÜöïõ G ãéá ôïí ïðïSSï èÝëïõìå íá îÝñïõìå áí Ýœåé ìç-ôåôñéììÝíïõò áõôïìïñöéóìïýò äSSíïõìå óôï ìáíôåSSï ãéá ôï UniqueGI ôï æåýãïò (G,G). Ðñïöáíþò õðÜñœåé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ï ôáõôïôéêüò, ðïõ áíôéóôïéœåSS óôïí ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü. ÅðïìÝíùò, áí ï G Ýœåé ìç-ôåôñéììÝíïõò áõôïìïñöéóìïýò, ôï æåýãïò (G,G) èá Ýœåé ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí éóïìïñöéóìïýò êáé ôï ìáíôåSSï èá áðáíôÞóåé áñíçôéêÜ. Áí ôï ìáíôåSSï áðáíôÞóåé èåôéêÜ, áõôü óçìáSSíåé üôé ï G äåí Ýœåé ìç-ôåôñéììÝíïõò áõôïìïñöéóìïýò. Óõíåðþò äåSSîáìå üôé GA ≤^p_m UniqueGI.

Ãéá ôçí Üëëç êáôåýèõíóç èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ðñüãñáììá ðïõ êÜíåé ôñåéò áíåîÜñôçôåò åñùôÞóåéò óôï ìáíôåSSï ãéá ôï GA.

Áëãüñéèìïò 2.7 UniqueGI ≤^p_T GA

input(G,H);

if G ∉ GA and H ∉ GA and (G ∪ H) ∈ GA then

accept else

reject end if end.

ÕðÜñœåé ìïíáäéêüò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí G êáé H áí êáé ìüíï áí êáé ïé äýï ãñÜöïé äåí Ýœïõí ìç-ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü áëëÜ ç Ýíùóç ôùí äýï

2.5 ÐñïâëÞìáôá Ìå Õðüóœåóç - Promise Problems 29

ãñÜöùí Ýœåé Ýíáí ìç-ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü ï ïðïSSïò èá áðåéêïíSSæåé ôïõò êüìâïõò ôïõ G óå áõôïýò ôïõ H êáé áíôSSóôñïöá.

Ìéáò êáé äåí öáSSíåôáé ôï GI íá áíÜãåôáé óôï GA, ôï UniqueGI öáSSíåôáé íá åSSíáé ðéï åýêïëï áðü ôï GI. Ôï ãåãïíüò áõôü äéáöïñïðïéåSS ôï GI áðü ôá NP-Complete ðñïâëÞìáôá ãéá ôá ïðïSSá óõíÞèùò éóœýåé üôé ôï ðñüâëçìá ìïíáäéêÞò ëýóçò äåí åSSíáé ðéï åýêïëï áðü ôï áñœéêü. ÿíá Üëëï óçìåSSï óôï ïðïSSï äéáöÝñåé ôï GI áðü ôá NP-Complete ðñïâëÞìáôá, åSSíáé ãéá ôá NP-Complete ðñïâëÞìáôá ïé åêäïœÝò áðáñSSèìçóçò ôùí ëýóåùí (#) åSSíáé ðéï äýóêïëåò áðü ôá áíôSSóôïéœá ðñïâëÞìáôá áðüöáóçò, åíþ ãéá ôï GI éóœýåé üôé ôï #GI åSSíáé ôï SSäéï äýóêïëï.

2.5 ÐñïâëÞìáôá Ìå Õðüóœåóç - Promise Problems

Ç ðáñáðÜíù êáôçãïñSSá ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò (ìïíáäéêÞò ëýóçò) ìáò ðáñáðÝìðåé óôï äéáœùñéóìü ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ Ýœïõí ëýóç óå äýï êáôçãïñSSåò: áõôÜ ðïõ Ýœïõí ìïíáäéêÞ ëýóç êáé óå áõôÜ ðïõ Ýœïõí ðåñéóóüôåñåò ëýóçò. Ìéá äéêáéïëïãçìÝíç åñþôçóç åSSíáé áí õðÜñœåé áëãüñéèìïò ðéï áðïäïôéêüò ðïõ íá äSSíåé óùóôÞ áðÜíôçóç ãéá Ýíá õðïóýíïëï óôéãìéïôýðùí. ÐñïâëÞìáôá ôùí ïðïSSùí ôá óôéãìéüôõðá èÝëïõìå íá ðëçñïýí êÜðïéåò ðñïäéáãñáöÝò ïíïìÜæïíôáé ðñïâëÞìáôá ìå õðüóœåóç (promise problems). Ðéï áõóôçñÜ:

Ïñéóìüò 2.15. ÿíá Ðñüâëçìá ìå Õðüóœåóç (Promise Problem) åSSíáé Ýíá æåýãïò óõíüëùí (Q,R). ÿíá óýíïëï L êáëåSSôáé ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò ìå õðüóœåóç (Q,R) áí

∀x(x ∈ Q ⇒ (x ∈ L ⇔ x ∈ R)):

Ãéá åõêïëSSá ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå ôï ðñüâëçìá ìå õðüóœåóç óáí Ýíá ðñüãñáììá ìå ôçí åîÞò äïìÞ:

input x promise Q(x) property R(x)

üðïõ ôá Q êáé R åSSíáé êáôçãïñÞìáôá. ÿíáò áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé ôï ðñüâëçìá ìå õðüóœåóç ðñÝðåé íá áðïöáóSSóåé áí R(x) õðü ôçí õðüèåóç üôé ç åSSóïäïò (ôï x) éêáíïðïéåSS ôï êáôçãüñçìá Q. Áí äåí ôï éêáíïðïéåSS ï áëãüñéèìïò ìðïñåSS íá áðáíôÞóåé ìå ‘íáé’ Þ ‘üœé’ åSSôå ôï x éêáíïðïéåSS ôï R, åSSôå üœé.

Óôç óõíÝœåéá èåùñïýìå Ýíá ðñüâëçìá ìå õðüóœåóç ðïõ Ýœåé óœÝóç ìå ôï GI.

30 ÊåöÜëáéï 2. ÐñïâëÞìáôá Áðüöáóçò, ÁíáæÞôçóçò êáé ÁñSSèìçóçò

input H; G_1; G_2 promise H ≡ G_1 xor H ≡ G_2 property H ≡ G_1

ÿóôù A ìéá ëýóç ôïõ ðáñáðÜíù ðñïâëÞìáôïò ìå õðüóœåóç. Áðïäåéêíýåôáé üôé GI ≤^p_T A.

ÿóôù 1GA ôï óýíïëï ôùí ãñÜöùí ìå ôï ðïëý Ýíáí ìç-ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü. Ðáñáôçñïýìå üôé 1GA ∩ GA = UniqueGA. Èåùñïýìå ôï ðñüâëçìá ìå õðüóœåóç (1GA,GA). Ãéá ôï ðñüâëçìá áõôü äSSíïõìå œùñSSò áðüäåéîç ôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá.

∀L solution of (1GA; GA) : GA ≤^p_T L Áðü ôï ïðïSSï ðñïêýðôåé óáí ðüñéóìá üôé GA ≤^p_T UniqueGA ÅðSSóçò Ýœïõìå üôé UniqueGA ≤^p_T GA åðïìÝíùò óå óõíäõáóìü ìå ôï ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé UniqueGA ≡^p_T GA.

2.6 ÁíÜãïíôáò ÐïëëáðëÝò ÅñùôÞóåéò óå ÌSSá

ÅSSäáìå óôçí áíáãùãÞ ôïõ GA óôï GI üôé êÜíáìå ðåñéóóüôåñåò áðü ìéá åñùôÞóåéò óôï ìáíôåSSï ãéá ôï GI êáé åðïìÝíùò ç áíáãùãÞ Þôáí Cook êáé üœé Karp. Áðü ôçí Üëëç ðáñáôçñïýìå üôé ìüëéò ôï ìáíôåSSï äþóåé èåôéêÞ áðÜíôçóç óå ìéá áðü ôéò åñùôÞóåéò Ýœïõìå áðÜíôçóç ãéá ôï GA êáé åðéðëÝïí ïé åñùôÞóåéò äåí åîáñôþíôáé áðü ôï ôé Ýœåé áðáíôÞóåé ìÝœñé åêåSSíç ôç óôéãìÞ ôï ìáíôåSSï, áëëÜ áðïêëåéóôéêÜ áðü ôçí åSSóïäï (áíáãùãÞ äéáæåõêôéêïý ðSSíáêá áëçèåSSáò).

ĳðùò èá äïýìå óå áõôÞ ôçí åíüôçôá, üëåò ïé åñùôÞóåéò (G_{[i]}; G_{[j]}); i < j ìðïñïýí íá óõíäõáóôïýí óå ìéá åñþôçóç (G^′; G^{′′}) ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå ôá G^′ êáé G^{′′} íá åSSíáé éóïìïñöéêÜ áí êáé ìüíï áí ôïõëÜœéóôïí ãéá Ýíá áðü ôá æåýãç (G_{[i]}; G_{[j]}); i < j ïé G_{[i]} êáé G_{[j]} åSSíáé éóïìïñöéêïSS.

Áêïëïõèïýí ïé ïñéóìïSS ôùí åííïéþí or-function êáé and-function.

Ïñéóìüò 2.16. Ìéá or-function ãéá Ýíá óýíïëï A åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç f ðïõ áðåéêïíSSæåé áêïëïõèSSåò áðü strings óå strings Ýôóé þóôå ãéá êÜèå áêïëïõèSSá x_1; : : : ; x_n éóœýåé:

f(x_1; : : : ; x_n) ∈ A ⇔ ∃i; 1 ≤ i ≤ n; x_i ∈ A

Ïñéóìüò 2.17. Ìéá and-function ãéá Ýíá óýíïëï A åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç f ðïõ áðåéêïíSSæåé áêïëïõèSSåò áðü strings óå strings Ýôóé þóôå ãéá êÜèå áêïëïõèSSá x_1; : : : ; x_n éóœýåé:

f(x_1; : : : ; x_n) ∈ A ⇔ ∀i; 1 ≤ i ≤ n; x_i ∈ A

2.6 ÁíÜãïíôáò ÐïëëáðëÝò ÅñùôÞóåéò óå ÌSSá 31

Ôï áêüëïõèï èåþñçìá ìáò ëÝåé üôé ôï GA Ýœåé or-function õðïëïãSSóéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, áëëÜ äåí åSSíáé ãíùóôü áí Ýœåé êáé áíôSSóôïéœç andfunction.

Èåþñçìá 2.18. Ôï GA Ýœåé or-function õðïëïãSSóéìç óå ðïëõùíõìéêü œñü- íï. ÄSSíïõìå œùñSSò áðüäåéîç ôá áêüëïõèá äýï èåùñÞìáôá.

Èåþñçìá 2.19. Ôï GI Ýœåé and-function õðïëïãSSóéìç óå ðïëõùíõìéêü œñü- íï. Èåþñçìá 2.20. Ôï GI Ýœåé or-function õðïëïãSSóéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. Ðüñéóìá 2.21. Ôï GA áíÜãåôáé óôï GI êáôÜ Karp.

Áðüäåéîç. Áðü ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ôï GI Ýœåé or-function õðïëïãSSóéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, Üñá, êáé ìå âÜóç ôçí ðáñáðÜíù óõæÞôçóç, õðÜñœåé óõíÜñôçóç g ôÝôïéá þóôå:

g((G_{[1]}; G_{[2]}); : : : ; (G_{[n−1]} ; G_{[n]})) ∈ GI ⇔ G ∈ GA

.

ÊåöÜëáéï 3

ÐáñáëëáãÝò ôïõ Éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí ðïõ åSSíáé åýêïëåò

ĳðùò Ýœïõìå åîçãÞóåé ìÝœñé óôéãìÞò ôï ðñüâëçìá éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí äåí åSSíáé ãíùóôü áí áíÞêåé óôï P , áí åSSíáé NP -Complete Þ åíäåœïìÝíùò áí áíÞêåé óå êÜðïéá åíäéÜìåóç êëÜóç. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá áóœïëçèïýìå ìå ðåñéðôþóåéò ôïõ éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí ðïõ åSSíáé áðïäåäåéãìÝíá åýêïëåò, ìå õðïðåñéðôþóåéò äçëáäÞ ðïõ áíÞêïõí óôï P .

3.1 Éóïìïñöéóìüò óå ÅðSSðåäïõò ÃñÜöïõò (PGI)

ÉóôïñéêÜ, Ýíá áðü ôá ðñþôá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí PGI áöïñïýóå åðSSðåäïõò ãñÜöïõò ìå ìÝãéóôï âáèìü 3 (triconnected planar graphs) ìéáò êáé Ýíáò ôÝôïéïò ãñÜöïò Ýœåé ìïíáäéêÞ åìöýôåõóç (unique embedding) óå óöáSSñá [Whi33]. Ï Weinberg [Wei66] åêìåôáëëåýôçêå áõôü ôï ãåãïíüò ãéá íá öôéÜîåé Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ Ýëåãœå áí õðÜñœåé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÝôïéùí ãñÜöùí óå O(|V |^2) œñüíï, üðïõ V åSSíáé ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí ôùí äýï ãñáöçìÜôùí. Ôï áðïôÝëåóìá åðåêôÜèçêå ãåíéêÜ óå åðSSðåäïõò ãñÜöïõò êáé âåëôéþèçêå óå O(|V |log|V |) áðü ôïõò Hopcroft êáé Tarjan[HT72]. ÔÝëïò, ôï 1974, ïé Hopcroft êáé Wong [HW74] Ýäùóáí ãñáììéêü áëãüñéèìï ãéá ôïí éóïìïñöéóìü åðSSðåäùí ãñÜöùí. Ï áëãüñéèìïò åSSíáé áñêåôÜ ðåñSSðëïêïò êáé, üðùò ëÝíå êáé ïé óõããñáöåSSò ôïõ, Ýœåé êõñSSùò èåùñçôéêü åíäéáöÝñïí ãéáôSS, ëüãù ôçò ìåãÜëçò óôáèåñÜò œñüíïõ, äåí èåùñåSSôáé ðñáêôéêüò.

3.2 ŒñùìáôéóìÝíïé ÃñÜöïé

ĳôáí ïé ãñÜöïé ìå ôïõò ïðïSSïõò áóœïëïýìáóôå Ýœïõí œñþìáôá óôéò êïñõöÝò èá ìéëÜìå ãéá œñùìáôéóìÝíïõò ãñÜöïõò. Ðñïöáíþò óôç ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç

34 ÊåöÜëáéï 3. ÐáñáëëáãÝò ôïõ Éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí ðïõ åSSíáé åýêïëåò

ôï ðñüâëçìá éóïìïñöéóìïý (áõôïìïñöéóìïý) œñùìáôéóìÝíùí ãñÜöùí äåí åSSíáé ðéï åýêïëï áðü ôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá œùñSSò œñþìáôá. Áðü üôé Ýœïõìå áíáöÝñåé ìÜëéóôá ôá äýï ðñïâëÞìáôá åSSíáé éóïäýíáìá õðü Karp áíáãùãÞ 2.4. Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá ìáò áðáóœïëÞóïõí åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò áõôþí ôùí ðñïâëçìÜôùí.

Èåþñçìá 3.1. [JKMT03] Ôï ðñüâëçìá áõôïìïñöéóìïý ãñÜöïõ ãéá œñùìáôéóìÝíïõò ãñÜöïõò ìå ôï ðïëý 2 êüìâïõò ìå ôï SSäéï œñþìá (color classes of size at most 2) åSSíáé éóïäýíáìï êáôÜ many-one AC^0 ìå ôï UCC, ðñüâëçìá áðüöáóçò ãéá ôï áí Ýíáò ãñÜöïò Ýœåé ðÜíù áðü ìSSá óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. ÓõìâïëéêÜ:

2 − GA ≡^{AC0}_m UCC:

Èåþñçìá 3.2. [JKMT03]Ôï ðñüâëçìá éóïìïñöéìïý ãñÜöùí ãéá œñùìáôéóìÝíïõò ãñÜöïõò ìå ôï ðïëý 3 êüìâïõò ìå ôï SSäéï œñþìá (color classes of size at most 3) áíÞêåé óôçí êëÜóç SL(Symmetric Logarithmic). ÓõìâïëéêÜ:

3 − GI ∈ SL . Èåþñçìá 3.3. [JKMT03] Ôï ðñüâëçìá áõôïìïñöéóìïý ãñÜöïõ ãéá œñùìáôéóìÝíïõò ãñÜöïõò ìå ôï ðïëý 3 êüìâïõò ìå ôï SSäéï œñþìá (color classes of size at most 3) áíÞêåé óôçí êëÜóç SL(Symmetric Logarithmic). ÓõìâïëéêÜ:

3 − GA ∈ SL:

Èåþñçìá 3.4. [JKMT03] Ôï ðñüâëçìá éóïìïñöéìïý ãñÜöùí ãéá œñùìáôéóìÝíïõò ãñÜöïõò ìå ôï ðïëý 2 êüìâïõò ìå ôï SSäéï œñþìá (color classes of size at most 2) åSSíáé äýóêïëï ãéá ôçí êëÜóç SL(Symmetric Logarithmic) ãéá áíáãùãÞ ≤^{AC0}_m . ÓõìâïëéêÜ:

2 − GI is SL − hard:

Áðü ôá èåùñÞìáôá 3.2 êáé 3.4 ðñïêýðôåé ôï åîÞò:

Ðüñéóìá 3.5. Ôá 2-GI êáé 3-GI åSSíáé SL-Complete ãéá áíáãùãÞ ≤^{AC0}_m .

3.3 Éóïìïñöéóìüò ÄÝíäñùí

Ôá äÝíäñá åSSíáé ìéá åéäéêÞ ðåñSSðôùóç åðSSðåäùí ãñáöçìÜôùí êáé åðïìÝíùò ï éóïìïñöéóìüò äÝíäñùí áíÞêåé óôï P êáé ìÜëéóôá õðÜñœåé ãñáììéêüò áëãüñéèìïò áðü üôé Ýœïõìå Þäç áíáöÝñåé [HT72]. Óôç óõíÝœåéá ðñïôåSSíïõìå Ýíáí áðëü áëãüñéèìï ãéá ôïí éóïìïñöéóìü äÝíäñùí [KST93]

3.3 Éóïìïñöéóìüò ÄÝíäñùí 35

1. Óå êáèÝíá áðü ôá äÝíäñá âÜæïõìå åôéêÝôá óå üëá ôá öýëëá (êïñõöÝò âáèìïý 1) ôï ‘1’. Áí ï áñéèìüò ôùí öýëëùí ôùí G_1 êáé G_2 åSSíáé äéáöïñåôéêüò áðáíôÜìå \ìç-éóïìïñöéêÜ äÝíäñá".

2. Óå êÜèå äÝíäñï, êáèüñéóå ôá óýíïëá êïñõöþí œùñSSò åôéêÝôá S_1 êáé S_2 Ýôóé þóôå êÜèå ãåSSôïíáò êïñõöÞò v ∈ S_i, åêôüò áðü Ýíáí ôï ðïëý, íá Ýœåé åôéêÝôá. Äþóå óôçí êïñõöÞ v ùò ðñïóùñéíÞ åôéêÝôá ôçí ëSSóôá (l_1; : : : ; l_k) ôùí åôéêåôþí ôùí ãåéôüíùí ôçò ðïõ Ýœïõí åôéêÝôá, ôáîéíïìçìÝíç óå ìç-öèSSíïõóá óåéñÜ. Óýãêñéíå ôéò ðñïóùñéíÝò åôéêÝôåò ôùí êïñõöþí ôùí S_1 êáé S_2. Áí ïé åôéêÝôåò äåí óõìöùíïýí (ùò ðïëõóýíïëá) äþóå áðÜíôçóç \ìç-éóïìïñöéêÜ äÝíäñá".

3. ÁíôéêáôÜóôçóå ôéò ðñïóùñéíÝò åôéêÝôåò (ðïõ åSSíáé ëSSóôåò áñéèìþí) ìå íÝåò åôéêÝôåò ðïõ åSSíáé áñéèìïSS k; k+1; k+2; : : : Ýôóé þóôå ïé êïñõöÝò ìå ôçí SSäéá ðñïóùñéíÞ åôéêÝôá íá Ýœïõí ôçí SSäéá íÝá åôéêÝôá êáé ïé åôéêÝôåò k; k + 1; k + 2; : : : íá ìçí Ýœïõí îáíáœñçóéìïðïéçèåSS

4. Áí äåí Ýœïõí üëåò ïé êïñõöÝò åôéêÝôá, ãýñéóå óôï âÞìá 2

5. Äþóå ùò áðÜíôçóç \éóïìïñöéêÜ äÝíäñá" Ï áëãüñéèìïò áõôüò áíôéìåôùðSSæåé ôéò êïñõöÝò áíÜ åðSSðåäá, îåêéíþíôáò áðü ôá öýëëá. ÅSSíáé åýêïëï íá äéáðéóôþóåé êáíåSSò üôé óå êÜèå åíäéÜìåóï âÞìá, SSóåò åôéêÝôåò áíôéóôïéœïýí óå éóïìïñöéêÜ õðïäÝíäñá. Ìå Üëëá ëüãéá, ïé åôéêÝôåò ðïõ äSSíïõìå óå êÜèå êïñõöÞ, êùäéêïðïéïýí ìå ìïíáäéêü ôñüðï ôï õðïäÝíäñï óôï ïðïSSï åSSíáé ñSSæá.

Óôç óõíÝœåéá èá äþóïõìå êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ðëçñüôçôáò ôïõ ðñïâëÞìáôïò éóïìïñöéóìïý äÝíäñùí ãéá êëÜóåéò ìéêñüôåñåò ôïõ P . Áõôü üìùò óçìáSSíåé üôé äåí ìáò áñêåSS ðëÝïí ïé äéáöïñåôéêÝò áíáðáñáóôÜóåéò íá Ýœïõí ðïëõùíõìéêÞ óœÝóç ìåôáîý ôïõò. ÌÜëéóôá èá äïýìå üôé Ýœïõìå äéáöïñåôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðëçñüôçôáò áíÜëïãá ðïéá áðü ôéò äýï áêüëïõèåò áíáðáñáóôÜóåéò èá œñçóéìïðïéïýìå.

Ï ðñþôïò ôñüðïò áíáðáñÜóôáóçò ïíïìÜæåôáé áíáðáñÜóôáóç óõìâïëïáêïëïõèSSáò (string representation) êáé ïñSSæåôáé áíáäñïìéêÜ ùò åîÞò. Ôï äÝíäñï ìå Ýíáí êüìâï áíáðáñSSóôáôáé áðü ôçí óõìâïëïáêïëïõèSSá (). Ôï äÝíäñï T ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü ìéá ñSSæá êáé õðïäÝíäñá Ô_1; : : : ; T_k üðïõ á_i ç áíáðáñÜóôáóç ãéá ôï õðïäÝíäñï T_i, Ýœåé áíáðáñÜóôáóç (á_1 : : : á_k). Ðñïöáíþò Ýíá äÝíäñï ìðïñåSS íá Ýœåé ðåñéóóüôåñåò áíáðáñáóôÜóåéò óå óõìâïëïáêïëïõèSSá, áíáëüãùò ðïéüí êüìâï èá äéáëÝîïõìå ùò ñSSæá. Ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå êáé áõôüí ôïí ôñüðï ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç äÝíäñùí ìå œñþìáôá óôéò êïñõöÝò. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç œñçóéìïðïéïýìå \œñùìáôéóôÝò ðáñåíèÝóåéò" äçëáäÞ áí C åSSíáé ôï óýíïëï ôùí œñùìÜôùí, ìåôÜ áðü êÜèå ðáñÝíèåóç ðïõ áíïSSãåé œñçóéìïðïéïýìå log(|C|) bits ìåôÜ ôï Üíïéãìá ôçò ðáñÝíèåóçò ãéá íá êùäéêïðïéÞóïõìå ôï œñþìá.

36 ÊåöÜëáéï 3. ÐáñáëëáãÝò ôïõ Éóïìïñöéóìïý ãñÜöùí ðïõ åSSíáé åýêïëåò

Ï äåýôåñïò ôñüðïò áíáðáñÜóôáóçò ïíïìÜæåôáé áíáðáñÜóôáóç ìå äåSSêôåò (pointer representation). Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç èåùñïýìå üôé ôá äÝíäñá äSSíïíôáé áðü ìéá ëSSóôá áðü æåõãÜñéá êüìâùí ðïõ áíáðáñéóôïýí êáôåõèõíüìåíåò ðëåõñÝò. ĳðùò êáé óôçí ðñïçãïýìåíç ðåñSSðôùóç, áí áóœïëïýìáóôå ìå œñùìáôéóìÝíá äÝíäñá ìå ôçí áíáðáñÜóôáóç åíüò êüìâïõ œñçóéìïðïéïýìå log(|C|) bits ãéá íá êùäéêïðïéÞóïõìå ôï œñþìá ôïõ.

Óôç óõíÝœåéá èá œñçóéìïðïéïýìå ôïõò óõìâïëéóìïýò TI êáé CTI ãéá ôá ðñïâëÞìáôá éóïìïñöéóìïý äÝíäñùí (Tree Isomorphism) êáé éóïìïñöéóìïý œñùìáôéóìÝíùí äÝíäñùí (Colored Tree Isomorphism) áíôSSóôïéœá. ÅðSSóçò èá œñçóéìïðïéïýìå ôïõò óõìâïëéóìïýò TA êáé CTA ãéá ôá ðñïâëÞìáôá áõôïìïñöéóìïý óå äÝíäñá (Tree Automorphism) êáé ôïõ áõôïìïñöéóìïý óå œñùìáôéóìÝíá äÝíäñá (Colored Tree Automorphism).

ÅðåéäÞ óôá áêüëïõèá áðïôåëÝóìáôá èá œñåéáóôïýìå ôçí Ýííïéá ôçò manyone AC^0 áíáãùãÞò, ôçí ïñSSæïõìå áêïëïýèùò.

Ïñéóìüò 3.6. ÿóôù äýï ãëþóóåò A; B ⊆ Ó^∗. ËÝìå üôé ç ãëþóóá A áíÜãåôáé many-one AC^0 óôçí B áí õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f ðïõ íá õðïëïãSSæåôáé áðü ìéá DLOGTIME-ïìïéüìïñöç (uniform) ïéêïãÝíåéá áðü AC^0 êõêëþìáôá ðïõ Ýœïõí ôçí éäéüôçôá üôé ∀x ∈ Ó^∗; x ∈ A ⇐⇒ f(x) ∈ B. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç ãñÜöïõìå A ≤^{AC0}_m B.

ÅSSíáé åìöáíÝò üôé TI ≤^{AC0}_m CTI èåùñþíôáò üôé üëïé ïé êüìâïé Ýœïõí ôï SSäéï œñþìá. Ôï áíôSSèåôï äåí åSSíáé ðñïöáíÝò áëëÜ éóœýåé åðSSóçò. ËÞììá 3.7. Œñçóéìïðïéþíôáò åSSôå ôçí áíáðáñÜóôáóç óõìâïëïáêïëïõèSSáò åSSôå ôçí áíáðáñÜóôáóç ìå äåSSêôåò éóœýåé üôé CTI ≤^{AC0}_m TI

Ç áðüäåéîç ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò áíáðáñÜóôáóçò ìðïñåSS íá âñåèåSS óôï [JKMT03]. Áðü ôï ëÞììá ðñïêýðôåé üôé ôá TI êáé CTI åSSíáé AC^0 éóïäýíáìá.

Ìéá ðáñáëëáãÞ áõôïý ôïõ ëÞììáôïò äåSSœíåé üôé êáé ôá TA êáé CTA åSSíáé AC^0 éóïäýíáìá.

Óôç óõíÝœåéá äSSíïõìå êÜðïéá áðïôåëÝóìáôá ðëçñüôçôáò áðü ôçí SSäéá åñãáóSSá ãéá ôá TI êáé CTI.

Èåþñçìá 3.8. Óôçí áíáðáñÜóôáóç ìå óõìâïëïáêïëïõèSSåò (string representation), ôá TI êáé CTI åSSíáé NC^1 − Complete õðü ≤^{AC0}_m áíáãùãÞ. Èåþñçìá 3.9. Óôçí áíáðáñÜóôáóç ìå äåSSêôåò (pointer representation), ôá TI, CTI, TA êáé CTA åSSíáé L^1 − Complete õðü ≤^{AC0}_m áíáãùãÞ.

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ìå äåSSêôåò ôá TA êáé CTA åSSíáé L-Complete üðùò êáé ôá ÔÉ êáé CÔÉ, åíþ ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ìå óõìâïëïáêïëïõèSSåò äåí åSSíáé ãíùóôü áí åSSíáé NC^1-Complete. Ðñüêåéôáé ãéá ìéá áêüìá Ýíäåéîç üôé ôï ðñüâëçìá ôïõ áõôïìïñöéóìïý åSSíáé ðéï åýêïëï áðü ôï ðñüâëçìá ôïõ éóïìïñöéóìïý.

3.4 ÐñïóåããéóôéêÝò ÌÝèïäïé 37

3.4 ÐñïóåããéóôéêÝò ÌÝèïäïé

Ôá ðáñáêÜôù âñÝèçêáí áðü ôï \A Compendium of NP optimization problems" (http://www.nada.kth.se/ viggo/problemlist/compendium.html)Ðñüêåéôáé ãéá ðñïâëÞìáôá ôá ïðïSSá Ýœïõí íá êÜíïõí ìå éóïìïñöéóìü óå ãñÜöïõò êáé ôá ïðïSSá Ýœïõí ìåëåôçèåSS áðü ôç óêïðéÜ ôùí ðñïóåããéóôéêþí áëãïñSSèìùí.

Ïñéóìüò 3.10. MCS : MAXIMUM COMMON SUBGRAPH - ÌÝãéóôïò Êïéíüò ÕðïãñÜöïò ÄåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí G_1(V_1; E_1) êáé G_2(V_2; E_2) æçôÜìå íá âñïýìå E^′_1 ⊆ E_1 êáé E^′_2 ⊆ E_2 Ýôóé þóôå ïé ãñÜöïé G^′_1(V_1; E^′_1) êáé G^′_2(V_2; E^′_2) íá åSSíáé éóïìïñöéêïSS êáé íá Ýœïõìå ôï ìÝãéóôï äõíáôü áñéèìü ðëåõñþí (|Å^′|).

Ôï ðñüâëçìá åSSíáé NP-Complete êáé APX-hard

Ïñéóìüò 3.11. MCIG : MAXIMUM COMMON INDUCED SUB- GRAPH - ÌÝãéóôïò Êïéíüò Ðáñáãüìåíïò ÕðïãñÜöïò ÄåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí G_1(V_1; E_1) êáé G_2(V_2; E_2) æçôÜìå íá âñïýìå V^′_1 ⊆ V_1 êáé V^′_2 ⊆ V_2 Ýôóé þóôå ïé ðáñáãüìåíïé õðïãñÜöïé ôùí G_1 êáé G_2 íá åSSíáé éóïìïñöéêïSS êáé íá Ýœïõìå ôï ìÝãéóôï äõíáôü áñéèìü êïñõöþí (|V^′|).

Äåí ðñïóåããSSæåôáé ìå ëüãï ðñïóÝããéóçò |V |^" ãéá " > 0

Ïñéóìüò 3.12. MAXIMUM COMMON EMBEDDED SUB-TREE- ÌÝãéóôï êïéíü åìöõôåõìÝíï õðï-äÝíäñï ÄåäïìÝíùí äýï äÝíäñùí T_1 êáé T_2, æçôÜìå Ýíá ìÝãéóôï êïéíü åìöõôåõìÝíï õðïäÝíäñï, äçëáäÞ Ýíá äÝíäñï ìå åôéêÝôåò T^′ ðïõ íá ìðïñåSS íá åìöõôåõèåSS êáé óôá äýï äåäïìÝíá äÝíäñá T_1 êáé T_2. Ìéá åìöýôåõóç áðü ôï T^′ óôï T åSSíáé ìéá injective óõíÜñôçóç áðü ôïõò êüìâïõò ôïõ T^′ óôïõò êüìâïõò ôïõ T ðïõ äéáôçñåSS åôéêÝôåò êáé ôçí éäéüôçôá ôïõ ðñïãüíïõ (ancestorship). Ìéáò êáé äåí œñåéÜæåôáé íá äéáôçñçèåSS ç éäéüôçôá ôçò ðáôñüôçôáò (fathership), ôï T^′ äåí œñåéÜæåôáé íá åSSíáé Ýíá êïéíü õðïäÝíäñï

Ôï ðñüâëçìá ðñïóåããSSæåôáé ìå ðáñÜãïíôá log^2 n, ùò ðñïò ôïí áñéèìü ôùí êüìâùí ôùí äÝíäñùí [HT96]. Áðü ôçí Üëëç åSSíáé APX-hard [ZJ94].

Ïñéóìüò 3.13. MGT : MINIMUM GRAPH TRANSFORMATION - ÅëÜœéóôç ÌåôáôñïðÞ ÃñÜöïõ ÄåäïìÝíùí äýï ãñÜöùí G_1(V_1; E_1) êáé G_2(V_2; E_2) æçôÜìå ôçí åëÜœéóôç ìåôáôñïðÞ Ýôóé þóôå ï G_1 íá ãSSíåé éóïìïñöéêüò ìå ôïí G_2. ÊáôÜ ôç ìåôáôñïðÞ Ýíá óýíïëï ðëåõñþí E^′ áöáéñåSSôáé áðü ôïí G_1 êáé ðñïóôSSèåôáé óôïí G_2. Ðñïöáíþò üôáí æçôÜìå ôçí åëÜœéóôç ìåôáôñïðÞ èÝëïõìå íá åëáœéóôïðïéÞóïõìå ôï |E^′|.

.

ÌÝñïò äåýôåñï ÈåùñSSá Ðïëõðëïêüôçôáò

.

ÊåöÜëáéï 4

ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ìáò áðáóœïëÞóïõí èÝìáôá ðïëõðëïêüôçôáò. Èá ïñSSóïõìå êëÜóåéò ìå œñÞóç ðïóïäåéêôþí êáé ìå œñÞóç ôåëåóôþí, èá ïñSSóïõìå ôçí ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá (PH) êáé èá äïýìå ðüôå êáôáññÝåé, èá ìéëÞóïõìå ãéá äéáäñáóôéêÝò áðïäåSSîåéò êáé ìçäåíéêÞ ãíþóç (Interactive Proofs and Zero Knowledge) êáé èá áóœïëçèïýìå ìå ðéèáíïôéêÝò êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò (probabilistic complexity classes). ÔÝëïò èá ïñSSóïõìå éåñáñœSSåò ìÝóá óôçí êëÜóç NP êáé èá äåSSîïõìå üôé ôï GI äåí åSSíáé NP-Complete åêôüò êé áí êáôáññÝåé ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá, êÜôé ôï ïðïSSï äåí èåùñïýìå ðéèáíü.

4.1 ÐïóïäåSSêôåò(Quanti˛ers)

ĳôáí ïñSSóáìå ôéò êëÜóåéò P êáé NP äþóáìå êáé ôïõò ïñéóìïýò ìÝóù ìçœáíþí Turing. ÿœïõìå Þäç äåé üôé ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ìå ðåñéóóüôåñïõò áðü Ýíáí ôñüðïõò. ÿíáò ôñüðïò óôïí ïðïSSï èá óôáèïýìå åSSíáé áõôüò ôùí ðïóïäåéêôþí.

Ôï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï ðïõ èá Ýœïõìå óôï ìõáëü ìáò åSSíáé áõôü åíüò ðëÞñïõò äõáäéêïý äÝíäñïõ (full complete binary tree). Ìå M(x; y) èá óõìâïëSSæïõìå ôï áðïôÝëåóìá ôïõ õðïëïãéóìïý ðÜíù óôï äÝíäñï áõôü áðü ôç ñSSæá (x) ùò ôï öýëëï y. To áðïôÝëåóìá ìðïñåSS íá åSSíáé \yes", \no" Þ êáé \no-answer". Óôçí ïõóSSá ìðïñïýìå íá ðåñéïñéóôïýìå ìüíï óôï \yes" êáé \no-answer", áëëÜ äåí èá óôáèïýìå óå áõôü ôï óçìåSSï.

Œñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ðáñáðÜíù óõìâïëéóìïýò ïñSSæïõìå îáíÜ ôéò êëÜóåéò NP, co-NP êáé P.

Ïñéóìüò 4.1. L ∈ NP : { x ∈ L ⇒ ∃y M(x; y) = yes x ∉ L ⇒ ∀y M(x; y) = no

42 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Èá ãñÜöïõìå NP = (∃=∀).

Ïñéóìüò 4.2. L ∈ co − NP : { x ∈ L ⇒ ∀y M(x; y) = yes x ∉ L ⇒ ∃y M(x; y) = no

Èá ãñÜöïõìå co − NP = (∀=∃).

Ïñéóìüò 4.3. L ∈ P : { x ∈ L ⇒ ∀y M(x; y) = yes x ∉ L ⇒ ∀y M(x; y) = no

Èá ãñÜöïõìå P = (∀=∀).

4.2 H ÐïëõùíõìéêÞ ÉåñáñœSSá

Ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá (PH), ìå ôçí ïðïSSá èá áóœïëçèïýìå óôç óõíÝœåéá, œôSSæåôáé ðÜíù óôéò êëÜóåéò P êáé NP ïé ïðïSSåò áðïôåëïýí ôç ìçäåíéêÞ êáé ôçí ðñþôç ôçò âáèìSSäá áíôSSóôïéœá. Äåí åSSíáé ãíùóôü áí ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá óœçìáôSSæåé ìéá Üðåéñç ãíÞóéá éåñáñœSSá, Þ áí, üðùò ëÝìå, êáôáññÝåé óå êÜðïéï åðSSðåäü ôçò. Ç åéêáóSSá åSSíáé üôé ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá äåí êáôáññÝååé, ôïõëÜœéóôïí óôá ðñþôá åðSSðåäÜ ôçò. ÐïëëÜ áðïôåëÝóìáôá ðïõ èá äþóïõìå éóœýïõí ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç éåñáñœSSá äåí êáôáññÝåé óå êÜðïéï åðSSðåäü ôçò. ÔÝôïéá áðïôåëÝóìáôá Ýœïõí ìåãÜëç áîSSá êáèþò, üðùò åSSðáìå, äåí ðéóôåýïõìå üôé ç PH êáôáññÝåé.

Ìéá Ýííïéá ðïõ èá ìáò âïçèÞóåé íá áíôéëçöèïýìå êÜðïéåò Ýííïéåò óôç óõíÝœåéá åSSíáé ôá ðáéœíSSäéá äýï ðáéêôþí. ËÝìå üôé ï ðáSSêôçò 1 Ýœåé óôñáôçãéêÞ ðïõ êåñäSSæåé áí õðÜñœåé ìéá êSSíçóç ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå êSSíçóç ôïõ áíôéðÜëïõ íá õðÜñœåé ìéá êSSíçóç ôÝôïéá þóôå, .... , íá êåñäSSæåé. Áõôü ìðïñïýìå íá ôï äïýìå óõìâïëéêÜ óáí ìéá åíáëëáãÞ ðïóïäåéêôþí (alteration of quanti˛ers).

Áò èõìçèïýìå ôïí ïñéóìü ðïõ åSSœáìå äþóåé ãéá ôï NP (âë. Ïñéóìü 1.7) ÿíá óýíïëï Á åSSíáé óôçí êëÜóç NP áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé óýíïëï B ∈ P , êÜðïéï ðïëõþíõìï p êáé ãéá êÜèå x, x ∈ A ⇔ ∃y; |y| ≤ p(|x|) and (x; y) ∈ B Ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí êëÜóç NP óáí ôçí êëÜóç ôùí ðáéãíSSùí ìéáò êSSíçóçò ìå ðáñÜìåôñï ôçí åSSóïäï x Ýôóé þóôå ï ðáSSêôçò 1 íá Ýœåé óôñáôçãéêÞ ðïõ êåñäSSæåé áêñéâþò ãéá ôá x ∈ A. ÓõœíÜ èá ëÝìå ôïí ðáSSêôç 1 Prover êáé ôïí ðáSSêôç 2 Veri˛er. Ïé ëüãïé èá ãSSíïõí êáôáíïçôïSS óôç óõíÝœåéá.

ÿôóé áí x ∈ A ï Prover Ýœåé ìéá êSSíçóç y ôçí ïðïSSá ìåôáäSSäåé óôïí Veri˛er ï ïðïSSïò ôçí åðáëçèåýåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ÁíôSSèåôá, áí x ∉ A ü,ôé êáé íá óôåSSëåé ï Prover óôïí Veri˛er, áõôüò äåí èá åðáëçèåýóåé.

Ìðïñïýìå ôþñá íá ãåíéêåýóïõìå, ïñSSæïíôáò ôçí ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá

Ïñéóìüò 4.4. ÿíá óýíïëï Á åSSíáé óôçí êëÜóç Ó^p_k (k ≥ 0) áí êáé ìüíï áí õðÜñœåé óýíïëï B ∈ P êáé ðïëõþíõìï p ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå x íá éóœýåé:

x ∈ A ⇔ ∃y_1∀y_2 : : : Qy_k (x; y_1; y_2; : : : ; y_k) ∈ B

4.2 H ÐïëõùíõìéêÞ ÉåñáñœSSá 43

üðïõ Q = ∀ áí ôï k åSSíáé Üñôéïò êáé Q = ∃ áí ôï k åSSíáé ðåñéôôüò. ÅðéðëÝïí ïé ðïóïäåSSêôåò áöïñïýí strings ìåãÝèïõò ôï ðïëý p(|x|).

Ïé êëÜóåéò Ð^p_k ïñSSæïíôáé áíôSSóôïéœá, åíáëëÜóóïíôáò óôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ôïõò ðïóïäåSSêôåò ∀ êáé ∃ êáé Ýœïíôáò üðïõ Q ôï Q’ ðïõ åSSíáé ôï äýéêï ôïõ Q(Q^′ = ∃ áí ôï k åSSíáé Üñôéïò êáé Q^′ = ∀ áí ôï k åSSíáé ðåñéôôüò).

Ìå ôï óõìâïëéóìü ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå ðñïçãïõìÝíùò Ýœïõìå üôé:

Ó^p_k = (∃∀ : : : Q=∀∃ : : : Q^′); k ≥ 1 Ð^p_k = (∀∃ : : : Q^′=∃∀ : : : Q); k ≥ 1 Ìå ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá ïñSSæåôáé ùò: P H = ⋃ k≥0 Ó^p_k

Áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò ðñïêýðôïõí ôá åîÞò: • P = Ó^p_0 = Ð^p_0 • NP = Ó^p_1 • co − NP = Ð^p_1 • Ó^p_k = co − Ð^p_k • Ð^p_k = co − Ó^p_k Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôïí ôåëåóôÞ N ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 4.5. Ãéá ôçí êëÜóç C ç êëÜóç N · C åSSíáé ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí L ãéá ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé óýíïëï A ∈ C êáé ðïëõþíõìï p ôÝôïéï þóôå: { x ∈ L ⇒ ∃y : (x; y) ∈ A x ∉ L ⇒ ∀y : (x; y) ∉ A ÁíôSSóôïéœá ïñSSæåôáé ï ôåëåóôÞò co − N .

Ïñéóìüò 4.6. Ãéá ôçí êëÜóç C ç êëÜóç co−N ·C åSSíáé ç êëÜóç ôùí ãëùóóþí L ãéá ôéò ïðïSSåò õðÜñœåé óýíïëï A ∈ C êáé ðïëõþíõìï p ôÝôïéï þóôå: { x ∈ L ⇒ ∀y : (x; y) ∈ A x ∉ L ⇒ ∃y : (x; y) ∉ A Ðñüôáóç 4.7. Áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò ðñïêýðôïõí ôá áêüëïõèá óõìðåñÜóìáôá, ôá ïðïSSá èá åSSíáé ðïëý œñÞóéìá óôçí áðüäåéîç ðñïôÜóåùí

44 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

1. Ó^p_k =

k times

N · (co − N ) · : : : · Q ·P

2. Ð^p_k =

k times

(co − N ) · N · : : : · Q^′ ·P 3. N · Ó^p_k = Ó^p_k 4. (co − N ) · Ð^p_k = Ð^p_k 5. Ð^p_{k+1} = (co − N ) · Ó^p_k 6. Ó^p_{k+1} = N · Ð^p_k

ĳðïõ Q = { co − N ; áí Q Üñôéïò N ; áí Q ðåñéôôüò êáé Q^′ = { N ; áí Q Üñôéïò co − N ; áí Q ðåñéôôüò ÅðéðëÝïí, åSSíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ôçò ðïëõùíõìéêÞò éåñáñœSSáò üôé Ó^p_k ∪ Ð^p_k ⊆ Ó^p_{k+1} ∩ Ð^p_{k+1}; for all k ≥ 0.

ĳðùò Ýœïõìå ðåé, åéêÜæïõìå üôé ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá äåí êáôáññÝåé, äåí éóœýåé äçëáäÞ üôé Ó^p_k = Ó^p_{k+1} ãéá êÜðïéï k. Áðü ôïí åðáãùãéêü ïñéóìü ôçò éåñáñœSSáò éóœýåé áìÝóùò üôé

• Áí ãéá êÜðïéï k Ó^p_k ≠ Ó^p_{k+1} ⇒ Ó^p_0 ≠ Ó^p_1 ≠ : : : ≠ Ó^p_k ≠ Ó^p_{k+1} • Áí ãéá êÜðïéï k Ó^p_k = Ó^p_{k+1} ⇒ Ó^p_k = Ó^p_{k+1} = Ó^p_{k+2} = : : :

Ðñüôáóç 4.8. Ãéá êÜèå i ≥ 1, ïé áêüëïõèåò ðñïôÜóåéò åSSíáé éóïäýíáìåò ìåôáîý ôïõò:

1. Ó^p_i = Ó^p_{i+1} 2. Ð^p_i = Ð^p_{i+1} 3. Ó^p_i = Ð^p_i 4. Ó^p_i = Ð^p_{i+1} 5. Ð^p_i = Ó^p_{i+1} 6. P H = Ó^p_i 7. Ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá êáôáññÝåé óôï Ó^p_i .

4.3 ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò 45

ÔÝëïò äSSíïõìå œùñSSò áðüäåéîç üôé ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá åSSíáé õðïóýíïëï ôçò PSCPACE (P H ⊆ P SP ACE), ôçí êëÜóç ôùí ãëùóóþí ðïõ ìðïñïýí íá áíáãíùñéóôïýí áðü ìçœáíÞ Turing ìå ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíç ìíÞìç (polynomially space-bounded Turing machine). ÅðéðëÝïí ôá óýíïëá Ó^p_k êáé Ð^p_k Ýœïõí ðëÞñç óýíïëá õðü Karp (many-one) áíáãùãÞ.

Áí èõìçèïýìå ôç óõæÞôçóç ðåñSS ìáíôåSSùí êáé Ýœïíôáò õðüøç êáé ôïí ïñéóìü 1.7 ãéá ôçí êëÜóç NP, ôï åðüìåíï èåþñçìá ãåíéêåýåé ôïí ïñéóìü áõôü êÜíïíôáò œñÞóç ìáíôåSSùí:

Èåþñçìá 4.9. Ó^p_k =

k times

NP (: : : NP (NP ) : : :) for all k ≥ 1.

4.3 ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá áóœïëçèïýìå ìå ðáéœíSSäéá ðëÞñïõò ãíþóçò äýï ðáéêôþí õðü ôçí óêïðéÜ ôïõ Prover-Veri˛er. Èá åéóÜãïõìå ðïéïôéêÜ ôçí Ýííïéá ôçò äéáäñáóôéêÞò áðüäåéîçò êáé èá äïýìå ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ åSSíáé ãíùóôÜ ãéá ôï GI.

ÿíá óýóôçìá äéáäñáóôéêþí áðïäåSSîåùí áðïôåëåSSôáé áðü äýï áëãïñSSèìïõò ðïõ èá ïíïìÜæïõìå Prover êáé Veri˛er. Êáé ïé äýï Ýœïõí ðñüóâáóç óôçí åSSóïäï êáé ìðïñïýí íá áíôáëëÜóóïõí ìçíýìáôá äéá ìÝóïõ êáíáëéïý åðéêïéíùíSSáò. Ïé Prover êáé Veri˛er êÜíïõí õðïëïãéóìïýò ï êáèÝíáò ìå ôç óåéñÜ ôïõ. ÿíáò ãýñïò áðïôåëåSSôáé áðü õðïëïãéóìïýò áðü ôïí Prover Þ ôïí Veri˛- er ï ïðïSSïò óôç óõíÝœåéá ôïðïèåôåSS ôï áðïôÝëåóìá ôùí õðïëïãéóìþí ôïõ óôï êáíÜëé åðéêïéíùíSSáò. Ï õðïëïãéóìüò ôåñìáôSSæåôáé üôáí ï Veri˛er áðáíôÞóåé \accept" Þ \reject" (âë. óœÞìá 4.1).

Ï áëãüñéèìïò ôïõ Prover êáé ôïõ Veri˛er ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéÞóåé ïðïéáäÞðïôå íôåôåñìéíéóôéêÞ ëåéôïõñãSSá ðïõ ìðïñåSS íá èåùñçèåSS óáí åíôïëÞ ãëþóóáò ìçœáíÞò. ÅðéðëÝïí åðéôñÝðïíôáé åíôïëÝò ôçò ìïñöÞò:

guess randomly x ∈ {1; : : : ; i}

ÅðéôñÝðåôáé äçëáäÞ ç ôõœáSSá åðéëïãÞ åíüò óôïéœåSSïõ áðü ðåðåñáóìÝíï óýíïëï (S = {1; : : : ; i}) êáé ç áíÜèåóç ôçò ôéìÞò ôïõ óå ìéá ìåôáâëçôÞ (x), èåùñþíôáò ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ ðÜíù óôï S. Èåùñïýìå üôé ôï i (ôï ðëÞèïò ôùí óôïéœåSSùí ôïõ S) åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíï áðü ìÝãåèïò n ôçò åéóüäïõ. Ôï áðïôÝëåóìá åíüò ôÝôïéïõ áëãïñSSèìïõ åSSíáé ìéá äõáäéêÞ ôõœáSSá ìåôáâëçôÞ ìå ôéìÝò óôï {accept; reject}^1. ÓõìâïëSSæïõìå ìå P ↔ V (x) = accept ôï

1Ìéá ôñSSôç ôéìÞ, ç \don’t know" ìðïñåSS íá ðñïóôåèåSS Þ íá áíôéêáôáóôÞóåé êÜðïéá áðü ôéò ðáñáðÜíù ôéìÝò œùñSSò íá åðçñåáóôåSS ïõóéáóôéêÜ ï ïñéóìüò, áëëÜ äåí èá åðåêôáèïýìå åð’ áõôïý.

46 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

ÓœÞìá 4.1: Óýóôçìá Äéáäñáóôéêþí ÁðïäåSSîåùí

óõìâÜí Ýíáò óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò P ôïõ Prover êáé Ýíáò óõãêåêñéìÝíïò áëãüñéèìïò V ôïõ Veri˛er íá äSSíïõí Ýîïäï \accept" ãéá åSSóïäï x.

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò èá èÝëïõìå íá äéáëÝîïõìå ôõœáSSá ìéá ìåôÜèåóç ı áðü ôï óýíïëï ôùí ìåôáèÝóåùí åíüò óõíüëïõ ìå n óôïéœåSSá (S_n) õðü ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò. Èá ãñÜöïõìå :

guess randomly ð ∈ S_n

ÅðåéäÞ üìùò ôï ðëÞèïò ôùí óôïéœåSSùí ôïõ S_n åSSíáé n! ðïõ (êáôÜ ðÜóá ðéèáíüôçôá) äåí åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíï áðü ôçí åSSóïäï, èá œñåéáóôïýìå ôï áêüëïõèï ðñüãñáììá:

Áëãüñéèìïò 4.1 ÐñïóïìïSSùóç ôçò åíôïëÞò guess randomly ð ∈ S_n for i := 1 to n do

ð(i) := i; end for for j := n downto 2 do

guess randomly k ∈ {1; : : : ; j};

h := ð(j); ð(j) := ð(k); ð(k) := h; /*swap(ð(j),ð(k))*/ end for

Ï ðñþôïò âñüãœïò äçìéïõñãåSS ôçí ôáõôïôéêÞ ìåôÜèåóç êáé óôç óõíÝœåéá ï äåýôåñïò óœçìáôSSæåé ìéá ôõœáSSá ìåôÜèåóç. Áðü ôçí ðñþôç åðáíÜëçøç ðñïêýðôåé üôé ∀j ∈ {1; : : : ; n} : ð(n) = j ìå ðéèáíüôçôá 1/n. Óôç óõíÝœåéá,

4.3 ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò 47

ìå äåäïìÝíï üôé ð(n) = j, ∀j^′ ∈ {1; : : : ; n} − {j} : ð(n − 1) = j^′ ìå ðéèáíüôçôá 1/(n-1), êïê. ÅðïìÝíùò êÜèå ìåôÜèåóç Ýœåé ôçí SSäéá ðéèáíüôçôá 1 n ·^1_{n−2} · : : : ·^1 =^1_{n!} .

4.3.1 Ç ÊëÜóç IP

Ïñéóìüò 4.10. Ìéá ãëþóóá Á ãSSíåôáé áðïäåêôÞ áðü Ýíá óýóôçìá äéáäñáóôéêþí áðïäåSSîåùí (A ∈ IP ) áí õðÜñœåé ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò ðéóôïðïSSçóçò (veri˛er) V Ýôóé þóôå ôá áêüëïõèá íá éóœýïõí ãéá êÜèå åSSóïäï x:

(1) x ∈ A ⇒ ∃P P rob[P ↔ V (x) = accept] ≥ 3=4

(2) x ∉ A ⇒ ∀P P rob[P ↔ V (x) = accept] ≤ 1=4

Ïé óôáèåñÝò 3/4 êáé 1/4 ðáñáêÜôù äåí åSSíáé êáèïñéóôéêÝò ãéá ôçí êëÜóç. ĳðùò èá äïýìå èá ìðïñïýóáìå íá åSSœáìå œñçóéìïðïéÞóåé ôéò óôáèåñÝò 1/2+å êáé 1/2-å áíôSSóôïéœá, ãéá êÜèå " > 0. Áõôü åSSíáé óõíÝðåéá ôçò éäéüôçôáò åíSSóœõóçò ðéèáíüôçôáò(probability ampli˛cation) ðïõ èá äåSSîïõìå üôé Ýœåé ç êëÜóç.

ĳôáí êÜðïéïò êáèïñSSæåé Ýíá óýóôçìá äéáäñáóôéêþí áðïäåSSîåùí óõíÞèùò ïñSSæåé Ýíá ðñùôüêïëëï, äçëáäÞ ðþò ëáìâÜíïõí œþñá ïé ãýñïé ôçò åðåîåñãáóSSáò ãéá ôçí ðåñSSðôùóç x ∈ A. ÊáèïñSSæåé åðSSóçò êáé ôïí ’éäáíéêü’ Prover ãéá ôçí áðáSSôçóç (1) ôïõ ïñéóìïý. Ãéá íá åðéâåâáéþóåé êáíåSSò ôçí áðáSSôçóç (2) ôïõ ïñéóìïý, ðñÝðåé íá áíáëýóåé ôçí ðéèáíïôéêÞ óõìðåñéöïñÜ ôïõ ðñùôïêüëëïõ ãéá êÜèå ôõœáSSï Prover. ÐáñáôçñÞóôå üôé ï ïñéóìüò äåí áðáéôåSS ðïëõùíõìéêü œñüíï ãéá ôïí Prover, áëëÜ Ýœåé áðïäåéœèåSS üôé Ýíáò Prover ìå ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíï œþñï áñêåSS, åðïìÝíùò IP ⊆ P SP ACE.

ÅSSíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ôçò êëÜóçò IP üôé NP ⊆ IP : Ï Prover ëýíåé ôï ðñüâëçìá êáé äSSíåé ôç ëýóç óôïí Veri˛er. Áõôüò óå ðïëõùíõìéêü œñüíï, êáé ìÜëéóôá œùñSSò ôç œñÞóç ôçò ôõœáSSáò åðéëïãÞò ôéìÞò ãéá ìåôáâëçôÞ, áðïöáóSSæåé œùñSSò óöÜëìá áí áõôü ðïõ ôïõ Ýäùóå ï Prover åSSíáé ëýóç ç üœé.

Ôï GI åSSíáé óôï NP êáé åðïìÝíùò åSSíáé êáé óôï IP. Áõôü åSSíáé ðñïöáíÝò. Áõôü ðïõ åSSíáé åíôõðùóéáêü, åê ðñþôçò üøçò ôïõëÜœéóôïí, åSSíáé üôé ôï GI Ýœåé äéáäñáóôéêÞ áðüäåéîç, ðáñüôé äåí åSSíáé ãíùóôü áí GI ∈ NP .

Ðñüôáóç 4.11. GI ∈ IP .

Áðüäåéîç. ÄSSíïõìå ôï ðáñáêÜôù ðñùôüêïëëï: Ìå åSSóïäï (G_1; G_2), ãñÜöïé ìå n êïñõöÝò, ï Veri˛er îåêéíÜ ìå ôïí áêüëïõèï áëãüñéèìï:

guess randomly i ∈ {1; 2}; guess randomly ð ∈ S_n; H := ð(G_i);

48 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Óôç óõíÝœåéá ôïðïèåôåSS ôï H óôï êáíÜëé åðéêïéíùíSSáò êáé ï Prover õðïëïãSSæåé êÜðïéï j ∈ {1; 2} êáé ôï óôÝëíåé óôïí Veri˛er (óêïðüò åSSíáé ï Prover íá âñåé áðü ðïéüí ãñÜöï ðñïÝêõøå ï H).ÔÝëïò ï Veri˛er áðïäÝœåôáé áí êáé ìüíï áí j=i. Áíáëýïõìå ôï ðñùôüêïëëï:

• Áí G_1 ≢ G_2 äçëáäÞ (G_1; G_2) ∈ GI)

Ôüôå õðÜñœåé Ýíáò áëãüñéèìïò ãéá ôïí Prover ï ïðïSSïò êÜíåé ôïí Veri˛er íá áðïäÝœåôáé. ÁðëÜ õðïëïãSSæåé ôï j ùò : j = { 1; if H ≡ G_1 2; if H ≡ G_2

• Áí G_1 ≡ G_2 äçëáäÞ (G_1; G_2) ∉ GI)

Ôüôå üðïéïí áëãüñéèìï êé áí œñçóéìïðïéÞóïõìå óáí Prover, ç ðéèáíüôçôá ï Veri˛er íá áðïäÝœåôáé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ Prover åSSíáé 1/2, áöïý ïé äýï ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS. ĳìùò áõôü äåí åSSíáé áñêåôü, áöïý ðñÝðåé ãéá êÜèå Prover ç ðéèáíüôçôá ï Veri˛er íá áðïäåœôåé åíþ ç åSSóïäïò äåí áíÞêåé óôï ðñüâëçìá, íá åSSíáé ìéêñüôåñç Þ SSóç ôïõ 1/4 êáé ãéá áõôüí ðïõ Ýœïõìå åSSíáé ôïõëÜœéóôïí 1/2. Áõôü ðïõ êÜíïõìå ãéá íá ñSSîïõìå ôçí ðéèáíüôçôá óôï 1/4 åSSíáé ï Veri˛er íá äéáëÝãåé ôõœáSSá i_1, i_2 êáé ð_1, ð_2 êáé ï Prover ðñÝðåé íá óôåSSëåé j_1, j_2 ôÝôïéá þóôå i_1 = j_2 êáé i_2 = j_2. Ôþñá ç ðéèáíüôçôá åóöáëìÝíçò áðïäïœÞò áðü ôïí Veri˛er åSSíáé ôï ðïëý 1/4.

Ðáñáôçñïýìå üôé óôï ðáñáðÜíù ðñùôüêïëëï åSSíáé áðáñáSSôçôï ïé ôõœáSSåò åðéëïãÝò ôïõ Veri˛er ãéá ôá i_1 êáé i_2 íá êñáôçèïýí ìõóôéêÝò áðü ôïí Prover. ËÝìå üôé ï Veri˛er Ýœåé éäéùôéêÜ íïìSSóìáôá(private coins). Áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå IP ðñùôüêïëëï ìðïñåSS íá åðáíáäéáôõðùèåSS ùò Ýíá ðñùôüêïëëï äçìïóSSïõ íïìSSóìáôïò (public coin protocol)[GS89].

Ãéá êáéñü ç óœÝóç ôçò êëÜóçò IP ìå ôçí ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá äåí åSSœå äéáëåõêáíèåSS. Ç áðÜíôçóç Ýãéíå ãíùóôÞ ôï 1990 áðü ôïí A. Shamir. Ôçí ðáñáèÝôïõìå œùñSSò áðüäåéîç.

Èåþñçìá 4.12. [Sha90]IP = PSPACE.

Áõôü ôï áðïôÝëåóìá öáSSíåôáé áñœéêÜ íá áíáéñåSS ôç óçìáóSSá ôçò ðñüôáóçò 4.11 áöïý GI ∈ co − NP êáé co − NP ∈ P SP ACE. ÐñÝðåé íá èõìçèïýìå üìùò üôé ï ïñéóìüò ôçò IP åðéôñÝðåé ðïëõùíõìéêü áñéèìü ãýñùí õðïëïãéóìïý, åíþ óôï ðñùôüêïëëï ðïõ ïñSSóáìå ãéá ôï GI œñçóéìïðïéÞóáìå óôáèåñü áñéèìü áðü ãýñïõò. ÿóôù IP(k) ç êëÜóç äéáäñáóôéêþí áðïäåSSîåùí ìå k ãýñïõò

4.3 ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò 49

(üðïõ k óôáèåñÜ). Óôï [Bab80] (óå óõíäõáóìü ìå ôï [GS89]), áðïäåéêíýåôáé üôé IP(k)=IP(2) ãéá êÜèå k ≥ 2. ÅðïìÝíùò áðü ôçí ðñüôáóç 4.11 ðñïêýðôåé Ýíá ðéï éóœõñü áðïôÝëåóìá:

Ðüñéóìá 4.13. [GMR89] GI ∈ IP (2).

4.3.2 ÌçäåíéêÞ Ãíþóç

Ç Ýííïéá ôùí äéáäñáóôéêþí áðïäåSSîåùí Ýœåé ãSSíåé ãíùóôÞ êáé äçìïöéëÞò åî’áéôSSáò ôçò éäéüôçôáò ìçäåíéêÞò ãíþóçò ðïõ ìðïñåSS íá Ýœåé Ýíá óýóôçìá äéáäñáóôéêþí áðïäåSSîåùí, õðü êÜðïéåò ðñïûðïèÝóåéò. Ãéá ôï GI ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ðñïöáíÝò ðñùôüêïëëï åSSíáé ï Prover íá ðÜñåé ôïõò 2 ãñÜöïõò ôçò åéóüäïõ êáé íá õðïëïãSSóåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ’ áí õðÜñœåé ôÝôïéïò êáé ôïí óôÝëíåé óôïí Veri˛er. Áõôüò ìå ôç óåéñÜ ôïõ åðáëçèåýåé áí áõôü ðïõ ôïõ Ýóôåéëå ï Prover åSSíáé éóïìïñöéóìüò. Óôï ðñùôüêïëëï áõôü üìùò ï Prover äSSíåé óôïí Veri˛er ðëçñïöïñSSá, äåí åSSíáé ðñùôüêïëëï ìçäåíéêÞò ãíþóçò. Óôç óõíÝœåéá äSSíïõìå Ýíá ðñùôüêïëëï ãéá ôï GI ôï ïðïSSï åSSíáé ìçäåíéêÞò ãíþóçò:

Ìå åSSóïäï (G_1; G_2), ãñÜöïé ìå n êïñõöÝò, ï Prover îåêéíÜ ìáíôåýïíôáò ôõœáSSá i ∈ {1; 2} êáé ð ∈ S_n êáé óôç óõíÝœåéá óôÝëíåé ôï H := ð(G_i) óôïí Veri˛er. Ï Veri˛er äéáëÝãåé ôõœáSSá ìéá ôéìÞ j ∈ {1; 2} êáé ôç óôÝëíåé óôïí Prover. Óôç óõíÝœåéá ï Prover äSSíåé óôïí Veri˛er ìéá ìåôÜèåóç ’ ôçí ïðïSSá ï Veri˛er åëÝãœåé ãéá ôçí éäéüôçôá ’(G_j ) = H. Áõôüò ï Ýëåãœïò êáèïñSSæåé áí ï Veri˛er áðïäÝœåôáé Þ üœé.

Ìå Üëëá ëüãéá ï Prover áñœéêÜ óôÝëíåé óôïí Veri˛er Ýíá ôõœáSSï óôïéœåSSï áðü ôï óýíïëï {H|(H ≡ G_1) or (H ≡ G_2)};

óôç óõíÝœåéá ï Veri˛er æçôÜ áðü ôïí Prover íá ôïõ äþóåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôïõ H êáé ôïõ G_j üðïõ åSSíáé åëåýèåñïò íá åðéëÝîåé ôï j.

Áí G_1 ≡ G_2 ï Prover ìðïñåSS ðÜíôá íá éêáíïðïéÞóåé ôçí áðáSSôçóç ôïõ Veri˛er. Óå áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç Ýœåé 50% ðéèáíüôçôá. ÅðåéäÞ èÝëïõìå íá Ýœïõìå ìéêñüôåñç ðéèáíüôçôá œñçóéìïðïéïýìå ôçí SSäéá éäÝá ðïõ œñçóéìïðïéÞóáìå óôçí áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò 4.11, äçëáäÞ åðáíáëáìâÜíïõìå ôï ðñùôüêïëëï äýï öïñÝò, ïðüôå ç ðéèáíüôçôá ï Prover íá ïäçãÞóåé ôïí Veri˛er íá áðïäåœèåSS åíþ G_1 ≢ G_2 ãSSíåôáé ôï ðïëý 1/4.

Ìå áõôü ôï ðñùôüêïëëï ï Prover äåí äSSíåé êáìSSá ðëçñïöïñSSá óôïí Veri˛er ðÝñá áðü ôï áí ïé äýï ãñÜöïé åSSíáé éóïìïñöéêïSS Þ üœé. Äåí âïçèÜ äçëáäÞ ôïí Veri˛er íá âñåé Ýíáí éóïìïñöéóìü.

50 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

4.4 ÐéèáíïôéêÝò ÊëÜóåéò

Ðñéí ìðïñÝóïõìå íá áðïäåSSîïõìå ðåñáéôÝñù áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí éóïìïñöéóìü ãñÜöùí èá œñåéáóôåSS íá åéóÜãïõìå êÜðïéåò âáóéêÝò Ýííïéåò ðåñSS ðéèáíïôéêþí êëÜóåùí ðïëõðëïêüôçôáò (probabilistic complexity classes). Èá åðéêåíôñùèïýìå óôéò êëÜóåéò BPP, RP, MA êáé AM ([Zac82], [Zac86b], [Zac86a], [ZF87]). Áðü ôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá Ýœïõìå åéóÜãåé ôçí Ýííïéá ôïõ ðéèáíïôéêïý áëãüñéèìïõ ðïõ åSSíáé Ýíáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïõ Ýœåé åðéðëÝïí ôç äõíáôüôçôá íá äéáëÝãåé ôõœáSSá Ýíá óôïéœåSSï áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ìå ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò.

Áí ôï áðïôÝëåóìá åíüò ôÝôïéïõ áëãïñSSèìïõ ìðïñåSS íá åSSíáé ‘accept’ Þ ‘reject’, ôüôå ãéá êÜèå åSSóïäï x ï áëãüñéèìïò êáèïñSSæåé ìéá äõáäéêÞ ôõœáSSá ìåôáâëçôÞ. Èá ãñÜöïõìå M(x) = accept êáé èá åííïïýìå üôé ï áëãüñéèìïò M ãéá åSSóïäï x áðïäÝœåôáé. Èá ìáò áðáóœïëÞóïõí ôÝôïéïé áëãüñéèìïé ðïõ ôñÝœïõí óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Ïñéóìüò 4.14. Ç êëÜóç BPP(bounded-error probabilistic polynomial time) áðïôåëåSSôáé áðü üëá ôá óýíïëá A ãéá ôá ïðïSSá õðÜñœåé ðéèáíïôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ Ì(polynomial-time, probabilistic algorithm) Ýôóé þóôå ãéá üëåò ôéò åéóüäïõò x,

x ∈ A ⇒ P rob[M(x) = accept] ≥ 3/4 x ∉ A ⇒ P rob[M(x) = accept] ≤ 1/4

Áí öáíôáóôïýìå ôï óýíïëï ôùí ðéèáíþí õðïëïãéóìþí åíüò ðéèáíïôéêïý áëãüñéèìïõ óáí Ýíá äÝíäñï, êÜèå õðïëïãéóìüò îåêéíÜ áðü ôç ñSSæá ôïõ äÝíäñïõ êáé áêïëïõèåSS Ýíá ìïíïðÜôé ùò êÜðïéï öýëëï. Áí ï õðïëïãéóìüò áðïäÝœåôáé ôçí åSSóïäï ôüôå ëÝìå üôé ôï öýëëï åSSíáé ôýðïõ ‘accept’. Óå áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç åSSíáé ôýðïõ ‘reject’. Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ëÝåé ðïéïôéêÜ üôé áí êÜðïéá åSSóïäïò x áíÞêåé óôï ðñüâëçìá Á, ôüôå ôá ðåñéóóüôåñá öýëá ôïõ äÝíäñïõ èá åSSíáé ôýðïõ ‘accept’. ÁíôéèÝôùò, áí äåí áíÞêåé, ôá ðåñéóóüôåñá öýëëá èá åSSíáé ôýðïõ ‘reject’. ÐáñáêÜôù èá óõìâïëSSæïõìå ìå M(x; y) ôï áðïôÝëåóìá (∈ {‘accept^′; ‘reject^′}) ôïõ áëãïñSSèìïõ M ãéá åSSóïäï x êáé ãéá õðïëïãéóìü ðïõ ïäçãåSS óôï öýëï y.

ĳðùò êáé óôïí ïñéóìü ôçò êëÜóçò IP, ç åðéëïãÞ ôùí óôáèåñþí 3/4 êáé 1/4 åSSíáé áõèáSSñåôç. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá áñêåSS íá Ýœïõí ôç ìïñöÞ 1/2+å êáé 1/2-å áíôSSóôïéœá, ãéá êÜèå óôáèåñü " > 0.

Èá ïñSSóïõìå åäþ Ýíáí íÝï ðïóïäåSSêôç ï ïðïSSïò ïíïìÜæåôáé overwhelming majority quanti˛er. Ôïí óõìâïëSSæïõìå ùò ∃^+ êáé ç óçìáóSSá ìéáò Ýêöñáóçò ôçò ìïñöÞò ∃^+yP (y) åSSíáé üôé ç ðéèáíüôçôá P rob[P (y)] ≥ 1=2 + " ãéá êÜèå óôáèåñü å, 0 < " < 1=2. Ìå áõôü ôï íÝï ðïóïäåSSêôç ç êëÜóç BPP ïñSSæåôáé åê’ íÝïõ ùò åîÞò:

4.4 ÐéèáíïôéêÝò ÊëÜóåéò 51

Ïñéóìüò 4.15. Ç êëÜóç BPP(bounded-error probabilistic polynomial time) áðïôåëåSSôáé áðü üëá ôá óýíïëá A ãéá ôá ïðïSSá õðÜñœåé ðéèáíïôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ Ì(polynomial-time, probabilistic algorithm) Ýôóé þóôå ãéá üëåò ôéò åéóüäïõò x,

x ∈ A ⇒ ∃^+y : M(x; y) = ‘accept^′ x ∉ A ⇒ ∃^+y : M(x; y) = ‘reject^′

Óýìöùíá ìå ôï óõìâïëéóìü ðïõ åéóÜãáìå óôçí áñœÞ ôïõ êåöáëáSSïõ ôï BPP ãñÜöåôáé êáé ùò BP P = (∃^+=∃^+). Óôï [Zac86a] áðïäåéêíýåôáé üôé BP P = (∃^+∀=∀∃^+). Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí áðïöáóéóôéêü (decisive) ïñéóìü ôïõ BPP. Ï ïñéóìüò BP P = (∃^+=∃^+) äåí åSSíáé áðïöáóéóôéêüò ãéáôSS ∃y : P (x; y) êáé ∃y : ¬P (x; y) äåí åSSíáé áíôéöáôéêÜ.

ÂëÝðïõìå üôé Ýôóé üðùò ïñSSóôçêå ç êëÜóç BPP ï ðéèáíïôéêüò áëãüñéèìïò åðéôñÝðåôáé íá êÜíåé ëÜèïò êáé üôáí ìéá åSSóïäïò áíÞêåé óôï ðñüâëçìá, êáé üôáí ìéá åSSóïäïò äåí áíÞêåé óôï ðñüâëçìá. Óôçí ðñÜîç èá äïýìå üôé óõœíÜ ïé áëãüñéèìïé ðïõ óœåäéÜæïõìå êÜíïõí ëÜèïò ìüíï óôç ìSSá áðü ôéò äýï ðåñéðôþóåéò. Ãéá íá ëÜâïõìå õðüøç áõôü ôï öáéíüìåíï ïñSSæïõìå ðáñáêÜôù ôçí êëÜóç RP ðïõ åðéôñÝðåôáé íá óöÜëåé ìüíï áí ç åSSóïäïò áíÞêåé óôï ðñüâëçìá.

Ïñéóìüò 4.16. Ç êëÜóç RP áðïôåëåSSôáé áðü üëá ôá óýíïëá A ãéá ôá ïðïSSá õðÜñœåé ðéèáíïôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ Ì(polynomial-time, probabilistic algorithm) Ýôóé þóôå ãéá üëåò ôéò åéóüäïõò x,

x ∈ A ⇒ ∃^+y : M(x; y) = ‘accept^′ x ∉ A ⇒ ∀y : M(x; y) = ‘reject^′

ÓõìâïëéêÜ RP = (∃^+=∀).

Ãéá ôçí êëÜóç co-RP åðïìÝíùò èá åðéôñÝðåôáé íá ãSSíåôáé óöÜëìá óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ç åSSóïäïò äåí áíÞêåé óôï ðñüâëçìá (co − RP = (∀=∃^+)). ÓõìâïëSSæïõìå ìå ZP P = RP ∩co−RP ôçí ôïìÞ ôùí RP êáé co-RP. Éóœýïõí ïé óœÝóåéò:

P ⊆ ZP P ⊆ RP ⊆ NP

RP ∪ co − RP ⊆ BP P

4.4.1 ÅíSSóœõóç Ðéèáíüôçôáò

ÄåäïìÝíïõ åíüò ðéèáíïôéêïý áëãïñSSèìïõ Ì êáé åíüò ðåñéôôïý áñéèìïý t èåùñïýìå ôïí áëãüñéèìï 4.4.1 ðïõ ïíïìÜæåôáé êáé ðëåéïøçöéêü øÞöéóìá.

ÊÜèå åðáíÜëçøç ôïõ âñüãœïõ for ãSSíåôáé ìå áíåîÜñôçôåò ôõœáSSåò åðéëïãÝò. Ï œñüíïò åêôÝëåóçò ôïõ áëãïñSSèìïõ åSSíáé O(t · T_M (n)), üðïõ T_M åSSíáé ï œñüíïò åêôÝëåóçò ôïõ M. ÄéáëÝãïíôáò ôï t ùò ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ

52 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Áëãüñéèìïò 4.2 Iter(M,t)

input x; n := 0;

for i := 1 to t do

run M on input x and let the result be r ∈ {accept; reject} if r = accept then

n := n + 1; end if end for if n > t=2 then

accept else

reject end if

ìÞêïõò ôçò åéóüäïõ (|x|), ç áðüäïóç ôïõ áëãïñSSèìïõ Iter(M,t) óå óœÝóç ìå ôçí ðéèáíüôçôá ëÜèïõò âåëôéþíåôáé èåáìáôéêÜ. Ôï êüóôïò åSSíáé ìåãáëýôåñïò œñüíïò åêôÝëåóçò, ç áýîçóç ãSSíåôáé üìùò ìüíï êáôÜ Ýíáí ðïëõùíõìéêü ðáñÜãïíôá.

Áò óõìâïëSSóïõìå ìå Correct(M; x; A) ôçí ðåñSSðôùóç ï áëãüñéèìïò M ãéá ìéá åSSóïäï x íá áðáíôÜ óùóôÜ ãéá ôï áí x ∈ A. Áðü ôïí áñœéêü ïñéóìü ãéá ôï BPP Ýœïõìå üôé P rob[Correct(M; x; A)] ≥ 3=4. Èá áíáëýóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá ôïõ Correct(Iter(M; t); x; A) ãéá ôõœáSSï t.

ËÞììá 4.17. ÿóôù E Ýíá åíäåœüìåíï ðïõ ëáìâÜíåé œþñá ìå ðéèáíüôçôá 1=2 + ", 0 < " ≤ 1=2. Ôüôå ôï E óõìâáSSíåé ìÝóá óå t áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò (t ðåñéôôüò) ôïõëÜœéóôïí t=2 öïñÝò, ìå ðéèáíüôçôá ôïõëÜœéóôïí 1 − 1 2 · (1 − 4 · "^2)^{t=2}:

Áðüäåéîç. ÿóôù q_i Þ ðéèáíüôçôá ôï E íá óõìâáSSíåé áêñéâþò i öïñÝò óå t áíåîÜñôçôåò äïêéìÝò. Áðü ôç äõùíõìéêÞ êáôáíïìÞ,

q_i =

(_t i ) · (1=2 + ")^i · (1=2 − ")^{t−i} ≤ (_t i ) · (1=2 + ")^i · (1=2 − ")^{t−i} · (^{1=2+"}_{1=2−"} )^{t=2−i} ; for i ≤ t=2 = (_t i ) · (1=4 − "^2)^{t=2}

Ôþñá ìðïñïýìå íá õðïëïãSSóïõìå ôçí ðéèáíüôçôá p íá óõìâåSS ôï Å ðåñéóóüôåñåò áðü t=2 öïñÝò, ùò åîÞò:

4.4 ÐéèáíïôéêÝò ÊëÜóåéò 53

p = Σ^n_{i=⌈t=2⌉}q_i = 1 − Σ^{⌊t=2⌋}_{i=0} q_i ≥ 1 − Σ^{⌊t=2⌋}_{i=0}

(_t i ) · (1=4 − "^2)^{t=2} = 1 − 2^{t−1} · (1=4 − "^2)^{t=2} = 1 −^1_2 · (1 − 4"^2)^{t=2}

ËÞììá 4.18. ÄåäïìÝíïõ åíüò óõíüëïõ A ∈ BP P êáé åíüò ðéèáíïôéêïý áëãïñSSèìïõ M ãéá A ìå P rob[Correct(M; x; A)] ≥ 3=4, Ýœïõìå ãéá êÜèå öèSSíïõóá óõíÜñôçóç q,

P rob[Correct(Iter(M; c · q(n)); x; A)] ≥ 1 − 2^{−q(n)}

üðïõ c =^2_{log 4=3} ≤ 4:82.

Áðüäåéîç. Ðñïêýðôåé áðü Ýíáí óôïéœåéþäç õðïëïãéóìü êÜíïíôáò œñÞóç ôïõ ëÞììáôïò 4.17. Ëýíïõìå ôçí áíéóüôçôá 1 2 · (1 − 4 · "^2)^{t=2} ≤ 2^{−q(n)}

ãéá t (ìå " = 1=4) êáé ëáìâÜíïõìå óáí áðïôÝëåóìá t ≥^2_{log 4=3} · q(n).

Èåþñçìá 4.19. (Probability Ampli˛cation Theorem) (Èåþñçìá ÅíSSóœõóçò Ðéèáíüôçôáò) ÿóôù A ∈ BP P . Ôüôå ãéá êÜèå ðïëõþíõìï q õðÜñœåé Ýíáò ðéèáíïôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ M ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå x, P rob[Correct(M; x; A)] ≥ 1 − 2^{−q(|x|)} .

Áðüäåéîç. ćìåóç áðü ôï ëÞììá 4.18.

Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò äåSSœíåé üôé Ýíáí ðéèáíïôéêü áëãüñéèìï M ìå P rob[Correct(M; x; A)] ≥ 1=2+", üðïõ " äåí åSSíáé áðáñáSSôçôá óôáèåñÜ, áëëÜ ìðïñåSS íá åSSíáé êáé óõíÜñôçóç ôïõ ìÞêïõò ôçò åéóüäïõ |x|. Ç åíSSóœõóç þóôå P rob[Correct(M; x; A)] ≥ 1 − 2^{−q(|x|)} åSSíáé äõíáôÞ œñçóéìïðïéþíôáò t = O("^2 · q(|x|)) åðáíáëçðôéêÜ âÞìáôá. Áí åSSíáé " = 1=p(|x|) ãéá êÜðïéï ðïëõþíõìï p, ôüôå ï áñéèìüò ôùí åðáíáëÞøåùí t ðáñáìÝíåé ðïëõùíõìéêüò.

ÓõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò åSSíáé ïé ãëþóóåò ðïõ åSSíáé óôï BPP íá èåùñïýìå üôé ìðïñïýí íá õðïëïãéóôïýí áðïôåëåóìáôéêÜ, ìéáò êáé ìå ôï èåþñçìá ôçò åíSSóœõóçò ðéèáíüôçôáò ìðïñïýìå íá êÜíïõìå óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ôçí ðéèáíüôçôá óöÜëìáôïò áìåëçôÝá.

Õðü êÜðïéåò óõíèÞêåò ç êáôÜóôáóç ôïõ BPP ðïõ äSSíåé ðéèáíüôçôá ëÜèïõò êáé ãéá ôéò äýï ðåñéðôþóåéò x ∈ A êáé x ∉ A ìðïñåSS íá ìåôáôñáðåSS óå ìéá êëÜóç ðïõ óöÜëåé ãéá ôç ìSSá áðü ôéò äýï ðåñéðôþóåéò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ç RP. ÄSSíïõìå ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá œùñSSò áðüäåéîç.

54 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Èåþñçìá 4.20. ÿóôù A ∈ NP ∩ BP P . Áí ôï A Ýœåé áõôüõðïëïãSSóéìåò ëýóåéò (self-computable solutions) ôüôå A ∈ RP .

Ðüñéóìá 4.21. Áí GI ∈ BP P ôüôå GI ∈ RP . ÅðSSóçò áí GA ∈ BP P ôüôå GA ∈ RP .

Áðüäåéîç. Ôá GI êáé GA Ýœïõí self-computable ëýóåéò áðü ôï ðüñéóìá 2.12 êáé ôï èåþñçìá 2.13.

Ç óœÝóç ìåôáîý ôùí êëÜóåùí NP êáé BPP äåí åSSíáé óáöÞò. ÊáôÜ ðÜóá ðéèáíüôçôá äåí åSSíáé óõãêñSSóéìåò. Ï åãêëåéóìüò ôïõ NP óôï BPP Ýœåé óõíÝðåéåò ðïõ äåí åSSíáé ðéèáíü íá éóœýïõí (âë. åðSSóçò ðüñéóìá 4.32.)

Ðüñéóìá 4.22. [Zac82] [Ko82] Áí NP ⊆ BP P ôüôå NP = RP .

Áðüäåéîç. Ç õðüèåóç üôé NP ⊆ BP P óõíåðÜãåôáé üôé Sat ∈ BP P . ĳìùò ôï Sat Ýœåé áõôï-õðïëïãSSóéìåò ëýóåéò. ÅðïìÝíùò, áðü ôï èåþñçìá 4.20 Ýœïõìå üôé Sat ∈ RP , ðïõ óõíåðÜãåôáé üôé NP = RP .

Ðüñéóìá 4.23. [Zac82] [Ko82] BP P (BP P ) = BP P .

4.4.2 Ï ÔåëåóôÞò BP

ÊÜèå öïñÜ ðïõ Ýíáò ðéèáíïôéêüò áëãüñéèìïò åêôåëåSS ìéá åíôïëÞ guess randomly, äéáëÝãåé Ýíá óôïéœåSSï áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï S (ðïëõùíõìéêïý ìåãÝèïõò). Ìðïñïýìå íá ðñïóïìïéþóïõìå áõôÞ ôç óõìðåñéöïñÜ ìå Ýíáí íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìï ï ïðïSSïò Ýœåé ðñüóâáóç óå ìéá îåœùñéóôÞ åSSóïäï r ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü áíåîÜñôçôá ôõœáSSá bits ìå ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ ðéèáíüôçôáò. ÁõóôçñÜ, ãéá êÜèå ðéèáíïôéêü áëãüñéèìï ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ M (ðïõ áðïöáóSSæåé áí Ýíá óýíïëï A áíÞêåé óôï BPP), õðÜñœåé ðïëõùíõìéêüò íôåôåñìéíéóôéêü áëãüñéèìïò äýï åéóüäùí M^′, ôÝôïéïò þóôå

P rob[(M^′ on input x and r accepts) ⇔ x ∈ A] ≥ 3=4

üðïõ ç ðéèáíüôçôá õðïëïãSSæåôáé åðSS üëùí ôùí ðéèáíþí åéóüäùí r. Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá åSSóïäï x áñêåSS íá ðåñéïñSSóïõìå ôï ìÞêïò ôïõ r óå êÜðïéï ðïëõþíõìï ôïõ |x|.

ÿíáò íôåôåñìéíéóôéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ üðùò ï M^′ åSSíáé ôï õðïëïãéóôéêü ìïíôÝëï óôï ïðïSSï óôçñSSæåôáé ç êëÜóç P. ÅðïìÝíùò, ç êëÜóç BPP ìðïñåSS íá èåùñçèåSS óáí ìéá ðéèáíïôéêÞ åðÝêôáóç ôçò êëÜóçò P. Óôç óõíÝœåéá èá áóœïëçèïýìå ìå ðéèáíïôéêÝò åðåêôÜóåéò áõèáSSñåôùí êëÜóåùí êáé åéäéêÜ ôçò êëÜóçò NP. Óõíåðþò èá èåùñÞóïõìå ôç ìåôÜâáóç áðü ôï P óôï BPP ùò ôï áðïôÝëåóìá ôçò åöáñìïãÞò åíüò ôåëåóôÞ (ðáñüìïéï ìå ôïõò ôåëåóôÝò N êáé co − N ðïõ åéóÜãáìå íùñSSôåñá) óôçí êëÜóç P.

4.4 ÐéèáíïôéêÝò ÊëÜóåéò 55

Ïñéóìüò 4.24. ÿóôù C ìéá êëÜóç óõíüëùí. Ôüôå BP · C åSSíáé ç êëÜóç ôùí óõíüëùí A ãéá ôá ïðïSSá õðÜñœåé Ýíá óýíïëï B ∈ C êáé Ýíá ðïëõþíõìï p Ýôóé þóôå ãéá êÜèå x, { x ∈ A ⇒ ∃^+y : B(x; y) x ∉ A ⇒ ∃^+y : ¬B(x; y) üðïõ ïé ðïóïäåSSêôåò åSSíáé ðïëõùíõìéêÜ öñáãìÝíïé áðü ôï p.

Ðñüôáóç 4.25. Ãéá êÜèå êëÜóç C êáé D,

1. C ⊆ D ⇒ BP · C ⊆ BP · D:

2. co − BP · C = BP · co − C (äçëáäÞ áí ç C åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá, ôüôå ôï SSäéï éóœýåé êáé ãéá ôçí BP · C).

3. C ⊆ BP · C åöüóïí ç C Ýœåé ôçí áêüëïõèç éäéüôçôá: A ∈ C ⇒ A × Σ^∗ ∈ C.(ÁõôÞ ç éäéüôçôá éêáíïðïéåSSôáé áí ç êëÜóç C åSSíáé êëåéóôÞ ãéá Karp áíáãùãÞ.)

4. BP · C ⊆ BP P (C).

Ôï èåþñçìá åíSSóœõóçò ðéèáíüôçôáò ðáSSæåé óçìáíôéêü ñüëï óôéò áðïäåSSîåéò éäéïôÞôùí ãéá ôçí êëÜóç BPP. Óõíåðþò åSSíáé åíäéáöÝñïí íá äåé êáíåSSò ãéá ðïéåò êëÜóåéò C ç êëÜóç BP · C Ýœïõí áõôÞ ôçí éäéüôçôá. Èá œñåéáóôïýìå ìéá íÝá áíáãùãÞ, ôçí áíáãùãÞ ðëåéïøçöSSáò.

Ïñéóìüò 4.26. ÿíá óýíïëï A áíÜãåôáé ðëåéïøçöéêÜ óôï óýíïëï B (A ≤^p_{maj} B) áí õðÜñœåé ìéá óõíÜñôçóç f õðïëïãSSóéìç óå ðïëõùíõìéêü œñüíï ç ïðïSSá áðåéêïíSSæåé strings óå áêïëïõèSSåò áðü strings Ýôóé þóôå ãéá êÜèå x, áí f(x) = (y_1; : : : ; y_k) ôüôå

x ∈ A ⇔ y_i ∈ B for more than k=2 many i^′s

Ðñüôáóç 4.27. Áí ç êëÜóç ðïëõðëïêüôçôáò C åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò áíáãùãÞ ðëåéïöçöSSáò (äçëáäÞ (A ≤^p_{maj} B ∧ B ∈ C) ⇒ A ∈ C), ôüôå ç êëÜóç BP ·C Ýœåé ôçí éäéüôçôá ôçò åíSSóœõóçò ðéèáíüôçôáò, äçëáäÞ ãéá êÜèå óýíïëï A ∈ BP · C êáé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï p õðÜñœåé Ýíá óýíïëï B ∈ C ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå x, { x ∈ A ⇒ P rob[(x; r) ∈ B] ≥ 1 − 2^{−p(|x|)} ; x ∉ A ⇒ P rob[(x; r) ∈ B] ≤ 2^{−p(|x|)}

üðïõ ôï string r åðéëÝãåôáé ôõœáSSá ìå ïìïéüìïñöç êáôáíïìÞ åðSS ôùí strings êáôÜëëçëïõ ðïëõùíõìéêïý ìÞêïõò.

Åýêïëá ìðïñåSS íá äéáðéóôþóåé êáíåSSò üôé ïé êëÜóåéò P , NP , Σ^p_k, Π^p_k êáé üëïé ïé óõíäõáóìïSS áõôþí åSSíáé êëåéóôÝò ãéá ôçí áíáãùãÞ ðëåéïøçöSSáò.

56 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Ðñüôáóç 4.28. Éäéüôçôåò ôïõ ôåëåóôÞ BP:

1. BP · BP · C = BP · C(âë. åðSSóçò ðüñéóìá 4.23) 2. N · BP · C ⊆ BP · N · C 3. (co − N ) · BP · C ⊆ BP · (co − N ) · C 4. BP · C ⊆ N · (co − N ) · C ∩ (co − N ) · N · C Ðüñéóìá 4.29. BP P ⊆ Σ^p_2 ∩ Π^p_2.

Áðüäåéîç. Ãéá ôï ôÝôáñôï óçìåSSï ôçò ðñüôáóçò 4.28 èÝôïõìå C = P . Ðüñéóìá 4.30. BP · Σ^p_k ⊆ Π^p_{k+1}.

Áðüäåéîç. Ãéá ôï ôÝôáñôï óçìåSSï ôçò ðñüôáóçò 4.28 èÝôïõìå C = Σ^p_k êáé Ýœïõìå:

BP · Σ^p_k ⊆ Σ_{k+2} ∩ Π^p_{k+1} ⇒ BP · Σ^p_k ⊆ Π^p_{k+1} Ðüñéóìá 4.31. Σ^p_2(BP · Σ^p_k) = Σ^p_{k+2}.

Áðüäåéîç. Σ^p_2(BP ·Σ^p_k) = N ·(co−N )·P (BP ·Σ^p_k) ⊆ N ·(co−N )BP P (BP · Σ^p_k) = N · (co − N ) · BP · P (Σ^p_k)(âë. ðüñéóìá 4.23)⊆ N · BP · (co − N ) · P (Σ^p_k) (âë. ðñüôáóç 4.28)⊆ N · N · (co − N ) · (co − N ) · P (Σ^p_k)(âë. ðñüôáóç 4.28= Σ^p_{k+2}.

ÅSSäáìå óôï ðüñéóìá 4.22 üôé áí NP ⊆ BP P ôüôå NP = RP . Óôï áêüëïõèï ðüñéóìá äåSSœíïõìå åðéðëÝïí üôé áí NP ⊆ BP P , ôüôå P H ⊆ BP P , êáé óõíåðþò, áðü ôï ðüñéóìá 4.29, ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá êáôáññÝåé óôï åðSSðåäï Σ^p_2 = Π^p_2 = BP P .

Ðüñéóìá 4.32. [Ko82] Áí NP ⊆ BP P , ôüôå P H ⊆ BP P .

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü ãåíéêåýåôáé óôï áêüëïõèï èåþñçìá: Èåþñçìá 4.33. Áí Π^p_k ⊆ BP · Σ^p_k, ôüôå P H = BP · Σ^p_k = Σ^p_{k+1}

4.4.3 ÐáéœíSSäéá Arthur-Merlin

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá èá ìáò áðáóœïëÞóåé ç êëÜóç BP · NP . Áí ôçí öáíôáóôïýìå ìå ôç ìïñöÞ ðáéãíSSïõ Prover-Veri˛er ìðïñåSS íá åñìçíåõôåSS ùò åîÞò:äåäïìÝíïõ åíüò óõíüëïõ A ∈ BP ·NP , Ýœïõìå Ýíá óýíïëï B ∈ P ôÝôïéï þóôå: { x ∈ A ⇒ P rob[∃y(x; r; y) ∈ B] ≥ 3=4; x ∉ A ⇒ P rob[∃y(x; r; y) ∈ B] ≤ 1=4;

4.4 ÐéèáíïôéêÝò ÊëÜóåéò 57

üðïõ ç ðéèáíüôçôá ëáìâÜíåôáé ïìïéüìïñöá áðü üëá ôá strings r êÜðïéïõ ðïëõùíõìéêïý ìÞêïõò ùò ðñïò ôï ìÞêïò |x|. Áõôü óçìáSSíåé üôé ãéá íá áðïäåéœèåSS üôé Ýíá string x áíÞêåé óôï A, ï Veri˛er îåêéíÜ äéáëÝãïíôáò Ýíá ôõœáSSï string r (ðïëõùíõìéêïý ìÞêïõò) êáé ôï óôÝëíåé óôïí Prover. Áõôüò ìå ôç óåéñÜ ôïõ âñSSóêåé Ýíá string y (ðïëõùíõìéêïý ìÞêïõò) êáé ôï óôÝëíåé ðSSóù óôïí Veri˛er ï ïðïSSïò ôåëéêÜ åëÝãœåé áí (x; r; y) ∈ B.

Ðáñáôçñïýìå üôé ðñüêåéôáé ãéá ìéá åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôïõ IP(2). Ï ðåñéïñéóìüò ðïõ Ýœïõìå åäþ åSSíáé üôé ï Veri˛er äåí åðéôñÝðåôáé íá êÜíåé éäéùôéêïýò õðïëïãéóìïýò ìå ôï r êáé íá ôï áðïêáëýðôåé Ýììåóá. ÁíôéèÝôùò ðñÝðåé íá ôï óôåSSëåé áìÝóùò ìüëéò ôï õðïëïãSSóåé. ÄçëáäÞ ïé ‘ñSSøåéò êåñìÜôùí’ ôïõ Veri˛- er åSSíáé äçìüóéåò. ÐáñáôçñÞóôå üôé ç öáéíïìåíéêÜ ðéï éóœõñÞ ðåñSSðôùóç ôïõ íá Ýœåé ï Veri˛er ‘éäéùôéêÝò ñSSøåéò’ ìïéÜæåé íá åSSíáé æùôéêÞò óçìáóSSáò ãéá ôá ðñùôüêïëëá ôùí GI êáé GA ðïõ Ýœïõìå äåé.

Áõôü ôï åSSäïò äéáäñáóôéêþí áðïäåSSîåùí ìå ìüíï äçìüóéåò ñSSøåéò íïìéóìÜôùí Ýœåé ðñïôáèåSS áðü ôïí Babai [Bab80] [BM88] ãéá ôçí êáôçãïñéïðïSSçóç ðñïâëçìÜôùí ôçò èåùñSSáò ïìÜäùí. ÓõìâïëSSæåé ôçí êëÜóç BP · NP ìå AM, üðïõ ôï A óõìâïëSSæåé ôïí âáóéëéÜ Arthur êáé ôï M ôïí ìÜãï Merlin. ÁõôÜ åSSíáé áðëÜ Üëëá ïíüìáôá ãéá ôïõò Veri˛er êáé Prover áíôSSóôïéœá. ÁíÜëïãá ìå ôï ðïéïò ðáSSêôçò îåêéíÜ êáé ìå ôï ðüóïõò ãýñïõò Ýœåé ôï ðáéœíSSäé ïñSSæïíôáé êëÜóåéò üðùò ïé M, A, MA, AM, MAM, AMA, MAMA, AMAM, . . . . ÅSSíáé óáöÝò üôé ç êëÜóç M åSSíáé ç SSäéá ìå ôçí NP êáé ç A åSSíáé ç SSäéá ìå ôçí BPP. ÅðéðëÝïí, ç ðáñáðÜíù óõæÞôçóç äåSSœíåé üôé AM = BP · NP . ÔÝëïò, ç êëÜóç MA åSSíáé ìéá Üëëç áíåîÜñôçôç åíäéáöÝñïõóá êëÜóç ìå ôçí ïðïSSá èá áóœïëçèïýìå áñãüôåñá.

Ï Babai äåSSœíåé üôé áõôÞ ç \Arthur-Merlin" éåñáñœSSá êáôáññÝåé óôçí êëÜóç ÁÌ [Bab80][BM88] ïðüôå ìüíï ïé êëÜóåéò M=NP, A=BPP, MA êáé ÁÌ (êáé ïé co-NP, co-MA êáé co-AM) åíäåœïìÝíùò íá åSSíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò. Ç áðüäåéîç áõôÞ ìðïñåSS íá âñåèåSS êáé óå ðéï óýíôïìç êáé êáôáíïçôÞ ìïñöÞ óôï [Zac88]. ĳðùò óôçí ðåñSSðôùóç ôçò IP, ôï ðáéœíSSäé ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå ðïëõùíõìéêü áñéèìü ãýñùí. ÓõìâïëSSæïõìå áõôÞ ôçí êëÜóç ìå AM(poly).

Ïé Goldwasser êáé Sipser Ýäåéîáí üôé ïé éäéùôéêÝò ñSSøåéò ìðïñïýí íá ðñïóïìïéùèïýí ìå äçìüóéåò ñSSøåéò êáé óõíåðþò IP = AM(poly) êáé IP (2) = AM. Áðü ôï ðüñéóìá 4.30 Ýœïõìå AM ⊆ Π^p_2 êáé åðïìÝíùò IP (2) ⊆ Π^p_2. Ìéá áêüìá óõíÝðåéá ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ôùí Goldwasser êáé Sipser åSSíáé üôé ôï GI áíÞêåé óôçí AM.

Èåþñçìá 4.34. GI ∈ AM.

Ðüñéóìá 4.35. [BHZ87] [Sch88] Áí ôï GI åSSíáé NP-Complete ôüôå ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá êáôáññÝåé óôï äåýôåñï åðSSðåäï Σ^p_2 = Π^p_2 = AM.

Áðüäåéîç. Áí ôï GI åSSíáé NP-Complete, ôüôå ôï GI åSSíáé co-NP-Complete.

58 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Áðü ôï èåþñçìá 4.34 GI ∈ AM êáé åðïìÝíùò Π^p_1 = co − NP ⊆ AM = BP · NP = BP · Σ^p_1. Áðü ôï èåþñçìá 4.33 ðñïêýðôåé ôï áðïäåéêôÝï.

4.5 Lowness and Collapses

ÌåñéêÝò öïñÝò üôáí äåí ìðïñïýìå íá óõãêñSSíïõìå áð’åõèåSSáò äõï êëÜóåéò ðïëõðëïêüôçôáò ìðïñïýìå íá ôéò óõãêñSSíïõìå ìå Ýììåóï ôñüðï œñçóéìïðïéþíôáò ìáíôåSSá.

Ïñéóìüò 4.36. ÿíá óýíïëï Á ëÝìå üôé åSSíáé œáìçëü(low) ãéá ìéá êëÜóç C áí C(A) = C. Áõôü óçìáSSíåé üôé ôï ìáíôåSSï Á ìðïñåSS íá áíôéêáôáóôáèåSS áðü õðïëïãéóìïýò ìÝóá óôçí êëÜóç C.

Áí ç ðïëõðëïêüôçôá åíüò ðñïâëÞìáôïò äåí Ýœåé äéáëåõêáíèåSS áêüìá, üðùò ãéá ôï GI ãéá ôï ïðïSSï äåí îÝñïõìå áí åSSíáé óôï P Þ áí åSSíáé NP-Complete, ç œáìçëüôçôá (lowness) ìðïñåSS íá äþóåé êÜðïéá ðëçñïöïñSSá.

H œáìçëüôçôá ðñïêýðôåé óõíÞèùò ìå äýï ôñüðïõò. Ï ðñþôïò áí ôï óýíïëï A (Þ ç êëÜóç óôçí ïðïSSá áíÞêåé) Ýœåé œáìçëÞ ðïëõðëïêüôçôá. Ï äåýôåñïò áí ôï Á Ýœåé œáìçëÞ ðåñéåêôéêüôçôá ðëçñïöïñSSáò, üðùò óôçí ðåñSSðôùóç óõíüëùí åðSS áëöáâÞôùí åíüò ãñÜììáôïò.

Ãéá ôçí ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá ãéá k ≥ 1 êáé ãéá êÜèå óýíïëï A ∈ NP éóœýåé ç áêüëïõèç óœÝóç:

Ó^p_k^{(1)}⊆ Ó^p_k (A)^{(2)}⊆ Ó^p_{k+1} Áí éóœýåé éóüôçôá óôçí (1) ãéá êÜðïéï k, ôüôå ôï Á åSSíáé œáìçëü(low) ãéá ôçí Ó^p_k . ÁíôSSèåôá áí éóœýåé ç éóüôçôá óôï (2) ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ôï Á åSSíáé øçëü(high). ÔÝëïò ìðïñåSS íá ìçí éóœýåé êáìSSá áðü ôéò éóüôçôåò (1) êáé (2), ïðüôå êáëïýìå ôï óýíïëï Á åíäéÜìåóï(intermediate). ÐáñáôçñÞóôå üôé üëá ôá óýíïëá Á óôï P êÜíïõí ôçí éóüôçôá (1) íá éóœýåé ãéá êÜèå k, åíþ üëá ôá óýíïëá Á ðïõ åSSíáé NP-Complete êÜíïõí ôçí éóüôçôá (2) íá éóœýåé.

Ïñéóìüò 4.37. ÿíá óýíïëï A ∈ NP åSSíáé low_k; k ≥ 0, (óõìâïëéêÜ A ∈ L_k) áí Ó^p_k (A) = Ó^p_k . ÿíá óýíïëï A åSSíáé high_k; k ≥ 0, (óõìâïëéêÜ A ∈ H_k) áí Ó^p_k (A) = Ó^p_{k+1}. Ç êëÜóç LH = ⋃ k≥0 L_k ïíïìÜæåôáé low hierarchy(œáìçëÞ éåñáñœSSá) óôï NP êáé ç êëÜóç HH = ⋃ k≥0 H_k ïíïìÜæåôáé high hierarchy(õøçëÞ éåñáñœSSá) óôï NP.

ÅSSíáé åìöáíÝò üôé Ýœïõìå ôéò óœÝóåéò L_0 ⊆ L_1 ⊆ : : : êáé H_0 ⊆ H_1 ⊆ : : :. Ãéá œáìçëÝò âáèìSSäåò ôùí éåñáñœéþí Ýœïõìå áêñéâåSSò œáñáêôçñéóìïýò ôùí êëÜóåùí áõôþí.

Ðñüôáóç 4.38. [Sch83] L_0 = P êáé L_1 = NP ∩ co − NP .

4.5 Lowness and Collapses 59

Ç óœÝóç ìåôáîý ôùí A êáé B ðïõ äSSíåôáé áðü ôç óœÝóç A ∈ NP (B) ∩ co − NP (B) ìðïñåSS íá èåùñçèåSS óáí ìéá áóèåíÞò ìïñöÞ áíáãùãÞò. ÓõìâïëéêÜ A ≤^p_{sn} B (strong nondeterministic Turing reducibility). Ðáñüìïéá ìå ôçí ôåëåõôáSSá ðñüôáóç Ýœïõìå:

Ðñüôáóç 4.39. [Sch83] H_0 = {A|A is NP − Complete w:r:t: ≤^p_T − reduction }, H_1 = {A|A is NP − Completew:r:t: ≤^p_{sn} − reduction }.

Ôç high hierarchy ìðïñåSS íá ôç äåé êáíåSSò óáí ìéá ãåíSSêåõóç ôçò Ýííïéáò NP-ðëçñüôçôáò. ÕðÜñœïõí ðáñáäåSSãìáôá ðñïâëçìÜôùí ðïõ åSSíáé óôçí H_1 áëëÜ äåí åSSíáé ãíùóôü áí åSSíáé êáé óôçí H_0. ÁõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá åSSíáé ãíùóôÜ êáé ùò ã-ðëÞñç.

Ôï óœÞìá 4.2 äSSíåé óœçìáôéêÜ ôéò éåñáñœSSåò LH êáé HH ìÝóá óôï NP.

ÓœÞìá 4.2: ÉåñáñœSSåò LH êáé HH

Äåí åSSíáé ãíùóôü áí ïé LH êáé HH åSSíáé ãíÞóéåò éåñáñœSSåò, êÜôé ôï ïðïSSï èá óÞìáéíå üôé P ≠ NP , áëëÜ ïé LH êáé HH åSSíáé îÝíåò (disjoint) áí êáé ìüíï áí ç PH äåí êáôáññÝåé, üðùò äçëþíåé ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 4.40. [Sch83]Áí P H = Ó^p_k ôüôå L_k = H_k = NP . Áí P H ≠ Ó^p_k ãéá êÜðïéï k, ôüôå L_k ∩ H_k = ∅ êáé åðéðëÝïí NP − (L_k ∪ H_k) ≠ ∅. ÅðéðëÝïí áí P H ≠ Ó^p_k ãéá êÜèå k, ôüôå LH ∩ HH = ∅ êáé NP − (LH ∪ HH) ≠ ∅.

60 ÊåöÜëáéï 4. ÐïóïäåSSêôåò, ÐáSSãíéá êáé ÄéáäñáóôéêÝò ÁðïäåSSîåéò

Áðü ôá ìÝœñé óôéãìÞò áðïôåëÝóìáôá [BP P (BP P ) = BP P; NP (NP ∩ co − NP ) = NP; Ó^p_2 (BP P ) = Ó^p_2 ] êáé ôçí ðáñáðÜíù ðñüôáóç ðñïêýðôåé üôé êáíÝíá NP-Complete óýíïëï äåí ìðïñåSS íá áíÞêåé óôï BPP Þ óôçí ôïìÞ ÄNP = NP ∩ co − NP åêôüò êé áí ç PH êáôáññÝåé óôï Ó^p_2 .

Óôç óõíÝœåéá äåSSœíïõìå Ýíá ðïëý éóœõñü áðïôÝëåóìá (œùñSSò áðüäåéîç) ôï ïðïSSï œñçóéìåýåé ùò ôåëåõôáSSï âÞìá ãéá ôçí áðüäåéîç üôé ôï GI åSSíáé óôçí low hierarchy (LH).

Èåþñçìá 4.41. AM(AM ∩ co − AM) = AM.

Áðüäåéîç. Óôï [Zac88] áðïäåéêíýåôáé üôé AM = (∃^+∃=∃^+∀) = (∀∃=∃^+∀). ÅðïìÝíùò AM(AM∩co−AM) = (∀∃=∃^+∀)[(∀∃=∃^+∀)∩(∃^+∀=∀∃) ⊆ (∀∃=∃^+∀)(∀∃=∃^+∀) = (∀∃∀∃=∃^+∀∃^+∀) ⊆ (∀∀∃∃=∃^+∃^+∀∀) = (∀∃=∃^+∀) = AM ćñá AM(AM ∩ co − AM) ⊆ AM). Ðñïöáíþò éóœýåé AM ⊆ AM(AM ∩ co − AM) åðïìÝíùò AM(AM ∩ co − AM) = AM.

Ðüñéóìá 4.42. Ôï GI åSSíáé œáìçëü ãéá ôçí AM(·), äçëáäÞ AM(GI) = AM. Áðüäåéîç. Áðü ôï èåþñçìá 4.34, ôï GI åSSíáé óôçí ôïìÞ NP ∩ co − AM ⊆ AM ∩ co − AM.

Ðüñéóìá 4.43. Ôï GI åSSíáé œáìçëü ãéá ôçí Ó^p_2 (·), äçëáäÞ Ó^p_2 (GI) = Ó^p_2 , äçëáäÞ GI ∈ L_2.

Áðüäåéîç. Éóœýåé üôé co − N · AM = Ð^p_2 :

( co − N · AM ⊆ Ð^p_2 ):co-N · AM = co − N · BP · N · P ⊆ co − N · co − N · N · N · P = co − N · N · P = Ð^p_2 ( Ð^p_2 ⊆ co − N · AM ): Ð^p_2 = co − N · NP ⊆ co − N · AM. Áõôü ôï áðïôÝëåóìá äïõëåýåé êáé ìå ìáíôåSSá, äçëáäÞ co − N · AM(·) = Ð^p_2 (·). Åöáñìüæïíôáò ôþñá ôïí co − N -ôåëåóôÞ óôá äýï ìÝëç ôçò éóüôçôáò AM(GI = AM, ëáìâÜíïõìå Ð^p_2 (GI) = Ð^p_2 êáé ðáSSñíïíôáò ôï óõìðëÞñùìá Ýœïõìå Ó^p_2 (GI) = Ó^p_2 .

Ðüñéóìá 4.44. Ôï GI äåí áíÞêåé óå êáìSSá êëÜóç H_k ôçò éåñáñœSSáò HH, åêôüò êáé áí ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá PH êáôáññÝåé óôï Ó^p_{max(k;2)}.

ÅðïìÝíùò ïýôå êáí áóèåíåSSò Ýííïéåò NP-ðëçñüôçôáò äåí éóœýïõí ãéá ôï GI, áñêåSS íá ìçí êáôáññÝåé ç ðïëõùíõìéêÞ éåñáñœSSá.

ÌÝñïò ôñSSôï ÐáñáñôÞìáôá

.

ÁíáöïñÝò

[Bab80] L. Babai. Trading group theory for randomness. 17th ACM Symp.

Theory of Computing, 9:421{429, 1980.

[BHZ87] R.B. Boppana, J. Hastad, and S. Zachos. Does co-np have short interactive proofs? Information Processing Letters, 25:27{32, 1987.

[BM88] L. Babai and S. Moran. Arthur-merlin games: a randomized proof system and a hierarchy of complexity classes. Journal of Computer and System Sciences, 36:254{276, 1988.

[GMR89] S. Goldwasser, S. Micali, and C. Racko¸. The knowledge complexity of interactive proof systems. SIAM Journal of Computing, 18:186{208, 1989.

[GS89] S. Goldwasser and M. Sipser. Randomness and Computation, volume 5 of Advances in Computing Research, chapter Private coins versus publis coins in interactive proof systems, pages 73{ 90. JAI Press, 1989.

[HT72] J. E. Hopcroft and R. E. Tarjan. Isomorphism of planar graphs (working paper). Complexity of Computer Computations, pages 147{150, 1972.

[HT96] M. M. Halld«orsson and K. Tanaka. Approximation and special cases of common subtrees and editing distance. In Proc. 7th Ann. Int. Symp. on Algorithms and Computation, volume 1178 of Lecture Notes in Comput. Sci., pages 75{84. Springer Verlang, 1996.

[HW74] J. E. Hopcroft and J. K. Wong. A linear time algorithm for isomorphism of planar graphs. In ACM Symposium on Theory of Computing, pages 172{184, 1974.

[JKMT03] Birgit Jenner, Johannes K-obler, Pierre McKenzie, and Jacobo Tor«an. Completeness results for graph isomorphism. Journal of Computer and System Sciences, 66:549{566, 2003.

64 ÁíáöïñÝò

[Kar72] R.M. Karp. Reducibility among combinatorial problems. Complexity of Computer Computations, pages 85{103, 1972.

[Ko82] K. Ko. Some observations on the probabilistic algorithms and nphard problems. Information Processing Letters, 14:39{43, 1982.

[KST93] Johannes Kobler, Uwe Schoning, and Jacobo Toran. The Graph Isomorphism Problem: Its Structural Complexity. Birkhauser Boston, April 1993.

[Lad75] R. E. Ladner. On the structure of polynomial-time reducibilities.

Journal of the Assoc. Comput.Mach., 22:155{171, 1975.

[Lub81] A. Lubiw. Some NP-complete problems similar to graph isomorphism. SIAM Journal of Computing, 10:11{21, 1981.

[Mil79] G.L. Miller. Graph isomorphism, general remarks. Journal of Computer and System Sciences, 18:128{142, 1979.

[Pap94] Christos H. Papadimitriou. Computational Complexity. Addison Wesley Publishing Company, January 1994.

[Sch76] C.P. Schnorr. Optimal algorithms for self-transformable problems. In S. Michaelson and R. Milner, editors, Automata, Languages, and Programming, pages 322{337. Edinburgh University Press, 1976.

[Sch83] U. Sch-oning. A low and a high hierarchy within np. Journal of Computer and Systems Sciences, 27:14{28, 1983.

[Sch88] U. Sch-oning. Graph isomorphism is in the low hierarchy. Journal of Computer and System Sciences, pages 312{323, 1988.

[Sha90] A. Shamir. IP = PSPACE. IEEE Symp. Foundations of Computer Science, pages 11{15, 1990.

[Wei66] L. Weinberg. A simple and e¸ective algorithm for determining isomorphism of planar triply connected graphs. IEEE Trans. on Circuit Theory, 13:142{148, 1966.

[Whi33] H. Whitney. A set of topological invariants for graphs. American Journal of Mathematics, 55:231{235, 1933.

[Zac82] S. Zachos. Rubustness of probabilistic computational complexity classes under de˛nitional perturbations. Inrormation and Control, 54, 1982.

ÁíáöïñÝò 65

[Zac86a] S. Zachos. A decisive characterisation of BPP. Information and Control, 69:125{135, 1986.

[Zac86b] S. Zachos. Probabilistic quanti˛ers, adversaries, and complexity classes: an overview. In Springer-Verlang, editor, 1st Structure in Complexity Theory, volume 223 of Lecture Notes in Computer Science, pages 383{400, 1986.

[Zac88] S. Zachos. Probabilistic quanti˛ers and games. Journal of Computer and System Sciences, 36(3):433{451, 1988.

[ZF87] S. Zachos and M. F-urer. Probabilistic quanti˛ers vs. distrustful adversaries. In Springer-Verlang, editor, Foundations of Software Technology and Theoretical Computer Sciences, volume 287 of Lecture Notes in Computer Science, pages 443{455, 1987.

[ZJ94] K. Zhang and T. Jiang. Some MAX SNP-hard results concerning unordered labeled trees. Inform. Process. Lett., 49:249{254, 1994.