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Περίληψη 

 
 

Τα τελευταία χρόνια έχουν αναπτυχθεί πολλοί νέοι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι για 
 προβλήµατα βελτιστοποίησης. Ένα µεγάλο ποσοστό αυτών βασίζεται στη 

θεωρία του γραµµικού προγραµµατισµού. Οι αλγόριθµοι αυτοί χρησιµοποιούν δύο βασικές 
τεχνικές, την τεχνική της στρογγυλοποίησης (rounding) και το σχήµα πρωτεύον – δυϊκό 
(primal-dual). Η διπλωµατική αυτή εργασία µελετάει και τις δύο τεχνικές µε ιδιαίτερη 
έµφαση στην πρώτη και στις διάφορες υποκατηγορίες της. Χάριν πληρότητας, δίνεται 
αρχικά µία εισαγωγή στη µαθηµατική θεωρία του γραµµικού προγραµµατισµού. 

hardNP −

Οι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι που βασίζονται στη µέθοδο στρογγυλοποίησης 
επιλύουν (βέλτιστα) ένα γραµµικό πρόγραµµα το οποίο αποτελεί χαλάρωση του προς 
επίλυση προβλήµατος βελτιστοποίησης. Εν γένει, ωστόσο, η λύση που υπολογίζεται 
τοιουτοτρόπως έχει κλασµατικές συνιστώσες. Οι περισσότεροι αλγόριθµοι λύνουν το εν 
λόγω γραµµικό πρόγραµµα µία φορά και κατασκευάζουν µία ακέραια (εφικτή) λύση µέσω 
κατάλληλης διαδικασίας στρογγυλοποίησης. Ωστόσο, αυτή η µέθοδος φαίνεται να µην 
εκµεταλλεύεται την πλήρη ισχύ του γραµµικού προγραµµατισµού. Μία βελτιωµένη τεχνική 
είναι αυτή της επαναλαµβανόµενης στρογγυλοποίησης, στην οποία στρογγυλοποιούµε τη 
λύση σε φάσεις. Μετά από κάθε φάση, υπολογίζουµε εκ νέου την καλύτερη κλασµατική 
λύση, διατηρώντας τη στρογγυλοποίηση που είχε πραγµατοποιηθεί σε προηγούµενες 
φάσεις. Επιπλέον, η στρογγυλοποίηση µπορεί να γίνει τόσο µε ντετερµινιστικό όσο και µε 
randomized τρόπο. Ειδική έµφαση δίνεται στη randomized στρογγυλοποίηση. 

Οι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι που βασίζονται στη µέθοδο πρωτεύοντος-δυϊκού 
λειτουργούν µε ένα ζεύγος πρωτεύοντος και δυϊκού γραµµικού προγράµµατος. Στην 
παρούσα εργασία εφαρµόζουµε αυτό το σχήµα µόνο για περιπτώσεις που όλοι οι 
συντελεστές του πρωτεύοντος και του δυϊκού γραµµικού προγράµµατος είναι µη αρνητικοί. 
Πρόσφατα, αποδείχθηκε ότι η εν λόγω µέθοδος µπορεί να εφαρµοστεί και σε περιπτώσεις 
που εµφανίζονται και αρνητικοί συντελεστές. Σηµειώνεται ότι οι αλγόριθµοι αυτής της 
κατηγορίας είναι γενικά πιο γρήγοροι από αυτούς της πρώτης κατηγορίας. 
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Abstract 

 
 

Over the last few years many new approximation algorithms have been developed for 
NP-hard optimization problems. A large fraction of these improved algorithms are based on 
linear programming theory. These algorithms use two basic techniques, rounding and primal 
– dual schema. This diploma thesis analyses both techniques with a special emphasis on the 
former and its subcategories. For completeness, an introduction to the mathematical theory 
of linear programming is also given. 

Rounding based approximation algorithms solve an LP relaxation of the optimization 
problem. In general the solution obtained is fractional. Most algorithms solve the LP 
relaxation once and obtain an integral solution by a suitable rounding process. However, this 
method seems not to exploit the full power of linear programming. An enhanced technique 
is iterative rounding, in which the solution is rounded in phases. After each phase, we re - 
compute the best fractional solution, maintaining the rounding achieved in the previous 
phases. Furthermore, rounding can be accomplished in both a deterministic and a 
randomized way. Special emphasis is also given on randomized rounding. 

Primal Dual approximation algorithms work with a primal and dual pair of linear 
programs. In this thesis we apply this schema only when there are no negative coefficients 
in either the primal or the dual programs. However, it has recently been shown that the 
method can also be applied in cases which have negative coefficients. Primal Dual schema 
based algorithms are generally faster that rounding based algorithms. 
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Κεφάλαιο 1 
 
Εισαγωγή 
 
Πολλά προβλήµατα βελτιστοποίησης που εµφανίζονται στην πράξη είναι συνήθως 

, π.χ. προβλήµατα δροµολόγησης (routing), προβλήµατα χρονοδροµολόγησης 
(scheduling), προβλήµατα διαµέρισης (partitioning) κλπ. Σύµφωνα λοιπόν µε τη γενικά 
αποδεκτή υπόθεση ότι , δεν υπάρχει ελπίδα εύρεσης αλγορίθµων πολυωνυµικού 
χρόνου για την επίλυση τέτοιων προβληµάτων. Ωστόσο, στην πράξη κάτι τέτοιο είναι 
επιβεβληµένο. Μάλιστα, στην πράξη, εµφανίζονται συχνά πολύ µεγάλα στιγµιότυπα 
τέτοιων προβληµάτων. Οι Βάσεις ∆εδοµένων, η Υπολογιστική Βιολογία, η σχεδίαση VLSI 
και το διαδίκτυο είναι µερικές από τις πηγές µεγάλων στιγµιοτύπων. 

hardNP −

P NP≠

Η αποτυχία ακριβούς επίλυσης hardNP −  προβληµάτων βελτιστοποίησης σε 
πολυωνυµικό χρόνο, έχει οδηγήσει τους ερευνητές στην εύρεση διαφόρων ειδών λύσεων σε 
αυτά τα προβλήµατα. Κάποιες από τις προσεγγίσεις που ακολουθούνται είναι: 
 

1. Ευριστικές µέθοδοι (heuristics). 
2. Ανάλυση της µέσης περίπτωσης (average case analysis). 
3. «Σχεδόν» βέλτιστες λύσεις – Προσεγγιστικοί Αλγόριθµοι. 

 
Η δυσκολία µε την πρώτη προσέγγιση είναι ότι οι ευριστικές µέθοδοι, όπως η µέθοδος 
Branch and Bound και το simulated annealing [LA87], είναι αλγόριθµοι εκθετικού χρόνου 
και στηρίζονται στην υπόθεση ότι τα χειρότερα σενάρια δε θα εµφανιστούν στην πράξη. 
Ωστόσο, όταν έχουµε να κάνουµε µε στιγµιότυπα αστρονοµικού µεγέθους, αυτή η υπόθεση 
παύει να ισχύει και εποµένως οι εν λόγω µέθοδοι γίνονται µη πρακτικές. Η δεύτερη 
προσέγγιση βρίσκει µια λύση αποδοτικά κατά µέσο όρο για όλα τα δυνατά στιγµιότυπα. Η 
δυσκολία µε τη δεύτερη προσέγγιση είναι ότι απαιτεί να υποθέσει κανείς µία κατανοµή 
πιθανότητας για τα δεδοµένα εισόδου. Όµως, τα δεδοµένα εισόδου ενδέχεται να µην 
ακολουθούν την υποτεθείσα κατανοµή και ως εκ τούτου η ανάλυση να µην ισχύει. 

Η τρίτη προσέγγιση χαλαρώνει τον ίδιο το χώρο των εφικτών λύσεων. Αντί λοιπόν να 
υπολογίζει κανείς µία βέλτιστη λύση, υπολογίζει αποδοτικά µία λύση τη οποίας η τιµή είναι 
αποδεδειγµένα κοντά στη βέλτιστη τιµή. Με άλλα λόγια, η εναλλακτική αυτή προσέγγιση, 
περιλαµβάνει την ανάπτυξη και την υλοποίηση προσεγγιστικών αλγορίθµων για το δοθέν 
πρόβληµα, οι οποίοι να συνοδεύονται από αποδεδειγµένες αποδόσεις. 

Για τους σκοπούς µας, ένας αλγόριθµος θεωρείται αποδοτικός αν τρέχει σε 
πολυωνυµικό χρόνο (χρόνο που είναι φραγµένος από ένα σταθερό πολυώνυµο του µήκους 
της εισόδου). Για τους περισσότερους αλγορίθµους που παρουσιάζουµε (ως παραδείγµατα 
εφαρµογής των διαφόρων τεχνικών) δεν υπολογίζουµε ξεχωριστά την πολυπλοκότητά τους. 
Στις περισσότερες περιπτώσεις είναι φανερό από τα συµφραζόµενα ότι είναι πολυωνυµικού 
χρόνου. Αξίζει να τονιστεί ότι δίνεται έµφαση στην ποιότητα της προσέγγισης που 
εγγυώνται οι αλγόριθµοί µας. Ακολούθως υπενθυµίζονται κάποιες βασικές έννοιες από τη 
θεωρία των προσεγγιστικών αλγορίθµων. 

∆οθέντος ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης  και ενός στιγµιότυπου P I  του , ας 
συµβολίσουµε µε  τη βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης για το 

P
( )OPT I I  

(υποθέτουµε ότι για κάθε εφικτή λύση του στιγµιότυπου I  η τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης είναι µη αρνητική). 
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Αν το  είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης, ένας προσεγγιστικός αλγόριθµος  για το 
 είναι ένας αποδοτικός αλγόριθµος ο οποίος, για κάποιο , παράγει µια εφικτή λύση 

µε τιµή αντικειµενικής συνάρτησης τουλάχιστον 

P A
P 1≥λ

( )OPT I λ  για όλα τα στιγµιότυπα I . Ο 
 ονοµάζεται  - προσεγγιστικός αλγόριθµος για το . Το  ονοµάζεται (απόλυτος) 

λόγος προσέγγισης ή λόγος απόδοσης του αλγορίθµου. Για να διατηρήσουµε τη σύµβαση 
ότι  και για προβλήµατα ελαχιστοποίησης, λέµε ότι ένας αλγόριθµος  είναι  - 
προσεγγιστικός αλγόριθµος για ένα πρόβληµα ελαχιστοποίησης , αν ο  παράγει µία 
εφικτή λύση µε τιµή το πολύ 

A λ P λ

P
1≥λ A λ

A
( )IOPT ⋅λ  για όλα τα στιγµιότυπα I  του . Συνεπώς, οι δύο 

φράσεις – κλειδιά στους προσεγγιστικούς αλγορίθµους είναι η αποδοτικότητα και η 
αποδεδειγµένη απόδοση προσέγγισης. 

P

Είναι γνωστό ότι για µερικά προβλήµατα ο απόλυτος λόγος απόδοσης δεν είναι το 
καλύτερο µέτρο για την αξιολόγηση της απόδοσης ενός αλγορίθµου. Για τέτοιες 
περιπτώσεις ορίζουµε τον ασυµπτωτικό λόγο απόδοσης. Ο τελευταίος ικανοποιεί τις ίδιες 
ιδιότητες µε τον απόλυτο για όλα τα στιγµιότυπα I  του προβλήµατος που έχουν αρκετά 
µεγάλη τιµή για το OPT . Τονίζεται ότι οι λόγοι που ορίστηκαν παραπάνω δεν είναι κατ’ 
ανάγκην σταθερές, αλλά εν γένει εξαρτώνται από το µήκος της εισόδου του προβλήµατος. 
Πολλές φορές µάλιστα θεωρούµε ως λόγο απόδοσης (απόλυτο ή ασυµπτωτικό) το infimum 
όλων αυτών που ικανοποιούν τις προαναφερθείσες ιδιότητες. Οι παραπάνω ορισµοί 
τροποποιούνται ελαφρά σε περίπτωση που ο υπό εξέταση προσεγγιστικός αλγόριθµος είναι 
randomized και όχι ντετερµινιστικός, όπως θα φανεί σε επόµενο κεφάλαιο. 

( )I

Λέµε ότι ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης έχει προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού 
χρόνου (polynomial time approximation scheme-PTAS) αν υπάρχει µια οικογένεια 
αλγορίθµων { }Aε  τέτοια ώστε ο αλγόριθµος  να είναι Aε ( )1+ ε  - προσεγγιστικός για κάθε 
σταθερό . Ο χρόνος εκτέλεσης του  είναι πολυωνυµικός ως προς το µήκος της 
εισόδου, όχι όµως κατ’ ανάγκη και ως προς το 

0>ε Aε
1 . Αν κάτι τέτοιο ισχύει, τότε µιλάµε για 

ένα προσεγγιστικό σχήµα πλήρως πολυωνυµικού χρόνου (fully polynomial time 
approximation scheme - FPTAS). 

ε

Υπάρχουν πολλές µέθοδοι για τη σχεδίαση αλγορίθµων σε αυτή την περιοχή, όπως η 
άπληστη (greedy) προσέγγιση, ο δυναµικός προγραµµατισµός, η µέθοδος primal – dual και 
γενικότερα µέθοδοι που βασίζονται στο µαθηµατικό προγραµµατισµό (ειδικότερα στο 
γραµµικό και στο semidefinite), η µέθοδος τοπικής βελτίωσης κ. ά. 

Ο όρος «προσεγγιστικός αλγόριθµος» φαίνεται να έχει εισαχθεί από τον David 
Johnson σε ένα πρωτοποριακό paper του 1974 [Jo74]. Σε αυτό το paper ο Johnson δίνει 
προσεγγιστικούς αλγορίθµους για αρκετά κλασικά προβλήµατα, συµπεριλαµβανόµενου 
ενός PTAS για το πρόβληµα αθροίσµατος υποσυνόλου, ενός 2-προσεγγιστικού αλγορίθµου 
για το πρόβληµα MAX SAT (εκδοχή βελτιστοποίησης του προβλήµατος SAT), έναν 

 - προσεγγιστικό για το πρόβληµα set cover, όπως επίσης και ευριστικές µεθόδους 
για το πρόβληµα χρωµατισµού γράφων και το πρόβληµα της µέγιστης κλίκας, παρόλο που 
δεν είχε µπορέσει να βρει λόγο προσέγγισης 

(ln 1n + )

( )1O n −ε  για κανένα  για τα δύο αυτά 
προβλήµατα, όπου  είναι ο αριθµός των κορυφών του γραφήµατος. 

0>ε

n
Ωστόσο, οι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι ήταν παρόντες στη βιβλιογραφία ακόµα και 

πριν την εισαγωγή της έννοιας της -πληρότητας. Ο Lovász αναφέρει ότι σε ένα paper 
του Erdös του 1967 [Er67] αποδεικνύεται ότι το µέγεθος µιας µέγιστης τοµής (max cut) σε 
ένα γράφηµα µε µη αρνητικά βάρη στις ακµές είναι τουλάχιστον ίσο µε το µισό του 
αθροίσµατος των βαρών όλων των ακµών και ότι η απόδειξη είναι κατασκευαστική µε την 
πολυωνυµική έννοια (δηλαδή µπορεί να µετατραπεί σε ένα 2-προσεγγιστικό αλγόριθµο για 
το πρόβληµα της µέγιστης τοµής). Ο Graham [Gra66] έδωσε ένα σύνολο από 2-

NP
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προσεγγιστικούς αλγορίθµους για ένα πλήθος προβληµάτων χρονοδροµολόγησης το 1966. 
Τέλος, µόλις το 1964 ο Vizing [Vi64] έδωσε έναν αλγόριθµο για την εύρεση χρωµατισµού 
ακµών σε ένα γράφηµα ο οποίος χρησιµοποιεί το πολύ ένα χρώµα περισσότερο από το 
ελάχιστο δυνατόν. 

Τα τελευταία χρόνια έλαβαν χώρα πολλές εντυπωσιακές ανακαλύψεις στην περιοχή 
των προσεγγιστικών αλγορίθµων. ∆εν είναι εφικτό, στο χώρο που διατίθεται σε αυτή την 
εισαγωγή, να δοθεί µια ικανοποιητική επισκόπηση αυτών των αποτελεσµάτων. Από την 
άποψη της υπολογιστικής πολυπλοκότητας, µία ενδιαφέρουσα παρατήρηση που προέκυψε 
από τη µελέτη των προσεγγιστικών αλγορίθµων είναι ότι παρόλο που τα  
προβλήµατα απόφασης είναι ισοδύναµα υπό την έννοια της ακριβούς επίλυσης, τα 
αντίστοιχα (φυσικά) προβλήµατα βελτιστοποίησης ανήκουν σε ένα ιδιαίτερα ευρύ φάσµα 
υπό την έννοια της προσεγγισιµότητας. 

NP complete−

Με άλλα λόγια, αποδείχθηκε ότι υπάρχουν προβλήµατα για τα οποία η εύρεση ενός 
(πολυωνυµικού) προσεγγιστικού αλγορίθµου που επιτυγχάνει συγκεκριµένο λόγο απόδοσης 
είναι το ίδιο δύσκολο πρόβληµα µε την εύρεση ακριβούς πολυωνυµικού αλγορίθµου για το 
ίδιο πρόβληµα. Τα αποτελέσµατα αυτά έχουν τις ρίζες τους σε τµήµατα της θεωρητικής 
πληροφορικής που δε σχετίζονται µε τη βελτιστοποίηση. Η σύνδεση µε τη βελτιστοποίηση 
έγινε από το κοµβικής σηµασίας paper των Feige, Goldwasser, Lovász, Safra και Szegedy 
[FGL+96] το οποίο ακολούθησαν δύο papers των Arora και Safra [AS92, AS98] και δύο 
των Arora, Lund, Motwani, Sudan και Szegedy [ALM+92, ALM+98] και τα οποία έδωσαν 
έναν εναλλακτικό ορισµό του .  NP

Συνέπεια των προηγούµενων αποτελεσµάτων ήταν ότι µια συλλογή από προβλήµατα 
βελτιστοποίησης δεν µπορούν να έχουν προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου, εκτός 
κι αν . Σε αυτή τη συλλογή ανήκει το συµµετρικό πρόβληµα του πλανόδιου πωλητή 
(µε τριγωνική ανισότητα φυσικά), το πρόβληµα της µέγιστης τοµής, το πρόβληµα της 
ελάχιστης κάλυψης κορυφών (min vertex cover) και το πρόβληµα MAX SAT. 

P NP=

Τα εν λόγω αποτελέσµατα ενισχύθηκαν και επεκτάθηκαν αργότερα µε διάφορους 
τρόπους. Για παράδειγµα, µε µία σειρά από papers [FGL+96, BGS98], που κατέληξαν σε 
ένα paper του Håstad [Ha99] αποδείχθηκε ότι για το πρόβληµα της µέγιστης κλίκας, δεν 
υπάρχει λόγος απόδοσης  για κανένα , εκτός κι αν . Οι Feige και 
Killian επέκτειναν αυτό το αποτέλεσµα στο πρόβληµα του ελάχιστου χρωµατικού αριθµού 
[FK98]. Μία άλλη σειρά από papers που ξεκίνησαν µε τη δουλειά των Lund και 
Γιαννακάκη [LY94] και η οποία αργότερα βελτιώθηκε από άλλους ερευνητές, έδειξε ότι 
δεν υπάρχει -προσεγγιστικός αλγόριθµος για το πρόβληµα set cover για  εκτός κι 
αν υπάρχει αλγόριθµος πολυπλοκότητας 

( 1O n −ε )

)

0>ε

(

NP RP=

lnc n 1c <

( )nO n log logO  για κάθε NP-πλήρες πρόβληµα. 

Πρόσφατα κάποια άλλα papers έδειξαν ότι δεν υπάρχουν σταθεροί παράγοντες προσέγγισης 
καλύτεροι από συγκεκριµένα φράγµατα για ορισµένα προβλήµατα, εκτός κι αν P NP= . 

Για παράδειγµα 129
128

 για το συµµετρικό πρόβληµα του πλανόδιου πωλητή µε τριγωνική 

ανισότητα [PV00], 16
17

 για το πρόβληµα της µέγιστης τοµής [Ha97], 7
6

 για το πρόβληµα 

της ελαχίστου βάρους κάλυψης κόµβων [Ha97] και 7
6

 για το πρόβληµα MAX SAT [Ha97]. 
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Κεφάλαιο 2 
 
Εισαγωγή στο Γραµµικό Προγραµµατισµό 
 
Ο γραµµικός προγραµµατισµός (Linear Programming - LP) περιλαµβάνει µια πολύ 
σηµαντική κλάση προβληµάτων βελτιστοποίησης. Σε ένα πρόβληµα γραµµικού 
προγραµµατισµού θέλουµε να βρούµε τιµές για ορισµένες µεταβλητές οι οποίες (i) να 
ικανοποιούν ένα σύνολο γραµµικών ισοτήτων και ανισοτήτων και (ii) ανάµεσα σε αυτές τις 
τιµές θέλουµε να επιλέξουµε εκείνη που µεγιστοποιεί ή ελαχιστοποιεί µια δοθείσα 
γραµµική αντικειµενική συνάρτηση. 

Ο γραµµικός προγραµµατισµός έχει πολλές εφαρµογές. Από την αλγοριθµική πλευρά, 
ο simplex προτάθηκε τη δεκαετία του ’40 και παρόλο που είχε πολύ καλά αποτελέσµατα 
στην πράξη, ήταν από τότε γνωστό ότι έχει εκθετικό χρόνο εκτέλεσης στη χειρότερη 
περίπτωση. Απ’ την άλλη, από τις αρχές της δεκαετίας του ’70, οπότε και ορίστηκαν οι 
κλάσεις P και NP, παρατηρήθηκε ότι   NP co NP∈∆= −∩LP  παρόλο που δεν ήταν 
γνωστός κανένας πολυωνυµικός αλγόριθµος για το πρόβληµα. 

Ο πρώτος πολυωνυµικός αλγόριθµος, η ελλειψοειδής µέθοδος [Kha79], 
ανακαλύφθηκε στα τέλη της ίδιας δεκαετίας. Ο αλγόριθµος του Karmarkar στα µέσα της 
δεκαετίας του ’80 οδήγησε σε ενεργοποίηση της έρευνας στην περιοχή των µεθόδων 
εσωτερικού σηµείου για το γραµµικό προγραµµατισµό. Ο γραµµικός προγραµµατισµός και 
ειδικά η έννοια της δυϊκότητας (duality) είναι µια πολύ σηµαντική αποδεικτική τεχνική µε 
σηµαντικότατες εφαρµογές στο πεδίο τόσο των ακριβών όσο και των προσεγγιστικών 
αλγορίθµων. Για µια εις βάθος ανάλυση του γραµµικού προγραµµατισµού, προτείνονται τα 
ακόλουθα συγγράµµατα [Chv83, Schr86]. Η ανάλυση που ακολουθεί στηρίζεται στο [G94]. 
 
 
2.1 Εισαγωγή 
 
Ένα γραµµικό πρόγραµµα είναι το πρόβληµα της βελτιστοποίησης µιας γραµµικής 
αντικειµενικής συνάρτησης ως προς ένα σύνολο µεταβλητών 1 2, ,..., nx x x  (µεταβλητές 
απόφασης – decision variables) οι οποίες υπόκεινται σε περιορισµούς γραµµικών ισοτήτων 
και ανισοτήτων. Σε standard µορφή, ένα γραµµικό πρόγραµµα εκφράζεται ως εξής: 

[ ]

1

1

                                 min                                     (αντικειµενική συνάρτηση)

µε τους περιορισµούς :

                                        ,               

n

j j
j

n

ij j i
j

c x

a x b i m

=

=

⋅

⋅ = ∈

∑

∑
[ ]

                       (περιορισµοί)

                                        0,                    (περιορισµοί µη αρνητικής τιµής)

             
jx j n≥ ∈

 

όπου τα { }, ,ij i ja b c  είναι δοσµένα. Από τούδε και στο εξής, το γράµµα m για να συµβολίζει 
το πλήθος των περιορισµών και το γράµµα n το πλήθος των µεταβλητών απόφασης. 

Ένα γραµµικό πρόγραµµα εκφράζεται πιο βολικά µε χρήση πινάκων: 
 

1

min  µε τους περιορισµούς :  T

n

Ax b
c x

x ×

=
 ≥ 0
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όπου 
 

( )

( )

( )

1
1 2

11 1

1
1 2

1

1
1 2

, ,...,

. .
. . . .

, ,...,  και 
. . . .

. .

, ,...,

T n
n

n

T m m
m

m mn

T n
n

x x x x

a a

b b b b A

a a

c c c c

×

n× ×

×

= ∈

 
 
 = ∈ =
 
 
 

= ∈

∈  

 
2.2 Βασική Ορολογία 

 
Ορισµός 2.1 Αν το διάνυσµα x ικανοποιεί τους περιορισµούς ,  Ax b x= ≥ 0 , τότε το x 
ονοµάζεται εφικτή λύση. 
 
Ορισµός 2.2 Ένα γραµµικό πρόγραµµα (LP) ονοµάζεται εφικτό αν έχει τουλάχιστον µία 
εφικτή λύση, ειδάλλως ονοµάζεται µη εφικτό. 
 
Ορισµός 2.3 Μια βέλτιστη λύση x∗  είναι µια εφικτή λύση, τέτοια ώστε να ισχύει 

{ }1min : ,T T
nc x c x Ax b x∗

×= = 0≥ . 
 
Ορισµός 2.4 Ένα γραµµικό πρόγραµµα είναι µη φραγµένο κάτω αν ισχύει 

.   εφικτή λύση  τ.ω. Tx c x∗ ∗∀ ∈ ∃ ≤λ λ
 
2.3 Ισοδύναµες µορφές 

Ένα γραµµικό πρόγραµµα µπορεί να πάρει αρκετές µορφές. Ενδέχεται ο στόχος να 
είναι η µεγιστοποίηση της γραµµικής αντικειµενικής συνάρτησης. Επιπλέον, µπορεί να 
υπάρχει συνδυασµός από περιορισµούς ισότητας και ανισότητας. Κάποιες µεταβλητές 
µπορεί να έχουν περιορισµό µη θετικής τιµής ή ακόµα να µην έχουν περιορισµό πρόσηµου. 
∆ύο µορφές ονοµάζονται ισοδύναµες αν είτε έχουν το ίδιο σύνολο βέλτιστων λύσεων, είτε 
είναι και οι δύο µη εφικτές, είτε και οι δύο µη φραγµένες. Είναι εύκολο να µετατρέψει 
κανείς τους περιορισµούς από τη µια µορφή στην άλλη: 
 

1. Ένα πρόβληµα µεγιστοποίησης µπορεί να εκφραστεί ως πρόβληµα ελαχιστοποίησης 
ως εξής: 

( )max minT Tc x c x⇔ −  
2. Μια ισότητα µπορεί να αναπαρασταθεί ως ένα ζεύγος ανισοτήτων: 

 
T T
i i i iT

i i T T
i i i

a x b a x b
a x b

a x b a x bi

  ≤ ≤   = ⇔ ⇔ 
  

≥ − ≤ −


     
 

3. Προσθέτοντας µια slack variable, µια ανισότητα µπορεί να αναπαρασταθεί ως 
συνδυασµός µιας ισότητας και περιορισµών µη αρνητικής τιµής: 

 
, 0T T

i i i i i ia x b a x s b s≤ ⇔ + = ≥  
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4. Περιορισµοί µη θετικής τιµής µπορούν να εκφρασθούν ως περιορισµοί µη 
αρνητικής τιµής. Πράγµατι, για να εκφράσουµε τον περιορισµό 0jx ≤ , 
αντικαθιστούµε κάθε εµφάνιση της µεταβλητής jx  µε jy−  και επιβάλλουµε τη 
συνθήκη . 0jy ≥

5. Επίσης η µεταβλητή x µπορεί να µην έχει περιορισµό προσήµου. Εν τοιαύτη 
περιπτώσει αντικαθιστούµε παντού την εν λόγω µεταβλητή µε την τιµή x x+ −− , 
όπου ,x x+ −  είναι νέες µεταβλητές, προσθέτοντας τους περιορισµούς . ,x x+ − 0≥

 
Εν γένει, λοιπόν, µια ανισότητα µπορεί να αναπαρασταθεί ισοδύναµα χρησιµοποιώντας ένα 
συνδυασµό περιορισµών ισότητας και µη αρνητικής τιµής, και αντιστρόφως. 

Χρησιµοποιώντας αυτούς τους κανόνες, το { }min :Tc x Ax b≥  µπορεί να 
µετασχηµατισθεί ισοδύναµα στην ακόλουθη µορφή: 

{ }min : ,  ,  ,  0T Tc x c x Ax Ax I s b x x s+ − + − + −− − − ⋅ = ≥  
Λέµε ότι ένα γραµµικό πρόγραµµα είναι σε κανονική µορφή (canonical form) όταν 

εκφράζεται µε την πρώτη από τις παραπάνω δύο µορφές, ενώ όταν εκφράζεται µε τη 
δεύτερη λέµε ότι είναι σε standard µορφή. 

Αντίστροφα ένα γραµµικό πρόγραµµα σε standard µορφή µπορεί να γραφεί σε 
κανονική µορφή. Πράγµατι το { }min :Tc x Ax b=  είναι ισοδύναµο µε το ακόλουθο: 

{ }min : ,  - ,  Tc x Ax b Ax b I x≥ ≥ − ⋅ ≥ 0  

Η παραπάνω συνθήκη µπορεί ισοδύναµα να γραφεί ως , όπου 'A x b≥ ' A'
A

A
I

 
= −
 
 


  και 

. '
b

b b
 
 = − 
 
 0

 
 
2.4 Η Γεωµετρία του Γραµµ ικού Προγραµµατισµού 
 
Έστω το σύνολο των εφικτών λύσεων { } :  ,  nP x Ax b x= = ≥ ⊆0 . 
 
Ορισµός 2.5 Το διάνυσµα x είναι κορυφή του συνόλου P αν ∃ ( )(:y x y P≠ + ∈0 ∧  

( ))x y P− ∈ . 
 
Θεώρηµα 2.1 Έστω ότι το { }min :Tc x x P∈  είναι πεπερασµένο. Τότε x P∀ ∈  

 κορυφή ' : 'T Tx c x c x∃ ≤ . 
Απόδειξη: 

Αν το x είναι κορυφή, τότε προφανώς το 'x x=  ικανοποιεί τετριµµένα την παραπάνω 
σχέση. 
Αν το x δεν είναι κορυφή, τότε, εξ ορισµού, ( ) ( )( ):y x y P x y∃ ≠ + ∈ ∧ − ∈0 P . Άρα, 

έχουµε ότι ( ) ( )A x y A x y b+ = − =  και συνεπώς ότι Ay = 0 . 
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Χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι 0  (παίρνουµε είτε 
το y είτε το ). Στην ειδική περίπτωση που ισχύει 0

Tc y ≤
y− Tc y = , επιλέγουµε το y έτσι ώστε 

να έχει τουλάχιστον µια αρνητική συνιστώσα, δηλαδή : 0jj y∃ < . Εφόσον ισχύει y ≠ 0  

και , είτε το y είτε το ( ) 0T Tc y c y == − y−  θα ικανοποιεί αυτή την ιδιότητα. 
T TΘεωρούµε το διάνυσµα x y+ ⋅λ , όπου . Έχουµε ότι  

  , λόγω των παραπάνω υποθέσεων. ∆ηλαδή το εν λόγω διάνυσµα 
ικανοποιεί την επιθυµητή ιδιότητα, αλλά εν γένει δεν είναι κορυφή του P. Ακολούθως 
περιγράφουµε µια επαγωγική διαδικασία για να καταλήξουµε στην επιθυµητή κορυφή. 

0>λ ( )c x y c x+ ⋅ =λ
T Tc y c x+ ≤λ ( )1

∆ιακρίνουµε τις παρακάτω περιπτώσεις: 
 

1η Περίπτωση ∃ <  : jj y 0
Αυξανοµένου του , η j - οστή συνιστώσα του διανύσµατος λ x y+ ⋅λ  µειώνεται και 
για , όπου  µια οριακή τιµή για το , το εν λόγω διάνυσµα παύει να 
αποτελεί εφικτή λύση (διότι τουλάχιστον µία συνιστώσα του είναι αρνητική και ως 
εκ τούτου δεν ικανοποιεί τον περιορισµό µη αρνητικής τιµής). Επιλέγουµε ως τιµή 
του  την προαναφερθείσα οριακή τιµή, δηλαδή 

0>λ λ

λ

0λ λ

{ }0 mi= =λ λ
: 0j

k
j y j k

x
y<

  = − − 
λ

= 0

n

Ay

jx
y . Η τιµή αυτή αντιστοιχεί προφανώς στη 

µέγιστη δυνατή τιµή του  για την οποία εξακολουθεί να ισχύει . 
Εφόσον , έπεται ότι 

x y+ ⋅ ≥ 0λ
( )A x y Ax Ay+ ⋅ +λ λ Ax= ==  . Συνεπώς, b

0x y+ ⋅λ P∈  και επιπλέον το εν λόγω διάνυσµα έχει τουλάχιστον µία µηδενική 
συνιστώσα περισσότερη από το x, την ( )k0x y+ ⋅λ . 
Αντικαθιστούµε το x µε το 0x y+ ⋅λ . 

2η Περίπτωση ∀ ≥  : jj y 0

Εξ υποθέσεως, έχουµε ότι 0Tc y <  και ότι το x y+ ⋅λ  είναι εφικτή λύση για κάθε 
, εφόσον αφενός 0≥λ ( ) Ax bA x y+ ⋅ = =λ  (όπως και στην 1η περίπτωση) και 

αφετέρου x y x+ ⋅ ≥ ≥λ 0 . Ωστόσο, έχουµε ότι ( )yTc x + ⋅λ   
καθώς το . Εποµένως, καταλήγουµε στο ότι το υπό εξέταση γραµµικό 
πρόγραµµα είναι µη φραγµένο, γεγονός που αντιτίθεται στην υπόθεση του 
θεωρήµατος (άτοπο). 

T Tc x c y= + ⋅ → −λ ∞
→ +∞λ

 
Η 1η περίπτωση µπορεί να συµβεί το πολύ n φορές, εφόσον το αρχικό σηµείο  
έχει n συνιστώσες. Με επαγωγή στον αριθµό των µη µηδενικών συνιστωσών του x, 
τελικά καταλήγουµε σε µια κορυφή 

nx ∈

'x . Η ορθότητα της επαγωγής είναι φανερή λόγω 
της συνθήκης ( . )1
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Παρατήρηση: Το παραπάνω θεώρηµα διατυπώθηκε για το εξής σύνολο εφικτών λύσεων 
{ } :  ,  P x Ax b x= = 0

{
≥ . Μιλώντας αυστηρά, το εν λόγω θεώρηµα δεν ισχύει για το σύνολο 

} :  P x Ax b= ≥ . Πράγµατι, ένα τέτοιο σύνολο P ενδέχεται να µην έχει καµία κορυφή. Για 

παράδειγµα, θεωρείστε το σύνολο ( ){ }1 2 2, : 0 1P x x x= ≤ ≤ . Το συγκεκριµένο πολύεδρο δεν 

έχει κορυφή, διότι για κάθε x P∈  και για ( )1 0y =  έχουµε ( ) ( )( )x y P x y P+ ∈ ∧ − ∈ . 

Γενικά µπορεί να αποδειχθεί ότι το εν λόγω σύνολο { } :  P x Ax b= ≥  έχει κορυφή αν και 

µόνο αν ο βαθµός του πίνακα Α είναι ίσος µε n, ( )Rank A n= , δηλαδή αν ο πίνακας Α έχει 
n γραµµικά ανεξάρτητες στήλες (όλες οι στήλες του γραµµικά ανεξάρτητες). Μπορεί να 
παρατηρήσει κανείς ότι, αν µετασχηµατίσουµε ένα γραµµικό πρόγραµµα από standard 
µορφή σε κανονική µορφή, οι περιορισµοί µη αρνητικής τιµής έπονται ότι ο πίνακας  
που προκύπτει είναι πλήρους βαθµού ως προς τις στήλες, εφόσον προφανώς 

'A

[ ]( )TRank A A I− = n . 

 
Πόρισµα 2.2 Αν το ελάχιστο { }min : ,  Tc x Ax b x= ≥ 0  είναι πεπερασµένο, υπάρχει 

βέλτιστη λύση x∗ , η οποία είναι κορυφή. 
Απόδειξη:  

Άµεση συνέπεια του θεωρήµατος 1. 
 

 
Πόρισµα 2.3 Αν { }: ,P x Ax b x= = ≥ ≠0 ∅ , τότε το P έχει τουλάχιστον µία κορυφή. 
 
Το ακόλουθο θεώρηµα παρέχει µια ικανή και αναγκαία συνθήκη για την αναγνώριση 
κορυφών. 
 
Θεώρηµα 2.4 Έστω { }: ,P x Ax b x= = ≥ 0 . Για x P∈ , έστω  ο υποπίνακας του Α που 
αντιστοιχεί σε εκείνα τα j για τα οποία 0 . Τότε (i) το x είναι κορυφή αν και µόνο αν (ii) 
ο πίνακας  έχει γραµµικά ανεξάρτητες στήλες, δηλαδή ισοδύναµα αν είναι πλήρους 
βαθµού ως προς τις στήλες. 

xA

jx >

xA

Απόδειξη: 
 

Αρχικά αποδεικνύουµε ότι . Ισοδύναµα αρκεί να αποδειχθεί ότι . 
Πράγµατι, έστω ότι το x δεν είναι κορυφή. Τότε εξ ορισµού έχουµε ότι 

. Έστω  ο υποπίνακας του Α που αντιστοιχεί στις µη 
µηδενικές συνιστώσες του y. 

ii i→

yA

  i i¬ → ¬ i

P: ,y x y x y∃ ≠ + − ∈0

Έχουµε ότι ( ) ( )A x y A x y b Ay+ = − = ⇒ = 0
y ≠ 0

. Τότε από την προηγούµενη ισότητα και 
µε δεδοµένο ότι  έπεται εξ ορισµού ότι ο πίνακας  έχει γραµµικά εξαρτηµένες 
στήλες. 

yA

Επιπλέον, 

( ) (( )0 0j j

x y
x y

x y
+ ≥ 

⇒ = → =− ≥ 

0
0 )  

Συνεπώς, οι στήλες του πίνακα  είναι και στήλες του πίνακα . Άρα, ο  έχει 
γραµµικά εξαρτηµένες στήλες. 

yA xA xA
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Για να αποδείξουµε ότι  αποδεικνύουµε ισοδύναµα ότι  i i→ i ii i¬ → ¬

 τ.ω. ny A

. Έστω λοιπόν 
ότι ο πίνακας  έχει γραµµικά εξαρτηµένες στήλες. Τότε εξ ορισµού έχουµε ότι 

. Μπορούµε να επεκτείνουµε το y στις n διαστάσεις 

προσθέτοντας µηδενικές συνιστώσες. Τότε έπεται ότι 

xA
0 τ.ω. ,  xy A y y∃ = ≠ 0

y∃ ∈ = y ≠ 00 ,  και 
µάλιστα  όπου . 0jy = 0=jx

Θεωρούµε το 'y y= ⋅λ
A x= ⇒ ±0

, . Είναι εύκολο να δει κανείς ότι για κάθε τιµή του  
ισχύει . Επιπλέον, λόγω του ότι 

0>λ
( )' =

λ
Ay y 0 00j jx y= ⇒ =  έπεται ότι 

υπάρχει αρκετά µικρό  τέτοιο ώστε '0>λ x y± ≥ 0 . Άρα, λοιπόν 'x y± ∈ P , δηλαδή το 
x δεν είναι κορυφή. 

 
 
2.5 Βάσεις 

Έστω x µια κορυφή του συνόλου { }: ,P x Ax b x= = ≥ 0 . Ας υποθέσουµε αρχικά ότι το 

πλήθος των θετικών συνιστωσών του x ισούται µε m, δηλαδή ότι { }: 0jj x > =

B

m  (όπου ο 

πίνακας A είναι διαστάσεων ). Εν τοιαύτη περιπτώσει συµβολίζουµε µε  το εν λόγω 
σύνολο δεικτών, δηλαδή 

m n×

{ }: jB 0>j x= . Επιπλέον, έστω xAA =B

m

. Χρησιµοποιούµε αυτό 
τον συµβολισµό όχι µόνο για τα A και , αλλά επίσης και για το x και για άλλα σύνολα 
δεικτών. Τότε ο πίνακας  είναι τετραγωνικός διαστάσεων 

B
AB m×  του οποίου οι στήλες 

είναι γραµµικά ανεξάρτητες, λόγω του θεωρήµατος 4. Συνεπώς, ο πίνακας αυτός είναι 
αντιστρέψιµος. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι µπορούµε να εκφράσουµε το x ως 0jx =  

αν , και (εφόσον ισχύει ότι j ∉B A x b=B B
1) x A b−=B B . Οι µεταβλητές που αντιστοιχούν 

στο σύνολο δεικτών  ονοµάζονται βασικές. Οι υπόλοιπες ονοµάζονται µη βασικές. Το 
σύνολο δεικτών που αντιστοιχεί στις µη βασικές µεταβλητές συµβολίζεται 

B
[ ] \nN B=

1

. 

Συνεπώς, µπορούµε να γράψουµε εν συντοµία τα παραπάνω ως x A b−=B B x =N και . 0
Χωρίς βλάβη της γενικότητας θα θεωρήσουµε ότι ο πίνακας Α είναι πλήρους βαθµού 

ως προς τις γραµµές, δηλαδή ότι ( )rank A m= , πράγµα που σηµαίνει ότι οι  το πλήθος 
περιορισµοί ισότητας είναι γραµµικά ανεξάρτητοι. Ειδάλλως, είτε υπάρχει κάποιος περιττός 
περιορισµός στο σύστηµα  (και µπορούµε να τον απαλείψουµε), είτε το σύστηµα 
είναι αδύνατο. 

m

Ax = b

Αν το πλήθος των θετικών συνιστωσών της κορυφής x είναι µικρότερο από m, 
{ }: 0jj x > < m , µπορούµε να επεκτείνουµε τον πίνακα  µε επιπλέον γραµµικά 

ανεξάρτητες στήλες, µέχρι να προκύψει ένας 
xA

m m×  υποπίνακας του Α πλήρους βαθµού, 
που τον συµβολίζουµε επίσης . Με άλλα λόγια, παρόλο που ενδέχεται να υπάρχουν 
λιγότερες από m θετικές συνιστώσες στο x, είναι βολικό να έχουµε πάντα µια βάση , 
τέτοια ώστε 

AB
B

m=B  και ο πίνακας  να είναι αντιστρέψιµος. Η ιδιότητα αυτή µας 

επιτρέπει να εκφράζουµε πάντα το x όπως και παραπάνω, δηλαδή 

AB
1x A b−=B B  και . x = 0N

 
Περίληψη Το x είναι µια κορυφή του P αν και µόνο αν υπάρχει ένα σύνολο δεικτών 

[ ]n⊆B  τέτοιο ώστε m=B  και να ισχύουν τα ακόλουθα: 
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1.  για το σύνολο δεικτών x = 0N [ ] \n=N B . 
2. Ο πίνακας  είναι αντιστρέψιµος. AB
3. . 1x A b−= ≥ 0B B

 
Στην περίπτωση αυτή λέµε ότι το xB  είναι µια βασική εφικτή λύση. Παρατηρούµε ότι 

µια κορυφή µπορεί να έχει διάφορες αντίστοιχες βασικές εφικτές λύσεις (που προκύπτουν 
επεκτείνοντας το σύνολο { }: 0jj x >  µε διαφορετικούς τρόπους). Μια «τυχαία» βάση 

ενδεχοµένως να µην οδηγεί σε καµία βασική εφικτή λύση εφόσον το διάνυσµα  δεν 
είναι κατ’ ανάγκην µη αρνητικό. 

1A b−
B

 
Παράδειγµα: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

5
2 2

, , 0

x x x
x x x

x x x
1

+ + =
− + =

≥
 

Μπορούµε να επιλέξουµε ως βάση το σύνολο { }1, 2=B . Συνεπώς, { }3N =  και 
 

1 1
2 1

A  
=  − 

B , 1

1 1
3 3
2 1
3 3

A−

 
 

=  
 − 
 

B  

 
1 2

3
A b−  

=  
 

B  και  ( )2 3 0 Tx =

 
Παρατήρηση: Ένα χονδρικό άνω φράγµα στον αριθµό των κορυφών του συνόλου των 

εφικτών λύσεων P είναι το . Ο αριθµός αυτός είναι εκθετικός (είναι άνω φραγµένος 

από το ). Μπορούµε να δείξουµε ένα καλύτερο άνω φράγµα, το 

n
m

 
 
 

mn
2

2
n m

m
−


 

Ax b=
x ≥ 0


 , το οποίο 

είναι ωστόσο επίσης εκθετικό. Ο λόγος που ο πραγµατικός αριθµός είναι πολύ µικρότερος 
είναι ότι οι περισσότερες βασικές λύσεις του συστήµατος  (τις οποίες 
προσµετρήσαµε) δεν είναι εφικτές, δηλαδή δεν ικανοποιούν τον περιορισµό . 
 
2.6 Η µέθοδος Simplex 

Ο αλγόριθµος Simplex επιλύει προβλήµατα γραµµικού προγραµµατισµού 
επικεντρώνοντας στις βασικές εφικτές λύσεις. Η βασική ιδέα είναι να ξεκινήσεις από 
κάποια κορυφή και να «κοιτάξεις» τις γειτονικές κορυφές. Αν είναι εφικτό να πετύχουµε 
βελτίωση στο κόστος µετακινούµενοι σε µια εκ των γειτονικών κορυφών, τότε το κάνουµε. 
Συνεπώς, θα ξεκινήσουµε µε µια αναζήτηση σε πλάτος (bfs) που αντιστοιχεί σε µία βάση  
και σε κάθε επανάληψη θα προσπαθούµε να βελτιώσουµε το κόστος της λύσης αφαιρώντας 
µια µεταβλητή από τη βάση και αντικαθιστώντας την µε µια άλλη. 

B

Ξεκινούµε τον αλγόριθµο Simplex ξαναγράφοντας πρώτα το γραµµικό πρόγραµµα 
στην ισοδύναµη µορφή: 
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                            min  
µε τους περιορισµούς:
                                    
                                    ,

c x c x

A x A x b
x x

+

+ =

≥ 0

B B N N

B B N N

B N

 

Εν προκειµένω, µε  συµβολίζουµε τη βάση που αντιστοιχεί στην bfs από την οποία 
ξεκινάµε. Σηµειώνουµε ότι για κάθε λύση x, ισχύει ότι 

B
1 1

B B B N Nx A b A A x− −= −  και ότι το 
συνολικό της κόστος, c  µπορεί να καθοριστεί ως ακολούθως: T x

( )
( )

1 1

1 1

Tc x c x c x

c A b A A x c x

c A b c c A A x

− −

− −

= +

= − +

= + −

B B N N

B B B N N N N

B B N B B N N

 

Το συντελεστή του xN  στην παραπάνω εξίσωση τον ονοµάζουµε µειωµένο κόστος 

των µη βασικών µεταβλητών και τον συµβολίζουµε µε , δηλαδή c c . Αν 

υπάρχει κάποιο 

cN 1c A A−= −N N B B N

j ∈N  τέτοιο ώστε 0jc < , τότε αυξάνοντας την τιµή της µεταβλητής jx , 
µειώνεται η τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης (κόστος). Βέβαια, το xB  εξαρτάται από το 
xN , πράγµα που σηµαίνει ότι µπορούµε να ελαττώσουµε την τιµή της µεταβλητής jx  µόνο 
υπό την προϋπόθεση ότι όλες οι συνιστώσες του µεταβληθέντος Bx  παραµένουν θετικές. 

Συνεπώς, σε ένα βήµα της µεθόδου βρίσκουµε κάποιο j ∈N  τέτοιο ώστε 0  και 
αυξάνουµε το 

jc <

jx  όσο το δυνατόν περισσότερο διατηρώντας τη συνθήκη . Όταν µία 
τουλάχιστον συνιστώσα του διανύσµατος 

x ≥ 0B

xB  γίνει µηδέν, δεν είναι πλέον εφικτό να 
αυξήσουµε την τιµή της µεταβλητής jx . Το αποτέλεσµα αυτής της διαδικασίας είναι ότι µια 
µη βασική µεταβλητή είναι τώρα θετική και την περιλαµβάνουµε στη βάση, ενώ µια 
µεταβλητή που ήταν βασική είναι τώρα ίση µε µηδέν, οπότε την αφαιρούµε από τη βάση. 

Αν από την άλλη δεν υπάρχει j ∈N  τέτοιο ώστε 0jc < , τότε σταµατάµε και η 
τρέχουσα βασική λύση είναι µια βέλτιστη λύση. Αυτό έπεται από τη νέα έκφραση για το 

 εφόσον το Tc x xN  είναι µη αρνητικό. 
 
Παρατηρήσεις: 

1. Παρατηρούµε ότι µερικές από τις βασικές µεταβλητές µπορεί να είναι µηδέν αρχικά 
και στην περίπτωση αυτή είναι πιθανό να µην µπορούµε να αυξήσουµε τα jx  
καθόλου. Εν τοιαύτη περιπτώσει µπορούµε να αντικαταστήσουµε έστω το j από το k 
στη βάση, αλλά χωρίς να µετακινηθούµε από την κορυφή που αντιστοιχεί σε αυτή 
τη βάση. Στο επόµενο βήµα ενδέχεται να αντικαταστήσουµε το k από το j και έτσι 
να οδηγηθούµε σε ατέρµονα βρόχο. Συνεπώς, απαιτείται ο καθορισµός ενός κανόνα 
για pivoting, ο οποίος θα ορίζει ποιος δείκτης πρέπει να µπει στη βάση και ποιος 
πρέπει να αφαιρεθεί από αυτήν. 

2. Ενώ πολλοί κανόνες για pivoting (συµπεριλαµβανόµενων και αυτών που 
χρησιµοποιούνται στην πράξη) µπορούν να οδηγήσουν σε ατέρµονες βρόχους, 
υπάρχει ένας κανόνας pivoting που εγγυηµένα δεν το κάνει (γνωστός ως ο κανόνας 
του ελάχιστου δείκτη – επέλεξε τα ελάχιστα δυνατά j και k). Το γεγονός αυτό 
ανακαλύφθηκε από τον Bland το 1977. Υπάρχουν επίσης άλλες µέθοδοι (οι 
επονοµαζόµενες «breaking ties») που εξαφανίζουν το εν λόγω πρόβληµα. 
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3. ∆εν έχει βρεθεί µέχρι σήµερα κανόνας για pivoting για τον οποίο ο αριθµός των 
pivots στη χειρότερη περίπτωση είναι καλύτερος από εκθετικός. 

4. Το ερώτηµα της πολυπλοκότητας του αλγορίθµου Simplex και η τελευταία 
παρατήρηση οδηγούν στο ερώτηµα ποιο είναι το µήκος του συντοµότερου 
µονοπατιού µεταξύ δύο κορυφών ενός κυρτού πολυέδρου, όπου το µονοπάτι 
ορίζεται κατά µήκος ακµών και το µήκος του µετράται µε βάση το πλήθος των 
κορυφών από τις οποίες διέρχεται. 

 
Μια εποπτική απεικόνιση της γεωµετρίας του αλγορίθµου Simplex µπορεί να 

αποκτηθεί αν θεωρήσουµε τον αλγόριθµο στον τρισδιάστατο χώρο . Για ένα πρόβληµα 
στη µορφή 

3

{ }min :Tc x Ax b≤  το σύνολο εφικτών λύσεων είναι ένα πολύεδρο στο  και ο 
αλγόριθµος κινείται από κορυφή σε κορυφή σε κάθε βήµα (ή δεν κινείται καθόλου). 

3

 
2.7 Πότε είναι ένα Γραµµ ικό Πρόγραµµα Εφικτό ; 
 

Στο σηµείο αυτό στρεφόµαστε σε ένα άλλο ερώτηµα το οποίο θα µας οδηγήσει σε 
σηµαντικές ιδιότητες του γραµµικού προγραµµατισµού. Ας ξεκινήσουµε µε µερικά 
παραδείγµατα. 

Θεωρούµε γραµµικά προγράµµατα της µορφής ,Ax b x= ≥ 0 . Με δεδοµένο ότι η 
αντικειµενική συνάρτηση δεν έχει απολύτως καµία επίδραση στο εφικτό του 
προγράµµατος, την αγνοούµε. 

Αρχικά περιορίζουµε την προσοχή µας σε συστήµατα εξισώσεων, δηλαδή αγνοούµε τους 
περιορισµούς προσήµου. 

 
Παράδειγµα:   Θεωρήστε το σύστηµα εξισώσεων: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

6
2 3
2 3

x x x
x x x
x x x

8
0

+ + =
+ + =
+ + =

 

και το γραµµικό συνδυασµό: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

4           6
 1     2 3   8
 1     2   3 0

x x x
x x x
x x x

− × + + =
× + + =
× + + =

 

Ο συγκεκριµένος γραµµικός συνδυασµός οδηγεί στην εξίσωση: 

 

1 2 30 0 0 1x x x 6+ + = −  
πράγµα που φυσικά σηµαίνει ότι το σύστηµα είναι αδύνατο. 
Πράγµατι, ένα στοιχειώδες θεώρηµα της γραµµικής άλγεβρας λέει ότι αν ένα σύστηµα δεν 
έχει λύση, υπάρχει πάντα ένα διάνυσµα y (εν προκειµένω ( )4 1 1y = − ) που αποδεικνύει 
ότι το σύστηµα δεν έχει λύση. 
 
Θεώρηµα 2.5 Ακριβώς ένα από τα ακόλουθα είναι αληθές για το σύστηµα : Ax b=

1. Υπάρχει x τέτοιο ώστε Ax b= . 
2. Υπάρχει y τέτοιο ώστε TA y = 0 , αλλά 1Ty b = . 
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Ωστόσο, το παραπάνω θεώρηµα δεν επαρκεί για τις ανάγκες µας, διότι ένα σύστηµα 

µπορεί να είναι εφικτό αλλά να µην έχει µη αρνητικές λύσεις. Ευτυχώς, το ακόλουθο λήµµα 
παρέχει ισοδύναµα αποτελέσµατα για το σύστηµά µας ,Ax b x= ≥ 0 . 
 
Θεώρηµα 2.6 (Λήµµα του Farka) Ακριβώς ένα από τα ακόλουθα είναι αληθές για το 
σύστηµα , : Ax b x= ≥ 0

1. Υπάρχει x τέτοιο ώστε , . Ax b x= ≥ 0
2. Υπάρχει y τέτοιο ώστε , αλλά TA y ≥ 0 0Tb y < . 

Απόδειξη: 
 

Θα αποδείξουµε αρχικά ότι οι δύο συνθήκες δεν µπορούν να συµβούν ταυτόχρονα και 
ακολούθως ότι τουλάχιστον µία εξ αυτών πρέπει να είναι αληθής. 
Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι και οι δύο συνθήκες είναι αληθείς, δηλαδή υπάρχουν x και y µε 
τις αντίστοιχες ιδιότητες. Έχουµε: 

( )
( ) ( )

TTy T TT T T T T TAx b y Ax y b y Ax y b x A y b y
⋅

= ⇒ = ⇒ = ⇒ = T  

Ωστόσο, η παραπάνω σχέση αποτελεί αντίφαση, διότι 0Tb y <  και εφόσον  και 
, θα είναι και . 

x ≥ 0
TA y ≥ 0 0T Tx A y ≥

 
Η άλλη κατεύθυνση είναι λιγότερο προφανής και συνήθως αποδεικνύεται µε τη χρήση 

ιδιοτήτων του αλγορίθµου Simplex, κατά κύριο λόγο της δυικότητας. Θα 
χρησιµοποιήσουµε ένα άλλο εργαλείο και στα επόµενα θα χρησιµοποιήσουµε το θεώρηµα 
του Farka για να αποδείξουµε ιδιότητες για τη δυικότητα στο γραµµικό προγραµµατισµό. 
Το εργαλείο που θα χρησιµοποιήσουµε είναι το θεώρηµα της προβολής, το οποίο 
διατυπώνουµε ακολούθως χωρίς απόδειξη: 

Υπενθυµίζουµε ότι ένα σύνολο  ονοµάζεται κυρτό αν nS ⊆ ,x y S∀ ∈  το  περιέχει 
και όλα τα σηµεία του ευθύγραµµού τµήµατος που συνδέει τα 

S
x  και . Ειδάλλως 

ονοµάζεται µη κυρτό. 
y

 
 

Θεώρηµα 2.7 (Θεώρηµα Προβολής) Έστω K ένα κλειστό, κυρτό και µη κενό υποσύνολο 
του . Έστω επιπλέον ένα οποιοδήποτε σηµείο b . Η προβολή του σηµείου b επί του 
K είναι ένα σηµείο 

n n∈
p K∈  που ελαχιστοποιεί την ευκλείδεια απόσταση 

2
b p− . Τότε, το 

σηµείο p έχει την ιδιότητα ότι ( ) ( )( )0Tz K z p− b p− ≤∀ ∈ . 

 
Στο σηµείο αυτό είµαστε έτοιµοι να αποδείξουµε την άλλη κατεύθυνση του λήµµατος 

του Farka. Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι δεν υπάρχει x τέτοιο ώστε . Θα 
αποδείξουµε ότι υπάρχει y τέτοιο ώστε , αλλά b y

,Ax b x= ≥ 0
TA y ≥ 0 0T < . 

Έστω λοιπόν το σύνολο { }: mK Ax x= ≥ ⊆0
m

Ax b x

, όπου Α είναι ένας  πίνακας. Το 

σύνολο αυτό είναι ένας κώνος στο  και ως εκ τούτου είναι κυρτό, µη κενό και κλειστό. 
Σύµφωνα µε την υπόθεση το σύστηµα ,

m n×

= ≥ 0  δεν έχει λύση, οπότε το  δεν ανήκει 
στο . Έστω 

b
K p  η προβολή του  στο . b K
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Αφού p K∈ , υπάρχει  τέτοιο ώστε w ≥ 0 Aw p= . Σύµφωνα µε το θεώρηµα της 

προβολής, για κάθε  έχουµε z K∈ ( ) (Tz p b ) 0p− − ≤ . Αυτό σηµαίνει ότι για κάθε  

ισχύει . 

x ≥ 0

( )Tp b( ) 0pAx − − ≤

≥

Ορίζοντας  η παραπάνω εξίσωση γράφεται . 
Αντικαθιστώντας το p µε τη βοήθεια του w έχουµε: 

, για κάθε . Παρατηρούµε ότι το w είναι 
σταθερό για σταθερό b. 

y p b= −

(T x w⇔ −

( ) 0TAx p y− ≥

( ) ) ( )0 0T TAx Aw y A y− ≥ x ≥ 0

Θέτουµε ix w e= + , όπου  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα µε µη µηδενική µόνο τη 
στήλη i . Είναι φανερό ότι ικανοποιείται ο περιορισµός , διότι . 

ie
x ≥ 0 w ≥ 0

Έχουµε λοιπόν ότι . Όµως φανερά ισχύει ότι . 

Συνεπώς, για κάθε i  ισχύει  ή ισοδύναµα . 

( ) 0T T
ie A y ≥

( ) 0T

i
A y ≥

( ) ( )T T T
i i

e A y A y=
TA y ≥ 0

Τώρα µένει να αποδειχθεί ότι 0b yT < . Πράγµατι, έχουµε ότι: 

( )TT Tb y p y y p y y y= − = − T  

Εφόσον για κάθε  ισχύει x ≥ 0 ( ) 0TAx p y− ≥ , αν πάρουµε για x το µηδενικό διάνυσµα 

προκύπτει ότι 0Tp y ≤ . Εφόσον b K∉ , y p b= − ≠ 0 , άρα 0 . Τελικά, έπεται το 
ζητούµενο. 

Tyy >

 
 
Χρησιµοποιώντας µια σχεδόν πανοµοιότυπη απόδειξη µπορεί κανείς να δείξει το ίδιο 
αποτέλεσµα για την κανονική µορφή: 
 
 
 
Θεώρηµα 2.8 Ακριβώς ένα από τα ακόλουθα είναι αληθές για το σύστηµα : Ax b≤

1. Υπάρχει x τέτοιο ώστε . Ax b≤
2. Υπάρχει  τέτοιο ώστε y ≥ 0 TA y = 0 , αλλά 0Ty b < . 

 
Η διαίσθηση που κρύβεται πίσω από την ακριβή µορφή του δεύτερου σκέλους του 
προηγούµενου θεωρήµατος βρίσκεται στο ότι δεν είναι δυνατόν να ισχύουν ταυτόχρονα και 
τα δύο. Η αντίφαση ( ) ( )0 0 0T T Tx y A x y Ax y b= = = ≤ <

0

 προκύπτει αν δεχθούµε ότι , 

 και . 

y ≥ 0
TA y = 0 Ty b <
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2.8 ∆υϊκότητα 

Η δυϊκότητα είναι η πιο σηµαντική έννοια στο γραµµικό προγραµµατισµό. Η έννοια 
αυτή µας επιτρέπει να δίνουµε απόδειξη βελτιστότητας. Το γεγονός αυτό είναι σηµαντικό 
όχι µόνο αλγοριθµικά, αλλά επίσης οδηγεί σε πολύ χρήσιµα συνδυαστικά συµπεράσµατα. 
Για παράδειγµα, ας θεωρήσουµε την πρόταση: 

 
Σε ένα γράφο, ο µικρότερος αριθµός ακµών σε ένα µονοπάτι µεταξύ δύο δοσµένων 
κόµβων  και  ισούται µε το µέγιστο αριθµό s t s t−  τοµών (δηλαδή υποσυνόλων 
των ακµών των οποίων η αφαίρεση αποσυνδέει τις κορυφές  και t ). s

 
Αυτό το αποτέλεσµα είναι άµεση συνέπεια της δυϊκότητας για το γραµµικό 
προγραµµατισµό. 

Το κίνητρο για τη δυϊκότητα προέρχεται από το πρόβληµα της εύρεσης κάτω 
φραγµάτων για την τιµή της βέλτιστης λύσης σε ένα πρόβληµα γραµµικού 
προγραµµατισµού (αν πρόκειται για πρόβληµα µεγιστοποίησης, τότε θέλουµε να βρούµε 
άνω φράγµατα.). Για τους σκοπούς τόση αυτής της παραγράφου όσο και της επόµενης, 
θεωρούµε προβλήµατα στην ακόλουθη µορφή: 
                            min  
µε τους περιορισµούς:
                                    
                                    

Tc x

Ax b
x

≥
≥ 0

 

Η επιλογή της παραπάνω µορφής στηρίζεται στο γεγονός ότι είναι αυτή που 
χρησιµοποιείται κατά κόρον στο πεδίο των προσεγγιστικών αλγορίθµων. 

Ας υποθέσουµε ότι θέλουµε να υπολογίσουµε το καλύτερο δυνατό κάτω φράγµα για 
τη συνάρτησης κόστους. Πολλαπλασιάζοντας κάθε εξίσωση της µορφής , όπου 

 µε κάποιο µη αρνητικό αριθµό  και αθροίζοντας τις εξισώσεις που 
προκύπτουν, παίρνουµε ότι . Αν επιπλέον επιβάλλουµε τον περιορισµό ότι ο 
συντελεστής του 

iA x b≥ i

m1,...,i = iy
T Ty Ax b y⋅ ≥ ⋅

jx  στην προκύπτουσα ανισότητα είναι άνω φραγµένος από τον , τότε η 

τιµή  πρέπει να είναι ένα κάτω φράγµα για τη βέλτιστη τιµή (λαµβάνοντας υπόψη ότι 
τα 

jc
Tb y

jx  πρέπει να είναι µη αρνητικά). Για να βρούµε το καλύτερο δυνατό κάτω φράγµα, 
θέλουµε να λύσουµε το ακόλουθο πρόβληµα: 

                            max  
µε τους περιορισµούς:
                                    
                                    

T

T

b y

A y c
y

≤
≥ 0

 

Αυτό είναι άλλο ένα γραµµικό πρόγραµµα. Ονοµάζουµε αυτό το πρόγραµµα δυϊκό 
(dual) του αρχικού, το οποίο ονοµάζεται πρωτεύον (primal). Όπως είπαµε, η επίλυση του 
δυϊκού προγράµµατος θα µας δώσει ένα κάτω φράγµα για τη βέλτιστη τιµή του αρχικού 
προβλήµατος. Η ιδιότητα αυτή ονοµάζεται ασθενής δυϊκότητα: αν συµβολίσουµε τη 
βέλτιστη λύση του primal µε , δηλαδή  και τη βέλτιστη λύση του dual µε , 
τότε . Θα χρησιµοποιήσουµε το λήµµα του Farka για να αποδείξουµε την ισχυρή 
δυϊκότητα σύµφωνα µε την οποία ισχύει 

z min Tz c=

w z

x w
w z≤

= . Θα δούµε επίσης ότι το δυϊκό του δυϊκού 
είναι το αρχικό πρόβληµα. 
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Παράδειγµα: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1

                            min  7 5
µε τους περιορισµούς:
                                      3 10
                                  5 2   6
                                    ,

x x x

x x x
x x x
x

+ +

− + ≥
+ − ≥

2 3, 0x x ≥

 

 
Η πρώτη ανισότητα δίνει ένα κάτω φράγµα ίσο µε 10 για τη βέλτιστη τιµή , εφόσον 

, λόγω των περιορισµών για µη αρνητικά 
z

1 2 3 1 2 37 5   3x x x x x x+ + ≥ − + ≥ 10 ix . Μπορούµε 
να πάρουµε ένα ακόµα καλύτερο κάτω φράγµα παίρνοντας το άθροισµα των πρώτων δύο 
εξισώσεων. Αυτό µε τον ίδιο τρόπο δίνει ότι 7 51 2 3 1 2 36 2x x x x x x 16+ + ≥ + + ≥

z
, το οποίο µε 

τη σειρά του συνεπάγεται ένα κάτω φράγµα ίσο µε 16 για τη βέλτιστη λύση . 
Ο µηχανισµός της παραγωγής κάτω φραγµάτων µπορεί να τυποποιηθεί από το δυϊκό 

γραµµικό πρόγραµµα: 
1 2

1 2

1 2

1 2

                            max  10 6
µε τους περιορισµούς:
                                     5 7
                                  - 2 1
                                  3   5
     

y y

y y
y y
y y

+

+ ≤
+ ≤
− ≤

1 2                               , 0y y ≥

 

Το  αναπαριστά τον πολλαπλασιαστή του πρώτου περιορισµού και το  τον 
πολλαπλασιαστή του δεύτερου. 

1y 2y

Στο σηµείο αυτό ορίζουµε τυπικά την έννοια της δυικότητας. Έστω P και D το 
ακόλουθο ζεύγος δυϊκών προγραµµάτων: 

( ) { }
( ) { }

  min : ,

 max : ,

T

T T

P z c x Ax b x

D w b y A y c y

= ≥ ≥

= ≤ ≥

0

0
 

To  ονοµάζεται πρωτεύον (primal) και το ( )P ( )D  δυϊκό (dual) γραµµικό πρόγραµµα. 
 

Ακολούθως αποδεικνύουµε ότι το δυϊκό του δυϊκού ταυτίζεται µε το πρωτεύον. Με 
άλλα λόγια, αν κάποιος µετατρέψει το ( )D  σε ένα ισοδύναµο γραµµικό πρόγραµµα σε 

standard µορφή (δηλαδή στην ίδια µορφή στην οποία βρίσκεται και το ), το δυϊκό του 

 είναι ισοδύναµο µε το αρχικό primal 
( )P

( )D D ( )P . Σε κάθε πρόταση µπορούµε να 
εναλλάξουµε τους ρόλους πρωτεύοντος και δυϊκού. 
Απόδειξη: 
 
Το δυϊκό πρόγραµµα είναι ισοδύναµο µε το { }min : ,T Tb y A y c y− − ≥ − ≥ 0 . Παίρνοντας το 

δυϊκό του δυϊκού έχουµε ( ){ }max :
TT Tc x A− − ,x b x≤ − ≥ 0 . Αλλά αυτό είναι ισοδύναµο µε 

το { }mi , δηλαδή µε το ζητούµενο. n : ,Tc x Ax b x≥ 0≥
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Λήµµα 2.9 (Ασθενής ∆υϊκότητα) . z w≥
Απόδειξη: 
 
Έστω x µια εφικτή λύση του primal και y µια εφικτή λύση του dual. Τότε, έχουµε: 

, διότι  και . 
( )

( )
T

TT T T T T Tc A y c A y y A c x y Ax y b
⋅

≥ ⇒ ≥ = ⇒ ≥ ≥ T Ax b≥ y ≥ 0

 
 

Από το προηγούµενο λήµµα συµπεραίνουµε ότι οι ακόλουθες περιπτώσεις δεν είναι 
εφικτές (οι επόµενες προτάσεις είναι δυϊκές): 

1. Το P είναι εφικτό και µη φραγµένο (κάτω) και το D είναι εφικτό. 
2. Το P είναι εφικτό και το D είναι εφικτό και µη φραγµένο (άνω). 

Ωστόσο, πρέπει να παρατηρήσει κανείς ότι ενδέχεται τόσο το primal όσο και το dual να 
είναι µη εφικτά. 

Για να αποδείξουµε µια ισχυρότερη εκδοχή του λήµµατος ασθενούς δυικότητας θα 
χρησιµοποιήσουµε το λήµµα του Farka το οποίο διατυπώνουµε εκ νέου ακολούθως χάριν 
πληρότητας: 
 
Πόρισµα 2.10: Ακριβώς ένα από τα παρακάτω είναι αληθές: 

1. ' : ' ' 'x A x b∃ ≤ . 
2.  ( ) ( )' : ' '  και ' 'T Ty A y b y∃ ≥ = <0 0 0

 
Θεώρηµα 2.11 (Ισχυρή ∆υϊκότητα) Αν ένα τουλάχιστον εκ των P, D είναι εφικτό, τότε 

. z w=
Απόδειξη: 
 
Αρκεί να δείξουµε ότι . Λόγω του ότι z w≤ ( )D D P≡ , µπορούµε χωρίς βλάβη της 
γενικότητας να υποθέσουµε ότι το P είναι εφικτό. Αν το P είναι µη φραγµένο κάτω, τότε, 
λόγω της ασθενούς δυϊκότητας, έχουµε ότι z w= = −∞ . 
Υποθέτουµε λοιπόν ότι το P είναι κάτω φραγµένο και έστω x∗  µια βέλτιστη λύση, δηλαδή 

,  και . Ισχυριζόµαστε ότι Ax b∗ ≥ x∗ ≥ 0 Tc x z∗ = :  και T Ty c b yy A z∃ ≥ ≤0 ≥ . Αν κάτι 
τέτοιο αποδειχθεί, τότε η απόδειξη θα είναι πλήρης. 
Ας υποθέσουµε λοιπόν ότι τέτοιο y δεν υπάρχει. Τότε, εφαρµόζοντας το προηγούµενο 

λήµµα, µε , , '
T

T

A
A

b
 

=  
− 

'
c

b
z

 
=  − 

'x y= , '
x

y  
=  

 λ
 (και λαµβάνοντας υπόψη ότι η άρνηση 

της συνθήκης 1 είναι ισοδύναµη µε την υπόθεση) έπεται ότι , 0x∃ ≥ ≥0 λ  τέτοια ώστε 
 

και
T

Ax b

c x z

 =
 
 
 < 

λ

λ
 

 
 
 
 
 

 25



 

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις: 
 
• 1η Περίπτωση: . Εφόσον µπορούµε να κανονικοποιήσουµε ως προς , 

µπορούµε να υποθέσουµε ότι 
0≠λ λ

1=λ . Αυτό σηµαίνει ότι x∃ ≥ 0  τέτοιο ώστε Ax b=  
(δηλαδή x  εφικτή λύση του ) και επιπλέον P Tc x z< . Αλλά αυτό αντιτίθεται στην 
υπόθεση βελτιστότητας του x∗ . 

• 2η Περίπτωση: . Αυτό σηµαίνει ότι 0=λ x∃ ≥ 0  τέτοιο ώστε  και Ax = 0 0Tc x < . 
Αν αυτό ισχύει, τότε  το 0∀ >µ x x∗ +µ

)T x z<

 είναι εφικτή λύση για το  και το κόστος της 
είναι  που επίσης αποτελεί αντίφαση. 

P

( ) (c x x c+ = µT Tc x∗ ∗µ +

 
 
 
 
2.9 Complementary Slackness 
 
Έστω P και D τα ακόλουθα: 
 

( ) { }
( ) { }

  min : ,

  max : ,

T

T T

P z c x Ax b x

D w b y A y c y

= ≥ ≥

= ≤ ≥

0

0
 

 
και έστω x µια εφικτή λύση του P και y µια εφικτή λύση του D. Τότε, λόγω της ασθενούς 
δυϊκότητας, γνωρίζουµε ότι . Η διαφορά  ονοµάζεται κενό δυϊκότητας 
(duality gap). Λόγω της ισχυρής δυικότητας έχουµε ότι το κενό δυικότητας είναι ίσο µε 
µηδέν αν και µόνο αν το x είναι βέλτιστη λύση για το P και το y είναι βέλτιστη λύση για το 
D. Με άλλα λόγια, το κενό δυικότητας µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως ένα καλό µέτρο του 
πόσο κοντά βρίσκονται οι εφικτές λύσεις x και y στις βέλτιστες λύσεις των P και D 
αντίστοιχα. Επιπλέον, το κενό δυικότητας θα χρησιµοποιηθεί στην περιγραφή της µεθόδου 
εσωτερικού σηµείου για την παρακολούθηση της προόδου προς τη βελτιστότητα. 

T Tc x b y≥ T Tc x b y−

Είναι βολικό να γράψουµε τόσο το πρωτεύον όσο και δυϊκό γραµµικό πρόγραµµα ως 
εξής: 

( ) { }
( ) { }

1 1

1 1

  min : ,  ,  

  max : ' ,  ,  '

T
n m

T T
m n

P z c x Ax s b x s

D w b y A y s c y s

× ×

× ×

= − = ≥ ≥

= + = ≥

0 0

0 0≥

T

 

 
Με βάση τον παραπάνω τρόπο γραφής, το κενό δυικότητας γράφεται ως εξής: 

( )

( )
'

TT T T

T T T T

T T

T T

c x b y c x Ax s y

c x x A y s y

x c A y s y

x s s y

− = − −

= − +

= − +

= +

 

 
 
Το θεώρηµα που ακολουθεί επιτρέπει να ελέγχει κανείς τη βελτιστότητα µιας λύσης είτε 
του primal είτε του dual προγράµµατος. 
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Θεώρηµα 2.12 (Complementary Slackness) 
Έστω x∗  και  εφικτές λύσεις για τα ( ,y s∗ ∗ ) ( )P  και ( )D  αντίστοιχα. Τα ακόλουθα είναι 
ισοδύναµα: 
 

1. Το x∗  είναι βέλτιστη λύση για το ( )P  και το ( ),y s∗ ∗  είναι βέλτιστη λύση για το 

. ( )D

2.  και . ( )' 0
T

s x∗ ∗ = ( ) 0
T

s y∗ ∗ =

3. [ ] ( ) ' 0j jj n x s∗ ∗∀ ∈ =  και [ ] ( )0i ii m y s∗ ∗∀ ∈ = . 

4. [ ] ( ) (( ) 0 ' 0j jj n x s∗ ∗∀ ∈ = ∨ = )  και [ ] ( ) ( )( )0 0j ji m y s∗ ∗∀ ∈ = ∨ = . 

 
Απόδειξη: 
 
( ) ( )1 → 2 ∗: Έστω ότι το  ισχύει, τότε λόγω της ισχυρής δυικότητας c x . ∆ηλαδή 

το κενό δυικότητας είναι ίσο µε το µηδέν, 

( )1 T Tb y∗ =

( ) ( )'
T T

x s s y∗ ∗ ∗ ∗ 0+ =  Εφόσον έχουµε ότι 

 και οµοίως ( ), '
T

s x∗ ∗⋅ 0s x∗ ∗ ≥ ⇒0 ≥ ( )T∗ 0s y∗⋅ ≥ . Συνεπώς, αναγκαστικά ισχύει ότι 

. ( )x s∗ ∗ ( )' 0
T T

s y∗ ∗= =

 
( ) ( )2 → 1 : Αν ισχύει το , τότε έπεται ότι ( )2 T Tc x b y∗ ∗=  και συνεπώς λόγω της ασθενούς 

δυϊκότητας έπεται ότι x∗και  βέλτιστες λύσεις. y∗

 
( ) ( )2 ↔ 3 0: Έστω ότι . Εφόσον ισχύει ότι ( )'

T
s x∗ ∗ = ( )0 ' 0j jj x s∗ ∗∀ ≥ ∧ ≥  έπεται το 

ζητούµενο. Οµοίως για το δεύτερο σκέλος. 
 
( ) ( )3 ↔ 4 : Τετριµµένο. 
 

Οι συνθήκες του complementary slackness παίζουν ζωτικό ρόλο στη σχεδίαση 
αποδοτικών αλγορίθµων, τόσο ακριβών όσο και προσεγγιστικών, όπως θα φανεί πολλές 
φορές σε επόµενα κεφάλαια. 
 
 
 
 
 
2.10 Μέγεθος ενός Γραµµ ικού Προγράµµατος 
 
2.10.1 Μέγεθος  της  Εισόδου  

Αν θέλουµε να επιλύσουµε ένα γραµµικό πρόγραµµα σε πολυωνυµικό χρόνο, 
απαιτείται να γνωρίζουµε τι εννοούµε, δηλαδή ποιο είναι το µέγεθος της εισόδου. Η 
αποσαφήνιση του παραπάνω είναι πολύ σηµαντική. Πράγµατι, θα µπορούσε κανείς 
λανθασµένα να υποθέσει ότι ένας αλγόριθµος που επιλύει γραµµικά προγράµµατα 
ονοµάζεται πολυωνυµικός αν έχει χρονική πολυπλοκότητα πολυωνυµική ως προς τα m και 
n, δηλαδή ως προς το πλήθος των περιορισµών και το πλήθος των µεταβλητών απόφασης. 
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Για το σκοπό αυτό εισάγουµε δύο έννοιες του µεγέθους της εισόδου ως προς το οποίο 
οι αλγόριθµοι που θα αναφέρουµε συνοπτικά στη συνέχεια τρέχουν σε πολυωνυµικό χρόνο. 
Το πρώτο µέτρο του µεγέθους της εισόδου θα είναι το µέγεθος ενός γραµµικού 
προγράµµατος LP, αλλά θα εισάγουµε επίσης και ένα νέο µέτρο L το οποίο είναι 
πολυωνυµικά συσχετισµένο µε το προηγούµενο και στην πράξη αποδεικνύεται πιο εύκολο 
στη χρήση. Επιπλέον, ισχύει ( )sizeL L≤ P , εποµένως κάθε αλγόριθµος που τρέχει σε χρόνο 

πολυωνυµικό ως προς το L, θα τρέχει επίσης σε χρόνο πολυωνυµικό ως προς το . ( )size LP
Ας θεωρήσουµε το γραµµικό πρόγραµµα της µορφής: 

 
                                    min
µε τους περιορισµούς :
                                     
                                     

Tc x

Ax b
x

≥
≥ 0

 

 
όπου µας δίνονται ως είσοδος οι ρητοί συντελεστές του Α (πίνακας διαστάσεων ), του 
b (ένα διάνυσµα ) και του c (ένα διάνυσµα n

m n×
1m× 1× ). 

Μπορούµε επιπλέον να υποθέσουµε, χωρίς βλάβη της γενικότητας, ότι οι δοθέντες 
συντελεστές είναι όλοι ακέραιοι, εφόσον κάθε γραµµικό πρόγραµµα µε ρητούς συντελεστές 
µπορεί εύκολα να µετασχηµατιστεί σε ένα ισοδύναµο πρόγραµµα µε ακέραιους 
συντελεστές (αν πολλαπλασιάσουµε κάθε ισότητα – ανισότητα µε το ελάχιστο κοινό 
πολλαπλάσιο των παρονοµαστών). Συνεπώς, στη συνέχεια υποθέτουµε ότι τα A, b και c 
έχουν ακέραιους συντελεστές. 

Για κάθε ακέραιο n ορίζουµε το µέγεθός του ως ακολούθως: 

( ) ( )2size 1 log 1n n
∆

 = + +   
όπου η µονάδα αντιπροσωπεύει την ανάγκη κωδικοποίησης του προσήµου του αριθµού n 
και το υπόλοιπό µέρος είναι το µήκος της δυαδικής αναπαράστασης της απόλυτης τιµής 
του. Με ανάλογο τρόπο ορίζουµε το µέγεθος ενός 1p×  διανύσµατος d και ενός p l×  
πίνακα M: 

 

( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

size size

size size

p
ii

p l
iji j

d d

M m

∆

=

∆

= =

=

=

∑
∑ ∑

 

Στο σηµείο αυτό είµαστε έτοιµοι να ορίσουµε το µέγεθος ενός γραµµικού 
προγράµµατος LP. 
 
 
 
Ορισµός 2.6 (Μέγεθος ενός γραµµικού προγράµµατος) 
 

( ) ( ) ( ) (size size size sizeLP A b c
∆

= + + )  
 

Ένα πιο βολικό µέτρο του µεγέθους ορίζεται ακολούθως 
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Ορισµός 2.7 

( ) ( ) ( )size size sizemax max maxL det b c m
∆

= + + + n+  
όπου 

( )( )
( )

( )

'
max det '

   max

   max

max A

max ii

max jj

det A

b b

c c

∆

∆

∆

=

=

=

 

και '  είναι οποιοσδήποτε τετραγωνικός υποπίνακας του Α. A
 
Πρόταση 2.13 ( ) ( )( )( ), , , , size , ,A b c L A b c LP A b c∀ < . 

Για την απόδειξη χρειαζόµαστε το ακόλουθο λήµµα: 
 
 
 
 
Λήµµα 2.14 

1. Αν , τότε n ∈ ( )size 12 1nn −≤ − . 

2. Αν , τότε nv ∈ ( )size
2 1

2 1v nv v −≤ ≤ − . 

3. Αν , τότε n nA ×∈ ( ) ( ) 2sizedet 2 1A nA −≤ − . 
Απόδειξη: 
 

1. Εξ ορισµού. 
2. Ως γνωστόν, στον ευκλείδειο χώρο η νόρµα - 2 είναι άνω φραγµένη από τη νόρµα –

1, δηλαδή 
2

v v≤
1
. Προσθέτοντας 1 και στα δύο µέλη της εν λόγω ανισότητας 

παίρνουµε: 

( ) ( ) ( )1
2 1

1 1 1

1 1 1 1 2 2i
n nn

size v size v n
i i

i i i

v v v v − −

= = =

+ ≤ + = + ≤ + ≤ =∑ ∏ ∏ . 

3. Έστω  οι στήλες του Α. Εφόσον η 1 2, ,..., na a a ( )det A

na

 αναπαριστά τον όγκο του 

παραλληλεπιπέδου που ορίζεται από τα  έπεται ότι 1 2, ,...,a a

( ) 2
1

det
n

i
i

A a
=

≤ ∏  (ανισότητα του Hadamard) 

Κατά συνέπεια, λόγω του 2 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 2size size
2 2

1 1 1

1 det 1 1 2 2i
n n n

a n A n
i i

i i i

A a a − −

= = =

+ ≤ + ≤ + ≤ =∏ ∏ ∏  
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Αποδεικνύουµε τώρα την πρόταση 2.13. 
Απόδειξη: 
 
Αν ο B είναι τετραγωνικός υποπίνακας του Α τότε, εξ ορισµού, ( ) ( )size sizeB A≤ . 

Επιπλέον, από το λήµµα 14.1 ( ) ( )size 1et 2 BB1 d −+ ≤ . Άρα,  

( )( ) ( ) ( ) ( )log 1 det size 1 size sizeB B B + ≤ − < ≤  A  

Έστω . Τότε pv ∈ ( ) ( ) ( )2size max 1 log 1 maxj j j jv v p v ≥ + − = + size . p+

Οπότε  
( ) ( ) ( ) ( )2 2size size log 1 max log 1 maxj j i ib c b c m   + ≥ + + + +   n+  

Συνδυάζοντας τις προηγούµενες σχέσεις έπεται το επιθυµητό αποτέλεσµα. 
 

 
Παρατήρηση: Ισχύει 2 2  εφόσον για κάθε ακέραιο  ισχύει ότι m n L

max max maxdet b c +× × ⋅ < n
( )size2 n n> . 

 
 
2.10.2 Μέγεθος  της  Εξόδου  

Είναι γνωστό ότι υπάρχουν προβλήµατα βελτιστοποίησης στα οποία το µήκος της 
αναπαράστασης µιας εφικτής λύσης δεν είναι πολυωνυµικά άνω φραγµένο ως προς το 
µήκος της εισόδου. Για τέτοια προβλήµατα είναι φανερό ότι δεν υπάρχει πολυωνυµικός 
αλγόριθµος που τα επιλύει, διότι η απλή καταγραφή της λύσης δεν µπορεί να επιτευχθεί σε 
πολυωνυµικό χρόνο. Ως εκ τούτου, εν προκειµένω είναι απαραίτητο να εξασφαλίσει κανείς 
ότι η λύση µπορεί να αναπαρασταθεί σε µήκος πολυωνυµικό ως προς το L. Έχουµε ήδη 
αποδείξει ότι αν το LP είναι εφικτό, υπάρχει τουλάχιστον µία κορυφή η οποία αποτελεί µία 
βέλτιστη λύση. Συνεπώς, εφόσον αναζητούµε βέλτιστη λύση στο γραµµικό πρόγραµµα, 
είναι λογικό να περιορίσουµε την προσοχή µας µόνο σε κορυφές. Το ακόλουθο θεώρηµα 
εξασφαλίζει ότι οι κορυφές είναι αναπαραστάσιµες µε συµπαγή τρόπο. 
 
Θεώρηµα 2.15 Έστω x  µια κορυφή του πολυέδρου που ορίζεται από τη σχέση Ax b= , 

. Τότε ισχύει: x ≥ 0
1 2 . .T npp px

q q q
 

=  
 

 

όπου  ,ip q ∈
και  

0 2

1 2

L
i

L

p

q

≤ <

≤ <
 

 
Απόδειξη: 
 
Εφόσον το x  είναι µια βασική εφικτή λύση, έπεται ότι υπάρχει βάση B τέτοια ώστε 

1
B Bx A b−=  και . Συνεπώς, µπορούµε να θέσουµε Nx = 0 0jp =  για κάθε  και να 

επικεντρώσουµε την προσοχή µας στα 
j N∈

jx  που είναι τέτοια ώστε j B∈ . 
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Από τη γραµµική άλγεβρα είναι γνωστό ότι 
 

( ) ( )1 1
det

x A b adj A b
A

−= =B B B
B

 

όπου  είναι ο adjoint πίνακας του . Μπορούµε λοιπόν να θέσουµε ( Badj A

( )
) BA

deq = t BA

2L
maxet≤ <

. Το  είναι φυσικός εφόσον τα στοιχεία του  είναι ακέραιοι. Επιπλέον, µε 
δεδοµένο ότι ο εν λόγω πίνακας είναι αντιστρέψιµος, έπεται ότι 1  και επιπλέον 

. Τελικά παρατηρούµε ότι 

q BA
q ≥

(q d )B B Bp qx b= = adj A , οπότε 

( ) ,
2L

j max maxb m det b≤ ⋅ ⋅
1

m

i B
j

p adj A
=

∑ i j
≤ ⋅ <  

 
 

 
 
2.11 Πολυπλοκότητα του Γραµµ ικού Προγραµµατισµού 
Στην παράγραφο αυτή αποδεικνύουµε ότι το πρόβληµα του γραµµικού προγραµµατισµού 
ανήκει στο . Ένα πρόβληµα απόφασης που ανήκει στο 

 ονοµάζεται καλά χαρακτηρισµένο (well characterized). Το αποτέλεσµα αυτό 
θα αποδειχθεί µε βάση τη δυικότητα και τις εκτιµήσεις για το µέγεθος οποιασδήποτε 
κορυφής που δόθηκαν στην προηγούµενη παράγραφο. 

NP co NP P∆ = ∩ − ⊇
NP co NP∩ −

Το πρόβληµα του γραµµικού προγραµµατισµού έχει µέχρι στιγµής οριστεί ως 
πρόβληµα βελτιστοποίησης. Στη συνέχεια διατυπώνουµε το αντίστοιχο πρόβληµα 
απόφασης: 
 
Ορισµός 2.8 (LP ) 

Είσοδος: A, b, c µε ακέραια στοιχεία και ένας ρητός αριθµός . λ
Ερώτηση: Ισχύει { }min : ,Tc x Ax b x= ≥ ≤0 λ ; 

 
 
 
Θεώρηµα 2.16 NP co NP∈ ∩ −LP  
 
Απόδειξη: 
 
( )i  : Χρησιµοποιούµε έναν εναλλακτικό ορισµό σύµφωνα µε τον οποίο το NP 
είναι το σύνολο των προβληµάτων απόφασης που έχουν πολυωνυµικού µήκους Yes 
certificates τα οποία µπορούν να επαληθεύσουν τα yes instances σε πολυωνυµικό χρόνο. 

NP∈LP

Αν το γραµµικό πρόγραµµα είναι εφικτό και φραγµένο, το certificate προς 
επιβεβαίωση των yes instances (δηλαδή των στιγµιότυπων του προβλήµατος για τα οποία 
ισχύει { }min : ,Tc x Ax b x= ≥ ≤0 λ ) είναι µια κορυφή 'x  του { },Ax b x= ≥ 0  τέτοια ώστε 

να ισχύει . Εφόσον υποθέσαµε ότι το ελάχιστον είναι πεπερασµένο, σύµφωνα µε 
το Πόρισµα 3 υπάρχει πάντα κορυφή. ∆οσµένης του '

'Tc x ≤ λ
x , είναι εύκολο να ελέγξουµε σε 

πολυωνυµικό χρόνο αν ισχύει '  και 'b xAx = ≥ 0  και φυσικά αν c x 'T ≤ λ . Χρειάζεται επίσης 
να δείξουµε ότι το µέγεθος ενός τέτοιου certificate είναι πολυωνυµικά φραγµένο ως προς το 
µήκος της εισόδου. Αυτό έχει ήδη αποδειχθεί στην προηγούµενη παράγραφο. 
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Αν το γραµµικό πρόγραµµα είναι εφικτό και µη φραγµένο, τότε, λόγω της ισχυρής 
δυικότητας, το δυϊκό είναι µη εφικτό. Χρησιµοποιώντας το λήµµα του Farka για το δυϊκό, 
έπεται ότι υπάρχει x : Ax = 0 , x ≥ 0  και 1 0Tc x = − < . Το certificate σε αυτήν την 
περίπτωση περιέχει µια κορυφή του προγράµµατος { },b xAx = ≥ 0  (για να δειχθεί το 

εφικτό) και µια κορυφή του { }, ,c 1T xAx b x= ≥ 0 = −  (για να δειχθεί το µη φραγµένο σε 
περίπτωση που το πρόγραµµα είναι εφικτό). Επιλέγοντας µια κορυφή 'x  του δεύτερου 
προγράµµατος, εξασφαλίζουµε το πολυωνυµικό µήκος. 
 
( )ii  co NP NP∈ − ⇔ ∈LPLP : Το συµπλήρωµα LP  ορίζεται ως ακολούθως: 

Είσοδος: A, b, c µε ακέραια στοιχεία και ένας ρητός αριθµός . λ
Ερώτηση: Ισχύει { }min : ,Tc x Ax b x= ≥ >0 λ ; 

Αν το σύνολο { },Ax b x= ≥ 0  είναι µη κενό, λόγω της ισχυρής δυϊκότητας, το LP  είναι 
ισοδύναµο µε το ακόλουθο πρόβληµα απόφασης: 
 
 
 

Είσοδος: A, b, c µε ακέραια στοιχεία και ένας ρητός αριθµός . λ
Ερώτηση: Ισχύει { }max :T Tb y A y c≤ > λ ; 

 
Το παραπάνω πρόβληµα απόφασης προφανώς ανήκει στο NP (για τους ίδιους λόγους που 
ανήκει και το LP ). 

Αν το primal είναι µη εφικτό, λόγω του λήµµατος του Farka γνωρίζουµε ότι υπάρχει 
:  και b yy TA y ≥ 0 1 0T = − < . 

 
 
 
 
2.12 Επίλυση Γραµµ ικού Προγράµµατος σε Πολυωνυµ ικό 

Χρόνο 
Ο πρώτος πολυωνυµικός αλγόριθµος για το γραµµικό προγραµµατισµό είναι ο 
επονοµαζόµενος ελλειψοειδής αλγόριθµος που προτάθηκε από τον Khachian το 1979. Ο εν 
λόγω αλγόριθµος αναπτύχθηκε αρχικά για τον κυρτό προγραµµατισµό (convex 
programming) του οποίου ο γραµµικός προγραµµατισµός είναι ειδική περίπτωση. Παρόλο 
που έχει πολυωνυµική χρονική πολυπλοκότητα, ο αλγόριθµος αυτός δεν είναι πρακτικός για 
το γραµµικό προγραµµατισµό. Ωστόσο, έχει εκτεταµένες θεωρητικές εφαρµογές στη 
συνδυαστική βελτιστοποίηση. 

Το 1984 ο Karmarkar παρουσίασε έναν ακόµα πολυωνυµικό αλγόριθµο για το 
γραµµικό προγραµµατισµό. Ο αλγόριθµός του αποφεύγει την εκθετική πολυπλοκότητα (που 
είναι εγγενής στη µέθοδο simplex) που συνδέεται µε τις κορυφές, τις ακµές και τις 
επιφάνειες του πολυέδρου µένοντας στο εσωτερικό αυτού. Αξίζει να τονισθεί ότι ο 
αλγόριθµος αυτός οδήγησε σε πολλούς άλλους αλγορίθµους για το ίδιο πρόβληµα 
βασισµένους σε παρόµοιες ιδέες. Για ευνόητους λόγους, οι αλγόριθµοι αυτοί είναι γνωστοί 
ως µέθοδοι εσωτερικού σηµείου. 
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Στη συνέχεια δίνουµε µια high –level περιγραφή µιας µεθόδου εσωτερικού σηµείου: 
 
1. Αν η τρέχουσα λύση x  είναι κοντά στο σύνορο του πολυέδρου, απεικόνισε το 

πολύεδρο σε ένα άλλο τέτοιο ώστε η εικόνα του x  να είναι σε «πιο εσωτερικό» 
σηµείο του νέου πολυέδρου. 

2. Κάνε ένα βήµα στο µετασχηµατισµένο χώρο. 
3. Επανάλαβε τα βήµατα 1 και 2 µέχρι να είµαστε αρκετά κοντά σε µία βέλτιστη λύση. 
 
Θα µπορούσε κανείς να αναρωτηθεί τι σηµαίνει η φράση «αρκετά κοντά» της 
προηγούµενης πρότασης. Το επόµενο θεώρηµα, που διατυπώνεται χωρίς απόδειξη (αν και η 
απόδειξή του είναι εύκολη και στηρίζεται σε πρώτες έννοιες) δίνει την απάντηση. 
 
 
Θεώρηµα 2.17 Έστω 1 2,x x κορυφές του Ax b= , . Αν ισχύει ότι , τότε θα 

έχουµε ότι 

x ≥ 0 1
T Tc x c x≠ 2

22−>1 2
T T Lc x c x−

≥ 

. 
 
 

Πόρισµα 2.18 Έστω 
 

min : ,T

polyhedron P

z c x Ax b x
 = =
  

0 . Έστω επίσης ότι το x  είναι εφικτή λύση 

του  και ότι . Τότε, κάθε κορυφή P 22T Lz −≤ +c x 'x  τέτοια ώστε  είναι βέλτιστη 
λύση για το γραµµικό πρόγραµµα. 

' ≤Tc x c xT

 
Αυτό που µας λέει το παραπάνω πόρισµα είναι ότι δε χρειάζεται να είµαστε πολύ 

ακριβείς όταν επιλέγουµε µια βέλτιστη κορυφή. Ακριβέστερα χρειάζεται απλά να 
υπολογίσουµε την αντικειµενική συνάρτηση µε σφάλµα λιγότερο από . Αν βρούµε µια 
κορυφή που βρίσκεται εντός αυτού του περιθωρίου σφάλµατος, τότε θα είναι και βέλτιστη. 

22 L−
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Κεφάλαιο 3 
 
3.1 Η έννοια της χαλάρωσης (relaxation) ενός προβλήµατος 

βελτιστοποίησης 
Μία πολύ σηµαντική έννοια άρρηκτα συνδεδεµένη µε τη σχεδίαση προσεγγιστικών 
αλγορίθµων είναι η έννοια της χαλάρωσης (relaxation) ενός NP hard−  προβλήµατος 
βελτιστοποίησης , η οποία ορίζεται αµέσως παρακάτω. Χωρίς βλάβη της γενικότητας 
υποθέτουµε ότι το  είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης. Η επέκταση για προβλήµατα 
ελαχιστοποίησης είναι άµεση. 

P
P

Έστω λοιπόν  το σύνολο των εφικτών λύσεων του προβλήµατος  για το 

(δοθέν) στιγµιότυπο 
( )S I ≠ ∅ P

I  και ( )f ⋅  η αντίστοιχη αντικειµενική συνάρτηση. Στόχος είναι η 

µεγιστοποίηση της εν λόγω συνάρτησης, δηλαδή η εύρεση µιας λύσης ( )x S I∗ ∈  τέτοιας 
ώστε 

( ) ( )
( )

( )max
x S I

OPT I f x f x∗

∈
=  

 
Με δεδοµένο ότι δεν είναι γνωστός κανένας αποδοτικός αλγόριθµος για την εύρεση 

της βέλτιστης λύσης του αρχικού προβλήµατος, θεωρούµε το ακόλουθο σχετικό πρόβληµα 
βελτιστοποίησης: ∆οθέντος του στιγµιότυπου του προβλήµατος, για ένα κατάλληλα 
επιλεγµένο σύνολο «χαλαρωµένων λύσεων» ( )R I , αναζητούµε ένα ( )x R I∈  τέτοιο ώστε 
να ισχύει 

( )
( )

( )max
x R I

UB g x g x
∈

= =  

Με  συµβολίζουµε την αντικειµενική συνάρτηση για το νέο πρόβληµα. ( )g ⋅

Αν ισχύουν οι ακόλουθες συνθήκες: 

( ) ( )R I S I⊇  

και 

( ) ( ) ( )( )I x S I g x f x∀ ∀ ∈ ≥  

το νέο πρόβληµα ονοµάζεται χαλάρωση (relaxation) του αρχικού. Τονίζεται ότι στις 
περισσότερες περιπτώσεις οι συναρτήσεις f  και  ταυτίζονται. g

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι για κάθε στιγµιότυπο του  η τιµή της βέλτιστης 
λύσης του χαλαρωµένου προβλήµατος είναι ένα άνω φράγµα για την αντίστοιχη τιµή του 

. Πράγµατι, οι παραπάνω συνθήκες έπονται ότι: 

P

P

 

( )
( )

( )
( )

( )
( ) (max max max

x R I x S I x S I
UB g x g x f x OPT I

∈ ∈ ∈
= ≥ ≥ = )  

 

Κατ’ αντιστοιχία, στην περίπτωση προβληµάτων ελαχιστοποίησης, η δεύτερη από τις 
παραπάνω συνθήκες παίρνει τη µορφή g f≤  και η βέλτιστη τιµή του χαλαρωµένου 
προβλήµατος αποτελεί ένα κάτω φράγµα για τη βέλτιστη τιµή του αρχικού. 
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Τονίζεται ότι το µεγεθυσµένο σύνολο ( )R I  επιλέγεται µε τέτοιο τρόπο ώστε το 
χαλαρωµένο πρόβληµα να µπορεί να βελτιστοποιηθεί αποδοτικά, δηλαδή η βέλτιστη λύση 

( )x R I∈  να µπορεί να υπολογιστεί σε πολυωνυµικό χρόνο. Εν γένει, όπως είναι άλλωστε 
αναµενόµενο, η βέλτιστη αυτή χαλαρωµένη λύση δεν είναι εφικτή λύση για το αντίστοιχο 
στιγµιότυπο του προβλήµατος , δηλ. ισχύει P ( ) ( )\x R I S I∈ . Ο προφανής στόχος είναι 
λοιπόν η χρησιµοποίηση του χαλαρωµένου προβλήµατος (και ενδεχοµένως της βέλτιστης 
λύσης του) µε κατάλληλο τρόπο ώστε να πάρουµε µια καλή προσεγγιστική (εφικτή) λύση 
για το εκάστοτε στιγµιότυπο του . P

Εξάλλου, το χαλαρωµένο πρόβληµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε διάφορους τρόπους 
για τη σχεδίαση προσεγγιστικών αλγορίθµων για το . Τα πιο κλασικά relaxations 
προκύπτουν µε τη χρήση του γραµµικού προγραµµατισµού. Ωστόσο, όπως θα φανεί πολλές 
φορές στα επόµενα, υπάρχουν περιορισµοί ως προς το πόσο καλή προσέγγιση µπορεί να 
παράγει ένα γραµµικό πρόγραµµα. Στη συνέχεια εξειδικεύουµε την έννοια του relaxation σε 
σχέση µε το γραµµικό προγραµµατισµό. 

P

 
 
3.2 Η έννοια του LP-relaxation – Μια γενική Προσέγγιση 

σχεδίασης Προσεγγιστικών Αλγορίθµων 
Πολλά προβλήµατα συνδυαστικής βελτιστοποίησης µπορούν να εκφραστούν ως ακέραια 
γραµµικά προγράµµατα (Integer Linear Programs - ILPs). Υπενθυµίζεται ότι το (γενικό) 
πρόβληµα βελτιστοποίησης του ακέραιου γραµµικού προγραµµατισµού είναι , 
ενώ το αντίστοιχο πρόβληµα χωρίς τους περιορισµούς για ακέραιες λύσεις επιλύεται σε 
πολυωνυµικό χρόνο. Αν λοιπόν χαλαρώσουµε τις απαιτήσεις για ακέραιες τιµές των 
µεταβλητών, παίρνουµε ένα γραµµικό πρόγραµµα το οποίο φανερά ικανοποιεί τις γενικές 
συνθήκες (βλέπε προηγούµενη σελίδα) και εποµένως είναι η χαλάρωση του αρχικού 
ακέραιου προγράµµατος (LP - relaxation). Για παράδειγµα, ένας περιορισµός της µορφής 

NP hard−

{ }0,1ix ∈ , στο αντίστοιχο LP - relaxation θα µετατραπεί σε [ ]0,1ix ∈ . 
Ας γίνουµε όµως λίγο πιο αυστηροί. Στη συνέχεια ορίζουµε δύο βασικές γενικές 

κατηγορίες ακέραιων γραµµικών προγραµµάτων που έχουν µεγάλη σηµασία στο πεδίο των 
προσεγγιστικών αλγορίθµων και θα φανούν πολύ χρήσιµες στα επόµενα. 
 
Ορισµός 3.1 ∆εδοµένου ενός πίνακα [ ]0,1 m nA ×∈  και των διανυσµάτων  και [ )1, mb∈ ∞

[ ]0,1 nc ∈ , έτσι ώστε , ένα ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα πακεταρίσµατος 

(αντίστοιχα κάλυψης) έχει στόχο τη µεγιστοποίηση (ελαχιστοποίηση) του  µε τους 
περιορισµούς  (ή 

max 1j jc =

[
Tc x⋅

nx ∈ ] { }( )0,1,...,i idi n∀ ∈ x ∈ , όπου id ∗∈ ) και  (αντίστοιχα 

). Επιπλέον αν  υποθέτουµε ότι κάθε συνιστώσα του διανύσµατος  
είναι ένας θετικός ακέραιος αριθµός. Επιπλέον ορίζουµε ως 

Ax

i i

b≤

Ax b≥ { }0,1 m nA ×∈ b
minB b=  και υποθέτουµε 

χωρίς βλάβη της γενικότητας (χ. β. τ. γ.) ότι 1B ≥ . 
 
 

Θα συµβολίζουµε µε τα αρχικά PIP ένα ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα πακεταρίσµατος 
(packing integer program) και αντίστοιχα CIP ένα ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα κάλυψης 
(covering integer program). Οι δύο αυτές κατηγορίες ακέραιων προγραµµάτων 
µοντελοποιούν πολλά  προβλήµατα συνδυαστικής βελτιστοποίησης. NP hard−
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Παρόλο που συνήθως δεν υπάρχουν καθόλου περιορισµοί ως προς τα σύνολα τιµών 
των στοιχείων των ,  και  (εκτός φυσικά από τον περιορισµό να είναι µη αρνητικά), 
εύκολα µπορεί να δει κανείς ότι οι παραπάνω περιορισµοί έγιναν χωρίς βλάβη της 
γενικότητας. Κατ’ αρχάς, µπορούµε να υποθέσουµε ότι 

A b c

,  ij ii j A b∀ ≤ . Αν αυτό δεν είναι 
αληθές για ένα PIP, µπορούµε προφανώς να θέσουµε : 0jx = . Αν πάλι δεν είναι αληθές για 
ένα CIP, µπορούµε να αλλάξουµε την τιµή του εν λόγω στοιχείου σε . Ακολούθως, 
κάνοντας scaling σε κάθε γραµµή του , έτσι ώστε 

:ij iA = b
A max 1j ijA =  (για κάθε γραµµή ) και 

στο διάνυσµα , έτσι ώστε 
i

c m j jcax 1= , παίρνουµε την παραπάνω µορφή για τα ,  και 
 (συγκεκριµένα, παίρνουµε 1

A b
c B ≥  εφόσον ,  iji j A ib∀ ≤ ). 

Η δε ανάγκη για το βασικό περιορισµό µη αρνητικών στοιχείων είναι φανερή 
διαισθητικά, µε δεδοµένο ότι στις περισσότερες περιπτώσεις στο πεδίο των προσεγγιστικών 
αλγορίθµων (και για όλες τις εφαρµογές που εξετάζει η παρούσα εργασία) χειριζόµαστε µη 
αρνητικές ποσότητες.  
 
Ορισµός 3.2 Η (standard) χαλάρωση (LP - relaxation) των προγραµµάτων της µορφής PIP 
και CIP επιτρέπει στο διάνυσµα x  να παίρνει πραγµατικές (µη αρνητικές) τιµές, nx +∈ℜ . 
Για περιορισµούς της µορφής [ ] { }( )0,1,...,ii n x d∀ ∈ ∈ i  ο αντίστοιχος χαλαρωµένος 

περιορισµός είναι ο εξής: [ ] [ ]( )0,i ix d∈i n∀ ∈ . 
 

Βέβαια, υπό την προϋπόθεση ότι τα στοιχεία των ,  και  είναι ρητοί αριθµοί, 
όπως συµβαίνει στην περίπτωσή µας, η βέλτιστη λύση του χαλαρωµένου γραµµικού 
προγράµµατος θα έχει ρητές συνιστώσες. Υπό αυτή την έννοια η βέλτιστη λύση του LP-
relaxation µπορεί να θεωρηθεί κλασµατική λύση (fractional solution) του αρχικού 
προβλήµατος. Για το λόγο αυτό συνήθως συµβολίζεται µε 

A b c

( )fOPT ⋅ . Κατ’ αναλογία µε όσα 
ελέχθησαν κατά την περιγραφή της γενικής µεθόδου της χαλάρωσης, στην περίπτωση 

 προβληµάτων βελτιστοποίησης δεν µπορεί να περιµένει κανείς ότι η βέλτιστη 
λύση του LP – relaxation θα έχει (εν γένει) ακέραιες συνιστώσες. Κατά συνέπεια, για τέτοια 
δύσκολα προβλήµατα, ο στόχος δεν είναι η αναζήτηση βέλτιστης λύσης για το LP – 
relaxation, αλλά µιας προσεγγιστικής ακέραιης λύσης (integral solution). 

NP hard−

 
Αναφέρουµε ωστόσο ότι η έννοια του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος είναι 

ιδιαίτερα χρήσιµη και για προβλήµατα βελτιστοποίησης που επιλύονται σε πολυωνυµικό 
χρόνο. Στη συνέχεια δα δούµε δύο τέτοια προβλήµατα για τα οποία η βέλτιστη λύση του LP 
– relaxation είναι πάντα ακέραια, δηλαδή ταυτίζεται µε τη βέλτιστη λύση του ακέραιου 
προγράµµατος (και συνεπώς του αρχικού προβλήµατος). 

 
Στο σηµείο αυτό συνοψίζουµε σε τρία βήµατα την παραπάνω περιγραφείσα γενική 

προσέγγιση για προσεγγιστικούς αλγορίθµους: 
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Γενική Προσέγγιση για Προσεγγιστικούς Αλγορίθµους 
 
1. ∆ιατύπωση του προβλήµατος βελτιστοποίησης υπό µορφή ακέραιου γραµµικού

προγράµµατος (ILP). 
2. Χαλάρωση του ILP σε ένα γραµµικό πρόγραµµα (LP - relaxation). 
3. Χρήση του LP - relaxation µε κατάλληλο τρόπο, ώστε να πάρουµε µία λύση του

ILP. 
 

 
 
Ουσιαστικά το κύριο τµήµα αυτής της εργασίας σκοπό έχει να αναλύσει τη φράση 
κατάλληλο τρόπο» στην πρόταση 3. 
 
 
 
3.3 Integrality gap – Αξιολόγηση Επίδοσης Αλγορίθµων 
 
Στη συνέχεια ορίζουµε ένα µέγεθος το οποίο εκφράζει το «µέτρο της καλοσύνης» ε
χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος για ένα πρόβληµα. 
 
Ορισµός 3.3 Έστω ένα πρόβληµα βελτιστοποίησης , ILP ένα ακέραιο γραµµ
πρόγραµµα για αυτό και LP η χαλάρωση (LP - relaxation) του ILP. Ορίζουµε ως integra
gap του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος για το πρόβληµα  τον ακόλουθο λόγο

P

P
( )
( )

( )
( )

 sup , f

I f

OPT IOPT I
integrality gap

OPT I OPT I
  
 
  

 

όπου το supremum υπολογίζεται για όλα τα στιγµιότυπα του προβλήµατος. 
 

Από τον ορισµό είναι φανερό ότι για κάθε πρόβληµα το integrality gap ε
τουλάχιστον 1. Σε κάποιες περιπτώσεις, σε προβλήµατα για τα οποία το relaxation δίνε
βέλτιστη λύση (οπότε επιλύονται ακριβώς σε πολυωνυµικό χρόνο), η τιµή 1 επιτυγχάνε
Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί το πρόβληµα κοµβικής κάλυψης (vertex cover)
διµερείς γράφους (bipartite graphs), το οποίο θα αναλυθεί στη συνέχεια του κεφαλαίου. 
 

Για την αξιολόγηση της απόδοσης των περισσοτέρων αλγορίθµων που σχεδιάζον
µε βάση την προαναφερθείσα γενική προσέγγιση, τις περισσότερες φορές συγκρίνουµε
κόστος της λύσης που παρέχεται από τον αλγόριθµο µε το κόστος της βέλτισ
κλασµατικής λύσης του LP-relaxation. 

Έστω λοιπόν ότι έχουµε σχεδιάσει έναν αλγόριθµο  για ένα πρόβλ
ελαχιστοποίησης και ότι (µε κάποιο τρόπο) καταφέρνουµε να αποδείξουµε ότι για κ
στιγµιότυπο 

A

I  του προβλήµατος ο εν λόγω αλγόριθµος δίνει µια λύση κόστους SOLA
τέτοια ώστε: 

( ) ( )fSOL I a OPT I≤ ⋅A  
Με δεδοµένο το υπό εξέταση πρόβληµα είναι ελαχιστοποίησης είναι ήδη γνωστό 
. Προκύπτει λοιπόν άµεσα ότι ο αλγόριθµος A  έχει λόγο απόδοσης (το 
πολύ)  για το εν λόγω πρόβληµα. 

( ) ( )fOPT I OPT I≤
a
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Ωστόσο, έχουµε επίσης ότι ( ) ( )OPT I SOL I≤ A . Συνδυάζοντας τις ανισότητες 

παίρνουµε ότι ( ) fOPT I a OPT I≤ ⋅ ( ) , δηλαδή ότι ο λόγος απόδοσης είναι τέτοιος ώστε για 
κάθε στιγµιότυπο του προβλήµατος να ισχύει 

( )
( )f

OPT I
a a integrality gap

OPT I
≥ ⇒ ≥  

∆ηλαδή µε αυτή τον τρόπο φραξίµατος του κόστους της λύσης ο καλύτερος λόγος 
προσέγγισης που µπορεί κανείς να αποδείξει είναι το integrality gap του χαλαρωµένου 
γραµµικού προγράµµατος. 

Παρόλο το παραπάνω είναι η συνήθης περίπτωση, κάτι τέτοιο δεν είναι απαραίτητο. 
Πράγµατι, θεωρητικά µπορεί κανείς να αποδείξει, στηριζόµενος σε επιπλέον δοµικές 
ιδιότητες του προβλήµατος, ότι για εκείνα τα στιγµιότυπα που έχουν µεγάλο (δηλ. κακό) 
integrality gap ο αλγόριθµος δίνει µια λύση µε κόστος πολύ µικρότερο από το 

. Με τον τρόπο αυτό ενδεχοµένως να υπάρχει η δυνατότητα 
απόδειξης ενός καλύτερου λόγου απόδοσης για τον αλγόριθµο. 
( ) integrality gap OPT×

 
 
3.4 Εφαρµογή της τεχνικής για την επίλυση δύο 

πολυωνυµ ικών προβληµάτων 
Στο σηµείο αυτό κρίνεται σκόπιµο να εισαχθεί µια µικρή αλλά σηµαντική παρένθεση. Για 
να εκτιµήσει κανείς το ρόλο της δυϊκότητας και του LP – relaxation στο πεδίο των 
προσεγγιστικών αλγορίθµων, είναι ιδιαίτερα χρήσιµο να κατανοήσει τη σηµασία τους στο 
πεδίο των ακριβών αλγορίθµων. 

Για το λόγο αυτό, στα επόµενα παρουσιάζονται δύο χαρακτηριστικά προβλήµατα και 
ο τρόπος που σχετίζονται µε τις παραπάνω έννοιες. Ακολουθούν κάποιοι χρήσιµοι ορισµοί 
και θεωρήµατα. 
 
Ορισµός 3.4.1 Ένας τετραγωνικός πίνακας B  ονοµάζεται unimodular αν 

( ) { }det 1, 1B ∈ + − . Ένας πίνακας  ονοµάζεται ολικά unimodular αν για κάθε 
τετραγωνικός αντιστρέψιµος υποπίνακας 

A
B  του  είναι unimodular. A

 
∆ιατυπώνουµε τα ακόλουθα θεωρήµατα: 
 

Θεώρηµα 3.4.2 Έστω το γραµµικό πρόγραµµα min : ,Tc x Ax b x
 ≥  

≥   ≤  
0

A

. Όλες οι 

κορυφές του συνόλου των εφικτών λύσεων είναι ακέραιες αν ο πίνακας  είναι ολικά 
unimodular και το b  έχει µόνο ακέραιες συνιστώσες. 
 
 
Θεώρηµα 3.4.3 Έστω  πίνακας µε στοιχεία από το σύνολο A { }1,0, 1− + , τέτοιος ώστε κάθε 
στήλη να έχει το πολύ δύο µη µηδενικές συνιστώσες. Ας υποθέσουµε επίσης ότι οι γραµµές 
του πίνακα µπορούν να διαµεριστούν σε δύο σύνολα, έστω 1I  και 2I  έτσι ώστε: 
1. Αν µία στήλη περιέχει δύο µη µηδενικές συνιστώσες του ίδιου πρόσηµου, τότε 

αυτές εµφανίζονται σε διαφορετικά σύνολα. 
2. Αν µία στήλη περιέχει δύο µη µηδενικές συνιστώσες διαφορετικού πρόσηµου, τότε 

αυτές εµφανίζονται στο ίδιο σύνολο. 
Με αυτές τις προϋποθέσεις, ο πίνακας  είναι ολικά unimodular. A
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Απόδειξη:  Με επαγωγή στο µέγεθος των υποπινάκων. Η βάση της επαγωγής είναι 
τετριµµένη. 
 
Έστω  ένας  υποπίνακας. ∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις: C k k×

• Αν ο C  έχει µια µηδενική στήλη, τότε είναι µη αντιστρέψιµος. 
 
• Αν ο  έχει µια στήλη µε ακριβώς µία µη µηδενική συνιστώσα. Έστω ότι η 
συνιστώσα αυτή είναι στη θέση 

C
( ),i j . Τότε, 

( ) ( )det 1 i j
ijC M+= − ⋅  

όπου ijM  είναι η ορίζουσα του πίνακα που προκύπτει αν από τον  διαγράψουµε την i  
- οστή γραµµή και την 

C
j  - οστή στήλη. Από την επαγωγική υπόθεση έπεται ότι 

( ) { }det 1,0C ∈ ± . 
 
• Όλες οι στήλες του  έχουν δύο µη µηδενικές συνιστώσες. Από αυτό έπεται ότι 
το άθροισµα όλων των γραµµών του  στο 

C
C 1I  είναι ίσο µε το αντίστοιχο άθροισµα στο 

2I . Εποµένως, οι γραµµές του C  είναι γραµµικά εξαρτηµένες, οπότε det . ( ) 0C =

 
 
Τα παραπάνω θεωρήµατα χρησιµεύουν µε τρόπο που θα φανεί παρακάτω στα δύο 
προβλήµατα που µας ενδιαφέρουν. 

 
3.4.1. Πρόβληµα  Μέγιστου  Ταιριάσµατος  σε  ∆ιµερές  Γράφηµα  

Έστω  ένα διµερές γράφηµα µε partitions V  και  (V V ). 
Μπορούµε εύκολα να εκφράζουµε το πρόβληµα εύρεσης µέγιστου ταιριάσµατος στο G  ως 
ένα ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα. Ως σύνολο των µεταβλητών απόφασης παίρνουµε το 
χαρακτηριστικό διάνυσµα του συνόλου των ακµών . ∆ηλαδή σε κάθε ακµή 

( ,G V E= ) 1 2V 1 2V= ∪

e EE ∈  
αντιστοιχεί µια µεταβλητή { }0,1ex ∈  που δηλώνει τη παρουσία ή µη της ακµής στη λύση. 
Το αντίστοιχο ILP (πρόκειται µάλιστα για PIP) είναι το ακόλουθο: 

{ }( )
 incident at 

                                 max

µε τους περιορισµούς:

                       1

                       0,1

e
e E

e
e v

e

x

v V x

e E x

∈

 ∀ ∈ ≤ 
 

∀ ∈ ∈

∑

∑
 

Στο χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα αντικαθιστούµε κάθε περιορισµό της µορφής 
{ }0,1ex ∈  µε τον περιορισµό 0 . Σηµειώνεται ότι ο περιορισµός 1 είναι εν 

προκειµένω περιττός, διότι επιβάλλεται από την πρώτη κατηγορία συνθηκών. 
ex ≥ ex ≤

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ο πίνακας που αντιστοιχεί στην πρώτη κατηγορία 
περιορισµών (πίνακας ) είναι ο πίνακας πρόσπτωσης του γραφήµατος (incidence matrix). 
Πράγµατι, κάθε γραµµή του πίνακα αντιστοιχεί σε κόµβους του  και κάθε στήλη 
αντιστοιχεί σε ακµές. Ένα στοιχείο 

A
G

{ }0,1veA ∈  αναπαριστά αν η ακµή  προσπίπτει στον 
κόµβο . 

e
v
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Με δεδοµένο ότι το γράφηµα  είναι διµερές, είναι επίσης εύκολο να δούµε ότι ο 
πίνακάς πρόσπτωσης του  (δηλ. ο ) ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήµατος 3 µε 

G
AG

iI  το σύνολο των γραµµών που αντιστοιχούν στο . Άρα, ο πίνακας  είναι ολικά 
unimodular. Επειδή επιπλέον το διάνυσµα  έχει µόνο ακέραιες συνιστώσες, από το 
θεώρηµα 2 παίρνουµε τις ακόλουθες προτάσεις: 

iV A
b

 
Πρόταση 1 Η βέλτιστη λύση του αντίστοιχου χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος 
είναι πάντα ακέραια (δηλ. έχει ακέραιες συνιστώσες). 
 
Πρόταση 2 Ο πίνακας πρόσπτωσης ενός διµερούς γραφήµατος είναι ολικά unimodular. 
 

Εποµένως, η βέλτιστη λύση του LP – relaxation ταυτίζεται µε τη βέλτιστη λύση του 
προβλήµατος, δηλαδή δίνει σε κάθε περίπτωση ένα µέγιστο ταίριασµα για το διµερές 
γράφηµα . Το γεγονός αυτό δεν µας προκαλεί έκπληξη, διότι ως γνωστόν το εν λόγω 
πρόβληµα επιλύεται ακριβώς σε πολυωνυµικό χρόνο. 

G

 
 
 
3.4.2 Πρόβληµα  Ελάχιστης  Κοµβικής  Κάλυψης  σε  ∆ιµερές  Γράφηµα  

Με αντίστοιχο τρόπο προκύπτει η κατασκευή του ακέραιου γραµµικού προγράµµατος 
(τώρα πρόκειται για CIP) και του σχετικού LP - relaxation. 

( ) (
{ }( )

                                 min

µε τους περιορισµούς:
                       , 1

                       0,1

v
v V

u v

v

x

e u v E x x

v V x

∈

∀ = ∈ + ≥

∀ ∈ ∈

∑

)

0

 

Οµοίως, το relaxation έχει ως δεύτερο περιορισµό τον . vx ≥
Μπορεί κανείς να παρατηρήσει ότι ο πίνακας που αντιστοιχεί στην πρώτη κατηγορία 

περιορισµών είναι ο ανάστροφος του πίνακα πρόσπτωσης. Με τον ίδιο λοιπόν τρόπο όπως 
και προηγουµένως µπορεί κανείς να αποδείξει την Πρόταση 1 και για το πρόβληµα αυτό. 
Εποµένως, και εν προκειµένω η βέλτιστη λύση του LP – relaxation δίνει τη βέλτιστη λύση 
του προβλήµατος (είναι επίσης γνωστό ότι το συγκεκριµένο πρόβληµα λύνεται 
πολυωνυµικά). 

Με όσα έχουν ειπωθεί στο κεφάλαιο 2, είναι εύκολο να δει κανείς ότι τα χαλαρωµένα 
γραµµικά προγράµµατα για τα δύο υπό εξέταση προβλήµατα είναι δυϊκά. Με βάση λοιπόν 
το θεώρηµα της ισχυρής δυϊκότητας, προκύπτει ως παρεπόµενο το γνωστό θεώρηµα των 
König και Egerváry. 
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3.5 Η τεχνική της στρογγυλοποίησης 

Τα παραπάνω (πολυωνυµικά) προβλήµατα οδηγούν στον πρώτο (και πλέον προφανή) 
τρόπο χρήσης του LP – relaxation για τη σχεδίαση προσεγγιστικών αλγορίθµων, την 
τεχνική της στρογγυλοποίησης (LP – rounding ή απλά rounding). Σύµφωνα µε την τεχνική 
αυτή, το βήµα 3 της γενικής µας προσέγγισης διασπάται στα ακόλουθα βήµατα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Στρογγυλοποίηση (LP - rounding) 
 
3.1 Υπολογισµός µιας βέλτιστης λύσης του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος

(κλασµατική λύση). 
3.2 Μετατροπή της κλασµατικής αυτής λύσης σε ακέραια προσπαθώντας να

εξασφαλίσουµε ότι κατά τη µετατροπή δε θα µεταβληθεί «κατά πολύ» το
κόστος. 

 
Μια αναπαράσταση της τεχνικής αυτής δίνεται στο ακόλουθο σχήµα: 
 

 
Είναι φανερό ότι κατά την χρησιµοποίηση της τεχνικής της στρογγυλοποίησης, ο 

λόγος

Ο τρόπος µετατροπής της κλασµατικής βέλτιστης λύσης σε ακέραια (και εποµένως 
εφικτ

ι αρκετά εύκολη στην 
καταν

 

 απόδοσης των αλγορίθµων καθορίζεται συγκρίνοντας το κόστος της integral και της 
fractional λύσης. Εποµένως ισχύουν τα όσα αναφέρθηκαν στα προηγούµενα περί integrality 
gap. 

ή για το πρόβληµα) εν γένει λαµβάνει υπόψη δοµικές ιδιότητες του υπό εξέταση 
προβλήµατος και µπορεί να επιτευχθεί είτε µε ντετερµινιστικό είτε µε randomized τρόπο. 
Στην τελευταία περίπτωση η τεχνική ονοµάζεται τυχαιοποιηµένη στρογγυλοποίηση 
(randomized rounding) και αποτελεί το θέµα του επόµενου κεφαλαίου. Στο υπόλοιπό αυτού 
του κεφαλαίου περιοριζόµαστε σε ντετερµινιστικούς αλγορίθµους. 

Επίσης, παρά το γεγονός ότι η µέθοδος του rounding είνα
όηση, περιέχει ένα σηµαντικό µειονέκτηµα: απαιτεί την επίλυση ενός γραµµικού 

προγράµµατος. Βέβαια, αυτό µπορεί να επιτευχθεί σε πολυωνυµικό χρόνο στη χειρότερη 
περίπτωση, αλλά οι σχετικοί προσεγγιστικοί αλγόριθµοι γίνονται αργοί. 
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Ένα άλλο µειονέκτηµα της µεθόδου είναι το γεγονός ότι δεν αφήνει πολλά περιθώρια 
να εκ

Υπάρχει ένα πρόβληµα µε όλα τα παραπάνω που µέχρι στιγµής έχουµε αγνοήσει: 
ενδέχ

ιορισµών (και µεταβλητών) είναι φανερά ικανή 
συνθή

ι ρ

µεταλλευτεί κανείς τη δοµή του εκάστοτε προβλήµατος. Χαρακτηριστικό είναι ότι 
σύµφωνα µε την περιγραφή της µεθόδου, βλέπουµε τον LP – solver σαν «µαύρο κουτί» και 
επεµβαίνουµε µόνο στη λύση του. Παρά τα προηγούµενα µειονεκτήµατα, έχει αποδειχθεί 
στην πράξη ότι η εν λόγω τεχνική έχει οδηγήσει στη σχεδίαση πολύ σηµαντικών 
αλγορίθµων για πληθώρα προβληµάτων και σε αρκετές περιπτώσεις µε λόγους απόδοσης 
που (αποδεδειγµένα) δεν µπορούν να βελτιωθούν, µε την υπόθεση ότι P NP≠ . 
 

εται το ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα που µοντελοποιεί το αρχικό πρόβληµα 
βελτιστοποίησης να είναι πολύ µεγάλο, δηλαδή να έχει εκθετικό πλήθος περιορισµών ή 
µεταβλητών (ως προς το µέγεθος της εισόδου). Εν τοιαύτη περιπτώσει, δεν είναι εν γένει 
αληθές ότι το LP – relaxation (που φανερά έχει το ίδιο πλήθος περιορισµών) µπορεί να 
επιλυθεί βέλτιστα σε πολυωνυµικό χρόνο. 

Η ύπαρξη πολυωνυµικού αριθµού περ
κη για την επιλυσιµότητα του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος σε 

πολυωνυµ κό χ όνο (η σύνθεση πολυωνύµων είναι πολυώνυµο). Ωστόσο, ακόµα κι αν το 
relaxation έχει εκθετικό αριθµό περιορισµών, ενδέχεται να λύνεται σε πολυωνυµικό χρόνο, 
αν µπορούµε να βρούµε ένα µαντείο διαχωρισµού (separation oracle), δηλ. έναν 
πολυωνυµικό αλγόριθµο ο οποίος, δεδοµένου κάποιου σηµείου nx ∈ℜ  (όπου n  είναι ο 
αριθµός των µεταβλητών του relaxation) επιβεβαιώνει ότι το σ είναι εφικτή λύση 
(δηλ. ικανοποιεί όλους τους περιορισµούς) ή παράγει έναν (από τους εκθετικά πολλούς) 
περιορισµό που παραβιάζεται. ∆εδοµένου ενός τέτοιου µαντείου, µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε την ελλειψοειδ  µέθοδο για να λύσουµε το relaxation σε πολυωνυµικό 
χρόνο ανεξάρτητα από το πλήθος των περιορισµών. Εν τοιαύτη περιπτώσει, η 
πολυπλοκότητα της επίλυσης ου LP - relaxation, αν και πολυωνυµική, είναι σε γενικές 
γραµµές απαγορευτική. 

Μια ακόµα ειδικ

ηµείο 

 ή

τ

ή περίπτωση είναι να έχουµε (εν δυνάµει) εκθετικό αριθµό 
µεταβλητών. Ακόµα και στην περίπτωση αυτή ενδέχεται το LP - relaxation να λύνεται σε 
πολυωνυµικό χρόνο. Χαρακτηριστικό παράδειγµα αποτελεί ο αλγόριθµος των Karmarkar 
και Karp για το πρόβληµα bin packing που θα αναλυθεί στη συνέχεια του κεφαλαίου. 
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3.6 Εφαρµογή της τεχνικής της στρογγυλοποίησης για το 
πρόβληµα Set Cover 

 
Θα χρησιµοποιήσουµε την παραπάνω γενική προσέγγιση και συγκεκριµένα την τεχνική της 
στρογγυλοποίησης µε δύο διαφορετικούς τρόπους για το πρόβληµα Set Cover το οποίο 
ορίζουµε παρακάτω: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Set Cover 
• Είσοδος: 

- Ένα σύνολο { }1 2, ,..., nt t=T t  

- Μια συλλογή από υποσύνολα του T , { }1 2, ,..., mS S S=S  
- Μη αρνητικά βάρη 0  για κάθε υποσύνολο  jw ≥ jS

• Έξοδος: Ένα σύνολο δεικτών { }1, 2,...,I m⊆ το οποίο ελαχιστοποιεί το

άθροισµα jj I
w

∈∑  µε τον περιορισµό j I jS∈ T=∪ . ∆ηλαδή αναζητούµε µία

ελαχίστου κόστους συλλογή από υποσύνολα η οποία να καλύπτει το βασικό
σύνολο T . 

 
Εφαρµόζουµε τη γενική διαδικασία σχεδίασης για το εν λόγω πρόβληµα: 
 
1. ∆ιατυπώνουµε το πρόβληµα υπό µορφή ακέραιου γραµµικού προγράµµατος. Εν 

προκειµένω, δηµιουργούµε µία µεταβλητή jx  για κάθε υποσύνολο . Αν , τότε 
, ειδάλλως . 

jS j I∈

1jx = 0

}

jx =

{ } {( )

1

:

                                          min

µε τους περιορισµούς:

                                  1  

                                  1, 2,..., 0,1  
i j

m

j j
j

i j
j t S

j

w x

t T x

j m x

=

∈

 
∀ ∈ ≥  

 

∀ ∈ ∈

∑

∑
 

 
2. Χαλαρώνουµε την απαίτηση για ακέραια jx  µετατρέποντας τον τελευταίο περιορισµό 

σε 0 1. Τονίζεται δε ότι µε δεδοµένο ότι τα βάρη είναι µη αρνητικά και 
ζητούµενο είναι η ελαχιστοποίηση της τιµής της αντικειµενικής συνάρτησης, ο 
περιορισµός 1 δεν είναι αναγκαίος. Έστω OPT  η βέλτιστη τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης για το ακέραιο πρόγραµµα. Έστω επίσης  η αντίστοιχη βέλτιστη τιµή 
για το χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα. Όπως έχει ήδη εξηγηθεί αναλυτικά, ισχύει ότι 

. 

jx≤ ≤

x

f OPT≤

j ≤

fOPT

OPT
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Ας ορίσουµε την παράµετρο f  ως εξής: 

{ }max : i ji
f j t S= ∈  

∆ηλαδή f  είναι ο µέγιστος αριθµός συνόλων που περιέχουν οποιοδήποτε δοθέν στοιχείο. 
Θεωρούµε την ακόλουθη διαδικασία στρογγυλοποίησης: 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.1 
3.2 

 
Λήµµ
 
Απόδ

για κ

εφόσ

γραµ

 
Θεώ
cove
 
Απόδ
χρόν

 
Η πρ

 
 

2 – π
 
 
 

 

Επίλυσε το γραµµικό πρόγραµµα και έστω x∗  η βέλτιστη κλασµατική λύση. 
. I ← ∅

Για κάθε  jS

Αν 1x∗ ≥ , τότε { }I I j← ∪  
j f

α 3.6.1 Ο παραπάνω αλγόριθµος παράγει ένα set cover. 

ειξη:  Έστω ότι υπάρχει ένα στοιχείο  που δεν καλύπτεται, δηλαδή t . Τότε 

άθε σύνολο  που περιέχει το  θα έχουµε ότι 
it i j I∈∉∪ jS

jS it 1
jx f
∗ < . Εποµένως, 

{ }
:

1 :

1
i j

j i
j t S

jx j t S
f

∗

∈

< ⋅ ∈

≤

∑  

ον { }: i jj t S f∈ ≤ . Ωστόσο, η παραπάνω συνθήκη παραβιάζει τον περιορισµό του 

µικού προγράµµατος για το  (άτοπο). it
 

ρηµα 3.6.2 [Hoch82] Ο παραπάνω αλγόριθµος είναι f  - προσεγγιστικός για το set 
r. 

ειξη:  Κατ’ αρχάς είναι φανερό ότι ο εν λόγω αλγόριθµος είναι πολυωνυµικού 
ου. Επιπλέον, 

LP

j j j
j I j

j j
j

z

w w x f

f w x

f OPT

∗

∈

∗

≤

= ⋅

≤ ⋅

∑ ∑

∑  

ώτη ανισότητα έπεται από το γεγονός ότι j I∈  αν και µόνο αν 1jx f∗ ≥ . 
 

Μπορεί να παρατηρήσει κανείς ότι ο παραπάνω αλγόριθµος συνεπάγεται άµεσα έναν 
ροσεγγιστικό αλγόριθµό για το πρόβληµα vertex cover το οποίο ορίζουµε ακολούθως. 
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Weighted Vertex Cover 
• Είσοδος: 

- Ένας µη κατευθυνόµενος γράφος  
- Μη αρνητικά βάρη   

• Έξοδος: Ένα υποσύνολο των κόµβων που ελαχιστοποιεί το άθροισµα 
 και τέτοιο ώστε κάθε ακµή να είναι γειτονική µε κάποιον κόµβο του 

. 

( ),G V E=

0iw ≥ i V∀ ∈
C V⊆

ii C
w

∈∑
C

 
Μπορεί εύκολα κανείς να µετασχηµατίσει το παραπάνω πρόβληµα σε µία ειδική 

µορφή του προβλήµατος set cover. Πράγµατι, το σύνολο των ακµών αντιστοιχεί στο βασικό 
σύνολο  και το σύνολο των κόµβων αντιστοιχεί στη συλλογή από υποσύνολα του  
(δηλαδή το υποσύνολο που αντιστοιχεί στον κόµβο  είναι όλες οι ακµές που προσπίπτουν 
στον κόµβο αυτό). Εφόσον κάθε ακµή βρίσκεται σε ακριβώς δύο σύνολα, εν τοιαύτη 
περιπτώσει ισχύει ότι 2 . Συνεπώς, οι 

T T
i

f = f  - προσεγγιστικοί αλγόριθµοι για το set cover 
µεταφράζονται αυτόµατα σε 2 – προσεγγιστικούς αλγορίθµους για το vertex cover. 
 

Ένας άλλος τρόπος να χρησιµοποιήσει κανείς τη µέθοδο της στρογγυλοποίησης είναι 
να την εφαρµόσει στη λύση του δυϊκού προγράµµατος του LP-relaxation. Το δυϊκό του 
χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος για το πρόβληµα set cover είναι το ακόλουθο: 

( )

1

:

                                          max

µε τους περιορισµούς:

                                   

                                  0  
i j

n

i
i

j i
i t S

i i

y

S y w

t T y

=

∈

 
∀ ≤  

 
∀ ∈ ≥

∑

∑ j

 

 
Λόγω της ασθενούς δυϊκότητας, αν  είναι µια εφικτή λύση για το παραπάνω πρόγραµµα, 
τότε 

y

i f
i

y OPT OPT≤ ≤∑  

Ακολούθως παραθέτουµε έναν αλγόριθµο για την εύρεση ενός set cover µικρού κόστους µε 
χρήση του δυϊκού γραµµικού προγράµµατος: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆υϊκό Γραµµικό Πρόγραµµα 
 
3.1 Επίλυσε το δυϊκό του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος και

υπολόγισε µια βέλτ τη
3.2 . 

Για κάθε  

Αν , τότε  

ισ  λύση y∗ . 
I ← ∅

jS

: i j
i ji t S

y w∗
∈

=∑ { }I I j← ∪
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Λήµµα 3.6.3 Ο παραπάνω αλγόριθµος παράγει ένα set cover. 
 
Απόδειξη:  Έστω ότι . Τότε για κάθε σύνολο  που περιέχει το  θα ισχύει 
ότι 

i j It ∈∃ ∉∪ jS jS it

: i j
i ji t S

y w∗
∈

<∑  

οπότε µπορούµε να αυξήσουµε το iy∗  κατά µία θετική ποσότητα χωρίς να παραβιάσουµε 
τους περιορισµούς του γραµµικού προγράµµατος, γεγονός που αντιτίθεται στη 
βελτιστότητα του y∗ . 

 
 
Θεώρηµα 3.6.4 [Hoch82] Ο παραπάνω αλγόριθµος είναι f  - προσεγγιστικός για το set 
cover. 
 
Απόδειξη:  Με δεδοµένο ότι επιλέγουµε το σύνολο  µόνο αν ο αντίστοιχος jS ≤  
περιορισµός ισχύει µε ισότητα, έχουµε: 
 

{ }
:

:
i j

j i
j I j I i t S

i i
i

i
i

w y

y j I t S

f y

f OPT

∗

∈ ∈ ∈

∗

∗

=

= ⋅ ∈ ∈

≤ ⋅

≤ ⋅

∑ ∑ ∑

∑

∑

j  

 
 
Στο σηµείο αυτό αναφέρουµε ότι, λόγω των συνθηκών του complementary slackness, όποτε 
ο αρχικός αλγόριθµός στρογγυλοποίησης συµπεριλαµβάνει ένα σύνολο  στην κάλυψη 

(επειδή ισχύει ότι 
jS

1jx f∗ ≥ ), ο αντίστοιχος δυϊκός περιορισµός (
: i ji t S

w
∈

iy∗ ≤ j∑ ) ισχύει µε 

ισότητα. Άρα, ο παραπάνω αλγόριθµος επίσης περιλαµβάνει το  στη λύση του. 
Εποµένως, ο αλγόριθµος που χρησιµοποιεί το δυϊκό γραµµικό πρόγραµµα δεν παρέχει ποτέ 
καλύτερη λύση από τον αρχικό αλγόριθµο στρογγυλοποίησης. 

jS
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3.7 Εφαρµογή της τεχνικής στρογγυλοποίησης για το 

πρόβληµα minimum multi - cut 
 

Με σκοπό να δείξουµε ότι η τεχνική της στρογγυλοποίησης µπορεί να οδηγήσει σε 
αρκετά περίπλοκούς αλγορίθµους, στρεφόµαστε στο πρόβληµα minimum multi – cut το 
οποίο ορίζουµε αµέσως: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Α
ω
τ
τ

 

 
Σ

α
π
τ

Π
κ

 

Minimum Multi – cut 
 

• Είσοδος: 
- Ένας µη κατευθυνόµενος γράφος ( ),G V E=  

-  διακεκριµένα ζεύγη κόµβων k ( ),i is t , [ ]i k∈  

- Μια συνάρτηση κόστους :c E ∗→  
 

• Έξοδος: Ένα σύνολο ακµών  ελαχίστου κόστους τέτοιο ώστε για κάθε F
[ ]i k∈ , οι κόµβοι  και  να ανήκουν σε διαφορετικές συνεκτικές 

συνιστώσες του 
is it

( )' ,G V E \ F=  
Το πρόβληµα είναι  ακόµα κι αν το γράφηµα  είναι δέντρο. 
κολουθώντας τη γενική τεχνική σχεδίασης, σε πρώτη φάση µοντελοποιούµε το πρόβληµα 
ς ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα. Για το σκοπό αυτό συµβολίζουµε µε  το σύνολο όλων 
ων µονοπατιών ανάµεσα στους κόµβους  και . Το ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα είναι 
ο ακόλουθο: 

hardNP − G

iP

is it

[ ]

{ }( )

                                min

µε τους περιορισµούς:

          1

                        0,1

e e
e E

i e
e P

e

c x

i k P x

e E x

∈

∈

 ∀ ∈ ∀ ∈ ≥ 
 

∀ ∈ ∈

∑

∑P
 

το επόµενο βήµα, κατά τα γνωστά, χαλαρώνουµε την απαίτηση για ακέραιες µεταβλητές 
{ }0,1ex ∈  σε [ ]0,1ex ∈

≤

. Εύκολα µπορεί να δει κανείς ότι ούτε στην περίπτωση αυτή η 
παίτηση 1 είναι απαραίτητη (ίδιο ακριβώς επιχείρηµα µε το αντίστοιχο για το 
ρόβληµα set cover). Άρα, λοιπόν στο χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα οι περιορισµοί 
ης δεύτερης µορφής έχουν αντικατασταθεί από τον εξής περιορισµός , . 

ex

0 e E∈ex ≥
Μια διαισθητική ερµηνεία του χαλαρωµένου προγράµµατος είναι η εξής: 

ροσπαθούµε να δώσουµε (µη αρνητικές) ετικέτες απόστασης σε κάθε ακµή, έτσι ώστε για 
άθε µονοπάτι , οι ετικέτες των ακµών του να έχουν άθροισµα τουλάχιστον 1. i

i
P ∈∪P
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Είναι προφανές ότι το πλήθος των περιορισµών του παραπάνω ακέραιου 
προγράµµατος (και εποµένως και του αντίστοιχου χαλαρωµένου γραµµικού) είναι εν 
δυνάµει εκθετικό ως προς το n V= . Με άλλα λόγια, το µέγεθος του γραµµικού 
προγράµµατος είναι εκθετικό ως προς το µέγεθος της εισόδου. Εποµένως, τίθεται το 
ερώτηµα αν το χαλαρωµένο πρόγραµµα µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο ως προς το 

. n
Η απάντηση σε αυτό το ερώτηµα είναι θετική, διότι µπορούµε εύκολα να βρούµε ένα 

µαντείο διαχωρισµού για το πρόβληµα. Εν προκειµένω, το µαντείο διαχωρισµού είναι πολύ 
απλό: αρκεί ένας αλγόριθµος που επιλύει το πρόβληµα του συντοµότερου µονοπατιού. 
∆οθέντος ενός διανύσµατος Ex +∈ℜ  (αν οποιαδήποτε συνιστώσα είναι αρνητική πρόκειται 
προφανώς για µη εφικτή λύση) υπολογίζουµε για κάθε ζεύγος ( ),i is t

)

 το µήκος του 

συντοµότερου  µονοπατιού (ερµηνεύοντας την τιµή is t− i ( ,i jx ,  σαν την 

απόσταση των κόµβων  και ). Αν για κάθε 

( ),i j E∈

i j [ ]i k∈  το µήκος του συντοµότερου 

µονοπατιού ανάµεσα στους κόµβους , (δηλ. το is it  
min  

i e P
e

P
x

∈
∈
∑P

) είναι τουλάχιστον 1, έπεται 

ότι το x  είναι εφικτή λύση. Ειδάλλως, αν για κάποιο [ ]i ∈ k  το µήκος του συντοµότερου 
 µονοπατιού είναι 1  πρόκειται για µη εφικτή λύση και το συντοµότερο µονοπάτι 

δίνει µια ανισότητα (περιορισµό) που δεν ικανοποιείται. Με δεδοµένο ότι 
is t− i <

( )2k O n=  

(εφόσον υποθέσαµε διακεκριµένα ζεύγη) και ( )2n test PatShor h O∈ , το µαντείο είναι 
πολυωνυµικού χρόνου. 

Βέβαια, για το εν λόγω πρόβληµα, µπορεί κανείς να κατασκευάσει ένα ακέραιο 
πρόγραµµα µε πολυωνυµικό πλήθος περιορισµών, µε χρήση του δυϊκού προβλήµατος. 
Έτσι, δεν είναι επιβεβληµένη η χρήση της ελλειψοειδούς µεθόδου. Ωστόσο, κάτι τέτοιο δε 
θα µας απασχολήσει περαιτέρω. Αυτό που µας ενδιαφέρει είναι ότι µπορούµε να 
επιλύσουµε το χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα σε πολυωνυµικό χρόνο ως προς το . n

 
 
Στη συνέχεια περιγράφουµε µια µέθοδο βασισµένη στη στρογγυλοποίηση που δίνει 

ένα  προσεγγιστικό αλγόριθµο για το πρόβληµα. Για το σκοπό αυτό δίνουµε µια 
φυσική ερµηνεία για το χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα. Βλέπουµε το γραµµικό 
πρόγραµµα ως ένα σύστηµα σωληνώσεων, όπου 

(logO k )

( ),e i j E≡ ∈  σηµαίνει ότι υπάρχει 
σωλήνας µεταξύ των  και , i j ex  είναι το µήκος του σωλήνα και  είναι το εµβαδόν της 
διατοµής του. Εποµένως,  είναι ο όγκος του σωλήνα (εµβαδόν διατοµής επί µήκος). 
Άρα, επίλυση του γραµµικού προγράµµατος ισοδυναµεί µε εύρεση του συστήµατος 
σωληνώσεων ελαχίστου συνολικού όγκου, στο οποίο όλα τα ζεύγη  απέχουν 
τουλάχιστον µία µονάδα. 

ec

ec xe

( ,i is t )

∆οθείσης µιας εφικτής λύσης x  του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος, έστω 
 το µήκος του συντοµότερου µονοπατιού µεταξύ των κόµβων  και  για την 

ανάθεση αποστάσεων 
( ,xdist u v) u v

x . Έστω επίσης ( ) ( ){ }, : ,x xB u r v dist u v r= ≤  η σφαίρα ακτίνας  
γύρω από τον κόµβο . Με βάση τα προηγούµενα προκύπτει ένας απλός προσεγγιστικός 
αλγόριθµος [GVY96] για το πρόβληµα: 

r
u
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GVY 
 
3.1 Επίλυσε το LP – relaxation και πάρε τη βέλτιστη λύση x . 
3.2 ;  F ← ∅ H G←

while  συνδεδεµένο ζεύγος ,  στο τρέχον γράφηµα : ∃ is it H
Έστω , για κάποια κατάλληλη επιλογή της ακτίνας , τ.ω. ( ,x iS B s r= ) r

1r < 2 . 
Πρόσθεσε το  στο . ( )H Sδ F
Αφαίρεσε το  (και τις γειτονικές προς αυτό ακµές) από το τρέχον 
γράφηµα . 

S
H

return . F
Με  συµβολίζουµε το σύνολο των ακµών στην τοµή ( )Sδ ( ),S S . ∆εν κρίνεται 

κόπιµο να δώσουµε περισσότερες λεπτοµέρειες, όπως για παράδειγµα πώς ακριβώς 
πιλέγουµε την περιοχή  σε κάθε επανάληψη κοκ. S

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι ο αλγόριθµος πάντα τερµατίζει, διότι σε κάθε 
πανάληψη του βρόχου while αποσυνδέεται τουλάχιστον ένα ζεύγος . Χωρίς 
διαίτερη προσπάθεια µπορεί επίσης να δει κανείς ότι ο αλγόριθµος επιστρέφει πράγµατι 
ια πολλαπλή τοµή (multi-cut). 

( ,i is t )

Η µόνη δυσκολία προς αυτή την κατεύθυνση είναι η ακόλουθη: το ενδεχόµενο σε 
άποια επανάληψη στην οποία διαχωρίζουµε το ζεύγος ( ),i is t  να βρεθούν τα  και t  (για 
άποιο ) στο . Αν κάτι τέτοιο ήταν εφικτό, τότε ο αλγόριθµος θα αφαιρούσε το  από 
ο τρέχον γράφηµα και ενδεχοµένως τα  και  να µην ήταν διαχωρισµένα στη «λύση» 
ου αλγορίθµου. 

js j

Sj S

js jt

Έστω ότι κάτι τέτοιο συµβαίνει. Τότε από την κατασκευή του αλγορίθµου έπεται ότι 
 και ( ),x i jdist s s r≤ ( ),x i jdist s t r≤ . Αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει µονοπάτι 

 µήκους λιγότερο από . Αλλά, εφόσον j is s→ →… … jt→ 2r 1
2

r < , προκύπτει ότι υπάρχει 

ονοπάτι ανάµεσα στα  και  µήκους λιγότερο από 1, γεγονός που παραβιάζει το εφικτό 
ου 

j jts
x  (άτοπο). Άρα, κάτι τέτοιο δεν µπορεί να συµβεί και ο αλγόριθµος επιστρέφει µια 

φικτή λύση στο πρόβληµα. 

έλος, δίνουµε χωρίς απόδειξη το ακόλουθο θεώρηµα. Η απόδειξη ξεφεύγει από τους 
κοπούς της παρούσας εργασίας. 

εώρηµα 3.7.1  Ο αλγόριθµος GVY είναι ( )logO k -προσεγγιστικός αλγόριθµος για το 
ρόβληµα minimum multi-cut. 
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3.8 Εφαρµογή της τεχνικής στρογγυλοποίησης στο πρόβληµα 

bin packing 
 
Θεωρούµε το πρόβληµα bin packing και εφαρµόζουµε µία βελτιωµένη τεχνική 

βασισµένη στη µέθοδο της στρογγυλοποίησης του γραµµικού προγραµµατισµού για την 
κατασκευή ενός προσεγγιστικού αλγορίθµου για αυτό. Αξίζει να τονιστεί ότι ο εν λόγω 
προσεγγιστικός αλγόριθµος δίνει λύση που περιέχει µόνο ένα προσθετικό όρο σφάλµατος 
και υπό αυτή την έννοια είναι ο µέχρι σήµερα καλύτερος προσεγγιστικός αλγόριθµος για το 
πρόβληµα. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bin Packing 
• Είσοδος: Ένα σύνολο από αντικείµενα { }1, 2,..., n . Το αντικείµενο i  έχει µέγεθος

( ]0,1is ∈ ∩ . Χ. β. τ. γ. υποθέτουµε ότι . 1 21 s s≥ ≥ ... 0ns≥ ≥ >

• Έξοδος: Ένας ελάχιστος αριθµός κάδων µοναδιαίας χωρητικότητας στους
οποίους µπορούν να τοποθετηθούν όλα τα αντικείµενα. (δηλαδή µια διαµέριση

του { }1, 2,..., n  σε  σύνολα k 1,..., kB B  τέτοια ώστε [ ]( )1
j

ii B
j k s

∈
∀ ∈ ≤∑  και το 

είναι το ελάχιστο δυνατό). 

k

∆οθέντος ενός στιγµιότυπου I  του προβλήµατος, ορίζουµε το , το οποίο 

αποτελεί ένα προφανές κάτω φράγµα για το µέγεθος της βέλτιστης λύσης, δηλαδή ισχύει 
. 

( )
1

n

i
i

SIZE I s
=
∑

( ) ( )SIZE I OPT I≤
 
3.8.1 Ένα  κάτω φράγµα  
 
Στην παράγραφο αυτή δείχνουµε µια σύνδεση ανάµεσα στο πρόβληµα βελτιστοποίησης bin 
packing και στο  πρόβληµα (απόφασης) Partition το οποίο ορίζουµε 
ακολούθως: 

NP complete−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Partition 
• Είσοδος: Ένα σύνολο από αντικείµενα { }1, 2,..., n . Το αντικείµενο  έχεi ι

µέγεθος ( ]0,1is ∈ ∩ . Χ. β. τ. γ. υποθέτουµε ότι 1 . 1 2 ... 0ns s s≥ ≥ ≥ ≥ >

• Ερώτηση: Μπορούµε να διαµερίσουµε το σύνολο { }1, 2,..., n  σε δύο σύνολα 

και 

A

B  τέτοια ώστε ; i ii A i B
s s

∈ ∈
=∑ ∑

Θεώρηµα 3.8.1 ∆εν υπάρχει -προσεγγιστικός αλγόριθµος για το bin packing µε a 3
2

a < , 

µε την υπόθεση ότι . P NP≠
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Απόδειξη:  ∆ίνουµε µια gap – introducing αναγωγή από το NP complete−  πρόβληµα 
Partition στο bin packing µε gap ίσο µε 3 2 . Έστω ότι υπάρχει ένας  - προσεγγιστικός 

(πολυωνυµικός) αλγόριθµος για το bin packing µε 

a
3
2

a < . 

Θεωρούµε ένα στιγµιότυπο I  του Partition. Μπορούµε εύκολα µε scaling στο µέγεθος των 

αντικειµένων να πάρουµε ένα νέο σύνολο  αντικειµένων µε  και να το 

θεωρήσουµε στιγµιότυπο '

n
1

' 2
n

i
i

s
=

=∑
I  του bin packing. Είναι φανερό ότι ( )' 2I ≥OPT . Είναι επίσης 

εύκολο να δει κανείς ότι υπάρχει Partition για το στιγµιότυπο I  (δηλ. το I  είναι “yes 
instance”) αν και µόνο αν ( )' 2IOPT = . 

Έστω ότι ( )'OPT I = 2 . Τότε ο προσεγγιστικός αλγόριθµος για το στιγµιότυπο 'I  θα 
δώσει µια λύση που χρησιµοποιεί το πολύ 2a 3<  κάδους, δηλαδή ακριβώς 2 κάδους. 
∆ιαφορετικά θα πάρουµε µία λύση µε τουλάχιστον 3 κάδους. Συνεπώς, ο προσεγγιστικός 
αλγόριθµος µπορεί να χρησιµοποιηθεί σαν µαντείο για να λύσουµε σε πολυωνυµικό χρόνο 
το πρόβληµα Partition (άτοπο, υποθέτοντας P NP≠ ). 

 
 

Ωστόσο, η κατάσταση δεν είναι και τόσο άσχηµη. Έχει αποδειχθεί [CKST] ότι το εν 
λόγω πρόβληµα δεν ανήκει στα πιο δύσκολα προβλήµατα της κλάσης  και µάλιστα 
ότι δεν είναι  (µε βάση κάποια approximation preserving αναγωγή), εκτός 
κι αν καταρρέει η πολυωνυµική ιεραρχία. 

APX
APX complete−

Η φαινοµενική αντίφαση µεταξύ των παραπάνω ερµηνεύεται ως εξής: Το εν λόγω 
πρόβληµα ανήκει σε εκείνη την κατηγορία προβληµάτων για τα οποία το µοντέλο του 
απόλυτου λόγου προσέγγισης δεν είναι ικανοποιητικό. Στην πραγµατικότητα, υπάρχουν 
πολύ καλοί προσεγγιστικοί αλγόριθµοι για το πρόβληµα, αλλά περιλαµβάνουν και κάποιο 
προσθετικό όρο σφάλµατος. 

Ο διαισθητικά πιο προφανής αλγόριθµος είναι ο εξής: σε κάθε βήµα ελέγχουµε 
σειριακά όλους τους κάδους που έχουµε ανοίξει και τοποθετούµε το τρέχον αντικείµενο 
στον πρώτο κάδο που χωράει. Αυτός είναι ο αλγόριθµος του πρώτου ταιριάσµατος (first fit 
- FF) και είναι εύκολο να δει κανείς ότι ( ) ( ) (2 1 2I FF I SIZE I OPT I ) 1∀ ≤ + ≤ +  (αρκεί να 
παρατηρήσουµε ότι µπορεί να υπάρχει το πολύ ένας κάδος µισογεµάτος). 

Αναφέρουµε επίσης ότι υπάρχει ασυµπτωτικό προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού 
χρόνου (asymptotic PTAS) για το πρόβληµα, όπως αναφέρει το επόµενο θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα 3.8.2 [FL81] Υπάρχει πολυωνυµικός αλγόριθµος  για το πρόβληµα τέτοιος 
ώστε 

FL

( ) ( ) ( )1 1FL I OPT I≤ + +ε  
για κάθε στιγµιότυπο I  και κάθε . Η χρονική πολυπλοκότητα του αλγορίθµου είναι 0>ε

( )24O n ε . 

 
Ο βασικός αλγόριθµος που θα εξετάσουµε αναλυτικά οφείλεται στους Karmarkar και Karp. 
 
Θεώρηµα 3.8.3 [KK82] Υπάρχει πολυωνυµικός αλγόριθµος  τέτοιος ώστε 

, για κάθε στιγµιότυπο 
KK

( ) ( ) ( )(( 2logKK I OPT I O OPT I≤ + )) I . 
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Στην επόµενη ενότητα αναλύουµε αυτό τον αλγόριθµο. 
 
 
3.8.2 Ο  αλγόριθµος  των  Karmarkar και  Karp 
 
Σύµφωνα µε την γενική προσέγγιση σχεδίασης προσεγγιστικών αλγορίθµων που εισάγαµε 
νωρίτερα στο κεφάλαιο έχουµε: 
 
Βήµα 1 

Μοντελοποιούµε το πρόβληµα ως ένα ακέραιο γραµµικό πρόγραµµα. Έστω ότι ένα 
στιγµιότυπο I  αποτελείται από αντικείµενα  (το πλήθος) διακεκριµένων µεγεθών και ότι 
υπάρχουν  αντικείµενα µεγέθους  (

m
in ∗∈ is [ ]i ). Σε πρώτη φάση δίνουµε έναν ορισµό 

απαραίτητο για την κατασκευή του ακέραιου προγράµµατος. 
m∈

 
Ορισµός 3.8.1 Θεωρούµε τη διατεταγµένη άδαm −  ( )1,..., ma a , όπου . Με 

 συµβολίζουµε το σύνολο που περιέχει  το πλήθος αντικείµενα µεγέθους . 

Το σύνολο  ονοµάζεται κατάσταση (configuration) αν «χωράει» σε ένα κάδο, 

δηλ. αν . 

ia ∈

( 1,..., ma a

∑

)
)

ia is

( 1,..., ma a

1i ia s ≤
i

 
Έστω  το πλήθος όλων των δυνατών configurations. Ένα χονδρικό άνω φράγµα για 

το  είναι το 
N

N ( )mO n

οστή

. Έστω επίσης  µια απαρίθµησή τους. Με  

συµβολίζουµε την i
1 2, ,..., NA A A ija

−  συνιστώσα του , δηλαδή jA ( )1 ,...,j j mA a a= j . 

Για κάθε configuration , εισάγουµε µία µεταβλητή jA jx  η οποία συµβολίζει το 
πλήθος των κάδων που έχουν ως κατάσταση την . Σύµφωνα µε τα προηγούµενα, το 
αντίστοιχο ακέραιο πρόγραµµα (CIP) είναι το ακόλουθο: 

jA

 

[ ]

[ ]( )

1

1

                                   min

µε τους περιορισµούς:

                           

                           

N

j
j

N

ij j i
j

j

x

i m a x n

j N x

=

=

 
∀ ∈ ≥ 

 

∀ ∈ ∈

∑

∑
 

Η πρώτη κατηγορία περιορισµών φανερά εκφράζει την απαίτηση κάθε αντικείµενο να 
έχει τοποθετηθεί σε κάποιο κάδο. Μάλιστα οι εν λόγω περιορισµοί ισχύουν µε ισότητα. 
 
Βήµα 2 
Χαλαρώνοντας τις απαιτήσεις για ακέραια jx  σε 0  προκύπτει το αντίστοιχο 
χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα (LP-relaxation). Μπορεί να παρατηρήσει κανείς ότι το 
χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα έχει µεγάλο (εν δυνάµει εκθετικό) αριθµό µεταβλητών. 
Ωστόσο, µπορεί να λυθεί αποδοτικά, σύµφωνα µε το επόµενο θεώρηµα το οποίο 
διατυπώνεται χωρίς απόδειξη. 

jx ≥
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Θεώρηµα 3.8.4 Το παραπάνω γραµµικό πρόγραµµα µπορεί να λυθεί µε προσθετικό 

σφάλµα το πολύ 1 σε πολυωνυµικό χρόνο ως προς το  και το m log
m

n
s

 

 

 , όπου  είναι το 

µικρότερο µέγεθος αντικειµένου στο στιγµιότυπο του προβλήµατος. 

ms

 
Η ακολουθούµενη διαδικασία είναι η εξής: 
 

1. Χωρίζουµε τα αντικείµενα σε «µεγάλα» (µεγέθους 
( )min

1:
SIZE I

≥ =ε ) και «µικρά». 

2. Χρησιµοποιούµε κάποιο αλγόριθµο για να πακετάρουµε τα µεγάλα αντικείµενα σε  
το πολύ κάδους. 

b

3. Χρησιµοποιούµε τον αλγόριθµο FF για να πακετάρουµε τα µικρά αντικείµενα 
(πιθανώς ανοίγοντάς νέους κάδους). 

 
Στο βήµα 3 παραπάνω, αν ο αλγόριθµος του πρώτου ταιριάσµατος δεν ανοίξει κανένα 

καινούριο κάδο, τότε (ο αλγόριθµος) χρησιµοποιεί συνολικά  το πολύ κάδους, και αν το 
 είναι κοντά στο βέλτιστο αριθµό κάδων για τα µεγάλα αντικείµενα µόνο, είναι κοντά στο 

βέλτιστο και για το πλήρες στιγµιότυπο (µε όλα τα αντικείµενα). Αν πάλι ο FF ανοίξει 
νέους κάδους, είναι εύκολο να δει κανείς ότι (τελικά) όλοι οι κάδοι εκτός ενδεχοµένως από 
έναν πρέπει να περιέχουν αντικείµενα συνολικού βάρους τουλάχιστον . Άρα ισχύει 
ότι 

b
b

min1−ε

( ) ( )( ) ( )min1 1FF I SIZE I− − ≤ε  
από όπου παίρνουµε διαδοχικά 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

min

min

1 1
1
1 2 1

21 1

3

3

FF I SIZE I

SIZE I

SIZE I
SIZE I

SIZE I

OPT I

≤ +
−

≤ + +

 
≤ + +  

 
≤ +

≤ +

ε

ε

 

 

Η δεύτερη ανισότητα έπεται από το ότι για κάθε [ ]0,  1 2x ∈  ισχύει 1 1 2
1

x
x

≤ +
−

. Για να 

ισχύουν τα παραπάνω λοιπόν πρέπει ( ) 2SIZE I ≥ . 
 
 

Μπορούµε λοιπόν να εξασφαλίσουµε ότι 
( )

1
ms

SIZE I
≥ , προσθέτοντας στο τέλος σε 

κάδους όλα τα αντικείµενα µικρότερου µεγέθους µε χρήση του αλγορίθµου του πρώτου 
ταιριάσµατος. Αν ο F.F. ανοίξει καινούριο κάδο, θα πάρουµε µια λύση που χρησιµοποιεί το 
πολύ OPT  κάδους. ( ) 3I +
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Εφόσον λοιπόν 
( )

1
ms

SIZE I
≥  από το προηγούµενο θεώρηµα έπεται ότι το εν λόγω 

γραµµικό πρόγραµµα µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο (ως προς το µέγεθος της 
εισόδου του προβλήµατος bin packing). 
 
 
 
Βήµα 3 

Παρόλο που ο αριθµός των µεταβλητών στο γραµµικό πρόγραµµα είναι πολύ 
µεγάλος, µπορεί εύκολα να δει κανείς ότι οποιαδήποτε κορυφή του συνόλου των εφικτών 
λύσεων έχει το πολύ  µη µηδενικές συνιστώσες. Μπορούµε επίσης να υποθέσουµε ότι 
έχουµε τη δυνατότητα να βρούµε µια τέτοια κορυφή. Συνεπώς, αν στρογγυλοποιήσουµε 
προς τα πάνω όλες τις µη µηδενικές µεταβλητές σε µία βέλτιστη λύση του LP-relaxation, ο 
αριθµός των κάδων που θα χρησιµοποιήσουµε είναι το πολύ 

m

( )OPT I m+ . Ωστόσο, είναι 
δυνατόν να ισχύει , οπότε στην περίπτωση αυτή το αποτέλεσµα αυτό είναι 
τετριµµένο. 

m n=

 
Για να πετύχουµε κάτι καλύτερο από το παραπάνω, εισάγουµε την ακόλουθη τεχνική, 

η οποία στρογγυλοποιεί προς τα κάτω τη λύση του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος. 
Τονίζεται ότι η τεχνική αυτή αποτελεί επέκεταση της απλής στρογγυλοποίησης. 
 
1. ∆οθείσης της βέλτιστης λύσης x∗  του χαλαρωµένου γραµµικού προγράµµατος που  

αντιστοιχεί στο στιγµιότυπο I , πακετάρουµε jx∗    το πλήθος κάδους σύµφωνα µε την 

configuration . Ας συµβολίσουµε µε jA intI  (integral) το σύνολο των αντικειµένων που 
πακετάρονται µε αυτόν τον τρόπο και µε int\I I  τα αντικείµενα που αποµένουν. 

2. Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία του βήµατος 1 αναδροµικά για το στιγµιότυπο 
int\I I . 

 
Για να αποδείξουµε ότι η παραπάνω διαδικασία περιγράφει έναν καλό προσεγγιστικό 

αλγόριθµο, πρέπει να δείξουµε πώς προχωράµε σε κάθε επανάληψη. Αν συµβολίσουµε µε 
 τη βέλτιστη τιµή του γραµµικού προγράµµατος µε στιγµιότυπο ( )LP I I , τότε ισχύει το 

ακόλουθο λήµµα. 
 
Λήµµα 3.8.5 ( ) ( ) ( )int int\LP I I LP I LP I+ ≤ . 
 
Απόδειξη:  Γνωρίζουµε ότι το διάνυσµα x∗    είναι εφικτή λύση για το γραµµικό 

πρόγραµµα µε στιγµιότυπο intI  και ότι το ( )x x∗ ∗ −    είναι εφικτή λύση µε στιγµιότυπο 

int\I I . Εποµένως, 

( ) ( ) ( ) ( )int int\ j j j j
j j j

LP I I LP I x x x x LP I∗ ∗ ∗ ∗   + ≤ − + = =   ∑ ∑ ∑ . 
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Λήµµα 3.8.6  ( )int\SIZE I I m≤
 
Απόδειξη:  Επειδή το x∗  είναι κορυφή του συνόλου των εφικτών λύσεων, το πολύ  
συνιστώσες του είναι µη µηδενικές. Έτσι, το πολύ  συνιστώσες του 

m
m x x∗ ∗ −    είναι µη 

µηδενικές και επιπλέον καθεµία από αυτές είναι µικρότερη της µονάδας. Εφόσον το 
x x∗ ∗ −    είναι εφικτή λύση για το LP του bin packing στιγµιότυπου int\I I , µε βάση τα 
παραπάνω (περί στρογγυλοποίησης προς τα πάνω) µπορούµε να πακετάρουµε το 
συγκεκριµένο στιγµιότυπο σε  κάδους. Συνεπώς, το συνολικό µέγεθος του m int\I I  δεν 
µπορεί να είναι περισσότερο από . m

 
 

Το παραπάνω αποτέλεσµα δείχνει ότι αν ισχύει ( )SIZE I m>  η αναδροµική 
διαδικασία προχωράει, δηλ. το µέγεθος της εισόδου φθίνει γνήσια σε κάθε βήµα. Για να 
υπάρχει πρόοδος γενικά, χρησιµοποιήσουµε ένα νέο τύπο «γεωµετρικής οµαδοποίησης» 
κάθε φορά πριν λύσουµε το γραµµικό πρόγραµµα. Θα δείξουµε ότι η οµαδοποίηση αυτή 
έχει ως αποτέλεσµα να ισχύει ( ) 2m SIZE I= , οπότε, λόγω του παραπάνω λήµµατος, το 
µέγεθος του instance θα πέφτει κατά ένα παράγοντα 2 κάθε φορά που κάνουµε αναδροµή 
στο υπολειπόµενο («κλασµατικό») τµήµα του instance. 

Για να πραγµατοποιήσουµε τη γεωµετρική οµαδοποίηση, ταξινοµούµε τα αντικείµενα 
κατά φθίνουσα σειρά µεγέθους. Αρχίζοντας από το µεγαλύτερο µέγεθος προσθέτουµε 
αντικείµενα σε µία οµάδα µέχρι το µέγεθος της οµάδας να γίνει τουλάχιστον 2. Στη 
συνέχεια, δηµιουργούµε την επόµενη οµάδα και ούτω καθεξής (µέχρις ότου όλα τα 
αντικείµενα να έχουν τοποθετηθεί σε µία οµάδα). Ας συµβολίσουµε τις οµάδες που 
προκύπτουν , όπου η οµάδα  αποτελείται από 1 2, ,..., rG G G iG ip  αντικείµενα. 

 
Πρόταση 3.8.7 Για κάθε { }2,..., 1r∈i  ισχύει − 1i ip p −≥ . 
 
Απόδειξη:  Tα αντικείµενα που ανήκουν στην οµάδα 1iG −  έχουν τουλάχιστον το ίδιο 
µέγεθος µε οποιοδήποτε αντικείµενο της οµάδας G . i

 
 
 
Κατασκευάζουµε ένα νέο στιγµιότυπο οµαδοποίησης 'I  από το I  ως εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Κατασκευή του 'I  από το I  
 

Απορρίπτουµε τις οµάδες  και . 1G rG

{ }2,..., 1i r∀ ∈ −  
• Απορρίπτουµε τα 1i ip p −−  µικρότερα αντικείµενα της οµάδας . iG
• Στρογγυλοποιούµε τα εναποµείναντα 1ip −  το πλήθος αντικείµενα του 

 στο µέγεθος του µεγαλύτερου αντικειµένου της εν λόγω οµάδας. iG
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Λήµµα 3.8.8  ( ) ( )'LP I LP I≤
 
Απόδειξη:  Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι αφενός το 'I  αποτελείται από λιγότερα 
αντικείµενα και αφετέρου ότι κάθε αντικείµενο στο 'I  µπορεί να απεικονιστεί σε ένα 
µοναδικό αντικείµενο του I  τουλάχιστον του ίδιου µεγέθους. 

 
 
Μπορούµε τώρα να δώσουµε τον πλήρη αλγόριθµο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K. K. 
 

Έστω ότι το 0I  περιέχει µεγάλα αντικείµενα, δηλαδή µεγέθους 
( )

1
SIZE I

≥  

0k ←  
while  ( ) 1kSIZE I ≥

Κάνε γεωµετρική οµαδοποίηση για να πάρεις το '
kI . 

Πακετάρισε τα αντικείµενα που απορρίφθηκαν από το grouping 
χρησιµοποιώντας FF. 

Επίλυσε το LP που αντιστοιχεί στο 'kI : πακετάρισε το «ακέραιο» µέρος ,int
'
kI  

χρησιµοποιώντας τη λύση του LP. 

1 ,
' '\k k k intI I I+ ←  
1k k← +  

Πακετάρισε το υπόλοιπο kI  σε 1 κάδο. 
Χρησιµοποίησε τον αλγόριθµο First Fit για να πακετάρεις τα µικρά αντικείµενα. 

 

Παρατηρούµε ότι το πλήθος των οµάδων στο 'I  είναι το πολύ ( )
2

SIZE I
 εφόσον κάθε 

οµάδα έχει µέγεθος τουλάχιστον 2. Στο 'I  όλα τα αντικείµενα που ανήκουν στο ίδιο group 
έχουν το ίδιο µέγεθος. Άρα, 

( )αριθµός διαφορετικών µεγεθών στο '
2

SIZE I
I ≤  

και από το λήµµα 4 έπεται ότι 

( ) ( )
int'  \  '

2
SIZE I

SIZE I I ≤ . 

 
Εποµένως, το µέγεθος ενός instance µειώνεται κατά ένα παράγοντα 2 µετά την 
οµαδοποίηση, την επίλυση του γραµµικού προγράµµατος, την στρογγυλοποίηση προς τα 
κάτω και την αναδροµή στο εναποµείναν τµήµα. Ο αλγόριθµος σταµατάει όταν το ( )SIZE I  

γίνει µικρότερο από 1. Άρα, µπορούν να γίνουν το πολύ ( )( )( )logO SIZE I  επαναλήψεις 

του αλγορίθµου. 
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Για να ξεκινήσουµε την ανάλυση του αλγορίθµου, πρέπει να φράξουµε το µέγεθος των 
απορριπτόµενων αντικειµένων κατά την οµαδοποίηση. ∆είχνουµε παρακάτω ότι το 
συνολικό µέγεθος των απορριπτόµενων είναι το πολύ ( )( )( )log IZE IO S . 

 
Λήµµα 3.8.9 Το συνολικό µέγεθος των αντικειµένων που απορρίπτονται κατά τη 
διαδικασία της γεωµετρικής οµαδοποίησης είναι ( )( )( )log IZE IO S . 

 
Απόδειξη:  Προφανώς ισχύει ότι ( ) ( )1 , rSIZE G SIZE G 3≤ , εφόσον σταµατάµε να 
προσθέτουµε στοιχεία σε µια οµάδα όταν το µέγεθός της φτάσει ή ξεπεράσει το 2 και το 
µέγεθος κάθε αντικειµένου είναι το πολύ 1. 

Είναι επίσης εύκολο να δει κανείς ότι το συνολικό µέγεθος των 1  µεγαλύτερων 
αντικειµένων της οµάδας  είναι το πολύ 2, εφόσον πριν την προσθήκη του τελευταίου 
(και µεγαλύτερου) αντικειµένου, το συνολικό µέγεθος του  δεν ξεπερνούσε το 2. 
Χρησιµοποιώντας το επιχείρηµα ότι ο αριθµητικός µέσος είναι το πολύ ίσος µε τη µέγιστη 
τιµή παίρνουµε ότι 

ip −

iG

iG

( )-1 -1
2µέγεθος των  µικρότερων αντικειµένων στο 

1i i i i i
i

p p G
p

− ≤
−

p p−  

Συνεπώς, 

( )

( )

1

1

1

1

1
2

1

2 1

1

2συνολικό µέγεθος απορρίψεων 6
1

1 1 16 2 ...
1 2

1 1     διότι για κάθε 1 
1

16 2

6 2

r

r

r

i i
i i

r

i i i i i i

i i

p

j p

p

p p
p

p p p p p

k
p p k

j
H

−

−

−

−
=

−

= −

−

=

≤ + −
−

 
≤ + + + + − − − − 

 
≥ ≤ − − 

= +

≤ +

∑

∑

∑

 

 

Εφόσον κάθε αντικείµενο έχει µέγεθος 
( )

1
SIZE I

≥  και κάθε οµάδα έχει µέγεθος το 

πολύ 3, ο αριθµός των αντικειµένων σε κάθε οµάδα είναι το πολύ . Συνεπώς, ( )3SIZE I

( )1 3rp SIZE I− ≤ , οπότε 

( )( )
( )( )( )

1

1

συνολικό µέγεθος απορρίψεων 6 2

log

log

rp

r

H

O p

O SIZE I

−

−

≤ +

=

=
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Στο σηµείο αυτό ολοκληρώνουµε την ανάλυση του αλγορίθµου. Προφανώς απαιτούνται 
 κάδοι για το πακετάρισµα των απορριφθέντων αντικειµένων 

(O S  επαναλήψεις µε 

( )(( )2logO SIZE I

( )((log IZE I

)
)) ( )( )( )logO SIZE I  κάδους να χρησιµοποιούνται σε 

κάθε επανάληψη). Το υπόλοιπο της ανάλυσης δείχνει ότι µε την στρογγυλοποίηση προς τα 
κάτω της λύσης του LP κάθε φορά, δεν χάνουµε τίποτα συνολικά: ο συνολικός αριθµός των 
κάδων που χρησιµοποιούνται για το πακετάρισµα του ακέραιου µέρους κάθε φορά δεν είναι 
µεγαλύτερος από την αρχική τιµή του LP, που αποτελεί ένα κάτω φράγµα για το ( )IOPT . 

 
Θεώρηµα 3.8.10 Ισχύει ( ) ( ) ( )( )( )2logKK I OPT I O SIZE I≤ +  για κάθε στιγµιότυπο του 

bin packing. 
 
Απόδειξη:  Χρησιµοποιώντας το λήµµα 3.8.7 και το γεγονός ότι γίνονται το πολύ 

 επαναλήψεις, παίρνουµε: ( )((logO SIZE I ))
( ) ( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( )( )
( )( )( ) ( ) ( )( )
( )( )( ) ( ) ( )( )

( )( )( ) ( )

( )( )( ) ( )

2
,int

2
int

2
1

2
1

2
0

2

'log

' 'log

'log

log

log

log

i
i

i i
i

i i
i

i i
i

KK I O SIZE I LP I

O SIZE I LP I LP I I

O SIZE I LP I LP I

O SIZE I LP I LP I

O SIZE I LP I

O SIZE I OPT I

+

+

= +

≤ + −

= + −

≤ + −

= +

≤ +

∑

∑

∑

∑

'−

 

 
Η πρώτη ανισότητα προκύπτει από το λήµµα 3.8.5 και η δεύτερη από το λήµµα 3.8.7. 
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Κεφάλαιο 4 
 
Randomized Στρογγυλοποίηση 

 
Το κεφάλαιο αυτό επικεντρώνεται στην προσέγγιση της randomized 

στρογγυλοποίησης για τη σχεδίαση προσεγγιστικών αλγορίθµων. Υπενθυµίζεται η κλασική 
έννοια της χαλάρωσης (relaxation) ενός προβλήµατος βελτιστοποίησης : δοθέντος ενός 
στιγµιότυπου 

P
I  του , επεκτείνουµε το σύνολο των εφικτών λύσεων για το P I  µε τέτοιο 

τρόπο ώστε η αντικειµενική συνάρτηση να µπορεί να βελτιστοποιηθεί αποδοτικά για το 
εκτεταµένο σύνολο. 

Ας συµβολίσουµε µε x∗  µία (αποδοτικά υπολογίσιµη) βέλτιστη λύση για το πρόβληµα 
αυτό. Η τεχνική της randomized στρογγυλοποίησης συνίσταται στη χρήση του 
randomization για την απεικόνιση του x∗  πίσω σε µία λύση που είναι εφικτή για το I . Αν 
µε  συµβολίσουµε την (βέλτιστη) τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης για το y∗ x∗ , είναι 
φανερό ότι ισχύει ( )y OPT I∗ ≥  (αντίστοιχα ( )y OPT I∗ ≤ ) για προβλήµατα 
µεγιστοποίησης (αντίστοιχα ελαχιστοποίησης). 

Έστω λοιπόν ότι το πρόβληµά µας  είναι πρόβληµα µεγιστοποίησης και ότι 
µπορούµε να αναλύσουµε τη διαδικασία της randomized στρογγυλοποίησης (που 
εφαρµόζουµε για το πρόβληµα) για να δείξουµε ότι οδηγεί σε µία εφικτή λύση µε τιµή της 
αντικειµενικής συνάρτησης τουλάχιστον 

P

y∗ λ  (κατά µέση τιµή ή µε µεγάλη πιθανότητα). 
Συνεπώς, εφόσον , το αποτέλεσµα είναι ένας  - προσεγγιστικός αλγόριθµος 
(κατά µέση τιµή ή µε µεγάλη πιθανότητα). Ανάλογα ισχύουν και για προβλήµατα 
ελαχιστοποίησης. 

( )y OPT I∗ ≥ λ

 
 
4.1 Φράγµατα µεγάλης απόκλισης 
Στο σηµείο αυτό παρουσιάζουµε µια βασική κατηγορία αποτελεσµάτων τα οποία είναι πολύ 
χρήσιµα στους randomized υπολογισµούς. Πρόκειται για (άνω) φράγµατα στην πιθανότητα 
ορισµένες κατηγορίες τυχαίων µεταβλητών να αποκλίνουν σηµαντικά από τη µέση τιµή 
τους, και ως εκ τούτου είναι γνωστά ως άνω φράγµατα µεγάλης απόκλισης (large deviation 
bounds ή tail probability bounds). Θα παρουσιάσουµε µόνο τα αποτελέσµατα εκείνα που 
σχετίζονται µε τους randomized αλγόριθµους. 

Για το υπόλοιπό αυτής της ενότητας, συµβολίζουµε µε µ  τη µέση τιµή [ ]XE  µιας τ.µ. 
X . 
 
Λήµµα 4.1.1 (ανισότητα Markov) Αν µια τ.µ. X  παίρνει µόνο µη αρνητικές τιµές, τότε 

για κάθε  ισχύει 0a > ( )Pr X a a
µ≥ ≤ . 

 
 
 

Η ανισότητα του Markov είναι καλύτερη δυνατή αν δε δίνεται καµία επιπλέον 
πληροφορία για την τ.µ. X . Ωστόσο, είναι συχνά πολύ αδύναµη, π.χ. όταν θέλουµε να 
φράξουµε άνω την πιθανότητα η τ.µ. X  να πάρει τιµές πολύ µικρότερες από τη µέση τιµή 
της (lower tail probability) ακόµα κι αν γνωρίζουµε καλά άνω και κάτω φράγµατα για το 
εύρος που το X  είναι µη µηδενικό. 
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Περισσότερη πληροφορία για την εν λόγω τ.µ. X  µπορεί να οδηγήσει σε σηµαντικά 
καλύτερα φράγµατα, όπως θα δούµε στη συνέχεια. Αξίζει να σηµειωθεί ότι πίσω από την 
προσέγγιση που οδηγεί σε πολλά από αυτά τα (βελτιωµένα) φράγµατα είναι κρυµµένη η 
ανισότητα του Markov. 

Μια πολύ γνωστή ισχυρότερη ανισότητα είναι η ανισότητα του Chebysev, η οποία 
µπορεί να εφαρµοστεί αν έχουµε ένα καλό άνω φράγµα για τη µεταβλητότητα (variance) 

[ ]V ⋅  της τ.µ. X . Υπενθυµίζεται ότι (εξ ορισµού) [ ] ( )2V X X µ − E  και ότι η θετική 

τετραγωνική ρίζα της µεταβλητότητας του X  ονοµάζεται τυπική απόκλιση (standard 
deviation) του X . 
 
 
Λήµµα 4.1.2 (ανισότητα Chebysev) Για κάθε τ.µ. X  και για κάθε , 0a >

(Pr )X aµ− ≥ ≤  2 2aσ , όπου σ  είναι η τυπική απόκλιση του X . 
 
 
Αν το X  είναι το άθροισµα ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, καθεµία εκ των οποίων 
παίρνει τιµές στο [ ]0,  1 , δεν είναι δύσκολο να επιβεβαιώσει κανείς ότι 

( ) [ ]2X X− ≤µ
E E . Εποµένως, παίρνουµε το εξής: 

 
 
Πόρισµα 4.1.3 Έστω X  το άθροισµα ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, καθεµία εκ των 
οποίων παίρνει τιµές στο [ ]0,  1 . Τότε για κάθε , 0a > ( ) 2Pr X a aµ µ− ≥ ≤ . 
 

Συνεπώς, τυχαίες µεταβλητές µε µικρή τυπική απόκλιση έχουν καλή οριακή 
συµπεριφορά. Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να ενισχυθεί πολύ περισσότερο για µια 
κατηγορία τυχαίων µεταβλητών που εµφανίζονται πολύ συχνά στους randomized 
υπολογισµούς: αθροίσµατα ανεξάρτητων τ.µ. iX , όπου κάθε [ ]0,  1iX ∈ . Η ιδέα είναι να 
παρατηρήσει κανείς ότι 

( ) ( )Pr Pr tX ta tX taX a e e E e ≥ = ≥ ≤   e  
για κάθε , όπου το τελευταίο βήµα έπεται από την ανισότητα του Markov. Μπορούµε 
τότε να ελαχιστοποιήσουµε (έστω προσεγγιστικά) τον τελευταίο λόγος ως προς , για να 
πάρουµε ισχυρότερα φράγµατα. Σε γενικές γραµµές µε την προαναφερθείσα προσέγγιση 
παίρνουµε το ακόλουθο αποτέλεσµα που προκύπτει ως συνδυασµός αποτελεσµάτων των 
Chernoff και Hoeffding (θα το συµβολίζουµε ως φράγµα CH). 

0t >
t

 
Λήµµα 4.1.4 (Chernoff, Hoeffding) Έστω 1 2, ,..., nX X X  ανεξάρτητες τ.µ. (όχι κατ’ ανάγκη 

µε την ίδια κατανοµή), καθεµία εκ των οποίων παίρνει τιµές στο [ ]0,  1  µε 
1

n

i
i

X X
=

= ∑ . Τότε 

για [ ]Xµ = E  και για κάθε 0δ ≥  έχουµε 

( )( ) ( ) ( )
( )1

expPr 1 ,
1

X G
µ

δ
δµ δ µ δ

δ +

 
≥ + ≤   + 

 

και αν 0 1δ≤ <  
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( )( ) ( )
2

Pr 1 , exp 2X H µδµ δ µ δ  ≤ − ≤ − 
 

 

 
Εύκολα µπορεί κανείς να δει ότι ισχύουν τα ακόλουθα: 
 
Πρόταση 4.1.5 Ισχύουν τα ακόλουθα: 
(a) ( ) ( )( )( )1

, 1G e
δ µ

µ δ δ
+

≤ + . 

(b) ( ) ( )2, expG µ δ δ µ≤ − 3 , αν 1δ ≤ . 

(c) ( ) ( ) ( )( ), exp 1 ln 1G µ δ δ δ µ≤ − + + 4 , αν 1δ ≥ . 

(d) Αν 10 2µ µ< ≤ ,τότε ( ) ( )1 2, ,GG µ δ µ≥ δ . 
 

Στις περισσότερες περιπτώσεις που µας ενδιαφέρουν το X  είναι άθροισµα τ.µ. iX  µε 
τιµές στο { }0,1 , δηλαδή οι µεταβλητές 1 2, ,..., nX X X  είναι ανεξάρτητες δοκιµές Poisson µε 

( )i iPr 1X p= =  και ( )Pr 0 1i iX p= = − . Τα παραπάνω φράγµατα απαντούν στο ερώτηµα 

«ποια είναι η πιθανότητα το X  να υπερβαίνει το ( )1µ δ+ ;» και είναι χρήσιµα στην 
ανάλυση ενός (randomized) αλγορίθµου, συγκεκριµένα στο να δείξει κανείς ότι η 
πιθανότητα ο αλγόριθµος να αποτύχει στην επίτευξη συγκεκριµένης απόδοσης είναι µικρή. 

Στη συνέχεια αναλύουµε µία εφαρµογή της υπό ανάλυση τεχνικής όπως αυτή ορίζεται 
στο [RagTh87] για την παραγωγή προσεγγιστικών αλγορίθµων για γενικά ακέραια 
προγράµµατα. Ακολουθούµε την ανάλυση του [Rag88]. 
 
4.2 Εφαρµογή τη Randomized στρογγυλοποίησης για 

ακέραια προγράµµατα τύπου PIP 
∆οθέντος ενός θετικού ρητού αριθµού , η ιδέα είναι να κοιτάµε το κλασµατικό του µέρος 
ως πιθανότητα. Στρογγυλοποιούµε το  είτε στην τιµή 

v
v 1v +    µε πιθανότητα , είτε 

στην τιµή  µε πιθανότητα 1

v v−   
v   (v− − )v   . Η διαδικασία αυτή έχει την πολύ καλή ιδιότητα 

ότι η µέση τιµή του αποτελέσµατος (που είναι φυσικά τυχαία µεταβλητή) ισούται µε . v
Η ιδέα αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για ακέραια γραµµικά προγράµµατα τύπου 

PIP (βλέπε ορισµό στο Κεφάλαιο 3) ως εξής: Λύνουµε το χαλαρωµένο γραµµικό 
πρόγραµµα και έστω x∗  η υπολογιζόµενη βέλτιστη (κλασµατική) λύση. Ακολούθως 
θέτουµε ' :i ix x a∗= , για κάποια παράµετρο  που θα σταθεροποιηθεί αργότερα. Αυτή η 
κλιµάκωση προς τα κάτω κατά  γίνεται µε σκοπό να αυξήσουµε την πιθανότητα όλοι οι 
περιορισµοί του PIP να ικανοποιούνται. Υπενθυµίζεται πρόκειται για περιορισµούς 

1a >
a

≤  και 
ότι όλα τα στοιχεία του πίνακα  είναι µη αρνητικά. Εποµένως, ενδεχόµενη εφαρµογή της 
ακόλουθης διαδικασίας απευθείας στα 

A
ix∗  θα µπορούσε να παραβιάσει κάποιους από 

αυτούς τους περιορισµούς µε πιθανότητα πολύ κοντά στο 1. 
Τώρα ορίζουµε ένα τυχαίο διάνυσµα , το οποίο αποτελεί το αποτέλεσµα της 

διαδικασίας του randomized rounding, ως ακολούθως. Οι τυχαίες µεταβλητές  είναι 
ανεξάρτητες µεταξύ τους και επιπλέον 

nz ∈
iz
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{ }
( ) ( ) (

' ', 1  µε

' ' 'Pr 1  και Pr 1

i i i

i i i i i i i i

z x x

z x x x z x x x

   ∈ +      

       = + = − = = − −              )'
 

 
Τώρα χρειάζεται να αποδείξουµε ότι όλοι οι περιορισµοί του PIP ικανοποιούνται και 

ότι η τιµή  της αντικειµενικής συνάρτησης δεν είναι «πολύ µικρότερη» από τη 
βέλτιστη ( ). 

Tc z⋅
Ty c= x∗ ∗⋅

Όπως είδαµε παραπάνω µια σηµαντική παρατήρηση είναι ότι . 

Πράγµατι, 

[ ] [ ]( )'i ii n z x∀ ∈ =E

[ ] ( ) ( ) ( )' ' ' ' ' '1 1

'

i i i i i i i

i

z x x x x x x

x

       = ⋅ − + + + ⋅ −              

 =   

E

' '
i ix x − ⋅   

2'
ix +   

' '
i ix x + ⋅  

2'
ix −   

' '
i ix x + −   

'
ix=

 

 
Εποµένως, λόγω της γραµµικότητας της µέσης τιµής παίρνουµε ότι 

[ ] ( ) ( ) ' i
i i

bi n Az Ax a ∀ ∈ = ≤ E  και T yc z a
∗

 ⋅ = E  

 
Για κάποια παράµετρο 1β >  που επίσης θα σταθεροποιηθεί αργότερα, ορίζουµε 1m +  το 
πλήθος «δυσάρεστα» ενδεχόµενα: 

[ ] ( )( ) i ii
i m E Az b∀ ∈ ≡ >  και ( )( )1

T
mE c z y a β∗

+ ≡ ⋅ < ⋅  

Τώρα, η λύση  είναι (z )aβ  - προσεγγιστική λύση για το PIP αν ισχύει 
1

1

m

ii
E

+

=
≠∅∧  

Το ερώτηµα που τίθεται είναι πόσο µικρή τιµή για το ( )aβ  µπορούµε να επιτύχουµε 
ώστε να ισχύει η παραπάνω σχέση. 

Με βάση την (προφανή) ανισότητα 
 

( )
1 1

1 1

Pr Pr
m m

i ii i

E E
+ +

= =

 
≤  

 
∑∨  

µπορούµε να επιλέξουµε , 1a β >  τέτοια ώστε ( )
1

1
Pr 1

m

i
i

E
+

=

<∑ , χρησιµοποιώντας τα Chernoff 

– Hoeffding bounds. 
Αυτό µας δίνει µία (a )β  - προσεγγιστική λύση µε µη µηδενική πιθανότητα, η οποία 

µπορεί να µετατραπεί σε ντετερµινιστικό αλγόριθµο µε χρήση των απαισιόδοξων 
εκτιµητριών (pessimistic estimators) [Rag88]. Παρόµοιες ιδέες ισχύουν και για ακέραια 
προγράµµατα τύπου CIP – η κλασµατική λύση x∗  κλιµακώνεται προς τα πάνω. 

Στη συνέχεια ακολουθεί η κλασική ανάλυση της randomized στρογγυλοποίησης για 
PIPs. Υπενθυµίζεται ότι min i iB b= . Επιλέγουµε ( )15 Ba e m= . 
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Αρχικά χειριζόµαστε µια εύκολη περίπτωση. Αν 3y∗ a≤  επιλέγουµε απλά 
οποιοδήποτε j  τέτοιο ώστε 1 (σηµειώνεται ότι υπάρχει πάντα ένα τέτοιο jc = j  από τον 

ορισµό του PIP) και θέτουµε 1jx =  και ( )0kk j x∀ ≠ = . Αυτός είναι φανερά ένας 

( 1 BO m ) -προσεγγιστικός αλγόριθµος αν ισχύει 3y a∗ ≤ . 

Ας υποθέσουµε ότι 3 . Έχουµε τα δυσάρεστα γεγονότα y∗ > a 11 2, ,..., mE E E +  και 
επιλέγουµε 3β = . Αν αποφύγουµε όλα αυτά τα ( )1m +  ενδεχόµενα, θα πάρουµε µια 

εφικτή λύση µε τιµή της αντικειµενικής συνάρτησης τουλάχιστον ( )3y∗ a . Ο στόχος τώρα 
είναι να αποδείξουµε ότι 

( )
[ ]

4
1

Pr i
i m

E K
∈ +

≤∑  

για κάποια σταθερά . 4 1K <

Για το σκοπό της ανάλυσης, βλέπουµε κάθε  ως το άθροισµα jz '
jx 

  
 το πλήθος 

ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών µε τιµές στο { }0,1 , εκ των οποίων οι πρώτες ' 1jx  −  
' '
j j

 

παίρνουν την τιµή 1 µε πιθανότητα 1 και η τελευταία είναι 1 µε πιθανότητα 1 x x  − −    
. 

Με δεδοµένο ότι ισχύει [ ], 0,1i jA ∈ , βλέπουµε, για κάθε [ ]i m∈ , ότι το  είναι ένα 
άθροισµα ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών, καθεµία εκ των οποίων παίρνει τιµές στο 

( Az )i

[ ]0,1 . Επίσης, ( ) ( )'i i
Ax a= ≤ iAz b a  E . 

 
 
 
Εποµένως, για [ ]i m∈ , η πιθανότητα ( )Pr iE  µπορεί να φραχθεί άνω 

χρησιµοποιώντας τα CH φράγµατα και το σκέλος (a) της Πρότασης 4.1.5. Έτσι, 
 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )Pr Pr 5 1 5i ib b B
i ii

E Az b e a n −> ≤ = ≤ n , 

εφόσον b B . i ≥

Για να φράξουµε άνω την πιθανότητα ( )1Pr mE +

Tc z

, µας αρκεί η ανισότητα του 

Chebysev. Αρκεί να παρατηρήσουµε ότι το ⋅  είναι µια τυχαία µεταβλητή που 
προκύπτει ως άθροισµα τ.µ. µε τιµές στο [ ]0,1  και µε µέση τιµή ίση µε 

3Tc z y aµ ∗ ⋅ = ≥ E  (υπενθυµίζεται ότι εξ υποθέσεως 3 ). Το Πόρισµα 4.1.3 
δίνει 

y∗ > a

( ) ( ) ( )1Pr Pr 3 Pr 2 3 9 4 3 4T T
mE c z c zµ µ µ+ = ⋅ < ≤ ⋅ − > ≤ ≤µ  

 
Τα παραπάνω φράγµατα δείχνουν ότι 

( )
[ ]1

Pr 1 5 3 4 0.95i
i m

E
∈ +

≤ + =∑  

Επαναλαµβάνοντας τον αλγόριθµο ένα σταθερό αριθµό φορών, η πιθανότητα 
αποτυχίας µπορεί να ελαττωθεί σε οποιαδήποτε επιθυµητή θετική σταθερά. Άρα, έχουµε 
ένα randomized προσεγγιστικό αλγόριθµο µε λόγο απόδοσης ( )1 BO m  για γενικά PIPs. 
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Τώρα, ας υποθέσουµε ότι τα στοιχεία του πίνακα  ανήκουν στο A { }0,1 . 
Υπενθυµίζεται ότι εν προκειµένω κάθε  υποτίθεται ακέραιος. Συνεπώς, το ενδεχόµενο 

 είναι ισοδύναµο µε το 
ib

( )(i i
E Az b≡ > )i ( )( )1ii

Az b≥ + . Εποµένως, το B  µπορεί να 
αντικατασταθεί από το 1B +  στο πρώτο από τα παραπάνω άνω φράγµατα. Μπορούµε 
λοιπόν να επιλέξουµε ως ( )( 1 Ba m += Θ )1  και να πάρουµε µία προσέγγιση  όπως 

παραπάνω. 
( )O a

 
 
4.3. Εφαρµογή στο Πρόβληµα MAX-SAT 
Πρόκειται για τη «φυσική» εκδοχή βελτιστοποίησης του προβλήµατος SAT. ∆εδοµένης 
µιας λογικής πρότασης  σε συζευκτική κανονική µορφή και ενός µη αρνητικού βάρους 

 συσχετισµένου µε κάθε clause C , ο στόχος είναι η εύρεση µιας απονοµής αλήθειας για 
τις µεταβλητές που µεγιστοποιεί το συνολικό βάρος των ικανοποιούµενων clauses. Το 
πρόβληµα είναι προφανώς . 

F
iw i

hardNP −
Ο πρώτος προσεγγιστικός αλγόριθµος που επιτυγχάνει λόγο προσέγγισης 4 3  

οφείλεται στο Γιαννακάκη [Yan94]. Θα παρουσιάσουµε δύο απλούστερους αλγορίθµους µε 
λόγους απόδοσης ( 11 1 e −− )  και 4/3. Οι αλγόριθµοι που θα παρουσιαστούν χρησιµοποιούν 
την τεχνική της randomized στρογγυλοποίησης και οφείλονται στους Goemans και 
Williamson [GW94]. 
Σε πρώτη φάση, διατυπώνουµε το πρόβληµα MAX – SAT: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

MAX – SAT 
 

• Είσοδος: 
-  λογικές µεταβλητές n 1 2, ,..., nx x x  
-  clauses  m 1 2, ,..., mC C C
- ένα µη αρνητικό βάρος  για κάθε clause  iw iC

• Έξοδος: Μία απονοµή αληθείας για τις  λογικές µεταβλητές που 
µεγιστοποιεί το συνολικό βάρος των ικανοποιούµενων clauses. 

n

 
Η πιο απλοϊκή χρήση του randomization για το εν λόγω πρόβληµα είναι η εξής: Θέσε 

κάθε µία από τις  µεταβλητές ανεξάρτητα στην τιµή True ή False µε πιθανότητα n 1 2 . 
Είναι εύκολο να δει κανείς ότι αυτός ο απλός αλγόριθµος είναι 2-προσεγγιστικός (κατά 
µέση τιµή) για το πρόβληµα. Πράγµατι, αν ορίσουµε µια τ.µ. jX  µε τιµή 1 αν το j-οστό 
clause ικανοποιείται και 0 ειδάλλως, η τ.µ. που εκφράζει το βάρος των ικανοποιούµενων 

clauses είναι η W w . Αν συµβολίσουµε µε l  τον αριθµό των literals στο clause 
1

m

j j
j=
∑ X= j j , 

για τη µέση τιµή του W  έχουµε: 

[ ]
 ικανοποιείται

1 1 1Pr 1 1
2 2 2

j

j

l

j j j j j j
j j j j

C

W w X w X w w O
      = = = = − ≥ ≥            

∑ ∑ ∑ ∑E E PT  
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Παρατηρούµε ότι αυτός ο αλγόριθµος έχει καλή απόδοση όταν όλα τα clauses είναι 
µεγάλου µήκους. 
Έχοντας εισάγει έναν απλό randomized προσεγγιστικό αλγόριθµο, µπορούµε να 
επιστρέψουµε στην υπό εξέταση τεχνική. 
 
1. Μοντελοποιούµε το πρόβληµα MAX SAT µε το ακόλουθο ακέραιο γραµµικό 
πρόγραµµα, στο οποίο εισάγουµε µια µεταβλητή  για κάθε φράση  και µία µεταβλητή 

 για κάθε λογική µεταβλητή 
jz jc

iy ix : 

( )

[ ] { }( )
[ ] { }( )

                            max  

µε τους περιορισµούς:

:      1

                     0,1

                    0,1

j j
j j

j j
j

j i i i i
i I i I i I i I

i

j

w z

C x x y y z

i n y

j m z

+ −
+ −∈ ∈

∈ ∈

 
∀ ∨ + − ≥ 

 
 

∀ ∈ ∈

∀ ∈ ∈

j

∑

∑ ∑∨ ∨  

 
2. Για να πάρουµε ένα γραµµικό πρόγραµµα, χαλαρώνουµε τις απαιτήσεις { }0,1iy ∈  

και { }0,1jz ∈  σε [ ]0,1iy ∈  και [ ]0,1jz ∈  αντίστοιχα. Κατά τα γνωστά, εφόσον πρόκειται 
για πρόβληµα µεγιστοποίησης, θα ισχύει . fOPT OPT≥
3. Με εφαρµογή της τεχνικής του randomized rounding παίρνουµε τον ακόλουθο 
αλγόριθµο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.1 Επίλυσε το χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα και βρες µια βέλτιστη λύση .( ),y z∗ ∗

3.2 [ ] :i n∀ ∈  

  µε πιθανότητα    

 µε πιθανότητα 1
i i

i i

x TRUE y

x FALSE y

∗

∗

←

← −
 

Θεώρηµα 4.3.1 [GW94] Ο παραπάνω randomized αλγόριθµος είναι 
111

e

−
 − 
 

 

προσεγγιστικός (κατά µέση τιµή). 
 
Απόδειξη:  Για την απόδειξη του θεωρήµατος χρειαζόµαστε τα ακόλουθα: 
 
Πρόταση 4.3.1.1  Ο γεωµετρικός µέσος κάθε ακολουθίας µη αρνητικών αριθµών είναι άνω 
φραγµένος από τον αριθµητικό τους µέσο, δηλαδή αν [ ]( )0ii k a∀ ∈ ≥ , τότε 

( )1 2 1 2
1

k
k ka a a a a a

k
≤ + + +…  
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Πρόταση 4.3.1.2  Αν η συνάρτηση ( )f x  είναι κοίλη στο [ ],l u  και επιπλέον ισχύουν 

( )f l al≥ + b  και ( )f u au≥ + b , τότε 

[ ] ( )( ),x l u f x ax b∀ ∈ ≥ +  
 

 
Θεωρούµε αρχικά ένα clause C  της µορφής j 1 2 kx x∨ ∨ ∨… x

j

. Παρατηρούµε ότι ο 

αντίστοιχος περιορισµός είναι 
1

k

i
ziy∗ ∗

=
≥∑ . Έχουµε λοιπόν ότι 

( ) ( )

( )

( )

( )

1

1

Pr clause  ικανοποιείται 1 1

πρόταση 1                          1

περιορισµός                       1 1

1πρόταση 2                         1 1

k

j i
i

kk
ii

k

j

k

C y

k y
k

z
k

k

∗

=

∗
=

∗

= − −

 −
 ≥ −
 
 

 
≥ − −  

 
  ≥ − −  

  

∏

∑

jz∗



 

 
Η τελευταία ανισότητα προκύπτει µε εφαρµογή της πρότασης 2 για την κοίλη συνάρτηση 

( ) 1 1
kxf x

k
= − −
 


  στο [ ]0,1 . Είναι ( )0f 0=  και ( ) 11 1 1

k

f
k

= − −
 


 . Εποµένως η 

αντίστοιχη ευθεία προκύπτει για ( )1a f=  και b 0= . 
Είναι εύκολο να δει κανείς ότι η υπόθεση πως το clause  δεν περιέχει αρνήσεις 

µεταβλητών έγινε χωρίς βλάβη της γενικότητας. Το παραπάνω αποτέλεσµα λοιπόν ισχύει 
γενικά. Έτσι, για το µέσο κόστος των ικανοποιούµενων clauses παίρνουµε: 

jC

[ ] ( )Pr clause  ικανοποιείται

1inf 1 1

1inf 1 1

11

j j
j

k

j jk j

k

k

W w C

w z
k

OPT
k

OPT
e

∗

=

  ≥ − − ⋅  
   

  ≥ − − ⋅  
   

 ≥ − ⋅ 
 

∑

∑

E

 

 
 
Παρατηρούµε ότι ο εν λόγω αλγόριθµος έχει καλή συµπεριφορά όταν όλα τα clauses έχουν 
µικρό µήκος. Ο δεύτερος αλγόριθµος στηρίζεται σε µία παραλλαγή της προηγούµενης 
τεχνικής που ονοµάζεται µη γραµµική randomized στρογγυλοποίηση. 
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Non-linear randomized rounding 
 

Η µη γραµµική randomized στρογγυλοποίηση στηρίζεται στην παρατήρηση ότι δεν 
µας υποχρεώνει κανείς να χρησιµοποιήσουµε την βέλτιστη λύση του χαλαρωµένου 
γραµµικού προγράµµατος ως έχει για την κατασκευή του αποτελέσµατος. Μπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε µια συνάρτηση της λύσης αυτής για την παραγωγή των σχετικών 
πιθανοτήτων στρογγυλοποίησης. Θεωρούµε τον ακόλουθο αλγόριθµο: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Μη γραµµική randomized στρογγυλοποίηση 
 

3.1 Επίλυσε το χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα και βρες µια βέλτιστη λύση 
. ( ),y z∗ ∗

3.2 Επέλεξε οποιαδήποτε συνάρτηση ( )g ⋅  τέτοια ώστε ( ) 11 4 4y yg y− −− ≤ ≤  

για [ ]0,1y ∈ . 

[ ] :i n∀ ∈  

( )
( )

  µε πιθανότητα  

 µε πιθανότητα  1

i i

i i

x TRUE g y

x FALSE g y

∗

∗

←

← −
 

 
 
Θεώρηµα 4.3.2 [GW94] Ο παραπάνω randomized αλγόριθµος είναι 4 3 -προσεγγιστικός 
για το πρόβληµα MAX-SAT. 
Απόδειξη:  Στην απόδειξη χρησιµοποιούµε την Πρόταση 4.3.1.2 της προηγούµενης 
απόδειξης (που αφορά σε κοίλες συναρτήσεις). 

Υποθέτουµε αρχικά ότι έχουµε ένα clause  χωρίς αρνήσεις, δηλαδή ότι ισχύει 
. Ο αντίστοιχος περιορισµός του χαλαρωµένου γραµµικού 

προγράµµατος είναι πάλι . Εποµένως, 

jC

1 2jC x x x≡ ∨ ∨ ∨… k

j
∗

y

1

k
ii

y z∗
=

≥∑
( ) ( )( )

( )

( )

1

1

1

Pr clause  ικανοποιείται 1 1

                         1 4

                   1 4

περιορισµός                                1 4

πρόταση 4.3.1.2                     

i

k
ii

j

k

j i
i

k
y

i

y

z

C g

∗

∗
=

∗

∗

=

−

=

−

−

= − −

 
≥ −  

 
∑= −

≥ −

∏

∏

3     
4 jz∗≥ ⋅

 

 
Η τελευταία ανισότητα προκύπτει µε εφαρµογή της πρότασης 2 για την κοίλη συνάρτηση 

 στο ( ) 1 4 xg x −= − [ ]0,1 . Με δεδοµένο ότι ( )0g 0=  και ( )1 3g = 4  έπεται ότι [ ]0,1x∀ ∈  

ισχύει ( ) 3
4

xg x ≥ . 

 67



 

Μπορεί εύκολα να δει κανείς ότι το αποτέλεσµα αυτό ισχύει γενικότερα για κάθε 
clause. Έστω για παράδειγµα ότι έχουµε το 1 2 kjC x x x≡ ∨ ∨ ∨… . Τότε 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )( )

( )

( )

1

1

1

1

1
1

1

1

Pr clause  ικανοποιείται 1 1

                         1 4 4

                   1 4

περιορισµός                       1 4

πρόταση 2                 

ki

k
i ki

j

k

j i
i

k
yy

i

y y

z

C g

∗∗

− ∗ ∗
=

∗

−

ky g y∗ ∗

=

−
− −−

=

− + −

−

= − − ×

≥ − ×

∑= −

≥ −

∏

∏

3         
4 jz∗≥ ⋅

 

 
Υπενθυµίζεται ότι εν προκειµένω ο αντίστοιχος περιορισµός του χαλαρωµένου 

γραµµικού προγράµµατος θα είναι ο ( )1

1
1k

i ki
y y−

jz∗ ∗
=

∗+ − ≥∑ . Με παρόµοιο τρόπο προκύπτει 
το ίδιο αποτέλεσµα για όλες τις µορφές φράσεων. 
Εποµένως, 

[ ] ( ) 3 3Pr clause  ικανοποιείται
4 4j j j j

j j

W w C w z O∗= ≥ ⋅∑ ∑E PT≥ ⋅  

 
 

Είναι εύκολο να δει κανείς ότι το integrality gap του χαλαρωµένου γραµµικού 
προγράµµατος για το MAX SAT είναι ίσο µε 4 3 . Εποµένως, δεν µπορούµε να ελπίζουµε 
σε καλύτερο αλγόριθµο µε βάση την υπό συζήτηση τεχνική. 
 
 
4.4 Το Πρόβληµα MAX CUT σε πυκνά γραφήµατα. 
Με σκοπό να δείξουµε ότι η χρήση του randomization µπορεί να γίνει αρκετά περίπλοκη, 
στρεφόµαστε στο πρόβληµα MAX CUT. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

MAX CUT 
 

• Είσοδος: Ένας µη κατευθυνόµενος γράφος ( )E µε µη αρνητικά

ijw ≥  για )j E

,G V=

βάρη κάθε  0 ( ,i ∈  (µπορούµε να υποθέσουµ , j E∉

ijw
ε ότι 

ισχύει ). 
( )i∀

 0=

• Έξοδος: Ένα υποσύνολο  του συνόλου των κόµβων ( S V ) που
µεγιστοποιεί το . 

S

ijw
⊆

( ) ,i S j S
w S

∈ ∉
= ∑

 
Κατ’ αναλογία µε τα όσα αναφέρθηκαν για το πρόβληµα MAX SAT, µπορούµε 

εύκολα να δείξουµε ότι ο απλός αλγόριθµος που επιλέγει κάθε κόµβο ανεξάρτητα µε ίση 
πιθανότητα είναι 2-προσεγιστικός για το πρόβληµα. Σε αντίθεση µε την περίπτωση του 
MAX SAT, δεν µπορούµε να πετύχουµε κάτι καλύτερο µε τα εργαλεία του γραµµικού 
προγραµµατισµού. 
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Ωστόσο, µπορούµε µε τα εργαλεία αυτά να πετύχουµε κάτι καλύτερο για µια ειδική 
περίπτωση του προβλήµατος. Θεωρούµε λοιπόν την περίπτωση στην οποία τα βάρη όλων 
των ακµών είναι ίσα µε 1 και ο γράφος είναι πυκνός, δηλ. 2E an≥  για κάποιο , όπου 0a >

n V= . Αναλύουµε ένα αποτέλεσµα των Arora, Karger και Karpinski [ΑΚΚ98] το οποίο 
δίνει ένα προσεγγιστικό σχήµα πολυωνυµικού χρόνου για την ειδική αυτή περίπτωση του 
προβλήµατος. 

Προκύπτει άµεσα ότι για την ειδική αυτή περίπτωση ισχύει 2

2
a n≥OPT . Πράγµατι, ο 

προφανής randomized αλγόριθµος για το (γενικό) πρόβληµα δίνει µια τοµή µε µέσο βάρος 

τουλάχιστον ( ),

1
2 iji j E

w
∈∑ . Εποµένως, το βάρος της µέγιστης τοµής πρέπει να είναι 

τουλάχιστον τόσο. 
Ας θεωρήσουµε ένα συγκεκριµένο µοντέλο του προβλήµατος MAX CUT. Το 

πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ισοδύναµα ως το πρόβληµα εύρεσης µιας συνάρτησης 
{ }: 0x V → ,1  τέτοιας ώστε  αν και µόνο αν ( ) 1ix x i≡ = i S∈ . Η αντικειµενική συνάρτηση 

γίνεται 

{ }
( )

( )0,1 ,

max 1
i

i jx i V i j E

x x
∈

∈ ∈

⋅ −∑ ∑  

Για να γίνει φανερή η ορθότητα της παραπάνω σχέσης, µπορεί κανείς εύκολα να 
παρατηρήσει ότι το άθροισµα ( )( ),

1 ji j E
x

∈
−∑  µετράει το πλήθος των ακµών που 

γειτονεύουν µε τον κόµβο  και το άλλο τους άκρο παίρνει την τιµή 0 (δηλ. ακµές τη ς 
µορφής  µε 0

i
( ,i j ) jx = ). Εφόσον πολλαπλασιάζουµε κάθε τέτοιο όρο µε ix , µετράµε µόνο 

αυτές τις ακµές που έχουν 1 . Συνεπώς, για κάθε κόµβο, µετράµε όλες τις γειτονικές 
προς αυτόν ακµές που έχουν το άλλο άκρο τους στο άλλο σύνολο διαχωρισµού. 

i =x

Εφόσον, θα χρησιµοποιούµε τον όρο ( )( ),
1 ji j E

x
∈

−∑  αρκετά συχνά στα επόµενα, 

ορίζουµε κάποιο συµβολισµό για αυτόν. Έστω λοιπόν 
( ) ( )( ),

, 1 ji j E
ZN x i x

∈
−∑  

Τα αρχικά συµβολίζουν τη φράση “zero neighbors”. 
Έστω x∗  µία βέλτιστη λύση. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ένα µαντείο που µας δίνει 

τιµές iZ  τέτοιες ώστε ( ),iZ ZN x i n∗− ≤ ε ⋅ , n V= . Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε 

αυτή την πληροφορία για να υπολογίσουµε µια προσεγγιστική λύση. 
Η τεχνική που χρησιµοποιούµε είναι αυτή του randomized rounding. Θεωρούµε το 

ακόλουθο γραµµικό πρόγραµµα: 
 

( )
( )

( )
,

                           max  

µε τους περιορισµούς:

     1

    0 1

i i
i V

i j
i j E

i

Z y

i V Z n y Z n

i V y

∈

∈

 
∀ ∈ − ⋅ ≤ − ≤ + ⋅  

 
∀ ∈ ≤ ≤

∑

∑ε εi
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Μπορεί να παρατηρήσει κανείς ότι από τον ορισµό των iZ , η βέλτιστη λύση x∗  είναι 
εφικτή για το παραπάνω γραµµικό πρόγραµµα. Επίσης, η τιµή της αντικειµενικής 
συνάρτησης (του γραµµικού προγράµµατος) για το x∗  είναι κοντά στο , όπως 
αποδεικνύουµε αµέσως παρακάτω: 

OPT

 

( )( )

2

,

21

i i i
i V i V

i
i V

Z x ZN x i n

OPT n x

OPT n

OPT
a

x∗ ∗ ∗

∈ ∈

∗

∈

⋅ ≥ − ⋅ ⋅

= − ⋅ ⋅

≥ − ⋅

 ≥ − 
 

∑ ∑

∑

ε

ε

ε

ε

 

Εποµένως, η βέλτιστη λύση του γραµµικού προγράµµατος έχει κέρδος τουλάχιστον 
21 OPT
a

 − 
 

ε . Θεωρούµε τώρα τον ακόλουθο αλγόριθµο που βασίζεται στην τεχνική της 

randomized στρογγυλοποίησης. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΑΚΚ ’98 
 
3.1 Πάρε τα iZ  από το µαντείο. Λύσε το γραµµικό πρόγραµµα και υπολόγισε µια

βέλτιστη λύση . y∗

3.2  :i V∀ ∈
' 1ix ←  µε πιθανότητα iy∗  
' 0ix ←  µε πιθανότητα 1 iy∗−  

 
Αν συµβολίσουµε µε 'x  το τυχαίο διάνυσµα που προκύπτει από τη διαδικασία της 
στρογγυλοποίησης, τότε η τιµή της τοµής που προκύπτει από την προηγούµενη διαδικασία 

(και φυσικά είναι τυχαία µεταβλητή) είναι προφανώς ( )' ',i
i V

x ZN x i
∈

⋅∑ . 

Αποδεικνύεται µε χρήση των CH bounds ότι µε µεγάλη πιθανότητα η µέση τιµή της 
παραπάνω τ.µ. είναι κοντά στην βέλτιστη τιµή. 

Ας υπολογίσουµε αρχικά τη µέση τιµή του ZN  για τη λύση 'x . 

 

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )
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,

,

,
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j
i j E
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i j E
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i j E

ZN x i x
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y

ZN y i

∈

∈

∗

∈

∗

   = −      

 = −   

= −

=

∑

∑

∑

E E

E
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Τώρα αποδεικνύουµε ότι µε µεγάλη πιθανότητα αυτή η µέση τιµή είναι κοντά στην 
τιµή της λύσης του γραµµικού προγράµµατος εφαρµόζοντας τα CH bounds. Θέτουµε 

( ){ }
2 ln

max , , 2 ln
i

c n
ZN y i c n∗

=δ . Τότε 

 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }

2

ln

'Pr , 1 , exp
2

2 lnexp ,
max , , 2 ln

1

i
i

c n
c

ZN x i ZN y i

c nZN y i
ZN y i c n

e
n

∗

∗

∗

−

    < − ⋅ ≤ −      
 
 = − ⋅
 
 

≤ =

µ

µδδ

 

 
Άρα, λόγω του φράγµατος της ένωσης, µε πιθανότητα τουλάχιστον 1cn −−1 1 , έχουµε: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
( )( )

( )

' ' ', 1 ,

' , 2 ln ,

' 2 ln ,

' '2 ln

i i i
i i

i
i

i i
i

i i i
i i

x ZN x i x ZN y i

x ZN y i c n ZN y i

x Z n c n ZN y i

x Z n c n x

∗

∗ ∗

∗

≥ − ⋅

≥ − ⋅

≥ − ⋅ − ⋅

≥ − ⋅ + ⋅

∑ ∑

∑

∑

∑ ∑

ε

ε
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Στο σηµείο αυτό κρίνεται αναγκαίο να φράξουµε το '

i i
i

x Z∑ . Εφόσον 

 ' '
i i i i i i

i i i

x Z Z x Z y∗   = ⋅ = ⋅     
∑ ∑ ∑E E  

Χρησιµοποιώντας το CH bound µε max i iZ Z=  και 2 ln

max , 2 lni
ii

c n
Zy c n
Z

∗

=
 
 
 
∑

δ  έπεται 

ότι 

 ( ) 1'Pr 1i i
i i c

i i

Z Zx y
Z Z n

∗ < − ≤ 
 
∑ ∑δ  

 
Εποµένως, µε µεγάλη πιθανότητα ισχύει ότι 
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( )' 1
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max , 2 ln

2 ln

2 ln

i i i i
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i i
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x Z Z y
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∑
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∑
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Χρησιµοποιώντας αυτό το αποτέλεσµα, από την προηγούµενη σχέση παίρνουµε: 
 

 

( ) ( )

( )

2

' ' ' ', 2 ln 2 ln

21 2 ln

2 21 1

51

i i i
i i

2 ln

i
i

x ZN x i x Z n c n n c n x

OPT n c n n n c n
a

OPT OPT o OPT
a a

OPT
a

≥ − − ⋅ + ⋅

⋅ ≥ − − − ⋅ − 
 

⋅ ⋅ ≥ − − − 
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∑ ∑ ε

ε
ε

ε ε

ε

∑

 

 
Η τελευταία ανισότητα ισχύει για αρκετά µεγάλο , έτσι ώστε ο όρος  να έχει γίνει 

µικρότερος από 

n ( )1o

OPT
a
ε . Αν λοιπόν θέσουµε 5

a
' = ε
ε  παίρνουµε µια λύση µε αντίστοιχη 

τιµή αντικειµενικής συνάρτησης ( )1 ' OPT≥ − ε  µε µεγάλη πιθανότητα για αρκετά µεγάλο 
. n

Μέχρι το σηµείο αυτό αγνοήσαµε τον τρόπο λειτουργίας του µαντείου που παράγει τα 
iZ . Κι αυτό διότι σκοπός µας ήταν να δώσουµε ένα παράδειγµα εφαρµογής της τεχνικής 

του randomized rounding. Ο τρόπος λειτουργίας του µαντείου βασίζεται στο ακόλουθο 
θεώρηµα: 
 
Θεώρηµα 4.4.1 ∆οθείσης µιας δυαδικής ακολουθίας { }1 2, , , 0,1na a a ∈… , ορίζουµε το 

1

n
ii

Z a
=

= ∑ . Αν επιλέξουµε ένα τυχαίο σύνολο (δεικτών) [ ]S n⊆ , µε 2logS c n= ε , τότε 
µε µεγάλη πιθανότητα ισχύει 

 i
i S

nZ a n
S ∈

− ⋅ ≤∑ ε ⋅  

 
Το µαντείο λοιπόν λειτουργεί ως εξής: Επιλέγουµε ένα τυχαίο υποσύνολο  του συνόλου 
των κόµβων του γραφήµατος µε 

S
2logS c n= ε . Θέτουµε 

 ( )( ), ,
1i ji j E j S

nZ x
S

∗
∈ ∈

= −∑  
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και από το προηγούµενο θεώρηµα παίρνουµε ότι ( ),iZ ZN x i n∗− ≤ ⋅ε . 

Το πρόβληµα είναι ότι δεν γνωρίζουµε τη βέλτιστη λύση x∗ . Για να υπερβούµε αυτό 

το πρόβληµα, τρέχουµε τον αλγόριθµο για όλες τις ( )2ε12 OS n=  αναθέσεις του jx∗ , όπου 
. ∆εν γνωρίσουµε ποια από αυτές τις αναθέσεις δίνει τη βέλτιστη λύση, αλλά αυτό δεν 

έχει σηµασία. Απλά επιστρέφουµε τη µεγαλύτερη τοµή που βρίσκουµε, η οποία εγγυηµένα 
είναι τουλάχιστον , εφόσον τουλάχιστον µία από τις τοµές θα είναι αυτού του 
µεγέθους. 

j S∈

( )1 ' OPT− ⋅ε
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Κεφάλαιο 5 
 
Η τεχνική Primal –Dual για Προσεγγιστικούς Αλγορίθµους 
 
5.1 Εισαγωγή 

Κάθε πρόβληµα βελτιστοποίησης έχει τη δική του δοµή η οποία µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για δύο σκοπούς. Ο πρώτος είναι για να επιτύχουµε καλό χρόνο εκτέλεσης 
και ο δεύτερος για να επιτύχουµε καλό λόγο προσέγγισης. Οι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι 
που βασίζονται στη µέθοδο της στρογγυλοποίησης χρησιµοποιούν αυτή τη δοµή µόνο για 
να επιτύχουν το δεύτερο. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι όλοι οι αλγόριθµοι 
στρογγυλοποίησης απαιτούν τη βέλτιστη επίλυση ενός γραµµικού προγράµµατος, εφόσον 
αυτό µπορεί να επιτευχθεί σε πολυωνυµικό χρόνο. Οι προσεγγιστικοί αλγόριθµοι που 
βασίζονται στην τεχνική primal-dual δε βελτιστοποιούν κανένα γραµµικό πρόγραµµα. Στην 
πραγµατικότητα, οι αλγόριθµοι αυτοί δε χρησιµοποιούν τη βέλτιστη τιµή ενός γραµµικού 
προγράµµατος ως κάτω φράγµα. 
 
 
 
5.2 Θεµελίωση της µεθόδου 

Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι η παρουσίαση των βασικών ιδεών που διέπουν τη 
µέθοδο primal-dual για προσεγγιστικούς αλγορίθµους. ∆ε θα ασχοληθούµε εκτενώς µε τη 
µέθοδο primal-dual που αφορά στη συνδυαστική βελτιστοποίηση. Μία πολύ καλή 
επισκόπηση για αυτό το θέµα µπορεί να βρεθεί στο βιβλίο των Παπαδηµητρίου και Steiglitz 
[PS82]. Η βασική ιδέα οφείλεται στον Kuhn, ο οποίος τη χρησιµοποίησε για τη σχεδίαση 
ενός αλγορίθµου για το πρόβληµα εύρεσης τέλειου ταιριάσµατος ελαχίστου κόστους σε 
διµερή γραφήµατα. Ακολούθως η ιδέα επεκτάθηκε από τους Dantzig, Ford και Fulkerson σε 
ένα γενικό αλγόριθµο για το γραµµικό προγραµµατισµό. Η βασική ιδέα είναι ότι δοθείσης 
µιας εφικτής λύσης  του dual, προσπαθούµε να βρούµε µια εφικτή λύση y x  του primal η 
οποία να υπακούει τις συνθήκες complementary slackness σε σχέση µε το . Αν µπορούµε 
να βρούµε ένα τέτοιο 

y
x , τότε έχουµε βέλτιστες λύσεις. Αν δεν υπάρχει τέτοιο x , τότε 

µπορούµε να µεταβάλλουµε τη δυϊκή λύση, έτσι ώστε η νέα δυϊκή λύση να είναι πιο κοντά 
στο βέλτιστο (δηλ. αν υποθέσουµε standard µορφή, να δίνει µεγαλύτερη τιµή δυϊκής 
αντικειµενικής συνάρτησης). 

Η µέθοδος primal-dual για προσεγγιστικούς αλγορίθµους θεωρεί µία µοντελοποίηση 
του υπό εξέταση ( ) προβλήµατος υπό µορφή ακέραιου προγράµµατος και επίσης 
το δυϊκό του αντίστοιχού LP-relaxation. Η παραπάνω µέθοδος τροποποιείται χαλαρώνοντας 
τις συνθήκες complementary slackness. Όπως θα δούµε παρακάτω, η χαλάρωση αυτών των 
περιορισµών µε κατάλληλο τρόπο µπορεί να οδηγήσει σε αποδεδειγµένα καλούς 
αλγορίθµους για 

hardNP −

hardNP −  προβλήµατα συνδυαστικής βελτιστοποίησης. 
Η µέθοδος παράγει µία λύση για το (πρωτεύον) ακέραιο πρόγραµµα µε κόστος το 

πολύ  φορές επί την τιµή της εφικτής δυϊκής λύσης που κατασκευάζεται, πράγµα που 
συνεπάγεται, λόγω της ασθενούς δυϊκότητας ότι η πρωτεύουσα λύση που υπολογίζεται 
είναι το πολύ  φορές επί το κόστος της βέλτιστης λύσης του πρωτεύοντος ακέραιου 
προγράµµατος. 

a

a

Εφόσον ο λόγος απόδοσης αποδεικνύεται συγκρίνοντας την τιµή µιας λύσης του 
πρωτεύοντος ακέραιου προγράµµατος µε την τιµή µιας εφικτής δυϊκής λύσης, κατ’ 
αναλογία µε όσα έχουν ειπωθεί στο κεφάλαιο 3, ο καλύτερος λόγος που µπορούµε να 
αποδείξουµε δεν µπορεί να είναι καλύτερος από το integrality gap του LP-relaxation για το 
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πρόβληµα. Αντίστροφα, αν αποδείξουµε ότι ένας αλγόριθµος που κατασκευάζεται µε αυτή 
την τεχνική, έχει λόγο απόδοσης , έπεται ότι το integrality gap του LP-relaxation είναι το 
πολύ . 

a
a

 
5.3  Ένα διαισθητικό παράδειγµα 

Ως εισαγωγικό παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου, θεωρούµε το πρόβληµα κοµβικής 
κάλυψης ελαχίστου βάρους (min weight vertex cover) σε γενικά γραφήµατα. Υπενθυµίζεται 
ότι για την έκδοση του προβλήµατος χωρίς βάρη στους κόµβους, έχουµε ήδη (Κεφάλαιο 3) 
κατασκευάσει το ακέραιο και το αντίστοιχο χαλαρωµένο γραµµικό πρόγραµµα. Κατ’ 
αναλογία λοιπόν παίρνουµε: 
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Χαλαρώνοντας τους περιορισµούς για ακέραιες µεταβλητές σε 0 , κατά τα γνωστά, 
οδηγούµαστε στο LP-relaxation. Αν πάρουµε το δυϊκό του γραµµικού αυτού προγράµµατος, 
παίρνουµε: 
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Ο primal-dual αλγόριθµος ξεκινάει µε τη δυϊκή εφικτή λύση  και την 

πρωτεύουσα µη εφικτή λύση . Για όσο η πρωτεύουσα «λύση» 
y = 0

x = 0 x  είναι µη εφικτή, θα 
πρέπει να υπάρχει µια τουλάχιστον ακµή ( ),i j E∈  που δεν καλύπτεται (για την οποία 

). Αυξάνουµε λοιπόν την αντίστοιχη (προς αυτή την ακµή) δυϊκή µεταβλητή 
 όσο το δυνατόν περισσότερο, διατηρώντας εφικτή τη δυϊκή λύση που προκύπτει. Αυτό 

σηµαίνει ότι τουλάχιστον ένας από τους περιορισµούς του δυϊκού προγράµµατος που 
αντιστοιχούν στις κορυφές  και  πρέπει να ισχύει µε ισότητα. Αν λοιπόν ισχύει 

, τότε θέτουµε 1

0i jx x+ =

( ),i jy

( ): ,k i k E∈∑
i

ix
j

( ), ii ky = w = , δηλ. επιλέγουµε στην κάλυψη την κορυφή , ενώ 

αν ισχύει , τότε θέτουµε 1

i

( ), jj kE
y =( ): ,k j k ∈∑ w jx = . Τελικά, επιτυγχάνουµε µια εφικτή λύση 

x  του primal τέτοια ώστε: 

 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

,
: ,

,
,

,
,

2

i i ii k
i V i V k i k E

i j i j
i j E

i j
i j E

w x y x

x x y

y

∈ ∈ ∈

∈

∈

 
=   

 

= +

≤ ⋅

∑ ∑ ∑

∑

∑

 

 75



 

Σηµειώνεται ότι η πρώτη ισότητα έπεται από το γεγονός ότι ( )( ) ,: , ii kk i k E
y

∈
= w∑  για 

κάθε κόµβο  που έχει επιλεγεί (δηλ. ισχύει 1i ix = ), η δεύτερη ισότητα προκύπτει αν 
εναλλάξουµε τη σειρά του διπλού αθροίσµατος και η τρίτη προκύπτει από το γεγονός ότι 

. 2i jx x+ ≤

Λόγω της ασθενούς δυϊκότητας, η δυϊκή αντικειµενική συνάρτηση  είναι 

ένα κάτω φράγµα για την τιµή της βέλτιστης ακέραιης λύσης. Άρα, η παραπάνω ανισότητα 
δείχνει ότι η λύση µας είναι 2-προσεγγιστική. 

( )( ) ,, i ji j E
y

∈∑

 
 
5.4 Η µέθοδος Primal-Dual για το Πρόβληµα Set Cover 
 

Στη συνέχεια αναπτύσσουµε τις βασικές ιδέες που δόθηκαν παραπάνω για το 
πρόβληµα set cover που ως γνωστόν αποτελεί γενίκευση του vertex cover. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Set Cover: Primal – Dual 
 

I ← ∅  

( )0ii y∀ ←  
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Η συνάρτηση  επιστρέφει το όρισµα (δείκτη εν προκειµένω) που ελαχιστοποιεί 
την έκφραση. 

( )arg min ⋅

 
Λήµµα 5.4.1 Ο αλγόριθµος primal – dual επιστρέφει ένα set cover. 
 
Απόδειξη:  Τετριµµένη, εφόσον αποτελεί τη συνθήκη τερµατισµού του βρόχου. 

 
 
Λήµµα 5.4.2 Ο εν λόγω αλγόριθµος κατασκευάζει µια εφικτή λύση του δυϊκού γραµµικού 
προγράµµατος. 
 
Απόδειξη:  Η απόδειξη µε επαγωγή στο πλήθος των επαναλήψεων του βρόχου. Η βάση της 
επαγωγής ισχύει τετριµµένα εφόσον αρχικά 

:

0
i j

i j
i t S

j y w
∈

 
∀ = ≤  

 
∑  

Για το επαγωγικό βήµα, υποθέτουµε ότι κατά την είσοδό µας στο βρόχο ισχύει ότι  
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Η µοναδική µεταβλητή του δυϊκού προγράµµατος που µεταβάλλεται από το βρόχο είναι η 

ky , οπότε οι ανισότητες που αφορούν σε σύνολα  που δεν περιέχουν το  µένουν 
ανεπηρέαστες. Αν 

jS kt

kt S j∈ , τότε λόγω της επιλογής του  παίρνουµε: l
 

: : :
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Λήµµα 5.4.3 Αν , τότε j I∈

: i j
i ji t S

y w
∈

=∑  

 
Απόδειξη:  Από τον αλγόριθµο είναι φανερό ότι στο βήµα κατά το οποίο το  προσετέθη 
στο σύνολο 

j
I , η τιµή του ky  αυξήθηκε ακριβώς τόσο ώστε ο περιορισµός που αντιστοιχεί 

στο  να ισχύει µε ισότητα. jS
 

 
Θεώρηµα 5.4.4 [BYE81] Ο αλγόριθµος primal–dual είναι f -προσεγγιστικός αλγόριθµος 
για το set cover. 
 
Απόδειξη: Έχουµε διαδοχικά ότι 

{ }
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Η πρώτη ισότητα έπεται από το λήµµα 3. Η επόµενη ανισότητα προκύπτει από το γεγονός 
ότι κάθε  µπορεί να εµφανίζεται στο διπλό άθροισµα το πολύ iy { }: i jj t S∈  φορές. Η 

προτελευταία ανισότητα έπεται από τον ορισµό του f  και η τελευταία λόγω ασθενούς 
δυϊκότητας. 
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