ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ

ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ

ÔÏÌÅÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ ÅÑÃÁÓÔÇÑÉÏ ËÏÃÉÊÇÓ ÊÁÉ ÁËÃÏÑÉÈÌÙÍ

ÈåùñSSá ÐáéãíSSùí êáé Ðïëõðëïêüôçôá

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ

ôïõ ÃåùñãSSïõ ÐÞëéïõñá

ÅðéâëÝðùí: ÅõóôÜèéïò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò Å.Ì.Ð.

ÁèÞíá, Ïêôþâñéïò 2004

ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÔÏÌÅÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ ÅÑÃÁÓÔÇÑÉÏ ËÏÃÉÊÇÓ ÊÁÉ ÁËÃÏÑÉÈÌÙÍ

ÈåùñSSá ÐáéãíSSùí êáé Ðïëõðëïêüôçôá

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ

ôïõ ÃåùñãSSïõ ÐÞëéïõñá

ÅðéâëÝðùí: ÅõóôÜèéïò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò Å.Ì.Ð.

ÅãêñSSèçêå áðü ôçí ôñéìåëÞ åîåôáóôéêÞ åðéôñïðÞ ôçí 11\10\2004

........................................ ÅõóôÜèéïò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò

........................................ Öþôù ÁöñÜôç ÊáèçãÞôñéá

........................................ ÔSSìïò ÓåëëÞò ÊáèçãçôÞò

ÁèÞíá, (10,2004).

................................... (Ãåþñãéïò Á. ÐÞëéïõñáò) (Çëåêôñïëüãïò Ìçœáíéêüò êáé Ìçœáíéêüò Çëåêôñïíéêþí Õðïëïãéóôþí)

© (2004) Åèíéêü Ìåôóüâéï ÐïëõôåœíåSSï. All rights reserved.

ÐåñSSëçøç

Ç ðáñïýóá äéðëùìáôéêÞ, ìå áöåôçñSSá ôçí áóôïœSSá ôçò êëáóóéêÞò èåùñSSáò ðáéãíSSùí íá åñìçíåýóåé ïñéóìÝíá óåíÜñéá áëëçëåðSSäñáóçò ìåôáîý "ëïãéêþí" ïíôïôÞôùí, åðéœåéñåSS íá ðáñïõóéÜóåé ìå ôñüðï ðñïóéôü ôçí ðïñåSSá ôçò Ýñåõíáò ðïõ åðáêïëïýèçóå ôçí óõíåéäçôïðïSSçóç ôùí ðåñéïñéóìÝíùí éêáíïôÞôùí ìïíôåëïðïSSçóçò ôçò êëáóóéêÞò èåùñSSáò ðáéãíSSùí.

ÊáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôçò ðñïóðÜèåéÜò ìáò áõôÞò åöáñìüæïõìå äéÜöïñåò Ýííïéåò ðïõ åðéóõíÜðôïíôáé ôçò èåùñSSáò ðïëõðëïêüôçôáò óôï ðëáSSóéï ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí êáé åîåôÜæïõìå ôï âáèìü êáôÜ ôïí ïðïSSï áõôÝò åðéôõãœÜíïõí ôçí õðÝñâáóç ôùí äåäïìÝíùí óêïðÝëùí êáé ôçí éêáíïðïéçôéêÞ åñìçíåSSá ôùí äéáöüñùí ðáñáäüîùí êáé êõñSSùò áõôü ôïõ ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí.

ÓõãêåêñéìÝíá îåêéíïýìå ìå ìSSá ìéêñÞ åéóáãùãÞ óôçí èåùñSSá ðáéãíSSùí êáé óõãêåêñéìÝíá óôçí Ýííïéá ôçò Nash éóïññïðSSáò (Êåö. 2). Óôçí óõíÝœåéá ðáñáèÝôïõìå äéÜöïñá ðáñáäåSSãìáôá ðïõ áðïäåéêíýïõí ôçí éóœý ôçò ùò óêåðôéêü ëýóçò, åíþ êëåSSíïõìå ôï êåöÜëáéï ðáñïõóéÜæïíôáò ôï ÄSSëçììá ôùí ÖõëáêéóìÝíùí.

Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï (Êåö. 3) áíáðôýóóïõìå ôçí Ýííïéá ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí, áíáäåéêíýïíôáò ôçí éêáíüôçôá ôïõò íá ìïíôåëïðïéïýí ðïëýðëïêåò óõìðåñéöïñÝò, áëëÜ êáé ôáõôüœñïíá êáèïñSSæïíôáò ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôïõò ðïõ óõíåðÜãåôáé ç áðïõóSSá ôçò Ýííïéáò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò áðü ôï ðëáSSóéü ôïõò.

Óôï ôÝôáñôï êåöÜëáéï ðñïœùñïýìå óôç óýíèåóç ôùí éäåþí ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí êáé ôçò èåùñSSáò ðïëõðëïêüôçôáò, âåëôéþíïíôáò Ýôóé ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò èåùñSSáò ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí.

Óôï ðÝìðôï êåöÜëáéï ðáñáèÝôïõìå äéÜöïñåò ðñïóåããSSóåéò ðïõ Ýœïõí œñçóéìïðïéçèåSS ãéá ôçí åðSSëõóç ãíùóôþí ðáñáäüîùí, áëëÜ êáé áíáðôýóóïõìå ôçí ðëÞñç áðüäåéîç ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí.

ÔÝëïò, êëåSSíïõìå ôçí åñãáóSSá ìå ìSSá åéóáãùãÞ óå æçôÞìáôá õðïëïãéóéìüôçôáò êáé åîåôÜæïõìå êáôÜ ðüóï åSSíáé åöéêôÞ ìSSá óýíèåóç ôïõò ìå ôéò Ýííïéåò ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí.

ËÝîåéò êëåéäéÜ: èåùñSSá ðáéãíSSùí, ðïëõðëïêüôçôá, åðáíáëáìâáíüìåíá ðáSSãíéá, áõôüìáôá, ìçœáíÝò Turing.

Abstract

The present thesis, in response to the failure of classical game theory to interpret certain scenarios of interaction amongst rational players (such as the Prisoner’s Dilemma), undertakes the task of presenting the line of research that followed the disturbing awareness of the limited modelling scope of the classical game theory.

The e¸ort of resolving such paradoxes led to the successful combination of several ideas from two apparently diverse ˛elds, that of game theory and complexity theory, that led to a more sophisticate examination of the paradoxes in question.

Namely, we begin by introducing several basic game theoretic concepts (Chapter 2) and speci˛cally the notion of Nash equilibria. We resume by proving the generality of the Nash equilibria concept via the use of examples and ˛nally we present the Prisoner’s Dilemma paradox.

In the following chapter (Chapter 3) we cover the area of repeated games, presenting its power in representing real life scenarios as well as several problems that arise due to the lack of the notion of complexity in it.

In Chapter 4 we proceed with the strengthening of certain game theoretic results by applying ideas from complexity theory.

Next in Chapter 5, we present several methods that have been applied in a strenuous e¸ort to resolve ˛nite horizon paradoxes and we provide the complete proof to the ˛nite Prisoner’s Dilemma.

Lastly in Chapter 6, we attempt a brief introduction to certain computability issues and explore the possibility of utilizing them into game theory.

Keywords: game theory, complexity, bounded rationality, repeated games, automata, Turing machines.

óôoõò ãïíåSSò ìïõ

ÅõœáñéóôSSåò

Èá Þèåëá íá åõœáñéóôÞóù ôçí ïéêïãÝíåéÜ ìïõ ãéá ôçí áìÝñéóôç óõìðáñÜóôáóç óôçí ðïñåSSá ìïõ. Ôïõò êáèçãçôÝò ìïõ, ÓôÜèç ÆÜœï ãéá ôçí ãíÞóéá áãÜðç ðïõ ìïõ åíÝðíåõóå ãéá ôç èåùñçôéêÞ ðëçñïöïñéêÞ êáé ÔSSìï ÓåëëÞ ãéá ôçí õðïóôÞñéîÞ ôïõ êáèüëç ôçí äéÜñêåéá ôùí óðïõäþí ìïõ êáèþò êáé ôçí êáèçãÞôñéÜ ìïõ Öþôù ÁöñÜôç ãéá ôçí Üøïãç óõíåñãáóSSá êáé ôï åíäéáöÝñïí ôçò. ĳëá ôá ìÝëç ôïõ ÅñãáóôçñSSïõ ËïãéêÞò êáé ÅðéóôÞìçò Õðïëïãéóìþí ãéá ôçí ðïëýôéìç áñùãÞ ôïõò.

Áêüìç èÝëù íá åõœáñéóôÞóù üëïõò ôïõò óõããåíåSSò êáé öSSëïõò ðïõ ìå óôÞñéîáí êáé ìå óôçñSSæïõí üëá áõôÜ ôá œñüíéá. ÔÝëïò èÝëù íá åõœáñéóôÞóù ôïí ćêç Ðáðáðáýëïõ ãéá ôçí âïçèåéÜ ôïõ êáôÜ ôá ôåëåõôáSSá óôÜäéá óõããñáöÞò ôçò ðáñïýóáò äéðëùìáôéêÞò.

Ðåñéåœüìåíá

ÐåñSSëçøç 5

Abstract 7

ÅõœáñéóôSSåò 11

1 ÅéóáãùãÞ 15 1.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 ÐáSSãíéá êáé ÉóïññïðSSá 17 2.1 ÓôñáôçãéêÜ ðáSSãíéá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17 2.2 ÉóïññïðSSá Nash . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2.1 ÅéóáãùãÞ: ÓêåðôéêÜ Ëýóçò . . . . . . . . . . . . . . . 19 2.2.2 Ïñéóìüò ÉóïññïðSSáò Nash . . . . . . . . . . . . . . . . 20 2.2.3 ÐáñáäåSSãìáôá ÐáéãíSSùí . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 2.3 ÐáñÜäïîá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 2.4 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

3 Åðáíáëáìâáíüìåíá ÐáSSãíéá 27 3.1 Ç êýñéá éäÝá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27 3.2 ÐåðåñáóìÝíá êáé ìç ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá . . . . . . . . . . . . 28 3.3 Ìç ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá: ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3.4 ÓôñáôçãéêÝò ùò áõôüìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31 3.5 ÓôñáôçãéêÝò ÓêáíäÜëçò: Ôá èåùñÞìáôá Nash Folk . . . . . . . 33 3.6 ÐåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá: ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 3.7 IóïññïðSSá Nash óå ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá . . . . . . . . . . . . . 38

4 ÅéóáãùãÞ Ðåñéïñéóìþí Ðïëõðëïêüôçôáò 41 4.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 4.2 ÐáSSãíéá ÁõôïìÜôùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42 4.3 Ç ÄïìÞ ôçò ÉóïññïðSSáò óôï ÐáSSãíéï ÁõôïìÜôùí . . . . . . . . 45

14 Ðåñéåœüìåíá

4.3.1 Ï áñéèìüò ôùí êáôáóôÜóåùí ôùí äýï áõôïìÜôùí åSSíáé ï SSäéïò êáé ç éóïññïðSSá ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí åSSíáé éóïññïðSSá ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ . . . . . . . 46 4.3.2 ¿ðáñîç 1-1 áíôéóôïéœSSáò áíÜìåóá óôéò åíÝñãåéåò óôï ìïíïðÜôé éóïññïðSSáò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 4.3.3 ¿ðáñîç 1-1 áíôéóôïéœSSáò áíÜìåóá óôéò êáôáóôÜóåéò óôï ìïíïðÜôé éóïññïðSSáò . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

5 ÅðSSëõóç Ðáñáäüîùí 53 5.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53 5.2 ÕëïðïSSçóç ôùí óôñáôçãéêþí ìå áõôüìáôá . . . . . . . . . . . . 54 5.3 ÐñïóåããSSóåéò ãéá åðSSëõóç ôùí ðáñáäüîùí ðåðåñáóìÝíïõ ïñSSæïíôá 55 5.3.1 ÐáSSãíéï ìå êüóôïò ðïëõðëïêüôçôáò . . . . . . . . . . . 55 5.3.2 ÐåñéïñéóìÝíç Ðïëõðëïêüôçôá . . . . . . . . . . . . . . 57 5.3.3 Ôá áõôüìáôá óôÝëíïõí ìçíýìáôá . . . . . . . . . . . . 57 5.3.4 Ç å-éóïññïðSSá: ĳôáí ç áðüêëéóç êïóôSSæåé . . . . . . . . 59 5.4 Ôï äSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 5.5 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

6 ÆçôÞìáôá Õðïëïãéóéìüôçôáò 75 6.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 6.2 ÁðïôåëÝóìáôá Õðïëïãéóéìüôçôáò . . . . . . . . . . . . . . . . 78 6.3 ÕðÜñœåé ëïãéêüò ðáSSêôçò; . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80 ÊáôÜëïãïò ÓœçìÜôùí

ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 ÅéóáãùãÞ

Ç èåùñSSá ðáéãíSSùí, ùò åðéóôçìïíéêüò êëÜäïò, åðéêåíôñþíåôáé óôçí åñìçíåSSá êáé ôçí áíÜëõóç ôùí öáéíïìÝíùí ðïõ áíáäýïíôáé êáôÜ ôçí ôçí áëëçëåðSSäñáóç ïíôïôÞôùí. Ïé ïíôüôçôåò áõôÝò äéåêðåñáéþíïõí óôñáôçãéêÝò, ëáìâÜíïíôáò õðüøç ôçí ãíþóç Þ ôéò åêôéìÞóåéò ðïõ Ýœïõí ãéá ôçí óõìðåñéöïñÜ ôùí õðüëïéðùí ïíôïôÞôùí, áðïóêïðþíôáò ðÜíôá íá ìåãéóôïðïéÞóïõí ôá ïöÝëç ôïõò.

ÄåäïìÝíïõ ëïéðüí ôïõ ãåãïíüôïò üôé ôá õðü ìåëÝôç ìïíôÝëá ðïõ åîåôÜæïíôáé óôçí èåùñSSá ðáéãíSSùí áðïôåëïýí áðëïõóôåýóåéò óåíáñSSùí ðïõ áíáêýðôïõí óôçí ðñáãìáôéêÞ êáèçìåñéíÞ ìáò æùÞ êáôÜ ôçí óõíáíáóôñïöÞ ìáò ìå ôïõò ãýñù ìáò, ðñïöáíþò èá åðéèõìïýóáìå ïé óôñáôçãéêÝò ðïõ áíáäåéêíýïíôáé áðü ôá ìïíôÝëá ìáò íá åðéâåâáéþíïíôáé áðü ôéò óõìðåñéöïñÝò áíáäýïíôáé óôïí ðñáãìáôéêü êüóìï.

Äõóôõœþò óõœíÜ üìùò ç èåùñSSá ðáéãíSSùí ðñïâëÝðåé óõìðåñéöïñÝò ðïõ Ýñœïíôáé óå óýãêñïõóç ìå ôçí åìðåéñSSá ìáò. Ï êýñéïò óêüðåëïò óôïí ïðïSSï ðñïóêñïýåé ç ðñïóðÜèåéÜ ìáò ãéá ïñèÞ êáé åðáñêÞ ìïíôåëïðïSSçóç ôçò áëëçëåðSSäñáóçò ïíôïôÞôùí êñýâåôáé ìÝóá óôïí SSäéï ôïí ïñéóìü ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí. ÐñáãìáôéêÜ ôüóï ç åðåîåñãáóSSá ôùí åêôéìÞóåùí ãéá ôéò óõìðåñéöïñÝò ôùí õðïëïSSðùí ïíôïôÞôùí-ðáéêôþí, üóï êáé ç åðéëïãÞ êáé ç åêôÝëåóç êÜðïéïõ óôñáôçãéêïý óœåäSSïõ åìðåñéÝœïõí ìÝóá ôïõò ôçí Ýííïéá ôçò ðïëõðëïêüôçôáò. ÿôóé ëïéðüí èá åðéêåíôñþóïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò, óôï ðÜíôñåìá ôùí éäåþí ôçò êëáóóéêÞò èåùñSSáò ðáéãíSSùí ìå Ýííïéåò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò, óå ìéá ðñïóðÜèåéá íá åíéóœýóïõìå ôçí éêáíüôçôá ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí íá ìïíôåëïðïéåSS ðñáãìáôéêÜ óåíÜñéá áëëçëåðSSäñáóçò áëëÜ êáé íá åðéëýóïõìå ãíùóôÜ ðáñÜäïîá.

16 ÊåöÜëáéï 1. ÅéóáãùãÞ

ÊåöÜëáéï 2

ÐáSSãíéá êáé ÉóïññïðSSá

Èá áöéåñþóïõìå ôï êåöÜëáéï áõôü óôçí áíÜðôõîç ïñéóìÝíùí èåìåëéùäþí éäåþí ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí. ÿôóé ëïéðüí èá îåêéíÞóïõìå ìå ôïí ïñéóìü ôùí êõñéïôÝñùí åííïéþí ôïõ ãíùóôéêïý áõôïý êëÜäïõ. Óôï äåýôåñï ôìÞìá ôïõ êåöáëáSSïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôçí Ýííïéá ôçò éóïññïðSSáò Nash êáèþò êáé ïñéóìÝíá œáñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåSSãìáôá ðáéãíSSùí, þóôå íá äéåõêïëýíïõìå ôçí áöïìïSSùóç ôùí ïñéóìþí áëëÜ êáé íá åêèÝóïõìå ôïõò äéÜöïñïõò ôñüðïõò ìå ôïõò ïðïSSïõò áíáäýåôáé ç Ýííïéá ôçò éóïññïðSSáò Nash óôá ðáSSãíéá. Óôçí ôåëåõôáSSá åíüôçôá ðáñáèÝôïõìå ôï ðáñÜäïîï ôïõ "ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí" ôï ïðïSSï ðÝñá üôé áíáäåéêíýåé êáôáöáíÝóôáôá ôéò áäõíáìSSåò ìïíôåëïðïSSçóçò ðïõ áíôéìåôþðéæå ç "êëáóóéêÞ" èåùñSSá ðáéãíSSùí, ôáõôüœñïíá óõíéóôÜ êáé Ýíá óçìåSSï áíáöïñÜò áöïý ëåéôïýñãçóå éóôïñéêÜ ùò áöåôçñSSá ãéá ìéá êáñðïöüñá óýìðñáîç áíÜìåóá óôçí èåùñSSá ðáéãíSSùí êáé ôçí èåùñSSá ðïëõðëïêüôçôáò.

2.1 ÓôñáôçãéêÜ ðáSSãíéá

ÿíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï óõíéóôÜ ïõóéáóôéêÜ Ýíá ìïíôÝëï áëëçëåðSSäñáóçò áíÜìåóá óå äéáêñéôÝò ïíôüôçôåò-ðáSSêôåò. ÿôóé ôï ìïíôÝëï áðïôåëåSSôáé áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï N ðáéêôþí üðïõ óå êÜèå ðáSSêôç i áíôéóôïéœåSS Ýíá óýíïëï A_i áðü åíÝñãåéåò (êéíÞóåéò) êáé ìéá óœÝóç ðñïôSSìçóçò (äéÜôáîçò) ðÜíù óôï óýíïëï ôùí äéáíõóìÜôùí ôùí åíåñãåéþí. ÿôóé áíáöåñüìáóôå óå Ýíá äéÜíõóìá åíåñãåéþí a = (a_j )_{j∈N} ùò Ýêâáóç Þ áðïôÝëåóìá êáé óõìâïëSSæïõìå ôï óýíïëï ×j ∈ NA_j ôùí äõíáôþí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôï A. Ôï ãåãïíüò üôé êÜèå ðáSSêôçò ïñSSæåé ôçí óœÝóç ðñïôSSìçóÞò ôïõ ðÜíù óôï A êáé üœé óôï A_i, áðïôåëåSS ôçí åéäïðïéü äéáöïñÜ áíÜìåóá óå Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï êáé óå Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò. ÐñáãìáôéêÜ ëïéðüí åäþ ðñïûðïèÝôïõìå üôé êÜèå ðáSSêôçò ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ êáé ôéò åðéëïãÝò ôùí õðïëïSSðùí ðáéêôþí.

Ïñéóìüò 2.1 (Óôñáôçãéêü ÐáSSãíéï). ÿíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï áðïôåëåSSôáé áðü • Ýíá (ðåðåñáóìÝíï) óýíïëï N ðáéêôþí.

• ãéá êÜèå ðáSSêôç i ∈ N Ýíá ìç êåíü óýíïëï A_i, äçëáäÞ ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí êéíÞóåùí ãéá ôïí i-ïóôü ðáSSêôç.

• ãéá êÜèå ðáSSêôç i ∈ N ìSSá óœÝóç ðñïôSSìçóçò ≻_i ðÜíù óôï A = ×_{j∈N} A_j , äçëáäÞ ç óœÝóç ðñïôSSìçóçò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç.

ÓõœíÜ áíôSS ôçò óœÝóçò ðñïôSSìçóçò ≻_i ãéá ôïí i-ïóôü ðáSSêôç œñçóéìïðïéïýìå ìSSá óõíÜñôçóç áðïôSSìçóçò u_i : A → ℜ, ç ïðïSSá áíôéðñïóùðåýåé ôçí áîSSá ðïõ áíôéóôïéœåSS ï óõãêåêñéìÝíïò ðáSSêôçò óå êÜèå äõíáôÞ Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ. ÿôóé Ýœïõìå üôé a ≻ b åöüóïí u_i(a) ≥ u_i(b). Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ œñçóéìïðïéïýìå ôçí óõíÜñôçóç áðïôSSìçóçò ðñïêåéìÝíïõ íá ðåñéãñÜøïõìå ôéò ðñïôéìÞóåéò åíüò ðáSSêôç, ôüôå èá óõìâïëSSæïõìå ôï ðáSSãíéï ⟨Í; (Á_{); (u_{)⟩ áíôSS ãéá ⟨Í; (Á_{); (≻_{)⟩.

ÔÝëïò ðñéí îåêéíÞóïõìå ôçí ðñïóðÜèåéÜ ìáò íá âñïýìå ôçí ëýóç åíüò ðáéãíSSïõ, äçëáäÞ íá ðñïâëÝøïõìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ôùí åìðëåêïìÝíùí ðáéêôþí èá äþóïõìå ôïí ôñüðï áðåéêüíéóçò åíüò ðáéãíSSïõ. Œáñáêôçñéóôéêü åSSíáé ôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá åíüò ðáéœíéäéïý äýï ðáéêôþí. ÿôóé ëïéðüí ôá ðáéœíSSäéá äýï ðáéêôþí óõíÞèùò áíáðáñéóôÜíïíôáé ìå ôçí âïÞèåéá åíüò ðSSíáêá ôïõ ïðïSSïõ ïé äéáóôÜóåéò áíôéóôïéœïýí óôïí áñéèìü ôùí äõíáôþí åíåñãåéþí êÜèå ðáSSêôç. Óôïí ðáñáêÜôù 2 × 3 ðSSíáêá Ýœïõìå üôé ïé äýï ãñáììÝò ôïõ ðSSíáêá áíôéóôïéœïýí óôéò äýï äéáöïñåôéêÝò åíÝñãåéåò (Þ óôñáôçãéêÝò) ðïõ ìðïñåSS íá åêôåëÝóåé ï ðñþôïò ðáSSêôçò, åíþ áíÜëïãá ïé 3 óôÞëåò áíôéóôïéœïýí óôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò åíÝñãåéåò (Þ óôñáôçãéêÝò) ðïõ ìðïñåSS íá åêôåëÝóåé ï äåýôåñïò ðáSSêôçò .

G = Á^1 Á^2

Â^1 Â^2 Â^3 [ (1; 6) (2; −2) (2; −4) (7; 2) (−5; 2) (0; −2) ]

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ðSSíáêá, âëÝðïõìå ôé êåñäSSæïõí ïé äýï ðáSSêôåò ãéá êÜèå óõíäõáóìü óôñáôçãéêþí ôïõò. Áí ï ðñþôïò ðáSSêôçò ðáSSîåé ôçí i-ïóôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ (äçëáäÞ ôçí Á^i) êáé ï äåýôåñïò ðáSSêôçò ôç j-ïóôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ (äçëáäÞ ôçí Â^j), ôï üöåëïò ôùí äýï ðáéêôþí äSSíåôáé áðü ôï äéÜíõóìá G[i][j]. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí ï ðñþôïò ðáSSêôçò åðéëÝîåé ôçí óôñáôçãéêÞ A^1 êáé ï äåýôåñïò ôç óôñáôçãéêÞ B^2, ôï üöåëïò ôïõ ðñþôïõ ðáSSêôç èá åSSíáé 2 êáé ôïõ äåýôåñïõ -2, äçëáäÞ ï ðñþôïò ðáSSêôçò èá êåñäSSóåé 2 êáé ï äåýôåñïò èá œÜóåé 2. ÿœïíôáò ëïéðüí åðéôýœåé íá áíáðáñáóôÞóïõìå ôï ðáSSãíéï ìå ôñüðï óáöÞ êáé áðëü êáé äåäïìÝíïõ ôþñá üôé ïé åìðëåêüìåíïé ðáSSêôåò Ýœïíôáò ðëÞñç ãíþóç ôïõ êáé ìå ðÜíôá áðþôåñï óêïðü ôçí ìåãéóôïðïSSçóç ôïõ ðñïóëáìâáíüìåíïõ êÝñäïõò, ãåííÜôáé åýëïãá ôï åñþôçìá "ÔSS óõìöÝñåé íá ðáSSîïõí ïé ðáSSêôåò;"

2.2 ÉóïññïðSSá Nash

2.2.1 ÅéóáãùãÞ: ÓêåðôéêÜ Ëýóçò

Ðñïò áðÜíôçóç ôïõ ðáñáðÜíù åñùôÞìáôïò, äçëáäÞ ôï ðþò íá âñSSóêïõìå ôç ëýóç åíüò ðáéœíéäéïý (solution concept) Ýœïõí êáôÜ êáéñïýò ðñïôáèåSS áñêåôÝò ìÝèïäïé. ÐñáãìáôéêÜ Ýíáò áðü áõôïýò åSSíáé ç êõñéáñœSSá (dominance). Ç êõñéáñœSSá üðùò öáíåñþíåé êáé ôï üíïìÜ ôçò åíôïðSSæåôáé óå ðåñéðôþóåéò ðáéãíSSùí óôá ãéá êÜðïéï ðáSSêôç ìéá óôñáôçãéêÞ ôïõ åSSíáé îåêÜèáñá êáëýôåñç áðü ôéò õðüëïéðåò. Áò åîåôÜóïõìå ëïéðüí ôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá:

G_2 = [ (9; 6) (8; 2) (1; 1) (3; 3) ]

Óôï ðáéœíSSäé áõôü ï ðñþôïò ðáSSêôçò åðéëÝãåé ãñáììÞ (êáé Ýœåé äýï óôñáôçãéêÝò) êáé ï äåýôåñïò åðéëÝãåé óôÞëç (êáé Ýœåé åðSSóçò äýï óôñáôçãéêÝò). Áðü ôï ðáñáðÜíù óœÞìá ðñïêýðôåé ðùò üôé êáé áí ðáSSîåé ï äåýôåñïò ðáSSêôçò, ï ðñþôïò ðáSSêôçò Ýœåé ìåãáëýôåñï êÝñäïò áí ðáSSîåé ôçí óôñáôçãéêÞ Á^1. ÐñáãìáôéêÜ ëïéðüí óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, ç óôñáôçãéêÞ Á^1 êõñéáñœåSS áíÜìåóá óå üëåò ôéò Üëëåò óôñáôçãéêÝò ôïõ ðáSSêôç áõôïý. Óõíåðþò ï ðñþôïò ðáSSêôçò èá ðáSSîåé Á^1. Ï áíôSSðáëïò ðáSSêôçò ôþñá, ðïõ Ýœïõìå õðïèÝóåé üôé åSSíáé ëïãéêüò (rational), áêïëïõèåSS ôçí ðïñåSSá ôçò óêÝøçò ôïõ áíôSSðáëïõ ðáSSêôç êáé ýóôåñá áðïöáóSSæåé íá ðáSSîåé ôçí óôñáôçãéêÞ Â^1, ç ïðïSSá ìåãéóôïðïéåSS ôï êÝñäïò ôïõ üôáí ï ðñþôïò ðáSSêôçò ðáSSæåé Á^1. ÅðïìÝíùò ç ëýóç ôïõ ðáéœíéäéïý åSSíáé (Á^1; Â^1).

ÿíá áíôSSóôñïöï óêåðôéêü ïäÞãçóå óôçí ãÝíåóç ôïõ óêåðôéêïý ëýóçò ôùí êõñéáñœïýìåíùí óôñáôçãéêþí. ÿôóé ôþñá , áíôSS ïé ðáSSêôåò íá ðáSSæïõí ôéò êõñSSáñœåò (dominant) óôñáôçãéêÝò ôïõò ,åðéëÝãïõí íá ìçí ðáSSæïõí ôéò êõñéáñœïýìåíåò (dominated) óôñáôçãéêÝò ôïõò. Ìéá óôñáôçãéêÞ œáñáêôçñSSæåôáé ùò êõñéáñœïýìåíç (dominated) ãéá ôïí ðáSSêôç i, åÜí áíåîÜñôçôá áðü üôé èá ðáSSîïõí ïé õðüëïéðïé ðáSSêôåò, ï ðáSSêôçò i Ýœåé ìéêñüôåñï üöåëïò áí ðáSSîåé ôçí óôñáôçãéêÞ áõôÞ áðü ôï áí ðáSSîåé êÜðïéá Üëëç. Ç åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ ôùí êõñéáñœïýìåíùí óôñáôçãéêþí óôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá èá ïäçãïýóå óå áêñéâþò ôçí SSäéá áíÜëõóç. Äõóôõœþò üìùò ôüóï ç ìÝèïäïò ôùí êõñSSáñœùí üóï êáé ôùí êõñéáñœïýìåíùí óôñáôçãéêþí äåí ïäçãïýí ðÜíôá óå ëýóç ôïõ ðáéãíSSïõ. Áõôü öáSSíåôáé îåêÜèáñá óôï ðáñáêÜôù ðáñÜäåéãìá:

G_3 = [ (4; 5) (0; 1) (2; 0) (3; 4) ]

ÐñÜãìáôé óôï ðáñáðÜíù ðáSSãíéï äåí õðÜñœåé êÜðïéá óôñáôçãéêÞ ðïõ íá êõñéáñœåSS ôùí Üëëùí ãéá êáíÝíáí áðü ôïõò äýï ðáSSêôåò, ïðüôå êáèSSóôáôáé åðéôáêôéêÞ ç áíÜãêç åýñåóçò åíüò éóœõñüôåñïõ óêåðôéêïý ëýóçò, ôçò éóïññïðSSáò Nash. ĳìùò åÜí ðñïóÝîïõìå ôá óçìåSSá (4,5) (ðïõ áíôéóôïéœåSS óôéò óôñáôçãéêÝò (Á^1; Â^1) êáé (3,4) (ðïõ áíôéóôïéœåSS óôéò óôñáôçãéêÝò (Á^2; Â^2) ðáñáôçñïýìå üôé óôá óçìåSSá áõôÜ êáíÝíáò áðü ôïõò äýï ðáSSêôåò äåí ìðïñåSS íá âåëôéþóåé ìïíïìåñþò ôçí èÝóç ôïõ. ÅSSíáé ëïéðüí, üðùò èá ïñSSóïõìå áõóôçñÜ óå ëSSãï, Ýíá óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash, êÜèå ðáSSêôçò i, ìå äåäïìÝíåò ôéò óôñáôçãéêÝò ôùí õðüëïéðùí ðáéêôþí, äåí Ýœåé üöåëïò íá áðïêëSSíåé áðü ôçí óôñáôçãéêÞ ôïõ. Ôï ðáéœíSSäé, ëïéðüí, ôïõ ðSSíáêá G_3 Ýœåé äýï óçìåSSá Nash éóïññïðSSáò.

Áíáêåöáëáéþíïíôáò, ëïéðüí, ç Ýííïéá ôçò éóïññïðSSáò Nash åSSíáé ðéï ãåíéêÞ áðü ôéò êõñSSáñœåò óôñáôçãéêÝò ãéáôSS áöåíüò âñSSóêåé åöáñìïãÞ óå ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò êáé áöåôÝñïõ ïé ëýóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôç êõñéáñœSSá (dominance) åSSíáé óçìåSSá éóïññïðSSáò Nash. ÐñÜãìáôé, áí åðéóôñÝøïõìå óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ðSSíáêá G_2, ðïõ ìå ôç ìÝèïäï ôùí êõñSSáñœùí óôñáôçãéêþí âñÞêáìå üôé ç ëýóç åSSíáé (Á^1; Â^1), ôï SSäéï óçìåSSï åSSíáé êáé óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash.

2.2.2 Ïñéóìüò ÉóïññïðSSáò Nash

Ç éóïññïðSSá Nash áðïôåëåSS ôï ðéï åõñÝùò äéáäåäïìÝíï óêåðôéêü ëýóçò ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí êáé óõëëáìâÜíåé åêåSSíç ôçí óôáèåñÞ êáôÜóôáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá êÜèå ðáSSêôçò Ýœåé åêôéìÞóåé óùóôÜ ôçí óõìðåñéöïñÜ ôùí õðïëïSSðùí ðáéêôþí êáé öÝñåôáé ïñèïëïãéóôéêÜ. ÅðSSóçò, åSSíáé óçìáíôéêü íá îåêáèáñSSóïõìå üôé äåí åîåôÜæåé ôçí äéáäéêáóSSá ìå ôçí ïðïSSá Ýœåé åðéôåõœèåSS ç óôáèåñÞ áõôÞ êáôÜóôáóç.

Ïñéóìüò 2.2. ÏñSSæïõìå ùò éóïññïðSSá Nash åíüò óôñáôçãéêïý ðáéãíSSïõ ⟨Í; (Á_{); (≻_{)⟩ Ýíá äéÜíõóìá a^∗ ∈ A êéíÞóåùí ðïõ Ýœåé ôçí éäéüôçôá üôé ãéá êÜèå ðáSSêôç i ∈ N éóœýåé

(a^∗_{−i}) ≻_i (a^∗_{−i}; a_i) ãéá üëá ôá s_i ∈ A_i.^1

ÅðïìÝíùò ãéá íá åSSíáé ôï a^∗ óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash ðñÝðåé íá ìçí õðÜñœåé ðáSSêôçò i, ôÝôïéïò þóôå íá åSSíáé óå èÝóç íá åðéëÝîåé ìéá åíÝñãåéá ðïõ ôïõ áðïöÝñåé üöåëïò ìåãáëýôåñï áðü üôé áðïêïìSSæåé áðü ôçí åíÝñãåéá (êSSíçóç)

1ĳðïõ ãåíéêÜ x_{−i} = (x_j )_{j∈N\{i}}

a^∗_i , äåäïìÝíïõ üôé êÜèå Üëëïò ðáSSêôçò j åðéìÝíåé óôçí êSSíçóç a^∗_i ðïõ ôïõ åðéâÜëåé ôï óçìåSSï éóïññïðSSáò. Ìå Üëëá ëüãéá êáíåSSò äåí åSSíáé óå èÝóç íá âåëôéþóåé ôçí èÝóç ôïõ äñþíôáò ìïíïìåñþò.

ÿíáò åíáëëáêôéêüò ïñéóìüò ï ïðïSSïò áðïäåéêíýåôáé áñêåôÜ œñÞóéìïò åSSíáé ï ðáñáêÜôù. Ãéá êÜèå a_{−i} ∈ A_{−i} ïñSSæïõìå ùò B_i(a_{−i}) íá åSSíáé ôï óýíïëï ôùí êáëýôåñùí áðïêñSSóåùí ôïõ ðáSSêôç i äåäïìÝíïõ ôïõ a_{−i}:

B_i(a_{−i}) = {a_i ∈ A_i : (a_{−i}; a_i) ≻_i (a_{−i}; a^′_i) ãéá üëá ôá a^′_i ∈ A_i}.

ÏíïìÜæïõìå áõôÞí ôçí óõíÜñôçóç B_i (ç ïðïSSá åðéóôñÝöåé óýíïëá) óõíÜñôçóç âÝëôéóôçò áðÜíôçóçò ôïõ ðáSSêôç i. Ôþñá, ùò éóïññïðSSá Nash ïñSSæïõìå ôï äéÜíõóìá a^∗ ôùí êéíÞóåùí ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé:

a^∗_i ∈ B_i(a^∗_{−i}) ãéá üëá ôá i ∈ N.

Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ïõóéáóôéêÜ ìáò õðïäåéêíýåé ìéá ìÝèïäï ãéá ôçí åýñåóç éóïññïðéþí Nash: ðñþôá õðïëïãSSæåéò ôçí óõíÜñôçóç âÝëôéóôçò áðüêñéóçò ãéá êÜèå ðáSSêôç, óôçí óõíÝœåéá âñSSóêåéò Ýíá äéÜíõóìá A^∗ åíåñãåéþí ôÝôïéï þóôå a^∗_i ∈ B_i(a^∗_{−i}) ãéá üëá ôá i ∈ N.

2.2.3 ÐáñáäåSSãìáôá ÐáéãíSSùí

Ôá ðáñáêÜôù ðáñáäåSSãìáôá ðáñïõóéÜæïõí äéÜöïñá œáñáêôçñéóôéêÜ åSSäç óôñáôçãéêþí áëëçëåðéäñÜóåùí> Ôá ðáSSãíéá ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå åSSíáé ðïëý áðëÜ: óå êÜèå ðáéœíSSäé óõììåôÝœïõí áêñéâþò äýï ðáSSêôåò êáé óå êÜèå ðáSSêôç áíôéóôïéœïýí äýï óôñáôçãéêÝò. Ðáñüëá áõôÜ üìùò êÜèå Ýíá áðü ôá ðáSSãíéá áõôÜ óõëëáìâÜíåé ôçí ïõóSSá êÜðïéïõ óõãêåêñéìÝíïõ ôýðïõ óôñáôçãéêÞò áëëçëåðSSäñáóçò ðïõ åìöáíSSæåôáé óõœíÜ óå ðéï ðïëýðëïêåò áëëçëåðéäñÜóåéò.

ÐáñÜäåéãìá 2.1 (Battle of The Sexes).

ÿíá æåõãÜñé åðéèõìåSS íá ðÜåé óå Ýíá ìïõóéêü êïíóÝñôï. ĳìùò õðÜñœïõí äýï åðéëïãÝò, ìðïñïýí íá áêïýóïõí åSSôå Bach åSSôå Stravinsky. Ç êýñéá åðéäSSùîÞ ôïõò åSSíáé íá âãïõí Ýîù ìáæSS, áëëÜ ï Üíôñáò ðñïôéìÜ ôïí Bach êáé ç ãõíáSSêá ôïí Straninsky. Ïé ðñïôéìÞóåéò ôïõò ìÜëéóôá åêöñÜæïíôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá.

G = B S Â S [ (2; 1) (0; 0) (0; 0) (1; 2) ]

Ãéá ìéá áíáäñïìÞ óôçí éóôïñSSá ôïõ ðáéãíSSïõ ôçò "ÌÜœçò ôùí Öýëùí" ìðïñåSS íá áíáôñÝîåé êáíåSSò óôïõò Luce êáé Rai¸a [9]

Ôï ðáSSãíéï áõôü ìïíôåëïðïéåSS ìéá êáôÜóôáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ïé ðáSSêôåò èÝëïõí íá óõíåñãáóôïýí ìåôáîý ôïõò áëëÜ ôá óõìöÝñïíôÜ ôïõò åSSíáé óå óýãêñïõóç. "Ç ÌÜœç ôùí Öýëùí " Ýœåé äýï óçìåSSá éóïññïðSSáò Nash, ôá (B,B) êáé (S,S), äçëáäÞ ôá óçìåSSá ðïõ ïé ðáSSêôåò åSSôå óõìöùíïýí íá ðáñáêïëïõèÞóïõí Bach(B), åSSôå óõìöùíïýí íá ðáñáêïëïõèÞóïõí Stravinsky(S).

ÐáñÜäåéãìá 2.2 (ÿíá óõíåñãáôéêü ðáSSãíéï).

ĳðùò êáé óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, Ýôóé êáé ôþñá Ýíá æåõãÜñé åðéèõìåSS íá ðÜåé óå Ýíá ìïõóéêü êïíóÝñôï. ÕðÜñœïõí äýï åðéëïãÝò, ìðïñïýí íá áêïýóïõí åSSôå Mahler åSSôå Bach. Ç êýñéá åðéäSSùîÞ ôïõò åSSíáé íá âãïõí Ýîù ìáæSS, áëëÜ ôáõôüœñïíá ôüóï ï Üíôñáò üóï êáé ç ãõíáSSêá ðñïôéìïýí ôïí Mahler. Ïé ðñïôéìÞóåéò ôïõò ìÜëéóôá åêöñÜæïíôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá.

G = Ì Â Ì Â [ (2; 2) (0; 0) (0; 0) (1; 1) ]

ĳðùò êáé ç "ÌÜœç ôùí Öýëùí", Ýôóé êáé áõôü ôï ðáSSãíéï Ýœåé äýï óçìåSSá éóïññïðSSáò Nash, ôá ïðïSSá áíôéóôïéœïýí óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôáýôéóçò ôùí êéíÞóåùí ôùí äýï ðáéêôþí. ÐñÜãìáôé, ôüóï ôï (M; M) üóï êáé ôï (B; B) óõíéóôïýí óçìåSSá éóïññïðSSáò Nash. Óå áíôSSèåóç üìùò ìå ôçí "ÌÜœç ôùí Öýëùí", ïé äýï ðáSSêôåò Ýœïõí Ýíá áìïéâáSSï óõìöÝñïí íá åðéôýœïõí ìSSá óõãêåêñéìÝíç éóïññïðSSá, ôçí (M; M), ðáñüëá áõôÜ ç Ýííïéá ôçò éóïññïðSSáò Nash äåí áðïêëåSSåé ôçí óôáèåñÞ åêåSSíç êáôÜóôáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ç Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ áíôéóôïéœåSS óôçí "êáôþôåñç" éóïññïðSSá (B; B).

ÐáñÜäåéãìá 2.3 (ÃåñÜêé ÐåñéóôÝñé).

Äýï æþá ìïíïìáœïýí ãéá ôï SSäéï èÞñáìá. êáèÝíá áðü áõôÜ ìðïñåSS íá óõìðåñéöåñèåSS åSSôå óáí ãåñÜêé åSSôå óáí ðåñéóôÝñé. Ôï êáëýôåñï áðïôÝëåóìá ãéá êÜèå Ýíá áðü ôá äýï æþá áíôéóôïéœåSS óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï SSäéï óõìðåñéöÝñåôáé óáí ãåñÜêé, åíþ ôï áíôSSðáëï óáí ðåñéóôÝñé. Ôï œåéñüôåñï áðïôÝëåóìá åSSíáé üôáí êáé ôá äýï æþá óõìðåñéöÝñïíôáé óáí ãåñÜêéá. ÿôóé êÜèå æþï ðñïôéìÜ íá óõìðåñéöÝñåôáé óáí ãåñÜêé üôáí ï áíôSSðáëïò ôïõ óõìðåñéöÝñåôáé óáí ðåñéóôÝñé êáé óáí ðåñéóôÝñé üôáí ï áíôSSðáëïò ôïõ óõìðåñéöÝñåôáé óáí ãåñÜêé. Ïé ðñïôéìÞóåéò ôïõò áõôÝò åêöñÜæïíôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá.

P = Ð Ã Ð Ã [ (3; 3) (1; 4) (4; 1) (0; 0) ]

Ôï ðáSSãíéï áõôü Ýœåé äýï óçìåSSá éóïññïðSSáò, ôá (Ã,Ð) êáé (Ð,Ã)ôá ïðïSSá áíôéóôïéœïýí óôéò äýï äõíáôÝò ðåñéðôþóåéò ðïõ ïé ðáSSêôåò óõìöùíïýí íá äéáöùíÞóïõí. ÿôóé óå êÜèå ìSSá áðü áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò êÜðïéïò áðü ôïõò äýï

2.3. ÐáñÜäïîá 23

ðáSSêôåò åíäSSäåé êáé ëåéôïõñãåSS óáí ðåñéóôÝñé, ôçí óôéãìÞ ðïõ ï áíôSSðáëüò ôïõ ëåéôïõñãåSS óáí ãåñÜêé.

ÐáñÜäåéãìá 2.4 (Óýãêñéóç êåñìÜôùí).

ÊÜèå Ýíáò áðü ôïõò äýï ðáSSêôåò åðéëÝãåé åSSôå ÊåöáëÞ åSSôå ÃñÜììáôá. ÅÜí ïé åðéëïãÝò ôïõò äéáöÝñïõí ôüôå ï ðñþôïò ðáSSêôçò ðëçñþíåé ôïí äåýôåñï 1 Åõñþ. Óôçí áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç, ðïõ ïé åðéëïãÝò ôïõò åSSíáé SSäéåò ôüôå ï äåýôåñïò ðáSSêôçò ðëçñþíåé ôïí ðñþôïò1 Åõñþ. Ôï ìïíôÝëï ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïý áðåéêïíSSæåôáé óôï ðáñáêÜôù óœÞìá.

P = Ê Ã Ê Ã [ (1; −1) (−1; 1) (−1; 1) (1; −1) ]

Ôï ðáSSãíéï áõôü äåí Ýœåé (ãíÞóéï) óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï óõíïëéêü üöåëïò åSSíáé ðÜíôá 0 (zero-sum), äçëáäÞ üôé êåñäSSæåé ï Ýíáò ðáSSêôçò ôï œÜíåé ï Üëëïò. Óå áõôÜ ôá ðáéœíSSäéá áñêåSS íá Ýœïõìå ôïí ðSSíáêá ìå ôá ïöÝëç ôïõ åíüò ðáSSêôç. (åÜí åðéôñÝðáìå óå êÜèå ðáSSêôç íá ìçí åðéëÝãåé ìéá óõãêåêñéìÝíç êSSíçóç áëëÜ ìéá ðéèáíïôéêÞ êáôáíïìÞ ðÜíù óôéò äõíáôÝò ôïõ êéíÞóåéò, ôüôå ôï ðáSSãíéï áõôü èá åSSœå ìåéêôü óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash üðïõ êÜèå ðáSSêôçò åðéëÝãåé êåöáëÞ Þ ãñÜììáôá ìå ðéèáíüôçôá 1/2, áëëÜ äåí èá åðåêôáèïýìå óôï æÞôçìá áõôü, äéüôé áðïôåëåSS áíôéêåSSìåíï ôçò åñãáóSSáò áõôÞò).

2.3 ÐáñÜäïîá

ĳðùò åSSäáìå áðü ôçí ðëçèþñá ôùí ðáñáäåéãìÜôùí ðïõ ðñïçãÞèçêáí, ç Ýííïéá ôçò éóïññïðSSáò Nash ùò óêåðôéêü ëýóçò åSSíáé éäéáSSôåñá åðéôõœçìÝíç üœé ìüíï åîáéôSSáò ôçò ãåíéêüôçôáò ôçò ëýóçò, áëëÜ êáé ëüãù ôïõ ãåãïíüôïò üôé åðéôõãœÜíåé ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò íá õðïëïãSSóåé ôçí ðñáãìáôéêÞ åêåSSíç ëýóç ç ïðïSSá èá áíáäõüôáí óôïí ðñáãìáôéêü êüóìï êáôÜ ôçí áëëçëåðSSäñáóç ëïãéêþí ðáéêôþí. Äõóôõœþò üìùò üðùò èá äïýìå áðü ôï ðïëý ãíùóôü ðáñÜäïîï ðïõ èá áêïëïõèÞóåé äåí åðéôõãœÜíåé ðÜíôá.

ÐáñÜäåéãìá 2.5 (Ôï ÄSSëçììá ôùí ÖõëáêéóìÝíùí).

Ôï ðéï ãíùóôü ðáñÜäïîï åSSíáé ôï äSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí (prisoner’s dilemma), ôï ïðïSSï ðñïêýðôåé áðü ôçí ðáñáêÜôù éóôïñSSá. Äýï êëÝöôåò Ýœïõí óõëëçöèåSS, áëëÜ äåí Ýœåé áñêåôÜ åíïœïðïéçôéêÜ óôïéœåSSá þóôå íá öõëáêéóôïýí. Áí õðÞñœáí, èá öõëáêSSæïíôáí êáé ïé äýï ãéá 3 œñüíéá, åíþ ìå ôá õðÜñœïíôá óôïéœåSSá èá öõëáêéóôïýí ãéá 1 œñüíï. Ãéá íá ôïõò áíáãêÜóåé íá ïìïëïãÞóïõí, ç áóôõíïìSSá ôïõò âÜæåé óå œùñéóôÜ äùìÜôéá êáé öáíåñþíåé óôïí êáèÝíá üôé áí ïìïëïãÞóåé åíþ ï Üëëïò äåí ïìïëïãÞóåé, èá œñçóéìïðïéÞóåé ôçí êáôÜèåóÞ ôïõ ãéá íá åíïœïðïéÞóåé ôïí Üëëï, ôïí ïðïSSï èá öõëáêSSóåé ãéá 4 œñüíéá, åíþ áõôüí ðïõ ïìïëüãçóå èá ôïõ äþóåé œÜñç êáé äå èá ôïí öõëáêSSóåé êáèüëïõ. Áí ïìïëïãÞóïõí êáé ïé äýï èá åêôSSóïõí ï êáèÝíáò 3 œñüíéá.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé ôï ðñïçãïýìåíï óåíÜñéï ìðïñåSS íá ìïíôåëïðïéçèåSS áðü Ýíá ðáSSãíéï äýï ðáéêôþí, óôï ïðïSSï êÜèå ðáSSêôçò Ýœåé äýï óôñáôçãéêÝò. Ç ìSSá óôñáôçãéêÞ ôïõ åSSíáé íá ïìïëïãÞóåé (Ï) ìå ôçí áóôõíïìSSá åíþ óôçí Üëëç áñíåSSôáé íá ïìïëïãÞóåé (Á). Ç ðñþôç óôñáôçãéêÞ ôïõ êÜèå ðáSSêôç (ðñþôç ãñáììÞ êáé ðñþôç óôÞëç áíôSSóôïéœá ãéá ôïõò äýï ðáSSêôåò) åSSíáé íá ïìïëïãÞóåé êáé ç Üëëç åSSíáé íá ìç ïìïëïãÞóåé. Óôïí ðSSíáêá ôïõ ðáéœíéäéïý âÜæïõìå ôá œñüíéá ðïõ èá ðÜåé öõëáêÞ êÜèå ðáSSêôçò, ôá ïðïSSá ðñïöáíþò èÝëåé êÜèå ðáSSêôçò íá åëáœéóôïðïéÞóåé (ùò üöåëïò êÜèå ðáSSêôç ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ôï áíôSSèåôï áðü ôá œñüíéá ðïõ èá êëçèåSS íá åêôSSóåé).

P = Ï Á Ï Á [ (3; 3) (0; 4) (4; 0) (1; 1) ]

Áðü ôïí ðáñáðÜíù ðSSíáêá (P) âëÝðïõìå üôé ôï ðáéœíSSäé Ýœåé Ýíá ãíÞóéï óçìåSSï éóïññïðSSáò ôï (Ï,Ï), äçëáäÞ íá óõíåñãáóôïýí êáé ïé äýï ðáSSêôåò ìå ôçí áóôõíïìSSá êáé íá ïìïëïãÞóïõí. Óôï óçìåSSï éóïññïðSSáò öõëáêSSæïíôáé êáé ïé äýï ðáSSêôåò ãéá 3 œñüíéá, åíþ áí êáé ïé äýï äåí ïìïëïãïýóáí èá öõëáêSSæïíôáí ìüíï ãéá Ýíá œñüíï. Áõôü áêñéâþò åSSíáé ôï ðáñÜäïîï.

2.4 ÓõìðåñÜóìáôá

Ç áóôïœSSá ôçò áõôÞ ôçò Ýííïéáò ôçò éóïññïðSSáò Nash íá õðïëïãSSóåé ôçí ðñáãìáôéêÞ ëýóç äçìéïõñãåSS åñùôçìáôéêÜ ãéá ôçí éêáíüôçôá ôçò SSäéáò ôçò Ýííïéáò íá ðñïóåããSSóåé ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðoSSï óôáèìSSæïõí ôá ãåãïíüôá êáé ëáìâÜíïõí áðïöÜóåéò ïé ëïãéêÝò ïíôüôçôåò-ðáSSêôåò. ÐñáãìáôéêÜ ôÝôïéá ðáñÜäïîá Ýêñïõóáí ôïí êþäùíá ôïõ êéíäýíïõ óœåôéêÜ ìå ôá ðáñåœüìåíá áðü ôçí èåùñSSá ðáéãíSSùí áðïôåëÝóìáôá, áöïý áðïäåéêíýïõí ìå ôïí ðéï êáôçãïñçìáôéêü ôñüðï ôçí áäõíáìSSá ôçò íá ðñïóåããSSóåé ôçí óõìðåñéöïñÜ ôùí ðñáãìáôéêþí ðáéêôþí

2.4. ÓõìðåñÜóìáôá 25

áêüìç êáé óå åíôåëþò óôïéœåéþäåéò áðëïõóôåýóåéò óåíáñSSùí áëëçëåðSSäñáóçò. ÿôóé ëïéðüí ôï ðáñÜäïîï áõôü áðïôÝëåóå ôçí áöåôçñSSá ãéá ìáêñïœñüíéåò Ýñåõíåò ðïõ êáôÝëçîáí óå óçìáíôéêÜ óõìðåñÜóìáôá, üðùò èá äïýìå áíáëõôéêÜ óôá õðüëïéðá êåöÜëáéá.

26 ÊåöÜëáéï 2. ÐáSSãíéá êáé ÉóïññïðSSá

ÊåöÜëáéï 3

Åðáíáëáìâáíüìåíá ÐáSSãíéá

Ôï ìïíôÝëï åíüò åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ åîõðçñåôåSS ôçí ìåëÝôç êáé ôçí áíÜëõóç ìáêñïœñüíéùí áëëçëåðéäñÜóåùí ìåôáîý ïíôïôÞôùí. Œáñáêôçñéóôéêü ôùí ðáéãíSSùí áõôþí åSSíáé üôé êÜèå ïíôüôçôá-ðáSSêôçò ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ, ôï ãåãïíüò üôé ç óõìðåñéöïñÜ ôïõ èá Ýœåé áíôSSêôõðï óôçí äéáìüñöùóç ôùí ìåëëïíôéêþí áðïêñSSóåùí êáé óôñáôçãéêþí ôùí óõìðáéêôþí ôïõ. ÿôóé áðþôåñïò óôüœïò ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí åSSíáé ç ðñüâëåøç áëëÜ êáé ç áíÜëõóç óõìðåñéöïñþí ðïõ åìöáíSSæïíôáé óå âÜèïò œñüíïõ, üðùò ç åêäSSêçóç, ç óõíåñãáóSSá áëëÜ êáé ïé áðåéëÝò.

3.1 Ç êýñéá éäÝá

Ç êýñéá éäÝá ðïõ êñýâåôáé ðSSóù áðü áõôÞí ôçí èåùñSSá öáSSíåôáé êáèáñÜ üôáí ðáSSæïõìå ôï "äSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí" ãéá í ãýñïõò. ÿôóé üðùò Ýœïõìå äåé åÜí áíáëýóïõìå êÜèå ãýñï áðïìïíùìÝíï áðü ôïõò õðüëïéðïõò Ýœïõìå üôé ôï óõãêåêñéìÝíï ðáéœíSSäé Ýœåé ìüíï Ýíá óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash ôï (Ï,Ï) óôï ïðïSSï êáé ïé äýï áõôïìïëïýí êáé ïìïëïãïýí êáôáèÝôïíôáò åíáíôSSïí ôïõ Üëëïõ öõëáêéóìÝíïõ. ÐñÜãìáôé ãéá êÜèå ðáSSêôç, ç óôñáôçãéêÞ O êõñéáñœåSS áõóôçñÜ ôçò óôñáôçãéêÞò Ä (äåí ïìïëïãïýí), äçëáäÞ ç O åSSíáé êáëýôåñç áðü ôçí Ä áíåîÜñôçôá áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ Üëëïõ ðáSSêôç. Ìå áðëÜ ëüãéá ç èåùñSSá ðáéãíSSùí ðñïâëÝðåé üôé óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ äýï ïðïéïäÞðïôå ëïãéêïSS ðáSSêôåò èá åðÝëåãáí íá äñÜóïõí åãùéóôéêÜ ðáñüëï ðïõ áõôÞ ç åðéëïãÞ ôïõò, ôïõò åîáóöáëSSæåé ìéêñüôåñï êÝñäïò áðü ôï êÝñäïò ôïõò óôçí ðåñSSðôùóç ôçò óõíåñãáóSSáò ÿôóé ëïéðüí ç êýñéá éäÝá ðSSóù áðü ôçí èåùñSSá ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí åSSíáé üôé åÜí ôï ðáéœíSSäé ðáSSæåôáé óå äéáäïœéêïýò ãýñïõò ôüôå ìðïñïýìå íá åîáóöáëSSóïõìå ôçí áìïéâáSSùò åðéèõìçôÞ ÝêâáóÞ ôïõ, êáôÜ ôçí ïðïSSá óå êÜèå ãýñï ôïõ ðáéœíéäéïý ïé ðáSSêôåò óõíåñãÜæïíôáé ìåôáîý ôïõò êáé äåí ïìïëïãïýí (Ä,Ä), åöüóïí êÜèå ðáSSêôçò ðéóôåýåé üôé ìéá áðïóôáóSSá åê ìÝñïõò ôïõ èá ôåñìáôSSóåé ôçí ìåôáîý ôïõò óõíåñãáóSSá êáé èá ðñïêáëÝóåé ìáêñïðñüèåóìá áðþëåéåò ðïõ õðåñêáëýðôïõí ôï âñáœõðñüèåóìï üöåëïò ðïõ èá áðïêïìSSóåé áðü ôçí áðïóôáóSSá ôïõ.

Ç ðñùôáñœéêÞ åðéäSSùîç ôçò èåùñSSáò åSSíáé íá åðéóçìÜíåé ôïõò ôýðïõò åêåSSíïõò ôùí óôñáôçãéêþí ïé ïðïSSåò õðïóôçñSSæïõí áìïéâáSSùò áðïäåêôÝò åêâÜóåéò ôùí ðáéœíéäéþí. H èåùñSSá áõôÞ ìáò äSSíåé ôçí äõíáôüôçôá íá ìåëåôÞóïõìå óõìðåñéöïñÝò, ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí ìáêñïœñüíéá áëëçëåðSSäñáóç ìåôáîý áôüìùí êáé íá åðéóçìÜíïõìå ðñüôõðá ôá ïðïSSá ïõóéáóôéêÜ óõíéóôïýí êïéíùíéêÝò öüñìåò. Ôá áðïôåëÝóìáôá ôá ïðïSSá ðåñéãñÜöïõìå óôçí óõíÝœåéá, áðïäåéêíýïõí üôé ç áíÜäåéîç óõíåñãáôéêþí ðñïôýðùí óõìðåñéöïñÜò ðñïûðïèÝôåé ôçí ýðáñîç êïéíùíéêþí íïñìþí ðïõ ôéìùñïýí ôéò áíåðéèýìçôåò åãùéóôéêÝò óõìðåñéöïñÝò.

ÿíá óçìáíôéêü ôìÞìá ôçò äïõëåéÜò ðïõ Ýœåé ðñáãìáôïðïéçèåSS óôï óõãêåêñéìÝíï ðåäSSï åðéêåíôñþíåôáé óôá óýíïëá ôùí áðïäïœþí, ôá ïðïSSá ìðïñïýí íá åîáóöáëéóôïýí ìÝóù êÜðïéáò óõíåñãáôéêÞò éóïññïðSSáò. ÁõôÜ ôá èåùñÞìáôá ôá ïðïSSá åSSíáé ãíùóôÜ ùò folk theorems êáôáëÞãïõí óå äýï óçìáíôéêÜ óõìðåñÜóìáôá. ÿôóé, áöåíüò êáôáäåéêíýïõí üôé ôá êïéíùíéêþò åðéèõìçôÜ áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýí íá óõíôçñçèïýí ìüíï åöüóïí ïé ðáSSêôåò äåí åSSíáé êïíôüöèáëìïé óôéò åðéäéþîåéò ôïõò áëëÜ õðïóôçñSSæïõí ìáêñïœñüíéåò óôñáôçãéêÝò, áöåôÝñïõ áðïäåéêíýïõí üôé ôï óýíïëï ôùí óôñáôçãéêþí éóïññïðSSáò ôùí ìáêñïœñüíéùí ðáéãíSSùí åSSíáé ôüóï ôåñÜóôéï, ðïõ ç Ýííïéá ôçò éóïññïðSSáò áðïäõíáìþíåôáé. Ìå Üëëá ëüãéá ç åîáóöÜëéóç ôçò éóïññïðSSáò äåí ðåñéïñSSæåé óå óçìáíôéêü âáèìü ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí åêâÜóåùí ôïõ ðáéœíéäéïý, Ýôóé þóôå íá åSSíáé óå èÝóåé íá ìáò äþóåé ìéá éêáíïðïéçôéêÞ ðñüâëåøç ãéá ôçí Ýêâáóç ôïõ ðáéœíéäéïý.

3.2 ÐåðåñáóìÝíá êáé ìç ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá

Ðñïôïý ðñïœùñÞóïõìå óôçí ìåèïäéêÞ áíÜëõóç ôùí êõñéïôÝñùí áðïôåëåóìÜôùí ôçò èåùñSSáò ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí èá ðñïœùñÞóïõìå óå ìéá óçìáíôéêÞ äéáìÝñéóÞ ôïõò óå ðåðåñáóìÝíá êáé ìç.

Ç åéäïðïéüò äéáöïñÜ áíÜìåóá óôá äýï åSSäç Ýãêåéôáé óôçí ýðáñîç Þ óôçí áðïõóSSá ðåðåñáóìÝíïõ ïñSSæïíôá, äçëáäÞ óçìåSSïõ ôåñìáôéóìïý ôïõ ðáéãíSSïõ. ĳðùò èá äïýìå ç áíÜëõóç ôùí äýï ðáñáëëáãþí ãéá êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ðáéœíSSäé ìðïñåSS íá åSSíáé äéáöïñåôéêÝò. ÿíá êÜðùò áêñáSSï ðáñÜäåéãìá äéáöïñÜò åíôïðSSæåôáé óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ ôïõ äéëÞììáôïò ôùí öõëáêéóìÝíùí. ÿôóé êÜèå åêäïœÞ ôïõ ðáéœíéäéïý ìå ðåðåñáóìÝíï ïñSSæïíôá, ôï ìïíáäéêü ôïõ óçìåSSï éóïññïðSSáò åSSíáé ôï ìç åðéèõìçôü (Ï,Ï) óôï ïðïSSï êáé ïé äýï ðáSSêôåò áõôïìïëïýí óå êÜèå ðåñSSïäï ôïõ ðáéœíéäéïý. Óôçí ðåñSSðôùóç ôþñá ôïõ ìç ðåðåñáóìÝíïõ ðáéãíSSïõ ôï óýíïëï ôùí ðñïöSSë ôùí

3.3. Ìç ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá: ÏñéóìïSS 29

áðïëáâþí ôùí åìðëåêïìÝíùí ðáéêôþí åSSíáé ôåñÜóôéï.

ÐÜíôùò ç Ýííïéá ôçò ýðáñîçò Þ üœé ðåðåñáóìÝíïõ ïñSSæïíôá êáèþò êáé ôï ðùò áíôéëáìâÜíåôáé ôçí Ýííïéá ôïõ ïñSSæïíôá Ýíáò õðïëïãéóôéêÜ ðåðåñáóìÝíïò ðáSSêôçò åSSíáé Ýíá æÞôçìá ôï ïðïSSï èá ìáò áðáóœïëÞóåé êáôÜ êüñïí óôçí óõíÝœåéá êáé ãéá ôïí ëüãï áõôü äåí èá åðåêôáèïýìå óå Üëëåò ëåðôïìÝñåéåò óôï óçìåSSï áõôü. ÁíôéèÝôùò, èá áñêåóôïýìå íá åðéóçìÜíïõìå üôé ç åðéëïãÞ åíüò ìç ðåðåñáóìÝíïõ ìïíôÝëïõ ãéá ôçí ðñïóïìïSSùóç êÜðïéáò áëëçëåðSSäñáóçò áôüìùí áíôéêáôïðôñSSæåé ôçí ðåñSSðôùóç ðïõ êÜèå åìðëåêüìåíï Üôïìï óå ìéá ôõœáSSá ðåñSSïäï ðéóôåýåé ôï ðáéœíSSäé èá óõíåœéóôåSS ôïõëÜœéóôïí ãéá ìéá ðåñSSïäï áêüìç, åíþ ôï ðåðåñáóìÝíï ìïíôÝëï áðåéêïíSSæåé ôéò ðåñéðôþóåéò åêåSSíåò üðïõ ïé ðáSSêôåò áíôéëáìâÜíïíôáé ìéá óõãêåêñéìÝíç ðåñSSïäï ðïõ óçìáôïäïôåSS ôçí ëÞîç ôïõ ðáéœíéäéïý.

3.3 Ìç ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá: ÏñéóìïSS

Ôï ìïíôÝëï åíüò ìç ðåðåñáóìÝíïõ ðáéãíSSïõ ðåñéãñÜöåé ìéá áëëçëåðSSäñáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ïñéóìÝíïé ðáSSêôåò óõììåôÝœïõí åðáíåéëçììÝíùò óå Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï G, ôï ïðïSSï ïíïìÜæïõìå ðáéœíSSäé-âÞìá. Áðü åäþ êáé ìðñïò ðåñéïñSSæïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óå ðáSSãíéá óôá ïðïSSá ôï óýíïëï ôùí óôñáôçãéêþí åSSíáé óõìðáãÝò êáé ç óœÝóç ðñïôSSìçóçò êÜèå ðáSSêôç åSSíáé óõíåœÞò. Äåí õðÜñœåé üñéï óôïí áñéèìü ôùí öïñþí ðïõ ìðïñåSS íá åðáíáëçöèåSS ôï G, åíþ ïé ðáSSêôåò ðñáãìáôïðïéïýí ôéò êéíÞóåéò ôïõò ôáõôüœñïíá. ÊáôÜ ôçí ðñáãìáôïðïSSçóç ìéáò êSSíçóçò ôïõ, êÜèå ðáSSêôçò ãíùñSSæåé üëåò ôéò êéíÞóåéò ðïõ Ýœïõí ðñáãìáôïðïéÞóåé êáôÜ ôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéüäïõò üëïé ïé õðüëïéðïé ðáSSêôåò. Ç ðáñáðÜíù áëëçëåðSSäñáóç ìïíôåëïðïéåSSôáé áðü Ýíá åêôåôáìÝíï ðáSSãíéï ìå ôÝëåéá ðëçñïöïñSSá (êáé ôáõôüœñïíåò êéíÞóåéò) ùò åîÞò:

ÿóôù G= ⟨ Í, (Á_{), (≻_{) ⟩ Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï, Ýóôù Á=×_{{∈N} A_{. ÿíá ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ôïõ G åSSíáé Ýíá åêôåôáìÝíï ðáSSãíéï ìå ôÝëåéá ðëçñïöïñSSá êáé ôáõôüœñïíåò êéíÞóåéò ⟨ N, H, P, (≻^∗_{ )⟩ óôï ïðïSSï

• H = {∅} ⋃ ( ⋃_∞ t=1 A^t) ⋃ A^∞, üðïõ ôï ∅ åSSíáé ç áñœéêÞ éóôïñSSá êáé A^∞ åSSíáé ôï óýíïëï ôùí ìç ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí (a^t)^∞_{t=1} ôùí óôñáôçãéêþí ðñïöSSë óôï G)

• P (h) = N ãéá êÜèå ìç ôåñìáôéêÞ éóôïñSSá h ∈ H

• (≻^∗_{ ) åSSíáé ìéá óœÝóç äéÜôáîçò ðÜíù óôï A^∞ ç ïðïSSá åðåêôåSSíåé ôçí óœÝóç äéÜôáîçò (≻_{), ìå ôçí Ýííïéá üôé éêáíïðïéåSS ôçí áêüëïõèç éäéüôçôá ôçò áóèåíïýò äéáœùñçóéìüôçôáò: åÜí (a^t) ∈ A^∞, a ∈ A, á ∈ A, êáé a ≻_{ á ôüôå

(a^1; :::; a^{t−1}; a; a^{t+1}; :::) ≻^∗_{ (a^1; :::; a^{t−1}; á; a^{t+1}; :::)

ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ t.

Ìéá éóôïñSSá åSSíáé ôåñìáôéêÞ åÜí êáé ìüíï åÜí åSSíáé Üðåéñç. ÌåôÜ áðü ìSSá ïðïéáäÞðïôå ìç ôåñìáôéêÞ éóôïñSSá êÜèå ðáSSêôçò i ∈ N åðéëÝãåé ìéá êSSíçóç áðü ôï A_i. ÅðïìÝíùò ç óôñáôçãéêÞ ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç ðïõ áðåéêïíSSæåé óå êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá åêâÜóåùí ôïõ G ìéá êSSíçóç óôï A_i.

Óôçí óõíÝœåéá èá åðéâÜëëïõìå ìåñéêïýò åðéðñüóèåôïõò ðåñéïñéóìïýò ðÜíù óôéò óœÝóåéò ðñïôSSìçóçò (äéÜôáîçò) ôïõ êÜèå ðáSSêôç ðÝñáí áðü ôïí ðåñéïñéóìü ôçò áóèåíïýò äéáœùñéóéìüôçôáò. ÿôóé ëïéðüí áðü åäþ êáé ìðñïò èåùñïýìå üôé ç óœÝóç ðñïôSSìçóçò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç ≻^∗_{ âáóSSæåôáé ðÜíù óå ìéá óõíÜñôçóç áðïôSSìçóçò (Þ ïöÝëïõò) u_i óôï G. ÓõãêåêñéìÝíá õðïèÝôïõìå üôé ôï åÜí éóœýåé ôï (a^t) ≻^∗_{ (b^t) åîáñôÜôáé áðïêëåéóôéêÜ êáé ìüíï áðü ôçí óœÝóç ðïõ Ýœïõí ìåôáîý ôïõò ïé áêïëïõèSSåò (u_i(a^t)) êáé (u_i(b^t)) ôùí áðïäïœþí ôùí ðáéêôþí óôï G.

Óôçí óõíÝœåéá ðáñïõóéÜæïõìå ôñSSá äéáöïñåôéêÜ åSSäç óœÝóåùí ðñïôéìÞóåéò:

• Åëáôôïýìåíïõ âÜñïõò: ÕðÜñœåé Ýíáò áñéèìüò ä ∈ (0,1) (ï ðáñÜãïíôáò åëÜôôùóçò) ôÝôïéïò þóôå ç áêïëïõèSSá (u^t_i) ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åSSíáé ôïõëÜœéóôïí ôüóï êáëÞ üóï ç áêïëïõèSSá (w^t_i ) åÜí êáé ìüíï åÜí ∑_∞

t=1 ä^{t−1}(u^t_i − w^t_i ) ≥ 0. Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ïñSSæïõìå ùò ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç ôçí ðïóüôçôá ((1 − ä)

∑_T

t=1 ä^{t−1}u^t_i)_{i∈N} .

• ĳñéï ôùí ìÝóùí: H áêïëïõèSSá (u^t_i) ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åSSíáé ðñïôéìçôÝá óå óœÝóç ìå ôçí áêïëïõèSSá (w^t_i ) åÜí êáé ìüíï åÜí lim inf

∑_T t=1 (u^t_i − w^t_i )=T > 0 (äçëáäÞ åÜí êáé ìüíï åÜí õðÜñœåé › > 0 ôÝôïéï þóôå ∑_T

t=1(u^t_i − w^t_i )=T > ›. Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ïñSSæïõìå ùò ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç ôçí ðïóüôçôá lim_{Ô→∞}(

∑_T t=1 u^t_i=T )_{i∈N} , åöüóïí áõôÞ ç ðïóüôçôá ïñSSæåôáé.

• ÕðåñêåñáóìÝíç: Ç áêïëïõèSSá (u^t_i) ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åSSíáé ðñïôéìçôÝá óå óœÝóç ìå ôçí áêïëïõèSSá (w^t_i ) åÜí êáé ìüíï åÜí lim inf

∑_T t=1 (u^t_i − w^t_i ) > 0.

Ìå áðëÜ ëüãéá üôáí œñçóéìïðïéïýìå ôï ðñþôï êñéôÞñéï ãéá ôéò óœÝóåéò ðñïôSSìçóçò, ôüôå áíôéóôïéœïýìå óå êÜèå ðåñSSïäï Ýíá âÜñïò ôï ïðïSSï ìåéþíåôáé åêèåôéêÜ ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ œñüíïõ. Ôá õðüëïéðá äýï êñéôÞñéá áíôéìåôùðSSæïõí óõììåôñéêÜ üëåò ôéò ðåñéüäïõò ôïõ ðáéœíéäéïý. Óýìöùíá ìå ôï äåýôåñï êñéôÞñéï, áõôü ôïõ ïñSSïõ ôùí ìÝóùí, êÜèå ðáSSêôçò áðïôéìÜ ìSSá áêïëïõèSSá (u^t_i) áðïëáâþí ôùí ðáéêôþí ïõóéáóôéêÜ áðü ôï üñéï ðñïò ôï ïðïSSï ôåSSíåé ï ìÝóïò

3.4. ÓôñáôçãéêÝò ùò áõôüìáôá 31

üñïò ôùí áðïëáâþí lim_{Ô→∞}

∑_T t=1 u^t_i=T . ÅðSSóçò, üðùò öáSSíåôáé áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, ôï ðñïöSSë ïöÝëïõò ðáñáìÝíåé áíåðçñÝáóôï áðü ïðïéåóäÞðïôå áëëáãÝò ðïõ ðñáãìáôïðïéïýíôáé óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü ðåñéüäùí. ÔÝëïò ôï ôñSSôï êñéôÞñéï, áíôéìåôùðSSæåé üëåò ôéò ðåñéüäïõò óõììåôñéêÜ, äSSíåé Ýìöáóç óå üëç ôçí Ýêôáóç ôïõ åêôåôáìÝíïõ ðáéãíSSïõ, áëëÜ ôçí SSäéá óôéãìÞ ðáñáìÝíåé åõáSSóèçôï óå áëëáãÝò óôéò áðïëáâÝò áêüìç êáé óå ìéá ìüíï ðåñSSïäï.

Ôá ðáñáêÜôù ðáñáäåSSãìáôá åðéóçìáSSíïõí ôéò äéáöïñÝò áíÜìåóá óôá ôñSSá êñéôÞñéá. ÿôóé ç áêïëïõèSSá (-1,1,0,0,...) åSSíáé ðñïôéìçôÝá ãéá ïðïéïäÞðïôå ä ∈ (0; 1) áðü ôï êñéôÞñéï ôùí åëáôôïýìåíùí âáñþí áðü ôçí áêïëïõèSSá (0,0,...) áëëÜ óýìöùíá ìå ôá Üëëá äýï êñéôÞñéá ïé äýï áêïëïõèSSåò åSSíáé éóïäýíáìåò. ÁíÜëïãá ç áêïëïõèSSá (-1,2,0,0,...) åSSíáé ðñïôéìçôÝá áðü ôï êñéôÞñéï ôçò õðåñêåñáóìÝíçò áðü ôçí áêïëïõèSSá (0,0,...) áëëÜ óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï ôïõ ïñSSïõ ôùí ìÝóùí ïé äýï áêïëïõèSSåò åSSíáé éóïäýíáìåò. ÔÝëïò ç áêïëïõèSSá (0,...,0,1,1,...) óôçí ïðïSSá Ì ìçäåíéêÜ ðñïçãïýíôáé ìéáò Üðåéñçò áêïëïõèSSáò Üóóùí åSSíáé ðñïôéìçôÝá óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï ôïõ ïñSSïõ ôùí ìÝóùí áðü ôçí (1,0,0,...) ãéá êÜèå Ì, üìùò ãéá êÜèå ä õðÜñœåé Ýíá Ì^∗ áñêåôÜ ìåãÜëï ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå Ì > Ì^∗, ç äåýôåñç áêïëïõèSSá íá åSSíáé ðñïôéìçôÝá ôçò ðñþôçò óýìöùíá ìå ôï êñéôÞñéï ôùí åëëáôïõìÝíùí âáñþí.

ÿóôù ëïéðüí G= ⟨ Í, (Á_{), (≻_{) ⟩ Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï êáé ãéá êÜèå i ∈ N Ýóôù u_i ç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôçí (≻_{). Ôþñá ïñSSæïõìå ôï ä-åëáôôïýìåíï ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ⟨Í; (Á_{); (u_i)⟩ íá åSSíáé ôï ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ãéá ôï ïðïSSï ôï ðáéœíSSäé-âÞìá åSSíáé ôï G êáé ç óœÝóç ðñïôSSìçóçò ≻^∗_{ ãéá êÜèå ðáSSêôç i ∈ N ðñïêýðôåé áðü ôçí óõíÜñôçóç u_i œñçóéìïðïéþíôáò ôï êñéôÞñéï ôùí åëáôôïõìÝíùí âáñþí ìå ðáñÜãïíôá åëÜôôùóçò ä ãéá êÜèå ðáSSêôç. ĳìïéá ïñSSæïõìå ôï ôï üñéï ôïõ ìÝóïõ ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï êáé ôï õðåñêåñáóìÝíï ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï.

ÔÝëïò Ýóôù üôé óõìâïëSSæïõìå ìå u(a) ôï ðñïöSSë (u_i(a))_{i∈N} , ôüôå ïñSSæïõìå Ýíá äéÜíõóìá v ∈ ℜ^Í ùò ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ ⟨Í; (Á_{); (u_i)⟩ åöüóïí õðÜñœåé ìéá Ýêâáóç a ∈ A ãéá ôçí ïðïSSá v = u(a). Áêüìç èá ëÝìå üôé Ýíá äéÜíõóìá v ∈ ℜ^Í áðïôåëåSS Ýíá åöéêôü ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ ⟨Í; (Á_{); (u_i)⟩ åöüóïí åSSíáé êõñôüò óõíäõáóìüò ðñïöSSë ïöåëþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óå åêâÜóåéò ôïõ Á, äçëáäÞ, åÜí v = ∑ a∈A á_au(a) ãéá êÜðïéï óýíïëï èåôéêþí áñéèìþí (á_a)_{a∈A} ìå ∑ a∈A á_a = 1.

3.4 ÓôñáôçãéêÝò ùò áõôüìáôá

ĳðùò ðåñéãñÜøáìå óôçí åéóáãùãÞ ôïõ êåöáëáSSïõ, ôï êýñéï êáôüñèùìá ôçò èåùñSSáò ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí åSSíáé üôé ìáò ðáñÝœåé ïõóéáóôéêÜ ìéá åíüñáóç óœåôéêÜ ìå ôçí äïìÞ ôùí óõìðåñéöïñþí ðïõ áíáäýïíôáé êáôÜ ôçí åðáíáëáìâáíüìåíç áëëçëåðSSäñáóç ìåôáîý áôüìùí. Óå áõôü ôï ôìÞìá ôïõ êåöáëáSSïõ áíáðôýóóïõìå ìéá ãëþóóá ìå ôçí ïðïSSá èá ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ìå åõêïëSSá ôçí äïìÞ ôçò éóïññïðSSáò ðïõ èá âñSSóêïõìå. ÿôóé ëïéðüí îåêéíïýìå ïñSSæïíôáò ìéá ìçœáíÞ, ç ïðïSSá èá áðïôåëåSS ìéá áðëïýóôåõóç ôçò äéáäéêáóSSáò ìå ôçí ïðïSSá Ýíáò ðáSSêôçò õëïðïéåSS ôçí óôñáôçãéêÞ ôïõ óå Ýíá åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï. ÌSSá ìçœáíÞ (Þ áõôüìáôï)ãéá Ýíáí ðáSSêôç i óå ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ⟨Í; (Á_{); (u_i)⟩ óõíSSóôáôáé áðü ôá åîÞò:

• ÿíá óýíïëï Q_i (ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí)

• Ýíá óôïéœåSSï q^0_i ∈ Q_i (ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç)

• Ìéá óõíÜñôçóç f_i : Q_i → A_i ç ïðïSSá áíáèÝôåé ìSSá åíÝñãåéá (êSSíçóç) óå êÜèå êáôÜóôáóç (ç óõíÜñôçóç åîüäïõ)

• Ìéá óõíÜñôçóç ô_i : Q_i×A → Q_i ç ïðïSSá áíáèÝôåé ìSSá êáôÜóôáóç óå êÜèå æåýãïò ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü ìSSá êáôÜóôáóç êáé Ýíá ðñïöSSë åíåñãåéþí (ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò)

ÿôóé ëïéðüí êÜèå áõôüìáôï óôçí ðñþôç ðåñSSïäï îåêéíÜ óôçí êáôÜóôáóç q^0_i êáé ôï áõôüìáôï åðéëÝãåé ôçí åíÝñãåéá f_i(q^0_i ). Óôçí óõíÝœåéá ïðïôåäÞðïôå ôï áõôüìáôï âñSSóêåôáé óå êÜðïéá êáôÜóôáóç q_i, åðéëÝãåé ôçí åíÝñãåéá f_i(q_i) ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí óõãêåêñéìÝíç êáôÜóôáóç. Ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ô_i êáèïñSSæåé ðþò ôï áõôüìáôï ìåôáêéíåSSôáé áðü ìSSá êáôÜóôáóç óôçí åðüìåíç. ÐñáãìáôéêÜ åÜí ôï áõôüìáôï åSSíáé óå êáôÜóôáóç q_i êáé ôï ðñïöSSë ôùí åíåñãåéþí ðïõ Ýœåé åðéëåãåSS åSSíáé ôï a, ôüôå ôï áõôüìáôï ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç ô_i(q_i; a).

ÐñïêåéìÝíïõ íá êáôáóôÞóïõìå ðéï êáôáíïçôÜ ôá ðáñáðÜíù èá ðáñïõóéÜóïõìå ìåñéêÜ ðáñáäåSSãìáôá áõôïìÜôùí, ïé ïðïSSåò õëïðïéïýí óõãêåêñéìÝíåò óôñáôçãéêÝò ãéá ôï åðáíáëáìâáíüìåíï ÄSSëçììá ôùí ÖõëáêéóìÝíùí.

ÐáñÜäåéãìá 3.1. ÿíá áõôüìáôï ðïõ õëïðïéåSS ôçí "âëïóõñÞ" óôñáôçãéêÞ

Ôï áõôüìáôï (Q_i; q^0_i ; f_i; ô_i) ðïõ ïñSSæåôáé óôçí óõíÝœåéá åSSíáé ç áðëïýóôåñç ðïõ õëïðïéåSS ôçí "âëïóõñÞ" óôñáôçãéêÞ ç ïðïSSá åðéëÝãåé Á ãéá üóï œñïíéêü äéÜóôçìá êáé ïé äýï ðáSSêôåò åðéëÝãïõí Á óå êÜèå ðåñSSïäï óôï ðáñåëèüí äéáöïñåôéêÜ åðéëÝãåé Ï. Ìå Üëëá ëüãéá óõíåñãÜæåôáé ìÝœñé ôçí ðñþôç áðïóôáóSSá êáé óôçí óõíÝœåéá "ôéìùñåSS" åð’ áüñéóôïí ôïí áíôSSðáëï ðáSSêôç.

• Q_i = q_Ä; q_Ï

• q^0_i = q_Ä

Figure 3.1: "âëïóõñÞ" óôñáôçãéêÞ

Figure 3.2: Ôï áõôüìáôï ôïõ ðáñáäåSSãìáôïò 2

• f_i(q_Ä) = Ä êáé f_i(q_Ï) = Ï

• ô_i(q; a_j ) = { q_Ä (q; a_j ) = (q_;Ä) q_Ï äéáöïñåôéêÜ

ÐáñÜäåéãìá 3.2.

Ôï áõôüìáôï M_1 ôïõ ðáSSêôç 1 ðïõ öáSSíåôáé óôï ðáñáêÜôù óœÞìá, ðáSSæåé Á ãéá üóç äéÜñêåéá ï ðáSSêôçò 2 ðáSSæåé Á, óôçí óõíÝœåéá ðáSSæåé Ï ãéá ôñåéò ðåñéüäïõò êáé óôçí óõíÝœåéá åðéóôñÝöåé óôï íá ðáSSæåé Á, åÜí ï ðáSSêôçò 2 ðáSSîåé Ï ôçí óôéãìÞ ðïõ èá Ýðñåðå íá ðáSSîåé Á. Ðéï áðëÜ ìðïñïýìå íá öáíôáóôïýìå üôé ï áíôSSðáëïò ðáSSêôçò ôéìùñåSSôáé ãéá 3 ðåñéüäïõò åðåéäÞ Ýðáéîå Ï êáé óôçí óõíÝœåéá óõãœùñåSSôáé. ÅðSSóçò åSSíáé åýêïëï íá ðáñáôçñÞóåé êáíåSSò üôé ôï áõôüìáôï ðïõ õëïðïéåSS ôçí óôñáôçãéêÞ áõôÞ ðñÝðåé íá Ýœåé ôïõëÜœéóôïí 4 êáôáóôÜóåéò.

3.5 ÓôñáôçãéêÝò ÓêáíäÜëçò: Ôá èåùñÞìáôá Nash Folk

Óôçí óõíÝœåéá èá ìåëåôÞóïõìå ôá óýíïëá ôùí éóïññïðéþí Nash ãéá Ýíá ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï. Èá äåSSîïõìå üôé áõôü ôï óýíïëï

Figure 3.3: Ç åöéêôÞ ðåñéïœÞ êÝñäïõò óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí

ðåñéÝœåé åêâÜóåéò ãéá ôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï, ïé ïðïSSåò äåí ðñïÝñœïíôáé áðü ôçí åðáíÜëçøç ôùí éóïññïðéþí Nash ôïõ ðáéãíSSïõ-âïëÞò [24]. ÿôóé, ðñïêåéìÝíïõ íá õðïóôçñSSîåé ìéá ôÝôïéá Ýêâáóç êÜèå ðáSSêôçò ðñÝðåé íá áðïôñÝðåôáé áðü ôçí áðïóôáóSSá õðü ôçí áðåéëÞ ôéìùñSSáò áðü ôïõò óõìðáSSêôåò ôïõ. Ìéá ôÝôïéá ôéìùñSSá ìðïñåSS íá ðÜñåé ðïëëÝò ìïñöÝò. Ìéá ðéèáíüôçôá åSSíáé êÜèå ðáSSêôçò íá œñçóéìïðïéåSS ìSSá óôñáôçãéêÞ óêáíäÜëçò: ìå ïðïéáäÞðïôå ëïéðüí áðïóôáóSSá ï ðáSSêôçò åíåñãïðïéåSS ôçí óôñáôçãéêÞ óêáíäÜëçò ôïõ êáé öÝñåé åéò ðÝñáò ìéá óôñáôçãéêÞ ôéìùñSSáò ðïõ äéáñêåSS ãéá ðÜíôá. ÓõãêåêñéìÝíá óôçí éóïññïðSSá ðïõ èá ìåëåôÞóïõìå åäþ êÜèå ðáSSêôçò œñçóéìïðïéåSS ìéá ôÝôïéá óôñáôçãéêÞ.

ÿóôù ëïéðüí G= ⟨Í; (Á_{); (≻_{)⟩ Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï êáé ãéá êÜèå i ∈ N Ýóôù u_i ç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôçí óœÝóç ðñïôSSìçóçò (≻_{). ÅðSSóçò áîSSæåé íá õðåíèõìSSóïõìå üôé ëÝìå üôé Ýíá äéÜíõóìá v ∈ ℜ^Í áðïôåëåSS Ýíá åöéêôü ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ ⟨Í; (Á_{); (u_i)⟩ åöüóïí åSSíáé êõñôüò óõíäõáóìüò ðñïöSSë ïöåëþí ðïõ áíôéóôïéœïýí óå åêâÜóåéò ôïõ Á, äçëáäÞ, åÜí v = ∑ a∈A á_au(a) ãéá êÜðïéï óýíïëï èåôéêþí áñéèìþí (á_a)_{a∈A} ìå ∑ a∈A á_a = 1 (üðïõ èåùñïýìå üôé ïé áñéèìïSS á_a åSSíáé ñçôïSS ãéá åõêïëSSá óôéò áðïäåSSîåéò). ÿóôù ëïéðüí w = ∑ a∈A á_au(a) Ýíá ôÝôïéï ðñïöSSë êáé Ýóôù á_a = â_a=ã ãéá êÜèå a ∈ A, üðïõ â_a åSSíáé Ýíáò áêÝñáéïò êáé ã = ∑ a∈A â_a. Ôüôå ç áêïëïõèSSá ôùí åêâÜóåùí ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ áðïôåëåSSôáé áðü ìSSá áüñéóôç åðáíÜëçøç åíüò êýêëïõ ìÞêïõò ã óôïí ïðïSSï êÜèå a ∈ A ðáSSæåôáé ãéá â_a ðåñéüäïõò áðïöÝñåé êáôÜ ìÝóïí üñï Ýíá ðñïöSSë ïöåëþí óå êÜèå êýêëï êáé êáôÜ óõíÝðåéá óå ïëüêëçñï ôï ðáéœíSSäé w.

ÏñSSæïõìå ùò minmax üöåëïò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç óôï G, ôï ïðïSSï áðü åäþ êáé ìðñïò èá óõìâïëSSæïõìå ùò v_i, íá åSSíáé ôï œáìçëüôåñï üöåëïò ðïõ ïé õðüëïéðïé ðáSSêôåò ìðïñïýí íá åðéâÜëëïõí óôïí i-ïóôü ðáSSêôç: u_i = min_{a−i∈A−i} max_{ai∈Ai} u_i(a_{−i}; a_i)

ÿíá ðñïöSSë ïöåëþí w ãéá ôï ïðïSSï éóœýåé w_i ≥ v_i ãéá üëá ôá i ∈ N ëÝãåôáé åðéâëçôÝï Þ áôïìéêÜ åýëïãï (enforceable Þ individually rational), åíþ Ýáí éóœýåé w_i > v_i ãéá üëá ôá i ∈ N ëÝãåôáé ëÝãåôáé áõóôçñÜ åðéâëçôÝï Þ áõóôçñÜ áôïìéêÜ åýëïãï (strictly enforceable Þ strictly individually rational). ÅÜí a ∈ A åSSíáé ìéá Ýêâáóç ôïõ G ãéá ôï ïðïSSï u(a) åSSíáé (áõóôçñþò) åðéâëçôÝï óôï G, ôüôå áíáöåñüìáóôå óôï a ùò áõóôçñÜ åðéâëçôÝá Ýêâáóç ôïõ G. ÓõìâïëSSæïõìå ìå p_{−i} ∈ A_{−i} ìSSá áðü ôéò ëýóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åëáœéóôïðïSSçóçò ðïõ åìöáíSSæåôáé óôï äåîéü óêÝëïò ôçò ðáñáðÜíù óœÝóçò. Ãéá êÜèå ðñïöSSë åíåñãåéþí A ∈ A, Ýóôù b_i(a_{−i} ∈ A ç ðñÜîç ôïõ ðáSSêôç i óôï G ðïõ áðïôåëåSS ôçí êáëýôåñç áðÜíôçóç óôï a_{−i} (ð.œ. b_i(a_{−i} ∈ B_i(a_{−i}). Ôï óýíïëï ôùí ðñÜîåùí áõôþí (p_{−i}) áðïôåëåSS ôçí ðéï áõóôçñÞ ôiìùñSSá ðïõ ìðïñïýí ïé õðüëïéðïé ðáSSêôåò íá åðéâÜëëïõí óôïí i óôï G. Áêüìç áîSSæåé íá áíáöÝñïõìå üôé èåùñïýìå üôé ïé ôéìùñSSåò ðïõ åðéâÜëëïíôáé åSSíáé íôåôåñìéíéóôéêÝò. ÿôóé ïé "ôéìùñïSS" äåí åðéôñÝðïõìå íá ëåéôïõñãïýí ìå ðéèáíïôéêü ôñüðï, êáèþò áõôü èá ìåôÝâáëå ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí ðñïöSSë ïöÝëïõò êáé ôá åðéâëçôÝá ïöÝëç, áëëÜ üœé êáé ôçí äïìÞ ôïõ óõíüëïõ ôùí óçìåSSùí éóïññïðéþí ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ.

Óôá åðüìåíá äýï áðïôåëÝóìáôá äåSSœíïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí ðñïöSSë ïöÝëïõò ðïõ áíôéóôïéœïýí óå óçìåSSá éóïññïðéþí Nash ôùí áðåSSñùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí óôá ïðïSSá ïé ðáSSêôåò áðïôéìïýí ôçí áêïëïõèSSá ôùí ðëçñùìþí ôïõò ìÝóù ôïõ êñéôçñSSïõ ôùí ïñSSùí ôùí ìÝóùí åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí äõíáôþí åðéâëçôÝùí ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ ðáéãíSSïõ-âÞìáôïò [6]. Ôï ôñSSôï áðïôÝëåóìá áðïäåéêíýåé üôé ôï SSäéï ðåñSSðïõ éóœýåé êáé üôáí ïé ðáSSêôåò œñçóéìïðïéïýí ôï êñéôÞñéï ôùí åëáôôïýìåíùí âáñþí üôáí ïé ðáSSêôåò œñçóéìïðïéïýí ðáñÜãïíôá åëÜôôùóçò ä ðïõ åSSíáé êïíôÜ óôçí ìïíÜäá.

Èåþñçìá 3.1. ÊÜèå ðñïöSSë ïöÝëïõò ðïõ áíôéóôïéœåSS óå óçìåSSá éóïññïðéþí ôïõ üñéïõ ôïõ ìÝóïõ ìç ðåðåñáóìÝíïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ G = ⟨Í; (Á_{), (≻_{)⟩ åSSíáé Ýíá åðéâëçôÝï ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ G. Ôï SSäéï éóœýåé êáé ãéá êÜèå ä ∈ (0; 1) êÜèå ðñïöSSë ïöÝëïõò ðïõ áíôéóôïéœåSS óå óçìåSSá éóïññïðéþí Nash ôïõ ä-åëáôôïõìÝíïõ ìç ðåðåñáóìÝíïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ ôïõ G.

Áðüäåéîç ÿóù w Ýíá ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ ïñSSïõ ôùí ìÝóùí ìç ðåðåñáóìÝíïõ ðáéãíSSïõ ôïõ G ôï ïðïSSï äåí åSSíáé åðéâëçôÝï. ÿóôù ôþñá w_i < v_i, ôüôå ôï ðñïöSSë ïöÝëïõò w äåí áíôéóôïéœåSS óå óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ, êáèþò êÜèå ðñïöSSë óôñáôçãéêÞò s, ç óôñáôçãéêÞ s^′_i ôïõ ðáSSêôç i ðïõ ïñSSæåôáé ùò s^′_i(h) = b_i(s_{−i}(h)) ãéá êÜèå éóôïñSSá h åîáóöáëSSæåé óôïí ðáSSêôç i üöåëïò ôïõëÜœéóôïí u_i óå êÜèå ðåñSSïäï. Ôï SSäéï åðéœåSSñçìá éóœýåé êáé ãéá ïðïéïäÞðïôå ä-åëáôôïýìåíï ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ôïõ G. □

Èåþñçìá 3.2 (Nash folk èåþñçìá ãéá ôïõ êñéôÞñéï ôïõ ïñSSïõ ôùí ìÝóùí). ÊÜèå äõíáôü åðéâëçôÝï ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ G = ⟨Í; (Á_{); (u_{)⟩ åSSíáé ðñïöSSë ïöÝëïõò ðïõ áíôéóôïéœåSS óå óçìåSSá éóïññïðéþí Nash ôïõ ïñSSïõ ôïõ ìÝóïõ ìç ðåðåñáóìÝíïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ G.

Áðüäåéîç ÿóôù w = ∑ a∈A(â_a=ã)u(a) Ýíá äõíáôü åðéâëçôÝï ðñïöSSë ïöÝëïõò, üðïõ â_a ãéá êÜèå a ∈ A åSSíáé Ýíáò áêÝñáéïò êáé ã = ∑ a∈A â_a êáé Ýóôù (a^t) ç êõêëéêÞ áêïëïõèSSá ôùí ðñïöSSë êéíÞóåùí ãéá ôá ïðïSSá ï êýêëïò (ìÞêïõò ã) ðåñéÝœåé â_a åðáíáëÞøåéò ôïõ a ãéá êÜèå A ∈ A. ÿóôù s_i ç óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáSSêôç i óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ðïõ åðéëÝãåé a^t_i óå êÜèå ðåñSSïäï t, åêôüò åÜí õðÞñœå êÜðïéá ðñïçãïýìåíç ðåñSSïäï t^′ óôçí ïðïSSá êÜðïéïò ðáSSêôçò (åêôüò ôïõ i) ðáñåêôñÜðçêå áðü ôçí a^{t′} , ïðüôå óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ åðéëÝãåé (p_{−j} )_i, üðïõ j ï ðáSSêôçò ðïõ ðáñÝêêëéíå êáôÜ ôçí ðåñSSïäï t^′. Ôï ðñïöSSë óôñáôçãéêþí s åSSíáé ìSSá éóïññïðSSá Nash ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ áöïý ï ðáSSêôçò j ðïõ ðáñåêêëSSíåé ëáìâÜíåé ôï ðïëý üöåëïò SSóï ìå ôï minmax üöåëïò ôïõ v_j óå êÜèå áêüëïõèç ðåñSSïäï. Ôï ðñïöSSë ïöÝëïõò ðïõ áðïññÝåé áðü ôï s åSSíáé w.□

Ç óôñáôçãéêÞ s_i óôçí ðáñáðÜíù áðüäåéîç åSSíáé ìéá óôñáôçãéêÞ óêáíäÜëçò, êáèþò ôéìùñïýí ôïí ðáSSêôç ï ïðïSSïò ðáñÝêêëéíå áðü ôçí áìïéâáSSùò áðïäåêôÞ óôñáôçãéêÞ åð’áüñéóôïí. Ìéá ôÝôïéá ôéìùñSSá åSSíáé áœñåSSáóôá óêëçñÞ. ÐñáãìáôéêÜ áñêåSS ç ôéìùñSSá íá åðéâÜëëåôáé ãéá ôüóåò ðåñéüäïõò (ðåñéïñSSæïíôáò Ýôóé ôéò áðïëáâÝò ôïõ ðáSSêôç óôï minmax) üóåò åSSíáé áñêåôÝò ãéá íá åîáíåìSSóïõí ôï üöåëïò ðïõ áðÝêôçóå ï ðáSSêôçò áðü ôçí ðáñÝêêëéóç ôïõ.

Èåþñçìá 3.3 (Nash folk èåþñçìá ãéá ôïõ êñéôÞñéï ôùí åëáôôïýìåíùí âáñþí). ÿóôù w Ýíá äõíáôü êáé áõóôçñÜ åðéâëçôÝï ðñïöSSë ïöÝëïõò ôïõ G = ⟨Í; (Á_{); (u_{)⟩. Ãéá üëá ôá å > 0 õðÜñœåé Ýíá ä < 1 ôÝôïéï þóôå ãéá åÜí ä > ä ôüôå ôï åëáôôïýìåíï ìç ðåðåñáóìÝíï ðáSSãíéï ôïõ G Ýœåé éóïññïðSSá Nash, ôçò ïðïSSáò ôï ðñïöSSë ïöÝëïõò éêáíïðïéåSS üôé |w^′ − w| < å.

Áðüäåéîç ÁíÜëïãç ìå áõôÞí ôïõ ðñïçãïõìÝíïõ èåùñÞìáôïò.□

3.6 ÐåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá: ÏñéóìïSS

Ôï ìïíôÝëï åíüò ðåðåñáóìÝíïõ ðáéãíSSïõ ðåñéãñÜöåé ìéá áëëçëåðSSäñáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ïñéóìÝíïé ðáSSêôåò óõììåôÝœïõí åðáíåéëçììÝíùò óå Ýíá óôñáôçãéêü

3.6. ÐåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá: ÏñéóìïSS 37

ðáSSãíéï G, ôï ïðïSSï ïíïìÜæïõìå ðáéœíSSäé-âÞìá. Áðü åäþ êáé ìðñïò ðåñéïñSSæïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óå ðáSSãíéá óôá ïðïSSá ôï óýíïëï ôùí óôñáôçãéêþí åSSíáé óõìðáãÝò êáé ç óœÝóç ðñïôSSìçóçò êÜèå ðáSSêôç åSSíáé óõíåœÞò. Åäþ üìùò õðÜñœåé üñéï óôïí áñéèìü ôùí öïñþí ðïõ ìðïñåSS íá åðáíáëçöèåSS ôï G (Ýóôù Ô), ðáñÜëëçëá ïé ðáSSêôåò ðñáãìáôïðïéïýí ôéò êéíÞóåéò ôïõò ôáõôüœñïíá. ÊáôÜ ôçí ðñáãìáôïðïSSçóç ìéáò êSSíçóçò ôïõ, êÜèå ðáSSêôçò ãíùñSSæåé üëåò ôéò êéíÞóåéò ðïõ Ýœïõí ðñáãìáôïðïéÞóåé êáôÜ ôéò ðñïçãïýìåíåò ðåñéüäïõò üëïé ïé õðüëïéðïé ðáSSêôåò. Ç ðáñáðÜíù áëëçëåðSSäñáóç ìïíôåëïðïéåSSôáé áðü Ýíá åêôåôáìÝíï ðáSSãíéï ìå ôÝëåéá ðëçñïöïñSSá (êáé ôáõôüœñïíåò êéíÞóåéò) ùò åîÞò:

ÿóôù G= ⟨ Í, (Á_{), (≻_{) ⟩ Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï, Ýóôù Á=×_{{∈N} A_{. ÿíá ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ôïõ G Ô-ðåñéüäùí åSSíáé Ýíá åêôåôáìÝíï ðáSSãíéï ìå ôÝëåéá ðëçñïöïñSSá êáé ôáõôüœñïíåò êéíÞóåéò ⟨ N, H, P, (≻^∗_{ )⟩ óôï ïðïSSï

• H = {∅} ⋃ ( ⋃_Ô

t=1 A^t), üðïõ ôï ∅ åSSíáé ç áñœéêÞ éóôïñSSá

• P (h) = N ãéá êÜèå ìç ôåñìáôéêÞ éóôïñSSá h ∈ H

• (≻^∗_{ ) åSSíáé ìéá óœÝóç äéÜôáîçò ðÜíù óôï A^Ô ç ïðïSSá åðåêôåSSíåé ôçí óœÝóç äéÜôáîçò (≻_{), ìå ôçí Ýííïéá üôé éêáíïðïéåSS ôçí áêüëïõèç éäéüôçôá ôçò áóèåíïýò äéáœùñçóéìüôçôáò: åÜí (a^t) ∈ A^Ô , a ∈ A, á ∈ A, êáé a ≻_{ á ôüôå

(a^1; :::; a^{t−1}; a; a^{t+1}; :::) ≻^∗_{ (a^1; :::; a^{t−1}; á; a^{t+1}; :::)

ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ t.

Ìéá éóôïñSSá åSSíáé ôåñìáôéêÞ åÜí êáé ìüíï åÜí åSSíáé áðïôåëåSSôáé áðü Ô ðåñéüäïõò. ÌåôÜ áðü ìSSá ïðïéáäÞðïôå ìç ôåñìáôéêÞ éóôïñSSá êÜèå ðáSSêôçò i ∈ N åðéëÝãåé ìéá êSSíçóç áðü ôï A_i. ÅðïìÝíùò ç óôñáôçãéêÞ ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç ðïõ áðåéêïíSSæåé óå êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèSSá åêâÜóåùí ôïõ G ìéá êSSíçóç óôï A_i.

Óôçí óõíÝœåéá èá åðéâÜëëïõìå ìåñéêïýò åðéðñüóèåôïõò ðåñéïñéóìïýò ðÜíù óôéò óœÝóåéò ðñïôSSìçóçò (äéÜôáîçò) ôïõ êÜèå ðáSSêôç ðÝñáí áðü ôïí ðåñéïñéóìü ôçò áóèåíïýò äéáœùñçóéìüôçôáò. ÿôóé ëïéðüí áðü åäþ êáé ìðñïò èåùñïýìå üôé ç óœÝóç ðñïôSSìçóçò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç ≻^∗_{ âáóSSæåôáé ðÜíù óå ìéá óõíÜñôçóç áðïôSSìçóçò (Þ ïöÝëïõò) u_i óôï G. ÓõãêåêñéìÝíá õðïèÝôïõìå üôé ôï åÜí éóœýåé ôï (a^t) ≻^∗_{ (b^t) åîáñôÜôáé áðïêëåéóôéêÜ êáé ìüíï áðü ôçí óœÝóç ðïõ Ýœïõí ìåôáîý ôïõò ïé áêïëïõèSSåò (u_i(a^t)) êáé (u_i(b^t)) ôùí áðïäïœþí ôùí ðáéêôþí óôï G. ÌÜëéóôá èá ðåñéïñSSóïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôçí ðåñSSðôùóç åêåSSíç, óôçí ïðïSSá ç óœÝóç ðñïôSSìçóçò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç ≻^∗_{ óôï ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï áíôéêáôïðôñSSæåôáé áðü ôçí óõíÜñôçóç

∑_T t=1 u_i(a^t)=T , üðïõ u_i åSSíáé ç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ðïõ áíôéðñïóùðåýåé ôéò ðñïôéìÞóåéò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç óôï ðáéœíSSäé-âÞìá. Èá áíáöåñüìáóôå óå áõôü ôï ðáSSãíéï ùò ôï Ô-ðåñéüäùí ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ôïõ ⟨Í; (Á_{); (u_{)⟩.

3.7 IóïññïðSSá Nash óå ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá

Ôï ðñïáSSóèçìá ôï ïðïSSï âñSSóêåôáé ðSSóù áðü ôá èåùñÞìáôá Nash folk åSSíáé üôé óôçí ðåñSSðôùóç ôùí ìç ðåðåñáóìÝíùí ðáéãíSSùí Ýíá áìïéâáSSùò åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá ìðïñåSS íá óõíôçñåSSôáé, åöüóïí êÜèå ðáSSêôçò áðïôñÝðåôáé áðü ôï íá áðïêëSSíåé áðü ôïí êïéíü óôüœï õðü ôçí áðåéëÞ üôé èá ôéìùñçèåSS åÜí ôï åðéœåéñÞóåé. Ôï SSäéï åðéœåSSñçìá éóœýåé, ìå ïñéóìÝíåò ôñïðïðïéÞóåéò, óå ìéá ìåãÜëç êëÜóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí ðáéãíSSùí. Ç áíÜãêç ãéá ôñïðïðïéÞóåéò ðñïÝñœåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ôï áðïôÝëåóìá óôçí ôåëåõôáSSá ðåñSSïäï ìéáò éóïññïðSSáò Nash åíüò ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ ðñÝðåé íá åSSíáé êáé éóïññïðSSá Nash ôïõ ðáéãíSSïõ-âÞìáôïò. Ç áðáSSôçóç áõôÞ ñSSœíåé ìSSá óêéÜ ðÜíù óôï õðüëïéðï ðáéœíSSäé. ÁõôÞ ç óêéÜ åSSíáé áêüìç ðéï áðåéëçôéêÞ óôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ ôï üöåëïò ðïõ áðïêïìSSæåé êÜèå ðáSSêôçò óå êÜèå éóïññïðSSá Nash ôïõ ðáéãíSSïõ-âÞìáôïò åSSíáé SSóï ìå ôï minmax üöåëüò ôïõ (üðùò óõìâáSSíåé óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ äéëÞììáôïò ôùí öõëáêéóìÝíùí. Óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ôï äéáéóèçôéêü åðéœåSSñçìá ðïõ âñéóêüôáí ðSSóù áðü ôá èåùñÞìáôá Nash folk áðïôõãœÜíåé. ÐñáãìáôéêÜ óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ óå êÜèå ðåñSSïäï ç Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ ðñÝðåé íá áðïôåëåSS êáé óçìåSSï éóïññïðSSáò ôïõ ðáéãíSSïõ âÞìáôïò, êáèþò óå äéáöïñåôéêÞ ðåñSSðôùóç (åÜí õðÞñœå ìéá ðåñSSïäïò óôçí ïðïSSá ç Ýêâáóç äåí Þôáí óçìåSSï éóïññïðSSáò ôïõ ðáéãíSSïõ-âÞìáôïò) ôüôå óôçí ôåëåõôáSSá ðåñSSïäï êÜðïéïò ðáSSêôçò èá ìðïñïýóå íá áðïêëSSíåé áôéìùñçóSSá. Ôï ðáñáðÜíù åðéœåSSñçìá ðáñïõóéÜæåôáé ìå áõóôçñüôåñï ôñüðï ðáñáêÜôù:

Èåþñçìá 3.4. ÅÜí ôï ðñïöSSë éóïññïðSSáò êÜèå éóïññïðSSáò Nash ôïõ óôñáôçãéêïý ðáéãíSSïõ G åSSíáé ôï ðñïöSSë (u_i) ôùí minmax áðïëáâþí óôï G ôüôå ãéá ïðïéáäÞðïôå ôéìÞ ôïõ T ç Ýêâáóç (a^1; :::; a^T ) ïðïéáäÞðïôå éóïññïðSSáò Nash ôïõ T -ðåñéüäùí åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ ôïõ G Ýœåé ôçí éäéüôçôá üôé ôï a^t åSSíáé ìéá Íash éóïññïðSSá ôïõ G ãéá üëá ôá t = 1; :::T .

Áðüäåéîç ÿóôù G = ⟨Í; (Á_{); (u_{)⟩ êáé Ýóôù a = (a^1; :::; a^T ) ç Ýêâáóç ìéáò éóïññïðSSáò Nash s ôïõ T -ðåñéüäùí åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ ôïõ G. ÿóôù ôþñá üôé ç a^ô äåí åSSíáé éóïññïðSSá Nash ôïõ G ãéá êÜðïéá ðåñSSïäï ô. Ôüôå õðÜñœåé êÜðïéá ô ≥ 1 ðåñSSïäïò, ç ïðïSSá åSSíáé ç ôåëåõôáSSá ãéá ôçí ïðïSSá ç a^t äåí åSSíáé éóïññïðSSá Nash ôïõ G. Áò õðïèÝóïõìå üôé u_i(a^t_{−i}; a_i) > u_i(a^t), ôüôå ìðïñïýìå èåùñÞóïõìå ìéá óôñáôçãéêÞ ŝ_i ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç, ç ïðïSSá äéáöÝñåé áðü ôçí s_i ìüíï óôï üôé ìåôÜ áðü ìSSá éóôïñSSá (a^1; :::; a^{t−1}) åðéëÝãåé

3.7. IóïññïðSSá Nash óå ðåðåñáóìÝíá ðáSSãíéá 39

a_i êáé ýóôåñá áðü êÜèå Üëëç ìáêñýôåñç éóôïñSSá h åðéëÝãåé ìSSá åíÝñãåéá (êSSíçóç), ç ïðïSSá äåäïìÝíïõ ôïõ ðñïöSSë s_{−i}(h) ôùí åíåñãåéþí ðïõ óœåäéÜæïõí ïé õðüëïéðïé ðáSSêôåò (ìåôÜ ôçí éóôïñSSá h), áðïöÝñåé ôïõëÜœéóôïí ôï minmax üöåëïò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç. Ç Ýêâáóç ôïõ (s_{−i}; ŝ_i) åSSíáé ìéá ôåñìáôéêÞ éóôïñSSá â ç ïðïSSá åSSíáé áêñéâþò SSäéá ìå ôçí a ìÝœñé ôçí ðåñSSïäï t − 1 êáé éóœýåé u_i(â^t) > u_i(a^t) êáé u_i(â^r) ≥ u_i(a^r) ãéá êÜèå r ≥ t + 1. ÅðïìÝíùò ï i-ïóôüò ðáSSêôçò ðñïôéìÜ ôï á̂ áðü ôï a, ãåãïíüò ðïõ áíôéôSSèåôáé óôçí õðüèåóÞ ìáò üôé ôï s åSSíáé éóïññïðSSá Nash ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ. □

Áõôü ôï áðïôÝëåóìá éóœýåé ðñïöáíþò ãéá Ýíá ðïëý ìéêñü ðïóïóôü ôïõ óõíüëïõ ôùí ðáéãíSSùí. Ôþñá åÜí ôï ðáSSãíéï äåí éêáíïðïéåSS ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò, äçëáäÞ ôï ðáSSãíéï-âÞìá Ýœåé ìSSá éóïññïðSSá Nash a^∗ óôçí ïðïSSá ôï êÝñäïò êÜðïéïõ ðáSSêôç õðåñâáSSíïõí ôï minmax êÝñäïò ôïõ, ôüôå ï ðáSSêôçò ìðïñåSS íá ôéìùñçèåSS ãéá ôçí áðïóôáóSSá ôïõ êáôÜ ôçí ðñïôåëåõôáSSá ðåñSSïäï ôïõ ðáéãíSSïõ, ïðüôå ç Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ óôçí ôåëåõôáSSá ðåñSSïäï åSSíáé a^∗. Ç ôéìùñSSá üìùò ìðïñåSS íá ìçí åSSíáé áñêåôÞ Ýôóé þóôå íá áðïôñÝøåé ôçí áðïóôáóSSá åÜí ç äéáöïñÜ áíÜìåóá äýï minmax êÝñäïò ôïõ ðáSSêôç êáé ôï êÝñäïò ôïõ óôçí a^∗ åSSíáé ìéêñü. Ðáñüëá áõôÜ õðÜñœåé ðÜíôá êÜðïéïò áêÝñáéïò L ôÝôïéïò þóôå åÜí ç Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ åSSíáé a^∗ óôéò ôåëåõôáSSåò L ðåñéüäïõò ôüôå êÜèå áðüêëéóç áðü ôçí áìïéâáSSá åðéèõìçôÞ óõìðåñéöïñÜ óå ïðïéáäÞðïôå ðñïçãïýìåíç ðåñSSïäï áðïôñÝðåôáé áðü ôçí áðåéëÞ ôçò ôiìùñSSáò ôïõ ðáSSêôç êáôÜ ôéò ôåëåõôáSSåò L ðåñéüäïõò (åðéâÜëëïíôáò ôïõ íá åéóðñÜôôåé ìüíï ôï minmax êÝñäïò ôïõ). Åðéðñüóèåôá ç ôéìÞ ôïõ L åSSíáé áíåîÜñôçôç ôïõ ìÞêïõò T ôïõ ðáéãíSSïõ, Ýôóé þóôå åÜí ãéá êÜèå ðáSSêôç õðÜñœåé óôï ðáéœíSSäé ìSSá éóïññïðSSá Nash ôÝôïéá þóôå ôï êÝñäïò ôïõ ðáSSêôç íá õðåñâáSSíåé ôï minmax êÝñäïò ôïõ, ôüôå ãéá áñêåôÜ ìåãÜëï T üëá ôá äõíáôÜ áõóôçñÜ åðéâëçôÝá ðñïöSSë êåñäþí ìðïñïýí íá åðéôåõœèïýí (ðåñSSðïõ) áðü ôïí ìÝóï üñï ôïõ ðñïöSSë êåñäþí óå ìSSá éóïññïðSSá Nash ôïõ T -ðåñéüäùí åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ. Ãéá œÜñéí åõêïëSSáò èá áðïäåSSîïõìå ôïí ðáñáðÜíù éóœõñéóìü ìüíï óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ôï ðáéœíSSäé-âÞìá Ýœåé ìSSá ìüíï éóïññïðSSá Nash óôçí ïðïSSá ôï êÝñäïò êÜèå ðáSSêôç õðåñâáSSíåé ôï minmax êÝñäïò ôïõ. ÅðSSóçò èá ðåñéïñéóôïýìå óå ìïíïðÜôéá éóïññïðSSáò ôá ïðïSSá ðñïÝñœïíôáé áðü åðáíáëÞøåéò ìéáò Ýêâáóçò ôïõ ðáéãíSSïõ-âÞìáôïò.

Èåþñçìá 3.5 (Nash folk ãéá ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíá ðáSSãíéá). ÅÜí ôï ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ⟨Í; (Á_{); (u_{)⟩ Ýœåé ìSSá Nash éóïññïðSSá â óôçí ïðïSSá ôï êÝñäïò êÜèå ðáSSêôç õðåñâáSSíåé ôï minmax êÝñäïò ôïõ u_i ôüôå ãéá êÜèå áõóôçñÜ åðéâëçôÝá Ýêâáóç a^∗ ôïõ G êáé ãéá êÜèå å > 0 ôüôå õðÜñœåé Ýíáò áêÝñáéïò T ∗ ôÝôïéï þóôå åÜí T > T^∗ ôï Ô-ðåñéüäùí åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ôïõ G Ýœåé ìéá Nash éóïññïðSSá óôçí ïðïSSá ôï êÝñäïò êÜèå ðáSSêôç i áðÝœåé áðü ôï u_i(a^∗) ôï ðïëý å.

Áðüäåéîç Èåùñïýìå üôé ç óôñáôçãéêÞ ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç äéåêðåñáéþíåôáé áðü ôï áêüëïõèï áõôüìáôï. Ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí áðïôåëåSSôáé áðü ôéò êáôáóôÜóåéò Norm^t ãéá t = 1; :::; T − L (üðïõ ôï L êáèïñSSæåôáé áñãüôåñá),Nash êáé P (j) ãéá êÜèå j ∈ N. ÊÜèå ðáSSêôçò i åðéëÝãåé a^∗_i üôáí âñSSóêåôáé óôçí Norm^t ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ t, â_i êáé ôéìùñåSS ôïí ðáSSêôç j åðéëÝãïíôáò (p_{−j} )_i óôçí P (j). ÅÜí Ýíáò ðáSSêôçò j áðïóôáôåSS åíþ ôï áõôüìáôï âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç Norm^t ôüôå ìåôáâáSSíåé óôçí P (j), äéáöïñåôéêÜ ìåôáâáSSíåé óôçí Norm^{t+1} åÜí t < T − L Þ óôçí Nash åÜí t = T − L. Ìüëéò ôï áõôüìáôï öèÜóåé óôéò êáôáóôÜóåéò P (j) Þ Nash ôüôå ðáñáìÝíåé óå áõôÝò ìÝœñé ôï ôÝëïò. ÿôóé Ýœïõìå ùò áðïôÝëåóìá üôé åðéëÝãåôáé ç a∗ óôéò ðñþôåò T − L ðåñéüäïõò êáé ç â óôéò ôåëåõôáSSåò L ðåñéüäïõò. ÿôóé áíáêåöáëáéþíïíôáò ôï áõôüìáôï ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç åSSíáé ç ðáñáêÜôù:

• KáôáôáóôÜóåéò:{Norm^t : 1 ≤ t ≤ T − L} ∪ {P (j) : j ∈ N} ∪ {Nash}.

• ÁñœéêÞ êáôÜóôáóç: Norm^1.

• ÓõíÜñôçóç åîüäïõ: Óôçí Norm^t åðéëÝãåé a^t_i, óôçí P (j) åðéëÝãåé (p_{−j} )_i êáé óôçí Nash åðéëÝãåé â_i.

• ÓõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò:

{ Áðü Norm^t ìåôáâáSSíåé óôçí Norm^{t+1} åêôüò åÜí åSSôå t = T − L, ïðüôå óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ìåôáâáSSíåé óôçí Nash åSSôå áêñéâþò Ýíáò ðáSSêôçò, Ýóôù ï j áðÝêëéíå áðü ôï a∗, ïðüôå óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ ìåôáâáSSíåé óôçí P (j) { Ìüëéò ôï áõôüìáôï öèÜóåé óå êÜðïéá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò P (j) (ãéá êÜèå j ∈ N) Þ Nash ðáñáìÝíåé óå áõôÝò.

ÅðïìÝíùò áðïìÝíåé íá êáèïñSSóïõìå ôï L. ÌSSá êåñäïöüñïò áðïóôáóSSá åSSíáé äõíáôÞ ìüíï óå ìSSá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò Norm^t, Ýôóé ëïéðüí ðñïêåéìÝíïõ íá áðïôñÝøïõìå ìSSá áðïóôáóSSá áðáéôïýìå ôï L íá åSSíáé áñêåôÜ ìåãÜëï þóôå max_{ai∈Ai} u_i(a^∗_{−i}; a_i)−u_i(a^∗) ≤ L(u_i(â)−u_i) ãéá üëá ôá i ∈ N. Ìå Üëëá ëüãéá Ýíá áñêåôÜ ìåãÜëï L Ýôóé þóôå ç áðïóôáóSSá íá êáèSSóôáôáé æçìéïãüíïò ãéá êÜèå ðáSSêôç. ÔÝëïò, ðñïêåéìÝíïõ íá åðéôýœïõìå Ýíá ðñïöSSë êåñäþí ðïõ íá áðÝœåé ôï ðïëý å áðü ôï u(a^∗) åðéëÝãïõìå T^∗ ôÝôïéï þóôå |[(T^∗ − L)u_i(a^∗) + Lu_i(â)]=T^∗ − u_i(a^∗)| < å ãéá üëá ôá i ∈ N. □

ÊåöÜëáéï 4

ÅéóáãùãÞ Ðåñéïñéóìþí Ðïëõðëïêüôçôáò

Óôï êåöÜëáéï áõôü, èá åñåõíÞóïõìå ôçí äïìÞ ôùí óôñáôçãéêþí éóïññïðSSáò óå ìç ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíá ðáSSãíéá óôá ïðïSSá êÜèå ðáSSêôçò ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óôñáôçãéêÞò ôïõ.

4.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ìÝóù ôùí èåùñçìÜôùí Nash folk, äåSSîáìå üôé ôï óýíïëï ôùí äõíáôþí áðïëáâþí ðïõ åSSíáé óõìâáôÜ ìå ôçí éóïññïðSSá Nash óå Ýíá åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï åSSíáé ôåñÜóôéï. ÐñÜãìáôé ôá èåùñÞìáôá åìðåñéÝœïõí ôçí êáôáóêåõÞ êÜðïéùí éóïññïðéþí œùñSSò üìùò íá ëáìâÜíïõí õðüøç êáèüëïõ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí óôñáôçãéêþí áõôþí. ÿôóé ðáñáäåSSãìáôïò œÜñç äåí ðñïûðïèÝôïõí üôé ïé óôñáôçãéêÝò éóïññïðSSáò ðñÝðåé íá åSSíáé ëïãéêÝò êÜôù áðü ïðïéáäÞðïôå Ýííïéá. Óå áõôü ëïéðüí ôï êåöÜëáéï èá åðéêåíôñùèïýìå óôçí äïìÞ ôùí óôñáôçãéêþí éóïññïðSSáò, ðáñÜ óôï óýíïëï ôùí áðïëáâþí éóïññïðSSáò œñçóéìïðïéþíôáò ôï åñãáëåSSï ôçò ìçœáíÞò (áõôïìÜôïõ) ðïõ åéóáãÜãáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï.

ÐñáãìáôéêÜ ëïéðüí, óôï åðSSêåíôñï ôïõ êåöáëáSSïõ áõôïý âñSSóêåôáé ôï ãåãïíüò üôé êáôÜ ôçí åðéëïãÞ ìéáò óõãêåêñéìÝíçò óôñáôçãéêÞò êÜðïéá ïíôüôçôáðáSSêôçò ðñïóðáèåSS íá óõãêåñÜóóåé äýï óõœíÜ áíôéöáôéêÝò åðéäéþîåéò. ÿôóé, áðü ôçí ìSSá ðëåõñÜ åðéèõìåSS ç óôñáôçãéêÞ ðïõ åðéëÝãåé íá ôïõ åðéöÝñåé üóï ôï äõíáôüí ìåãáëýôåñï üöåëïò, áðü ôçí Üëëç üìùò åðéäéþêåé ç óôñáôçãéêÞ ôïõ íá åSSíáé üóï ôï äõíáôüí áðëïýóôåñç. Ïé ëüãïé ãéá ôïõò ïðïSSïõò Ýíáò ðáSSêôçò äSSíåé ôüóï ìåãÜëç Ýìöáóç óôçí åëáœéóôïðïSSçóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôçò óôñáôçãéêÞò ôïõ ìðïñåSS íá åSSíáé ðïëëïSS. ÿôóé ðáñáäåSSãìáôïò œÜñç, Ýíá ðïëýðëïêï óœÝäéï åSSíáé ðéï ðéèáíü íá áðïôýœåé, åSSíáé äõóêïëüôåñï íá êáôáíïçèåSS áðü áõôïýò ðïõ ðñÝðåé íá ôï öÝñïõí åéò ðÝñáò êáé ìðïñåSS íá áðáéôåSS ãéá ôçí õëïðïSSçóÞ ôïõ ðåñéóóüôåñï œñüíï. ÅìåSSò äåí èá åîåôÜóïõìå ôïõò ëüãïõò áõôïýò áëëÜ áðëþò äåœüìáóôå üôé ç ðïëõðëïêüôçôá êïóôSSæåé êáé åSSíáé Ýíáò ðáñÜãïíôáò ðïõ ëáìâÜíåôáé õðüøç áðü ôïõò ðáSSêôåò.

ÿôóé ëïéðüí èá ìåëåôÞóïõìå ôçí áëëçëåðSSäñáóç ðáéêôþí ðïõ ëáìâÜíïõí õðüøç ôïõò ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óõìðåñéöïñÜò ôïõò óôá ðëáSSóéá ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ìïíôÝëïõ óôï ïðïSSï óõììåôÝœïõí. Ôï ìïíôÝëï ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí åSSíáé éäáíéêü ãéá ôï óêïðü áõôü, êáèþò óå áõôÜ ç óôñáôçãéêÞ êÜèå ðáSSêôç êáèïñSSæåé ôéò åíÝñãåéåò ôïõ êÜôù áðü ðëçèþñá äéáöïñåôéêþí óõíèçêþí êáé åðïìÝíùò ìðïñåSS íá èåùñçèåSS üôé áíôéóôïéœåSS óå Ýíá óýíïëï êáíüíùí ðïõ äéÝðïõí ôçí óõìðåñéöïñÜ ôïõò êáé åðéäÝœåôáé áíÜëõóç ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ.

Èá åðéìåSSíïõìå êõñSSùò óôï ìïíôÝëï ôùí ìç ðåðåñáóìÝíùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí, ôüóï åðåéäÞ åðéôñÝðïõí ôçí œñÞóç óôñáôçãéêþí ðïõ äéáéóèçôéêÜ ìðïñåSS íá êõìáSSíïíôáé áðü ðïëý áðëÝò ìÝœñé åîáéñåôéêÜ ðïëýðëïêåò, üóï åîáéôSSáò ôçò åõñåSSáò œñÞóçò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ìïíôÝëïõ óå äéÜöïñá ãíùóôéêÜ ðåäSSá.

4.2 ÐáSSãíéá ÁõôïìÜôùí

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóïœÞ ìáò, ãéá ëüãïõò áðëüôçôáò, óå Ýíá ìç ðåðåñáóìÝíï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï, óôï ïðïSSï ïé óœÝóåéò ðñïôSSìçóçò õðáêïýïõí ôïí êñéôÞñéï ôçò åëáôôïõìÝíçò. ÿôóé ìåëåôïýìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ðáéêôþí óôï ä-åëáôôïýìåíï ìç ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ôïõ G = ⟨{1; 2}; (A_i); (u_i)⟩. Èá ìåëåôÞóïõìå ôéò óõìðåñéöïñÝò ôïõò áíáëýïíôáò ôï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí óôï ïðïSSï êÜèå ðáSSêôçò åðéëÝãåé Ýíá áõôüìáôï (ìçœáíÞ) ãéá íá ðáSSîåé ôï ìç ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï ïñSSæïõìå ôï áõôüìáôï êÜèå ðáSSêôç íá åSSíáé ç áêüëïõèç ôåôñÜäá ⟨Q_i; q^0_i ; f_i; ô_i⟩ óôçí ïðïSSá:

• ÿíá óýíïëï Q_i (ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí)

• Ýíá óôïéœåSSï q^0_i ∈ Q_i (ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç)

• Ìéá óõíÜñôçóç f_i : Q_i → A_i ç ïðïSSá áíáèÝôåé ìSSá åíÝñãåéá (êSSíçóç) óå êÜèå êáôÜóôáóç (ç óõíÜñôçóç åîüäïõ)

• Ìéá óõíÜñôçóç ô_i : Q_i × A_j → Q_i (üðïõ j ≠ i) ç ïðïSSá áíáèÝôåé ìSSá êáôÜóôáóç óå êÜèå æåýãïò ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü ìSSá êáôÜóôáóç êáé ìéá åíÝñãåéá ôïõ áíôéðÜëïõ ðáSSêôç (ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò)

4.2. ÐáSSãíéá ÁõôïìÜôùí 43

Ï ïñéóìüò äéáöÝñåé áðü áõôüí ðïõ äþóáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï óôï ãåãïíüò üôé ôþñá ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò êÜèå ðáSSêôç åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí åíÝñãåéá ôïõ áíôéðÜëïõ ðáSSêôç êáé üœé áðü ôçí Ýêâáóç êÜðïéïõ óôñáôçãéêïý ðáéãíSSïõ (äçëáäÞ åäþ áðü Ýíá æåýãïò ðñÜîåùí). Ôï áõôüìáôï áíôéóôïéœåSS óôçí Ýííïéá ôçò óôñáôçãéêÞò óå åêôåôáìÝíá ðáSSãíéá, ôá ïðïSSá áðáéôïýí íá êáèïñSSæåôáé ìéá åíÝñãåéá-áðÜíôçóç ôïõ ðáSSêôç ãéá êÜèå äõíáôÞ éóôïñSSá, áêüìç êáé áõôÝò ðïõ áðïêëåSSïíôáé áðü ôçí SSäéá ôçí óôñáôçãéêÞ (ð.œ. åðåéäÞ äåí óõìöùíïýí ìå ôï ðáñåëèüí ôçò). Åäþ åðéèõìïýìå ôï áõôüìáôï íá áíôéóôïéœåSS óå Ýíá óœÝäéï äñÜóçò ìå ôçí óõíÞèç ôïõ Ýííïéá, êáé åðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò êÜèå ðáSSêôç íá äÝœåôáé ùò åSSóïäï ìüíï ôçí êSSíçóç ôïõ áíôéðÜëïõ.

Ôþñá êÜèå æåýãïò áõôïìÜôùí (M_1; M_2) ðñïêáëåSS ìSSá áêïëïõèSSá åîüäùí (a^t(M_1; M_2))^∞_{t=1})ôïõ G êáé ìSSá áêïëïõèSSá æåõãþí êáôáóôÜóåùí (q^t(M_1; M_2))^∞_{t=1}) ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò: ãéá i = 1; 2 êáé t ≥ 1 Ýœïõìå

• q^t_i (M_1; M_2) = q^0_i

• a^t_i(M_1; M_2) = f_i(q^t_i (M_1; M_2))

• q^{t+1}_i (M_1; M_2) = ô_i(q^t_i (M_1; M_2); a^t_j (M_1; M_2)) (üðïõ j ≠ i)

Ãéá ìéá ðéï ëåðôïìåñÞ óõæÞôçóç ðÜíù óôçí Ýííïéá ôïõ áõôïìÜôïõ ðñïôåSSíåôáé ôï âéâëSSï ôùí Hopcroft êáé Ullman [7]. ÐåñéïñSSæïõìå êÜèå ðáSSêôç íá åðéëÝãåé Ýíá áõôüìáôï ôï ïðïSSï Ýœåé ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êáôáóôÜóåùí êáé óõìâïëSSæïõìå ôï óýíïëï ôùí áõôïìÜôùí áõôþí ãéá ôïí ðáSSêôç i ùò M_i. ÔÝëïò ðñïêåéìÝíïõ íá óõìðëçñþóïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïý ðñÝðåé íá ðåñéãñÜøïõìå ôéò ðñïôéìÞóåéò ôùí ðáéêôþí. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé êÜèå ðáSSêôçò i åíäéáöÝñåôáé ìüíï ãéá ôï üöåëüò ôïõ U_i(M_1; M_2) = (1−ä)

∑_∞ t=1 ä^{t−1}u_i(a^t(M_1; M_2)) óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï, ôüôå êáôáëÞãïõìå óôï SSäéï óõìðÝñáóìá ìå áõôü ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ áöïý ïé óôñáôçãéêÝò óêáíäÜëçò ðïõ åSSœáí œñçóéìïðïéçèåSS êáôÜ ôçí áðüäåéîç ìðïñïýí íá õëïðïéçèïýí áðü ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá. ÅÜí ôþñá áíôSSèåôá ï ðáSSêôçò äåí åíäéáöÝñåôáé ìüíï ãéá ôo üöåëïò ðïõ áðïêïìSSæåé áëëÜ êáé ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óôñáôçãéêÞò ðïõ œñçóéìïðïéåSS, ôüôå üðùò èá äåSSîïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí åSSíáé ðïëý äéáöïñåôéêÜ áðü ôá folk èåùñÞìáôá.

Ç ðïëõðëïêüôçôá åíüò áõôïìÜôïõ ìðïñåSS íá ïñéóôåSS ìå äéÜöïñïõò ôñüðïõò. ÅìåSSò èá åðéëÝîïõìå ìéá êÜðùò áðëïúêÞ ëýóç åðéëÝãïíôáò ùò ìÝôñï ôçò ðïëõðëïêüôçôáò c(M) ôïõ áõôïìÜôïõ ìáò ⟨Q_i; q^0_i ; f_i; ô_i⟩ íá åSSíáé ôï ðëÞèïò ôùí êáôáóôÜóÝùí ôïõ (äçëáäÞ ç ðëçèéêüôçôá ôïõ Q).

ÔÝëïò óôïí ïñéóìü ðïõ áêïëïõèåSS èåùñïýìå üôé óôéò óœÝóåéò ðñïôSSìçóçò ôùí ðáéêôþí óôï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí ðáSSæïõí èåôéêü ñüëï ïé áðïëáâÝò ôïõ ðáSSêôç óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï êáé áñíçôéêü ñüëï ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áõôïìÜôïõ ôïõ.

Ïñéóìüò 4.1. ÿíá ðáSSãíéï áõôïìÜôùí åíüò ä-åëáôôïýìåíï ìç ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ ôïõ ⟨{1; 2}; (A_i); (u_i)⟩ åSSíáé Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï ⟨{1; 2}; (Ì_i); (≻_i)⟩ óôï ïðïSSï ãéá êÜèå ðáSSêôç i éóœýåé

• M_i åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí áõôïìÜôùí ôïõ ðáSSêôç i óôï ìç ðåðåñáóìÝíï ðáSSãíéï

• ç ≻_i åSSíáé ìéá óœÝóç äéÜôáîçò, ç ïðïSSá åSSíáé áýîïõóá üóïí áíáöïñÜ ôéò áðïëáâÝò ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç áðü ôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï êáé öèSSíïõóá óå óõíÜñôçóç ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áõôïìÜôïõ: äçëáäÞ (M_1; M_2) ≻_i ((M^′_1; M^′_2) åÜí åSSôå U_i((M_1; M_2) > U_i((M^′_1; M^′_2) êáé c(M_i) = c(M^′_i ), åSSôå U_i((M_1; M_2) = U_i((M^′_1; M^′_2) êáé c(M_i) < c(M^′_i ).

Äýï åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ãéá ôçí óœÝóç ðñïôSSìçóçò ðïõ áîSSæïõí åéäéêÞò ìíåSSáò. Ç ðñþôç åSSíáé üôáí ïé åðéäñÜóåéò ôüóï ôïõ ïöÝëïõò ôïõ ðáSSêôç áðü ôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï, üóï êáé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áõôïìÜôïõ åSSíáé áèñïéóôéêÝò, äçëáäÞ ç ≻_i áíáðáñSSóôáôáé áðü ôçí U_i((M_1; M_2) − ãc(M_i) ãéá êÜðïéï ã > 0, üðïõ ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ôï ã áíôéðñïóùðåýåé ôï êüóôïò êÜèå êáôÜóôáóçò ôïõ áõôïìÜôïõ. Ç äåýôåñç ðåñSSðôùóç åSSíáé áõôÞ êáôÜ ôçí ïðïSSá åîåôÜæåé ôéò ðñïôéìÞóåéò ôïõ ëåîéêïãñáöéêÜ, äçëáäÞ ðñþôá ôïí åíäéáöÝñïõí ïé áðïëáâÝò ôïõ êáé ýóôåñá ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áõôïìÜôïõ. Ôï åíäéáöÝñïí óôïéœåSSï áõôïý ôïõ ìïíôÝëïõ åSSíáé üôé ðëçóéÜæåé ðïëý ôéò ðñïôéìÞóåéò ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé óôï óýíçèåò ìïíôÝëï ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí, üðïõ äåí ãSSíåôáé ëüãïò ãéá ðïëõðëïêüôçôá, ïðüôå ôï ìïíôÝëï áõôü ìðïñåSS íá åéäùèåSS ùò Üìåóïò áðüãïíïò ôïõ óõíÞèïõò ìïíôÝëïõ.

ÐáñÜäåéãìá 4.1.

G = Ï Á Ï Á [ (3; 3) (0; 4) (4; 0) (1; 1) ]

ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé ôï ðáéœíSSäé G åSSíáé ôï "ÄSSëçììá ôùí ÖõëáêéóìÝíùí" ìå ôéò áðïëáâÝò ðïõ öáSSíïíôáé óôïí ðáñáðÜíù ðSSíáêá. Áí èåùñÞóïõìå ôþñá ôï áõôüìáôï ðïõ õëïðïéåSS ôçí "âëïóõñÞ" óôñáôçãéêÞ üðùò öáSSíåôáé óôï óœÞìá, Ýœïõìå üôé åöüóïí ï êïéíüò ðáñÜãïíôáò åëÜôôùóçò ä åSSíáé áñêåôÜ ìåãÜëïò ôüôå ôï áõôüìáôï áõôü áðïôåëåSS âÝëôéóôç áðÜíôçóç óôïí åáõôü ôïõ óôï ä-åëëáôïýìåíï. Áêüìç êáé œñçóéìïðïéþíôáò Ýíá ðéï ðïëýðëïêï áõôüìáôï, ï ðáSSêôçò 1 äåí ìðïñåSS íá åîáóöáëSSóåé ìåãáëýôåñï üöåëïò óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï. ĳìùò õðÜñœåé áõôüìáôï, ðïõ äåäïìÝíïõ üôé ï ðáSSêôçò 2 œñçóéìïðïéåSS ôï áõôüìáôï Ì, åðéôõãœÜíåé ôï SSäéï üöåëïò üíôáò áðëïýóôåñï. Áõôü ôï áõôüìáôï áðïôåëåSSôáé áðü ìüíï ìSSá êáôÜóôáóç êáé åðéëÝãåé íá ðáSSæåé

Figure 4.1: Ôï áõôüìáôï Ì ðïõ õëïðïéåSS ôçí "âëïóõñÞ" óôñáôçãéêÞ

ðÜíôá Á. ÐñáãìáôéêÜ ç êáôÜóôáóç qÏ Ýœåé óœåäéáóôåSS ìå ìïíáäéêü ëüãï íá äñá ùò áðåéëÞ ãéá ôïí áíôSSðáëï ðáSSêôç, üìùò óôçí éóïññïðSSá ç áðåéëÞ åSSíáé ðåñéôôÞ áöïý êÜèå ðáSSêôçò ðáSSæåé ðÜíôá Á. ćñá êÜèå ðáSSêôçò ìðïñåSS íá ðåôÜîåé ôçí êáôÜóôáóç qÏ œùñSSò íá åðçñåáóôåSS ôï áðïôÝëåóìá, Üñá ôï (M; M) äåí åSSíáé éóïññïðSSá ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí.

ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé óôï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí êÜèå ðáSSêôçò ðñÝðåé íá éóïóôáèìSSóåé ôçí åðéèõìSSá ôïõ ãéá õøçëüôåñá êÝñäç ìå ôçí áíÜãêç åðéëïãÞò ìéáò áðëÞò óôñáôçãéêÞò. ÊáôÜ ìéá Ýííïéá ëïéðüí áõôü ôï ðñüâëçìá åSSíáé äõóêïëüôåñï áöïý ï ðáSSêôçò äåí ðñïóðáèåSS áðëþò íá âñåé ìéá âÝëôéóôç óôñáôçãéêÞ óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï áëëÜ ôáõôüœñïíá ðñÝðåé íá ëáìâÜíåé õðüøç ôïõ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óôñáôçãéêÞò ðïõ áêïëïõèåSS.

4.3 Ç ÄïìÞ ôçò ÉóïññïðSSáò óôï ÐáSSãíéï ÁõôïìÜ- ôùí Ôþñá èá ìåëåôÞóïõìå óå âÜèïò ôçí äïìÞ ôçò éóïññïðSSáò óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí, üðùò ðáñïõóéÜæåôáé áðü ôïõò Rubinstein, Abreu êáé Piccione óôá [20], [1] êáé [16]. ÁñœéêÜ ãåíéêåýïõìå ôçí ðáñáôÞñçóç ðïõ ðáñïõóéÜóáìå óôçí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï üôé üôáí Ýíá áõôüìáôï M_i êÜðïéïõ ðáSSêôç i Ýœåé ìSSá êáôÜóôáóç ðïõ äåí œñçóéìïðïéåSSôáé üôáí ïé M_1 êáé M_2 óõíåñãÜæïíôáé, ôüôå ôï (M_1; M_2) äåí åSSíáé óçìåSSï éóïññïðSSáò Nash, áöïý ç êáôÜóôáóç áõôÞ ìðïñåSS íá äéáãñáöåSS œùñSSò íá åðçñåÜóåé ôçí Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ, êáé ï ðáSSêôçò i åðéëÝãåé ôï áõôüìáôï åêåSSíï óôï ïðïSSï ç êáôÜóôáóç áõôÞ Ýœåé äéáãñáöåSS.

4.3.1 Ï áñéèìüò ôùí êáôáóôÜóåùí ôùí äýï áõôïìÜôùí åSSíáé ï SSäéïò êáé ç éóïññïðSSá ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí åSSíáé éóïññïðSSá ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ

ËÞììá 4.2. ÅÜí ôï (M^∗_1 ; M^∗_2 ) áðïôåëåSS éóïññïðSSá Nash ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí ôüôå ãéá êÜèå êáôÜóôáóç q_i ôïõ áõôïìÜôïõ Ì^∗_i õðÜñœåé ìSSá ðåñSSïäïò t ôÝôïéá þóôå q^t_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ) = q_i.

Ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìÜ äçëþíåé üôé óå ìSSá éóïññïðSSá Nash, êÜèå áõôüìáôï ðïõ óõììåôÝœåé ó’áõôÞí Ýœåé ôïí SSäéï áñéèìü êáôáóôÜóåùí êáé ïðïéáäÞðïôå éóïññïðSSá Nash ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí áíôéóôïéœåSS óå éóïññïðSSá Nash ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ.

Ðñüôáóç 4.3. ÅÜí ôï (M^∗_1 ; M^∗_2 ) áðïôåëåSS éóïññïðSSá Nash ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí ôüôå

• c(M^∗_1 ) = c(M^∗_2 )

• ôï æåýãïò ôùí óôñáôçãéêþí ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáSSãíéïõ ðïõ áíôéóôïéœïýí óôï æåýãïò áõôïìÜôùí (M^∗_1 ; M^∗_2 ) åSSíáé éóïññïðSSá Nash ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ.

Áðüäåéîç ÊáôáñœÜò õðåíèõìSSæïõìå üôé óôçí éóïññïðSSá üëåò ïé êáôáóôÜóåéò ôïõ áõôïìÜôïõ œñçóéìïðïéïýíôáé ôïõëÜœéóôïí ìSSá öïñÜ. Óå äéáöïñåôéêÞ ðåñSSðôùóç ï ðáSSêôçò óôïí ïðïSSï áíôéóôïéœåSS ôï áõôüìáôï ìå ôéò Üåñãåò êáôáóôÜóåéò ìðïñåSS íá äéáãñÜøåé ôéò êáôáóôÜóåéò áõôÝò êáé íá åðéëÝîåé Ýôóé íá œñçóéìïðïéåSS Ýíá áðëïýóôåñï áõôüìáôï œùñSSò íá åëáôôþóåé ôï üöåëïò ðïõ ðñïóëáìâÜíåé óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï. □

Ôþñá, ãéá êÜèå óôñáôçãéêÞ s_j ôïõ ðáSSêôç j óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï óõìâïëSSæïõìå U_j (M^∗_i ; s_j ) ôï üöåëïò ôïõ ðáSSêôç j óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï üôáí œñçóéìïðïéåSS ôçí s_j êáé ï ðáSSêôçò i œñçóéìïðïéåSS ôçí óôñáôçãéêÞ ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï M^∗_i . Áöïý ôï áõôüìáôï M^∗_i åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, ôï ðñüâëçìá ôïõ ðáSSêôç j ôçò åýñåóçò âÝëôéóôçò áðüêñéóçò óôï áõôüìáôï M^∗_i óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï (max_{sj} U_j (M^∗_i ; s_j )), áãíïþíôáò ôçí ðïëõðëïêüôçôá, Ýœåé ëýóç (Derman [5] Èåþñçìá 1, óåë 23). Ìðïñïýìå üìùò íá ðåñéãñÜøïõìå ôçí âÝëôéóôç áðüêñéóç ùò åîÞò: Ýœïíôáò M^∗_i = ⟨Q_i; q^0_i ; f_i; ô_i⟩, ãéá êÜèå q ∈ Q_i, Ýóôù V_j (q) = max_{sj} U_j (M^∗_i (q); s_j ), ôüôå ç M^∗_i (q) äéáöÝñåé áðü ôçí M^∗_i ìüíï óôçí áñœéêÞ êáôÜóôáóç, q. Ãéá êÜèå q ∈ Q_i, Ýóôù A_j (q) ôï óýíïëï ëýóåùí óôïí ðñüâëçìá: max a_j ∈A_j

{u_j (f_i(q); a_j ) + äV_j (ô_i(q; a_j ))}:

Ç óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáSSêôç j åSSíáé âÝëôéóôç áðüêñéóç, óôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï, óôçí óôñáôçãéêÞ ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï M^∗_i , åÜí êáé ìüíï åÜí ç åíÝñãåéá

Figure 4.2: Ôï áõôüìáôï Ì1

ðïõ åðéëÝãåé üôáí ôï áõôüìáôï ôïõ ðáSSêôç i âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q áíÞêåé óôï óýíïëï A_j (q).

Áò åðéóôñÝøïõìå ôþñá óôï ðñüâëçìá max_{Mj} U_j(M^∗_i ; M_j ). Áõôü ôï ðñüâëçìá äéáöÝñåé áðü ôï max_{sj} U_j(M^∗_i ; s_j ), ìüíï óôï ãåãïíüò üôé åäþ ï ðáSSêôçò j áíôSS íá åðéëÝãåé óôñáôçãéêÞ åðéëÝãåé áõôüìáôï. ĳìùò áêüìç êáé ìå ôïí ðåñéïñéóìü áõôü äåí Ýœïõìå ðñüâëçìá, êáèþò ï ðáSSêôçò j ìðïñåSS íá åîáóöáëSSóåé üöåëïò max_{sj} U_j (M^∗_i ; s_j ) œñçóéìïðïéþíôáò ôï ðáñáêÜôù áõôüìáôï:

• Óýíïëï êáôáóôÜóåùí åSSíáé Q_i.

• ÁñœéêÞ êáôÜóôáóç q_i

• ÓõíÜñôçóç åîüäïõ f_j ðïõ ïñSSæåôáé ùò: f_j (q) = a^∗_q ∈ A_j (q)

• ÓõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ô_j (; ; œ) = t_i(q; f_i(q) ãéá êÜèå x ∈ A_i.

Áðü ôá ðáñáðÜíù ðñïêýðôåé üôé áöïý ôï (M^∗_1 ; M^∗_2 ) åSSíáé éóïññïðSSá Nash ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí Ýðåôáé üôé c(M^∗_J ) ≤ c(M^∗_i ) êáé åðïìÝíùò c(M^∗_J ) ≤ c(M^∗_i ). ÅðéðëÝïí, áöïý ï ðáSSêôçò j ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéÞóåé ôï áõôüìáôü ôïõ ðñïêåéìÝíïõ íá åðéôýœåé êÝñäïò max_{sj} U_j(M^∗_i ; s_j ) Ýðåôáé üôé ïé óôñáôçãéêÝò ðïõ ðñïÝñœïíôáé áðü ôï æåýãïò ôùí áõôïìÜôùí (M^∗_i ; M_j ) áðïôåëïýí éóïññïðSSá Nash ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ.

4.3.2 ¿ðáñîç 1-1 áíôéóôïéœSSáò áíÜìåóá óôéò åíÝñãåéåò óôï ìïíïðÜôé éóïññïðSSáò

Ôþñá èá ðáñïõóéÜóïõìå Ýíá áðïôÝëåóìá ôï ïðïSSï Ýœåé ðïëý óçìáíôéêÝò åðéðôþóåéò ãéá ôçí äïìÞ ôùí éóïññïðéþí Nash óôï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí. ÐñïêåéìÝíïõ íá äéåõêïëýíïõìå ôçí êáôáíüçóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò ôçò ðáñáãñÜöïõ áõôÞò èá îåêéíÞóïõìå ìå Ýíá ðáñÜäåéãìá ãéá ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ìç ðåðåñáóìÝíá åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ ôïõ "ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí".

ÐáñÜäåéãìá 4.2.

Ôï æåýãïò ôùí áõôïìÜôùí äçìéïõñãåSS Ýíá ìïíïðÜôé ôï ïðïSSï îåêéíÜ ìå k ≥ 2 ðåñéüäïõò, óôéò ïðïSSåò ç Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ åSSíáé (Ï,Ï) (üðïõ ïé ðáSSêôåò

Figure 4.3: Ôï áõôüìáôï Ì2

åðéäåéêíýïõí ôéò áðåéëÝò ôïõò) êáé ìåôÜ áðïôåëåSSôáé áðü Ýíáí êýêëï ìÞêïõò 4, óôéò ïðïSSåò ç Ýêâáóç ôïõ ðáéãíSSïõ åSSíáé (Á,Á),(Á,Á),(Á,Ï) êáé (Ï,Á), êáé ï ïðïSSïò åðáíáëáìâÜíåôáé åð’áüñéóôïí. ÏðïéáäÞðïôå áðüêëéóç ðáSSêôç áðü ôçí ðñïáíáöåñèåSSóá óõìðåñéöïñÜ óôïí êýêëï êÜíåé ôï áõôüìáôï ôïõ áíôéðÜëïõ íá ìåôáâåSS óôçí áñœéêÞ ôïõ êáôÜóôáóç ôéìùñþíôáò Ýôóé ôïí áðïóôÜôç ãéá ê ðåñéüäïõò. Ôï æåõãÜñé ôùí áõôïìÜôùí áõôþí åSSíáé éóïññïðSSá Nash ãéá ôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï üôáí ï ðáñÜãïíôáò åëÜôôùóçò ä åSSíáé êïíôÜ óôçí ìïíÜäá. ĳìùò ôï æåýãïò ôùí áõôïìÜôùí äåí óõíéóôÜ éóïññïðSSá óôï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí. Ãéá íá ôï åðéâåâáéþóïõìå áõôü áò åîåôÜóïõìå ôï áõôüìáôï M_1. Óå êÜèå ìSSá áðü ôéò 3 êáôáóôÜóåéò, q_1; q_2 êáé q_3, ï ðáSSêôçò 1 åðéëÝãåé ôçí SSäéá êSSíçóç Ï. ĳìùò èá ìðïñïýóå íá œñçóéìïðïéÞóåé ôï áõôüìáôï M^′_1, óôï ïðïSSï ïé 3 êáôáóôÜóåéò Ýœïõí áíôéêáôáóôáèåSS áðü ìSSá ôçí q, óôçí ïðïSSá åðéëÝãåé ôçí êSSíçóç Á (áñíåSSôáé íá ïìïëïãÞóåé). ÅÜí ôï M^′_1, öèÜóåé óôçí q, ôüôå ðáñáìÝíåé óå áõôÞí ìÝœñé ï ðáSSêôçò 2 íá åðéëÝîåé ôçí êSSíçóç Á ïðüôå ìåôáâáSSíåé óôçí q_4, ïðüôå ï ðáSSêôçò 2 åðéëÝãåé Ï. Ïé ìåôáâÜóåéò áðü ôçí êáôÜóôáóç I_k, üôáí ï ðáSSêôçò 2 ðáSSæåé O êáé áðü ôçí q_4, åÜí ï ðáSSêôçò 2 ðáSSæåé Á, äéïñèþíïíôáé óôçí q. Áêüìç ôï æåýãïò (M^′_1; M_2) ðáñÜãåé ôçí SSäéá áêïëïõèSSá åêâÜóåùí üðùò êáé ôï (M_1; M_2), ïðüôå ï ðáSSêôçò 1 ìðïñåSS íá åðéëÝîåé ôï áõôüìáôï Ì^′_1 áðïêïìSSæïíôáò êÝñäïò áöïý åëáôôþíåé ôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôçò óôñáôçãéêÞò ôïõ.

Ãåíéêüôåñá èá äåSSîïõìå üôé åÜí Ýíá æåýãïò áõôïìÜôùí ðïõ óõíéóôÜ éóïññïðSSá Nash ðáñÜãåé áðïôåëÝóìáôá óôá ïðïSSá Ýíáò áðü ôïõò äýï ðáSSêôåò ðñáãìáôïðïéåSS ôçí SSäéá êSSíçóç óå äýï äéáöïñåôéêÝò ðåñéüäïõò, ôüôå êáé ï áíôSSðáëïò ðáSSêôçò ðñáãìáôïðïéåSS ôçí SSäéá êSSíçóç óôéò óõãêåêñéìÝíåò ðåñéüäïõò (áíôSSèåôá áðü üôé óõíÝâáéíå óôï ðáñÜäåéãìá ðïõ ìüëéò ðåñéãñÜøáìå óôéò ðåñéüäïõò k + 1 êáé k + 2).

Ðñüôáóç 4.4. ÅÜí ôï æåýãïò (M^∗_1 ; M^∗_2 ) åSSíáé éóïññïðSSá Nash ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí, ôüôå õðÜñœåé ìéá 1-1 áíôéóôïéœSSá ìåôáîý ôùí ðáéêôþí 1 êáé 2, üðùò êáèïñSSæïíôáé áðü ôá áõôüìáôá M^∗_1 êáé M^∗_2 , äçëáäÞ åÜí a^t_i(M^∗_1 ; M^∗_2 ) = a^s_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ) ãéá êÜðïéá t ≠ s, ôüôå a^t_j (M^∗_1 ; M^∗_2 ) = a^s_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ).

Áðüäåéîç ÿóôù M^∗_i = (Q_i; q^0_i ; f_i; ô_i), óýìöùíá ìå ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç ôï M^∗_j åSSíáé âÝëôéóôç áðÜíôçóç óôï M^∗_i (õðü ôçí Ýííïéá ôïõ åðáíáëáìâáíüìåíïõ ðáéãíSSïõ), ïðüôå f_j (q^t_j(M^∗_1 ; M^∗_2 )) ∈ A_j (q^t_j (M^∗_1 ; M^∗_2 )) ãéá üëá ôá t.

ÿôóé, åÜí õðÜñœïõí äýï ðåñSSïäïé t êáé s óôéò ïðïSSåò a^t_j (M^∗_1 ; M^∗_2 ) = a^s_j (M^∗_1 ; M^∗_2 ) êáé a^t_i(M^∗_1 ; M^∗_2 ) ≠ a^t_i(M^∗_1 ; M^∗_2 ), ôüôå

q^t_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ) ≠ q^s_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ),

f_j (q^t_j (M^∗_1 ; M^∗_2 ) ∈ A_j (q^t_i (M^∗_1 ; M^∗_2 )) êáé

f_j (q^s_j (M^∗_1 ; M^∗_2 ) ∈ A_j (q^s_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ))

ĳðùò Ýœïõìå äåé óôçí éóïññïðSSá éóœýåé c(M^∗_i ) = c(M^∗_j ), üìùò áêïëïýèùò ðåñéãñÜöïõìå Ýíá áõôüìáôï ðïõ åêôåëåSS ìSSá âÝëôéóôç óôñáôçãéêÞ ãéá ôïí ðáSSêôç j œñçóéìïðïéþíôáò ìüíï c(M^∗_i ) − 1 êáôáóôÜóåéò. Ôï áõôüìáôï áõôü Ýœåé:

• Óýíïëï êáôáóôÜóåùí Q_i − {q^s_i }.

• ÁñœéêÞ êáôÜóôáóç q^0_i åÜí q^s_i ≠ q^0_i áëëéþò q^t_i .

• ÓõíÜñôçóç åîüäïõ ðïõ ïñSSæåôáé áðü ôçí f_j

• H óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ðïõ ïñSSæåôáé ùò åîÞò:

ô_i(q; x) = ô^′_i(q; f_j (q)) åÜí q ≠ q^t_j ô^′_i(q^s_i ; f_j (q^s_i )) åÜí q = q^t_j êáé x = a^s_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ) ô^′_i(q^t_i ; f_j (q^t_i )) åÜí q = qq^t_j êáé x ≠ a^s_i (M^∗_1 ; M^∗_2 )

üðïõ ç ô^′_i åSSíáé áêñéâþò ç SSäéá ìå ôçí ô_i åêôüò áðü ôï üôé ô^′_i(q; x) = q^t_i üðïõ ô_i(q; x) = q^s_i . □

Ôï áðïôÝëåóìá áõôü Ýœåé Üìåóåò êáé óçìáíôéêüôáôåò åðéðôþóåéò óôçí áêïëïõèSSá ôùí åêâÜóåùí éóïññïðSSáò üðïõ ôï G åSSíáé 2 × 2 ðáSSãíéï. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åÜí ôï G åSSíáé ôï "ÄSSëçììá ôùí ÖõëáêéóìÝíùí", üôé ïé åêâÜóåéò ôïõ ðáéãíSSïõ óå éóïññïðSSá ðñÝðåé íá áíÞêïõí åSSôå óôï óýíïëï (Ï; Ï); (Á; Á) åSSôå óôï óýíïëï (Ï; Á); (Á; Ï).

4.3.3 ¿ðáñîç 1-1 áíôéóôïéœSSáò áíÜìåóá óôéò êáôáóôÜóåéò óôï ìïíïðÜôé éóïññïðSSáò

Ôþñá åðéóôñÝöïõìå óôï æÞôçìá ôçò äïìÞò ôùí áõôïìÜôùí éóïññïðSSáò. ÅðåéäÞ ôï áõôüìáôï êÜèå ðáSSêôç åSSíáé ðåðåñáóìÝíï, õðÜñœåé Ýíáò åëÜœéóôïò áñéèìüò t^′ ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜðïéï t > t^′, íá Ýœïõìå q^t_i = q^{t′}_i ãéá i = 1; 2. Ýóôù ôþñá t^∗ ç ìéêñüôåñç (êáô’ áýîùí áñéèìü) ðåñSSïäïò t, ôÝôïéá þóôå t > t^′ êáé q^t_i = q^{t′}_i ãéá i = 1; 2. Ç áêïëïõèSSá ôùí æåõãþí êáôáóôÜóåùí ðïõ îåêéíÜ áðü ôçí ðåñSSïäï t^′ åSSíáé Ýíáò êýêëïò ìÞêïõò t^∗ − t^′. Áíáöåñüìáóôå óå áõôü ôï óôÜäéï ùò êõêëéêÞ öÜóç êáé óôï ðñïçãïýìåíï óôÜäéï ùò åéóáãùãéêÞ öÜóç.

Óôçí óõíÝœåéá èá äåSSîïõìå üôé ôá óýíïëá ôùí êáôáóôÜóåùí ðïõ œñçóéìïðïéïýí ïé ðáSSêôåò êáôÜ ôçí åéóáãùãéêÞ öÜóç êáé ôçí êõêëéêÞ öÜóç åSSíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò. ÅðéðëÝïí èá äåSSîïõìå üôé êáôÜ ôçí åéóáãùãéêÞ öÜóç, êÜèå êáôÜóôáóç œñçóéìïðïéåSSôáé áêñéâþò ìSSá öïñÜ êáé üôé êáôÜ ôçí êõêëéêÞ öÜóç, êÜèå ìSSá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò åðáíáëáìâÜíåôáé áêñéâþò ìéá öïñÜ óå êÜèå êýêëï. ÅðïìÝíùò óôçí éóïññïðSSá õðÜñœåé ìSSá 1-1 áíôéóôïéœSSá áíÜìåóá óôéò êáôáóôÜóåéò ôùí áõôïìÜôùí ðïõ œñçóéìïðïéïýí ïé ðáSSêôåò. ÐñáêôéêÜ áõôü óçìáSSíåé üôé óå êÜèå ðåñSSïäï êÜèå áõôüìáôï "ãíùñSSæåé" ôçí êáôÜóôáóç ôïõ Üëëïõ áõôïìÜôïõ.

Ðñüôáóç 4.5. ÅÜí (M^∗_1 ; M^∗_2 ) åSSíáé ìéá éóïññïðSSá ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí, ôüôå õðÜñœåé ìSSá ðåñSSïäïò t^∗ êáé Ýíáò áêÝñáéïò l < T^∗ ôÝôïéïò þóôå ãéá i=1,2 ïé êáôáóôÜóåéò óôçí áêïëïõèSSá (q^t_i (M^∗_1 ; M^∗_2 )_{t=1;2;:::;t}∗_{−1} åSSíáé äéáöïñåôéêÝò êáé q^t_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ) = q^{t−l}_i (M^∗_1 ; M^∗_2 ) ãéá t ≥ t^∗

Áðüäåéîçÿóôù t^∗ ç ðñþôç ðåñSSïäïò óôçí ïðïSSá ìSSá áðü ôéò êáôáóôÜóåéò áðü êÜðïéá áðü ôá äýï áõôüìáôá åìöáíSSæåôáé ãéá äåýôåñç öïñÜ. ÏñSSæïõìå äçëáäÞ ùò tj íá åSSíáé ï åëÜœéóôïò œñüíïò ãéá ôïí ïðïSSï õðÜñœåé ðáSSêôçò i êáé ðåñSSïäïò t_i < t^∗ ôÝôïéïé þóôå q^{t∗}_i = q^{ti}_i êáé åðïìÝíùò a^{t∗}_i = a^{ti}_i . ĳìùò ôþñá áðü ôçí ðñïçãïýìåíç ðñüôáóç Ýœïõìå üôé áöïý a^{t∗}_i = a^{ti}_i Ýðåôáé Ýœïõìå üôé a^{t∗}_j = a^{ti}_j . Áðü áõôü Ýðåôáé üôé ãéá êÜèå k ≥ 0 q^{t∗+k}_i = q^{ti+k}_i , áöïý êáôÜ ôçí éóïññïðSSá üëåò ïé êáôáóôÜóåéò åìöáíSSæïíôáé ôïõëÜœéóôïí ìSSá öïñÜ, Ýœïõìå üôé c(M^∗_i ) = t^∗ − 1. Áðü ôïí ïñéóìü ôïõ t^∗ Ýœïõìå üôé üëåò ïé êáôáóôÜóåéò ôïõ M^∗_j ìÝœñé ôçí t^∗ − 1 ðåñSSïäï åSSíáé äéáöïñåôéêÝò êáé åðåéäÞ êáôÜ ôçí éóïññïðSSá éóœýåé c(M^∗_i ) = c(M^∗_j ) õðÜñœåé t_j < t^∗ ôÝôïéï þóôå q^{tj}_i = q^{t∗}_i . ÅðïìÝíùò áðïìÝíåé íá äåSSîïõìå üôé t_j = t_i. ÿóôù üôé äåí éóœýåé, Ýóôù ð.œ. üôé éóœýåé t_j > t_i, ôüôå ï ðáSSêôçò j ìðïñåSS íá ðáñÜãåé ôçí SSäéá áêïëïõèSSá åêâÜóåùí ìå Ýíá áõôüìáôï óôï ïðïSSï ç êáôÜóôáóç q^{ti}_j Ýœåé åîáöáíéóôåSS äçìéïõñãþíôáò ôçí ìåôÜâáóç áðü ôçí q^{ti−1}_j óôçí q^{t∗}_j , ðáñáëåSSðïíôáò ôçí q^{ti}_j . Áõôü éóœýåé åðåéäÞ ôï áõôüìáôï áõôü Ýœåé ôçí éäéüôçôá üôé ïðïôåäÞðïôå ôï áõôüìáôï M^∗_i åSSíáé óôçí êáôÜóôáóç q, o ðáSSêôçò j åðéëÝãåé ìéá åíÝñãåéá áðü ôï A_j (q), äçëáäÞ ìéá âÝëôéóôç óôñáôçãéêÞ ãéá ôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï åêôåëåSSôáé áðü Ýíá áõôüìáôï ðïõ Ýœåé ëéãüôåñåò êáôáóôÜóåéò áðü ôï M^∗_j , ðñÜãìá ðïõ áíôéôSSèåôáé óôçí õðüèåóç üôé ôï (M^∗_1 ; M^∗_2 ) åSSíáé éóïññïðSSá. □

Óœüëéï Ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò åíüôçôáò áõôÞò áðïäåéêíýïõí üôé ôï óýíïëï éóïññïðéþí ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí åSSíáé ðïëý ìéêñüôåñï áðü áõôü ôùí åðáíáëáìâáíüìåíùí ðáéãíSSùí. ÖõóéêÜ ðñïêåéìÝíïõ íá êáèïñSSóïõìå ôï óýíïëï ôùí éóïññïðéþí áðáéôåSSôáé íá ãíùñSSæïõìå ôéò óœÝóåéò ðñïôéìÞóåéò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò. ÿôóé áò èåùñÞóïõìå ôçí ðåñSSðôùóç ôïõ "ÄéëÞììáôïò ôùí

Figure 4.4: Ôï áõôüìáôï ôïõ ðáSSêôç 1

Figure 4.5: Ôï áõôüìáôï ôïõ ðáSSêôç 2

ÖõëáêéóìÝíùí" ðïõ ïé óœÝóåéò ðñïôSSìçóçò ôùí äýï ðáéêôþí üóïí áíáöïñÜ ôï ðñïóäïêþìåíï êÝñäïò êáé ôçí ðïëõðëïêüôçôá åSSíáé ëåîéêïãñáöéêÝò. ťÏðùò ãíùñSSæïõìå Þäç ôï ìïíïðÜôé éóïññïðSSáò áðïôåëåSSôáé åSSôå áðü {(Ï; Ï); (Á; Á)} åSSôå áðü {(Ï; Á); (Á; Ï)}. ÿôóé óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ èÝëïõìå ôï ìïíïðÜôé éóïññïðSSáò íá áðïôåëåSSôáé ìüíï áðü {(Á; Ï); (Ï; Á)}, ìðïñïýìå íá ôï åðéôýœïõìå œùñSSò åéóáãùãéêÞ öÜóç. ÐñÜãìáôé ãéá êÜèå æåýãïò èåôéêþí áêåñáSSùí n_1; n_2 ðïõ éêáíïðïéåSS ôçí óœÝóç 4n_i=(n_1 + n_2) > 1 ãéá êÜèå i êáé áñêåôÜ ìåãÜëï ä, õðÜñœåé ìSSá éóïññïðSSá ôïõ ðáéãíSSïõ áõôïìÜôùí óôçí ïðïSSá ï êýêëïò îåêéíÜ áìÝóùò êáé áðïôåëåSSôáé áðü n_1 ãýñïõò óôïõò ïðïSSïõò åìöáíSSæåôáé ôï (Á; Ï) êáé n_2 ãýñïõò óôïõò ïðïSSïõò åìöáíSSæåôáé ôï (Ï; Á), œùñSSò åéóáãùãéêÞ öÜóç. (Ï ðåñéïñéóìüò 4n_i=(n_1 + n_2) > 1 åîáóöáëSSæåé ãéá êÜèå ðáSSêôç üôé ôï áíáìåíüìåíï êÝñäïò ôïõ õðåñâáSSíåé ôï minmax êÝñäïò ôïõ äçëáäÞ ôï 1.)

ÿíá æåýãïò áõôïìÜôùí éóïññïðSSáò óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ n_1 = n_2 = 1 öáSSíåôáé óôï ðáñáêÜôù óœÞìá. Ç åñìçíåSSá ðïõ ìðïñïýìå íá áðïäþóïõìå óôçí éóïññïðSSá áõôÞ åSSíáé üôé ïé ðáSSêôåò åíáëëÜóóïõí ñüëïõò, üíôáò åíáëëÜî åõãåíéêïSS ï Ýíáò óôïí Üëëï. ÿôóé ëïéðüí, ìðïñïýìå íá äïýìå ôçí Ýêâáóç (Á; Ï), ùò ôï óçìåSSï êáôÜ ôï ïðïSSï ï ðáSSêôçò 1 äSSíåé Ýíá äþñï óôïí ðáSSêôç 2, åíþ ôçí Ýêâáóç (Ï; Á), ùò ôï óçìåSSï êáôÜ ôï ïðïSSï ï ðáSSêôçò 2 äSSíåé Ýíá äþñï óôïí ðáSSêôç 1. Óôçí éóïññïðSSá ï ðáSSêôçò äåí åíäéáöÝñåôáé åÜí ï áíôSSðáëïò áðïññSSðôåé ôï äþñï ôïõ (ð.œ. åÜí åðéëÝãåé Á åíþ èá Ýðñåðå íá åðéëÝîåé Ï êáé íá áðïäåœèåSS ôï äþñï), áëëÜ åðéìÝíåé ï áíôSSðáëüò ôïõ íá ôïõ ðñïóöÝñåé Ýíá äþñï (íá ðáSSîåé Á) óå ðåñéüäïõò ðïõ áíáìÝíåé äþñï. ÅÜí äåí äåœèåSS ôï äþñï ôïõ, ôüôå äåí ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç ðïõ åSSíáé åõãåíéêüò.

ÊåöÜëáéï 5

ÅðSSëõóç Ðáñáäüîùí

5.1 ÅéóáãùãÞ

ÿíá æÞôçìá ôï ïðïSSï áíáêýðôåé óõœíÜ óôçí èåùñSSá ðáéãíSSùí åSSíáé áõôü ôïõ "ðáñáäüîïõ ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ ïñSSæïíôá" [9],[19]. Ôï ðéï áíáãíùñSSóéìï ðáñÜäåéãìá ôùí ðáñáäüîùí áõôþí åSSíáé áõôü ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ äéëÞììáôïò ôùí öõëáêéóìÝíùí. Óôï óõãêåêñéìÝíï ðáéœíSSäé üðùò Ýœïõìå Þäç áíáðôýîåé, ïé óõíÞèåéò ðáéãíéï-èåùñçôéêÝò èåùñÞóåéò ïäçãïýí óå áðïôåëÝóìáôá ôá ïðïSSá áðÝœïõí êáôÜ ðïëý áðü ôá áíáìåíüìåíá êáé ðïõ Ýñœïíôáé óå óýãêñïõóç ìå ôçí åìðåéñSSá ìáò. Ôï ãåãïíüò áõôü þèçóå ðïëëïýò, ðïõ áóœïëïýíôáé ìå ôçí èåùñSSá ðáéãíSSùí íá áìöéóâçôÞóïõí ôçí êáôáëëçëüôçôá ôùí âáóéêþí óêåðôéêþí ëýóçò. ÅðSSóçò ðáñåSSœå ôï Ýíáõóìá ðñïò ìéá êáôåýèõíóç Ýñåõíáò ðïõ åðéœåéñåSS íá åîçãÞóåé áõôÜ ôá ðáñÜäïîá áõôÜ ùò áðïôåëÝóìáôá ôçò ðåñéïñéóìÝíçò "ëïãéêüôçôáò" ôïõ ðáSSêôç.

Èá îåêéíÞóïõìå ôçí áíÜëõóÞ ìáò ìå Ýíá ðáSSãíéï ôï ïðïSSï åSSíáé áðëïýóôåñï áðü ôá óõíÞèç ðáSSãíéá ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí áíÜëõóç ôùí ðáñáäüîùí áõôþí áëëÜ ðáñüëá áõôÜ åìðåñéÝœåé üëá ôá óôïéœåSSá ðïõ åSSíáé áðáñáSSôçôá ãéá ôçí áíÜëõóÞ ìáò, Ýôóé èá äéåõêïëýíïõìå ôçí êáôáíüçóç ôçò áíÜëõóçò ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ "ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí" ðïõ èá áêïëïõèÞóåé. ÿôóé ëïéðüí ôï ðáSSãíéï ìáò ìïéÜæåé ìå ôï ðåðåñáóìÝíï "ÄSSëçììá ôùí ÖõëáêéóìÝíùí", ìå ìSSá ìåôáôñïðÞ, üôé ìüëéò Ýíáò áðü ôïõò äýï ðáSSêôåò áðïóôáôÞóåé êáé ðÜøåé íá óõíåñãÜæåôáé ìå ôïí Üëëï ôï ðáSSãíéï ôåñìáôSSæåôáé.

ÿóôù G_0(T ), ôï åêôåôáìÝíï ðáSSãíéï ìå äýï ðáSSêôåò 1 êáé 2. Ôï ðáSSãíéï äéáñêåSS T ðåñéüäïõò, ðïõ áñéèìïýíôáé 1,2,...,Ô. Óå êÜèå ðåñSSïäï, ïé äýï ðáSSêôåò ðñÝðåé íá åðéëÝîïõí ôáõôüœñïíá åSSôå íá óôáìáôÞóïõí ôï ðáSSãíéï, åSSôå íá ôï óõíåœSSóïõí. ÿôóé äçëáäÞ óå êÜèå ðåñSSïäï êÜèå ðáSSêôçò Ýœåé äýï åðéëïãÝò: åSSôå íá óôáìáôÞóåé (Ótop) åSSôå íá óõíåœSSóåé (Cont). Ôï ðáSSãíéï óõíåœSSæåé (áðü ôçí ðåñSSïäï t óôçí ðåñSSïäï t + 1), ìüíï åÜí êáé ïé äýï ðáSSêôåò åðéëÝîïõí

Cont. ÊÜèå ðáSSêôçò êåñäSSæåé ïöÝëç êáèüëç ôçí äéÜñêåéá ôïõ ðáéãíSSïõ. Óôï ôÝëïò êÜèå ðåñéüäïõ (óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé ôçò T ) óôçí ïðïSSá êáé ïé äýï ðáSSêôåò åðéëÝãïõí Cont, êÜèå ðáSSêôçò ðñïóèÝôåé 3 óôï óõíïëéêü üöåëüò ôïõ. ÅÜí êáé ïé äýï ðáSSêôåò åðéëÝîïõí Stop, ôüôå êÜèå ðáSSêôçò êåñäSSæåé 1. ÅÜí ï Ýíáò ðáSSêôçò åðéëÝîåé Stop êáé ï Üëëïò Cont, ôüôå ï ðáSSêôçò ðïõ åðéëÝãåé íá óôáìáôÞóåé ôï ðáéœíSSäé êåñäSSæåé 5, åíþ ï áíôSSðáëïò äåí êåñäSSæåé ôSSðïôá (ðáSSñíåé 0). Ôï óçìáíôéêü œáñáêôçñéóôéêü ãíþñéóìá ôùí áðïëáâþí áõôþí åSSíáé üôé ôï éäáíéêü óåíÜñéï ãéá êÜèå ðáSSêôç i åSSíáé íá óôáìáôÞóåé ôï ðáéœíSSäé ôçí ðåñSSïäï t, åÜí êáé ìüíï åÜí ðéóôåýåé üôé ï ðáSSêôçò j óêïðåýåé íá óôáìáôÞóåé ôï ðáéœíSSäé êáôÜ ôçí ðåñSSïäï t Þ êáôÜ ôçí ðåñSSïäï t + 1. ÅÜí ï ðáSSêôçò i ðéóôåýåé üôé ï ðáSSêôçò j äåí ðñüêåéôáé íá åðéëÝîåé ðïôÝ Stop, ôüôå ï ðáSSêôçò i èá ðåôýœåé ôï âÝëôéóôï óõíïëéêü êÝñäïò åÜí óôáìáôÞóåé ôï ðáéœíSSäé ôçí ðåñSSïäï T .

Ôï óýíïëï ôùí ìç ôåñìáôéêþí éóôïñéþí áðïôåëåSSôáé áðü áêïëïõèSSåò æåõãþí (Cont,Cont) ìÞêïõò t üðïõ 0 ≥ t < T . Ç óôñáôçãéêÞ åíüò ðáSSêôç êáèïñSSæåôáé áðü ôçí ðåñSSïäï óôçí ïðïSSá ï ðáSSêôçò åðéëÝãåé íá óôáìáôÞóåé ôï ðáéœíSSäé, åöüóïí åðéëÝãåé íá ôï óôáìáôÞóåé. ÅðïìÝíùò Ýíáò ðáSSêôçò óôï ðáSSãíéï G_0(T ) Ýœåé Ô óôñáôçãéêÝò S(1); :::; S(T ), üðïõ ç óôñáôçãéêÞ S(t) óçìáSSíåé "óôáìÜôá ôçí ðåñSSïäï t" êáé ìSSá óôñáôçãéêÞ óýìöùíá ìå ôçí ïðïSSá äåí åðéëÝãåé ðïôÝ íá óôáìáôÞóåé ôï ðáéœíSSäé êáé ç ïðïSSá óõìâïëSSæåôáé ùò CONT.

ÐáñÜ ôá åíäåœüìåíá "ôåñÜóôéá" êÝñäç ðïõ ïé ðáSSêôåò ìðïñåSS íá áðåéêïíSSóïõí åÜí óõíåœSSæïõí ôï ðáSSãíéï ìÝœñé ôï ôÝëïò, ôüôå ôï ðáéœíSSäé Ýœåé ìüíï ìSSá éóïññïðSSá Nash, êáôÜ ôçí ïðïSSá êáé ïé äýï ðáSSêôåò óôáìáôïýí ôï ðáéœíSSäé óôçí ðñþôç ðåñSSïäï. ÅðSSóçò åSSíáé åýêïëï íá åðéâåâáéþóåé êáíåSSò üôé ôï ðáSSãíéï äåí Ýœåé êÜðïéá Üëëç ìéêôÞ éóïññïðSSá.

Óôï õðüëïéðï ôìÞìá ôïõ êåöáëáSSïõ ðáñïõóéÜæïõìå ïñéóìÝíåò ðñïóåããSSóåéò ðïõ åðéœåéñïýí íá åðéëýóïõí ôï ðñüâëçìá ôïõ ðåðåñáóìÝíïõ ïñSSæïíôá. ÐáñÝœïõí êÜðïéá éêáíïðïéçôéêÞ ëýóç óôçí ðåñSSðôùóç ôïõ ðáéãíSSïõ ìáò G_0(T ).

5.2 ÕëïðïSSçóç ôùí óôñáôçãéêþí ìå áõôüìáôá

Ïé áðáñáSSôçôïé õðïëïãéóìïSS ãéá ôçí õëïðïSSçóç ôçò óôñáôçãéêÞò S(t) ìå t > 1 åìðåñéÝœåé ôï ìÝôñçìá ìÝœñé ôï t. Ç õëïðïSSçóç ôùí óôñáôçãéêþí CONT êáé S(1) äåí ðñïûðïèÝôïõí êáíÝíá õðïëïãéóìü. ÅðïìÝíùò ïé äõíáôüôçôåò íá ìïíôåëïðïéÞóïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí óôñáôçãéêþí åSSíáé áñêåôÜ ðåñéïñéóìÝíåò. Ôï ìüíï ðéèáíü èÝìá ðïëõðëïêüôçôáò áöïñÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá, óœåôSSæåôáé ìå ôçí äõóêïëSSá åíüò ðáSSêôç íá áíáãíùñSSæåé ôï œñüíï ðïõ ðñÝðåé íá óôáìáôÞóåé. ÁíôSSèåôá ìå äéÜöïñá æçôÞìáôá ðïëõðëïêüôçôáò ðïõ åîåôÜóáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, áõôÜ äåí åìöáíSSæïíôáé óôï ðáSSãíéï G_0(T ). Ï ðáSSêôçò äåí ìðïñåSS íá ðáñáêïëïõèÞóåé ôïí áíôSSðáëï, áöïý åÜí åðéëÝîåé Stop, ôüôå ôï ðáSSãíéï óôáìáôÜ. Ïé ðáSSêôåò äåí Ýœïõí ôçí äõíáôüôçôá íá öèÜóïõí óå Ýíá ìáêñïðñüèåóìï óõìâéâáóìü, âáóéæüìåíïé óôçí åðéëïãÞ äéáöïñåôéêþí êéíÞóåùí êáèþò õðÜñœåé ìSSá ìüíï êSSíçóç ðïõ äåí ôåñìáôSSæåé ôï ðáSSãíéï. Ìå Üëëá ëüãéá ìéá éóôïñSSá ðåñéãñÜöåôáé ðëÞñùò áðü ôï ìÞêïò ôçò.

ĳðùò åSSäáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, ðåñéãñÜöïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ìéáò óôñáôçãéêÞò ùò ôïí åëÜœéóôï äõíáôü áñéèìü êáôáóôÜóåùí áõôïìÜôïõ ðïõ ìðïñåSS íá õëïðïéÞóåé ôçí óôñáôçãéêÞ. Œñçóéìïðïéïýìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï, ôï ïðïSSï äÝœåôáé ùò åSSóïäï Ýíá ìÞíõìá ðïõ óçìáôïäïôåSS ôï ðÝñáò ìéáò ðåñéüäïõ êáé ðáñÜãåé ùò Ýîïäï ìSSá åíÝñãåéá (Stop Þ Cont). ÿœïõìå äçëáäÞ üôé ôï áõôüìáôï åSSíáé ìéá ôåôñÜäá (Q; q_0; f; ô) üðïõ Q åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáôáóôÜóåùí, q_0 ∈ Q åSSíáé ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç, ç óõíÜñôçóç åîüäïõ f : Q → {Stop; Cont} êáèïñSSæåé ìéá êSSíçóç Stop Þ Cont ãéá êÜèå êáôÜóôáóç êáé ô : Q → Q åSSíáé óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò.

ÁîSSæåé íá óçìåéþóïõìå üôé áíôSSèåôá ìå ôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï üðïõ ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò åîáñôéüôáí ôüóï áðü ôçí êáôÜóôáóç ôïõ áõôïìÜôïõ üóï êáé áðü ôéò áðïêñSSóåéò ôïõ áíôSSðáëïõ ðáSSêôç, åäþ åîáñôÜôáé ìüíï áðü ôçí êáôÜóôáóç ôïõ áõôïìÜôïõ êáé áõôü éóœýåé áöïý ôï ðáSSãíéï óõíåœSSæåôáé ìüíï åöüóïí ç åSSóïäïò ðïõ äÝœåôáé åSSíáé Cont. ÅðïìÝíùò ç åSSóïäïò ôçò áðüêñéóçò ôïõ áíôSSðáëïõ ðáSSêôç ìðïñåSS íá ðáñáëçöèåSS.

ÖõóéêÜ üëåò ïé óôñáôçãéêÝò ôïõ G_0(T ) ìðïñïýí íá õëïðïéçèïýí áðü Ýíá áõôüìáôï. ÕðÜñœåé Ýíá áõôüìáôï ìå M(t) ìå t êáôáóôÜóåéò (áëëÜ üœé ëéãüôåñåò) ðïõ åêôåëåSS ôçí óôñáôçãéêÞ S(t). Ç óôñáôçãéêÞ CONT õëïðïéåSSôáé áðü Ýíá áõôüìáôï M(CONT ) ìå ìSSá êáôÜóôáóç.

Ôá ôñSSá áêüëïõèá ðáSSãíéá áõôïìÜôùí, ôá ïðïSSá ðåñéãñÜöïõìå óôéò åðüìåíåò 3 åíüôçôåò åSSíáé ðáñáëëáãÝò ôïõ G_0(T ). Óå üëá áõôÜ ôá ðáSSãíéá áõôïìÜôùí, ï ðáSSêôçò ðáSSñíåé ìSSá óôñáôçãéêÞ áðüöáóç ðñéí îåêéíÞóåé ôï ðáSSãíéï, äçëáäÞ åðéëÝãåé ìSSá ìçœáíÞ ðïõ õëïðïéåSS ôçí óôñáôçãéêÞ êáé ëåéôïõñãåSS áõôüìáôá œùñSSò åðéðëÝïí ðáñÝìâáóç åê ìÝñïõò ôïõ. Óôï ðñþôï ðáSSãíéï, ìåôáâÜëëïõìå ôéò óõíáñôÞóåéò ïöÝëïõò Ýôóé þóôå íá óõóóùìáôþóïõìå ôï êüóôïò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò. Óôï äåýôåñï ðáSSãíéï èÝôïõìå Ýíáí ðåñéïñéóìü óôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí äõíáôþí áõôïìÜôùí. Óôï ôñSSôï ìåôáâÜëëïõìå ôçí Ýííïéá ôïõ áõôïìÜôïõ Ýôóé þóôå ðÝñá áðü ôï íá ðáSSæåé ôï ðáSSãíéï G_0(T ), ìðïñåSS íá óôÝëíåé êáèþò êáé íá ëáìâÜíåé ìçíýìáôá.

5.3 ÐñïóåããSSóåéò ãéá åðSSëõóç ôùí ðáñáäüîùí ðåðåñáóìÝíïõ ïñSSæïíôá

5.3.1 ÐáSSãíéï ìå êüóôïò ðïëõðëïêüôçôáò

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá, åöáñìüæïõìå ôçí ðñïóÝããéóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ç ðïëõðëïêüôçôá êïóôSSæåé. ÊÜèå ðáSSêôçò ðñïóðáèåSS íá áõîÞóåé ôï G_0(T ) üöåëüò ôïõ êáé íá åëáôôþóåé ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áõôïìÜôïõ ôïõ. ÿóôù c > 0, óôï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí G_1(T; c) êÜèå ðáSSêôçò ðñÝðåé íá åðéëÝîåé Ýíá áõôüìáôï êáé ç óõíÜñôçóç ïöÝëïõò ôïõ ðáSSêôç åSSíáé [êÝñäïò ôïõ ðáSSêôç óôï G_0(T )]- c×[áñéèìüò êáôáóôÜóåùí ôïõ áõôïìÜôïõ]

Ðñüôáóç 5.1. ÅÜí c ≥ 2=(T −1), ôüôå ôá æåýãç ôùí áõôïìÜôùí (M(CONT ); M(CONT )) êáé (M(1); M(1)) åSSíáé ïé ìüíåò (ãíÞóéåò) éóïññïðSSåò ôïõ G_1(T; c). ÅÜí c < 2=(T −1), ôüôå ôï æåýãïò áõôïìÜôùí (M(1); M(1)) åSSíáé ç ìïíáäéêÞ éóïññïðSSá ôïõ G_1(T; c).

Áðüäåéîç Ðñþôá ðáñáôçñïýìå üôé óôçí éóïññïðSSá, åÜí Ýíáò áðü ôïõò ðáSSêôåò œñçóéìïðïéåSS ôï áõôüìáôï M(1), ôüôå êáé ï Üëëïò œñçóéìïðïéåSS ôï áõôüìáôï Ì(1). ÅðïìÝíùò ôï æåýãïò (M(1); M(1)) åSSíáé ðÜíôá éóïññïðSSá óôï G_1(T; c). ÅðSSóçò åÜí óå éóïññïðSSá Ýíáò ðáSSêôçò œñçóéìïðïéåSS M(CONT ), ôüôå ï Üëëïò ðáSSêôçò äåí œñçóéìïðïéåSS êÜðïéá Ì(t) ìå t < T åðåéäÞ áíôáëëÜóóïíôáò ôçí ìå ôçí M(CONT ) ðñïêýðôåé üôé áõîÜíåôáé ôï êÝñäïò óôï G_0(T ) êáé åëáôôþíåôáé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ áõôïìÜôïõ.

Äåí õðÜñœåé éóïññïðSSá óôçí ïðïSSá Ýíáò áðü ôïõò ðáSSêôåò, áò ðïýìå ï ðáSSêôçò 1, œñçóéìïðïéåSS M(t) ìå 1 < t < T åðåéäÞ ç êáëýôåñç áðÜíôçóç ôïõ ðáSSêôç 2 ðñÝðåé íá åSSíáé M(CONT ); M(1) Þ êÜðïéï M(t^′) ìå t^′ < t. ÿœïõìå äåé üôé M(t); M(CONT ) êáé (Ì(t); M(1)) (t > 1) äåí åSSíáé éóïññïðSSá. Ôï æåýãïò (Ì(t); M(t^′) ìå 1 < t^′ ≤ t äåí åSSíáé éóïññïðSSá åðåéäÞ ï ðáSSêôçò 1 ìðïñåSS íá áëëÜîåé áõôüìáôï êáé íá œñçóéìïðïéÞóåé ôï M(t^′−1) áðïêïìSSæïíôáò êÝñäïò.

Ôï æåýãïò (M(T ); M(CONT )) åðSSóçò äåí åSSíáé éóïññïðSSá. ÅSSôå c > 2=(T − 1) åSSôå 2=(T − 2) > c. ÅÜí c > 2=(Ô − 1), ï ðáSSêôçò 1 èá ùöåëçèåSS ðåñéóóüôåñï åÜí œñçóéìïðïéÞóåé ôï áõôüìáôï M(CONT ), áöïý œÜíåé 2 áðü ôï êÝñäïò ôïõ óôï G_0(T ) áëëÜ ôáõôüœñïíá "óþíåé" T − 1 êáôáóôÜóåéò. ÅÜí 2=(T − 2) > c, ôüôå ï ðáSSêôçò èá ùöåëçèåSS ðåñéóóüôåñï åÜí œñçóéìïðïéÞóåé ôï áõôüìáôï M(Ô −1), áöïý œñçóéìïðïéåSS T −2 êáôáóôÜóåéò ðåñéóóüôåñåò áëëÜ êåñäSSæåé 2 åðéðëÝïí ìïíÜäåò ïöÝëïõò.

ÔåëéêÜ ôï (M(CONT ); M(CONT )) åSSíáé éóïññïðSSá ìüíï åÜí äåí óõìöÝñåé êáíÝíá ðáSSêôç íá œñçóéìïðïéÞóåé ôï M(T), äçëáäÞ åÜí c > 2=(T − 1). □ Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, áíáèÝôïíôáò êüóôïò óôçí ðïëõðëïêüôçôá åëáôôþóáìå ôï óýíïëï ôùí åêâÜóåùí éóïññïðSSáò. Åäþ óå áíôSSèåóç, ôï óýíïëï ôùí éóïññïðéþí Nash ôïõ G_1(T; c) äåí åSSíáé áðáñáSSôçôá õðïóýíïëï ôùí óçìåSSùí éóïññïðSSáò ôïõ G_0(T ). ÿôóé üôáí ôï c åSSíáé ìåãÜëï Ýœïõìå ìSSá íÝá éóïññïðSSá óôçí ïðïSSá ôï ðáSSãíéï óõíåœSSæåôáé ìÝœñé ôÝëïõò.

5.3.2 ÐåñéïñéóìÝíç Ðïëõðëïêüôçôá

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá, èá áëëÜîïõìå ôï ðáSSãíéï G_0(T ) Ýôóé þóôå ïé ðáSSêôåò íá åSSíáé ðåñéïñéóìÝíïé üóïí áíáöïñÜ ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óôñáôçãéêÞò ðïõ ìðïñïýí íá åöáñìüóïõí. Ýóôù B Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò, ôüôå óôï ðáSSãíéï G_2(T; B) êÜèå ðáSSêôçò ðñÝðåé íá åðéëÝîåé Ýíá áõôüìáôï ãéá íá ðáSSîåé ôï ðáSSãíéï G_0(T ), üðïõ üìùò ôï áõôüìáôï áõôü äåí ðñÝðåé íá Ýœåé ðÜíù áðü B êáôáóôÜóåéò. Ôá êÝñäç åSSíáé ôá SSäéá üðùò êáé óôï G_0(T ). ÅðSSóçò áíôSSèåôá áðü ôï G_1(T; c), ç œñÞóç ôùí B êáôáóôÜóåùí ãSSíåôáé œùñSSò åðéðëÝïí êüóôïò, áëëÜ ôá áõôüìáôá äåí ðñÝðåé íá Ýœïõí ðÜíù áðü B êáôáóôÜóåéò.

Ç áíÜëõóç ôïõ G_2(T; B) åSSíáé óôïéœåéþäçò. ÅÜí B < T ,ôüôå ïé ðáSSêôåò äåí åSSíáé óå èÝóç íá ìåôñÞóïõí ìÝœñé ôï T , ïðüôå ôï åðéèõìçôü áðïôÝëåóìá óõíåñãáóSSáò ìðïñåSS íá ðñïêýøåé óôçí éóïññïðSSá. ÁíôSSèåôá åÜí åSSíáé óå èÝóç íá ìåôñÞóïõí ìÝœñé ôï T , (äçëáäÞ åÜí B ≥ T ), ôüôå ç ýðáñîç éóïññïðSSáò ôïõ ðåñéïñéóìïý ðÜíù óôïí áñéèìü êáôáóôÜóåùí äåí ïäçãåSS óå íÝåò éóïññïðSSåò.

Ðñüôáóç 5.2. Óôï G_2(T; B):

• ÅÜí B ≥ T , ôüôå ç ìïíáäéêÞ éóïññïðSSá Nash åSSíáé ç (M(1); M(1)).

• ÅÜí B < T , ôüôå ïé ìïíáäéêÝò ãíÞóéåò éóïññïðSSåò Nash åSSíáé ïé (M(CONT );

M(CONT )) êáé (Ì(1); Ì(1)).

Áðüäåéîç ÅÜí B ≥ T , ôüôå ôï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí G_2(T; B) åSSíáé áêñéâþò SSäéï ìå ôï G_0(T ), áöïý üëåò ïé óôñáôçãéêÝò ôïõ G_0(T ) ìðïñïýí íá õëïðïéçèïýí áðü áõôüìáôá ìå ôï ðïëý T êáôáóôÜóåéò.

ÿíá áõôüìáôï ôï ïðïSSï, üôáí ðáSSæåé åíáíôSSïí ôïõ M(CONT ), áðïöÝñåé êÝñäïò óôï G_0(T ) ìåãáëýôåñï áðü üôé åðéôõãœÜíåé ôï M(CONT )ðñÝðåé íá Ýœåé ôïõëÜœéóôïí Ô êáôáóôÜóåéò, ïé ïðïSSåò äåí åSSíáé äéáèÝóéìåò üôáí B < T . □ 5.3.3 Ôá áõôüìáôá óôÝëíïõí ìçíýìáôá

Óå áíôSSèåóç ìå ôï ðáSSãíéï G_2(T; B), ôï ðáSSãíéï ðïõ èá áíáðôýîïõìå óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ åðéôõãœÜíåé ìéá åðéèõìçôÞ éóïññïðSSá áíåîáñôÞôùò ôïõ ïñSSïõ ðïõ èá èÝóïõìå ðÜíù óôï ðëÞèïò ôùí êáôáóôÜóåþí ôçò. Ðáñüëá áõôÜ ðñïêåéìÝíïõ íá åðéôýœïõìå ôï áðïôÝëåóìá áõôü èá ðñÝðåé íá ìåôáâÜëëïõìå ëSSãï ôïí ïñéóìü ôïõ áõôïìÜôïõ. ÿôóé ëïéðüí óôçí åíüôçôá áõôÞ êÜèå áõôüìáôï ðÝñá áðü ôçí óõììåôïœÞ ôïõ óôï ðáSSãíéï G_0(T ), áíôáëëÜóóåé ìçíýìáôá. Óôçí åðéèõìçôÞ éóïññïðSSá ç áíÜãêç ôçò áðïóôïëÞò ïñèþí ìçíõìÜôùí áðïññïöÜ äéáèÝóéìïõò ðüñïõò ôïõ óõóôÞìáôïò (êáôáóôÜóåéò) áðü ôï íá œñçóéìïðïéïýíôáé ãéá ôçí ìÝôñçóç ìÝœñé ôï T êáé ôçí áíáãíþñéóç ôçò ôåñìáôéêÞò ðåñéüäïõ, ïðüôå Ýôóé áðïôñÝðåôáé êÜèå åðéêåñäÞò áðïóôáóSSá. ÁõôÞ åSSíáé ìéá åýëïãç óôñáôçãéêÞ éäÝá, êáèþò ðáñáðÝìðåé óå óõíÞèåéò óôñáôçãéêïýò œåéñéóìïýò ðïõ óõíáíôÜìå óôçí êáèçìåñéíÞ ìáò æùÞ, êáôÜ ôïõò ïðïSSïõò Ýíáò ðáSSêôçò ðñïóðáèåSS íá åêôñÝøåé ôçí ðñïóïœÞ ôïõ áíôéðÜëïõ ôïõ áðü ôï íá ðñáãìáôïðïéÞóåé êÜðïéá áíåðéèýìçôç êSSíçóç.

ÿóôù L ôï óýíïëï ôùí óõìâüëùí ìçíõìÜôùí, ôüôå Ýíá áõôüìáôï ìçíõìÜôùí áðïôåëåSSôáé áðü ôá:

• Ýíá óýíïëï êáôáóôÜóåùí Q

• ìSSá áñœéêÞ êáôÜóôáóç q_0,

• ìSSá óõíÜñôçóç åîüäïõ f : Q → {Stop} ⋃ {(Cont; m) : m ∈ L} êáé

• ìSSá óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò ô : Q × L → Q.

Ç óçìáóSSá ôïõ f(q) = (Cont; m) åSSíáé üôé óôçí êáôÜóôáóç q, ôï áõôüìáôï åðéëÝãåé Cont êáé óôÝëíåé ìÞíõìá m, åíþ ôï f(q) = Stop óçìáSSíåé üôé óôçí êáôÜóôáóç q, ôï áõôüìáôï åðéëÝãåé Stop. ĳìïéá ôï ô(q; m) = q^′ óçìáSSíåé üôé åöüóïí ôï áõôüìáôï âñSSóêåôáé óôçí êáôÜóôáóç q êáé äåœèåSS Ýíá ìÞíõìá m, ôüôå ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç q^′. Óôï ðáSSãíéï G_3(T; B; L) êÜèå ðáSSêôçò ðñÝðåé íá åðéëÝîåé Ýíá áõôüìáôï ìçíõìÜôùí œñçóéìïðïéþíôáò ôï óýíïëï ôùí L ìçíõìÜôùí, üðïõ êÜèå áõôüìáôï-ìçíõìÜôùí Ýœåé ôï ðïëý B êáôáóôÜóåéò. Ôá êÝñäç åSSíáé ôá SSäéá üðùò ïñSSóôçêáí ãéá ôï G_0(T ).

Ðñüôáóç 5.3. Ãéá êÜèå T ≥ 2 êáé ãéá üëá ôá Â (áêüìç êáé ãéá B > T ), õðÜñœåé Ýíá óýíïëï ìçíõìÜôùí L, ôÝôïéï þóôå ôï ðáSSãíéï G_3(T; B; L) Ýœåé ìSSá ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ êáôÜ ôçí ïðïSSá êáíÝíáò ðáSSêôçò äåí óôáìáôÜ ôï ðáSSãíéï.

Áðüäåéîç ÿóôù L = L_1 ⋃ L_2 üðïõ L_i åSSíáé Ýíá óýíïëï ìå B − 2 óôïéœåSSá êáé üðïõ ôá L_1 êáé L_2 åSSíáé îÝíá ìåôáîý ôïõò. ÿóôù s_i ç ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ i-ïóôïý ðáSSêôç, êáôÜ ôçí ïðïSSá åðéëÝãåé ìå ðéèáíüôçôá 1=(B − 2), Ýíá áõôüìáôï Â êáôáóôÜóåùí, ôï ïðïSSï áñœéêÜ óôÝëíåé Ýíá ìÞíõìá m^∗ ∈ L_i êáé óôçí óõíÝœåéá åðáíáëáìâÜíåé ôï ìÞíõìá ðïõ ôïõ óôÝëíåé ï ðáSSêôçò j. ÅÜí ôï áõôüìáôï èåùñÞóåé üôé ôï Üëëï áõôüìáôï äåí áðáíôÜ ìå ôï SSäéï ìÞíõìá m^∗, ôüôå ôåñìáôSSæåé ôï ðáSSãíéï. ÅðïìÝíùò ôï óýíïëï üëùí ôùí êáôáóôÜóåùí åSSíáé ôï L_j ⋃ {M^∗; S}. ÿôóé ëïéðüí áêïëïýèùò ðåñéãñÜöïõìå ôï áõôüìáôï áõôü:

ÊáôÜóôáóç q ÿîïäïò f(q) ÌåôÜâáóç ô(q,n) m^∗(áñœéêÞ) (Cont; m^∗) n

n^∗ ∈ L_j (Cont; n^∗) { n^∗ åÜí n = m^∗ S äéáöïñåôéêÜ S Stop

Äåí åSSíáé äýóêïëï íá åðéâåâáéþóåé êáíåSSò üôé ôï æåýãïò (s_1; s_2) üðùò ïñSSóôçêå ðáñáðÜíù áðïôåëåSS ìéêôü óçìåSSï éóïññïðSSáò. ÐñÜãìáôé ðñïêåéìÝíïõ ï ðáSSêôçò i íá áõîÞóåé ôï üöåëüò ôïõ óôï G_0(T ), óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ï ðáSSêôçò j óôåSSëåé Ýíá ìÞíõìá m, ðñÝðåé íá áöéåñþóåé T − 1 êáôáóôÜóåéò óôçí ðéèáíüôçôá üôé ôï ìÞíõìá ðïõ èá óôåSSëåé ï j åSSíáé ôï m. ÿœïõìå äçëáäÞ üôé ðñïêåéìÝíïõ íá åîáóöáëSSóåé Ýíá ìéêñü üöåëïò 2 ìå ðéèáíüôçôá 1=(B − 2) ðñÝðåé íá õðïóôåSS ìSSá ìåãÜëç áðþëåéá åîáéôSSáò ôçò áäõíáìSSáò ôïõ íá áðáôÞóåé ïñèÜ óôá õðüëïéðá T − 1 ìçíýìáôá ôá ïðïSSá èá óôáëïýí ìå ðéèáíüôçôá (Ô − 1)=(Â − 2). □

5.3.4 Ç å-éóïññïðSSá: ĳôáí ç áðüêëéóç êïóôSSæåé

Åäþ èá ðáñïõóéÜóïõìå ìSSá äéáöïñåôéêÞ ðñïóÝããéóç, ç ïðïSSá åSSíáé ç ðñþôç ðïõ åðéœåéñåSS íá åðéëýóåé ôá ðáñÜäïîá áõôÜ óôçñéæüìåíç óôçí âÜóç ôçò ðåðåñáóìÝíçò "ëïãéêüôçôáò". Óýìöùíá ëïéðüí ìå áõôÞí ôçí ðñïóÝããéóç, Ýíáò ðáSSêôçò ï ïðïSSïò Ýœåé óõíçèSSóåé íá ëåéôïõñãåSS ìå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï ôñüðï, óýìöùíá ìå êÜðïéá ðñüôõðá óõìðåñéöïñÜò (óõìðåñéöïñÜ éóïññïðSSáò) œñåéÜæåôáé Ýíáí ðïëý óçìáíôéêü ëüãï ãéá íá ðñáãìáôïðïéÞóåé ìSSá áëëáãÞ. ÿôóé ëïéðüí ðñïêåéìÝíïõ ï ðáSSêôçò íá åðéëÝîåé ìéá äéáöïñåôéêÞ óôñáôçãéêÞ, èåùñïýìå üôé äåí åðáñêåSS ç ðéèáíÞ áðïêüìéóç êÝñäïò áðü ôçí êSSíçóÞ ôïõ áõôÞ, áëëÜ åðSSóçò ðñÝðåé ôï êÝñäïò áõôü íá õðåñâáSSíåé ôï êüóôïò ôçò áëëáãÞò. ÁõôÞ ç èåþñçóç áíôéêáôïðôñSSæåé ïñéóìÝíïõò ðñáãìáôéêïýò ðåñéïñéóìïýò ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôçí áëëáãÞ ôçò óôñáôçãéêÞò üðùò ôï êüóôïò ôçò åðáíåêðáSSäåõóçò ôùí áôüìùí ðïõ ðñÝðåé íá ôçí åêôåëÝóïõí, ï œñüíïò ðïõ ìåóïëáâåSS ãéá ôçí ðñïóáñìïãÞ ôïõ ðáSSêôç, ôï óõíáéóèçìáôéêü êüóôïò ê.á. Óýìöùíá ìå ôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ, ïé ðáSSêôåò åSSíáé óå èÝóç íá õðïëïãSSóïõí ôï êÝñäïò ðïõ áíôéóôïéœåSS óå ìSSá áëëáãÞ êáé íá ôï óõãêñSSíïõí ìå ôï êüóôïò ôçò áëëáãÞò å > 0.

Óýìöùíá ëïéðüí ìå ôá ðáñáðÜíù, ï ïñéóìüò ôçò å-éóïññïðSSáò åSSíáé Ýíá æåýãïò óôñáôçãéêþí (s_1; s_2), ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ðáSSêôç i, ç âÝëôéóôç áðÜíôçóç óôçí s_j äåí áðïöÝñåé êÝñäïò ðïõ íá åSSíáé õøçëüôåñï êáôÜ ìSSá ðïóüôçôá ìåãáëýôåñç ôïõ å, áðü ôï êÝñäïò ðïõ áðïöÝñåé ç óôñáôçãéêÞ s_i. Ðñïöáíþò êÜèå éóïññïðSSá Nash åSSíáé å-éóïññïðSSá, áíåîÜñôçôá áðü ôçí ôéìÞ ôïõ å.

ÅðéóôñÝöïíôáò ôþñá óôï G_0(T ), Ýíá "ìéêñü" å (ìéêñü óå óœÝóç ìå ôï ìÝãéóôï êÝñäïò ðïõ ìðïñåSS íá óõóóùñåõôåSS áðü ôï ðáSSãíéï) åðáñêåSS ãéá íá äéáôçñÞóåé óõìðåñéöïñÝò ðïõ äåí áíôéóôïéœïýí óå éóïññïðSSá. ÿôóé áíåîÜñôçôá áðü ôï ìÞêïò T ôïõ ðáéãíSSïõ, êáíåSSò äåí ìðïñåSS íá êåñäSSóåé ðáñáðÜíù áðü 2 ãéá ïðïéáäÞðïôå ðáñÝêêëéóç áðü ôï (CONT,CONT). ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå å ≥ 2 êáé ãéá üëá ôá Ô, ôï æåýãïò (CONT,CONT) (üðùò êáé áñêåôÜ æåýãç óôñáôçãéêþí) åSSíáé ìSSá å-éóïññïðSSá ôïõ G_0(T ).

ÐÜíôùò ç óõãêåêñéìÝíç ðñïóÝããéóç äåí ðáñÝœåé ìSSá ôüóï ðåéóôéêÞ åîÞãçóç ãéá ôçí ðáñÜäïîç ðáñáôçñïýìåíç óõìðåñéöïñÜ. ÐñáãìáôéêÜ, ìðïñïýìå íá äïýìå üôé ôï SSäéï å åîáóöáëSSæåé å-éóïññïðSSá (CONT; CONT ) áíåîáñôÞôïõ ôïõ T . Ôï ðáSSãíéï G_0(1) åSSíáé ôï "ÄSSëçììá ôùí ÖõëáêéóìÝíùí", óôï ïðïSSï ç êSSíçóç Stop åSSíáé ç åðéêñáôïýóá óôñáôçãéêÞ. Ðáñüëá áõôÜ ôï (CONT,CONT) åSSíáé å-éóïññïðSSá (ãéá å ≥ 2), üðùò ãéá ïðïéïäÞðïôå Üëëï ðáSSãíéï G_0(T ).

5.4 Ôï äSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí

Óôçí óõíÝœåéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ìSSá åðåîÞãçóç ãéá ôï ðåðåñáóìÝíï ðñüâëçìá ôùí öõëáêéóìÝíùí. Èá áêïëïõèÞóïõìå ôçí ìÝèïäï ðïõ œñçóéìïðïSSçóáí ïé ÐáðáäçìçôñSSïõ êáé ÃéáííáêÜêçò [14] êáé [15] ãéá íá áðïäåSSîïõìå üôé üôáí ôï åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï ôïõ ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí ðáSSæåôáé áðü ðåðåñáóìÝíá áõôüìáôá ìå ëéãüôåñï áðü åêèåôéêÝò (óå óœÝóç ìå ôïí áñéèìü ôùí ãýñùí) êáôáóôÜóåéò, ôüôå ìðïñïýìå íá åðéôýœïõìå ùò óçìåSSï éóïññïðSSáò ôçí óõíåñãáóSSá áíÜìåóá óôïõò ðáSSêôåò.

Ðñéí õðåéóÝñèïõìå óôçí áõóôçñÞ êáé ìåèïäéêÞ áíÜëõóç ôïõ ðáéãíSSïõ èá åêèÝóïõìå ôá êýñéá óçìåSSá ôçò áðüäåéîçò. ÊáôáñœÜò ç âáóéêÞ éäÝá ôçò áðüäåéîçò üðùò óõíïìïëïãåSSôáé êáé áðü ôïõò ÐáðáäçìçôñSSïõ êáé ÃéáííáêÜêçò, ïöåSSëåôáé óå ìSSá ðáñáôÞñçóç ôïõ Neyman [10] ðÜíù óôï SSäéï ðñüâëçìá (ï ïðïSSïò áñãüôåñá ôï Ýëõóå êáé ï SSäéïò êáé ìÜëéóôá ðñüóöåñå êáé ìéá åíäéáöÝñïõóá ãåíSSêåõóÞ ôïõ [11]). Óýìöùíá ëïéðüí ìå ôçí ðáñáôÞñçóç ôïõ Neyman, ôï ðëÞèïò ôùí éóôïñéþí ôïõ ðáéãíSSïõ åSSíáé åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ ìÞêïõò ôïõ ðáéãíSSïõ. ÐñáãìáôéêÜ óå êÜèå ðåñSSïäï ôïõ ðáéãíSSïõ áíôéóôïéœïýí 4 äõíáôÜ áðïôåëÝóìáôá (A,A),(A,O),(O,A),(O,O) Üñá óå ãéá ìSSá éóôïñSSá ìÞêïõò t Ýœïõìå 4^t äõíáôÝò åîåëSSîåéò. Ïðüôå ôþñá åSSíáé äõíáôü íá "ãåìSSóåé" êáíåSSò üëåò ôéò èÝóåéò ìíÞìçò (êáôáóôÜóåéò) ôùí áõôüìÜôùí áðáéôþíôáò êáé ïé äýï ðáSSêôåò íá èõìïýíôáé ìéêñÝò éóôïñSSåò ð.œ. áðáíôþíôáò ìå ðñïóõìöùíçìÝíïõò ôñüðïõò êáé óôçí óõíÝœåéá ðáSSæïõí óõíåñãáæüìåíïé êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôùí åíáðïìåéíÜíôùí ãýñùí. ÿôóé êáìéÜ êáôÜóôáóç ôùí áõôïìÜôùí äåí èá ðáñáìÝíåé áœñçóéìïðïSSçôç ðñïêåéìÝíïõ íá ìåôñçèïýí ïé ãýñïé, ïðüôå êáôÜ ôçí ìåãáëýôåñç äéÜñêåéá ôïõ ðáéãíSSïõ ïé ðáSSêôåò óõíåñãÜæïíôáé.

Âáóéæüìåíïé ðÜíù óôçí ðáñáôÞñçóç áõôÞ, ðñïœùñïýìå óôçí óêéáãñÜöçóç ôùí óçìáíôéêüôåñùí äõóêïëéþí ôïõ èåùñÞìáôïò áõôïý. ÿôóé ëïéðüí ç éóïññïðSSá óôçí ïðïSSá êáôáëÞãåé ôï ðáSSãíéï åSSíáé ìéêôÞ éóïññïðSSá, êáôÜ ôçí ïðïSSá ôá áõôüìáôá ðïõ óõììåôÝœïõí óå áõôÞ áíôáëëÜæïõí ìéêñÝò áêïëïõèSSåò áðü (Á,Ï) (ðïõ áðü åäþ êáé ðÝñá èá ïíïìÜæïõìå ôáõôüôçôåò). ÊÜèå áõôüìáôï ðïõ óõììåôÝœåé óôçí ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ Ýœåé ôçí äéêÞ ôïõ ôáõôüôçôá. ÌåôÜ ôï ðñþôï óôÜäéï, (êáé áíôSSèåôá áðü ôçí åéóÞãçóç ôïõ Neyman) ïé äýï ðáSSêôåò áíôáëëÜóóïõí ðåñéïäéêÜ ôï áðïêëåéóôéêü Þ ôùí ôáõôïôÞôùí ôïõò êáèüëç ôçí äéÜñêåéá ôùí n ãýñùí, ìå ìáêñéÜ åíäéÜìåóá äéáóôÞìáôá óõíåñãáóSSáò ( åäþ ìå áðïêëåéóôéêü Þ åííïïýìå üôé åííïïýìå ìéá áêïëïõèSSá åíåñãåéþí ðïõ ç i-ïóôÞ èá åSSíáé A åÜí ïé i-ïóôÝò åíÝñãåéåò ôùí äýï áêïëïõèéþí Þôáí SSóåò Þ O åÜí Þôáí äéáöïñåôéêÝò). Áõôü åîáóöáëSSæåé üôé èõìïýíôáé êáé ïé äýï ôéò êÜñôåò ôùí áíôéðÜëùí ôïõò êáé åðïìÝíùò äåí Ýœïõí åëåýèåñç ìíÞìç ãéá íá óœåäéÜóïõí êÜðïéá áðïóôáóSSá.

Ç áðüäåéîç ðáñïõóéÜæåé äýï ðåñáéôÝñù äõóêïëSSåò, ôéò ïðïSSåò èá áíáöÝñïõìå ãéá íá áéôéïëïãÞóïõìå ôçí êáôáóêåõÞ ðïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå êáôÜ ôçí áíáëõôéêÞ áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. Ïé ôáõôüôçôåò ðïõ áíôáëëÜóóïõí ïé ðáSSêôåò êáôÜ ôçí åêêSSíçóç ôïõ ðáéãíSSïõ åSSíáé áêïëïõèSSåò ôçò ìïñöÞò {A; O}^d ãéá êÜðïéï ìéêñü d. ĳìùò ç áíôáëëáãÞ ôùí ôáõôïôÞôùí óõíåðÜãåôáé üôé ïé ðáSSêôåò èá ðáSSîïõí ôï "äSSëçììá ôùí öõëáêéóìÝíùí" ãéá ãýñïõò. ÅðïìÝíùò ïé ðáSSêôåò ðïõ Ýœïõí ôáõôüôçôåò ïé ïðïSSåò Ýœïõí ðïëëÜ Ï, åSSíáé óå ðëåïíåêôéêÞ èÝóç óå óœÝóç ìå áõôïýò ðïõ Ýœïõí ðïëëÜ Á. Ãéá íá õðåñðçäçèåSS áõôü ôï ðñüâëçìá œñçóéìïðïéïýíôáé äýï ôåœíÜóìáôá: êáôÜ ðñþôï ëüãï ëïéðüí ç áíôáëëáãÞ ôùí ôáõôïôÞôùí áêïëïõèåSSôáé áðü ìSSá öÜóç ôçò ïðïSSáò ï óêïðüò åSSíáé íá åîáëåSSøåé ôïí ôõœüí ðñïâÜäéóìá ðïõ Ýœåé áðïêôÞóåé êÜðïéïò ðáSSêôçò ëüãï ôçò áíôáëëáãÞò ôáõôïôÞôùí. ÿôóé üìùò ôï ðñüâëçìá ðáñáìÝíåé êáôÜ ôéò ðåñéïäéêÝò åðáíáëÞøåéò ôùí áíôáëëáãþí ôùí ôáõôïôÞôùí áíÜìåóá óôïõò ðáSSêôåò. ÁõôÞ ç äéáöïñÜ åîáëåSSöåôáé, êáèþò åðéâÜëëïõìå óôïõò ðáSSêôåò íá åêðÝìðïõí ôï áðïêëåéóôéêü Þ ôùí ôáõôïôÞôùí ôïõò.

ÿíá Üëëï ðñüâëçìá ðïõ óõíáíôÜôáé êáôÜ ôçí áðüäåéîç åSSíáé êáé ôï áêüëïõèï: ïé ðåñéóóüôåñåò êáôáóôÜóåéò ôùí áõôïìÜôùí ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé Ýœïõí ìSSá áíáìåíüìåíç ìåôÜâáóç (ç ïðïSSá áíôéóôïéœåSS óôçí óõíåñãáóSSá ìåôáîý ôùí áíôéðÜëùí) êáé ìSSá ìåôÜâáóç ðñïò ìSSá êáôÜóôáóç "ôéìùñSSáò" óôçí ïðïSSá ôï áõôüìáôï áðïóôáôåSS áðü ôçí óõíåñãáóSSá åð’áüñéóôïí. ÅÜí üìùò êÜðïéïò áðïóêïðåSS íá îåãåëÜóåé ôéò ìçœáíÝò áõôÝò äåí œñåéÜæåôáé áõôÝò ôéò ìåôáâÜóåéò ôéìùñSSáò). ÐñáãìáôéêÜ áñêåSS íá œñçóéìïðïéåSS ôéò áíáìåíüìåíåò ìåôáâÜóåéò ãéá íá îåãåëÜóåé ôïí áíôSSðáëï üôé óêïðåýåé íá óõíåñãáóôåSS ìáæSS ôïõ. ÁëëÜ áõôü óçìáSSíåé üôé ç óõíôñéðôéêÞ ðëåéïøçöSSá ôùí êáôáóôÜóåùí (üëåò åêôüò áðü ôéò áñœéêÝò êáôÜ ôéò ïðïSSåò ðñáãìáôïðïéåSSôáé ç áíôáëëáãÞ ôùí ôáõôïôÞôùí) åSSíáé œñçóéìïðïéçìÝíåò êáôÜ ôï Þìéóõ. ÿœïõìå äçëáäÞ üôé ç ìSSá áðü ôéò äýï ìåôáâÜóåéò åSSíáé äéáèÝóéìï ãéá åðáíáœñçóéìïðïSSçóç, Ýôóé ìå ôïí ôñüðï áõôü äéáóþæïõìå ðåñSSðïõ ôéò ìéóÝò êáôáóôÜóåéò. Áò õðïèÝóïõìå ãéá ðáñÜäåéãìá üôé ôï áõôüìáôï ôïõ ðáSSêôç I Ýœåé ìSSá êáôÜóôáóç q, óôçí ïðïSSá ï åéëéêñéíÞò ðáSSêôçò I ðáSSæåé Á êáé ðåñéìÝíåé ï ðáSSêôçò ÉÉ íá ðáSSîåé Á êáé Ýóôù üôé õðÜñœåé ìSSá êáôÜóôáóç p óôçí ïðïSSá ï ðáSSêôçò É ðáSSæåé A êáé ðåñéìÝíåé Ï. ÿœïõìå óôçí ðåñSSðôùóç áõôÞ üôé ï ðáSSêôçò ðïõ åðéèõìåSS íá êïñïúäåýóåé ôïí áíôSSðáëü ôïõ ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéÞóåé ìüíï ìSSá êáôÜóôáóç, áò ðïýìå ôçí q óôçí èÝóç ôùí äýï ðñïçãïýìåíùí. ÿôóé ìðïñåSS íá èÝóåé ôï ô(q; Ï) SSóï ìå ôï ô(p; O) êáé íá åðáíáêáôåõèýíåé üëåò ôéò ìåôáâÜóåéò ðïõ ðÞãáéíáí óôï p íá ðÜíå óôï q êáé íá áöáéñÝóåé ôçí êáôÜóôáóç p. ÎåêÜèáñá, üóï ï ðáSSêôçò ÉÉ ðáSSæåé ôSSìéá (üðùò áíáìÝíåôáé), äåí èá ðáñáôçñÞóåé êáìSSá äéáöïñÜ áíÜìåóá óôï "ìåôáðïéçìÝíï" êáé ôï êáíïíéêü áõôüìáôï. Åöáñìüæïíôáò ôçí óôñáôçãéêÞ áõôÞ ï ðáSSêôçò É ìðïñåSS íá óþóåé ðïëëÝò êáôáóôÜóåéò, ôéò ïðïSSåò ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéÞóåé ãéá íá ìåôñÞóåé êáé íá áðïóôáôÞóåé óôï ôÝëïò. Ðáñüëá áõôÜ ç êáôáóêåõÞ ìáò åîáóöáëSSæåé üôé ïé áíáìåíüìåíåò ìåôáâÜóåéò ôïõ ðáSSêôç ÉÉ ðÜíôá óõìðSSðôïõí ìå ôçí óôñáôçãéêÞ ðïõ åðÝëåîå ï ðáSSêôçò É êáé áíôSSóôñïöá. Ìå Üëëá ëüãéá ìåôÜ ôçí áñœéêÞ ðåñSSïäï áíôáëëáãÞò, ïé äýï ðáSSêôåò åêôåëïýí ôçí SSäéá áêïëïõèSSá óôñáôçãéêþí, ãåãïíüò ðïõ äåí åðéôñÝðåé ôçí åðáíáœñçóéìïðïSSçóç êáôáóôÜóåùí.

ÌåôÜ áðü áõôÞí åéóáãùãéêÞ óõæÞôçóç åSSìáóôå óå èÝóç íá ðñïœùñÞóïõìå óôçí áõóôçñÞ äéáôýðùóç êáé áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.

Èåþñçìá 5.4. Ãéá êÜèå å > 0, óôï n-ãýñùí åðáíáëáìâáíüìåíï ðáSSãíéï áõôïìÜôùí ôïõ "ÄéëÞììáôïò ôùí ÖõëáêéóìÝíùí", ìå áõôüìáôá ðïõ ôá ìåãÝèç ôïõò åSSíáé öñáãìÝíá áðü ôá s_I (n); S_I I(n), åÜí ôïõëÜœéóôïí ôï Ýíá áðü áõôÜ åSSíáé ìéêñüôåñï áðü 2^{cen},ôüôå c_å = å=(12(1 + å)), ôüôå ãéá áñêåôÜ ìåãÜëï n õðÜñœåé ìSSá (ìéêôÞ) éóïññïðSSá ìå áíáìåíüìåíï üöåëïò ãéá êÜèå ðáSSêôç ôïõëÜœéóôïí 3 − å.

Áðüäåéîç Èá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êáôáóêåõÞ óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ êáé ôá äýï üñéá åSSíáé ìéêñüôåñá Þ SSóá ôïõ 2^{cen} êáé ìÜëéóôá SSóá ìå S = 2^d(d + l + 2) ãéá êÜðïéïõò áêÝñáSSïõò d êáé l, ôÝôïéïõò þóôå íá éóœýïõí ïé ðáñáêÜôù áíéóüôçôåò:

3l + sd < n êáé (2 + d)=l + 4d=n < å

Óôçí óõíÝœåéá èá ãåíéêåýóïõìå ôçí âáóéêÞ êáôáóêåõÞ óå ôõœáSSá üñéá, ôï Ýíá áðü ôá ïðïSSá åSSíáé ôïõëÜœéóôïí 2^{cen}, üðùò áíáöÝñåôáé óôï èåþñçìá.

Ç éóïññïðSSá áðïôåëåSSôáé áðü ìSSá ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ ãéá ôïí ðáSSêôç É, ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí óõíÝœåéá êáé ìSSá ìéêôÞ óôñáôçãéêÞ ãéá ôïí ðáSSêôç ÉÉ. Ç ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ ãéá ôïí É áðïôåëåSSôáé áðü 2^d áõôüìáôá, óå êÜèå Ýíá áíôéóôïéœåSS ðéèáíüôçôá 2^{−d} êáé êÜèå Ýíá Ýœåé S êáôáóôÜóåéò. Ôá áõôüìáôá ôáõôïðïéïýíôáé áðü áêïëïõèSSåò {Á; Ï}^d. Ôá áõôüìáôá ôïõ ðáSSêôç I óõìâïëSSæïíôáé Á_x, åíþ ôïõ ðáSSêôç ÉÉ óõìâïëSSæïíôáé B_y, üðïõ ôá x; y ∈ {Á; Ï}^d åSSíáé ïé ôáõôüôçôåò ôùí äýï áõôïìÜôùí. Ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ A_x åSSíáé ç ñSSæá åíüò

Figure 5.1: Ôï áõôüìáôï A_x

ðëÞñïõò äõáäéêïý äÝíäñïõ âÜèïõò d, ôïõ ïðïSSïõ ïé êáôáóôÜóåéò óôï i-ïóôü åðSSðåäï åSSíáé (üðïõ ôï ðñþôï åðSSðåäï óõíéóôÜ ôçí ñSSæá) ðáSSæåé ôçí óôñáôçãéêÞ ôïõ {Á; Ï} ðïõ áðïôåëïýí ôï i-ïóôü ãñÜììá ôïõ x. Ôá 2^d öýëëá ôïõ äÝíäñïõ óçìáôïäïôïýíôáé áðü ôéò óôñáôçãéêÝò êáôÜ ôéò ìåôáâÜóåéò ðïõ ïäÞãçóáí óå áõôü ôï öýëëï: Ç áêïëïõèSSá y ðïõ áíôéóôïéœåSS óôï öýëëï y åSSíáé ç ôáõôüôçôá ôïõ áíôéðÜëïõ ðïõ ïäçãåSS óå áõôÞí ôçí êáôÜóôáóç, äçëáäÞ ôïõ B_y.

ĳôáí ïé äýï ðáSSêôåò A_x êáé B_y Ýœïõí öèÜóåé óå Ýíá öýëëï ôïõ äõáäéêïý äÝíäñïõ, ôüôå ëÝìå üôé Ýœïõí áíôáëëÜîåé ôáõôüôçôåò. Áõôü ðåñéëáìâÜíåé 2 × 2^d − 1 êáôáóôÜóåéò. ÕðÜñœåé áêüìç ìSSá êáôÜóôáóç ôéìùñSSáò, óôçí ïðïSSá áíôéóôïéœåSS åíÝñãåéá O êáé üëåò ôçò ïé ìåôáâÜóåéò êáôáëÞãïõí óå áõôÞí. Ï êýñéïò üãêïò ôïõ œþñïõ êáôáóôÜóåùí áðïôåëåSSôáé áðü äéáœùñéóìÝíá ìåôáîý ôïõò óýíïëá d+1+l êáôáóôÜóåùí, ôá ïðïSSá êñÝìïíôáé áðü ôá 2^d öýëëá. ÁõôÝò ïé êáôáóôÜóåéò åSSíáé äéåõèåôçìÝíåò ùò ìïíïðÜôéá ìÞêïõò d + 1 (ç äåýôåñç öÜóç Þ öÜóç äéüñèùóçò), ç ïðïSSá áêïëïõèåSSôáé áðü Ýíá âñüœï ìÞêïõò l (ç ôñSSôç öÜóç Þ êýñéá öÜóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ðñáãìáôïðïéåSSôáé ç óõíåñãáóSSá êáé ôï ôóåêÜñéóìá). Ìðïñïýìå íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ï óõíïëéêüò áñéèìüò êáôáóôÜóåùí åSSíáé ðñÜãìáôé S.

Áðü üëåò áõôÝò ôéò 2^d(d + 1 + l) êáôáóôÜóåéò, ìSSá áðü ôéò äýï ìåôáâÜóåéò (ôçí ïðïSSá ïíïìÜæïõìå ìåôÜâáóç ôéìùñSSáò) ç ïðïSSá ìåôáâáSSíåé óôçí êáôÜóôáóç ôéìùñSSáò êáé ç Üëëç ç ïðïSSá ìåôáâáSSíåé óôçí åðüìåíç êáôÜóôáóç ìÝóá óôï ìïíïðÜôé Þ óôï âñüœï êáé ç ïðïSSá ïíïìÜæåôáé áíáìåíüìåíç ìåôÜâáóç (ìüíï ïé áíáìåíüìåíåò ìåôáâÜóåéò öáSSíïíôáé óôï óœÞìá).

Ï óêïðüò ôùí ðñþôùí d âçìÜôùí åSSíáé ôçò öÜóçò äéüñèùóçò åSSíáé íá äéïñèþóïõí ôéò äéáöïñÝò áíÜìåóá óôá äéÜöïñá áõôüìáôá üóïí áíáöïñÜ ôéò ôáõôüôçôÝò ôïõò. Óôï é-ïóôü âÞìá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò , ãéá i = 1; :::; d êáé ïé äýï ðáSSêôåò ðáSSæïõí A åÜí êáé ìüíï åÜí ôï i-ïóôü ãñÜììá ôùí ôáõôïôÞôùí ôïõò êáé ãéá ôïõò äýï, äéáöïñåôéêÜ (áí ôïõëÜœéóôïí ï Ýíáò áðü ôïõò äýï Ýœåé O óôï i-ïóôü ãñÜììá ôçò ôáõôüôçôÜò ôïõ) êáé ïé äýï ðáSSæïõí Ï. Óôï d + 1- ïóôü âÞìá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò êáé ïé äýï ðáSSêôåò ðáSSæïõí O. Ï óêïðüò ôïõ âÞìáôïò áõôïý åSSíáé íá äéáœùñSSóåé ôéò êáôáóôÜóåéò ôçò öÜóçò äéüñèùóçò áðü ôçí êýñéá öÜóç êáôÜ ôçí ïðïSSá êáé ïé äýï ðáSSêôåò ðáSSæïõí A óôï ôåëåõôáSSï âÞìá.

ÌåôÜ ôçí öÜóç äéüñèùóçò ôá áõôüìáôá åéóÝñœïíôáé óôçí êýñéá öÜóç, Ýíá âñüœï ìÞêïõò l. Áöïý l << n, áõôüò ï âñüœïò èá åðáíáëçöèåSS ðïëëÝò öïñÝò. Ï âñüœïò áðïôåëåSSôáé áðü äýï ôìÞìáôá: Ýíá ôìÞìá óõíåñãáóSSáò üðïõ ïé ðáSSêôåò áêïëïõèïýí ôçí áìïéâáSSùò åðéèõìçôÞ óõìðåñéöïñÜ (êáé ôï ïðïSSï óõíéóôÜ ôï êýñéï ìÝñïò ôïõ âñüœïõ) êáé Ýíá ôìÞìá åëÝãœïõ ôïõ ïðïSSïõ ï óêïðüò åSSíáé íá åëÝãœåé ôçí ôéìéüôçôá ôïõ Üëëïõ ðáSSêôç (óõãêåêñéìÝíá ôïõ ðáSSêôç B_y, áöïý óõæçôÜìå ãéá ôï ôìÞìá ôïõ A_x, ôï ïðïSSï êñÝìåôáé áðü ôï öýëëï ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí ôáõôüôçôá y) áëëÜ êáé íá åðéóôñÝøåé óôïí Üëëï ðáSSêôç íá åëÝíîåé ôçí ôéìéüôçôá ôïõ A_x. ÊáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôïõ êõñSSïõ âñüœïõ ôá äýï áõôüìáôá óõíåñãÜæïíôáé (ðáSSæïíôáò Á) óõíÝœåéá, åêôüò áðü ìSSá áêïëïõèSSá d + 2 âçìÜôùí ôá ïðïSSá áðïôåëïýí ôï ôìÞìá åëÝãœïõ. ÁõôÜ ôá d + 2 âÞìáôá åSSíáé ôïðïèåôçìÝíá óå Ýíá âñüœï ìå ôÝôïéï ôñüðï ðïõ n-ïóôüò ãýñïò äåí ðñáãìáôïðïéåSSôáé êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôïõ ôìÞìáôïò åëÝãœïõ. ÅðïìÝíùò õðïèÝôïíôáò üôé n − 2d mod l < l − d − 2, ìðïñïýìå íá ôïðïèåôÞóïõìå ôï óçìåSSï åëÝãœïõ óôï ôÝëïò ôïõ âñüœïõ, äéáöïñåôéêÜ áõôÜ ôá âÞìáôá ìåôáêéíïýíôáé óôá ðñþôá d + 2 âÞìáôá ôïõ âñüœïõ (óçìåéþóôå üôé dčl). ÊáôÜ ôçí äéÜñêåéá áõôþí ôùí d + 2 âçìÜôùí ôá ïðïSSá áðïôåëïýí ôï ôìÞìá åëÝãœïõ, ôá A_x êáé B_y åðáíáëáìâÜíïõí êáé ôá äýï ôçí áêïëïõèSSá ôùí ðñÜîåùí O(x⊕y)A, (äçëáäÞ ðñþôá D ìåôÜ ôï áðïêëåéóôéêü Þ ôùí x êáé y êáé ìåôÜ A), üðïõ ïñSSæïõìå O ⊕ O = A, A ⊕ A = A, A ⊕ O = O êáé O ⊕ Á = Ï. Áõôü Ýœåé üðùò èá äåSSîïõìå ôá åðüìåíá áðïôåëÝóìáôá:

• Ï A_x åîáóöáëSSæåé üôé ï áíôSSðáëüò ôïõ èõìÜôáé ôï x, äçëáäÞ ôçí ôáõôüôçôá ôïõ A_x.

• ĳìïéá, ï A_x ðåSSèåé ôïí B_y üôé ðñáãìáôéêÜ èõìÜôáé ôï y.

• Ç áóôÜèåéá ðïõ ðñïÝñœåôáé áðü ôïí áñéèìü ôùí Ï óôï x åîáöáíSSæåôáé üôáí óõìøçöSSæåôáé ðÜíù óå üëá ôá B_y

• ÌåôÜ ôçí ðåñSSïäï áíôáëëáãÞò, êáé ôá äýï áõôüìáôá åêðÝìðïõí áêñéâþò ôçí SSäéá áêïëïõèSSá, äçëáäÞ óå êÜèå êáôÜóôáóç óôá ôìÞìáôá ôïõ áõôïìÜôïõ ðïõ êñÝìïíôáé áðü ôá öýëëá ôïõ äõáäéêïý äÝíôñïõ, ç áíáìåíüìåíç ìåôÜâáóç ôáõôïðïéåSSôáé áðü ôçí åíÝñãåéá ôçò êáôÜóôáóçò. (åSSíáé óçìáíôéêü ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ åëáœSSóôïõ ôùí êáôáóôÜóåùí).

Ôï áíáìåíüìåíï êÝñäïò ôùí äýï óôñáôçãéêþí åSSíáé åýêïëï íá õðïëïãéóôåSS. Ç ôéìÞ ôïõ åSSíáé 3n−^5_2 d−2−(d+2)·⌊^{n−2d}_l ⌋. Ï üñïò 3n óçìáSSíåé üôé ôá áõôüìáôá áðïêïìSSæïõí Ýíá üöåëïò ìåãÝèïõò 3 êáôÜ ôá ðåñéóóüôåñá âÞìáôá (ìå ìåñéêÝò åîáéñÝóåéò ðïõ ðñïêáëïýíôáé áðü ôï ðñùôüêïëëï êáé áíôéóôïéœïýí áðü ôïõò õðüëïéðïõò üñïõò). Ï üñïò^5_2 d óçìáSSíåé üôé êáôÜ ôá 2d ðñþôá âÞìáôá, ôï áõôüìáôï èá ëÜâåé êáôÜ ìÝóï üñï üöåëïò^7_4 (êáôÜ ìÝóï üñï åíáíôSSïí üëùí ôùí áíôéðÜëùí B_y êáé êáôÜ ôçí äéÜñêåéá üëùí ôùí âçìÜôùí ðïõ áíôéóôïéœïýí óôçí ðáñïõóSSáóç ôùí ôáõôïôÞôùí êáé ôçí öÜóç ôçò äéüñèùóçò). Áõôü óõìâáSSíåé åðåéäÞ, ãéá êÜèå i ≤ d åÜí ôï i-ïóôü ãñÜììá ôïõ x åSSíáé Ýíá Á, ôüôå ôï êáôÜ ìÝóï üñï üöåëïò êáôÜ ôçí öÜóç áíôáëëáãÞò ôáõôïôÞôùí åSSíáé^{3+0}_2 =^3_2 , åíþ óôçí öÜóç äéüñèùóçò åSSíáé^{3+1}_2 = 2. ĳìïéá, åÜí ôï i-ïóôü ãñÜììá ôïõ x åSSíáé Ýíá Ï, ôüôå ôï êáôÜ ìÝóï üñï üöåëïò êáôÜ ôçí öÜóç áíôáëëáãÞò ôáõôïôÞôùí åSSíáé^{2+0}_1 =^5_2 , åíþ óôçí öÜóç äéüñèùóçò åSSíáé ðÜíôá 1. ÿôóé ëïéðüí êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò, ï ìÝóïò üñïò åSSíáé^7_4 . Ï üñïò -2 ïöåSSëåôáé óôï d + 1-ïóôü âÞìá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò. ÔåëéêÜ, ãéá êÜèå ìSSá áðü ôéò åêôåëÝóåéò ôïõ âñüœïõ œÜíïõìå Ýíá êÝñäïò ìåãÝèïõò 2 óôï Ï âÞìá ðïõ óçìáôïäïôåSS ôçí åêêSSíçóç ôïõ ôìÞìáôïò åëÝãœïõ êáé ìåãÝèïõò 1 êáôÜ ìÝóï üñï óå êÜèå âÞìá êáôÜ ôï ôìÞìá ôïõ áðïêëåéóôéêïý Þ. (Óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ éóœýåé n − 2d mod l ≥ l − d − 1, ôüôå ôï ⌊^{n−2d}_l ⌋ ãSSíåôáé ⌈^{n−2d}_l ⌉.) ÅðSSóçò áîSSæåé íá ôïíSSóïõìå üôé ôï êÝñäïò åSSíáé áíåîÜñôçôï áðü ôï x, áõôü åSSíáé ðïëý óçìáíôéêü ãéá íá åîáóöáëSSóïõìå üôé ôï æåýãïò ôùí ìåéêôþí óôñáôçãéêþí ðïõ ðåñéãñÜöåôáé áðü ìSSá éóïññïðSSá. Áêüìç áöïý^{2+d}_l +^{4d}_n < å áõôü ôï êÝñäïò åSSíáé ìÝóá óôá üñéá ôïõ ån áðü ôï éäáíéêü üöåëïò óõíåñãáóSSáò 3n.

ÐáñáìÝíåé íá áðïäåSSîïõìå üôé ôï æåýãïò ôùí ìåéêôþí óôñáôçãéêþí åSSíáé ìSSá éóïññïðSSá, Áò õðïèÝóïõìå üôé êÜðïéï áõôüìáôï-áðáôåþíáò ðïõ ìðïñïýìå íá óõìâïëSSóïõìå Á^′, ôï ïðïSSï ðáSSæåé åíÜíôéá óôçí ðáñáðÜíù ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ ôïõ ðáSSêôç ÉÉ. Èá äåSSîïõìå üôé ôï Á^′ äåí ìðïñåSS íá êåñäSSóåé ìåãáëýôåñï üöåëïò åöüóïí äåí Ýœåé ðÜíù áðü S êáôáóôÜóåéò. ÌÜëéóôá áêüìç êáé ìå n − 2d − 3l − 3 Ýîôñá êáôáóôÜóåéò äåí ìðïñåSS íá êåñäSSóåé ìåãáëýôåñï üöåëïò.

Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï A^′ äåí "áíáãêÜæåé" êáíÝíá áðü ôá áõôüìáôá ôïõ áíôéðÜëïõ B_y íá ðñáãìáôïðïéÞóïõí ìSSá ìåôÜâáóç óôçí êáôÜóôáóç ôéìùñSSáò êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôùí ðñþôùí 2d + 1 + 2l âçìÜôùí. ÿóôù x_y ç ôáõôüôçôá ðïõ ôï A^′ äSSíåé óôï B_y (äçëáäÞ ôá ðñþôá d ðáSSãíéá-âÞìáôá ìåôáîý ôùí Á^′ êáé B_y).

ËÞììá 5.5. ÅÜí y ≠ y^′, ôüôå y ⊕ x_y ≠ y^′ ⊕ x_y′ .

Áðüäåéîç ÿóôù i ≥ 1 íá åSSíáé ôï ðñþôï ãñÜììá êáôÜ ôï ïðïSSï äéáöÝñïõí ôá y êáé y^′, ôüôå ôá x_y êáé x_y′ óõìöùíïýí óôá ðñþôá i − 1 ãñÜììáôá. Áöïý üìùò ôï Á^′ áðïöáóSSæåé ôï i-ïóôü ãñÜììá ôïõ x_y âáóéæüìåíï ìüíï óôá ðñþôá i−1 ãñÜììáôá ôïõ y, ðñÝðåé íá Ýœïõìå üôé ôá i-ïóôÜ ãñÜììáôá ôùí x_y êáé x_y′ åSSíáé ôá SSäéá. ÅðïìÝíùò, ôá y ⊕ x_y êáé y^′ ⊕ x_y′ äéáöÝñïõí óôï i-ïóôü ãñÜììá. □ ÿóôù S_y ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí ðïõ åðéóêÝðôïíôáé áðü ôï Á^′ óôïõò ãýñïõò áðü ôï d + 1 ìÝœñé 2d + 2l üôáí ðáSSæåé åíáíôSSïí ôïõ B_y.

ËÞììá 5.6. ÕðÜñœïõí ôïõëÜœéóôïí d + 1 + l äéáöïñåôéêÝò êáôáóôÜóåéò óôï S_y. ÅðéðëÝïí, åÜí y ≠ y^′, ôüôå ôá S_y êáé S_y′ åSSíáé îåœùñéóôÜ.

Áðüäåéîç Áò èåùñÞóïõìå ïðïéáäÞðïôå êáôÜóôáóç s ∈ S_y, êáé Ýóôù i ôï âÞìá êáôÜ ôï ïðïSSï åðéóêÝöèçêå ç êáôÜóôáóç s. Áò ïñSSóïõìå ôï êáíïíéêü ìïíïðÜôé áðü ôçí s êáôÜ ôï âÞìá i íá åSSíáé ôï ìïíïðÜôé ìÞêïõò 2d + 2l − i ðïõ îåêéíÜ áðü ôï s êáé ðÜíôá áêïëïõèåSS ôçí ìåôÜâáóç ðïõ áíôéóôïéœåSS óôçí åíÝñãåéá ðïõ åSSœå ðáñèåSS óôçí óõãêåêñéìÝíç êáôÜóôáóç. Èá œñçóéìïðïéïýìå ôïí üñï êáíïíéêü ìïíïðÜôé ãéá íá áíáöåñüìáóôå óõíÞèùò óôçí áêïëïõèSSá êáôáóôÜóåùí êáôÜ ìÞêïò ôïõ ìïíïðáôéïý. Áðü ôïí ïñéóìü áõôü ðñïêýðôåé üôé åÜí ç SSäéá êáôÜóôáóç åðéóêÝðôåôáé ðÜíù áðü ìSSá öïñÜ, ôüôå ôá äéÜöïñá êáíïíéêÜ ìïíïðÜôéá ôçò ëåéôïõñãïýí ùò ðñüèåìá ãéá êÜðïéï Üëëï.

Áöïý õðïèÝôïõìå üôé ôï A^′ äåí ôéìùñåSSôáé áðü ôï B_y êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôùí ðñþôùí 2d + 1 + 2l âçìÜôùí, ôï êáíïíéêü ìïíïðÜôé ðïõ îåêéíÜ áðü ôçí êáôÜóôáóç ðïõ åðéóêÝðôåôáé êáôÜ ôï âÞìá d+1 áðü ôï áõôüìáôï A^′ ðñÝðåé íá åSSíáé áêñéâþò ôï SSäéï, üðùò ôï ìïíïðÜôé ôùí áíáìåíüìåíùí ìåôáâÜóåùí ðïõ îåêéíÜ áðü ôï x_y öýëï ôïõ B_y. Áõôü ôï ôåëåõôáSSï ìïíïðÜôé áðïôåëåSSôáé áðü ôéò d+1 ìåôáâÜóåéò ôçò öÜóçò äéüñèùóçò, áêïëïõèïýìåíï áðü [C^{l−d−2}D_y ⊕x_yC]^2. (ÕðïèÝôïõìå üôé ôï ôìÞìá D_y ⊕ x_yC óõìâáSSíåé óôï ôÝëïò ôïõ êõñSSïõ âñüœïõ. Ôï SSäéï åðéœåSSñçìá éóœýåé åÜí âñéóêüôáí óôçí áñœÞ ôïõ âñüœïõ.) ÅðïìÝíùò ôï S_y ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé áñêåôÝò êáôáóôÜóåéò þóôå íá ìðïñåSS íá õëïðïéÞóåé ôï êáíïíéêü ìïíïðÜôé. ÅSSíáé åýêïëï íá åëÝíîåé êáíåSSò üôé ïé ðñþôåò d + 1 + l êáôáóôÜóåéò ôïõ ìïíïðáôéïý áõôïý ðñÝðåé íá åSSíáé äéáöïñåôéêÝò, áöïý ôá êáíïíéêÜ ìïíïðÜôéá ôïõò äåí áðïôåëïýí ðñüèåìá êÜðïéïõ Üëëïõ, èåùñþíôáò ãéá êÜèå ôÝôïéï ìïíïðÜôé ôçí ðñþôç åìöÜíéóç åíüò ìðëïê ìå ôïõëÜœéóôïí l − d − 2 Á áêïëïõèïýìåíá áðü Ýíá O. Ïé êáôáóôÜóåéò ôçò äéüñèùóçò êáé ôçò êýñéáò öÜóçò äéáêñSSíïíôáé ìåôáîý ôïõò áðü ôï ìÞêïò êáé ôçí èÝóç ôïõ ìðëïê ôùí A. ÅðSSóçò áîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé áõôü éóœýåé êáé óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ x ⊕ x_y = A^d åîáéôSSáò ôïõ Ï ðïõ õðÜñœåé ðñéí ôï y ⊕ x_y. ÔåëéêÜ, ôá êáíïíéêÜ ìïíïðÜôéá ôùí ðñþôùí d+1+l êáôáóôÜóåùí óôï S_y êáé S_y′ äåí åSSíáé ðñïèÝìáôá êÜðïéïõ Üëëïõ (åîáéôSSáò ôïõ ðáñáðÜíù ëÞììáôïò 5) êáé åðïìÝíùò ðñÝðåé íá åSSíáé üëá äéáöïñåôéêÜ. □ ÿœïíôáò ëïéðüí "ëïãïäïôÞóåé" ãéá üëåò ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ A_x, åêôüò áðü ôéò 2^d − 1 êáôáóôÜóåéò ðïõ âñSSóêïíôáé óôçí êïñõöÞ, êáé ôçí êáôÜóôáóç ôéìùñSSáò. ÁíôSSèåôá ãéá êáôÜóôáóç ôéìùñSSáò äåí ìðïñïýìå íá åSSìáóôå óSSãïõñïé êáèþò ï áðáôåþíáò ìðïñåSS íá åðéëÝîåé íá ìçí ôéìùñÞóåé ôïí áíôSSðáëï ôïõ. Áêüìç Ýœïõìå üôé ïé êáôáóôÜóåéò ôïõ äõáäéêïý äÝíäñïõ ðñÝðåé íá åSSíáé üëåò äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò êáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ S_y:

ËÞììá 5.7. Ïé êáôáóôÜóåéò óôéò ïðïSSåò ìðïñåSS íá ìåôáâåSS ôï Á^′ êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ðñþôùí d âçìÜôùí åSSíáé 2^d − 1 êáôáóôÜóåéò ïé ïðïSSåò åSSíáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ôïõ S_y.

Áðüäåéîç Áò èåùñÞóïõìå ôéò 2^d − 1 áêïëïõèSSåò ìÞêïõò ôï ðïëý d − 1, êáé ôéò êáôáóôÜóåéò óôéò ïðïSSåò ïäçãïýí ôï A^′. Èá äåSSîïõìå üôé ïé êáôáóôÜóåéò áõôÝò åSSíáé äéáêñéôÝò êáé îåœùñéóôÝò áðü áõôÝò ôïõ S_y. Áò èåùñÞóïõìå ìSSá áêïëïõèSSá z ìÞêïõò i < d êáé Ýóôù s(z) ç êáôÜóôáóç óôçí ïðïSSá öèÜíåé ôï Á^′ ùò áðÜíôçóç óôï z. Áêüìç áò õðïèÝóïõìå üôé w åSSíáé ôï êáíïíéêü ìïíïðÜôé (áêïëïõèSSá) ðïõ îåêéíÜ áðü ôï s(z) êáé Ýœåé ìÞêïò d − i, Ýóôù y = zw êáé Ýóôù s(y) ç ôåëéêÞ êáôÜóôáóç ôïõ ìïíïðáôéïý, ôüôå åî’ ïñéóìïý Ýœïõìå üôé s(y) åSSíáé ç êáôÜóôáóç ðïõ åðéóêÝðôåôáé ôï A^′ óôï d + 1 âÞìá üôáí ðáSSæåé ìå ôï B_y, äçëáäÞ ç ðñþôç êáôÜóôáóç ôïõ S_y. ÿœïõìå ëïéðüí ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá üôé ïé êáôáóôÜóåéò s(z) ãéá äéáöïñåôéêÜ z ìÞêïõò ìéêñüôåñá ôïõ d åSSíáé äéáöïñåôéêÜ ôï Ýíá áðü ôï Üëëï. ÅSSíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåSS ìå áíÜëïãï ôñüðï üôé áõôÝò ïé êáôáóôÜóåéò åSSíáé äéáöïñåôéêÝò áðü üëåò ôéò êáôáóôÜóåéò üëùí ôùí óõíüëùí S_y. □

ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ôï A^′ äåí œñåéÜæåôáé íá åSSíáé áêñéâþò ôï SSäéï ìå êáíÝíá áðü ôá A_x åðåéäÞ ìðïñåSS íá äSSíåé äéáöïñåôéêÝò ôáõôüôçôåò x_y óå äéáöïñåôéêÜ B_y. ĳìùò, ãéá êÜèå i = 1; :::; d, ôï i-ïóôü óýìâïëï ðïõ äSSíåé ôï A^′ åSSíáé áíåîÜñôçôï ôïõ i-ïóôïý óõìâüëïõ ôïõ y. Åê êáôáóêåõÞò ôçò öÜóçò äéüñèùóçò óõíåðÜãåôáé üôé ôï êÝñäïò ðïõ ëáìâÜíåé ôï A^′ êáôÜ ôá ðñþôá 2d+1 åSSíáé ôï SSäéï ìå ôï êÝñäïò ðïõ ëáìâÜíåé ïðïéïäÞðïôå áðü ôá A_x (äçëáäÞ Ýíá êÝñäïò êáôÜ ìÝóï üñï SSóï ìå^7_4 ãéá êáèÝíá áðü ôá ðñþôá 2d âÞìáôá êáé Ýíá ãéá ôï 2d+1-ïóôü âÞìá. Óýìöùíá ìå ôï ðñþôï ëÞììá ôçò áðüäåéîçò, ç áêïëïõèSSá y⊕x_y, ãéá êÜèå y, ïäçãåSS óå üëåò ôéò äõíáôÝò áêïëïõèSSåò ìÞêïõò d, ïðüôå ôï A^′ áðïêïìSSæåé ôï SSäéï êÝñäïò üðùò êáé ïðïéïäÞðïôå A_x óôá åðüìåíá 2l âÞìáôá. Ï ìüíïò ôñüðïò þóôå ôï Á^′ íá áðïêôÞóåé åðéðëÝïí üöåëïò åSSíáé íá áðïêëSSíåé áðü ôï êáíïíéêü ðáSSãíéï ãéá êÜðïéï B_y. ÿóôù üôé éóœýåé áõôÞ ç ðåñSSðôùóç, ôüôå ìåôÜ ôçí áðüêëéóç ôï A^′ èá ôéìùñçèåSS ãéá ôçí õðüëïéðç äéÜñêåéá ôïõ ðáéãíSSïõ, åðïìÝíùò ìSSá áðïóôáóSSá åSSíáé åðéêåñäÞò ìüíï åöüóïí óõìâáSSíåé óôï ôåëåõôáSSï âÞìá (ð.œ. ôï A^′ ðáSSæåé Ï áíôSS ãéá Á. ÅðïìÝíùò ôï áõôüìáôï Á^′ ðáSSæïíôáò ìå ôï B_y áêïëïõèåSS áðü ôï âÞìá 2d + 1 ìÝœñé ôï n Ýíá êáíïíéêü ìïíïðÜôé ôçò ìïñöÞò [A^{l−d−2}O(y ⊕ x_y)A]^kA^j O ìå j < l − d − 2. ÅSSíáé åýêïëï íá åëÝíîåé êáíåSSò üôé üëåò ïé êáôáëÞîåéò ìå ìÞêïò ìåãáëýôåñï ôïõ l äåí Ýœïõí êïéíÜ ðñïèÝìáôá, åðïìÝíùò üëåò åêôüò áðü ðéèáíþò áðü ôéò ôåëåõôáSSåò l êáôáóôÜóåéò åSSíáé äéáêñéôÝò. Ìå ðáñüìïéá åðéœåéñÞìáôá, äåSSœíïõìå üôé åSSíáé äéáöïñåôéêÝò áðü ôéò êáôáóôÜóåéò Üëëùí S_y′ êáé áðü ôéò êáôáóôÜóåéò ðïõ åðéóêÝðôåôáé ôï A^′ êáôÜ ôá ðñþôá d âÞìáôá. ÿœïõìå Þäç ìåôñÞóåé óôï S_y ôéò ðñþôåò l êáôáóôÜóåéò ôïõ ìïíïðáôéïý. ÅðïìÝíùò, ôï Á^′ œñåéÜæåôáé Ýíá åðéðëÝïí óýíïëï n − 2d − 2l − 2 êáôáóôÜóåùí ðñïêåéìÝíïõ íá ìðïñåSS íá áðïóôáôÞóåé êáôÜ ôï ôåëåõôáSSï âÞìá êáé íá êåñäSSóåé Ýíá ðëåïíÝêôçìá. ÅðïìÝíùò, åÜí ï Á^′ äåí ôéìùñåSSôáé áðü êáíÝíá B_y êáôÜ ôá ðñþôá 2d + 1 + 2l âÞìáôá, äåí ìðïñåSS íá âåëôéþóåé ôï êÝñäïò ôïõ A_x.

Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï A^′ ôéìùñåSSôáé áðü êÜðïéá B_y êáôÜ ôïõò ðñþôïõò 2d + 1 + 2l ãýñïõò êáé Ýóôù P íá åSSíáé ôï óýíïëï ôùí y ãéá ôá ïðïSSá áõôü óõìâáSSíåé, ôüôå ãéá êÜèå y ∈ P , ôï üöåëïò ôïõ A^′ åíáíôSSïí ôïõ B_y åSSíáé ôïõëÜœéóôïí (n−2d−1−2l) ëéãüôåñï áðü ôï üöåëïò ïðïéïõäÞðïôå A_x, (áöïý ôï Á_x êáé ôï B_y ðáSSæïõí AA óå ðåñéóóüôåñï áðü ôïõò ìéóïýò ãýñïõò óå êÜèå âñüœï), ìå áðïôÝëåóìá ôï óõíïëéêü Ýëëåéììá íá åSSíáé |P |(n − 2d − 1 − 2l). Ôï äåýôåñï ëÞììá ôçò áðüäåéîçò (ëÞììá 6) áêüìá éóœýåé ãéá ôá S_y, ôá ïðïSSá áíôéóôïéœïýí óå y =∈ P . ĳóï ãéá ôçí áðüäåéîç ôïõ ëÞììáôïò 7, éóœýåé óå üëåò ôéò áêïëïõèSSåò ìÞêïõò ìéêñüôåñïõ ôïõ d ðïõ äåí åSSíáé ðñïèÝìáôá ãéá êáíÝíá y ∈ P . Ìå Üëëá ëüãéá, ãéá êÜèå y ∈ P ìðïñåSS íá áðïôýœïõìå íá äéêáéïëïãÞóïõìå ôéò ðåñéóóüôåñåò áðü ôéò (2d + 1 + l) êáôáóôÜóåéò, ðïõ óœçìáôSSæïõí Ýíá óýíïëï |P |(2d+1+l) êáôáóôÜóåùí. Ï ìïíáäéêüò ôñüðïò ãéá ôï A^′ íá êåñäSSóåé áðü ìSSá áðïóôáóSSá åSSíáé íá êåñäSSóåé Ýíá üöåëïò 1 êáôÜ ôïí ôåëåõôáSSï ãýñï ãéá ïñéóìÝíá y. ĳìùò ðñïêåéìÝíïõ íá ôï åðéôýœåé áõôü, ôï Á^′ ðñÝðåé íá îåôõëSSîåé ôïí |l| êýêëï ðïõ áíôéóôïéœåSS óå áõôÜ ôá y êáé íá ìåôñÞóåé ìÝœñé ôï n. ĳðùò åîçãÞóáìå êáé ðáñáðÜíù, áõôü èá œñåéáóôåSS ôïõëÜœéóôïí n − 2d − 1 − 2l åðéðëÝïí êáôáóôÜóåéò ãéá êÜèå y. Ôï óõíïëéêü üöåëïò åSSíáé

|P |(2d+1+l) n−2d−2l , ëéãüôåñï áðü ôçí áðþëåéá, ãé’ áõôü õðïèÝôïõìå üôé P = 0.

ÿôóé ïëïêëçñþóáìå ôçí áðüäåéîç ôçò ðåñSSðôùóçò ôçò ýðáñîçò ôïõ ïñSSïõ S = 2^d(d + l + 2). To æåýãïò ôùí óôñáôçãéêþí ðïõ Ýœïõìå êáôáóêåõÜóåé äåí ìðïñåSS íá âåëôéùèåSS áðü êáíÝíá ðáSSêôç (áêüìç êáé üôáí œñçóéìïðïéåSS áõôüìáôá ìå ìÝœñé S + (n − 2d − 2l − 3) êáôáóôÜóåéò). Óôçí óõíÝœåéá èá áëëÜîïõìå ëSSãï ôçí âáóéêÞ êáôáóêåõÞ ðñïêåéìÝíïõ íá ìðïñÝóïõìå íá œáëáñþóïõìå ëSSãï ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðÜíù óôá üñéá. ÊáôáñœÞí èá åîåôÜóïõìå ôçí åýêïëç ðåñSSðôùóç êáôÜ ôçí ïðïSSá Ýíá áðü ôá üñéá åSSíáé ìéêñüôåñï ôïõ n.

ËÞììá 5.8. ÅÜí S_I (n) < n − 1 ãéá êÜðïéï n, ôüôå õðÜñœåé ìSSá éóïññïðSSá ìå üöåëïò ôïõëÜœéóôïí 3n − 3.

ÅÜí S_{II} (n) < n, ôüôå ôá äýï áõôüìáôá ðáSSæïõí Ýíá óïõ êáé Ýíá ìïõ (titfor-tat)åSSíáé óå éóïññïðSSá. ÄéáöïñåôéêÜ ç éóïññïðSSá áðïôåëåSSôáé áðü Ýíá óïõ êáé Ýíá ìïõ, åíÜíôéá óå Ýíá áõôüìáôï í êáôáóôÜóåéò ðïõ óõíåñãÜæåôáé óå üëïõò ôïõò ãýñïõò åêôüò áðü ôïí ôåëåõôáSSï. □

ÅðïìÝíùò, ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå üôé ôá üñéá êáé ãéá ôïõò äýï áíôéðÜëïõò åSSíáé ôïõëÜœéóôïí n − 1. ÁñœéêÜ èá œáëáñþóïõìå ôçí õðüèåóç ãéá üôé ôï S, ôï êïéíü üñéï êáôáóôÜóåùí, åSSíáé ôçò ìïñöÞò S = 2^d(d + l + 2). ÿóôù S ≤ 2^{cå n}ôï äïóìÝíï üñéï, Ýóôù d ï ìåãáëýôåñïò áêÝñáéïò ôÝôïéïò þóôå 2^dd(2+^2_å ) ≤ S êáé Ýóôù l ï ìåãáëýôåñïò áêÝñáéïò ôÝôïéïò þóôå 2^d(d+l+2) ≤ S. Áðü ôçí åðéëïãÞ ìáò ãéá ôï d Ýœïõìå d+log d+log(2+^2_å ) ≤ c_ån, åðïìÝíùò d + 1 ≤ c_ån = ån=12(1 + å). Áðü ôçí Üëëç 2^{d+1}(d + 1)(2 +^2_å ) ≥ S ≥ n − 1. Áðü ôçí åðéëïãÞ ôùí l êáé d Ýœïõìå üôé d + l + 2 ≤ S=2^d < 2(d + 1)(2 +^2_å ), åðïìÝíùò 3l + 2d < (d + 1)12(1 + å)=å = (d + 1)=c_e < n, äçëáäÞ éêáíïðïéåSSôáé ç ðñþôç áíéóüôçôá ôïõ èåùñÞìáôïò. Áêüìç, d+l +3 > S=2^d ≥ d(2+^2_å , ïðüôå åÜí ôï n åSSíáé áñêåôÜ ìåãÜëï Ýôóé þóôå d ≥ 6 (ð.œ. n ≥ 1 + 2^66(2 +^2_å )), ôüôå ç áíéóüôçôá áõôÞ óõíåðÜãåôáé üôé 2lå > 4d + 2å(d − 3) ≥ 3d + 6 åðïìÝíùò 2+d l <^{2å}_3 . Áöïý^{4d}_n <^å_3 Ýðåôáé üôé ç äåýôåñç áíéóüôçôá ôïõ èåùñÞìáôïò, äçëáäÞ ç^{2+d}_l +^{4d}_n < å éóœýåé åðSSóçò.

Ç êáôáóêåõÞ ãéá áõôÞí ôçí åðÝêôáóç åSSíáé ìSSá ìéêñÞ ìåôáôñïðÞ ôçò âáóéêÞò, ç ïðïSSá üìùò áéôéïëïãåSS R < 2^d åðéðëÝïí êáôáóôÜóåéò, üðïõ R åSSíáé ôï õðüëïéðï ôçò äéáSSñåóçò ôïõ S ìå ôï 2^d. Ôï åðéôõãœÜíïõìå áõôü ùò åîÞò: ÿóôù T ïðïéïäÞðïôå óýíïëï R áêïëïõèéþí ìÞêïõò d, ôüôå ãéá êÜèå æåýãïò áõôïìÜôùí A_x êáé Â_y ôÝôïéá þóôå x ⊕ y ∈ T áò èåùñÞóïõìå ôéò öÜóåéò äéüñèùóçò ãéá áõôÜ ôá áõôüìáôá ðïõ áíôéóôïéœïýí óôçí áëëçëåðSSäñáóç áõôþí ôùí äýï. Áýîçóå ôá ìÞêç ôùí öÜóåùí áõôþí áðü d + 1 óå d + 2 åéóÜãïíôáò ìSSá êáôÜóôáóç ðïõ ðáSSæåé A áêñéâþò ðñéí áðü ôçí ôåëåõôáSSá êáôÜóôáóç ôçò öÜóçò (óôçí ïðïSSá ðáSSæåôáé Ï). ÅSSíáé öáíåñü üôé áõôÞ ç ìåôáôñïðÞ äåí åðçñåÜæåé ôï üöåëïò áëëÜ áõîÜíåé ôïí áñéèìü ôùí êáôáóôÜóåùí óå üëá ôá áõôüìáôá óå S.

ÔÝëïò åðåêôåSSíïõìå ôçí êáôáóêåõÞ óôçí ãåíéêÞ ðåñSSðôùóç üðïõ ôá üñéá ìðïñåSS íá ìçí åSSíáé SSóá êáé üðïõ óôçí ïõóSSá ìðïñåSS ìüíï Ýíáò ðáSSêôçò íá åSSíáé öñáãìÝíïò. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 8 ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé êáé ôá äýï üñéá åSSíáé ôïõëÜœéóôïí n − 1 ÅÜí êáé ôá äýï åSSíáé ôï ðïëý n + 1 ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí áñœéêÞ êáôáóêåõÞ ìå S = n−1, ãéáôSS üðùò èõìüìáóôå ôï æåýãïò ôùí óôñáôçãéêþí ìáò äåí ìðïñåSS íá âåëôéùèåSS áðü êáíÝíá áõôüìáôïáðáôåþíá áêüìç êáé åÜí Ýœåé n − 2d − 2l − 3 åðéðëÝïí êáôáóôÜóåéò. ÿôóé, áò õðïèÝóïõìå üôé Ýíá áðü ôá üñéá, áò ðïýìå ôï S_I I(n) éóœýåé S_I I(n) ≥ n − 2 êáé üôé ãéá ôïí ðáSSêôç É éóœýåé S_I (n) ≤ 2^{cå n}.

Óôï æåýãïò éóïññïðSSáò óáò, ï ðáSSêôçò É œñçóéìïðïéåSS ìSSá óôñáôçãéêÞ ìüíï äýï áõôïìÜôùí éóïññïðSSáò ðïõ áíôéóôïéœïýí óôéò ôáõôüôçôåò C^d êáé C^{d−1}D êáé ï ÉÉ œñçóéìïðïéåSS ìSSá ìåéêôÞ óôñáôçãéêÞ ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü 2^d áõôüìáôá,

Ýíá ãéá êÜèå y ∈ {A; O}^d. Ïé áíáìåíüìåíåò ìåôáâÜóåéò åSSíáé ïé SSäéåò üðùò êáé ðñéí: áíáêïSSíùóç ôçò ôáõôüôçôáò (d âÞìáôá), öÜóç äéüñèùóçò êáé åðáíåéëçììÝíåò åêôåëÝóåéò ôïõ êõñSSïõ âñüœïõ ìÞêïõò l. Ðáñüëá áõôÜ, ç öÜóç äéüñèùóçò êáé ç êõñSSá öÜóç åSSíáé ôþñá äéáöïñåôéêÝò åðåéäÞ ôá åðéœåéñÞìáôá ðïõ åSSœáìå åðéêáëåóôåSS êáé âáóSSæïíôáí óôçí ðïéêéëSSá ôùí x äåí éóœýïõí ðéá. Ç ãåíéêÞ êáôáóêåõÞ êÜèå áõôïìÜôïõ ôïõ É åSSíáé ðáñüìïéá ìå ôçí âáóéêÞ êáôáóêåõÞ: Ýíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï óôçí êïñõöÞ ôï ïðïSSï áêïëïõèåSSôáé áðü áëõóSSäåò êáé âñüœïõò ðïõ êñÝìåôáé áðü ôá öýëëá. ÊÜèå áõôüìáôï ôïõ ÉÉ Ýœåé n + 2 êáôáóôÜóåéò ïé ïðïSSåò óœçìáôSSæïõí áëõóSSäá ýøïõò n ìå ìSSá êáôÜóôáóç óå êÜèå åðSSðåäï åêôüò áðü ôá åðSSðåäá d + 1 êáé d + 2 (ðïõ áíôéóôïéœïýí óôï ðñþôï êáé ôï äåýôåñï âÞìá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò) êáé Ýœïõí äýï êáôáóôÜóåéò. Ç ôåëåõôáSSá êáôÜóôáóç (óôï n-ïóôü åðSSðåäï) åSSíáé ç êáôÜóôáóç ôéìùñSSáò.

Ç öÜóç áíáêïSSíùóçò ôùí ôáõôïôÞôùí, áðïôåëåSSôáé áðü ôá ðñþôá d âÞìáôá åSSíáé áðëÞ: ï É ðáSSæåé ôçí ôáõôüôçôÜ ôïõ C^d Þ C^{d−1}D êáé ï ÉÉ ðáSSæåéy ∈ {A; O}^d. Ï ðáSSêôçò É êáôáãñÜöåé ôï y (ð.œ. ôá ðñþôá d åðSSðåäá ôïõ áõôïìÜôïõ ôïõ I óœçìáôSSæïõí Ýíá ðëÞñåò äõáäéêü äÝíäñï, åíþ êÜèå áõôüìáôï ôïõ ÉÉ îåêéíÜ ìå Ýíá ìïíïðÜôé ìÞêïõò d ( ìå üëåò ôéò ìåôáâÜóåéò ðÜíù óôï C). Óôï õðüëïéðï ôïõ ðáéãíSSïõ êáé ïé äýï ðáSSêôåò ðáSSæïõí íôåôåñìéíéóôéêÜ êáé ïé äýï åSSôå AA åSSôå ÏÏ.

Èá ðåñéãñÜøïõìå ôçí êýñéá (ôñSSôç) öÜóç ðñïôïý ðåñéãñÜøïõìå ôçí öÜóç äéüñèùóçò, ÊÜèå áõôüìáôï ôïõ É Ýœåé ðÜëé Ýíá âñüœï ãéá êÜèå y ∈ {A; O}^d ìÞêïõò l. ÿóôù d̂ Ýíáò æõãüò áñéèìüò ôÝôïéïò þóôå íá åSSíáé ôïõëÜœéóôïí d + ⌈log d⌉ êáé Ýóôù f ìSSá ïðïéáäÞðïôå 1-1 óõíÜñôçóç áðü ôï {A; O}^d óôï óýíïëï ôùí áêïëïõèéþí ìÞêïõò d̂ ïé ïðïSSåò ðåñéÝœïõí SSóï áñéèìü A êáé Ï (áîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ôï d̂ åSSíáé áñêåôÜ ìåãÜëï Ýôóé þóôå íá õðÜñœïõí ôïõëÜœéóôïí 2^d áêïëïõèSSåò ìÞêïõò d̂ ìå SSóï áñéèìü Á êáé Ï êáé åðïìÝíùò õðÜñœåé ôÝôïéá óõíÜñôçóç f. Ç êýñéá ťöÜóç äåí ðåñéÝœåé ôþñá ôï ⊕ ôùí äýï ôáõôïôÞôùí, áëëÜ áðïôåëåSSôáé áðü âñüœïõò A^{l−d−2}Of(y)A. Ç åéóáãùãÞ óôïí âñüœï ãSSíåôáé ðÜëé óôçí êáôÜëëçëç êáôÜóôáóç Ýôóé þóôå ôï ðáSSãíéï íá ôåñìáôSSæåé ìå Ýíá ìðëïê áðü A. ÁõôÞ ç êáôáóêåõÞ åîáóöáëSSæåé üôé ôá êÝñäç åSSíáé éóïêáôáìåñéóìÝíá êáôÜ ôçí äéÜñêåéá áõôÞò ôçò öÜóçò. Óå êÜèå áõôüìáôï ôïõ ðáSSêôç ÉÉ ï âñüœïò îåôõëSSãåôáé ìÝœñé ôï ôåëåõôáSSï óôÜäéï n êáôÜ ôï ïðïSSï ï ðáSSêôçò ÉÉ áðïóôáôåSS.

Ç öÜóç äéüñèùóçò Ýœåé d + 1 âÞìáôá åêôüò áðü Ýíá óýíïëï T áðü R ôáõôüôçôåò y ôïõ ÉÉ, ãéá ôéò ïðïSSåò ðñïóèÝôïõìå Ýíá áêüìç âÞìá óôçí öÜóç äéüñèùóçò üðùò ðñéí Ýôóé þóôå ï œþñïò ðïõ ðáñÝœåôáé óôïí ðáSSêôç É íá œñçóéìïðïéåSSôáé ðëÞñùò ( èá äþóïõìå ôçí áêñéâÞ ôéìÞ ôïõ R óôçí óõíÝœåéá). Ïé ðáSSêôåò óõìðåñéöÝñïíôáé áêïëïýèùò. Áðü åäþ êáé ìðñïò áíáöåñüìáóôå óôï ôåëåõôáSSï âÞìá ôçò ðñþôçò ťöÜóçò ( ôï âÞìá ðïõ ï É ðáSSæåé Á Þ Ï) ùò ôï ôõœáSSï âÞìá. Óôï ðñþôï âÞìá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò êáé ïé äýï ðáSSêôåò ðáSSæïõí Á áí åSSœáí ðáSSîåé Á óôï ôõœáSSï âÞìá, äéáöïñåôéêÜ ðáSSæïõí êáé ïé äýï Ï. Áõôü ôï âÞìá åîéóïññïðåSS ôï êÝñäïò ôïõ ôõœáSSïõ âÞìáôïò êáé ãéá ôïõò äýï ðáSSêôåò. Ç õðüëïéðç öÜóç äéüñèùóçò áðïóêïðåSS óôçí åîéóïññüðçóç ôïõ êÝñäïõò ôïõ ðáSSêôç ÉÉ êáôÜ ôá ðñþôá d−1 âÞìáôá áðü ôéò äéáöïñåôéêÝò ôáõôüôçôåò. ÿóôù ëïéðüí üôé y, ç ôáõôüôçôá ôïõ ÉÉ, ðåñéÝœåé óôá ðñþôá d − 1 ãñÜììáôá Ýíáí Üñôéï áñéèìü áðü O, áò ðïýìå 2a. Ôüôå óôï õðüëïéðï ôçò öÜóçò äéüñèùóçò ôüóï ï É üóï êáé ï ÉÉ åêðÝìðïõí ôçí áêïëïõèSSá O^aA^{d−a−1}O åÜí y =∈ T êáé O^aA^{d−a}O åÜí y ∈ T (äçëáäÞ åÜí y ∈ T ðñïóèÝôïõìå Ýíá åðéðëÝïí A âÞìá ðñéí ôï ôåëéêü Ï âÞìá). ÿóôù ôþñá üôé ôï y ðåñéÝœåé Ýíá ðåñéôôü áñéèìü áðü Ï, áò ðïýìå 2a + 1 óôá ðñþôá d − 1 ãñÜììáôá, ôüôå åÜí ïé äýï ðáSSêôåò óõìöþíçóáí óôï ôõœáSSï âÞìá (äçëáäÞ Ýðáéîáí êáé ïé äýï åSSôå Á åSSôå Ï), ôüôå êáé ïé äýï ðáSSêôåò óôÝëíïõí ôçí áêïëïõèSSá AO^á Á^{d−a−2}O åÜí y =∈ Ô Þ ôçí áêïëïõèSSá AO^á Á^{d−a−1}O åÜí y ∈ Ô. Óôçí áíôSSèåôç ðåñSSðôùóç (åÜí äéáöþíçóáí êáôÜ ôï ôõœáSSï âÞìá), ôüôå êáé ïé äýï ðáSSêôåò óôÝëíïõí ôçí áêïëïõèSSá O^{a+1}A^{d−a−2}O åÜí y =∈ Ô Þ ôçí áêïëïõèSSá O^{a+1}A^{d−a−1}O åÜí y ∈ Ô.

Ç öÜóç äéüñèùóçò ôïõ áõôïìÜôïõ ôïõ ðáSSêôç É êñÝìåôáé áðü Ýíá öýëëï ðïõ áíôéóôïéœåSS óå ìSSá ôáõôüôçôá y åSSíáé áðëþò Ýíá ìïíïðÜôé. Ôï ôìÞìá ôçò äéüñèùóçò ôïõ áõôïìÜôïõ ôïõ ðáSSêôç ÉÉ ÿœåé äýï êüìâïõò óôá ðñþôá äýï åðSSðåäá êáé Ýíá êüìâï óôá õðüëïéðá. ÅðSSóçò áîSSæåé íá óçìåéùèåSS üôé ãéá êÜèå ôáõôüôçôá y ôïõ ÉÉ, ç êSSíçóç ôïõ É êáôÜ ôï ôõœáSSï âÞìá åðçñåÜæåé ìüíï ôá äýï ðñþôá âÞìáôá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò åÜí ï áñéèìüò ôùí O êáôÜ ôá ðñþôá d − 1 âÞìáôá åSSíáé ðåñéôôüò êáé ìüíï êáôÜ ôï ðñþôï âÞìá åÜí åSSíáé Üñôéïò.

ÅSSíáé åýêïëï íá åðéâåâáéùèåSS üôé ï ðáSSêôçò É äåí Ýœåé êÜðïéï üöåëïò áðü ôï íá åðéëÝîåé Ýíá óýìâïëï áíôSS ãéá êÜðïéï Üëëï êáôÜ ôï ôõœáSSï âÞìá üôáí ðáSSæåé åíÜíôéá óå áõôÞí ôçí óôñáôçãéêÞ ôïõ ÉÉ. ÐñÜãìáôé áò õðïèÝóïõìå üôé ç ôáõôüôçôá ôïõ ÉÉ Ýœåé Üñôéï áñéèìü áðü O êáôÜ ôá ðñþôá d − 1 âÞìáôá. Óôçí óõíÝœåéá ç åðéëïãÞ ôïõ É êáôÜ ôï ôõœáSSï âÞìá åðçñåÜæåé ìüíï áõôü ôï âÞìá êáé ôï åðüìåíï. ÅÜí åðéëÝîåé A, ôüôå ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ åSSíáé 1=2(3 + 3) + 1=2(0 + 1) = 7=2. ĳìïéá åÜí åðéëÝîåé O ôï áíáìåíüìåíï üöåëüò ôïõ åSSíáé 1=2(4 + 1) + 1=2(1 + 1) = 7=2. Áí õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ç ôáõôüôçôá ôïõ ÉÉ Ýœåé ðåñéôôü áñéèìü áðü Ï óôá ðñþôá d − 1 ãñÜììáôá, ôüôå ôï áíáìåíüìåíï êÝñäïò ôïõ É êáôÜ ôï ôõœáSSï âÞìá êáé ôï ðñþôï âÞìá ôçò äéüñèùóçò åSSíáé ðÜëé 7/2 áíåîÜñôçôá áðü ôï åÜí ðáSSæåé Á Þ Ï. Ôï áíáìåíüìåíï êÝñäïò ôïõ êáôÜ ôá õðüëïéðá âÞìáôá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ êáôÜ ôï ôõœáSSï âÞìá åðåéäÞ ãéá êÜèå åðéëïãÞ õðÜñœåé ç SSäéá ðéèáíüôçôá (1/2) üôé èá óõìöùíÞóïõí Þ èá äéáöùíÞóïõí ìå ôçí åðéëïãÞ ôïõ ðáSSêôç ÉÉ óôï ôõœáSSï âÞìá.

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ ðáSSêôç ÉÉ áðü ôéò ðñþôåò äýï öÜóåéò ãéá ìSSá ôáõôüôçôá y =∈ T . Ôï ôõœáSSï âÞìá êáé ôï ðñþôï âÞìá ôçò öÜóçò äéüñèùóçò óõíåéóöÝñïõí üðùò ðáñáðÜíù 7=2 (áíåîÜñôçôá áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ ÉÉ êáôÜ ôï ôõœáSSï âÞìá). ÅÜí ôï y Ýœåé Üñôéï áñéèìü, 2a, áðü Ï êáôÜ ôá ðñþôá d − 1 ãñÜììáôá, ôüôå ôá åíáðïìåSSíáíôá âÞìáôá ôùí ðñþôùí äýï öÜóåùí óõíåéóöÝñïõí (2a)4 + (d − 1 − 2a)3 áðü ôçí ðñþôç öÜóç êáé (a + 1)1 + (d − a − 1)3 áðü ôçí äåýôåñç öÜóç ðïõ áèñïSSæïõí óå 6d − 5. ÅÜí ôï y Ýœåé ðåñéôôü áñéèìü, 2a + 1, áðü Ï êáôÜ ôá ðñþôá d − 1 ãñÜììáôá, ôüôå ôá åíáðïìåSSíáíôá âÞìáôá ôùí ðñþôùí äýï öÜóåùí óõíåéóöÝñïõí (2a+1)4+(d− 1 − 2a − 1)3 áðü ôçí ðñþôç öÜóç êáé 1=2[(a + 1)1 + (d − a − 1)3 + (a + 2)1 + (d − a − 2)3] áðü ôçí äåýôåñç öÜóç ðïõ áèñïSSæïõí ðÜëé óå 6d − 5. ÅðïìÝíùò, åÜí y =∈ T , ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ ðáSSêôç ÉÉ áðü ôçí ðñþôç áðü ôéò äýï öÜóåéò åSSíáé 6d − 3=2, áíåîáñôÞôùò ôïõ y. Óôçí ðåñSSðôùóç ìSSáò ôáõôüôçôáò y ∈ T , ôï áíáìåíüìåíï üöåëïò êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôùí ðñþôùí äýï öÜóåùí åSSíáé 6d+3=2 (áíåîÜñôçôá áðü ôï üöåëïò ôïõ y), äçëáäÞ Ýœåé Ýíá åðéðñüóèåôï üöåëïò 3 åîáéôSSáò ôïõ åðéðëÝïí âÞìáôïò (A; A) êáôÜ ôçí öÜóç äéüñèùóçò, ôï ïðïSSï üìùò áêõñþíåôáé åîáéôSSáò ôïõ åíüò ëéãüôåñïõ (A; A) âÞìáôïò êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôçò êýñéáò öÜóçò. ÅðïìÝíùò ôï ïëéêü áíáìåíüìåíï üöåëïò ôïõ ÉÉ åSSíáé áíåîÜñôçôï ôçò ôáõôüôçôáò y.

Åäþ áíáöÝñïõìå üôé êÜèå áõôüìáôï ôïõ ðáSSêôç É Ýœåé 2^d(d+l+2)+R êáôáóôÜóåéò. Ïé ðáñÜìåôñïé d; l êáé R åðéëÝãïíôáé ùò åîÞò: ÿóôù d ï ìåãáëýôåñïò áêÝñáéïò ôÝôïéïò þóôå 2^dd(2 +^2_å ) ≤ S_I (n). ÿóôù l ï ìåãáëýôåñïò áêÝñáéïò ôÝôïéïò þóôå 2^d(d + l + 2) ≤ S_I (n). ÔÝëïò èÝôïõìå R = S_I (n) − 2^d(d + l + 2) (äçëáäÞ r åSSíáé ôï õðüëïéðï ôçò äéáSSñåóçò ôïõ S_I (n) ìå ôï 2^d) êáé Ýóôù Ô ïðïéïäÞðïôå óýíïëï R áêïëïõèéþí ìÞêïõò d. ÿÔóé ïëïêëçñþóáìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí äýï óôñáôçãéêþí ìáò.

ÅSSíáé åýêïëï íá äåSSîïõìå üôé êÜèå áõôüìáôï ôïõ ÉÉ ðáSSæåé âÝëôéóôá áðÝíáíôé óôçí óôñáôçãéêÞ ôïõ É: Ç áêïëïõèSSá ìÞêïõò d ðïõ ðáSSæåôáé áðü ôïí ÉÉ óôá ðñþôá d âÞìáôá êáèïñSSæåé ôï õðüëïéðï ðáSSãíéï åðåéäÞ åÜí ï ÉÉ áðïóôáôÞóåé ðñéí ôï ôÝëïò, ôüôå èá ôéìùñçèåSS. ÅðéðëÝïí ï ÉÉ áðïóôáôåSS óôï ôåëåõôáSSï âÞìá, üðùò ôïí óõìöÝñåé. Áðü ôçí êáôáóêåõÞ üëåò ïé áñœéêÝò áêïëïõèSSåò ìÞêïõò d áðïöÝñïõí ôï SSäéï üöåëïò ãéá ôïí ÉÉ. Ç áðüäåéîç üôé ï É äåí ìðïñåSS íá âåëôéþóåé ôçí óôñáôçãéêÞ ôïõ ìå ôï äåäïìÝíï üñéï óôéò êáôáóôÜóåéò åSSíáé ç SSäéá ìå ðñéí. ÿôóé ïëïêëçñþíåôáé ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò. □

5.5 ÓõìðåñÜóìáôá

Óôï êåöÜëáéï áõôü ðáñïõóéÜóôçêáí äéÜöïñåò ðñïóåããSSóåéò ðïõ áðïóêïðïýóáí óôçí åñìçíåSSá ôùí ðáñáäüîùí ðåðåñáóìÝíùí ïñéæüíôùí. ÐÜíôùò ïé åñìçíåSSåò ðïõ ðñïóöÝñïõí äåí êñSSíïíôáé ðÜíôá éêáíïðïéçôéêÝò êáèþò ïñéóìÝíåò öáSSíïíôáé áñêåôÜ áðëïúêÝò (åÜí ï ðáSSêôçò äåí ìðïñåSS íá ìåôñÞóåé ìÝœñé ôï ðåñSSïäï ôÝëïõò ôïõ ðáéãíSSïõ ôüôå ôï ðáñÜäïîï åîáöáíSSæåôáé), åíþ Üëëåò (üðùò ç ìÝèïäïò ôïõ Neyman) œñçóéìïðïéïýí ìåèüäïõò ðïõ êÜèå Üëëï ðáñÜ öõóéêÝò èá ìðïñïýóáí íá œáñáêôçñéóèïýí (åðéêïéíùíSSá áíÜìåóá óôïõò ðáSSêôåò ìÝóù ôùí êéíÞóåþí ôïõò). ÅíäåœïìÝíùò ôï ðñüâëçìá íá åíôïðSSæåôáé óôï ãåãïíüò

5.5. ÓõìðåñÜóìáôá 73

üôé ïé ðáSSêôåò êáôÜ ôçí óõììåôïœÞ ôïõò óôá ðáSSãíéá áõôÜ äåí œñçóéìïðïéïýí ôçí áíÜãùãç êáôÜ ôçí áîéïëüãçóç ôçò ôñÝœïõóáò êáôÜóôáóÞò ôïõò, áëëÜ Üëëåò äéáäéêáóSSåò óõëëïãéóìïý. Ï êáèïñéóìüò ôïõò, ðÜíôùò, áðïôåëåSS Ýíá óõíáñðáóôéêü áíôéêåSSìåíï ãéá ìåëëïíôéêÞ Ýñåõíá.

74 ÊåöÜëáéï 5. ÅðSSëõóç Ðáñáäüîùí

ÊåöÜëáéï 6

ÆçôÞìáôá Õðïëïãéóéìüôçôáò

6.1 ÅéóáãùãÞ

ĳðùò Ýœïõìå áíáöÝñåé Þäç, ç åñãáóSSá áõôÞ åðéêåíôñþíåôáé óôï ðÜíôñåìá ãíùóôþí éäåþí ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí ìå Ýííïéåò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò óå ìSSá ðñïóðÜèåéá íá ðñïóåããSSóïõìå êáôÜ ôï äõíáôþí ôçí óõìðåñéöïñÜ ôùí "ëïãéêþí" ðáéêôþí. ÐñáãìáôéêÜ ìÝœñé ôþñá Ýœïõìå åðåêôåSSíåé ôçí êëáóóéêÞ èåùñSSá ðáéãíSSùí, ðáñïõóéÜæïíôáò ìïíôÝëá óôá ïðïSSá õðåéóÝñœåôáé ç Ýííïéá ôïõ êüóôïõò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôçò åöáñìïæüìåíçò óôñáôçãéêÞò. ĳìùò üðùò ãíùñSSæïõìå, äåí ìðïñïýìå íá õðïëïãSSóïõìå êÜèå äéåñãáóSSá ðïõ ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ìå ôçí âïÞèåéá ìSSáò õðïëïãéóôéêÞò ìçœáíÞò. ÅðïìÝíùò ãåííÜôáé ôï åñþôçìá, ìÞðùò áêüìç êáé åÜí áãíïÞóïõìå ôá õðïëïãéóôéêÜ êüóôç, ç ðñïóðÜèåéÜ ìáò íá õðåñðçäÞóïõìå ôïõò óêïðÝëïõò ôçò ðñïóÝããéóçò ôçò óõìðåñéöïñÜò ðñáãìáôéêþí ðáéêôþí (ïé ïðïSSïé áíáäåéêíýïíôáé áðü äéÜöïñá ðáñÜäïîá) ðñïóêñïýåé óå èåìåëéþäåéò ðåñéïñéóìïýò õðïëïãéóéìüôçôáò; ÊáôÜ ôï êåöÜëáéï áõôü èá åîåôÜóïõìå, œùñSSò íá åðåêôáèïýìå óå ìåãÜëï âÜèïò ôï æÞôçìá áõôü.

ÿôóé ãéá íá óõãêåêñéìåíïðïéÞóïõìå ôçí óõæÞôçóç áõôÞ áò åðéóôñÝøïõìå óôï ðáSSãíéï ôçò ÌÜœçò ôùí Öýëùí:

ÐáñÜäåéãìá 6.1 (Battle of The Sexes).

ÿíá æåõãÜñé åðéèõìåSS íá ðÜåé óå Ýíá ìïõóéêü êïíóÝñôï. ĳìùò õðÜñœïõí äýï åðéëïãÝò, ìðïñïýí íá áêïýóïõí åSSôå Bach åSSôå Stravinsky. Ç êýñéá åðéäSSùîÞ ôïõò åSSíáé íá âãïõí Ýîù ìáæSS, áëëÜ ï Üíôñáò ðñïôéìÜ ôïí Bach êáé ç ãõíáSSêá ôïí Straninsky. Ïé ðñïôéìÞóåéò ôïõò ìÜëéóôá åêöñÜæïíôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá.

G = B S Â S [ (2; 1) (0; 0) (0; 0) (1; 2) ]

Ãéá ìéá áíáäñïìÞ óôçí éóôïñSSá ôïõ ðáéãíSSïõ ôçò "ÌÜœçò ôùí Öýëùí" ìðïñåSS íá áíáôñÝîåé êáíåSSò óôïõò Luce êáé Rai¸a(1957, pp.90-91) Ôï ðáSSãíéï áõôü ìïíôåëïðïéåSS ìéá êáôÜóôáóç êáôÜ ôçí ïðïSSá ïé ðáSSêôåò èÝëïõí íá óõíåñãáóôïýí ìåôáîý ôïõò áëëÜ ôá óõìöÝñïíôÜ ôïõò åSSíáé óå óýãêñïõóç. "Ç ÌÜœç ôùí Öýëùí " Ýœåé äýï óçìåSSá éóïññïðSSáò Nash, ôá (B,B) êáé (S,S), äçëáäÞ ôá óçìåSSá ðïõ ïé ðáSSêôåò åSSôå óõìöùíïýí íá ðáñáêïëïõèÞóïõí Bach(B), åSSôå óõìöùíïýí íá ðáñáêïëïõèÞóïõí Stravinsky(S).

Âáóéæüìåíïé üìùò áðïêëåéóôéêÜ óôá äåäïìÝíá ðïõ ìáò ðáñÝœïíôáé áðü ôç äïìÞ ôïõ óôñáôçãéêïý ðáéãíSSïõ ìðïñïýìå íá ðïýìå ðïëý ëSSãá ãéá ôçí êSSíçóç ðïõ èá áíáìÝíáìå áðü ôïí ðáSSêôç 1. ÐñáãìáôéêÜ ï ðáSSêôçò 1 ðñÝðåé íá ãíùñSSæåé ðþò ï ðáSSêôçò 2 áíáëýåé ôï ðáSSãíéï ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáëÞîåé óôçí áðüöáóÞ ôïõ. ÿôóé ãéá ðáñÜäåéãìá åÜí ï ðáSSêôçò 1 ãíùñSSæåé üôé ï ðáSSêôçò 2 åSSíáé Ýíáò áðáéôçôéêüò ðáSSêôçò ï ïðïSSïò ðÜíôá åðéäéþêåé áêüìç êáé ìå ñSSóêï íá áðïêïìSSóåé ôï ìåãáëýôåñï äõíáôü üöåëïò, ôüôå èá Þôáí åýëïãï ãéá ôïí ðáSSêôç 1 íá ðáSSæåé S. Óå Ýíá Üëëï óåíÜñéï, åÜí ï ðáSSêôçò 1 ãíùñSSæåé üôé ï ðáSSêôçò 2 åSSíáé áðáéôçôéêüò ìüíï åöüóïí ðáSSæåé åíáíôSSïí åíüò "áäýíáìïõ" áíôéðÜëïõ, ôüôå ç åýëïãç êSSíçóç ôïõ ðáSSêôç 1 èá åîáñôéüôáí áðü ôçí ðåðïSSèçóç ðïõ Ýœåé óœåôéêÜ ìå ôï ðþò ôïí áîéïëïãåSS ï ðáSSêôçò 2. Ç éäÝá üôé ç êSSíçóç åíüò "ðñáãìáôéêïý" ðáSSêôç åîáñôÜôáé áðü ôçí ãíþóç Þ ôçí ðåðïSSèçóç ðïõ ôñÝöåé ãéá ôïí ôýðï ôïõ áíôéðÜëïõ âñSSóêåé åöáñìïãÞ áêüìç êáé óôçí ðåñSSðôùóç ðáéãíSSùí ìå ìïíáäéêü óçìåSSï éóïññïðSSáò. ÿóôù ãéá ðáñÜäåéãìá ôï ðáñáêÜôù ðáSSãíéï:

G = Á Â Á Â [ (2; 1) (0; 0) (0; 3) (1; 2) ]

Ðáñáôçñïýìå üôé ôï ðáSSãíéï áõôü Ýœåé ìïíáäéêü óçìåSSï éóïññïðSSáò ôï (A; A), ðáñüëá áõôÜ ãéá íá ðáSSîåé ï ðáSSêôçò 1 ðñÝðåé íá îÝñåé üôé ï ðáSSêôçò 2 äåí åðéëÝãåé ôçí êõñéáñœïýìåíç óôñáôçãéêÞ B.

Ïé ðåñéïñéóìïSS õðïëïãéóéìüôçôáò ëïéðüí, èá ìáò áðáóœïëÞóïõí óôï ðëáSSóéï ôïõ óôñáôçãéêïý ðáéãíSSïõ ðïõ Ýíáò ðáSSêôçò ãíùñSSæåé ðëÞñùò ôïí Üëëï. Œñçóéìïðïéþíôáò ôçí êáèéåñùìÝíç ðáéãíéï-èåùñçôéêÞ ïñïëïãSSá, èá áíáöåñüìáóôå óôçí ôáõôüôçôá åíüò ðáSSêôç ùò ôïí ôýðï ôïõ. ËÝãïíôáò ôýðï åííïïýìå íüñìåò óõìðåñéöïñþí ôçò ìïñöÞò "íá åSSóáé åõãåíéêüò ìå ôïõò åõãåíéêïýò ðáSSêôåò êáé åðéèåôéêüò ìå ôïõò õðüëïéðïõò". ÅðSSóçò èá õðïèÝôïõìå üôé êÜèå ðáSSêôçò Ýœåé óôçí äéÜèåóÞ ôïõ ôçí ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ôùí áíôSSðáëùí ðáéêôþí êáé åSSíáé åëåýèåñïò íá ôçí œñçóéìïðïéÞóåé üðùò áõôüò êñSSíåé óêüðéìï. ÿôóé

6.1. ÅéóáãùãÞ 77

ìðïñåSS êáôÜ ôïí óõëëïãéóìü ôïõ íá ìçí œñçóéìïðïéåSS ïëüêëçñç ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ áíôéðÜëïõ, áëëÜ Ýœåé ðñüóâáóç óå üëåò ôéò ëåðôïìÝñåéåò. ÁíôSSèåôá, äåí õðïèÝôïõìå üôé ï ðáSSêôçò Ýœåé ðñüóâáóç óôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ åáõôïý ôïõ. Ç ðáñáðÜíù õðüèåóç äåí åðçñåÜæåé ôçí ïõóSSá ôùí ðáñáôçñÞóåùí ðïõ èá ðñáãìáôïðïéÞóïõìå áëëÜ ìÜëëïí åêöñÜæåé ðéï ðéóôÜ ôçí ðñáãìáôéêüôçôá.

ÿíá ðïëý óçìáíôéêü åñþôçìá ðïõ áðïññÝåé áðü ôçí ðáñáðÜíù ðáñÜãñáöï åSSíáé ðùò ïñSSæïõìå ôçí ðëÞñç ðåñéãñáöÞ êÜðïéïõ ðáSSêôç. ÿôóé ëïéðüí ðñïöáíþò èÝëïõìå íá õðÜñœåé êÜðïéïò ôýðïò t_x ðïõ ðáSSæåé x áíåîÜñôçôá áðü ôçí ãíþóç ðïõ Ýœåé ãéá ôïí áíôSSðáëï ðáSSêôç. ÅðSSóçò èÝëïõìå íá õðÜñœåé Ýíáò ôýðïò ðïõ ðáSSæåé y üðïôå áíôéìåôùðSSæåé áíôSSðáëï ôýðïõ t_x åíþ ðáSSæåé z óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ áíôéìåôùðSSæåé Üëëï ôýðï. ÃñÞãïñá ëïéðüí óõíåéäçôïðïéïýìå üôé áõôüò ï áöåëÞò ïñéóìüò ôïõ ôýðïõ ïäçãåSS óå Ýíá ôåñÜóôéï óýíïëï. ÅðéðëÝïí, äåí åSSíáé äõíáôü íá áíôéìåôùðSSóïõìå ôïí ôýðï óáí íá åðñüêåéôï ãéá ìSSá ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç áðüêñéóçò ðïõ áíáèÝôåé áõèáSSñåôá ôéìÝò áðÝíáíôé óå êÜèå ôýðï åíáíôSSïí ôïõ ïðïSSïõ ðáSSæåé. ÅÜí ðñáãìáôïðïéïýóáìå êÜôé ôÝôïéï, ôüôå ç ðëçèéêüôçôá ôïõ óõíüëïõ ôùí ôýðùí èá Þôáí äýíáìç ôçò SSäéáò ôçò ðëçèéêüôçôáò, ôï ïðïSSï åSSíáé ðñïöáíþò áäýíáôï. ÁíôSSèåôá, èá ïñSSóïõìå ôïí ôýðï ùò Ýíáí áëãüñéèìï ðïõ äÝœåôáé ùò åSSóïäï ìéá ðåðåñáóìÝíç ðåñéãñáöÞ ôïõ áëãïñSSèìïõ ôïõ áíôéðÜëïõ êáé ðáñÜãåé ìSSá áêïëïõèSSá åíåñãåéþí ùò Ýîïäï.

Ç õðüèåóç üôé Ýíáò ðáSSêôçò ãíùñSSæåé ôïí ôýðï ôïõ Üëëïõ åSSíáé ðïëý éóœõñÞ. ÐñÝðåé íá óçìåéþóïõìå üôé áõôïý ôïõ åSSäïõò ç ãíþóç äåí åSSíáé ç ãíþóç éóïññïðSSáò, ðïõ Ýœåé Ýíáò ðáSSêôçò ãéá ôïõò õðüëïéðïõò âáóéæüìåíïò ðÜíù óôéò ðáñáôçñÞóåéò ôïõ êáôÜ ôçí "óôáèåñÞ" êáôÜóôáóç éóïññïðSSáò. Åäþ, õðïèÝôïõìå üôé Ýíáò ðáSSêôçò ãíùñSSæåé ðëÞñùò ôïí áëãüñéèìï, äçëáäÞ ôïí ôñüðï óêÝøçò êáé óõìðåñéöïñÜò ôïõ Üëëïõ.

Óôçí óõíÝœåéá èá åðéœåéñÞóïõìå ìéá ðïëý "œáëáñÞ" åéóáãùãÞ óôçí áðÜíôçóç ôïõ ôSS óçìáSSíåé õðïëïãSSæù êáé ôé åSSíáé õðïëïãéóôü. Áõôü ôï æÞôçìá õðÞñîå êåöáëáéþäïõò óçìáóSSáò óôçí Ýñåõíá ôùí ìáèçìáôéêþí êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôïõ åéêïóôïý áéþíá. ÌSSá áñêåôÜ êïéíÞ èåþñçóç åSSíáé ç áíôéìåôþðéóç ôïõ õðïëïãéóìïý ùò ìSSá áêïëïõèSSá áðü áðëÝò ðñÜîåéò (ëåéôïõñãSSåò) ðïõ ðñáãìáôïðïéïýíôáé óýìöùíá ìå Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï åíôïëþí êáé œñçóéìïðïéþíôáò êÜðïéï "œþñï åñãáóSSáò" ðÜíù óôïí ïðïSSï ìðïñåSS íá áðïèçêåõôåSS ìíÞìç (ð.œ. åíäéÜìåóùí áðïôåëåóìÜôùí) êáôÜ ôçí äéÜñêåéá ôïõ õðïëïãéóìïý. Ïé ëåéôïõñãSSåò åSSíáé ôçò ðáñáêÜôù ìïñöÞò: áíÜãíùóç óõìâüëùí, áíôéêáôÜóôáóç åíüò óõìâüëïõ áðü Ýíá Üëëï êáé ìåôáêSSíçóç áðü ìSSá èÝóç ôïõ œþñïõ åñãáóSSáò óå êÜðïéá Üëëç. Ïé åíôïëÝò êáèïñSSæïõí ôSS ðñÝðåé íá ðñÜîåé ç õðïëïãéóôéêÞ ìçœáíÞ êáé ðþò ðñÝðåé íá êéíçèåSS ðÜíù óôï œþñï ìíÞìçò.

ÐáñáêÜôù äSSíïõìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ ðéï ãíùóôïý öïñìáëéóìïý ôçò õðïëïãéóôéêÞò ìçœáíÞò: ôï ìïíôÝëï ôçò ìçœáíÞò Ôuring (ÔÌ). Ç ìçœáíÞ áðïôåëåSSôáé áðü Ýíá ìç ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êåëéþí (êõôôÜñùí) ðÜíù óå ìSSá ôáéíSSá (ç ïðïSSá Ýœåé êÜðïéá óõãêåêñéìÝíç áñœÞ). Óå êÜèå Ýíá áðü ôá êåëéÜ Ýíá óýìâïëï, áðü Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü óõìâüëùí S, ìðïñåSS íá ãñáöåSS. Ç åSSóïäïò îåêéíÜ áðü ôçí áñœÞ (áñéóôåñü Üêñï ôçò ôáéíSSáò) óôï ïðïSSï âñSSóêåôáé ç êåöáëÞ ôçò ìçœáíÞò êáôÜ ôçí åêêSSíçóç. Ç ìçœáíÞ ëåéôïõñãåSS óáí ðåðåñáóìÝíï áõôüìáôï: ÿœåé Ýíá ðåðåñáóìÝíï áñéèìü êáôáóôÜóåùí Q q_0,q_1,..., üðïõ q_0 åSSíáé ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç êáé F ⊆ Q Ýíá óýíïëï ôåñìáôéêþí êáôáóôÜóåùí ôçò ìçœáíÞò. Ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò áíáèÝôåé óå êÜèå æåýãïò (q; s) ∈ Q × S ìSSá ôñéÜäá (q^′; s^′; d) üðïõ q^′ ∈ Q åSSíáé ç åðüìåíç êáôÜóôáóç ôçò ìçœáíÞò, s^′ ∈ S åSSíáé ôï óýìâïëï ðïõ ãñÜöåé ðÜíù óôï êåëSS óôçí èÝóç ôïõ s, êáé d ∈ L; R åSSíáé ç êáôåýèõíóç êáôÜ ôçí ïðïSSá êéíåSSôáé ç êåöáëÞ ðÜíù óôçí ôáéíSSá. Ç ëåéôïõñãSSá ôçò ìçœáíÞò îåêéíÜ áðü ôçí áñœéêÞ êáôÜóôáóç, åíþ ç êåöáëÞ üðùò áíáöÝñáìå âñSSóêåôáé óôçí áñœÞ ôçò ôáéíSSáò. Ç ìçœáíÞ óôáìáôÜ åöüóïí öèÜóåé óå êÜðïéá ôåñìáôéêÞ êáôÜóôáóç (∈ F ). ÔÝëïò åÜí m ìçœáíÞ êáé x åSSóïäïò ôüôå óõìâïëSSæïõìå ìå m(x) ôçí Ýîïäï ôïõ m åöüóïí áõôü óôáìáôÜ. ÓõãêåíôñùôéêÜ äçëáäÞ ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ç ìçœáíÞ Turing áðïôåëåSSôáé áðü:

• ÿíá óýíïëï Q (ôï óýíïëï ôùí êáôáóôÜóåùí)

• Ýíá óôïéœåSSï q_0 ∈ Q (ç áñœéêÞ êáôÜóôáóç)

• Ýíá óýíïëï ôåñìáôéêþí êáôáóôÜóåùí F ⊆ Q

• Ìéá óõíÜñôçóç ô : Q × S → Q × S × {L; R} ç ïðïSSá áíáèÝôåé óå êÜèå æåýãïò (q; s) ∈ Q × S ìSSá ôñéÜäá (q^′; s^′; d) üðïõ q^′ ∈ Q åSSíáé ç åðüìåíç êáôÜóôáóç ôçò ìçœáíÞò, s^′ ∈ S åSSíáé ôï óýìâïëï ðïõ ãñÜöåé ðÜíù óôï êåëSS óôçí èÝóç ôïõ s, êáé d ∈ {L; R} åSSíáé ç êáôåýèõíóç êáôÜ ôçí ïðïSSá êéíåSSôáé ç êåöáëÞ ðÜíù óôçí ôáéíSSá (ç óõíÜñôçóç ìåôÜâáóçò)

Åäþ áîSSæåé íá óçìåéþóïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí ìçœáíþí Turing åSSíáé áñéèìÞóéìï. ÌÜëéóôá åSSíáé áëãïñéèìéêÜ áðáñéèìÞóéìï ìå ôçí Ýííïéá üôé ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå Ýíá áëãüñéèìï ï ïðïSSïò èá äSSíåé ùò Ýîïäï ôçí áêïëïõèSSá üëùí ôùí ìçœáíþí Turing œùñSSò åðáíáëÞøåéò.

Óôçí óõíÝœåéá èá ðáñïõóéÜóïõìå ïñéóìÝíá ãíùóôÜ áðïôåëÝóìáôá ôçò èåùñSSáò ôçò õðïëïãéóéìüôçôáò (œùñSSò íá åðéìÝíïõìå óå éäéáSSôåñá áõóôçñÝò áðïäåSSîåéò) êáé èá åîåôÜóïõìå ðþò ìðïñïýìå íá áîéïðïéÞóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá áõôÜ óôï ðëáSSóéï ôçò èåùñSSáò ðáéãíSSùí, üðùò ðáñïõóéÜóôçêáí áðü ôïõò Binmore [3] êáé Anderlini [2].

6.2 ÁðïôåëÝóìáôá Õðïëïãéóéìüôçôáò

Áêïëïýèùò ðáñïõóéÜæïõìå ëïéðüí äéÜöïñá áðïôåëÝóìáôá ôá ïðïSSá åSSíáé óçìáíôéêÜ ãéá ôçí åöáñìïãÞ ðåñéïñéóìþí õðïëïãéóéìüôçôáò óå ðáéãíéï-èåùñçôéêü ðëáSSóéï.

6.2. ÁðïôåëÝóìáôá Õðïëïãéóéìüôçôáò 79

Ðñüôáóç 6.1. ÕðÜñœåé ìSSá ìçœáíÞ Turing ðïõ áíáãíùñSSæåé ôïí åáõôü ôçò

Áíáæçôïýìå ìSSá ìçœáíÞ m^∗ ðïõ ôåñìáôSSæåé ìå Ýîïäï Ýóôù C, üðïôå ç åSSóïäïò åSSíáé ìSSá ðåñéãñáöÞ ôïõ åáõôïý ôçò êáé ôåñìáôSSæåé ìå äéáöïñåôéêÞ Ýîïäï (Ýóôù D) ïðüôå ç åSSóïäïò äåí åSSíáé m^∗. ÅSSíáé ðñïöáíÝò üôé ç ìçœáíÞ äåí ìðïñåSS íá óõãêñSSíåé ôçí åSSóïäï ìå ôï m^∗ êáèþò äåí äÝœåôáé ôï m^∗ ùò ìÝñïò ôçò åéóüäïõ ôïõ. Áêüìç ç ìçœáíÞ m^∗ äåí ìðïñåSS íá óõãêñSSíåé ôçí åSSóïäï ìå êÜðïéï êåSSìåíï ðïõ åSSíáé ãñáììÝíï ìÝóá ôçò åðåéäÞ ç ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ôçò ìçœáíÞò èá ðåñéÝœåé ðåñéóóüôåñá óýìâïëá áðü ôï êåSSìåíï áõôü. ÅðïìÝíùò œñåéáæüìáóôå êÜðïéá êáéíïôüìï éäÝá. ÐñáãìáôéêÜ ï ðáñáêÜôù áëãüñéèìïò ðñáãìáôïðïéåSS ôç æçôïýìåíç äéåñãáóSSá:

Åêôýðùóå C êáé óôáìÜôá åÜí ôï ðáñáêÜôù ãåãïíüò åSSíáé áëÞèåéá êáé åêôýðùóå D êáé óôáìÜôá äéáöïñåôéêÜ: ç åSSóïäïò ðñéí êáé ìåôÜ ôçí ôñSSôç åìöÜíéóç ôçò ëÝîçò "åSSíáé" åSSíáé Åêôýðùóå C êáé óôáìÜôá åÜí ôï áêüëïõèï ãåãïíüò åSSíáé áëçèÝò êáé åêôýðùóå D êáé óôáìÜôá äéáöïñåôéêÜ: ç åSSóïäïò ðñéí êáé ìåôÜ ôçí ôñSSôç åìöÜíéóç ôçò ëÝîçò "åSSíáé".

ÌSSá åíáëëáêôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ ðñïãñÜììáôïò åSSíáé ç åîÞò:

1. ÃñÜøå áõôü ðÜíù óôçí ôáéíSSá:

• 2. ÅðéâåâáSSùóå üôé ç Üëëç ìçœáíÞ Ýœåé 4 åíôïëÝò, áðü ôéò ïðïSSåò ïé ôåëåõôáSSåò 3 åSSíáé áêñéâþò SSäéåò ìå ôï êåSSìåíï ðÜíù óôçí ôáéíSSá.

• 3. ÿëåíîå åÜí ç åíôïëÞ 1 îåêéíÜ ìå ôï êåSSìåíï "ÃñÜøå áõôü ðÜíù óôçí ôáéíSSá", áêïëïõèïýìåíï áðü ôï êåSSìåíï ðÜíù óôçí ôáéíSSá.

• 4. ÅÜí ïé áðáíôÞóåéò êáé óôéò äýï åíôïëÝò 2 êáé 3 åSSíáé èåôéêÝò ôüôå åêôýðùóå C, áëëéþò åêôýðùóå D.

2. ÅðéâåâáSSùóå üôé ç Üëëç ìçœáíÞ Ýœåé 4 åíôïëÝò, áðü ôéò ïðïSSåò ïé ôåëåõôáSSåò 3 åSSíáé áêñéâþò SSäéåò ìå ôï êåSSìåíï ðÜíù óôçí ôáéíSSá.

3. ÿëåíîå åÜí ç åíôïëÞ 1 îåêéíÜ ìå ôï êåSSìåíï "ÃñÜøå áõôü ðÜíù óôçí ôáéíSSá", áêïëïõèïýìåíï áðü ôï êåSSìåíï ðÜíù óôçí ôáéíSSá.

4. ÅÜí ïé áðáíôÞóåéò êáé óôéò äýï åíôïëÝò 2 êáé 3 åSSíáé èåôéêÝò ôüôå åêôýðùóå C, áëëéþò åêôýðùóå D.

Áíáëýïíôáò ðñïóåêôéêÜ ôçí ëåéôïõñãSSá ôùí ðáñáðÜíù ðñïãñáììÜôùí ðáñáôçñïýìå üôé ðñÜãìáôé åðéôõãœÜíïõí ôï åðéèõìçôü óêïðü. Ç ðáñïõóSSáóç ôïõ áõôïìÜôïõ ðïõ áíáãíùñSSæåé ôïí åõáôü ôïõ ïöåSSëåôáé óôïí Howard [8].

Ðñüôáóç 6.2. ÕðÜñœåé ìSSá ìçœáíÞ Turing ðïõ ìéìåSSôáé üëåò ôéò Üëëåò

Ìå Üëëá ëüãéá õðÜñœåé ìSSá ìçœáíÞ m^∗, ç ïðïSSá üðïôå äÝœåôáé ùò åSSóïäï Ýíá æåýãïò (m; x), üðïõ m åSSíáé ç ðåñéãñáöÞ ìéáò ìçœáíÞò êáé x åSSíáé ìSSá ôõœáSSá áêïëïõèSSá óõìâüëùí, ôüôå ðáñÜãåé ôï SSäéï áðïôÝëåóìá ìå ôçí ìçœáíÞ m üôáí äÝœåôáé ùò åSSóïäï ôï x. Áíáæçôïýìå äçëáäÞ ìSSá ìçœáíÞ Turing m^∗ üðïõ m^∗(m; x) ôåñìáôSSæåé åÜí êáé ìüíï åÜí ç m(x) ôåñìáôSSæåé êáé ôüôå m^∗(m; x) = m(x).

Ìéá ôÝôïéá ìçœáíÞ m^∗ õðÜñœåé êáé ëÝãåôáé êáèïëéêÞ ìçœáíÞ Turing (universal Turing machine). Åäþ áîSSæåé íá óçìåéùèåSS ç âáóéêÞ éäÝá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôçò êáèïëéêÞò ìçœáíÞò Turing åSSíáé üôé ç UTM èá äéáâÜóåé ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò m êáé èá œñçóéìïðïéÞóåé ôïí áëãüñéèìï ðïõ ðåñéãñÜöåé ãéá íá õðïëïãSSóåé ôçí Ýîïäü ôçò ìå åSSóïäï ôï x.

Ðñüôáóç 6.3. ÕðÜñœåé ìSSá ìçœáíÞ Turing ðïõ ðñïâëÝðåé ôçí Ýîïäï ïðïéáóäÞðïôå ìçœáíÞò Turing ðïõ ðáSSæåé åíáíôSSïí ôçò.

Ç êáèïëéêÞ ìçœáíÞ Turing m^∗, üðùò ðåñéãñÜöèçêå ðáñáðÜíù, ìðïñåSS íá õðïëïãSSóåé ãéá êÜèå m, ôçí Ýîïäï m(m^∗) åöüóïí ëáìâÜíåé ùò åSSóïäï ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ m^∗. Ôþñá èá äïýìå üôé õðÜñœåé ìSSá ìçœáíÞ ðïõ ìðïñåSS íá õðïëïãSSóåé ôçí áðüêñéóç ïðïéáóäÞðïôå ìçœáíÞò óôçí äéêÞ ôçò ðåñéãñáöÞ œùñSSò íá äÝœåôáé ôçí ðåñéãñáöÞ ôçò ùò åSSóïäï. Ìå Üëëá ëüãéá åíäéáöåñüìáóôå ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ìSSáò ìçœáíÞò m^∗ ôÝôïéá þóôå ãéá ïðïéáäÞðïôå ìçœáíÞ m èá óôáìáôÜ åÜí êáé ìüíï åÜí ç m(m^∗) óôáìáôÜ êáé èá äSSíåé ôï SSäéï áðïôÝëåóìá ùò Ýîïäï. Ç ìçœáíÞ äÝœåôáé ôï m ùò åSSóïäï. Óôçí óõíÝœåéá äéáôñÝœåé ôçí ëSSóôá ôùí ìçœáíþí (áöïý åSSíáé áëãïñéèìéêÜ áðáñéèìçôÝò) ìÝœñé (œñçóéìïðïéþíôáò ôçí éäÝá ôïõ ðñþôïõ áðïôåëÝóìáôïò) íá áíáãíùñSSóåé ôïí åáõôü ôçò m^∗. ÔåëéêÜ õëïðïéåSS ôçí êáèïëéêÞ ìçœáíÞ Turing ðñïêåéìÝíïõ íá äþóåé ôçí Ýîïäï ôçò ìçœáíÞò ôçò åéóüäïõ m üôáí äÝœåôáé åSSóïäï m^∗.

Ðñüôáóç 6.4. ¿ðáñîç ìSSáò ìçœáíÞò ðïõ äåí ðñïâëÝðåôáé ðïôÝ óùóôÜ

Áíáæçôïýìå ìSSá ìçœáíÞ m^′ ðïõ èá Ýœåé ôçí äõíáôüôçôá üðïôå ôï m(m^′) óôáìáôÜ, ôüôå ôï m^′(m) èá óôáìáôÜ ìå äéáöïñåôéêÞ Ýîïäï. Ç ìçœáíÞ èá œñçóéìïðïéåSS ôçí áðáñSSèìçóç üëùí ôùí ìçœáíþí. Ç ìçœáíÞ m^′ äéáôñÝœåé üëåò ôéò ìçœáíÝò ìÝœñé íá áíáãíùñSSóåé ôïí åáõôü ôçò, êáé óôçí óõíÝœåéá œñçóéìïðïéåSS ôçí êáèïëéêÞ ìçœáíÞ Turing m^∗ ìå åSSóïäï (m,m’) ðñïêåéìÝíïõ íá ðñïâëÝøåé ôï m^′(m). ÅÜí ï õðïëïãéóìüò m^′(m) öèÜóåé óå ìSSá ôåñìáôéêÞ êáôÜóôáóç ôüôå èá ôåñìáôSSóåé áëëÜ üœé ðñéí áëëÜîåé ôçí Ýîïäï.

6.3 ÕðÜñœåé ëïãéêüò ðáSSêôçò;

Ôþñá åSSìáóôå Ýôïéìïé íá åöáñìüóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò êáé ôá ïðïSSá ðñïÝñœïíôáé áðü ôçí èåùñSSá ðïëõðëïêüôçôáò óå Ýíá

6.3. ÕðÜñœåé ëïãéêüò ðáSSêôçò; 81

ðáéãíéï-èåùñçôéêü ðëáSSóéï. Áíáêåöáëáéþíïíôáò óêïðüò ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ êåöáëáSSïõ åSSíáé íá áíáãíùñSSóïõìå ôõœüí üñéá óôçí ðñïóðÜèåéÜ ìáò íá ðñïóåããSSóïõìå ôçí óõìðåñéöïñÜ "ðñáãìáôéêþí ðáéêôþí", ôá ïðïSSá ïöåSSëïíôáé óå ðåñéïñéóìïýò õðïëïãéóéìüôçôáò. ÊáôÜ ôçí ðñïóðÜèåéÜ ìáò áõôÞ èá åðéêåíôñùèïýìå óå óôñáôçãéêÜ ðáSSãíéá äýï ðáéêôþí. ÌÜëéóôá èåùñïýìå üôé ç åSSóïäïò êÜèå ìçœáíÞò Turing åSSíáé ç ðåñéãñáöÞ ôçò ìçœáíÞò ôïõ Üëëïõ ðáSSêôç, åíþ ç Ýîïäïò ôçò ìçœáíÞò êáèïñSSæåé ôçí êSSíçóç ôïõ ðáSSêôç.

Èá ìðïñïýóáìå íá éóœõñéóôïýìå (áöåëþò), üôé ðñïêåéìÝíïõ êÜðïéïò ðáSSêôçò (ï ðñþôïò) íá öÝñåôáé "ëïãéêÜ" ðñÝðåé ðñþôá íá õðïëïãSSóåé ôçí Ýîïäï ôçò ìçœáíÞò ôïõ äåýôåñïõ ðáSSêôç êáé ìåôÜ íá õðïëïãSSóåé ôçí âÝëôéóôç áðüêñéóç óôçí åíÝñãåéá ôïõ ðáSSêôç áõôïý. ĳìùò, áí ï äåýôåñïò ðáSSêôçò ðñáãìáôïðïéÞóåé ôï SSäéï ôüôå åéóåñœüìáóôå óå Ýíá áôÝñìïíï âñüœï. ÌðïñåSS üìùò ïé ðáSSêôåò íá êáôáëÞãïõí óôéò óôñáôçãéêÝò ôïõò ìå êÜðïéï Üëëï ôñüðï, áöïý äÝœåôáé ïëüêëçñç ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ Üëëïõ ðáSSêôç ùò åSSóïäï.

Åäþ üìùò ïöåSSëïõìå íá äéåõêñéíSSóïõìå ìSSá êñSSóéìç ëåðôïìÝñåéá. ĳðùò åSSðáìå ìSSá ìçœáíÞ Turing ìðïñåSS íá ìçí ôåñìáôSSæåé ç ìðïñåSS íá ôåñìáôSSæåé óå ìSSá Ýîïäï ðïõ äåí áíôéóôïéœåSS óå êÜðïéá áðü ôéò äõíáôÝò êéíÞóåéò ôïõ ðáSSêôç. Áõôü äçìéïõñãåSS Ýíá ðñüâëçìá êáèþò ôï ðáSSãíéï áðáéôåSS êÜèå ðáSSêôçò íá ðñáãìáôïðïéåSS ìSSá êSSíçóç. üìùò ôï êëáóóéêü ìïíôÝëï ôïõ ðáéãíSSïõ äåí êáèïñSSæåé êÜðïéá åíáëëáêôéêÞ (default) êSSíçóç. ÿôóé ðñÝðåé íá åìðëïõôSSóïõìå ôï ìïíôÝëï êáé íá êáèïñSSóïõìå ôçí êSSíçóç ðïõ ðñÝðåé íá ðñáãìáôïðïéåSS ï ðáSSêôçò óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ç ìçœáíÞ ôïõ äåí ôåñìáôSSæåé Þ åÜí ôåñìáôSSæåé äSSíåé êÜðïéá Ýîïäï ðïõ äåí óõìöùíåSS ìå ôéò ðéèáíÝò êéíÞóåéò.

ÿôóé ëïéðüí áðü åäþ êáé ðÝñá õðïèÝôïõìå üôé êÜèå ðáSSêôçò i Ýœåé ìSSá åíÝñãåéá d_i, ç ïðïSSá áðïôåëåSS ôçí default êSSíçóç ôïõ. ÿôóé ïðïôåäÞðïôå ìSSá ìçœáíÞ äåí ðáñÜãåé êÜðïéï "åðéèõìçôü" áðïôÝëåóìá, ôüôå ï ðáSSêôçò èá ðáSSæåé d_i. Áõôü âÝâáéá áðïôåëåSS ìSSá áõèáSSñåôç õðüèåóç. Ç áíÜãêç ôçò ðáñáäïœÞò ìSSáò ôÝôïéáò õðüèåóçò åðéäåéêíýåé üôé ôï ìïíôÝëï ôùí ðáéãíSSùí äåí ðåñéÝœåé ëåðôïìÝñåéåò ðïõ åSSíáé ðñùôáñœéêÞò óçìáóSSáò óå óœÝóç ìå ôçí öÜóç ëÞøç áðüöáóçò êáôÜ ôçí áíÜëõóç.

Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðåñéãñÜøáìå êáôÜ ôçí ðñþôç åíüôçôá äåSSœíïõí üôé ç ýðáñîç ëïãéêïý ðáSSêôç åîáñôÜôáé óå ìåãÜëï âáèìü áðü ôï õðü åîÝôáóç ðáSSãíéï. ÿôóé åÜí ôï ðáSSãíéï Ýœåé êÜðïéá êõñSSáñœç óôñáôçãéêÞ, ôüôå ï "ëïãéêüò" ðáSSêôçò õöSSóôáôáé. Óå Üëëá ëéãüôåñï "åýêïëá" ðáSSãíéá ç ýðáñîç ëïãéêïý ðáSSêôç ìðïñåSS íá åîáñôÜôáé åðSSóçò áðü ôçí åðéëïãÞ ôùí default êéíÞóåùí.

ÿôóé ëïéðüí óôçí ÐÜëç ôùí Öýëùí åÜí ç default êSSíçóç êáé ôùí äýï ðáéêôþí åSSíáé S, ôüôå ç ìçœáíÞ m^∗ ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðñüôáóç 3, Ýœåé ôçí éäéüôçôá üôé ãéá ïðïéáäÞðïôå ìçœáíÞ m, ðáñÜãåé ìSSá åíÝñãåéá ðïõ áðïôåëåSS âÝëôéóôç áðÜíôçóç. ÓôáìáôÜ ìå Ýîïäï Â åÜí êáé ìüíï åÜí ç Üëëç ìçœáíÞ óôáìáôÜ ìå Â, åíþ óôáìáôÜ ìå Ýîïäï S åÜí ôï m^∗(m) óôáìáôÜ ìå Ýîïäï S. Óå ðåñSSðôùóç ðïõ ôï m(m^∗) äåí óôáìáôÜ Þ óôáìáôÜ ìå Ýîïäï ðïõ äåí áíôéóôïéœåSS óå åíÝñãåéá, ôüôå ôï m^∗(m) êÜíåé ôï SSäéï êáé ôá äýï ðáSSæïõí S.

Ç ãåíSSêåõóç ôïõ ðáñáðÜíù åðéœåéñÞìáôïò åSSíáé ç áêüëïõèç ðáñáôÞñçóç: ÿóôù G Ýíá óôñáôçãéêü ðáSSãíéï äýï ðáéêôþí ìå default åíÝñãåéåò d_1,d_2 ôÝôïéåò þóôå ôï (d_1; d_2) íá åSSíáé éóïññïðSSá Nash, ôüôå êÜèå ðáSSêôçò i Ýœåé ìSSá ìçœáíÞ m^∗_i ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå ìçœáíÞ m_j, ç åíÝñãåéá ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôç m^∗_i (m_j) íá áðïôåëåSS áðüêñéóç óôçí åíÝñãåéá ôçò m^∗_j (m_i).

ĳìùò ìðïñïýìå íá äïýìå üôé óôçí ðåñSSðôùóç ôçò ìÜœçò ôùí Öýëùí ìå ÄéáöïñåôéêÝò (default) êéíÞóåéò äåí õðÜñœåé ìçœáíÞ ðïõ õðïëïãSSæåé ôçí âÝëôéóôç áðüêñéóç áðÝíáíôé óå üëåò ôéò ðéèáíÝò ìçœáíÝò ôïõ áíôéðÜëïõ, åíþ áíôSSèåôá üôáí ïé äýï default êéíÞóåéò óõìðSSðôïõí ôüôå ç âÝëôéóôç áõôÞ ìçœáíÞ õðÜñœåé. Ìðïñïýìå åýêïëá íá êáôáëÞîïõìå óå Üëëá ôÝôïéá "êáêÜ" ðáñáäåSSãìáôá ìå ôçí œñÞóç ôçò ìçœáíÞò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôçí ôåëåõôáSSá áðü ôéò ðáñáðÜíù ðñïôÜóåéò.

Óå êÜèå ðåñSSðôùóç ðÜíôùò ç ýðáñîç Þ üœé ìéáò ôÝôïéáò ìçœáíÞò äåí ìðïñåSS íá åêöñÜóåé ðëÞñùò ôïõò ðåñéïñéóìïýò ðïõ óõíáíôÜìå êáôÜ ôçí ðñïóðÜèåSSá ìáò íá ðñïóåããSSóïõìå ôçí óõìðåñéöïñÜ ôïõ ðñáãìáôéêïý ðáSSêôç. Ïé áðëïýóôåñïé ðåñéïñéóìïSS ôïõ œñüíïõ, ôïõ ìåãÝèïõò ôçò ìçœáíÞò êáé ôçò éêáíüôçôáò íá ðñáãìáôïðïéåSS ðáñáôçñÞóåéò êáé õðïëïãéóìïýò üðùò åSSäáìå áíáëõôéêÜ êáé óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï ôéò ïõóéáóôéêüôåñåò äõóêïëSSåò êáôÜ ôçí ðñïóÝããéóÞ ìáò áõôÞ.

ÂéâëéïãñáöSSá

[1] Abreu, D., and A. Rubinstein. (1988). "The Structure of Nash Equilibrium in Repeated Games with Finite Automata." Econometrica 56, 1259-1282.

[2] Anderlini, L. (1990). "Some Notes on Church’s Thesis and the Theory of Games." Theory and Decision 29, 15-52.

[3] Binmore, K. (1987). "Modeling Rational Players, I." Economics and Philosophy 3, 179-214.

[4] Binmore, K. (1988). "Modeling Rational Players, II." Economics and Philosophy 4, 9-55.

[5] Derman, C. (1970). Finite State Markovian Decision Processes. New York: Academic Press.

[6] Friedman, J. W. (1971) "Repeated Games of Incomplete Information:

Non-Zero-Sum". Handbook of Game Theory and Economic Applications Vol.1, 155-177.

[7] Hopcroft, J. E., and J. D. Ullman. (1979). Introduction to Automata Theory: Languages and Computation. Reading, Mass.: Addison Wesley

[8] Howard, J. (1988). "Cooperation in the Prisoner’s Dilemma." Theory and Decision 24, 203-213.

[9] Luce, R. D., and H. Rai¸a. (1957). Games and Decisions. New York:

John Wiley.

[10] Neyman, A. (1985) "Bounded Complexity Justi˛es Cooperation in the Finitely Repeated Prisoner’s Dilemma." Economic Letters 19, 227-229.

[11] Neyman, A. (1998) "Finitely Repeated Games with Finite Automata."

Mathematics of Operation Research 3, 513-552.

84 ÂéâëéïãñáöSSá

[12] Osbourne, M., and A. Rubinstein. (1994). A course in Game Theory.

Cambridge, Mass.: MIT Press.

[13] Papadimitriou C. H. (1992). "On Players with a Bounded Number of States." Games and Economic Behavior 4, 122-131

[14] Papadimitriou C. H., and Yannakakis M. (1994). "On Complexity as Bounded Rationality." Proc. 26th ACM Symposium on the Theory of Computing 726-733

[15] Papadimitriou C. H., and Yannakakis M. (1996). "On Bounded Rationality and Complexity." manuscript.

[16] Piccione, M. (1992). "Finite Automata with Discounting." Journal of Economic Theory 56, 180-193.

[17] Piccione, M., and A. Rubinstein. (1993). "Finite Automata Play a Repeated Extensive Game." Journal of Economic Theory 61, 160-168.

[18] Radner, R. (1986). "Can Bounded Rationality Resolve the Prisoner’s Dilemma?" In A. Mas-Colell and W. Hildenbrand, eds. Essays in Honor of Gerard Debreu, 387-399. Amsterdam: North-Holland

[19] Rosenthal, R. (1982). "Games of Perfect Information, Predatory Pricing and the Chain-Store Paradox." Journal of Economic Theory 25, 92-100.

[20] Rubinstein, A. (1986). "Finite Automata Play a Repeated Prisoner’s Dilemma" Journal of Economic Theory 39, 83-96.

[21] Rubinstein, A. (1987). "Is There a ’Finite Automata’ Resolution to the Finitely Repeated Games Paradoxes?" Mimeo.

[22] A. Rubinstein. (1998). Modeling Bounded Rationality. Cambridge, Mass.: MIT Press.

[23] Simon, H. A. (1996). The Sciences of the Arti˛cial. Third Edition. Cambridge, Mass.: MIT Press.

[24] Shubik, M. (1959). Strategy and Market Structure. New York: Wiley.

Document powered by LATEX