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1. Εισαγωγή

Η τεράστια πρακτική ανάγκη για την επίλυση προβλημάτων γενικής βελτιστοποίησης  καθώς και η ταχεία ανάπτυξη της τεχνολογίας των υπολογιστών, μας έχει επιτρέψει να εξετάζουμε προβλήματα τα οποία πριν μερικά χρόνια θα φάνταζαν υπολογιστικά δυσεπίλυτα, αν όχι αδύνατα. Ως αποτέλεσμα, παρακολουθούμε την δημιουργία ενός μεγάλου και συνεχώς αυξανόμενου  αριθμού αλγορίθμων οι οποίοι χρησιμοποιούνται για την επίλυση μιας ευρείας κατηγορίας προβλημάτων γενικής βελτιστοποίησης.

Τα έως τώρα αποτελέσματα έχουν δείξει πως οι κλασικές μη-γραμμικές μέθοδοι δεν μπορούν να λύσουν ικανοποιητικά το πρόβλημα της γενικής ελαχιστοποίησης. Πράγματι έχει φανεί πως «εργαλεία», όπως η παράγωγος, υποπαράγωγοι και δευτέρας τάξης κατασκευές, δεν μπορούν παρά να βρουν τοπικά ελάχιστα. Πολλές φορές μάλιστα το σημείο που ανιχνεύθηκε είναι στάσιμο σημείο και δεν υπάρχει τρόπος  να διαπιστωθεί αν πρόκειται για τοπικό ελάχιστο. Πέραν αυτού, η εξακρίβωση για το κατά πόσο ένα στάσιμο σημείο είναι  τοπικό ελάχιστο έχει αποδειχθεί πως είναι NP-hard όσον αφορά την υπολογιστική πολυπλοκότητα, ακόμα και σε σχετικά απλές περιπτώσεις. Για τους παραπάνω λόγους, οι μέθοδοι που επιλύουν προβλήματα γενικών ελαχίστων θα πρέπει να διαφέρουν ουσιαστικά από τις κλασικές μη-γραμμικού προγραμματισμού μεθόδους. Συγκεκριμένα έχει διαπιστωθεί ότι οι αλγόριθμοι θα πρέπει να χρησιμοποιούν ντετερμινιστικές μεθόδους και να συνδυάζουν τόσο αναλυτικά όσο και υπολογιστικά εργαλεία, με ένα αποδοτικό τρόπο. Βέβαια όπως  είναι αναμενόμενο θα παρουσιάζουν μια αυξημένη υπολογιστική πολυπλοκότητα .
Μια ευρεία κατηγορία προβλημάτων γενικής βελτιστοποίησης είναι η λεγόμενη βελτιστοποίηση Lipschitz. Στην κατηγορία αυτή αντιμετωπίζουμε προβλήματα στα οποία η προς βελτιστοποίηση συνάρτηση ικανοποιεί κάποια συνθήκη Lipschitz, δηλαδή είτε κάποιο φράγμα στη παράγωγο, είτε συνθήκη της μορφής  
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. Όπως θα δούμε και στη συνέχεια η εργασία μας αφορά την ελαχιστοποίηση συναρτήσεων που η παράγωγος τους ικανοποιεί κάποια  Lipschitz συνθήκη. Πριν προχωρήσουμε στα μέχρι τώρα αποτελέσματα  από την μελέτη τέτοιου είδους προβλημάτων, ας  θέσουμε πρώτα στη γενική του μορφή το πρόβλημα της γενικής ελαχιστοποίησης .
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Οι τιμές των 
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 καθώς και το είδος του χωρίου 
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, καθορίζουν τις διάφορες κατηγορίες προβλημάτων γενικής ελαχιστοποίησης . Έτσι, αν για παράδειγμα είναι 
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 είναι ένα υπερ-ορθογώνιο του 
[image: image9.wmf]n

R

, τότε πρόκειται για ένα πρόβλημα χωρίς περιορισμούς . Αν 
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, το πρόβλημα είναι μίας μεταβλητής .

Μια επιπλέον κατηγοριοποίηση μπορεί να γίνει με βάση τις απαιτήσεις που έχουμε στην εύρεση του τελικού ελαχίστου. Συγκεκριμένα αν 
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 μπορούμε να ορίσουμε τα εξής δύο προβλήματα:

· P1. Βρες τα  
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· Ρ2. Βρες το 
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 είναι μια πολύ μικρή θετική σταθερά .
Στην εργασία μας θα ασχοληθούμε με το πρόβλημα Ρ2, για 
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, δηλαδή με ένα πρόβλημα χωρίς περιορισμούς, μιας ή δύο μεταβλητών και με την απαίτηση μιας προσεγγιστικής εύρεσης του ολικού ελαχίστου. 

Στην πράξη και ιδίως όταν χρησιμοποιούμε αριθμητικές μεθόδους για την εύρεση του ελαχίστου, το πρόβλημα Ρ2, συναντάται συχνότερα. Η επίλυση του προβλήματος ελαχιστοποίησης με χρήση υπολογιστή, υποδηλώνει άλλωστε ότι ενδιαφερόμαστε για το Ρ2, αφού τα αριθμητικά σφάλματα της μηχανής καθιστούν αδύνατη τη λύση του Ρ1. Η λύση του Ρ1 έχει περισσότερο θεωρητική αξία και αφορά συνήθως περιπτώσεις στις οποίες  η συνάρτηση 
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 είναι γνωστή σε αναλυτική μορφή και επιπλέον αναλυτικές μέθοδοι μπορούν να χρησιμοποιηθούν .

Επιστρέφοντας τώρα στα προβλήματα Lipschitz, έχει φανεί πως η περίπτωση της μιας μεταβλητής είναι αυτή που έχει μελετηθεί περισσότερο από κάθε άλλη. Πολυάριθμοι αλγόριθμοι έχουν κατασκευασθεί, υλοποιηθεί σε πρόγραμμα υπολογιστή και συγκριθεί μεταξύ τους. Επιπλέον, αρκετά μαθηματικά θεωρήματα έχουν αναπτυχθεί για την κατηγορία αυτή. Τα θεωρήματα αυτά αφορούν κυρίως την σύγκλιση των μεθόδων επίλυσης καθώς και την απόδοση των αλγορίθμων σε σχέση με τον απαιτούμενο αριθμό επαναλήψεων. Ενδεικτικά αναφέρουμε δυο πολύ σημαντικά θεωρήματα , χωρίς τις αποδείξεις τους . 

· Θεώρημα 1. ([2]) Δεν υπάρχει αλγόριθμος ο οποίος με ένα πεπερασμένο αριθμό επαναλήψεων να συγκλίνει στο σημείο 
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, δηλαδή να λύνει το πρόβλημα Ρ1, εκτός και αν η συνάρτηση, ικανοποιεί  τη συνθήκη:
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· Θεώρημα 2. ([3]) Κανένας αλγόριθμος επίλυσης του Ρ1 δεν μπορεί να συγκλίνει με ένα πεπερασμένο αριθμό επαναλήψεων, πάρα μόνο αν χρησιμοποιεί την ακριβή τιμή της σταθεράς Lipschitz, L .
Τα δύο παραπάνω θεωρήματα αποτελούν ένα ακόμα λόγο για τον οποίο το πρόβλημα Ρ2 αντιμετωπίζεται συχνότερα. Για την περίπτωση του Ρ2 μπορεί πολύ εύκολα να αποδειχθεί ότι ένας πεπερασμένος αριθμός επαναλήψεων είναι αρκετός για την εύρεση του ελαχίστου. Πράγματι αν θεωρήσουμε τον «αδρανή» αλγόριθμο, ο οποίος υπολογίζει τις τιμές της 
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 στα σημεία 
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  υπολογισμούς  σίγουρα θα έχει βρεθεί ένα σημείο που θα ικανοποιεί τη σχέση 
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. Αυτός ο τρόπος επιλογής των σημείων που εξετάζει ο αλγόριθμος ονομάζεται «αδρανής», καθώς το μήκος του βήματος είναι σταθερό και προκαθορισμένο. Ένας άλλος τρόπος ο οποίος ονομάζεται ακολουθιακός, καθορίζει το επόμενο σημείο εξέτασης με κριτήρια  που αφορούν τα έως τώρα αποτελέσματα από τους προηγούμενους υπολογισμούς. Είναι ενδιαφέρον ότι έχει αποδειχθεί από τους Sukharev [6] και Ivanov [4], σε ανεξάρτητες μελέτες πως ο αριθμός των υπολογισμών που απαιτούνται σε έναν «αδρανή»  και ένα βέλτιστο ακολουθιακό αλγόριθμο, είναι ο ίδιος στην χειρότερη περίπτωση. Βέβαια να επικεντρωνόμαστε στη χειρότερη περίπτωση είναι μια μάλλον απαισιόδοξη στάση . Για τις περισσότερες συναρτήσεις, ο αριθμός των επαναλήψεων θα είναι αρκετά μικρότερος στην περίπτωση ενός ακολουθιακού αλγόριθμου. Σημειώνουμε πως ο αλγόριθμος που υλοποιήσαμε , ανήκει στην κατηγορία τον ακολουθιακών αλγόριθμων και όπως θα δούμε , τα κριτήρια επιλογής των σημείων εξέτασης, είναι αρκετά  και προσφέρουν ικανοποιητική μείωση στον αριθμό των επαναλήψεων .
Η περίπτωση των πολλών μεταβλητών έχει επίσης μελετηθεί αρκετά. Και εδώ έχουν αποδειχθεί πολλά χρήσιμα θεωρήματα τόσα για τη σύγκλιση όσο και για την απόδοση των αλγορίθμων. Όπως είναι φυσικό η μελέτη των πολυμεταβλητών προβλημάτων είναι πιο σύνθετη και δυστυχώς δεν μπορούμε να ορίσουμε ένα βέλτιστο αλγόριθμο ο οποίος θα χρησίμευε ως ένα μέτρο σύγκρισης. Αρκετές τεχνικές έχουν αναπτυχθεί για την επίλυση προβλημάτων γενικής βελτιστοποίησης πολλών μεταβλητών. Μια από αυτές προτάθηκε από τον Piyavskii [5] και έχει  ως βασική ιδέα την αναδρομική αναγωγή του προβλήματος σε περίπτωση μιας μεταβλητής. Πιο συγκεκριμένα, θεωρούμε τόσα στάδια ελαχιστοποίησης όσες και οι μεταβλητές. Στο πρώτο στάδιο χρησιμοποιώντας ένα αλγόριθμο για προβλήματα μιας μεταβλητής, ελαχιστοποιούμε ως προς μια μεταβλητή κρατώντας τις υπόλοιπες σταθερές, στο επόμενο στάδιο ελαχιστοποιούμε ως προς μια δεύτερη μεταβλητή, θέτοντας ως τιμή της πρώτης μεταβλητής το ελάχιστο που βρήκαμε πριν και κρατώντας τις υπόλοιπες μεταβλητές σταθερές, και συνεχίζουμε αντίστοιχα. Με αυτή τη διαδικασία καταφέρνουμε τελικά να ανάγουμε το πρόβλημα της ελαχιστοποίησης μιας συνάρτησης πολλών μεταβλητών σε πολλά προβλήματα ελαχιστοποίησης συναρτήσεων μιας μεταβλητής. Το τελικό ελάχιστο μπορεί να γραφεί ως εξής :
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Αυτό που πρέπει βέβαια να εξασφαλίσουμε προκειμένου να χρησιμοποιήσουμε την παραπάνω τεχνική, είναι πως ο αλγόριθμος για προβλήματα μιας μεταβλητής θα είναι αποτελεσματικός και για της συναρτήσεις 
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. Το επόμενο θεώρημα , αποδεικνύει πως μια τέτοια απαίτηση ικανοποιείται .

· Θεώρημα. ([5])  Αν  η συνάρτηση 
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Στον αλγόριθμό που υλοποιήσαμε για συναρτήσεις δύο μεταβλητών, χρησιμοποιήσαμε την παραπάνω αναδρομική τεχνική .

Συνοψίζοντας λοιπόν, η εργασία μας ασχολείται με την υλοποίηση του αλγορίθμου  Brent [1], ο οποίος επιλύει το πρόβλημα Ρ2, χωρίς περιορισμούς και για συναρτήσεις μιας ή δύο μεταβλητών .

Η ιδέα στην οποία βασίζεται ο αλγόριθμος του Brent πρωτοπαρουσιάστηκε  από τον  Piyavskii [5]. Αυτός συνέλαβε την ιδέα της χρησιμοποίησης του λεγόμενου «καλύμματος τριγώνων» προκειμένου να βρίσκει το μέγιστο ή το ελάχιστο συναρτήσεων. Η βασική ιδέα της μεθόδου είναι να καλύπτεται το διάστημα ελαχιστοποίησης από ένα κατάλληλο αριθμό τριγώνων, με τέτοιο τρόπο ώστε το τρίγωνο κάθε περιοχής  να εμπεριέχει σίγουρα το υποψήφιο ελάχιστο. Το ύψος των τριγώνων είναι ανάλογο με την σταθερά Lipschitz και σε κάθε επανάληψη μειώνεται, ώσπου τελικά οι περιοχές που περικλείουν τα ελάχιστα ελαχιστοποιούνται και η μέθοδος τερματίζει. Όπως θα δούμε στη συνέχεια ο Brent [1] χρησιμοποιεί μια παραπλήσια τεχνική, χρησιμοποιώντας παραβολές αντί για τρίγωνα. 

Τα βασικά κομμάτια της εργασίας μας είναι τα κεφάλαια δύο έως πέντε. Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάζονται και αποδεικνύονται, όλα τα απαραίτητα θεωρήματα που  θα μας βοηθήσουν να υλοποιήσουμε τον αλγόριθμο κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο. Οι προτάσεις αυτές αποτελούν τόσο μια θεωρητική βάση για τον αλγόριθμο, αποδεικνύοντας ότι είναι λειτουργικός αλλά και αποτελεσματικός, αλλά παράλληλα μας υποδεικνύουν τρόπους βελτιστοποίησης του βασικού αλγορίθμου, κυρίως στον τομέα επιλογής των σημείων εξέτασης. Το τρίτο και τέταρτο κεφάλαιο ασχολείται διεξοδικά με την υλοποίηση του αλγορίθμου για συναρτήσεις μιας και δύο μεταβλητών, αντίστοιχα. Παρουσιάζεται αναλυτικά ο τρόπος λειτουργίας της μεθόδου και οι βελτιστοποιήσεις που έγιναν. Τέλος στο πέμπτο κεφάλαιο δίνονται αριθμητικά αποτελέσματα  που προέκυψαν από την χρήση του αλγορίθμου τόσο σε συναρτήσεις μιας όσο και δύο μεταβλητών .
2. Θεωρητικά Αποτελέσματα

Η βασική ιδέα του αλγόριθμου του Brent [1] στηρίζεται σε μια σειρά θεωρημάτων που παρουσιάζουμε και αποδεικνύουμε παρακάτω. Στόχος του αλγορίθμου είναι η επίλυση του προβλήματος :
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Όλα τα θεωρήματα που θα εξετάσουμε , έχουν ως βασική απαίτηση να ικανοποιείται η παρακάτω συνθήκη:

Βασική Υπόθεση:  
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Γεωμετρική Ερμηνεία:

Το δεξί μέλος της παραπάνω ανισότητας  παριστάνει μια παραβολή η οποία διέρχεται από τα σημεία 
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Το παρακάτω σχήμα  μας δίνει την εικόνα που περιγράψαμε παραπάνω.
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 Γεωμετρική Ερμηνεία:
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Απόδειξη:
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Ερμηνεία:

Έστω ότι επιθυμούμε να βρούμε τη θέση του ελάχιστου μf  της
[image: image98.wmf])

(

x

f

 στο διάστημα 
[image: image99.wmf]]

,

[

b

a

, τότε ξεκινώντας από το σημείο α και επιλέγοντας βήμα 
[image: image100.wmf]M

c

f

a

f

2

1

)

(

)

(

-

 δεν κινδυνεύουμε να προσπεράσουμε το μf, δηλαδή το ελάχιστο θα βρίσκεται στο διάστημα:
[image: image101.wmf]
[image: image102.wmf]]

,

2

1

)

(

)

(

[

b

M

c

f

a

f

a

-

+

. Πράγματι αν μf η θέση του ελάχιστου θα έχουμε:


[image: image103.wmf]0

)

(

)

(

0

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

>

-

>

-

Þ

-

³

-

Û

£

f

f

a

f

c

f

a

f

f

f

c

f

a

f

f

a

f

c

f

f

m

m

m



[image: image104.wmf]M

f

a

f

f

2

1

)

(

)

(

m

-

Þ



 EMBED Equation.3  [image: image105.wmf]M

c

f

a

f

2

1

)

(

)

(

-

³

  





 (2) 

Το σημείο μf  ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του  θεωρήματος 2.2 αφού 
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Θεώρημα 3: [1]
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Απόδειξη:
Θεωρούμε το ανάπτυγμα Taylor της 
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Από υπόθεση ισχύει ότι: 
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Τα θεωρήματα 1, 2, 3 όπως θα δούμε στη συνέχεια θα είναι αυτά που θα μας βοηθήσουν να καταστρώσουμε και να βελτιώσουμε τον αλγόριθμο του Brent.
3. Ο Αλγόριθμος  Brent για προβλήματα μιας μεταβλητής 

Η μέθοδος που θα περιγράψουμε στη συνέχεια χρησιμοποιείται για την εύρεση μιας καλής προσέγγισης του ολικού ελαχίστου μιας συνάρτησης μιας μεταβλητής σε ένα διάστημα 
[image: image138.wmf]]
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. Ο αλγόριθμος  εκτελεί  έναν ακολουθιακό υπολογισμό των τιμών της συνάρτησης σε ένα πεπερασμένο αριθμό σημείων του διαστήματος ελαχιστοποίησης. Ο βασικός στόχος για την βελτιστοποίηση της μεθόδου είναι  η όσο το δυνατόν μεγαλύτερη μείωση των σημείων στα οποία θα υπολογίσουμε την τιμή της συνάρτησης έχοντας παράλληλα εξασφαλίσει μια ικανοποιητική ακρίβεια στην εύρεση του ολικού ελαχίστου. Ο Αλγόριθμος  Brent βασίζεται στα θεωρήματα που περιγράψαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Θυμίζουμε ότι η βασικότερη συνθήκη που πρέπει να ικανοποιεί η προς ελαχιστοποίηση συνάρτηση είναι ένα άνω φράγμα στη δεύτερη παράγωγο.

3.1 H Διατύπωση του αλγορίθμου

Ας υποθέσουμε ότι η συνάρτηση 
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Το σχήμα 3.1, στο τέλος της παραγράφου, μας βοηθά να κατανοήσουμε τα παραπάνω.
· Αν 
[image: image156.wmf]0

>

M

, για να βρούμε το ολικό ελάχιστο χρησιμοποιούμε τον παρακάτω αλγόριθμο.
Βήμα 1. Θέσε  
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Βήμα 4. Αν η παραβολή  
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 τότε πήγαινε στο βήμα 5. Αλλιώς θέσε  
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Βήμα 5.  Θέσε 
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Σημειώσεις: 
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  είναι η τιμή και η θέση  του ολικού ελαχίστου αντίστοιχα  και t η επιθυμητή ακρίβεια .

Ο τρόπος  επιλογής του 
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 στο βήμα 2 παίζει καθοριστικό ρόλο στον τερματισμό καθώς και  την απόδοση του αλγορίθμου.
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 , η παραβολή θα έχει τα κοίλα προς τα κάτω άρα το ελάχιστο της στο διάστημα   [α , b]  θα είναι το 
[image: image180.wmf](

)

.

)

(

),

(

min

b

f

a

f

Ακόμα ισχύει 
[image: image181.wmf]),

(

)

(

x

P

x

f

³



 EMBED Equation.3  [image: image182.wmf]x

"

 στο [α , b] άρα το ελάχιστο της 
[image: image183.wmf]f

 θα είναι 
[image: image184.wmf]f

f

=
[image: image185.wmf](

)

.

)

(

),

(

min

b

f

a

f


3.2 Μελέτη της λειτουργίας και του τερματισμού του αλγορίθμου

Παρατηρώντας τον παραπάνω κώδικα βλέπουμε ότι η τελική εύρεση του ολικού ελαχίστου γίνεται ύστερα από συνεχή σύγκριση μεταξύ της τιμής 
[image: image186.wmf])

(

u

x

f

 και της  μέχρι στιγμής μικρότερης τιμής 
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 παίζει καθοριστικό ρόλο σε όλη τη διαδικασία του αλγορίθμου. Στην επόμενη παράγραφο θα περιγράψουμε τρόπους  καλής επιλογής του σημείου αυτού, πρώτα όμως θα εξετάσουμε την ιδέα με την οποία περιορίζουμε το διάστημα επιλογής του 
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  μεταβάλλεται  πάντα στο βήμα 2 και  υπό κάποιες προϋποθέσεις και στο βήμα 4. Στο βήμα 2 επιλέγουμε το 
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[image: image196.wmf]u

x

 παίρνει την τιμή 
[image: image197.wmf])

(

2

1

l

u

x

x

+

, πλησιάζει δηλαδή προς το αριστερό άκρο του διαστήματος 
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, δηλαδή το ελάχιστο της 
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Συνοψίζοντας  λοιπόν, ο αλγόριθμος, ύστερα από έναν αριθμό συγκρίσεων, καταλήγει  στην μικρότερη τιμή  της συνάρτησης την οποία αποθηκεύει στη μεταβλητή  
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 και t η επιθυμητή ακρίβεια. Η συνθήκη τερματισμού όπως φαίνεται από το βήμα 2 είναι 
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 αυξάνεται στο βήμα 5, κάποια στιγμή η συνθήκη τερματισμού θα ικανοποιηθεί. Ο μόνος τρόπος να μην τερματίσει ο αλγόριθμος είναι να μην πάει ποτέ στο βήμα 5, να γίνονται δηλαδή συνεχείς κύκλοι από το βήμα 3 στο 4. Για να γίνει κάτι τέτοιο όμως θα έπρεπε σε κάθε κύκλο να μην ικανοποιείται η συνθήκη 
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 και δεδομένου ότι το 
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Σχήμα  3.2

Στην πρώτη περίπτωση η συνθήκη 
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 δεν ικανοποιείται και για αυτό ο αλγόριθμος θα συνεχίζει να εξετάζει σημεία στο διάστημα  
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, συνεπώς ο αλγόριθμος δεν θα εξετάσει άλλα σημεία στο 
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3.3 Τρόποι επιλογής των σημείων που εξετάζει ο αλγόριθμος 

Όπως αναφέραμε προηγουμένως η επιλογή του σημείου 
[image: image235.wmf]u
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 παίζει καθοριστικό ρόλο στην όλη λειτουργία του αλγορίθμου. Αυτό που επιθυμούμε είναι να επιλέξουμε όσο το δυνατόν λιγότερα σημεία, δηλαδή να γίνουν οι λιγότεροι υπολογισμοί, έχοντας όμως παράλληλα εξασφαλίσει την εύρεση του ολικού ελαχίστου. Θέλουμε λοιπόν στο βήμα 2 να επιλέξουμε ένα 
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x

 όσο το δυνατόν μεγαλύτερο, όχι όμως τόσο μεγάλο ώστε να πρέπει να μειωθεί στο βήμα 4. Τα θεωρήματα 2 και 3 του προηγούμενου κεφαλαίου θα μας βοηθήσουν σε αυτήν την επιλογή.

3.3.1. Χρήση θεωρήματος 2
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                                                        (3.3)              αφού διαφορετικά ο αλγόριθμος θα προχωρούσε στο βήμα 5, αλλάζοντας την τιμή του 
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 έως ότου βρεθεί σε διάστημα που υπάρχει περίπτωση να βρίσκεται το ολικό ελάχιστο, δηλαδή να ικανοποιείται η (3.3). Τέλος προφανώς  ισχύει  
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Από τις  σχέσεις (3.1), (3.3), (3.4) παρατηρούμε ότι μπορούμε να εφαρμόσουμε το θεώρημα 2 του προηγούμενου κεφαλαίου, θέτοντας όπου α το 
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Θεώρημα 2
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Η σχέση (3.5) μας λέει πως το ολικό ελάχιστο βρίσκεται δεξιά του σημείου  
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3.3.2. Χρήση θεωρήματος 3
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Το e  είναι μια θετική , πολύ μικρή σταθερά , της τάξης του 10-14, που την εισάγουμε για την αντιμετώπιση των σφαλμάτων στρογγυλοποίησης .

3.3.3.Χρήση Ψευδογεννήτριας τυχαίων αριθμών στο Διάστημα Ελαχιστοποίησης 

Ως τελική μέθοδο για την βελτιστοποίηση του αλγορίθμου  χρησιμοποιούμε μια ψευδογεννήτρια τυχαίων αριθμών στο διάστημα 
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3.4. Ο κώδικας σε Matlab
Παρακάτω παρουσιάζουμε τον κώδικα του αλγορίθμου στο Matlab.
a=input('give a ');

b=input('give b ');

t=input('give t ');

M=input('give Lipschitz constant M ');

if a>b

  break

else

xl=a;

n=1;

m=1;

e=0.0000000000001;

m2=0.5*(1+16*e)*M;h=9/11;

a0=b;c=0.5*(a+b);y2=f(a);y1=f(c);y0=f(b);

% BHMA 1 :EYRESH ARXIKOY Xs=Xmin,f(Xs)=f(Xmin)

if min(f(a),f(b))==f(a)

   xs=a;

else

   xs=b;

end 

fs=f(xs);

if M<0

   break

else

%%%%%

% BHMA 2 :EPILOGH Xupper

while xl<=b-e

fl=f(xl);

%Prepare to step as far as possible

z0=y2-y1;z1=y2-y0;d0=xl-c;d1=xl-a0;d2=c-a0;

p=d1*d1*z0-d0*d0*z1;q=2*(d0*z1-d1*z0);qs=q;r=m2*d0*d1*d2;h=0.5*(1+h);

s=sqrt((fl-fs+t)/m2);

p=h*(p+2*r*s);q=r+0.5*qs;

r=-0.5*(d0+(z0+2.01*e)/(d0*m2));

format long

xu=xl+rand(1)*(b-xl);

fu=f(xu);

if fu<fs

      fs=fu

      xs=xu;    

end    

if r<s|d0<0

    r=xl+s;

else

    r=xl+r;

end

if p*q>0&(p/q+xl>r)

    xu=min(b,xl+p/q);

else

    xu=min(b,r);

end

w=1;

k1=0;

% BHMA 3 :ELEGXOS GIA ALLAGH H OXI TOY EOS TVRA Xmin

   while (w==1) 

        k(n)=xs;

      g(n)=fs;

  fu=f(xu);

    if fu<fs

      fs=fu;

      xs=xu;

      d0=xu-xl;

    end    

 %%%%%

 % BHMA 4 :EYRESH Xc=min{P(x)=M/2*x^2+d*x+s , xl<x<xu}    

    d=(fu-fl)/(xu-xl)-(M/2)*(xu+xl);

    s=(xu*fl-xl*fu)/(xu-xl)+(M/2)*xu*xl;

    xe=-d/M;

    if (xl<=xe)&(xe<=xu)

      xc=xe;

    elseif xe>xu

      xc=xu;

    else

      xc=xl;

    end

    if ((M/2)*xc^2+d*xc+s<fs-t)

      k1=k1+1; 

      if k1>=14

       xu=(xl+xu)/65;

   else

       xu=(xl+xu)/2;

   end

      h=0.9*h;    

      w=1;

      n=n+1;

    else

 %%%%%

 % BHMA 5

      w=0;

      a0=c;c=xl;xl=xu;

      y0=y1;y1=y2;y2=fu;

      n=n+1;

    end

   end

end

end

end    

4. Ο Αλγόριθμος  Brent για προβλήματα δύο μεταβλητών

Η μεθοδολογία που θα ακολουθήσουμε, προκειμένου να βρούμε το ελάχιστο συναρτήσεων δύο μεταβλητών, βρίσκεται σε πλήρη αντιστοιχία με όσα περιγράψαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Το μόνο που χρειάζεται είναι να επεκτείνουμε το βασικό θεώρημα 1 της παραγράφου 2.1 ώστε να αναφέρεται και σε συναρτήσεις  δύο μεταβλητών. Κατόπιν μπορούμε να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο Brent για συναρτήσεις μιας μεταβλητής, αλλεπάλληλες φορές αναδρομικά, πρώτα για να ελαχιστοποιήσουμε ως προς την μια μεταβλητή και μετά ως προς την δεύτερη. Στη συνέχεια παραθέτουμε την γενίκευση του θεωρήματος 1, που αφορά συναρτήσεις δύο μεταβλητών και έπειτα περιγράφουμε τον τρόπο με τον οποίο ο αρχικός αλγόριθμος  μπορεί να χρησιμοποιηθεί και για την ελαχιστοποίηση συναρτήσεων δύο μεταβλητών.

4.1 Το βασικό Θεώρημα
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Απόδειξη:

 Από τον ορισμό της 
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Η (4.1) λόγω της (4.2) γίνεται:
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Θεωρούμε το ανάπτυγμα Taylor της συνάρτησης μιας μεταβλητής 
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Αντίστοιχα το ανάπτυγμα Taylor της συνάρτησης μιας μεταβλητής 
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Πόρισμα:
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Απόδειξη:

Θεωρούμε το ανάπτυγμα Taylor των συναρτήσεων 
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Η (4.1) λόγω των παραπάνω σχέσεων θα γίνει:
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Το παραπάνω πόρισμα είναι αυτό που θα μας επιτρέψει να εφαρμόσουμε τον αλγόριθμο του Brent και σε συναρτήσεις δύο μεταβλητών . 
4.2 Εύρεση του ολικού ελαχίστου συναρτήσεων δύο μεταβλητών

Έστω συνάρτηση 
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Η συνάρτηση 
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 έχει συνεχείς δεύτερες παραγώγους στο D και ικανοποιεί τις εξής συνθήκες:  
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Για το σκοπό μας ορίζουμε τη συνάρτηση 
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η οποία είναι συνεχής. Είναι ακόμα προφανές ότι θα ισχύει: 
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Όπως μπορούμε να διαπιστώσουμε από την παραπάνω σχέση, με την εισαγωγή της συνάρτησης 
[image: image331.wmf]f

 στο πρόβλημα μας, καταφέραμε να ανάγουμε την ελαχιστοποίηση  μιας συνάρτησης δύο μεταβλητών στην ελαχιστοποίηση πολλών συναρτήσεων μίας μεταβλητής. Τώρα πλέον μπορούμε  να κάνουμε αναδρομική χρήση του αλγορίθμου Brent για να ελαχιστοποιούμε ως προς την μία μεταβλητή, κρατώντας την δεύτερη σταθερή, και κατόπιν να ελαχιστοποιήσουμε και ως προς την δεύτερη μεταβλητή. Αναλυτικά η μέθοδος μας παρουσιάζεται παρακάτω.

· Βήμα 1. Κάνε χρήση του αλγορίθμου Brent (παρ 3.1) για να βρεις το ελάχιστο της 
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· Βήμα 2. Αν  
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· Βήμα 3. Κάνε χρήση του αλγορίθμου Brent για να βρεις το ελάχιστο της 
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· Βήμα 4. Κάνε χρήση του αλγορίθμου Brent για να βρεις το ελάχιστο της 
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 τότε πήγαινε στο βήμα 5. Αλλιώς θέσε  
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· Βήμα 5. Θέσε 
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Σχόλια :

Όπως παρουσιάζουμε την μέθοδο με τα παραπάνω βήματα, ο αλγόριθμος Brent χρησιμοποιείται με διπλό τρόπο, καταρχάς για να υπολογίζει τις διάφορες τιμές της συνάρτησης 
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 που στην περίπτωση των συναρτήσεων μιας μεταβλητής υπολογίζονταν απευθείας μέσω της συνάρτησης 
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, αντίστοιχα. Από εκεί και έπειτα η όλη διαδικασία είναι πανομοιότυπη. Αν υποθέσουμε λοιπόν ότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου για ελαχιστοποίηση μιας μεταβλητής είναι 
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[image: image373.wmf])

(

2

n

O

,  λόγω της αναδρομικής λειτουργίας του αλγορίθμου .

4.3  Ο κώδικας σε Matlab
Ο κώδικας στο Matlab αποτελείται από δύο μέρη , παρόμοια τόσο μεταξύ τους όσο και με τον κώδικα για το πρόβλημα συναρτήσεων μιας μεταβλητής. Το πρώτο μέρος είναι ο βασικός κορμός της μεθόδου, όπου υλοποιείται η τελική ελαχιστοποίηση ως προς την δεύτερη μεταβλητή. Στο κομμάτι αυτό γίνονται κλήσεις της συνάρτησης Brent, προκειμένου να υπολογίζονται κάθε φορά οι τιμές 
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. Η συνάρτηση Brent είναι το δεύτερο κομμάτι του κώδικα μας , και αποτελεί μια μικρή τροποποίηση του κώδικα της παραγράφου 3.4, έτσι ώστε να είναι συμβατό με το βασικό κορμό, επιστρέφοντας σε αυτόν τους αντίστοιχους υπολογισμούς στις  κατάλληλες μεταβλητές . 

4.3.1.  Το 1ο μέρος του κώδικα-Ο Βασικός κορμός

Αρχικά αποθηκεύονται οι τιμές των σταθερών Μx , Μy, των άκρων των διαστημάτων αx, bx, αy, by και της ακρίβειας t. Αφού ελεγχθούν οι κατάλληλες συνθήκες γίνονται οι αρχικοποιήσεις των διάφορων μεταβλητών. Στο 1ο βήμα θέτουμε ως αρχικό ελάχιστο
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 αντίστοιχα και υπολογίστηκαν με την κλήση της Brent .

Ακόμα ως 
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 τότε πήγαινε στο βήμα 5 ,  Αλλιώς θέσε  
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Τέλος στο βήμα 5 γίνεται η ανάθεση 
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Στη συνέχεια παραθέτουμε τον κώδικα του πρώτου μέρους .
ax=input('give ax ');

bx=input('give bx ');

Mx=input('give Lipschitz constant Mx ');

if (ax>bx)|(Mx<=0)

  break

else

ay=input('give ay ');

by=input('give by ');

My=input('give Lipschitz constant My ');

t=input('give t ');

if (ay>by)|(My<=0)

  break

else   

 n=0;  

 xx=500;

 [fay,num]=Brent(ax,bx,ay,Mx);  

 n=n+num; 

 [fby,num]=Brent(ax,bx,by,Mx); 

 n=n+num;

xl=ay;

k=1;

e=0.0000000000001;

m2=0.5*(1+16*e)*My;h=9/11;

a0=by;c=0.5*(ay+by);y2=fay;

[y1,num]=Brent(ax,bx,c,Mx);

n=n+num;

y0=fby;

% BHMA 1 :EYRESH ARXIKOY Xs=Xmin,f(Xs)=f(Xmin)

if min(fay,fby)==fay

   xs=ay;

   fs=fay;

else

   xs=by;

   fs=fby;

end 

%%%%% 

xu=c;

while xl<=by-e

 [fl,num,xm]=Brent(ax,bx,xl,Mx); 

 if xm<=xx

 xx=xm

 end

 n=n+num;

%Prepare to step as far as possible

z0=y2-y1;z1=y2-y0;d0=xl-c;d1=xl-a0;d2=c-a0;

p=d1*d1*z0-d0*d0*z1;q=2*(d0*z1-d1*z0);qs=q;r=m2*d0*d1*d2;h=0.5*(1+h);

s=sqrt((fl-fs+t)/m2);

p=h*(p+2*r*s);q=r+0.5*qs;

r=-0.5*(d0+(z0+2.01*e)/(d0*m2));

format long
% BHMA 2 :EPILOGH Xupper

xu=xl+rand(1)*(by-xl);  

[fu,num,xm]=Brent(ax,bx,xu,Mx);

if xm<=xx

 xx=xm

 end

n=n+num;

if fu<=fs

      fs=fu

      xs=xu;    

end    

if r<s|d0<0

    r=xl+s;

else

    r=xl+r;

end

if p*q>0&(p/q+xl>r)

    xu=min(by,xl+p/q);

else

    xu=min(by,r);

end

w=1;

% BHMA 3 :ELEGXOS GIA ALLAGH H OXI TOY EOS TVRA Xmin

 while (w==1)         

    [fu,num,xm]=Brent(ax,bx,xu,Mx);

    n=n+num;

     if xm<=xx

     xx=xm

     end

    if (mod(k,3)==0)&(k<=12|k>=70)

    pl1(k)=xs;

    pl2(k)=xx;

   end

    if fu<=fs

      fs=fu;

      xs=xu;

      d0=xu-xl;

    end    

 %%%%%

% BHMA 4 :EYRESH Xc=min{P(x)=M/2*x^2+d*x+s , xl<x<xu}    

 d=(fu-fl)/(xu-xl)-(My/2)*(xu+xl);

    s=(xu*fl-xl*fu)/(xu-xl)+(My/2)*xu*xl;

    xe=-d/My;

    if (xl<=xe)&(xe<=xu)

      xc=xe;

    elseif xe>xu

      xc=xu;

    else

      xc=xl;

    end

     if ((My/2)*xc^2+d*xc+s<fs-t)

      xu=(xl+xu)/2;

       if  abs(xu-xl)<=10*e

      xu=xl+rand(1)*(by-xl);

     end 

     if  abs(xu-xl)<=e

     break

     end 

      h=0.9*h;    

      w=1;  

      k=k+1;

    else

 %%%%%

 % BHMA 5

    w=0;

      a0=c;c=xl;xl=xu;

      y0=y1;y1=y2;y2=fu;

      k=k+1;

    end

end 

end 

end

end
4.3.2.  Το 2ο μέρος του κώδικα-Η συνάρτηση Brent
Όπως είπαμε η συνάρτηση Brent είναι ουσιαστικά ο αλγόριθμος Brent για συναρτήσεις μιας μεταβλητής. Η μόνη τροποποίηση που χρειάζεται  να επισημάνουμε είναι ότι τώρα η μέθοδος επιστρέφει τρεις τιμές, που αποθηκεύει στις μεταβλητές q1, q2, q3, και η οποίες είναι αντίστοιχα  η τιμή του ελαχίστου fs1, της 
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function [q1,q2,q3]=Brent(a1,b1,yc,M)

t=0.000000000001;

xl1=a1;

e=0.00000000001;

n1=0;

m21=0.5*(1+16*e)*M;h1=9/11;

a01=b1;c1=0.5*(a1+b1);y21=fxy(a1,yc);y11=fxy(c1,yc);y01=fxy(b1,yc);

% BHMA 1 :EYRESH ARXIKOY Xs=Xmin,f(Xs)=f(Xmin)

if min(fxy(a1,yc),fxy(b1,yc))==fxy(a1,yc)

   xs1=a1;

else

   xs1=b1;

end 

fs1=fxy(xs1,yc);

if M<0

   break

else

%%%%%

% BHMA 2 :EPILOGH Xupper
xu1=c1;

while xl1<=b1-e

    if  (abs(xu1-xl1)<=eps)&(n1>=150)

      break

      end 

   % if  abs(xu1-xl1)<=e

    %  break

    % end

fl1=fxy(xl1,yc);

%Prepare to step as far as possible

z01=y21-y11;z11=y21-y01;d01=xl1-c1;d11=xl1-a01;d21=c1-a01;

p1=d11*d11*z01-d01*d01*z11;q1=2*(d01*z11-d11*z01);qs1=q1;r1=m21*d01*d11*d21;h1=0.5*(1+h1);

s1=sqrt((fl1-fs1+t)/m21);

p1=h1*(p1+2*r1*s1);q1=r1+0.5*qs1;

r1=-0.5*(d01+(z01+2.01*e)/((d01+100*e)*m21));

format long

xu1=xl1+rand(1)*(b1-xl1);

fu1=fxy(xu1,yc);

if fu1<fs1

      fs1=fu1

      xs1=xu1;    

end    

if r1<s1|d01<0

    r1=xl1+s1;

else

    r1=xl1+r1;

end

if p1*q1>0&(p1/q1+xl1>r1)

    xu1=min(b1,xl1+p1/q1);

else

    xu1=min(b1,r1);

end

w1=1;

% BHMA 3 :ELEGXOS GIA ALLAGH H OXI TOY EOS TVRA Xmin

 while (w1==1) 

  fu1=fxy(xu1,yc);

    if fu1<fs1

      fs1=fu1;

      xs1=xu1;

      d01=xu1-xl1;

    end    

 %%%%%

 % BHMA 4 :EYRESH Xc=min{P(x)=M/2*x^2+d*x+s , xl<x<xu}    

  d1=(fu1-fl1)/(xu1-xl1)-(M/2)*(xu1+xl1);

    s1=(xu1*fl1-xl1*fu1)/(xu1-xl1)+(M/2)*xu1*xl1;

    xe1=-d1/M;

    if (xl1<=xe1)&(xe1<=xu1)

      xc1=xe1;

    elseif xe1>xu1

      xc1=xu1;

    else

      xc1=xl1;

    end

   if ((M/2)*xc1^2+d1*xc1+s1<fs1-t)

       xu1=(xl1+xu1)/2;

      if  abs(xu1-xl1)<=10*e

      xu1=xl1+rand(1)*(b1-xl1);

      end 

      n1=n1+1;

      h1=0.9*h1;    

      w1=1;

      if  abs(xu1-xl1)<=e

      break

      end 

   else

 %%%%%

 % BHMA 5

   w1=0;

      a01=c1;c1=xl1;xl1=xu1

      y01=y11;y11=y21;y21=fu1;

      n1=n1+1;

    end

   end

end

end 

q1=fs1

q2=n1;

q3=xs1

5. Αριθμητικά Αποτελέσματα 
Ο αλγόριθμος Brent εφαρμόστηκε σε κάποιες συναρτήσεις μιας και δύο μεταβλητών και μετρήθηκε η απόδοση του όσον αφορά των αριθμό των επαναλήψεων που χρειάστηκαν για να βρεθεί το ολικό ελάχιστο κάθε συνάρτησης. Ο αριθμός αυτός εξαρτάται κατά κύριο λόγο από την τιμή της παραμέτρου Μ η οποία είναι το άνω φράγμα της δεύτερης παραγώγου της προς ελαχιστοποίησης συνάρτησης, την ακρίβεια  t που επιλέξαμε αλλά και από το μέγεθος του διαστήματος στο οποίο επιθυμούμε να ελαχιστοποιήσουμε τη συνάρτηση. Στις συναρτήσεις μιας μεταβλητής πρωτεύοντα ρόλο παίζει  η τιμή της παραμέτρου Μ καθώς και η ακρίβεια t, ενώ αντίθετα στην περίπτωση των δύο μεταβλητών το μέγεθος του χωρίου 
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 και η τιμή του Μ είναι οι καθοριστικότεροι παράγοντες στον αριθμό των επαναλήψεων. Στη  συνέχεια παραθέτουμε κάποια σχήματα που παρουσιάζουν με ένα σαφέστερο τρόπο την απόδοση της μεθόδου για κάθε μια συνάρτηση.

5.1 Εκτέλεση του αλγορίθμου σε ένα σύνολο συναρτήσεων

5.1.1 Συναρτήσεις μιας μεταβλητής 

Παράδειγμα Α. f1(x)=x3+x2  , -0.5≤ x ≤ 2
Η πρώτη συνάρτηση που εξετάσαμε ήταν η f1(x)=x3+x2  για  -0.5≤ x ≤ 2. Η συνάρτηση αυτή παρουσιάζει μονάχα ένα ελάχιστο στο διάστημα  αυτό και συνεπώς δεν ήταν δύσκολο για τον αλγόριθμο να βρει το ελάχιστο αυτό. Συνολικά χρειάστηκε να εξεταστούν 127  σημεία. Μάλιστα όπως φαίνεται και από το σχήμα 5.2 από το δεύτερο κιόλας σημείο βρισκόμαστε σε μια περιοχή πολύ κοντά στο ελάχιστο. Τα 126 σημεία βρίσκονται πολύ κοντά το ένα στο άλλο και γύρω από το σημείο ελαχίστου (0,0), γεγονός αρνητικό , αφού υποδεικνύει ότι θεωρητικά ο αλγόριθμος θα μπορούσε να τερματίσει γρηγορότερα, εξετάζοντας λιγότερα σημεία. Στην πράξη όμως οι τιμές των παραμέτρων  Μ , t  είναι αυτές που όπως έχουμε δει καθορίζουν το βήμα, και σε πολύ απλές συναρτήσεις όπως η παραπάνω, δημιουργούν μια μεγαλύτερη ακολουθία σημείων από αυτή που θεωρητικά φαίνεται απαραίτητη. 

Τα σχήματα 5.1 και 5.2 μας παρουσιάζουν την γραφική παράσταση της συνάρτησης και τα σημεία που εξέτασε ο αλγόριθμος.
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Σχήμα 5.1
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Σχήμα 5.2: Μεγέθυνση του Σχ. 5.1  γύρω από την περιοχή  (0,0) όπου βρίσκεται το ελάχιστο της f(x)
Παράδειγμα Β. f2(x)=(x+sin(x))exp(-x2) ,  -10≤ x ≤ 10
Η δεύτερη συνάρτηση είναι αρκετά πιο σύνθετη από τη προηγούμενη αλλά και αυτή παρουσιάζει ένα μόνο ελάχιστο στο διάστημα [-10 ,10]. Η ιδιαιτερότητα στην περίπτωση αυτή είναι ότι στην περιοχή του ελαχίστου παρουσιάζεται απότομη αυξομείωση των τιμών της συνάρτησης όπως φαίνεται και από το σχήμα 5.3. Στο παράδειγμα αυτό εξετάστηκαν 658 σημεία .
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Σχήμα 5.4: Μεγέθυνση του Σχ. 5.3  γύρω από την περιοχή  (-0.842,0.679) όπου βρίσκεται το ελάχιστο της f(x) .

Παράδειγμα Γ. f3(x)=(x-sin(x))exp(-x2) ,  -10≤ x ≤ 10
Η παραπάνω συνάρτηση είναι αρκετά όμοια με την προηγούμενη. Η μόνη τους διαφορά είναι ένα πρόσημο που ως αποτέλεσμα έχει την πιο απότομη μεταβολή της συνάρτησης f3 σε σχέση με την f2. To σχήμα 5.5 συγκρινόμενο με το 5.3 μπορεί να μας ξεγελάσει , αν δεν παρατηρήσουμε ότι στο σχήμα 5.5 η συνάρτηση απεικονίζεται στο διάστημα [-5 , 5] και όχι στο [-10, 10]. Η τόσο απότομη μεταβολή της συνάρτησης στην περιοχή του ελαχίστου είχε ως αποτέλεσμα ο αλγόριθμος να ταλαντώνεται, επιλέγοντας σημεία αριστερά και δεξιά του ελαχίστου, ώσπου τελικά να φθάσει στη σωστή τιμή. Το φαινόμενο αυτό φαίνεται στα σχήματα 5.7 και 5.8.
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Σχήμα 5.5
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Σχήμα  5.6: 1η  μεγέθυνση του Σχ. 5.5 στο διάστημα (–3,1)
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Σχήμα  5.7: 2η Μεγέθυνση του Σχ. 5.5  γύρω από την περιοχή  (-1.1951,0.06351) όπου βρίσκεται το ελάχιστο της f(x)
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Σχήμα  5.8: 3η Μεγέθυνση του Σχ. 5.5  γύρω από την περιοχή  (-1.1951,0.06351) όπου βρίσκεται το ελάχιστο της f(x)

Παράδειγμα Δ. f4(x)= -0.15x-xsin(10x),  -5≤ x ≤ 5
Η συνάρτηση αυτή είναι η πρώτη μέχρι στιγμής που περιέχει πολλά ελάχιστα στο διάστημα ελαχιστοποίησης που ορίσαμε. Το παράδοξο στην περίπτωση αυτή, είναι ότι εξετάστηκαν συνολικά 129 σημεία, δηλαδή δύο μόλις περισσότερα από όσα εξετάστηκαν για την f1, η οποία είναι μια αρκετά πιο απλή συνάρτηση. Ακριβή θεωρητική εξήγηση για το γιατί συνέβη κάτι τέτοιο δεν μπορέσαμε να βρούμε, επισημαίνουμε όμως για άλλη μια φορά, πως ο αριθμός των σημείων που επιλέγει να εξετάσει ο αλγόριθμος δεν εξαρτάται από το είδος της συνάρτησης αλλά από τη σταθερά Μ καθώς και άλλες εσωτερικές παραμέτρους που χρησιμοποιεί η μέθοδος για να έχει ένα όσο το δυνατόν μεγαλύτερο βήμα. Στο σχήμα 5.9 βλέπουμε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης μαζί με τα σημεία εξέτασης και στο σχήμα 5.10 φαίνεται μια μεγέθυνση γύρω από το ολικό ελάχιστο.
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Σχήμα  5.9
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Σχήμα  5.10:  Μεγέθυνση του Σχ. 5.9 γύρω από την περιοχή  (4.5578,-5.2401) όπου βρίσκεται το ελάχιστο της f(x)

Παράδειγμα Ε. f5(x)=(1-x)2+5cos(4x) , -2≤ x ≤ 3
Η συνάρτηση f5 περιέχει τρία τοπικά ελάχιστα στο διάστημα [-2 ,3] όπως φαίνεται και από το σχήμα 5.11. Το πρώτο σημείο που εξετάστηκε ήταν το 2.7, ενώ συνολικά εξετάστηκαν μόλις 38 σημεία έως ότου τερματίσει η μέθοδος, είχαμε δηλαδή μια πολύ γρήγορη σύγκλιση του αλγορίθμου.
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Σχήμα  5.11
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Σχήμα  5.12:  Μεγέθυνση του Σχ. 5.11  γύρω από την περιοχή  (0.79,-4.9) όπου βρίσκεται το ελάχιστο της f(x)

Παράδειγμα ΣΤ. f6(x)=-0.2x+sin(2x2)+2exp(-(x-2)2) , -3.2≤ x ≤ 3.2
Η τελευταία συνάρτηση που εξετάσαμε περιέχει αρκετά τοπικά ελάχιστα. Θεωρητικά είναι η πιο σύνθετη από όλες τις άλλες συναρτήσεις που εξετάσαμε, αν και στην πράξη χρειάστηκαν 209 σημεία για να βρεθεί το ολικό ελάχιστο. Ο μεγάλος αριθμός τοπικών ελαχίστων καθώς και η απότομη μεταβολή της f6 σε πολλές περιοχές γύρω από αυτά, δημιούργησαν πολλές ταλαντώσεις, όπως μπορούμε να δούμε και στο σχήμα 5.13 .
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Σχήμα  5.13
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Σχήμα  5.14:Μεγέθυνση του Σχ. 5.13  γύρω από την περιοχή  (2.951,-0.771) όπου βρίσκεται το ελάχιστο της f(x)

Στη συνέχεια παραθέτουμε ένα συγκεντρωτικό πίνακα που μας παρουσιάζει τον αριθμό των σημείων επιλογής για κάθε μια από τις έξη συναρτήσεις.

	ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΜΙΑΣ ΜΕΤΑΒΛΗΤΗΣ

	f
	M
	N’’
	N’

	f1
	14

28

56
	79

125

214
	127

209

381

	f2
	72

144
	286

453
	416

658

	f3
	72

144
	816

1377
	1830

4251

	f4
	500

1000
	99

138
	129

154

	f5
	82

164
	31

54
	38

70

	f6
	370

740
	154

223
	209

311


Ο αριθμός Ν’’ είναι οι επαναλήψεις  που χρειαστήκαν για t=10-8, ενώ το Ν’ είναι για t=10-12. Οι συναρτήσεις f1…f6 καθώς και τα διαστήματα στα οποία μελετήθηκαν δίνονται παρακάτω:   

 f1(x)=x3+x2 ,                                         -0.5≤ x ≤ 2      

 f2(x)=(x+sin(x))exp(-x2) ,                    -10≤ x ≤ 10

 f3(x)=(x-sin(x))exp(-x2) ,                     -10≤ x ≤ 10  

 f4(x)=(-0.15x-xsin(10x),                       -5≤ x ≤ 5
 f5(x)=(1-x)2+5cos(4x) ,                         -2≤ x ≤ 3 

 f6(x)=-0.2x+sin(2x2)+2exp(-(x-2)2) ,    -3.2≤ x ≤ 3.2

Από τον παραπάνω πίνακα μπορούμε να παρατηρήσουμε την επίδραση των παραμέτρων Μ και t στον αριθμό των επαναλήψεων. Θα λέγαμε ότι ο διπλασιασμός του Μ αυξάνει τον αριθμό των επαναλήψεων  περίπου κατά ένα ποσοστό 60%-70%. Η επίδραση της ακρίβειας t επηρεάζει σε αντίστοιχη αναλογία, αν  μειωθεί κατά 10-4 .

5.1.2 Συναρτήσεις δύο μεταβλητών 

Χρησιμοποιήθηκαν 5 συνολικά συναρτήσεις δύο μεταβλητών, για να ελέγξουμε την απόδοση της μεθόδου. Αυτό που μπορούμε να συμπεράνουμε είναι πως τώρα, όπως άλλωστε ήταν αναμενόμενο, ο χρόνος που απαιτείται προκειμένου να βρεθεί το ελάχιστο, είναι αρκετά μεγαλύτερος σε σχέση με την περίπτωση των συναρτήσεων μιας μεταβλητής. Στη συνέχεια παραθέτουμε κάποια σχήματα  τα οποία δείχνουν το σύνολο των σημείων 
[image: image407.wmf]u
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 που επιλέχθηκαν από τον αλγόριθμο για να εξετασθούν καθώς και τις ισο-υψείς  καμπύλες κάθε συνάρτησης. Οι αριθμοί Ν και Κ αντιπροσωπεύουν τις επαναλήψεις που εκτέλεσαν η συνάρτηση Brent και ο βασικός κορμός αντίστοιχα (βλέπε κεφάλαιο 4.3), έως ότου τερματίσει η όλη διαδικασία. Οι πρώτες δύο συναρτήσεις , όπως φαίνεται και από τις  ισο-υψείς  καμπύλες τους , είναι σχετικά απλές, έχοντας ένα μόνο ελάχιστο. Η πρώτη συνάρτηση μάλιστα είναι η γνωστή  συνάρτηση Rosenbrock. Η τρίτη συνάρτηση έχει δύο ίσα ελάχιστα. Ανάλογα με την αρχική τιμή του σημείου 
[image: image408.wmf]u

x

, ως τελικό ελάχιστο η μέθοδος βρίσκει ένα από αυτά. Η τέταρτη συνάρτηση έχει ένα μεγάλο αριθμό τοπικών ελαχίστων, ενώ η τελευταία είναι μια τροποποίηση της συνάρτησης Rosenbrock, στην οποία έχει προστεθεί ένα ελάχιστο .
Παράδειγμα Α. f1(x,y)=100((x-y2)2)+(1-y)2 , -1.2≤ x ≤ 1.2  , -1.2≤ y ≤1.2
Η συνάρτηση είναι η γνωστή συνάρτηση Rosenbrock. Το ενδιαφέρον που παρουσιάζει η περίπτωση αυτή, είναι η εξέταση της απόδοσης του αλγορίθμου ανάλογα με τη σειρά που γίνεται η ελαχιστοποίηση. Ελαχιστοποιώντας πρώτα ως προς την μεταβλητή x χρειάστηκαν συνολικά 9429 σημεία για την πρώτη ελαχιστοποίηση και 1193 για τη δεύτερη. Αντίθετα , αν ελαχιστοποιήσουμε πρώτα ως προς την μεταβλητή y , οι αντίστοιχοι αριθμοί είναι 172335 και 615.

[image: image409.png]08

08

04

02

A=zx

-02

04

-08

-08

05

-05

x1=x




Σχήμα  5.15:

Το αρχικό σημείο είναι το (0,0) , ενω το ελάχιστο βρίσκεται στο (1,1) .
 Mx=200 My=2210   N=9429  K=1193
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Σχήμα  5.16: Οι  ισο-υψείς  καμπύλες της f1 .

Παράδειγμα Β.  f2(x,y)= sin(x)cos(y)exp(-(x2+y2)) , -1≤ x ≤ 2  , -1≤ y ≤ 2
Η δεύτερη συνάρτηση έχει ένα μόνο ελάχιστο. Παρόλα αυτά χρειάστηκαν αρκετές επαναλήψεις ώσπου ο αλγόριθμος να το εντοπίσει.
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Σχήμα  5.18-5.19 : 
Το αρχικό σημείο είναι το (0,0) .

Mx=My=4   N=64578    K=72
Παράδειγμα Γ. f3(x,y)= ((x-1)2+(y+1)2) ((x+1)2+(y-1)2) , -2≤ x ≤ 2  , -2≤ y ≤ 2 
Η συνάρτηση f3, όπως φαίνεται και από το σχήμα 5.21 έχει δύο ίσα ελάχιστα. Ανάλογα με το αρχικό σημείο που επιλέγει ο αλγόριθμος ανιχνεύεται ένα εκ των δύο ελαχίστων. Στο σχήμα 5.20 με αρχικό σημείο το (-1,-1) η μέθοδος συγκλίνει στο ελάχιστο (1,-1). Στο σχήμα 5.22, αρχικό σημείο έχει επιλεγεί το (0,0) και ως ελάχιστο εντοπίζεται το (-1,1).
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Σχήμα  5.20:
Mx=My=64  N=26431  K=84
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Σχήμα  5.21-5.22

Παράδειγμα Δ.
 f4(x,y)= 1+1/200(x2+y2)-cos(x)cos(y/1.414)) , -15≤ x ≤ 15  , -15≤ y ≤ 15 
Ως γινόμενο συνημίτονων, η συνάρτηση  f4 έχει πολλά ίσα ελάχιστα. Ο αλγόριθμος, μετά από αρκετές ταλαντώσεις μεταξύ κάποιων εκ των ελαχίστων τελικά κατέληξε στο σημείο (0,0). Στο σχήμα 5.23 φαίνονται ενδεικτικά οι ταλαντώσεις από το ένα ελάχιστο στο άλλο. Το αρχικό σημείο είναι το (-3,15). Οι  ισο-υψείς  καμπύλες της f4 παρουσιάζονται στο σχήμα 5.24. 
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Σχήμα  5.23
Mx=2 My=1 N=33281  K=91
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Σχήμα  5.24
Παράδειγμα E.  f5x,y)= 74+100((x-y2)2)+(1-y)2 +400exp(-0.1(x+1)2+(y+1)2) , 
                                     -1.5≤ x ≤ 1.5  , -1.5≤ y ≤1.5 
Η τελευταία συνάρτηση , αποτελεί μια τροποποίηση της συνάρτησης f1. Όπως μπορεί να διαπιστωθεί από το σχήμα 5.26 έχει τοποθετηθεί ένα ακόμα ελάχιστο στο σημείο (-0.9,-0.9). Η τροποποίηση αυτή, καθιστά την συνάρτηση f5 πιο σύνθετη από την κλασική συνάρτηση Rosenbrock, γεγονός που φαίνεται και από τους αριθμούς Ν και Κ. Το σχήμα 5.25 μας δείχνει την ακολουθία των σημείων που εξέτασε ο αλγόριθμος. Το αρχικό σημείο είναι το (0,0). Παρατηρούμε ότι όλα τα υπόλοιπα σημεία βρίσκονται πάνω στην ευθεία 
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Σχήμα  5.25-5.26
Mx=My=20000  N=44837   K=132
Ο παρακάτω πίνακας μας παρουσιάζει συνοπτικά τα αποτελέσματα, για τις πέντε συναρτήσεις  που μελετήσαμε.

	ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΔΥΟ ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

	f
	Mx
	Μy
	Nx
	Ny

	f1
	2210
	200
	172335
	615

	f1*
	200
	2210
	9429
	1193

	f2
	4

8
	4

8
	64578
	72

	f3
	64

128
	64

128
	26431

61286
	84

148

	f4
	20000
	20000
	44837
	132

	f5
	2

4
	1

2
	33281

60805
	91

194


O αριθμός Nx είναι οι επαναλήψεις που χρειάστηκαν για την ελαχιστοποίηση της συνάρτησης f(x,y) ως προς x, δηλαδή του 
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, ενώ αντίστοιχα Νy είναι οι επαναλήψεις για την εύρεση του 
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. Οι συναρτήσεις f1…f6 καθώς και τα διαστήματα στα οποία μελετήθηκαν δίνονται παρακάτω:

f1(x,y)= 100((x-y2)2)+(1-y)2 ,                             -1.2≤ x ≤ 1.2  ,  -1.2≤ y ≤1.2
f1*(x,y)= 100((y-x2)2)+(1-x)2  ,                            -1.2≤ x ≤ 1.2  ,  -1.2≤ y ≤1.2
f2(x,y)= sin(x)cos(y)exp(-(x2+y2)),                       -1≤ x ≤ 2     ,     -1≤ y ≤ 2
f3(x,y)= ((x-1)2+(y+1)2) ((x+1)2+(y-1)2),              -2≤ x ≤ 2     ,     -2≤ y ≤ 2 
f4(x,y)= 1+1/200(x2+y2)-cos(x)cos(y/1.414)),     -15≤ x ≤ 15   ,   -15≤ y ≤ 15 
f5(x,y)= 74+100((x-y2)2)+(1-y)2 +400exp(-0.1(x+1)2+(y+1)2) , 
                                                                                 -1.5≤ x ≤ 1.5  ,  -1.5≤ y ≤1.5
Οι συναρτήσεις  
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, δηλαδή πρόκειται για την ίδια συνάρτηση με αντιμετάθεση των μεταβλητών. Αυτό που στην ουσία μελετήσαμε στην περίπτωση αυτή είναι η επίδραση που έχει στην απόδοση του αλγορίθμου η σειρά με την οποία γίνεται η ελαχιστοποίηση. Στο παραπάνω παράδειγμα παρατηρούμε ότι ο αριθμός των επαναλήψεων είναι δέκα φορές μικρότερος αν επιλέξουμε να ελαχιστοποιήσουμε πρώτα ως προς την μεταβλητή y. Όπως και στην περίπτωση της μιας μεταβλητής και εδώ η τιμή του Μ είναι καθοριστική και μάλιστα τώρα φαίνεται πως διπλασιασμός του Μ συνεπάγεται, περίπου, διπλασιασμό του ολικού αριθμού επαναλήψεων  Νx+Νy αν και γενικά η σχέση  αυτή έχει να κάνει και με το είδος της κάθε συνάρτησης.
6. Συμπεράσματα

Τα προβλήματα γενικής ελαχιστοποίησης είναι μία πολλή δύσκολη κατηγορία προβλημάτων. Για να είναι δυνατή η επίλυση τους στην πράξη, κάποιες αρχικές προϋποθέσεις θα πρέπει να πληρούνται. Ένα φράγμα στην πρώτη ή τη δεύτερη παράγωγο της προς ελαχιστοποίηση συνάρτησης, είναι μια εκ των ασθενέστερων προϋποθέσεων που συναντάται . 

Τα προβλήματα χωρίς περιορισμούς, με συναρτήσεις Lipschitz μιας μεταβλητής, έχουν μελετηθεί εκτενώς και πολλά θεωρητικά και πρακτικά συμπεράσματα έχουν προκύψει. Ανοικτή προς μελέτη έρευνα στον τομέα  αυτό, αποτελεί η κατασκευή νέων αλγορίθμων που θα παρέχουν καλύτερο φράγμα χειρότερης περίπτωσης. Η ανάλυση της  απόδοσης  σε ενδιάμεσες  περιπτώσεις (ούτε χειρότερες ούτε βέλτιστες) είναι ένα ακόμα πεδίο που δεν έχει ερευνηθεί .

Η περίπτωση των πολλών μεταβλητών έχει και αυτή μελετηθεί αρκετά, αλλά λόγω της μεγαλύτερης πολυπλοκότητας η θεωρητική ανάλυση είναι λιγότερο αναπτυγμένη. Αν και θεωρητικά μπορεί να βρεθεί κάποιος βέλτιστος αλγόριθμος, στην πράξη  η εύρεση  έστω και της ακολουθίας των προς εξέταση σημείων μοιάζει σχεδόν αδύνατη ακόμη και για την περίπτωση των δύο μεταβλητών. Έτσι λίγα είναι τα θεωρητικά αποτελέσματα στην κατηγορία αυτή .

Η ιδέα στην οποία βασίζεται ο αλγόριθμος του Brent δεν μπορεί να χαρακτηρισθεί πρωτοποριακή είναι σίγουρα όμως ενδιαφέρουσα. Αρκετοί άλλοι αλγόριθμοι χρησιμοποιούν παραπλήσια μεθοδολογία και όλοι τους εμπνεύστηκαν από την μελέτη  και τον πρωταρχικό αλγόριθμο του Piyavskii, ο οποίος συνέλαβε την ιδέα της χρησιμοποίησης του λεγόμενου «καλύμματος τριγώνων» προκειμένου να βρίσκει το μέγιστο ή το ελάχιστο συναρτήσεων. Η βασική ιδέα της μεθόδου είναι να καλύπτεται το διάστημα ελαχιστοποίησης από ένα κατάλληλο αριθμό τριγώνων, με τέτοιο τρόπο ώστε το τρίγωνο κάθε περιοχής  να εμπεριέχει σίγουρα το υποψήφιο ελάχιστο. Το ύψος των τριγώνων είναι ανάλογο με την σταθερά Lipschitz και σε κάθε επανάληψη μειώνεται, ώσπου τελικά οι περιοχές που περικλείουν τα ελάχιστα ελαχιστοποιούνται και η μέθοδος τερματίζει . Όπως μπορούμε να διαπιστώσουμε ο Brent χρησιμοποιεί μια παραπλήσια τεχνική  με δύο βασικές διαφορές . Πρώτη και σημαντικότερη είναι ότι παρεμβάλλει παραβολές για να οριοθετήσει την περιοχή στην οποία είναι πιθανό να βρίσκεται το ελάχιστο. Η δεύτερη διαφορά αφορά  τον αριθμό των παραβολών. Σε αντίθεση με τον αλγόριθμο του Piyavskii όπου τα τρίγωνα καλύπτουν συνεχώς όλο το διάστημα ελαχιστοποίησης, ο Brent σε κάθε επανάληψη ορίζει μία και μόνο παραβολή που αφορά ένα υποδιάστημα του συνολικού διαστήματος ελαχιστοποίησης στο οποίο έχει προς το παρόν επικεντρωθεί η έρευνα. Αυτό που χαρακτηρίζει τη μέθοδο του Brent είναι η μαθηματική απλότητα , αφού το μόνο που χρειάζεται να υπολογισθεί σε κάθε επανάληψη, εκτός από τις κατάλληλες τιμές της συνάρτησης, είναι οι συντελεστές της παραβολής. Από εκεί και πέρα με απλές συγκρίσεις μεταξύ του ελαχίστου της παραβολής και του έως τώρα ελαχίστου αποφασίζεται αν θα μεταφερθούμε ή όχι σε άλλο υποδιάστημα εξέταση . Φυσικά ένα ακόμα σημαντικό πλεονέκτημα της μεθόδου που προκύπτει από το προηγούμενο είναι το ότι δεν απαιτείται κανένας υπολογισμός παραγώγου για την τελική εύρεση του  ολικού ελαχίστου. Όπως έχουμε αναφέρει η χρήση παραγώγων στα προβλήματα γενικής ελαχιστοποίησης δεν είναι αξιόπιστη. Οι παράγωγοι μας υποδεικνύουν τα στάσιμα σημεία της συνάρτησης, για τα οποία είναι συνήθως δύσκολο να αποφανθούμε αν όντως πρόκειται για γενικά ελάχιστα ή σημεία καμπής . Στην πρακτική εφαρμογή, το σημαντικότερο μειονέκτημα του αλγορίθμου είναι η απαίτηση να γνωρίζουμε μια σταθερά φράγματος της δευτέρας παραγώγου. Σε περιπτώσεις απλών συναρτήσεων κάτι τέτοιο ίσως μπορεί να γίνεται και αναλυτικά , άλλα όταν εξετάζουμε σύνθετες συναρτήσεις η εύρεση ενός φράγματος της δευτέρας παραγώγου μπορεί να είναι διαδικασία αρκετά επίπονη .

Στο δεύτερο κεφάλαιο παρουσιάσαμε  και αποδείξαμε, όλα το απαραίτητο θεωρητικό υπόβαθρο για την υλοποίηση του αλγόριθμου κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο. Οι προτάσεις αυτές μας βοήθησαν να πιστοποιήσουμε την λειτουργικότητα και αποτελεσματικότητα της μεθόδου, αλλά παράλληλα μας υπόδειξαν τρόπους βελτιστοποίησης του βασικού αλγορίθμου , κυρίως στον τομέα επιλογής των σημείων εξέτασης. Στο τρίτο και τέταρτο κεφάλαιο ασχοληθήκαμε  διεξοδικά με την υλοποίηση του αλγορίθμου για συναρτήσεις μιας και δύο μεταβλητών, αντίστοιχα. Παρουσιάσαμε αναλυτικά τον τρόπο λειτουργίας της μεθόδου και τις βελτιστοποιήσεις που έγιναν με βάσει τα θεωρήματα του 2ου κεφαλαίου. Είδαμε πως πολυπλοκότητα του αλγορίθμου στην περίπτωση των δύο μεταβλητών αυξάνει σημαντικά. Το γεγονός αυτό καταδεικνύει πως για συναρτήσεις τριών ή και περισσότερων μεταβλητών μια αντίστοιχη υλοποίηση του αλγορίθμου, θα ήταν μάλλον ασύμφορη. Τέλος στο πέμπτο κεφάλαιο δόθηκαν τα αριθμητικά αποτελέσματα  που προέκυψαν από την χρήση του αλγορίθμου τόσο σε συναρτήσεις μιας όσο και δύο μεταβλητών .
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