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 ����� )*+,-./-.0-12 ��	 ���� �	���
���
)34*-1,1-*-12 �	� �	� ��5��� ������ &��	����
 ��� ���	��� ��� ������	�5� ��������5�
)678.989: ;< =4>9.*3?- 6;4:*19.*3;4: @ 6=62� A ��5��� ���
 ����	 �����# �������	�
 5���
�� ������ ��  �
�	����	
��� �	� �
� ���	�����
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� ���
���
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� ���	�
� �"
�
� �#�
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A ������
�
 ��� ������ ������ ��  �
�	�����	 ��� �����	� ���� ��������� 
 
�	���������
����
����� ���������� ����
�#���� ��������� ������ �� ����������� ��� ����
�� �����
�	�� ��5���� ����������	���� 5��� 
 ��������� �� �����
��$�	 �
� �������
 �	�����	
���
��� �������	��� �5�	���

A ��#��
 �	� ��	��	��� ��	 �	�����	
���� �����
 �������	�� �5�	�� ����	 ����� �������
���
 �
����� ��� ���	 ��� ��������� (� ����#�	���� ���	��5��	�� ���&�
���� ���#��	�� ��	
���&����
��� ��������#��� ��� ��	��� �����#� �� �� �� ���������� �� ������ �� �������
��
� ��	������� ���#��� ����
�#��� ��	 �����5� �	�����	��� ��	��5��	� ����� �����	�����
��� ��  �
�	����	������ B	� �
� �������
 �	�����	
����� �5�	�� ��� �� �	�
 ��� �����$�	
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(� ��� ����	� ����
�� �	������
�
� �
� ���#��	�� �������	��� �5�	��� 
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��� ��� �������� �����
�	�
� ���������� 6;C� (� ��� ���������� ����������	��	��
���	&#����� 
 ��5��� ��� ����� �� �������� ��� ��	�� ����������
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�#��� &��	������ ��
�
���
���
���	�
 ���	�
 �"
�
� �#�
��

A ������
�
 �
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���� � ����������	���� )/7:/�.;4:34E2� 
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L/- ,91,;:- ;< */3: >3,8;I7 >3::-1*7*3;4 3: */- 3I,8-I-4*7*3;4 ;< 7 *+,-./-.0-1 74> 74
34*-1,1-*-1 <;1 7 *+,- 874E97E-� M7:-> ;4 */- 678.989: ;< =4>9.*3?- 6;4:*19.*3;4: )6=62�
L/3: *+,- 874E97E- 3: -N,1-:3?- -4;9E/ *; 788;H */- -4.;>34E ;< /3E/-1�;1>-1 ,1->3.7*- 8;E3.�
K91 3I,8-I-4*7*3;4 .74 M- 9:-<98 7: ,71* ;< 74 79*;I7*3. ;1 :-I3� 79*;I7*3. ,1;;<�7::3:*74*
:+:*-I� =* .74 78:; M- I-1E-> H3*/ */- *+,-� :+:*-I ;< 7 ,1;E17II34E 874E97E-� 34 :9./ 7
H7+ */7* */- 87**-1 ,1;>9.-: .-1*3O-> M34713-:�

L/- 4--> <;1 1-837M8- 74> .-1*3O7M8+ :-.91- .;>- 3: -?-4 E1-7*-1 *;>7+ */74 3* H/7: 34 */-
,7:*� =4 I74+ .7:-:� :-.913*+ 74> :;<*H71- .;I,7*3M383*+ 3::9-: ,9* 34 >74E-1 */- ;,-17*3;4 ;<
871E- :+:*-I:� H3*/ */- :9M:-C9-4* O474.378 .;4:-C9-4.-:� =4 */- 1-.-4* ,7:*� 7 I-*/;> <;1
,1;>9.34E .-1*3O-> .;>- */7* 3: E73434E E1;94> 3: */1;9E/ :*1;4E *+,- :+:*-I: 34.;1,;17*34E
?713;9: :+:*-I: ;< 8;E3.� */1;9E/ H/3./ ;4- <;1I987*-: 74> ,1;?-: :-.913*+ ,1;,-1*3-:�

=4 :9./ 7 .-1*3O.7*3;4 :+:*-I� */- *+,- 874E97E- H/3./ 3: */- :9MG-.* ;< */3: >3::-1*7*3;4
3: */- ,71* ;< */- 874E97E- */7* 3: 1-:,;4:3M8- <;1 788 *+,-: ;< <;1I78 1-7:;434E� P ?7137*;4
;< */3: 874E97E- /7: M--4 3I,8-I-4*-> 34 */- 6;C ,1;;<�7::3:*74* :+:*-I� =4 7 I98*3834�
E978 ,1;E17II34E -4?31;4I-4*� */- *+,- 874E97E- H388 M- */- .;II;4 >-4;I347*;1 ;< 788
,1;E17II34E 874E97E-: */7* 71- 9:-> 34 :;<*H71- :+:*-I: >-?-8;,I-4*� Q-?-1*/-8-::� */-
*+,- 874E97E- 3I,8-I-4*-> 34 */3: >3::-1*7*3;4 3: 78:; 9:-<98 ,-1 :-� 7: ,71* ;< 7 :+:*-I <;1
-4.;>34E */-;13-: 74> ,1;?34E */-;1-I:� M7:-> ;4 /3E/-1�;1>-1 ,1->3.7*- 8;E3.�

L/- 3I,8-I-4*7*3;4 ;< */- *+,- 874E97E- H7: M7:-> ;4 *-./43C9-: H/3./ 73I *; ;,*3I3R-
,-1<;1I74.-� :9./ 7: /7:/�.;4:34E� 1-,1-:-4*7*3;4 ;< ?7137M8-: H3*/ >- F193G4 34>3.-: 74> */-
9:- ;< H-70 /-7> 4;1I78 <;1I *; 3I,1;?- */- ,-1<;1I74.- ;< *+,- ./-.034E� L/- ,1;E17I�
I34E 874E97E- */7* H7: 9:-> <;1 */- 3I,8-I-4*7*3;4 3: K67I8� H/3./ H7: ./;:-4 M-.79:- 3*
.;IM34-: 3I,1;?-> ,-1<;1I74.- 74> <9.*3;4783*+ <;1 */3: *+,- ;< 7,,83.7*3;4:� L/- ;M*734->
1-:98*: H-1- 9:-<98 34 7::-::34E */- .;11-.*4-:: 74> ,-1<;1I74.- ;< ;91 3I,8-I-4*7*3;4 ;< */-
*+,- 874E97E-�

��� �����

L+,- :+:*-I:� .78.989: ;< 34>9.*3?- .;4:*19.*3;4:� ,1;E17II34E H3*/ ,1;;<:� :-.913*+ ;<
-N-.9*7M8- .;>-� K67I8�
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Γλώσσα
Τύπων

(TL)

Γλώσσα
Υπολογισµών

(CL)

Προγράµµατα

Set

Type

Ext

Επίπεδο 0

Επίπεδο 1

Επίπεδο 2

Επίπεδο 3

Επίπεδο 4

Set      Set

letrec factorial : ∀n:Nat.snat n        snat (n!) ≡
         poly n:Nat. lambda n:snat n.
         if[n>1](n>1,

q*. n*factorial[n–1](n-1),
q*. 1)

in     factorial 7

ΠX:Set.X      X

ΠX:Type.X      XType      Type

Nat      Nat

Τύποι της
Γλώσσας

Υπολογισµών Ω

sint isnat n
τ         τ

∀X:A.τ ∃X:A.τ
τύποι

είδη

Ω      Ω

Λογική προτάσεις

αποδείξεις

True False ¬   ∧   ∨
Πn:Nat.n>8      5n+2>42

Χρήσιµες
Θεωρίες

Nat Int Bool

i
n true

false

List

n+1

σύνολα

στοιχεία
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 ���	�
� ��5���� �� ������ ��� ���	���$����	 �� ������ ���������� �	 	�	��
��� ��� ������
�����	 ��� �����#����� ��� ��#�����	 �� ��� ����	� ��5��� ������� ��  �
�	����	
����
�	� �� ����
���� ���	���� ����� ���
���� ����
��� ��������� ���# �
� �������
 ��� ����
��#������� B	� �� ��	��� ��� ���� ����	 �������
�� ���� ���#��
��� ������
� ����� ��
�	�����	
��	 �
� �����
�� ��� ���	��� �5�	�� ��	� �
� �������
�

L; ����
�� D���-������23. ���, )f662 ��� ����#�
�� ��� ��� Q-.987 ����	 ��� ���	��
�����	� ��� �����	#����	 �� �
� �����	��
�� ��	 �
� ���#��	� ���� ����
������  �
�	����	5�
���� �� �	��� ��� �
� ���
���	�
 ���	�
 ��	 �
� �
���	������ �����5� ����������	����
pQ-.9`c� Q-.9`_� Q-.9`Zq� A ���	�
 ��� ����
����� ����� ����	 
 ��
�e S��T �� 
� �	
��� ������������ �������� � ���������� ��� �5�	�� ��	  �
��
�� �����	 �� ��������� ��

���	�	�
 ��������� ���� ��� �
� ����� ���������	 �����
�� �� ����
��� A ���	�	�
 ���
�
�����$����
 �� ���#��
�
 ���	�
 ���	�
 ����������	 ��� ��� ������ ������� ���������
��	 ���	�
���� �����
��� ��� ��������$��� �
� ���#��	� ��� ���� �������
 �5�	��� ��� �

�����# ��� ����������	��
 � �5�	��� ����#�	 ��� ���� ���������	��
 ��� ���#��	 ���#��
�
�� �	�����	
���� �5�	��� ! �5�	��� ����� ��� f66 ����	 ��� ������ ��� ���	�� �5�	��
��	 �
� ������#����
 �
� �����	�
� ��	 ����� ��
��� �	� ����������	� ��������� ��� ���
�
���� ��� �
 �����# ���  �
��
 
 ���#��	� ��� �������	��� ��������$���	 ��� �
� �����	�

��� �� ���	 ��$� �� ��� �5�	��� W� ����
�� ����� ����"�$������ ���	��� ��� ���� �������
�����#�	�
� ���	������
�� ��5 ��� �����#����	 ��������
�
 ��  ���� �������
��

(� �����	�
 �� �� LPu� �� f66  �
�	����	�� ��� ���	�
���������
� ���
���	���	�

���	�
 ��5�
� �#�
� ��	 ������ �� ����#��	 �	� ���������� 	�	��
��� ���������� ��� �
�
#��
 ���	# �� f66  �
�	����	�� �
��� ��������	� ���#��	#� ���� ��
 ���	�
 ��������
� ���
������� �� ���� ���� �������� ��� �#��	� ��������� ����� 
 ��5��� ��
� ����� &���$���	
����	 �	������ �������	�
 ��� ���
 ��� LPu� 
 ����� �����
��$�	 ��� ���� �	� ������ ��
����
�� ������ '��T ��T ���# ��	 �� ��� ����
����  �����
��$����	 ��� �	� &��	�
 ��#��


 ���	�	�
 ��������� ��� ����#$���	� �����	 �� ����	 ���������
 �� ���#��
�
 �� �
 ��5���
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��� &�������	 ���� ��� �� ����
�� ��	 ������ �� �� ����
�� ������ ���� �
�����	 ��	 ����
�	 ������� ���� ������� ���	�����	 
 ���	�	�
 ���������� ��� ��	 � ������
� ����� ��	 �
���������
� ��
� ���	#���
 ��5��� �����	 �� �
� � ��� ������ ��#������ ���� 5� �#�	
����	� ����	 �
����	�# ���������� ��� ��	 �� �����	�# ����
���� ��5� 
 xwi )x7?7 w31*978
i7./34-2 ��	 
 6ut )6;II;4 u74E97E- t94*3I-2 �
� ���������� �QyL �
� i3.1;:;<*� ��5

 �����
�� ���� ������ �� �����	 ��� �� �
 &�
��	� �	�� �������������

W� ����
�� 6��3�� 2�3�5 D���-������23. ���, )of662� ��� ����������� �	 P,,-8 ��	
o-8*+� ���� �� ����� ��� �� �����#�"�	 �#��	� ��� �� �������������� �����5���� ��� 	����
��	5���� �� ������� ��� ��
�#��� ��� �����	 �� ���������	 �� �	�����	
����  ���� �����	�

�� ��� f66 :+:*-I pP,,-\\� P,,-\Yq� W� of66 ���� ���	�
�  �
�
� ���
���
���	�� ���	�
��� �"
�
� �#�
� ��	 ���	�# ��	5���� ��� �
� ��	��
�	�
 ��� ������� ��  �
�	����	
����
�� &#�
 �	� �� ��� ���� ���
���	�#� %� ��� ����	� ��5��� ����	 ������� �� ��	���� ����
�	� ���	�	�
 ��������� ��� ��	 ��� ����
�� ����� ��	 �
���	������ �	� �
� ��5��� ����
�������	����� (�� ����
�� ����� � �	�����	
����� �5�	��� ����	 �#�	 ��� ������ ��� ���	��
�5�	�� ��$� �� �	� ������#����
 �
� �����	�
� ���������� !	 ��������	� ����� �����	 ��
����	 ���# ��	������� �
���
 ���� �	 $
�������� 	�	��
��� �����	 �� �����	�������	 �� &#�

���
���	���� ��	������

W� of66 ����	 �	� ����	��� ��� �� LPu ��	 f66 �	��	 ��� ���	���$���	 ��� �#��	�
�������	���
 ��5��� ����������	���� 
 ��� �#��	� ��������� ���	�
� 
 ���
���	�5�� !	
��������	� ��� ���	���� ��� �����	5��	� � ���	� ������� �� ���	���&#���� ��� ��	��� ����
����
�#��� ����� �	� �
� ���	�
 ��5��� ��	 ���� 	�	��
��� �	� �
� �����	�
 �
� ���#��	��
��� ����
������ ��	����� �� of66 ����	 �	� ������� ���� �� ���	 ����� �	������� ��
����
�� �����
� m��	�#� ��	 �� ���� �� ����
��� �	� �� ������ �� �������	���� 
 ���#��	� �����	
�� �
� ��#� ��� ��#����� ���� ��	��� ��	 �
� ������
�
 ��� ����
����� ����� ��	 ���
�	�����	
�
 ����������� D��� ����	 ������������ &�&�	�� �� ��������
���� ���# � ��� ��
���������� 
 ��������
 ��� ���������� �� ����	 ����� �	� ������
�

A ������� ������� &���$���	 ��
� �������	�
 ��� g/7; , �5: pg/7;\[q� 
 ����� ��������	
��� ���������
�	�� �����	� �	� �
� ��#����
 �	�����	
����� �5�	��� '�����	� �������	�

����#�
�� ����#��
�� ��� ���� 6171+ ��	 w74>-1H771* p6171\[q� !	 ���������
�	��� �����
����������	�  ��$��� �#�� �� ��� ���#�� �	�����
�� ������� ��
� ���	� 
 �
� ���	�
�
��	 �
� �����	�
� ����
�#��� ��	 ���������� �� ������
���� ���
 �
� ������  �
�	�
 ��
�
��	���
�� ��� �����������5� ���������	��5�� '����	 ����# ���&�
���� ���������� #����
�� �
����� 
 �������	�
 ���
 ��������	 ���	�������

!�5 �6* 7' )'� �&2�,#��

A ������
�
 �
� ��5���� ����� ��	�� ��
 ��5��� ������
�	���� ����������	���� K67I8�
A ��	���
 �
� K67I8 ��	�� �� ��	�
�	� �
� ������
 �
� ��	 �� ������� ��	 ����������	
	�	������ �	� ��� ����������	��� ����	�� ������ �������5�� ! �
����� �5�	��� �
� ����
���
�
� ����	 ������� [�^\\ ������� ��	 � �5�	��� ��� ����	5� ���  �
�	����	
�
��� �	�
��� ���� � �
� #���� a�^\\ �������� (�� �����	� �
� �������� ��� �����	
�
�� ����	��� ��	
�������	��� ������
� �	� �
 ��5��� ������

B	� �
� ������
�
 �
� ��5���� ����� �������
�
�� 
 ��
� �	��	������ �� 	�# �����
����#��
��� �	 ������
��	� �	� ��� ������	��  �	�	��� �
� ��
�
� ���� ������ ��������
���	����� (�
 ���� �	� � ��	#��
�� �  �	�	���� ��� ������5� ���� �� ����5���� ��	
�����	
�
�� ���#��
�� 5��� �� ������� �� ��	����� ���	 &	&�	��
�
�  ���� �� ��#� ���
�	�����	� ������ ��� ����#���� �������
�� � ��	���� �
� ��5���� ������ 
 ����� ���	��#�
����	 ��� ���#��	� a� A ������
 ��	 � ��	���� �
� ��
 ���� �	� �������	
�
��� ���#��
���
5��� 
 ������#����
 ��� ���� �� ������	 �� ��5����� ����&�
���� B	� �� ����� ���� �����
����#��
��� ��� ���
 ����� ��� �� ����������� ��	 ��� �� ��5����� ����&�
���� ���5� ��	
�	��	����� ��������
� ������ ����� W� �
����	������ ����#�	 �
� ������
�
� ����	 
 ���
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�
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�5�
�� �� �
 �	��	�����
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� ���� �
� ��5���� �� ���#��
�
 ����
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��
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��
�
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� ������
�
� �	����5�
��� ��� ��	�# ��� ������� ���
���	�5� ��	 ���	�
��
���5� ��	 �#��	�	 ���	 ���� ������
�
�

A ���� �	� �
� �	������	�
� �������� � �	 �
� �������
 ���
e

8�*"���%  � '��	����
 ��� �����	���� ��	 ��� ��������5� ��� �� �������

8�*"���% )� !�	���� ��	 ���	����
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� ��5���� ����� ��� ������
�
���

8�*"���% /� ������	�
 ���	����
 �
� ������
�
� ���5� ��	 �� ��� ��	�����	��� �	� �#��
��
�� �
��
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 ����	5� ��
 ��5��� ����� ��	 ���� �� ���
� ��	�������� �
� ����
���
�
� ���� ��� ����	5� ���5��
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 ��� ����
� ����	 �
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�� ��� P8;4:; 6/91./� �������
 �
�� �� 	�# ��
� �������� ��� Y`a\ �� ����� �	�� ������� ��� ����������� ��
� ��������

��� ���
���	�5� ��	 �
� ���	�
�� ��5 ��
 ���	�����
 ����
 �
� 
 ������ 
��� ������
�
�� ������	#$����� �#�	 ��#���� �� �� ���#���� ��� t9::-8� �� ����#�	 ��� �������� ��
������
��	� &�
�� �
����	������� ��������� ��
� ��
�����	�
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������� ��� ��� �� ������� �������
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�
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�#��� � �����
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�
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