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Abstract
Nowadays, there exists an increasing interest for the deployment of systems that are able

to store and manipulate spatial information. In this thesis we deal with the modeling of
direction relations between spatial entities. Furthermore, we study issues concerning the
efficient evaluation of spatial queries using such relations.

We start by studying Goyal and Egenhofer’s model. This model describes direction re-
lations between two regions using cartesian coordinates. We present three algorithms from
the relevant literature, that compute the direction relations for the model. We implement
the algorithms and experimentally measure their performance. The development of efficient
algorithms, that extract the direction relation from two region’s polygonal representations,
is crucial to the efficient evaluation of queries that use such relations.

Then we study Billen and Clementini’s model. This model describes the direction relations
between three regions. We present two algorithms we developed for computing the direction
relations of the model, as well as our suggestions for their implementation.

Finally, considering the advantages and the disadvantages of the models we mentioned
above, we strictly define a new family of direction relations models. The models we propose
are a simplified version of Goyal and Egenhofer’s model. Without sacrificing expressiveness,
we manage to drastically reduce the number of the model’s direction relations. We comple-
ment our study by solving the problem of composing to direction relations. This problem is
directly related to the efficient evaluation queries in a database enviroment.
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NW � W � SW ' at = at + E′
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�
�/	�.� b �'+*�� � '+�'� ����*�,
'�� a No b� ��� �	 �
.+�'�	 $����
�#	
 $
�#'�	 ��� a �'+*��

mbb(a) No:We b(

�� �����'	,�� �	 $��.-����� �	, �+����	� >("b( � $����*	,'� $���	+� a ��#'�����

�%���� ��� $���	+�� �
�/	�.� b( � $���	+� a �$	��# 
� $
�'�.'�� ��
 ����,��#� η1(b)� �

.
$��$�� $.
�� 
� ��#'����� ���'���. ���� -��/	�����. �� �����# '�	 +��#	 Es(b)( �$	�	*�� 
�

	��	����'	,�� ��
 $���	+� a� '� '+�'� �� ��
 ����,��#� η1(b)� /��
	
��� ��
 �/�$�	��
� ���

a $	, �#
�� $��.

�
� $�	� ��
 η1(b) ��� $
�'��'���� $�	� �,��
� ��
 	$	#� ��� ',��	
#0	,��

µ1(a)( J���
 � µ1(a) ��#'����� ���'���. ��� η1(b) ��� � $���	+� a �� ��#'����� ���'���. ���

η1(b) ��� �
�#'��	/�(

�� ��
 #-�� 
	���� /��
	,�� ��
 �/�$�	��
� µ2(a) $��.

�
� '��
 ����,��#� η2(b) ��� ��

µ3(a) $��.

�
� '��
 $
�,�. m1(b) �	, mbb(b)( J���
 � µ2(a) ��#'����� -�&�. ��� η2(b) ��� �

$���	+� a �� ��#'����� -�&�. ��� ��� %��
 � µ3(a) ��#'����� $.
� �$% ��
 m1(b) ��� � $���	+� a ��

��#'����� $.
� �$% ��
 m1� �'�� � $���	+� a 
� ��#'����� �%���� ��� b( )��$�'��
	,�� -�
�-�

$�� ��� 
� $�	'-�	�#'	,�� ���. $%'	 �#� $���	+� a ��#'����� �%���� �#�� $���	+�� �
�/	�.�

b� ��� ����# � �
�'� %+� 	
%�
���� ��� $���	+�� a� �

. ����
 �,����
 $	, $�	�*$�	,
 �$%

�,��( �$�$
�	
 	� ����� �,��� �,��#�� 	��	���	*
 �#� ��1/�����
� $���	+� $	, ��
*$��� ��
 a�
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b

a

(a)

b

a

(b)

No(b)

We(b)

So(b)

Es(b)

η2(b)

m1(b)

µ1(a)

b

a

(c)

a

a

a

n(a)

nw(a)

nws(a)

nwse(a)

η1(b)

η3(b) η4(b)

m2(b)

m3(b)

m4(b)

µ2(a)

µ3(a)

η1(b)η2(b)

η3(b) η4(b)

µ1(a)µ2(a)

µ3(a)

m1(b)

m3(b)

m2(b) m4(b)

µ5(a)
µ4(a)

µ1(a)
µ7(a)

µ6(a) µ4(a)

µ2(a)

µ6(a)

µ8(a)

�+��� >("� ����'��,� �	, �
�+#'�	, $����
�#	
�	� 	�����
	, �#�� $���	+��(

��
 	$	#� 	
	�.0	,�� n(a)� ��� /�#
���� '�	 �+��� >("c %$	, $��	,'�.0���� �����	'���'��
�(

�$% �� %'� �+	,�� ',0���'�� ',�$���#
	,�� $�� n(a) No b ⇔ a No b(

�	$	���	*�� ��
 $���	+� a -,���. ��� b ��� �$�
�
���.
	,�� ��
 $���$.
� -��-���'#�(

Q��
	,�� ��
 �/�$�	��
� µ4(a) $��.

�
� '��
 ����,��#� η2(b) ��� ��
 µ5(a) $��.

�
� '��


m2(b)( � �/�$�	��
� $	, +����0%��'�� $��.

�
� '��
 η3(b) �#
�� � µ1(a) ��
 	$	#� �+	,��

�-� /����( �,�% ',���#
�� -�%�� 	� ����,��#�� η1(b) ��� η3(b) �#
�� $��.

�
��� %$�� ��� 	� η2(b)
��� η4(b)( ��	#�� �� $��
 	� ����� �,��� �,��#�� 	��	���	*
 �#� $���	+� $	, ��
*$��� ��
 a� �

	$	#� ��#'����� -,���. ��� b �
 ��� �%
	 �
 ��� � a ��#'����� -,���. ��� b( � �	�� ��� $���	+��

�,��� �� ��
 n(a) ',��	
#0���� �� nw(a) ��� $��	,'�.0���� �����	'���'��
� '�	 �+��� >("c(
�.
� ',�$���#
	,�� $�� nw(a) No b ⇔ a No b ��� nw(a) We b ⇔ a We b(

�	$	����
��� ��
 $���	+� a -��-	+��. ��� '�� ,$%
	�$� ������� �	, �$�$�-	,� �'�� 
�

�'+*	,
 ��� 	� ,$%
	�$�� ����� '+�'��� ����*�,
'��� �
�$	,�� $�� �
�# ��� $���	+�� a ���

����# � �
�'� 	��� �/�$�	��
�
 ���� ��''���� $��.

�
�� $�	� ��� ����,��#�� η1(b)� η2(b)�
η3(b)� η4(b) ��� ��''���� $��.

�
�� $�	� ��� $
�,��� m1(b)� m2(b)� m3(b)� m4(b) �	, mbb(b)(
�� 	��� �,��� �,��#�� '+����#0	,
 �
� 	��.��
	 �	 	$	#	 $����
�#�� ��
 $���	+� a ��� �+��

��
 #-�� '+�'� ����*�,
'�� �
%� +��#	, �� �#� -	��#'� $���	+� �
�/	�.�� �� ��
 $����*	,'�

$���	+� �$% ��
 	$	#� $�	��,2�(

0���#�� �9 )��*���� �
 �
.+�'�	 $����
�#	
 	��.��
	 &minimum bounding octagon' ���

�������
 a ∈ REG∗ ��� �� ������� ��������������
 �����
 φ ��� �������*���� �
 mboφ(a)$
�� �������� ��� !������������ ��	 �� ������ ����
 ��� ����� �0

• ε1 ��� ε2 ���������� ���� �"��� y ��� �����	����� ���� ������� a  ��� 	�� �� ������

��
 �� ���������� ��� � �� ������� ���
(

• ε3 ��� ε4 ���������� ���� �"��� x ��� �����	����� ���� ������� a  ��� 	�� �� ������

��
 �� ���������� ��� � �� ������� ���
(
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• ε5 ��� ε6 ��� �������*��� ����� φ �� ��� �"��� x ��� �����	����� ���� ������� a  ���

	�� �� ������ ��
 �� ���������� ��� � �� ������� ���
(

• ε7 ��� ε8 ��� �������*��� ����� 180◦ − φ �� ��� �"��� x ��� �����	����� ���� �������

a  ��� 	�� �� ������ ��
 �� ���������� ��� � �� ������� ���
(

+������*���� �� x|y �� ������ ����
 ��� ����� � x ��� y( #	��$ �� ������ ��� ���������

�� �������� ����� �� �������	������ !����"� �� A(a) = ε4|ε6$ A′(a) = ε1|ε6$ B(a) = ε1|ε7$

B′(a) = ε3|ε7$ C(a) = ε3|ε5$ C ′(a) = ε2|ε5$ D(a) = ε2|ε8 ��� D
′(a) = ε4|ε8 &+���� 4(4'(

a

A(a)

ε1
ε2

ε3

ε4

ε5

ε6

ε7

ε8

A'(a)

B(a)

C(a)

D(a)

B'(a)

C'(a)

D'(a)

�+��� >(>� �
.+�'�	 $����
�#	
 	��.��
	 �#�� $���	+��(

��	 �+��� >(; $��	,'�.0	
��� ������� $���	+�� �	, ',
%
	, REG∗ ��� �� �
.+�'�� $���1

�
�#	
�� 	��.��
� �	,�(

a

b

b
c

c

c

A(a)

A'(a)

B'(a)

C'(a)

B(a)

C(a)

D(a)

D'(a)

A(b)

A'(b)

B(b)

B'(b) C(b)

C'(b)

D(b)

D'(b)

A(c)

A'(c)

B(c)

B'(c) C(c)

C'(c)

D(c)

D'(c)

(a) (b) (c)

�+��� >(;� �
.+�'�� $����
�#	
�� 	��.��
� $���	+�
 �	, REG∗(

1��������� �9� ./��� a ��� b �������
 ��� REG∗ ��� R ����� ����������
 ��	
 ������(

#	�� a R b ⇔ mboφ(a) R b(
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	�����
	,(

���$�� 
� �$�'��.
	,�� $�� '�	
 ���'�% >(: +�������#'��� �	 �
.+�'�	 $����
�#	
 	��.1

��
	 �� $	
*��
	( �
 ��� �� '���#� �	��� ����&* ��
 �,����
 $	, '+����#0	,
 �	 $	
*��
	

�#
�� %
��� 	���� �$	��# -*	 �$% �,�. 
� ��,�#0	
���( �� '���#� $	, �$	��# 
� ��,�#0	
���

�#
�� �,�. �� �� �� �	
�'��
� '*��	
�� �� �� �
�#'�	�+� �	
�'��
�( J��'� '��
 ����#� $��#$��'�

�	 �
.+�'�	 $����
�#	
 	��.��
	 �$	��# 
� �$	��
�#��� ��� �$% ��''��� '���#� D�+��� >(CE(

N'�%'	 �
�&.����� �$% �	 $%'�� ��
��. �#
�� 	� $
�,��� �	, �� ����	*�� '�� ',
�+��� %��

�$	��
�#��� �$% �� 	��� '���#� �	, 	��'�	*(

a

A(a)=A'(a)

B(a)

B'(a) C(a)

C'(a)

D(a)

D'(a)

(a)

b

A(b)=A'(b)

(b)

B(b)=B'(b) C(b)=C'(b)

D(b)=D'(b)

�+��� >(C� ��/,
�'��
� �
.+�'�� $����
�#	
�� 	��.��
�(

�
 ��� �	 �
.+�'�	 $����
�#	
 $
�#'�	 �#�� $���	+�� �$	��
�#��� �$% ��''��� '���#�� � �
�'�

�	
.+� �
%� ���.

�
	, 0�,����	* �$% �,�. ����# ��� 
� �	 ���	�#'	,�� $
����( 3���.0����


� �
��#0	,�� �#�� ��� .
� -�&�. ��� �.�� ���'���. �	�,/�� �#�� ��� .
� ���'���. ��� �.��

-�&�.( ��	#�� ��� '�	 �
.+�'�	 $����
�#	
 	��.��
	 -�
 �#
�� �$���#���� � �
�'� ��� ��
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. �	
.+� ��''���� ���	*
 ��� 
� �	 ���	�#'	,�� $
����( �,�% ',���#
��

-�%�� �� �	
�'��
� '���#� �&����
��� �$% �� �� �	
�'��
� �� ����&* �	,� '+�'��� �#
���

A′
x = Bx A′

y = Ay − tan(φ)(Ax − Bx)
B′

x = Bx + 1
tan(φ)(By − Cy) B′

y = Cy

C ′
x = Dx C ′

y = Cy + tan(φ)(Dx − Cx)
D′

x = Dx − 1
tan(φ)(Ay − Dy) D′

y = Ay

�� $���$.
� �&�'�'��� $�	�*$�	,
 �*�	
� �/���%0	
��� �	
 	��'�% ��� �/�$�	��
�� '��

��#��
� $	, '+����#0	,
� �� �	
�'��
� '���#� �� �� �
�#'�	�+� �� �	
�'��
� ��� �	 $
�'��'���	

'� �,�. '���#	 �	��� ��
 �.����
 '�	,� .&	
�� �,����
 D�+��� >(>E(

�� �,�% �	 '���#	 �#��'�� ��	��	� 
� -���,$�'	,�� ��
 ��%
	,�� $�%��'�(

1������ �9� ./��� !�� �������
 a, b ∈ REG∗$ A(a)$ B(a)$ C(a)$ D(a) ��� A(b)$ B(b)$
C(b)$ D(b) �� ������ ��� mboφ(a) ��� mboφ(b) ���������� ��� φ � �������������� ����� ���

��������( #	��0
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a No b ��� tan(φ)Bx(a) + By(a) ≥ tan(φ)Bx(b) + Ay(b)$
tan(φ)Cx(a) − Cy(a) ≤ tan(φ)Dx(b) − Ay(b) ��� Cy(a) ≥ Ay(b)

a We b ��� tan(φ)Dx(a) + Dy(a) ≤ tan(φ)Bx(b) + Ay(b)$
tan(φ)Cx(a) − Cy(a) ≤ tan(φ)Bx(b) − Cy(b) ��� Dx(a) ≤ Bx(b)

a So b ��� tan(φ)Ax(a) − Ay(a) ≥ tan(φ)Bx(b) − Cy(b)$
tan(φ)Dx(a) + Dy(a) ≤ tan(φ)Dx(b) + Cy(b) ��� Ay(a) ≤ Cy(b)

a Es b ��� tan(φ)Ax(a) − Ay(a) ≥ tan(φ)Dx(b) − Ay(b)$
tan(φ)Bx(a) + By(a) ≥ tan(φ)Dx(b) + Cy(b) ��� Bx(a) ≥ Dx(b)

a Bb b ��� Cy(a) ≥ Cy(b)$ Ay(a) ≤ Ay(b)$ Bx(a) ≥ Bx(b) ��� Dx(a) ≤ Dx(b)

!
�"��;�7 4� �$	-�#&	,�� ��� �
����#�� ��� ���
�� ',
����� �'�� a No b( �� ,$%
	�$��

�$	-�#&��� �#
	
��� �� $��%�	�	 ��%$	(

J�$�� �$	��# 
� /�
�# �*�	
� ��� �$% '�	 �+��� >(>� �$% �	 �
.+�'�	 $����
�#	
 	��.��
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.+�'�	 $����
�#	
 $
�#'�	 ��� $���	+�� b� 	� ',
�������
�� ��� �� 	
%���� ��


�	�,/�
 �	,( �$% ��� �	�,/�� X1 ��� X2 /��
	,�� ��� ����,��#�� η1(b) ��� η2(b)� 	� 	$	#�� '�
',
-,�'�% �� ��
 .
� $
�,�. �	, mbb(b) 	��	���	*
 �	 +��#	 No(b)(

φ

180ο-φ

a

X1=(Dx(b),Ay(b))X2=(Bx(b),Ay(b))

η1(b)

m1(b)

A(a)

B(a)

C(a)

D(a)

η2(b)

b

�+��� >(=� �$%-��&� ��� ��%��'�� >(9(

� $
���� �,��#� ��� ����,��#�� η1(b) '+����#0�� ��
#� φ �� �	
 .&	
� x ��� -���+���� �$% �	

'���#	 X1 = (Dx(b), Ay(b)) ��� �$	��
�� � �&#'�'� ��� �#
�� η1 : y = tan(φ)x + (Ay(b) − tan(φ)Dx(b))(
� $
���� �,��#� ��� ����,��#�� η2(b) '+����#0�� ��
#� 180◦−φ �� �	
 .&	
� x ��� -���+���� �$%

�	 '���#	 X2 = (Bx(b), Ay(b)) ��� �$	��
�� � �&#'�'� ��� �#
�� η2 : y = −tan(φ)x + (Ay(b) + tan(φ)Bx(b))(
� �
�#'�	�+� ��� m1(b) �,��#� �#
�� $�	/�
�� � m1 : y = Ay(b)(

��	 '���#	 �,�% �� �.
	,�� ��
 �&�� '*���'�� �#� �,��#�� $	, -�
 �#
�� �.���� '�	
 .&	
�

x� +��#0�� �	 �$#$�-	 '� -*	 ����$#$�-�( �	 F.
�G �$	��
�#��� �$% ���#
� �� '���#� $	, �+	,


����
*���� y ',
�������
� �$% �	 �
�#'�	�+	 '���#	 ��� �,��#�� �� �	 	$	#	 �+	,
 #-�� x

',
�������
� ��� �
�#'�	�+� �	 F�.��G �� �� '���#� $	, �+	,
 ����%���� y ',
�������
� �$%

�	 �
�#'�	�+	 '���#	 ��� �,��#�� �� �	 	$	#	 �+	,
 #-�� x ',
�������
�(
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J�'�� a No b( �$	��
�� �$% ��
 ��������'� >(9 ',�$���#
	,�� $�� ��� �	 �
.+�'�	

$����
�#	
 	��.��
	 ��� $���	+�� a �� ��#'����� �%���� ��� b( �%�� %$�� /�#
���� ��� '�	

�+��� >(=� %
�� 	� �	�,/�� �	, mboφ(a) ��#'�	
��� .
� ��
 η1(b)� η2(b) ��� m1(b)� 	$%��

$��.�	
��� 4 · 3 = 12 ',
�����( N'�%'	 �%
	 3 �#
�� �
�&.������ ����&* ��� �/	�	*
 ��

'���#� $	, ��#'�	
��� $
�'��'���� '��� ����� �,��#���

DiE �	 C(a) ��#'����� $.
� �$% ��
 m1(b)� -�
�-� Cy(a) ≥ Ay(b)(
DiiE �	 C(a) ��#'����� $.
� �$% ��
 η1(b)� -�
�-� Cy(a) ≥ tan(φ)Cx(a) + (Ay(b) − tan(φ)Bx(b))(
DiiiE �	 B(a) ��#'����� $.
� �$% ��
 η2(b)� -�
�-� By(a) ≥ −tan(φ)Bx(a) + (Ay(b) + tan(φ)Bx(b))(

��	
	,��
��� $��%�	�� -��-���'#� �$	-���
*	,�� %�� ��� %��
 �'+*	,
 	� ',
����� $	,

�
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��� '��
 ��%��'� >(9� �'+*�� ��� a No b(

b

(b)

a1

a3 a2
b

(a)

a1

a2

�+��� >(@� �+�'��� ��� �����
���� ����.��
(
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 ���'�% >(9 ��
 '+�'��
 �
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