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                                                   ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
   Το θέμα που μελετάμε στην παρούσα εργασία είναι ο υπολογισμός  του δυναμικού και του ηλεκτρικού πεδίου στο χώρο όταν εισάγουμε δύο αγώγιμες ή διηλεκτρικές σφαίρες σε ομογενές ηλεκτρικό πεδίο .

    Η συνάρτηση του δυναμικού ικανοποιεί την εξίσωση  Laplace  παντού στο χώρο . Αυτό έχει σαν συνέπεια να αναδεικνύει  σε κεντρικής σημασίας  ζήτημα την λύση της εξίσωσης Laplace  , την οποία επιχειρούμε να δώσουμε στο σφαιρικό και στο δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων .
   Στην αρχή κάνουμε μία  σύντομη παρουσίαση των δύο συστημάτων και δίνουμε την έκφραση της Λαπλασιανής  εξίσωσης σε αυτά . Ειδικά για το δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων αναπτύσσουμε περιληπτικά την έννοια της R-διαχωρισιμότητας .

   Τα προβλήματα που μελετάμε είναι δύο. Πρώτο όταν εισάγουμε δύο αγώγιμες σφαίρες στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο και δεύτερο όταν εισάγουμε δύο διηλεκτρικές σφαίρες. Η λύση δίνεται για κάθε πρόβλημα και στα δύο συστήματα συντεταγμένων. Η διεύθυνση του ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου και  της διακέντρου των δύο σφαιρών έχουν πάντα την διεύθυνση του άξονα  z .
   Η βασική ιδέα της λύσης που παρουσιάζουμε συνίσταται στην ανάπτυξη της συνάρτησης δυναμικού σε απειροσειρά , κεντρικό ρόλο στην οποία έχουν οι συναρτήσεις Legendre .

    Στη  συνέχεια ικανοποιούμε τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος και καταλήγουμε  σε κάθε περίπτωση , αφού χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις ορθογωνιότητας  των συναρτήσεων Legendre  σε ένα  γραμμικό σύστημα 2η εξισώσεων   και 2η   αγνώστων που ικανοποιούν οι συντελεστές της απειροσειράς .

     Σε όλη την  διάρκεια της μελέτης  επιδιώξαμε  ακριβείς  και κλειστές  μαθηματικές λύσεις . Παρά  τα πολύπλοκα ολοκληρώματα που ανέκυψαν  και την αδυναμία   απ’ ευθείας εφαρμογής των σχέσεων ορθογωνιότητας  των συναρτήσεων  Legendre,  μόνο για  ένα ολοκλήρωμα  καταφύγαμε στην αριθμητική ολοκλήρωση . 

    Στο επόμενο  μέρος  της εργασίας  λύνουμε τα συστήματα στα οποία έχουμε καταλήξει  με την χρήση του λογισμικού πακέτου της Mathematica .Συγκρίνουμε τα αριθμητικά  αποτελέσματα και επιβεβαιώνουμε την θεωρητική  ορθότητα των λύσεων.  Για καλύτερη  εποπτική εικόνα του προβλήματος στο τέλος της εργασίας  παραθέτουμε  γραφικές παραστάσεις της επιφανειακής πυκνότητας φορτίων στις  αγώγιμες σφαίρες και της επιφανειακής πυκνότητας φορτίων πόλωσης  στις διηλεκτρικές σφαίρες. 
                          Λέξεις  κλειδιά
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                                   SUMMARY
  The   problem examined in the present thesis is the calculation   of the electric  potential and the electric field in the space, after the introduction of two conducting or two dielectric spheres, is a homogeneous electric field.

    The   potential satisfies the Laplace equation every where  in the space .So, we should  solve this  equation in the spherical and the dispherical  coordinate  system.

    In the start we present shortly both coordinate systems and give the expressions of the Laplacian   equation. Especially for the dispherical  system we explain shortly the concept of R- separability . 
   We solve two different  problems . In the first we introduce two conducting spheres into a homogeneous electric field, while in the second the spheres are dielectric. The solution to the two problems is given in both coordinate systems. The homogeneous electric field has the z-direction .

   We expand the unknown potentials into infinite series of Legendre  functions. Next we satisfy the boundary conditions of the problems and use the  orthogonality relations of Legendre  functions . So we finally conclude to a linear set of 2nx2n equations for the expansion coefficients of the infinite series .

   We obtain analytic closed-form solutions in any case . Although some integrals  of Legendre functions were too complicated , they were calculated analytically , in closed-form .

   For the solution of the linear set the unknown expansion coefficients we have used Mathematica . the comparison of the results in the two different coordinate systems  shows the correctness of our solution. We plot the surfaces of the two spheres versus the spherical coordinate θ . These densities correspond to free charges for conducting  spheres and to polarization charges for dielectric spheres .
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Electric field , Potential , Spherical system coordinate , Bispherical system coordinate , Equation  Laplace  , Function  Legendre  , Orthogonally , Stackel  determinant  ,
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                         Εισαγωγή

       Τα προβλήματα  ηλεκτροστατικής  δεν παρουσιάζουν  γενικά πολύ   μεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον. Η θεωρητική αναζήτηση όμως ακριβών λύσεων  τέτοιων προβλημάτων  έχει πάντα  αναλλοίωτη αξία . Το πρόβλημα που θα μελετήσουμε σε αυτή την εργασία είναι ο προσδιορισμός  του δυναμικού και του ηλεκτρικού πεδίου σε οποιοδήποτε  σημείο του χώρου στον οποίο υπάρχει αρχικά ομογενές στατικό ηλεκτρικό πεδίο και εισάγουμε στη συνέχεια σε αυτόν δύο αφόρτιστες αγώγιμες  ή  διηλεκτρικές σφαίρες.
    Το πρόβλημα θα λυθεί σε σφαιρικό και δισφαιρικό    σύστημα συντεταγμένων . Θα επιδιώξουμε   θεωρητική  και ακριβή  λύση της εξίσωσης Laplace . H  λύση θα αναπτυχθεί με χρήση των συναρτήσεων  Legendre . Βέβαια  αυτό μας οδηγεί  σε πολύπλοκες και μεγάλου όγκου  εκφράσεις αλλά  όπως θα φανεί από τις  αριθμητικές επεξεργασίες  τα αποτελέσματα παρουσιάζουν ενδιαφέρον. Για άλλη μια φορά θα φανεί πως “εξωτικά” μαθηματικά συστήματα και “φευγάτες” μαθηματικές συναρτήσεις περιγράφουν επακριβώς τον φυσικό χώρο.      

     Στο πρώτο  κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τα δύο αυτά συστήματα  συντεταγμένων  καθώς και την λύση της  εξίσωσης  Laplace σε αυτά.

     Στο δεύτερο  κεφάλαιο  θα αναζητήσουμε  την ακριβή  λύση  του προβλήματος όταν  εισάγουμε  δύο αγώγιμες  σφαίρες  σε ομογενές στατικό ηλεκτρικό πεδίο. Η λύση θα αναζητηθεί και στα  δυο συστήματα συντεταγμένων.

    Στο  τρίτο κεφάλαιο το πρόβλημα έχει την ίδια διάταξη με την διαφορά ότι οι σφαίρες που εισάγουμε είναι διηλεκτρικές. Kαι εδώ οι λύσεις  θα δοθούν  και στα δύο συστήματα  συντεταγμένων.  
    Στο τέταρτο κεφάλαιο  θα παρουσιαστούν  οι αριθμητικές  λύσεις για συγκεκριμένες  τιμές των παραμέτρων.

    Στο τέλος  της εργασίας θα υπάρχουν τα απαραίτητα παραρτήματα.

             ΚΕΦΑΛΑΙΟ   Ι
        1.1   Σφαιρικές   συντεταγμένες 

 Στις  σφαιρικές  συντεταγμένες έχουμε  εξάρτηση  από ένα γραμμικό και δύο γωνιακά  στοιχεία. Το κάθε σημείο του χώρου περιγράφεται  με τον προσανατολισμό μιας ημιευθείας που ξεκινάει από την αρχή  των αξόνων και τη θέση του σημείου πάνω σε αυτή την ημιευθεια.           
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          r   ακτινική συνιστώσα
          

         θ   η γωνία  ύψους 


         φ  η  αζιμουθιακή  γωνία

                                                                                                                                     
                Σχήμα  1.1
Οι σφαιρικές  συντεταγμένες  συνδέονται με τις  καρτεσιανές μέσω των σχέσεων:
       Χ = rcosθsinφ         r ( [0,+()
       Y = rsinθsinφ         θ ( [0, π]
       Ζ = rcosθ               φ ( [0, 2π)
Η εξίσωση  Laplace  στις   σφαιρικές συντεταγμένες παίρνει την μορφή:  
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(1)
 Η  ακόμα :
     
  (2)

Με βάση την μέθοδο χωρισμού  των μεταβλητών θεωρούμε ότι  η συνάρτηση  Φ(r,θ,φ)  μπορεί να γραφτεί σαν γινόμενο ως εξής:

      Φ(r,θ,φ) = R(r)Θ(θ)Υ(φ)  
[image: image2.wmf]
Αντικαθιστούμε στην (2) και παίρνουμε 
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Επειδή οι δύο πρώτοι όροι  της (3) εξαρτώνται από το r και το θ  και ο τρίτος όρος  μόνον από  το φ έπεται ο χωρισμός:
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Y `` + m2Υ = 0   (5)
Για να έχουμε περιοδικές λύσεις ως προς φ η σταθερά διαχωρισμού m πρέπει να παίρνει ακέραιες τιμές. Τότε η εξίσωση  (5) θα έχει λύσεις:
        Y1(φ) =cosmφ   ,m = 0,1,2,…         Y2(φ) =sinmφ   , m = 1,2,… (6)
T έλος  χωρίζουμε τις μεταβλητές r, θ στην εξίσωση (5)  και  παίρνουμε:

 
[image: image7.wmf]0

2

=

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

vR

dr

dR

dr

d

r

   (7)

[image: image8.wmf]

[image: image9.wmf]
[image: image10.wmf]0

sin

2

2

sin

sin

1

=

ú

û

ù

ê

ë

é

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

Q

Q

q

q

q

q

q

m

v

d

d

d

d

 (8)
όπου  v  είναι η δεύτερη  σταθερά διαχωρισμού .

Η  ακτινική εξίσωση  (7) είναι τύπου Euler και συνεπώς οι λύσεις είναι  :
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Όπου  λ1, λ2  είναι  ρίζες  της  χαρακτηριστικής  εξίσωσης  λ2 + λ – v = 0  με            λ2= - (λ1+1)

Η εξίσωση  (8) τώρα  γράφεται :
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Με τον μετασχηματισμό  χ=cosθ   , Θ(θ) = P(x)   παίρνουμε  την συσχετισμένη  ή  προσαρτημένη  εξίσωση  Legendre  
    (1-x2) P`` -2xP` + [λ1(λ1+1) –(m2/(1-x2)]P = 0     (11)
    Αυτή η εξίσωση έχει φραγμένες  λύσεις  όταν η παράμετρος λ1  παίρνει ακέραιες τιμές      λn =n      n =  0,1,2,…  . Η λύση τότε  δίνεται από τις συσχετισμένες ή προσαρτημένες συναρτήσεις  Legendre 
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)

x

p

m

n

 ,  
[image: image15.wmf](

)

x

Q

m

n

  και η γενική της έκφραση είναι:
      Θ(θ) = c1
[image: image16.wmf](
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 Aν έχουμε ανεξαρτησία από την παράμετρο φ, δηλαδή αν  m = 0  τότε  η  εξίσωση (11) γίνεται
        (1-χ2)P`` -2x P` + n(n+1) P = 0        (13)
    Οι λύσεις σ’ αυτή την περίπτωση δίνονται από τις συναρτήσεις   Legendre    Pn (χ) , Qn (χ)  . H γενική λύση την οποία   θα χρησιμοποιήσουμε στα προβλήματα μας είναι:
      Φ(r,θ) =
[image: image18.wmf](

)

(

)

q

cos

0

)

1

(

P

r

b

r

a

n

n

n

n

n

n

å

¥

=

+

-

+

     (14)
Η σχέση ορθογωνιότητας    αυτών των συναρτήσεων είναι :

       
[image: image19.wmf]ò

p

0


[image: image20.wmf](

)

q

cos

P

n



 EMBED Equation.3  [image: image21.wmf](
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   1.2 Καμπυλόγραμμα   συστήματα  συντεταγμένων
     Πολλές φορές  η λύση  προβλημάτων  με σχετικά πολύπλοκη   γεωμετρία απαιτεί  ειδικά συστήματα  συντεταγμένων .Τότε  όμως είμαστε  υποχρεωμένοι  να αναλύσουμε όλες τις διανυσματικές εξισώσεις  που διέπουν το  πρόβλημα  σε ένα τέτοιο σύστημα συντεταγμένων. Θα παρουσιάσουμε σε συντομία τις απαραίτητες πληροφορίες   για αυτά τα συστήματα.

1.2.1  Μετρικοί  συντελεστές  
  Θεωρούμε   τρεις ανεξάρτητες συναρτήσεις των καρτεσιανών συντεταγμένων 
          u1 = f1(x,y,z)   ,   u2 = f2(x,y,z)   ,   u3 = f3(x,y,z)             (1,16)
που είναι συνεχείς και μονότιμες  .  Αυτές μπορούν να 
[image: image23.wmf]αντιστραφούν  και να πάρουμε τρεις συναρτήσεις  ως  προς  x,y,z  δηλαδή:
  χ=φ1(u1,u2,u3,)       χ=φ2(u1,u2,u3,)       χ=φ3(u1,u2,u3,)            (1,17) 
oι οποίες είναι και αυτές ανεξάρτητες  και συνεχείς και με ορισμένες  προϋποθέσεις  μονότιμες . Γενικά θεωρούμε τις  συναρτήσεις  fi , ui   ι=1,2,3 συνεχώς διαφορίσιμες.   Με βάση την σχέση  (1.16)  σε κάθε  σημείο P(x,y,z)   αντιστοιχεί  μία τριάδα  u1,u2,u3,  και αντίστροφα  με κάποιους  περιορισμούς ,  σε κάθε  τριάδα  u1,u2,u3,    ένα συγκεκριμένο σημείο . ΟΙ συναρτήσεις  u1,u2,u3    ονομάζονται  καμπυλόγραμμες  συντεταγμένες (curvilinear  coordinates).  Ένα σημείο ορίζεται με   u1= σταθερό        u2= σταθερό     u3= σταθερό       και μπορεί να  θεωρηθεί σαν τομή τριών  επιφανειών . Μια  καμπύλη  ορίζεται  με δύο σταθερές συντεταγμένες  και μια μεταβλητή  ή σαν τομή δύο επιφανειών. Τέλος  μια επιφάνεια  ορίζεται από μια σταθερή  και δύο μεταβλητές συντεταγμένες.

    Έστω ένα τυχαίο σημείο του χώρου P(x,y,z}   με διάνυσμα  θέσης   
[image: image24.wmf]r

r

 
[image: image25.wmf] το οποίο μπορει  να εκφραστεί μέσω των καμπυλόγραμμων  συντεταγμένων   u1,u2,u3,  δηλαδή   
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( u1,u2,u3 )  τότε  η στοιχειώδης  μεταβολή του  
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  (το διαφορικό του)  είναι :
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Ορίζουμε τα διανύσματα 
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τα οποία ονομάζουμε   “μοναδιαία” διανύσματα στο σημείο P   και αποτελούν μια διανυσματική βάση του συστήματος.

  Τα   “μοναδιαία” αυτά διανύσματα δεν έχουν κατ’ ανάγκην μοναδιαίο μήκος.Tα διανύσματα που έχουν μοναδιαίο μήκος  προέρχονται από την κανονικοποίηση των ανωτέρω διανυσμάτων, μέσω των σχέσεων :
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όπου     gii =
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 .     Oι ποσότητες αυτές  ονομάζονται   μετρικοί  συντελεστές  .
  Ένα  διάνυσμα 
[image: image38.wmf]F
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  του χώρου  γράφεται 
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[image: image40.wmf]
όπου 
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 είναι  οι συνιστώσες του  
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    στο καμπυλόγραμμο  σύστημα .

Ο περιορισμός σε ορθογώνια συστήματα  συντεταγμένων μας εξασφαλίζει ακριβείς  λύσεις αλλιώς πρέπει να αναζητήσουμε προσεγγιστικές μεθόδους. Στα ορθογώνια  συστήματα  συντεταγμένων  ισχύουν οι σχέσεις:

[image: image43.wmf]0

=

j

i

a

a

r

r

          
[image: image44.wmf]0

=

j

i

i

i

r

r

        ,i,j =1,2,3  ,i≠j       (1,22)
    To στοιχειώδες  μήκος 
[image: image45.wmf]dl

  ορίζεται  σαν το μέτρο της μετατόπισης 
[image: image46.wmf]r
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 από ένα σημείο με συντεταγμένες (u1,u2,u3)    σε ένα άλλο σημείο με συντεταγμένες (u1+du1 ,u2+du2 , u3+du3)  .  Iσχύει  η σχέση:
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]r
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Aν έχουμε τις  δυο από τις τρεις συντεταγμένες σταθερές τοτε από την  (1,23) παίρνουμε  τα στοιχειώδη μήκη πάνω στις  καμπύλες .
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Το στοιχειώδες  εμβαδόν πάνω σε μια επιφάνεια  (ui  = σταθ.). θα είναι το γινόμενο των στοιχειωδών μηκών των δύο μεταβλητών συντεταγμένων  δηλαδή:
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τέλος ο στοιχειώδης όγκος  δίνεται από την σχέση 


[image: image57.wmf]3

2

1

33

22

11

3

2

1

du

du

du

g

g

g

dl

dl

dl

dV

=

=

        (1,26)
Για τον υπολογισμό των μετρικών συντελεστών για καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων χρησιμοποιούμε την σχεση:

[image: image58.wmf]2

2

2

2

2

2

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

=

¶

¶

=

=

i

i

i

i

y

i

x

i

i

i

ii

u

z

u

y

u

x

u

z

i

u

y

i

u

x

u

r

a

g

r

 (1.27)   
                        με  I =1,2,3  
.
Πολλές φορές για καλύτερο  συμβολισμό, χρησιμοποιούνται οι εκφράσεις:

  h1 = 
[image: image59.wmf]11
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     h2 =
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               h3 = 
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             (1,28)
1.2.2   Διαφορικοί  τελεστές
     Η κλίση  (grad) μιας  βαθμωτής  συνάρτησης  στο καρτεσιανό  σύστημα συντεταγμένων  ξέρουμε ότι παίρνει την απλή  έκφραση :
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σε καμπυλόγραμμες   συντεταγμένες  (u1,u2,u3)    έχουμε την έκφραση :
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όπου  dl1 , dl2 , dl3     είναι τα στοιχειώδη  μήκη  πάνω στις  καμπύλες  u1, u2, u3  .Αν αντικαταστήσουμε στην  (1.30)  τα  dl1 , dl2 , dl3     από την  (1.24)  έχουμε:
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Για την απόκλιση  (div) μιας  διανυσματικής  συνάρτησης  
[image: image65.wmf]F
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(u1, u2, u3)   σε  ένα  σημείο  Α χρησιμοποιούμε τον ορισμό :
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  Με στοιχειώδη όγκο  στο σχ.  1.2 
                [image: image67.png](g, w+dip, uy+dis)
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                                  σχήμα    1.2 
καταλήγουμε τελικά  στην σχέση  :
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       (1.33)
όπου  F1, F2, F3     είναι  οι συνιστώσες του 
[image: image69.wmf]F
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 στις διευθύνσεις  u1, u2, u3  .

 Από τον ορισμό της περιστροφής  (rot)  της διανυσματικής συνάρτησης
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(u1, u2,u3)  στο σημείο Α 
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Το διάνυσμα 
[image: image72.wmf]n
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 είναι  κάθετο  προς την στοιχειώδη επιφάνεια  ds .
  Η τελική  σχέση [ 2  ]  είναι :
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(1.35)                       H Λαπλασιανή   μιας   βαθμωτής  συνάρτησης  [ 2 ] στην γενική της μορφή δίνεται από  την σχέση :
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  (1.36)
Με τον ίδιο  τρόπο  μπορούμε να  υπολογίσουμε  και την Λαπλασιανή μιας  διανυσματικής συνάρτησης 
[image: image75.wmf]F

r

  χρησιμοποιώντας την διανυσματική ταυτότητα:
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Αναλυτική έκφραση βλέπε στο  [  2 ].

1.3   Διπολικά  συστήματα  συντεταγμένων
 Η  κατασκευή αυτών των συστημάτων ξεκινά από δύο σταθερά  σημεία P1, P2  του επιπέδου-xy   πάνω  στον άξονα  x ,σε συμμετρικές  θέσεις  ως προς την αρχή των αξόνων , έστω στις θέσεις x= a και  x=- a . Θεωρούμε την παραμετρική εξίσωση :
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H οποία περιγράφει   δύο οικογένειες κύκλων που  τα  κέντρα  τους βρίσκονται πάνω  στον άξονα x  και είναι συμμετρικές  ως προς τον άξονα y . Τα σημεία  P1, P2    αντιστοιχούν σε τιμές   
[image: image80.wmf]+¥
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n

      και          
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   αντίστοιχα. Ο άξονας  y  αντιστοιχεί στην τιμή   
[image: image82.wmf]0
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   .

   Έστω  και μια δεύτερη  οικογένεια κύκλων  με κέντα τώρα πάνω στον άξονα  y οι οποίοι είναι ορθογώνιοι ως προς τους πρώτους  που περιγράφονται από την παραμετρική εξίσωση :
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Οι κύκλοι αυτοί  διέρχονται από  τα σημεία P1, P2    και χαρακτηρίζονται  από την μεταβλητή   θ = σταθερό  ενώ οι πρώτοι από την μεταβλητή  η=σταθερό . 
(σχ. 1.3     ) 

  Από  αυτές  τις δύο οικογένειες  κύκλων  προκύπτουν  τα εξής συστήματα συντεταγμένων : 

I) Δικυλινδρικό  σύστημα  συντεταγμένων 

II) Τοροειδές      σύστημα  συντεταγμένων

III) Δισφαιρικό     σύστημα  συντεταγμένων 

Θα παρουσιάσουμε παρακάτω  το δικυλινδρικό  σ.σ.  και  το δισφαιρικό  σ.σ.

I)      Δικυλινδρικό  σύστημα  συντεταγμένων 
      Αν θεωρήσουμε  ότι  οι οικογένειες αυτές των κύκλων ολισθαίνουν  κατά τον άξονα z  από  
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Τότε προκύπτει  το δικυλινδρικό σύστημα συντεταγμένων  ή απλώς  διπολικό σύστημα .σχ.  1.3   

   Οι  μεταβλητές              u1 = θ  , u2 = n   , u3 = z 
ονομάζονται διπολικές (bipolar )  συντεταγμένες . Από τις δύο παραμετρικές εξισώσεις των  κύκλων  μπορούμε να βρούμε τις σχέσεις αυτών των συντεταγμένων  με τις καρτεσιανές . Ετσι έχουμε:
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Τα μοναδιαία  διανύσματα    
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           έχουν φορά  κατά την κατεύθυνση  αύξησης  των  θ,η ,z    αντίστοιχα .

  Από  την σχέση   (1.27) προκύπτουν οι μετρικοί  συντελεστές :
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και        
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Από   τις  γενικές σχέσεις  (1.31) και (1.36)  βρίσκουμε  την έκφραση για την κλίση και την εξίσωση Laplace  στο διπολικό σύστημα :
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                                             Σχήμα   1.3     
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  Οι  σχέσεις   που δίνουν  τα κέντρα  των κύκλων  όταν  η= σταθ. Είναι :  [ 8 ]
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     Δηλαδή  τα κέντρα και ακτίνες αυτών των κύκλων εξαρτώνται  αποκλειστικά από τη τιμή του  η.

Τα  κέντρα και οι ακτίνες των κύκλων όταν θ = στ. δίνονται από τις  σχέσεις:[ 8 ]  
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          II)  Δισφαιρικό   σύστημα   συντεταγμένων
      Εάν   οι κύκλοι που  ορίζονται από την μεταβλητή  η  περιστραφούν γύρω από τον άξονα  xx’ δημιουργείται  το δισφαιρικό  σύστημα συντεταγμένων.

    Οι  επιφάνειες με η=σταθ.  είναι σφαίρες. Όταν θ = σταθ. οι επιφάνειες έχουν είτε σχήμα μήλου ή μαζί με τον άξονα x σχηματίζουν ατράκτους. σχ. 1.4
   Οι  συντεταγμένες  η , θ , φ   ονομάζονται δισφαιρικές .    
    Παίρνοντας  τον άξονα  z  σαν άξονα περιστροφής έχουμε  τις εξισώσεις  που συνδέουν το δισφαιρικό σύστημα με το καρτεσιανό .
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   Η μεταβλητή  η παίρνει  τιμές στο διάστημα  
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                            Σχήμα   1.4 
  Οι  σχέσεις που δίνουν  τις ακτίνες  και τα κέντρα  των κύκλων είναι πάλι :
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   Η μεταβλητή  θ διατρέχει  το διάστημα  ( 0, π )  . Η επιφάνεια  θ = σταθ. έχει σχήμα μήλου αν   θ < π/2    και σχήμα  ατράκτου  αν   θ>π/2   . Ειδικά για  θ = π/2  έχουμε σφαίρες με ακτίνα  α  και για θ = π  ευθύγραμμο  τμήμα μήκους  2α  .

   Οι  μετρικοί συντελεστές στις Δισφαιρικές συντεταγμένες  είναι   
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ενώ          
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  Οι  εξισώσεις  για την κλίση  και την εξίσωση Laplace  στο δισφαιρικό σύστημα  είναι  :
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             1.4        Λύση      της       Εξίσωσης      Laplace   

                            σε Διπολικά συστήματα
Στα γνωστά συστήματα  συντεταγμένων, καρτεσιανό,  κυλινδρικό σφαιρικό,  η  εφαρμογή της μεθόδου χωρισμού των μεταβλητών για την εξίσωση  Laplace  είναι άμεση . Στα διπολικά συστήματα η μέθοδος αυτή δεν μπορεί να εφαρμοστεί . Η διαδικασία του χωρισμού των μεταβλητών επιτυγχάνεται με το λεγόμενο διαμορφωμένο χωρισμό  ή   R- χωρισμό  των μεταβλητών .
1.4.1 R – χωρισμός  μεταβλητών  
Οι  Moon  και  Spencer  έχουν αποδείξει  ότι σε μη ορθογώνια συστήματα συντεταγμένων δεν μπορεί να υπάρξει χωρισμός μεταβλητών. Μερικά όμως  ορθογώνια καμπυλόγραμμα  συστήματα επιδέχονται ένα  διαφορετικό τρόπο χωρισμού όπου η συνάρτηση δεν γράφεται σαν απλό γινόμενο συναρτήσεων με χωρισμένες μεταβλητές  αλλά στην μορφή :
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H  συνάρτηση  R  δεν χωρίζει μεταβλητές, αλλά  διαμορφώνει  την λύση ώστε να είναι δυνατός  ο χωρισμός των συναρτήσεων  Φ1 , Φ2 , Φ3  . Τέτοιο διαχωρισμό επιδέχονται κυρίως τα συστήματα που έχουν συμμετρία από περιστροφή. (rotation).
  Το ερώτημα που τίθεται είναι :

    Αν  δοθεί ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων  με γνωστούς μετρικούς συντελεστές      
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,     κάτω από   ποιες      προϋποθέσεις είναι  δυνατός   ο  R-χωρισμός; 
 Για την διατύπώση του  θεωρήματος  θα κατασκευάσουμε  μερικές νέες συναρτήσεις.

 Έστω   
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    μια νέα  συνάρτηση που  ικανοποιεί  τις σχέσεις:
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όπου
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Η ορίζουσα  Stackel
To   χαρακτηριστικό της είναι ότι  κάθε  γραμμή είναι συνάρτηση  μόνο  μιας  μεταβλητής.
Ορίζουμε ακόμα τις ελάσσονες  ορίζουσες :
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Τώρα μπορούμε  να διατυπώσουμε  το θεώρημα :
Θεώρημα :

  Aν   
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   είναι ένα   ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων   και  gii   I = 1,2,3  είναι  οι μετρικοί συντελεστές  τότε ικανές   και  αναγκαίες συνθήκες  για τον  R-χωρισμό της εξίσωσης  Laplace  είναι η ύπαρξη  μιας  ορίζουσας  Stackel  της μορφής  (1.55)  τριών  συναρτήσεων  
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   που συνδέονται μέσω των σχέσεων :
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[image: image133.wmf]  I = 1,2,3            (1.57)   
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έτσι  ώστε   να  ισχύει
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    Σε αυτή  την περίπτωση  οι χωρισμένες  συνήθεις διαφορικές εξισώσεις  δίνονται από την σχέση :
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   Συνοπτικά  ο έλεγχος της  R-χωρισιμότητας  για την εξίσωση  Laplace  γίνετε  με τα εξής βήματα :

   α) Βρίσκουμε μια συνάρτηση Q που αντιστοιχεί σε μια  όσο το δυνατό απλούστερη   ορίζουσα Stackel,  μέσω της   (1.57).

   β) Υπολογίζουμε την συνάρτηση  R  από την σχέση  (1.58).

   γ)  Ελέγχουμε  αν η συνθήκη  (1.59)  μας  δίνει τιμή του α 1   η οποία είναι σταθερά  και  α1
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  Τότε  η εξίσωση  Laplace  επιδέχεται  R-χωρισμό τις τρεις  διαχωρισμένες  εξισώσεις τις βρίσκουμε από την σχέση  (1.60).

1.4.2     Λύση  της  εξίσωσης  Laplace    στο  δισφαιρικό          σύστημα συντεταγμένων
    Στο δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων  ο απλός χωρισμός  μεταβλητών  δεν είναι δυνατός για την εξίσωση  Laplace . 
    Ελέγχουμε  λοιπόν αν είναι δυνατή  η R-χωρισιμότητα των μεταβλητών.

Έστω ότι η συνάρτηση τίθεται στην μορφή: 
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με μετρικούς  συντελεστές 
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Επιλέγουμε την συνάρτηση     
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οπότε από την (1.57) παίρνουμε :
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Έτσι  οδηγούμαστε σε μια απλή ορίζουσα  Stackel 
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H ορίζουσα  Stackel προφανώς δεν  ορίζεται  μονοσήμαντα .Όμως όλες  αυτές οι ορίζουσες συνδέονται μεταξύ τους μέσω της  σχέσης  ισοδυναμίας που επιβάλουν οι σχέσεις χωρισημότητας  (1.57) , δηλαδή οι λόγοι 
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    Θέτοντας   
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          από   την  (1.58) προκύπτει  
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 ενώ από την (1.59) υπολογίζουμε  το   α1 =-1/4    .

  Άρα  είναι δυνατός ο  R- χωρισμός  και συνεπώς η συνάρτηση Φ γράφετε  :
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Οι τρεις διαχωρισμένες συνήθεις διαφορικές εξισώσεις   είναι :
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Όπου   α2 ,α3  οι δύο σταθερές διαχωρισμού με τυχαίες τιμές . Όμως  οι συνηθισμένες συνοριακές συνθήκες μας επιβάλλουν να αναζητήσουμε  περιοδικές  λύσεις γι’ αυτό  θέτουμε 
      α3 = m2       και    α2= p(p+1)          (1.67)          
  με  m ,p  ακέραιους και με τον μετασχηματισμό  ξ =cosθ  οι εξισώσεις γίνονται :
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Οι λύσεις αυτών  των εξισώσεων  είναι γνωστές και δίνονται από   τις  σχέσεις:
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Όπου   
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  είναι  οι προσαρτημένες συναρτήσεις  Legendre  πρώτου και δευτέρου είδους  .

  Αυτές οι ειδικές λύσεις της  εξίσωσης  Laplace  στις δισφαιρικές συντεταγμένες  συνδυαζόμενες δίνουν την συνάρτηση  δυναμικού τριών  μεταβλητών, που είναι :   
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Εάν  το δυναμικό εξαρτάται μόνο από τα  η , θ  (δηλαδή σε περίπτωση αξονικής συμμετρίας ) τότε  έχουμε :
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Όπου    
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  οι συναρτήσεις  Legendre  πρώτου και δευτέρου είδους.

             ΚΕΦΑΛΑΙΟ  2
            Εισαγωγή   αγώγιμων  σφαιρών  σε  

                    ομοιόμορφο ηλεκτρικό πεδίο

   Θεωρούμε δύο αγώγιμες σφαίρες που εισάγονται σε χώρο όπου αρχικά υπήρχε ομογενές  ηλεκτρικό πεδίο. Τα επαγόμενα φορτία των δύο σφαιρών  μεταβάλλουν το δυναμικό και το ηλεκτρικό πεδίο στο χώρο.    
   Θα  αναζητήσουμε ακριβή λύση για το δυναμικό και επομένως και για το ηλεκτρικό πεδίο, σε κάθε σημείο  του χώρου .

    Η μεθοδολογία που θα αναπτύξουμε θα περιστρέφεται  γύρω από την λύση της  εξίσώσης Laplace,  μέσω της οποίας θα υπολογίσουμε  πρώτα το στατικό δυναμικό Φ   και από αυτό τις  επιφανειακές πυκνότητες φορτίων που επάγονται στις  επιφάνειες των δύο σφαιρών. Το ηλεκτρικό πεδίο προκύπτει εύκολα  από την συνάρτηση του δυναμικού .

   Την λύση θα την βρούμε στο σφαιρικό  σύστημα  συντεταγμένων καθώς και στο δισφαιρικό σύστημα  συντεταγμένων .Το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο το θεωρούμε από δω και πέρα ότι έχει την διεύθυνση του  άξονα  z . Τα κέντρα των δύο σφαιρών βρίσκονται πάνω στον άξονα  z.

   Τα στοιχεία που θεωρούνται γνωστά είναι οι ακτίνες  R1 , R2    των σφαιρών  η απόσταση  d των κέντρων τους καθώς, και η τιμή του ηλεκτρικού πεδίου.

2.1 Λύση σε σφαιρικές συντεταγμένες
                  Στο  σχήμα  2.1 φαίνετε μια τομή  της διάταξης του προβλήματος . Το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων δεν έχει την αρχή του στο μέσο της διακέντρου  ΟΟ’ .(Τα w1 ,w2 υπολογίζονται στο παράρτημα Ι ) . Με αυτό τον τρόπο το καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων έχει την ίδια σχετική θέση ως προς τις δύο σφαίρες και στα δύο συστήματα συντεταγμένων .    
                   Το αρχικό πεδίο είναι:
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                   Από την σχέση 
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  ολοκληρώνοντας  παίρνουμε  
                                  Φ0 = -Ε0.z+c    (2.2)  
                    Λαμβάνοντας σαν επίπεδο αναφοράς το z=0 με Φ= 0 έχουμε  Φ0 =-Ε0 .z ή ακόμα 
                              Φ0 = -Ε0 .r.cosθ        (2.3)

        Από το σχήμα βλέπουμε ότι ισχύει η σχέση 
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  ( 2.4)   
 Άρα  το αρχικό δυναμικό  γράφετε  και σαν συνάρτηση των  r’ θ’ ως  εξής :
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Το συνολικό δυναμικό σε ένα  τυχαίο  σημείο του χώρου  θα είναι :
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Όπου   Φ1 , Φ2   είναι τα δυναμικά  που δημιουργούνται από τα επιφανειακά φορτία που   επάγονται στις δύο σφαίρες, αντίστοιχα .

   Για να βρούμε  την έκφραση του  Φ1   παρατηρούμε ότι  λόγω συμμετρίας της διάταξης δεν έχουμε εξάρτηση από την συντεταγμένη  φ . θα χρησιμοποιήσουμε μόνο τις συναρτήσεις Legendre  πρώτου είδους ,γιατί οι συναρτήσεις Legendre δευτέρου είδους  απειρίζονται για θ = 0  και θ= π  δηλαδή  πάνω στον άξονα  z .

    Άρα έχουμε : 
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                                                   Σχήμα   2.1

Επειδή  πρέπει  
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  , οπότε τελικά  παίρνουμε :
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Με την ίδια λογική  βρίσκουμε και την έκφραση για την συνάρτηση Φ2, δηλαδή :
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  Ειδικά  για η=0 παίρνουμε τους όρους μηδενικής  τάξης  που είναι :
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Αυτοί  οι δύο όροι εκφράζουν το δυναμικό που δημιουργείται από την ύπαρξη  φορτίων ανεξαρτήτων  από τις συντεταγμένες θ και φ στις επιφάνειες των σφαιρών. Τέτοια όμως φορτία δεν υπάρχουν στην διάταξη μας αφού οι σφαίρες που εισάγαμε στην αρχή  ήταν αφόρτιστες , επομένως συμπεραίνουμε ότι θα έχουμε :    
                   
[image: image183.wmf]0

0

0

=

=

B

A

     (2.11)

  Άρα η άθροιση  στις  σχέσεις  (2.8) ,(2.9)  ξεκινά από   η = 1
 Συνεπώς, η τελική  έκφραση για το συνολικό δυναμικό θα είναι :
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       Αυτό που πρέπει να κάνουμε τώρα είναι να υπολογίσουμε τους συντελεστές  
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,   με βάσει τις συνοριακές συνθήκες του προβλήματος .

     Η συνθήκη που επιβάλλουμε εδώ είναι η συνέχεια των εφαπτομενικών συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου  πάνω στις επιφάνειες των δύο σφαιρών.

Δηλαδή : 
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      έτσι καταλήγουμε στις ποιο απλές σχέσεις
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Το πρόβλημα που έχουμε τώρα για την ικανοποίηση  των  οριακών συνθηκών  είναι ότι για την έκφραση του συνολικού δυναμικού  
[image: image194.wmf]F
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  χρησιμοποιούμε μεταβλητές από δύο συστήματα  συντεταγμένων , με αρχές τα σημεία  Ο, Ο’, αντίστοιχα. Πρέπει  συνεπώς να έχουμε την δυνατότητα να εκφράσουμε το συνολικό δυναμικό με  τις συντεταγμένες  μόνο  ενός συστήματος.

  Οι κατάλληλες σχέσεις  υπάρχουν στο  [ 7 ]  και εδώ   απλά τις αναφέρουμε .   
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Επιλέξαμε αυτές τις σχέσεις γιατί  οι σφαίρες που εισάγαμε στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο είναι μη επικαλυπτόμενες και  η επιβολή των οριακών  συνθηκών θα γίνει πάνω στις επιφάνειες των δύο σφαιρών, όπου ισχύει  προφανώς  οτι  
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 Με την βοήθεια  των σχέσεων  (2.14) , (2.15) το συνολικό δυναμικό  
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 γράφετε με τις δύο παρακάτω  μορφές: 
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  (2.16)

[image: image203.wmf](

)

(

)

)

17

.

2

(

cos

cos

!

!

)!

(

)

1

(

1

)

cos

(

)

,

(

)

(

1

'

1

0

'

1

1

'

'

0

'

'

r

P

B

P

d

A

r

E

r

l

l

l

l

s

s

s

s

l

l

l

d

r

s

l

s

l

d

¢

å

å

å

F

+

¥

=

¥

=

+

¥

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

¢

+

-

+

+

-

=

q

q

q

q

ol

 
Υπολογίζοντας   την παράγωγο του συνολικού δυναμικού  
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    ως προς  θ  έχουμε από την  (2.16)  :
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Χρησιμοποιώντας  τώρα την πρώτη εξίσωση από τις  (2.13) και  έχοντας υπ’ όψη ότι  
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βλέπε  [ 3 ]  καταλήγουμε στην  εξίσωση :
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 Για να βρούμε  την σχέση που ικανοποιούν οι συντελεστές   
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 πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις ορθογωνιότητας των Legendre  για  τον σκοπό αυτόν  πολλαπλασιάζουμε  όλους τους όρους της εξίσωσης (2.19) με    
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  και ολοκληρώνουμε από   θ=0 έως  π  .

   Οι γενικές σχέσεις   ορθογωνιότητας των προσαρτημένων συναρτήσεων  Legendre  πρώτου είδους είναι :
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 (2.20)
H   (2.20) για m=1  δίνει :
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Έχουμε διαδοχικά :
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ή ,    ισοδύναμα  
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Στην θέση του  
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 μπορούμε να  αντικαταστήσουμε την συνάρτηση  
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Η (2.23) αποτελεί  την πρώτη  από τις δυο εξισώσεις  που χρειαζόμαστε για τον προσδιορισμό των συντελεστών  
[image: image216.wmf]B
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    . Η δεύτερη  θα προκύψει με παρόμοια διαδικασία. Από την δεύτερη εξίσωση  της  (2.13) με αντικατάσταση της  (2.18)
παίρνουμε :
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  Ακολουθώντας  ίδια βήματα καταλήγουμε στη σχέση : 
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ΟΙ  εξισώσεις  (2.23) , (2.24) αποτελούν μαζί  ένα σύστημα εξισώσεων με 
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  εξισώσεις και 
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  αγνώστους, τους συντελεστές  
[image: image221.wmf]B

A

n

n

,

  .Η λύση του μας δίνει τις τιμές των συντελεστών.
Συνεπώς το προς λύση σύστημα είναι :
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                          Σύστημα   Ι 
   Την   λύση του συστήματος  I,  για συγκεκριμένες  τιμές των παραμέτρων θα παρουσιάσουμε στο κεφάλαιο  4 με την βοήθεια του λογισμικού πακέτου της Mathematica.  
Υπολογισμός   των  επιφανειακών πυκνοτήτων  φορτίου των δύο σφαιρών 
     Ξέρουμε ότι  η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου δίνεται από την  σχέση
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 στην περίπτωση μας.
  Η επιφανειακή πυκνότητα για τη  σφαίρα  με ακτίνα  R1 είναι :
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Αντικαθιστούμε στην   (2.25) την  (2.16) και έχουμε :
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                για  
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και τελικά χρησιμοποιώντας  σαν δείκτη άθροισης το 
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  (2.26)   
   Όπου  
[image: image234.wmf]e

  η  διηλεκτρική σταθερά του χώρου που περιβάλλει τις αγώγιμες σφαίρες.
    Με  ανάλογο τρόπο  καταλήγουμε  σε μια  αντίστοιχη σχέση  και για την σφαίρα με ακτίνα R2 δηλαδή
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αντικαθιστούμε στην (2.27)   την (2.17)    και παίρνουμε  την  ανάλογη προς την (2.26)  σχέση  που μας  δίνει την επιφανειακή πυκνότητα φορτίου για την σφαίρα με ακτίνα  R2  .
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(2.28) 
           Έκφραση ηλεκτρικού πεδίου 
    Είναι γνωστό ότι το ηλεκτρικό   δίνετε από την γενική σχέση :
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   Στην περίπτωση μας ο τρίτος  όρος του αθροίσματος  μηδενίζεται  αφού το  δυναμικό δεν έχει εξάρτηση από τη συντεταγμένη  φ .Θα δώσουμε εδώ την έκφραση του ηλεκτρικού  πεδίου  με την βοήθεια των συντεταγμένων  r,θ  ( παρόμοια έκφραση θα έχουμε με  συντεταγμένες  r’ ,θ’ ). Αντικαθιστούμε την συνάρτηση δυναμικού και μετά την εκτέλεση των πράξεων έχουμε :
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    2.2     Λύση   σε δισφαιρικές   συντεταγμένες 
       Θα   αντιμετωπίσουμε τώρα το ίδιο  πρόβλημα  σε Δισφαιρικές  συντεταγμένες . Η  διάταξη προσαρμοσμένη στο  σύστημα  αυτό  φαίνεται  στο σχήμα 2.2   . Οι επιφάνειες των δυο σφαιρών  με  ακτίνες  R1 , R2  δίνονται  μέσω της μεταβλητής  η   (για η=η1 < 0   έχουμε την επιφάνεια που  αντιστοιχεί στην σφαίρα με ακτίνα  R1 , ενώ  για η=η2 > 0  έχουμε την επιφάνεια που  αντιστοιχεί στην σφαίρα με ακτίνα  R2  ). Στο τυχαίο σημείο  Σ  αντιστοιχεί μια τριάδα  συντεταγμένων  (η ,θ, φ).

   Το αρχικό ηλεκτρικό  πεδίο  έχει πάλι την διεύθυνση  του άξονα  Ζ δηλαδή  
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   οπότε το δυναμικό θα είναι 
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  η λόγω της   (1.47)  παίρνει την μορφή 
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Το συνολικό  δυναμικό  σε ένα τυχαίο  σημείο   Σ   του χώρου  προκύπτει με  επαλληλία  του αρχικού δυναμικού  και των δυναμικών που οφείλονται στα επαγόμενα επιφανειακά  φορτία των δυο  σφαιρών, δηλαδή  :
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                                                σχήμα (2.2)  
Τα δυναμικά των δυο σφαιρών θα προκύψουν από την λύση της εξίσωσης Laplace     στις  Δισφαιρικές  συντεταγμένες  η γενική  έκφραση της οποίας είναι :
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    Με λύσεις όπως  δόθηκαν στο κεφ. 1  ενότητα  1.4.2
            Όπου                  
[image: image245.wmf]q

cos

cosh

1

-

=

n

R


Για την  διαμόρφωση  της  λύσης του παρόντος προβλήματος  παρατηρούμε τα ακόλουθα :

   α)  Η ικανοποίηση των  συνοριακών   συνθηκών   μας  επιβάλλει να θεωρήσουμε  άπειρη σειρά μερικών λύσεων.

    β)  Υπάρχει  αξονική συμμετρία και συνεπώς η λύση δεν εξαρτάται  από την συντεταγμένη  φ .

    γ)   Επειδή  ο άξονας Ζ περιέχεται στην περιοχή υπολογισμού της λύσης, δεν χρησιμοποιούμε  τις  συναρτήσεις Legendre  β’ είδους  
[image: image246.wmf](

)

q

cos

p

Q

 , γιατί   αυτές απειρίζονται  όταν θ=0  ή  θ=π  δηλαδή πάνω σ’ αυτόν  .
Συνεπώς  έχουμε :
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     (2.32)                                      
Για    τον   υπολογισμό των συντελεστών   
[image: image248.wmf]p
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 ,
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  ικανοποιούμε   την συνοριακή συνθήκη  του μηδενισμού των εφαπτομενικών συνιστωσών του ηλεκτρικού πεδίου δηλαδή την σχέση :  
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η οποία για την επιφάνεια  η = η1  παίρνει την μορφή :
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Έχουμε:
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       Συνεπώς  :
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Πολλαπλασιάζουμε τα δύο μέλη της (2.35) με 
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 EMBED Equation.3  [image: image258.wmf] παίρνουμε την   σχέση 
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Πολλαπλασιάζουμε  στη συνέχεια με  
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 και  ολοκληρώνουμε  από θ=0 έως π και καταλήγοντας στην σχέση :   
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Εφαρμόζουμε  την ίδια συνθήκη  για την επιφάνεια η=η2  και ακολουθώντας την ίδια διαδικασία  καταλήγουμε στην εξίσωση :
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Στις  σχέσεις   (2.37) , (2.38)  τα αθροίσματα  υπολογίζονται από  p=1  έως  άπειρο γιατί εξ ορισμού  ισχύει   
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      Αυτό μας δημιουργεί πρόβλημα στον υπολογισμό των συντελεστών μηδενικής τάξης  .Η διαδικασία για την εύρεση των εξισώσεων που πληρούν οι συντελεστές μηδενικής τάξης  περιγράφετε παρακάτω :
    Άρση  απροσδιοριστίας  συντελεστών μηδενικής  τάξης 
   Κατά  την εισαγωγή των σφαιρών στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο τονίσαμε ότι αυτές αρχικά είναι αφόρτιστες. Αυτό σημαίνει ότι τα συνολικά επαγόμενα φορτία στις επιφάνειες των σφαιρών θα είναι μηδενικά. Ισοδύναμα σε μαθηματική γλώσσα, θα λέγαμε ότι το ολοκλήρωμα της επιφανειακής πυκνότητας φορτίου  πάνω στην επιφάνεια  κάθε σφαίρας μηδενίζεται .
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.   Η  εξίσωση  (2.40)  γράφετε :
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      Αντικαθιστούμε  την έκφραση  του δυναμικού  στην (2.42) 

     Έχουμε  αναλυτικά :
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H (2.42) γράφετε διαδοχικά :
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  H ισοδύναμα :
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Για τα ολοκληρώματα που εμφανίζονται  ισχύουν οι σχέσεις:
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                    αν η1 >0  
Αν  η1 <0  τότε τα ολοκληρώματα  γίνονται :

   
[image: image278.wmf](

)

(

)

)

47

.

2

(

2

1

sinh

2

1

cosh

2

cos

cosh

cos

sin

1

1

2

3

1

0

3

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

-

=

ò

=

n

p

n

p

ab

n

d

P

I

p

q

q

q

q

p

q



[image: image279.wmf](

)

(

)

)

48

.

2

(

2

1

sinh

2

1

cosh

2

1

2

cos

cosh

cos

sin

1

1

0

2

1

1

4

÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

-

=

ò

=

n

p

n

p

p

n

d

P

I

p

q

p

q

q

q

q


    και  
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Για τις υπερβολικές  συναρτήσεις υπενθυμίζουμε ότι  :
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 Η  (2.44) με  αντικατάσταση των  (2.45) ,(2.46) , (2.50)  γράφεται :
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       Η τελικά :
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     (2.52)

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία για η2 >0  καταλήγουμε σε παρόμοια  σχέση
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     (2.53)
Υπολογίζουμε ακόμα  το ολοκλήρωμα 
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       Για το προηγούμενο ολοκλήρωμα μπορούμε να πούμε ότι και διαισθητικά αναμέναμε αυτό το αποτέλεσμα, γιατί το παραπάνω ολοκλήρωμα  εκφράζει το συνολικό άθροισμα των φορτίων που επάγονται από την επίδραση και μόνον του αρχικού ομογενούς ηλεκτρικού πεδίου, το οποίο δεν προκαλεί φόρτιση των   σφαιρών  αλλά απλά μετατόπιση  φορτίων.  

     Όποτε,  οι τελικές  σχέσεις  μέσω των οποίων αίρεται  η απροσδιοριστία των συντελεστών μηδενικής τάξης είναι :
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Υπολογισμός των όρων που απομένουν  στα αθροίσματα   (2.37) , (2.38)  
  Στις σχέσεις αυτές επιδιώκουμε  να εκφράσουμε τους συντελεστές  
[image: image289.wmf]A

n

,
[image: image290.wmf]B

n

 σαν συνάρτηση των παραμέτρων του προβλήματος. Η δυσκολία  έγκειται στην αδυναμία να εφαρμοστούν άμεσα οι σχέσεις ορθογωνιότητας  των προσαρτημένων συναρτήσεων Legendre . Για το λόγο αυτό χρησιμοποιούμε  αναδρομικές σχέσεις αυτών  των συναρτήσεων. Αναφέρουμε εδώ αυτές  τις σχέσεις :  [  2  ]
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 (2.56)
 Η γενική συνθήκη ορθογωνιότητας των προσαρτημένων συναρτήσεων Legendre είναι :
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Ειδικά για μ=1 δίνει :
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Θεωρούμε το μερικό άθροισμα από την  (2.37) :
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και το ολοκλήρωμα  :
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το οποίο  με τον μετασχηματισμό  cosθ =χ γίνεται 
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 Η  εξίσωση  (2.55)  για χ πραγματικό και m =1  γράφεται :
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Οπότε  τώρα το ολοκλήρωμα  Ι1 γράφεται :
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εφαρμόζοντας  τις σχέσεις ορθογωνιότητας   έχουμε

         
[image: image301.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

+

=

+

+

+

-

-

=

+

-

+

=

1

)

3

2

)(

1

2

(

)

1

(

2

1

)

1

2

)(

1

2

(

)

1

(

2

1

p

n

n

n

n

n

p

n

n

n

n

n

I

gia

gia

                 (2.64)
Συνεπώς  το μερικό  άθροισμα  S1  γράφεται :

[image: image302.wmf]A

e

A

e

S

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

1

)

2

3

(

1

)

2

1

(

1

1

1

)

3

2

)(

1

2

(

)

1

(

)

1

2

)(

1

2

(

)

1

(

+

+

-

-

+

+

+

-

+

-

+

=

      (2.65)
Θεωρούμε τώρα το μερικό άθροισμα  από την  (2.37) :   
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 και το ολοκλήρωμα  
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που  με τον μετασχηματισμό  cosθ =χ  γράφεται :

 
[image: image305.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

I

P

P

x

P

P

P

P

x

n

I

n

n

n

n

dx

x

x

dx

x

x

n

dx

x

x

n

p

n

p

n

p

3

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

1

2

)

1

(

2

cosh

cosh

)

(cosh

1

-

+

+

=

-

=

=

ò

ò

ò

-

-

-

-

   (2.67)

Για τον υπολογισμό του ολοκληρώματος   
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     από   την  σχέση  (2.56)  για m =1 έχουμε
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και συνεπώς το ολοκλήρωμα  
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  γράφετε  :
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εφαρμόζοντας  τώρα τις σχέσεις ορθογωνιότητας   έχουμε
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  Το μερικό άθροισμα  
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 παίρνει την μορφή : 
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     (2.71)

Συνδυάζοντας  τις (2.65) , (2.71),  τα αθροίσματα που αφορούν τους συντελεστές   
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  γράφονται   :
     
[image: image314.wmf])

72

.

2

(

1

2

)

1

(

cosh

1

2

)

1

(

2

1

2

)

1

(

1

)

2

3

(

)

2

1

(

1

1

)

2

1

(

1

1

1

A

e

A

e

A

e

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

S

+

+

+

-

-

+

+

-

+

+

+

+

+

-

=


Μπορούμε τώρα να  προχωρήσουμε στην  τελική  διαμόρφωση των εξισώσεων  (2.37) , (2,38) που θα αποτελέσουν το σύστημα που πρέπει να λύσουμε για τον προσδιορισμό των συντελεστών 
[image: image315.wmf]A

n

, 
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n

 . 
Για την  (2.37) παίρνουμε :
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και για την (2.38)  αντίστοιχα : 
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     Σε συνδυασμό  με τις  εξισώσεις της (2.54) έχουμε το τελικό σύστημα (ΙΙ) για τον  προσδιορισμό των   
[image: image319.wmf]A

n

, 
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 . (δες επόμενη σελίδα)
 Τα  ολοκληρώματα του  πρώτου  μέρους των εξισώσεων του συστήματος ΙΙ  υπολογίζονται με αριθμητικό  τρόπο.

     Λύση του συστήματος  ΙΙ για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων του προβλήματος θα παρουσιάσουμε  στο κεφαλαίο  4  όπου θα κάνουμε και την σύγκριση  μεταξύ των    λύσεων των συστημάτων  (Ι) , (ΙΙ) που προέκυψαν από το σφαιρικό και το δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων αντίστοιχα.  

      Το σύστημα ΙΙ είναι  :
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                              Σύστημα ( ΙΙ )
Υπολογισμός   των  επιφανειακών πυκνοτήτων  φορτίου των δύο σφαιρών 

   Έχουμε  ήδη στην (2.41) αναφέρει  σχέση που δίνει την   επιφανειακή πυκνότητα φορτίου για την σφαίρα με  επιφάνεια η=η1 . 
Αφού αντικαταστήσουμε  και εκτελέσουμε τις πράξεις  παίρνουμε την τελική σχέση για την επιφανειακή πυκνότητα φορτίου  εκει.  
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         (2.73)

Με   την ίδια διαδικασία υπολογίζουμε και την επιφανειακή πυκνότητα φορτίου για την σφαίρα με  επιφάνεια η=η2 . 
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Στις (2.73), (2.74)  οι συντελεστές 
[image: image327.wmf]p

A

,
[image: image328.wmf]p

B

  υπολογίζονται απ ό την λύση του συστήματος  (ΙΙ).

                       Ηλεκτρικό  πεδίο 
  Η γενική έκφραση  
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      με δεδομένη την ανεξαρτησία της λύσης από την συντεταγμένη φ στις  δισφαιρικές συντεταγμένες  γράφεται :

[image: image330.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

¶

F

¶

+

¶

F

¶

-

-

=

q

q

q

q

i

i

n

a

n

n

E

n

r

r

r

cos

cosh

,


Χρησιμοποιώντας   τους υπολογισμούς που ήδη έχουμε κάνει για τις μερικές παραγώγους  στο παρόν κεφάλαιο το ηλεκτρικό πεδίο παίρνει την μορφή : 
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          ΚΕΦΑΛΑΙΟ    3
      Εισαγωγή  διηλεκτρικών σφαιρών σε 

              ομοιόμορφο  ηλεκτρικό πεδίο 

    ΟΙ  διαφορές  στο πρόβλημα που έχουμε  να μελετήσουμε τώρα σε σχέση με  αυτό του κεφαλαίου 2, είναι ότι  οι σφαίρες  δεν  είναι  πλέον αγώγιμες αλλά διηλεκτρικές .  Η ουσιώδης  διαφορά έγκειται στο ότι  το ηλεκτρικό πεδίο  στο εσωτερικό των δυο σφαιρών δεν  μηδενίζεται, αλλά θα προκύψει από την λύση της εξίσωσης  Laplace  σε τρεις διαφορετικές περιοχές .   
   Για τις  θέσεις  των δυο σφαιρών και γενικά  για τις παραμέτρους του προβλήματος ισχύουν  αυτά που έχουμε αναφέρει  στο κεφάλαιο 2 .Η διαδικασία που θα ακολουθήσουμε θα είναι ίδια και η λύση θα παρουσιασθεί και στα δυο συστήματα συντεταγμένων.

   Η περαιτέρω  δυσκολία του προβλήματος  έγκειται στην επιβολή των συνοριακών συνθηκών για την εύρεση του συστήματος  που ικανοποιούν οι συντελεστές της απειροσειράς των συναρτήσεων Legendre, οι οποίες δίνουν τις λύσεις του προβλήματος.  
             3.1  Λύση σε σφαιρικές   συντεταγμένες
     Οι  δυο σφαίρες του προβλήματος  μας είναι πλέον   διηλεκτρικές. Μία τομή της διάταξης φαίνετε  στο σχήμα  3.1 .Το αρχικό ηλεκτρικό πεδίο  είναι σταθερό κατά την διεύθυνση  του άξονα  Ζ δηλαδή  
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   οπότε το δυναμικό λόγω του ηλεκτρικού πεδίου   
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  είναι:  
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  Αν θεωρήσουμε το σημείο  Ο  σαν σημείο αναφοράς ,  τότε τα δυναμικά  στα δυο σφαιρικά συστήματα με αρχή  τα σημεία  Ο και Ο’ γράφονται :
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  Μετά την  τοποθέτηση  των δυο σφαιρών θα έχουμε και δευτερογενή  πεδία λόγω των φορτίων πόλωσης που επάγονται στις επιφάνειες των δυο σφαιρών. Το δυναμικό ικανοποιεί την εξίσωση  Laplace σε όλο τον χώρο οι λύσεις όμως διαφοροποιούνται από την ύπαρξη διαφορετικής διηλεκτρικής σταθεράς σε κάθε περιοχή . Συνεπώς  ο χώρος υποδιαιρείτε σε  τρεις περιοχές :

     Περιοχή  I    όπου    r<R1       (εσωτερικό πρώτης σφαίρας)
     Περιοχή  II    όπου    r’<R2    (εσωτερικό δεύτερης σφαίρας)
     Περιοχή  III    όπου    r>R1    και   r>R1   (εξωτερικό και των δύο σφαιρών)
  Πριν προχωρήσουμε  στην συγκεκριμένη  έκφραση της λύσης  σε κάθε περιοχή θα κάνουμε μερικές γενικές παρατηρήσεις που αφορούν  συνολικά  όλα τα  σημεία του χώρου .

      α)  Στο πρόβλημα  έχουμε  αξονική συμμετρία  και συνεπώς οι λύσεις έχουν ανεξαρτησία  από την συντεταγμένη  φ.

                     [image: image337.png]


    
                                                   σχήμα   3.1
     β)  Οι οριακές συνθήκες μας  επιβάλλουν να θεωρήσουμε απειροσειρά  συναρτήσεων Legendre .

  γ)  Το δυναμικό θα εκφράζεται με την βοήθεια των συναρτήσεων Legendre  πρώτου είδους 
[image: image338.wmf](
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  .Οι συναρτήσεις  δευτέρου είδους 
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  δεν   θα χρησιμοποιηθούν  γιατί απειρίζονται όταν  θ=0 ή θ=π  δηλαδή  πάνω  στον άξονα Ζ. 

  δ) Επιπλέον  οι λύσεις πρέπει να είναι παντού πεπερασμένες. Ιδιαίτερη προσοχή απαιτείται όταν  
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    Με βάσει  αυτές τις παραδοχές  μπορουμε να βρούμε σε κάθε περιοχή την έκφραση του δυναμικού .

          Περιοχή  Ι    
  Έστω τυχαίο σημείο  Σ1  εσωτερικό της  σφαίρας  1  και εξωτερικό της σφαίρας 2  (r<R1 , r’>R2) και Φ1 , Φ2 αντίστοιχα τα δυναμικά  τα επαγόμενα από τις δυο σφαίρες σ’ αυτό .
Είναι :
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          Περιοχή  IΙ    
  Έστω τυχαίο σημείο  Σ2  εσωτερικό της  σφαίρας  2  και εξωτερικό της σφαίρας 1  (r>R1 , r’<R2) και Φ1 , Φ2 αντίστοιχα τα δυναμικά  τα επαγόμενα από τις δυο σφαίρες σ’ αυτό .

 Τότε έχουμε :
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          Περιοχή  IIΙ    
  Έστω τυχαίο σημείο  Σ3 εξωτερικό  των δύο σφαιρών  (r>R1 , r’>R2), και Φ1 , Φ2 αντίστοιχα τα δυναμικά  τα επαγόμενα από τις δυο σφαίρες εκεί .
Είναι :
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      Για  τους συντελεστές μηδενικής  τάξης  σε κάθε περιοχή  έχουμε:
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      περιοχή  Ι      
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      περιοχή  ΙΙ   
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      περιοχή  ΙΙΙ   

  Παρατηρούμε ότι η εξάρτηση  του δυναμικού  από τον παράγοντα  
[image: image351.wmf]r
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  προϋποθέτει   την ύπαρξη  επιφανειακών  φορτίων πόλωσης ανεξαρτήτων από τη γωνία θ (και φ)  το οποίο  είναι άτοπο αφού  το συνολικό φορτίο πόλωσης είναι πάντα μηδενικό . Άρα οι συντελεστές  των  όρων μηδενικής τάξης μηδενίζονται , δηλαδή  :

            B0 = C0 = K0 = L0 =0  
   Ακόμη  θα  έχουμε  και  A0 = D0 =0   καθώς  αυτοί οι όροι   εκφράζουν  σταθερό δυναμικό  σε κάθε σημείο των περιοχών Ι, ΙΙ το οποίο πάλι  δεν μπορεί να ισχύει  διότι τα επιφανειακά φορτία πόλωσης εξαρτώνται από τις γωνίες θ και θ’.   
     Το συνολικό δυναμικό  συνεπώς  για τις τρεις περιοχές,  θα έχει  δείκτη     άθροισης  n =1,2,3,. . .  και η γενική έκφραση του  είναι :
                περιοχή  Ι      
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               περιοχή  ΙΙ   

[image: image353.wmf](

)

(

)

'

cos

cos

cos

'

1

1

1

0

1

2

q

q

q

P

r

D

P

r

C

n

n

n

n

n

n

n

n

r

E

å

å

F

¥

=

¥

=

S

+

+

-

=

+

           (3.9)
             περιοχή  ΙΙΙ        
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   Για τον προσδιορισμό του συστήματος των εξισώσεων   που ικανοποιούν οι συντελεστές χρειαζόμαστε  δυο συνοριακές  συνθήκες .

Αυτές  είναι :
        1η   Συνθήκη :
Η  συνάρτηση που δίνει το δυναμικό είναι συνεχής στις οριακές επιφάνειες των δυο σφαιρών  που σημαίνει :
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      2η   Συνθήκη :
Η συνέχεια  της κάθετης παραγώγου του δυναμικού στις επιφάνειες των δυο σφαιρών , δηλαδή η συνεχεία της κάθετης συνιστώσας της διηλεκτρικής μετατόπισης. Αυτό ισχύει γιατί κατά την εισαγωγή τους οι δυο σφαίρες ήταν αφόρτιστες και επομένως η επιφανειακή  πυκνότητα του ελεύθερου φορτίου είναι μηδενική.

    Η συνθήκη αυτή γράφεται αλγεβρικά :
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  Για να μπορούμε να ικανοποιήσουμε τις οριακές συνθήκες θα πρέπει να εκφράσουμε τις συναρτήσεις των δυναμικών με την βοήθεια μόνο των συντεταγμένων  r,θ  ή μόνον των συντεταγμένων  r’ ,θ’ . Αυτό το επιτυγχάνουμε με την βοήθεια των σχέσεων  (2.14), (2.15), που έχουμε αναφέρει στο κεφάλαιο   2.
  Πριν εφαρμόσουμε την πρώτη οριακή συνθήκη  γράφουμε τις συναρτήσεις δυναμικού με την βοήθεια μόνο των συντεταγμένων r, θ  :
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Οπότε η πρώτη από τις  (3.11)    με αντικατάσταση  γίνετε :
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 Μία  προφανής λύση  της παραπάνω εξίσωσης  είναι η :
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η  οποία ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες  και άρα από το θεώρημα μοναδικότητας είναι και  η μοναδική λύση  δηλαδή :
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Για την ικανοποίηση της  δεύτερης  από τις  (3.11)  γράφουμε τις συναρτήσεις δυναμικού με την βοήθεια των συντεταγμένων r’, θ’  :
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Οπότε με αντικατάσταση παίρνουμε :
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 Έχουμε και εδώ  παρόμοια  προφανή λύση και για τους ίδιους λόγους που αναφέραμε παραπάνω είναι και μοναδική δηλαδή :
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Συνδυάζοντας  τις (3.13) , (3.14)  καταλήγουμε στις
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    Από την   (3.15) φαίνεται  ότι αρκεί ο υπολογισμός δυο σειρών  συντελεστών  για τον υπολογισμό όλων. Για λόγους απλότητας  και οικονομίας πράξεων  γράφουμε τις συναρτήσεις του δυναμικού με την χρήση δυο σειρών  συντελεστών, των 
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    (3.18)
Πριν προχωρήσουμε στην περαιτέρω  επεξεργασία  στην πρώτη των σχέσεων  (3.12) υπολογίζουμε τις  μερικές παραγώγους   
[image: image375.wmf]r

¶

F

¶

S

3

  ,  
[image: image376.wmf]r

¶

F

¶

S

1

 αφού τις εκφράσουμε σαν συναρτήσεις των r, θ  . Έχουμε διαδοχικά :
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και για την δεύτερη  μερική παράγωγο  έχουμε :
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Αντικαθιστούμε  και παίρνουμε διαδοχικά 
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   και τέλος 
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     Από την (3.19),  για να εκφράσουμε τους συντελεστές  
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 συναρτήσει των δεδομένων του προβλήματος,  χρησιμοποιούμε τις σχέσεις ορθογωνιότητας των συναρτήσεων  Legendre . Πολλαπλασιάζουμε με  
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Και με χρήση των σχέσεων ορθογωνιότητας
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έχουμε   :
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Για την δεύτερη  των (3.12) ακολουθούμε την  ίδια διαδικασία. Υπολογίζουμε τις μερικές παραγώγους   
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Με αντικατάσταση στην δεύτερη της (3.12) παίρνουμε :
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και  εκτελώντας τις πράξεις  καταλήγουμε στην σχέση:
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             (3.22)
  Συνεχίζοντας την διαδικασία  για την ανάπτυξη του πρώτου μέρους σε σειρά συναρτήσεων Legendre   πολλαπλασιάζουμε με  
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    και ολοκληρώνουμε από  θ=0 έως π.
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  (3.23)  

   Έχοντας υπ’ όψη τις σχέσεις ορθογωνιότητας των συναρτήσεων  Legendre  παίρνουμε  τελικά :
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            (3.24)
Οι εξισώσεις  (3.21) , (3.24) μαζί με τις   (3.15)  αποτελούν το σύστημα  μέσω των οποίων θα προσδιορίσουμε τους συντελεστές.  
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                                          Σύστημα   ΙΙΙ
                     Ηλεκτρικό  πεδίο 
          Περιοχή  Ι   
Εσωτερικό της  σφαίρας  1   :
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          Περιοχή ΙΙ 
Εσωτερικό της  σφαίρας  2  :
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          Περιοχή  ΙΙΙ    
Εξωτερικό των δύο σφαιρών  :
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  ΟΙ συντελεστές
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  υπολογίζονται από τη λύση του συστήματος  (ΙΙΙ) .
                 3.2 Λύση σε δισφαιρικές  συντεταγμένες 
    Η διάταξη  των σφαιρών  και η διεύθυνση  του ηλεκτρικού  πεδίου παραμένει ίδια όπως και στην προηγούμενη μελέτη του προβλήματος με την βοήθεια των σφαιρικών συντεταγμένων . Αλλάζουμε τώρα τον τρόπο με τον οποίο περιγράφουμε τον χώρο χρησιμοποιώντας διαφορετική γεωμετρία . Μία τομή των σφαιρών και μια  εποπτική παρουσίαση των δισφαιρικών συντεταγμένων  δίνουμε στο σχήμα  3.2 . Το τυχαίο  σημείο Ρ1 του χώρου περιγράφετε από τρεις συντεταγμένες (η1, θ1,φ1). ΟΙ σταθερές επιφάνειες των σφαιρών, με ακτίνες R1 , R2,  δίνονται από τις σταθερές  τιμές της συντεταγμένης  η . Η σφαίρα με ακτίνα R1  η=η1  (η1 < 0 ) και η σφαίρα με ακτίνα R2  έχει η=η2  (η2 > 0 )   .
   Το ζητούμενο είναι πάλι ο υπολογισμός του συνολικού δυναμικού στον χώρο και μέσω αυτού ο υπολογισμός  του  ηλεκτρικού πεδίου παντού.

  Η μέθοδος που θα ακολουθήσουμε είναι περίπου η ίδια με αυτήν  που αναπτύξαμε  κατά την μελέτη της εισαγωγής  σε ομογενές ηλεκτρικό πεδίο  των δυο αγώγιμων σφαιρών  κάνοντας χρήση δισφαιρικών συντεταγμένων. 
       [image: image412.png]



                                                σχήμα  3.2
     Έχουμε  λοιπόν το ομογενές ηλεκτρικό πεδίο  
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  και συνεπώς για το δυναμικό   
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  . Αν θεωρήσουμε σαν επιφάνεια αναφοράς  την  z=0  μπορούμε να θέσουμε  c =0. Εκφράζοντας το δυναμικό σε δισφαιρικές συντεταγμένες παίρνουμε :
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    Επειδή στον χώρο έχουμε τρεις διαφορετικές περιοχές για τον προσδιορισμό του δυναμικού  απαιτείται η λύση της εξίσωσης Laplace  σε  κάθε μία από αυτές .  

             Έστω  Φ1 ,Φ2  τα επαγόμενα δυναμικά   στο εσωτερικό των δυο  σφαιρών  και Φεξ  το επαγόμενο δυναμικό στον εξωτερικό χώρο των δυο σφαιρών.
     Για κάθε περιοχή αναλυτικά έχουμε : (δες αρχικές παραγράφους  της ενότητας  2.2  του κεφαλαίου  2)
         Περιοχή  Ι
 Στο   τυχαίο σημείο  Σ1 εσωτερικό της σφαίρας με ακτίνα R1  παρατηρούμε   ότι ο παράγοντας 
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   απειρίζεται όταν 
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. Άρα θα έχουμε εξάρτηση μόνον από τον παράγοντα 
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         Περιοχή  IΙ
 Στο   τυχαίο σημείο  Σ2 εσωτερικό της σφαίρας με ακτίνα R2  παρατηρούμε  ότι ο παράγοντας 
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 άρα θα έχουμε εξάρτηση μόνον από τον παράγοντα 
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   οπότε :   
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         Περιοχή  IIΙ
 Στο   τυχαίο σημείο  Σ3 εξωτερικό των δυο σφαιρών με ακτίνες  R1 , R2  παρατηρούμε ότι δεν έχουμε πρόβλημα απειρισμού  παραγόντων    οπότε :   
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Συνεπώς τα  συνολικά δυναμικά στις τρεις διαφορετικές περιοχές γράφονται :
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    Θα υπολογίσουμε τώρα τους συντελεστές  
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      Εφαρμογή της πρώτης συνθήκης :
     Στην οριακή επιφάνεια   της πρώτης σφαίρας  (η = η1 )  έχουμε :
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οπότε  εύκολα έχουμε  :
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Στην οριακή επιφάνεια   της δεύτερης  σφαίρας  (η = η2 )  έχουμε :
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    οπότε  εύκολα έχουμε  :
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Εφαρμογή της δεύτερης συνθήκης :
     Στην οριακή επιφάνεια   της πρώτης σφαίρας  (η = η1 )  η συνθήκη αυτή γράφετε αλγεβρικά :
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  Με αντικατάσταση   και εκτέλεση πράξεων  παίρνουμε :
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Πολλαπλασιάζοντας  με  
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  και αναδιατάσσοντας τους όρους παίρνουμε :
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         Για να εκφράσουμε τους συντελεστές 
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  σαν συνάρτησεις μόνο των αρχικών παραμέτρων, πρέπει να αναπτύξουμε την συνάρτηση του πρώτου μέρους της  (3.32) σε σειρά  Legendre . Αυτό το επιτυγχάνουμε πολλαπλασιάζοντας την  (3.32) με 
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    και ολοκληρώνοντας από θ=0 έως π .  
Εκτελούμε τις πράξεις  και έχουμε  την έκφραση :
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Στην οριακή επιφάνεια   της δεύτερης  σφαίρας  (η = η2 )  η συνθήκη αυτή γράφεται :
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   Με αντικατάσταση  έχουμε :
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  Ακολουθούμε   παρόμοια διαδικασία όπως και στην περίπτωση της πρώτης  σφαίρας με την διαφορά ότι  η οριακή επιφάνεια περιγράφεται τώρα από  την  παράμετρο η=η2 και η διηλεκτρική σταθερά είναι ίση με ε2 .

   Μετά από μερικές πράξεις καταλήγουμε  στην  έκφραση : 
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       (3.34)
    Υπολογισμός  όρων που απομένουν στις  (3.33) , (3.34)
   Παρατηρούμε ότι στις  σχέσεις  (3.33) , (3.34) μόνο  στους μισούς όρους μπορούμε να εφαρμόσουμε απ’ ευθείας τις σχέσεις ορθογωνιότητας των συναρτήσεων  Legendre . Για την εφαρμογή τους και στους άλλους όρους  θεωρούμε το μερικό άθροισμα :  
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Υπολογίζουμε  πρώτα το ολοκλήρωμα : 
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  το οποίο με τον μετασχηματισμό  
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    Με την  χρήση της αναδρομικής σχέσης   [ 2  ]
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   παίρνουμε :
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συνεπώς  το μερικό  άθροισμα  S  γράφεται :
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 η τελικά 
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Tα ολοκληρώματα του πρώτου μέρους στην πράξη υπολογίζονται  με αριθμητική  ολοκλήρωση . Υπάρχουν  όμως τύποι που μας δίνουν την ακριβή και αναλυτική τους έκφραση .
Οι τύποι για αυτά  τα ολοκληρώματα είναι :
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           με η1 >0  
Αν  η1 <0 , τότε τα ολοκληρώματα  γίνονται :
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    και  
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 Συνδυάζοντας  όλες αυτές τις σχέσεις μπορούμε να εκφράσουμε με πλήρη, ακριβή και αναλυτικό τρόπο  τις εξισώσεις που πληρούν οι  προσδιοριστέοι συντελεστές .
  Για το σύστημα  ΙV  (δες επόμενη σελίδα )  παρατηρούμε ότι  παρά την πολυπλοκότητα που αποκτά το πρόβλημα με την εισαγωγή στο ηλεκτρικό πεδίο διηλεκτρικών σφαιρών τα ολοκληρώματα που εμφανίζονται υπολογίζονται με ακριβή και αναλυτικό τρόπο. Αποτέλεσμα μη αναμενόμενο ,το  οποίο βέβαια προσδίδει στις λύσεις εκτός των άλλων και αισθητική αξία  .
   Λύση του συστήματος (ΙV) καθώς και του συστήματος (ΙΙΙ)  της προηγούμενης ενότητας για συγκεκριμένες τιμές των παραμέτρων του προβλήματος θα παρουσιάσουμε  στο κεφαλαίο  4  όπου θα κάνουμε και την σύγκριση  μεταξύ των δυο   λύσεων των συστημάτων  (ΙΙΙ) , (ΙV) που προέκυψαν από το σφαιρικό και το δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων αντίστοιχα. 
   Συνολική  παρουσίαση του συστήματος  (ΙV) δίνουμε  αναλυτικά στην επόμενη  σελίδα.
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                                                      Σύστημα  IV
                            Ηλεκτρικό πεδίο 
   Θα δώσουμε και εδώ  την έκφραση  του ηλεκτρικού πεδίου   για κάθε περιοχή .

  Η γενική έκφραση  
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      με δεδομένη την ανεξαρτησία της λύσης από την συντεταγμένη  φ στις  δισφαιρικές συντεταγμένες  γράφεται :
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Αντικαθιστούμε   την  συνάρτηση δυναμικού για  κάθε περιοχή και αφού εκτελέσουμε τις πράξεις έχουμε αναλυτικά :
           Περιοχή  Ι
Στο   εσωτερικό της σφαίρας με οριακή επιφάνεια  ( η = η1 ) 
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           Περιοχή  ΙΙ
Στο   εσωτερικό της σφαίρας με οριακή επιφάνεια  ( η = η2 ) 

   
[image: image477.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

)

41

.

3

(

}

cos

cos

cosh

cos

2

cos

cosh

sin

cos

cosh

sin

sinh

{

}

cos

cosh

sinh

cosh

cos

2

1

cos

cosh

cos

2

cos

cosh

sinh

{

,

1

)

2

1

(

0

2

3

)

2

1

(

0

0

2

0

0

)

2

1

(

2

3

)

2

1

(

0

q

q

q

q

a

q

q

q

q

q

q

q

q

a

q

q

i

B

a

n

B

n

n

n

E

i

n

n

n

E

p

B

a

n

B

n

n

n

E

P

e

P

e

P

e

P

e

p

n

p

p

p

p

n

p

p

p

n

p

p

n

p

p

p

n

p

p

p

r

r

r

+

-

¥

=

+

-

¥

=

¥

=

+

-

+

-

¥

=

å

å

å

å

-

-

-

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

-

-

=

                     
           Περιοχή  ΙΙΙ
Στο   εξωτερικό των δύο σφαιρών 
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             ΚΕΦΑΛΑΙΟ      4
     Μέχρι  τώρα οι αναζητήσεις και οι κατασκευές λύσεων που  επιζητούσαμε έγιναν σε  ένα επίπεδο τελείως  θεωρητικό . Έχουμε καταλήξει σε κάθε περίπτωση που εξετάσαμε σε ένα σύστημα   2 η   (η = 1,2,3 …)   εξισώσεων με    2 η    αγνώστους  οι οποίοι είναι οι συντελεστές της απειροσειράς  Legendre  στην οποία αναπτύσσεται η λύση .  
   Στο παρόν κεφάλαιο  θα επιλύσουμε  αυτά τα συστήματα για συγκεκριμένες  τιμές των παραμέτρων του προβλήματος και θα ελέγξουμε την ορθότητα των θεωρητικών λύσεων συγκρίνοντας  τα αριθμητικά αποτελέσματα που προκύπτουν από το σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων και το δισφαιρικό  σύστημα συντεταγμένων αντίστοιχα. Η διαδικασία αυτή θα ήταν αδιανόητη πριν  μερικές δεκαετίες  αφού ο όγκος των υπολογισμών που απαιτούνται είναι  απαγορευτικός για οποιαδήποτε σκέψη ότι μπορεί να γίνει με το χέρι. Η χρήση των ηλεκτρονικών υπολογιστών κάνει αυτή την διαδικασία εφικτή και σχετικά εύκολη .

     Η επεξεργασία έγινε με την βοήθεια του λογισμικού πακέτου  Mathematika  που επιτρέπει την γραφή των εξισώσεων με φυσικό και μαθηματικό τρόπο . Η σύγκλιση των λύσεων μπορεί να θεωρηθεί ικανοποιητική, αφού διατηρώντας τους δεκαπέντε πρώτους όρους των απειροσειρών  επιτυγχάνουμε συμφωνία  αποτελεσμάτων  των τεσσάρων ή και πέντε πρώτων δεκαδικών ψηφίων,  μεταξύ των λύσεων που προκύπτουν από τα δύο διαφορετικά συστήματα συντεταγμένων. Η διατήρηση επιπλέον των πρώτων δεκαπέντε  όρων  κατά την λύση  είναι δυσχερής,  αφού  η πολυπλοκότητα των συναρτήσεων  Legendre για  η>15  αυξάνεται δραματικά , δεν είναι όμως και απαγορευτική. 
     Για τον έλεγχο της συμφωνίας των αποτελεσμάτων  θεωρούμε ότι και στα δύο συστήματα συντεταγμένων υπάρχει  ενσωματωμένο  το ίδιο σύστημα  καρτεσιανών συντεταγμένων . Δηλαδή  οι θέσεις των σφαιρών  ως προς αυτό  είναι  σταθερή και στα δύο συστήματα. Έτσι, επιλέγοντας ένα σημείο στις  καρτεσιανές     συντεταγμένες  μπορούμε να βρούμε τις συντεταγμένες του στο σφαιρικό και δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων  και να υπολογίσουμε την αριθμητική τιμή του δυναμικού ή του ηλεκτρικού πεδίου  για κάθε σύστημα συντεταγμένων . Οι  μετασχηματισμοί αυτοί  περιγράφονται στο παράρτημα ΙΙ.           

     Τυπικές τιμές  των παραμέτρων που χρησιμοποιούμε  κατά την λύση είναι :

Για τις ακτίνες  των δύο σφαιρών  R1 = 0.4 m  ( με z<0  δηλαδή η σφαίρα κάτω από το επίπεδο z=0  )   R2 =0.5 m   (z>0 ) . Απόσταση  των δύο σφαιρών  d=1.5 m . Το μέτρο του ηλεκτρικού πεδίου Ε0 =10 v/m . Στην περίπτωση των διηλεκτρικών σφαιρών παίρνουμε επιπλέον σχετική διηλεκτρική σταθερά  ε1 =2 για την σφαίρα με ακτίνα  R1 = 0.4 m   και ε2 = 3  για την σφαίρα με ακτίνα  R2 = 0.5 m  .  
   Αριθμητικά  αποτελέσματα σύγκριση λύσεων  και γραφικές  παραστάσεις θα παρουσιάσουμε παρακάτω . Η παρουσίαση θα γίνει ξεχωριστά για τις αγώγιμες  και τις διηλεκτρικές σφαίρες .
               4.1   ΑΓΩΓΙΜΕΣ   ΣΦΑΙΡΕΣ 
     Ξέρουμε ότι κατά την εισαγωγή των αγώγιμων σφαιρών στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο αυτές αποκτούν  επιφανειακό φορτίο,  το οποίο έχει σαν συνέπεια το δυναμικό πάνω στις επιφάνειες των δύο σφαιρών  να έχει σταθερή τιμή. Λόγω συμμετρίας της διάταξης  η λύση είναι ανεξάρτητη της συντεταγμένης  φ . Για τους υπολογισμούς μας  επιλέγουμε χωρίς βλάβη της γενικότητας  φ=0 που ισοδύναμα  για τις καρτεσιανές συντεταγμένες σημαίνει  ψ=0 . Οι  τιμές του θ κυμαίνονται από  0 εως  π , με βήμα 0.1. Παρατηρούμε συμφωνία τουλάχιστον τεσσάρων δεκαδικών ψηφίων. 
      α)  Τιμές του δυναμικού  στην επιφάνεια της σφαίρας  με ακτίνα  R1 = 0.4m  που προκύπτουν από την λύση στο σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων  (z<0).
 [image: image479.wmf]8

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

<


     [image: image480.wmf]6.616904223087208


           Οι αντίστοιχες τιμές του δυναμικού  στην επιφάνεια της σφαίρας  με ακτίνα        R1 = 0.4m  που προκύπτουν από την λύση στο δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων  (z<0). 

[image: image481.wmf]8

8

6.61691

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

,

8

6.6169

<

<


           [image: image482.wmf]6.616904423138225`


    β)  Τιμές του δυναμικού  στην επιφάνεια της σφαίρας  με ακτίνα  R2 = 0.5m  που προκύπτουν από την λύση στο σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων  (z>0). 
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       Οι αντίστοιχες τιμές του  δυναμικού    στην επιφάνεια  της σφαίρας  με  ακτίνα       R2 = 0.5m  που προκύπτουν από την λύση στο δισφαιρικό σύστημα συντεταγμένων  (z>0). 
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     γ)   Παρακάτω  παραθέτουμε τιμές του δυναμικού στο χώρο εκτός  των σφαιρών, που προκύπτουν  από  την λύση στο σφαιρικό και δισφαιρικό  σύστημα, αντίστοιχα,  για τιμές του  χ=0.5 στην πρώτη γραμμή που αυξάνεται  κατά 0.2 σε κάθε επόμενη γραμμή.   Παρατηρούμε  ότι όσο  μεγαλύτερη είναι η απόσταση από τις δύο σφαίρες, τόσο καλύτερη συμφωνία αποτελεσμάτων  επιτυγχάνεται  και η τιμή του δυναμικού  συγκλίνει στην τιμή του δυναμικού στην αρχική τιμή του  (Φ= -zE0  ) πριν την εισαγωγή των σφαιρών στο ομογενές ηλεκτρικό πεδίο,  το  οποίο είναι  αναμενόμενο. 
               z=0.5                        z=0.7                          z=0.9                         z=1.1
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   Στις  επόμενες   σελίδες  παρουσιάζουμε τις γραφικές παραστάσεις  της επιφανειακής πυκνότητας φορτίων των δύο σφαιρών. Στις δύο πρώτες γραφικές παραστάσεις η απόσταση μεταξύ των σφαιρών είναι σταθερή και αλλάζουμε το μέγεθος τους. Στις επόμενες δύο γραφικές παραστάσεις διατηρούμε  σταθερό  το  μέγεθος  των σφαιρών και  μεταβάλουμε την απόσταση τους . 
   Όλες  οι γραφικές παραστάσεις δίνονται σαν συναρτήσεις  της συντεταγμένης θ  των σφαιρικών συντεταγμένων .
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                                                                    Σχήμα   4.1
Η   απόσταση  των κέντρων  είναι  d=2.2m  .    Το τμήμα της επιφάνειας  της σφαίρας  με θ κοντά στο μηδέν  είναι 
θετικά  φορτισμένο και βρίσκεται    κοντά στην  σφαίρα  2, με αποτέλεσμα  να παρουσιάζονται υψηλές τιμές και αποκλίσεις.
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                                                                                      Σχήμα   4.2
      Η απόσταση  των κέντρων  είναι  d=2.2  .    Εδώ οι αποκλίσεις παρουσιάζονται όταν η τιμή του θ πλησιάζει 
 το π, δηλαδή στην  περιοχή που είναι    κοντά στην άλλη σφαίρα.
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                                                                                            Σχήμα   4.3

      Το  μέγεθος των σφαιρών παραμένει σταθερό.(R1=.4m , R2=.5m ).  Η απόκλιση είναι μεγαλύτερη  στο τμήμα της επιφάνειας που βρίσκεται  πλησιέστερα  προς την άλλη σφαίρα.

[image: image492.wmf]p

�

4

p

�

2

3

p

�

4

p

q

-30

-20

-10

10

20

30

s

2

H

¶

0

c

�

m

2

L

Å

pijan

¶

iak

Þ

pukn

ü

thta

jort

ß

ou

thV

sja

ß

raV

2

m

¶

akt

ß

na

R2

=

0.5

d

=

10

d

=

2

d

=

1.5


                                                                               Σχήμα   4.4
Το  μέγεθος των σφαιρών παραμένει σταθερό.(R1=.4m , R2=.5m ). Η απόκλιση είναι μεγαλύτερη στο τμήμα της  επιφάνειας που βρίσκεται  πλησιέστερα  προς την άλλη σφαίρα.

            4.2   ΔΙΗΛΕΚΤΡΙΚΕΣ   ΣΦΑΙΡΕΣ 
   α)   Στο  εσωτερικό των  διηλεκτρικών σφαιρών  το δυναμικό είναι συνάρτηση  της σχετικής  διηλεκτρικής  σταθεράς  και των συντεταγμένων. Τιμές του δυναμικού  στο εσωτερικό της σφαίρας με ακτίνα R1=.4m  που προέκυψαν από το σφαιρικό και το δισφαιρικό σύστημα,  αντίστοιχα,  παραθέτουμε παρακάτω. Οι τιμές της μεταβλητής  χ  ξεκινούν από χ =0.01 και αυξάνονται κατά 0.07 για κάθε γραμμή .
                         Σφαιρικές  συντεταγμένες
       z=-0.6             z=-0.66            z=-0.72          z=-0.78          z=-0.84         z=-0.90  
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                  Δισφαιρικές συντεταγμένες
     z=-0.6             z=-0.66            z=-0.72          z=-0.78          z=-0.84         z=-0.90  
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        Παρατηρούμε  μεγάλη συμφωνία αποτελεσμάτων  . Για το λόγο αυτό  χρησιμοποιήσαμε  για την  γραφή τους οκτώ  δεκαδικά ψηφία.

     β)   Συνεχίζουμε  με τιμές  του δυναμικού  στο εσωτερικό της σφαίρας με ακτίνα  R2= 0.5m. Για τις τιμές  της μεταβλητής  χ  ισχύουν τα ίδια με τα προηγούμενα .
                       Σφαιρικές  συντεταγμένες
        z=0.6              z=0.7               z=0.8                 z=0.9             z=1,0              z=1,1  
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                    Δισφαιρικές συντεταγμένες
      z=0.6              z=0.7               z=0.8                 z=0.9             z=1,0              z=1,1  
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Παρατηρούμε  ότι οι  αποκλίσεις από την  αρχική τιμή του  δυναμικού   (Φ  =-zE0  ) είναι  σημαντικές . 
      γ)  Κλείνουμε  τις  αριθμητικές  παρουσιάσεις  παραθέτοντας τιμές  του  δυναμικού και για σημεία εξωτερικά των δύο σφαιρών . Οι  τιμές της μεταβλητής  χ ξεκινούν από  χ= 0.4  και αυξάνονται  για κάθε γραμμή  κατά  0.2  

                       Σφαιρικές  συντεταγμένες
      z=0.6              z=0.8               z=1,0                 z=1,2             z=1,4              z=1,6  
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                        Δισφαιρικές συντεταγμένες
      z=0.6              z=0.8               z=1,0                 z=1,2             z=1,4              z=1,6  
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     Παρατηρούμε  ότι όσο μακρύτερα  από τις σφαίρες  βρίσκονται  τα σημεία  τόσο  μικρότερη μεταβολή  στο αρχικό δυναμικό  παρουσιάζεται .  Βλέπουμε  ότι για μεγάλες αποστάσεις  έχουμε σύγκλιση στην τιμή Φ  =-zE0  

           Στις  επόμενες   σελίδες  παρουσιάζουμε τις γραφικές παραστάσεις  της επιφανειακής πυκνότητας πόλωσης φορτίων  των δύο σφαιρών. ΟΙ σχέσεις μέσω των  οποίων υπολογίζονται   τα επιφανεικά φορτία πόλωσης είναι :
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Στις δύο πρώτες  γραφικές παραστάσεις η απόσταση των σφαιρών  μεταβάλλεται αλλά παραμένει σταθερό το  μέγεθος τους. Στις επόμενες δύο γραφικές παραστάσεις διατηρούμε  σταθερή την απόσταση των κέντρων δύο σφαιρών και  μεταβάλλουμε το μέγεθος  τους . 
   Όλες  οι γραφικές παραστάσεις δίνονται σαν συνάρτηση της γωνίας θ. 
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                                                                                  Σχήμα   4.5

     Το  μέγεθος των σφαιρών παραμένει σταθερό.(R1=.4m , R2=.5m ).   Η  πυκνότητα των φορτίων πόλωσης  είναι μικρότερη στα τμήματα των επιφανειών που βρίσκονται  πλησιέστερα  προς την άλλη σφαίρα, διότι εκεί η συνιστώσα η  

του ηλεκτρικού πεδίου παίρνει μικρότερες τιμές  (πίνακας Ι).    Παρατηρούμε ακόμα ότι όσο απομακρύνουμε τις σφαίρες τόσο η κατανομή  γίνετε συμμετρική .
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                                                                                   Σχήμα 4.6

Το  μέγεθος των σφαιρών παραμένει σταθερό.(R1=.4m , R2=.5m ).   Η  πυκνότητα των φορτίων πόλωσης  είναι μικρότερη στo τμήμα της επιφάνειας που βρίσκεται  πλησιέστερα  προς την άλλη σφαίρα ,διότι εκεί η συνιστώσα η  

του ηλεκτρικού πεδίου παίρνει μικρότερες τιμές  (πίνακας Ι).   Παρατηρούμε ακόμα ότι όσο απομακρύνουμε τις σφαίρες τόσο η κατανομή  γίνεται συμμετρική .
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                                                                                         Σχήμα  4.7
Η   απόσταση  των κέντρων  είναι  d=2.5m  . Το τμήμα της επιφάνειας  της σφαίρας  με θ κοντά στο μηδέν   
βρίσκεται    κοντά στην άλλη σφαίρα , όπου η συνιστώσα η  του ηλεκτρικού πεδίου παίρνει μικρότερες τιμές  (πίνακας Ι).       Με αποτέλεσμα και τα φορτία πόλωσης  να παίρνουν μικρές τιμές .
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                                                                                       Σχήμα  4.8

   Η απόσταση  των κέντρων  είναι  d=2.5  .    Εδώ οι μικρές τιμές της πυκνότητας φορτίων πόλωσης  παρουσιάζονται όταν η τιμή του θ πλησιάζει  το π, δηλαδή στην  περιοχή που είναι   κοντά στην άλλη σφαίρα. Οι μεγαλύτερες τιμές για την σφαίρα με ακτίνα R2 οφείλονται στην μεγαλύτερη σχετική διηλεκτρική σταθερά που έχει (ε2 =3) .

                    ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ   Ι 
         Σχέση μεταξύ φυσικών  διαστάσεων  (R1,R2 ,d ) 
                και         δισφαιρικών     συντεταγμένων   
               [image: image505.png]Nz 4%70
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                                                   σχήμα  Π.1
      Στο σχήμα  Π.1  βλέπουμε μια  τομή των δύο σφαιρών  και τα αντίστοιχα φυσικά μεγέθη που προσδιορίζουν  την σχετική τους θέση. Θέλουμε να προσδιορίσουμε  τα η1 ,η2 ,α  συναρτήσει των   ακτινών  R1 , R2   και της διακέντρου  d = w1 +w2   .
     Από την θεώρηση των  εξισώσεων  (1.38)  της  πρώτης οικογένειας των παραμετρικών κύκλων στο διπολικό σύστημα συντεταγμένων   έχουμε  ότι :
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      και  για τις ακτίνες 
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οπότε :
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υψώνουμε στο τετράγωνο  και παίρνουμε :
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συνεχίζοντας  έχουμε
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    Η σχέση αυτή ισχύει για κύκλους  που δεν επικαλύπτονται  δηλαδή για  
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Οι  εκφράσεις  για τα η1 <0  και η2 >0  είναι :
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   Αφού είναι γνωστά πλέον τα η1 ,η2  μέσω των σχέσεων Π1.1 υπολογίζουμε  τις εκφράσεις  για  τα  w1 , w2 .
                      ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ   ΙΙ

          Μετατροπή  των καρτεσιανών συντεταγμένων σε σφαιρικές 

                        και δισφαιρικές  συντεταγμένες  
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                                             σχήμα  Π2.1

       Έστω  σημείο  Σ(x,y,z)  το οποίο προσδιορίζετε με την βοήθεια των καρτεσιανών συντεταγμένων . Θέλουμε  να βρούμε  τις συνταγμένες του στο σφαιρικό και στο δισφαιρικό σύστημα  συντεταγμένων . Στην ανάλυσή μας  θα περιοριστούμε στα σημεία με φ=0 λόγω της ανεξαρτησίας   της λύσης  από την συντεταγμένη φ και στα δύο συστήματα που, ισοδύναμα σημαίνει ψ = 0   . Θεωρούμε  γνωστές τις σχέσεις για τον υπολογισμό των  w1, w2 ,n1 n2  που αναφέρονται στο παράρτημα Ι .

      Α)  Για το σφαιρικό σύστημα με αρχή το Ο1  από το σχήμα Π2.1 έχουμε  :
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           και 
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  Από το τρίγωνο  Ο1Ο2Σ  με χρήση του θεωρήματος συνημιτόνων  παίρνουμε :
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     Οι  σχέσεις  (Π2.2)  εκφράζουν τις συντεταγμένες του σημείου  Σ στο σύστημα των σφαιρικών συντεταγμένων  με αρχή το Ο2  .

    Β) Δισφαιρικό σύστημα  συντεταγμένων . 

     Ξεκινάμε από τις σχέσεις που συνδέουν τις καρτεσιανές  και τις δισφαιρικές  συντεταγμένες  
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  οι οποίες για φ=0 γίνονται :
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      Ισχύει     
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Από την  (Π2.6)  παίρνουμε :
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Υψώνουμε στο τετράγωνο  τις  (Π2.5)  και (Π2.7)  και λύνουμε ως   
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   καταλήγοντας   στους τύπους : 
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Οι τελικές σχέσεις  για  τις συντεταγμένες  η, θ  είναι :  
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  ( -π<θ<π)      (Π2.9)
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                            ΠΙΝΑΚΑΣ  Ι

    Οι τιμές που παρουσιάζουμε προέρχονται από το ηλεκτρικό πεδίο στο εσωτερικό των σφαιρών 1 και 2. Δίνουν  το μέτρο του ηλεκτρικού πεδίου κατά την  συνιστώσα  η  πάνω  στις  επιφάνειες των  σφαιρών 1 και 2 .(η=η1 ,και η=η2 ). ΟΙ σφαίρες είναι και οι δύο διηλεκτρικές . Τα αριθμητικά αποτελέσματα  δίνονται σαν συνάρτηση της γωνίας θ των σφαιρικών  συντεταγμένων  από,  θ=0 έως θ=π  με βήμα 0.1 .   
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