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Περίληψη

Σκοπός της εργασίας είναι η μελέτη του προβλήματος της σταθεροποίησης της γωνιακής ταχύτητας ενός στερεού σώματος.Οι εξισώσεις του Euler,που περιγράφουν το εν λόγω φυσικό σύστημα, αποτελούν ένα σύστημα μη-γραμμικών διαφορικών εξισώσεων, και για το λόγo αυτό η προσέγγιση που κάνουμε είναι μέσω της θεωρίας Lyapunov. Στο πρώτο μέρος της εργασίας (κεφάλαια 1-2),παρουσιάζουμε θεμελιώδεις ιδιότητες των δυναμικών συστημάτων, και αναλύουμε την θεωρία Lyapunov για την ευστάθεια δυναμικών συστημάτων. Έμφαση δίνεται στο θεώρημα του La'Salle το οποίο και χρησιμοποιούμε στην συνέχεια για την αντιμετώπιση του βασικού μας προβλήματος. Το κεφάλαιο 3 αποτελεί μια σύντομη εισαγωγή στο πρόβλημα της σταθεροποίησης δυναμικών συστημάτων. Τα κεφάλαια 4-5 αποτελούν την βασική μας μελέτη. Στο κεφάλαιο 4 δείχνουμε ότι η γωνιακή ταχύτητα ενός στερεού με έναν άξονα συμμετρίας δύναται να σταθεροποιηθεί με χρήση μόνο μιας ροπής ελέγχου. Στο κεφάλαιο 5 προσεγγίζουμε το πρόβλημα με μια γενικότερη μέθοδο, η οποία παρέχει ταυτόχρονα μια ρητή έκφραση της ανάδρασης που σταθεροποιεί το σύστημα.
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Abstract

The aim of this essay is to study the problem of the stabilizability of the angular velocity of a rigid body. The Euler equations, which provide a mathematical model for the system, consist a system of non-linear differential equations. Therefore, the main tool used to study the problem is Lyapunov theory. In the first part of the essay (chapters 1-2) we discuss fundamental properties of dynamical systems, and analyse basics of Lyapunov theory. Special attention is being payed to LaSalle's theorem. Chapter 3 is a short introduction to the general problem of stabilazation. Chapters 4-5 constist the main body of our work. In chapter 4 we prove that the angular velocity of a rigid body with one axis of symmetry can be smoothly stabilized with a single torque controller.In Chapter 5 we discuss a different (and more general) approach,which also exhibits an expression for the feedback control.       
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Πρόλογος

  Το αντικείμενο της αυτής εργασίας μπορεί να τοποθετηθεί σε έναν τομέα που βρίσκεται μεταξύ της επιστήμης του μηχανικού και της επιστήμης των μαθηματικών, για τον οποίο έχει επικρατήσει ο όρος εφαρμοσμένα μαθημα- τικά. Τα χρόνια των σπουδών μου στο τμήμα Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Υπολογιστών του ΕΜΠ,  με  έκαναν  να  αντιληφθώ  έναν  γενικό 

τρόπο με τον οποίο ένας μηχανικός αντιμετωπίζει ένα πρόβλημα, τον οποίο προσωπικά συνοψίζω στα παρακάτω βήματα.

1) Παρατήρηση των φυσικών φαινομένων που συνιστούν το πρόβλημα.

2) Προσπάθεια μαθηματικής περιγραφής αυτών των φαινομένων, ή, καταχρη- στικά, "μετάφραση" της "υλικής" γλώσσας των φαινομένων στην μαθηματική γλώσσα, όσο αυτό είναι εφικτό.

3)Συλλογισμός σε μαθηματική γλώσσα.

4)Υλοποίηση των αποτελεσμάτων, "μετάφραση" δηλαδή των αποτελεσμάτων από την μαθηματική γλώσσα, στην "υλική" γλώσσα του προβλήματος. Και πάλι, όσο αυτό είναι εφικτό.

  Με βάση αυτό το σκεπτικό, ο κλάδος των εφαρμοσμένων μαθηματικών, σαν επιστήμη που προσπαθεί να αντιμετωπίσει κάποια από τα προβλήματα       που συναντώνται κατά την παραπάνω διαδικασία, αποκτά έναν σαφή ρόλο:     Της δημιουργίας "λέξεων" και μεθόδων μαθηματικού συλλογισμού, ικανών τό-     σο να περιγράφουν τα φυσικά φαινόμενα που συνιστούν ένα συγκεκριμένο πρόβλημα, όσο και να δίνουν υλοποιήσιμες απαντήσεις.

  Η εργασία μελετάει ένα συγκεκριμένο φυσικό πρόβλημα, αυτό της σταθερο- ποίησης της γωνιακής ταχύτητας ενός στερεού σώματος. Το πρόβλημα μετα- φράζεται μαθηματικά στην σταθεροποίηση ενός σημείου ισορροπίας ενός συστήματος μη γραμμικών διαφορικών εξισώσεων. Το βασικό εργαλείο      που χρησιμοποιείται είναι η θεωρία Lyapunov.

  Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου κ. Ιωάννη Τσινιά,τόσο για την πολύτιμη βοήθειά του κατά την σύνταξη του παρόντος,

όσο και για τις πολύ χρήσιμες βιβλιογραφικές υποδείξεις.    

                                                                          Αθήνα, Μάρτιος του 2005 

Κεφάλαιο 1 

Θεμελιώδεις ιδιότητες δυναμικών συστημάτων

1.1 Mοντελοποίηση φυσικών συστημάτων

  Στην εργασία αυτή ασχολούμαστε με ντετερμινιστικές διαδικασίες πεπερα- σμένης διάστασης που έχουν την ιδιότητα της διαφορισιμότητας ως προς τον

χρόνο. 

  Μια διαδικασία καλείται πεπερασμένης διάστασης αν ο αριθμός των μετα- βλητών κατάστασης που την περιγράφουν είναι πεπερασμένος.

  Μια διαδικασία καλείται ντετερμινιστική αν το γεγονός  ότι η διαδικασία βρίσκεται σε μια συγκεκριμένη κατάσταση, σε μια δεδομένη χρονική στιγμή, καθορίζει πλήρως και μοναδικά όλη την μελλοντική και παρελθοντική της πορεία.

  Τέλος, μια διαδικασία είναι διαφορίσιμη ως προς τον χρόνο εάν οι χρονικές 

συναρτήσεις που περιγράφουν την αλλαγή της κατάστασης της είναι διαφορίσιμες ως προς τον χρόνο.

   Συγκεκριμένα, το μαθηματικό μοντέλο που χρησιμοποιούμε για να περι- γράψουμε τις διαδικασίες αυτές, είναι ένα σύστημα n-διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης
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  το n-διάστατο διάνυσμα κατάστασης. 
[image: image1]   Σε συστήματα που περιγράφονται από εξισώσεις της μορφής (1.1)  η μελ- λοντική  και η παρελθοντική πορεία της κατάστασης εξαρτάται τόσο από την αρχική τους κατάσταση, όσο και από την χρονική στιγμή στην οποία το σύ- στημα βρέθηκε σε αυτή την κατάσταση. Συστήματα τέτοιου τύπου καλούνται μη αυτόνομα.

  Σε συστήματα στα οποία το δεξιό μέλος της (1.1) εξαρτάται αποκλειστικά από το διάνυσμα κατάστασης 
[image: image6.wmf]x

, η πορεία της κατάστασης εξαρτάται από- κλειστικά από την αρχική κατάσταση του συστήματος, χωρίς να επηρεάζεται από την χρονική στιγμή στην οποία το σύστημα βρέθηκε εκεί. Συστήματα τέ- τοιου τύπου καλούνται αυτόνομα, με την έννοια ότι οι φυσικοί νόμοι που τα διέπουν δεν αλλάζουν με τον χρόνο. 

Παράδειγμα 1.1.1 Έστω το απλό εκκρεμές που φαίνεται στο σχήμα (1.1.1)
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                                        Σχήμα  1.1.1         

  Έστω 
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 η μάζα του σφαιριδίου, 
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 το μήκος της ράβδου και 
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 η γωνία που σχηματίζει το εκκρεμές με την κατακόρυφη διεύθυνση. Έστω ότι η δύναμη τριβής που ασκείται στο σφαιρίδιο είναι ανάλογη της ταχύτητας του με συντελεστή 
[image: image10.wmf]k

. Με εφαρμογή του  δεύτερου νόμου του Νεύτωνα κατά την εφαπτομενική διεύθυνση κίνησης του σφαιριδίου λαβαίνουμε την εξίσωση
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που είναι η διαφορική εξίσωση κίνησης του συστήματος. Αν στην συνέχεια

θέσουμε 
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,λαβαίνουμε το μοντέλο ενός αυτόνομου συστήματος στον χώρο κατάστασης 
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το οποίο είναι ένα σύστημα της μορφής (1.1). Ο όρος 
[image: image14.wmf]2

k

x

m

-

 οφείλεται στην δύναμη τριβής που ασκείται στο σφαιρίδιο. Εάν δεν υπάρχει τριβή (
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[image: image16.wmf].

12

.

2

1

sin

xx

g

xx

l

=

=-


Και στις δύο περιπτώσεις ,τα σημεία ισορροπίας του συστήματος δίνονται από τις  
[image: image17.wmf].
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1.2 Μερικές αναγκαίες ιδιότητες που πρέπει να έχει το     

      μοντέλο

  Σε αυτή την παράγραφο αναφέρουμε μερικές αναγκαίες απαιτήσεις που πρέ- πει να ικανοποιεί ένα μαθηματικό μοντέλο της μορφής (1.1), προκειμένου να αποτελεί μια αποδεκτή μαθηματική περιγραφή ενός φυσικού συστήματος.

  Με τον όρο “λύση”  
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 του προβλήματος αρχικών τιμών 
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στο χρονικό διάστημα 
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τέτοια ώστε:

(i) οι χρονικές παράγωγοι 
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 να υπάρχουν σχεδόν  κάθε 
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(ii) Η απεικόνιση 
[image: image30.wmf]()

x

×

 να ικανοποιεί την (1.2.α), δηλαδή 
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σχεδόν για κάθε 
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 ικανοποιεί την αρχική συνθήκη (1.2.b), δηλαδή
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Ύπαρξη και μοναδικότητα των λύσεων

  Πειραματιζόμενοι με ένα φυσικό σύστημα που έχει τις ιδιότητες που ανα- φέρθηκαν στην παράγραφο 1.1 ,όπως το εκκρεμές αναμένουμε τα εξής:

1) Ξεκινώντας το σύστημα από μια αρχική κατάσταση 
[image: image35.wmf]o

x

, σε μια δεδομένη 

    χρονική στιγμή to,περιμένουμε ότι το σύστημα θα κινηθεί και ότι η κατά-      

    σταση του θα είναι καθορισμένη τις επόμενες χρονικές στιγμές 

2) Δεδομένου ότι το φυσικό σύστημα είναι ντετερμινιστικό, περιμένουμε ότι     

    εάν επαναλαμβάναμε το πείραμα με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, θα παρατη-

    ρούσαμε την ίδια ακριβώς κίνηση.

   Εάν (1.2.α) είναι το μοντέλο του συστήματος, οι απαιτήσεις αυτές μετα- φράζονται μαθηματικά με την απαίτηση το πρόβλημα αρχικών τιμών

(1.2.α),(1.2.b) να έχει μοναδική λύση για κάθε 
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Το θεώρημα που ακολουθεί [Khalil] παρέχει ικανές συνθήκες για την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης 
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Θεώρημα 1.2.1 Έστω
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 θετικοί αριθμοί.                                                                  

                          Τότε υπάρχει ένα 
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>0 τέτοιο ώστε το πρόβλημα αρχικών   

                          τιμών (1.2.a) , (1.2.b) έχει μοναδική λύση στο διάστημα
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  Μία συνάρτηση 
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 που ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεωρήματος 1.2.1 λέμε ότι ικανοποιεί μια συνθήκη Lipschitz σε μια περιοχή του 
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 είναι τοπικά Lipschitz στο 
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 στο σύνολο [
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 υπάρχει μια γειτονιά 
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 και μία  σταθερά Lo>0 έτσι ώστε η (1.3) να ισχύει για κάθε 
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  Όταν η (1.3)  ισχύει για κάθε 
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 που είναι τοπικά Lipschitz στο σύνολο [
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 δεν είναι απαραίτητα Lipschitz σε αυτό, αφού η (1.3) μπορεί να μην ισχύει για όλα τα 
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  Οι υποθέσεις του Θεωρήματος για την 
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   Εάν 
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Παράδειγμα 1.2.2 Έστω το μονοδιάστατο σύστημα
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 και το Θεώρημα 1.2.1  δεν μπορεί να εφαρμοστεί πέρα από την χρονική στιγμή 
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Το θεώρημα [Khalil] που ακολουθεί εξασφαλίζει την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης στο διάστημα [
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Θεώρημα 1.2.3  Έστω 
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                          Τότε, το πρόβλημα (1.2.α)-(1.2.b) έχει μοναδική λύση 
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  Η διαφορά μεταξύ των Θεωρημάτων 1.2.1 και 1.2.2 βρίσκεται στο ότι το Θεώρημα 1.2.1 απαιτεί την την ισχύ της συνθήκης Lipschitz σε μια περιοχή του 
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 ,που είναι μια υπόθεση αρκετά περιοριστική. Το θεώρημα [Khalil] που ακολουθεί παρέχει ικανές συνθήκες για την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης, απαιτώντας την τοπική ισχύ της συνθήκης  Lipschitz στα σημεία ενός συνόλου.

Θεώρημα 1.2.4  Έστω
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image137.wmf]W
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                          προβλήματος (1.2.α)-(1.2.b) παραμένει στο  
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  Η εφαρμογή του  Θεωρήματος 1.2.4 απαιτεί κάποιες υποθέσεις για τις λύσεις του συστήματος. Μια χρήσιμη μέθοδος για να εξασφαλίσουμε τις υποθέσεις του Θεωρήματος 1.2.4 είναι η μέθοδος της συνάρτησης Lyapunov,που θα αναλύσουμε στο επόμενο κεφάλαιο (βλ. σημείωση 2.2.4) Μια εφαρμογή του προηγούμενου θεωρήματος φαίνεται στο παράδειγμα που ακολουθεί.   

Παράδειγμα 1.2.5 Έστω το μονοδιάστατο σύστημα
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χρονική στιγμή  η λύση  
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 θα μειώνεται. Ομοίως , εάν κάποια χρονική στιγμή η λύση έχει αρνητική τιμή η παράγωγός της θα είναι θετική, και η λύση 
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Ορισμός 1.2.6 Λέμε ότι ένα σύστημα της μορφής (1.1) είναι τέλειο

                       (complete) εάν για κάθε 
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Συνέχεια των λύσεων ως προς τις αρχικές συνθήκες 

  Μια ακόμα απαίτηση που έχουμε από ένα μοντέλο της μορφής (1.1) είναι η συνεχής εξάρτηση των λύσεων του από τις αρχικές συνθήκες. Μια μικρή αλλαγή στην αρχική συνθήκη του προβλήματος (1.2.α),(1.2.b) δεν πρέπει να

οδηγεί σε μεγάλη απόκλιση της λύσης .

Η απαίτηση αυτή διατυπώνεται ως εξής:
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 του συστήματος (1.1) που περνούν από αυτά τα σημεία, ορισμένες σε ένα κοινό διάστημα [α,b] , 
[image: image163.wmf]o

t

,
[image: image164.wmf]1

t

Î

 (α,b).

  Για κάθε ε>0 , πρέπει να υπάρχει ένα δ>0 , τέτοιο ώστε για  |
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    Το θεώρημα  [Βrauer-Nohel] που ακολουθεί παρέχει ικανές συνθήκες για την ισχύ της παραπάνω απαίτησης.

Θεώρημα 1.2.7 Έστω 
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1.3 Περιγραφή και ιδιότητες των αυτόνομων συστημάτων

   Τα συστήματα που θα μας απασχολήσουν στην συνέχεια είναι τα αυτόνομα

συστήματα. Στην παράγραφο αυτή θα αναφέρουμε κάποιες χαρακτηριστικές 

ιδιότητες των αυτόνομων συστημάτων, που θα επικαλεστούμε στην συνέχεια.

Έστω λοιπόν το αυτόνομο σύστημα 
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  Για τους σκοπούς μας, ας  υποθέσουμε ότι η 
[image: image189.wmf]f

 είναι συνεχής και έχει συνε- χείς μερικές παραγώγους. Για την απλοποίηση των εννοιών που θα περιγρά- ψουμε ας  υποθέσουμε προς το παρόν ότι το (1.4) είναι  τέλειο.

  Όπως αναφέρθηκε, οι λύσεις των αυτόνομων συστημάτων εξαρτώνται μόνο από την αρχική κατάσταση του συστήματος ,και όχι από την χρονική στιγμή στην οποία το σύστημα βρέθηκε στην κατάσταση αυτή.  Θα συμβολίσουμε με
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που ικανοποιεί την (1.4):
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και την αρχική συνθήκη

                                    
[image: image199.wmf](0,)

i

ooi

xxx

=

 ,
[image: image200.wmf]1,...,

in

=

                                     (1.6)

η οποία θα μας δώσει την πορεία του συστήματος πριν και μετά από την

χρονική στιγμή 
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     Από το θεώρημα μοναδικότητας της λύσης για το (1.4), από κάθε σημείο του 
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 διέρχεται το πολύ μία τροχιά , ή ισοδύναμα, δυο διαφορετικές τροχιές δεν μπορεί να τέμνονται σε ένα σημείο του 
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  Εύκολα επίσης δείχνεται ότι αν 
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(μοναδική) λύση που περνάει από την κατάσταση 
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Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι οι δύο λύσεις έχουν την ίδια τροχιά στον χώρο κατάστασης 
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, αλλά διέρχονται από το ίδιο σημείο διαφορετικές χρονικές στιγμές, που απέχουν κατά  
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Η ιδιότητα της ημιομάδας

  Από τα παραπάνω συνάγεται και μια σημαντική ιδιότητα των λύσεων ενός 

αυτόνομου συστήματος, γνωστή και ως ιδιότητα της ημιομάδας.
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Αποδείξαμε λοιπόν την παρακάτω πρόταση

Πρόταση 1.3.1 (ιδιότητα της ημιομάδας) Για τις  λύσεις 
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  Τέλος,σημειώνουμε ότι στην περίπτωση που το σύστημα δεν είναι τέλειο, οι προαναφερθείσες ιδιότητες έχουν τοπικό χαρακτήρα ως προς τον χρόνο.  

Κεφάλαιο 2

Ευστάθεια-Τα Θεωρήματα Lyapunov και La’Salle

2.1 Σημεία ισορροπίας-ορισμός της ευστάθειας

  Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με το ζήτημα της ευστάθειας των αυτόνομων δυναμικών συστημάτων. Οι ορισμοί και τα αντίστοιχα αποτε- λέσματα θα χρησιμοποιηθούν στην συνέχεια για την μελέτη της σταθερο- ποίησης ενός συστήματος ,δηλαδή της  επιλογής των εισόδων του με τέτοιο τρόπο ώστε το σύστημα να είναι ευσταθές.

   Για παράδειγμα, έστω το σύστημα του απλού εκκρεμούς του παραδείγ- ματος 1.1.1. Εάν στο σφαιρίδιο επιβληθεί μια ροπή 
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,το μοντέλο κατά- στασης του συστήματος παίρνει την μορφή 
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  Με κατάλληλη επιλογή της εισόδου 
[image: image251.wmf]T

, μπορούμε να επηρρεάσουμε την απόκριση συστήματος και να επιτύχουμε μια επιθυμητή συμπεριφορά.

  Η μελέτη του προβλήματος της σταθεροποίησης ανάγεται στην μελέτη

της  ευστάθειας ενός σημείου ισορροπίας μιας διαφορικής εξίσωσης. Το

σημαντικότερο εργαλείο στην μελέτη της ευστάθειας ενός συστήματος

είναι η θεωρία Lyapunov,την οποία και θα αναλύσουμε στην συνέχεια.

  Έστω λοιπόν το αυτόνομο σύστημα   
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και ας υποθέσουμε ότι ότι η 
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Ορισμός 2.1.1 Το σημείο 
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 καλείται σημείο ισορροπίας του (2.1), αν και

                        μόνο αν 
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  Από το θεώρημα μοναδικότητας, είναι φανερό πως αν σημείο αφετηρίας του

συστήματος (2.1) είναι το σημείο 
[image: image256.wmf]eq
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 κάποια χρονική στιγμή  
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Λήμμα 2.1.2 Έστω 
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 μια λύση του (2.1), η οποία περνάει από ένα σημείο

                     του 
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 που δεν είναι σημείο ισορροπίας. Έστω 
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                     σημείο ισορροπίας του (2.1).Ισχύει η συνεπαγωγή 
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Απόδειξη:   Έστω 
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Το τελευταίο όμως σημαίνει ότι το πρόβλημα αρχικών τιμών που ορίζεται      

από το (2.1) και  την αρχική συνθήκη  
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,που είναι άτοπο, λόγω της  μοναδικότητας     

των λύσεων. Καταλήγουμε πως υποχρεωτικά  
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  Το παραπάνω λήμμα δίνει μια πρώτη πληροφορία για την συμπεριφορά των

λύσεων ενός αυτόνομου συστήματος. Οποιαδήποτε λύση που περνάει από σημεία που δεν είναι σημεία ισορροπίας, δεν μπορεί να φτάσει ένα σημείο ισορροπίας σε πεπερασμένο χρόνο. Μπορεί μόνο να τείνει ασυμπτωτικά σε αυτό.

  Στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι το σημείο ισορροπίας  
[image: image274.wmf]eq
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 του (2.1) ταυτί- ζεται με την αρχή των αξόνων. Η υπόθεση αυτή γίνεται χωρίς βλάβη της γενικότητας, αφού κάθε σημείο ισορροπίας μπορεί με κατάλληλη γραμμική αλλαγή συντεταγμένων να μεταφερθεί στο 
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Ορισμός 2.1.3 Το σημείο ισορροπίας 
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· ασταθές αν δεν είναι ευσταθές.

· ασυμπτωτικά ευσταθές αν και μόνο αν είναι ευσταθές,

και το 
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 μπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε

             
[image: image282.wmf]||||lim(,)0

oo

t

xxtx

d

®+¥

<Þ=

.   
       



                         (α)                                                    (b)

                   Σχήμα 2.1.3 : (α) ευστάθεια ,(b) ασυμπτωτική ευστάθεια           

Παράδειγμα 2.1.4 Στο παράδειγμα 1.1.1 του προηγούμενου κεφαλαίου εξά-

                             γαμε τις εξισώσεις του απλού εκκρεμούς, 
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Τα σημεία ισορροπίας του συστήματος είναι τα (0,
[image: image284.wmf]n
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αντιστοιχούν στην θέση που φαίνεται στο σχήμα 2.1.3.α,ενώ τα σημεία για 
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στην θέση που φαίνεται στο σχήμα 2.1.3.b.


                               




                               (α)                                           (b)

Σχήμα 2.1.4
 Παρουσία της τριβής η θέση (α) αποτελεί ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο

ισορροπίας για το σύστημα. Για οποιαδήποτε μικρή εκτροπή από την θέση (α), το σύστημα θα εκτελέσει αποσβεννυόμενες ταλαντώσεις κινούμενο προς την θέση ισορροπίας. Εάν δεν υπήρχε τριβή, η θέση (α) θα ήταν ένα ευσταθές ,αλλά όχι ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας του συστήματος: για οποιαδήποτε εκτροπή από την θέση (α) το σύστημα θα εκτελούσε μη αποσβενυόμενες ταλαντώσεις ταλαντώσεις κοντά στην αρχική θέση, αλλά δεν θα επέστρεφε ποτέ στην αρχική του θέση. Η θέση (b) αποτελεί ένα ασταθές σημείο ισορροπίας του συστήματος : για οποιαδήποτε εκτροπή από την θέση (b),το σύστημα απομακρύνεται από την αρχική του θέση.                                                            

                                                                                                           
[image: image288.wmf]D


2.2 Το θεώρημα του Lyapunov
  To θεώρημα του Lyapunov παρέχει ικανές συνθήκες για την ευστάθεια

και την ασυμπτωτική ευστάθεια ενός σημείου ισορροπίας. Το θεώρημα αυτό,

που βασίζεται στην ιδέα της συνάρτησης Lyapunov,αποτελεί ένα από τα σημαντικότερα εργαλεία της ανάλυσης μη-γραμμικών συστημάτων και της 

ποιοτικής θεωρίας διαφορικών εξισώσεων. Στην παράγραφο αυτή θα αναφέρουμε το θεώρημα, και θα αποδείξουμε το κομμάτι που αφορά στην

ευστάθεια. Θα ολοκληρώσουμε την απόδειξη του θεωρήματος με το κομμάτι

της ασυμπτωτικής ευστάθειας αργότερα (βλ. Πόρισμα 2.3.6), έχοντας προηγουμένως  αποδείξει το θεώρημα του La’Salle.
Επανερχόμαστε στο σύστημα (2.1),
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και έστω  μια συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση  
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Ορισμός 2.2.1 Ορίζουμε την χρονική παράγωγο της 
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                       τροχιές του συστήματος (2.1) ως το βαθμωτό γινόμενο
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Θεώρημα 2.2.2 (Lyapunov):Έστω 
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 σημείο ισορροπίας του (2.1),και
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.Εάν υπάρχει μια συνεχώς δια-

                           φορίσιμη συνάρτηση   
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Συνήθως, λέμε ότι μια θετικά ορισμένη συνάρτηση  
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 είναι αυστηρή συνάρτηση Lyapunov στο 
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Απόδειξη του (α):Έστω 
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 Το σύνολο των σημείων 
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Πράγματι, έστω ότι δεν ίσχυε η παραπάνω συνεπαγωγή. Τότε, θα υπήρχε
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Η τελευταία, σε συνδυασμό με το ότι 
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 που είναι άτοπο. Επομένως , η συνεπαγωγή (2.2.2.c) ισχύει. Επιλέγοντας     

 τώρα 
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Παράδειγμα 2.2.3 Έστω οι εξισώσεις του απλού εκκρεμούς χωρίς τριβή
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 Έστω 
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. Σαν συνάρτηση Lyapunov θεωρούμε την συνάρτηση ενέργειας 

του συστήματος
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Προφανώς 
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πάνω στις τροχιές του συστήματος δίνεται από
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Επομένως από το Θεώρημα 2.2.2, το 
[image: image356.wmf]0

n

Î

R

 είναι ένα ευσταθές σημείο ισορροπίας για το σύστημα. Μπορούμε να αποδείξουμε ότι δεν είναι ασυμπ- τωτικά ευσταθές : αφού  
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Σημειωση 2.2.4 Έστω το αυτόνομο σύστημα  
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  Υποθέτουμε ότι η συνάρτηση 
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 είναι τοπικά Lipschitz στο 
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Θεωρήματος 2.2.2. Επιλέγουμε 
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Λόγω του ότι 
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και κατά συνέπεια κάθε λύση που ξεκινάει στο 
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  Το 
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 είναι κλειστό και φραγμένο εξ’ορισμού. Συνεπώς, από το Θεώρημα 1.2.4 του προηγούμενου κεφαλαίου το (2.2.4.α) έχει μοναδική λύση για κάθε
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2.3 Χρονικά αναλλοίωτα σύνολα και ευστάθεια-Το  

     θεώρημα του La’Salle
  Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με μερικά σημαντικά αποτελέσματα της ποιοτικής θεωρίας διαφορικών εξισώσεων, που αφορούν την ασυμπτωτική συμπεριφορά των λύσεων. Στην συνέχεια θα δώσουμε το Θεώρημα του La’Salle,που παρέχει ικανές συνθήκες για ασυμπτωτική ευστάθεια όταν η παράγωγος της συνάρτησης Lyapunov δεν είναι αυστηρά αρνητική.

  Επανερχόμαστε στο σύστημα (2.1).Θα ονομάσουμε με 
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Ορισμός 2.3.1 Ένα σύνολο 
[image: image400.wmf]n

GÍ

R

καλείται θετικώς χρονικά  αναλλοίωτο ως  
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                        Το σύνολο 
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Ορισμός 2.3.2 Έστω 
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Σημείωση 2.3.7 Ο ισχυρισμός για κάποιο 
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σημαίνει ότι η μόνη τροχιά του συστήματος πάνω στην οποία η παράγωγος της συνάρτησης Lyapunov παραμένει 0 για κάποιο χρονικό διάστημα, είναι η  
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   To επόμενο αποτέλεσμα, για την απόδειξη του οποίου θα βασιστούμε στο Θεώρημα του La’Salle, αποτελεί το (b) μέρος του Θεωρήματος Lyapunov,που δίνει ικανές συνθήκες για ασυμπτωτική ευστάθεια.

Πόρισμα 2.3.8(ασυμπτωτική ευστάθεια) Έστω 
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Παράδειγμα 2.3.9 Θεωρούμε πάλι το σύστημα του απλού εκκρεμούς 

                              παρουσία τριβής 
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   Με συνάρτηση Lyapunov την συνάρτηση ενέργειας του συστήματος έχουμε 
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  Η παράγωγος της 
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  Έστω μια λύση του συστήματος 
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  Από το Πόρισμα 2.3.6 του Θεωρήματος La’Salle, συμπεραίνουμε
[image: image696.wmf]{0}

M

=

, και ότι κάθε λύση του συστήματος που ξεκινάει από το 
[image: image697.wmf]c

W

 πλησιάζει το
[image: image698.wmf]0

 για 
[image: image699.wmf]t

®+¥

, συνεπώς  η αρχή είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.            

                                                                                                           
[image: image700.wmf]D


2.4 Ολική ασυμπτωτική ευστάθεια

  Υποθέτουμε, ότι το σύστημα (2.1) έχει ένα σημείο ισορροπίας στο 
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Η περιοχή έλξης ενός σημείου ισορροπίας γενικά είναι πολύ δύσκολο να προσδιοριστεί αναλυτικά. Ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση στην οποία το σύνολο 
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Τα θεωρήματα που ακολουθούν βασίζονται σε όσα αναφέρθηκαν στις προηγούμενες παραγράφους, και παρέχουν ικανές συνθήκες για ολική

ασυμπτωτική ευστάθεια του σημείου ισορροπίας 
[image: image711.wmf]0

eq

x

=

.

Θεώρημα 2.4.2(ολική ασυμπτωτική ευστάθεια) Έστω 
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από την συνθήκη (2.4.2.b) συμπεραίνουμε ότι υπάρχει 
[image: image729.wmf]0

r

>


ώστε 

                            
[image: image730.wmf]{

n

cr

Bx

WÌ=Î

R

|
[image: image731.wmf]||||}

xr

£

.

Συνεπώς, το 
[image: image732.wmf]c

W

είναι κλειστό και φραγμένο, ενώ δεδομένου του ότι 
[image: image733.wmf].

()0

Vx

<

  στο 
[image: image734.wmf]{0}

D

-

, έχουμε ότι για 
[image: image735.wmf]oc

x

ÎW

                 

                  
[image: image736.wmf]((,))((0,))()

ooo

VxtxVxxVxc

£=£

,για κάθε 
[image: image737.wmf]0

t

³

,

οπότε ισχύει η συνεπαγωγή                            

                 
[image: image738.wmf](,),

ococ

xxtx

ÎWÞÎW

 για κάθε 
[image: image739.wmf]0.

t

³
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Θεώρημα 2.4.3 Έστω 
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 Από το Πόρισμα 2.3.6 του θεωρήματος  La’Salle, έχουμε ότι 
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Κεφάλαιο 3

Σταθεροποίηση δυναμικών συστημάτων

3.1 Περιγραφή και διατύπωση του προβλήματος

  Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουμε και θα διατυπώσουμε το πρόβλημα της σταθεροποίησης ενός δυναμικού συστήματος. Στην συνέχεια θα δώσουμε πα- ραδείγματα σταθεροποίησης συστημάτων, πριν προχωρήσουμε στην ανάλυση του βασικού προβλήματος, που είναι η σταθεροποίηση της γωνιακής ταχύ- τητας ενός στερεού σώματος.

   Έστω το αυτόνομο σύστημα 
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(χωρίς βλάβη της γενικότητας περιοριζόμαστε σε αυτόνομα συστήματα)
  Δοθέντος ενός συστήματος (3.1) το οποίο για 
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  Στην συνέχεια, θα δώσουμε παραδείγματα σταθεροποίησης γραμμικών και 

μη-γραμμικών συστημάτων.

3.2 Σταθεροποίηση γραμμικών συστημάτων

  Έστω ένα αυτόνομο γραμμικό σύστημα
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με ένα μοναδικό σημείο ισορροπίας στο 
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  Ως γνωστόν, το σύστημα (3.2) έχει μοναδικό σημείο ισορροπίας αν και μόνο αν 
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  Η σταθεροποίηση του (3.3) συνίσταται στην εύρεση μιας γραμμικής σχέσης 
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όπου 
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  πίνακας, τέτοιος  ώστε για τις  ιδιοτιμές του πίνακα 
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  θα είναι για το κλειστό σύστημα  
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ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας. Η πρόταση που ακολουθεί

 απαντάει στο ερώτημα, κατά πόσο υπάρχει μία γραμμική σχέση της μορφής (3.4), που να μεταθέτει τις ιδιοτιμές του κλειστού συστήματος στα επιθυμητά σημεία. 

Πρόταση 3.1.2 Έστω ότι το σύστημα (3.3) είναι ελέγξιμο (ισοδύναμα,ο    

                         πίνακας 
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 είναι πλήρους τάξης)  . 

                         Τότε, για οποιεσδήποτε επιθυμητές ιδιοτιμές του κλειστού 

                         συστήματος, υπάρχει πίνακας 
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 που να μεταφέρει τις 

                         ιδιοτιμές του πίνακα 
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στις επιθυμητές θέσεις.

3.3 Παραδείγματα σταθεροποίησης μη-γραμμικών 

     συστημάτων

  Ένα βασικό εργαλείο στην αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων είναι

η ανάλυση με συναρτήσεις Lyapunov. Εάν για μια κατάλληλα επιλεγμέ-

νη συνάρτηση Lyapunov 
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 βρεθεί μια απεικόνιση 
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η απεικόνιση 
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 ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας για το σύστημα (3.1).Στην συνέχεια δίνουμε παρα- δείγματα σταθεροποίησης συστημάτων με χρήση συναρτήσεων Lyapunov. 

Παράδειγμα 3.3.1 Θεωρούμε το σύστημα 
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Σαν συνάρτηση Lyapunov επιλέγουμε την συνάρτηση 
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Η παράγωγος της 
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 πάνω στις τροχιές του συστήματος είναι           
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Επιλέγοντας  
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και από το Θεώρημα Lyapunov, το 
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 καθίσταται ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας για το κλειστό σύστημα (3.3.1.α)-(3.3.1.b)
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Παράδειγμα 3.3.2 Έστω το σύστημα
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Θεωρούμε την συνάρτηση Lyapunov
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H παράγωγος της 
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πάνω στις τροχιές του συστήματος είναι
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Επιλέγοντας  γραμμική ανάδραση 
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 ενώ και το σύστημα παίρνει τη μορφή 
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και από το Θεώρημα του Lyapunov εξάγουμε ότι το 
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 θετικώς χρονικά αναλλοί- ωτο ως προς το σύστημα (3.3.2.c)-(3.3.2.d). Κάθε λύση που ξεκινάει από το 
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  Έστω μια λύση 
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  Επομένως, η μόνη λυση του συστήματος (3.3.2.c)-(3.3.2.d) που μπορεί να παραμείνει στο
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 για ένα χρονικό διάστημα 
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 καθίσταται για το σύστημα (3.3.2.α)-(3.3.2.b) ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας. 
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Κεφάλαιο 4

Σταθεροποίηση γωνιακής ταχύτητας στερεού σώματος με

έναν άξονα συμμετρίας

  Στο κεφάλαιο αυτό θα ξεκινήσουμε την μελέτη του βασικού μας  προβλή- ματος, που είναι η σταθεροποίηση της γωνιακής ταχύτητας ενός στερεού σώματος. Συγκεκριμένα, σε αυτό το κεφάλαιο θα δείξουμε ότι η γωνιακή ταχύτητα ενός  στερεού σώματος με έναν άξονα συμμετρίας μπορεί να σταθεροποιηθεί με χρήση μιας ροπής ελέγχου.

4.1 Εισαγωγή

  Έστω ένα στερεό σώμα και έστω 
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 η γωνιακή ταχύτητα του σώματος ως προς κάθε άξονα. Έστω 
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 η εφαρμοζόμενη ροπή ελέγχου. Ο πίνακας 
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 έχει την μορφή
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Όταν το σώμα έχει έναν άξονα συμμετρίας, δύο εκ των 
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Υποθέτοντας, χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι  
[image: image874.wmf]1231

,

IIII

=¹

,

οι εξισώσεις κίνησης του σώματος (4.1.α)  παίρνουν την μορφή
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Ορισμός 4.1.1 Έστω 
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                                   είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο (globally smoothly stabilι-             

                        zable) εάν υπάρχει μια 
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 συνάρτηση 
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 να είναι για το κλειστό σύστημα 
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                        ένα ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας. Εάν η

                        συνάρτηση 
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 μπορεί να επιλεγεί ώστε 
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 τότε το σύστημα καλείται ολικά λεία σταθερο-

                        ποιήσιμο με θετική ανάδραση. 

  Στην ανάλυση που θα ακολουθήσει, θα  δείξουμε ότι το παραπάνω σύστημα  (4.2.α)-(4.2.c) είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο.Η πρόταση που ακολουθεί

απορρίπτει την περίπτωση το σύστημα να σταθεροποιείται από μια γραμμική σχέση ελέγχου. 

Πρόταση 4.1.2 Για το σύστημα (4.2.α)-(4.2.c), δεν υπάρχει γραμμική    

                        σχέση ελέγχου ανάδρασης 
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 ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας για 

                       το κλειστό σύστημα.

Απόδειξη Έστω ότι υπάρχει ένας τέτοιος έλεγχος 
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Το κλειστό σύστημα θα έχει  την μορφή
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το σύνολο των  λύσεων του αλγεβρικού συστήματος 
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είναι το 
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. Επομένως, για κάθε 
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 υπάρχουν σημεία ισορροπίας της μορφής 
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Δεδομένου ότι έχουμε υποθέσει ότι το  
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 είναι ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές, καταλήγουμε σε άτοπο. 
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4.2 Το θεώρημα “backstepping”-σταθεροποίηση με θετική

      ανάδραση

  Στην παράγραφο αυτή θα αναπτύξουμε δύο βασικά θεωρήματα, τα οποία και θα χρησιμοποιήσουμε στην συνέχεια για να αποδείξουμε ότι το σύστημα των

(4.2.α)-(4.2.c) είναι σταθεροποιήσιμο.Πριν προχωρήσουμε στην διατύπωση και απόδειξη των βασικών θεωρημάτων, θα αναφέρουμε ένα εκ των αντιστρόφων θεωρημάτων Lyapunov [Khalil],που απεδείχθη από τον Massera, και το οποίο και θα επικαλεστούμε στην συνέχεια. Για το υπόλοιπο της εργασίας, ας υιοθετήσουμε τον συμβολισμό 
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Θεώρημα 4.2.1 Έστω
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  ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας

                         του συστήματος 
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                         Τότε, υπάρχει μία συνεχώς παραγωγίσιμη, θετικά ορισμένη 

                         συνάρτηση 
[image: image910.wmf]()

Vx

 και μια συνεχής, θετικά ορισμένη συνάρ- 

                         τηση 
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                          Εάν 
[image: image920.wmf]n

A

R

=

R

, για την 
[image: image921.wmf]()

Vx

  ισχύει επιπλέον
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  Το θεώρημα που ακολουθεί είναι γνωστό και ως θεώρημα του “backstep- ping” και μπορεί να θεωρηθεί σαν μια γενικευμένη αρχή αναλογικού-διαφο- ρικού (PD) ελέγχου.

Θεώρημα 4.2.2 Έστω ότι το σύστημα 
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                         το σύστημα 
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Απόδειξη: Το σύστημα  
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  είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο. Επο- μένως, υπάρχει μία λεία σχέση ελέγχου ανάδρασης 
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ένα ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας. Από το αντίστροφο θε- ώρημα Lyapunov, έχουμε ότι θα υπάρχει μια συνεχώς παραγωγίσιμη,θετικά ορισμένη συνάρτηση  
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Για να αποδείξουμε ότι το (4.2.2.α)-(4.2.2.b) είναι σταθεροποιήσιμο,   

θεωρούμε την θετικά ορισμένη συνάρτηση 
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προκύπτει ότι
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Eίναι όμως 
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Θέτοντας 
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 Eπομένως, με την σχέση ελέγχου  
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 καθίσταται ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές  για το (4.2.2.α)-(4.2.2.b), και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.   
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  Έχουμε ήδη δώσει τον ορισμό της σταθεροποίησης ενός συστήματος με θετική ανάδραση. Το θεώρημα που ακολουθεί, θα χρησιμοποιηθεί στην συνέχεια για να δείξουμε ότι το σύστημα (4.2.α)-(4.2.c) είναι σταθερο- ποιήσιμο με θετική ανάδραση. Για την απόδειξη του θεωρήματος θα κάνουμε χρήση του λήμματος (4.2.3), την απόδειξη του οποίου παραθέτουμε στο παράρτημα. 

Λήμμα 4.2.3 Έστω 
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Θεώρημα 4.2.4 Έστω 
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                        και ότι υπάρχει μια ασθενής συνάρτηση Lyapunov 
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                        Tότε, το σύστημα
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                        είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο με θετική ανάδραση.

Απόδειξη: Πρώτα θα αποδείξουμε ότι υπάρχει μια συνάρτηση  
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Το σύνολο στο οποίο ισχύει η ανίσωση 
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Είναι 
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, το  ευρύτερο χρονικά αναλλοίωτο υποσύνο-   λο του συνόλου 


[image: image1007.wmf].

{|()0}

n

ExVx

=Î=

R


Ισοδύναμα, λόγω της (4.2.4.f),έχουμε 
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Στα σημεία του συνόλου
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είναι 
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 και το σύστημα έχει την μορφή (4.2.4.α)

Από την υπόθεση (4.2.4.b), δεν υπάρχουν λύσεις του συστήματος 
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 είναι ένα ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας.

Επομένως, καταλήγουμε ότι οι σχέσεις (4.2.4.d)-(4.2.4.e) ορίζουν μια συνάρ- τηση 
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ένα ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας. Από το αντίστροφο θεώ- ρημα Lyapunov, ξέρουμε ότι υπάρχει θετικά ορισμένη συνάρτηση Lyapunov 
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από το Λήμμα 4.2.3 έχουμε ότι υπάρχει λεία και θετική συνάρτηση  
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Από τις (4.2.4.h), (4.2.4.i) συνεπάγεται ότι το 
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, είναι για το σύστημα   (4.2.4.c) με  
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ένα ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας. Συνεπώς το (4.2.4.c) είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο με θετική ανάδραση. 
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4.3 Η σταθεροποίηση του συστήματος 

   Στην παράγραφο αυτή θα δώσουμε την απόδειξη του βασικού αποτε- λέσματος,που αφορά την σταθεροποίηση του (4.2.α)-(4.2.c).

Θεώρημα 4.3.1 To σύστημα (4.2.α)-(4.2.c) είναι λεία ολικά 

                         σταθεροποιήσιμο.

Απόδειξη: Αρχικά, πραγματοποιούμε μια γραμμική αλλαγή συντεταγμένων

στις εξισώσεις (4.2.α)-(4.2.c).

Αρχικά εισάγουμε μεταβλητές 
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ο μετασχηματισμός αυτός είναι αντιστρέψιμος αφού η ορίζουσά του είναι 
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Οι εξισώσεις παίρνουν την μορφή 
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Θα δείξουμε ότι το σύστημα (4.3.1.α)-(4.3.1.c) είναι σταθεροποιήσιμο.Αρχικά, θα δείξουμε ότι το σύστημα 
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είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο. Αυτό θα γίνει ως εξής : θεωρούμε το σύ- στημα 

                                                            
[image: image1043.wmf].

1

2

xx

=

                                              (4.3.1.f)

                                                            
[image: image1044.wmf].

2

1

xxbu

=--

                                                       (4.3.1.g)

Το σύστημα  (4.3.1.f)-(4.3.1.g) είναι της μορφής 
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Μια ασθενής συνάρτηση Lyapunov για το σύστημα  
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 μια λύση του  συστήματος 
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Το τελευταίο ισχύει αν 
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Αν λοιπόν το 
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ένα ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας, το ίδιο ισχύει και για το σύστημα  
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αφού οι τροχιές των λύσεων των (4.3.1.h)-(4.3.1.i) και (4.3.1.j)-(4.3.2.k) συμπίπτουν, δεδομένου ότι 
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(βλ. και σημείωση που ακολουθεί).Το τελευταίο συνεπάγεται ότι το (4.3.1.d)-(4.3.1.e) είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο. 

Από το θεώρημα “backstepping” συνεπάγεται ότι και το (4.3.1.α)-(4.3.1.c) είναι ολικά λεία σταθεροποιήσιμο,και η απόδειξη ολοκληρώθηκε.  
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*Σημείωση Ο ισχυρισμός αυτός μπορεί να δειχθεί και με χρήση του Θεωρή- ματος 4.2.1. Πράγματι, αφού το 
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 είναι για το (4.3.1.h)-(4.3.1.i) ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές, υπάρχει μια συνάρτηση Lyapunov  
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 για το (4.3.1.f)-(4.3.1.g), θετικά ορισμένη, που να ικανοποιεί επιπλέον 
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Αφού όμως 
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 η τελευταία ισοδυναμεί με την ακόλουθη  
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από την οποία εξάγεται το ότι το 
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 είναι και για το (4.3.1.j)-(4.3.1.k) ένα ολικά ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας.

Κεφάλαιο 5

Σταθεροποίηση γωνιακής ταχύτητας στερεού σώματος 

Στο προυγούμενο κεφάλαιο, δείξαμε ότι η σταθεροποίηση της γωνιακής ταχύτητας ενός στερεού σώματος με έναν άξονα συμμετρίας  μπορεί να επιτευχθεί με χρήση μιας ροπής ελέγχου.Στο κεφάλαιο αυτό θα μελετήσουμε το πρόβλημα της σταθεροποίησης της γωνιακής ταχύτητας ενός στερεού σώματος,κατά την μέθοδο που προτάθηκε από τους Outbib και Sallet, η οποία βασίζεται στις ιδιότητες των συστημάτων τύπου Jurdjevic-Quinn.Το πλεονέ- κτημα αυτής τη μεθόδου είναι ότι παρέχει μια ρητή έκφραση της ανάδρασης που σταθεροποιεί το σύστημα.

5.1 Συστήματα τύπου Jurdjevic-Quinn
  Στην παράγραφο αυτή μελετάμε μια ειδική κατηγορία μη-γραμμικών συστη- μάτων, των οποίων τα δυναμικά είναι γραμμικά ως προς τον έλεγχο. Πριν δώσουμε τον ακριβή ορισμό και την  περιγραφή αυτών των συστημάτων, ας υιοθετήσουμε μερικούς συμβολισμούς που αφορούν την παράγωγο μιας λείας συνάρτησης 
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 κατά μήκος των τροχιών ενός δυναμικού συστή- ματος
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 Συμβολίζουμε με 
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που, ως γνωστόν, δίνει την χρονική παράγωγο της συνάρτησης 
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 πάνω στις τροχιές του συστήματος 
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[image: image1081.wmf]n

R


στο 
[image: image1082.wmf]R

, μέσω της οποίας σε κάθε σημείο 
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Με βάση την (5.1) έχουμε επαγωγικά
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 ή, εάν συμβολίσουμε με 
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 την τροχιά  του (5.1) που περνάει την χρονική στιγμή 
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   Η συνάρτηση 
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                        Το  (5.2) καλείται τύπου “Jurdjevic-Quinn” εάν

                        (i) Υπάρχει μια συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση      
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  Tο σύστημα έχει ένα σημείο ισορροπίας στην αρχή, το οποίο αφορά την ελεύθερη δυναμική του, που περιγράφεται από την εξίσωση (5.2) για  
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   Η σημαντικότερη ιδιότητα των συστημάτων “Jurdjevic-Quinn” περιγράφεται 
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Πρόταση 5.1.2 Το κλειστό σύστημα, που ορίζεται από τo σύστημα (5.2) και 
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Απόδειξη: Το σύστημα που προκύπτει  από την σχέση ελέγχου 
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Η παράγωγος της συνάρτησης 
[image: image1127.wmf]V

 πάνω στις τροχιές του συστήματος είναι

          
[image: image1128.wmf].

1

()()()[()()]()

m

ii

i

VxDVxXxDVxYxYx

=

éù

=+-=

êú

ëû

å

                                  

                                     
[image: image1129.wmf]2

1

()()[()()]

m

i

i

DVxXxDVxYx

=

=-=

å


                                     
[image: image1130.wmf]2

1

()[()]

m

i

i

XVxYVx

=

=-

å

                                    (5.1.2.α)      

και δεδομένου ότι  
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Από την συνθήκη (iii) του Ορισμού 5.1.1 οι δύο τελευταίες σχέσεις συνεπάγο- νται ότι 
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5.2 Εφαρμογές των συστημάτων “Jurdjervic-Quinn” στην 

     σταθεροποίηση στερεού σώματος 

   Στην παράγραφο αυτή θα δείξουμε πως με την θεωρία που αναπτύξαμε στην παράγραφο 5.1  μπορούμε να σταθεροποιήσουμε την γωνιακή ταχύτη- τα ενός στερεού σώματος.

    Έστω ένα στερεό, που περιστρέφεται γύρω από τους τρείς δοθέντες άξονες. Εάν 
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Περίπτωση 1

Υποθέτουμε ότι  
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. Στην περίπτωση αυτή θέτουμε   
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Το σύστημα έχει τη μορφή
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Πρόταση 5.2.1 Αν  
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                          σαν συνάρτηση Lyapunov, το σύστημα (5.2.1) είναι τύπου

                         “Jurdjervic-Quinn” και σταθεροποιείται από την σχέση       

                          ελέγχου  
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Απόδειξη: Θα αποδείξουμε τις συνθήκες του Ορισμού 5.1.1 
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 (ii) Επιπλέον  
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Επομένως, 
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και άρα ισχύει η συνθήκη (ii) του Ορισμού 5.1.1

(iii) Για την τελευταία συνθήκη, αρκεί να δείξουμε ότι 
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 Αν μία τουλάχιστον εκ των 
[image: image1202.wmf]123

,,

xxx

 είναι 
[image: image1203.wmf]0

, τότε, από  την (5.2.3)  θα είναι

και μία ακόμα, και από την (5.2.2) και η τρίτη. Επομένως, είναι αρκετό να δείξουμε ότι οι τρεις τελευταίες σχέσεις συνεπάγονται ότι τουλάχιστον μία εκ των 
[image: image1204.wmf]123

,,

xxx

 είναι 
[image: image1205.wmf]0

.

Από τις  (5.2.2) (5.2.3) (5.2.4) προκύπτει ότι τα διανύσματα 


[image: image1206.wmf]123

(,,)

xxxx

=

             
[image: image1207.wmf]123213312

(,,)0

vixxixxixx

==



[image: image1208.wmf](

)

222222

112332221331332112

(),(),()

wixixixixixixixixix

=+++


είναι κάθετα στο 
[image: image1209.wmf]123

(,,)

bbb

.Συνεπώς 


[image: image1210.wmf]222222

122123323113

(,,)()(),()0

Detxvwixixixixixix

=---=
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Στις δύο πρώτες περιπτώσεις, δύο εκ των μεταβλητών 
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Η τελευταία, σε συνδυασμό με την (5.2.2) δίνει  
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Σε κάθε περίπτωση, μία τουλάχιστον εκ των 
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η πρόταση 5.1.2 βεβαιώνει πως  σταθεροποιείται από τον έλεγχο 
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Σημείωση(2) Με εφαρμογή του ελέγχου  
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Εάν 
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,το κλειστό σύστημα δέχεται σαν σημεία ισορροπίας όλα τα σημεία 
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 και η αρχή δεν είναι ασυμπτωτικά ευσταθής.

  Στην περίπτωση που είχαμε 2 ή 3 εισόδους ελέγχου (ροπές) διαθέσιμες, τα αποτελέσματα θα λαμβάνονταν από τους ίδιους υπολογισμούς.

Περίπτωση 2 (συμμετρία ως προς άξονα)

   Στην προηγούμενη περίπτωση δείξαμε πως, μέσω της θεωρίας που  αναπτύ χθηκε στην παράγραφο (5.1), πραγματοποιείται η σταθεροποίηση ενός μη συμμετρικού συστήματος, με την έννοια του ότι οι ροπές αδράνειας του περιστρεφόμενου σώματος είναι διαφορετικές ως προς κάθε άξονα. Στην συνέχεια θα υποθέσουμε ότι δύο εκ των 
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Το σύστημα παίρνει την μορφή 
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Πρόταση 5.2.2 Έστω ότι ισχύει η (5.2.5).Τότε ορίζοντας  
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                       το (5.2.6) είναι τύπου “Jurdjevic-Quinn” και επομένως 

                       σταθεροποιείται από τον έλεγχο  
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Aπόδειξη: Είναι  
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    Έχουμε τις σχέσεις


[image: image1250.wmf]2222

33123312311223

()()()

1

()[()'()4()()

2

YVxDVxYx

bxxxxbxxPxbxbxPx

==

=+++++++

          

                                                                                     
[image: image1251.wmf]3333

2()'()]0

bPxbPx

++=

           (5.2.7)


[image: image1252.wmf]22

211231233

()2()()()0

XYVxabxbxxxxxPx

=--++=

                                       (5.2.8)


[image: image1253.wmf]22222

112231233

()2()()()0

XYVxabxbxxxxxPx

=-+++=

                                  (5.2.9)

Θα αποδείξουμε ότι από τις  (5.2.7), (5.2.8), (5.2.9) συνεπάγεται 
[image: image1254.wmf]3

0

x

=

.

Έστω 
[image: image1255.wmf]3

0

x

¹

.Επειδή                                

                                           
[image: image1256.wmf]3

()0

Px

>

                                                              (5.2.10)

από τις (4.2.8), (4.2.9) έχουμε ότι


[image: image1257.wmf]22

123

()0

xxx

++=

 ή 
[image: image1258.wmf]21121222

()()0

bxbxbxbx

-=+=


Η πρώτη δίνει, σε συνδυασμό με την (5.2.7) δίνει 
[image: image1259.wmf]3

0

x

=

 (άτοπο).

Η δεύτερη, με την υπόθεση ότι 
[image: image1260.wmf]22

12

()0

bb

+¹

 δίνει 
[image: image1261.wmf]12

0

xx

==

.Τότε,

από την (5.2.7) παίρνουμε ότι 


[image: image1262.wmf]'

3333

1

2()()20

2

bxPxPx

éù

++=

ëû


Όμως

      
[image: image1263.wmf]2

2

'

333

2

32332

2()()240

8

64

bba

PxPxax

a

a

éù

+

æö

éù

++=++>

êú

ç÷

ëû

èø

êú

ëû

         (5.2.11)
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και δεδομένου ότι 


[image: image1270.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image1271.wmf]22222222

12121212

2222

3333

2()

'(0)

0

2(0)

bbbbbbbb

Pa

Pb

bbbb

æö

++++

-=-=->

ç÷

èø

          (5.2.12)
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θα έδινε τα ίδια αποτελέσματα.
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Οι τέσσερις τελευταίες σχέσεις συνεπάγονται ότι  
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