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«Θερµική Ανάλυση Κινητήρα Επαγωγής» 
 
 

Περίληψη 
 
 
Η µετάδοση της θερµότητας σε διάφορα υλικά µέσα, αποτελεί πεδίο έρευνας για πολλούς 

κλάδους της επιστήµης. Ιδιαίτερα στην περίπτωση των ηλεκτρικών µηχανών η µεταβολή στη 
θερµοκρασία του κινητήρα προκαλεί σηµαντικές µεταβολές στην απόκρισή του σε διαφορετικές 
συνθήκες λειτουργίας και γι αυτό αποτελεί σηµαντική παράµετρο τόσο για τη σχεδίαση όσο και 
για την ανάλυση της συµπεριφοράς τους.   

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία έγινε µια αναλυτική αναφορά στα διάφορα θερµικά 
φαινόµενα που λαµβάνουν χώρα µέσα στον κινητήρα κατά τη διάρκεια της λειτουργίας του. Στη 
συνέχεια επιχειρήθηκε η θερµική ανάλυση ενός κινητήρα επαγωγής, µε δυο τρόπους. Ο πρώτος 
είναι µέσω της µεθόδου πεπερασµένων στοιχείων, σε δισδιάστατη γεωµετρία µέθοδος η οποία 
είναι πολύ ακριβής και λεπτοµερειακά αποτελέσµατα. Με τη µέθοδο αυτή αναλύονται µε 
µαθηµατικές εξισώσεις, το φαινόµενο της µετάδοσης θερµότητας, χρησιµοποιώντας κατάλληλες 
οριακές συνθήκες, την γεωµετρία και τα θερµικά χαρακτηριστικά των υλικών, οι πηγές 
θερµότητας και αφού το πρόγραµµα επεξεργάζεται τα δεδοµένα, καταλήγει στην κατανοµή της 
θερµοκρασίας µε µεγάλη ακρίβεια. 

Όπως αναφέρθηκε, για να γίνει η ανάλυση µε πεπερασµένα στοιχεία, χρησιµοποιήθηκε 
ηλεκτρονικός υπολογιστής και χρειάστηκε να επιλυθούν διαφορικές εξισώσεις µε µερικές 
παραγώγους προκειµένου να καταλήξουµε στο αποτέλεσµα. Επειδή σε περιπτώσεις εκτιµητών 
κατάστασης για τον έλεγχο κινητήρων δεν είναι πάντα διαθέσιµη η απαιτούµενη υπολογιστική 
ισχύς από µια τέτοια µέθοδο αναπτύξαµε ένα δεύτερο µοντέλο αναπαράστασης των θερµικών 
φαινοµένων που βασίζεται σε ισοδύναµο κύκλωµα συγκεντρωµένων παραµέτρων. Κατά τη 
µέθοδο αυτή, το θερµικό µοντέλο του κινητήρα είναι αντίστοιχο µε το ισοδύναµο ηλεκτρικά 
κύκλωµα που χρησιµοποιούνται στην ανάλυση των ηλεκτρικών µεγεθών των µηχανών.. Η 
επίλυση αυτού του κυκλώµατος γίνεται σχετικά εύκολα και γρήγορα αφού δεν υπάρχουν 
πολύπλοκοι µαθηµατικοί τύποι, παρά µόνο λίγες αλγεβρικές εξισώσεις. Και σε αυτή την 
περίπτωση, τα αποτελέσµατα συγκρίθηκαν µε πειραµατικές µετρήσεις που έγιναν στον κινητήρα 
και αποδείχθηκε ότι συµφωνούν ικανοποιητικά. 

Η εργασία αυτή συνέκρινε τις δυο εναλλακτικές µεθόδους για τη θερµική µελέτη ενός 
επαγωγικού κινητήρα ως προς την ακρίβεια, την ευκολία και την ταχύτητα εξαγωγής των 
αποτελεσµάτων. Τα αποτελέσµατα που προέκυψαν από την προτεινόµενη µέθοδο του 
ισοδυνάµου θερµικού κυκλώµατος συγκεντρωµένων παραµέτρων ανέδειξαν την καταλληλότητα 
του για χρήση σε εκτιµητές κατάστασης συστηµάτων ελέγχου ασύγχρονων κινητήρων.   
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“Thermal analysis of induction motor” 
 
 

Summary 
 

 
The heat transfer analysis in different materials constitutes an interesting field for various 

scientific branches. Particularly, in the case of electrical machines, the analysis of temperatures 
influences their response under different operating conditions that is why it constitutes an 
important investigation criterion for their design and operation analysis. 

In the present diploma thesis the different thermal phenomena developed in asynchronous 
motors have been studied. The thermal analysis of a specific induction motor has been 
undertaken by using two methods. The first one uses the method of two dimensional finite 
elements and provides detailed and accurate results. This method analyses the thermal 
phenomena by solving the respective partial differential equations with adequate boundary 
conditions and by using data concerning geometry, thermal characteristics and thermal sources 
of the device. The program processes this data and provides results concerning the temperature 
distribution in the motor with high accuracy. 

As mentioned already, the method of finite elements requires important computation means 
to provide accurate results. However, in cases of motor state estimator hardware such 
computation possibilities are not always available, that is why we have developed a second 
model for the presentation of the thermal phenomena based on thermal equivalent circuit with 
lumped parameters. The solution for such a circuit is fast and easy as it is based on a small 
number of algebraic equations. The results of this model have also been compared to 
measurements and presented good agreement. 

The present work compared these two methods of thermal analysis of an induction motor 
with respect to their speed accuracy and complexity. The obtained results from the proposed 
method using a thermal equivalent circuit demonstrated its suitability for implementation in state 
estimators of induction motor drive systems.      
 
 

Keywords 
    
   Electric machine, induction motor, heat, thermal phenomena, thermal analysis, finite elements, 
two dimensional analysis, state estimator, equivalent circuit with lumped parameters. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
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Κεφ.1 Εισαγωγή 
 
 
1.1 Γενικά για τη θερµική ανάλυση ηλεκτρικών µηχανών 
    
   Η µετάδοση της  θερµότητας αποτελεί µεγάλο σηµαντικού πεδίο ενδιαφέροντος τόσο από 
επιστήµονες και ερευνητές, όσο και από σχεδιαστές και κατασκευαστές. Αξιοσηµείωτη 
προσπάθεια έχει αφιερωθεί στην έρευνα παραδοσιακών εφαρµογών όπως χηµικών διεργασιών, 
ενεργειακών συσκευών, συµπεριλαµβανοµένων γενικά συστηµάτων ισχύος, εναλλακτών 
θερµότητας και µεγάλης ισχύος αεροστροβίλων. Άλλωστε, ένας σηµαντικός αριθµός εργασιών 
απευθύνεται σε θεµελιώδη έρευνα και σηµαντικές εφαρµογές, όπως ροή σε µικροκανάλια, 
µεταφορά βιοθερµότητας, ψύξη ηλεκτρονικών, ηµιαγωγών και ένα αριθµό φυσικών φαινοµένων 
που έχουν εύρος από αποθέµατα στους ωκεανούς έως τη µεταφορά θερµότητας σε αστρικές 
ατµόσφαιρες.  
   Όπως είναι αναµενόµενο, η ανάλυση των θερµικών φαινοµένων παρουσιάζει σηµαντικό 
ενδιαφέρον και στις ηλεκτρικές µηχανές όπου οι µεταβολές στη θερµοκρασία λαµβάνουν χώρα 
σε πολύ µεγάλη έκταση. Οι µεταβολές αυτές επηρεάζουν την απόδοση και την απόκριση των 
µηχανών και η θεώρησή τους είναι αναγκαία στον έλεγχο των µηχανών ο οποίος γίνεται ολοένα 
και περισσότερο απαραίτητος για τη βιοµηχανία και γενικότερα για τα συστήµατα ηλεκτρικής 
κίνησης που βρίσκουν εφαρµογή για παράδειγµα στα µετρό και τα ηλεκτρικά οχήµατα. Οι 
εφαρµογές αυτές αναπτύχθηκαν λόγω της ραγδαίας εξέλιξης των ηλεκτρονικών ισχύος καθώς 
και των ηλεκτρονικών συστηµάτων ελέγχου, των µικροεπεξεργαστών και των ψηφιακών 
επεξεργαστών. 
    
 
1.2 Σηµασία της θερµικής ανάλυσης για τη σχεδίαση και τον έλεγχο ηλεκτρικών µηχανών 
 
   Σε βιοµηχανικά συστήµατα µεγάλης ισχύος, όπως είναι οι ηλεκτρικές µηχανές που 
χρησιµοποιούνται σε γραµµές παραγωγής είναι φυσικό να υπάρχουν καταπονήσεις που 
προκαλούνται από τις συχνές µεταβολές των φορτίων και που σαν αποτέλεσµα έχουν τις 
υπερθερµάνσεις στα τυλίγµατα των κινητήρων. Η αλλαγή στη συµπεριφορά τους είναι 
αναµενόµενη και όλες οι προσπάθειες γίνονται για τον έλεγχο αυτής της µεταβολής και τον εν 
δυνάµει περιορισµό της. 
   Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι για την παρατήρηση της µεταβολής αυτής. Συνηθέστερες είναι 
αυτές που χρησιµοποιούν είτε ταχύµετρο για την µέτρηση των µεταβολών των στροφών, είτε 
αισθητήρες θερµότητας για τη µέτρηση των µεταβολών στη θερµοκρασία σε διάφορα µέρη της 
µηχανής. Καθεµία από αυτές όµως παρουσιάζει µειονεκτήµατα τα οποία είναι δύσκολο να 
ξεπεραστούν. Τέτοια µειονεκτήµατα είναι προβλήµατα από την αλλοίωση αποτελεσµάτων  λόγω 
σφάλµατος του χειριστή ή του οργάνου, επίσης µειονέκτηµα αποτελεί η διαδικασία που 
απαιτείται για να πάρουµε τις µετρήσεις και να τις επεξεργαστούµε, η οποία είναι χρονοβόρα 
και τέλος, είναι πολύ σύνηθες το γεγονός, να είναι δύσκολη η τοποθέτηση των αισθητήρων 
λόγω της θέσης που βρίσκεται η µηχανή οπότε και καθιστούν τη µέθοδο αυτή αδύνατη.   
   Σε αυτό το σηµείο έρχεται η µέθοδος της θερµικής ανάλυσης ηλεκτρικών µηχανών µε 
πεπερασµένα στοιχεία να µας δώσει λύσεις στο πρόβληµά µας. Σύµφωνα µε αυτή τη µέθοδο, 
χρησιµοποιούµε αλγόριθµο εκτίµησης των στροφών µε επίλυση µαθηµατικών εξισώσεων του 
κινητήρα. Παράµετρο του κινητήρα θεωρούµε τη σταθερά χρόνου Lr/Rr και µέσω της επίλυσης 
των εξισώσεων προσπαθούµε να την υπολογίσουµε. Τα πειραµατικά δεδοµένα µας για αυτήν 



την ανάλυση προέρχονται από τις µετρήσεις ενός βολτοµέτρου και ενός αµπεροµέτρου, τα οποία 
είναι πολύ εύκολο να τοποθετηθούν ενώ οι µετρήσεις τους, επειδή είναι απλές, µας δίνουν 
ασφαλή αποτελέσµατα.  
 
1.3 ∆οµή εργασίας 
 
   Η εργασία αυτή πραγµατοποιήθηκε στα πλαίσια µιας γενικότερης ερευνητικής 
δραστηριότητας προσδιορισµού ενός κατάλληλου µοντέλου εκτίµησης της σταθεράς χρόνου του 
δροµέα του κινητήρα για την πρόβλεψη της δυναµικής συµπεριφοράς του. Στη συγκεκριµένη 
εργασία θα επιχειρήσουµε µια λεπτοµερή θερµική ανάλυση ενός κινητήρα για να δούµε τις 
µεταβολές της θερµοκρασίας στο εσωτερικό του σε διάφορες λειτουργικές συνθήκες.  
   Συγκεκριµένα, στο πρώτο κεφάλαιο, κάνουµε µια γενική εισαγωγή στη θερµική ανάλυση των 
διατάξεων. Στο δεύτερο, ασχολούµαστε µε συγκεκριµένα θερµικά φαινόµενα στις ηλεκτρικές 
µηχανές και τρόπους µετάδοσης θερµότητας. Στο τρίτο κεφάλαιο, αναλύουµε διάφορα µοντέλα 
θερµικής ανάλυσης ηλεκτρικών µηχανών, όπως είναι µοντέλα συγκεντρωµένων παραµέτρων, 
καθώς και τους αναλυτικούς υπολογισµούς των στοιχείων του προτεινόµενου κυκλώµατος. Στο 
τέταρτο κεφάλαιο, κάνουµε εφαρµογή του µοντέλου πεπερασµένων στοιχείων µέσω της 
δισδιάστατης ανάλυσης και του προγράµµατος Femme τόσο για τα ηλεκτροµαγνητικά όσο και 
τα θερµικά φαινόµενα στον κινητήρα. Στο πέµπτο κεφάλαιο, πραγµατοποιείται πειραµατική 
επιβεβαίωση του µοντέλου. Τέλος, στο έκτο κεφάλαιο αναφέρουµε τα συµπεράσµατά που 
εξήχθησαν από την εργασία.     
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Κεφ.2 Θερµικά φαινόµενα  
 
 
Γενικά 
 
   Με τον όρο µετάδοση θερµότητας εννοούµε ενέργεια που µεταφέρεται λόγω 
θερµοκρασιακής διαφοράς. 
   Τα κύρια αντικείµενα της µετάδοσης θερµότητας αφορούν στους τρόπους µε τους 
οποίους µεταφέρεται η θερµότητα και στους ρυθµούς µε τους οποίους 
πραγµατοποιείται η µεταφορά αυτή. Συµπληρώνει δηλαδή τη θερµοδυναµική η 
οποία, όπως είναι γνωστό, ασχολείται µε τις τελικές καταστάσεις των διαδικασιών 
κατά τις οποίες έχουµε αλληλεπίδραση ενός συστήµατος µε το περιβάλλον -κατά την 
αλληλεπίδραση αυτή πραγµατοποιείται η µεταφορά ενέργειας- χωρίς όµως να παρέχει 
καµία πληροφορία τόσο για τον τρόπο (µηχανισµό) της αλληλεπίδρασης όσο και για 
τους ρυθµούς µεταφοράς της ενέργειας. 
 
 
2.1 Τρόποι µετάδοσης θερµότητας  
 
Οι µηχανισµοί µε τους οποίους µεταδίδεται η θερµότητα είναι οι εξής [1]:  
 
   Αγωγή: είναι ο µηχανισµός µε τον οποίο η θερµότητα διαχέεται σ’ ένα στερεό ή σε 
ακίνητο ρευστό, όταν στο µέσο υπάρχει θερµοκρασιακή κλίση.   
 
   Συναγωγή: είναι η µετάδοση θερµότητας που πραγµατοποιείται µεταξύ µιας 
επιφάνειας και ενός κινούµενου ρευστού σε επαφή µε την επιφάνεια, όταν αυτά 
βρίσκονται σε διαφορετική θερµοκρασία.        
 
   Ακτινοβολία: είναι ο µηχανισµός µετάδοσης θερµότητας από ένα σώµα σε ένα άλλο 
µέσω ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων 
 
 
2.1.1 Αγωγή 
 
   Στην αγωγή έχουµε µεταφορά ενέργειας από σωµατίδια µεγαλύτερης ενέργειας, σε 
σωµατίδια χαµηλότερης ενέργειας ενός υλικού, λόγω αλληλεπιδράσεων µεταξύ των 
σωµατιδίων. 
   Όταν δύο σώµατα, ή σωµατίδια, µε διαφορετικές θερµοκρασίες έλθουν σε άµεση 
επαφή, πραγµατοποιείται µετάδοση θερµότητας από το θερµότερο προς το 
ψυχρότερο. Η θερµοκρασία είναι µέτρο της κινητικής ενέργειας της τυχαίας κίνησης 
των µορίων ενός σώµατος. Αύξηση της θερµοκρασίας σηµαίνει αύξηση της κινητικής 
ενέργειας. Τα µόρια περιοχής µεγάλης θερµοκρασίας συγκρούονται µε τα γειτονικά 
τους, µικρότερης θερµοκρασίας και µεταφέρουν σε αυτά ένα µέρος της κινητικής 
τους ενέργειας. Ο µηχανισµός αυτός µετάδοσης ενέργειας ονοµάζεται αγωγή 
θερµότητας. Αποτελεί το µηχανισµό µετάδοσης θερµότητας στα στερεά σώµατα. Στα 
µέταλλα συµβάλλουν στην αγωγή θερµότητας και τα ελεύθερα ηλεκτρόνια.  
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   Μαθηµατικά η µετάδοση θερµότητας µε αγωγή περιγράφεται από τον εµπειρικό 
νόµο του Fourier σύµφωνα µε τον οποίο :  
   Η πυκνότητα θερµορροής,  q΄΄ [W/m2], που οφείλεται στην αγωγή θερµότητας είναι  
ανάλογη και αντιθέτου πρόσηµου προς την κλίση της θερµοκρασίας. Αν λ ο 
συντελεστής αναλογίας, τότε για µονοδιάστατο πρόβληµα  
 

      
dx
dTq λ−=''         (2.1) 

 
   Η σταθερά αναλογίας λ, ονοµάζεται συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας, έχει 
διαστάσεις W/m.K και είναι χαρακτηριστικό του υλικού. 
 
 
2.1.2 Συναγωγή 
 
   Η µετάδοση θερµότητας µε συναγωγή είναι σύνθεση δύο µηχανισµών. Εκτός από 
τη µεταφορά ενέργειας µε αγωγή µεταξύ των µορίων έχουµε και µεταφορά ενέργειας 
λόγω της µακροσκοπικής κίνησης του ρευστού.  
   Ανάλογα µε τη ροή του ρευστού, η συναγωγή διακρίνεται σε :  

• εξαναγκασµένη συναγωγή, αν η ροή προκαλείται από εξωτερικά µέσα (πχ 
ανεµιστήρες, αντλίες, κλπ) 

• ελεύθερη (ή φυσική) συναγωγή, όταν η ροή προκαλείται από τις δυνάµεις 
άνωσης που οφείλονται στις διαφορετικές πυκνότητες λόγω των 
θερµοκρασιακών διαφορών στο ρευστό και 

• συνδυασµένη συναγωγή, όταν συνυπάρχουν και οι δύο προηγούµενες µορφές. 
Αυτό συµβαίνει όταν η ταχύτητα του ρευστού, λόγω της εξαναγκασµένης 
κυκλοφορίας, είναι µικρή ενώ οι δυνάµεις της άνωσης είναι µεγάλες. 

   Ανεξάρτητα από τον τύπο της συναγωγής, αυτή περιγράφεται µαθηµατικά από το 
νόµο ψύξης του Newton 
 
                         (2.2) )('' ∞−= TThq S

 
   Η πυκνότητα θερµορροής q΄΄ δηλαδή, είναι ανάλογη της διαφοράς θερµοκρασιών 
επιφανείας ΤS και ρευστού Τ∞. Ο συντελεστής αναλογίας  ονοµάζεται συντελεστής 
συναγωγής και έχει διαστάσεις W/m2.Κ. Ο συντελεστής αυτός εµπεριέχει όλες τις 
παραµέτρους που επηρεάζουν τη συναγωγή. 
   
 
2.1.3 Ακτινοβολία 
 
   Όλα τα σώµατα σε θερµοκρασία µεγαλύτερη από τη θερµοκρασία του απολύτου 
µηδενός (0 Κ) εκπέµπουν ενέργεια υπό µορφή ακτινοβολίας. Η ενέργεια που 
ακτινοβολείται µπορεί να θεωρηθεί ότι µεταφέρεται µε ηλεκτροµαγνητικά κύµατα, 
σύµφωνα µε την κλασσική ηλεκτροµαγνητική θεωρία, ή από φωτόνια ( φορείς 
µεταφοράς ενέργειας) σύµφωνα µε την κβαντοµηχανική. Συνήθως για την εξήγηση 
των φαινόµένων της ακτινοβολίας ακολουθείται η ηλεκτροµαγνητική θεωρία. Η 
ένταση της ροής ενέργειας που εκπέµπεται εξαρτάται από τη θερµοκρασία του 
σώµατος και τη φύση της επιφάνειάς του. Σε αντίθεση µε την αγωγή και την 
συναγωγή όπου για τη µεταφορά της ενέργειας απαιτείται η ύπαρξη µέσου, στην 

15 



Κεφ -2-                                                                                 Θερµικά φαινόµενα                       _ 

ακτινοβολία κάτι τέτοιο δεν απαιτείται. Στο κενό µάλιστα η ακτινοβολία µεταφέρεται 
πιο αποτελεσµατικά.  
   Η µέγιστη πυκνότητα θερµορροής εκπέµπεται από ιδεατό σώµα που ονοµάζεται 
µέλαν και δίνεται από το νόµο των Stefan-Boltzmann:  
 
      4

sTq΄΄ σ=                   (2.3) 
 
όπου Τs [Κ] είναι η απόλυτη θερµοκρασία του σώµατος και σ είναι η σταθερά των 
Stefan-Boltzmann, και είναι σ=5,67.10-8 W/m2K4.  
   Η θερµορροή που εκπέµπεται από πραγµατικό σώµα δίνεται από τη σχέση:  
 
      4

sTq΄΄ εσ=                  (2.4) 
 
όπου ε είναι ο συντελεστής εκποµπής 10 ≤≤ ε  
   Αντίστροφα η ακτινοβολία που απορροφά ένα σώµα από την ακτινοβολία των 
σωµάτων που το περιβάλλον είναι: 
 
                        (2.5) ΄΄

in
΄΄ aqq =α

 
όπου α ο συντελεστής απορρόφησης 10 ≤≤ a   
   Στην περίπτωση µιας τεφρής επιφάνειας για την οποία ισχύει ε=α, η καθαρή 
συναλλαγή θερµικής ακτινοβολίας µεταξύ της επιφάνειας αυτής και του 
περιβάλλοντος θα είναι:  
 
      )( 44

pSq΄΄ Τ−Τ= εσ                 (2.6) 
 
όπου Τ ρ η θερµοκρασία περιβάλλοντος.  
   Συχνά η ακτινοβολούµενη θερµότητα από ψυχρά σώµατα µπορεί να αγνοηθεί 
συγκρινόµενη µε την αγωγή και τη συναγωγή. Οι διαδικασίες όµως µεταφοράς 
θερµότητας που λαµβάνουν χώρα σε υψηλές θερµοκρασίες περικλείουν σηµαντικό 
ποσοστό ακτινοβολίας.  
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2.2 Αγωγή-αναλυτικά  
 
Ο φυσικός µηχανισµός 
 
   Ο φυσικός µηχανισµός της αγωγής εξηγείται ευκολότερα αν θεωρήσουµε πως αυτή 
πραγµατοποιείται σε ένα αέριο. Έστω λοιπόν αέριο που βρίσκεται µεταξύ δύο 
τοιχωµάτων, ενός θερµού και ενός, όπως φαίνεται στο σχήµα και έστω ότι αγνοείται 
η βαρύτητα 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 2.1 Αγωγή θερµότητας µέσω αερίου που χωρίζει δυο στερεά τοιχώµατα 

 
 
 
   Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, η θερµοκρασία συνδέεται µε την κινητική 
ενέργεια των µορίων. Όσο µεγαλύτερη είναι η θερµοκρασία των µορίων τόσο 
µεγαλύτερη είναι και η κινητική τους ενέργεια άρα και η ταχύτητά τους. Τα µόρια 
κοντά στο θερµό τοίχωµα συγκρούονται µ’ αυτό, παίρνουν ένα µέρος της κινητικής 
ενέργειας των µορίων του τοιχώµατος, οπότε αποκτούν γενικά µεγαλύτερη ταχύτητα. 
Στη συνέχεια αυτά συγκρούονται µε τα γειτονικά τους προς τα δεξιά, αυξάνοντας µ’ 
αυτό τον τρόπο την ταχύτητα των γειτονικών αυτών µορίων. Το φαινόµενο 
συνεχίζεται µέχρι που τα µόρια στα δεξιά µεταβιβάζουν την κινητική τους ενέργεια 
στα µόρια του ψυχρού τοιχώµατος. Έτσι η τυχαία αυτή κίνηση των µορίων προκαλεί 
µεταφορά (διάχυση) ενέργειας.  
   Παρόµοια είναι η κατάσταση και στα υγρά. Σ' αυτά όµως η µοριακή διάταξη είναι 
πυκνότερη, µε αποτέλεσµα η διάχυση της ενέργειας να είναι ευκολότερη. Για το λόγο 
αυτό τα υγρά έχουν καλύτερη αγωγιµότητα από τα αέρια.  
   Περίπου όµοια µπορεί να θεωρηθεί και η κατάσταση στα στερεά. Σ ' αυτά η 
διάχυση πραγµατοποιείται µέσω των ταλαντώσεων των µορίων µέσα στο πλέγµα και 
των ταλαντώσεων του πλέγµατος. Στη µετάδοση όµως µέσα σ' ένα στερεό, συµβάλλει 
και η κίνηση των ελεύθερων ηλεκτρονίων. Έτσι σε ένα µη αγώγιµο υλικό, η 
µετάδοση οφείλεται αποκλειστικά στις ταλαντώσεις του πλέγµατος, ενώ στους 
αγωγούς οφείλεται και στην κίνηση των ελευθέρων ηλεκτρονίων. Η πυκνή διάταξη 
των µορίων στα στερεά σε συνδυασµό µε την ελεύθερη κίνηση των ηλεκτρονίων 
δίνουν τις καλύτερες συνθήκες διάχυσης της ενέργειας. Γι ' αυτό τα στερεά είναι οι 
καλύτεροι αγωγοί θερµότητας.  
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 2.2.1 Ανάλυση µε νόµο Fοurier  
 
   Ας θεωρήσουµε κυλινδρική ράβδο από κάποιο υλικό, µήκους ∆x και διατοµής Α, 
της οποίας η παράπλευρη επιφάνεια είναι µονωµένη, ενώ οι δύο βάσεις διατηρούνται 
σε σταθερές θερµοκρασίες Τ1 και Τ2 αντίστοιχα. Αν Τ1 > Τ2 τότε από την εµπειρία 
µας ξέρουµε ότι θα υπάρξει ροή θερµότητας από την επιφάνεια θερµοκρασίας Τ1 
προς την επιφάνεια θερµοκρασίας Τ2. Αν µετρήσουµε το ανά  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2.2 Αγωγή σε στερεή κατάσταση 
 
 
µονάδα χρόνου ποσό θερµότητας που ρέει από τη µια επιφάνεια προς την άλλη, 
συναρτήσει των παραµέτρων -∆Τ = Τ1 -Τ2, ∆x και Α θα παρατηρήσουµε ότι αυτό 
είναι ανάλογο της διατοµής Α, της θερµοκρασιακής µεταφοράς -∆Τ και αντιστρόφως 
ανάλογο του µήκους ∆x της ράβδου. Είναι δηλαδή:  

      ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∆
∆Τ−≈

x
AQx                 (2.7) 

   Αν τώρα πάρουµε µια ράβδο από διαφορετικό υλικό και επαναλάβουµε την ίδια 
διαδικασία, θα παρατηρήσουµε ότι η προηγούµενη αναλογία ισχύει µεν και πάλι αλλά 
για ίδια Α, ∆Τ και ∆x µετρούµε διαφορετικό ποσό θερµότητας. Πράγµα που σηµαίνει 
ότι η ροή θερµότητας εξαρτάται και από το υλικό κατασκευής της ράβδου. Μπορούµε 
λοιπόν να γράψουµε:  

      
x

AQx ∆
∆Τ−= λ                  (2.8) 

   Ο συντελεστής λ [W/m.K] ονοµάζεται συντελεστής αγωγιµότητας και είναι 
ιδιότητα του υλικού. 
   Αν ∆x  0 η  σχέση γράφεται: →
       

       
dx
dAQx
Τ

−= λ                  (2.9) 

 
 

18 



Κεφ -2-                                                                                 Θερµικά φαινόµενα                       _ 

   Η πυκνότητα θερµορροής [W/m΄΄
Xq 2], δηλαδή το ανά µονάδα χρόνου και 

επιφάνειας ποσό θερµότητας που διασχίζει την επιφάνεια Α (κάθετη στη διεύθυνση 
x) θα είναι:  
 

      
dx
dT

A
Qq X΄΄

X λ−==           (2.10) 

 
   Η εξίσωση (2.4) είναι η µαθηµατική διατύπωση του βασικού νόµου της µετάδοσης 
θερµότητας µε αγωγή, του νόµου Fourier, σύµφωνα µε τον οποίο η πυκνότητα 
θερµορροής είναι ανάλογη και αντιθέτου πρόσηµου µε την κλίση της θερµοκρασίας 
dT/dx.  
   Η πυκνότητα θερµορροής είναι διανυσµατικό µέγεθος. Από την εξίσωση (2.4) 
προκύπτει ότι αν η θερµοκρασία µειώνεται κατά τη διεύθυνση x τότε η πυκνότητα 
θερµορροής q΄΄ είναι θετική, ρέει δηλαδή προς τη διεύθυνση x. Αν η θερµοκρασία 
αυξάνεται µε το x, το q΄΄ είναι αρνητικό, ρέει δηλαδή αντίθετα προς τη διεύθυνση x. 
Προφανώς σε κάθε περίπτωση η q΄΄ ρέει από τις υψηλότερες προς τις χαµηλότερες 
θερµοκρασίες.  
   Η γενική έκφραση του νόµου του Fourier για τρισδιάστατο θερµοκρασιακό πεδίο 
Τ(x,y,z) είναι:  
 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=Τ∇−=
→

z
Tz

y
Tj

x
Ti΄΄q rrr

λλ        (2.11) 

 
   Η (2.11) υπονοεί ότι το διάνυσµα της πυκνότητας θερµορροής είναι κάθετο στην 
ισοθερµοκρασιακή επιφάνεια.  
   Το διάνυσµα T∇ , η κλίση της θερµοκρασίας δηλαδή, έχει όπως είναι γνωστό το 
µέτρο και τη διεύθυνση της µέγιστης αύξησης της θερµοκρασίας σε κάθε σηµείο. Το 
διάνυσµα αυτό επίσης, όπως φαίνεται από την (2.11), είναι κάθετο στις ισόθερµες 
επιφάνειες. Στη διεύθυνση λοιπόν την κάθετη στις ισόθερµες επιφάνειες, η 
θερµοκρασιακή κλίση παίρνει τη µέγιστή της τιµή και εποµένως στη διεύθυνση αυτή 
που είναι και η διεύθυνση των γραµµών ροής της θερµότητας, η πυκνότητα 
θερµορροής θα παίρνει τη µέγιστη της τιµή, όπως προκύπτει από την εξίσωση (2.11) 
του νόµου του Fourier.  
   Ο νόµος του Fourier γράφεται και µε τη µορφή:  
 

n
T΄΄qn rr

∂
∂

−=
→

λ                  (2.12) 

 
 

όπου  είναι η πυκνότητα θερµορροής στη διεύθυνση ΄΄qn

→

r nr  την κάθετη σε µια 
ισόθερµη επιφάνεια. Για δισδιάστατο πρόβληµα αυτό απεικονίζεται στο Σχ. 2.3.  
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Σχήµα 2.3 Το διάνυσµα της πυκνότητας 
θερµορροής είναι κάθετο στην ισόθερµη 

επιφάνεια 
 
 
 
 
 
 
 
   Το διάνυσµα της πυκνότητας θερµορροής q µπορεί να αναλυθεί σε συνιστώσες. Σε 
Καρτεσιανές συντεταγµένες θα είναι:  
 

      =            (2.13) ΄΄q
→

΄΄qk΄΄qj΄΄qi zyx

rrr
++

 
όπου: 
  

      = ΄΄qx x∂
Τ∂− λ ,    = ΄΄q y y∂

Τ∂
− λ ,    = ΄΄qz z∂

Τ∂
− λ         (2.14) 

 
 
 
   Οι σχέσεις (2.13), (2.14) συνδέουν την πυκνότητα θερµορροής δια µέσου µιας 
επιφάνειας µε τη θερµοκρασιακή κλίση στη διεύθυνση την κάθετη στην επιφάνεια.  
   Συνοψίζοντας λοιπόν για το νόµο του Fourier, το θεµελιώδη νόµο της µετάδοσης 
θερµότητας µε αγωγή, µπορούµε να πούµε ότι:  

• ∆εν προκύπτει από βασικές αρχές, αλλά είναι γενίκευση πειραµατικών 
ενδείξεων  

• Είναι η έκφραση ορισµού της θερµικής αγωγιµότητας  
• Είναι διανυσµατική έκφραση και δείχνει ότι η ροή θερµότητας είναι κάθετη 

σε µια ισόθερµη επιφάνεια µε κατεύθυνση αυτή της µείωσης της 
θερµοκρασίας και τέλος  

• Ισχύει για όλα τα υλικά: στερεά, υγρά, αέρια.  
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2.2.2. Θερµική αγωγιµότητα 
  
   Ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας είναι µια ένδειξη του ρυθµού µεταφοράς 
ενέργειας µε τη διαδικασία της διάχυσης. Είναι ιδιότητα του υλικού που εξαρτάται 
από τη φυσική του δοµή - µοριακή και ατοµική, την πίεση και τη θερµοκρασία. 
Επειδή τα περισσότερα υλικά (αν και όχι όλα) είναι οµογενή και θεωρούνται 
ισότροπα, συνήθως δεν λαµβάνεται υπ' όψη η εξάρτηση του λ από τη θέση και τη 
διεύθυνση.  
   Ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας µεταβάλλεται σχεδόν πάντα µε τη 
θερµοκρασία (βλ. Σχ. 2.5). Αυξάνεται πάντα µε την αύξηση της θερµοκρασίας στα 
αέρια σε χαµηλές πιέσεις αλλά µπορεί να αυξάνεται ή να µειώνεται στα στερεά και τα 
υγρά. Συνήθως δεχόµαστε γραµµική εξάρτηση του συντελεστή θερµικής 
αγωγιµότητας από τη θερµοκρασία, οπότε γράφουµε:  
    
   λ = λο (1+b∆Τ)                     (2.15)  
 
όπου:  
 
 λ : ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας στη θερµοκρασία αναφοράς Το (0 ή 20°C) 
 b : σταθερά η οποία προσδιορίζεται πειραµατικά.  
 ∆ Τ: η διαφορά θερµοκρασίας Τ -Το  
 
   Το πρόβληµα συνήθως είναι αν µπορεί ο λ να θεωρηθεί σταθερός στο εύρος της 
θερµοκρασιακής µεταβολής στο οποίο πραγµατοποιείται κάποια διαδικασία. Αν αυτό 
δεν είναι µεγάλο, τότε ο λ θεωρείται σταθερός, πρακτικά δηλαδή ανεξάρτητος της 
θερµοκρασίας. Πχ αυτό ισχύει για το σίδηρο για µεταβολή θερµοκρασίας (βλ. Σχ 2.5) 
όχι όµως για µεταβολή από -100° ως 700 °C. 'Όταν το ∆Τ είναι µεγάλο, τότε για το λ 
παίρνουµε την τιµή που αντιστοιχεί στο αριθµητικό µέσο των ακραίων 
θερµοκρασιών.  
   Το εύρος µεταβολής του συντελεστή θερµικής αγωγιµότητας λ για διάφορες 
κατηγορίες υλικών φαίνεται στο Σχ. 2.4. 'Όπως φαίνεται γενικά, τα µέταλλα έχουν 
µεγαλύτερο λ από τα υγρά και αυτά µε τη σειρά τους από τα αέρια.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2.4 Εύρος µεταβολής του συντελεστή θερµικής αγωγιµότητας για 
διάφορες κατηγορίες υλικών σε κανονικές θερµοκρασίες και πίεση 
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2.2.3. Ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας στα στερεά  
 
   Στα στερεά η µεταφορά της θερµικής ενέργειας οφείλεται στην κίνηση των 
ηλεκτρονίων και τις ταλαντώσεις του κρυσταλλικού πλέγµατος. Έτσι ο συντελεστής 
θερµικής αγωγιµότητας λ γράφεται:  
            λ = λe+ λl              (2.16) 
   Στα µέταλλα επικρατεί ο µηχανισµός µεταφοράς θερµότητας µε ελεύθερα 
ηλεκτρόνια. Τα καθαρά µέταλλα έχουν υψηλούς συντελεστές θερµικής 
αγωγιµότητας, οι τιµές των οποίων όµως µειώνονται σηµαντικά αν υπάρχουν 
προσµίξεις. Στα καθαρά µέταλλα ο λ µειώνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας (βλ. 
Σχ 2.5).  
   Τα κράµατα έχουν συνήθως συντελεστές θερµικής αγωγιµότητας µικρότερους από 
τους αντίστοιχους των συστατικών τους. Σε αντίθεση δε µε τα καθαρά µέταλλα, ο λ 
των κραµάτων αυξάνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας.  
   Στα αµέταλλα ο λ καθορίζεται βασικά από τη συνιστώσα λl. Έχει χαµηλές τιµές και 
συνήθως µειώνεται µε την αύξηση της θερµοκρασίας.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 2.5 Μεταβολή της θερµικής αγωγιµότητας µεταλλικών στερεών σαν 
συνάρτηση της θερµοκρασίας 
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   Η εξάρτηση του λ από τη θερµοκρασία για µερικά χαρακτηριστικά µεταλλικά 
στερεά φαίνεται στο Σχήµα 2.5. Τιµές του λ για διάφορα υλικά δίνονται στους 
Πίνακες Α1 (µέταλλα) και Α2, Α3 (µη µεταλλικά στερεά).  
 
θερµοµονωτικά υλικά: Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η θερµική αγωγιµότητα των 
υλικών αυτών λόγω της ευρείας χρήσης τους. Τα υλικά αυτά χαρακτηρίζονται από 
την πορώδη ή ινώδη δοµή τους και για το λόγο αυτό δεν µπορούν να θεωρηθούν 
συνεχή µέσα. Η µετάδοση της θερµότητας στα υλικά αυτά µπορεί να γίνεται µε 
διάφορους µηχανισµούς: αγωγή στο στερεό µέρος, αγωγή ή συναγωγή στον αέρα που 
πληροί τους πόρους και αν η θερµοκρασία είναι αρκετά υψηλή και ακτινοβολία 
µεταξύ των τοιχωµάτων των πόρων. Παρά την πολυπλοκότητά της όµως η διαδικασία 
αυτή µεταφοράς θερµότητας αντιµετωπίζεται ως διαδικασία καθαρής θερµικής 
αγωγιµότητας. Οι διάφοροι µηχανισµοί µετάδοσης εµπεριέχονται στον ενεργό ή 
φαινοµενικό συντελεστή λeff που χρησιµοποιείται στις περιπτώσεις αυτές, τιµές του 
οποίου δίνονται για µερικά υλικά στον Πίνακα Α3  
   Η µονωτική ικανότητα των µονωτικών υλικών οφείλεται στον αέρα που υπάρχει 
στους πόρους του και ο οποίος είναι κακός αγωγός της θερµότητας. Ο στόχος είναι ο 
περιορισµός της κίνησης του αέρα στους πόρους ή ακόµη και η πλήρης εκκένωση 
των πόρων για µείωση του ενεργού συντελεστή θερµικής αγωγιµότητας. Αν αντίθετα 
οι πόροι γεµίσουν υγρασία λόγω της αυξηµένης υγρασίας περιβάλλοντος, ο λeff 
αυξάνεται. 
   Ο λeff λοιπόν των υλικών αυτών είναι γενικά συνάρτηση της υγρασίας της 
θερµοκρασίας και του πορώδους. Συνήθως αυξάνεται µε την αύξηση της 
θερµοκρασίας και είναι τόσο µεγαλύτερος όσο µεγαλύτερο είναι το ειδικό βάρος του 
υλικού (άρα τόσο λιγότερα τα κενά εντός του υλικού)          
 
 
2.2.4 Η εξίσωση της αγωγής  
 
   Αν θέλουµε να υπολογίσουµε τη θερµορροή σε οποιοδήποτε σηµείο ενός µέσου, 
τότε, όπως προκύπτει από το νόµο του Fourier, θα πρέπει να ξέρουµε τη θερµοκρασία 
σε οποιοδήποτε επίσης σηµείο, θα πρέπει δηλαδή να είναι γνωστό το θερµοκρασιακό 
πεδίο. Πέρα απ' αυτό, η γνώση του θερµοκρασιακού πεδίου έχει πολλές φορές από 
µόνη της πρακτικό ενδιαφέρον. είναι π.χ. σηµαντικό το να γνωρίζει κανείς τις 
θερµοκρασίες στα διάφορα τµήµατα µιας ηλεκτρικής µηχανής. Επίσης το βέλτιστο 
πάχος του µονωτικού υλικού σε ένα πρόβληµα µόνωσης, καθορίζεται από τη γνώση 
του θερµοκρασιακού πεδίου.  
   Το θερµοκρασιακό πεδίο υπολογίζεται από την εξίσωση της αγωγής. Ας δούµε 
λοιπόν στη συνέχεια ποια είναι και πώς προκύπτει η εξίσωση αυτή.  
   Ας θεωρήσουµε τυχαίο όγκο ελέγχου ο οποίος περικλείεται από κλειστή επιφάνεια 
S, όπως φαίνεται στο Σχήµα 2.7. Ο όγκος ελέγχου δηλαδή είναι ένα πεπερασµένο 
τµήµα αγώγιµου σώµατος που θα χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση. Στην επιφάνεια S 
θεωρούµε ένα στοιχειώδες τµήµα ds στο οποίο είναι: nr  το µοναδιαίο διάνυσµα το 
κάθετο στο στοιχειώδες αυτό τµήµα και q= Τ∇− λ το διάνυσµα της πυκνότητας 
θερµορροής. 
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Σχήµα 2.7 Όγκος ελέγχου για την ανάλυση της αγωγής 
 
 
  Θεωρούµε επίσης ότι στο συγκεκριµένο όγκο είναι δυνατόν να υπάρχουν πηγές 
θερµότητας q(W/m3) διανεµηµένες στο χώρο: Το q δηλαδή είναι η παραγωγή 
θερµικής ενέργειας ανά µονάδα όγκου και χρόνου και µπορεί να προκύπτει από 
χηµικές ή πυρηνικές αντιδράσεις στο χώρο, από ηλεκτρική αντίσταση, από εξωτερική 
ακτινοβολία στην περιοχή ή από άλλα αίτια.  
   Θεωρούµε στη συνέχεια τη µάζα που περιέχεται στον όγκο ελέγχου V σαν µάζα 
ελέγχου και θα διατυπώσουµε το ενεργειακό ισοζύγιο σ' αυτή. Αν Qg είναι η ανά 
µονάδα χρόνου παραγωγή θερµότητας µέσα στον όγκο V , Qout το ποσό θερµότητας 
που διαφεύγει ανά µονάδα χρόνου από τον όγκο V προς το περιβάλλον δια µέσου της 

εξωτερικής επιφάνειας S και 
t
E

∂
∂

η µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας στη µάζα 

ελέγχου, τότε το ενεργειακό ισοζύγιο θα είναι (εφαρµογή 1ου Θερµοδυναµικού 
αξιώµατος, της αρχής διατήρησης της ενέργειας δηλαδή):  
 

      outg QQ
t
E

−=
∂
∂

              (2.18) 

 
  όπου                      (2.19) ∫=

Vg qdVQ
 
   Σχετικά τώρα µε τη θερµότητα που διαφεύγει προς το περιβάλλον. Το ανά µονάδα 
χρόνου ποσό θερµότητας που διαφεύγει από τη στοιχειώδη επιφάνεια είναι: 
 
     ( ) ( )dSnTdSnqdQ out

rrr )( ∇−=⋅= λ                       (2.20) 
 
   Το σύνολο της θερµότητας που διαφεύγει από την επιφάνεια S θα είναι: 
 
                              (2.21) (∫ Τ∇−=

S
out dSnQ r)( λ )

   Μετατρέπουµε τώρα χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Gauss, το επιφανειακό 
ολοκλήρωµα της (2.14) σε ολοκλήρωµα όγκου, οπότε αυτή γράφεται:   
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                 (2.22) ∫ Τ∇⋅∇=

S
out dVQ )]([ λ

   Αν τώρα ρ (Kg/m3) είναι η πυκνότητα του υλικού και cp (kJ/Kg.K) η ειδική του 
θερµότητα, τότε η συνολική µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας ανά µονάδα χρόνου 
είναι:  
 

     ∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−=
∂
∂

V

dV
t
Tc

t
E

ρρ             (2.23) 

 
   Χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις (2.19), (2.20) και (2.23), το ενεργειακό ισοζύγιο 
(2.18) γράφεται 
    

    ∫ ∫ ∫ Τ∇⋅∇+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

V V V
p dVqdVdV

t
Tc )([ λρ  

 
ή 
 

  ( )∫ =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

−+Τ∇⋅∇
V

P dV
t
Tcq 0ρλ               (2.24) 

 
   Η έκφραση (2.24) προέκυψε από το ενεργειακό ισοζύγιο σε τυχαίο όγκο V, άρα 
ισχύει για οποιοδήποτε όγκο V. Για να συµβαίνει αυτό, θα πρέπει το όρισµα του 
ολοκληρώµατος της (2.24) να είναι µηδέν. Άρα: 
  

   
t
Tcq P ∂

∂
=+Τ∇⋅∇ ρλ )(                (2.25) 

 
   Η εξίσωση (2.25) είναι η γενική εξίσωση αγωγής ή εξίσωση διάχυσης θερµότητας. 
Εκφράζει το ενεργειακό ισοζύγιο ανά µονάδα όγκου στην περίπτωση που ο µόνος 
µηχανισµός µετάδοσης θερµότητας είναι η αγωγή. 
   Ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ, µπορεί γενικά να είναι συνάρτηση της 
θέσης λ=λ(x,y,z). Σε οµογενές µέσο όπου το λ είναι ανεξάρτητο της θέσης η (2.25) 
γράφεται: 
 

   
t
Tcq P ∂

∂
=+Τ∇ ρλ 2  

ή πιο συχνά: 
   

t
qT

∂
Τ∂

=+∇
αλ
12             (2.26) 

όπου: 
Pc

a
ρ
λ

≡ , είναι ο συντελεστής θερµικής διάχυσης 
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   Η (2.26) είναι η πιο γενική µορφή της εξίσωσης αγωγής για τρισδιάστατο 
πρόβληµα. Στην περίπτωση κατά την οποία έχουµε µόνιµη κατάσταση θα είναι 

0=
∂
∂

t
T

 και η εξίσωση της αγωγής παίρνει τη µορφή (εξίσωση Poisson): 

 

   Μόνιµη κατάσταση:    02 =+∇
λ
qT                (2.27) 

 
   Αν δεν έχουµε πηγές θερµότητας (q=0) τότε η εξίσωση της αγωγής είναι (εξίσωση 
Fourier): 
 

   Παραγωγή θερµότητας = 0 :      
t
T

a
T

∂
∂

=∇
12              (2.28) 

 
   Τέλος, αν έχουµε µόνιµη κατάσταση χωρίς πηγές θερµότητας, τότε (εξίσωση 
Laplace): 
 
   Μόνιµη κατάσταση q=0 :   02 =∇ T              (2.29) 
 
   Η (2.26) σε καρτεσιανές συντεταγµένες γράφεται: 
 

    
t

q
z
T

y
T

x
T

∂
Τ∂

=+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

αλ
1

2

2

2

2

2

2

                (2.30) 

 
   Αντίστοιχα για κυλινδρικές και σφαιρικές συντεταγµένες: 
 

   Κυλινδρικές: 
t

q
z

T
rr

Tr
rr ∂

Τ∂
=+

∂
Τ∂

+
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

αλθ
111

2

2

2

2

2          (2.31) 

 
   Σφαιρικές:   

     
t

q
rrr

rT
r ∂

Τ∂
=+

∂
Τ∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
Τ∂

∂
∂

+
∂

∂
αλφθθ

θ
θθ

1
sin
1sin

sin
1)(1

2

2

2222   (2.32) 

 
 

Συντελεστής θερµικής διάχυσης  
 
Το µέγεθος:  
 

     
pc

a
ρ
λ

≡                (2.33)  

 
ονοµάζεται συντελεστής θερµικής διάχυσης. Είναι φυσική ιδιότητα του υλικού µε 
διαστάσεις [m2/s].  
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   Όπως φαίνεται από την (2.26) αν q = 0 τότε ο α είναι το µοναδικό φυσικό µέγεθος 
που υπεισέρχεται στην εξίσωση αγωγής.  
 
   Ο συντελεστής θερµικής διάχυσης είναι ένα µέτρο της ικανότητας του υλικού να 
άγει θερµική ενέργεια σε σχέση µε την ικανότητά του να αποθηκεύει θερµική 
ενέργεια. 'Όπως φαίνεται από την εξίσωση (2.33), ο α είναι µεγάλος όταν είναι 
µεγάλο το λ που εκφράζει την ικανότητα του υλικού για αγωγή θερµικής ενέργειας -ή 
και όταν είναι µικρή η ειδική θερµοχωρητικότητα pcP του υλικού- που εκφράζει την 
ικανότητα του υλικού για αποθήκευση θερµικής ενέργειας.  
 
   Μεγαλύτερους συντελεστές θερµικής διάχυσης έχουν τα µέταλλα.  
 
 
2.2.5 Οριακές και αρχικές συνθήκες  
 
   Στην πράξη, το κεντρικό πρόβληµα είναι η επίλυση της εξίσωσης αγωγής για την 
εύρεση της θερµοκρασίας Τ(x, y, z, t) σαν συνάρτηση της θέσης (x, y, z, t) και του 
χρόνου t. Για τον προσδιορισµό του πεδίου Τ(x, y, z, t) είναι ακόµα απαραίτητο να 
έχουµε:  

• Τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος, δηλαδή σχέσεις ή και µεγέθη του 
πεδίου τη χρονική στιγµή t = 0  

 
• Τις οριακές συνθήκες του προβλήµατος, δηλαδή σχέσεις ή και µεγέθη του 

πεδίου σε συγκεκριµένες θέσεις (x,y,z). Οι σχέσεις ή και τα µεγέθη αυτά 
αφορούν συνήθως σε οριακές επιφάνειες του πεδίου.  

 
   Στην περίπτωση µόνιµης κατάστασης τα µεγέθη του πεδίου είναι ανεξάρτητα του 
χρόνου, οπότε επαρκούν οι οριακές συνθήκες για τον προσδιορισµό του πεδίου 
Τ(x,y,z)  
   Επειδή η εξίσωση της αγωγής είναι 2ου βαθµού ως προς το χώρο και 1ου βαθµού 
ως προς το χρόνο, χρειαζόµαστε για την επίλυση της δύο οριακές και µια αρχική 
συνθήκη .  
   Στα προβλήµατα µετάδοσης θερµότητας είναι δυνατόν να υπεισέλθουν οριακές 
συνθήκες τριών ειδών. Οι συνθήκες αυτές για µονοδιάστατο πρόβληµα και όπως 
ορίζονται για µια επιφάνεια στη θέση x=0, µε τη ροή θερµότητας προς τη θετική 
κατεύθυνση x, συνοψίζονται και είναι: 

•  Οριακή συνθήκη 1oυ είδους ή συνθήκη Dirichlet. Αντιστοιχεί στην 
κατάσταση στην οποία η θερµοκρασία Ts της επιφάνειας είναι σταθερή.  

• Οριακή συνθήκη 2ου είδους ή συνθήκη Neumann. Αντιστοιχεί στην 
κατάσταση στην οποία η πυκνότητα θερµορροής : στην επιφάνεια, είναι 
σταθερή. Ειδική  περίπτωση της συνθήκης αυτής είναι η µονωµένη πλήρως ή 
αδιαβατική επιφάνεια.  

΄΄
Xq

• Οριακή συνθήκη 3ου είδους. Αντιστοιχεί στην κατάσταση θέρµανσης (ή 
ψύξης) της επιφάνειας µε συναγωγή.  
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2.2.6 Εφαρµογές σε µόνιµο πεδίο χωρίς πηγές  
 
   Ο συντελεστής αγωγιµότητας λ είναι γενικά συνάρτηση της θερµοκρασίας. Σε 
πολλά προβλήµατα στην πράξη παίρνουµε το λ ανεξάρτητο της θερµοκρασίας Τ σε 
κάποια, όχι µεγάλη, περιοχή θερµοκρασίας ∆Τ. Στα προβλήµατα εφαρµογής που 
ακολουθούν θεωρούµε το λ σταθερό, ανεξάρτητο της θερµοκρασίας Τ. Θεωρούµε 
ακόµα ότι έχουµε µόνιµο πεδίο ( =∂∂ tT / 0). Όλα τα παραδείγµατα είναι 
µονοδιάστατα, δηλαδή η θερµοκρασία Τ και οποιοδήποτε άλλο µέγεθος είναι 
συνάρτηση µιας µόνο µεταβλητής του χώρου.  
   Στόχος είναι ο καθορισµός εκφράσεων για τη θερµοκρασιακή κατανοµή και τη ροή 
θερµότητας σε κάποιες κοινές γεωµετρίες.  
 
 
2.3 Η θερµική αντίσταση  
 
   Κατ' αναλογία µε την ηλεκτρική αντίσταση ορίζεται η θερµική αντίσταση. Όπως 
είναι γνωστό, η ηλεκτρική αντίσταση ορίζεται το πηλίκο της διαφοράς δυναµικού 
(που είναι το αίτιο που προκαλεί τη ροή του ηλεκτρικού ρεύµατος) προς την ένταση 
του ρεύµατος. Το αίτιο που προκαλεί τη ροή θερµότητας, είναι η διαφορά 
θερµοκρασίας. Το πηλίκο των δύο αυτών µεγεθών είναι η θερµική αντίσταση. Για την 
περίπτωση µετάδοσης θερµότητας µε αγωγή θα είναι: 
 

   
Α

=
Τ−Τ

=
λαγ

L
Q

R ss 2,1,         [K/W]                   (2.34) 

 
   Στην περίπτωση µετάδοσης θερµότητας µε συναγωγή, όπου ως γνωστόν, ισχύει ο 
νόµος του Newton: 
 
    Q = hA(TS – T∞)                                            (2.35) 
 
η θερµική αντίσταση συναγωγής θα είναι: 
 

    
hAQ

TTR s 1
=

−
≡ ∞

συν            [K/W]                   (2.36) 

 
   Συναρτήσει της συνολικής θερµοκρασιακής διαφοράς και της συνολικής θερµικής 
αντίστασης, η θερµορροή θα είναι:  
 

      
ολR
TT

Q 2,1, ∞∞ −
=                                   (2.37) 

 
   Αποδεικνύεται εύκολα ότι:  

     
AhA

L
Ah

R
21

11
++=

λολ                              (2.38) 

ή 
                              (2.39) συναγσυνολ ,2,1 RRRR ++=
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2.3.1 Ο κύλινδρος  
 
   Ας θεωρήσουµε κυλινδρικό δακτύλιο (Σχήµα 2.11) του οποίου οι βάσεις είναι 
τελείως µονωµένες. Μπορούµε τότε να υποθέσουµε ότι έχουµε ροή θερµότητας µόνο 
κατά την ακτίνα r και ότι η θερµοκρασία είναι συνάρτηση µόνο της απόστασης r από 
τον άξονα του κυλίνδρου: Τ = T(r). Στον κυλινδρικό δακτύλιο r1 είναι η εσωτερική 
ακτίνα, r2 η εξωτερική και Τs,l και Τs,2 οι αντίστοιχες θερµοκρασίες. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2.11 Μετάδοση θερµότητας µε αγωγή σε κυλινδρικό δακτύλιο  
 α. Γεωµετρία β. θερµοκρασιακή κατανοµή γ. ισοδύναµο θερµικό κύκλωµα 

 
 
   Η µεθοδολογία για τον υπολογισµό της θερµοκρασιακής κατανοµής και της 
πυκνότητας θερµορροής είναι ίδια µ’ αυτή του επιπέδου τοιχώµατος. Η 
θερµοκρασιακή κατανοµή δηλαδή, προκύπτει από την επίλυση της κατάλληλης 
µορφής της εξίσωσης αγωγής. Αυτή για την περίπτωση κυλινδρικού δακτυλίου, µε 
ροή θερµότητας µόνο ακτινικά και χωρίς πηγές θερµότητας, όπως προκύπτει από τη 
(2.31) είναι:  
 

      01
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

dr
dTr

dr
d

r
              (2.40) 

 
 
   Η γενική λύση αυτής είναι:  
 
            T(r) = C1lnr + C2                                   (2.41)  
 
 
   Αν λάβουµε υπ' όψη τις οριακές συνθήκες  
 
      T(r1) = Τ s,l      και      T(r2) = Τ s,2  
 
υπολογίσουµε τις σταθερές C1 και C2 και αντικαταστήσουµε στη (2.41), η 
θερµοκρασιακή κατανοµή θα δίνεται από την εξίσωση:  
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)ln(
)/ln(

)(
221

2,1,
2, r

r
rr

TT
TrT ss

s

−
+=                                     (2.42) 

 
 
   Η θερµορροή θα προκύπτει από εφαρµογή του νόµου του Fourier: 
  
 

dr
dTrL

dr
dQ )2( πλλ −=

Τ
Α−=     

 
 
και είναι  
 

)ln(
)(2

12

2,1,

rr
TL

Q ss

−
−Τ

=
λπ

                                          (2.43) 

 
 
 
   Η θερµική αντίσταση για κυλινδρική γεωµετρία θα είναι λοιπόν:  
 

λπαγ L
rrR

2
)ln( 12 −

=  

 
 
οπότε:  
 
 

R
TT

Q ss 2,1, −
=  

 
 
    
   Στην περίπτωση κυλινδρικών δακτυλίων "εν σειρά", δακτυλίων δηλαδή που 
περιβάλλει ο επόµενος τον προηγούµενο, όπως στο σχήµα 2.12,  είναι η 

θερµοκρασία στην εσωτερική επιφάνεια του εσωτερικού δακτυλίου,  η 

θερµοκρασία στη διαχωριστική επιφάνεια των δύο δακτυλίων και  η 
θερµοκρασία στην εξωτερική επιφάνεια του εξωτερικού δακτυλίου. Στην περίπτωση 
αυτή έχουµε: 

)( 11, rTTs ≡
)( 22, rTTs ≡
)( 33, rTTs ≡

   

       
R

TT
R

TT
R

TT
Q ssssss 3,1,

2

3,2,

1

2,1, −
=

−
=

−
=                (2.44) 
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)/ln(
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2

23
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)/ln(
λπL
rrR =                   (2.45) 

 
                                                                   (2.46) 21 RRR +=
 
             
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2.12 Κυλινδρικοί δακτύλιοι σε σειρά 
 
 
2.4 Εφαρµογές σε µόνιµο πεδίο µε πηγές θερµότητας  
 
   Ας δούµε τώρα τι γίνεται όταν έχουµε παραγωγή θερµότητας µέσα στο µέσο που 
εξετάζουµε. Όπως είναι γνωστό, η παραγωγή θερµότητας µπορεί να προέρχεται π.χ. 
από χηµικές ή πυρηνικές αντιδράσεις που γίνονται µέσα στο µέσο, από µια ηλεκτρική 
αντίσταση ή από άλλους λόγους. Αν π.χ. η πηγή θερµότητας είναι µια ηλεκτρική 
αντίσταση R που διαρρέεται από ρεύµα Ι, τότε η ισχύς που παράγεται είναι I2R και η 
ανά µονάδα όγκου θερµική ισχύς θα είναι:  
 

        
V

RIq
2

=                 [W/m3]                     (2.47)  

 
   Η µεθοδολογία για τον υπολογισµό του θερµοκρασιακού πεδίου και της πυκνότητας 
θερµορροής είναι ίδια µε τις προηγούµενες περιπτώσεις όταν δεν υπήρχαν πηγές 
θερµότητας. Το πρώτο βήµα δηλαδή είναι η επίλυση της κατάλληλης εξίσωσης 
αγωγής. Έτσι αν θεωρήσουµε ότι έχουµε επίπεδο τοίχωµα (Σχ. 2.14) άπειρο κατά τις 
δύο διαστάσεις x, z (οπότε η θερµοκρασία θα είναι συνάρτηση µόνο του 
 x: Τ = Τ(x)), στο οποίο έχουµε οµοιόµορφη παραγωγή θερµικής ενέργειας ανά 
µονάδα όγκου και του οποίου οι επιφάνειες διατηρούνται σε σταθερές θερµοκρασίες 
Τs,1 και Τs,2, η γενική εξίσωση αγωγής (2.30) παίρνει τη µορφή (λ σταθερό):  
 

         02

2

=+
λ
q

dx
Td

                                 (2.48) 
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Σχήµα 2.14 Αγωγή σε επίπεδο τοίχωµα µε οµοιόµορφη παραγωγή θερµότητας  

α. Μη συµµετρικές οριακές συνθήκες β. συµµετρικές οριακές συνθήκες  
γ. αδιαβατική επιφάνεια στη µέση 

 
 
 
 
   Η γενική λύση της εξίσωσης αυτής είναι:  
 

          21
2

2
CxCxqT ++−=

λ
                           (2.49)  

 
   Οι σταθερές C1  και C2 υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες: 
 
         Τ(-L)=Ts,1   και    Τ(L)=Ts,2
   Και είναι: 
 

    L
TT

C ss

2
1,2,

1

−
=    και    

22
2,1,2

2
ss TT

LqC
+

+=
λ

            (2.50) 

 
 
   Αντικατάσταση των (2.50) στη (2.48) δίνει τη θερµοκρασιακή κατανοµή:  
 

      
22

)(
2

)( 2,1,1,2,22 ssss TT
L
xTT

xLqxT
+

+
−

+−=
λ

                  (2.51) 
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   Τα αποτελέσµατα είναι απλούστερα στην περίπτωση κατά την οποία αµφότερες οι 
πλευρές του τοιχώµατος έχουν την ίδια θερµοκρασία: Τs,l = Τs,2 = Τs. Η 
θερµοκρασιακή κατανοµή τότε θα είναι προφανώς συµµετρική ως προς το επίπεδο 
συµµετρίας (x=0) και είναι:  
 

      )(
2

)( 22 xLqTxT s −+=
λ

                            (2.52) 

 
 
   Η µέγιστη θερµοκρασία θα είναι στο µέσο του τοιχώµατος (x=0) και είναι:  
 

       
λ2

)0(
2

max

qLTTT s +==                                (2.53)  

 
   Η πυκνότητα θερµορροής στην κατεύθυνση x θα προκύπτει από το νόµο Fourier.       
   Για τοίχωµα µε ίδιες θερµοκρασίες στις επιφάνειές του, όπως προκύπτει από τη 
(2.52) θα είναι:  
 

     qx
dx
dTxq΄΄ =−= λ)(                                      (2.54) 

 
οπότε στις επιφάνειες του τοιχώµατος θα είναι:  
 
     qLLq =± )(                                                      (2.55) 
 
Στο µέσον x=0 του τοιχώµατος είναι q(0) = 0 διότι στη θέση x=0 η κλίση της 
θερµοκρασίας είναι µηδέν: 
 (dT/dx)x=0 = 0. Το επίπεδο συµµετρίας εποµένως µπορεί να θεωρηθεί σαν αδιαβατικό 
τοίχωµα (Σχήµα 2.13γ). Η εξίσωση (2.52) άρα ισχύει και για τοιχώµατα µε τέλεια 
µόνωση στη µια πλευρά (x=0) και σταθερή θερµοκρασία Ts στην άλλη (x=L).  
 
 
2.5 Πτερύγια  
 
Γενικά  
 
   Τα πτερύγια χρησιµοποιούνται στις περιπτώσεις εκείνες µεταφοράς θερµότητας 
στις οποίες ο συντελεστής µεταφοράς θερµότητας είναι χαµηλός και απαιτείται 
ενίσχυση της θερµορροής.  
   Όπως είναι γνωστό, ο ρυθµός µεταφοράς θερµότητας (θερµορροή) από µια 
επιφάνια σταθερής θερµοκρασίας ΤS προς ένα ρευστό θερµοκρασίας T∞ δίνεται από 
τη σχέση:  
 
                    Q = hA(ΤS - T∞)                                      (2.56) 
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   Από τους τρεις δυνατούς τρόπους ενίσχυσης της θερµορροής: αύξηση του 
συντελεστή µεταφοράς θερµότητας h, αύξηση της επιφάνειας µεταφοράς Α, µείωση 
της θερµοκρασίας T∞ του ρευστού, ο πιο συνήθης και πρακτικός είναι η αύξηση της 
επιφάνειας µεταφοράς Α. (Η αύξηση του συντελεστή h είναι συνήθως ανεπαρκής και 
πολλές φορές αντιοικονοµική ενώ η µείωση της θερµοκρασίας T∞ δεν είναι πρακτική 
λύση). Η αύξηση αυτή της επιφάνειας γίνεται µε την προσθήκη πτερυγίων.  
   Προφανώς στην περίπτωση των πτερυγίων έχουµε συνδυασµό µεταφοράς 
θερµότητας µε αγωγή (µέσα στο πτερύγιο) και συναγωγή (έξω απ' αυτό). Σηµαντικός 
παράγοντας στην ενίσχυση του ρυθµού µεταφοράς θερµότητας είναι ο συντελεστής 
θερµικής αγωγιµότητας του υλικού κατασκευής του πτερυγίου. Ο συντελεστής 
θερµικής αγωγιµότητας καθορίζει τις θερµοκρασιακές µεταβολές κατά µήκος του 
πτερυγίου. Στην οριακή περίπτωση άπειρου συντελεστή θερµικής αγωγιµότητας, 
ολόκληρο το πτερύγιο θα είχε οµοιόµορφη θερµοκρασία, αυτή της επιφάνειας 
στήριξής του, οπότε και θα είχαµε τη µέγιστη δυνατή ενίσχυση της θερµορροής.  
   Η χρήση των πτερυγίων είναι ευρέως διαδεδοµένη π.χ. στις ηλεκτρικές µηχανές 
(γεννήτριες, κινητήρες, µετασχηµατιστές), στα ψυγεία αυτοκινήτων, στους κινητήρες 
µοτοσικλετών , σε µερικούς τύπους θερµικών σωµάτων , στους προθερµαντές νερού 
των ατµογεννητριών κ.λ.π. Η µορφή των πτερυγίων, όπως φαίνεται και στο Σχ. 2.14, 
ποικίλει.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 2.14 Τύποι πτερυγίων α. πτερύγιο-πρόβολος σταθερής διατοµής  
β. πτερύγιο–πρόβολος µεταβλητής διατοµής γ. περιφερειακό πτερύγιο  

δ. βελονοειδές πτερύγιο 
 
 
 
 
 
2.5.1 Ανάλυση πτερυγίων  
 
   Ο υπολογισµός του ρυθµού µεταφοράς θερµότητας από ένα πτερύγιο απαιτεί τη 
γνώση του θερµοκρασιακού πεδίου κατά µήκος του πτερυγίου. Η ανάλυση 
απλοποιείται αν γίνουν ορισµένες παραδοχές.  
   Έστω λοιπόν ότι θεωρούµε ορθογωνικό πτερύγιο σταθερής διατοµής (Σχ. 2.15). Αν 
θεωρήσουµε ότι το πάχος t του πτερυγίου είναι πολύ µικρότερο από το πλάτος b 
(t<<b) τότε µπορούµε v’ αγνοήσουµε τη µεταβολή της θερµοκρασίας κατά µήκος του 
πάχους t. Έχουµε δηλαδή µονοδιάστατη αγωγή κατά τη διεύθυνση x, οπότε και Τ = 
Τ(x). Θεωρούµε επίσης σταθερή κατάσταση (θT/θt = 0) και υποθέτουµε ότι η θερµική 
αγωγιµότητα είναι σταθερή σ’ ολόκληρο το πτερύγιο, η ακτινοβολία από την 
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επιφάνεια του πτερυγίου είναι αµελητέα, ο συντελεστής µεταφοράς θερµότητας h 
είναι ίδιος για ολόκληρη την επιφάνεια, ότι δεν έχουµε πηγές θερµότητας στο 
πτερύγιο και ότι οι θερµοκρασίες Tb στη βάση του πτερυγίου (Tb = Τ(x=0)) και 
περιβάλλοντος T∞ είναι σταθερές.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                           Σχήµα 2.15  Ορθογωνικό πτερύγιο σταθερής διατοµής 
 
 
 
Το ενεργειακό ισοζύγιο σ’ένα στοιχειώδες τµήµα του πτερυγίου (µάζα ελέγχου) στη 
θέση x θα είναι: 
 
                     Qx = Qx+dx + dQh                                  (2.57) 
 
Όπου dQh ο ρυθµός µεταφοράς θερµότητας λόγω της συναγωγής από το στοιχειώδες 
τµήµα του πτερυγίου προς το περιβάλλον και Qx ο ρυθµός µεταφοράς θερµότητας µε 
αγωγή κατά µήκος του πτερυγίου. Από το νόµο Fourier είναι γνωστό: 
           

                 
dx
dTACλ−=xQ                                       (2.58) 

όπου Αc = b t  η διατοµή του πτερυγίου. 
Στη θέση x+dx ο ρυθµός µεταφοράς θα είναι: 
       

          Qx+dx= Qx + dx
dx

dQx                                        (2.59) 
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2.5.2  Απόδοση - αποτελεσµατικότητα πτερυγίου.  
 
   Με τον όρο αποτελεσµατικότητα του πτερυγίου επ ορίζουµε το λόγο της 
θερµότητας που µεταφέρεται από το πτερύγιο προς το περιβάλλον, προς τη 
θερµότητα που θα µεταφερόταν αν έλλειπε το πτερύγιο. Θα είναι λοιπόν:  
 

           επ 
bbchA

Q
θ,

≡                                                  (2.60) 

 
όπου Ac,b η διατοµή του πτερυγίου στη βάση του (δηλαδή η επιφάνεια επαφής µε τον 
κορµό).  
   Η αποτελεσµατικότητα του πτερυγίου ενισχύεται µε την εκλογή υλικού υψηλής 
θερµικής αγωγιµότητας. Για το λόγο αυτό συνήθως τα πτερύγια κατασκευάζονται 
από κράµατα αλουµινίου τα οποία αν και έχουν χαµηλότερο συντελεστή θερµικής 
αγωγιµότητας από τα χάλκινα πλεονεκτούν για λόγους αντοχής και βάρους.  
   Η αποτελεσµατικότητα επίσης αυξάνεται µε την αύξηση του λόγου περιµέτρου 
προς διατοµή. Για το λόγο αυτό χρησιµοποιούνται συνήθως λεπτά πτερύγια, σε µικρή 
απόσταση το ένα από το άλλο. 
   Η χρήση των πτερυγίων ενδείκνυται περισσότερο στις περιπτώσεις µικρού 
συντελεστή µεταφοράς θερµότητας h. Όπως είναι γνωστό τα αέρια έχουν µικρότερο 
συντελεστή µεταφοράς θερµότητας από τα υγρά και εποµένως η αναγκαιότητα 
χρήσης πτερυγίων είναι µεγαλύτερη στα αέρια και ειδικότερα όταν συναγωγή είναι 
ελεύθερη. Έτσι σε επιφάνειες που διαχωρίζουν αέριο από υγρό, τα πτερύγια συνήθως 
τοποθετούνται στην πλευρά του αερίου (π.χ. µετασχηµατιστές).  
   Ένα άλλο µέτρο της θερµικής λειτουργίας του πτερυγίου δίνεται από την απόδοση 
του πτερυγίου ηπ. Με τον όρο απόδοση του πτερυγίου, ορίζουµε τον λόγο της 
θερµότητας που µεταφέρεται από το πτερύγιο προς τη µέγιστη που θα µπορούσε να 
µεταφερθεί. Είναι δηλαδή: 

                               1η
max

π <≡
Q
Qo                                (2.61) 

   Η µέγιστη θερµότητα θα προέκυπτε αν σ' ολόκληρο το πτερύγιο είχαµε τη µέγιστη 
δυνατή θερµοκρασία Τb, αν δηλαδή το πτερύγιο είχε τη θερµοκρασία του κορµού Τb.  
Το σύνηθες κατώτερο όριο για την απόδοση είναι 0,35. 
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Κεφ3. Μοντέλα θερµικής ανάλυσης συγκεντρωµένων παραµέτρων και υπολογισµός 
απωλειών ηλεκτρικών µηχανών 
 
 
3.1 Μοντέλα συγκεντρωµένων παραµέτρων 
 
   Τα µοντέλα συγκεντρωµένων παραµέτρων, δηµιουργήθηκαν προκειµένου να µπορέσουµε να 
αναλύσουµε µε όσο το δυνατό ολοκληρωµένο και ταυτόχρονα απλό τρόπο σύνθετα συστήµατα, 
στη µορφή ηλεκτρικών κυκλωµάτων. Στην περίπτωση των ηλεκτρικών µηχανών, είναι ένα 
σηµαντικό εργαλείο, για την επίλυση εξισώσεων τελικής κατάστασης που περιγράφουν το υπό 
εξέταση θερµικό µοντέλο. Χρησιµοποιούνται διαγράµµατα θερµοκρασίας-χρόνου, προκειµένου 
να αποτιµηθούν οι απώλειες σε διάφορα µέρη της µηχανής. Χρησιµοποιώντας αυτές τις 
απώλειες, σαν εισόδους, για τα µοντέλα των συγκεντρωµένων παραµέτρων, πιο ακριβείς 
θερµικές αναλύσεις µπορούν να επιτευχθούν. Η αξιοπιστία και η ορθότητα των προτεινόµενων 
µεθόδων, ελέγχονται από τα αποτελέσµατα που έχουν εξαχθεί από πειράµατα.    
   Η µέθοδος των συγκεντρωµένων παραµέτρων πρωτοεµφανίστηκε για να µελετήσει τη µόνιµη 
κατάσταση του πυρήνα του στάτη µεγάλων γεννητριών-τουρµπίνας των Armor και Chari.     
Ωστόσο, η δουλειά τους περιορίζεται στα σηµεία του στάτη όπου είναι κοντύτερα στο κέντρο 
από ότι στα άκρα και δεν υπολογίζουν την επιρροή από τη θερµότητα που πηγάζει από το πηνίο 
του στάτη. Το 1980 ο Armor, σχεδίασε µοντέλο συγκεντρωµένων παραµέτρων τοξοειδούς 
σχήµατος, προκειµένου να εξηγήσει τη µεταφορά της θερµότητας στο δροµέα µεγάλων 
γεννητριών τουρµπίνας.  
   Αναλυτικότερα, προσπάθειες για να αναλυθεί θερµικά το κύκλωµα µιας µηχανής, έχουν γίνει 
µε τη µέθοδο των συγκεντρωµένων παραµέτρων τις οποίες και παραθέτουµε παρακάτω. 
 

Φ3Φ2Φ1

Στάτης Μαγνήτες

Νερό

Αέρας

Πτερύγια

• Η αναφορά αυτή [2], περιγράφει ένα σύγχρονο κινητήρα του οποίου ο στάτης ψύχεται 
από ένα σύστηµα νερού και γλυκόλης, η οποία έγινε προκειµένου ο παρατηρητής να 
είναι σε θέση να αποκοµίσει γρήγορα πληροφορίες θερµικού περιεχοµένου για 
ευαίσθητα µέρη της µηχανής σε µικρό χρονικό διάστηµα   

 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 3.1 Κύκλωµα συγκεντρωµένων παραµέτρων σύγχρονου κινητήρα 
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R8

Vo

Pr

Ps

Cg
R9

R8Cc PcCs

• Μια άλλη αναφορά [3], γίνεται για την εκτίµηση της θερµοκρασίας σε ένα επαγωγικό 
κινητήρα σε συνθήκες µεταβολής του φορτίου.    

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Θερµικό µοντέλο στάτη 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Θερµικό µοντέλο δροµέα 
 
Ps = Απώλειες επαφών στάτη 
Pc = Απώλειες πυρήνα 
Υ = Αύξηση θερµοκρασίας πυρήνα 
Χ = Αύξηση θερµοκρασίας επαφών στάτη 
Cc = Θερµική χωρητικότητα πυρήνα 
Cs = Θερµική χωρητικότητα επαφών στάτη 
R7 = Θερµική αντίσταση µόνωσης  
R8 = Θερµική αντίσταση στο περιβάλλον 
Pr = Απώλειες επαφών δροµέα 
Ζ = Αύξηση θερµοκρασίας επαφών δροµέα 
Cr = Θερµική χωρητικότητα επαφών δροµέα 
R9 = Θερµική αντίσταση δροµέα στο περιβάλλον 
Vo = Θερµοκρασία περιβάλλοντος 

 
 
 

Σχήµα 3.2 Κύκλωµα συγκεντρωµένων παραµέτρων ασύγχρονου κινητήρα 
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3.2 Προτεινόµενο κύκλωµα 
 
   Στο κύκλωµα Συγκεντρωµένων Παραµέτρων, οι τάσεις αντιστοιχούν σε θερµοκρασίες, τα 
ρεύµατα σε πηγές θερµότητας, οι αντιστάσεις στην δυσκολία που συναντά η θερµότητα για να 
εξαπλωθεί και οι πυκνωτές στην συσσωρευµένη θερµότητα των υλικών.  
   Η τάση Vz αντιστοιχεί στη θερµοκρασία του δροµέα, η Vx στη θερµοκρασία των δοντιών του 
στάτη και η Vy στη θερµοκρασία του πυρήνα του στάτη.  
   Η πηγή ρεύµατος Ι1 είναι η πηγή απωλειών στο δροµέα, η Ι2 είναι η πηγή απωλειών των 
δοντιών στο στάτη, και Ι3 είναι η πηγή απωλειών του πυρήνα του στάτη. 
 
 

VyVx

R8

R7

C3I3C2R9I1 C4C1

RdVz

I2

            
Σχήµα 3.3 Κύκλωµα Συγκεντρωµένων Παραµέτρων 

 
 
   Προκειµένου να υπολογίσουµε τις πηγές ρεύµατος του προτεινόµενου κυκλώµατος 
εξετάζουµε τρεις χαρακτηριστικές λειτουργίας του κινητήρα. 

 
 Η πρώτη περίπτωση λειτουργίας γίνεται µε ακινητοποιηµένα δροµέα χωρίς καπάκια και 

ανεµιστήρα. Η τροφοδοσία των τυλιγµάτων του στάτη γίνεται µε ονοµαστικό ρεύµα I=3,6A. 
Στην περίπτωση αυτή η τάση τροφοδοσίας των τυλιγµάτων του στάτη είναι πολύ χαµηλή. Οι 
απώλειες ισχύος προέρχονται µόνο από απώλειες χαλκού του στάτη και απώλειες αλουµινίου 
του δροµέα, τις οποίες θεωρούµε περίπου ίσες. Οι απώλειες σιδήρου αµελούνται λόγω της 
χαµηλής τάσεως τροφοδοσίας. 
 Ραπ Cu= Pαπ Al= 3 I2 R = 3 3,62 4,8 = 186,624 Watt 
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 Η δεύτερη περίπτωση λειτουργίας γίνεται µε τα ονοµαστικά στοιχεία του κινητήρα 
(τάση, ένταση, φορτίο) αλλά χωρίς ανεµισµό. Οι απώλειες προέρχονται από απώλειες χαλκού 
του στάτη και απώλειες αλουµινίου του δροµέα, οι οποίες είναι περίπου ίσες καθώς και από 
απώλειες σιδήρου του πυρήνα του στάτη. Οι απώλειες σιδήρου του δροµέα θεωρούνται 
αµελητέες αφού η ολίσθηση είναι πολύ µικρή.  
Ραπ Cu= Pαπ Al= 3 I2 R = 3 3,62 4,8 = 186,624 Watt 
Ραπ Fe στάτη=Ραπωλ- (Ραπ Cu+Pαπ Al)= 400-(186,624+186,624)= 28 Watt 
 
 Η τρίτη περίπτωση λειτουργίας γίνεται ακριβώς όπως η δεύτερη µόνο που έχουµε και 

εξαναγκασµένη ψύξη από τη φτερωτή του ίδιου του κινητήρα. Οι απώλειες είναι ίδιες όπως και 
στη δεύτερη περίπτωση. 
Ραπ Cu= Pαπ Al= 3 I2 R = 3 3,62 4,8 = 186,624 Watt 
Ραπ Fe στάτη=Ραπωλ- (Ραπ Cu+Pαπ Al)= 400-(186,624+186,624)= 28 Watt 
  
Στις τρεις περιπτώσεις που εξετάσαµε, υπολογίσαµε τις απώλειες στο δροµέα και στο στάτη. 
Αντιστοιχίζουµε µε τις πηγές ρεύµατος του κυκλώµατός µας και έχουµε: 
Ι1= Ιαπ,δρ=186Α 
Ι2= Ιαπ,δοντ στ=186Α 
Ι3= Ιαπ,πυρ στ=28Α 

 
 
 

  3.3 Υπολογισµός αντιστάσεων µε βάση τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της µηχανής 
 
 

 

 
 

Σχήµα 3.4 Απλοποιηµένη γεωµετρία του κινητήρα σε κυλινδρικές συντεταγµένες 
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Σιδηροπυρήνας Στάτη (Σχήµατα 3.4, 3.5) 
 
R = 62mm = 0,062m         
L = 110mm = 0,11m 
S = 2πRL = 0,0428m2

 
δ = 14mm = 0,014m 
από πίνακα 4.3 Συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ=67W/moC, για σίδηρο 
 

RΣΣ = =
S
δ

λ
1

0,00488Ω        

 
∆όντια Στάτη (Σχήµατα 3.4, 3.5)  
 
R = 48,75mm = 0,04875m   
L = 110mm = 0,11m 
S = 2πRL = 0,0337m2

 
δ = 12,5mm = 0,0125m 
από πίνακα 4.3 Συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ=200W/moC, για αλουµίνιο 
 

R∆Σ = =
S
δ

λ
1

0,00185Ω       

 
Μόνωση µεταξύ τυλιγµάτων και σιδηροπυρήνα στάτη (Σχήµατα 3.4, 3.5)  
 
R = 55mm = 0,04875m 
L = 110mm = 0,11m 
S = 2πRL = 0,038m2

 
δ = 0,1276mm = 0,0001276m 
από πίνακα 4.3 Συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ=0,02W/moC, για µονωτικό χαρτί 
 

RΜΤΣ = Ω= 1679,01
S
δ

λ
           

 
 
 
Συνολική Αντίσταση Στάτη 
 
RΣ = RΣΣ + R∆Σ +RΜΤΣ = 0,1747Ω => R7 = 0,1747Ω  
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rd

L

∆ΙΑΚΕΝΟ

rστάτη

δ

∆ΡΟΜΕΑΣ

ΣΤΑΤΗΣ

ΜΟΝΩΣΗ ΣΤΑΤΗ

 Σχήµα 3.5 Απλοποιηµένο σχήµα του κινητήρα 
 
 
∆ροµέας (Σχήµατα 3.4, 3.5) 
 
Σιδηροπυρήνας ∆ροµέα (Σχήµα 3.4)  
 
R = 21mm = 0,021m 
L = 110mm = 0,11m 
S = 2πRL = 0,0145m2

 
δ = 13mm = 0,013m 
από πίνακα 4.3 Συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ=67W/moC, για σίδηρο 
 

RΣ∆ = =
S
δ

λ
1

0,0133Ω        

 
∆όντια ∆ροµέα (Σχήµα 3.4)  
 
R = 34,5mm = 0,0345m 
L = 110mm = 0,11m 
S = 2πRL = 0,02384m2

 
δ = 14mm = 0,014m 
από πίνακα 4.3 Συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ=150W/moC, για σίδηρο-αλουµίνιο 

R∆∆ = =
S
δ

λ
1

0,003915Ω   
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Η αντίσταση του δροµέα προκύπτει κατά ένα µεγάλο ποσοστό και από την ψύξη των πλαϊνών 
του κινητήρα 
Άρα θα έχουµε:  
 
S = 2 (Ε1 + Ε2 + Ε3) 
   
Ε1 = πR2 – πr2 = π (R2 – r2) = 3,14 (692 – 14,52) =  14295,8 mm2

 
E2 = πr2 +2πRL = 3,14 14,52 +2 3,14 14,5 30 = 3393,7 mm2

 
Ε3 = 2πrL = 2 3,14 69 35 =15173,89 mm2

  
 
Άρα S = 2 (14295,8 + 3393,7 + 15173,89) = 65726 mm2 = 0,065726m2

 
Στην περίπτωση χωρίς ανεµισµό έχουµε h1 = 16,5, όπου h1 συντελεστής ανεµισµού 
 

R9 = 
065726,05,16
11

1 ⋅
=

⋅ Sh
= 0,9221 Ω 

 
Στην περίπτωση µε ανεµισµό έχουµε h2 = 40   
 

R9 = 
065726,040
11

2 ⋅
=

⋅ Sh
= 0,38 Ω 

 
 
 
Κέλυφος (Σχήµα 3.4) 
 
R = 76mm = 0,076m 
L = 175mm = 0,175m 
S = 2πRL = 0,08356m2

 
Στην περίπτωση της περιστροφής χωρίς ανεµισµό: h1 = 16,65 
Οπότε θα έχω: 

R8 = =
⋅

=
⋅ 08356,065,16

11

1 Sh
  0,72Ω         

 
Στην περίπτωση της περιστροφής µε ανεµισµό: h2 = 40. Επειδή όµως στο κέλυφος υπάρχει 
σηµαντικά καλύτερος ανεµισµός (περίπου διπλάσιος) από ότι στο εσωτερικό, επιλέγεται h2 = 81 
Οπότε θα έχω: 

R8 = =
⋅

=
⋅ 08356,081

11

2 Sh
0,147Ω           
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∆ιάκενο (Σχήµατα 3.4, 3.5) 
 
R = 42mm = 0,042m 
L = 110mm = 0,11m 
S = 2πRL = 0,029m2

 
δ = 0,001mm  
από πίνακα 4.3 Συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ=0,02W/moC, για αέρα 
 

Rδ = Ω= 7241,11
S
δ

λ
           

 
 

 
 
Σχήµα 3.6 Παρουσίαση υλικών και αντιστοίχων όγκων στον υπό µελέτη κινητήρα 
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3.4 Υπολογισµός χωρητικοτήτων µε βάση τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά της µηχανής 
 
Χωρητικότητες δροµέα (C1) 
 
 
 Άξονας Σιδηροπυρήνας 

δροµέα 
∆όντια 
δροµέα 

Αλουµίνιο Σύνολο 

Όγκος (m3) 0,0002 0,00019 0,00042 0,00011 0,00092 
Ποσοστό (%) επί 
του συνολικού 

21,74 20,65 45,65 11,96 100 

ρ (kg/m3) 8000 8000 8500 2707  
Cp  447 500 700 896  
J/kgoC 3576000 4000000 5950000 2425472  
Αναλογία 97 103,2 319,5 107,13 626,83 
Συνολικά 777442,4 825600 2715750 290000 4608773,3 
 
Χωρητικότητα δροµέα: C1 = 0,000924608773,3⋅ => C1 = 4240,071F 
 
 
 
Χωρητικότητες επαφών στάτη (C2) 
 
 
 ∆όντια στάτη (χαλκός & 

σιδηροπυρήνας) 
Χαλκός Σύνολο 

Όγκος (m3) 0,000399 0,000143 0,000542 
Ποσοστό(%) επί του συνολικού 73,61 26,39 100 
ρ (kg/m3) 8500 8950  
Cp  450 384  
Αναλογία 331,27 101,31 432,58 
Συνολικά 2815795 906724 3722519,5 
 
 
Χωρητικότητα επαφών στάτη: C2 = 0,0005423722519,5 ⋅ => C2 = 2017,6F 
 
 
Χωρητικότητα Σιδηροπυρήνα στάτη (C3) 
 
C3 =  => C0,00066 0000004 ⋅ 3 =2640F 
 
 
Χωρητικότητα Κελύφους (C4) 
 
C4 =  => C0,00066 0000004 ⋅ 4 =2640F 
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3.5 Συγκεντρωτικός πίνακας µε τα στοιχεία του κυκλώµατος: 
 
 
Στοιχείο Χωρίς Ανεµισµό Με ανεµισµό 
Ι1 186 186 
Ι2 186 186 
Ι3 28 28 
Rd 1,7241 1,7241 
R7 0,1747 0,1747 
R8 0,725 0,1477 
R9 0,9221 0,38 
C1 4240 4240 
C2 2017 2017 
C3 2640 2640 
C4 2640 2640 
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∆ΙΣ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΘΕΡΜΙΚΗ 
ΑΝΑΛΥΣΗ ΚΙΝΗΤΗΡΑ 

ΕΠΑΓΩΓΗΣ 
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Κεφ.4 ∆ισδιάστατη θερµική ανάλυση κινητήρα επαγωγής 
 
4.1 Γενικά  
 
   Στο προηγούµενο κεφάλαιο δείξαµε ότι µε απλό σχετικά τρόπο µε τη µέθοδο των 
συγκεντρωµένων παραµέτρων µπορούµε να αναλύσουµε θερµικά ένα κινητήρα επαγωγής. Η 
διαδικασία αυτή µας οδηγεί σε µοντέλο του οποίου τα αποτελέσµατα είναι συµβατά µε τα 
πειραµατικά. Στη συνέχεια, προκειµένου να προσδιοριστούν µε ακρίβεια οι πηγές του θερµικού 
προβλήµατος (απώλειες χαλκού, σιδήρου του κινητήρα) στις διάφορες περιπτώσεις λειτουργίας, 
θα χρησιµοποιηθεί σε ένα πρώτο βήµα η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων για την ανάλυση 
του ηλεκτροµαγνητικού πεδίου. Σε ένα δεύτερο βήµα θα πραγµατοποιηθεί η δισδιάστατη 
ανάλυση του ίδιου επαγωγικού κινητήρα µε τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων η οποία 
είναι πιο ακριβής όσον αφορά τη µελέτη και τα αποτελέσµατα, αλλά είναι πιο χρονοβόρος, 
πολύπλοκη και απαιτεί µεγάλη υπολογιστική ισχύ [4].  
  
 
4.2 Υπολογισµός παραµέτρων ισοδυνάµου κυκλώµατος, απωλειών χαλκού και σιδήρου 
κινητήρα επαγωγής µε τη µέθοδο των Πεπερασµένων Στοιχείων. 
   
4.2.1 Ονοµαστικά στοιχεία του κινητήρα 

 
Ο κινητήρας που χρησιµοποιήθηκε ήταν ένας τριφασικός µε τα εξής ονοµαστικά στοιχεία:  

α)  Τάση : U=230/400 V 
β)  Ένταση : I=3,6 Α 
γ)  Συντελεστής ισχύος : cosφ=0,79 
δ)  Συχνότητα AC : f=50Hz 
ε)  Συχνότητα περιστροφής : 1410 σαλ. 

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι σε πλήρες  φορτίο είναι:  

1. ολίσθηση : %6
1500

14101500s =
−

=  

2. Ηλεκτρική Ισχύς : Ρηλ= 3 W197079,06,34003cosIV =⋅⋅⋅=ϕ⋅⋅π  .  
3. Μηχανική Ισχύς  : Ρµηχ=2 ΗΡ=1472 W 
4. Απώλειες  Ισχύος : Ραπωλ=Ρηλ-Ρµηχ=498 W 

 
4.2.2  Γεωµετρία του κινητήρα 

 
Ο στάτης έχει 24 οδοντώσεις και ο δροµέας 30 αυλάκια όπως φαίνεται από το σχήµα 4.2. Η 

εξωτερική διάµετρος του στάτη είναι 136 mm και η εσωτερική 85 mm.  
Το βάθος κάθε αυλακιού είναι 14 mm. Ο δροµέας  έχει διάµετρο 84,5 mm. Άρα το διάκενο 

δροµέα - στάτη είναι 0,25 mm. 
Για τα αυλάκια του δροµέα δεχθήκαµε ότι έχουν σχήµα σφηνοειδές µε βάθος 16 mm περίπου 

και πλάτος 3 mm στο ανώτερο µέρος. Η διατοµή του αλουµινίου που γεµίζει τα αυλάκια του 
δροµέα είναι 24,6mm2. Το µήκος του κινητήρα ( µήκος αυλακιού ) είναι 110 mm.  

Ο κινητήρας είναι τετραπολικός (Ρ=2 ζεύγη πόλων). Άρα κάθε φάση έχει 2 συγκροτήµατα 
συγκεντρικού τυλίγµατος. Κάθε συγκρότηµα έχει 2 οµάδες µιας στρώσης σε κάθε αυλάκι ώστε 
συνολικά έχοµε 24 αυλάκια στο στάτη: 

3 φάσεις×2συγκροτήµατα×2οµάδες×2αυλάκια=24αυλάκια. 
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Το ανάπτυγµα του τυλίγµατος του στάτη φαίνεται στο σχήµα 4.1. Σε κάθε οµάδα βρέθηκε 
(από την τάση εξ’ επαγωγής που αναπτύσσεται σ’ αυτήν όταν διεγείρεται από µαγνητικό 
κύκλωµα ορισµένης ΜΕ∆ ), ότι έχει 135 σπείρες περίπου. Σε κάθε φάση δεχθήκαµε ότι η 
εσωτερική οµάδα του ενός συγκροτήµατος συνδέεται µε την εξωτερική του άλλου 
συγκροτήµατος και τα δυο αυτά συνδέονται παράλληλα για να αποτελέσουν το τύλιγµα της µιας 
φάσης (σχήµα 4.1) 

iN ⋅

∆εδοµένου ότι η εξωτερική οµάδα έχει µήκος σπείρας:  
2 × 110 mm (µήκος στοιχείου) + 120mm (οπίσθια σύνδεση) + 120 mm 
(µετωπική σύνδεση) = 460 mm και η εσωτερική οµοίως έχει: 
2×110 + 80 + 80 = 380 mm . 

Συνολικό µήκος αγωγού εσωτερικής και εξωτερικής οµάδας : 
L=(460+380)mm ×135 σπείρες =0,84×135 m =113,4 m 

H διάµετρος του χαλκού των τυλιγµάτων είναι δ = 0,5 χιλ. = 5×10−4 m και έχουν αντίσταση : 
 

Ω=
⋅⋅Ω⋅⋅

⋅
=

⋅σ
= −−− 14,10

m1025m107,514,3
m4,1134

S
LR 28117  

Επειδή σε µια φάση δυο τέτοιοι αγωγοί είναι συνδεδεµένοι παράλληλα η ολική αντίσταση 
µιας φάσης είναι: 

Ω≈==ολ 5
2
14,10

2
RR  

που είναι πολύ κοντά στη µετρηθείσα τιµή: 4,8 Ω 
 
 
 

 

 
 

Σχήµα 4.1 Ανάπτυγµα του τυλίγµατος του στάτη. 
                                                                      
4.2.3  Πλέγµα 

 
Στο σχήµα 4.3 φαίνεται το πλέγµα που δηµιουργεί το πρόγραµµα στο µοντέλο του κινητήρα: 

• Ο αριθµός των τριγώνων εξαρτάται από το µέγεθος των τµηµάτων (segments) που 
ορίζονται πάνω στις γραµµές του σχήµατος. 

• Επί πλέον στο εσωτερικό του σχήµατος κατά τον ορισµό των υλικών ορίζεται το 
µήκος της πλευράς του τριγώνου. 
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Στο σχήµα 4.5 παρατηρούµε ότι η πυκνότητα του πλέγµατος είναι πολύ µεγάλη στο διάκενο 
όπου η απόσταση των γραµµών του σχήµατος είναι µικρή.  

                                                  -A         -A          B
                                        C         (8)       (7)                     B

                              C                                                                    -C

                    -B                                                                                   -C

               -B                                                                                         (2)  A

              A                                                                                             (1)  A

               A                                                                                              -B

                   -C                                                                                    -B

                           -C                                                                     C

                                       B                                                C
                                                   B                       -A
                                                                -A

 
 

Σχήµα 4.2 Η γεωµετρία του κινητήρα. Τα ρεύµατα των φάσεων A, B, C εξέρχονται 
από το επίπεδο του σχεδίου ενώ τα ρεύµατα των φάσεων -A, -B, -C, εισέρχονται. 

 
 
 
 

A
B

 
 

 
Σχήµα 4.3 Λεπτοµέρεια του κινητήρα γύρω από το διάκενο. 
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Σχήµα 4.4 Το πλέγµα ενός τεταρτηµορίου. Ολόκληρη η µηχανή έχει 9605 κόµβους 

 
 

 
 

 
Σχήµα 4.5 Λεπτοµέρεια του πλέγµατος στην περιοχή  του διακένου  

Συνολικά το σχήµα έχει χωριστεί σε 9605 κόµβους 
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4.2.4  ∆ιέγερση 

 
Σε κάθε αυλάκι υπάρχουν w=135 αγωγοί. Το ρεύµα Ι (ενεργός τιµή) που διαρρέει κάθε φάση 

διαιρείται σε δυο κλάδους όπως είπαµε προηγουµένως. Άρα σε κάθε αυλάκι έχοµε συνολικά 
ρεύµα w⋅Ι / 2 (ενεργός τιµή) και πλάτους:  

2
Iw

2
Iw2 ⋅

=
⋅⋅  

Η πυκνότητα ρεύµατος στο αυλάκι (εµβαδού S=118,7 mm2 =118,7⋅10−6 m2) έχει πλάτος : 

)m/MA(I786,0
S2
IwJ 2⋅=

⋅
⋅

=
)

 

Για την ονοµαστική τιµή του ρεύµατος Ι=3,6 Α έχοµε : 
J
)

= 2,88 MA / m2. 
 
Παριστάνουµε  τα τρία εισερχόµενα και τα τρία εξερχόµενα τριφασικά ρεύµατα µε 

περιστρεφόµενα διανύσµατα (σχήµα 4.6). Αναλύοντας τα 6 αυτά ρεύµατα και 
 στους δύο άξονες όπου ο οριζόντιος άξονας είναι ο πραγµατικός και ο 

κατακόρυφος είναι ο φανταστικός. Θεωρούµε ότι το ρεύµα Ι

CBA I,I,I .

CBA I,I,I −−−

Α βρίσκεται τη δεδοµένη στιγµή στο 
µέγιστο της τιµής του, άρα το διάνυσµα ΙΑ συµπίπτει µε τον άξονα x.  

Τα τρία ρεύµατα  έχουν διαφορά φάσης 120CBA I,I,I ο όπως φαίνεται στο σχήµα 4.6, ενώ τα 
ρεύµατα  είναι αντιστοίχως αντίθετα διανύσµατα των προηγουµένων. CBA I,I,I −−−

Όλο το σύστηµα των 6 ρευµάτων περιστρέφεται αντίθετα µε την κίνηση των δεικτών του 
ωρολογίου. Οι προβολές των διανυσµάτων αυτών στον πραγµατικό και τον φανταστικό άξονα 
είναι η τιµή του ρεύµατος αυτού τη δεδοµένη στιγµή και µετά Τ/4 αντίστοιχα. 

Έτσι αν το ρεύµα που διαρρέει κάθε φάση έχει ενεργό τιµή Ι τότε στα αυλάκια του στάτη 
όπου εξέρχεται η φάση Α έχοµε πυκνότητα ρεύµατος µε πλάτος: 

I804,0JA ⋅=
)

  
και τη δεδοµένη στιγµή η πυκνότητα του ρεύµατος είναι: 

I804,00cosI804,0J O
Areal ⋅=⋅⋅=  ΜΑ/m2

και µετά από χρόνο Τ/4 η πυκνότητα ρεύµατος θα είναι : 
00sinI804,0J O

Aim =⋅⋅=  MA/m2

Αντίθετα στο αυλάκι που εισέρχεται η φάση Α είναι : 
I804,00cosI804,0J O

Areal ⋅−=⋅⋅−=−  MA/m2

και µετά από χρόνο Τ/4 η πυκνότητα ρεύµατος θα είναι : 
00sinI804,0J O

Aim =⋅⋅−=−  MA/m2

Οµοίως για τα αυλάκια των δύο άλλων φάσεων είναι σε µορφή πίνακα : 
Φάση 
Β 

Εξερχόµενο 
ρεύµα 

I402,060cosI804,0J O
Breal ⋅−=⋅⋅−=  I696,060sinI804,0J O

Bim ⋅−=⋅⋅−=
 

Φάση 
Β 

Εισερχόµενο 
ρεύµα 

I402,060cosI804,0J O
Breal ⋅=⋅⋅=−  I696,060sinI804,0J O

Bim ⋅=⋅⋅=−  

Φάση 
C 

Εξερχόµενο 
ρεύµα  

I402,060cosI804,0J O
Creal ⋅−=⋅⋅−=  I696,060sinI804,0J O

Cim ⋅=⋅⋅=  

Φάση 
C 

Εισερχόµενο 
ρεύµα 

I402,060cosI804,0J O
Creal ⋅=⋅⋅=−  I696,060sinI804,0J O

Cim ⋅−=⋅⋅−=−
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Σχήµα 4.6 Τα ρεύµατα των τριών φάσεων στο µιγαδικό επίπεδο. 

 
 
 
 
4.2.5  Περιπτώσεις λειτουργίας

 
   ∆ιακρίνουµε τις εξής περιπτώσεις λειτουργίας: Κενού φορτίου, χαµηλού φορτίου, πλήρους 
φορτίου 
 

Ως γνωστόν η ολίσθηση είναι: 

s

rs

n
nn

s
−

=  

όπου nr και ns οι ΣΑΛ (στροφές ανά λεπτό) του δροµέα και του ρεύµατος του στάτη αντίστοιχα. 
Η συχνότητα του προβλήµατος f2 είναι: 

f2=s⋅fs 
Αν πχ.είναι : fs=50Hz και s=6%=0,06 τότε : f2=50⋅0,06=3 Hz 

όπου fs η συχνότητα του ρεύµατος που επιβάλλεται στον στάτη. Αυτής της συχνότητας είναι τα 
ρεύµατα που επάγονται στο δροµέα. 

Τα µέταλλα που επιλέγονται είναι: 
α) Για τη µαγνητική λαµαρίνα δροµέα και στάτη πυριτιούχος σίδηρος µε σταθερή 

διαπερατότητα mu=7000 (γραµµική σχέση Β−Η) , χωρίς δινορρεύµατα. 
β) Το µέταλλο του κλωβού του δροµέα είναι αλουµίνιο 1100 µε αγωγιµότητα σ =34,45 

MS/m 
 Οριακή συνθήκη. Στο εξωτερικό σύνορο του κινητήρα τίθεται η συνθήκη: Α = 0 
Με τα δεδοµένα αυτά το πρόγραµµα FEMMΕ υπολογίζει τα µαγνητικά µεγέθη Α, Β, Η 

καθώς και τα ρεύµατα στο εσωτερικό του κινητήρα (ρεύµατα στον κλωβό του δροµέα) . 
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Β  
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↑  
 
 
Α  

Γ  
 
 
 
 

2A
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↓  
 
 
 
∆  

Α=0 

Α=0 

L L 

 
Σχήµα  4.7 Μια σπείρα του στάτη. 

 
 
 
 
 

4.2.6  Υπολογισµός της τάσης
 

Για τον υπολογισµό της τάσης στα άκρα κάθε τυλίγµατος χρησιµοποιούµε το µαγνητικό 
διανυσµατικό δυναµικό Α. Ισχύει:  

( )∫ ∫ ∫ ολΦ==×∇=
l S S

dSBdSAdlA
rrr

 

Αν ΑΒΓ∆ µια σπείρα του τυλίγµατος, µε ΑΒ και Γ∆ τα στοιχεία της οµάδας µήκους L =0,11 
m όπου οι αλγεβρικές τιµές του µαγνητικού διανυσµατικού δυναµικού (το οποίο ως γνωστόν 
είναι κάθετο στο επίπεδο της τοµής του κινητήρα και εποµένως παράλληλο µε το στοιχείο L) 
είναι Α1 και Α2 αντίστοιχα ,καθώς και ΒΓ, ∆Α είναι η οπίσθια και η µετωπική σύνδεση όπου το 
Α=0 τότε  η µαγνητική ροή µέσα από το τύλιγµα θα είναι: 

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∆

Γ ∆

Γ
=−−+==Φ

l

B

A

A

B 21 dl0dlAdl0dlAdlA
r

 

= Α1 ⋅ L + 0 − A2 ⋅ L − 0 =A1real ⋅ L + jA1im ⋅ L−A2real  ⋅ L−jA2im ⋅ L = 

= (A1real − A2real ) ⋅ L + j(A1im − A2im ) ⋅ L 

 Άρα το πλάτος της ροής µέσα από το τύλιγµα  είναι: 
( ) ( ) LAAAA 2

im2im1
2

real2real1max ⋅−+−=Φ  
Όταν η µαγνητική ροή µεταβάλλεται αρµονικά µε το χρόνο : 

Φ = Φmax ⋅ cos ωt  
τότε η επαγωγική τάση στα άκρα µιας σπείρας είναι: 

tsinVtsin
dt
dV maxmax ω⋅=ω⋅ω⋅Φ=
Φ

=  

   Άρα το πλάτος της επαγόµενης ηλεκτρεγερτικής δύναµης σε µια σπείρα είναι: 
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Vmax = ω ⋅ Φmax =2 π ν ⋅ Φmax. 
    Αν το τύλιγµα έχει n σπείρες η ενεργός τάση είναι: 

maxmaxrms n44,4n2E Φ⋅ν⋅⋅=Φ⋅ν⋅⋅π⋅=  
όπου ν είναι η συχνότητα του ρεύµατος που επιβάλλεται στο στάτη η οποία δηµιουργεί τη 
µαγνητική ροή. 

Αυτή η ηλεκτρεγερτική δύναµη έχει αντίθετη φορά της επιβαλλόµενης στο τύλιγµα τάσης. 
Αν προσθέσοµε και την πτώση τάσης στο τύλιγµα RΙ έχοµε την επιβαλλόµενη τάση V : 

maxrms n44,4IREIRV Φ⋅ν⋅⋅+⋅=+⋅=  
 

 
Φmax 

Φmax 

 
Σχήµα 4.8 Οι δυναµικές  γραµµές στο εσωτερικό του κινητήρα. Τα βέλη δείχνουν τα 

σηµεία που η πυκνότητα της µαγνητικής ροής γίνεται µέγιστη. 
 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.1 
Σύγκριση πειραµατικών αποτελεσµάτων µε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης 

 
Τύπος φορτίου Μέγιστο Ταχύτ- Πλάτος Υπολογι- πλάτος από- Ροπή Ροπή ∆ιαφορά

πυκνότ. ητα ρεύµατος ζόµενο τάσης κλι- µετρη- υπολογ. δύο
µαγνητικ. περι- θεµελιώ- πλάτος θεµε- ση µένη από το ροπών
ροής στροφ. δους τάσης λιώδους προγρ.

(Tesla) ( ΣΑΛ)    (Α) (Volt) (Volt) % (N*m) (N*m) (Ν*m)
 (α) (β) (γ) (δ) (ε) (ζ) (η) θ (θ) (ι)
 Κενό Φορτίο 2,2 1497 2,74 312 316 -1 0,29 0,32 0,03
 Χαµηλό Φορτίο 2,2 1477 3,18 328 316 4 3,92 3,64 -0,29
 Πλήρες Φορτίο 2,2 1447 4,31 317 315 1 8,04 7,52 -0,52
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Μειονεκτήµατα του προγράµµατος είναι κατά την επίλυση αρµονικού προβλήµατος δεν 
λαµβάνεται υπ’ όψιν το µη γραµµικό τµήµα της χαρακτηριστικής Β-Η διότι το πρόγραµµα 
θεωρεί τη διαπερατότητα σταθερή σ’ αυτή την περίπτωση. Έτσι για µεγάλα ρεύµατα το µοντέλο 
θεωρεί ότι η λαµαρίνα δεν φθάνει σε κορεσµό άρα η πυκνότητα της µαγνητικής ροής Β φθάνει 
σε µεγάλες τιµές πολύ µεγαλύτερες από ότι φθάνει στην πραγµατικότητα. Για να περιορίσουµε  
το Β στα πραγµατικά του επίπεδα (1,5 - 2 Τesla) θέτουµε στο µοντέλο, πλασµατικά, υλικό 
µικρής διαπερατότητας (πχ. mu=130 αντί 7000) σε περιοχές όπου το πεδίο είναι πολύ ισχυρό π.χ. 
τα δόντια του στάτη. Έγινε έλεγχος της τιµής του Β σ’ αυτές τις περιοχές (που φαίνονται στο 
σχήµα 4.7) και το µέγιστο που βρέθηκε γράφεται στη στήλη (α) του πίνακα 4.1. Παρατηρούµε 
ότι το Β είναι σταθερό 2,2Τ. Τούτο συµβαίνει γιατί µε την αύξηση του ρεύµατος του στάτη 
αυξάνει και το ρεύµα του δροµέα το οποίο έχει τέτοια φορά (σύµφωνα µε τον κανόνα του Lenz) 
ώστε να αντιτίθεται στο πεδίο του στάτη που το δηµιουργεί. Εποµένως το Β περιορίζεται σε 
σταθερή τιµή. 

Όσον αφορά την ροπή ήταν αναµενόµενη µια διαφορά µεταξύ της υπολογιζόµενης από το 
πρόγραµµα που είναι η µαγνητική ροπή (δηλαδή αυτή που ασκεί το µαγνητικό πεδίο στο 
δροµέα) και της µετρηµένης που είναι η µηχανική ροπή που παίρνοµε από τον άξονα της 
µηχανής. Αυτή η διαφορά είναι οι τριβές στον άξονα του κινητήρα και ο ανεµισµός. Πράγµατι 
σε µερικές περιπτώσεις η διαφορά αυτή έχει µικρές θετικές τιµές περίπου 0,3 Ν⋅m. Σε άλλες 
όµως περιπτώσεις κυρίως σε πλήρες φορτίο οι τιµές αυτές αποκλίνουν περίπου κατά 10%. 
Τούτο οφείλεται στο ότι το πλέγµα στο διάκενο δεν ελήφθη τόσο πυκνό όσο έπρεπε. 

 
 
4.3  Πειραµατική επιβεβαίωση

 
Οι περιπτώσεις λειτουργίας που αναφέρθηκαν προηγουµένως εξετάστηκαν πειραµατικά µε 

την συνδεσµολογία που φαίνεται στο σχήµα 4.9. Σε κάθε περίπτωση η τάση ήταν 220 V 
(συνδεσµολογία τριγώνου), επιβαλλόταν διάφορα φορτία και µετρούνταν η ταχύτητα 
περιστροφής, το ρεύµα και η ηλεκτρική ισχύς ενός τυλίγµατος. Επίσης καταγράφονταν ψηφιακά 
µέσω του παλµογράφου οι κυµατοµορφές της τάσης και του ρεύµατος. Τα αποτελέσµατα των 
µετρήσεων φαίνονται στον πίνακα 4.2. 

 
 
 
 

ΠΙΝΑΚΑΣ 4.2 
Τιµές των µεγεθών που µετρήθηκαν καθώς και εκείνων που υπολογίστηκαν από το 

πείραµα. 
 
 Τύπος φορτίου Ρεύµα Ταχύτητα Ροπή Ενεργ. Ενεργ.Ρµηχ Ρηλ Ραπ συνφ από- ολίσ-

τυλιγµ. τάση ένταση δοση θηση
θεµελ. θεµε.λ.

(Α) (ΣΑΛ) (Kg*m) (Volt) (A) (W) (W) (W) % %
(α) (β) (γ) (δ) (ε) (ζ) (η) (θ) (ι) (κ) (λ)

Κενό φορτίο 1,86 1497 3 223 1,94 46 315 269 0,26 14,6 0,2
Χαµηλό φορτίο 2,17 1477 40 223 2,25 607 900 293 0,63 67,4 1,5
Πλήρες φορτίο 3 1447 82 223 3,05 1219 1590 371 0,80 76,6 3,5  
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Σχήµα 4.9 Το κύκλωµα που χρησιµοποιήθηκε για να πάρουµε τις µετρήσεις του πίνακα 4.2 
 
 
 
4.4 ∆ισδιάστατη ανάλυση θερµοκρασιακού πεδίου 
 
   Οι τεχνικές αριθµητικής ανάλυσης µε τη χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων στοιχείων [4], 
χρησιµοποιούν απ’ ευθείας τη γεωµετρία του κινητήρα και τις θερµικές εξισώσεις που 
περιγράφουν τη λειτουργία του, για να υπολογίσουν τη χωρική κατανοµή της θερµότητας στα 
διάφορα σηµεία του. Οι υπολογισµοί αυτού του είδους µπορούν να γίνουν είτε µε τεχνικές 
χρονικού βήµατος (time stepping techniques), στις οποίες λαµβάνεται υπ’ όψιν η χρονική 
µεταβολή των µεγεθών κατά τη λειτουργία του κινητήρα είτε µε τεχνικές µιγαδικών 
µεταβλητών, στις οποίες θεωρείται ηµιτονοειδής χρονική µεταβολή και είναι κατάλληλη για την 
ανάλυση µόνο της λειτουργίας µόνιµης κατάστασης. Οι τεχνικές χρονικού βήµατος απαιτούν 
φυσικά µεγάλη υπολογιστική ισχύ και µεγάλους χρόνους προκειµένου να ολοκληρώσουν τους 
υπολογισµούς. Για την εκτίµηση όµως των παραµέτρων του ισοδυνάµου κυκλώµατος, είναι 
φανερό πως απαιτείται µόνο η γνώση των µεγεθών στη µόνιµη κατάσταση λειτουργίας. 
Εποµένως, η δεύτερη κατηγορία τεχνικών αριθµητικής ανάλυσης είναι η προσφορότερη από 
πλευράς απαιτήσεων. 
   Η µεθοδολογία την οποία ακολουθούν οι τεχνικές πεπερασµένων στοιχείων στις δύο 
διαστάσεις θα µπορούσε να περιγραφεί συνοπτικά ως εξής: 
   Η θερµότητα θεωρείται ότι κατανέµεται ακτινικά στο διάκενο, µία παραδοχή αποδεκτή στις 
επαγωγικές µηχανές, λόγω του µικρού µήκους διακένου, και αναλύεται το πεδίο σε µία εγκάρσια 
διατοµή αγνοώντας τα φαινόµενα των άκρων του κινητήρα. Σαν πεδίο επίλυσης λαµβάνεται ένα 
αντιπροσωπευτικό τµήµα του υπό ανάλυση κινητήρα, όπως η γεωµετρία που αντιστοιχεί σε ένα 
πόλο µε αντιπεριοδικές πλευρικές οριακές συνθήκες, η οποία διακριτοποιείται σε πολλά 
µικρότερα τµήµατα (πλεγµατοποίηση µε πεπερασµένα στοιχεία). Το πλήθος των στοιχείων 
αυτών θα καθορίσει την ακρίβεια των υπολογισµών αλλά και τις απαιτήσεις σε υπολογιστική 
ισχύ. Στα τµήµατα του κινητήρα που αναµένεται µεγάλη συγκέντρωση δυναµικών γραµµών του 
πεδίου χρησιµοποιείται µεγαλύτερη πυκνότητα στοιχείων. Στη συνέχεια, για καθένα από αυτά 
τα στοιχεία του πλέγµατος, πρέπει να επιλυθεί η εξίσωση διάχυσης της θερµότητας της µορφής. 
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Η συναρτησιακή µορφή της σχέσης είναι: 
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   Η επίλυση των παραπάνω εξισώσεων δίνει τις τιµές των αγνώστων διανυσµάτων A  και J  σε 
κάθε στοιχείο (κόµβο) του πλέγµατος. Σε µητρική µορφή, το σύστηµα που πρέπει να επιλυθεί 
είναι της µορφής: 
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4.5 Το φαινόµενο της θερµικής αγωγής 
 
   Αν θέλουµε να υπολογίσουµε τη θερµορροή σε οποιαδήποτε σηµείο ενός µέσου, τότε, θα 
πρέπει να γνωρίζουµε τη θερµοκρασία σε οποιοδήποτε επίσης σηµείο, θα πρέπει δηλαδή να 
είναι γνωστό το θερµοκρασιακό πεδίο. Πέρα απ' αυτό, η γνώση του θερµοκρασιακού πεδίου 
είναι απαραίτητη για τη θερµική σχεδίαση του κινητήρα. Είναι σηµαντικό το να γνωρίζει κανείς 
τις θερµοκρασίες στα διάφορα τµήµατα µιας ηλεκτρικής µηχανής. Το θερµοκρασιακό πεδίο σε 
ένα µέσο υπολογίζεται από την εξίσωση της αγωγής. Ας θεωρήσουµε τυχαίο όγκο ο οποίος 
περικλείεται από κλειστή επιφάνεια S. Ο όγκος ελέγχου είναι ένα πεπερασµένο τµήµα αγώγιµου 
σώµατος που θα χρησιµοποιηθεί για την ανάλυση. Στην επιφάνεια S θεωρούµε ένα στοιχειώδες 
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τµήµα ds στο οποίο είναι: το µοναδιαίο διάνυσµα το κάθετο στο στοιχειώδες αυτό τµήµα και nr

q Tλ= − ∇
r το διάνυσµα της πυκνότητας θερµορροής, όπου λ η θερµική αγωγιµότητα και Τ η 
θερµοκρασία. Θεωρούµε επίσης ότι στο συγκεκριµένο όγκο είναι δυνατόν να υπάρχουν πηγές 
θερµότητας διανεµηµένες στο χώρο. Το δηλαδή είναι η παραγωγή θερµικής 
ενέργειας ανά µονάδα όγκου και χρόνου. Θεωρούµε στη συνέχεια τη µάζα που περιέχεται στον 
όγκο ελέγχου V σαν µάζα ελέγχου και θα διατυπώσουµε το ενεργειακό ισοζύγιο σ΄ αυτή. Αν 

3( / )q W m& q&

gQ& είναι η ανά µονάδα χρόνου παραγωγή θερµότητας µέσα στον όγκο V, το ποσό 
θερµότητας που διαφεύγει ανά µονάδα χρόνου από τον όγκο V προς το περιβάλλον δια µέσου 

της εξωτερικής επιφάνειας S και 

outQ&

E
t

∂
∂

η µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας στη µάζα ελέγχου, 

τότε από το ενεργειακό ισοζύγιο προκύπτει: 

g out
E Q Q
t

∂
= −

∂
& &  (4.4) 

   Στην (4.4) ο όρος των πηγών gQ&  είναι: 

g
V

Q qdV= ∫& &   (4.5) 

   Το ανά µονάδα χρόνου ποσό θερµότητας που διαφεύγει από τη στοιχειώδη επιφάνεια dS είναι: 
( ) ( )(outdQ q ndS T ndSλ= ⋅ = − ∇

r r r& )

)

dV

 (4.6) 
   Το σύνολο της θερµότητας που διαφεύγει από την επιφάνεια S είναι: 

( )(out
S

Q ndSλ= − ∇Τ∫
r&  (4.7) 

   Μετατρέπουµε τώρα, χρησιµοποιώντας το θεώρηµα Gauss, το επιφανειακό ολοκλήρωµα της 
(5.4) σε ολοκλήρωµα όγκου, οπότε αυτή γίνεται: 

[ ( )]out
V

Q λ= − ∇ ⋅ ∇Τ∫&  (4.8) 

   Αν τώρα ρ (Kg/m3) είναι η πυκνότητα του υλικού και cp (kJ/Kg.K) η ειδική του θερµότητα, 
τότε η συνολική µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας ανά µονάδα χρόνου είναι: 
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   Χρησιµοποιώντας τις εκφράσεις (4.5),(4.6) και (4.8), το ενεργειακό ισοζύγιο (4.4) γράφεται: 
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   Η έκφραση (4.9) προέκυψε από το ενεργειακό ισοζύγιο σε τυχαίο όγκο V, άρα ισχύει για 
οποιοδήποτε όγκο V. Για να συµβαίνει αυτό, θα πρέπει το όρισµα του ολοκληρώµατος της (4.9) 
να είναι µηδέν. Άρα: 

 ( ) pq c
t

λ ρ ∂Τ
∇ ⋅ ∇Τ + =

∂
&  (4.11) 

   Η εξίσωση (4.11) είναι η γενική εξίσωση θερµικής αγωγής ή εξίσωση διάχυσης θερµότητας. 
Εκφράζει το ενεργειακό ισοζύγιο ανά µονάδα όγκου στην περίπτωση που ο µόνος µηχανισµός 
µετάδοσης θερµότητας είναι η αγωγή. Ο συντελεστής θερµικής αγωγιµότητας λ, µπορεί γενικά 
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να είναι συνάρτηση της θέσης: λ=λ(x,y,z). Σε οµογενές µέσο όπου το λ είναι ανεξάρτητο της 
θέσης, η (4.10) γράφεται: 
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είναι ο συντελεστής θερµικής διάχυσης. 
 
Η (4.12) είναι η πιο γενική µορφή της εξίσωσης της θερµικής αγωγής για τρισδιάστατο 
πρόβληµα.  
 

 Στην περίπτωση κατά την οποία έχουµε µόνιµη κατάσταση θα είναι 0T
t

∂
=

∂
 και η εξίσωση 

της αγωγής παίρνει τη µορφή (εξίσωση Poisson): 
2µονιµη κατασταση             0q

λ
∇ Τ + =

&
& &  (4.14) 

 Αν δεν έχουµε πηγές θερµότητας ( 0q =& )   τοτε η εξίσωση αγωγής είναι (εξίσωση Fourier): 
2 1αραγωγη θερµοτητας=0: 

a t
π ∂Τ

∇ Τ =
∂

 (4.15) 

 Τέλος αν έχουµε µόνιµη κατάσταση χωρίς πηγές θερµότητας, τότε (εξίσωση Laplace): 
2µονιµη κατασταση, q=0:    0∇ Τ =& & &   (4.16) 

 
 
 
4.6 Οριακές συνθήκες 
 
Στα προβλήµατα µετάδοσης θερµότητας είναι δυνατόν να υπεισέλθουν οριακές συνθήκες 
διφόρων ειδών. Οι συνθήκες αυτές για µονοδιάστατο πρόβληµα και όπως ορίζονται για µια 
επιφάνεια στη θέση x=0, µε τη ροή θερµότητας προς τη θετική κατεύθυνση x, συνοψίζονται 
παρακάτω: 
 
1. Σταθερή θερµοκρασία επιφανείας: Τ(0,t)=Ts (4.17) 
2. Σταθερή πυκνότητα θερµορροής στη επιφάνεια: 

α. Πεπερασµένη πυκνότητα θερµορροής           0x q
x

λ = x
∂Τ ′′− =
∂

&  (4.18) 

β. Αδιαβατική ή θερµικά µονωµένη επιφάνεια       0 0xx =
∂Τ

=
∂

 (4.19) 

3. Συναγωγή στην επιφάνεια:  0 ( (0,x h T T t
x

λ
∞= ))∂Τ

− = −
∂

 (4.20) 

 λ: θερµική αγωγιµότητα, h: συντελεστής συναγωγής 

4. Ακτινοβολία στο περιβάλλον: 4 4
0 ( (0,x T T t

x
σ ε= ∞ ))∂Τ

− = ⋅ ⋅ −
∂

 (4.21) 

σ: σταθερά Stephan-Boltzman, ε: συντελεστής ακτινοβολίας 
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4.7 ∆ιαδικασία πραγµατοποίησης της ανάλυσης 
 

Όπως έχουµε αναφέρει στην εισαγωγή, σε αυτή την εργασία θα πραγµατοποιήσουµε τη 
θερµική ανάλυση ενός επαγωγικού κινητήρα. Η ανάλυση θα γίνει µε το πρόγραµµα Femme. 
Αρχικά θα θέσουµε δεδοµένα για τρεις διαφορετικές λειτουργίες του κινητήρα και θα 
παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα. Οι τρεις διαφορετικές λειτουργίες είναι:  

 

1.Ακινητοποιηµένος δροµέας µε ονοµαστικό ρεύµα στο στάτη 
2.Ονοµαστική λειτουργία κινητήρα χωρίς ανεµισµό 
3.Ονοµαστική λειτουργία κινητήρα µε ανεµισµό 

 
 
4.8 Περιπτώσεις λειτουργίας 
 

Προκειµένου να εξασφαλιστεί ολοκληρωµένη και κατά το δυνατόν ακριβέστερη ανάλυση 
θα εξετάσουµε τρεις χαρακτηριστικές λειτουργίας του κινητήρα. 

 
 Η πρώτη περίπτωση λειτουργίας γίνεται µε ακινητοποιηµένα δροµέα χωρίς καπάκια και 

ανεµιστήρα. Η τροφοδοσία των τυλιγµάτων του στάτη γίνεται µε ονοµαστικό ρεύµα I=3,6A. 
Στην περίπτωση αυτή η τάση τροφοδοσίας των τυλιγµάτων του στάτη είναι πολύ χαµηλή. Οι 
απώλειες ισχύος προέρχονται µόνο από απώλειες χαλκού του στάτη και απώλειες αλουµινίου 
του δροµέα, τις οποίες θεωρούµε περίπου ίσες. Οι απώλειες σιδήρου αµελούνται λόγω της 
χαµηλής τάσεως τροφοδοσίας. 
 Ραπ Cu= Pαπ Al= 3 I2 R = 3 3,62 4,8 = 186,624 Watt 
 
 Η δεύτερη περίπτωση λειτουργίας γίνεται µε τα ονοµαστικά στοιχεία του κινητήρα 

(τάση, ένταση, φορτίο) αλλά χωρίς ανεµιστήρα. Οι απώλειες προέρχονται από απώλειες χαλκού 
του στάτη και απώλειες αλουµινίου του δροµέα, οι οποίες είναι περίπου ίσες καθώς και από 
απώλειες σιδήρου του πυρήνα του στάτη. Οι απώλειες σιδήρου του δροµέα θεωρούνται 
αµελητέες αφού η ολίσθηση είναι πολύ µικρή.  
Ραπ Cu= Pαπ Al= 3 I2 R = 3 3,62 4,8 = 186,624 Watt 
Ραπ Fe στάτη=Ραπωλ- (Ραπ Cu+Pαπ Al)= 400-(186,624+186,624)= 28 Watt 
 
 Η τρίτη περίπτωση λειτουργίας γίνεται ακριβώς όπως η δεύτερη µόνο που έχουµε και 

εξαναγκασµένη ψύξη από τη φτερωτή του ίδιου του κινητήρα. Οι απώλειες είναι ίδιες όπως και 
στη δεύτερη περίπτωση. 
Ραπ Cu= Pαπ Al= 3 I2 R = 3 3,62 4,8 = 186,624 Watt 
Ραπ Fe στάτη=Ραπωλ- (Ραπ Cu+Pαπ Al)= 400-(186,624+186,624)= 28 Watt 
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4.9 Αναπαράσταση του κινητήρα για το θερµικό πρόβληµα 
 
Η γεωµετρία του επαγωγικού κινητήρα απλοποιήθηκε σε δυο διαστάσεις (αξονική συµµετρία) 
καθώς αυτό δεν επηρεάζει σηµαντικά τα αποτελέσµατα της θερµικής ανάλυσης. Το 
απλοποιηµένο σχέδιο φαίνεται στο σχήµα 4.10. 

 
Σχήµα 4.10 Απλοποιηµένη γεωµετρία του κινητήρα σε κυλινδρικές συντεταγµένες  
 
 
4.10  Υλικά και όγκοι υλικών του κινητήρα 
 
Αυτό που µας ενδιαφέρει για να πραγµατοποιήσουµε την θερµική ανάλυση είναι να ξέρουµε τα 
υλικά που βρίσκονται στον κινητήρα, για να θέσουµε τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά, καθώς και 
τους όγκους των υλικών που παρουσιάζονται οι απώλειες για να υπολογίσουµε τις θερµοπηγές 
στο µοντέλο. Στο σχήµα 4.11 παρουσιάζονται τα υλικά στον κινητήρα καθώς και οι γεωµετρικοί 
όγκοι των υλικών που παρουσιάζονται απώλειες. 
 

 
Σχήµα 4.11 Παρουσίαση υλικών και αντιστοίχων όγκων στον υπό µελέτη κινητήρα 
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4.11  Χαρακτηριστικά υλικών και θερµοπηγές 
 
Στον πίνακα 4.3 παρουσιάζονται συγκεντρωµένα τα χαρακτηριστικά των υλικών του κινητήρα 
καθώς και οι θερµοπηγές σε κάθε περίπτωση ανάλυσης.   
 

Θερµοπηγές 
( MWatt/m3 ) 

 

 Συντελεστής 
θερµικής 

αγωγιµότητας 
λ 

( Watt/ m oC )

Γεωµετρικός 
όγκος 
υλικού 
( m3 ) 1η  

περίπτωση 
ανάλυσης 

2η 

περίπτωση 
ανάλυσης  

3η  
περίπτωση 
ανάλυσης 

Αέρας 
 

0,02 - 0 0 0 

Χαλκός 
 

390 1,434 10-4 0,34 0,34 0,34 

Αλουµίνιο 
 

200 1,106 10-4 0,35 0,35 0,35 

Σίδηρος 
 

80 - 0 0 0 

Σίδηρο-πυρήνας 
στάτη 
 

67 6,6 10-4 0 0,051 0,051 

∆όντια στάτη 
Σίδηρος-Χαλκός 

200 3,99 10-4 0,34 0,34 0,34 

Σίδηρο-πυρήνας 
δροµέα 
 

67 1,9 10-4 0 0 0 

∆όντια δροµέα 
Σίδηρος-
Αλουµίνιο 

150 4,2 10-4 0,35 0,35 0,35 

Πίνακας 4.3 Χαρακτηριστικά υλικών και θερµοπηγές 
 
 
4.12  Καθορισµός οριακών συνθηκών 
 
Οι οριακές συνθήκες που θα εφαρµόσουµε αναφέρονται στον τρόπο ψύξης των επιφανειών του 
κινητήρα µε συναγωγή. Η οριακή συνθήκη ψύξης (θέρµανσης) περιγράφεται από την εξίσωση 
συναγωγής σε επιφάνεια. 

(h T T
x

λ ∞
∂Τ

− = −
∂

)  (4.22) 

        Όπου λ είναι η θερµική αγωγιµότητα του υλικού που ρέει η θερµότητα και h ο συντελεστής 
συναγωγής του µέσου που ψύχει (θερµαίνει) το υλικό, όπου στην περίπτωσή µας είναι ο αέρας. 

είναι η θερµοκρασία περιβάλλοντος TT∞ ∞ =25οC.  
Ο συντελεστής συναγωγής του αέρα κυµαίνεται από 2 έως 25 για ελεύθερη ροή και από 25 

έως 200 για εξαναγκασµένη ροή. Επειδή το απλοποιηµένο σχέδιο του κινητήρα δεν 
περιλαµβάνει τα πτερύγια ψύξης του στάτη θέτουµε το συντελεστή συναγωγής σε αυτή την 
επιφάνεια µεγαλύτερο. Στα σχήµατα 4.12, 4.13 και 4.14 παρουσιάζονται οι επιφάνειες που 
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θέσαµε οριακές συνθήκες ψύξης και οι συντελεστές συναγωγής που προσδιορίστηκαν για κάθε 
µια από τις τρεις περιπτώσεις ανάλυσης.     

 
Σχήµα 4.12 Οριακές συνθήκες ψύξης και συντελεστές συναγωγής αέρα στην 1η περίπτωση 

ανάλυσης 
 
 

 

 
Σχήµα 4.13 Οριακές συνθήκες ψύξης και συντελεστές συναγωγής αέρα στην 2η περίπτωση 

ανάλυσης 
 
 
 

 
Σχήµα 4.14 Οριακές συνθήκες ψύξης και συντελεστές συναγωγής αέρα στην 3η περίπτωση 

ανάλυσης 
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4.13 Αποτελέσµατα αναλύσεων 
 
4.13.1 Αποτελέσµατα 1ης ανάλυσης-ακινητοποιηµένος δροµέας 
 

Το πλέγµα που δηµιουργήσαµε περιλαµβάνει 1930 κόµβους και 3519 στοιχεία (τριγωνικά 
στοιχεία 1ου βαθµού) και  φαίνεται στα σχήµατα 4.15α, 4.15β. Στα σχήµατα 4.16α, 4.16β 
παρουσιάζονται οι ισόθερµες καµπύλες που σχηµατίζονται κατά την ανάλυση. 

  
Σχήµα 4.15α Πλέγµα που 
χρησιµοποιήθηκε για την ανάλυση 

Σχήµα 4.16α Ισόθερµες καµπύλες 

    

  
         
Σχήµα 4.15β Λεπτοµέρεια πλέγµατος Σχήµα 4.16β Λεπτοµέρεια 

ισόθερµων   καµπυλών 
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Μετά την ανάλυση το πρόγραµµα ήταν σε θέση να µας δώσει τις θερµοκρασίες του 
µοντέλου σε κάθε σηµείο. Επιλέξαµε χαρακτηριστικές ευθείες AB, CD, EF, GH, KL σχήµα 
4.17, κατά µήκος των οποίων αναλύθηκε η µεταβολή της θερµοκρασίας.  

 
 

 
Σχήµα 4.17 Επιλογή ευθειών κατά µήκος των οποίων θα δούµε τη µεταβολή της 

θερµοκρασίας στη µόνιµη κατάσταση 
 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1: ΑΚΙΝΗΤΟΠΟΙΗΜΕΝΟΣ ∆ΡΟΜΕΑΣ ΚΑΙ ΤΡΟΦΟ∆ΟΣΙΑ ΤΥΛΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΑΤΗ 

ΜΕ ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΟ ΡΕΥΜΑ. (∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΑΝΕΜΙΣΜΟΣ) 
 

 

Α                                                                                               Β 
 
 
 

Σχήµα 4.18 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ  
(βλέπε σχήµα 4.17) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1: ΑΚΙΝΗΤΟΠΟΙΗΜΕΝΟΣ ∆ΡΟΜΕΑΣ ΚΑΙ ΤΡΟΦΟ∆ΟΣΙΑ ΤΥΛΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΑΤΗ   
                            ΜΕ ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΟ ΡΕΥΜΑ. (∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΑΝΕΜΙΣΜΟΣ) 
 

 

C                                                                                              D 
 

Σχήµα 4.19 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος CD  
(βλέπε σχήµα 4.17) 

 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1: ΑΚΙΝΗΤΟΠΟΙΗΜΕΝΟΣ ∆ΡΟΜΕΑΣ ΚΑΙ ΤΡΟΦΟ∆ΟΣΙΑ ΤΥΛΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΑΤΗ 

ΜΕ ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΟ ΡΕΥΜΑ. (∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΑΝΕΜΙΣΜΟΣ) 
 

 

E                                                                                               F 
 

 
Σχήµα 4.20 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος EF  

(βλέπε σχήµα 4.17) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1: ΑΚΙΝΗΤΟΠΟΙΗΜΕΝΟΣ ∆ΡΟΜΕΑΣ ΚΑΙ ΤΡΟΦΟ∆ΟΣΙΑ ΤΥΛΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΑΤΗ 
ΜΕ ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΟ ΡΕΥΜΑ. (∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΑΝΕΜΙΣΜΟΣ) 

 

G                                                                                               H 
Σχήµα 4.21 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος GH  

(βλέπε σχήµα 4.17) 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 1: ΑΚΙΝΗΤΟΠΟΙΗΜΕΝΟΣ ∆ΡΟΜΕΑΣ ΚΑΙ ΤΡΟΦΟ∆ΟΣΙΑ ΤΥΛΙΓΜΑΤΩΝ ΣΤΑΤΗ   
                            ΜΕ ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΟ ΡΕΥΜΑ. (∆ΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ ΑΝΕΜΙΣΜΟΣ) 
 
 

 

K                                                                                               L 
 
 
 

Σχήµα 4.22 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος KL 
(βλέπε σχήµα 4.17) 

 
 

 69



Κεφ -4-                                                             ∆ισδιάστατη θερµική ανάλυση κινητήρα επαγωγής 

4.13.2  Αποτελέσµατα 2ης ανάλυσης-χωρίς ανεµισµό 
 

Το πλέγµα που δηµιουργήσαµε περιλαµβάνει 7144 κόµβους και 14019 στοιχεία 
(τριγωνικά στοιχεία 1ου βαθµού) και  φαίνεται στα σχήµατα 4.23α, 4.23β. Στα σχήµατα 4.24α, 
4.24β  παρουσιάζονται οι ισόθερµες καµπύλες που σχηµατίζονται κατά την ανάλυση. 

  
Σχήµα4.23α Πλέγµα που 
χρησιµοποιήθηκε για την ανάλυση 

Σχήµα 4.24α Ισόθερµες καµπύλες 

    

  
Σχήµα 4.23β Λεπτοµέρεια πλέγµατος Σχήµα 4.24β Λεπτοµέρεια ισόθερµων   

καµπυλών 
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Μετά την ανάλυση το πρόγραµµα ήταν σε θέση να µας δώσει τις θερµοκρασίες του 
µοντέλου σε κάθε σηµείο. Επιλέξαµε χαρακτηριστικές ευθείες AB, CD, EF, GH, KL, MN, OP, 
σχήµα 4.25, κατά µήκος των οποίων αναλύθηκε η µεταβολή της θερµοκρασίας.  

 

 
Σχήµα 4.25 Επιλογή ευθειών κατά µήκος των οποίων θα δούµε τη µεταβολή της 

θερµοκρασίας στη µόνιµη κατάσταση. 
 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ΧΩΡΙΣ ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
  

 

Α                                                                                               Β 
 

 
Σχήµα 4.26 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ 
  (βλέπε σχήµα 4.25) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ΧΩΡΙΣ ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 

 

C                                                                                               D 
 

Σχήµα 4.27 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος CD 
      (βλέπε σχήµα 4.25) 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ΧΩΡΙΣ ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 
 

 

E                                                                                               F 
 

 
Σχήµα 4.28 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος EF 
      (βλέπε σχήµα 4.25) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ΧΩΡΙΣ ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 

                             

G                                                                                               H 
 
 
 

 Σχήµα 4.29 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος GH 
      (βλέπε σχήµα 4.25) 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ΧΩΡΙΣ ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 

 

K                                                                                               L 
 

 
Σχήµα 4.30 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος KL 

(βλέπε σχήµα 4.25) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ΧΩΡΙΣ ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 
 

 

M                                                                                               N 
 

Σχήµα 4.31 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος MN  
(βλέπε σχήµα 4.25) 

 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 2: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ΧΩΡΙΣ ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 

 

O                                                                                              P 
Σχήµα 4.32 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος OP   

(βλέπε σχήµα 4.25) 
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4.13.3  Αποτελέσµατα 3ης ανάλυσης-µε ανεµισµό 
 

Το πλέγµα που δηµιουργήσαµε περιλαµβάνει 7437 κόµβους και 14594 στοιχεία 
(τριγωνικά στοιχεία 1ου βαθµού) και  φαίνεται στα σχήµατα 4.33α, 4.33β. Στα σχήµατα 4.34α, 
4.34β  παρουσιάζονται οι ισόθερµες καµπύλες που σχηµατίζονται κατά την ανάλυση. 

 

  
Σχήµα 4.33α:Πλέγµα που 
χρησιµοποιήθηκε για την ανάλυση 

Σχήµα 4.34α: Ισόθερµες καµπύλες 

    

  
Σχήµα 4.33β: Λεπτοµέρεια πλέγµατος Σχήµα 4.34β: Λεπτοµέρεια ισόθερµων   

καµπυλών 
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Μετά την ανάλυση το πρόγραµµα ήταν σε θέση να µας δώσει τις θερµοκρασίες του 

µοντέλου σε κάθε σηµείο. Επιλέξαµε χαρακτηριστικές ευθείες AB, CD, EF, GH, KL, MN, OP, 
σχήµα 4.35, κατά µήκος των οποίων αναλύθηκε η µεταβολή της θερµοκρασίας.  

 
 
Σχήµα 4.35 Επιλογή ευθειών κατά µήκος των οποίων θα δούµε τη µεταβολή της   

θερµοκρασίας στη µόνιµη κατάσταση. 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ME ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 
 
 

 

A                                                                                              B 
 

Σχήµα 4.36 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος AB 
      (βλέπε σχήµα 4.35) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ME ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 

 

C                                                                                              D 
 

Σχήµα 4.37 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος CD 
      (βλέπε σχήµα 4.35) 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ME ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 

 

E                                                                                              F 
 

Σχήµα 4.38 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος EF 
          (βλέπε σχήµα 4.35) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ME ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 

 

 

G                                                                                              H 
 

Σχήµα 4.39 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος GH 
      (βλέπε σχήµα 4.35) 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ME ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 

 

                                

K                                                                                              L 
 
Σχήµα 4.40 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος KL 
      (βλέπε σχήµα4.35) 
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ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ME ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 

 

M                                                                                              N 
 
Σχήµα 4.41 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος MN 
      (βλέπε σχήµα4.35) 
 
ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ 3: ΟΝΟΜΑΣΤΙΚΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑ ΚΙΝΗΤΗΡΑ ME ΑΝΕΜΙΣΜΟ. 
 

 

O                                                                                              P 
 
 

Σχήµα 4.42 Μεταβολή θερµοκρασίας κατά µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος OP 
      (βλέπε σχήµα4.35) 
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4.14 Πειραµατική επιβεβαίωση 
 
4.14.1 Περίπτωση 1η -ακινητοποιηµένος δροµέας 
 
Κατά το πείραµα του ακινητοποιηµένου δροµέα µετρήσαµε τις θερµοκρασίες σε τέσσερα 
σηµεία του κινητήρα ως προς το χρόνο, όπως δείχνονται στο σχήµα 4.43. 
 
1. Θερµοκρασία του σιδήρου του στάτη 
2. Θερµοκρασία του χαλκού του στάτη 
3. Θερµοκρασία του σιδήρου του δροµέα 
4. Θερµοκρασία του αλουµινίου του δροµέα  

 
Σχήµα 4.43 Σηµεία στα οποία µετρήθηκαν οι θερµοκρασίες 
 
Οι µετρήσεις παρουσιάζονται συνοπτικά στο διάγραµµα 4.1 
 

θερµοκρασίες µε ακινητοποιηµένο δροµέα
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∆ιάγραµµα 4.1 Μεταβολή της θερµοκρασίας του κινητήρα σε τέσσερα σηµεία  
 
Από τη µεταβολή της θερµοκρασίας µπορούµε να εκτιµήσουµε µε βάση την εφαπτοµένη ανόδου 
θερµοκρασίας, ότι στην κατάσταση ισορροπίας η θερµοκρασία σιδήρου και χαλκού στάτη θα 
κυµαίνεται στους 100οC και η θερµοκρασία σιδήρου και αλουµινίου δροµέα θα κυµαίνεται 
στους 120οC. 
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4.14.2  Περίπτωση 2η -χωρίς ανεµισµό 
 
Κατά το πείραµα της ονοµαστικής λειτουργίας χωρίς ανεµιστήρα µετρήσαµε τη θερµοκρασία σε 
δύο σηµεία του κινητήρα ως προς το χρόνο. 
 
1. Θερµοκρασία κελύφους στη µεριά του ανεµιστήρα  
2. Θερµοκρασία κελύφους στη µεριά του δροµέα  

 
 

θερµοκρασίες χωρις ανεµιστήρα
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Οι µετρήσεις παρουσιάζονται συνοπτικά στο διάγραµµα 4.2 

µο
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ία

 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                  κέλυφος 
                                                                

                                                                                                                                          δροµέας  
 
 
 
 
 
 
 
 

 
∆ιάγραµµα 4.2 Μεταβολή της θερµοκρασίας του κινητήρα σε δύο σηµεία  
 
Ίσως από την καµπύλη µόνο να µην µπορέσουµε να βγάλουµε σαφή συµπεράσµατα. 
Παρατηρώντας όµως την κλήση της καµπύλης στην προηγούµενη περίπτωση (διάγραµµα 1) και 
την κλίση της καµπύλης σε αυτή την περίπτωση (διάγραµµα 4.2) έχω: εφφ1 = 2,2 και εφφ2 = 3 
αντίστοιχα. Μπορούµε λοιπόν να εκτιµήσουµε µια τελική θερµοκρασία της τάξης των 

3 100
2,3

o C⋅ = 130οC. 
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4.14.3 Περίπτωση 3η -µε ανεµισµό 
 
Κατά το πείραµα της ονοµαστικής λειτουργίας µε ανεµιστήρα µετρήσαµε τη θερµοκρασία σε 
δύο σηµεία του κινητήρα ως προς το χρόνο. 
 
1. Θερµοκρασία κελύφους στη µεριά του ανεµιστήρα  
2. Θερµοκρασία κελύφους στη µεριά του δροµέα 
 

 
 
Οι µετρήσεις παρουσιάζονται συνοπτικά στο διάγραµµα 4.3 
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∆ιάγραµµα 4.3 Μεταβολή της θερµοκρασίας του κινητήρα σε τέσσερα σηµεία 
 
Από τη µεταβολή της θερµοκρασίας µπορούµε να εκτιµήσουµε ότι στην κατάσταση ισορροπίας 
η θερµοκρασία κελύφους κοντά στον ανεµιστήρα θα είναι περίπου 57οC και η θερµοκρασία 
κοντά στο δροµέα περίπου  64οC.  
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4.15 Σύγκριση προσοµοίωσης και πειραµατικών αποτελεσµάτων  
 
 
Στον πίνακα 4.2 παρουσιάζονται συνοπτικά οι τελικές θερµοκρασίες της αριθµητικής 
αναλύσεως και τα πειραµατικά αποτελέσµατα για κάθε περίπτωση ανάλυσης. Μπορούµε να 
παρατηρήσουµε ότι τα αποτελέσµατα των αναλύσεων είναι πολύ κοντά στα πειραµατικά 
δεδοµένα που µετρήθηκαν. 
 
 Υλικά Αποτελέσµατα 

ανάλυσης 
Πειραµατικά δεδοµένα 

Σιδήρου στάτη 96οC σχ. 4.18 εκτίµηση 
100οC διάγραµµα 4.1 

Χαλκού στάτη 96οC σχ. 4.18 εκτίµηση 
100οC διάγραµµα 4.1 

Σιδήρου δροµέα 116οC σχ. 4.18 εκτίµηση 
120οC διάγραµµα 4.1 

1η
 π
ερ
ίπ
τω

ση
 

Αλουµινίου δροµέα 116οC σχ. 4.18 εκτίµηση 
120οC διάγραµµα 4.1 

Κελύφους κοντά 
στη θέση 
ανεµιστήρα 

130οC σχ. 4.32 εκτίµηση 
130οC διάγραµµα 4.2 

2η
 π
ερ
ίπ
τω

ση
 

Κελύφους κοντά 
στο δροµέα 
 

130,5οC σχ. 4.32 εκτίµηση 
130οC διάγραµµα 4.2 

Κελύφους κοντά 
στη θέση 
ανεµιστήρα 

59οC σχ. 4.42 57οC διάγραµµα 4.3 

3η
 π
ερ
ίπ
τω

ση
 

Κελύφους κοντά 
στο δροµέα 
 

62οC σχ. 4.42 64οC διάγραµµα 4.3 

 
Πίνακας 4.2 Αποτελέσµατα αριθµητικής αναλύσεως και πειραµατικά αποτελέσµατα για τις 

θερµοκρασίες 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 
 

ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΜΟΝΤΕΛΟΥ 
ΚΑΙ ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ 

ΕΠΙΒΕΒΑΙΩΣΗ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   



Κεφ -5-                                                          Εφαρµογή Μοντέλου και Πειραµατική Επιβεβαίωση 

Κεφ.5 Εφαρµογή µοντέλου και πειραµατική επιβεβαίωση 
 
 
5.1 Πειραµατική επιβεβαίωση προτεινόµενου µοντέλου στην περίπτωση εκκίνησης σε κενό 
φορτίο 
 
   Προκειµένου να επιβεβαιωθούν πειραµατικά τα µοντέλα που αναπτύχθηκαν στα προηγούµενα 
κεφάλαια, πραγµατοποιήθηκαν µετρήσεις κατά την εκκίνηση σε κενό φορτίο.   
   Με βάση τις τιµές των αντιστάσεων και των χωρητικοτήτων που υπολογίσαµε στο Κεφ.3, του 
µοντέλου συγκεντρωµένων παραµέτρων που θεωρήσαµε αρχικά, επιλύουµε το κύκλωµα.   
Προκειµένου να αποδείξουµε ότι το κύκλωµα που σχεδιάσαµε ισοδυναµεί στον κινητήρα που 
διαθέτουµε, πραγµατοποιήσαµε µια σειρά πειραµάτων στα οποία κάναµε εκκίνηση κινητήρα µε 
κενό φορτίο και στη συνέχεια όταν η θερµοκρασία σταθεροποιήθηκε, βάλαµε φορτίο. Σε όλη τη 
διάρκεια αυτής της διαδικασίας, µετρούσαµε µε αισθητήρες θερµοκρασίας πάνω σε 
συγκεκριµένα σηµεία του κινητήρα τις θερµοκρασίες κάθε 30 δευτερόλεπτα. Οι θέσεις αυτές 
των αισθητήρων, φαίνονται στο παρακάτω σχήµα:       
 
 
 
                      1                                    3   
 
 
                  2                                            4 
 
 
                 
 
  
 
 
 
 
           Σχήµα 5.1 Θέση αισθητηρίων θερµοκρασίας επάνω στον κινητήρα 
 
 
   Οι µετρήσεις των χρονικών µεταβολών των θερµοκρασιών των τεσσάρων σηµείων που 
προαναφέρθηκαν, φαίνονται στο διάγραµµα 5.1. 
   Στο διάγραµµα 5.1 συγκρίνονται οι πειραµατικές τιµές που απεικονίζονται µε αστερίσκους, µε 
τις τιµές του ισοδύναµου κυκλώµατος που αναπτύχθηκε, από µια συνεχή γραµµή. Στο 
διάγραµµα αυτό, µε κόκκινο είναι χρωµατισµένες οι τιµές του τυλίγµατος, ενώ µε µπλε οι 
θερµοκρασίες του κελύφους.     
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Με ανεµισµό 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ιάγραµµα 5.1 Χαρακτηριστικές θερµοκρασίας-χρόνου 
 κατά την εκκίνηση µε κενό φορτίο 

 
 
   Όπως παρατηρούµε στα διαγράµµατα, τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης προσεγγίζουν 
πολύ καλά τις πειραµατικές τιµές, γεγονός που αποδεικνύει ότι το προτεινόµενο κύκλωµα είναι 
ικανό να  περιγράψει θερµικά τον κινητήρα. 
   
 
5.2 Πειραµατική επιβεβαίωση προτεινόµενου µοντέλου στην περίπτωση εκκίνησης σε 
πλήρες φορτίο 
 
 
   Προκειµένου να διερευνηθεί περαιτέρω το προτεινόµενο κύκλωµα, επαναλάβαµε το πείραµα 
µε την εκκίνηση του κινητήρα µε πλήρες φορτίο από την αρχή. Σ’ αυτήν την περίπτωση, 
αισθητήρες θερµοκρασίας τοποθετήσαµε µόνο στο κέλυφος του κινητήρα.  
   Εξετάσαµε δυο περιπτώσεις: Την ψύξη του κινητήρα µε ανεµισµό από την πτερωτή του και 
εναλλακτικά την περίπτωση χωρίς ανεµισµό.  
   Στα διαγράµµατα που ακολουθούν έχουµε απεικονίσει τις πειραµατικές τιµές των 
θερµοκρασιών του κινητήρα µε µπλε κουκίδες και στις δυο περιπτώσεις είτε µε ανεµισµό είτε 
χωρίς. Τις θεωρητικές τιµές, τις απεικονίζουµε µε συνεχείς γραµµές, τις θερµοκρασίες στον 
δροµέα, µε κόκκινο, τις θερµοκρασίες στο στάτη µε µαύρο και τις τιµές στο κέλυφος µε µπλε 
χρώµα.  
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   Οι τελικές πειραµατικές θερµοκρασίες µε ανεµισµό, αποδεικνύεται ότι πειραµατικά είναι ίσες 
µε αυτές που µας έδειξε η προσοµοίωση, ενώ χωρίς ανεµισµό είναι κατ’ εκτίµηση και αυτό 
επειδή είναι πολύ υψηλές, άνω των 100 οC, εάν προσπαθήσουµε να τις προσεγγίσουµε 
πειραµατικά, υπάρχει κίνδυνος να καταστραφούν οι µονώσεις του κινητήρα.  
   Παίρνουµε τις παρακάτω µετρήσεις για τις τελικές θερµοκρασίες µε ανεµισµό: 
Vz = 52 V  
Vx = 85 V 
Vy = 90 V 
 

 
 

 
Χωρίς ανεµισµό 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Με ανεµισµό 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

∆ιάγραµµα 5.2 Χαρακτηριστικές θερµοκρασίας-χρόνου  
κατά την εκκίνηση µε πλήρες φορτίο α. Χωρίς ανεµισµό β. Με ανεµισµό 

 
 
 
   Παρατηρούµε ότι και στα δυο διαγράµµατα οι θεωρητικές τιµές είναι πολύ κοντά στις 
πειραµατικές, πράγµα που αποδεικνύει ακόµα µια φορά την ακρίβεια του προτεινόµενου 
µοντέλου ακόµα και στην περίπτωση της περιστροφής χωρίς ανεµισµό, όπου η ψύξη του 
κινητήρα είναι πολύ µειωµένη. 
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ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 
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Κεφ.6 Συµπεράσµατα 
 
 
6.1 Συµπεράσµατα 
 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία επιχειρήθηκε η θερµική ανάλυση ενός κινητήρα 
επαγωγής χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων και αναπτύσσοντας ένα 
µοντέλο ισοδυνάµου κυκλώµατος µε συγκεντρωµένες παραµέτρους. Στο πρώτο κεφάλαιο 
παρουσιάστηκε µια γενική εισαγωγή στη θερµική ανάλυση των ηλεκτρικών µηχανών. Στο 
δεύτερο, αναλύθηκαν τα θερµικά φαινόµενα στις ηλεκτρικές µηχανές και οι τρόποι µετάδοσης 
θερµότητας. Στο τρίτο κεφάλαιο, παρουσιάστηκε η θερµική ανάλυση µέσω ισοδυνάµων 
κυκλωµάτων συγκεντρωµένων παραµέτρων και υπολογίστηκαν αναλυτικά τα στοιχεία του 
προτεινόµενου κυκλώµατος. Στο τέταρτο κεφάλαιο, εκτίθεται η εφαρµογή του µοντέλου 
πεπερασµένων στοιχείων µέσω της δισδιάστατης ανάλυσης και του προγράµµατος Femme. Στο 
πέµπτο κεφάλαιο επιβεβαιώθηκαν πειραµατικά τα αποτελέσµατα του προτεινόµενου µοντέλου 
σε διάφορες λειτουργικές συνθήκες. 

Τα κυριότερα συµπεράσµατα που εξήχθηκαν είναι:      
 

• Η µέθοδος των πεπερασµένων στοιχείων επιτρέπει λεπτοµερή αναπαράσταση των 
θερµοκρασιών µέσα στον κινητήρα αλλά απαιτεί σηµαντική υπολογιστική ισχύ µε 
αποτέλεσµα να µην είναι κατάλληλη για τη χρήση της σε εκτιµητή κατάστασης του 
κινητήρα επαγωγής για εφαρµογές συστηµάτων ελέγχου ταχύτητας χωρίς αισθητήρες. 

• Για το λόγο αυτό, αναπτύχθηκε ένα ισοδύναµο κύκλωµα συγκεντρωµένων παραµέτρων 
το οποίο επιτρέπει µε πολύ περιορισµένο υπολογιστικό κόστος να εκτιµηθεί 
ικανοποιητικά η θερµοκρασία του κινητήρα σε όλες τις λειτουργικές συνθήκες που 
εξετάστηκαν. 

• Στο προαναφερόµενο µοντέλο, κρίθηκε απαραίτητη η διάκριση των περιοχών των 
τυλιγµάτων και του σιδηροπυρήνα του στάτη, λόγω της σηµαντικής διαφοράς 
θερµοκρασίας, η οποία οφείλεται στη µόνωση που τοποθετείται µεταξύ τυλιγµάτων και 
µαγνητικής λαµαρίνας στα αυλάκια του στάτη.  

• Σηµαντικό ρόλο στον προσδιορισµό των παραµέτρων του προτεινόµενου µοντέλου 
έπαιξαν επίσης, η θεώρηση της ψύξης µέσω του ανεµιστήρα και η θερµική 
αναπαράσταση του διακένου. 

• Το µειονέκτηµα που παρατηρήθηκε στο προτεινόµενο µοντέλο είναι η θεώρηση της 
µέσης θερµοκρασίας κατά µήκος του άξονα της µηχανής, ενώ στις µετρήσεις 
παρατηρήθηκε σηµαντική διαφορά θερµοκρασίας σε αυτή την κατεύθυνση λόγω της 
πλευρικής κατεύθυνσης του ανεµισµού. Παρόλα αυτά, αυτή η θεώρηση, δεν αναµένεται 
να επηρεάσει την ακρίβεια της εκτίµησης της αντίστασης του δροµέα. 
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6.2 Εργασίες για περαιτέρω διερεύνηση 
 

Με την ολοκλήρωση της εργασίας αυτής, αναδείχθηκαν τα ακόλουθα θέµατα που 
χρειάζονται περαιτέρω διερεύνηση: 

• Επιβεβαίωση της ικανοποιητικής πρόβλεψης µεταβολής της αντίστασης του δροµέα του 
κινητήρα µε χρήση του προτεινόµενου απλουστευµένου ισοδυνάµου κυκλώµατος 
συγκεντρωµένων παραµέτρων, ενσωµατώνοντάς το σε εκτιµητή κατάστασης 
συστήµατος ηλεκτρικής κίνησης. 

• Σύγκριση των αποτελεσµάτων του µοντέλου για διαφορετικούς κινητήρες, ώστε να 
επιβεβαιωθεί η αξιοπιστία της αναλυτικής µεθοδολογίας προσδιορισµού των 
παραµέτρων. 
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