
 

ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 
ΣΧΟΛΗ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 
ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 
ΤΟΜΕΑΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕΤΑ∆ΟΣΗΣ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΑΣ ΚΑΙ 
ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΛΙΚΩΝ 

  
 
 
 
 
 
Συµπίεση Ψηφιακών Εικόνων µε βάση τη Θεωρία 

των Fractals 
 
 
 
 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ 
  
 

Βασίλειος ∆. Γερασόπουλος 
 
 
 
 
 
 

Επιβλέπουσα:  Κωνσταντίνα  Νικήτα 
                          Αν. Καθηγήτρια ΕΜΠ 
                         
                           
 
 

Αθήνα, Μάιος 2005 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 2



 

ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ 
ΣΧΟΛΗ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ 
ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ 
ΤΟΜΕΑΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕΤΑ∆ΟΣΗΣ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΑΣ ΚΑΙ 
ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΛΙΚΩΝ 

 
 
 

Συµπίεση Ψηφιακών Εικόνων µε βάση τη Θεωρία των 
Fractals 

 
 

∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ 
  
 

Βασίλειος ∆. Γερασόπουλος 
 
 
 
 

Επιβλέποντες:  Κωνσταντίνα  Νικήτα 
                              Αν. Καθηγήτρια ΕΜΠ 
                         
                             
 
  
 
 
Εγκρίθηκε από την τριµελή  εξεταστική επιτροπή τη 10η Μαΐου 2005  
 
 
……………                        ………………..                       .……………… 
Κ. Νικήτα                            Ν. Ουζούνογλου                      ∆. Κουτσούρης 
Αν. Καθηγήτρια Ε.Μ.Π.     Καθηγητής Ε.Μ.Π.               Καθηγητής Ε.Μ.Π. 
 
 

Αθήνα, Μάιος 2005 
 
 

 3



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

………………………. 
Βασίλειος ∆. Γερασόπουλος 
∆ιπλωµατούχος Ηλεκτρολόγος Μηχανικός και Μηχανικός Υπολογιστών Ε.Μ.Π. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Copyright ©  Βασίλειος ∆. Γερασόπουλος 
Με επιφύλαξη παντός δικαιώµατος. All rights reserved. 
 
Απαγορεύεται η αντιγραφή, αποθήκευση και διανοµή της παρούσας εργασίας, εξ 
ολοκλήρου ή τµήµατος αυτής, για εµπορικό σκοπό.  Επιτρέπεται η ανατύπωση, 
αποθήκευση και διανοµή για σκοπό µη κερδοσκοπικό, εκπαιδευτικής ή ερευνητικής 
φύσης, υπό την προϋπόθεση να αναφέρεται η πηγή προέλευσης και να διατηρείται το 
παρόν µήνυµα.  Ερωτήµατα που αφορούν τη χρήση της εργασίας για κερδοσκοπικό 
σκοπό πρέπει να απευθύνονται προς τον συγγραφέα. 
Οι απόψεις και τα συµπεράσµατα που περιέχονται σε αυτό το έγγραφο εκφράζουν 
τον συγγραφέα και δεν πρέπει να ερµηνευθεί ότι αντιπροσωπεύουν τις επίσηµες 
θέσεις του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου 

 4



 5



 6



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 7



Περίληψη 
  
   Αντικείµενο της εργασίας αυτής είναι η µελέτη της συµπίεσης εικόνων 
κλίµακας γκρίζου µε µεθόδους βασισµένες στη θεωρία των fractal και 
ειδικότερα στη θεωρία των Partitioned Iterated Function Systems (PIFS). 
   Αρχικά κάνουµε µια σύντοµη αναφορά στην ψηφιακή επεξεργασία της 
εικόνας και υπενθυµίζουµε τις βασικές αρχές της συµπίεσης εικόνας. 
   Το δεύτερο Κεφάλαιο παρουσιάζει το βασικό µαθηµατικό υπόβαθρο της 
θεωρίας των fractal και των Συστηµάτων Επαναληπτικών Συναρτήσεων 
(Iterated Function Systems, IFS). Γίνεται η εισαγωγή στις έννοιες του 
µετασχηµατισµού τύπου affine, των IFS και στην θεωρία των PIFS, η οποία 
αποτελεί τη βάση για την κατασκευή ενός συστήµατος συµπίεσης µε fractal. 
Στο τέλος του κεφαλαίου παρουσιάζεται ο βασικός fractal αλγόριθµος 
κωδικοποίησης και αποκωδικοποίησης σε µορφή ψευδοκώδικα. 
Τα Κεφάλαια 3, 4, 5 και 6 που ακολουθούν, αφορούν πιο λεπτά ζητήµατα που 
σχετίζονται µε την τεχνική PIFS και τη βελτίωση της επίδοσής της.  
   Ειδικότερα, στο κεφάλαιο 3 µελετώνται πολλές πτυχές της διαµέρισης της 
εικόνας και αποδεικνύεται ότι σε κάποιες περιπτώσεις ο χωρισµός της εικόνας 
σε αλληλοεπικαλυπτόµενες περιοχές υπερτερεί της διαµέρισης. 
   Το Κεφάλαιο 4 διερευνά τις παραµέτρους µεταβολής της έντασης του γκρι 
(την αντίθεση και τη φωτεινότητα) που είναι συνάµα και οι συντελεστές του 
συστολικού µετασχηµατισµού (στον οποίο στηρίζονται τα PIFS) και 
παρουσιάζει µεθόδους αποδοτικής αποθήκευσής τους χωρίς την απώλεια 
ποιότητας.  
   Στα Κεφάλαια 5 και 6, παρουσιάζονται οι µέθοδοι που έχουν αναπτυχθεί τα 
τελευταία χρόνια για την επιτάχυνση βελτίωση της ποιότητας της συµπίεσης µε 
τη θεωρία των fractal.  
   Στο τέλος της εργασίας, κάνουµε έναν απολογισµό για την επίδοση όχι µόνο 
της τυπικής αλλά και όλων των fractal τεχνικών συµπίεσης προτείνονται στη 
διεθνή βιβλιογραφία.  
 

 
Λέξεις κλειδιά 

Ψηφιακή επεξεργασία εικόνας, τεχνικές συµπίεσης, συστολικός 
µετασχηµατισµός, µετασχηµατισµός τύπου affine, διαµέριση εικόνας, 
αντίθεση, φωτεινότητα, gray scale, fractal, IFS, PIFS   
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Abstract 

 
   The scope of this thesis is the use of fractals and Partitioned Iterated 
Function Systems (PIFS) in particular, for gray scale image compression.  
   In the beginning, we briefly examine digital image processing and re-visit 
the principles of digital image compression. 
   Chapter 2 presents a basic mathematical background for fractal and 
Iterated Function Systems (IFS). Affine transformations, IFS and PIFS, 
which forms the basis for building a basic fractal compressor, are introduced 
along with related examples. At the end of the chapter we present the 
algorithm for the baseline fractal encoder and decoder. 
   Chapters 3, 4, 5 and 6 deal with the issues concerning the PIFS scheme 
and the improvement of its performance. 
   Chapter 3 studies many aspects of image partitioning and demonstrates 
that in some cases, there is an advantage in using image overlapped covering 
rather than partitioning. 
  Chapter 4 explores the color intensity parameters (the contrast scaling and 
luminance offset), which are also the coefficients of the contractive mapping 
on which PIFS is based. In this chapter the goal is to study the ways of 
efficient storing of these two parameters without any loss in image quality. 
   The methods for accelerating the process of the baseline fractal image 
encoder and improving its quality are presented in Chapters 5 and 6. 
   At the end of the thesis, we evaluate the performance of the conventional 
fractal compressor and of the techniques that have appeared in the 
literature, aiming at its improvement.  

 
Key Words 

Digital image processing, gray scale images, fractal, encoder, decoder, 
contractive mapping, affine transformation, image compression, 
partitioning, overlapped covering, contrast scaling, luminance offset, IFS, 
PIFS 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
      Η ανάπτυξη της τεχνολογίας που συντελέσθηκε τα τελευταία χρόνια σε 
τοµείς όπως η ηλεκτρονική, η πληροφορική και οι τηλεπικοινωνίες επέδρασε 
καθοριστικά στο χώρο της ιατρικής παρέχοντας νέες και διαρκώς 
εξελισσόµενες διαγνωστικές και θεραπευτικές µεθόδους. Εξέχουσα θέση στη 
διαγνωστική, κατέχουν τα ιατρικά απεικονιστικά συστήµατα τα οποία έχουν 
εξελιχθεί σηµαντικά τα τελευταία χρόνια ενώ παράλληλα αναπτύσσονται και 
νέα τα οποία παρέχουν διαφορετική αλλά εξίσου χρήσιµη διαγνωστική 
πληροφορία. 
   Από τα παραπάνω γίνεται σαφές, ότι στη σύγχρονη ιατρική διαθέτουµε µια 
πληθώρα διαγνωστικών προσεγγίσεων προκειµένου τελικά να εξαχθεί το 
καλύτερο δυνατό συµπέρασµα για την κατάσταση του ασθενούς. Αυτή η 
πληθώρα διαγνωστικών εργαλείων, δηµιούργησε αναπόφευκτα ένα πρόβλήµα 
στην αποθήκευση του συνεχώς αυξανόµενου όγκου ιατρικών δεδοµένων και 
στην διατήρηση ενός αξιόπιστου και εύχρηστου ιατρικού  ιστορικού για κάθε 
ασθενή. Φυσικά, οι κλασσικές µέθοδοι αποθήκευσης είναι εντελώς 
ακατάλληλες καθώς προκαλούν συσσώρευση έντυπου υλικού το οποίο 
χρειάζεται κατάλληλα διαµορφωµένους χώρους (αρχείο) καταλαµβάνοντας έτσι 
ζωτικό χώρο από την ιατρική µονάδα. 
   Τα ηλεκτρονικά µέσα αποθήκευσης (οπτικά, µαγνητικά, κτλ) αποτελούν, εν 
µέρει, µια λύση στο παραπάνω πρόβληµα. Ακόµη και αυτά όµως οδηγούνται 
σταδιακά στο έπακρο των δυνατοτήτων τους. Η ανάγκη αυτή οδήγησε στην 
ανάπτυξη µεθόδων συµπίεσης των ιατρικών δεδοµένων και ειδικότερα των 
ιατρικών εικόνων. Η συµπίεση συνίσταται στη µετατροπή κάποιου αρχείου 
(εικόνα στην προκειµένη περίπτωση), µε την εφαρµογή κατάλληλων αλγορίθµων, 
σε ένα άλλο που καταλαµβάνει λιγότερη µνήµη. Ο βαθµός συµπίεσης είναι ο 
µέγιστος δυνατός υπό την προϋπόθεση να µην προκαλεί απώλεια χρήσιµης 
διαγνωστικής πληροφορίας. Αυτό σηµαίνει ότι ενώ ο χώρος που καταλαµβάνει 
στη µνήµη το αρχείο µειώνεται, τα απαραίτητα δεδοµένα για την επιτυχή 
επαναφορά του στο αρχικό µέγεθος (αποσυµπίεση), διατηρούνται. Οι µέθοδοι 
συµπίεσης προσφέρουν πολλά πλεονεκτήµατα ειδικά για τις ιατρικές εικόνες 
που αποτελούν µεν το πλέον εύχρηστο και εξαιρετικά πολύτιµό διαγνωστικό 
εργαλείο αλλά καταλαµβάνουν µεγάλο χώρο στη µνήµη. 
   Οι µέθοδοι συµπίεσης έχουν εξαιρετικά σπουδαία συνεισφορά στην 
ανάπτυξη της τηλεϊατρικής. Συγκεκριµένα, προσφέρεται η δυνατότητα 
ανάπτυξης µια κεντρικής βάσης δεδοµένων στην οποία θα έχουν πρόσβαση (on 
line) όλες οι ιατρικές µονάδες της χώρας. Έτσι µπορεί να συγκροτηθεί ένα 
εθνικό δίκτυο ιατρικής κάλυψης από το οποίο µπορεί ο κάθε γιατρός να 
αντλήσει πληροφορίες για κάποιον ασθενή σε έκτακτη κατάσταση. Αυτό 
βέβαια δεν θα ήταν αδύνατο χωρίς τη συµπίεση των εικόνων και των 
δεδοµένων γενικότερα, αλλά σίγουρα πολύ δυσκολότερο καθώς η διακίνηση 
πληροφορίας αυτής της τάξης µεγέθους θα δηµιουργούσε πρόβληµα στο 
δίκτυο. Επιπλέον, µε την αποστολή των εικόνων ασύρµατα, δίνεται η 
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δυνατότητα σύγκλησης ιατρικών συµβουλίων και ανταλλαγής απόψεων χωρίς 
την φυσική παρουσία όλων  των γιατρών στον ίδιο χώρο µε τον ασθενή. Είναι 
σαφές ότι η προοπτική αυτή είναι εξαιρετικά σηµαντική καθώς έτσι 
επιταχύνεται σηµαντικά ο χρόνος διάγνωσης και απόφασης για την 
εφαρµοζόµενη θεραπεία. Το δίκτυο ιατρικής κάλυψης που αναφέρθηκε 
παραπάνω µπορεί να επεκταθεί µε διακρατικές συµφωνίες τόσο σε ευρωπαϊκή 
όσο και σε παγκόσµια κλίµακα, συντελώντας έτσι στην καλύτερη αντιµετώπιση 
των περιστατικών καθώς οι γιατροί θα µπορούν εύκολα και γρήγορα να 
ανταλλάσσουν πληροφορίες και απόψεις. Τέλος, οι µέθοδοι συµπίεσης σε 
συνδυασµό µε την ροµποτική θα µπορούν σύντοµα να χρησιµοποιηθούν στην 
ανάπτυξη της τηλε – χειρουργικής. 
   Από τα παραπάνω γίνεται αντιληπτή η σπουδαιότητα και η αναγκαιότητα των 
µεθόδων συµπίεσης των ψηφιακών εικόνων στην ανάπτυξη της σύγχρονης 
ιατρικής. Επιπλέον είναι σαφές, ότι η χρησιµότητα τους δεν περιορίζεται µόνο 
στην επίλυση του προβλήµατος αποθήκευσης, ενώ οι µελλοντικές εφαρµογές 
τους αναµένεται να ξεπεράσουν τις προβλέψεις µας.   
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
Η επεξεργασία της εικόνας 
    
   Στο πρώτο αυτό κεφάλαιο γίνεται µία εισαγωγή στην έννοια της εικόνας. 

Επίσης παρουσιάζονται δύο µέθοδοι συµπίεσης, µέσα από την περιγραφή των 

οποίων δίνονται οι βασικές έννοιες της συµπίεσης της ψηφιακής εικόνας. 

Παράλληλα, εισαγόµαστε στον τρόπο µε τον οποίο λειτουργεί και η µέθοδος 

συµπίεσης µε βάση τη θεωρία των fractal, η οποία παρουσιάζει σηµαντικές 

οµοιότητες µε τις δύο αυτές τεχνικές και αναλύεται στο αµέσως επόµενο 

κεφάλαιο. 

 

1.1 Η εικόνα ως κατανοµή στο επίπεδο 

      Μία εικόνα ορίζεται ως µία κατανοµή της έντασης και των χρωµάτων σε 

ένα ορθογώνιο πλαίσιο1. Για ένα τέτοιο πλαίσιο ∆, διαστάσεων W*H µονάδων 

εµβαδού, η εικόνα είναι στοιχείο µίας κατανοµής D µε πεδίο ορισµού το ∆. 

Σύµφωνα µε το µοντέλο αυτό, η πληροφορία που λαµβάνει ο άνθρωπος από 

την όραση ενός αντικειµένου δεν είναι η ίδια µε την εικόνα που αντανακλά το 

φως, καθώς µεταξύ του αντικειµένου και του εγκεφάλου παρεµβάλλεται το 

όργανο λήψης του σήµατος η συνάρτηση µεταφοράς του οποίου, µεταβάλλει 

την τιµή της έντασης του ανακλώµενου φωτός. Για παράδειγµα, έχει 

διαπιστωθεί ότι το ανθρώπινο µάτι  δεν µετρά σηµειακά τη διακύµανση της 

τιµής της έντασης του φωτός αλλά κατά περιοχές, χρησιµοποιώντας ένα φίλτρο 

που µοιάζει µε κατανοµή Gauss σε ένα µικρό παράθυρο, είναι δηλαδή της 

µορφής: 

  
1

21 , 1

0, αλλου
( ) {

xe x
xφ

−
− <

=  
 

(1.1)
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   Στην πραγµατικότητα, η εικόνα P ενός επίπεδου αντικειµένου, είναι µια 

συνάρτηση P:∆→[0,1] και έχει την τιµή  

( , ) ( , ) ( , ) ( , )    P x y f x y dξ η ω ξ η ξ η
∆

= − −∫∫  (1.2)

 

 όπου f η κατανοµή της έντασης του φωτός που αντανακλά. 

Το 0 στο πεδίο τιµών της P αντιστοιχεί στο πιο «σκοτεινό» µαύρο και το 1 στο 

πιο φωτεινό «άσπρο» που µπορεί να αντιληφθεί ο άνθρωπος. Η συνάρτηση ω(-

ε,ε)*(-ε,ε)→[0,1] χαρακτηρίζει το σύστηµα που λαµβάνει το σήµα και το 

µεταφέρει στο σύστηµα επεξεργασίας της πληροφορίας (π.χ ο ανθρώπινος 

εγκέφαλος), αποτελεί δηλαδή το φίλτρο ή αλλιώς τη συνάρτηση 

δειγµατοληψίας µεταξύ ποµπού και δέκτη. Κατά συνέπεια, η σχέση (1.2) δεν 

περιγράφει τίποτε άλλο από τη συνέλιξη της κατανοµής της πραγµατικής 

εικόνας f  µε το φίλτρο ω. Στη συνέχεια της εργασίας θεωρείται ότι δεν υπάρχει 

διαφορά µεταξύ της πραγµατικής εικόνας και αυτής που αντιλαµβανόµαστε. 

 
  Σχ.1.1: Ανεξάρτητο της ανάλυσης σύστηµα 

 

    Για το λόγο αυτό, όταν η εικόνα µοντελοποιείται ως συνάρτηση στο 

επίπεδο, µπορεί να περιγραφεί µε ένα ειδικό σύστηµα συντεταγµένων. Όπως 

δείχνει το παρακάτω σχήµα το πλαίσιο της βρίσκεται στο επίπεδο της σελίδας 

και η τιµή της συνάρτησης P σε κάθε σηµείο (x,y) του πλαισίου ∆ αντιστοιχεί 
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στις διαφορετικές τιµές της έντασης του φωτός (brightness). Ένα τέτοιο σύστηµα 

συντεταγµένων, θεωρείται ανεξάρτητο της ανάλυσης της εικόνας.  

   Αφού η εικόνα θεωρείται συνάρτηση στο επίπεδο, είναι εύκολο να  

ποσοτικοποιηθεί η διαφορά µεταξύ δύο εικόνων P και Q, το πλαίσιο των 

οποίων έχει τις ίδιες διαστάσεις. Συνήθως χρησιµοποιείται για το σκοπό αυτό 

η ρίζα του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος ως απόσταση µεταξύ δύο εικόνων 

δηλαδή:  
1

2 2
2

( , ) ( ( , ) ( , ) )d P Q P Q P x y Q x y dxdy
∆

= − = −∫  
 

(1.3)

   Ένα άλλο µέγεθος που χρησιµοποιείται συχνά για τη µέτρηση της διαφοράς 

µεταξύ 2 εικόνων είναι και ο µέγιστος σηµατοθορυβικός λόγος (Peak Signal to Noise 

Ratio, PSNR) που ορίζεται ως ακολούθως: 

10
2

20 log bPSNR
P Q

⎛ ⎞
= • ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

 
 

(1.4)

όπου το b είναι η µέγιστη πιθανή τιµή του σήµατος, η οποία για το συνεχές 

µοντέλο που αναφέρεται εδώ είναι 1 και 255 για µία ψηφιακή εικόνα. 

  

1.2 Η εικόνα ως σύνολο διακριτών εικονοστοιχείων  

   Στην απεικόνιση των αντικειµένων µε χρήση υπολογιστών, οι εικόνες 

λαµβάνονται µε τη χρήση των ψηφιακών µηχανών ή σαρωτών (scanner). Στη 

συνέχεια, αποθηκεύονται ως σύνολα µε πεπερασµένο αριθµό στοιχείων (που το 

καθένα περιέχει τµήµα της εικόνας) οµοιόµορφα κατανεµηµένων1. Στο σχήµα 

1.2, η εικόνα P περιγράφεται από ένα δειγµατοληπτικό πλέγµα από w στήλες 

και h γραµµές που είναι µια αναπαράσταση της εικόνας f µε τετράγωνες ψηφίδες 

(pixels) σε ένα σύστηµα συντεταγµένων που εξαρτάται από την ανάλυση 

(resolution) της εικόνας : 

:{1,2,..., } (1,2,..., } {0,1,...,255}cP w h× →  (1.5)

 και σχηµατίζεται από: 
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  { [ , ]},1 ,1P P i j i w j h= ≤ ≤ ≤ ≤ (1.6)

 w * h ακεραίους όπου το µηδέν είναι το πιο σκοτεινό (µαύρο) και το 255 είναι 

το πιο φωτεινό (άσπρο) και το c είναι ο αριθµός των καναλιών που 

χρησιµοποιούνται για την απεικόνιση των χρωµάτων (συνήθως τρία, ένα για το 

κόκκινο, ένα για το πράσινο και ένα για το µπλε).  

 
Σχ.1.2: Σύστηµα που εξαρτάται από την ανάλυση 

 

   Όπως αναφέρθηκε στο προηγούµενο εδάφιο, η τιµή της έντασης της εικόνας 

για κάθε κανάλι στην τετραγωνική ψηφίδα που βρίσκεται στη θέση (i,j) της 

εικόνας Pc[i,j], είναι στην πραγµατικότητα η κατανοµή της εικόνας f  η οποία 

δειγµατοληπτείται από µια δοκιµαστική συνάρτηση, που στην περίπτωση αυτή 

καλείται φίλτρο δειγµατοληψίας  δηλαδή: ( , )
c

i jφ

2 ( , )[ , ] ( , ) ( , )   c c
i jR

P i j f x y x y dxdyφ= ∫∫  (1.7)

   Το σύνολο των δειγµατοληπτικών αυτών τιµών στη θέση (i, ,j): 

[ , ] { [ , ]}cP i j P i j=  (1.8)

 καλείται εικονοστοιχείο ή pixel. Είναι προφανές ότι το σύνολο των 

δειγµατοληπτικών φίλτρων  είναι απολύτως εξαρτώµενο από τη 

συσκευή λήψης της εικόνας. Στην εργασία αυτή εξετάζεται η περίπτωση της 

µονοχρωµατικής εικόνας, δηλαδή C=1. 

( , ) ( , ){ c
i j i jφ φ= }
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 Είναι φυσικό, το µοντέλο που χρησιµοποιείται ως φίλτρο δειγµατοληψίας να 

είναι ανεξάρτητο από τη θέση του εικονοστοιχείου καθώς εξαρτάται από τη 

συσκευή λήψης ή τα µάτια . Εποµένως γράφοντας (0,0)φ φ= ,  

2
( , ) ( , ) ( , ), , , ,i j x y x i y j x y i jφ φ= − − ∀ ∈R  (1.9)

 Ως αποτελέσµα, η σχέση (1.7) παίρνει ακριβώς τη µορφή συνέλιξης µεταξύ 

της συνάρτησης κατανοµής f  και της συνάρτησης δειγµατοληψίας φ. 

 Συχνά η συνάρτηση δειγµατοληψίας φ είναι συµµετρική, δηλαδή:  
2( , ) ( , ) ( , ) ( , ), ,x y x y x y x y yφ φ φ φ χ= − = − = − − ∀ ∈R  (1.10)

   Για την προσαρµογή των τιµών του συνελικτικού ολοκληρώµατος στο πεδίο 

[0, 255], µπορεί να χρησιµοποιηθεί ένα παράγοντας κανονικοποίησης  

2
( , ) 1

R
x y dxdyφ =∫∫  ή 255 (1.11)

    Συµπερασµατικά, το δειγµατοληπτικό φίλτρο χαρακτηρίζει πλήρως τη 

διακριτοποίηση των τιµών της κατανοµής της φωτεινής έντασης µιας εικόνας 

από µία κάµερα ή ένα σαρωτή.  

 Στην ακραία περίπτωση όπου η φ(x,y) είναι σταθερή, µπορεί, µε τη βοήθεια 

της µέσης τιµής, να εκφρασθεί µε τον ακόλουθο τρόπο:  

2

'

1  - ,
2 2( , )

0

x y
x y

ε ε
εφ

αλλου

⎧ ∀ < <⎪= ⎨
⎪
⎩

 

 
 
(1.12)

  

   Ένα τέτοιο φίλτρο καλείται φίλτρο τετραγωνικού µέσου πλάτους ε. Το όριο 

του φίλτρου αυτού καθώς το ε τείνει στο µηδέν είναι η συνάρτηση Dirac. 

Μπορούµε φυσικά να διαλέξουµε ένα πιο πολύπλοκο και ίσως πιο ακριβές 

φίλτρο όπως ένα φίλτρο τύπου Gauss 
2 2(( , ) )x yx y ae βφ − += , για κάποιες 

σταθερές α και β. Όλα αυτά τα φίλτρα φαίνονται στο σχήµα 1.3. 
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Σχ.1.3: Ψηφιακά φίλτρα: Α) Dirac, B) Μέσης τµής, C) Γκαουσσιανό  

 

 Σε ένα σύστηµα εικονοστοιχείων εξαρτώµενο από την ανάλυση της εικόνας, η 

απόσταση µεταξύ των δύο εικόνων P και Q έχει τη µορφή  

12 2
2

1 1

( , ) || || ( | [ , ] [ , ]) )
w w

j i

d P Q P Q P i j Q i j
= =

= − = −∑∑  
 
(1.13)

 

(Ως συνάρτηση απόστασης έχει χρησιµοποιηθεί η Ευκλείδια νόρµα). 

   Ξανά ο µέγιστος σηµατοθορυβικός λόγος (Peak Signal to Noise Ratio) που 

χρησιµοποιείται για να µετρήσει τη διαφορά των δύο εικόνων ορίζεται ως  

10
2

25520log ( )
|| ||

PSNR
P Q

=
−

 
 
(1.14)

 όπου b=255 είναι η µέγιστη πιθανή τιµή του ψηφιακού σήµατος .  

   Με βάση όσα προαναφέρθησαν για την ψηφιακή εικόνα είναι φανερό ότι µια 

µονοχρωµατική εικόνα διαστάσεων 512*512 εικονοστοιχείων, για την οποία 

έχουν δεσµευτεί 8 δυαδικά ψηφία για την απεικόνιση των διαβαθµίσεων του 

γκρι, καταλαµβάνει στη µνήµη χώρο ίσο µε 256K. Τέτοιου είδους εικόνες που 

µοιάζουν µε αυτές που παίρνουµε από τα σύγχρονα ιατρικά όργανα, όπως 

αναφέρθηκε και στην Εισαγωγή, πρέπει να αποστέλλονται από τη βάση 

δεδοµένων ενός νοσοκοµείου στην αντίστοιχη ενός δεύτερου για την 

εξυπηρέτηση της τηλεϊατρικής. Η αποστολή των δεδοµένων πρέπει να γίνεται 

σε όσο το δυνατό µικρότερο χρονικό διάστηµα ώστε να επιταχύνεται η 

διάγνωση, γεγονός που δυσχεραίνεται από το µέγεθος των εικόνων στη µνήµη, 

το οποίο είναι ανάλογο του πλήθους ιατρικών εικόνων που πρέπει να αποσταλεί 
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στη µονάδα του χρόνου ώστε να έχουµε την καλύτερη δυνατή διάγνωση. Για 

το λόγο αυτό έχουν αναπτυχθεί διάφορες τεχνικές συµπίεσης των εικόνων, 

όπως και η συµπίεση µε βάση τη θεωρία των fractal, η οποία αποτελεί και το 

αντικείµενο της εργασίας. 

   Υπάρχουν πολλές προοπτικές µέσα από τις οποίες µπορούµε να 

προσεγγίσουµε τη µέθοδο των fractals, όπως τα Συστήµατα Επαναληπτικών 

Συναρτήσεων (Iterated Function Systems), η Μέθοδος Κωδικοποίησης µε βάση τη 

Συνέλιξη (Convolution Coding), η ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση (Vector Quantization) 

κ.ά. Στην εργασία, θα δούµε τη fractal κωδικοποίηση από τη σκοπιά της 

∆ιανυσµατικής Κβαντοποίησης όχι µόνο εξαιτίας των οµοιοτήτων µεταξύ 

τους, αλλά και επειδή η τελευταία αναφέρεται από τη φύση της στο διακριτό 

και κατά επέκταση ψηφιακό χώρο, γεγονός που την καθιστά απλούστερη και 

ιδανική για την κατανόηση της συµπίεσης µε βάση τα fractals. 

 

1.3 ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση 

   Το αντικείµενο της ∆Κ (VQ)2 είναι η αναπαράσταση ενός συνόλου 

χαρακτηριστικών διανυσµάτων x∈Χ (όπου Χ⊆ kℜ ) από ένα σύνολο Y= 

={y1,.........yΝc}, από Νc διανύσµατα που ανήκουν στο kℜ  και ονοµάζονται 

διανύσµατα αναφοράς. Το σύνολο Y oνοµάζεται κωδικό βιβλίο (codebook) και τα 

στοιχεία του κωδικές λέξεις ή αλλιώς κωδικά διανύσµατα (code vectors).Τα 

διανύσµατα του συνόλου Χ ονοµάζονται πρότυπα εισόδου (input pattern) ή 

διανύσµατα εισόδου (input vectors). Άρα µια διανυσµατική κβαντοποίηση µπορεί 

να παρασταθεί µε τη µορφή συνάρτησης: q: Χ→Y. H γνώση της συνάρτησης q 

επιτρέπει τη διαίρεση του συνόλου Χ σε Νc υποσύνολα Si (που καλούνται 

κύτταρα) και ορίζονται ως εξής:   

      {   : ( )  },     1,...,i iS x X q x y i N= ∈ = =  c (1.15)

Το σύνολο S={S1,S2,…,SNc} καλείται και διαµέριση (partition) του X. 
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   Από εδώ και στη συνέχεια της ανάπτυξης της µεθόδου της ∆ιανυσµατικής  

Κβαντοποίησης θα θεωρείται ότι το σύνολο Χ των διανυσµάτων εισόδου είναι 

πεπερασµένου αριθµού στοιχείων, έστω Νp τον αριθµό. 

 

1.3.1 Σφάλµα Κβαντοποίησης  

      Το Σφάλµα Κβαντικοποίησης (Quantization Error), είναι η τιµή της 

παράστασης d(x,q(x)) όπου d(.) είναι ένας γενικός τελεστής απόστασης για 

διανύσµατα. Το Μέσο ΣΚ (Mean Quantization Error) είναι ίσο µε: 

1 1

1 1( ) ({ , }) ( , ( ))   
p cN N

p p i
pp ip

MQE D Y S d x q x D
N N=

= =
=

∑ ∑�  
 

(1.16)

όπου Di είναι το συνολικό σφάλµα  για το i-οστό κύτταρο.  

:

( , ) 
n i

i n
n x S

D d x
∈

= iy∑  (1.17)

 

                                         

   Αρκετές συναρτήσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν και για την έκφραση του 

σφάλµατος (Linde et al., 19803) Αυτή που χρησιµοποιείται συνήθως είναι η 

τετραγωνική  Ευκλείδια απόσταση (Τετραγωνικό Σφάλµα , ΤΣ)          

 2

1

( , ) ( )  
k

i i
i

d x x x x
=

′ ′= −∑  
 
(1.18)

που χρησιµοποιείται και εδώ. Στην περίπτωση αυτή, το µέσο σφάλµα 

Κβαντοποίησης καλείται Μέσο Τετραγωνικό Σφάλµα (Mean Square Error). 

Μπορεί επίσης να χρησιµοποιηθεί και η τετραγωνική ρίζα του ΜΤΣ ως µέτρο 

σφάλµατος και το Κανονικοποιηµένο  ΜΤΣ (Normalized Mean Square Error). 

Αυτό δεν είναι τίποτε άλλο από το ΜΤΣ διαιρεµένο από το ΜΤΣ που 

προκύπτει χρησιµοποιώντας ένα κωδικό βιβλίο που περιέχει µια µόνο κωδική 

λέξη c, τοποθετηµένη στο «κέντρο µάζας» του συνόλου των δεδοµένων εισόδου 

( Ο ορισµός του «κέντρου µάζας» δίνεται σε επόµενο εδάφιο). ∆ηλαδή το 

Κανονικοποιηµένο ΜΤΣ δίνεται από την ακόλουθη σχέση: 
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1

1 ( )
pN

p
pp

MSENMSE
d x c

N =

=
−∑

 (1.19)

 

1.3.2 Bέλτιστη συνάρτηση Κβαντοποίησης   

   Μία συνάρτηση κβαντοποίησης καλείται βέλτιστη αν για κάθε διαφορετική 

από αυτήν συνάρτηση µε τον ίδιο αριθµό κωδικών λέξεων, το σφάλµα 

διακριτοποίησης είναι µεγαλύτερο από αυτό που αντιστοιχεί στην υπό εξέταση 

συνάρτηση. Με µαθηµατικούς όρους, µπορεί να γραφεί ότι η συνάρτηση 

κβαντοποίησης q* είναι βέλτιστη αν για κάθε q≠q*, έχουµε  D(q*)≤D(q). 

   Στη συνέχεια περιγράφονται οι δύο κύριες συνθήκες οι οποίες, από 

µαθηµατική άποψη είναι αναγκαίες ώστε µία τέτοια συνάρτηση να θεωρηθεί 

βέλτιστη. Οι δυο αυτές συνθήκες καλούνται συνήθως Συνθήκη του Πλησιέστερου 

Γείτονα, (ΣΠΓ) (Nearest Neighbor Condition (NNC)) και Συνθήκη Κέντρου 

Μάζας (ΣΚΜ) (Centroid Condition (CC)). 

1.3.3. Συνθήκη του Πλησιέστερου Γείτονα 
     Με δεδοµένο ένα σταθερό κωδικό βιβλίο Y, η συνθήκη αυτή συνίσταται 

στην ανάθεση αντιστοίχισης του κάθε διανύσµατος εισόδου µε την πιο κοντινή 

σε αυτό κωδική λέξη. ∆ιαιρείται λοιπόν το σύνολο των δεδοµένων µε τον 

ακόλουθο τρόπο:  

 { : ( , ) ( , ),   1,...,   },  1,...,   i i j cS x X d x y d x y j N j i i N= ∈ ≤ = ≠ = c  (1.20)

   Τα σύνολα Si που µόλις ορίστηκαν, σχηµατίζουν µια διαµέριση του συνόλου 

των δεδοµένων. Αυτή ονοµάζεται "Voronoi Partition"(Gersho & Gray ,19924) 

και συµβολίζεται µε P(y)= {S1......SNc}. Aφού η P(y) είναι διαίρεση, δηλαδή 

S1∩S2,…,∩SNc =Ø, ένα διάνυσµα εισόδου που έχει την ίδια απόσταση από 

δύο ή περισσότερες κωδικές λέξεις ανατίθεται (αντιστοιχίζεται) µονοσήµαντα 

σε µία από αυτές, δηλαδή περιλαµβάνεται σε ένα µόνο από τα σύνολα Si. 
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   Η ΣΠΓ (ΝΝC) µας επιτρέπει το σχηµατισµό µιας βέλτιστης διαίρεσης 

(Linde et al, 19803) δηλαδή για κάθε διαίρεση S διαφορετική από την P(y), 

ισχύει:   

({ , }) ({ , ( )}) D Y S D Y P Y≥  (1.21)

 κάτι που είναι προφανές από τον τρόπο µε τον οποίο σχηµατίζεται το σύνολο 

P(Y), του οποίου τα υποσύνολα περιεχουν τα διανύσµατα εισόδου που 

προσεγγίζουν περισσότερο (µικρότερη απόσταση) την εκάστοτε κωδική λέξη. 

 

1.3.4 Συνθήκη Κέντρου Μάζας 

       Με δεδοµένη τη διαίρεση S, η ΣΚΜ ασχολείται µε τη διαδικασία εύρεσης 

του βέλτιστου κωδικού βιβλίου, δηλαδή την εύρεση των y*
1, y*

2,..,.y*
Nc. Το 

κέντρο µάζας για ένα δεδοµένο σύνολο Α⊆Rk είναι το διάνυσµα x(A) για το 

οποίο ισχύει: 

 { ( , ( )) | } min { ( , ) | }   
ku

E d x x A x A E d x u x A
∈

∈ =
R

∈  (1.22)

 

όπου Ε ένα σύνολο τα στοιχεία του οποίου είναι οι αποστάσεις των 

διανυσµάτων του Α από το κέντρο µάζας.  Αν ο αριθµός των στοιχείων του Α 

είναι ΝΑ και χρησιµοποιήσουµε την τετραγωνική Ευκλείδια απόσταση τότε 

εύκολα αποδεικνύεται ότι:   

1( )  
x AA

x A x
N ∈

= ∑  
 
(1.23)

   Με βάση τα παραπάνω, αν επιλεχθεί ως κωδικό βιβλίο X(S) το σύνολο που 

οι κωδικές του λέξεις είναι τα κέντρα µάζας όλων των κυττάρων Si του S  

δηλαδή αν  

( ) { ( ), 1,..., }iX S x S i Nc= =  (1.24)

τότε το X(S) είναι βέλτιστο καθώς µε βάση τις (1.17) , (1.22) και (1.24) για 

κάθε κωδικό βιβλίο Υ≠S ισχύει: 
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{ , } {( ( ), )}D Y S D X S S≥  (1.25)

 

1.3.5 Η κατασκευή του βέλτιστου κωδικού βιβλίου 

   Στη συνέχεια εξετάζεται ο τρόπος µε τον οποίο από ένα δεδοµένο σύνολο 

Np διανυσµάτων εισόδου, που καλούνται και εκπαιδευτικά διανύσµατα (training 

vectors) και ένα δεδοµένο κωδικό βιβλίο Ym = {ym
1,.........ym

Νc}, εξάγεται ένα 

βελτιωµένο κωδικό βιβλίο Ym+1. Η διαδικασία αυτή είναι γνωστή και ως 

Γενικευµένη Επαναληπτική ∆ιαδικασία του Lloyd5. Εντασσόµενος στην παραπάνω 

διαδικασία είναι και ο αλγόριθµος LBG, ο οποίος ονοµάστηκε από τους 

ερευνητές που τον εµπνεύσθηκαν (Linde, Buzo & Grey)3. Για την παρουσίασή 

του θα χρησιµοποιήσουµε τα εξής σύµβολα: 

 .   m:  ο αριθµός των επαναλήψεων 

 .   Υm:  το m-οστό κωδικό βιβλίο 

 .   Dm:  το Μέσο Σφάλµα ∆ιακριτοποίησης που µας δίνει η m-οστή 

επανάληψη   

   Τα βήµατα της διαδικασίας είναι τα ακόλουθα: 

1. Αρχικοποίηση. Οι ακόλουθες τιµές είναι σταθερές: 

•    Νc: ο αριθµός των κωδικών λέξεων 

•    ε≥0: η ακρίβεια της διαδικασίας βελτιστοποίησης 

•    Y0 :    το αρχικό κωδικό βιβλίο 

•     X = (xj : j = 1..........Np):  το σύνολο των διανυσµάτων εισόδου. 

                     Επί πλέον γίνονται οι ακόλουθες αρχικοποιήσεις: 

• m = 0 

• D-1=+∞ 

2. Υπολογισµός της διαίρεσης 

Με δεδοµένο το αρχικό κωδικό βιβλίο Υm υπολογίζουµε τη διαίρεση             

P(Ym) του X  µε βάση τη ΣΠΓ (ΝΝC) 

3. Έλεγχος συνθήκης τερµατισµού 
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   Η παραµόρφωση του κβαντιστή  Dm=D({Ym, P(Ym)}) υπολογίζεται µε 

βάση τη σχέση (1.17). Αν  

-1  m m

m

D D
D

ε
−

<  
 
(1.26)

τότε η διαδικασία τερµατίζεται και το Υm είναι το βέλτιστο κωδικό 

βιβλίο. 

4. Υπολογισµός του νέου κωδικού βιβλίου: 

        Με δεδοµένη τη διαίρεση P(Ym), το νέο κωδικό βιβλίο υπολογίζεται 

µε βάση τη συνθήκη του Κέντρου Μάζας. ∆ηλαδή έχουµε :  

1  ( ( )) m mY X P Y+ =  (1.27)

 
  Σχ.1.4 : Η κατασκευή του βέλτιστου κωδικού βιβλίου µε βάση τον αλγόριθµο LBG  
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   Στη συνέχεια, η τιµή του µετρητή m αυξάνει κατά ένα και η διαδικασία 

συνεχίζεται από το βήµα  2. Αποδεικνύεται (Linde et al,1980),3 ότι τα βήµατα 

αυτά εξασφαλίζουν τη δηµιουργία µιας φθίνουσας και συγκλίνουσας 

ακολουθίας σφαλµάτων Dm.. Στο σχήµα 1.4 δίνονται τα βήµατα του 

αλγορίθµου που µόλις περιγράφηκε. 

   

1.3.6 Η συµπίεση σύµφωνα µε τη ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση 

   Η παραπάνω µεθοδολογία είναι απλή στην εφαρµογή της για την 

κωδικοποίηση µονοχρωµατικών εικόνων. Αν µία εικόνα διαιρεθεί σε µη 

επικαλυπτόµενες τετράγωνες περιοχές σταθερής διάστασης π.χ. 4*4 

εικονοστοιχείων, τότε έχουµε δηµιουργήσει διανύσµατα διάστασης n=16, 

προσπελάζοντας για παράδειγµα τις τετράγωνες αυτές περιοχές κατά σειρές 

και αντιστοιχώντας την τιµή της έντασης κάθε εικονοστοιχείου που 

συναντούµε, στην εκάστοτε συνιστώσα του διανύσµατος. Τέτοιου είδους 

διανύσµατα µπορούµε να πάρουµε από διάφορες µονοχρωµατικές εικόνες για 

το σχηµατισµό του συνόλου των εκπαιδευτικών διανυσµάτων. Στη συνέχεια, 

επιλέγουµε το αρχικό κωδικό βιβλίο (για το σκοπό αυτό έχουν δηµιουργηθεί 

διάφοροι αποτελεσµατικοί αλγόριθµοι) και εφαρµόζουµε τη διαδικασία που 

µόλις περιγράψαµε µέχρι να ικανοποιηθεί το κριτήριο σύγκλισης (1.26) για την 

τιµή της ανοχής ε που έχουµε επιλέξει. Με το βέλτιστο κωδικό βιβλίο Y* που 

έχουµε σχηµατίσει µπορούµε να κωδικοποιήσουµε µία δεδοµένη 

µονοχρωµατική εικόνα, η οποία είναι συνήθως διαφορετική από αυτές που 

χρησιµοποιούνται για να δώσουν τα εκπαιδευτικά διανύσµατα (εκπαιδευτικές 

εικόνες). Η κωδικοποίηση γίνεται ως εξής: ∆ιαιρούµε την προς κωδικοποίηση 

εικόνα σε τετράγωνες περιοχές ώστε η διάσταση των διανυσµάτων που 

προκύπτουν να είναι ίση µε αυτή των αντίστοιχων του Y*. Στη συνέχεια µε 

βάση τη Συνθήκη του Πλησιέστερου Γείτονα αντιστοιχίζουµε τα διανύσµατα, 

αποθηκεύοντας για κάθε διάνυσµα που διαβάζουµε και το δείκτη της θέσης του 

κωδικού διανύσµατος µε το οποίο έγινε η αντιστοίχηση. ∆ηλαδή αν στο i-οστό 
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διάνυσµα της εικόνας εισόδου xi αντιστοιχίσουµε το y*
k, αποθηκεύουµε το k 

ώστε κατά την αποκωδικοποίηση στη τετραγωνική περιοχή που βρίσκεται στη 

θέση i να τοποθετηθεί η τετραγωνική περιοχή που προκύπτει από τη 

µετατροπή του y*
k από διάνυσµα σε πίνακα. Αρχίζοντας συνεπώς από µία 

αυθαίρετη εικόνα και έχοντας στη διάθεσή του τις διευθύνσεις των κωδικών 

λέξεων στο βιβλίο, ο αποκωδικοποιητής, ανακατασκευάζει τη συµπιεσµένη 

εικόνα εκτελώντας την παραπάνω διαδικασία για κάθε µη επικαλυπτόµενη 

τετραγωνική περιοχή διαστάσεων n1/2*n1/2 (n=16 στο παράδειγµά µας).     

   Ο βαθµός συµπίεσης, ο οποίος, ορίζεται ως ο λόγος του µεγέθους σε µνήµη της 

αρχικής εικόνας προς το µέγεθος σε µνήµη της κωδικοποιηµένης, εξαρτάται τόσο από 

την επιλογή της διάστασης των τετραγωνικών περιοχών στην οποίες διαιρείται 

η εικόνα (όσο µεγαλύτερη η διάσταση τόσο λιγοστεύουν τα διανύσµατα 

εισόδου), όσο και από το µέγεθος του κωδικού βιβλίου. Αν π.χ. τεµαχίσουµε 

µία εικόνα 512*512 εικονοστοιχείων, σε περιοχές 4*4 εικονοστοιχείων, παίρνουµε 

29*29/22*22=214 διανύσµατα εισόδου. Αν το πλήθος των κωδικών διανυσµάτων 

είναι 512, για κάθε διάνυσµα εισόδου πρέπει να δεσµεύσουµε και 9 δυαδικά 

ψηφία (bits) για το δείκτη της θέσης του αντίστοιχου κωδικού διανύσµατος και 

εποµένως η συµπιεσµένη έκδοση της αρχικής εικόνας απαιτεί 9*214 δυαδικά 

ψηφία. Αν παριστάνουµε τη διαβάθµιση του  γκρι µε 8 bits/εικονοστοιχείο, το 

µέγεθος της αρχικής εικόνας είναι 29*29*8 bits, οπότε ο βαθµός συµπίεσης 

είναι ίσος µε 29*29*8/ 9*214≈14,2. Παρατηρούµε ότι αν διπλασιάσουµε τη 

διάσταση της τετραγωνικής περιοχής από 4 σε 8 εικονοστοιχεία (µε την 

προϋπόθεση βέβαια ότι και τα κωδικά διανύσµατα έχουν διάσταση n=8*8) θα 

έχουµε 218/23*23=212 διανύσµατα εισόδου και ο βαθµός συµπίεσης θα 

τετραπλασιαστεί. 

   Κριτήριο της επίδοσης µιας µεθόδου συµπίεσης είναι και ο βαθµός 

παραµόρφωσης λ1, που ορίζεται ως η θετική παράµετρος που δίνει την αναλογία 

µεταξύ της ποιότητας της αποκωδικοποιηµένης εικόνας και του µεγέθους των 

συµπιεσµένων δεδοµένων. Έστω δύο αποκωδικοποιήσεις της ίδιας εικόνας Ο, P 
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και Q. Με δεδοµένο ένα σταθερό βαθµό παραµόρφωσης, λέµε ότι η Q θεωρείται 

καλύτερη της P σε σχέση µε το βαθµό παραµόρφωσης λ, αν και µόνο αν ικανοποιείται η 

σχέση: 

2 2
( ) * ( ) *O Q size Q O P size Pλ λ− + < − +  (1.28)

, όπου ( )size i  το µέγεθος σε µνήµη της εικόνας. Η παραπάνω σχέση µπορεί 

να ξαναγραφεί ως εξής: 

2 2

( ) ( )
O P O Q
size Q size P

λ
− − −

<
−

 
 
(1.29)

 

Η σχέση (1.29) καλείται κριτήριο κόστους. Σύµφωνα µε αυτό, ο βαθµός 

παραµόρφωσης είναι η οριακή γραµµή µεταξύ της βελτίωσης του σφάλµατος 

και της πρόσθετης απαίτησης σε µνήµη για την αποθήκευση των συµπιεσµένων 

δεδοµένων. Το σχήµα 1.5 δείχνει ότι ο βαθµός παραµόρφωσης είναι η 

εφαπτοµένη αυτής της καµπύλης. 

   Ο βαθµός παραµόρφωσης συνεπώς, παίζει το ρόλο του ρυθµιστή της 

παραµόρφωσης της εικόνας και του µεγέθους της συµπίεσης. Στην ακραία 

περίπτωση κατά την οποία λ=0, επιλέγουµε συµπίεση που µας δίνει την 

καλύτερη δυνατή αναπαράσταση. Όταν λ→∞, επιλέγουµε συµπίεση µε το 

µικρότερο δυνατό µέγεθος στη µνήµη, η οποία δίνει και φτωχή αναπαράσταση 

της αρχικής εικόνας.      

   Εκτός από το βαθµό συµπίεσης και το βαθµό παραµόρφωσης, ένα άλλο 

µέτρο της αποτελεσµατικότητας µιας µεθόδου συµπίεσης είναι και το PSNR, 

όπου P στη σχέση ορισµού του (1.14) είναι η αρχική εικόνα και Q η 

αποκωδικοποίηση της συµπιεσµένης. Όσο µεγαλύτερος είναι αυτός ο λόγος 

τόσο καλύτερη είναι η ποιότητα της συµπίεσης.  
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Σχ.1.5: Ο βαθµός παραµόρφωσης στη γραφική παράσταση του µεγέθους στη µνήµη της συµπιεσµένης 
εικονας και του σφάλµατος ή παραµόρφωσης.  
 

   Μπορούµε, σύµφωνα µε τις παραπάνω παρατηρήσεις, µεταβάλλοντας τον 

αριθµό των διανυσµάτων που περιέχει το κωδικό βιβλίο, τη διάσταση των 

τετραγωνικών περιοχών ή και τα δύο, να πάρουµε διαφορετικούς βαθµούς 

συµπίεσης, γεγονός το οποίο επηρεάζει και την τιµή του PSNR.. Για να 

συγκρίνουµε λοιπόν δύο διαφορετικές τεχνικές συµπίεσης ή για να 

καταγράψουµε την επίδραση των διαφόρων παραµέτρων στην ίδια 

µεθοδολογία συµπίεσης, σχηµατίζουµε γραφικές παραστάσεις του PSNR σε 

σχέση µε το βαθµό συµπίεσης για κάθε τεχνική. Όσο υψηλότερη είναι η 

καµπύλη που αντιστοιχεί στην 1η τεχνική από αυτή που αντιστοιχεί στη 2η, 

τόσο καλύτερη είναι η 1η από τη 2η. Αντί για το βαθµό συµπίεσης, µπορούµε 

να χρησιµοποιήσουµε για το σχηµατισµό των καµπυλών αυτών και το bit rate, 

το οποίο είναι απλώς ο λόγος του µεγέθους σε µνήµη της εικόνας προς των αριθµό των 

εικονοστοιχείων. 
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Σχ.1.6 :Τυπική ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση ενός τµήµατος της εικόνας της Lena (το αρχικό βρίσκεται στα 
αριστερά) µε τη χρήση ενός κωδικού βιβλίου 512 διανυσµάτων διάστασης 4*4. Το PSNR που δίνει η 
προσέγγιση αυτή είναι περίπου 31.2dB. 
 

1.4 ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση µε Αφαίρεση Μέσης 

Τιµής 

      Η ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση µπορεί να δώσει τις καλύτερες ίσως 

καµπύλες PSNR-βαθµού συµπίεσης από τις υπάρχουσες τεχνικές συµπίεσης, µε 

το µειονέκτηµα όµως ότι οι τετραγωνικές περιοχές στις οποίες πρέπει να 

τεµαχιστεί η εικόνα πρέπει να έχουν µεγάλες διαστάσεις. Μία τέτοια επιλογή, 

έχει ως απόρροια τις υψηλές απαιτήσεις σε µνήµη για την αποθήκευση ενός 

κωδικού βιβλίου µε στοιχεία µεγάλων διαστάσεων και επιπλέον την αδυναµία 

σχεδίασης ενός τέτοιου κωδικού βιβλίου, καθώς εξαιτίας της τεράστιας 

πολυπλοκότητας, ο γενικευµένος αλγόριθµος Lloyd αποδεικνύεται εξαιρετικά 

χρονοβόρος. Έστω π.χ. ότι απαιτούµε σταθερό βαθµό συµπίεσης ίσο µε 8 και 

χωρίζουµε την εικόνα σε περιοχές εµβαδού d εικονοστοιχείων. Έστω ακόµη 

ότι τα κωδικά διανύσµατα, τα οποία έχουν την ίδια διάσταση d, είναι 2l τον 

αριθµό. Εφ’ όσον ο βαθµός συµπίεσης είναι 8 έχουµε 
2

2
512 *8 8
512

l d
l

d

= ⇒ = . 

Αυτό σηµαίνει ότι για τετράγωνα διαστάσεων 8*8=d=64, το πλήθος των 

κωδικών διανυσµάτων είναι 264 και η διάστασή τους 64. Αν η συνιστώσα του 
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κάθε διανύσµατος χρησιµοποιεί 8 bits για την απεικόνιση της διαβάθµισης του 

γκρι, τότε κάθε διάνυσµα απαιτεί 64*8 bits για την αποθήκευσή του και κατά 

συνέπεια το κωδικό βιβλίο καταλαµβάνει χώρο ίσο µε 264*64 bytes = 

264*26bytes = 270 bytes ≈109Tb. Είναι φανερό ότι τέτοια µεγέθη υπερβαίνουν 

τις δυνατότητες ενός συµβατικού υπολογιστή.  

   Για το λόγο αυτό, έχουν ευρεθεί υποβέλτιστες (όσον αφορά την ποιότητα 

συµπίεσης) αλλά πρακτικά εφαρµόσιµες παραλλαγές της ∆Κ, όπως η Mean-

Removed Shape Gain VQ (∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση µε Αφαίρεση Μέσης Τιµής). 

Όπως δηλώνει το όνοµα, ένα διάνυσµα nR∈ℜ , για να κωδικοποιηθεί 

γράφεται ως εξής: 

1 2

,  µε (1,1,...,1)
,  και ( , ,..., )

T n

T
n

R sD o
s o D d d d
= + = ∈ℜ

∈ℜ =

11
 

 

(1.30)

   

   Το διάνυσµα D καλείται διάνυσµα σχήµατος (shape-vector) και έχει µηδενική 

µέση τιµή και µοναδιαία διασπορά, δηλαδή: 

2

1 1

0,   1
n n

i i
i i

d d
= =

= =∑ ∑  
 
(1.31)

. 

    Με δύο βαθµωτά κωδικά βιβλία S και Ο για τους συντελεστές s και o 

αντίστοιχα και ένα για τα διανύσµατα σχήµατος, το διάνυσµα εισόδου παίρνει 

τη µορφή:  

i j kR s D o≈ + 1 (1.32)

  

, όπου i, j, k είναι οι δείκτες της θέσης σε κάθε ένα από τα κωδικά βιβλία για τα 

s, D, o που δίνουν το ελάχιστο σφάλµα µεταξύ του R και της κωδικοποιηµένης 

µορφής του sD o+ 1 . 

   Με τη µέθοδο αυτή, έχουµε τη δυνατότητα από ένα και µόνο διάνυσµα D, 

να κατασκευάσουµε µία πληθώρα υποψήφιων διανυσµάτων για την 
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κωδικοποίηση του R, µεταβάλλοντας τις τιµές των s, o. Με αυτόν τον τρόπο 

µειώνουµε τις απαιτήσεις σε µνήµη αφού: 

1. Το κωδικό βιβλίο δεν είναι ανάγκη να περιέχει τόσο µεγάλο αριθµό 

στοιχείων, όπως συµβαίνει στην περίπτωση της κλασσικής ∆.Κ. 

2. Τα κωδικά βιβλία των s και ο που χρησιµοποιούνται για την παραγωγή 

των εκπαιδευτικών διανυσµάτων, καταλαµβάνουν πολύ µικρό χώρο στη 

µνήµη καθώς το µέγεθος τους εξαρτάται από το πλήθος των βαθµωτών 

στοιχείων που περιέχουν και τα ψηφία που έχουµε δεσµεύσει για την 

απεικόνισή τους και όχι από τη διάσταση των στοιχείων, όπως θα 

συνέβαινε στην περίπτωση ενός συνόλου κωδικών διανυσµάτων.  

   Αν λοιπόν λάβουµε υπόψη και τα τρία κωδικά βιβλία ενσωµατώνοντάς τα σε 

ένα κοινό σύνολο, θα µπορούσαµε να έχουµε ένα πολύ µεγάλο γενικευµένο 

κωδικό βιβλίο µε µικρές απαιτήσεις αποθήκευσης σε σχέση µε αυτό της 

κλασσικής µεθόδου. Για παράδειγµα, αν οι διαστάσεις των βιβλίων για τα s, o, 

D είναι 32, 128 και 4096 αντίστοιχα, µπορούµε να δηµιουργήσουµε ένα 

σύνολο 25*27*212=224 διανυσµάτων.    

 

 
Σχ.1.7 : Οπτική αναπαράσταση ενός κωδικού βιβλίου της µεθόδου της ∆ιανυσµατικής Κβαντοποίησης µε 
Αφαίρεση Μέσης Τιµής. Αποτελείται από 64 τετράγωνα –διανύσµατα διάστασης 16 µε µηδενική µέση τιµή 

 33



και µοναδιαία διασπορά. Για τις ανάγκες της απεικόνισης οι συνιστώσες του κάθε διανύσµατος έχουν 
πολλαπλασιαστεί µε 180 και στο γινόµενο έχει προστεθεί το 127. 
 

 

 
Σχ.1.8: Οπτική αναπαράσταση της µεθόδου της ∆ιανυσµατικής Κβαντοποίησης µε Αφαίρεση Μέσης Τιµής 
για το τµήµα της εικόνας της Lena του σχήµατος 1.6 . Η εικόνα έχει κωδικοποιηθεί µε βάση το κωδικό βιβλίο 
του προηγούµενου σχήµατος. Τα κωδικά βιβλία για το κέρδος s και τη διόρθωση φωτεινότητας o περιέχουν 
32 και 128 διακριτές τιµές αντίστοιχα. Το PSNR της συµπίεσης αγγίζει τα 34.6 dB. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 
Η συµπίεση εικόνας µε βάση τη θεωρία των fractal 

    
   Ο πυρήνας  της µεθόδου συµπίεσης µε fractal είναι παρόµοιος µε αυτόν της 

µεθόδου της ∆ιανυσµατικής Κβαντοποίησης που παρουσιάστηκε στο 

προηγούµενο κεφάλαιο. Η ειδοποιός διαφορά µεταξύ τους είναι, ότι ενώ στη 

∆.Κ. το κωδικό βιβλίο είναι σταθερό και ανεξάρτητο της εικόνας εισόδου, το 

κωδικό βιβλίο στους fractal αλγορίθµους προσαρµόζεται ανάλογα µε την προς 

συµπίεση εικόνα. Στην πραγµατικότητα, τα διανύσµατα του κωδικού βιβλίου 

των fractal αλγορίθµων προέρχονται από την ίδια την εικόνα εισόδου, την 

εικόνα δηλαδή που πρέπει να συµπιστεί. Αυτό φαίνεται να έρχεται σε αντίθεση 

µε όσα έχουν προαναφερθεί, αφού ο αποκωδικοποιητής, ο οποίος είναι 

επιφορτισµένος µε την ανακατασκευή της αρχικής εικόνας, δεν µπορεί να έχει 

πρόσβαση στην αρχική εικόνα. Όπως γνωρίζουµε από τη θεωρία της 

∆ιανυσµατικής Κβαντοποίησης, στον αποκωδικοποιητή είναι διαθέσιµα το 

κωδικό βιβλίο και η διεύθυνση σε αυτό της κωδικής λέξης-τετραγωνικής 

περιοχής που πρέπει να τοποθετηθεί σε µια συγκεκριµένη θέση του πλαισίου 

της εικόνας για την ανακατασκευή της συµπιεσµένης. Όταν όµως το κωδικό 

βιβλίο προέρχεται από την προς συµπίεση εικόνα ο αποκωδικοποιητής δεν 

µπορεί να έχει πρόσβαση σε αυτό.  Πώς είναι λοιπόν δυνατό, ενώ η εικόνα 

κωδικοποιείται ανά τετραγωνικές περιοχές, κάθε µία από τις οποίες γράφεται 

ως άθροισµα µίας άλλης ενδεχοµένως περιοχής που ανήκει στην ίδια την 

εικόνα, πολλαπλασιασµένης µε ένα παράγοντα s και µίας σταθερής περιοχής 

(ως προς τη διαβάθµιση του γκρι) ίδιων διαστάσεων, ο αποκωδικοποιητής να 

ανακατασκευάσει την αρχική εικόνα; 

   Στις σελίδες που ακολουθούν, δίνεται η απάντηση στο παραπάνω ερώτηµα 

µε την αναφορά στη µαθηµατική βάση πάνω στην οποία αναπτύχθηκε η ιδέα 

της συµπίεσης µιας εικόνας µε τη χρήση των fractal και µελετάται η βασική 

µέθοδος συµπίεσης που ενέπνευσε η θεωρία των τελευταίων: η τεχνική των 

Partitioned Iterated Function Systems (PIFS). 
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2.1 Ένα µονοδιάστατο παράδειγµα 

   Για να κατανοηθεί ο τρόπος λειτουργίας του fractal αλγόριθµου, 

παραθέτουµε το απλό παράδειγµα κωδικοποίησης ενός πραγµατικού αριθµού, 

έστω του αριθµού π=3,1415...1 Υποθέτουµε ότι τα κωδικά βιβλία για τους 

συντελεστές  s και ο είναι: 

{0,  0.25,  0.5,  0.75},  {0.0,  0.4,  0.8,  1.2,  1.6,  2.0}s o∈ ∈  (2.1)

   Το κωδικό βιβλίο των διανυσµάτων D αποτελείται από ένα µόνο στοιχείο, 

δηλαδή τον ίδιο τον αριθµό π  (το κωδικό βιβλίο προέρχεται όπως 

αναφέρθηκε από την ίδια την εικόνα). Ο παρακάτω πίνακας δείχνει τους 

πιθανούς αριθµούς της µορφής s*π+ο που παίρνουµε για όλες τις τιµές των s, o 

που ανήκουν στα σύνολα που εκλέξαµε. 

 
Πίνακας 2.1: Απεικόνιση όλων των αριθµών (στρογγυλοποιηµένων στο δεύτερο δεκαδικό ψηφίο) που δίνει η 
σχέση s*π+ο µε βάση τα κωδικά βιβλία της σχέσης (2.1). 
Πολλαπλασιαστής 

s 
Σταθερή Συνιστώσα 

o 
 0.00 0.40 0.80 1.20 1.60 2.00 

0.00 
0.25 
0.50 
0.75 

0.00 
0.79 
1.57 
2.36 

0.00 
1.19 
197 
2.76 

0.00 
1.59 
2.37 
3.16 

0.00 
1.99 
2.77 
3.56 

0.00 
2.39 
3.17 
3.96 

0.00 
2.79 
3.57 
4.36 

 

   Από τον πίνακα βλέπουµε ότι για s=0.75 και ο=0.8 έχουµε την καλύτερη 

προσέγγιση του π δηλαδή s*π+ο = 0.75π+0.8 = 3,1561... Εποµένως, ο 

κωδικοποιητής µπορεί να δώσει στον αποκωδικοποιητή την ακόλουθη 

πληροφορία : Ο αριθµός που ζητούµε είναι περίπου 0.75 φορές ο εαυτός του 

+ 0.8 . Το σφάλµα αυτής της προσέγγισης δεν έχει διευκρινιστεί και φυσικά 

υπάρχουν πολλοί αριθµοί που ικανοποιούν την παραπάνω περιγραφή. Μη 

γνωρίζοντας καµιά άλλη πληροφορία ο αποκωδικοποιητής θα µπορούσε να 

βρει οποιονδήποτε από αυτούς. Παρόλα αυτά ένας από αυτούς είναι ο 

µοναδικός αριθµός x που είναι ακριβώς ίσος µε 0.75 φορές τον εαυτό του συν 

0.8, δηλαδή x = 0.75x + 0.8.  
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   Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι ο αριθµός 3.2 , ο οποίος µπορεί να 

θεωρηθεί ως ο αποκωδικοποιηµένος αριθµός. Εποµένως ο κωδικοποιητής 

προσεγγίζει τον αριθµό εισόδου χρησιµοποιώντας τον ίδιο τον αριθµό και τα 

κωδικά βιβλία για το s και το ο, ενώ ο αποκωδικοποιητής, ο οποίος δε µπορεί 

να γνωρίζει την προσέγγιση αυτή, δίνει ως αποτέλεσµα το µοναδικό αριθµό 

που χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα εκείνη, σύµφωνα µε την οποία, ο 

κωδικοποιητής µε τις δεδοµένες τιµές των s και ο µπορούσε να κωδικοποιήσει 

το ζητούµενο αριθµό χωρίς σφάλµα.  

   Η παραπάνω εξίσωση x=0.75x+0.8 είναι εύκολη στη λύση της. Όταν έχουµε 

όµως να αντιµετωπίσουµε εικόνες που περιέχουν χιλιάδες αριθµούς (η 

διαβάθµιση του γκρι για κάθε εικονοστοιχείο), το σύστηµα που προκύπτει είναι 

τόσο περίπλοκο ώστε δε µπορεί να επιλυθεί απευθείας, παρά µόνο 

επαναληπτικά. Η δυνατότητα εύρεσης της λύσης µε επανάληψη µπορεί να 

φανεί και στο παράδειγµα µε τον αριθµό π. Με τον ορισµό ενός τελεστή Τ(.) 

ως Τx = 0.75x+0.8, η κωδικοποίηση επιβάλλει την επαναληπτική επίλυση της 

εξίσωσης x=Tx. Αρχίζοντας από ένα αυθαίρετο αρχικό σηµείο x0, 

εφαρµόζουµε επαναληπτικά τον τελεστή Τ που δίνει x1=Tx0 , x2=Tx1, x3=Tx2. 

Eπιλέγοντας π.χ., x0=0 παίρνουµε: x1=0.8, x2=0,75*0.8+0.8=1.4,  

x3=0.75*1.4+0.8=1.5, x4=2,1875 και συνεχίζοντας x10=3.06…., 

x20=3.192….., x30=3.195. Παρατηρούµε ότι η λύση συγκλίνει στο σταθερό 

σηµείο 3.2 το οποίο καλείται και οριακό σηµείο (attractor) του τελεστή Τ. Αυτό 

δεν είναι τυχαίο, καθώς αφού |s|<1 o Tx=s*x+o δεν είναι τίποτε άλλο παρά 

ένας συστολικός µετασχηµατισµός.  

 

2.2 Ο Συστολικός Μετασχηµατισµός-Οι µετασχηµατισµοί 

τύπου affine 

   ∆εδοµένου ενός συνόλου X, µία συνάρτηση της µορφής  

καλείται µετρική ή συνάρτηση απόστασης αν :  

: [d X X A× → 0, )
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1. (ταυτότητα):  ( , ) 0 , ,d x y x y x y X= ⇔ = ∀ ∈

2. (συµµετρία):  ( , ) ( , ), ,d x y d y x x y X= ∀ ∈

3. (τριγωνική ανισότητα): ( , ) ( , ) ( , ), , ,d x y d x z d z y x y z X≤ + ∀ ∈  

   Το ζευγάρι  καλείται µετρικός χώρος . Ένας µετασχηµατισµός W είναι 

συστολικός (contractive) για δύο σηµεία x και y που ανήκουν σε ένα µετρικό χώρο 

X, αν η απόσταση d(.) έχει την ακόλουθη ιδιότητα :  

( , )X d

  ( ( ),  ( ) )   ( , ),   0 1 d W x W y s d x y s< ≤ <  (2.2)

   Aυτό σηµαίνει ότι τα σηµεία x και y θα πλησιάζουν πάντα το ένα το άλλο 

κατά ένα παράγοντα s (παράγοντας συστολής). Εποµένως, όταν ένας συστολικός 

µετασχηµατισµός εφαρµόζεται επαναληπτικά σε δύο σηµεία x και y, τα δύο 

αυτά σηµεία θα συγκλίνουν σε ένα µοναδικό σηµείο. Αυτό το σηµείο 

παραµένει σταθερό και ανεξάρτητο από την εφαρµογή των περαιτέρω 

µετασχηµατισµών .  

    Με βάση τα παραπάνω διατυπώνουµε το Θεώρηµα του Συστολικού 

Μετασχηµατισµού Σταθερού Σηµείου :  

 

Θεώρηµα 1: Αν ο Χ είναι ένας «πλήρης» µετρικός χώρος και ο µετασχηµατισµός W: 

X→X είναι συστολικός τότε ο W συγκλίνει σε ένα µοναδικό και σταθερό σηµείο.  

 Απόδειξη. Για να αποδείξουµε το θεώρηµα αυτό θα χρησιµοποιήσουµε 

επαναληπτική µέθοδο. Έστω σηµείο x X∈ . ∆ηµιουργούµε την ακολουθία 

σηµείων: 

  
0 1( ) , ( ) ( ), ( ) (... ( )...)iW x x W x W x W x W x= = =  (2.3)

 

 Αφού όµως ο W είναι συστολικός µετασχηµατισµός θα ισχύει: 
1 2 1( ( ), ( )) ( ( ), ( ))i i i id W x W x s d W x W x+ + +< i  (2.4)

   ∆ηλαδή σε κάθε βήµα, η απόσταση από το επόµενο σηµείο της ακολουθίας 

που έχουµε δηµιουργήσει, είναι µικρότερη της αποστάσεως από τα 
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προηγούµενα κατά ένα παράγοντα s<1 . Καθώς προχωρούµε µε γεωµετρικά 

βήµατα (δηλαδή ορίζεται η απόσταση από το ) και ο 

χώρος X που είναι µετρικός δεν έχει ασυνέχειες, µετά από άπειρη εφαρµογή 

του µετασχηµατισµού W πάνω στο x, η ακολουθία των απείρων σηµείων που 

δηµιουργείται θα συγκλίνει (όπως δηλώνει και η σχέση της απόστασης) σε ένα 

σταθερό σηµείο g που το συµβολίζουµε µε . Πράγµατι, κάθε 

φορά που εφαρµόζουµε το µετασχηµατισµό W µετακινούµε γεωµετρικά το 

προηγούµενο σηµείο στο επόµενο . Καθώς τα ανήκουν 

στο  η επόµενη µετακίνηση θα έχει µικρότερη απόσταση από την 

προηγούµενη και συνεπώς 

1( )  ( )i iW x W xστο +

lim ( )i

i
g W

→∞
= x

<

0 g

( )iW x 1( )iW x+ ( )iW x

(, ( ))dΧ i

1 2 1 2 1

3 2 1 1

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ( ( ), ( ))
( ( ), ( )) ... ( ( ), )

i i i i i i

i i i

d W x W x s d W x W x s d W x W x
s d W x W x s d W x x

+ + + −

− − +

< <

< < <

i i
i i

 
 

(2.5)

   Αν s=0, τότε Wi(x)=x=g, i=1,… που είναι και το µοναδικό οριακό σηµείο. 

 Aν 0<s<1, τότε καθώς το i → ∞, το si → 0 και καθώς , τότε 

. Αφού όµως .  

( ( ), ) 0d W x x ≥

1 2( ( ), ( ))i id W x W x+ + < 1 2( ) 0 ( ) ( )
i

i id W x W x
→∞

+ +≥ → = =i

   Έστω τώρα ότι για δύο διαφορετικά σηµεία του χώρου Χ,  x1 και x2 ο ίδιος 

ο µετασχηµατισµός W συγκλίνει σε δύο διαφορετικά σηµεία g1 και g2 X∈ . 

Αφού  και , 1 lim ( )i

i
g W

→∞
= x

→∞
= 1 1( )W g g2 lim ( )i

i
g W x =  και , 

καθώς η εφαρµογή του W στα δύο σηµεία σύγκλισης δεν πρόκειται να τα 

µετακινήσει καθόλου. Αλλά τα g

2 2( )W g g=

1 και g2 είναι σηµεία του που 

σηµαίνει ότι , δηλαδή . 

Ο παράγοντας συστολής s όµως είναι αυστηρά µικρότερος της µονάδας και 

κατά συνέπεια η τελευταία ανισότητα δεν ισχύει, άρα g

(, ( ))dΧ i

1 2 1 2( , ) ( ( ), ( )d g g s d W g W g< i 1 2 1 2( , ) ( , )d g g s d g g< i

1=g2=g �.  

   Ο συστολικός µετασχηµατισµός ανήκει σε ένα ευρύτερο σύνολο 

µετασχηµατισµών από το στο nℜ nℜ  που καλούνται µετασχηµατισµοί τύπου 

affine. Ένας µετασχηµατισµός τύπου affine f: nℜ → είναι ένας 

µετασχηµατισµός που µπορεί να γραφεί ως εξής: 

nℜ
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11 12 1 1 1

21 22 2 2 2

1 2

. . .

. . .
. . . . . .

( )
. . . . .
. . . . . .

. . .

n

n

n n nn n n

a a a x b
a a a x b

f x Ax b

a a a x b

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

= + = +⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

i
.

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 

 

(2.6)

 

, όπου ( )
, 1

n

ij i j
A a

=
=  είναι ένας n*n πίνακας στο n n×ℜ  , που καλείται πίνακας 

παραµόρφωσης (deformation matrix) του f και το ( )
1

n

j j
b b

=
= είναι ένα διάνυσµα 

στο το οποίο ονοµάζεται διάνυσµα µεταφοράς (translation vector) του f. 

∆εδοµένης µίας νόρµας 

nℜ

i  στο χώρο nℜ , η νόρµα ενός µετασχηµατισµού 

τύπου affine f, ή ενός πίνακα παραµόρφωσης Α, δίνεται από τη σχέση: 

, 1

( )
sup sup ( )

n nx x x

A x
f A A

x∈ℜ ∈ℜ =
= = = x  

 

(2.7)

 

   Ένας µετασχηµατισµός τύπου affine f, ή ένας πίνακας παραµόρφωσης Α 

λέγεται συστολικός, αν 1A < . Επιπλέον λέγεται ότι είναι συστολικός µέσα στον 

παράγοντα συστολής s, αν , 0 1  A s s< ≤ < . 

   Οι πιο γνωστές νόρµες που χρησιµοποιούνται για τον πίνακα παραµόρφωσης 

είναι οι ακόλουθες: 

1 1 1

max ,
n

ijj n i

A a
≤ ≤

=

= ∑  
 

(2.8)

 

2 1
1,...,

max( ), 0,T
i ii n

i n

A I Aλ λ
≤ ≤

=

= − A =   
(2.9)

 

1 1

max .
n

iji n j

A a
∞ ≤ ≤

=

= ∑  
 
(2.10)
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   Στη δισδιάστατη περίπτωση( n=2), ο πίνακας Α µπορεί να αναλυθεί σε 4 

βήµατα: αλλαγή κλίµακας (scaling), επέκταση (stretching), αλλαγή επιπέδου (skewing) 

και περιστροφή (rotating). Το παρακάτω σχήµα δείχνει τα βήµατα της ανάλυσης 

αυτής. 

1. Αλλαγή Κλίµακας:    
0

,  0
0s

s
A s

s
⎛ ⎞

= ≥⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

2. Επέκταση:                . 
1 0 0

,   
0 0t t s

s
A A A

t s
⎛ ⎞ ⎛

= =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ t

⎞
⎟
⎠

stu
3. Αλλαγή επιπέδου:    

1
,    

0 1 0u u t s

u s
A A A A

st
⎛ ⎞ ⎛

= =⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

. 

4. Περιστροφή:            
cos sin

,   0 2
sin cos

Aθ

θ θ
θ π

θ θ
−⎛ ⎞

= ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

< . 

    

    
Σχ.2.1: Ο πίνακας παραµόρφωσης 
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   Για µία δεδοµένη συνάρτηση απόστασης d(.), ένας µετασχηµατισµός τύπου 

affine, ή ένας πίνακας παραµόρφωσης ονοµάζεται ισοµετρικός, αν διατηρεί 

αµετάβλητη τη συνάρτηση απόστασης, δηλαδή αν για οποιαδήποτε x,y , 

d(x,y)=d(f(x),f(y))=d(Ax,Ay). Στην περίπτωση της χρησιµοποίησης της 

Ευκλείδιας απόστασης, που είναι και η συνηθέστερη, οι µόνες µετατροπές που 

µπορούν να χαρακτηριστούν ισοµετρικοί  µετασχηµατισµοί είναι οι 

περιστροφές συνδυασµένες µε την αναστροφή (flip) 

n∈ℜ

1 0
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

και είναι οι 

ακόλουθοι: 

1 0 1 0 1 0 1 0
1:         2 :         3:         4 :

0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1
5:         6 :         7:          8 :     

1 0 1 0 1 0 1 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 

 

(2.11)

 

   Παρατηρούµε ότι στις περιπτώσεις 1, 4, 6 και 7 οι πίνακες που προκύπτουν 

είναι ίδιοι µε αυτούς που θα προέκυπταν µε στροφή  ενός αρχικού τετραγώνου 

γύρω από το κέντρο κατά γωνίες   0°,   90 °,  180 ° και 270° αντίστοιχα. Οι 2, 

3, 5 και 8 περιγράφουν την αναστροφή του αρχικού τετραγώνου ως προς τις 

ευθείες y=0 (κεντρικός οριζόντιος άξονας τετραγώνου), x=0 (κεντρικός 

κάθετος άξονας), x=y (διαγώνιος 1ου και 3ου τεταρτηµορίου) και x=-y 

(διαγώνιος 2ου και 4ου τεταρτηµορίου) αντίστοιχα. 

 

2.3 Συστήµατα Επαναληπτικών Συναρτήσεων  

   Εκτός των κανονικών συναρτήσεων απόστασης, όπως η Ευκλείδια νόρµα, για 

σύνολα σηµείων µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και τη συνάρτηση Hausdorff, 

ως συνάρτηση απόστασης. ∆εδοµένου ενός µετρικού χώρου , ο χώρος 

Hausdorff  H(X), ορίζεται ως ο χώρος του οποίου σηµεία είναι τα συµπαγή 

υποσύνολα του Χ εκτός του κενού συνόλου. Ένα σύνολο Α καλείται συµπαγές όταν: 

( , )X d
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1. Είναι φραγµένο, δηλαδή υπάρχει σταθερά δ τέτοια ώστε d(x,y)≤δ για 

οποιαδήποτε δύο σηµεία x, y που ανήκουν στο Α. Αυτή η πρόταση 

ισοδυναµεί µε τη διατύπωση ότι το Α έχει πεπερασµένη διάµετρο 

,
( ) sup ( , )

x y A
diam A d x y

∈
< ∞�  

2. Είναι κλειστό, δηλαδή για µία οποιαδήποτε ακολουθία σηµείων 

{xi}i=1,2,… που συγκλίνει στο nℜ  σε ένα οριακό σηµείο x  , το x 

ανήκει και στο Α. 

n∈ℜ

   Η συνάρτηση Hausdorff που χρησιµοποιείται για τον καθορισµό της 

απόστασης µεταξύ δύο συνόλων Α και Β που ανήκουν στο χώρο Η(Χ), 

ορίζεται από την ακόλουθη σχέση:                                        

( , ) max{ ( , ), ( , )}h A B d A B d B A=  (2.12)

όπου                                        

( , ) max{ ( , ) : }d A B d x B x A= ∈  (2.13)

και                                         

( , ) min{ ( , ) : }    d x B d x y y B= ∈  (2.14)

όπου d(.) είναι µία τυπική συνάρτηση απόστασης, µε την Ευκλείδια νόρµα να 

χρησιµοποιείται πιο συχνά. 

   Έστω τώρα ο διανυσµατικός χώρος nℜ  και µία συνάρτηση απόστασης d(.) 

που έχει οριστεί σε αυτόν. Σύστηµα Επαναληπτικών Συναρτήσεων (Iterated 

Function System, IFS) στο χώρο αυτό, ονοµάζεται το πεπερασµένο σύνολο 

συστολικών (τύπου affine) µετασχηµατισµών W={w1,w2,…,wm}. Ο παράγοντας 

συστολής s του συνόλου W ορίζεται ως η µέγιστη τιµή των παραγόντων 

συστολής κάθε ενός από τους συστολικούς µετασχηµατισµούς, wi (i=1,…,m), 

που αποτελούν στοιχεία του W: 

{ }1 21
max , ,..., mi m

s w w w
≤ ≤

=  (2.15)

   ∆εδοµένου του συνόλου W={w1,w2,…,wm}, ορίζουµε το µετασχηµατισµό 

που σχετίζεται µε αυτό στο χώρο των συµπαγών υποσυνόλων H( ), µε τη 

σχέση:  

nℜ
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1 2( ) ( ) ( ) ... ( ), ( ).n
mW B w B w B w B B H= ∪ ∪ ∪ ∀ ∈ \  (2.16)

   Έχοντας ορίσει το IFS και τις Hausdorff αποστάσεις, µπορούµε να 

διατυπώσουµε το παρακάτω Θεώρηµα που είναι άµεση συνέπεια του 

Θεωρήµατος του Συστολικού Μετασχηµατισµού Σταθερού Σηµείου :  

 

Θεώρηµα 2-Θεώρηµα Αποκωδικοποίησης IFS (IFS Decoding 

Theorem)2: 

   Έστω W={w1,w2,…,wm} ένα σύστηµα επαναληπτικών συναρτήσεων µε παράγοντα 

συστολής s. Τότε ο µετασχηµατισµός W:H( nℜ )→H( nℜ ) είναι συστολικός στο χώρο 

Η( ), στον οποίο έχει οριστεί µία συνάρτηση απόστασης h τύπου Hausdorff, µε τον 

ίδιο παράγοντα συστολής s. Αυτό σηµαίνει ότι h(W(B),W(C))≤s·h(B,C), για δύο 

οποιαδήποτε συµπαγή σύνολα Β, C του n

nℜ

ℜ που ανήκουν στο Η n )(ℜ . 

Α   Κατά συνέπεια, ο W συγκλίνει σε ένα µοναδικό σταθερό σηµείο  

( )nH∈ ℜ , δηλαδή σε ένα συµπαγές σύνολο Α στον nℜ που υπακούει στη 

σχέση: 

 
1

( ) ( )
m

k

A kW A w A
=

= =∪  
 
(2.17)

    Το συµπαγές αυτό υποσύνολο Α ονοµάζεται ελκυστής (attractor), ή 

κό fractal (determiντετερµινιστι nistic fractal) του IFS W={w1,w2,…,wm}. Επιπλέον, 

καθώς ο W είναι συστολικός, για οποιαδήποτε άλλο συµπαγές υποσύνο  

, η ακολουθία:  
1k k (2.18)

ς

λο

)nB∈Η(ℜ

  ,  ( ),  ( ) ( ( )),...,  ( ) ( ( )),...B W B W B W W B W B W W B= =  

συγκλίνει στο όριο Α )n∈Η(ℜ .  

   Είναι λοιπόν εµφανέ  ότι, αν πάρουµε µια αυθαίρετη εικόνα (σύνολο Β), η 

οποία στην περίπτωσή µας δεν είναι τίποτε άλλο παρά ένας πίνακας που οι 

τιµές των στοιχείων του αντιστοιχούν στις διαβαθµίσεις του γκρι, και 

εφαρµόσουµε σε αυτήν ένα συστολικό µετασχηµατισµό W={w

2 -

1,w2,…,wm}, 

διαιρώντας π.χ. την εικόνα σε τετραγωνικές περιοχές και εφαρµόζοντας σε 
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κάθε µία από τις οποίες ένα συστολικό µετασχηµατισµό wi (i=1,..,m), θα 

καταλήξουµε σε µία άλλη εικόνα (σύνολο Α), το όριο του W. Η µορφή της 

ίστροφο πρόβληµα, από ένα δεδοµένο 

 IFS (IFS  Encoding Theorem), δίνει 

 εκτίµηση µεταξύ της απόστασης ενός δεδοµένου συµπαγούς συνόλου και 

η

), ο µετασχηµατισµός στο χώρο Hausdorff που σχετίζεται µε το 

παραπάνω IFS ας υποθέσουµε ότι το Α είναι το αιτιοκρατικό fractal (at

οριακής αυτής εικόνας εξαρτάται από τον ίδιο το µετασχηµατισµό, καθώς 

διαφορετικοί µετασχηµατισµοί συγκλίνουν σε διαφορετικό όριο. 

   Για ένα δεδοµένο λοιπόν Σύστηµα Επαναληπτικής εφαρµογής Συναρτήσεων 

µπορούµε, όπως διατείνεται το θεώρηµα να καταλήξουµε σε µία συγκεκριµένη 

εικόνα. Είναι δυνατόν να επιλυθεί το αντ

δηλαδή συµπαγές σύνολο να ευρεθεί το IFS που η εφαρµογή του σε ένα άλλο 

τυχαίο σύνολο να µας δίνει το αρχικό;  

   Μετά από επισταµένη έρευνα, ο Michael Barnsley κατόρθωσε να δώσει 

απάντηση σε ένα παραπλήσιο πρόβληµα το οποίο διατυπώνεται ως εξής: Για 

ένα δεδοµένο Επαναληπτικό Σύστηµα Συναρτήσεων και ένα δεδοµένο συµπαγές 

σύνολο, είναι δυνατό το σύνολο αυτό να είναι το οριακό σηµείο του Επαναληπτικού 

Συστήµατος που εξετάζουµε; Το θεώρηµα του Barnsley, το οποίο ονοµάζεται 

Θεώρηµα Collage ή Θεώρηµα Κωδικοποίησης µε

µία

του οριακού σηµείου ενός δεδοµένου IFS.   

    

Θεώρ µα 3-Θεώρηµα Collage (Collage Theorem)3:  

   Έστω W={w1,w2,…,wm} ένα IFS µε παράγοντα συστολής 0≤s<1. Έστω ακόµη 

W:Η( n )→Η(ℜ nℜ

και tractor) 

αυτού(
1

( ) ( )k
k

m

A W A w A
=

= =∪ ). Τότε  

( , ( ))( , ) , ( )
1

nh L W Lh L A L H
s

≤ ∀ ∈ ℜ
−

 
(2.19)

   Το συµπέρασµα που εξάγεται από το παραπάνω θεώρηµα είναι ότι 

ίναι το L κοντά στο Α, αρκεί το L και ο µετασχηµατισµός του 

για να 

ε
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1

(encoding error) το µ : 

( ) ( )m
ii

W L w L
=

=∪  να είναι κοντά. Ορίζοντας ως σφάλµα κωδικοπ

έγεθος

(2.20)

 

οκύπτει ότι σφάλµα αποκωδικοποίησης έχει ένα άνω 

οίησης 

 ( , ( ))c h L W L∈ =  

και ως σφάλµα αποκωδικοποίησης (decoding error) το µέγεθος:  

( , )d h L A∈ =  (2.21)

από το θεώρηµα πρ

φράγµα που είναι το:  

1
1d cs

∈ = ∈
−

 
 
(2.22)

   Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι όσο µεγαλύτερος είναι ο παράγοντας 

συστολής τόσο µεγαλύτερο είναι και το ανώτατο όριο του σφάλµατος 

αποκωδικοποίησης.  

   Το θεώρηµα που µόλις διατυπώσαµε απετέλεσε το θεµέλιο της συµπίεσης µε 

τη θεωρία των fractal. Οι περισσότερες µέθοδοι συµπίεσης σήµερα είναι 

ύ 

τ  ε λ

απωλεστικές, δηλαδή οι αποκωδικοποιηµένες εικόνες πρέπει να είναι οπτικά 

όµοιες, όχι όµως απαραίτητα πανοµοιότυπες µε τις αρχικές. Υπάρχει λοιπόν 

πάντοτε ένα είδος ανταλλαγής µεταξύ του βαθµο συµπίεσης και του 

σφάλµατος ανακατασκευής της συµπιεσµένης εικόνας. Στη συµπίεση µε βάση 

τη θεωρία των fractal, o σκοπός είναι η εύρεση ενός IFS το όριο του οποίου θα 

βρίσκεται πολύ κοντά στην υπό συµπίεση εικόνα. 

   Με βάση ο παραπάνω θεώρηµα και τις ιδιότητ ς των Επανα ηπτικών 

Συστηµάτων Συναρτήσεων, η χρήση του IFS ως µεθόδου συµπίεσης απαιτεί 

όσο το δυνατό µικρότερο αριθµό µετασχηµατισµών 
1,...

i
i m
w W
=

∈ , ώστε ο χώρος 

που καταλαµβάνουν στη µνήµη να είναι µικρός, αλλά ταυτόχρονα και το 

σφάλµα αποκωδικοποίησης να είναι αρκετά µικρό για την εξασφάλιση της 

υψηλής ποιότητας της συµπίεσης. Η λύση στο γενικό αυτό πρόβληµα 

αποδείχθηκε χρονοβόρα, αφού για µία δεδοµένη εικόνα το πλήθος των 

 47



συνόλων W={w1,w2,…,wm} µετασχηµατισµών τύπου affine που θα µπορούσαν 

και όλες οι πιθανές περιπτώσεις έπρεπε να εξεταστούν. 

 

να ανακαλύψει οµοιότητες και µέσα στην ίδια την εικόνα, πολύ 

ευκολότερα µάλιστα αν αυτή περιέχει συµµετρίες, ή αντικείµενα που είναι ίδια 

µεταξύ τους, (σχήµατα 2.1, 2.2) µία διαδικασία που εκτελείται στο πεδίο του 

χώρου. 

να έχουν ως όριο µία εικόνα πολύ κοντά στη ζητούµενη, δεν ήταν καθορισµένο 

2.4 Συστήµατα Επαναληπτικών Συναρτήσεων µε ∆ιαίρεση 

της εικόνας  

   Όταν βλέπουµε µία εικόνα, η πρώτη µας ενέργεια είναι να αναγνωρίσουµε τα 

αντικείµενα που περιέχει. Η αναγνώριση των αντικειµένων είναι µία διαδικασία 

τµηµατοποίησης της εικόνας και σύγκρισης των τµηµάτων που προκύπτουν µε 

παρόµοιες εικόνες στη µνήµη µας. Για το λόγο αυτό, λέµε ότι µία τέτοια 

διαδικασία βρίσκει οµοιότητες στο πεδίο του χρόνου. Εκτός όµως από τις 

οµοιότητες µε εικόνες που έχει αποθηκεύσει στο παρελθόν, ο εγκέφαλος 

µπορεί 

 
Σχ.2.2: Χωρική συµµετρία σε µία εικόνα 
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Σχ.2.3: Οµοιότητα µεταξύ διαφορετικών περιοχών της ίδιας εικόνας. Το είδος αυτό µπρόκολου που 
εικονίζεται στο σχήµα αποτελεί µία χαρακτηριστική φυσική fractal αναπαράσταση.  
 

 

π

b ε π χ

ου παρατηρούνται στις 

ναι µία επέκταση των IFS, η οποία άρει κάποιες από τις 

κε, γνωστό 

   Οι οµοιότητες τµηµάτων της ίδιας της εικόνας µεταξύ τους παίζουν πολύ 

σηµαντικό ρόλο στην επεξεργασία της. Για αράδειγµα, αν σε µία 

µονοχρωµατική εικόνα 512*512 εικονοστοιχείων µειωθεί ο αριθµός των 

ψηφίων αναπαράστασης της διαβάθµισης του γκρι από 8 σε 7, ο χώρος στη 

µνήµη µειώνεται κατά 512*512 bits=32K . Αντιθέτως, αν η ικόνα εριέ ει µία 

αντανάκλαση, τα δεδοµένα µπορούν να µειωθούν στο µισό. 

   Αυτές οι οµοιότητες µέσα σε µία εικόνα π

περισσότερες περιπτώσεις, ώθησαν τον Michael Barnsley και το µαθητή του 

Α.Jacquin4 στην εισαγωγή της θεωρία των PIFS για τη συµπίεση εικόνων. Η 

µέθοδος των PIFS εί

δυσκολίες που ανέκυψαν από την προσπάθεια εφαρµογής της τελευταίας στη 

συµπίεση εικόνων.  

   Ο κωδικοποιητής λειτουργεί µε παρόµοιο τρόπο µε την ∆ιανυσµατική 

Κβαντοποίηση µε Αφαίρεση Μέσης Τιµής. Εδώ το κωδικό βιβλίο των 

διανυσµάτων της µεθόδου δεν είναι, όπως προαναφέρθη εκ των 
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προτέρων. Αντίθετα, αποτελείται από τετραγωνικές περιοχές της ίδιας της 

εικόνας, πράγµα που σηµαίνει ότι τα διανύσµατα αυτά δεν έχουν 

κανονικοποιηθεί σε µηδενική µέση τιµή συνιστωσών και µοναδιαία διασπορά. 

Κάθε εικόνα λοιπόν έχει το δικό της κωδικό βιβλίο.  

   Στη συνέχεια θα δούµε πώς το προηγούµενο παράδειγµα µε τον αριθµό π, 

επεκτείνεται στην πολυδιάστατη περίπτωση µε την κωδικοποίηση µιας εικόνας 

µε τη µέθοδο PIFS. 

   Υποθέτουµε ότι η εικόνα τεµαχίζεται σε τετραγωνικές  περιοχές διαστάσεων 

4*4 εικονοστοιχείων που δεν καλύπτει η µία την άλλη. Οι περιοχές αυτές 

αποκαλούνται συνήθως range περιοχές ή περιοχές τύπου R. Όπως και στην 

περίπτωση της ∆ιανυσµατικής Κβαντοποίησης µε Αφαίρεση Μέσης Τιµής, η 

περιοχή τύπου R πρέπει να προσεγγιστεί από τη σχέση   R sD o≈ + 1 , όπου 

το διάνυσµα  D αντιστοιχεί µε τη σειρά του σε µια τετραγωνική περιοχή 4*4 

εικονοστοιχείων που ανήκει, όπως έχει αναφερθεί στο κωδικό βιβλίο των 

κωδικών διανυσµάτων. Τα κωδικά διανύσµατα D κατασκευάζονται ως εξής: 

Θεωρούµε µια οποιαδήποτε τετραγωνική περιοχή διαστάσεων 8*8 

εικονοστοιχείων µέσα στην εικόνα. Αυτές οι περιοχές, που δηµιουργούνται 

συνήθως µε την ολίσθηση ενός παραθύρου 8*8 κατά 1 εικονοστοιχείο πρώτα 

οριζόντια και µετά κάθετα (ή το αντίθετο) µέχρι να καλυφθεί ολόκληρη η 

εικόνα, αποκαλούνται περιοχές τύπου D ή domain περιοχές. ∆ιαιρούµε στη 

συνέχεια κάθε µία από τις περιοχές τύπου D σε τετραγωνικές περιοχές 

διαστάσεων 2*2 εικονοστοιχείων και για κάθε τέτοια περιοχή, παίρνουµε το 

µέσο όρο των τιµ ν της έντασης ων εικονοστοιχείων  ( ixel veraging) ώστε να 

µειωθεί η διάσταση των domain περιοχών στο µισό (4*4) και να σχηµατιστούν 

οι τετραγωνικές περιοχές D. Με βάση τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι τα 

τετράγωνα D είναι περιοχές που προέρχονται από την υποδειγµατοληψία (sub 

sampling) των περιοχών τύπου D (Στ

ώ τ p a

ην εργασία δε γίνεται διάκριση µεταξύ των 

ς εννο

περιοχών τύπου D και των κωδικών διανυσµάτων D που έχουν προέλθει από 

την υποδειγµατοληψία των πρώτων, εκτό  αν η ανάπτυξη κάποιων ιών ή 
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θεωρίας το επιβάλλει). Το σύνολο των περιοχών τύπου D ονοµάζεται domain 

pool και αν επιλέξουµε να το σχηµατίσουµε µε τον τρόπο που αναφέρουµε στο 

συγκεκριµένο παράδειγµα παίρνουµε ένα κωδικό βιβλίο µε τεράστιο αριθµό 

στοιχείων, καθώς για εικόνα µεγέθους 512*512 η διαδικασία αυτή παράγει 

(512-7)2=255025 κωδικά διανύσµατα. Για να ελαττώσουµε το πλήθος των 

κωδικών λέξεων σε µία τιµή που να επιτρέπει την πραγµατοποίηση 

υπολογισµών σε µικρό σχετικά χρονικό διάστηµα  µπορού ε να θεωρήσουµε 

ότι το παράθυρο ολισθαίνει κατά l εικονοστοιχεία, µε l≥1. Για l=8 π.χ., 

παίρνουµε µία domain pool από 4096 περιοχές τύπου D που δεν καλύπτει η µία 

την άλλη καθώς έχουν διάσταση 8. 

   Έχοντας σχηµατίσει το κωδι ο, ο κωδικοποιητής πρέπει να λύσει το 

επόµενο πρόβληµα, την εύρεση της καλύτερης προσέγγισης R sD o≈ + 1 . 

Στην κωδικοποίηση µε τη µέθοδο PIFS οι συντελεστές s και o ονοµάζονται 

αντίθεση και φωτεινότητα αντίστοιχα. Για την εύρεση τον βέλτιστων s, o και D, 

πρέπει να εξετάσουµε όλες τις κωδικές λέξεις D. 

, µ

κό βιβλί

Για κάθε µία  

 πρέπει να βρεθούν µε τη σειρά τους οι βέλτιστες τιµές αντίθεσης και 

φωτεινότητας και στη συνέχεια να επιλεχθεί εκείνο το διάνυσµα D που 

εύγος του βέλτιστων τιµών αντίθεσης και φωτεινότητας δίνει την καλύτερη 

ωδικά βιβλία για το κάθε µέγεθος. Αν το κωδικό βιβλίο της 

αντίθεσης περιέχει κ στοιχεία και το αντίστοιχο της φωτεινότητας ν στοιχεία 

τότε για κάθε D το άθροισµα

από αυτές πρέπει

να

µε το 

ζ

προσέγγιση του R. Όπως και στο παράδειγµα µε τον αριθµό π, µπορούµε να 

αναζητήσουµε για κάθε D τα βέλτιστα s και ο µεταξύ τιµών που περιέχονται σε 

προϋπάρχοντα κ

 sD o+ 1 πρέπει να υπολογιστεί κ·ν ορές

τέτοιο όµως είναι υπολογιστικά δυνατό για πολύ µικρά βαθµωτά κωδικά 

φ . Κάτι 

βιβλία, αφού η όλη διαδικασία κοστίζει σε χρόνο. Για την εξοικονόµηση 

χρόνου, λύνουµε το πρόβληµα της προσέγγισης µε αναλυτικές µεθόδους, 

βρίσκουµε δηλαδή το ελάχιστο της απόστασης: 

  

,
( , ) min ( )

s o
E D R R sD o= − + 1  (2.23)
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   Χρησιµοποιώντας την Ευκλείδια νόρµα ς συνάρτηση απόστασης και τη 

µέθοδο των ελαχίσ ων τετραγώνων οι βέλτιστο συντελεστές s

ω

τ , ι * και ο* δίνονται 

από τις σχέσεις: 

* * *

2 2

2

1, , , 1(i ,  ( , , ) (ii)1 ,

R D R D
ks o R s D

kD D
k

−
= = −

−

1 1
1 1

1
 

 
 
(2.24)

, όπου το  <.,.> είναι το σύµβολο του εσωτερικού γινοµένου, το 1 συµβολίζει 

το µοναδιαίο διάνυσµα και k είναι η διάσταση του R και κατά συνέπεια όλων 

των διανυσµάτων, η οποία στο παράδειγµά που παρατίθεται είναι ίση µε 16. Αν 

ο παρανοµαστής στη σχέση (2.23i) είναι ίσος µε 0, τότε s

)

 *=0 και 

* 1 ,o R
k

= 1 . Αυτή η διαδικασία δίνει 2 πραγµατικούς αριθµούς s και ο. 

Επειδή η κωδικοποίηση επιβάλλει οι τιµές των s και ο να είναι διακριτές (καθώς 

διακριτοπο

δυ

ς |s|>1. 

   Τέλος, αφού η θεωρία των PIFS στηρίζεται στους µετασχηµατισµούς τύπου 

affine, πρέπει να λάβουµε υπ’όψη ότι δεν είναι µόνο ο µετασχηµατισµός 

για την αναπαράστασή τους δεσµεύεται πεπερασµένος αριθµός ψηφίων),  οι 

παραπάνω τιµές διακριτοποιούνται συνήθως µε οµοιόµορφη βαθµωτή 

ίηση που ισοδυναµεί µε διαδικασία στρογγυλοποίησης (Το πρόβληµα 

της διακριτοποίησης και αποθήκευσης των παραµέτρων του µετασχηµατισµού 

µελετάται εκτενώς σε επόµενο κεφάλαιο). Για να είναι συστολικός ο 

µετασχηµατισµός πρέπει η αντίθεση, η οποία ισοδυναµεί µε τον παράγοντα 

συστολής να είναι απολύτως µικρότερη της µονάδας. Παρ’ όλα αυτά, είναι 

νατό να προκύψουν τιµές της αντίθεσης µεγαλύτερες απολύτως της µονάδας. 

Στην περίπτωση αυτή, και µε την προϋπόθεση ότι για το σύνολο των τύπου R 

περιοχών ο αριθµός των τελευταίων που κωδικοποιούνται µε αντίθεση 

µεγαλύτερη της µονάδος είναι πολύ µικρότερος σε σχέση µε αυτές που 

κωδικοποιούνται µε αντίθεση µικρότερη της µονάδας, επιτρέπουµε την 

κωδικοποίηση και µε τιµέ
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 sD o+ 1 τύπου affine, αλλά και οι ισοµετρικοί. ταν χρησιµοποιούµε την 

Ευκλείδια νόρµα ως συνάρτηση απόστασης, πράγµα το οποίο συµβαίνει στην 

πλειονότητα των περιπτώσεων, κάθε υ

Ό  

ποψήφια περιοχή τύπου D υπόκειται 

υποστε

στους 8 ισοµετρικούς µετασχηµατισµούς που έχουµε προαναφέρει πριν 

ί υποδειγµατοληψία και συγκριθεί στη συνέχεια (µε την εφαρµογή του 

 sD o+ 1 ) µε την εκάστοτε περιοχή τύπου R. Αν λοιπόν ο αριθµός των 

περ

ισοµετ

συνόλο

8*nD µ

να απα

   Συνο

κωδικο

αποτελ

1. 

οχές που προκύπτουν καλούνται 

2.  κωδικό βιβ µα από 

 

τύπ έχουν το διπλάσιο µέγεθος από τις 

π

ισοµ

dom

τεσσ  εικονοστοιχείων µέσα στις περιοχές τύπου D τις 

σ

περιο  κωδικό 

 

3. Η α υ R βρίσκεται µία βέλτιστη 

προσέγγιση σύµφωνα µε τα ακόλουθα βήµατα:   

ιοχών τύπου Dπου εξάγονται από την εικόνα (χωρίς την εφαρµογή 

ρικών µετασχηµατισµών) είναι nD, τότε το πλήθος των στοιχείων του 

υ των περιοχών τύπου D, συνυπολογίζοντας και τις ισοµετρίες, είναι 

ε αποτέλεσµα για κάθε περιοχή τύπου R, η εύρεση των βέλτιστων s, o, D 

ιτεί 8*nD συγκρίσεις.  

ψίζοντας, ο βασικός αλγόριθµος της θεωρίας PIFS για την 

ποίηση εικόνας µε χρήση τετραγωνικών περιοχών σταθερού µεγέθους, 

είται από τα παρακάτω βήµατα: 

∆ιαµέριση της εικόνας. Τεµαχίζουµε την εικόνα σε τετραγωνικές περιοχές 

σταθερών διαστάσεων, π.χ. 4*4. Οι περι

range περιοχές Ri. 

Domain pool και λίο. ∆ιασχίζοντας την εικόνα µε ένα βή

l pixels οριζόντια και κάθετα δηµιουργούµε µία λίστα από περιοχές 

ου D (domain pool) που 

εριοχές τύπου Rκαι τις οποίες µετασχηµατίζουµε µε βάση τους 8 

ετρικούς µετασχηµατισµούς δηµιουργώντας µία διευρυµένη 

ain pool. Παίρνοντας το µέσο όρο της διαβάθµισης του γκρι 

άρων γειτονικών

υρρικνώνουµε ώστε το µέγεθός τους να ταυτίζεται µε αυτό των 

χών τύπου R. Με τον τρόπο αυτό κατασκευάζουµε το

βιβλίο των τετραγωνικών περιοχών Di.  

ναζήτηση. Για κάθε περιοχή τύπο

 R sD o≈ + 1
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a) Για κάθε κωδική λέξη Di υπολογίζουµε τη βέλτιστη αυτή 

προσέγγιση σε τρία βήµατα: 

I. Εκτελούµε τη βελτιστοποίηση µε βάση τη µέθοδο των ελαχίστων 

τετραγώνων χρησιµοποιώντας τους τύπους (2.24.i) και (2.24.ii) που 

δίνουν δύο πραγµατικούς συντελεστές την αντίθεση s και τη 

φωτεινότητα o. 

II. ∆ιακριτοποιούµε τους συντελεστές αυτούς, χρησιµοποιώντας για 

παράδειγµα τη µέθοδο  οµοιόµορφης διακριτοποίησης.  

III. Χρησιµοποιώντας τους κβαντισµένους συντελεστές s και o 

i). υπολογίζουµε το σφάλµα Ε(R, D

b) Ανάµεσα από όλα τα κωδικά διανύσµατα Di, βρίσκουµε εκείνο το 

διάνυσµα Dk που ελαχιστοποιεί το σφάλµα Ε, δηλαδή 

( ,  ) min ( , )k ii
E R D E R D= . 

c) Αποθηκεύουµε τον  κώδικα για την περιοχή που εξετάζουµε, ο 

οποίος αποτελείται από τους δείκτες για τους διακριτοποιηµένους 

συντελεστές s και o καθώς και το δείκτη k στη θέση της βέλτιστης 

κωδικής λέξης Dk στο κωδικό βιβλίο. 

   Ο ψευδοκώδικας του αλγόριθµου της κωδικοποίησης όπως και ο αντίστοιχος 

του αλγόριθµου της αποκωδικοποίησης, που περιγράφεται στη συνέχεια 

παρατίθονται στο Παράρτηµα Β. 

   Η αποκωδικοποίηση γίνεται ως εξής: 

   Αρχίζοντας από µία αυθαίρετη εικόνα δηµιουργούµε ξανά τα δύο σύνολα, 

των περιοχών τύπου R και D. Για κάθε περιοχή τύπου R βρίσκουµε τη θέση 

της αντίστοιχης περιοχής τύπου D στην αρχική εικόνα µε βάση την τιµή του 

δείκτη την οποία έχουµε αποθηκεύσει κατά την κωδικοποίηση. Στη συνέχεια 

και αφού η τελευταία υποβληθεί σε υποδειγµατοληψία, εφαρµόζουµε το 

µετασχηµατισµό τύπου affine στο διάνυσµα D µε τις τιµές των s και o που 

αντιστοιχούν στη διεύθυνση της περιοχής τύπου D από την οποία προήλθε. Η 

παραπάνω εργασία εκτελείται για όλες τις περιοχές τύπου R της αρχικής 
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εικόνας. Το αποτέλεσµα είναι µία νέα ικόνα, διαφορετική από την αρχική, 

καθώς τη θέση των περιοχών τύπου R της αρχικής έχουν καταλάβει οι 

µετασχηµατισµένες πε ιοχές τύπου D. Στη υνέχε α υπολογίζουµε η διαφορά 

της νέας εικόνας πό ην αρχική και τη συγκρίνουµε µε ένα κατώφλι Ε το 

οποίο έχουµε επιλέξει τόσο µικρό, ώστε η ποιότητα της αποκωδικοποιηµένης 

εικόνας να θεωρείται αποδεκτή. Αν η διαφορά των δύο εικόνων είναι 

µεγαλύτερη του Ε, τότε επαναλαµβάνουµε τη συστολική διαδικασία που 

περιγράψαµε για την τελευταία και τη συγκρίνουµε µε την νέα εικόνα που 

προκύπτει, έως ότου η διαφορά των δύο να είναι µικρότερη του Ε ή ο αριθµός 

επαναλήψεων ξεπεράσει την τιµ  πέρα από την οποί  έχουµε προαποφασίσει 

ότι θα σταµατά η όλη διαδικασία. 

   Όπως προαναφέρθηκε, το µέγεθος των περιοχών τύπου D επιλέγεται 

συνήθως διπλάσιο του µεγέθους των περιοχών τύπου R. Οι παράµετροι όµως 

της αντίθεσης και της φω

ε

ρ  σ ι τ

α τ

ή  α

τεινότητας που συνιστούν το συστολικό 

αλύτερα αποτελέσµατα 

µετασχηµατισµό για κάθε ζεύγος R-D περιοχών, δεν σχετίζονται µε 

γεωµετρική µεταβολή (σµίκρυνση) της τύπου D (µεγαλύτερης) περιοχής, αλλά 

µε τη µεταβολή των τιµών της έντασής των εικονοστοιχείων της. Εποµένως 

µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε περιοχές τύπου D οποιουδήποτε µεγέθους, 

για παράδειγµα µεγέθους ίδιου µε αυτό των περιοχών τύπου R. Μολονότι κάτι 

τέτοιο είναι εφικτό οι πειραµατικές µελέτες έχουν δείξει ότι όταν η γεωµετρική 

κλίµακα είναι πολύ µικρή η διασπορά του σφάλµατος κατά την 

αποκωδικοποίηση είναι χειρότερη. Για το λόγο αυτό καθώς και για 

διευκόλυνση στους υπολογισµούς επιλέγουµε µείωση της διάστασης των 

περιοχών τύπου D στο µισό, γεγονός που δίνει τα κ

«(από αισθητικής πλευράς)».    

 Ένα δεύτερο σχόλιο πάνω στο βασικό αλγόριθµο αφορά τους ισοµετρικούς 

µετασχηµατισµούς των τετραγωνικών περιοχών. Αυξάνοντας το σύνολο των 

περιοχών τύπου D κατά οκτώ φορές αυξάνουµε και τις πιθανότητες µίας 

καλύτερης προσέγγισης µεταξύ R-D περιοχών κατά την κωδικοποίηση µε 
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αποτέλεσµα και την απόκτηση καλύτερων καµπυλών σηµατοθορυβικού λόγου–

βαθµού συµπίεσης. Ωστόσο, σύµφωνα µε τις έρευνες του Saupe5, την ίδια 

ποιότητα κα  υψηλότερη, µπορούµε να αποκτήσουµε µε τη µείωση του 

βήµατος l  µε το οποίο το τύπου D παράθυρο «σαρώνει» την εικόνα. Συνεπώς 

κατά το συγγραφέα, η πολυπλοκότητα που εισάγει ο υπολογισµός των 

ισοµετρικών µετασχηµατισµών µπορεί να αποφευχθεί. 

  Έστω d το µέγεθος σε εικονοστοιχεία της περιοχής τύπου R, CS το µέγεθος 

του κωδικού ιβλίου (ο α µός δηλαδή των διανυσµάτων που περιέχει) και #s 

και #o  οι αριθµοί των ψηφίων που έχουν δεσµευθεί για την απεικόνιση των 

διακριτών τιµών της αντίθεσης και της φωτεινότ

ι ακόµη

β ριθ

ητας.  Έστω ακόµη r το πλήθος 

των περιοχών τύπου R και ότι συµπεριλαµβάνονται στην κωδικοποίηση αι οι 

ισοµετρίες. Το µέγεθος εποµένως της αρχικής εικόνας στη µνήµη, γ

γ  

χές, το µέγεθος στη µνήµη της κωδικοποιηµένης εικόνας που 

 κ

ια την 

οποία έχουν δεσµευθεί 8 ψηφία για την αναπαράσταση της διαβάθµισης του 

γκρι, είναι 8r d× × . Όπως τονίστηκε προηγουµένως, έχει προκαθοριστεί ο 

αριθµός των ψηφίων ια την αποθήκευση των βαθµωτών παραµέτρων του 

µετασχηµατισµού και της διεύθυνσης του κάθε κωδικού διανύσµατος στο 

κωδικό βιβλίο για κάθε περιοχή τύπου R. Για όλες λοιπόν τις τύπου R 

περιο παίρνουµε 

είναι ίσο µε 2(# # log (8 ) )r s o CS× + + ×⎡ ⎤⎢ ⎥ , όπου το ⎡ ⎤⎢ ⎥  συµβολίζει τη 

στρ ση. Σύµφων µό του ς π ε 

στο ενο κεφάλαιο, ο βαθµός συµπίεσης της ς µεθόδου είναι: 

ογγυλοποίη α µε τον ορισ βαθµού συµπίεση ου δόθηκ

 προηγούµ βασική

2

8 ssion ratio
# g (8 )

dcompre
# los o CS

×
=

+ + ×⎡ ⎤⎢ ⎥
 

   Ο πίνακας 2.2 δίνει α αριθµ παραδεί  απόδο της 

απλή ου για διαφορετικό µέγε ιοχής τύ για την ει της 

Lena φαίνεται σχήµα 2.4 (Οι δοκι  εικόνες  

χρησιµοποιούν οι περισσότεροι ερευνητές και που αποτελέσµατα της 

επεξεργασία τους περιλαµβάνονται στην εργασία, βρίσκονται στο Παράρτηµα 

Α). 

 

(2.25)

 κάποι ητικά γµατα της σης 

ς µεθόδ θος περ που R κόνα 

που στο µαστικές  που
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Πίνακας 2.2: Παραδείγµατα επίδοσης του βασικού αλγορίθµου για την εικόνα της Lena 

PSNR (dB) 
Χρόνος 

Κωδικοποίησης 
(sec) 

Βαθµός 
Συµπίεσης 

Μέγεθος 
περιοχής 
Τύπου R 

 
 
 

Σφάλµα 
Προσέγγισης

(collage) 

Σφάλµα  
Μετ/σµού 
(attractor) 

 
 
 

 
 
 

4*4 
8*8 

16*16 
32*32 

36.96 
31.15 
27.02 
23.55 

36.66 
31.27 
26.89 
23.32 

147.48 
69.93 
59.61 
54.76 

4.4 
17.7 
70.5 
281.0 

 

 

 
Σχ.2.4:Le a 
 

n
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α Fractal απέναντι στην παραδοσιακή µεγέθυνση. Από την αποκωδικοποίηση της εικΣ

(P
χ.2.5: Τ όνας της Lena 
SNR=34.3dB, compression ratio=14.16), αποκωδικοποιούµε την εικόνα σε κλίµακες µεγέθυνσης 1, 2, 4, 8 
ι 12. Στην αριστερή στήλη εικονίζεται ένα τµήµα των αποτελεσµάτων. Η δεξιά παρουσιάζει την ίδια 

 µεγενθύσεων εφαρµοσµένη στην αρχική εικόνα. 

    Ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της συµπίεσης µε fractal, είναι το γεγονός 

τι οι εικόνες που παίρνουµε περιγράφονται ως το όριο ενός τελεστή που 

φαρµόζεται επαναληπτικά σε µία εικόνα, χωρίς να γίνεται αναφορά στην 

κα
ακολουθία
 

  

ό

ε
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κλίµακα της εικόνας ή στο µέγεθός της ως προς τον αριθµό των εικονοστοιχείων. 

ατά συνέπεια, ο fractal κώδικας µπορεί να αποκωδικοποιηθεί σε 

ποιαδήποτε ανάλυση παρουσιάζοντας λεπτοµέρειες της εικόνας σε 

ποιαδήποτε κλίµακα. Η λεπτοµέρεια όµως αυτή που παράγεται κατά την 

ποκωδικοποίηση σε µεγαλύτερη κλίµακα είναι τεχνητή και δεν αναπαριστά 

άποια πραγµατική λεπτοµέρεια της αρχικής εικόνας (σχ. 2.5). Από την άλλη 

λευρά, το χαρακτηριστικό αυτό της ανεξαρτησίας από την ανάλυση αποβαίνει 

φέλιµο για δύο λόγους: 

1. Οι τεχνητές λεπτοµέρειες της εικόνας, εξαιτίας της αυτο-αναφορικής 

δοµής του κώδικα, βρίσκονται σε συνάφεια µε τη συνολική εµφάνιση 

των αντικειµένων που περιέχει. Οι fractal εικόνες φαίνονται πιο 

«φυσικές» από εικόνες που προκύπτουν µε µία απλή αντιγραφή κάποιων 

εικονοστοιχείων κατά την αποσυµπίεση ή µε παρεµβολή. 

2. Η µέθοδος µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ως εργαλείο ενίσχυσης της 

λεπτοµέρειας µιας εικόνας. Μια «φτωχή» σε ανάλυση εικόνα, µπορεί να 

κωδικοποιηθεί µε τη χρήση των fractal και στη συνέχεια 

αποκωδικοποιώντα  να αποκτησούµε µία 

ενισχυµένη σε

 αυτό την

αποδοτική  µ

Κ

ο

ο

α

κ

π

ω

ς τη σε υψηλότερη ανάλυση

 λεπτοµέρεια έκδοσή της. 

   Η µέθοδος που παρουσιάστηκε στο κεφάλαιο  αποτελεί  πιο απλή 

εκδοχή της συµπίεσης µε βάση τη θεωρία των fractal. Υπάρχουν πολλά 

ζητήµατα που πρέπει να µελετηθούν λεπτοµερέστερα, ώστε να κάνουµε λόγο 

για µία µέθοδο ικανή να παράγει υψηλής ποιότητας συµπίεση, όπως είναι η 

διαµέριση της εικόνας, η  αποθήκευση των fractal παρα έτρων, η 

µείωση του µεγέθους των υπολογισµών κ.ά. Τα παραπάνω ζητήµατα είναι το 

αντικείµενο των κεφαλαίων που ακολουθούν.   

 

 

 

 

 59



Βιβλιογραφία 
  

1. Dietmar Saupe, Raouf Hamzaui, Hannes Haternstein, Fractal Image Compression, 
An Introductory  Overview, in: Fractal Models for Image Synthesis, Compression and 
Analysis, D. Saupe, J. Hart (eds.), ACM SIGGRAPH’96 Course Notes 27, New 
Orleans, Louisiana, Aug. 1996 

2. Ning Lu, Fractal Imaging, Academic Press, San Diego, London, Boston, New 
York, Sydney, Tokyo, Toronto. 

3. M. F. Barnsley, Fractals Everywhere, Academic Press, 1988, 1992.  
4. A. E. Jacquin, A Fractal Theory of Iterated Markov Operators with Applications to Digital 

Image Coding, Ph.D. thesis, Georgia Tech, 1989. 
5. Saupe, D., The futility of square isometries in fractal image compression, in: Proc. ICIP-96 

IEEE International Conference on Image Processing, Lausanne, Sept. 1996. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 60



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
Η ∆ιαµέριση της εικόνας  

   
   Υπάρχουν πολλές µέθοδοι διαµέρισης του πλαισίου της εικόνας. Τι 

χαρακτηρίζει όµως µία καλή διαίρεση για τη συµπίεση µε τη θεωρία των 

fractal; Η απάντηση είναι ότι πρέπει  να διαιρεί την εικόνα σε περιοχές που να 

οιάζουν µε άλλες περιοχές της ίδιας εικόνας. Όπως γνωρίζουµε ο κώδικας 

fractal αποτελείται από πληροφορίες για τη διαίρεση καθώς και τους 

συντελεστές του µετασχηµατισµού τύπου affine. Πρέπει να είµαστε έτοιµοι να 

αποδεχθούµε ένα πρόσθετο υπολογιστικό κόστος που ενδεχοµένως να επιφέρει 

η εφαρµογή τεχνικών ακανόνιστης διαίρεσης της εικόνας, αν αυτές οδηγούν σε 

καλύτερα αποτελέσµατα όσον φορά τις καµπύλες βαθµού συµπίεσης – PSNR. 

Η διαίρεση σε περιοχές σταθερού σχήµατος και µεγέθους π.χ. τετράγωνα, 

τρίγωνα, ορθογώνια παραλληλόγραµµα, δεν απαιτεί πρόσθετη πληροφορία για 

τον τρόπο διαίρεσης, ο οποίος εξαιτίας της απλότητας του παραλείπεται µε 

συνέπεια όλος ο κώδικας να συµπυκνώνεται στις παραµέτρους του 

 τρόπων διαίρεσης είναι η 

ναµία προσαρµογής τους στο περιεχόµενο της εικόνας. Η αντίθετη 

επικα

σχέση ό

µ

µετασχηµατισµού. Το µειονέκτηµα όµως αυτών των

αδυ

προσέγγιση αντιπροσωπεύεται από τεχνικές διαίρεσης µε βάση το περιεχόµενο 

της εικόνας. Η µερίδα του λέοντος της πληροφορίας πηγαίνει στο κώδικα της 

διαµέρισης. Όπως είναι αναµενόµενο, η βέλτιστη προσέγγιση βρίσκεται κάπου 

ανάµεσα στις δύο αυτές µορφές διαίρεσης. Πριν όµως τις εξετάσουµε 

λεπτοµερώς, θα συζητήσουµε τα πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα του 

χωρισµού της εικόνας σε περιοχές που λύπτουν η µία την άλλη (overlapped 

covering) σε  µε το χωρισµό της σε µη επικαλυπτ µενες περιοχές. Στο 

τέλος του κεφαλαίου, θα παρουσιαστεί περιληπτικά και µία µέθοδος που 

στηρίζει ως επί το πλείστον τη διαµέριση και την όλη κωδικοποίηση στη 

µορφολογία της εικόνας.  
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3.1 Χωρισµός της εικόνας σε επικαλυπτόµενες περιοχές 

 Όπως είναι γνωστό, για την αναπαράσταση της εικόνας, η  ένωση όλων των 

εριοχών τύπου R, επικαλυπτόµενων ή µη, πρέπει να την διατρέχει ολόκληρη. 

ποιαδήποτε κάλυψη µπορεί να καταλήξει σε διαµέριση καθώς αν δύο τύπου 

 περιοχές επικαλύπτονται, εξετάζουµε για την τοµή τους δύο κώδικες fractal 

ου τις αντιπροσωπεύουν και επιλέγουµε τον ανώτερο. Η περιοχή της οποία ο 

ώδικας είναι ανώτερος προσαρτά εξολοκλήρου την τοµή ενώ η άλλη 

λαττώνεται, ώστε να αποφευχθεί η επικάλυψη. Με τον τρόπο αυτό αυξάνεται η 

πιθανότητα ρεθεί  καλύ ς µετασχηµατισ για τ ριοχή υ 

έχ αττω  µέγ Μολονότι δεν ει λό να αν ιστού  

ίδιο έρος  φορές  ενώ περισσότεροι ερ   

υιοθετήσει την τεχνική της διαµέρισης, όπως και στην εργασία αυτή, η 

επικάλυψη τ όνας ε τη ρά της ωριστ τητα

    το στώσ παραθέτουµε το κόλου ράδε

   ζουµ  µία ωνι µέρισ are p oning) την  

ενώνουµε µ η µί µέρι ς ίδι όνας  όπο τετράγωνα 

έχουν ολισθήσει κατά 4 εικονοστοιχεία προς τα κάτω και 4 προς τα δεξιά σε 

σχέση µε τη τη. ύπτε άλυψ ικαλυ ένων ν τύπου 

όπως φαίνεται στο σχήµα 3.1, στην οποία τα περισσότερα σηµεία 

  

π

Ο

R

π

κ

ε

 να β  ένας τερο µός ην πε  πο

ει ελ θεί σε εθος. υπάρχ γος απαρ µε το

 µ της εικόνας δύο  και  οι ευνητές έχουν

ης εικ  έχει µ σει ξεχ ή ιδιό 1.  

Για να  διαπι ουµε,  α θο πα ιγµα: 

Αρχί ε από  τετραγ κή δια η (squ artiti  8*8 οποία

ε άλλ α δια ση τη ας εικ  8*8 υ τα 

ν πρώ Προκ ι µία κ η επ πτόµ περιοχώ

R 

περιέχονται δύο φορές. Ποια από τις δύο θα επιλέξουµε; 
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Σχ.3.1: Χωρισµός της εικόνας σε τετράγωνα 8*8 που επικαλύπτονται. 
    

   Η απάντηση είναι και τις δύο αφού εφαρµόσουµε µία σταθερή συνάρτηση 

επικάλυψης η οποία φαίνεται στο σχήµα 3.2 και µοιάζει µε ένα χαµηλοδιαβατό 

φίλτρο. Κάθε τιµή της συνάρτησης που αντιστοιχεί σε µία τετργωνική περιοχή, 

πολλαπλασιάζεται µε την τιµή της έντασης των εικονοστοιχείων της. Το 

αποτέλεσµα της εφαρµογής της συνάρτησης στην ένωση των δύο, θα είναι το 

άθροισµα των αποτελεσµάτων από την εφαρµογή της στην επιµέρους 

διαµέριση. Το πλεονέκτηµα της µεθόδου αυτής είναι η ανυπαρξία 

ανεπιθύµητων αντικειµένων, για παράδειγµα αναγνωρίσιµες ακµές ανάµεσα 

στις ακµές περιοχών τύπου R των δύο διαφορετικών διαµερίσεων, οι οποίες 

γίνονται ευκολότερα παρατηρήσιµες µε την αύξηση του µεγέθους των 

περιοχών τύπου R. 
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0 1/8 1/4 1/2 1/2 1/4 1/8 0 

1/8 1/4 1/2 3/4 3/4 1/2 1/4 1/8 

1/4 1/2 3/4 7/8 7/8 3/4 1/2 1/4 

1/2 3/4 7/8 1 1 7/8 3/4 1/2 

1/2 3/4 7/8 1 1 7/8 3/4 1/2 

1/4 1/2 3/4 7/8 7/8 3/4 1/2 1/4 

1/8 1/4 1/2 3/4 3/4 1/2 1/4 1/8 

0 1/8 1/4 1/2 1/2 1/4 1/8 0 
Σχ.3.2: Συνάρτηση µάσκας για τετράγωνα 8*8. 
   

    Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο αυτή φαίνεται ότι αποθηκεύουµε διπλάσιο 

αριθµό παραµέτρων για την αναπαράσταση των περιοχών τύπου R. Από την 

άλλη πλευρά, δε χρειάζεται να αποθηκεύσουµε τη µετατόπιση της έντασης ή τη 

µέση τιµή για κάθε περιοχή τύπου R για τη δεύτερη διαµέριση, γεγονός που 

εξοικονοµεί το 1/3 της πληροφορίας για κάθε fractal κώδικα. Αυτό οφείλεται 

στο γεγονός ότι η µέση τιµή ή µετατόπιση της φωτεινότητας (παράµετροι του 

συστολικού µετασχηµατισµού για τις οποίες γίνεται εκτενής αναφορά στο 

επόµενο κεφάλαιο), µπορούν να υπολογιστούν κατά προσέγγιση από τις 

µές που έχουν θηκευθεί για την πρώτη διαµέριση, καθώς η 

δεύτερη δεν αποτελεί τίποτε άλλο παρά ολίσθηση της πρώτης. Κατά συνέπεια, 

αν οι fractal παράµετροι µιας διαµέρισης 8*8 απαιτούν β bpp (bits per pixel), 

τότε στην περίπτωση της τµηµατοποίησης µε επικαλυπτό

αντίστοιχες τι   απο

µενες  περιοχές τύπου 

R, ο αριθµός των bpp είναι 5/3, µέγεθος συγκρίσιµο µε αυτό της τετραγωνικής 

διαµέρισης 6*6 που απαιτεί 64/36 bpp.  
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Σχ.3.3: Α
    

   Το επό

επικαλυπτ µε εξετάσει σε αυτήν την 

ενότητ

στη λεπτο

όµως (σχ.

χωρίς τα ο

ναπαράσταση της Lena µε διαφορετικό τρόπο χωρισµού της εικόνας 

µενο βήµα είναι η σύγκριση της 6*6 διαµέρισης µε την 

όµενη τµηµατοποίηση 8*8 που έχου

α. Το σχήµα 3.3 δείχνει ότι η πρώτη παράγει µια εικόνα ακριβέστερη 

µέρεια από αυτή που µας δίνει η δεύτερη. Μια κοντινότερη µατιά 

 3.4), αποδεικνύει ότι η δεύτερη εικόνα είναι σαφώς πιο ευχάριστη 

πτικά εµπόδια (π.χ. ανεπιθύµητες ακµές) που εµφανίζει η πρώτη. 

 
Σχ.3.4: Μία µεγέθυνση του σχήµατος 3.3 
 

   Όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως, η διαµέριση είναι το τελευταίο στάδιο 

της κάλυψης της εικόνας. Όταν γίνεται ακολουθώντας κάποιο γεωµετρικό 
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σχέδιο ανεξάρτητο της µορφής της εικόνας η κωδικοποίηση είναι απλούστερη 

και η αποκωδικοποίηση ευκολότερη. Όταν  λαµβάνεται σοβαρά υπόψη το 

περιεχόµενο της κάθε εικόνας, η συµπίεση και αποσυµπίεση καθίστανται 

χρονοβόρες. Στις ενότητες που ακολουθούν µελετούµε δύο κατηγορίες 

διαίρεσης που συνδυάζουν σε ένα βαθµό τόσο την απλότητα όσο και την 

προσαρµοστικότητα: τις Ιεραρχικές (Hierarchical) διαιρέσεις και τις µεθόδους 

διαίρεσης-και-συγχώνευσης (split-and-merge)2. 

 

3.2 Ιεραρχικές Μέθοδοι ∆ια έρισης   

      Στην γορία αυτή ανήκουν δύο από τις πιο γνωστές µεθόδους, το 

τετραδικό δένδρο και η ορ ια-κάθετη . 

 

3.2.1 Η διαµέριση µε βάση το τετραδικό δένδρο  

   Ο προσαρµοστικός τρόπος διαίρεσης της εικόνας µπορεί να παρουσιάσει 

σηµαντικά πλεονεκτήµατα σε σχέση µε τη διαίρεσή της σε περιοχές τύπου R 

σταθερού µεγέθους. Μπορεί 

µ

κατη

ιζόντ  διαίρεση

π.χ. µέσα σε µία εικόνα να υπάρχουν περιοχές 

µεγέθους µεγαλύτερου από αυτό µίας τυπικής περιοχής τύπου R και οι οποίες 

να παρουσιάζουν τέτοια οµοιογένεια ώστε η κωδικοποίησή τους να δίνει µικρό 

collage σφάλµα, ενώ στην ίδια εικόνα να απαντώνται και περιοχές µε µεγάλες 

αντιθέσεις µε συνέπεια να απαιτείται τµηµατοποίησή τους ώστε η 

κωδικοποίηση να διατηρεί την επιθυµητή ποιότητα. Μία πρώτη προσέγγιση 

(που είχε ήδη εισαχθεί από τον Jacquin) ήταν η διαίρεση της εικόνας σε 

τετραγωνικές περιοχές µεταβλητού µεγέθους παραδείγµατος χάρη πλάτους 4, 

8, ή και 16 εικονοστοιχείων. Αυτή η ιδέα οδήγησε στη γενικότερη µέθοδο 

διαµέρισης του τετραδικού δένδρου (quadtree partition). Σε αντίθεση µε 

τις κωδικοποιήσεις που χρησιµοποιούν τετράγωνα σταθερού µεγέθους, το 

αρχείο εξόδου στη µέθοδο του δένδρου πρέπει να περιέχει και τον τύπο του 

δένδρου που χρησιµοποιήθηκε κατά την κωδικοποίηση. 
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   Η χρήση µεταβλητής διαίρεσης µας δίνει την δυνατότητα να σχεδιάσουµε 

ένα πρόγραµµα κωδικοποίησης που παρέχει µεταβλητές καµπύλες ποιότητας 

βαθµού συµπίεσης. Ο χρήστης µπορεί να καθορίζει κάθε φορά ποιος είναι ο 

στόχος του, είτε η ποιότητα της εικόνας, είτε ο βαθµός συµπίεσης. Ο 

κωδικοποιητής στη συνέχεια µπορεί να διαιρεί την εικόνα επαναληπτικά σε 

κατάλληλα κοµµάτια έως ότου ένα από τα δύο γενικά αυτά κριτήρια να 

ικανοποιηθεί. Στη συνέχεια περιγράφουµε τον αλγόριθµο αυτό όταν το 

κριτήριο είναι η υψηλή πιστότητα της εικόνας κατά την αποκωδικοποίηση: 

1. Καθορίζουµε  µια ανοχή για τo µέσο τετραγωνικό σφάλµα 

( , ) #E R D pixels Rστο  της  αντιστοίχησης και ένα µέγιστο και 

ελάχιστο µέγεθος για την περιοχή τύπου R. 

2. Αρχικοποιούµε µια στοίβα από περιοχές τύπου R τοποθετώντας σε 

αυτή τις περιοχές µεγίστου µεγέθους. 

3. Όταν η στοίβα δεν είναι άδεια ακολουθούµε τα παρακάτω βήµατα: 

a) Παίρνουµε µία περιοχή τύπου R από τη στοίβα και αναζητούµε στο 

αντίστοιχο σύνολο των περιοχών τύπου D, εκείνη που δίνει το 

ελάχιστο σφάλµα µεταξύ R και sD+ο1. 

b) Αν το µέσο τετραγωνικό σφάλµα είναι µικρότερο της ανοχής, ή αν 

το µέγεθος της περιοχής τύπου R είναι ίσο µε το ελάχιστο, τότε 

αποθηκεύουµε τον κώδικα για την περιοχή τύπου R, δηλαδή την 

αντίθεση, την φωτεινότητα και τη διεύθυνση της  περιοχής τύπου D. 

Αν η αντίθεση είναι ίση µε το 0 τότε δεν αποθηκεύουµε τα 

παραπάνω. 

c) ∆ιαφορετικά διαιρούµε την περιοχή R σε τερτατηµόρια και τα 

τοποθετούµε στη στοίβα. 

. Στο σχήµα 3.5 φαίνονται δύο τέτοιου είδους 

ωδικοποιήσεις µε βάση το τετραδικό δένδρο που συνοδεύονται από δύο 

   Χρησιµοποιώντας διαφορετικές ανοχές για την ποιότητα της προσέγγισης 

µπορούµε να αποκτήσουµε µια σειρά από κώδικες µεταβλητού βαθµού 

συµπίεσης και πιστότητας

κ
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εικόνες του σφάλµατος (µία για κάθε τρόπο). Στο σχήµα επίσης φαίνονται και 

οι περιοχές που έχουν χωριστεί σε τεταρτηµόρια. Στα σχήµατα 3.6 και 3.5 

συνοψίζονται τα απο ελέσµατα της εφαρµογής της µεθόδου για διαφορετικές 

τιµές ανοχής που φαίνονται στις καµπύλες βαθµού συµπίεσης-PSNR µε βάση 

το χρόνο αποκωδικοποίησης.  

   Η αποκωδικοποίηση στην περίπτωση του τετραδικού δένδρου πρ

τ

οχωρά µε 

ον ίδιο τρόπο όπως και στους αλγορίθµους που χρησιµοποιούν σταθερές 

ύπου R περιοχές, δηλαδή µε επαναληπτική εφαρµογή του µετασχηµατισµού 

τύπου affine. Απαιτούνται µόνο 7 µε  επαναλήψεις  για τη σύγκλιση της 

αλύτερες της µονάδας, διακινδυνεύουµε την απώλεια της 

ιδιότητας της συστολής του τελεστή του µετασχηµατισµού τύπου affine, αλλά 

όπως έχει προαναφερθεί αυτό δε σηµαίνει ότι η σύγκλιση κατά την 

αποκωδικοποίηση είναι αδύνατο να επιτευχθεί. Ο λόγος για τον οποίο 

συµβαίνει αυτό είναι ότι ο τελεστής µπορεί να είναι συστολικός, αν για 

παράδειγµα σε µία επανάληψη έχουµε σύγκλιση, ενώ ο ίδιος ο 

µετασχηµατισµός στο σύνολό του δε συγκλίνει. Υπάρχει δηλαδή η πιθανότητα 

κατά την τρέχουσα επανάληψη το σφάλµα αποκωδικοποίησης να είναι 

µικρότερο των προδιαγραφών, οπότε και µπορεί να τερµατιστεί η διαδικασία, 

ενώ στις επόµενες επαναλήψεις το σφάλµα να αυξηθεί σε τιµές υψηλότερες από 

τα προδιαγεγραµµένο όριο.  

τ

τ

8

µεθόδου. Στο σχήµα 3.8 µελετούµε την επίδραση στην εικόνα της αλλαγής της 

µέγιστης τιµής της αντίθεσης. Επιτρέποντας στην αντίθεση να παίρνει και τιµές 

απολύτως µεγ
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Σχ. 3.5: ∆ύο διαφορετικής ποιότητας (χαµηλή και µέτρια) κωδικοποιήσεις µε τη χρήση του τετραεδρικού 

αντίστοιχες τους διαµερίσεις. Οι τιµές του PSNR είναι 28.3dB (αριστερά) και 32.0 (δεξιά). Οι αντίστοιχοι 

βαθµοί συµπίεσης είναι 37.5 και 17.8 

 

δένδρου µαζί µε τις εικόνες του σφάλµατος (όπου οι υψηλές τιµές σφάλµατος έχουν πιο σκούρο χρώµα) και οι 
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   Η αποδοχή τιµών αντίθεσης µεγαλύτερων της µονάδος είναι δελεαστική, η 

διεύρυνση του πεδίου τιµών από την άλλη πλευρά, όταν δε συνοδεύεται από 

 µ  

 

αντίστοιχη αύξηση του αριθ ού των ψηφίων που δεσµεύονται για την 

αποθήκευσή της, µπορεί να επιδεινώσει στην πραγµατικότητα το αποτέλεσµα 

της αποκωδικοποίησης όπως φαίνεται στο σχήµα. Ο λόγος είναι ότι η 

διακριτοποίηση των συντελεστών αντίθεσης είναι λιγότερο ακριβής. 

 
 

 
Σχ. 3.6: Οι καµπύλες PSNR-βαθµού συµπίεσης για την κωδικοποίηση της εικόνας της Lena 512*512 µε τη 
χρήση του τετραεδρικού δένδρου. Τα αποτελέσµατα αφορούν 2 διαφορετικά σύνολα domain περιοχών, ένα 
µικρό που προέρχεται από µη επικαλυπτόµενες µεταξύ τους περιοχές και ένα µεγαλύτερο το οποίο προήλθε 
από τη σάρωση της εικόνες σε περιοχές µε βήµα τεσσάρων pixels και στις ύο διευθύνσεις. Η διαφορά στις 
καµπύλες µεταξύ του ορίου και της αποκωδικοποίησης οφείλεται στη διασπορά του σφάλµατος ατά την 
αποκωδικοποίηση. 
 

 δ
κ
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Σχ. 3.7: Χρόνοι εκτέλεσης για τις κωδικοποιήσεις του σχήµατος 3.6 

 

 
Σχ. 3.8: Ταχύτητα αποκωδικοποίησης για µεταβλητές µέγιστες τιµές αντίθεσης. Οι βαθµοί συµπίεσης για κάθε 
µία από αυτές τις κωδικοποιήσεις είναι περίπου ίδιοι, ανάµεσα στο 18 και το 19. 
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3.2.2 Οριζόντια-Κάθετη διαίρεση  

 
   Η µέθοδος της Οριζόντιας-Κάθετης ∆ιαµέρισης  (Horizontal-Vertical 

Partitioning),3 τεµαχίζει την εικόνα σε ορθογώνια παραλληλόγραµµα (σχήµα 

3.9). Αν για µία δεδοµένη ορθογώνια περιοχή τύπου R δεν καταστεί δυνατό να 

βρεθεί η κατάλληλη περιοχή τύπου D, η περιοχή χωρίζεται στα δύο µε 

ριζόντια ή κάθετη τοµή. Ο τεµαχισµός αυτός βασίζεται στην οµοιοµορφία 

περιοχή

ο

 ( )
0 ,0i j i N j M

R r
≤ ≤ ≤ ≤

=  της αρχικής περιοχής. Για κάθε οι διαφορές στην 

τιµή των αθροισµάτων των εντάσεων των εικονοστοιχείων των περιοχών που 

προέρχονται από κάθετη ή οριζόντια τοµή υπολογίζονται αντίστοιχα από τους 

παρακάτω τύπους: 

, , 1
min( , 1)

1j i j i j
i i

j M jh r r
M +

− − ⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑ ∑  
 

(3.1)

 

, 1,
min( , 1)

1i i j i j
j j

i N iv r r
N +

⎛ ⎞− −
= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠

∑ ∑

την   

 
 

(3.2)

 

όπου το j φανερώνει  κάθετη τοµή στην στήλη j του πίνακα R και το i την 

οριζόντια στην i γραµµή του πίνακα. 
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Σχ. 3.9: Μία Οριζόντια-Κάθετη διαµέριση αποτελούµενη από 1000 περιοχές τύπου R 

 

   Η µέγιστη τιµή των διαφορών αυτών, καθορίζει τον προσανατολισµό και το 

σηµείο που θα γίνει η τοµή.  , κατασκευάζεται δένδρο 

απόφασης για τις περιοχές τύπου R που περιέχει την πληροφορία για κάθε µία 

από αυτές, αν δηλαδή χρειάστηκε να προχωρήσουµε σε τοµή και ποια ή όχι. 

   Η διαδικασία που µόλις περιγράψαµε έχει αρνητική επίδραση στο χρόνο

Στη συνέχεια ένα 

 

µατος που 

προκύπτουν

µας αποζη  σε ποιότητα, καθώς τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης 

εµφανίζουν

σχέση µ  δένδρο

   Ένα  είναι η χρήση 

πολυγώνων

βασισµ

κάθετη

κατευθύνσεις

συµπίεσης, εξαιτίας των περιοχών τύπου R διαφορετικού σχή

. Παρά το κόστος σε χρόνο και χώρο αποθήκευσης, η µέθοδος 

µιώνει

 σηµαντική βελτίωση των καµπυλών βαθµού συµπίεσης-PSNR σε 

ε το τετραεδρικό . 

επόµενο βήµα στην προσαρµοστική διαδικασία

 αντί για ορθογώνια παραλληλόγραµµα4. Η µέθοδος αυτή, 

ένη στην εργασία των Wu και Yao είναι παρόµοια µε την οριζόντια-

 διαίρεση µε την επιπρόσθετη ανάγκη για διαίρεση ως προς τις 

 των 45º και 135º. 
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3.3 ∆

   Ως 

Συγχών

3.3

   Ο Davoine et al.  χρ

ως µεθόδο . Το πλεονέκτηµα των τριγωνισµών είναι ο 

ιαίρεση-και-Συγχώνευση  

αντιπροσωπευτικά παραδείγµατα της κατηγορίας της ∆ιαίρεσης –και-

ευσης (Split-and-Merge) παραθέτουµε τις ακόλουθες µεθόδους:  

 

.1 Τριγωνοποίηση Delaunay 
5 συνηγορεί υπέρ της ήσης της τριγωνοποίησης Delaunay 

υ διαίρεσης της εικόνας

χωρίς περιορισµούς προσανατολισµός των ακµών. 

   Ορισµός: Καλούµε τριγωνοποίηση ενός πεπερασµένου συνόλου σηµείων V, µια πλήρη 

επίπεδη υποδιαίρεση S που το σύνολο των κορυφών της είναι το V. Αυτό σηµαίνει 

ότι δεν µπορούµε να προσθέσουµε καµία ακµή στην υποδιαίρεση αυτή για να 

ενώσουµε δύο κορυφές και να αποφύγουµε την τοµή  µε τις προϋπάρχουσες. 

   Είναι εύκολο να αποδειχθεί ότι αυτή η υποδιαίρεση αποτελείται µόνο από 

τρίγωνα: το κυρτό περίγραµµα (convex hull boundary) καθιστά όλες τις όψεις του 

που αντιβαίνει στον ορισµό. 

                                            

S φραγµένες. Και σε όλες τις όψεις υπάρχουν πολύγωνα που έχουν 

τριγωνοποιηθεί, γιατί αν υπήρχε έστω και ένα που δεν ήταν τριγωνοποιηµένο, 

θα µπορούσαµε να προσθέσουµε ακµές για την τριγωνοποίησή του, πράγµα 

 
  Ορισµός: Η τριγωνοποίηση Delaunay είναι η τριγωνοποίηση S του συνόλου V, κάθε 

τρίγωνο της οποίας έχει περιγεγραµµένο κύκλο που δεν περιέχει κορυφή του V στο 

εσωτερικό του. Η τριγωνοποίηση Delaunay είναι µοναδική µε την προϋπόθεση 

ότι τέσσερα ή περισσότερα σηµεία του V δεν είναι οµοκυκλικά. 
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   Η ιδιότητα της τριγωνοποίησης Delaunay είναι η µεγιστοποίηση της 

ελάχιστης εσωτερικής γωνίας. Αυτό σηµαίνει ότι η κοινή ακµή δύο γειτονικών 

τέτοιων τριγώνων Delaunay που είναι και η διαγώνιος του κυρτού 

τετραπλεύρου που σχηµατίζουν, µεγιστοποιεί την ελάχιστη από τις έξι γωνίες 

που προκύπτουν από την ένωση των δύο αυτών τριγώνων. 

 
   Η παραπάνω ιδιότητα επιβάλλει κάποια τάξη στη διαµέριση της εικόνας. Η 

µέθοδος λειτουργεί ως εξής: αρχίζοντας µε ένα τρίγωνο Delaunay ενός 

τυπική 

απόκλιση). Αυτό το βήµα συντελείται µε την τοποθέτηση ενός επιπλέον 

το

οµοιοµορφίας. Κατά τη διαδικασία συγχώνευσης, µία κορυφή p αγνοείται αν 

 , 

 εικονοστοι εκτ

οι συγχώνευση

συνόλου από οµοιόµορφα κατανεµηµένα σηµεία, η διαδικασία διαίρεσης 

βελτιώνεται µε τη διαίρεση µη οµοιόµορφων τρίγωνων (αυτών δηλαδή που η 

ένταση των εικονοστοιχείων που περιέχουν παρουσιάζει µεγάλη 

σηµείου στο βαρύκεντρο και µε τον επαναϋπολογισµό της τριγωνοποίησης για 

 νέο σύνολο σηµείων. Η διαδικασία σταµατά µε τη βοήθεια ενός κριτηρίου 

όλα τα τρίγωνα για τα οποία είναι κοινή έχουν την ίδια ακριβώς µέση τιµή 

έντασης των χείων που περιέχουν και στη συνέχεια ελούµε και πάλι 

την τριγωνοποίηση Delaunay για το νέο αυτό σύνολο σηµείων. Στην εργασία 

τους,  συγγραφείς επιτρέπουν τη  ακόµη και δύο τριγώνων, όταν 
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το τετράπλευρο που προκύπτει από την ένωσή τους είναι κυρτό και τα δύο 

 µ ς-και-συγχώνευσης. Αρχικά, η 

εικόνα χωρίζεται σε τετράγωνα µεγέθους 4*4 ή 8*8 για παράδειγµα Στη 

συνέχεια τα γειτονικά τετράγωνα συγχωνεύονται ιαδοχικά για το σχηµατισµό 

περιοχών τύπου R ακανόνιστου σχήµατος. Στο τέλος, καταλήγουµε

π

τικό βαθµό τις απαιτήσεις σε χώρο αποθήκευσης, το µέγεθος και το 

σχήµα τους όµως, απαγορεύει τη συµβατική αναζήτηση ενός βέλτιστου 

domain κωδικού διανύσµατος µε απόρροια την ανάγκη εφαρµογής 

ευρετικής στρατηγικής. Οι Thomas και Deravi δίνουν τρεις τέτοιες 

ητα

 ο

σ

άλλου «σπόρου» µέχρι να καλυφθεί ολόκληρη η εικόνα.  

 

 

 

τρίγωνα έχουν λίγο-πολύ την ίδια κατανοµή διαβάθµισης του γκρι. 

 

3.3.2 Ευρετική αναζήτηση 

   Ο fractal κώδικας που δηµιουργείται µε Ευρετική Aναζήτηση (Heuristic Search) 

βασισµένη σε περιοχές της εικόνας, προτάθηκε από τους Thomas και Deravi6 

και είναι ία προσέγγιση της µορφής διαίρεση

. 

δ

 στο 

σχηµατισµό ενός συνόλου περιοχών τύπου R µε µεγάλο µέγεθος και τυχαίο 

σχήµα οι οποίες και α αρτίζουν την εικόνα. Ο µικρός τους αριθµός µειώνει σε 

σηµαν

 µίας 

διαφορετικές µεθόδους που διαφοροποιούνται ως προς την πολυπλοκότ . 

Σύµφωνα µε την πιο απλή εκδοχή, ο αλγόριθµος ξεκινά από ένα µοναδικό 

αρχικό τετράγωνο τύπου R ή αλλιώς «σπόρο» (seed image) και αναζητείται για 

αυτό, το βέλτιστο τετράγωνο τύπου D. Στη συνέχεια εξετάζεται αν αυτός  

βέλτιστος µετασχηµατι µός που έχει βρεθεί, µπορεί να εφαρµοσθεί και σε ένα 

γειτονικό τετράγωνο του αρχικού. Η επέκταση του προϋπάρχοντα 

µετασχηµατισµού συνεχίζεται και σε γειτονικά τετράγωνα µε αποτέλεσµα το 

πεδίο εφαρµογής του που είναι µία περιοχή της εικόνας να µεγαλώνει. Η 

επέκταση τερµατίζεται όταν το σφάλµα προσέγγισης υπερβεί κάποιο 

προκαθορισµένο όριο. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µε την επιλογή κάποιου 
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3.3.3 Ο Εξελικτικός Υπολογισµός  

   Μία άλλη µ οδος προσαρµοστικής διαίρεσης, είναι η µέθοδ  που 

χρησιµοποιεί τον εξελικτικό υπολογισµό . Εδώ, για µία διαίρε ταθερών 

σχηµάτων σταθερού µεγέθους ,   παράδειγµα, βρίσκεται και πά  

ο fractal κώδικας όπως στη συµβατική κωδικοποίηση, αλλά για κάθε τύπου R 

περιοχή αποθηκεύονται σε µία λίστα τα d καλύτερα κωδικά διανύσµατα για 

προσέγγιση, µαζί µε τις τιµές αντίθεσης και φωτεινότητας που συνοδεύουν το 

αυτό περιοχών και µετασχηµατισµών . Οι «απόγονοι» σχη ατίζονται 

από την τυχαία συγχώνευση δύο γειτονικών τετραγώνων: ο ικας 

τροποποιείται έτσ στε να διατηρούνται µόνο οι λίστες µετασχηµατισµών και 

κωδικών διανυσµάτων που

έθ ος
7 ση σ

τετραγώνων για λι

καθένα. Ως αρχικό πληθυσµό της εξελικτικής διαδικασίας θεωρούµε το σύνολο 

  Ν φορές µ

κώδ

ι ώ

 έχουν αποθηκευθεί για τα δύο αυτά τετράγωνα. Στη 

υνέχεια επιλέγονται από αυτούς εκείνοι που δίνουν το µικρότερο σφάλµα. 

 ακόλουθη µορφή: 

τό η διάσταση των υποψήφιων 

τύπου   

 τροποποιηµένων τύπου D περιοχών µαζί µε τους 

συν ν. 

σ

   Ο αλγόριθµος εποµένως µπορεί να πάρει την

1. ∆ιαµέριση της εικόνας σε τετραγωνικές περιοχές τύπου R σταθερού 

µεγέθους. 

2. Για κάθε τύπου R περιοχή, εύρεση των βέλτιστων d τύπου D περιοχών 

και αποθήκευσή των διευθύνσεών τους, µαζί µε τις τιµές της 

φωτεινότητας και αντίθεσης που τις συνοδεύουν. 

3. Για όλες τις περιοχές τύπου R της εικόνας εκτελούµε: συγχώνευση δύο 

γειτονικών τύπου R περιοχών και αναζήτηση ενός νέου κώδικα για την 

προκύπτουσα περιοχή. Για το λόγο αυ

 D περιοχών τροποποιείται ανάλογα. Όπως προαναφέρθηκε, οι 

υποψήφιες νέες τύπου D περιοχές αναζητώνται µέσα στο σύνολο των 2d 

βέλτιστων κωδικών διανυσµάτων του προηγούµενου βήµατος (d για 

κάθε τύπου R τετράγωνο) και επιλέγονται πάλι οι d καλύτερες µε 

αποτέλεσµα στη νέα περιοχή τύπου R να έχουν αντιστοιχιστεί οι d νέες 

διευθύνσεις των

τελεστές του affine µετασχηµατισµού που τις συνοδεύου

 77



4. Αν ή  φθάσουµε 

στο ορετικά 

επι

µα ιο

  

συµπίεση.    

 το σφάλµα προσέγγισης υπερβεί κάποιο όριο ανοχής 

 επιθυµητό bit rate, ο αλγόριθµος σταµατά, διαφ

στρέφουµε στο βήµα 3. 

   Είναι προφανές ότι µε το ξεκίνηµα της διαδικασίας η κωδικοποίηση έχει 

µεγάλο bit rate και µικρό σφάλµα προσέγγισης. Σύµφωνα όµως µε το βήµα 3 

σε κάθε νέα διαµέριση το σύνολο των τύπου R περιοχών µειώνεται κατά µία 

εξαιτίας της συγχώνευσης, µε απόρροια τη µείωση του bit rate και την αύξηση 

του σφάλ τος. Για το λόγο αυτό εισάγουµε στο βήµα 4 ένα κριτήρ  

τερµατισµού που καθορίζεται από τις προδιαγραφές που πρέπει να πληρεί η 

   Στο σχήµα 3.11 φαίνεται η σύγκριση της µεθόδου µε αυτή του τετραεδρικού 

δένδρου ενώ στο σχήµα 3.10 εικονίζεται µία διαίρεση µε τον εξελικτικό 

υπολογισµό στην οποία έχουµε τεµαχίσει ην εικόνα σε 1000 περιοχές τύπου R. 

 

 

 
Σχ. 3.10: Μία διαµέριση µε βάση τον εξελικτικό αλγόριθµο αποτελούµενη από 1000 range περιοχές 
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Σχ. 3.11: Οι καµπύλες του βαθµού παραµόρφωσης για τον εξελικτικό αλγόριθµο και το τετραεδρικό δένδρο
για την εικόνα της Lena 

αρακτηριστικά της εικόνας 

µ µ

 η

 

 

 

3.4 ∆ιαµέριση και κωδικοποίηση µε βάση τα 

χ

   Στην εργασία τους, οι Belloulata και Konrad8  προτείνουν µία νέα προσέγγιση 

στη fractal συ πίεση µε την a-priori τ ηµατοποίηση της εικόνας ώστε µεγάλες 

περιοχές της εικόνας να κωδικοποιούνται ανεξαρτήτως η µία τ ς άλλης.  

   Η συνάρτηση τµηµατοποίησης που χρησιµοποιούν τοποθετεί σε κάθε 

σηµείο της εικόνας µια ετικέτα: οι ίδιες ετικέτες σχηµατίζουν µια περιοχή-τµήµα 

R (region). Στην προσέγγισή τους χρησιµοποιούν τετράγωνες τύπου R και 

τύπου D περιοχές, όπως στην περίπτωση του συµβατικού αλγόριθµου, αλλά 

περιορίζουν το σφάλµα προσέγγισης Ε, ώστε να αφορά ένα υποσύνολο των 

θέσεων των εικονοστοιχείων στη τύπου R περιοχή που σχετίζεται µε µια 

συγκεκριµένη περιοχή (region) της εικόνας που την περιέχει. Το υποσύνολο 

αυτό ονοµάζεται αυτόνοµο τµήµα ή τεµάχιο, (segment). Ένα παράδειγµα µε 

περιοχή τύπου R 2 τεµαχίων φαίνεται στο σχήµα 3.12. 
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Σχ.3.12: Περιοχή δύο τεµαχίων S1 και S2, 

ς µε καθορισµένη την ένταση των pixel
που α  και η

περιοχέ  είτε προσδιόρ
  

   Έσ

νήκουν σε διαφορετικά τµήµατα
 στην S

 ανάλυσή της σε δύο 
ιστη στην U. 1 είτε στην S2 και µε α

τω 
j

n
DS τo τ τ  D ρι  περιοχή µ ί

αποτε χίων ). Οµοίως έστω το m-οστό 

χ τ περιοχής  ω

n-oσ ό τεµάχιο σ η τύπου πε οχή Dj (µια πορε  να 

λείται από περισσότερα των δύο τεµα  
i

m
RS  

τεµά ιο της ύπου R Ri. Έστ  DjI�  µια βλεψη υ σης 

σ

πρό  της σ νάρτη

έντα ης DjI  τ ου D ιοχή αης τύπ  περ ς τέτοι  ώστε: 

j

n( ),   
( )

, 

Dj

Dj

DI x x S
I x

u αλ

⎧

⎪⎩
�   

 η  της σης π β ται ό ει η υπόλοιπη χή

ός µ  

λου

∈
⎪= ⎨�

 

(3.3)

όπου u είναι  τιµή  έντα ου προ λέπε τι έχ  περιο  

εκτ  του τε αχίου
j

n
DS . Ένα νέ όν λµα έγγισ ρ  ως

ξής: 

ο λοιπ  σφά προσ ης Ε ο ίζεται  

ε

21( , , ) [ ( ) ( , )]
i j i j

m
Ri i

m m
R D i R i Dm

x SR

E I I w I x w I x
S ∈

= −∑  
 

(3.4)

 ότι σε σχέση µε το συµβατικό αλγόριθµο, η παραπάνω 

εκείνες

  του

 όπου το m
iw  δηλώνει ένα µετασχηµατισµό τύπου affine για το τεµάχιο 

i

m
RS . 

Παρατηρούµε

παραµόρφωση αποτιµάται µόνο για τις θέσεις  των εικονοστοιχείων  που 

βρίσκονται στο τεµάχιο 
i

m
RS  Ri . Είναι φανερό ότι όταν τα σχήµατα του 

i

m
RS  και του υπό συστολή 

j

n
DS  δεν ταιριάζουν, απαιτείται µια εκτίµηση για 

κάποια εικονοστοιχεία στην τύπου D περιοχή, γεγονός που εξηγεί και τη 

χρήση της προσθήκης u. Επίσης αξίζει να σηµειωθεί ότι, όταν οι περιοχές 

τύπου R και τύπου D που εξετάζονται βρίσκονται εντός της ευρύτερης 
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περιοχής που κωδικοποιείται, τα 
i

m
RS , 

j

n
DS  καλύπτουν όλο το εύρος της τύπου 

R και της τ που D περιοχής αντίστοιχα και ο τύπος  (3.4) γίνεται αυτοµάτως ο 

τύπος του συµβατικού fractal αλγορίθµου. 

   Όπως και στην περίπτωση της συνηθισµένης κωδικοποίησης µε fractal, για 

κάθε τεµάχιο 
i

m
RS  της τύπου R περι χ

ύ

ο i αναζητείται το τεµάχιο 

 

ής R
j

n
DS   της 

αντίστοιχης  D περιοχής Dj και ένα µετασχηµατισµός πο

ελαχιστοποιεί το σφάλµα E. Ο δείκτης j της τύπου D περιοχής και ο 

κωδικοπο

επαναληπτική µογή του µετασχηµατισµού που 

ο  ε

υπόψη κάθε τεµάχιο 

κοποίηση και 

ποκωδικοποίηση τόσο οι τύπου R όσο και οι τύπου D περιοχές πρέπει να 

ίναι τοποθετηµένες στο ίδιο τµήµα της εικόνας R. Εποµένως, κατά την 

τύπου m
iw  υ θα 

ισοµετρικός µετασχηµατισµός βρίσκονται µετά από διεξοδική αναζήτηση, ενώ 

οι παράµετροι αντίθεσης και φωτεινότητας υπολογίζονται όπως και στην απλή 

περίπτωση, αλλά µε τους υπολογισµούς να λαµβάνουν χώρα εντός των ορίων 

του υπό ίηση τεµαχίου 
i

m
RS . Η εικόνα αναπαράγεται κατά την 

αποκωδικοποίηση µε  εφαρ  m
iw  

περιορίζεται στο 
i

m
RS . Η απόδειξη της σύγκλισης του αλγορίθµου αυτού έχει 

δοθεί από τον  Mansouri9. 

 

3.4.1 Επιλογή του χώρου Αναζήτησης 

   Η υπ λογιστική πολυπλοκότητα της κωδικοποίησης µιας εικόνας µ  την 

προτεινόµενη µέθοδο συνδέεται άµεσα µε το µέγεθος του χώρου αναζήτησης 

µεσα στον οποίο η παραµόρφωση (3.4) ελαχιστοποιείται. Η πιο απαιτητική σε 

πράξεις περίπτωση  είναι εκείνη στην οποία λαµβάνεται 

κάθε τύπου D περιοχής της εικόνας, δηλαδή το κωδικό βιβλίο των τύπου D 

περιοχών, είναι όλη  η εικόνα. Αυτή η διεξοδική  διαδικασία  είναι θεωρητικά 

βέλτιστη, αλλά τροµερά επίπονη υπολογιστικά. Επιπλέον δεν επιτρέπει την 

ανεξάρτητη αποκωδικοποίηση των περιοχών . 

   Για να διασφαλισθεί η περιοχή ανά περιοχή κωδι

α

ε
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ελαχιστοποίηση της εξίσωσης (3.4), 4 περιπτώσεις µπορεί να προκύψουν που 

χουν  να κάνουν µε τη θέση των περιοχών Ri  και Dj σε σχέση µε το τµήµα 

ης εικόνας (region) R. 

1. Οι  Ri και  Dj   ειναι και οι δύο εσωτερικές περιοχές 

2. Οι  Ri και  Dj  ειναι και οι δύο συνοριακές περιοχές 

3. Η  Ri  είναι εσωτερική ενώ η Dj είναι συνοριακή περιοχή 

4. Η  Ri  είναι συνοριακή ενώ η Dj ειναι εσωτερική περιοχή 

 Ενώ στην πρώτη περίπτωση εκτελείται η συνηθισµένη αναζήτηση για όλες τις 

εριοχές, στη δεύτερη περίπτωση εκτελείται µόνο µερική προσέγγιση αφού 

όσο οι τύπου D όσο και οι τύπου R περιοχές βρίσκονται στο σύνορο του 

µήµατος R. Είναι φανερό ότι η πρόβλεψη u της έντασης  είναι απαραίτητη, 

ταν το

έ

τ

  

π

τ

τ

 
j

n
DS  που έχει υποστεί συστολή, δεν περικλείει ολοκληρωτικά το . 

υτό σηµαίνει ότι το υπό συστολή 

i

m
RSό

j

n
DS  Α δεν περιέχει τον ίδιο αριθµό 

ικονοστοιχείων µε το . Στην 3η περίπτωση, η εκτίµηση της έντασης της 

ύπου D περιοχής είναι πάντα απαραίτητη καθώς το Ri είναι είναι εσωτερικό, 

νώ το Dj συνοριακό. Αν και συνήθως αποτελεί µια καλύτερη λύση από το να 

ρησιµοποιούνται εντάσεις από µια γειτονική περιοχή (συνηθισµένη 

ωδικοποίηση µε fractal), η πρόβλεψη της τιµής της έντασης ειναι πιθανό να 

µα υποβέλτιστες εντάσεις (ανακρίβεια στην εκτίµηση της 

ντασης) σε σύγκριση µε την περίπτωση που οι τύπου D περιοχές βρίσκονται 

εξ ο

περ i 

και

εξέτασ  κοστίζει υπερβολικά σε πράξεις- όλων των εσωτερικών τύπου D 

περ

περ

   Στο τηση 

(λαµβά ι η 3  και 4  

i

m
RSε

τ

ε

χ

κ

έχει ως αποτέλεσ

έ

λοκλήρου εντός του υπό κωδικοποίηση τµήµατος R της εικόνας. Στην 4η 

ίπτωση, δεν χρειάζεται εκτίµηση έντασης καθώς το R είναι συνοριακό. Αν 

 είναι ένα πραγµατοποιήσιµο σενάριο, αυτή η περίπτωση απαιτεί µια 

η -που

ιοχών για κάθε συνοριακή τύπου R περιοχή. Τυπικά υπάρχουν πολύ 

ισσότερες  εσωτερικές περιοχές από τις συνοριακές. 

πιο πολύπλοκο σενάριο, πραγµατοποιείται µια 1+2+3+4 αναζή

νονται υπόψη όλες οι περιπτώσεις ). Αναµένεται ότ η η
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περ

σηµ

µπορεί ρόσθετο 

λεονέκτηµα της ελαττωµένης πολυπλοκότητας. Οµοίως αποφεύγοντας την 4η  

, η πολυπλοκότητα µπορεί να ελαττωθεί περαιτέρω µε την 

µατοποίηση µιας 1+2+3 αναζήτησης  αγνοώντας τις εσωτερικές τύπου D 

 για κάθε συνοριακή τύπου R περιοχή. Αγνοώντας και τις 2 τελευταίες 

, µια 1+2 αναζήτηση έχει ως αποτέλεσµα ακόµα λιγότερες πράξεις  

 οι συνοριακές περιοχές προσεγγίζονται αποκλειστικά  από συνοριακές, 

 συµβαίνει  και µε τις εσωτερικές περιοχές. Μία σχηµατική 

 µιας 1+2 αναζήτησης εικονίζεται στο σχήµα 3.13. 

ίπτωση συνεισφέρουν πολύ λίγο στη διαµόρφωση του µέγιστου 

ατοθορυβικού λόγου της συµπίεσης. Αποφεύγοντας την 3η περίπτωση, 

 να πραγµατοποιηθεί µια 1+2+4 αναζήτηση µε το επιπ

π

περίπτωση

πραγ

περιοχές

περιπτώσεις

καθώς

όπως

αναπαράσταση

 
Σ
πρ
χ.3.13: Σχηµατική απεικόνιση της µεθόδου των Belloulata και Konrad. (α) Οι εσωτερικές range περιοχές 
οσεγγίζονται από εσωτερικές domain περιοχές του ίδιο τµήµατος και οι συνοριακές range περιοχές 
οσεγγίζονται µερικώς (3.4) από τις ίδιου τύπου domain. (b) Τεµάχια συνοριακών περιοχών επεξεργάζονται 
εξάρτητα: το τεµάχιο προσεγγίζε µατισµό τύπου affine ενώ το 

τεµάχιο της ίδιας range περιο ιαφορετική domain περιοχή µε 
διφορετικό 
 

   Για να εκτιµήσουν ολυπλοκότητα του 

 κ ε :

πρ
αν  1

ir
S ται από την περιοχή dj µε το µετασχη

χής r

 1
iw , 

2
ir

S i, µπορεί να προσεγγιστεί από δ
µετασχηµατισµό. 

  την απόδοση σε αντιδιαστολή µε την π

αλγορίθµου σε σχέση µε τα διάφορα σενάρια αναζήτησης που 

προαναφέρθηκαν, οι συγγραφείς έχουν κωδικοποιήσει ανεξάρτητα το 

«προσκήνιο»(foreground) και το φόντο (background) τεσσάρων δοκιµαστικών 

εικόνων MPEG-4. Έχουν εξεταστεί αι τα 4 σ νάρια αναζήτησης  1+2+3+4, 

1+2+3, 1+2+4, 1+2, όλα µε LPE πρόβλεψη (για την οποία θα αναφερθούµε 

στο επόµενο εδάφιο), αλλά παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα µόνο για την 1η 
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(πιο πολύπλοκη)  και την 4η (πιο απλή)  περίπτωση. Ο πίνακας 3.1 δείχνει το 

PSNR, την αναλογία  ανά εικονοστοιχείο και το χρόνο επεξεργασίας για το 

«προσκήνιο» και το φόντο καθε µιας  από τις 4 εικόνες. Παρατηρείται µια 

µεγάλη ελάττωση του υπολογιστικού χρόνου κατα 25-51% σε αντίθεση µε µια 

ικρή πτώση της απόδοσης 0.04-0.06 dB. Η πολυπλοκότητα των άλλων δυο 

 στα δεδοµένα του πρώτου 

 αναζήτησης 
 τεµαχίου 

(LPE και µηδενικής). 
 1+2+3+4 αναζήτηση µε 1+2  µε  1+2 αναζήτηση µε  

Μηδενική πρόβλεψη  

µ

σεναρίων  καθώς και η απόδοσή τους  ήταν ανάµεσα

και τελευταίου. Είναι φανερό από την παρατήρηση του πίνακα, ότι η 1+2 

αναζήτηση είναι υπολογιστικά ελκυστική  ενώ επιτυγχάνει και µια πολύ καλή 

απόδοση.  
Πίνακας 3.1: Σύγκριση της επίδοσης της τεχνικής των Belloulata-Konrad για 2 σενάρια
(1+2+3+4 και 1+2) και 2 τρόπους πρόβλεψης της έντασης της περιοχής εκτός του εξεταζόµενου

πρόβλεψη LPE πρόβλεψη LPE 
 αναζήτηση

 
 
 

PSNR bpp Χρόνος  PSNR bpp Χρόνος  PSNR bpp Χρόνος  

ec) 
(dB) Εκτέλεσης

(sec) 
(dB) Εκτέλεσης

(sec) 
(dB) Εκτέλεσης

(s
 
 

                                      προσκήνιο  
 

 
 

Κυκλάµ
Ειδήσ
Επιστά
Παιδ

0.23 
0.13 

96 
32 

39.00 
27.92

0.23
0.13

61 
17 

38.86 
27.88 

0.23 
0.13 

61 

61 
16 

ινο 
εις 
της 
ιά 

32.88 
30.47 
39.11 
28.34 

0.30 
0.25 

128 
108 

32.42 
30.10 

0.29
0.24

62 
56 

32.11 
30.00 

0.28 
0.24 55 

 
 

                                          φόντο  
 

 
 

Κυκλάµ
Ειδήσ
Επιστά
Παιδ

ινο 
εις 
της 
ιά 

40.28 
33.66 
29.40 
31.88 

0.40 
0.40 
0.40 
0.51 

208 
316 
277 
480 

40.07 
33.38 
29.36 
31.70

0.40
0.40
0.39
0.51

110 
205 
208 
352 

39.50 
33.22 
29.35 
31.67 

0.40 
0.40 
0.38 
0.51 

114 
204 
206 
349 
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3.4.2 Επιλογή του τρόπου εκτίµησης της έντασης για τις τύπου D 

περιοχές 

   Όπως προαναφέρθηκε, επειδή κατά την 1+2 αναζήτηση συµβαίνει το 

µετασχηµατισµένο τεµάχιο 
j

n
DS  της τύπου D περιοχής  να µην περικλείει εξ 

ολοκλήρου το τεµάχιο , οι συνοριακές τύπου D περιοχές χρειάζονται µια 

εκτίµηση για την τιµή της έντασής τους.  

 Πριν κλείσουµε την αναφορά µας στην εργασία των Konrad-Belloulata 

µησης που χρησιµοποιούν και τις οποίες 

χει υιοθετήσει και η µέθοδος ΜPEG-4. Την εκτίµηση βαθυπερατού φίλτρου 

 

περιοχής εκτός του τεµαχίου n

 
i

m
RS

  

αναφέρουµε τις  δύο περιπτώσεις εκτί

έ

(Low-Pass Extrapolation, LPE) και την εκτίµηση µηδενικής τιµής (Zero 

Mean), (πίνακας 3.1). Κατά την 1η εκτίµηση τα εικονοστοιχεία της τύπου D

 
jDS  που µας ενδιαφέρει, έχουν τιµή έντασης ίση 

ε το µέσο όρο αυτής  στο τεµάχιο 
j

n
DS  µ

1 ( )
j j

m
ij

D Dn
x S

m I x
S ∈

= ∑  
 

(3.5)

και στη συνέχεια υποδειγµατοληπτώνται (µία διαδικασία ισοδύναµη µε τη 

χρήση βαθυπερατού φίλτρου) µε τον τρόπο που ήδη έχουµε αναφέρει στο 

προηγούµενο κεφάλαιο. Η µηδενική πρόβλεψη προτάθηκε στη µέθοδο 

MPEG-4 για περιοχές µηδενικής µ

RD

έσης τιµής και εξετάζεται σα µια πιθανή 

εθόδου χα ης

  

του χρόνου επεξεργασίας σε σχέση µε την 1  µέθοδο 

δηγεί στο συµπέρασµα ότι η εκτίµηση συνεισφέρει ελάχιστα στην 

υπολογιστική πολυπλοκότητα. Για το λόγο αυτό χρησιµοποιείται κυρίως 

εναλλακτική της πρώτης µ , εξ αιτίας της µηλότερ  υπολογιστικής 

της πολυπλοκότητας. 

   Στον πίνακα 3.1 συγκρίνονται οι δύο µέθοδοι ως προς το PSNR, το bit rate 

και το χρόνο επεξεργασίας για την 1+2 αναζήτηση. Παρατηρείται ότι ενώ µε 

τη δεύτερη µέθοδο η πτώση στην ποιότητα (0.01-0.57 dB), ήταν αναµενόµενη, 

η ελάχιστη µείωση η

ο
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τ  η βελτίωση της ποιότητας που 

 

ια τ µ έ

 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 

εχνική LPE ως µέσο πρόβλεψης, καθώς

προσφέρει υπερβαίνει το κόστος της σε πολυπλοκότητα.  

   Στη συνέχεια της εργασίας τους, οι συγγραφείς συνδυάζουν την πρότασή 

τους µε το ∆ιακριτό Μετασχηµατισµό Συνηµιτόνου, ο οποίος όµως δεν 

αποτελεί κάπο  ξεχωριστή εχνική κωδικοποίησης ε fractal, αλλά να 

εργαλείο επιτάχυνσης των υπολογισµών, το οποίο βρίσκει εφαρµογή σε πολλές 

µεθόδους συµπίεσης και εξετάζεται σε ξεχωριστό κεφάλαιο.      
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
Φωτεινότητα και Αντίθεση - Γενικότεροι 

µετασχηµατισµοί έντασης 
 
   Οι δύο παράµετροι του συνηθέστερου µετασχηµατισµού τύπου affine που 

χρησ οπο ί το PIFS είναι η φωτειν τητα αι η αντίθεση. ι σχέσεις από τις 

οποίες προκύπτουν δίνουν εν γένει ένα αποτελέσµα που ανήκει στο σύνολο των 

πραγµατικών αριθµών. Για τις ανάγκες της συµπίεσης επιβάλλεται 

διακριτοποίηση των παραπάνω τιµών. Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει λόγος για 

τον τρόπο µε τον οποίο µπορούµε να διακριτοποιήσουµε αποδοτικά τις δύο 

παραµέτρους. Το κεφάλαιο κλείνει µε τη συζήτηση για τη γενικότερη µορφή 

που µπορεί να έχει ένας συστολικός µεταχηµατισµός στις µεθόδους συµπίεσης 

µε βάση τη θεωρία των fractal και την αναφορά σε µερικούς από τους 

µετασχηµατισµούς που έχουν χρησιµοπ

ιµ ιε ό  κ Ο

οιηθεί στη βιβλιογραφία. 

εσης τα ψηφία που δεσµεύονται για τη 

φωτεινότητα ο είναι τα περισσότερα ανάµεσα στα δεδοµένα του fractal 

κώδικα1. Το σχήµα 4.1 δείχνει τη διασπορά των τιµών φωτεινότητας για

 τ L

 

4.1 Η συνιστώσα της φωτεινότητας  

   Στις περισσότερες εφαρµογές συµπί

 ένα 

συµβατικό fractal αλγόριθµο για ης εικόνας ena και Golden Hill.  
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Σχ.4.1: Η διασπορά των τιµών της φωτεινότητας για τον απλό fractal αλγόριθµο. 
 

   Τ εινότητας µίας δεδοµένης εικόνας µπορεί να 

οργανωθεί σε ένα πίνακ ίεση γίνεται 

µε τη χρήση ενός απλού αλγορίθµου αποσύζευξης (decorrelating algorithm δύο 

διαστάσεων: της ∆ιαφορικής Παλµοκωδικής ∆ιαµόρφωσης (Differential Pulse Code 

Modulation

   Ο αλγόριθµος αυτός εικονίζεται στο σχήµα 4.2. Οι τιµές της φωτεινότητας 

αποθηκεύο ται σε έναν πίνακα δύο διαστάσεων που προσπελάζεται κατά 

 πίνακα αυτού αντιστοιχεί

ή

 ίδια στ

σ ς ή ς

 π

οθηκεύεται. 

 

ο σύνολο των τιµών της φωτ

α 2 διαστάσεων. Η διακριτοποίηση – συµπ

) 

). 

ν

γραµµή. Κάθε θέση του  σε µία περιοχή τύπου R. Ο 

πίνακας που δηµιουργ θηκε µε τον παραπάνω τρόπο, µετασχηµατίζεται ως 

εξής: κάθε του στοιχείο γίνεται ίσο µε τη διαφορά της τιµής που αντιστοιχεί 

στο στοιχείο αυτό µείον την τιµή του στοιχείου που βρίσκεται στην ήλη 

και την αµέσω  προηγούµενη γραµµ . Ο παραπάνω υπολογισµό  δεν ισχύει 

για τα στοιχεία της ρώτης γραµµής τα οποία προκύπτουν ως εξής: το κάθε 

ένα από αυτά είναι ίσο µε τη διαφορά του από το προηγούµενο εκτός από το 

πρώτο στοιχείο το οποίο και απ
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" "
" "

# # # # % # # # # %
 
Σχ.4.2: Ένας δισδιάστατος αλγόριθµος DPCM 

a b c d a b a c b d
i j k l i a j b k c l d

l

− − −
− − − −

" "

δείχνει τη διασπορά των τιµών της φωτεινότητας όταν 

εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο ∆Π∆ στον πίνακα των δεδοµένων φωτεινότη

c

 

   Το σχήµα 4.3 

τας. 

 
Σχ.4.3: ∆ιασπορά τιµών της φωτεινότητας για τις εικόνες Lena και Golden Hill µε τη χρήση του DPCM 

 

   Από το σχήµα συµπεραίνουµε ότι οι τιµές της φωτεινότητας παρουσιάζουν 

µικρότερη διασπορά µε την χρήση του αλγορίθµου ∆Π∆. Αυτό οφείλεται 

στην τοπική οµοιοµορφία που παρουσιάζουν συνήθως οι εικόνες. Οι τιµές της 
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συνιστώσας της φωτεινότητας για γειτονικές τύπο περιοχές (όπως αυτές που 

απέχουν για παράδειγµα µία γρ µµή και βρίσκονται στην ίδια στήλη) είναι 

παραπλήσιες εξ

υ R  

α

αιτίας της οµοιότητάς τους µε αποτέλεσµα η διαφορά τους να 

λ

ν

 R 

1.1 ∆ιακριτοποίηση µέσης τιµής 

πω πρ έντ υ 

περιο τ  µ τον οπο µ όνα και

όχι µ µο α

κωδικ τ  οι µ ούν

διακρ ν τα όπ ασ σης

αντίθ  φωτεινότητα ο ς οπ σ  µ

απλό  µ ισµό ου χ ίτ ς. 

   Αν ι ά το θµο  διαστάσεων για

πίνακ ων τήν τ ιαπ ι ιασπ

τιµών ερ ς φω ς. Γε ιρα ετρή

έχουν  οι οι κα νουν 0% ρο χ

πόθ  σχ ς ισο ιµές τα

   Ανατρέχοντας σ υς π  τη  κ τεινό

βρίσκ υτο ν να  ω

οδηγεί σε µικρή τιµή φωτεινότητας. 

   Έχουν µελετηθεί στη διεθνή βιβ ιογραφία διάφοροι τρόποι για την 

αποδοτική διακριτοποίηση τω  τιµών της παραµέτρου ο η οποία δεν είναι 

τίποτε άλλο από ένας προσθετικός όρος για τη διόρθωση της φωτεινότητας. Τι 

θα συµβεί αν αποθηκεύσουµε την µέση τιµή της φωτεινότητας της τύπου

περιοχής αντί του όρου ο; Το επόµενο εδάφιο δίνει την απάντηση στο 

τελευταίο ερώτηµα. 

 

   4.

   Ό ς είναι οφανές η µέση τιµή της ασης το γκρι µιας τύπου R 

χής εξαρτά αι από τον τρόπο ε ίο έχει δια ερισθεί η εικ  

από τη µορφή του ετασχηµατισ ύ που εφ ρµόζεται για την 

οποίησή ης. Κατά συνέπεια, µέσες τι ές µπορ  να 

ιτοποιηθού  ανεξάρτη από την οια διαδικ ία συµπίε , σε 

εση µε την η τιµή τη οίας είναι υνυφασµένη ε τον 

 συστολικό ετασχηµατ  sD+o1 π ρησιµοποιε αι συνήθω

χρησιµοπο ήσουµε ξαν ν αλγόρι  ∆Π∆ δύο  τον 

α των µέσ  τιµών αυ η φορά δ ιστώνουµε µ κρότερη δ ορά 

 από την π ίπτωση τη τεινότητα νικά, οι πε µατικές µ σεις 

 δείξει ότι  µέσοι όρ ταλαµβά  κατά 15-2  µικρότε ώρο 

α ήκευσης σε έση µε τι δύναµες τ  φωτεινότη ς. 

τους τύπο ου δίνουν ν αντίθεση αι τη φω τητα 

ουµε ότι α ί µπορού γραφούν και ς εξής2: 

* *d *, D
,  

R r
s o2 r

d
=

−

1 1

1

 

   Κα  τ  µπο οπο κ

s d−  
D

=
− −

2

(4.1)

τά συνέπεια ο σφάλµα ρεί να απλ ιηθεί στην α όλουθη µορφή: 
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2
d−2 R r−
2

2
22 2

,
( , )

             

D
E R D R r

D d

R r s D d

= − − =
−

= − − −

1 1
1

1

1 1

 

 

 

(4.2)

 

   Το ελάχιστο σφάλµα ως προς όλες τις τύπου D περιοχές που ανήκουν στο 

σύνολο των περιοχών τύπου D (έστω Ω) γράφεται: 
2 2( ) min ( , ) (1 )

D
E R E R D R r

∈Ω
= = − 1  c− (4.3)

που ό

,
max
D

R r D d
c

R r D d∈Ω

− −
=

− −

1 1
1 1

 
 

(4.4)

τύπου R  

ξής: 

   Εποµένως το µέσο τετραγωνικό σφάλµα για κάθε περιοχή γράφεται

ως ε

 2 )2 ( )(1( )E R( )MSE R = var R
k

= (4.5)

όπου α ά τ πε

Όταν η κ εινότ υν τιµ ι {o

σφάλ  ακ ορφή

c−  
 

 ( )var R είν ι η διασπορ ης τύπου R ριοχής. 

 η αντίθεσ αι η φωτ ητα παίρνο διακριτές ές {si} κα j} το 

µα έχει την όλουθη µ : 

l

2

22 2

(

j

i

i

o

s D r

s

o R

=

2 2

( )E R

         ) (d )i js d o

         

         ( ik r s d ) 2j is 1,r D d

iR s D− −

R r

R r D d

=

= − −1 − +1 − =

= +

+ − − −

1  

 

   Αυτ λι α είν  πρ κα οφείλ

όνο αµ γιση ύπο ου χής α

 σ δι µών µατισ

τύπου affi . 

 Αντικαθιστώντας την αντίθεση και τη φωτεινότητα από τις σχέσεις τους και 

− 1

− 1 − 1

− − 1

 (4.6)

ό το συνο κό σφάλµ αι και το αγµατικό, θώς δεν εται 

µ  στην αδυν ία προσέγ ς µεταξύ τ υ R και τύπ  D περιο λλά 

και τη χρήση ακριτών τι  για τις παραµέτρους του µετασχη µού 

ne

  

αφαιρώντας από το συνολικό σφάλµα το θεωρητικό προκύπτει ότι: 
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l 22 2 2( ) ( ) ( ) )i i( jE R E R s s D d k r s d o− = − − + − −1  (4.7)
 

       Από τη σχέση (4.1) που δίνει τη φωτεινότητα παρατηρούµε ότι αυτή δεν 

αντιπροσωπεύει τίποτε άλλο από τη διαφορά µεταξύ της µέσης τιµής της τύπου 

αντίθεση. Κατά την αποκωδικοποίηση όµως, υπολογίζεται σε κάθε επανάληψη 

και για κάθε περιοχή τύπου R το άθροισµα: 

R περιοχής και της µέσης τιµής της τύπου D, πολλαπλασιασµένης µε την 

(4.1)

( )i j iR s D o s D d r= + = − +1 1  1
(4.8)

 Η παραπάνω σχέση φανερώνει ότι είναι δυνατό, αντί της φωτεινότητας να 

περιο ρειάζεται ν θηκεύεται καθώς  κατά την 

ανακα ης οκ ησ νουν 

και τα τ µικό εύρος της ής είναι κατα πολύ 

µικρότερο ου αν ς ς ς ή της 

σε διακρι  τιµές πο πλ υς. ργασία 

ισοδυναµε µαθηµ τη στα

  

κωδικοποιηθεί η µέση τιµή της τύπου R περιοχής. (Η µέση τιµή της τύπου D 

χής δεν χ α απο  υπολογίζεται

τασκευή τ εικόνας στη διαδικασία απ ωδικοποί ης). Όπως δείχ

 π άµαειρ α το δυνα µέσης τιµ  

 τ τιστοίχου τη φωτεινότητα και εποµένω η αποθήκευσ

τές  είναι πιο α δ  οτική από ευρά κόστο Η όλη διε

ί ατικά µε ν αντικατά ση j i jr s d o= + έον, η 

χρήση τη µέσης  µία παρ υ µ µού 

τύπου affine αντί σης, ι τη ικασίας 

βελτιστοποίησης α  affi έτρο νοντ ρω την 

σύγκριση ού εται ογισ  διακριτοποιηθεί η 

φωτεινότη Αντ γκρι ι µε  (4.8  η 

χρήση τη έσης τύπο ιοχή νει τ γιστικό 

φόρτο, ς τό όσο έση ς τύπ ριοχής 

ρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό της αντίθεσης, όπως µαρτυρά η σχέση 

.1). Η χρησιµοποίηση της µέσης τιµής έχει προταθεί και παλαιότερα από 

. Επιπλ

ς  τιµής ως  εκ των αµέτρων το ετασχηµατισ

της αντίθε  επιτρέπε ν αποδέσµευση της διαδ

πό τις δύο ne παραµ υς επιταχύ ας περαιτέ

, αφ δεν χρειάζ  να υπολ τεί και να

τα. ίθετα η σύ ση γίνετα  βάση την ), στην οποία

ς µ τιµής της υ D περ ς δεν αυξά ον υπολο

καθώ σο αυτή  και η µ  τιµή τη ου R πε

χ

(4

τους Bani Eqbal3 και Oien και Lepsoy4.  

   Τέλος, πρέπει να αναφερθεί, ότι το µέσο τετραγωνικό συνολικό σφάλµα που 

προκύπτει από την εισαγωγή των διακριτών τιµών όπως και στην περίπτωση 

του θεωρητικού δίνεται από τη σχέση: 
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l
2

( )( ) E RMSE R
k

′ =  (4.9)

   Αφαιρώντας τη θεωρητική από την πραγµατική τιµή του µέσου 

τετραγωνικού σφάλµατος, εξάγεται η σχέση που εκφράζει το επιπρόσθετο 

σφάλµα που οφείλεται στη διακριτοποίηση της αντίθεσης και της µέσης τιµής 

της περιοχής τύπου R και καλείται σφάλµα διακριτοποίησης.  
2( ) ( ) ( ) ( ) (quant i

2)jE MSE R MSE R s s var D r′= − = − + − r  (4.10)

εώρηµα 4-Γενικευµένο Θεώρηµα Collage1:  

ιµές 

   Το ερώτηµα που προκύπτει είναι το ακόλουθο: Πώς η αποθήκευση της 

µέσης τιµής επηρεάζει την θεωρητική βάση στην οποία στηρίχτηκε η µέθοδος 

των PIFS συστηµάτων; Την απάντηση δίνει το γενικευµένο θεώρηµα Collage:  

 

Θ

   Έστω ένα σύστηµα PIFS που χρησιµοποιεί µέσους όρους αντί για τ

φωτεινότητας  

{ }( , , , , )W D R s rτ  (4.11)

(το µ συµ λίζει τη µέση τιµή  τ τον ισοµετρικ µατισµό), οντας 

συστολής του οποίου είναι ος της µονάδας ι µια δεδοµένη ίεση 

εικόνα Το σύστηµα συστολικό σχέση µε α 

=

βο  και το ό µετασχη ο παράγ

 p  µικρότερ  κα  προς συµπ

Ο.  θα είναι σε τον παράγοντ

max i 1p s= < , αν 

1. σες τιµές το  πραγµατικ  µέσες τ  

δηλαδή 

Οι µέ υ iW  είναι στην ότητα οι ιµές της εικόνας Ο

( , )x y ∈=

( , )

( , )
i

i

R
i

x y R

x y dxdy
r

dxdy
∈
∫∫

 

12)

για θε i=1,2…,m (όπ  οι συντεταγµένες εικονοστοιχείω ς 

Ο  περιέχει η ran

O

O∫∫
 

 
(4.

 κά ου (x, y) των ν της εικόνα

 που ge  Ri) και 

2. i( ( )O , )d W ε< τότε γι να P, για κάποιο ε, α οποιαδήποτε εικό ,  
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i( ( ), )
1

,
p

n
d W P O ε

<
−

 (4.13)

δήποτε αρ  n. 

Απ

 

 

για οποιο κετά µεγάλο ακέραιο

 

όδειξη: 

   Ένα συµβατικό PIFS { }( , , ,W D R s , )oτ=

iW , καθώς η 

, µπορεί άµεσα να

τεινό

 

βάση πρωτότυπο τιµή της φω τητας για

περι R δίνεται α . Κατά τη ωδικοπ

ο συµβατικό PIFS µόζει επαναληπτικά το µετασχηµατισµό

υπολογιστεί µε 

 µίας τύπου R  το 

οχής πό τη σχέση (4.1) ν αποκ οίηση όµως, ενώ 

εφαρ  sD o+ 1τ  µε 

όζει

τις σταθερές τιµές φωτεινότητας που έχουν υπολογιστεί κατά την 

κωδικοποίηση, το iW , το οποίο δεν έχει στη διάθεσή του τις τιµές αυτές, 

εφαρµ  τον ίδιο µετασχηµατισµό χρησιµοποιώντας επαναληπτικά τη σχέση 

(4.1) µε την ακόλουθη µορφή:  

i
1

1

1

( , )( , )

( , ) ( , )

( )( , )( , )
i

i

i

x y Dx y R
i

x y R x y D

W P x y dxdyO x y dxdy
o s

dxdy dxdy
−

−

−

∈∈

∈ ∈

= −
∫∫∫∫

∫∫ ∫∫
 

 
 
(4.14)
 

Ο δείκτης i αντιστοιχεί στην τρέχουσα επανάληψη και το Di-1 συµβολίζει την 

τ θα ό

προηγού Το ύτε δ µα της (4.

µέ τιµή ε τισµ ης α π , ε ρ

µ ιµή ρ πο της ς . 

 Μπορεί να αποδειχθεί (Παράρτηµα Γ) ότι για κάθε εικόνα P, ισχύει η 

πο είνα αποτελέσµ  υνθ . υ

χρ µοπ  ε τικ  σχ τ ν τρόπο α υ

ύπου D περιοχή της αυ ίρετης εικόνας P µετά απ  εφαρµογή του iW  στην 

µ αενη επ νάληψη.  δε ρο δηλα ή κλάσ 1 ρ4) εκφ άζει τη 

ση  της µ τασχηµα έν υτής τύ ου D περιοχής νώ το π ώτο τη 

έση τ  της πε ιοχής τύ υ R  αρχική  εικόνας

  

ακόλουθη σχέση: 

 (d iW ( ) ) ),P O P O≤, ( (d W ),  (4.15)

 

υ ι το άµεσο α της 1ης σ ήκης Στη σ νέχεια, 

ησι οιούµε παναληπ ά τη έση αυ ή. Με το υτό έχο µε: 
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i i

i

i

1

1

1

( ( ), ) ( ( ( )), )

                     ( ( ( )), ( )) ( ( ), )

n n

n

n

d W P O d W W P O

d W W P W O d W O O

−

−

−

≤

≤ +

i 2

                     ( ( ), )

)
n

p d W P O ε

ε ε
−

≤ +

+

i

                     ( ( ( ), )
                     

p p d W P O≤ +i i
#

                    i

i

0 1 ( ), )

( ( ), )                     ( , )
1

n n

n

p d W P p p

d W O Op d P O
p

( O ε ε ε−≤ + + +

≤ +
−

i " i

i

   Η 2

+i

 

 

 

(4.16)

 στην τρέχουσα επανάληψη και στη συνέχεια να 

η συνθήκη συµπληρώνει το θεώρηµα �. 

Στην πράξη, όλα τα πειράµατα έχουν δείξει ότι  

i( ( ), ) ( ( ), ),
n nd W P O d W P O (4.17)

για µεγάλο ακέραιο n.  

   Το συµπέρασµα της προηγούµενης µελέτης είναι ότι η χρήση µέσων τιµών 

βελτιώνει την απόδοση της συµπίεσης. Το γεγονός όµως αυτό επιφέρει κάποιες 

αναγκαίες αλλαγές στην αποκωδικοποίηση. Σε κάθε επαναλήψη, αντί να 

προστίθεται η τιµή της φωτεινότητας ο στην εκάστοτε περιοχή, αυτή πρέπει να 

υπολογιστεί πρώτα ως διαφορά µεταξύ της επιθυµητής τιµής της έντασης και 

της έντασης της περιοχής

≤  

εφαρµοστεί ο συστολικός µετασχηµατισµός sD o+ 1 . Αν και η υπολογιστική 

ολυπλοκότητα αυξάνεται, άλλαγµα είναι ο ιθµός 

επαναλήψεων.  

   Τα εράσµατα κ οθέσεις γ πίεσης η 

τη τιµή ως υτή µε τη φωτεινότητα έρχο  

επιβεβαιώσουν δύο  αποτελε ν αποκωδικοποίησης  

συµ fractal α  (πίνακε και 4 πρώτος ά 

αλγ που διακρι  φωτεινό νώ ο δε η µέση 
Πίνα οτελέσµατα σ  τον απλό fr ριθµο. Η ην ετικεφα κή 
εικόν  στη διαφορ οκωδικοποιη νας και τη ος συµπί ς, 
η 2η τιστοιχεί στην της αποκωδ  εικόν όριο του ού 
µετασχ µού και η 3η στ όσταση µετ ωδικο  στη σα 
επανάλη ι αυτής στην προ

π το αντ µικρότερος αρ

 συµπ αι οι υπ ια την υπεροχή της συµ  µε βάσ

µέση προς α βάση νται να

πίνακες σµάτω για το

βατικό λγόριθµο ς 4.1 .2). Ο  αφορ

όριθµο τοποιεί τη τητα ε ύτερος τ τιµή. 
κας 4.1: Απ ύγκλισης για actal αλγό στήλη µε τ λίδα Αρχι
α αντιστοιχεί
σ

ά µεταξύ απ µένης εικό ς αρχικής πρ εση εικόνα
τήλη αν
ηµατισ

 απόσταση 
ήλη στην απ

ικοποιηµένης
αξύ της αποκ

ας από το 
ποιηµένης εικόνας

 συστολικ
ν τρέχου

ψη κα ηγούµενη. 
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Ευκλείδια 
απόσταση 

lden Hill Lena Go

Αριθµ
Επανα

ύµενηός 
λ. 

Αρχική 
εικόνα 

Όριο 
Μετ/σµού 

Προηγούµενη Αρχική 
εικόνα 

Όριο 
Μετ/σµού 

Προηγο

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 

3.370425 
3.370346 
3.370448 
3.370388 
3.370394 
3.370394 

.042791 

.031433 

.015747 

.005167 

.000000 

.000000 

.034499 

.029035 

.027204 

.014875 

.005167 

.000000 

8.794332 

4.164252 
4.164183 
4.164124 
4.164116 
4.164091 
4.164091

 
.042702 
.031128 
.021036 
.011220 
.000000 
.000000 

547 
880 

958 
426 
217 
18 
93 
07 
90 
23 
52 
08 
36 

.085314 
56 
18 

.046013 

.040217 

.029232 

.022944 

.017794 

.011220 

.000000 

48.016402 
33.164421 
17.771090 
7.801571 
4.604374 
3.792194 
3.528083 
3.432070 
3.395904 
3.381499 
3.375080 
3.372592 
3.371729 
3.371436 
3.371220 
3.371217 

47.803839 
32.869468 
17.348753 
6.959135 
3.074657 
1.708593 
1.050378 
0.735213 
0.564582 
0.436850 
.338697 
.263274 
.207675 
.164863 
.133857 
.109148 

 
50.160133 
31.199474 
14.851330 
5.086840 
1.685629 
.860085 
.613695 
.463661 
.357641 
.275903 
.213079 
.161815 
.126290 
.096240 
.077488 

49.891805
31.820888
17.035684

5.859413 
4.797178 
4.398248 
4.250532 
4.197342 
4.177849 
4.170598 
4.167727 
4.166111 
4.164938 
4.164147 
4.164061 

49.595791 
31.390948 
16.403380 
7.672172 
4.059589 
2.340094 
1.401360 
.894098 
.652312 
.499110 
.382284 
.293353 
.225981 
.177777 
.138837 
.109532 

 
46.880
27.298
12.666736 
4.579
1.911
1.071
.7368
.5537
.4184
.3208
.2451
.1870
.1395
.1110

3.371045 
3.370769 
3.370539 

.089525 

.071443 

.054966 

.062439 

.053950 

.045638 

4.163969 
4.164169 
4.164149 

.090394 

.074552 

.058659

.0618

.0511

  

 

 

 

Ευκλείδια 
απόσταση 

Lena Golden Hill 

Αριθµός 
Επαναλ. 

Αρχική 
εικόνα 

Όριο 
Μετ/σµού 

Προηγούµενη Αρχική 
εικόνα 

Όριο 
Μετ/σµού 

Προηγούµενη

Πίνακας 4.2: Αριθµός επαναλήψεων και σύγκλιση µε χρήση των µέσων τιµών των εικόνων που δηµιουργεί ο 
µετασχηµατισµός τύπου affine (attractors) κατά την αποκωδικοποίηση. 
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0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 

48.016402 
9.313221 
4.433032 
3.421712 
3.375076 
3.371716 
3.370957 
3.371010 
3.370927 
3.371030 
3.370755 
3.370579 
3.370724 
3.370605 
3.370511 
3.370626 
3.370577 
3.370583 

 

47.803839 
8.481671 
2.822330 
.632966 
.287388 
.196568 
.147354 
.112741 
.090436 
.071309 
.053667 
.045721 
.037263 
.027896 
022183 
.012040 
.005167 
.000000 

 

 
47.236881 
8.275642 
2.705847 
.607858 
.279768 
.189715 
.146341 
.114053 
.091422 
.070799 
.059594 
.050631 
.043057 
.033885 
.025240 
.013102 
.005167 

49.891805
10.382104
5.389032 
4.215694 
4.167173 
4.164997 
4.164862 
4.164570 
4.164164 
4.164281 
4.164249 
4.164221 
4.164218 
4.164164 
4.164135 
4.164101 
4.164073

49.595829 
9.210134 
3.298798 
.716302 
.303169 
.205654 
.155883 
.119827 
.095484 
.075240 
.059786 
.045184 
.032973 
.024316 
.018113 
.008286 
.000000 

 
48.919721 
8.790541 
3.168183 
.692886 
.300229 
.202476 
.151943 
.115118 
.090310 
.073418 
.058561 
.044495 
.033716 
.026851 
.019137 
.008286 

 

   Συγκρίνοντας τον πίνακα 4.2 µε τον πίνακα 4.1, παρατηρούµε ότι η ποιότητα 

ενός αποκωδικοποιητή µέσων τιµών στην 4η επανάληψη είναι η ίδια τόσο 

οπτικά όσο και αριθµητικά µε αυτή ενός αποκωδικοποιητή διόρθωσης 

φωτεινότητας στην 10η επανάληψη.  

αλλά

ρησιµοποιούνται πάντα οι µέσες τιµές των περιοχών της αρχικής εικόνας, 

τότε δε µπορεί να γίνει λόγος για σύγκλιση. Παρόλα αυτά το αποτέλεσµα είναι 

αι την αρχική εικόνα- όπως δείχνει ο πίνακας 4.3. 

   Αν η µέση τιµή δεν υπολογίζεται σε κάθε επανάληψη,  

χ

πάντα καλύτερο -κάπου ανάµεσα στο όριο του µετασχηµατισµού τύπου affine 

κ

 

 
Πίνακας 4.3: Αριθµός επαναλήψεων και σύγκλιση µε τη χρήση των µέσων τιµών έντασης των αρχικών εικόνων  

Ευκλείδια 
απόσταση 

Lena Golden Hill 

Αριθµός 
Επαναλ. 

Αρχική 
εικόνα 

Προηγούµενη Αρχική 
εικόνα 

Προηγούµενη 
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0 
1 
2 

48.016402 
11.496596 
6.815158 

 
46.617727 
10.079661 

49.891805  

3 

12 
… 
99 
100 

3.749522 

3.361653 
 

3.360668 
3.361808 

5.157243 

58 

.414003 
 

.396114 

.400400 

12.037807
7.849318 
4.728427 
4.209134 
4.157121 

4.150401 
 

4.152402 
4.152022

48.404100 
9.611075 
5.564765 
1.919773 
.786823 

.411605 
 

.409602 

.409803 

4 
5 

3.396842 
3.364696 

1.508483 
.6821

6 
7 
8 
9 
10 
11 

3.361183 
3.362913 
3.362926 
3.361212 
3.361645 
3.361931 

.533536 

.486842 

.461244 

.441506 

.430198 

.419995 

4.152344 
4.151988 
4.151451 
4.150711 
4.151849 
4.153813 

.557941 

.497280 

.465315 

.446070 

.428095 

.414541 

 

 

4.1.2 Πίνακες ∆ιακριτοποίησης 

   Οι µέσες τιµές εξαρτώνται από τη διαµέριση της εικόνας . Μία χρήσιµη 

τεχνική που χρησιµοποιείται στις απωλεστικές µεθόδους συµπίεσης, η οποία 

µειώνει το µέγεθος των δεδοµένων που καταλαµβάνουν οι µέσες τιµές 

διατηρώντας παράλληλα την καλή οπτική ποιότητα της εικόνας, είναι η 

 µέσων τιµών). Οι 

έρευνες έχουν δείξει ότι το ανθρώπινο µάτι είναι πιο ευαίσθητο στις αλλαγές 

ε µεγαλη 

ιακύµανση στην υφή. 

ποµένως  οι µέσες διαφορές διακριτοποιούνται µε τέτοιο τρόπο ώστε οι 

 

διακριτοποίηση της µέσης διαφοράς (διαφοράς µεταξύ

της φωτεινότητας σε λείες οµογενείς περιοχές, παρά σε περιοχές µ

δ

   Ε

µικρές διαφορές να είναι πιο ακριβείς από τις µεγαλύτερες. 

   Οι πίνακες 4.4 και 4.5 αποτελούν δύο από τους πιο διαδεδοµένους πίνακες 

διακριτοποίησης που χρησιµοποιούνται στις εφαρµογές. Καλούνται πίνακας 

υψηλής και πίνακας χαµηλής διακριτοποίησης αντίστοιχα (fine quantization table και 

coarse quantization table). 

 
Πίνακας 4.4: Πίνακας υψηλής διακριτοποίησης. Οι στήλες µε την έντονη γραµµατοσειρά αντιστοιχούν 
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στις αντιπροσωπευτικές τιµές στις οποίες διακριτοποιούνται οι µέσες διαφορές της στήλης µε κανονική 
γραµµατοσειρά. 
αντιπροσωπευτικό τιµές αντιπροσωπευτικό τιµές 

0 
1 

0 
1 

2 
3 
6 
9 
12 
15 

5k, k=4,…, 50 
255 

 

2 
3, 4 

5, 6, 7 
8, 9, 10 

11, 12, 13 
14, 15, 16, 17 
5k-2,…, 5k+2 
253, 254, 255 

 

 
-1 
-2 
-3 
-6 
-9 
-12 
-15 

-5k, k=4,…, 50 
-255 

 
-1 
-2 

-3, -4 
-5, -6, -7 
-8, -9, -10 

-11, -12, -13 
-14, -15, -16, -17 
-5k+2,…, -5k-2 
-253, -254, -255 

 
 
Πίνακας 4.5: Πίνακας χαµηλής διακριτοποίησης 

αντιπροσωπευτικό τιµές αντιπροσωπευτικό τιµές 
0 
1 

7 
10 

5
 

37+7k, k=0, 1, 

74+9k, k=0, 1, 

121+11k, k
2, 3

180+15k, k=0, 1, 
2,

240 

0 
1,2 

9, 10,11, 12 
2,…, 5k+2 

 
34+7k, 

 

1

233, 234,…,255 

 
-1 

-7 
-10 

-5k, k=3, 4, 5, 6 
 

 

=0, 1, 
 

 

 
-1,-2 

-3, -4, -5 
-6, -7, -8 

-9, -10,-11, -12 
-5k+2,…,-5k-2 

 
-34-7k, -35-7k,…, 

 

-116-11k, -117-
11k,…,-126-11k 

 

 

-233, -234,…,-255

4 3, 4, 5 
6, 7, 8 

-4 

k, k=3, 4, 5, 6 5k-

2, 3, 4 
 

35+7k,…,40+7k 
-37-7k, k=0, 1, 

2, 3, 4 -40-7k 

2, 3, 4 
 

=0, 1, 
, 4 

70+9k, 
7 +9k,…,78+9k 

 
116+11k, 

117+11k,…,126+11k

-74-9k, k=0, 1, 
2, 3, 4 

 
-121-11k, k

2, 3, 4

-70-9k, -71-9k,…, 
-78-9k 

 

 

 3 
 

 
173+15k, 174+15k, 

…,187+15k 
 

 
-180-15k, k=0, 1, 

2, 3 
 

-240

-173-15k, -174-
15k, …,-187-15k

 

 

   Ο πρ  τιµές διαφορών σε 111 ανιπροσωπευτικούς  

αρι ε

τιµών 

βελτίω στατιστικές 

ώτος αντιστοιχεί 511 µέσες

θµούς, νώ ο δεύτερος µειώνει τον αριθµό αυτών των αντιπροσωπευτικών 

στις 57. Οι πίνακες 4.6 και 4.7 που ακολουθούν αποδεικνύουν ότι η 

ση στα αριθµητικά αποτελέσµατα είναι εµφανής. Από τις 

 100



που παρουσιάζουν καθώς και από οπτικά πειράµατα συνάγεται ότι σε 

περιπτώσεις απωλεστικής συµπίεσης πρέπει να χρησιµοποιείται ένα είδος 

ίνακα διακριτοποίησης. Όταν το ζητούµενο είναι ο υψηλός βαθµός 

άλληλος. 
Πίνακας 4.6: Σύγκριση της ς της συµπίεσης για την εικόνα της Lena για µο που 
αιρεί την εικόνα σε range Το λ συµβολίζει το βαθµό παραµό rate).   
Χω ιτοποί ψηλή ποί µηλή 

π

συµπίεσης, ο πίνακας χαµηλής διακριτοποίησης είναι ο πλέον κατ
 απόδοση
περιοχές 4*4 pixels. 

 ένα fractal αλγόριθ
ρφωσης (distortion δι

ρίς διακρ ηση Υ  διακριτο ηση Χα διακριτοποίηση
λ PSNR b λ bpppp PSNR bpp λ PSNR  
8 
15
33
112

03 
52 
63 
85 

1.1
1.0
0.8
0.6

5 
9 
18 
51 

1.1
0.9
0.8
0.6

4 
8 
16 
42 

3
3
3
3

 36.
37. 983 37.21 801 7.08 1.2137

027 36.97 916 6.86 0.9960
 35. 063 36.51 080 6.45 0.8044
 33. 008 35.44 029 5.55 0.6025

 
ίνακ ριση της α ς συµπίε υ αλγο την εικόνα l. 

Χω ιτοποίη ψηλή ποίη αµηλή διακριτοποίηση
Π ας 4.7: Σύγκ πόδοσης τη σης του ίδιο ρίθµου για Golden Hil

ρίς διακρ ση Υ διακριτο ση Χ
λ PSNR b λ b λ PSNR bpp pp PSNR pp 

17
27

06 
51 

33.53 
32.23 

1.3
1.2
1.0022
0.8004 

8 
17 
33 
61 

34.37 
33.34

1.3
1.2
1.0017
0.8024

6 
15 
30 
57 

3
3
34.37 
33.41 

1.0053
0.8011

 
 

35.
34.

596 
043

35.32 
35.02 

450
031

5.21 
4.9  

1.3514
1.2088 

 
7

48 
86 

    

   Ανακεφαλαιώνοντας, σε ένα απωλεστικό fractal σύστηµα συµπίεσης, οι µέσες 

τιµές πρέπει να προτιµώνται από τη διόρθωση φωτεινότητας και πρέπει να 

συµπιέζονται υπό τη µορφή διακριτοποιηµένων διαφορών.   

 

4.2 ∆ιακριτοποίηση της αντίθεσης 

   Όπως είναι γνωστό από το θεώρηµα του Barnsley, το σφάλµα 

αποκωδικοποίησης είναι φραγµένο από το σφάλµα προσέγγισης (collage error) 

κατά ένα παράγοντα ίσο µε 1/(1-s). Ως συνέπεια, για τιµές της αντίθεσης που 

είναι κοντά στη µονάδα πρέπει να ληφθεί υπόψην ότι το σφάλµα µπορεί να 

δικοποίηση µίας 

λάβει πολύ µεγάλες τιµές (penalty values). Πριν ασχοληθούµε µε το πρόβληµα 

αυτό πρέπει να απαντήσουµε στο ερώτηµα που αφορά τα δυαδικά φηφία που 

δεσµεύουµε για την αποθήκευση των διακριτών τιµών της αντίθεσης. Ο πιο 

απλός τρόπος για τη µελέτη του προβλήµατος είναι η αποκω

 101



εικόνας µε τη χρήση διαφορετικών µεταξύ τους τιµών αντίθεσης, µε µικρή 

όµως απόκλιση από τιµή σε τιµή. Ο παρακάτω πίνακας περιέχει τα σφάλµατα 

αποκωδικοποίησης µιας εικόνας που συµπιέστηκε χρησιµοποιώντας  σταθερή 

e

τιµή για την αντίθεση και ίση µε 0.75 και αποσυµπιέστηκε µε τη χρήση 

µεταβλητών τιµών αντίθεσης σε ένα PIFS που χρησιµοποιεί µέσες τιµές 

έντασης του γκρι. 
Πίνακας 4.8: Αποσυµπίεση εικόνας που έχει συµπιεστεί µε s=3/4 µε µεταβλητές τιµές αντίθεσης. 

 Lena Gold n Hill 
s Rms σφάλµα PSNR Rms σφάλµα PSNR 

1/4 
1/2 

11/16 

 

5/4 

8.7213 
5.7074 

3.3
3.3
3.3
3.4
4.0
6.3
9.3508 

29.32 
33.00 

36.83 
31
48 

37.60 
37.62 
37.58 
37.28 
35.93 
32.12 
28.71 

9.4793 
6.5354 

4.15
4.13
4.13
4.24
4.83
7.30
10.9888 

28.60 
31.83 

35.77 
35.81 
35.79 
35.57 
34.44 
30.86 
27.31 

5/8 4.2454 35.57 5.0604 34.05 

23/32 
47/64
3/4 

49/64 
25/32 
13/16 
7/8 
1 

3.6726 
3.4738 
3.4

37.
37.071 

611 
546 
694 
867 
761 
184 

 
4.4779 
4.2726 
4.20

35.11 
35.52 
35.66 17 

19 
17 
93 
79 
83 
14 

 

   Τα δεδοµένα του πίνακα καθιστούν φανερό ότι δεν υπάρχει λόγος να 

επιλέγονται τιµές αντίθεσης που απέχουν µεταξύ τους βήµα µικρότερο του 

1/32. Αυτό που φαίνεται αρχικά περίεργο είναι ότι η βέλτιστη τιµή της 

αντίθεσης για την αποκωδικοποίηση δεν είναι η ίδια µε αυτή που 

χρησιµοποιήθηκε κατά τη συµπίεση αλλά µία ελαφρώς µεγαλύτερη.(Ο πίνακας 

δείχνει ότι για την εικόνα της Lena που συµπιέστηκε µε s=0.75 η βέλτιστη 

τιµή αποκωδικοποίησης είναι η s=49/64. Το φαινόµενο δεν οφείλεται σε 

αλληλοαναιρούνται µερικώς,  µε αποτέλεσµα η ολική εικόνα να φαινεται καλύτερη, 

γεγονός που φαίνεται να έρχεται σε αντίθεση µε το θεώρηµα Collage. 

κάποιο σφάλµα στρογγυλοποίησης κατά την εφαρµογή της µεθόδου, αλλά στο 

γεγονός ότι το µοντέλο PIFS έχει την ιδιότητα να κάνει πιο οµοιόµορφη την εικόνα. 

Αυξάνοντας ελαφρώς την αντίθεση, τα επιπλέον σφάλµατα από περιοχή σε περιοχή 
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   Την ιδιότητα όµως αυτή της αντίθεση  επιβεβαιώνει και το σχήµα 4.4: µία 

µικρη τιµή αντίθεσης εξοµαλύνει την εικόνα ενώ µεγάλη τονίζει την υφή. 

ς

 η 

 

 
Σχ.4.4: Η εικόνα της Lena συµπιε µένη µε s=3/4 και αποσυµπιεσµένη µε µεταβλητές τιµές αντίθεσης. 

 
σ  
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Σχ.4.4(συνέχεια): Η εικόνα της Lena συµπιεσµένη µε s=3/4 και αποσυµπιεσµένη µε µεταβλητές τιµές 
αντίθεσης. 
 

Παρατηρούµε ότι οι δύο τελευταίες τιµές της αντίθεσης στο παραπάνω 

παράδειγµά υπερβαίνουν την µονάδα, γεγονός που θέτει σε κίνδυνο τη 

σύγκλιση της διαδικασίας. Η µέση τιµή όµως της έντασης της τύπου R 

περιοχής διασφαλίζει το γεγονός ότι η αποκωδικοποιηµένη εικόνα δε θα 

απέχει σηµαντικά από την

   

 αρχική. Αυτό είναι και το κυριότερο πλεονέκτηµα 

 

της χρήσης της µέσης τιµής αντί του όρου της φωτεινότητας. Στην 

πραγµατικότητα, στην περίπτωση αυτή, το σφάλµα που οφείλεται σε µία 

µεγάλη τιµή αντίθεσης µπορεί να αγνοηθεί. 
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4.2.1 ∆ιακριτές τιµές αντίθεσης 

   Έστω ότι συµπιέζονται δύο εικόνες, αυτή της Lena και της Plava Laguna, 

. Παρατηρούµε ότι η αντίθεση παίρνει διάφορες τιµές.  

χρησιµοποιώντας τις βέλτιστες τιµές αντίθεσης για κάθε fractal κώδικα. Τα 

ακόλουθα ιστογράµµατα εµφανίζουν την διασπορά των τιµών αντίθεσης και για 

τις δύο εικόνες

 

 
Σχ.4.5: Ιστόγραµµα της διασποράς της αντίθεσης για την εικόνα της Lena 

 
Σχ.4.6: Ιστόγραµµα της διασποράς της αντίθεσης για τις εικόνες Golden Hill και Plava Laguna. 

 

    

 105



   Συγκρίνοντας µία εικόνα που έχει συµπιεστεί και αποσυµπιεστεί µε 

µεταβλητές τιµές αντίθεσης µε την ίδια εικόνα, όταν αυτή έχει υποστεί την ίδια 

επεξεργασία µε µία µόνο σταθερή τιµ τίθεσης, παρατηρούµε ότι δεν 

υπάρχει οπτική διαφορά όπως δε νει το σχήµα 4.7. Στην πραγµατικότητα, οι 

επιπρόσθετες τιµές παράγουν πιο ακριβή τοπική αντίθεση µέσα στην εικόνα 

χωρίς όµως να αλλάζουν την υφή. Καθώς το ανθρώπιν

ή αν

ίχ

ο µάτι είναι ιδιαίτερα 

ευαίσθητο στα γεωµετρικά σχήµατα και την υφή, συµπεραίνουµε τι η 

δέσµευση ψηφίων για την αποθήκευση διακριτών τιµων αντίθεση έχει 

σηµαντική αξία. Κατά συνέπεια δεν υπάρχει λόγος για τη χρήση περισσότερων 

από µερικές σταθερές τιµές. 

ό

ς 

 

 
Σχ.4.7: Μεταβλητή τιµή αντίθεσης σε σχέση µε σταθερή τιµή αντίθεσης. 
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Σχ.4.8: Η επιλογή της αντίθεσης. 

 

   Συνοπτικά όλες οι παραπάνω στατιστικές παρατηρήσεις περιλαµβάνονται 

το σχήµα 4.8: 

1. Οι ευθείες γραµµές αντιπροσωπεύουν τις βέλτιστες fractal 

αναπαραστάσεις. Η εικόνα έχει συµπιεστεί και αποσυµπιεστεί 

χρησιµοποιώντας µεταβλητές τιµές αντίθεσης. 

2. Οι καµπύλες που µοιάζουν µε παραβολές και οι οποίες 

ελαχιστοποιούνται στο s=3/4, είναι οι fractal αναπαραστάσεις που 

αντιστοιχούν σε συµπίεση µε σταθερή τιµή αντίθεσης ίση µε 3/4 και 

αποσυµπιεστεί µε τη χρήση ενός µικρού συνόλου διαφορετικών 

σταθερών τιµών αντίθεσης. 

3. Οι ακολουθίες από µικρούς ρόµβους αντιστοιχούν σε fractal 

αναπαραστάσεις που έχουν δηµιουργηθεί µε συµπίεση µε σταθερές 

ών, α  ψηλότερα 

αν  στην ε lden λ

 

σ

τιµές αντίθεσης και αποσυµπίεση µε τις ίδιες αυτές τιµές.     

Και για τα τρία λληλω ζεύγη παρά

ικόνα Go

ν καµπυλ

 Hill ενώ η χαµη

υτή που βρίσκεται

ότερη στη Lena.  τιστοιχεί

 107



Πίνακας 4.9: ∆ιαφορά µεταξύ άλµατος αποκωδικοποίησης και σφάλµατος προσέγγισης. 

Rms 
σφάλµα Lena Golden Hill 

 σφ

s Σφάλµα 
ς 

µα 
αποκωδ. ∆ιαφορά Σφάλµα 

προσέγγιση
Σφάλµα
αποκωδπροσέγγιση

Σφάλ
ς

 ∆ιαφορά. 
1/2 
9/16 
5/8 

11/16 
3/4 

13/16 
7/8 

15/16 
1 
όλες 

3.5329 
3.3587 

 
3.1542 
3.0988 

 
3.0554 
3.0580 
2.6335 

 

684 

348 
624 
611 
000 
698 
685 

3.2790 
2.9082 

 

0.4877 
0.3551 
0.2761 
0.2255 
0.2069 
0.2012 
0.2049 
0.2131 
0.2210 
0.2747 

4.4683 
4.2471 
4.0892 
3.9739 
3.8897 
3.8328 
3.7954 
3.7764 
3.7627 
3.3103 

5.0345
4.6626 
4.4093
4.2526
4.1519
4.0982
4.0715
4.0704
4.0665 
3.6471 

 

0.5662 
0.4155 
0.3201 
0.2787 
0.2622 
0.2654 
0.2761 
0.2940 
0.3038 
0.3368 

3.7807 

3.2369

3.0649

4.2
3.8880 
3.6
3.4
3.3
3.3
3.2
3.2

 

 
 
 
 
 
 

   

   Αν για λόγους εξοικονόµησης θέσεων στη µνήµη πρέπει να χρησιµοποιηθεί 

µία µόνο σταθερή τιµή αντίθεσης ποια πρέπει να επιλεχθεί; Υπάρχει και ένας 

πρόσθετος παράγοντας που δεν πρέπει να αγνοηθεί η διαφορά ανάµεσα στο 

συµπίεση) και το µα αποκωδικοποίησης (που όπως έχει προαναφε ί 

αντιπροσωπεύει την πραγµατική διαφορά µεταξύ αποσυµπιεσµένης και 

είναι, τόσο καλύτερα συγκλίνει ο fractal αλγόριθµος. Στην πραγµατικότητα, 

αυτός είναι και ο 

 : 

σφάλµα collage (που όπως είναι γνωστό είναι το σφάλµα προσέγγισης κατά τη 

 σφάλ  ρθε

αρχικής εικόνας). Αυτή η διαφορά εικονίζεται στον πίνακα 4.9. Όσο µικρότερη 

λόγος που επιλέχθηκε η τιµή s=3/4 στην παραπάνω 

συζήτηση 

   Ολοκληρώνοντας

συστολικού µετασχηµατισµού, θα αναφέρουµε και µία άλλη µέθοδο που 

διακριτοπο  ή τύπου R 

περιοχών 

 

για την αντίθεση.   

 τη µελέτη της διακριτοποίησης των παραµέτρων του 

ιεί ταυτόχρονα την αντίθεση και τη µέση τιµ  των 

της εικόνας, που προτάθηκε από τους Tong και Pi2. 
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4.3 Βέλ

fractal παρα

, 

και

 αυτή

δυσκολεύει την προσπάθεια δέσµευσης ενός βέλτιστου αριθµού ψηφίων για τη 

 µ

οδο

ύ ις

τιστη δέσµευση ψηφίων για τη διακριτοποίηση των 

µέτρων 

   Από τη σχέση (4.1) που µας δίνει τη φωτεινότητα αναµένεται ότι θα υπάρχει 

µεγάλη συσχέτιση (αρνητική) µεταξύ φωτεινότητας  αντίθεσης, πράγµα που 

επιβεβαιώνουν και τα αποτελέσµατα του πίνακα 4.10. Η συσχέτιση  

φωτεινότητα και την αντίθεση µε αποτέλεσ α πολλοί ερευνητές να 

καταφεύγουν στη µέθ  της δοκιµής (και του σφάλµατος).  

 
Πίνακας 4.10: Συσχετίσεις µεταξύ αντίθεσης, φωτεινότητας και µέσης τιµής για διάφορες εικόνες. 

Εικόνες Συσχετίσεις µεταξ  
αντίθεσης και φωτεινότητας

Συσχετίσε  µεταξύ αντίθεσης και 
µέσης τιµής περιοχών τύπου R 

Lena -0.9595 0.0008 
Κυρία -0.8725 0.0321 

Καµεραµάν -0.8093 0.0069 
Μπαµπουίνος -0.9721 -0.0029 
Παλιό Σπίτι -0.9696 0.0023 
Σχέδιο -0.9045 0.1091 

 

   Αν παρατηρήσουµε όµως τη συσχέτιση µεταξύ της µέσης τιµής και της 

αντίθεσης όπως αυτή εικονίζεται στην 3η στήλη του α 4.10, για διάφορες 

χαρακτηριστικές δοκιµαστικές εικόνες, µε ότι τα δύο αυτά µεγέθη 

ικά ασυσχέτιστα ή τουλάχιστον παρουσιάζουν συσχέτιση έως και 3 

τάξεις µικρότερη αυτής µεταξύ αντίθεσης και φωτεινότητας. Λαµβάνοντας 

υπόψη την παραπάνω παρατήρηση καθώς και τη µορφή που έχει το συνολικό 

µέσο τετραγωνικό σφάλµα οι συγγραφείς πρότειναν την παρακάτω µέθοδο 

 τις περισσότερες εικόνες, οι µέσες τιµές έντασης των τύπου R περιοχών 

έχουν µια οµοιόµορφη κατανοµή και εποµένως πρέπει και να έχουν µία 

οµοιόµορφη διακριτοποίηση  της 

 πίνακ

διαπιστώνου

είναι πρακτ

ταυτόχρονης διακριτοποίησης.  

   Για

 (όπως συνήθως γίνεται για τη συνιστώσα
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φωτεινότητας). Αν χρησιµοποιηθεί η συνήθης µέθοδος διακριτοποίησης 

Lloyd-Max5-6 το σφάλµα διακριτοποίησης rE  δίνεται απ  τον τύπό ο:  

 
(4.18)1

2

212 2
r

r b

dE =
×

 

όπου max( ) min( )rd r r= − , είναι το δυναµικό εύρος των µέσων τιµών των 

range περιοχών και b1 ο αριθµός των δυαδικών ψηφίων που έχουν δεσµευθεί 

για τη διακριτοποίηση τους.  

   Η διακριτοποίηση της αντίθσεσης  είναι πιο πολύπλοκη. Από την (4.10) 

συµπεραίνουµε ότι η βέλτιστη διακριτοποίηση για την αντίθεση εξαρτάτ

την τυπική απόκλιση των τιµών της έντασης της βέλτιστης περιοχής τύπου D. 

 µε πολύ µικρή δηλαδή διασπορά, η αντίθεση 

δεν παίζει σηµαντικό ρόλο κατά την αποκωδικοποίηση: 

αι από 

Αυτό εξάλλου επιβεβαιώνεται και από το γεγονός ότι στην περίπτωση 

οµοιόµορφης περιοχής τύπου D

( )i jR s D d r= − +1 1   

αλλά καθώς D d≈ 1 , τότε jR r≈ 1και εποµένως η διακριτή της τιµή µπορεί να 

ευση σταθερού αριθµού ψηφίων για τη διακριτοποίηση της 

 µελέτες ότι οι µη αρνητικές 

τιµές της αντίθεσης κατανέµονται οµοιόµορφα εκτός µιας πολύ υψηλής 

κορυφής στο µέγιστο της τιµής της που οφείλεται σε ψαλιδισµό Την 

αξιοπιστία της παραπάνω πρότασης έρχεται να επιβεβαιώσει και η κατ

των τιµών της αντίθεσης για την εικόνα της Lena (σχ.4.9). 

απέχει περισσότερο από τη θεωρητική. Μια τέτοια όµως προσαρµοστική 

µέθοδος διακριτοποίησης που θα εξαρτάται από την κατανοµή των διασπορών 

των τύπου D περιοχών µιας εικόνας είναι εξαιρετικά επίπονη στην εφαρµογή 

της. Για το λόγο αυτό οι συγγραφείς όπως και οι περισότεροι ερευνητές, 

προτείνουν τη δέσµ

αντίθεσης. 

   Έχει αποδειχθεί µετά από πολλές πειραµατικές

. 

ανοµή 
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Σχ.4.9: Η κατανοµ  των µη αρνητικών βέλτιστων τιµών της αντίθεσης για την εικόνα της Lena. 

 

   Η συνήθης διακριτοποίηση Lloyd-Max για την αντίθεση είναι και αυτή µία 

οµοιόµορφη 

ή

διακριτοποίηση δηλαδή η διαφορά µεταξύ δύο συνεχόµενων 

ιακριτών τιµών είναι ίση µε 22 b−  δ όπου b2 ο αριθµός των δυαδικών ψηφίων που 

εσµεύθηκαν για την αναπαράσταση της αντίθεσης. Η κορυφή όµως στο s=1 

ηµαίνει ότι για το τελευταίο διάστηµα (το διάστηµα δηλαδή µεταξύ των δύο 

ελευταίων διακριτών τιµών που συµβολίζεται µε 

δ

σ

τ 2
1[ , ], 2b

l ls t t l+∈ = ), έχουµε 

E s s t t += ∈ = . Σύµφωνα µε την παραπάνω παρατήρηση, η 

ιακριτοποίηση της αντίθεσης είναι µεν οµοιόµορφη αλλά µε το περιορισµό 

 στάδιο ανακατασκευής του συνόλου των τιµών της 

αίο µεταβατικό διάστηµα το σφάλµα διακριτοποίησης είναι 

περίπου µηδεν εξαιτίας της κορυφής στο s=1 Κατά συνέπεια, το αντίσ

σφάλµα διακριτοποίησης δίνεται από τη σχέση: 

1( | [ , ]) 1l l ls

δ

sl=1 για το τελευταίο

αντίθεσης. Για παράδειγµα, αν τα ψηφία που δεσµεύονται είναι δύο, τότε οι  

τέσσερεις διακριτές τιµές πρέπει να είναι {0.25,0.5,0.75,1}. 

   Στο τελευτ

. τοιχο 
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2

2 23 2

(2 1) 1
12 2 12 2

b

s b bE −
= ≈

× ×
 

 
(4.19)

   Η παραπάνω προσέγγιση θεωρείται ικανοποιητική όταν ο αριθµός των 

ψηφίων για την αντίθεση δεν είναι υπερβολικά µικρός (π.χ., µεγαλύτερος  ίσος 

του 2). 

ή

   Αντικαθιστώντας στην (4.10) τα αντίστοιχα επιµέρους σφάλµατα 

διακριτοποίησης (4.18) και (4.19) και υποθέτοντας ότι το σφάλµα 

διακριτοποίησης για την αντίθεση είναι ανεξαρτητο της τυπικής απόκλισης της 

βέλτιστης τύπου D περιοχής, βρίσκεται ότι ο µέσος όρος του σφάλµατος 

διακριτοποίησης είναι ο ακόλουθος: 

2 1

2

2 2

1 var( )
12 2 12 2

r
quant b b

dE D≈ +
× ×

 
 
(4.20)

όπου var( )D  είναι η µέση τιµή της διασποράς της βέλτιστης περιοχής τύπου 

D. 

   Για την εύρεση του βέλτιστου συνδυασµ ύ µεταξύ των b1, b2 γι

 δεσ  

 ο α την 

ταυτόχρονη αναπαράσταση της αντίθεσης και της µέσης τιµής χρησιµοποιείται 

η µέθοδος των πολλαπλασιαστών Lagrange έχοντας υπόψη ότι 1 2 totalb b b+ = , 

όπου το totalb  αντιστοιχεί στο συνολικό αριθµό ψηφίων που µεύονται για τη

διακριτοποίηση και των δύο παραµέτρων. Η εφαρµογή της µεθόδου δίνει: 

2 1

2 1

22ln 2 ( 2ln 2) rd− −  
2 2

2 2

var( )
12 2 12 2

r( )
2 2

b b

b b

D

D

d

=
× ×  

(4.21)

   Στην  ακόµη ζητήµατα τα οποία πρέπει να  

ς µπορεί να ρ εί από το

25 γκρι. 

21 va rd
⇒ =   

1 2 2log ( )
var( )

rb b
D

⇒ − =

 πράξη, υπάρχουν δύο

ξεκαθαριστούν πριν τη µελέτη του τρόπου εφαρµογής των παραπάνω 

αποτελεσµάτων στη συµπίεση. Πρώτον, για την απλοποίηση της 

αποκωδικοίησης, το δυναµικό εύρο  π οσεγγιστ ν αριθµό 

6 για εικόνες 8 δυαδικών ψηφίων αναπαράστασης της διαβάθµισης του 
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∆εύτερον, χρειάζεται να καθοριστεί ο τρόπος µε τον οποίο στρογγυλοποι

κέραιοι ώστε να αντιστοιχούνται στο πλήθος των ψηφίων που επιλέξαµε. 

Υπενθυµίζοντας τη σχέση (4.19), που περιγράφει το σφάλµα διακριτοπο

ούνται 

οι α

ίησης 

της αντίθεσης, µία πρόταση είναι η στρογγυλοποίηση του b1 στον πλησιέστερο 

ακέραιο (η οποία συµβολίζεται µε ⎡ ⎤⎢ ⎥ ). Συνεχίζοντας εποµένως, η 

αντικατάσταση από τη σχέση 1 2 totalb b b+ = , ενός από τους συντελεστές 1 2,  b b  

σε συνάρτηση µε τον άλλο, στη σχέση (4.21), έχει ως αποτέλεσµα την εύρεση 

ου αριθµού των ψηφίων αναπαράστασης κάθε παραµέτρου: τ

2

1

2 1

log ( )
var( )

2

r
total

total

d
b

Db

b b b

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥

= −

 

 
 
 
 
(4.22)

Τα αποτελεσµατα της εφαρµογής της παραπάνω τεχνικής στην εικόνα της 

φαίνονται στον πίνακα 4.11. Όσες δεσµεύσεις ψηφίων έχουν γίνει µε βάση 

 σχέση (4.22) έχουν σηµειωθεί µε αστερίσκους. Η τελευταία στήλη δίνει το 

της ανακατασκευασµένης εικόνας. Τα αποτελέσµατα συµφωνούν όπως 

 και στον πίνακα µε τις αρχικές υποθέσεις των συγγραφέων εκτός από 

 περίπτωση των δέκα ψηφίων όπου η ανάθεση δύο ψηφίων για την αντίθεση 

 πιο αποδοτική απο αυτήν των τριών που προτείνει η µέθοδος 

 αναφέραµε. Η διαφορά όµως είναι αµελητέα.  

 

 

 

 

 

 

   

Lena 

τη

PSNR 

φαίνεται

την

αποδεικνύεται

που
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Πίνα  
δεσµ ε

αριθµ ια την αντίθεση για τη µέση τιµή

κας 4.11: Οι δεσµεύσεις των ψηφίων για την 256*256 εικόνα της Lena. Οι αστερίσκοι δείχνουν τις 
εύσ ις  που έγιναν σύµφωνα µε τη σχέση (4.22).  
Συνολικός 
ός ψηφίων 

Αριθµός ψηφίων 
γ

Αριθµός ψηφίων PSNR (dB) 

8 
8 

2

8 4 
*

4 
*

29.63 
26.72 

*

3 
6*

5 
31.01 

9 
9 

2
3 

7 31.37 

9 
10 
10 
10 
10 

4 
2 
3*

4 
5 

6 
5 
8 
7*

6 
5 

31.06 
29.76 
31.46 
31.45 
31.08 
29.74 

 

   Επιπλέον πειραµατικές δοκιµές σε διαφορετικές εικόνες ενισχύουν την 

εποίθηση για την ορθότητα της παραπάνω µεθόδου, όπως φαίνεται στον 

ίνακα 4.12, στον οποίο οι αστερίσκοι συµβολίζουν και πάλι τις δεσµεύσεις 

ου έγιναν µε βάση την (4.22). Πρέπει ακόµη να σηµειωθεί ότι επειδή στις 

ερισσότερες εικόνες το τετράγωνο του δυναµικού εύρους των µέσων τιµών 

ων τύπου R περιοχών είναι µεγαλύτερο της διασποράς των τύπου D περιοχών, 

 παραπάνω µέθοδος αναθέτει συνήθως λιγότερα ψηφία για την αντίθεση 

 εποµένως σε ταχύτερη αποκωδικοποίηση).   

 

 

π

π

π

π

τ

η

(οδηγώντας
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  Πίνακας 4.12: Οι δεσµεύσεις των ψηφίων για διάφορες εικόνες. Οι αστερίσκοι δείχνουν και πάλι τις 
δεσµεύσεις  που έγιναν σύµφωνα µε τη σχέση (4.22). 

Εικόνες 
Συνολικός 
αριθµός 
ψηφίων 

Αριθµός 
ψηφίων για την 
αντίθεση 

Αριθµός ψηφίων 
για τη µέση τιµή PSNR 

(dB) 

Κυρία 
8 
8 
8 

2*

3 
4 

6*

5 
4 

36.32 
33.14 
28.17 

Καµεραµάν 
8 
8 
8 

2*

3 
4 

6*

5 
4 

28.65 
28.07 
26.27 

Γυναίκα 
8 
8 
8 

2*

3 
4 

6*

5 
4 

30.37 
29.16 
28.29 

Σχέδιο 8 3 5 33.03 
8 

8 

2*

4 

6*

4 

36.08 

28.29 
  

 

4.4 Ο µετασχηµατισµός των τετραγωνικών περιοχών  

      Όπως είναι γνωστό, η ουσία της συµπίεσης µε βάση τη θεωρία των fractal 

ίναι η εύρεση ενός συστολικού µετασχηµατισµού Τ για την κωδικοποίηση 

ίας εικόνας f, το όριο g του οποίου (g=Τg) θα αποτελεί και την πιθανή 

αλύτερη προσέγγιση της f. Στο θεώρηµα του Barsnley που προαναφέρθηκε, 

ι του 

η µεταξύ 

 

ε

µ

κ

επισηµαίνεται ότι η ελαχιστοποίηση της απόστασης µεταξύ της f κα

συστολικού µετασχηµατισµού της Τf, ελαχιστοποιεί και την απόστασ

του ορίου g του µετασχηµατισµού και της εικόνας f. Όταν όµως επιλέγουµε το 

µετασχηµατισµό Τ που θα χρησιµοποιήσουµε πρέπει να έχουµε υπ’ όψη τους 

εξής περιορισµούς7: 

1) Ο Τ δεν πρέπει να είναι γραµµικός καθώς στην περίπτωση αυτή το

όριο του θα ήταν η µηδενική εικόνα(µία εικόνα µε µηδενική ένταση 

όλων των εικονοστοιχείων της). 
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2) Ο Τ πρέπει να είναι δοµικά και υπολογιστικά απλ ς, ώστε να 

παρέχει µε απλό τρόπο βελτιστοποίηση του σφάλµατος, γρήγορη 

αποκωδικοποίηση και απλή ανάλ

ό

υση. 

 µετασχηµατισµός είναι τύπου affine, δηλ. 

3) Το όριό του, g, πρέπει να είναι εύρωστο ως προς τη διακριτοποίηση 

των παραµέτρων, δηλαδή η µεταβολή των παραµέτρων από τη 

θεωρητική στην πλησιέστερη διακριτή τιµή να µην επιφέρει 

σηµαντική αλλαγή στο όριο του µετασχηµατισµού. 

   Στην αρχική του προσέγγιση ο Jacquin χρησιµοποίησε για την κωδικοποίηση 

µιας περιοχής τύπου R ένα γραµµικό συνδυασµό ενός κωδικού διανύσµατος 

και ενός διανύσµατος σταθερής έντασης. Μπορεί εύκολα να αποδειχθεί ότι 

στην περίπτωση αυτή ο Tf Af b= +  

όπου ο Α είναι ένας Ν*Ν πίνακας και nb∈ℜ (Ν ο συνολικός αριθµός των 

εικονοστοιχείων της εικόνας). Στην παρούσα ενότητα περιγράφονται οι πιο 

γενικοί µετασχηµατισµοί που προτείνει η βιβλιογραφία. Για λόγους σαφήνειας 

και απλότητας θα θεωρείται ότι αφού η εικόνα είναι ένωση όλων των τύπου R 

περιοχών που την αποτελούν, οι επιδράσεις ενός οποιουδήποτε 

µετασχηµατισµού Τ πάνω στην εικόνα θα είναι οι ίδιες µε αυτές που θα έχει σε 

µία επιµέρους περιοχ . Για το λόγο αυτό, όλες ο  έννοιες που αφορούν το 

µετασχηµατισµό θα ορίζονται ε αναφορά την τύπου R περιοχή R. 

   Έστω λοιπόν τύπου R περιοχή ( ,..., )T

ή ι

µ

n1R r r=  και 
i i T
1( ,..., ) , 1,...,i n DD d d i N= =  ένα κωδικό διάνυσµα. Μία πιο γενική δατύπωση 

του προβλήµατος ελαχίστων τετραγώνων είναι η ακόλουθη: 

x x ∈ℜ

 

{ }
1

2
1

1

min ( ,..., )
m

m

n

k k m
k

r t x x
=

−∑  
 

(4.23)

 

Όπου 
1

1 1( ,..., ) ( ,..., ; ,..., )DN
k m k k mt x x t d d x x=  (4.24)

 

( ,..., )
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Εποµένως στο µοντέλο που εξετάζουµε, το τύπου R διάνυσµα κωδικοποιείται 

ως: 

1 1

1

( ,..., )

( ,..., )

m

n m

t x x

t x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#  (σε µία απεικόνιση κατά συνιστώσες). 

   Αν όλες οι συναρτήσεις tk έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους ως προς xi 

τότε µία αναγκαία συνθήκη για να ισχύει η (4.23) για το 1( ,..., )T
mx x x=  είναι: 

{ }2
n∂

1
1

( ,..., ) 0, 1,...,k k
kj

r t x x j m
x =

− = =
∂ ∑  

 

(

ισµός Τ καλείται

m
4.25)

   Ο µετασχηµατ  τύπου affine αν υπάρχει n*m πίνακας  Μ 

τέτοιος ώστε: 

1 1

1

( ,..., )

( ,..., )

m

n m

t x x
Mx

t x x

⎛ ⎞
⎜ ⎟ =⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

#  

 

 

(4.26)

 

   Μια απλή περίπτωση τέτοιου µετασχηµατισµού είναι η συµβατική µέθοδος 

κωδικοποίησης µε fractal όπου: 

n

d⎛ ⎞  

γενικής µεθόδου είναι η

χθη από τον Oien8. Αφαιρώντας το µέσο όρο 

1

1
M

d

⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

# #   

(4.27)

   Μία τροποποιηµένη έκδοση της παραπάνω  

κωδικοποίηση που εισή

1

1 ... nd d
n

+ +  από κάθε συντελεστή dk στον παραπάνω πίνακα, µπορε

του 

ποκωδικοποίηση θα είναι γρήγορη.  

   Η χρησιµοποίηση αρκετών σταθερών περιοχών Β1,Β2,...,Βp, έχει προταθεί 

από πολλούς ερευνητές. Αντιστοιχεί στον πίνακα: 

 ί να 

αποδειχθεί, ότι για µία προσεγµένη επιλογή συνόλου των τύπου D 

περιοχών, η α
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1 1
1 1

1

p

n n
pb b

⎞

⎟
⎠"  (4.28)

   Άλλες προσπάθειες αφορούσαν τη χρήση πολλών κωδικών διανυσ άτων 

για την ίδια περιοχή τύπου R, οπότε ο πίνακας Μ παίρνει τη  

i

n

d b b
M

d

⎛
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜
⎝

"
# # # #

 

 

µ

1

που ακολουθεί: 

1i

,...,
li iD D  µορφή

1 l

1 1
1 1 1

1

l
p

ii n nd d b b
⎜ ⎟
⎜ ⎟" "n n p

d d b b
M ⎜ ⎟

=

⎝ ⎠

" "
# # # # # #  

 

 

(4.29)

   Μία άλλη δυνατότητα είναι και η χρησιµοποίηση των τραγώνων

1

1n n

d d⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎟
⎟

⎝ ⎠

#  

 

 

   Όλες αυτές οι µεταβλητές στοχεύουν στην απόκτηση µίας καλύτερης 

ροσέγγισης για ένα δεδοµένο διάνυσµα τύπου R. ∆υστυχώς όµως, οι µέθοδοι 

ισης της ιδιότητας της συστολής του µετασχηµατισµού. Παρ’ όλα 

αυτά, αν ισχύει η συνθήκη γραµµικότητας (4.26), εξάγεται το ακό

 

 

⎛ ⎞

τε  των 

συνιστωσών: 
2

1 1

2

M
d d
⎜
⎜
# #

(4.30)

π

που αναφέρθηκαν εδώ υποφέρουν από τον αυξηµένο υπολογιστικό χρόνο. 

Επιπλέον, ο κώδικας για µία τύπου R περιοχή είναι πιο πολύπλοκος σε σχέση 

µε αυτόν που χρησιµοποιεί ο συµβατικός αλγόριθµος. Για την περίπτωση π.χ. 

της χρήσης αρκετών κωδικών διανυσµάτων υπάρχει και η ανάγκη της 

διασφάλ

λουθο 

αποτέλεσµα: 
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Θεώρηµα 5: 

   Το πρόβληµα ελαχιστοποίησης (4.23) έχει του άχιστον µία λύση xλ 0. Επιπλέον, αν οι 

στήλες του πίνακα Μ είναι γραµµµικά ανεξάρτητες τότε η x0 είναι µοναδική και δίνεται 

από τη σχέση: 

( ) 1

0
T Tx M M M R

−
=  (4.31)

 

   Η µη γραµµική περίπτωση δεν έχει µελετηθεί ακόµα επαρκώς. Ενδεικτικά 

αναφέρεται η προσπάθεια των Lin και Βενετσανόπουλου που χρησιµοποίησαν 

µια µέθοδο όπου m=4 και ο µετασχηµατισµός έχει τη µορφή: 

1 1 2 2 31 4 4
1( ,..., )

1k x k x k xt x x x
e + += ± +

+
 

 

(4.32)

   Τα (k1, k2) αντιπροσωπεύουν τη δισδιάστατη αναπαράσταση του k (καθώς η 

τετραγωνική περιοχή µετατρέπεται ε διάνυσµα). Με ένα σταθερό bit rate, οι 

ση. Η δυσκολία όµως που αντιµετωπίζουν είναι η επίλυση του 

ροβλήµατος των ελαχίστων τετραγώνων. 

µε ότι ο µετασχηµατισµός τύπου affine µπορεί υπό 

ορισµένες προϋποθέσεις να πάρει και τη µορφή πολυωνύµου. Ο D. Vitulano9 

για παράδειγµα, χρησιµοποιεί πολυώνυµα δεύτερης τάξης και ειδικότερα τη 

σ

συγγραφείς αναφέρουν ότι αποκτούµε µία οπτικά καλύτερη και πιο γρήγορη 

αποκωδικοποίη

π

   Τέλος αναφέρου

συνάρτηση: 

(4.33) 2( ) , 0p z az c a= + >  

 ως εκφραστή της συστολικής διαδικασίας. Στη συνέχεια τίθενται τα όρια µέσα 

στα οποία πρέπει να κινούνται οι αράµετροι της συνάρτησης ώστε  µη 

παραβιάζει η συνάρτηση τη συνθήκη της συστολικότητας.  

 Έστω L ο αριθµός διαβαθµίσεων του γκρι, δηλαδή το πεδίο τιµών της 

π να

  

έντασης είναι το [0, L]. Η  παραβολή ( )p z  επιβάλλεται να συγκλίνει στο [0,L], 

δηλαδή: 

([0, ])p L1. Το πεδίο τιµών του πρέπει να περιέχετα στο πεδίο ορ

του [0, L]. 

ι ισµού 
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2. Το πεδίο ορισµού [0, L] πρέπει να περιέχεται στο διάστηµα σύγκλισης 

του µετασχηµατισµού.  

Η 1η συνθήκη εξασφαλίζει ότι η ακολουθία που δηµιουργεί η επαναληπτική 

εφαρµογή του µετασχηµατισµού είναι καλώς ορισµένη για κάθε 0 [0, ]x L∈ . 

υτό επιβάλλει τις ακόλουθες συνθήκες: (0) [0, ]p L∈ , ( ) [0, ]p L L∈  Α και   αν

� [0, ]x L∈ , τότε αι κ � [0 ]y L . Κατά σ νέπεια οι συνθήκες για τις 

παραµέτρους 

,∈ υ

της παραβολής είναι: 

(4.34)0 c L≤ ≤  

και 

)

υς 

προς αποθήκευση, όπως και ο απλό  και η υπολογιστική του πολυπλοκ

ρίσιµη µε αυτή ενός συνηθισµένου µετασχηµατισµού τύπου affine.  

  

 

 

20 aL c L< + ≤  (4.35

   Ο µετασχηµατισµός αυτός διαθέτει µε τη σειρά του µόνο δύο παραµέτρο

ς ότητα 

είναι συγκ
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 
 Τεχνικές µείωσης της πολυπλοκότητας 

 Η συµπίεση της εικόνας µε τη µέθοδο των fractal ενώ επιτρέπει τη γρήγορη 

 µεγάλες απαιτήσεις σε χρόνο η

κωδικοποίηση. Το κοµµάτι της κωδικοποίησης που είναι το περισσότερο 

ι η αναζήτ κ  περιοχής για κάθ

τύπου R περιοχή. Ο αριθµός των πιθανών αυτών τύπου D περιοχών που 

α

είων είναι της τάξης του n3. Εποµένως πρέπει 

ο

υ D για σύγκ

υ D περιοχών για παράδειγµα των τετραγώνων 

υ θα είχαν περιορισµένο αριθµό µεγεθών και θέσεων. Αυτή η 

θεώρηση καθορίζει και το σύνολο των τύπου D περιοχών (domain poo

 είναι γραµµικός ως προς ΝD (Ο(ΝD)). Για το λόγο αυτό έχουν 

αναπτυχθεί διάφορες µέθοδοι που ελαττώνουν την πολυπλοκότητα της 

 

    
  

αποκωδικοποίηση, υποφέρει από τις για τ ν 

χρονοβόρο, είνα ηση της ατάλληλης τύπου D ε 

µπορούν θεωρητικά να είναι υποψήφιες για την προσέγγιση είναι απαγορευτικά 

µεγάλος. Για παράδειγµα, ο ριθµός των τετραγωνικών υποπεριοχών µιας 

εικόνας µεγέθους n*n εικονοστοιχ

να τεθούν κάποιοι περιορισµ ί ως προς τον καθορισµό των επιτρεπόµενων 

περιοχών τύπο ριση. Μία απλή εφαρµογή του παραπάνω γενικού 

κανόνα είναι η θεώρηση ως τύπο

εκείνων πο

l). Για 

κάθε τύπου R περιοχή, πρέπει να εξεταστεί κάθε στοιχείο του συνόλου αυτού. 

Αν ο αριθµός των στοιχείων είναι ΝD, τότε  ο χρόνος που περνά για κάθε 

αναζήτηση

κωδικοποίησης και οι οποίες θα εξεταστούν στο κεφάλαιο αυτό. Για τη 

διευκόλυνση της µελέτης, δίνονται αρχικά κάποιοι ορισµοί και επεξηγούνται 

έννοιες  σχετικές µε τις τεχνικές fractal συµπίεσης που ακολουθούν. 
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5.1 Μία µέθοδος που βασίζεται στις προβολές για τον 

υπολογισµό του σφάλµατος ελαχίστων τετραγώνων 

   Για την  της θεωρίας αυτής, γίνεται η  ότι  εικόνα 

τεµαχίζεται σε µη επικαλυπτόµενα τετράγωνα µεγέθους Ν*Ν. Αυτό δεν 

αποτελεί περιορισµό καθώς στη συνέχεια θα γίνει φανερό πώς οι  αρχές που 

περιγράφονται παρακάτω επεκτείνονται σε πιο γενικές περιπτώσεις διαίρεσης.  

   Θεωρείται ότι κάθε τύπου R περιοχή R είναι διάνυσµα 

 

 

 ανάπτυξη   υπόθεση  η

που ανήκει στο 

ι

ό ι

µ το  

 του κωδικού βιβλίου επιλέγεται και ένα µικρό σύνολο από 

διανυσµατικό χώρο Rn (R  ∈ ℜ ), όπου n=Ν*Ν. Όπως αναφέρθηκε και σε 

προηγούµενο κεφάλαιο η µετατροπή µιας τετράγωνης υποπεριοχής εικόνας 

πλευράς Ν σε διάνυσµα µεγέθους Ν

n

2 µπορεί να επιτευχθεί αν για παράδειγµα 

προσπελάσουµε την υποπεριοχή γραµµή προς γραµµή. Η εργασία µε 

διανύσµατα αντί για πίνακες δύο διαστάσεων απλοποιεί τους ορισµούς που θα 

αναφερθούν χωρίς βλάβη της γενικότητας. 

   Ανατρέχοντας σε προηγούµενα κεφάλαια, υπενθυµίζετα  ότι το σύνολο των 

τύπου D περιοχών είναι µια συλλογή από τετράγωνα τυπικά µεγαλύτερα από 

τις τύπου R. Τα στοιχεία που περιέχει το σύνολο αυτ  οκταπλασ άζονται αν 

θεωρήσουµε και τους ισοµετρικούς µετασχηµατισµούς κάθε τετραγώνου. 

Τέλος, µε  υπολογισ ό υ µέσου όρου των γειτονικών εικονοστοιχείων, το 

µέγεθος αυτών των τετραγώνων ελαττώνεται σε µέγεθος ίσο προς αυτό των 

τύπου R. Ο  τετραγωνικές περιοχές που προκύπτουν ονοµάζονται τετράγωνα 

του κωδικού βιβλίου. 

   Κατά την κωδικοποίηση, πραγµατοποιείται αναζήτηση, για κάθε τύπου R 

τετράγωνο, µέσα στο σύνολο των τετραγώνων του κωδικού βιβλίου. Το 

διάνυσµα που παριστάνει ένα τέτοιο τετράγωνο του συνόλου καλείται D. Εκτός 

από τα διανύσµατα

p<n τετράγωνα τα οποία είναι σταθερά και ανεξάρτητα από την εικόνα. 

Αναπαριστώνται µε τα διανύσµατα 1 2,   ,...,   n
pB B B ∈ℜ και επιλέγονται ώστε 

να σχηµατίζουν µία ορθοκανονική βάση σε ένα υποχώρο του Rn διάστασης p. 

 123



Αυτές οι τετραγωνικές περιοχές είναι γνωστές ως τετράγωνα σταθερής βάσης. 

Η αναζήτηση της καλύτερης δυνατής κωδικοποίησης ισοδυναµεί µε την 

επίλυση του προβλήµατος των ελαχίστων τετραγώνων: 

1
1, ,... 1

( , ) min ( ) min
p

p

p

k ka b b xk

E D R R aD b B R Ax
+∈ℜ ∈ℜ=

= − + = −∑  
 

(5.1)

όπου ο Α έχει διαστάσεις n*(p+1) και στήλες τα D, Β1,..., Βp και το x=(a, b1, 

b2,..., bp)
1 p+∈ ℜ , είναι το διάνυσµα των συντελεστών. Εδώ έχει αντικατασταθεί 

η αντίθεση s και η φωτεινότητα o που αντιστοιχούσαν στην περίπτωση της 

ύπαρξης ενός µόνο τετραγώνου βάσης (του µοναδιαίου διανύσµατος) µε τα a 

και b1. Το παραπάνω πρόβληµα πρέπει να επιλυθεί για όλα τα κωδικά 

διανύσµατα D και επιλέγεται αυτό που δίνει το µικρότερο σφάλµα 

1

( )
p

k k
k

R aD b B
=

− +∑  µε τον περιορισµό βέβαια ότι η αντίθεση είναι απολύτως 

µικρότερη του 1, ώστε να είναι δυνατή η σύγκλιση κατά την αποκωδικοποίηση. 

1 p

Αυτή η συνθήκη για το a µπορεί να αρθεί αν χρησιµοποιήσουµε την 

ορθοκανονική αναπαράσταση του Oien (βιβλιογραφία 4ου κεφαλαίου) . Ένα 

βασικό πόρισµα της γραµµικής άλγεβρας υπογραµµίζει ότι αν το κωδικό 

διάνυσµα D δεν ανήκει στη γραµµική επέκταση της σταθερής βάσης Β ,...Β , 

τότε το πρόβληµα ελαχιστοποίησης έχει µοναδική λύση τη 

( ) 1T Tx A A A R
−

=  (5.2)

όπου ο πίνακας ( ) 1T TA A A A
−+ =  καλείται επίσης ψευδοανάστροφος του Α. 

Εποµένως η τύπου R περιοχή R προσεγγίζεται από την περιοχή ΑΑ+R όπου 

το ΑΑ+ είναι ο πίνακας ορθοκανονικών ροβολών πάνω στη τύπου R περιοχή. 

 που προβάλλει το χώρο R  στον υποχώρο Β που 

π
nΈστω P ο τελεστής

σχηµατίζεται από τα διανύσµατα σταθερής βάσης που προαναφέρθηκαν. Θα 

ισχύει: 

1

p

k

PR b B
=

=∑  
 

(5.3)k k
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   Τότε

(decomp

ορθοκ

 η τύπου R περιοχή R θα έχει µια µοναδική ορθοκανονική γραφή 

osition) R=ΟR+RP, όπου ο τελεστής Ο=Ι-P προβάλλει τον Rn στο 

ανονικό συµπλήρωµα του Β, Β┴. Για κάθε 1 2( , ,..., ) \n
nZ z z z B= ∈ℜ , 

αι ο τελεστής:  ορίζετ

( )z
OZ

φ =  (5.4)

α δεδοµένο τύπου D κωδικό διάνυσµαD B

OZ  

Για έν ∉  η ζητούµενη περιοχή 

 είναι: ΑΑ+R

1

, ( ) ( ) ,
p

k k
k

AA R R D D R B Bφ φ+ = +∑  
 

(5.5)

τον υπολογισµό του σφάλµατος των ελαχίστων τετραγώνων 

οποιείται η συνθήκ ρθοκανονικότητας  φ(R), Β

=

   Για 

χρησιµ η ο των

R περι
1,...,Βp µε την τύπου 

οχή R να εκφράζεται ως: 

1

, ( ) ( ) ,
p

k k
k

R R R R R B Bφ φ
=

= +∑  
 

(5.6)
 

ντας το αποτέλεσµα για το R στο πρώτο µέλος της (5.5) και µετά από 

γισµούς προκύπτει ότι: 

Εισάγο

υπολο

, ( ) ( ) , ( ) ( ), ( ) ( )R D D R R D R Dφ φ φ φ φ φ=  (5.7)

Εποµένως η ζητούµενη τετραγωνική περιοχή µπορεί να ξαναγραφεί ως: 

1

, ( ) ( ), ( ) ( ) , k k
k

p

AA R R R D R D R B Bφ φ φ φ+

=

= +∑  
 

(5.8)

Το σφάλµα συνεπώς γράφεται: 

( , ) ,E D R R AA R R AA R R AA R+ + += − = − −  (5.9)

Μετά από υπολογισµούς βρίσκεται ότι: 

2( , ) , ( ) 1 ( ), ( )E D R R R D Rφ φ φ= −  (5.10)
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   Κατά συνέπεια, η ελαχιστοποίηση του σφάλµατος Ε(D,R), για όλα τα 

κωδικά διανύσµατα D, µπορεί να επιτευχθεί µε τη χρήση του κριτηρίου της 

γωνίας µεταξύ των φ(R), φ(D). Το σφάλµα είναι ελάχιστο όταν το εσωτερικό 

γινόµενο ( ), ( )D Rφ φ  των δύο αυτών διανυσµάτων µοναδιαίου µέτρου είναι 

µέγιστο και καθώς 
2 2( ), ( ) cos ( ( ), ( ))D R D Rφ φ φ φ= ∠  (5.11)

µεγιστοποίηση του γινοµένου συνεπάγεται άµεσα ελαχιστοποίηση της γωνίας 

( ( ), ( ))D Rφ φ∠  ή ισοδύναµ  ( , )OD ORα ∠ . 

 

5.2 Χαρακτηριστικά διανύσµατα 

   Σε αυτήν την προσέγγιση µε τη βοήθεια των χαρακτηριστικών διανυσµάτων 

η οποία προτάθηκε από τον Saupe1, χρησιµοποιείται ένα µικρό σύνολό από d 

κλειδιά» (keys) (πραγµατικοί αριθµοί) για κάθε τύπου D περιοχή τα οποία 

νυσµα d διαστάσεων. Αυτά τα κλειδιά 

αναζήτησης δηλαδή του χαρακτηριστικού διανύσµατος της εκάστοτε τύπου R 

περιοχής. Εποµένως η σειριακή αναζήτηση στο σύνολο των τύπου D περιοχών 

σύνολο διανύσ ατα
n  πιο µικρό πιθανό σφάλµα της 

ροσέγγισης της τύπου R περιοχής από το κωδικο διάνυσµα Di µε τη χρήση 

  

«

συνιστούν ένα χαρακτηριστικό διά

κατασκευάζονται προσεκτικά ώστε η αναζήτηση στο σύνολο των τύπου D 

περιοχών να µπορεί να περιοριστεί στους πιο κοντινούς γείτονες του σηµείου 

αντικαθίσταται από την αναζήτηση του πιο κοντινού γείτονα πολλαπλών 

διαστάσεων που µπορεί να γίνει σε λογαριθµικό χρόνο.  

   Θεωρούµε ένα  από ΝD κωδικά µ  1,..., D

n
N και µία 

τύπου R περιοχή R∈R . Έστω Ε(D

D D ∈ℜ

i,R) το

π

ενός µετασχηµατισµού τύπου affine,δηλαδή

1, ,... 1

( , min ( )
p

i i k ka b b k

)
p

E D R R aD b B
∈ℜ

=

= − +∑  
 
(5.12)

Το ακόλουθο θεώρηµα θέτει τα θεµέλια της µεθόδου των χαρακτηριστικών 

διανυσµάτων: 
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Θεώρηµα 6: 

Έστω n≥2 και Χ=Rn\Β. Ορίζουµε τη συνάρτηση : [0, 2]X X∆ × →  

µε τη σχέση ( , ) min( ( ) ( ) , ( ) ( ) ).D R R D R Dφ φ φ φ∆ = + −  Για κάθε 

i i,D R X∈ , το σφάλµα ( , )E D R  δίνεται από τη σχέση  

( , ) , ( ) ( ( , ))i iE D R R R g D Rφ= ∆  (5.13)

, όπου  

2

( ) 1
4

g ∆
∆ = ∆ −  

 

(5.14)

 

Απόδειξη: Η προσέγγιση µιας τύπου R περιοχής µε τη µέθοδο των ελαχίστων 

τετραγώνων δίνεται από τη σχέση (5.8) στην ενότητα 5.1:  

.
1

, ( ) ( ) ,      
p

k k
k

AA R R D D R B Bϕ φ+

=

= +∑  
 
(5.15)

Εξαιτίας της ορθογωνιότητας µπορούµε να εκφράσουµε τη τύπου R περιοχή 

ως: 

  

.
1

, ( ) ( ) ,        
p

R R R R R B Bϕ φ= +∑  k k
k=

 
(5.16)

 

Χρησιµοποιώντας αυτή τη σχέση στην έκφραση (5.15) εξάγεται το 

αποτέλεσµα: 

.
1

, ( ) ( ), ) ( ) ,      
p

k kAA R R R D D R B Bϕ φ φ φ+ = +∑  
 
(5.17)

, που δίνει την προσέγγιση του R. Το τετράγωνο της διαφοράς των (5.16) και 

(5.17) αποτελεί το σφάλµα των ελαχίστων τετραγώνων και υπολογίζεται ως:  

(
k

R
=

2( , ) , ( ) 1 ( ), ( )E D R R R D Rϕ φ φ= −  (5.18)

   Αφού  
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( ) ( ) 2(1 ( ), ( ) )R D D Rφ φ φ φ± = ±  (5.19)

έχουµε:  

( , ) 2(1 | ( ), ( ) |)D R D Rφ φ∆ = −  (5.20)

   Λύνοντας ως προς | ( ), ( ) |D Rφ ϕ  και εισάγοντας το τετράγωνο του 

αποτελέσµατο στη σχέση που δίνει το Ε(D,R) ολοκληρώνεται η απόδειξη �. 

   Το θεώρηµα δηλώνει ότι το σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων Ε(D

ς 

) είναι γνησίως 

αύξουσα για

i,R) είναι 

ανάλογο της απλής συνάρτησης g της Ευκλείδειας απόστασης ∆ µεταξύ των 

προβολών φ(Di) και φ(R) ή –φ(Di) και φ(R). Αφoύ η g(∆

 0 ≤ ∆ ≤  2 σ ουµε ότι η ελαχιστοποίηση των σφαλµάτων 

Ε(Di,R) για 

υµπεραίν

1,..., Di N=  είναι ε την ελαχιστοποίηση των 

αποστάσεων ∆(Di,R). Επο µός και  ελαχιστοποίηση των ΝD 

ισοδύναµη µ

µένως, ο υπολογισ  η

σφαλµάτων ελαχίστων τετραγώνων, µπορεί να αντικατασταθεί µε την 

αναζήτηση του πλησιέστερου γείτονα του φ(R) ∈ Rn στο σύνολο τω 2ΝD 

διανυσµάτων ±φ(Di)∈Rn. Το πρόβληµα της εύρεσης του πιο κοντινού γείτονα, 

στο οποίο έγινε αναφορά στο πρώτο κεφάλαιο, έχει µελετηθεί εκτενώς στην 

επιστήµη των υπολογιστών. Για παράδειγµα οι Friedman, Bentley και Finkel2 

παρουσιάζουν µία µέθοδο που χρησιµοποιεί k-διάστατα (k-d) δένδρα και τρέχει 

σε λογαριθµικό χρόνο, µαζί µε τον ψευδοκώδικά της. Μετά από ένα 

προπαρασκευαστικό βήµα που που δηµιουργεί το απαιτούµενο k-d δένδρο, το 

οποίο χρειάζεται Ο(ΝlogΝ) βήµατα, η αναζήτηση του πλησιέστερου γείτονα 

για ένα συγκεκριµένο τύπου R χαρακτηριστικό διάνυσµα ολοκληρώνεται στο 

αναµενόµενο λογαριθµικό χρόνο, Ο(logΝ). Παρ’ όλα αυτά, καθώς η διάσταση 

d αυξάνεται, η επίδοση µπορεί να µην ι τόσο υψηλή. Μια µέθοδος πιο 

ικρά σχετικά σύνολα τύπου D περιοχών, άλλες µέθοδοι που δε βασίζονται σε 

 είνα

αποδοτική σε σχέση µε την αύξηση της διάστασης που παρουσιάζεται από τον 

Arya et al.3, δίνει την προσέγγιση ενός υποτιθέµενου πλησιέστερου γείτονα. Για 

µ

τέτοιου είδους δένδρα που χρησιµοποιούνται για τη διαίρεση του χώρου, ίσως 

και να αποδίδουν καλύτερα. Για παράδειγµα η τροποποιηµένη αναζήτηση του 
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µέσου πιο κοντινού γείτονα (Enhanced Nearest Neighbor Search)4 φαίνεται να 

είναι από τις καλύτερες. Εκτός από τα σηµαντικά πλεονεκτήµατα που  

απορρέουν από το παραπάνω θεώρηµα η πρακτική εκµετάλλευση των οποίων 

θα συζητηθεί στη συνέχεια, πρέπει να τονιστεί ότι το αποτέλεσµα του 

Θεωρήµατος 6 µπορεί να χρησιµοποιηθεί και για την αναγνώριση όλων 

εκείνων των κωδικων διανυσµάτων Di που ικανοποιούν ένα συγκεκριµένο 

κριτήριο ανοχής, έστω Ε(R,Di)≤δ. Με άλλα λόγια, λύνοντας την εξίσωση ως 

προς ∆ στην έκφραση του σφάλµατος Ε(R,D), παίρνουµε από το θεώρηµα την 

αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστ  ένα κωδικό διάνυσµα να ικανοποιεί το 

κριτήριο ανοχής.    

Πόρισµα 1 (Μ

ε

ία αναγκαία και ικανή συνθήκη): 

Έστω δ≥0 και n≥2. Έστω ότι τα R και D ανήκουν στον Rn\B µε  , ( )R Rφ δ≥ . 

Τότε  

1, ,...
1

p

p

a b b k k
k

( , ) min ( )E D R R aD b B δ∈
=

R

 

(5.21)

αν και µόνο αν  

= − + ≤∑  

2

2( , ) 2 2 1
, ( )

D R
R R
δ
φ

∆ ≤ − −  
 

(5.22)

 

, όπου η συνάρτηση ∆(D,R) έχει οριστεί από το Θεώρηµα 6. 

 

Απόδειξη: Από το Θεώρηµα 6, ( , ) , ( ) ( ( , ))E D R R R g D Rφ= ∆  µε 

2

1
4
∆

∆ − . Εποµένω( )g ∆ = ς, για 0 2≤ ∆ ≤ έχουµε ( , )E D R δ≤  αν και 

µόνο αν 
4 2 2

2
4 4
, ( )R R

δ
φ

∆ − ∆ +
≥ . Απαιτώντας η διακρίνουσα του παραπάνω 

 ως προς ∆

0

τριωνύµου ισχύει η τελευταία σχέση, 

εύκολα

2 να είναι αρνητική ώστε να 

 καταλήγουµε στο αποτέλεσµα του πορίσµατος �. 
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, ( )R Rφ   Όπως φάνηκε, η συνθήκη δ≥  δεν θέτει κανένα περιορισµό. Στην 

 µάλιστα , ( )R Rφ δ<  περίπτωση που έχει ήδη εξασφαλιστεί ότι το σφάλµα 

θα είνα

     

ι µικρότερο της ανοχής, καθώς: 

           

2) , (R R R( , ) 1 ( ), ( ) , ( )E D D R R Rφ φ φ φ δ≤ <  

για οπ

κωδικοπο ησιµοποιώντας µόνο τα σταθερά διανύσµατα Β, δηλαδή µε 

τη 

των τύπου R και τύπου D περιοχών. Για παράδειγµα, τα διανύσµατα κλειδιά 

8*8

 

περιοχές, τότε έχουν  µνήµης, ενώ η διατήρηση ενός 

 περιοχών  τη

 

Επιπλέον κάθε ένα από τα d στοιχεία του χαρακτηριστικού διανύσµατος 

ιείται (π.χ. 8 δυαδικά ψηφία\στοιχείο είναι αρκετά). Οι παραπάνω 

ενέργειες επιτρέπουν την επεξεργασία ενός αυξηµένου αριθµού 

 R περιοχών, µε τη διαφορά 

= − (5.23)

οιοδήποτε κωδικό διάνυσµα D. Εποµένως, η περιοχή R µπορεί να  

ιηθεί χρ

σχέση 
1

p

k k
k

b B
=
∑ .   

   Στη συνέχεια, παρατίθονται κάποια σχόλια πάνω σε γενικεύσεις και 

εφαρµογές της θεωρίας που µόλις παρουσιάσαµε. Στην πραγµατικότητα, 

υπάρχει ένα όριο ως προς την αποθήκευση των χαρακτηριστικών διανυσµάτων 

για τύπου R περιοχές µεγέθους  απαιτούν 64 πραγµατικούς αριθµούς το 

κάθε ένα. Αν ένα σύνολο τύπου D περιοχών περιέχει µόνο 32k τύπου D 

 ήδη καταληφθεί 8Μ 

επιπέδου στην ποιότητα της συµπίεσης επιβάλλει συνήθως την εργασία µε 

σύνολα 100000 τύπου D  και άνω. Για να αρθεί αυτή  δυσκολία, 

ακολουθεί ο εξής συµβιβασµός: Υποδειγµατοληπτώνται όλες οι τύπου D και 

τύπου R περιοχές σε µία προαποφασισµένη διάσταση π.χ. d=4*4=16. 

διακριτοπο

χαρακτηριστικών διανυσµάτων τύπου D και τύπου

ότι η εφαρµογή του θεωρήµατος δεν είναι ακριβής πλέον, αλλά προσεγγιστική. 

Αυτό µολαταύτα δεν αποτελεί σηµαντικό µειονέκτηµα όπως θα διαπιστώσουµε 

αµέσως τώρα, και όπως έχει δειχθεί από διάφορα πειράµατα.  

 130



   Η παραπάνω προσεγγιστική διαδικασία, η οποία συµπεριλαµβάνει τον 

υπολογισµό του µέσου όρου των γειτονικών εικονοστοιχείων µε σκοπό τη 

µείωση της διάστασης των τύπου R και τύπου D περιοχών ( που συχνά 

της είναι 64 και άνω) σε µία τιµή που διευκολύνει τους υπολογισµούς (16 στην 

,

γειτόνων, οι µη αποδεκτές τύπου D 

εριοχές απορρίπτονται και οι εναποµείνασες συγκρίνονται µε βάση τη µέθοδο 

η τιµή 

περίπτωσή αυτή), µπορεί να βελτιωθεί ενσωµατώνοντας µε καλύτερο τρόπο τις 

πληροφορίες που περιέχει η εκάστοτε υποεικόνα στα d στοιχεία. Βασισµένος 

στην αναφορά του Saupe  ο Barthel et al5. πρότεινε και εφάρµοσε ένα 

εναλλακτικό τρόπο µείωσης της διάστασης. Χρησιµοποιεί το δισδιάστατο 

∆ιακριτό Μετασχηµατισµό Συνηµιτόνου (Discrete Cosine Transform, DCT) των 

±φ(Di). Τα αποτελέσµατα του Θεωρήµατος 6 µεταφέρονται  στο πεδίο της 

συχνότητας όπου οι ιδιότητες  της απόστασης του µοναδιαίου 

µετασχηµατισµού συνεχίζουν να ισχύουν και συνεπώς οι πιο κοντινοί 

µετασχηµατισµένοι γείτονες θα δίνουν και τα πιο µικρά σφάλµατα. Στην 

πράξη, υπολογίζεται αρχικά ο DCT για όλα τις τύπου D και τύπου R περιοχές. 

Στη συνέχεια, από τους συντελεστές που προκύπτουν αφαιρείται ο σταθερός 

(DC) όρος και κανονικοποιούνται οι d συντελεστές του κάθε διανύσµατος. 

Περισσότερα για το ∆ιακριτό Μετασχηµατισµό Συνηµιτόνου θα αναφέρουµε σε 

επόµενη ενότητα. 

   Εξαιτίας της µεθόδου µείωσης της διάστασης και διακριτοποίησης των 

συντελεστών a, b1,..., bp που εφαρµόζεται µε σκοπό την παράλληλη µείωση του 

χώρου αποθήκευσης και τη διευκόλυνση των υπολογισµών, ενδέχεται ο 

πλησιέστερος γείτονας στο χώρο των χαρακτηριστικών διανυσµάτων να µην 

είναι το κωδικό διάνυσµα µε το µικρότερο σφάλµα. Επιπλέον η τιµή της 

αντίθεσης a µπορεί να είναι πολύ µεγάλη για να γίνει αποδεκτή. Το πρόβληµα 

αυτό αντιµετωπίζεται µε την αναζήτηση όχι µόνο του πλησιέστερου γείτονα 

αλλά και των 5 ή 10 πλησιέστερων γειτόνων (εργασία που µπορεί και πάλι να 

εκτελεστεί σε λογαριθµικό χρόνο αν διατηρηθεί µία σειρά προτεραιότητας). 

Από αυτό το σύνολο των πλησιέστερων 

π
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των ελαχίστων τετραγώνων. Αυτό το γεγονός εξηγεί και την αδυναµία της 

εί στα υποδέντρα του 

συγ

λόγο ω ώρων, όπως φαίνεται στο σχήµα της 

επό

µεθόδου να δώσει ακριβή, παρά µόνο προσεγγιστικά αποτελέσµατα. Μολονότι 

η τύπου D περιοχή που αντιστοιχίζεται σε µία συγκεκριµένη τύπου R ίσως να 

µην είναι η βέλτιστη, υπάρχουν συνήθως εναλλακτικές περιοχές από την οµάδα 

των πλησιέστερων γειτόνων που βρίσκονται «κοντά» στη βέλτιστη και µπορούν 

να αντικαταστήσουν την αρχική επιλογή που έχει γίνει. 

   Εδώ πρέπει να κάνουµε και δύο σχόλια όσον αφορά τις απαιτήσεις σε µνήµη 

του k-διάστατου δένδρου, το οποίο δεν είναι παρά µία τροποποίηση ενός 

δυαδικού δένδρου αναζήτησης. Τα στοιχεία του έχουν διάσταση k και 

αποτελείται από d επίπεδα σε κάθε επίπεδο του οποίου λαµβάνεται µια 

διακλαδισµένη απόφαση µε βάση κάποιο διάνυσµα «κλειδί» ώστε η σύγκριση 

των στοιχείων του χώρου µε το τελευταίο να τα ταξινοµ

κεκριµένου επιπέδου. Η δοµή αυτή εποµένως χρησιµοποιείται κατά κύριο 

ς µέσο διαµέρισης διανυσµατικών χ

µενης σελίδας.   
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        Σχ.5.1: Παράδειγµα οµαδοποίησης των σηµείων του χώρου µε ένα k-διάστατο δένδρο 6 επιπέδων. 
                    

   Όταν χρησιµοποιείται το δένδρο αυτό για την οµαδοποίηση

όψη ότι: 

1. ∆εν είναι απαραίτητο να σχηµατίζεται το δένδρο και για τα 2ΝD 

χαρακτηριστικά διανύσµατα. Αρκεί να διατηρείται ένα 

 τύπου D περιοχή (διατηρώντας για 

παράδειγµα το κλειδί που έχει µια πρώτη µη αρνητική συνιστώσα, 

 των 

χαρακτηριστικών διανυσµάτων πρέπει να λαµβάνεται πάντα υπ

 

µόνο 

πολυδιάστατο κλειδί ανά
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πολλαπλασιάζοντας και µε -1 αν είναι απαραίτητο). Σε αυτήν την 

κά κύρια κλαδιά 

(χωρισµένα από ένα υπερεπίπεδο συντεταγµένων) και εποµένως, α

 τα δύο. 

Υ

χηµατισµών των περιοχών τύπου D. Αντίθετα, 

συµπεριλαµβάνονται οι ισοµετρικοί µετασχηµατισµοί, εφαρµοζόµενοι 

ικοποίηση τύπου R περιοχή και 

 το 

ι 0 σε διαφορετική περίπτωση. Εποµένως µε βάση 

ταξινόµηση ένα k-διάστατο δένδρο έχει 2 συµµετρι

ρκεί η 

αποθήκευση του ενός από

2. πάρχει κάποια ελευθερία σχετικά µε την επιλογή του ισοµετρικού 

µετασχηµατισµού που αντιστοιχεί µία τύπου D σε µία τύπου R περιοχή. 

Αν συµπεριληφθούν και οι 8 ισοµετρικοί µετασχηµατισµοί τότε 

δηµιουργούνται 8 είσοδοι για κάθε τύπου D περιοχή στο k-διάστατο 

δένδρο, µε συνέπεια την αύξηση του µεγέθους του. Η λύση στο 

πρόβληµα που παρουσιάζεται, είναι η αγνόηση των ισοµετρικών 

µετασ

όµως αυτή τη φορά στην προς κωδ

αναζητείται για κάθε ένα από αυτούς ο πλησιέστερος γείτονας µέσα στο 

k-διάστατο δένδρο. ∆ιατηρείται µε τον τρόπο αυτό το µέγεθος το 

δένδρου σταθερό χωρίς να περιορίζονται οι επιλογές ως προς τον 

ισοµετρικό µετασχηµατισµό, πράγµα που ευνοεί µία καλύτερη 

προσέγγιση. 

   Ο χρόνος προεπεξεργασίας που απαιτείται για το σχηµατισµό του δένδρου 

δεν αποτελεί παρά µικρό ποσοστό του κύριου χρόνου κωδικοποίησης κάτι

οποίο επιβεβαιώνουν και τα πειραµατικά αποτελέσµατα.  

   Κλείνοντας την ενότητα των χαρακτηριστικών διανυσµάτων, αναφέρουµε ότι 

ένας πρόδροµος αυτών είχε µελετηθεί από τους Hurtgen και Stiller6. Όπως και 

στην περίπτωση των Fisher, Jacobs και Boss  που θα εξεταστεί  σε επόµενη 

ενότητα, µια υποεικόνα διαιρείται σε τερτατηµόρια και υπολογίζονται οι µέσες 

τους εντάσεις. Έπειτα κατασκευάζεται ένα διάνυσµα αποτελούµενο από 

τέσσερις συνιστώσες, µε βάση τον ακόλουθο τρόπο: η i-οστή συνιστώσα είναι 1 

αν η µέση τιµή του i-οστού τερτατηµορίου είναι µεγαλύτερη της συνολικής 

µέσης τιµής της περιοχής κα
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την ορολογία των συγγραφέων το διάνυσµα που κατασκευάζεται µε τον 

παραπάνω τρόπο είναι το χαρακτηριστικό διάνυσµα που µελετήθηκε σε αυτήν 

την ενότητα που έχει προέλθει από υποδειγµατοληψία σε διάσταση d=2*2=4 

και για κάθε συνιστώσα του οποίου έχει δεσµευθεί 1 ψηφίο. Το σύνολο λοιπόν 

των διαφορετικών χαρακτηριστικών διανυσµάτων είναι 24=16. Εξαιτίας των 

αυστηρών περιορισµών κατά τη δηµιουργία τους, η αναζήτηση µε βάσ

πλη να δεν ρ τική, για αυτό και γίνεται ως εξής: 

Βρ στικό διάνυσµα της κάθε  που R και στη 

συν

µόνο µ υ D πο

την υπό  τύπου R περιοχή

 

5.3 Μέθοδοι ταξινόµησης 

   Οι µ ησης που παρουσιάζονται στη συνέχεια µελετούν µόνο 

την περίπτωση p=1, την περίπτωση δη δή κατά την οποία χρησιµοποιείται 

διάνυσµα βάσης (

 

η τον 

σιέστερο γείτο  είναι π ακ

ίσκεται το χαρακτηρι  περιοχής τύ

έχεια αυτή συγκρίνεται, σύµφωνα µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, 

ε τις περιοχές τύπο υ έχουν το ίδιο χαρακτηριστικό διάνυσµα µε 

 εξέταση .  

έθοδοι ταξινόµ

λα

( )1 1,...,B n=ένα µοναδικό σταθερό 1 ). Έχουµε όµως 

ήδη παρατηρήσει ότι η µέθοδος επεκτείνεται και στη γενική περίπτωση που 

ατα

τροποποιήσεις

ισοδυναµούν µε την αντικατάσταση των τύπου D περιοχών από το σύνολο των 

 

του

7

αξινοµούνται µε βάση τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά τους 

πως τα αντιλαµβάνεται ο άνθρωπος. Σύµφωνα µε την άποψη αυτή, οι 

περιοχές µιας εικόνας διαιρούνται σε τρεις µεγάλες κατηγορίες: οι περιοχές µε 

αποχρώσεις, οι περιοχές µε ακµές και οι ενδιάµεσες περιοχές. Στις περιοχές 

χρησιµοποιούνται p>1 διανύσµ  βάσης, µε την προϋπόθεση ότι έχουν γίνει 

κάποιου είδους . Στην ουσία οι τροποποιήσεις αυτές 

2ΝD χαρακτηριστικών διανυσµάτων ±φ(Di). 

5.3.1 Η προσέγγιση  Jacquin 

   Στην αρχική του εργασία, ο Jacquin χρησιµοποίησε µία µέθοδο 

ταξινόµησης προερχόµενη από την εργασία των Rammaurthi και Gersho . Οι 

περιοχές τύπου D τ

ό
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µε αποχρώσεις οι µεταβολές της έντασης µέσα στην περιοχή είναι πολύ µικρές, 

ς, χωρίς ωστόσο να παρατηρείται η ίδια σηµαντική 

 µία από τις οποίες πρέπει να αναζητηθεί η κατάλληλη 

Πριν αναπτύξουµε τη διαδικασία, σηµειώνουµε ότι θα 

ρησιµοποιήσουµε το σύµβολο 8

ενώ στις αντίστοιχες µε ακµές, παρουσιάζεται µία σηµαντική µεταβολή στην 

ένταση π.χ. κατά µήκος του συνόρου ενός αντικειµένου που περιέχεται στην 

εικόνα. Η τάξη των περιοχών µε ακµές διαιρείται σε δύο υποκατηγορίες: στις 

απλές περιοχές µε ακµές και στις µικτές περιοχές µε ακµές. Οι ενδιάµεσες 

περιοχές παρουσιάζουν µεγαλύτερες διακυµάνσεις στην ένταση από τις 

περιοχές µε αποχρώσει

µεταβολή στην ένταση όπως συµβαίνει στην περίπτωση των περιοχών µε 

ακµές. Εποµένως, οι ενδιάµεσες περιοχές µπορούν να χαρακτηριστούν ως 

περιοχές που περιέχουν υφή. Αφού οι περιοχές τύπου R που περιέχουν 

αποχρώσεις µπορούν να προσεγγιστούν ικανοποιητικά από τη σταθερή 

περιοχή Β που προαναφέρθηκε, πολλαπλασιασµένη µε ένα κατάλληλο 

παράγοντα b, δεν είναι απαραίτητο να ξεκινά η αναζήτηση µιας κατάλληλης 

τύπου D περιοχής για αυτές (θεωρείται δηλαδή ότι η αντίθεση είναι 0). Με 

βάση λοιπόν τη µέθοδο αυτή, υπάρχουν µόνο δύο µεγάλες κατηγορίες 

περιοχών, µέσα σε

περιοχή τύπου D για κάθε τύπου R που δεν έχει απόχρωση. 

 

5.3.2 Ταξινόµηση µε βάση την ένταση και τη διακύµανσή της 

   Μία πιο λεπτοµερής τεχνική ταξινόµησης προτάθηκε από τους Boss Fisher 

και Jacobs8. 

, 1,...,k kτ =  χ για να συµβολίσουµε ένα από 

τ ετασχηµατισµούς και το ους 8 ισοµετρικούς µ 1 8{ ,... }τ τ τΒ ∈  για τον 

ισοµετρικό µετασχηµατισµό ενός τετραγώνου Β. Η µέθοδος λειτουργεί µε τον 

ακόλουθο τρόπο: Μία τετραγωνική περιοχή χωρίζεται σε τεταρτηµόρια. Για 

κάθε τερτατηµόριο υπολογίζεται η µέση τιµή της έντασης των εικονοστοιχείων 

που περιέχει καθώς και η αντίστοιχη τυπική απόκλιση.   Όπως φαίνεται στο 

σχήµα 5.2, για κάθε Ν * Ν περιοχή B υπάρχει µοναδική ισοµετρία 

{ ,... }1 8τ τ τ∈ ν ακόλουθη ιδιότητα: Αν µε *B   συµβολίσουµε τις 4 µέσες Β  µε τη i
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τιµές (i=1,...,4) της έντασης που αντιστοιχούν σε κάθε ένα από τα 

τεταρτηµόρια της περιοχής, τότε αυτές µπορούν να ταξινοµηθούν σε µια από 

τις κα  (οµάδες). Αυτές οι οµάδες αναφέρονται στους τρόπους µε 

τους µ η τιµή να καταταχθεί η κάθε περιοχή. 

Είναι λο ράγω  πάντοτε µπορούν να 

προσ λισ ο ε οι 

µέσες εντάσεις των τεταρτηµορίων να ταξινοµούνται µε έναν από τους τρεις 

παρακάτω τρόπους: 

 Τάξη 2: 

  Τάξη 3: 

   Απ τι οσανατολισµός της 

τετραγωνικής περιοχής ρχουν 4!=24 διαφορετικές πιθανές διατάξε

τυπικών αποκλίσεων οι οποίοι καθορίζουν και τις 24 υποτάξεις για κάθε µεγάλη 

κα και για τις τρεις µεγάλες τάξεις υπάρχουν 72 

υποοµάδες. Αφού ταξινοµηθεί η κάθε περιοχή D σε µία από τις 72 υποοµάδες 

βρίσκ σε ποια τάξη και 

περιοχή.  επόµενο, η προσέγγιση της τύπου R περιοχής aD+bΒ να ανήκει 

στην ίδια τάξη και ίσως και στην ίδια υποοµάδα, πράγµα που σηµαίνει  

ίδιο θα ισχύει και για το κωδικό διάνυσµα D. Τα παραπάνω ισχύουν στην 

περίπτωση πο  . Α  

προσέγγι που R περιοχής R.  

νονικές τάξεις

οποίους µπορεί µε βάση τη έσ  *
iB  

 εύκο  να παρατηρήσει κανείς, ότι τα τετ να

ανατο τούν, µε βάση τους ισ µετρικούς µετασχηµατισµούς, ώστ

 

Τάξη 1: *
4

*
3

*
2

*
1 BBBB ≥≥≥   

*
3

*
4

*
2

*
1 BBBB ≥≥≥  

*
3

*
2

*
4

*
1 BBBB ≥≥≥  

ό τη σ γµή που έχει τροποποιηθεί καταλλήλως ο πρ

, υπά ις των 

νονική τάξη. Κατά συνέπεια 

εται ποια υποοµάδα ανήκει η προς µελέτη τύπου R 

Είναι

ότι το

υ η αντίθεση είναι θετική ν ο παράγοντας αντίθεσης α της 

σης aD+bΒ της τύ
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Σχ.5.2: Απεικόνιση των κανονικών τάξεων. Οι στήλες µε το όνοµα 
µέσες τιµές των εντάσεων των τεταρτηµορίων. Υπάρχουν 4

Β αφορούν τις τετραγωνικές περιοχές µε τις 
!=24 διατάξεις των µέσων τιµών των 

τεταρτηµορίων. Σε κάθε περίπτωση, η επόµενη στήλη µε το όνοµα τ  εικονίζει τον ισοµετρικό 

τροποποιηθούν αναλόγως, αφού η µεγαλύτερη απολύτως τυπική απόκλιση των 

ίας είναι

  R 

ξινοµη

Β
µετασχηµατισµό που καθορίζει την κανονική τάξη της Β η οποία παρατίθεται στην τελευταία στήλη. 
 

είναι αρνητικός, τότε οι διατάξεις των τυπικών αποκλίσεων πρέπει να 

τεταρτηµορίων µ  περιοχής D  η µικρότερη για αρνητική  αντίθεση. 

Εποµένως, για µία δεδοµένη τύπου περιοχή πρέπει να γίνει αναζήτηση δύο 

τύπου D περιοχών από τις 72 υποοµάδες. Αφού τα θούν κατά Fisher 

όλες οι τύπου D περιοχές υποθέτοντας ότι  η αντίθεση είναι θετική, βρίσκεται 

η τύπου D περιοχή που την προσεγγίζει καλύτερα. Στη συνέχεια θεωρώντας 

ότι ο συντελεστής αντίθεσης είναι αρνητικός, η διάταξη των µέσων τιµών και 

τυπικών αποκλίσεων  αντιστρέφεται µε αποτέλεσµα την απόκτηση µίας νέας 

ταξινόµησης για την οποία βρίσκεται και πάλι η περιοχή τύπου D που δίνει το 
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µικρότερο σφάλµα. Τέλος, από τις δύο περιοχές που έχουν ξεχωρίσει, 

επιλέγεται εκείνη που δίνει το µικρότερο σφάλµα και αποθηκεύεται η 

διεύθυνσή της. 

   Οι δύο αυτές αναζητήσεις που προτείνει ο Fisher αναπαριστώνται µε τα 

σύµβολα 1
R Dτ τ−  και   που ισοδυναµούν µε την κωδικοποίηση του DRττ 1−

− RRτ  

από το DDτ  και του RR−τ   από το DDτ  αντιστοίχως. Στην πρώτη περίπτωση, 

σύµφωνα µε τα προηγούµενα, ο συντελεστής της αντίθεσης αναµένεται να είναι 

θετικός ή µηδέν, ενώ στη δεύτερη αρνητικός ή µηδέν. Αυτή η τεχνική µειώνει 

τον αριθµό των τύπου D περιοχών µε τους ισοµετρικούς µετασχηµατισµούς 

από 8ΝD σε 2ΝD ( όπου ΝD ο αριθµός των αρχικών τύπου D περιοχών που 

δεν έχουν υποστεί ακόµα γεωµετρικό µετασχηµατισµό) χωρίς σηµαντική 

απώλεια στην ποιότητα. Επιπλέον, ο αριθµός των τύπου D περιοχών που 

εξετάζονται, µπορεί να περιοριστεί ακόµα περισσότερο αναζητώντας ένα 

D  

µεταβλητό αριθµό τάξεων µε βάση τους  παρακάτω τρόπους: 

1. Αναζήτηση σε µια τάξη : Η περιοχή τύπου R συγκρίνεται µε: 

a) Όλες τις περιοχές DDR ττ 1−  ώστε οι περιοχές µε R  και  να έχουν 

την ίδια κανονική τάξη και την ίδια υποτάξη. 

b) Όλες τις περιοχές DDRττ 1−
−

π R

 ώστε οι –R ( είδωλο της R ως προς την 

αρχή των αξόνων, περίπτωση αρνητικής αντίθεσης) και οι D να 

έχουν την ίδια κανονική τάξη και την ίδια υποτάξη.  

2. Αναζήτηση σε 3 τάξεις : H τύπου R εριοχή  συγκρίνεται µε: 

a) όλες τις περιοχές DDR ττ 1−  ώστε οι R και D  να έχουν την ίδια 

υποτάξη  

b) όλες οι περιοχές DDRττ 1−
−

ε 24 υποτάξεις : H τύπου R περιοχή R συγκρίνεται :  

ν

  ώστε οι –R και D να έχουν την υποτάξη  

3. Αναζήτηση σ

a) όλες τις περιοχές DDR ττ 1−  ώστε οι R και D α έχουν την ίδια 

κανονική τάξη. 

b) Όλες τις περιοχές DDRττ 1−
−   ώστε οι –R και D να έχουν την ίδια 

κανονική τάξη .  
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4. η σε 7 ξεις : Εδώ εξετάζονται όλες

Ε

 Αναζήτησ 2 τά  οι τύπου D περιοχές. 

ποµένως οι R συγκρίνονται µε όλες τις περιοχές 1
R DDτ τ−  και τις 

DDRτ
1− .   

 αυτή η ταξινόµηση παρέχει ένα ποικίλο αριθµό τάξεων προς εξέταση, 

χει η φυσική έννοια της γειτνίασης µεταξύ των τάξεων. Εποµένως, αν 

ί µία ικανοποιητική προσέγγιση ανάµεσα στα στοιχεία της τάξης στα 

χει περιοριστεί η αναζήτηση, δεν είναι δυνατό να συνεχιστεί η 

η σε µία « γειτονική» τάξη. Αυτό το πρόβληµα ίνεται ιδιαίτερα 

ταν µια τάξη είναι κενή. Μία λύση του προβλήµατος αυτ

τ −

   Αν και

δεν υπάρ

δε βρεθε

οποία έ

αναζήτησ γ  

έντονο ό ού έχει 

προταθεί

ελαστική  από ένα διάνυσµα που 

οι συνιστώσες του είναι οι αποκλίσεις. Αυτά τα διανύσµατα των τυπικών 

αποκλίσεων  µε τη 

οµάδων κάθε µία από τις οποίες γειτονεύει µε πολλές άλλες στις οποίες µπορεί 

να επεκταθεί  δίνεται σε επόµενη ενότητα. 

  

5.3.3

   Πρόκε που καθορίζει εκ των προτέρων τις οµάδες, 

στηριζόµενη σε κάποιες εµπειρικές µελέτες ου εκτελούνται πάνω σ

συλλογή από εκπαιδευτικές εικόνες και παρουσιάστηκε από τους Boss και 

Ja κωδικών διανυσµάτων δίνεται από εκείνο το 

ειδ  µέθοδο των 

 από τους Caso, Obrador και Kuo9 στην εργασία τους, όπου η µη 

 διάταξη των αποκλίσεων έχει αντικατασταθεί

 διακριτοποιούνται  αποτέλεσµα δηµιουργία ενός συ

 µια αναζήτηση. Μία άλλη λύση

νόλου 

 Ταξινόµηση µε βάση το αρχέτυπο   

ιται για µία µέθοδο 

π ε µία 

cobs10. Ένα πρωτότυπο για ένα σύνολο 

ικό διάνυσµα το οποίο µπορεί να «καλύψει» όλα τα άλλα σύµφωνα µε τη

ελαχίστων τετραγώνων. Για ένα σύνολο διανυσµάτων Di είναι το διάνυσµα Dk για το 

οποίο ισχύει: 

,
arg min min ( )

k
i i kD a bi k

D D aD bB
≠

= − +∑  (5.24)

   Αρχίζ από µία αυθαίρετη ταξινόµηση, όπως αυτή του Fisher για 

παράδειγµα, των υποπεριοχών διαφόρων εκπαιδευτικών εικόνων, υπολογίζεται

οντας 

 

το πρωτότυπο για κάθε οµάδα. Στη συνέχεια, τα διανύσµατα-περιοχές 
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ανακατανέµονται µε άση το πρωτότυπο που τις προσεγγίζει καλύτε α. 

Οδηγούµαστε συνεπώς σε µία νέα ταξινόµηση και η επανάληψη της 

προσπάθειας εύρεσης  ενός νέου πρωτοτύπου για κάθε µία από τις νέες οµάδες 

που έχουν προκύψει, επιφέρει νέα ανακατανοµή των διανυσµάτων. Η 

επαναληπτική διαδικασία που µόλις περιγράφηκε, τερµατίζεται όταν η επόµενη 

επανάληψη δεν έχει καµία επίδραση πάνω στην ήδη προϋ

β ρ

πάρχουσα διάταξη 

 συγκεκριµένη 

ές οµάδες όπως προηγουµένως (π.χ. ταξινόµηση 

Fishe οίησης. Από την άλλη πλευρά, 

η δια µβατικές 

µεθόδ µπίεση χαµηλής 

πιστό  πιστότητα επιτυγχάνεται πιο 

γρήγορα µε τη µέθοδο του πρωτοτύπου

του, ο Novak11 αναθέτει ένα τετρασδιάστατο διάνυσµα σε 

κάθ

αµετάβ ρι µέσα 

στη

τους π τρικούς µετασχηµατισµούς της 

περιοχής, δηλαδή ένα χαρακτηριστικό διάνυσµα είναι αρκετό για κάθε 

των διανυσµάτων. Το τελικό σύνολο των πρωτοτύπων διανυσµάτων, κάθε ένα 

από τα οποία αντιπροσωπεύει και µία οµάδα, ενσωµατώνεται στα δεδοµένα της 

κωδικοποίησης. Για µία συγκεκριµένη προς συµπίεση εικόνα, ο κωδικοποιητής 

καθορίζει το σύνολο των περιοχών τύπου D και στη συνέχεια τις ταξινοµεί µε 

βάση τα πρωτότυπα διανύσµατα. Με τον τρόπο αυτό, αναµένεται ότι η κάθε 

τύπου R περιοχή µπορεί να προσεγγιστεί ικανοποιητικά από µια τύπου D, η 

οποία ανήκει στην οµάδα του πρωτοτύπου που την προσεγγίζει καλύτερα. 

Κατά συνέπεια, για να επιτευχθεί µία αποκωδικοποίηση µε

πιστότητα εικόνας, δε χρειάζεται να αναζητηθεί το κατάλληλο κωδικό 

διάνυσµα σε τόσες πολλ

r), γεγονός που µειώνει το χρόνο κωδικοπ

δικασία ταξινόµησης είναι πιο περίπλοκη σε σχέση µε τις συ

ους. Ως συνέπεια, οι τελευταίες προτιµώνται για συ

τητας σε µικρό χρόνο, ενώ η υψηλή

. 

 

5.3.4 Αµετάβλητες αποκλίσεις 

   Στην εργασία 

ε περιοχή. Οι συνιστώσες του διανύσµατος αυτού είναι συγκεκριµένες 

λητες αποκλίσεις που ορίζονται από τις διαβαθµίσεις του γκ

ν περιοχή. Μία χρήσιµη ιδιότητα των αποκλίσεων αυτών είναι, ότι η τιµή 

αραµένει αµετάβλητη ως προς τους ισοµε
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περ

όλα α

τύπου στεί το πρόβληµα αυτό, ο 

No

προβλ

1. 

2. Οι τιµές των αµετάβλητων αποκλίσεων κυµαίνονται µεταξύ αρκετών 

α λογαριθµοποίηση. 

ερου 

γείτονα. Αναφέρθηκε προηγουµένως το παράδειγ α το k-διάστατου δένδρ

αποτελεί

ταξινοµηθούν σε οµάδες και να 

 βρεθεί ποια σµα που

 µε τη σύγκριση του τελευταίου µε τα 

υπόλοιπα διανύσµατα τη οµάδας ώστε να αποκτηθεί εκείνο που πιθανότατα  

δίνει και τη βέλτιστη προσέγγιση µε την έννοια των ελαχίστων τετραγώνων. 

Στο εδάφιο αυτό θα εξετάσουµε µερικούς από τους πιο διαδεδοµένους 

ιοχή τύπου D. Οι ισοµετρίες της έχουν το ίδιο διάνυσµα απόκλισης. Παρ’ 

υτά, οι αποκλίσεις δεν είναι οι ίδιες όσον αφορά το µετασχηµατισµό 

affine της φωτεινότητας. Για να αντιµετωπι

vak πρότεινε µια διαδικασία κανονικοποίησης. Υπάρχουν όµως τρία 

ήµατα µε την προσέγγιση που επιχειρεί ο Novak: 

Oι περιοχές αρνητικής έντασης δεν λαµβάνονται υπόψη µε απόρροια 

την πιθανή µείωση της πιστότητας. 

δυνάµεων του 10 µε αποτέλεσµα την ανάγκη γι

3. Και πάνω από όλα, η µέθοδος είναι διαισθητική µε την έννοια ότι δεν 

έχει θεµελιωθεί η θεωρία που να υποστηρίζει ότι η εγγύτητα στο χώρο 

αυτού του είδους των χαρακτηριστικών διανυσµάτων διασφαλίζει και 

καλή προσέγγιση ως προς τα ελάχιστα τετράγωνα. 

 

5.4 Μέθοδοι οµαδοποίησης 

   Όπως παρατηρήθηκε και στην ενότητα 5.2, µε τη βοήθεια των 

χαρακτηριστικών διανυσµάτων κατέστη δυνατή η µετατόπιση του 

προβλήµατος των ελάχιστων τετραγώνων µεταξύ τύπου R και τύπου D 

διανυσµάτων στο πιο απλό υπολογιστικά πρόβληµα εύρεσης του πλησιέστ

µ ου, το 

οποίο  έναν ενδεικτικό τρόπο µε τον οποίο τα τύπου D 

χαρακτηριστικά διανύσµατα µπορούν να 

αποφευχθεί ένας µεγάλος αριθµός συγκρίσεων µε τη σύγκριση του τύπου R 

χαρακτηριστικού διανύσµατος µόνο µε το αντιπροσωπευτικό κάθε οµάδας. 

Στη συνέχεια, αφού οµάδα προσεγγίζει καλύτερα το διάνυ  

εξετάζεται, η διαδικασία προχωρεί

 θα
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τρόπους οµαδοποίησης και θα µελετήσουµε τους τρόπους µε τους οποίους 

µπορούν να συνδυαστούν µε τεχνικές που ναφέρει ως τώρα. Πριν γίνει 

αναφορά σε µερικές από τις πιο διαδεδοµένες µεθόδους οµαδοποίησης στη 

συµπίεση µε fractal, τους παρατίθονται κάποιοοι ορισµοί σχετικά µε την 

οµαδοποίηση διανυσµάτων

έχουµε α

12. 

 

Ορισµός 1: Έστω ένα σύνολο Ω µε πεπερασµενο αριθµό στοιχείων κάθε ένα από τα 

οποία είναι διάνυσµα στο χώρο Rn. Καλούµε δοµή οµάδας (cluster structure) ή 

οµαδοποίηση (clustering), του συνόλου Ω την πεπερασµένη συλλογή { }0k k M≤ <
Ω  από Μ 

µη κενά υποσύ

  

νολα του Ω και µία απεικόνιση 

{ }: 0,1,...,Nc Mℜ → −  (5.25)

ώστε 
0

k
k M≤ <

Ω =Ω∪  και 1( )c k−

1

≠ ∅  για M0 k≤κάθε < . Η απεικόνιση c καλείται 

και χάρτης ταξινό ησης (classification map). Κάθε υποσύνολο Ωµ

Η  

k καλείται οµάδα για 

k=0,1,...,Μ-1. 

 

Ορισµός 2:  διάµετρος της κάθε οµάδας Ωk, k=0,1,...Μ-1 δίνεται από τη σχέση: 

,
( ) sup ( , )

k
k

d r
d d rδ

∈Ω
Ω =

 
(5.26)

Ορισµός 3: Η ταχύτητα οµαδοποίησης καθορίζεται από τη σχέση: 

{ }
0
max 1

( )
kk Mσ ≤ <

Ω −
Ω =

Ω
 

 

(5.27)

Η οµαδοποίηση καλείται ακαριαία αν ( ) 0σ Ω = . 

 

Ορισµός 4: Το σφάλµα οµαδοποίησης ορίζεται µε βάση τον τύπο: 

( )( ) sup( ( ,
N

c D
d

d d) ( , ))ε
∈ℜ

Ω = Ω − Ωd d  (5.28)

Η οµαδοποίηση καλείται τέλεια αν ( ) 0ε Ω = .    
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   Στη συνέχεια, γίνεται λόγος για δύο αλγορίθµους οµαδοποίησης, τον 

αλγόριθµο της Επέκτασης (Bubbling Algorithm) και τον αλγόριθµο ert, γ  

τους οποίους θα θεωρηθεί ότι δεν υπάρχουν περιορισµοί σε χώρο και χρόνο. 

Τέλος, η ενότητα κλείνει µε την αναφορά στην εργασία των Saupe και Hamzaui 

πάνω στην ο  µε βάση τα χαρακτηριστικά διανύσµατα  

 Heckb ια

µαδοποίηση και στην 

σύνδεσή της µε άλλες τεχνικές για την επίτευξη µιας καλύτερης fractal 

 αριθµός των πιθανών διανυσµάτων διανυσµάτων στο Rn δεν είναι 

 για την αποθήκευσή του σε υπολογιστή. Είναι δυνατή εποµένως  

γ µα το

Η µηδενική ταχύτητα σ(Ω)=0 σηµαίνει ότι 

να το διάνυσµα αναφορ

υ ιορισ

 το 

- ές ι

ε στε να συµπεριλαµβά ντ  

 τη φορά, µία διεύθυνση και κατά µία 

υνιστώσα ώσπου να καλυφθεί όλο ο χώρος και να µην υπάρχει άλλο διάνυσµα 

α Μ. Ακολουθεί η πιο λεπτοµερής περιγραφή 

του

   Έστω  προσωρινή 

µνή του χάρτη 

ίο διάνυσµα έχει την ακόλουθη 

µορφή: 

συµπίεσης. 

 

5.4.1 Ο Αλγόριθµος της Επέκτασης  

   Έστω ότι ο

απαγορευτικός

η δέσµευση µνήµης για την καταχώρηση µιας τιµής ια κάθε διάνυσ υ Rn. 

Στην περίπτωση αυτή ο αλγόριθµος που εξετάζεται εδώ είναι ο τέλειος για µία 

ακαριαία και τέλεια οµαδοποίηση. 

κάθε αρχική οµάδα περιέχει έ  ακριβώς διάνυσµα, άς. 

Εποµένως α τό που µένει είναι ο προσδ µός του χάρτη ταξινόµησης c. 

   Ο Αλγόριθµος της Επέκτασης (Bubbling Algorithm) ξεκινά τοποθετώντας όλο

χώρο στην οµάδα µε τον αύξοντα αριθµό Μ. Στη συνέχεια ο αύξων αριθµός 

τιµής k ανατίθεται στο µοναδικό διάνυσµα που εκπροσωπεί την αντίστοιχη 

οµάδα Ωk για k=0,1,...Μ 1. Στη συνέχεια, όλες αυτ ο  οµάδες µε δείκτη 

µικρότερο του Μ,  πεκτείνονται ώ νο αι τα διανύσµατα 

που ανήκουν στην οµάδα Μ µε ένα βήµα

σ

στον Rn που να ανήκει στην οµάδ

 αλγόριθµου σε βήµατα. 

 ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων στο Rn και µία

µη που έχει δεσµευτεί για την αποθήκευση των διανυσµάτων 

ταξινόµησης c. Υποτίθεται ότι το i-οστό µοναδια
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1 µηδενικαi

i

−����  

(5.29)

Για όλα τα Nr∈ℜ  θέτουµε ( )c r M

(0,0,...,0,1,0...,0)u =  

1. = . 

2. Για οποιοδήποτε , 0,1,..., 1k ko k M∈Ω = −  θέτουµε ( )kc o k= . 

Έστω fin η µεταβλητή που δείχνει το τερµατισµό του βρόχου Θέτουµε 

fin=0. Για όλα τα Nr∈ℜ , αν ( )c r M

3. . 

= , θέτουµε fin=1, διαφορετικά, 

1,..., 1 , θγια όλα τα έ )0,i n= − τουµε ( ) (ic r u c r+ = αν ( )ic r u M+ =  

και  ( ) ( )ic r u c r− =  αν ( )ic r u M− = . 

Αν fin=1 συ µα 2. ∆ιαφορετικά ο αλγόριθµ ς έχει 

ολοκληρωθεί. 

4.  νεχίζουµε από το βή ο

 
Σχ.5.3: Ο αλγόριθµος Bubbling 
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   Το σχήµα 5.3 παρουσιάζει µια διαισθητική εικόνα του αλγορίθµου. Σε αυτό 

το παράδειγµα τα διανύσµατα αναφοράς είναι τρία και αντιπροσωπεύουν τις 

οµάδες 0, 1 και 2 (σχήµα 5.3.A). Το βή  3 του αλγορίθµου επαναλαµβάνεται 

 δύο επαναλήψεις της διαδικασίας και το 5.3.D τον τελικό χάρτη 

ατικότητα

χωρίζει

η έ   

 ώ

στο σύστηµα αυτό των συντεταγµένων και µε τέτοιο τρόπο ώστε το πλήθος των 

ν δύο νέω

ή αναλαµβάνεται ώσπου να επιτευχθεί ένας 

προ , ή µέγεθος οµάδας, ή 

αριθµός οµάδων). 

   Σ ν

οµαδο

µα

ώσπου να σταµατήσουν οι αλλαγες. Τα σχήµατα 5.3.B και 5.3.C απεικονίζουν 

τις πρώτες

ταξινόµησης.  

   Ο αλγόριθµος αυτός δεν είναι πρακτικός στις περισσότερες περιπτώσεις. 

Μπορεί να εφαρµοσθεί σε πολύ µικρές τετραγωνικές περιοχές-διανύσµατα. 

Στην πραγµ  είναι χρήσιµος µόνο όταν η διάσταση δεν είναι πολύ 

µεγάλη, π.χ. 2 ή 3. 

 

5.4.2 Η οµαδοποίηση Heckbert  

   Όταν η µνήµη δεν επαρκεί για την αποθήκευση, ο χάρτης ταξινόµησης c 

πρέπει να περιγραφεί µε ένα αλγοριθµικό τρόπο. Ο αλγόριθµος οµαδοποίησης 

του Heckbert (Heckbert clustering),  το χώρο σε οµάδες χρησιµοποιώντας 

υπερεπίπεδα τα οποία είναι κάθετα σε κάποιο σύστηµα συντεταγµένων. Η 

διαίρεση αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί και ως µέρος του αλγορίθµου για την 

περιγραφή του χάρτη c. 

   Αρχικά επιλέγεται η µεγαλύτερη τρέχουσα οµάδα που στην περίπτωση της 

συµπίεσης µε fractal είναι το σύνολο των domain διανυσµάτων. Στη συνέχεια, 

βρίσκεται το σύστ µα συντεταγµ νων ως προς το οποίο η οµάδα έχει τη 

µεγαλύτερη εξάπλωση και διαιρείται χρησιµοποι ντας ένα υπερεπίπεδο κάθετο 

στοιχείων τω ν οµάδων που προκύπτουν να είναι όσο το δυνατό 

παραπλήσιο. Η διαδικασία αυτ  επ

καθορισµένος στόχος (συγκεκριµένη ταχύτητα

ε γενικές γραµµές η µέθοδος αυτή δεν παρέχει τη  καλύτερη δυνατή 

ποίηση από µαθηµατικής σκοπιάς (όπως ο προηγούµενος αλγόριθµος). 
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Παρ’ άστιου

αριθµο το χώρο την καθιστά πολυ χρήσιµη σε πολλές 

εφαρµ

 

Αλγόριθµ  

   Έστω ένα πεπερασµένο σύνολο διανυσµάτων Ω στο χώρο R  και ένας 

ακέραιος  τ ε  ο  

κατασκευάζει το χάρτη ταξινόµη ης µε µία σειρά από n-1 διαιρέσεις. Κάθε µία 

όλα αυτά, η αποτελεσµατικότητά της στην αντιµετώπιση τερ  

ύ σηµείων-διανυσµάτων σ

ογές. 

ος Heckbert:
n

m που αντιστοιχεί σ ον πιθυµητό αριθµ  οµάδων. Ο αλγόριθµος 

σ

χαρακτηρίζεται από τέσσερις παραµέτρους, (k, k΄, i, v), όπου η k οµάδα 

χωρίζεται από το i-οστό υπερεπίπεδο στο σηµείο µε τιµή v σε δύο οµάδες την 

k και k΄ για ix v<  και ix v≥  αντίστοιχα. Εν συντοµία ο αλγόριθµος δ αιρεί 

από την k οµάδα στην k΄στην i-οστή µεταβλητή, πάνω στην τιµή v. Το 

κριτήριο µε βάση το οποίο καθορίζονται οι διαιρέσεις είναι το ακόλουθο: 

1. Θέτουµε 0
0c =Ω . 

Κατά την πρώτη διαίρεση, 1

ι

s = : 

1-a. Επιλογή του αριθµού των οµάδων 0k1 = . 

1-b. Εύρεση της διεύθυνσης  µε την ευρύτερη εξάπλωση, δηλ.   1i

{ } { }{ }0 01 1
0 00, ,

max max maxi i i ii Nx y c x y c
x y x

≤ ≤∈ ∈
− = −

 
y

 
(5.30)

τσι ώστε:  1-c. Βρίσκουµε την τιµή v  για την τοµή, έ1

{ } { }1 1

0 0
0 00 0
0 1 0# | # inf # | #

2 2i iv R

c cc x v c x v
∈

∈ < − = ∈ < −x x  
 
5.31)

1-d. ∆ιαµέριση της οµάδας σε δύο διαφορετικές:  

(

{ }1

1 0
0 0 1| ic c x v= ∈ <x και { }1

1 0
1 0 1| ic c x v= ∈ ≥x . (5.32)

 

Στις επόµενες διαιρέσεις, 2,3,..., 1s n= − : 
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2,3,..., 1s n= − πιλέγουµε µί τις µεγαλύτε άδες s-a. . Ε α από ρες οµ

sk , δηλ.  

1max#1

0
#

s

s s
kk s

ckc − −

≤ <
 5.33)

s- Εύρεση της υνσης 

= (

b.  διεύθ si  µ  από τις ερες 

εξαπλώσεις, δηλ.  

ε µία µεγαλύτ

{ } { }
1 10, ,

max max ma
s ss s
k ks s

i i i ii Nc c
xx y x y

− −≤ <∈ ∈

⎧ ⎫− = −⎨ ⎬
⎩ ⎭x y x y

 
 
(5.34)

s-c. Εύρεση της τµής που καθορίζει την τοµή στη µέση sv , έτσι ώστε  

{ } { }
1 1

1 1# | # inf # | #
2 2

s s

s s s s

s s
s s
k i s k iv R

c c
c x v c x vk k

− −
− −

∈
∈ < − = ∈ < −x x  

 
(5.35)

s-d. ∆ιαίρεση της οµάδας 1
s

s
kc −  σε δύο:  

{ }1 |
s s s

s s
k k i sc c x v−= ∈ <x  και { }1 |

s s

s s
s k i sc c x v−= ∈ ≥x . (5.36)

   Και ταξινόµηση των υπολοίπων όπως προηγουµένως, δηλ.  
1,   0  και s s

k k sc c k s k k−= ≤ < ≠  (5.37)

   Εποµένως, δεδοµένου ενός διανύσµατος x του συνόλου Ω, ο χάρτης 

ταξινόµησης ορίζεται από τα υπερεπίπεδα.  

   Το σχήµα 5.4.Α δείχνει ένα απλό παράδειγµα από ένα σύνολο δεκατριών 

διαι Β δίνει  λύση µε τρ ς που 

βασ λογική. µα παρατίθεται για θεί ότ η 

που προτείν η παραπάνω µέθοδος µπορεί απέχει ό τη η 

αλλά εξακολουθεί να δίνει πρακτική άντηση πρόβλ ς 

µαδοποίησης. 

διανυσµάτων αναφοράς που έχουν χωριστεί σε τέσσερεις οµάδες µετά τρεις 

ρέσεις. Το σχήµα 5.4.  την πιο πιθανή εις διαιρέσει

ίζεται στην κοινή Το σχή  να δειχ ι η λύσ

ει  να πολύ απ βέλτιστ

µια  απ  στο ηµα τη

ο
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  Σχ.5.4: Ο αλγόριθµος Heckbert σε µία απλή περίιπτωση: Α) Heckbert Β) Οπτική οµαδοποίηση 

 

5.4.3 Ευρετική µέθοδος οµαδοποίησης 

απ και άλλες

διαφοροποίησή  διαίρεσης

 ένως R εδα

εί µένο διάνυσ

 

   Εκτός ό τον παραπάνω αλγόριθµο υπάρχουν   µέθοδοι που 

χρησιµοποιούν υπερεπίπεδα για τη διαµέριση του συνόλου των διανυσµάτων 

αναφοράς. Η τους έγκειται στο κριτήριο της . Όπως 

αναφέρθηκε και προηγουµ , ο χώρος n χωρίζεται από υπερεπίπ  

διαστάσεως n-1. Σε κάθε βήµα το ζητούµενο υπερεπίπεδο µπορεί να 

αναπαρασταθ  από ένα κανονικοποιη µα nu∈ℜ  και α βαθµωτή µι

τιµή µ∈ℜ , ώστε το επίπεδο να είναι ορθογώνιο ι να περιέχει το 

. 

υπερεπιπέδου σε κάθε βήµα µετατοπίζεται στην εύρεση των αντιστοίχων µ, u. 

άλλη ανάλογα µε τον αν το εσωτερικό του γινόµενο µε το ορθογώνιο στο 

επίπεδο

ι

στο u κα

σηµείο µ.u Το πρόβληµα εποµένως της εύρεσης του κατάλληλου 

Κάθε διάνυσµα αναφοράς θα τοποθετείται στη µία πλευρά του επιπέδου ή την 

 διάνυσµα u είναι µεγαλύτερο ή µικρότερο του µ. Το σχήµα 5.5 

απεικονίζε  την παραπάνω διαδικασία. 
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Σχ.5.5: Απεικόνιση της διαδικασίας διαµέρισης. Οι διακεκοµµένες γραµµές αντιπροσ εύουν τα υπερεπίπεδα 

σίας διαίρεσης είναι είναι της τάξης 

Ο(n(ΝR+ΝD)), όπου ΝR ο αριθµός  περιοχών τύπου R. 

   Ο R.F Sproull πρότεινε µία πολύ καλή λύση για την εύρεση του u, σύµ

φοράς. Η λύση 

αυτή χαρακτηρίζεται ως βέλτιστη, καθώς ο προσανατολισµός  

   Ο Jean Cardinal13 προτείνει µ  ευρετική µέθοδο υπολογισµο  

ωπ
που διαχωρίζουν το ένα µετά το άλλο το χώρο. Η σύγκριση ενός ζεύγους domain-range περιοχών 
πραγµατοποιείται µόνο όταν τα αντίστοιχα χαρακτηριστικά τους διανύσµατα ανήκουν στην ίδια οµάδα. 
 

   Η πολυπλοκότητα της διαδικα

των

φωνα 

µε την οποία η διεύθυνση  του επιπέδου δίνεται από το κύριο ιδιοδιάνυσµα του 

πίνακα συνδιακύµανσης της κατανοµής των διανυσµάτων ανα

  του

υπερεπιπέδου µεγιστοποιεί την παραµένουσα τυπική απόκλιση µεταξύ των 

διανυσµάτων αναφοράς δηλαδή, από όλους τους µονοδιάστατους άξονες που 

µπορούν να βρεθούν, είναι εκείνος που κάνει την µεγαλύτερη διάκριση µεταξύ 

των διανυσµάτων. 

ία ύ του

υπερεπιπέδου διαχωρισµού, καθώς ο υπολογισµός του βέλτιστου 

ιδιοδιανύσµατος µπορεί να αποδειχθεί χρονοβόρος κυρίως για µεγάλες 

διαστάσεις. Ο αλγόριθµος είναι ο ακόλουθος: 
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1. Έστω { }( ) | 1,...,n
i RR i Nφ ∈ℜ =  και { }( ) | 1,...,n

i DD i Nφ ∈ℜ =  τα 

σύνολα των χαρακτηριστικών διανυσµάτων των range και domain 

περιοχών αντίστοιχα. Κανονικά θα έπρεπε να εξεταστεί και η 

περίπτωση αρνητικών χαρακτηριστικών διανυσµάτων. Στην 

περίπτωση αυτή το σφάλµα κωδικοποίησης θα ήταν πιθανότατα 

µικρότερο εξαιτίας της ύπαρξης περισσοτέρων υποψηφίων για 

σύγκριση. Ωστόσο η εργασία µόνο µε τα θετικά διανύσµατα, που 

ισοδυναµεί µε τη µείωση του συνόλου των τύπου D περιοχών στο 

µισό, δίνει ταχύ ερα ποτελεσµατα χωρί βλά η της γενικότητας του 

αλγορίθµου. 

τ  α ς β

2. Υπολογισµός του κέντρου βάρους της κατανοµής των τύπου R 

χαρακτηριστικών διανυσµάτων 

1

1 ( )
RN

ig R
N

ϕ= ∑  
 

iR

3. Για κάθε 1,...,

=
(5.38)

Ri N∈ , υπολογίζεται η προβολή του φ(R ) στη i

µοναδιαία σφαίρα µε κέντρο το g:  

( ( ) )
( )

i
i

i

R gs
R g

ϕ
ϕ

−
=

−
 

 
(5.39)

4.    Το υπερεπίπεδο διαχωρισµού θα είναι ορθογώνιο στη διεύθυνση που 

δίνεται από τη σχέση  

1

1,  
RN

i
iR

wu w s
w N =

= = ∑  
 
(5.40)

και θα περιέχει το κέντρο βάρους g. 

   Η τιµή που αντιστοιχεί στο µ είναι το εσωτερικό γινόµενο ,g u . 

   Ο στόχος της ευριστικής µεθόδου είναι η αναζήτ ση  µιας ση αντικής από 

πλευράς διαχωρισµού διεύθυνσης µεσα στο « έφος» των σηµείων. Υπολογίζεται  

το κέντρο βάρους των σηµείων και στη συνέχεια βρίσκεται ο µέσος όρος των 

διευθύνσεων που «παρατηρούνται» από το σηµείο αυτό. Πρέπει να σηµειωθεί 

 η µ

ν
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ότι αν 0w = , πρέπει α επι εχθεί ένα αυθαίρετο διάνυσµα, περίπτωση όµως 

που δεν έχει ως τώρα αντιµετωπιστεί κατά την πειραµατική διαδικασία. 

ν λ  

ύπου R χαρακτηριστικού 

διανύσ

περιέχ

διανύσ επιτυχή σύγκριση. Η 

ευρ

   Η β

κατανο δ

τύπου . ή ι µ κ

θεωρη

εικόνα θµος λαµβάνει 

υπόψη την παραπάνω ιδιότητα και  τα υπερεπίπεδα διαχωρισµ ύ µε 

βάση

αριθµ

   Το  σχήµα συνοψίζει τα αποτελέσµατα της σύγκρισης τεσσάρων 

µεθ

1

2

3

   Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, η βέλτιστη µέθοδος uopt, τείνει να 

µέγιστοποιήσει τη µέση απόσταση µεταξύ ενός τ

µατος και του συνόρου του τµήµατος του χώρου-οµάδας που το 

ει, µειώνοντας κατά συνέπεια την πιθανότητα ύπαρξης ενός γειτονικού 

µατος σε γειτονική οµάδα που να προσφέρεται για 

ετική µέθοδος έχει µε τη σειρά της παρόµοια ιδιότητα. 

άση στην οποία στηρίζεται η ευρετική µέθοδος, είναι η υπόθεση ότι η 

µή των χαρακτηριστικών διανυσµάτων τύπου R είναι ί ια µε αυτή των 

D διανυσµάτων  Αυτ  η υπόθεση δεν είνα  αβάσι η αι µπορεί να 

θεί ως πόρισµα της τοπικής οµοιότητας που παρατηρείται µεσα σε µία 

 και την οποία εκµεταλεύεται το µοντέλο PIFS. Ο αλγόρι

 βρίσκει ο

 µόνο τα τύπου R διανύσµατα τα οποία καθώς είναι γενικά λιγότερα στον 

ό από τα τύπου D επιτρέπουν ταχύτερους υπολογισµούς. 

επόµενο

όδων οµαδοποίησης: 

. Της µεθόδου τυχαίας επιλογής του u. 

. Της µεθόδου της επιλογής του βέλτιστου διανύσµατος u, uopt. 

. Της ευριστικής µεθόδου που προτείνει ο J.Cardinal. 

4. Της µεθόδου του k-διάστατου δένδρου. 
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 Σχ.5.6: Ο µέσος όρος των αποτελεσµάτων της επεξεργασίας διαφόρων εικόνων. a) Χρόνος b)Ποιότητα  
  

αρατηρώντας τα αποτελέσµατα, µπορούν να εξαχθούν τα ακόλουθα 

υµπεράσµατα: 

1. Οι τρεις πρώτες µέθοδοι είναι πάντα ταχύτερες του k-διάστατου δένδρου. 

Ο λόγος αύξησης της επιτάχυνσης κυµαίνεται µεταξύ 1.5 και 3. 

  

Π

σ
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2. Η βέλτιστη µέθοδος παράγει εικόνες υψηλότερης ποιότητας από τη 

νικ ίτα

εκτέλεσης της βέλτιστης σεγγίζει το 20 ε το 

χρόν  της ευρετικ . 

4. Κατ έσο όρο, η ποιότητα νει το k-d δένδρο για ό χρόνο 

κωδικοποίησης, δεν υπερβαίνει την αντίστοιχη τω ν τριών 

αλγορίθµων . Για µικρούς βαθµούς συµπίεσης µάλιστα, η ποιότητα του 

αλγορίθµου του δένδρου υπολείπεται των τριών. 

Ο

 οι 

 Rauf Hamzaui  

ός 

ας 5.3.2.  ότι

n D j nτ+= =  (5.41)

ε και στο 1ο κεφάλαι

πολυδιάστατο χώρο. Κάθε 

σύνολο – κύτταρο , 

βασισµένη στην τυχαία επιλογή µέθοδο. 

3. Το πρόσθετο χρο ό διάστηµα που απαιτε ι για την ολοκλήρωση της 

µεθόδου προ % σε σχέση µ

ο εκτέλεσης ής και τυχαίας

ά µ  που δί  σταθερ

ν άλλω

    

5.4.4 µαδοποίηση µε βάση την απόσταση  

   Στον παρών εδάφιο, καθώς και σε αυτό που ακολουθεί, παρουσιάζονται

προτάσεις των  και Dietmar Saupe14 για αποδοτική και ταχεία 

οµαδοποίηση των χαρακτηριστικών διανυσµάτων, οι οποίες συνδυάζονται και 

µε την ταξινόµηση του Fisher. Για το λόγο αυτό, υιοθετείται ο συµβολισµ

της ενότητ Επιπλέον για τις ανάγκες των δύο εδαφίων, θεωρείται  η 

κάθε τύπου R περιοχή R έχει διάσταση 2n*2n . Οι περιοχές τύπου D που έχουν 

το διπλάσιο µέγεθος των περιοχών τύπου R, έχουν προφανώς διαστάσεις 

2n+1*2n+1. Οι περιοχές που προέρχονται από υποδειγµατοληψία των ND τύπου 

D περιοχών µετά από την εφαρµογή κάποιου ισοµετρικού µετασχηµατισµού 

και οι οποίες συγκρίνονται στην ουσία µε τις τύπου R, συµβολίζονται ως:  

C S ( 1) ( ), 1...
jj D j D

όπου ( 1)nS + , ένας τελεστής που συµβολίζει την υποδειγµατοληψία από τις 

διαστάσεις  2n+1*2n+1 στις διαστάσεις 2n*2n.  

   Όπως αναφέρθηκ ο, οι οµάδες ορίζονται ως κύτταρα 

Voronoi ( πλησιέστερος γείτονας) στον Ευκλείδιο 
n

iΩ ⊆ℜ 1... mi n= ,  αντιπροσωπεύται από ένα κέντρο 

και δίνεται από τη σχέση :  n∈ℜim  
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{ : , 1... }n
i mk nΩ = ∈ℜ − ≤ − =i kx x m x m  (5.42)

     Για να διασφαλιστεί η µη-επικάλυψη των κελιών ακολουθείται ο εξής 

κανόνας (Κεφάλαιο 1): Αν το όρισµα του − ix m  δεν είναι µοναδικό, δη

η

ερο δε

λαδή 

αν υπάρχουν δύο διαφορετικά κέντρα mi, mj που ικανοποιούν τ ν παραπάνω 

σχέση, το x αντιστοιχίζεται στο κύτταρο µε το µικρότ ίκτη. Επιπλέον, ο 

k-οστός πλησιέστερος γείτονας του x στο σύνολο των κέντρων − ix m , που 

σχηµατίζουν ένα συγκεκριµένο σύνολο Ω , συµβολίζεται µε ( )k xΩ . 

  Έστω ότι το κέντρο κάθε οµάδας  γνωστό. Η διαδικασία κωδικοποίηση  

 από τα χαρακτηριστικά 

διανύσµατα 

είναι ς

µπορεί να επιταχυνθεί µε τον τρόπο που περιγράφεται παρακάτω. Σε πρώτη 

φάση καθορίζεται η οµάδα στην οποία ανήκει κάθε ένα

,( ), 1... , 1...8j p DC j n pφ± = =  (το p συµβολίζει τον ισοµ ρικό 

µετασχηµατισµό). Σε µία αναζήτηση µίας οµάδας συγκρίνεται η τύπ

περιοχή R µόνο µε τις τύπου D περιοχές

ετ

ου R 

 jD D
j

τ  για τις οποίες τουλάχιστον ένα 

από τα χαρακτηριστικά διανύσµατα )( , pjCφ±  είνα  στην οµάδα µε κέντρο 

Ω

ι

αι από

ι πιο πιθανό να βρίσκονται σε αυτήν την οµάδα. Η 

κ

g τ (S 15 α

1(φ(R)). Aυτή η στρατηγική δικαιολογείτ  τα σχόλια που ακολουθούν 

το Θεώρηµα 6 και την παρατήρηση ότι τα πλησιέστερα χαρακτηριστικά 

διανύσµατα στο φ(R) είνα

αναζήτηση µπορεί να επεκταθεί και σε περισσότερες οµάδες αν ληφθούν 

υπόψη και τα επόµενα αµέσως πλησιέστερα κέντρα. Όπως όµως έχει 

υπογραµµιστεί και προηγουµένως, µία τέτοια προσπάθεια, αν αι δίνει 

καλύτερα αποτελέσµατα κωδικοποίησης, κοστίζει σε χρόνο.  

   Είναι επόµενο, τα κέντρα των οµάδων να κατασκευάζονται µε τρόπο τέτοιο, 

ώστε να προσεγγίζουν τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της στοχαστικής 

πηγής που παράγει τα χαρακτηριστικά διανύσµατα. O Χάρτης Αυτό-Οργάνωσης 

(Self Organizin Map) ου Kohonen OM)  είναι ιδιαίτερ  εύχρηστος για την 

εργασία αυτή καθώς παράγει σχετικά γρήγορα µία οµαδοποίηση υψηλής 

ποιότητας. 
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   Εξαιτίας περιορισµών τόσο στο χώρο όσο και στο χρόνο αποθήκευσης, θα 

ήταν παράλογη η οµαδοποίηση και των 8*2Ν  χαρακτηριστικών διανυσµ των 

,( )j pC
D ά

φ± . Μία λύση στο πρόβληµα αυτό δίνεται από την ενσωµάτωση της 

του Fisher των κανονικών τάξεων στη διαδικασία οµαδοποίησης. 

, όπως προτείνει ο Fisher χρησιµοποιούνται µόνο οι ισοµετρίες 

µεθόδου 

Εποµένως
1

jR Dτ τ− και 1
jR Dτ τ−

− . Στην πρώτη περίπτωση, οι καλύτερες υποψήφιες τύπου D 

 για την αντίστοιχη τύπου R περιοχή R καθορίζονται από την εύρεση 

 κοντινών γειτόνων του 

περιοχές

των πιο ( )RRϕ τ  στο σύνολο των χαρακτηριστικών 

διναυσµάτων ( ), 1...j DC j nφ± = .  

   Αλλά καθώς τα RRτ  και jD D
j

τ  

 είναι

πρόταση

έχουν και τα δύο κανονικό προσανατολισµό, 

ο παράγοντας της αντίθεσης  πιθανότατα µη αρνητικός. Εποµένως, µε 

βάση και την εποµένη , τα χαρακτηριστικά διανύσµατα ( )jCφ−  

µπορούν να αγνοηθούν.  

Πρόταση 1 :  

µε    Με βάση τα αποτελέσµατα του Θεωρήµατος 6 έχου

, ,( , ) ( ) ( )j p j pR C R Cϕ φ∆ = − αν και µόνο αν 0s ≥  όπου ο s είναι ο παράγοντας 

έθοδο των ελαχίστων 

αγώνων .  

Απόδειξη : Γνωρίζουµε ότι 

αντίθεσης που υπολογίζεται από τη βελτιστοποίηση µε βάση τη µ

τετρ

, ,( , ) ( ) ( )j p j pR C R Cϕ φ∆ = −  αν και µόνο αν 

,( ), ( ) 0j pR Cφ φ ≥  ή ισοδύναµα 
,,, 0

j pR j p CR m C m− − ≥1 1  που είναι 

ισοδύναµο µε  0s ≥  µε βάση τη σχέση που δίνει το s από την εφαρµογή της 

µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων (σχέση (4.1)) �. 

   Στη δεύτερη περίπτωση (αναµονή αρνητικής τιµής αντίθεσης), µε ένα 

παρόµοιο επιχείρηµα βρίσκονται οι καλύτερες υποψήφιες περιοχές τύπου D,  

αναζητώντας τους πιο κοντινούς γείτονες του )( ( )R Rφ τ− −  στο σύνολο των 
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χαρακτηριστικών διανυσµάτων { ( ), 1... }j DC j nφ = . Ο αλγόριθµος 

ωδικοποίησης εποµένως έχει ως εξής :  

 

Έστω q ένα βάθος αναζήτησης. 

 κέντρων χρησιµοποιώντας 

1. Σύγκριση της τύπου R περιοχής R µε κάθε περιοχή 

κ

 
m1 n{m ,...,m } 1. Κατασκευάζεται το σύνολο των

ως διανύσµατα εκπαίδευσης τα φ(Cj) και τον SOM αλγόριθµο. 

2. Βρίσκεται η οµάδα του κάθε χαρακτηριστικού διανύσµατος. 

Για τη διαδικασία αυτή υπάρχουν 3 επιλογές :  
1

jR D j
−  

φ(C

Dτ τ ώστε τα 

ν σj) να α ήκουν την ένωση των q οµάδων που τα κέντρα τους ανήκουν 

στους k πλησιέστερους γείτονες ( ( ))k
RRφ τΩ  του )( RRτϕ , k=1. 

2. Σύγκριση της τύπου R περιοχής R τόσο µε τις τύπου D περιοχές που 

προκύπτουν από την 1η επιλογή όσο και µε κάθε περιοχή 1
jR D jDτ τ−

−  

ώστε τα φ(Cj) να ανήκουν στην ένωση των q οµάδων που τα κέντρα τους 

είναι ( ( ( )))k
R Rφ τ−Ω − , k=1,…q.  

3. Καθορισµός το υποσυνόλου των q πιο µικρών σφαλµάτων από το 

σύνολο k( ) m )RR ||ϕ τ −  , k( ( )) m )R R ||ϕ τ− − − . Για όλα τα k για τα 

 k( ) m )RR ||ϕ τ −  οποία το είναι το πιο µικρό ( ανήκει δηλαδή στο 

παραπάνω υποσύνολο) η R συγκρίνεται µε όλες τις τύπου D περιοχές 
1

jR D jDτ τ−  για τις οποίε ς τα διανύσµατα φ(Cj) ανήκουν στο Ωk . Οµοίως 

τα k για τα οποία το για όλα k( ( )) m )R R ||ϕ τ− − −  ανήκε

υποσύνολο η R συγκρίνεται µε όλες τις τύπου D περιοχές

ι στο 

 1
jR D jDτ τ−

−  για 

τις οποίες τα διανύσµατα φ Cj) ανήκουν στο Ωk. Αυτή η τελευταία 

επιλογή εξετάζει τις µισές οµάδες από αυτές που εξετάζει η 2η . Ε

(-

πειδή 

εξετάζει το ελάχιστο σφάλµα και για τα ( )RRφ τ  και ( (R ))Rφ τ− −  είναι 
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πιο αργή από την 1η επιλογή αλλά δίνει µικρότερο σφάλµα 

προσέγγισης.  

   Το σχήµα 5.7 δείχνει το µέγιστο σηµατοθορυβικό λόγο PSNR και το 

κωδικοποίησης ως συνάρτηση του αριθµού των τάξεων (αντίστοιχα οµάδων) 

ου εξετάζονται για την εικόνα της Lena 512*512 εικονοστοιχείων. Οι 

σ

ην απόκλιση του Fisher ο

οµάδων, που σχεδιάστηκαν µε βάση τον αλγόριθµο SOM. Η τεχνική 

µ συγγραφείς ξεπέρασ

καθαρά αυτή του Fisher. Για παράδειγµα η 2η επιλογή είχε µία ακρίβεια των 

χρόνο 

π

καµπύλες αντιστοιχούν τις επιλογές 2 και 3  και στην ταξινόµηση µε βάση τη 

µέση τιµή και τ . Για µια δίκαιη σύγκριση µε τ ν 

αλγόριθµο του Fisher χρησιµοποιήθηκαν 72 διανύσµατα ως κέντρα µάζας των 

επιτάχυνσης της κωδικοποίησης που χρησι οποίησαν οι ε 

37.05 dB στα 95sec, ενώ στην περίπτωση της ταξινόµησης του Fisher για 

ακρίβεια 37.04dB απαιτήθηκαν 758sec. 

 
Σ
Οι
χ.5.7: Ο µέγιστος σηµατοθορυβικός λόγος σε σχέση µε τη διάρκεια κωδικοποίησης για την εικόν της Lena. 
 τελείες προκύπτουν από το διαφορετικό αριθµό τάξεων (1, 3, 24, 72) ή οµάδων (1, 2, 3, 4, 8, 24, 72) που 
αζητούνται. 

 

δένδρου  range 

αν
 

   Όταν η διαίρεση της εικόνας βασίζεται στην τεχνική του τετραδικού

, µπορούν να χρησιµοποιηθούν µέχρι και 4 διαφορετικά µεγέθη
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περ

διανύσµατα να έχουν διάσταση έως και 1024. Αυτό το γεγονός µπορεί να 

οθήκευση των 

απο ας καθώς και η 

οµαδοποίηση γίνουν µε διανύσ

η παραπάνω δυσκολία, ελαττώνεται πρώτα το µέγεθος των περιοχών σε 4*4  

και στη

κέντρα των οµάδων στο χώρο 

ιοχών (π.χ. 4*4, 8*8, 16*16, 32*32) µε αποτέλεσµα τα χαρακτηριστικά 

προκαλέσει πρόβληµα τόσο στον υπολογισµό όσο και στην απ

τελέσµατων, ειδικότερα αν η σχεδίαση των κέντρων µάζ

µατα υψηλών διαστάσεων. Για να αντιµετωπιστεί 

 συνέχεια υπολογίζονται τόσο τα χαρακηριστικά διανύσµατα όσο και τα 
16ℜ  . Με τον τρόπο αυτό προκύπτει µόνο ένα 

σύνολο από κέντρα στη χαµ  διάσταση, τα οποία χρησιµοποιούνται 

στην τ

στιγµή ήφιες τύπου D περιοχές µε τις 

σχεδιάστηκε στον . Έστω ο αριθµός των τύπου D περιοχών 

ηλότερη

αξινόµηση των περιοχών όλων των διαστάσεων. Παρ’ όλα αυτά , από τη 

 που θα έχουν επιλεχθεί οι υποψ

ισοµετρίες τους για σύγκριση µε τη δεδοµένη τύπου R περιοχή, το σφάλµα 

ελαχίστων τετραγώνων, υπολογίζεται στην πραγµατική διάσταση των περιοχών. 

Ακριβέστερα, ας υποτεθεί ότι ένα σύνολο των κέντρων των οµάδων 
16ℜ n n

jD  nD

διαστάσεων 1 12 2n n+ +∗ . Πριν αρχίσει η επεξεργασία ακολουθώνται τα 

παρακάτω βήµατα : Για όλα τα max1,..., , 2,3,...,nD
j n n n= = :  

1. Yπολογίζονται τα διανύσµατα διάστασης 16  
(3) ( ) ( 1)... ( )n

j

n n n n
j jD

C S S S Dτ+=  (5.43)

 φ ∈ℜ

χεια για βάθος αναζήτησης q και την 1η επιλογή (ο τρόπος εργασίας 

ς άλλες 2), η

σµατος, 
n n n n n n− . 

ρακτηριστικού .   

2. Οµαδοποιούνται τα χαρακτηριστικά διανύσµατα jC . Στη 

συνέ

16( )n

είναι παρόµοιος και για τι  τύπου R περιοχή R µεγέθους 

2 2n n∗  κωδικοποιείται ως εξής :  

a) Υπολογισµός  του διανύ έστω 

nR
r S S S Rτ= ∈(3) ( 1) ( )

max... ( ), 3...

 ( )nrφb) Υπολογισµός του αντίστοιχου χα
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c) Σύγκριση του nR  µε κάθε περιοχή 1
n n

j

n
jR D

Dτ τ−  ώστε το ( )n
jCφ  να 

ανήκει στην ένωση των q οµάδων που τα κέντρα τους είναι 
k n

 

..,r k qφΩ = . 

ατα που θα αποτελέσουν τα κέντρα των 

οµάδων αλγόριθ

παράδειγ  διανυσµάτων, θεωρηθεί το 

jC nφ του

στηρίζεται στην πεποίθηση  διάστασης εκδοχή µίας τύπου D 

περιοχής δε µπορεί να αποτελέσει µία καλή προσέγγιση για τη δεδοµένη 

τύπου R περιοχή χαµηλής διάστασης, τότε το ίδιο θα συµβαίνει και για τις 

   Έστω R και D δύο περιοχές της εικόνας διαστάσεων 

( ( )), 1,.

   Τα χαµηλότερης διάστασης διανύσµ

 µπορούν να σχεδιαστούν µε βάση τον SOM µο αν για 

µα ως σύνολο των χαρακτηριστικών

max
n

D
n j n= , = . Το σκεπτικό  παραπάνω αλγορίθµου 

ότι αν η χαµηλής

{ ( );  2,...,  1,..., }n

περιοχές στην πραγµατική τους διάσταση. Η πεποιήθηση αυτή ενισχύεται από 

το ακόλουθο θεώρηµα που απέδειξε ο Dekking. 

 

Θεώρηµα 7 :  

1 12 2n n+ +∗  και 

αντίστοιχα. Τότε:  

2 2n n∗  

( 1)

,

( ) ( ) ( 1)
1

,
1min( ) ( 1)2

n
s

n n n
n

s o
S R sS S D o

∈ℜ

+
−

∈ℜ
− +

 (5.44)

Πίνακας 5.1: Το PSNR σε σχέση µε τον αριθµό των
της διάστασης και τη 2η επιλογή  την εικόνα µε τις

1min( ) ( 1)2
n

o
R sS D o+− + ≥  

 οµάδων. Κωδικοποίηση µε βάση την τεχνική ελάττωσης 
 για  πιπεριές για οµοιόµορφη διαµέριση.  

ριθµός οµάδων                             Μέγεθος περιοχής   Α
 8*8 16*16 32*32 
1 
2 

31.04 26.46 22.31 

3 
31.31 
31.38 

26.61 
26.73 

22.48 
22.54 

4 
8 
72 

31.42 
31.46 
31.48 

26.77 
26.82 
26.83 

22.57 
22.62 
22.61 
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   Ο πίνακας 5.1 δείχνει ότι η αναζήτηση σε λίγες οµάδες µε τη χρήση του 

αλγορίθµου ελάττωσης της διάστασης δίνει τιµές του PSNR που προσεγγίζουν 

εκείνες που αποκτώνται από την εξέταση και των 72 οµάδ ν. Στα πει άµατα η 

απόσταση µεταξύ των τύπου D περιοχών ήταν 8εικονοστοιχεία. Σύµφωνα µε 

τους συγγραφείς, είναι εύλογο το γεγονός ότι αφού τα κέντρα των οµάδων 

υπολογίζονται µε ένα αλγόριθµο ∆ιανυσ

ω ρ

µατικής Κβαντοποίησης, η 

ταξινόµηση που αναπτύχθηκε στην υποενότητα αυτή θα είναι το ίδιο επιτυχής 

ακόµη και αν ως διανύσµατα εκπαίδευσης, χρησιµοποιηθούν διανύσµατα που 

ανήκουν σε σύνολο άλλων εικόνων, που δεν περιλαµβάνει την προς εξ

εικόνα. Αυτή η προσέγγιση εξαλείφει τον επιπρόσθετο χρόνο που απαιτεί η 

ν 

 η προς συµπίεση εικόνα.  

έταση 

κατασκευή των κέντρω µε βάση προσαρµοστικό έλεγχο, έλεγχο δηλαδή που 

είναι βασισµένος στη µορφή που έχει

 
Πίνακας 5.2: ∆ιάρκεια κωδικοποίησης και PSNR σε σχέση µε τον αριθµό των οµάδων. Η στήλη µε το όνοµα 
«Adap» συµβολίζει κέντρα προσαρµοσµένα στην εκάστοτε εικόνα, ενώ η στήλη µε το όνοµα «Fix» κέντρα 
ανεξάρτητα της εικόνας. 

Αριθµός οµάδων Χρόνος (sec) PSNR (dB) 
που αναζητώνται Προσ. Σταθ. Προσ. Σταθ. 

1 
2 

43 
67 

32 
59 

35.76 
3

3 
4 

89 
113 

81 
105 

6.23 
36.37 
36.42 

35.89 
36.29 
36.41 
36.45 

 

οι 

ου πλοίου.  

 

   Ο πίνακας 5.2 επιβεβαιώνει ότι η ταξινόµηση µε συγκεκριµένα κέντρα είναι 

µία εναλλακτική της ταξινόµησης µε προσαρµοστικά κέντρα. Εδώ 

συγγραφείς έχουν κωδικοποιήσε την 512*512 εικόνα του πλοίου µε τη 2η 

επιλογή, µε µοναδική διάσταση των τύπου R περιοχών την 4*4 εικονοστοιχεία 

και 4096 µη επικαλυπτόµενες τύπου D περιοχές 8*8 εικονοστοιχείων. Τα 72 

σταθερά κέντρα σχεδιάστηκαν µε βάση τον SOM αλγόριθµο από ένα σύνολο 9 

εικόνων που δεν περιελάµβανε την εικόνα τ
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5.4.5 Ο Υβριδικός Αλγόριθµος των Saupe-Hamzaui 

   Ο αλγόριθµος που ακολουθεί αποτελεί συνέχεια της προηγούµενης µεθόδου 

και συνδυάζει τόσο τη ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση (VQ), όσο και τις 

συµβατικές fractal τεχνικές. Οι συγγραφείς παρουσιάζουν δύο εκδοχές του 

λγορίθµου, οι οποίες οφείλονται στον τρόπο µε τον οποίο διαµερίζεται η 

µο SOM, 

 είναι

κέντρα αυτά έχουν µηδενική µέση τιµή. Τα 

διανύσµατα m m . Εποµένως έχουµε 

α

εικόνα. 

 

5.4.5.1 Οµοιόµορφη διαίρεση 

   Στην αρχή γίνεται η υπόθεση ότι η εικόνα διαιρείται σε τετραγωνικές 

περιοχές σταθερού µεγέθους. Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθ

σχεδιάζεται ένα µικρό συνόλο από κέντρα µάζας που  σταθερά και 

προέρχονται από αρκετές εκπαιδευτικές εικόνες, όπως προαναφέρθηκε. 

Μπορεί να αποδειχθεί ότι τα 

διανύσµατα αυτά µετατρέπονται στη συνέχεια µε κανονικοποίηση σε µοναδίαια 

m1 n p p,..., (m ) mφ =  για όλα τα 

, τα

.  

   Έστω R, µία υποψήφια για κωδικοποίηση τύπου R περιοχή διαστάσεων 

η

1,..., mp n= . Αφού ο σχεδιασµός των κέντρων είναι ανεξάρτητος της εικόνας 

που συµπιέζεται  κέντρα µάζας που κατασκευάστηκαν µε τον παραπάνω 

τρόπο είναι διαθέσιµα και κατά την αποκωδικοποίηση

2 2∗ . Για λόγους απλότητας, θα αναλυθεί µόνο η αναζήτηση σε µία οµάδα 

µε βάση την 1  επιλογή (µία από τις επιλογές αναζήτησης οι οποίες 

αναφέρθησαν στην αµέσως προηγούµενη υποενότητα). Σε ένα πρώτο βήµα, 

καθορίζεται η οµάδα κάθε χαρακτηριστικού διανύσµατος φ(C

n n

j) που όπως 

προαναφέρθηκε, αντιστοιχεί στο διάνυσµα του συνόλου των τύπου D περιοχών 
( 1) ( ),( 1,..., )

j

n
D j DS D j nτ+ ∈ . Στη συνέχεια, καθορίζεται το κέντρο της κάθε 

οµάδας 1{ ( )}c Rm Rϕ τ= Ω . Ακολουθεί η προσπάθεια προσέγγισης της τύπου 

R αυτής περιοχής από το παραπάνω κέντρο µε τον υπολογισµό του σφάλµατος 

ελαχίστων τετραγώνων:  
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2
c 2, *

( , ) min ( m )c Rs o
E R m R s oIτ

∈ℜ ℜ
= − +  (5.45)

   Με βάση το Θεώρηµα 6, το cm  είναι το κέντρο που µπορεί να προσεγγίσει 

καλύτερα το ( )RRτ , ως προς σφάλµα µε τη ορφή ελαχίστων τετραγ

λύση, διακριτοποιούνται δίνοντας µία 

αντίθεση

το  µ ώνων. 

Οι τιµές s και ο που προκύπτουν από τη 

 ˆ( )s R , µία φωτεινότητα και ένα σφάλµα:   ˆ( )o R  
21

c 2
ˆ ˆ ˆ ˆ( , ( ), ( ), , ) ( ( )m ( ) )c RE R s R o R m R s R o R Iτ − = − +  (5.46)

ο επόµενο βήµα είναι η σύγκριση αυτού του rms σφάλµατος που δίνει η 

ραπάνω προσέγγιση  µε την τιµή ενός δεδοµένου κατωφλίου α . Αυτό 

µαθηµατικά µεταφράζεται ως εξής: 

   Τ

πα

1
c

1 ˆ ˆ( , ( ), ( ),m )
2 Rn E R s R o R τ α− ≤  

 
(5.47)

Αν η ανισότητα ικανοποιείται, οι υπολοίπες τύπου D περιοχές δεν εξετάζονται 

και η περιοχή τύπου R κωδικοποιείται από το κέντρο, δηλαδή  

1
cˆ ˆ( ) m ( )RR s R o R Iτ − +�  (5.48)

   Αν η ανισότητα δεν ικανοποιείται , τότε συγκρίνεται η προσέγγιση που δίνει 

το κέντρο µε αυτές που δίνουν οι υπόλοιπες υποψήφιες τύπου D περιοχές που 

ανήκουν στο σύνολο που σχετίζεται µε το κέντρο mc. Aυτό γίνεται εξετάζοντας 

αν ισχύει η ανισότητα:  
1 1

1 12 2
cˆ ˆ( , ( ), ( ),m , ) (1 ) ( , ( ), ( ), ( ), ( ))R R DE R s R o R E R s R o R D R Rτ ε τ τ− −≤ +  

 
(5.49)

   Εδώ ε είναι ένα προαναφερθέν µικρό περιθώριο σφάλµατος  και το D(R)

 δίνει το µικρότερο σφάλµα προσέγγισης ανάµεσα 

ανισότητα, τότε το συµπέρασµα που εξάγεται είναι ότι η προσέγγιση που δίνει 

η βέλτιστη τύπου D περιοχή δεν είναι τόσο ανώτερη αυτής που προέρχεται 

από το κέντρο και συνεπώς και σε αυτήν την περίπτωση είναι προτιµότερο να 

κωδικοποιείται η R µε το mc.. Μία τέτοια κωδικοποίηση είναι συµφέρουσα για 

 

είναι η τύπου D περιοχή που

σε όλα τις τύπου D περιοχές που τα χαρακτηριστικά τους διανύσµατα φ(Cj) 

ανήκουν στην οµάδα µε κέντρο mc.. Όταν ικανοποιείται η τελευταία 
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δύο λόγους: Πρώτον, αφού τα κέντρα είναι συνήθως πολύ λιγότερα από τις 

τύπου D περιοχές, η πιθανή απώλεια σε ποιότητα αντισταθµίζεται από τη 

µείωση του bit rate. ∆εύτερον, στην κωδικοποίηση µε fractal, το σφάλµα 

 τη τύπου D περιοχή D(R) όπως στην 

αποκωδικοποίησης είναι στις περισσότερες των περιπτώσεων ,όπως έχουν 

δείξει και τα πειράµατα, µεγαλύτερο του σφάλµατος προσέγγισης κατά την 

κωδικοποίηση. Αυτό δε συµβαίνει όταν οι τύπου R περιοχές 

ανακατασκευάζονται από τα διαθέσιµα κέντρα των οµάδων.  

   Αν καµία από τις δύο προηγούµενες ανισότητες δεν ικανοποιείται, τότε η 

τύπου R περιοχή R κωδικοποιείται από

περίπτωση της συµβατικής συµπίεσης µε τη µέθοδο fractal. Με τον τρόπο 

αυτό, η κωδικοποίηση του R καθορίζεται από :  

1. Ένα ψηφίο που έχει τιµή 0 ή 1, ανάλογα µε το αν χρησιµοποιείται το 

κέντρο ή µία τύπου D περιοχή για την κωδικοποίηση. 

2. Το δείκτη c του κέντρου της οµάδας ή της θέσης της τύπου D περιοχής 

D(R).  

3. Την αντίθεση και τη φωτεινότητα. 

   Αν η αντίθεση s είναι µηδέν, τότε δε χρειάζονται ούτε το ψηφίο που 

φανερώνει τη µέθοδο κωδικοποίησης ούτε η θέση και ούτε η ισοµετρία. Η 

παραπάνω αναζήτηση µπορεί να επεκταθεί και σε γειτονικές οµάδες. 

Λαµβάνοντας υπόψη και το ( )R Rτ− −  οι επιλογές 2 και 3 µπορούν επίσης να 

χρησιµοποιηθούν, δίνοντας αρνητικές τιµές για την αντίθεση.  

   Η αποκωδικοποίηση στον υβριδικό αυτό αλγόριθµο γίνεται επαναληπτικά, 

αρχίζοντας από µία αυθαίρετη εικόνα όπως και στους συµβατικούς 

αλγορίθµους. Εύκολα διαπιστώνεται, ότι αν οι τύπου R περιοχές που 

κωδικοποιούνται από περιοχές τύπου D, έχουν τιµές αντίθεσης µικρότερες 

απολύτως από τη µονάδα, η αποκωδικοποίηση συγκλίνει ακόµα και όταν οι 

ιµές της αντίθεσης που αντιστοιχούν στις τύπου R περιοχές που 

ωδικοποιούνται από τα κέντρα, είναι µεγαλύτερες απολύτως της µονάδας. 

τ

κ
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   Τα πλεονεκτήµατα του αλγορίθµου αυτού σε σχέση µε τους αλγορίθµους 

που βασίζονται στην απόσταση είναι τα ακόλουθα :  

1. H κωδικοποίηση είναι ταχύτερη, αφού η αναζήτηση για µία κατάλληλη 

τύπου D περιοχή αρχίζει µόνο όταν το κέντρο δεν παρέχει µια 

ικανοποιητική προσέγγιση της περιοχής τύπου R.  

2. Ο βαθµός συµπίεσης µπορεί να βελτιωθεί από την επιλογή της 

αναλογίας µεταξύ του αριθµού των οµάδων και τον αριθµό των τύπου D 

περιοχών. Αν ο αριθµός των περιοχών τύπου R είναι Rn  

τη 

και ο αριθµός 

των περιοχών που κωδικοποιούνται µε βάση ∆ιανυσµατική 

Κβαντοποίηση είναι , τότε ο υβριδικός αλγόριθµος χρησιµοποιεί 

λιγότερα ψηφία από το συµβατικό fractal αλγόριθµο αν  
1n

1 2, log ,   logR
2  D m

nn p n k
p k

> = =
−

 n
 
(5.50)

την εξαγωγή της ανισότητας χρησιµοποιείται και ένα ψηφίο για κάθε 

ό

απαραίτητος µ

 µε αυτή του υβριδικού αλγορίθµου. Με χρήση του SOM 

 16*16. Τα εκπαιδευτικά διανύσµατα 

προέρχονται από 9 εικόνες µεγέθους 512*512 και για την κωδικοποίηση 

µ η  

 Σ

τύπου R περιοχή για τον καθορισµ  του τρόπου κωδικοποίησης (VQ ή 

fractal). 

3. H αποκωδικοποίηση είναι επίσης ταχύτερη. Πράγµατι, δεν είναι 

 ο υπολογισ ός των εντάσεων των εικονοστοιχείων των τύπου 

R περιοχών που κωδικοποιούνται από τα κέντρα σε κάθε επανάληψη, 

καθώς αυτές είναι αµετάβλητες µετά την 1η επανάληψη.  

   Στη συνέχεια συγκρίνεται η επίδοση του κωδικοποιητή που βασίζεται στην 

απόσταση

σχεδιάζεται ένα σύνολο από 256 σταθερά κέντρα που αντιστοιχούν στους 

κόµβους ενός πίνακα διαστάσεων

χρησι οποιήθηκε η 2  Επιλογή. Επιλέχθηκε αναζήτηση 4 οµάδων που µας 

δίνει µία αποδεκτή ισορροπία µεταξύ ταχύτητας και αξιοπιστίας. Ο πίνακας 

5.3 δίνει τα αποτελέσµατα κωδικοποίησης για την 512*512 εικόνα της 

«βάρκας». Συγκριτικά ο κωδικοποιητής fractal που βασίζεται στην απόσταση 

 165



χρειάστηκε 57sec, για την κωδικοποίηση είχε µια αναλογία συµπίεσης 4.74 : 1 

και έδωσε PSNR 36.29 dB. Παρατηρείται ότι µια πλήρης αναζήτηση (στην 

περίπτωση αυτή 256 οµάδων) θα αύξανε το PSNR του αυτοτελούς fractal 

αλγορίθµου στα 36.62 dB. Από την άλλη πλευρά, η κωδικοποίηση των τύπου 

 

  θε στις 5 επαναλ ε

1

R περιοχών αποκλειστικά µε τα κέντρα των οµάδων έδωσε PSNR 35.81dB. Ο 

πίνακας 5.4 συγκρίνει τη σύγκλιση της αποκωδικοποίησης των δύο αλγορίθµων 

όταν η αρχική εικόνα είναι µαύρη. Η σύγκλιση επήλ ήψ ις για 

τον υβριδικό αλγόριθµο και µετά από 9 για τον αυτούσιο Fractal αλγόριθµο. 

 
Πίνακας 5.3: Η επίδοση του υβριδικού αλγορίθµου για διάφορες τιµές των α και ε για την εικόνα της 
«βάρκας». Στον πίνακα, το n  συµβολίζει τον αριθµό των range περιοχών που κωδικοποιήθηκαν µε βάση τη 
∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση. 

∈ α n1 Βαθµός συµπίεσης PSNR (dB) Χρόνος (sec) 
0.1 2 9075 5.74 36.72 49 

 3 12662 6.31 36.54 39 
0.15 2 9947 5.80 36.64 49 

 3 13313 6.37 36.47 39 
0.2 2 10786 5.85 36.53 49 

 3 13937 6.43 36.38 39 
0.25 2 11523 5.91 36.44 49 

 3 14441 6.49 36.29 39 
 

   Τα πειράµατα επιβεβαίωνουν ότι για µία ευρεία περιοχή κατωφλίων α και ε , 

ο υβριδικός αλγόριθµος ξεπερνά σε απόδοση τον αυτούσιο fractal αλγόριθµο. 

Ο ρυθµός συµπίεσης όπως και το PSNR είναι υψηλότερα και τόσο η 

κωδικοποίηση όσο και η αποκωδικοποίηση είναι ταχύτερες.  
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Πίνακας 5.4: Η σύγκλιση της αποκωδικοποίησης για την εικόνα της «βάρκας». Για τον υβριδικό αλγόριθµο 
α=3 και ε=0.15. Οι στήλες δίνουν τον αριθµό των επαναλήψεων και το µέγιστο σηµατοθορυβικό λόγο ε dB. 
Αριθµός επαναλήψεων Υβριδικός αλγόριθµος Απλός fractal αλγόριθµος

 σ

k PSNR (dB) PSNR (dB) 
1 
3 
5 
9 

22.46 
35.48 
36.47 

- 

11.56 
21.48 
35.20 
36.29 

 

 οποίο συνδέεται ο υβριδικός 

αλγόριθµος µε τον αλγόριθµο του τετραδικού δένδρου του Fisher.  

 από όλα, σχεδιάζονται επιπρόσθετα σύνολα από κέντρα για 

διαφορετικά µεγέθη περιοχών τύπου R, ώστε τα κέντρα διαφορετικού µεγέθους 

να είναι ανεξάρτητα µεταξύ τους. Εποµένως για µέγεθος περιοχής ί

, {2,...,n n∈ } υπάρχουν κέντρα ( ο αριθµός των κέντρων δεν 

είναι απαραίτητα ο ίδιος για κάθε γεθος) , κάθε ένα α

ή µ Γ

ρακτηριστικά διανύσµατα των τύπου R 

ών έχουν διάσταση 22*22=16.  

   Ο  q οµάδων 

έχε όµως 

ύει µε κάποιες παραλλαγές και για τις 2 και 3. Έστω Rn µια τετραγωνική 

5.4.5.2 ∆ιαίρεση µε βάση το τετραδικό δένδρο 

   Στο εδάφιο αυτό, αναλύεται ο τρόπος µε τον

   Πρώτα

σο µε 
n

max2 *2n
mn

 µ
m1 2 nm ,m ,...,m πό τα έ

οποία έχει µηδενικ  µέση τι ή και διασπορά 1 όπως και προηγουµένως. ια 

την επιταχύνση της οµαδοποίησης υποδειγµατοληπτώνται όλες οι τύπου R 

περιοχές µεγάλης διάστασης (n>2) και οι αντίστοιχες περιοχές τύπου D στη 

χαµηλότερη διάσταση. Συνεπώς, τα χα

και τύπου D περιοχ

 πυρήνας του αλγορίθµου αυτού για µία αναζήτηση σε βάθος

ι ως εξής : Για απλότητα, αναφέρεται µόνο η 1η επιλογή, το ίδιο 

ισχ

περιοχή µεγέθους n
max2 *2 , {3,...,n n n∈ } . Η διαδικασία αρχίζει θέτοντας 

max n n= . Για κάποιες δεδοµένες τιµές κατωφλίου α και t, αν:  

n 1
c

1 ˆ ˆ( , ( ), ( ),m , )
2 n

n n n
n R

d R s R o R τ α− ≤  
 
(5.51)
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τότε το Rn  κωδικοποιείται από το κέντρο τη οµάδας Εδώ το

 q πλησιέστεροι γείτονες του 

,

δεν ικα τύπου D περιοχή 

ανα

ανήκο

 n
cm .  n

cmς  είναι 

το κέντρο διάστασης n2 *2n  που δίνει ελάχιστο rms σφάλµα ανάµεσα στα q 

κέντρα που τα χαρακτηριστικά τους διανύσµατα 
(3) (4) (n) n( ,...,S m ), 1,...,S S i qϕ =  είναι οι

ip

ηριστικού διανύσµατος nR
( ...,S R )Sϕ τ . Αν η πιο πάνω συνθήκη 

νοποιείται, τότε ορίζοντας το ( )nD R ως την καλύτερη 

χαρακτ (3) (n) n

µέσα στις περιοχές τύπου D που τα χαρακτηριστικά τους διανύσµατα 

υν στις q επιλεχθείσες οµάδες , αν:  
1

11 ( , ( ), ( ), ( ), ( ))
2 n

n n n n n
Dn R

2E R s R o R D R R tτ τ− >  
 
(5.52)

τότ

τετραγ

ε το Rn  δε γίνεται αποδεκτό και τεµαχίζεται σε τέσσερεις µικρότερες 

ωνικές περιοχές. Στην άλλη περίπτωση και αν  
1

1 2
c

1
1 2

ˆ ˆ

(1 ) ( , ( ), ( ), ( ), ( ))

n

n

n n n
R

n n n n n
DR

E R s R o R D R R

τ

ε τ τ

−

−

≤

≤ +

 

 
 
(5.53)

 
 περιοχή R

( , ( ), ( ),m , )E R s R o R

τότε η

κωδικοποιείται

στη χα ,  κωδικοπ  

στην παράγραφο . 

   Το σχήµα 5.8 δείχνει την επίδραση του PSNR προς το βαθµό συµπίεσης 

του fractal 

αλγορίθ  

Για το

κέντρα µο χρησιµοποιήθηκαν 3 

σύνολα

περίοδ

D, είν υ εξετάζονται, 

χρησιµοποιήθηκε η 2  επιλογή και µία αναζήτηση 4 οµάδων. Οι παράµετροι α 

n  κωδικοποιείται µε το κέντρο n
cm της οµάδας διαφορετικά 

 µε την τύπου D περιοχή ( )nD R . Όταν η διαδικασία φθάσει 

µηλότερη διάσταση τότε η οίηση προχωρά όπως αναφέρθηκε 

5.4.5.1

 

αλγορίθµου που βασίζεται στην απόσταση και του υβριδικού 

µου µίας διαµέρισης τετραδικού δένδρου τριών επιπέδων max 4n . 

 fractal αλγόριθµο χρησιµοποιήθηκε ένα µόνο σύνολο από 250 σταθερά 

 διάστασης 16. Για τον υβριδικό αλγόριθ

=

 των 256 σταθερών κέντρων. Για κάθε µέγεθος τύπου R περιοχής, η 

ος δειγµατοληψίας για τη δηµιουργία του συνόλου των περιοχών τύπου 

αι 8 εικονοστοιχεία. Και για τους δύο αλγορίθµους πο
η
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και t ορίστηκαν ίσες µε 3 και 0.15 αντίστοιχα. Ο βαθµός συµπίεσης 

διαφοροποιείται, δίνοντας στο rms κατώφλι t τιµές µεταξύ 22 και 1. Το σχήµα 

5.9 δείχνει το χρόνο ως συνάρτηση του βαθµού συµπίεσης για την ίδια 

ακολουθία δοκιµών. Το σχήµα 5.10 συγκρίνει την ποιότητα των 

αποκωδικοποιήµενων εικόνων για τον ίδιο βαθµό συµπίεσης.  

 

 
Σχ. 5.8: Ο µέγιστος σηµατοθορυβικός λόγος σε σχέση µε το βαθµό συµπίεσης για την εικόνα της βάρκας. 
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Σχ.5.9: Ο χρόνος σε σχέση µε το βαθµό συµπίεσης  για την εικόνα της βάρκας. 
 

 

 
Σχ.5.10: Α: Ο υβριδικός αλγόριθµος (PSNR=29.55dB, βαθµος συµπίεσης 32,06). Β: Συµβατικός fractal 
αλγόριθµος (PSNR=28.48dB, βαθ ος συµπίεσης 31,96) 
 

 

µ
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5.5 Συναρτησιακές µέθοδοι 
   Οι Belford, Dekking και Keane16, πρότειναν τη χρησιµοποίηση ενός κριτηρίου 

που καθορίζει πότε ένα κωδικό διάνυσµα δεν µπορεί να αποτελέσει καλή 

προσέγγιση µιας τύπου R περιοχής. Η ιδέα τους είναι ότι δεν χρειάζεται να 

συγκρίνονται τύπου R µε τύπου D περιοχές, αλλά ανεξάρτητα  µ  κατηγορία 

από την άλλη µε ένα συγκεκριµένο διάνυσµα µοναδιαίου µέτρου. Μόνο όταν 

οι συγκρίσεις αυτές φέρουν παραπλήσια αποτελέσµατα µπορεί µια 

συγκεκριµένη  τύπου R να  από την αντίστοιχη  D. 

∆ίνεται λοιπόν µε την ενέργεια αυτή η δυνατότητα µείωσης του υπολογιστικού 

κόστους µ  τον εισµό ενός µεγάλου αριθµ  κωδικών Εδώ 

γενίκευσή του για αυθαίρετα µοναδιαία διανύσµατα καθώς επίσης και για την

περίπτωση χρησιµοποίησης περισσότερων του ενός διανυσµ

 

 η ία

περιοχή προσεγγιστεί τύπου

ε  αποκλ ού  διανυσµάτων. 

δε θα δοθεί το αρχικό αποτέλεσµα της εργασίας των συγγραφέων, αλλά η 

 

άτων σταθερής 

Θεώρηµα 8: 

οναδιαίο  R

βάσης. 

 

  

Έστω δ>0 και U ένα µ  διάνυσµα στο χώρο n, n≥2. Έστω ότι τα R και D 

ανήκουν στον Rn µε  , ( )R Rφ δ≥ . Αν το  

1, ,...
1

( , ) min ( )
p

p

a b b k k
k

E D R R aD b B δ∈
=

= − + ≤∑R  
 
(5.54)

τότε  

2

2( ), ( ), 2 2 1
, ( )

R U D U
R R
δφ φ
φ

− ≤ − −  
 

(5.55)

Απόδειξη: Χρησιµοποιώντας την ανισότητα των Cauchy-Schwarz:   
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( ) ( )2 2

2 2 2

2

( ), ( ), ( ), ( ),

( ) ( ), ( ) ( )

( ) ( ) 2 2 ( ), ( )

R U D U R U R U

R D U R D U

R D R D

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

− ≤ − =

= − ≤ − =

= − = −

 

 
 
 
(5.56)

 

Αν το ρ συµβολίζει το ( ), ( )R Dφ φ , τότε το τετράγωνο του σφάλµατος είναι 

ύµφωνα µε το Θεώρηµα 6, σ 22 2, ( ) (1 )E R Rφ ρ= − . Αφού όµως Ε<δ, τότε 

και 2 2 2, ( ) (1 )R Rφ ρ δ− ≤ . Υποθέτοντας ότι ρ≥0 (σε διαφορετική περίπτωση 

αντικαθιστούµε το D µε το –D), λύνουµε την παραπάνω ανισότητα ως προς 

ρ:
2

21
, ( )R R
δρ
φ

≥ − . Εισάγοντας την τελευταία ανισότητα στη σχέση (5.56) 

και παίρνοντας την τετραγωνική ρίζα κάθε µέλους οδηγούµαστε στην προς 

απόδειξη σχέση. Είναι εύκολο να παρατηρήσουµε ότι στην περίπτωση που 

p=1, όταν δηλαδή υπάρχει ένα µόνο διάνυσµα σταθερής έντασης 

( ( )1,1,...,1B n=  ), ότι για οποιοδήποτε διάνυσµα Ζ που ανήκει στο χώρο 

Rn ισχύει: 

              

1
1( ) ( ,..., )
( ) z n zZ z m z m

V
φ = − −

Z
 

 
(5.57)

όπου το ( )1 ...z z n= + +m  είναι ο µέσος όρος της διαβάθµισης του γκρι 

2n

nz

και 
1

( ) kk
V z

=
= −∑ zZ m η διασπορά. Αυτή είναι και η ειδική περίπτωση 

που εξετάζουν στην εργασία τους οι συγγραφείς, όπου η συ

( )
νθήκη 

, ( )R Rφ δ≥ , δίνεται ως V(R)≥δ2 �. 

 

   Σύµφωνα µε το παραπάνω θεώρηµα, ο αλγόριθµος για την κωδικοποίηση 

µιας τύπου R περιοχής έχει ως εξής: 
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Αλγόριθµος 4 (Ένας συναρτησιακός αλγόριθµος- a functional algorithm) 

1. Επιλέγεται µία τιµή ανοχής δ και ένα µοναδιαίο διάνυσµα U. 

2. (Προεπεξεργασία) Για κάθε κωδικό διάνυσµα D υπολογίζεται το 

( ),D Uφ . 

Για κάθε τύπου R περιοχή R, εκτελούνται τα ακόλουθα βήµατα: 

3. Υπολογίζεται το ( ),R Rφ  και το άνω όριο της σχέσης (5.55). 

( ),R Rφ δ<4. Αν το , τότε δεν χρειάζεται να γίνει αναζήτηση αφού ένας 

ίσο µε

µηδενικός συντελεστής αντίθεσης δίνει σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων 

 ( ),E R Rφ δ= ≤  για οιοδήποτε κωδικό διάνυσµα D.  οπ

5. Αν το ( ),R Rφ δ≥ , τότε υπολογίζεται το ( ),R Uφ  και 

απορρίπτονται όλα εκείνα τα κωδικά διανύσµατα D για τα οποία η 

ανισότητα (5.55) του Θεωρήµατος 8 δεν ικανοποιείται. 

   Η απόδοση της παραπάνω µεθόδου είναι δυνατό να αυξηθεί περισσότερο 

χρησιµοποιώντας αρκετά µοναδιαία διανύσµατα ως κριτήρια του θεωρήµατος. 

Με τον τρόπο αυτό, για µία δεδοµένη τύπου R περιοχή, ο αριθµός των τύπου 

D περιοχών που αποκλείονται αναµένεται να είναι µεγαλύτερος. 

   Μία πιο αποδοτική εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου δεν εξετάζει 

ολόκληρο το σύνολο των περιοχών τύπου D για να τις υποβάλλει στη σύγκριση 

που επιβάλλ ι το θεώρηµα. Αντίθετα, για µία οποιαδήποτε συναρτησιακή 

µέθοδο όπως η προηγούµενη, υιοθετείται συνήθως ο παρα άτ ιωµ

ε

κ ω βελτ ένος 

ενικός αλγόριθµος: 

 functional 

γ

 

Αλγόριθµος 5 (Γενική συναρτησιακή µέθοδος-General

method) 

   Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση : n nF ℜ →ℜ  είναι τέτοια ώστε 

( ) ( ) RF R F D− ≤∈ , γεγονός που υποδηλώνει ότι η range περιοχή R µπορεί 
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να προσεγγιστεί επιτυχώς από τη domain D. Έστω το σύνολο των domain 

περιοχών { }1,...,D D . Σε ένα προπαρασκευαστικό βήµα εκτελούµε: 

1. Τον υπολογισµό του F(D) για κάθε 

DN

{ }1,..., DND D D . 

2. Ταξινόµηση όλων των domain περιοχών σύµφωνα µε την τιµή της 

συνάρτησης σε ένα πίνακα γραµµή και επονοµασία τους µε τέτοιο 

τρόπο ώστε 1 2( ) ( ) ... ( )
DNF D F D F D≤ ≤ ≤ . 

Για κάθε range περιοχή R εκτελούµε: 

3. Τον υπολογισµό του F(R) και του ανωτάτου ορίου 

∈

R∈  (π.χ. του δεξιού 

µέλους της (5.55) στο Θεώρηµα 8) 

4. Χρησιµοποιώντας µεθόδου όπως η δυαδική αναζήτηση για 

παράδειγµα, εύρεση των δεικτών k0, k1 για τους οποίους 

ς  

ισχύει 

( ) ( )k RF R F D− ≤  ∈ αν και µόν  αν  0 1k k k≤ ≤ο . 

k5. Έλεγχος όλων των domain περιοχών D  µε 0 1k k k≤ ≤ . 

 Με ικ σί  παράγεται λογαριθµικό χρόνο Ο(logΝ ) µία λίστα 

υποψήφιων domain περιοχών, ενώ γνωρίζουµε ότι η πλήρης αναζήτηση στο 

σύνολο τους και η απόρριψη αυ

τη διαδ α α αυτή  σε D

τών που δεν περνούν το συγκριτικό τεστ 

εκτελ

 

5.5. Π οσα οστική 

Α

   Στ ιακής µεθόδου βρίσκεται και ο 

π µπίεση

κ

 

είται σε γραµµικό χρόνο.  

1 Ταχεία Κωδικοποίηση Βασισµένη σε ρ ρµ

ναζήτηση 

ο πνεύµα της γενικής συναρτησ

ροσαρµοστικός αλγόριθµος για αποδοτική συ  που προτείνουν η Tong 

αι Pi ( βιβλιογραφία 4ου κεφαλαίου). 
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χ.5.11: Η εικόνα τις Lena µε τις range   να έχουν αντικατασταθεί από τι  domain που τις 

υν καλύτ ρα.   
  

 Έστω το σχήµα 5.11 όπου κάθε τύπου R περιοχή της εικόνας της Lena έχει 

ντικατασταθεί από την τύπου D περιοχή (µε συστολή διαστάσεων) που την 

ροσεγγίζει κα

Σ περιοχές ς
προσεγγίζο ε
  

  

α

π λύτερα χωρίς την εφαρµογή οπουδήποτε µετασχηµατισµού. Αν 

κ

σ

π

σ

δ

µ

τ  της σχέσης (4.6) για διακριτές 

τιµές αντίθεσης και φωτεινότητας {si} και {oj}: 

αι η εικόνα µοιάζει παραµορφωµένη, µπορούµε να διακρίνουµε µέσα της τη 

ιλουέτα της Lena. Αυτό το γεγονός υπενθυµίζει ότι η προσέγγιση µεταξύ δύο 

εριοχών εξαρτάται σε κάποιο βαθµό από την οµοιότητά τους. Εδώ οι 

υγγραφείς παρουσιάζουν ένα απλό και αποδοτικό µέτρο για την οµοιότητα 

ύο περιοχών συγκρίνοντας τις αντίστοιχες τυπικές αποκλίσεις τους. Η  

αθηµατική έκφραση του παραπάνω κριτηρίου θεµελιώνεται χρησιµοποιώντας 

η γνωστή τριγωνική ανισότητα για το σφάλµα

l ( ) ( )

         ( ) ( )i j

                  

i j i j i

i j

E R R s D o R s D r s d= − − = − − −1 1

 

 
 
 s D d R r= − − −1 1

s D d R r≥ − − −1 1
(5.58)

(Υπενθυµίζεται ότι τα jr  και d  συµβολίζουν τις µέσες τιµές των τύπου R και 

τύπου D περιοχών αντιστοίχως). 

Η ποσότητα 2 2 2( )j jR r R r k r r− = − + −1 1 , µπορεί να προσεγγιστεί από 

R r− 1  καθώς το σφάλµα διακριτοποίησης της µέσης τιµής την ποσότητα 

της περιοχής τύπου R είναι πολύ µικρό (διαφορετικά, το σφάλµα σύγκρισης 
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και ακολούθως η ανακατασκευή της εικόνας θα απείχε πολύ από την 

πραγµατική). Εποµένως διαιρώντας µε τη διάσταση k του τύπου R 

διανύσµατος, η συνθήκη γίνεται: 

l
2

( )( ) ( ) ( )i
E Rstd R s std D RMS R

k
− ≤ =  

 

(5.59)

όπου το RMS( R) είναι η τετραγωνική ρίζα του σφάλµατος σύγκρισης για κάθε 

περιοχή τύπου R και std() ίναι τυπική απόκ ιση των αντίστοιχων περιοχών.  

Η παραπάνω ανισότητα παρέχει µία αναγκαία συνθήκη ώστε µια περιοχή 

τύπου D να αποτελεί πιθανή υποψήφια για προσέγγιση µίας τύπου R περιοχής. 

Επιλέγοντας ένα κατώφλι Τ

ε λ

 RMS 1, πέρα από το οποίο θεωρείται ότι το

σφάλµα είναι απαγορευτικό για καλή προσέγγιση, απορρίπτονται όλες εκείνες 

οι τύπου D περιοχές για τις οποίες ισχύει: 

1( ) ( )istd R s std D T− ≥  (5.60)

Ελαττώνοντας µε τον τρόπο αυτό αρκετά τον υπολογιστικό φόρτο. Η συνθήκη 

αυτή , γεγονός που 

την

περιοχών

ανισότητα  ακόµα πιο αποδοτική αν πάρει τη µορφή: 

 εξαρτάται µόνο από την αντίθεση και την τυπική απόκλιση

 καθιστά αρκετά ικανοποιητική καθώς οι τυπικές αποκλίσεις όλων των 

 τύπου D υπολογίζονται και αποθηκεύονται µόνο µια φορά. Η 

 γίνεται

1( ) ( )
i i

std R Tstd D
s s

− ≤  (5.61)

ενώ αν είναι 

πολύ χα ται σε αµφισβήτηση η ποιότητα τη  προσέγγισης και κατά 

συ πει κατα ς ε µβαίνει η 

ανισότητα  εκφρ ία αν α όχι ήκη. 

   Για την αύξηση λοιπόν της ταχύτητας, απαιτείται η εισαγωγή ενός 

προσαρµοστικού τρόπου καθορισµού της ανοχής ο οποίος να διατηρεί και την 

πιστότητα της ανακατασκευής.  

 

 

   Μία σταθερή τιµή κατωφλίου Τ1 όµως, έχει το έχει το εξής µειονέκτηµα. Αν 

είναι πολύ υψηλή, η επιτάχυνση της διαδικασίας θα είναι µικρή, 

µηλή τίθε  ς

νέ α η πιστότητα της ανα σκευασµένη ι  συκόνας. Αυτό  γιατί 

 (5.59) άζει µ αγκαία, άλλ  ικανή συνθ
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   Επιστρέ  στη ση (4 ι εύκολο ατηρήσει κανείς ότι 

εωρη περί που ο µετροι το σχηµατισµ  

ατικ ιθµοί άχιστο µα προσέ εξαρτάται  δύο 

οντε  τυπ κλιση που R περιοχής και το συντελεστή 

φοντας ν εξίσω .5), είνα να παρ

στη θ τική πτωση ι παρά υ µετα ού είναι

πραγµ οί αρ , το ελ  σφάλ γγισης από

παράγ ς ν: τη ική από  της τύ

συσχέτισης 21 c− ( ίστηκ εξίσωση (  εξαρτά ι ο 

 τ κόνα. µαίν

το c ορ ε στην 4.4)), που ται κα

ίδιος από ην ει Αυτό ση ει ότι  

( ) ( )MSE R R  62)

παραπάνω συµ α συ και µε τ ή παρατή ότι 

 µ γάλες ς αποκ είναι πιο  να προσεγγιστούν 

οµέν ο σφά ροσέγγ α αυτές α ται µεγαλ Το 

ερώτηµα που προκύπτει είναι αν ο απλός αυτός κανόνας µπορεί να επεκταθεί 

την κωδικοποίηση πλήρους αναζήτησης (όταν για όλες δηλαδή τις τύπου R 

εριοχές εξετάζονται όλες οι τύπου D περιοχές). Μία απάντηση στο ερώτηµα 

ου τέθηκε, δίνει το σχήµα 5.12 το οποίο απεικονίζει τη διασπορά του RMS 

φάλµατος σε συνάρτηση µε την τυπική απόκλιση των range περιοχών για την 

ικόνα της Lena. Από το σχήµα φαίνεται καθαρά, ότι υπάρχει ένα ανώτερο 

ριο ως προς το σφάλµα προσέγγισης το οποίο µάλιστα είναι µία ευθεία 

ραµµή, για όλες τις τύπου R περιοχές ανεξαρτήτως τυπικής απόκλισης. Στην 

ερίπτωση της Lena η ευθεία περιγράφεται από την εξίσωση: 

std∝ (5.

   Το πέρασµ µφωνεί η γενικ ρηση 

περιοχές ε µε  τυπικέ λίσεις δύσκολο

και επ ως τ λµα π ισης γι ναµένε ύτερο. 

σ

π

π

σ

ε

ό

γ

π

( ) 0.6* ( )RMS R std R≤  (5.63)

αι εποµένως, η ανισότητα (5.59) γίνεται κ

(5.64)( ) ( ) ( ) 0.6* ( )istd R s std D RMS R std R− ≤ ≤  
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Σ
πε
χ.5.12: Γραφικ άσταση  του (R) σε σχέση µ τυπική απόκλισ nge 
ριοχών για την εικόνα της Lena. 

 Παρόµοια γραµµικά ανώτατα όρια, έχει διαπιστωθεί µετά από πειραµατικές 

οκιµές, ότι υπάρχουν και για πολλές άλλες εικόνες, γεγονός που οδηγεί στην 

αθιέρωση του ακόλουθου προσαρµοστικού κριτηρίου αναζήτησης: 

ή παρ  της διασποράς  RMS ε την η των ra

 

  

δ

κ

1( ) ( ) ( )istd R s std D T std R θ− ≤ =  (5.65)

 Για κάθε περιοχή τύπου R, ξεκινά µία αναζήτηση που περιορίζεται όµως στο 

ύνολο εκείνων µόνο των domain περιοχών που ικανοποιούν το κριτήριο για 

ία συγκεκριµένη ανοχή θ.  

α της Lena π.χ., η τιµή θ=0.6 εξασφαλίζει ότι όλες οι τύπου R 

ερ

συνθήκ

συν

για

σύγκλι

  

σ

µ

   Για την εικόν

π ιοχές καθώς και οι τύπου D που τις προσεγγίζουν καλύτερα, ικανοποιούν τη 

η. Αυτό σηµαίνει ότι αν και πολλές περιοχές που δεν ικανοποιούν τη 

θήκη απορρίπτονται, η τελευταία εγγυάται ότι εκείνες που προσφέρονται 

 ικανοποιητική προσέγγιση γίνονται δεκτές. Με άλλα λόγια, επιτυγχάνεται 

ση, δίχως απώλειες σε ποιότητα.  
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   Π

έχε

πιστότ

απέ

περ

έχε ιση τους µε τις 

αντ

την

είναι γ

(γύ

θ=

οπότε

θα απ τητας, µε αµελητέα 

επίδρα ει να αποκλίνει 

από

η πιο

0.1.  

 

 

 

 

ροφανώς, αν κάποιος επιθυµεί να επιταχύνει περισσότερο την διαδικασία, 

ι τη δυνατότητα µείωσης της τιµής της ανοχής, θυσιάζοντας όµως την 

ητα της αποκωδικοποιηµένης εικόνας, αφού µια τέτοια κίνηση θα 

κλειε µερικές από τις καλύτερες ως προς την προσέγγιση τύπου D  

ιοχές, που δε θα ικανοποιούσαν τη συνθήκη αναζήτησης. Στο σχήµα 5.13 

ι σχεδιασθεί το ποσοστό των περιοχών τύπου R που η σύκρ

ίστοιχες τύπου D ικανοποιεί το προσαρµοστικό κριτήριο, σε συνάρτηση µε 

οχή θ. Το σχήµα αποκαλύ αν πτει ότι η σχέση µεταξύ ποσοστού-ανοχής 

ραµµική για µικρές τιµές της ανοχής, ενώ για µεγάλες τιµές της ανοχής 

ρω στο 0.5) το ποσοστό σταθεροποιείται στο 100%. Συνεπώς µία τιµή 

0.5 θα συµπεριελάµβανε όλες τις καλύτερες υποψήφιες τύπου D περιοχές 

ένας αλγόριθµος κωδικ οποίησης που θα χρησιµοποιούσε το κριτήριο, 

ολάµβανε το προνόµιο µίας ενισχυµένης ταχύ

ση στην ποιότητα συµπίεσης. Καθώς η καµπύλη αρχίζ

 την ευθεία γραµµή για τιµή ανοχής µεγαλύτερη του 0.1, συµπεραίνεται ότι 

ποδοτική από πλευράς κόστους τιµή ανοχής είναι λίγο α  µεγαλύτερη του 
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Σχ.5.13: Ποσοστό των ζευγών που δίνουν την καλύτερη προσέγγιση και ικανοποιούν την προσαρµοστική 
νθήκη. 
 

  Έχοντας προτείνει ένα κριτήριο για τον περιορισµό της αναζήτησης, οι 

υγγραφείς προτείνουν και ένα κριτήριο τερµατισµού της αναζήτησης. 

ποθέτουµε ότι η ποιότητα της ανακατασκευασµένης εικόνας πρέπει να φθάνει 

 και να υπερβαίνει κάποιο κατώφλι του PSNR ή ισοδύναµα το µέσο 

ετραγωνικό σφάλµα αποκωδικοποίησης πρέπει να έχει ένα άνω όριο. Αλλά 

υτό, µε βάση το Θεώρηµα Collage σηµαίνει ότι το RMS σφάλµα προσέγγισης 

πόκειται και εκείνο µε τη σειρά του σε περιορισµό σύµφωνα µε τη σχέση 

.22).  

   Εποµένως, την αναζήτη  από τη στιγµή που θα 

βρεθ

συ
  

  

σ

Υ

ή

τ

α

υ

(2

ση µπορεί να τερµατιστεί

εί µία τέτοια προσέγγιση ώστε: 

0( )RMS R T≤  (5.66)

0

 και δε

η

όπου το κατώφλι Τ  εξαρτάται από την πιστότητα, τη µέγιστη τιµή του 

παράγοντα συστολής  την εικόνα. Αν  βρεθεί τύπου D περιοχή ώστε να 

ικανοποιείται η παραπάνω ανισότητα, τότε η αναζήτηση συνεχίζεται κανονικά 

και επιλέγεται στο τέλος η καλύτερη περιοχή τύπου D. Θέτοντας Τ0=0, στην 

ουσία ισοδυναµεί µε την αναζήτηση σε ολόκλ ρο το σύνολο των τύπου D 
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περιοχών που είναι αποδεκτές. Για το λόγο αυτό, το κατώφλι Τ0 πρέπει να 

καθορίζεται από της ανάγκες της συµπίεσης, για παράδειγµα για πιστότητα 

30dB το τελευταίο έχει τιµή περίπου ίση µε 3.  

   Για την απεικόνιση της κατανοµής του σφάλµατος προσέγγισης για 

διαφορετικές τύπου R περιοχές, παρατίθεται το σχήµα 5.14, στο οποίο όλες οι 

τύπου 0( ) 3RMS R T≤ =R περιοχές για τις οποίες ισχύει  , έχουν 

τικατασταθεί από τετράγωνα µηδενικής έντασης. Οι µισές περιοχές της 

ς µέρη και 

α επηρεάζονται από το κριτήριο 

ερµατισµού, καθώς ο αλγόριθµος θα συνεχίσει την αναζήτηση της καλύτερης 

αν

εικόνας που ικανοποιούν το κριτήριο συνιστούν τα οµοιόµορφά τη

είναι προφανές ότι το κριτήριο στην περίπτωση αυτή είναι ωφέλιµο από 

πλευράς ταχύτητας κωδικοποίησης. Οι υπόλοιπες όµως περιοχές οι οποίες 

ντιπροσωπεύουν υφή ή περιέχουν ακµές, δεν 

τ

δυνατής τύπου D περιοχής.   

 
Σχ.5.14: Η Lena, οι range µε RMS(R)<3  έχουν αντικατασταθεί από µηδενικές περιοχές. 

εκείνων των τύπου D περιοχών που ικανοποιούν µία συνθήκη 

 τ υ ε λ τ

 

5.5.2 Το κριτήριο των Lai, Lam και Siu 

   Η αρχή του προτεινόµενου αλγορίθµου των παραπάνω συγγραφέων17 είναι η 

παράκαµψη 

απόρριψης, ώστε να µη λαµβάνονται υπόψη κατά τους υπολογισµούς για την 

προσέγγιση µίας δεδοµένης τύπου R περιοχής. Όπως και στην εργασία των 

Tong και Pi (Κεφάλαιο 4), αντί της φωτεινότητας προτιµάται η συµπίεση µε 

βάση τη µέση ιµή της τύπο  R περιοχής, οπότ , για τον υπο ογισµό ου 

σφάλµατος προσέγγισης µπορεί να χρησιµοποιηθεί η σχέση (4.2). 
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   Από την (4.2), η συνάρτηση σφάλµατος µπορεί να απλοποιηθεί περαιτέρω 

όπως φαίνεται παρακάτω: 

21[ , , , ]R D R I D I< > − < >< >
 

2 2

2 2

2

2 2

2 2 2

1( , ) [|| || , ] 1[|| || , ]

1[ , , , ]1[|| || , ] *1[|| || , ]

kE R D R R I
k D D I

k

R D R I D I
kR R I

k D D I
k

= − < > − =
− < >

< > − < >< >
= − < > −

− < >
 

 
(5.67)

προκύπτει η ακόλουθη έκφραση για  σφάλµα: 

 
 
 
 

2 21[|| || , ]D D I
k

− < >

   Αντικαθιστώντας από τη σχέση (2.24) την αντίθεση στον τελευταίο τύπο, 

το

(2( , )E R D A s B= −  5.68)

όπου 

2 21|| || ,A R R
k

= − <  I >
 
(5.69)

και 

2 21|| || ,B D D I
k

= − < >  
 
(5.70)

   Ο συντελεστής s είναι περιορισµένος στο διάστηµα (-1,1) για να 

εξασφαλισθεί η σύγκλιση κατά τη διαδικασία της αποκωδικοποίησης. Αν το Α 

είναι µεγαλύτερο από το Β το µέγιστο σφάλµα παρατηρείται όταν s=0,  το 

ελάχιστο όταν s=1. Εποµένως έχουµε: 

   Αν Α-Β≥0, τότε: 

1. Το µέγιστο σφάλµα παρατηρείται όταν s=0, Emax=A-s2B=A 

2. Tο ελάχιστο σφάλµα παρατηρείται όταν s=±1, Emin= A-s2B=A-B 

  

α Εmin 

 

ενώ

  

   Aυτό σηµαίνει ότι για να βρεθεί η περιοχή τύπου D που να αποτελεί τη 

βέλτιστη προσέγγιση, η αναζήτηση γίνεται µόνο όταν το ελάχιστο σφάλµ
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για την υπό εξέταση περιοχή, είναι µικρότερο από το τρέχον ελάχιστο σφάλµα, 

έστω dmin. Η συνθήκη απόρριψης που προτείνου συνεπώς οι συγγραφείς εί

κόλουθη:  

ν ναι η 

α

min minE A B d= − ≥  (5.71)

   Βασισµένος στην (5.71), ο αλγόριθµος ταχείας αναζήτησης, ο οποίος  

µπορεί να απορρίπτει αποδοτικά τις ανόµοιες τύπου D περιοχές για µία 

δεδοµένη τύπου R, διατυπώνεται ως ής: 

1. Επιλέγονται οι τύπου D περιοχές από αριστερά προς τα δεξιά και  

ω προς τα κάτω (χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι ο αλγόριθµος 

επηρεάζεται αν διατρέξουµε διαφορετικά την εικόνα).  

ε το ελάχιστο σφάλµα θεωρείται 

ότι είναι η αρχική τύπου D περιοχή που ταιριάζει καλύτερα.   

3. Η τρέχουσα ελάχιστη απόσταση καθορίζεται για αυτή την ελάχιστη 

παραµόρφωση έστω E(R, D1) και η αναζήτηση προχωρά  όπως η 

φύλλο

πλη ρ

ται µε το dmin. Αν το Emin(R, D2)≥dmin, 

τότε η D2 απορρίπτεται. ∆ιαφορετικά, η πραγµατική απόκλιση E( , D2) 

υπολογίζεται για κάθε έναν από  οκτώ ισοµετ

µετασχηµατισµούς της D2 και συγκρίνεται µε το dmin. Αν όλα τα 

σφάλµατα προσέγγισης µεταξύ των µετασχηµατισµών της D2 και της R 

είναι µεγαλύτερα από το τρέχον ελάχιστο σφάλµα dmin, τότε η D2 

απορρίπτεται για τον ίδιο λόγο που αναφέρθηκε παραπάνω. 

∆ιαφορετικά το dmin αντικαθίσταται από το Ε(R, D2) και η τρέχουσα 

τύπου D περιοχή που προσεγγίζει καλύτερα την R είναι η D2  µε τον 

αντίστοιχο ισοµετρικό της µετασχηµατισµό.  

εξ

 από

πάν

2. Στη συνέχεια υπολογίζονται τα σφάλµατα  προσέγγισης καθενός από 

τους οκτώ ισοµετρικούς µετασχηµατισµούς της 1ης τύπου D περιοχής 

D1. Ο ισοµετρικός µετασχηµατισµός µ

ανίχνευση σε  σχεδιάσεως. Για να καθοριστεί αν η επό

υποψήφια τύπου D περιοχή D

µενη 

2 βρίσκεται σιέστε α στην R από την 

καλύτερη µέχρι στιγµής προσέγγιση D1, υπολογίζεται το ελάχιστο 

σφάλµα Emin(R, D2) και συγκρίνε

R

τους ρικούς 
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4. Αυτή η διαδικασία επαναλαµβάνεται για όλες τις τύπου D 

στο σύνο

περιοχές Di  

λο των τύπου D περιοχών για να βρεθεί εκείνη που προσεγγίζει 

καλύτερα τη δεδοµένη τύπου R περιοχή που εισάγεται.  

της περιοχής τύπου D, µειώνονται σηµαντικά. 

   Στην εφαρµογή του αλγορίθµου, οι συγγραφείς δεσµεύουν 5 ψηφία για την 

αναπαράσταση των διακριτών τιµών της αντίθεσης. Εποµένως, οποιαδ

τιµή της αντίθεσης που εµπίπτει στο διάστηµα (-0.03125, 0.03125), αι 

ή ετ

 µηδενικής αντίθεσης µόνο όταν Α<Β: 

ή

   Με βάση αυτή τη συνθήκη τερµατισµού οι υπολογισµοί για την αναζήτηση 

της βέλτισ

ήποτε 

γίνετ

µηδενικ  µ ά τη διακριτοποίηση. Με βάση την (5.68) και καθώς | s|<1, θα 

έχουµε τη συνθήκη

 
2( , ) 0E R D A s B= − ≥  A s

B
≥  

(5.72)

   Ο παράγοντας αντίθεσης s διακριτοποιείται στην τιµή 0 αν η απόλυτη  

του είναι µικρότερη του 0.03125, δηλαδή αν  

 τιµή

0.03125 A s
B

> ≥  
 
(5.73)

   Όταν ο s διακριτοποιείται στο 0 το αντίστοιχο σφάλµα δίνεται από τη σχέση 

Ε(R, D)=A. Σε αυτήν την περίπτωση το σφάλµα σύγκρισης µεταξύ της 

ρή

υ γι ός

η µηδενικής αντίθεσης, Περίπτωση 1και 2) µε έναν αλγόριθµο 

πλήρους αναζήτησης. 

 

 

τύπου 

R και της τύπου D περιοχής βρίσκεται χωρίς να γίνει κάποιος υπολογισµός και 

είναι η σταθε  τιµή Α. 

   Στον πίνακα 5.5 εµφανίζονται τα αποτελέσµατα της σύγκρισης του 

παραπάνω αλγορίθµου (συνθήκη απόρριψης και πολο σµ  σφάλµατος µε 

βάση τη πρόβλεψ
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Πίνακας 5.5: Σύγκρισης της επίδοσης ενός αλγορίθµου πλήρους  αναζήτητησης µε τον προτ νόµενο 
αλγόριθµο (Περίπτωση 1& 2), για  τρεις εικόνες π  έχουν διαµεριστεί µε βάση το τετραεδρικό δένδρ

µαστικές  Αλγόριθµοι 

ει
ου ο.   

∆οκι

 
εικόνες  Πλήρης 

αναζήτηση 

Προτεινόµενος 
αλγόριθµος 

(Περίπτωση 1&2) 
Lena Χρόνος (sec) 5940 3242 

 PSNR (dB) 34.91 34.91 

 Βαθµός 
συµπίεσης 15.50 15.50 

Βάρκα Χρόνος (sec) 8463 3666 
 PSNR (dB) 34.91 34.91 

 Βαθµός 
συµπίεσης 9.71 9.71 

Goldhill Χρόνος (sec) 8976 5755 
 PSNR (dB) 33.36 33.36 

 Βαθµός 
συµπίεσης 9.11 9.11 

    

   Από τον πίνακα 5.5 συµπεραίνεται ότι η µέθοδος των Lai, Lam και Siu 

µειώνει σηµαντικά το χρόνο υπολογισµού (γύρω στο 50%), διατηρώντας 

παράλληλα την ποιότητα συµπίεσης.  

 

ύνολο των κωδικών διανυσµάτων οργανώνεται 

επαναληπτικά σε ένα δυαδικό δένδρ Αρχικά, δύο «γονείς»-διανύσµατα 

 οι γονείς ανάλογα µε το ποιος 

5.6 Μέθοδοι βασισµένες σε κατασκευή δένδρου 

   Εκτός από τη µέθοδο µείωσης της διάστασης και αυτή της ταξινόµησης µε 

βάση την τυπική απόκλιση που προαναφέρθηκαν, οι Caso, Obrador και Kuo9 

πρότειναν και µια µέθοδο αναζήτησης που µοιάζει µε την αναζήτηση σε 

δένδρο. Σε αυτή, το σ

ο. 

επιλέγονται από το σύνολο. Έπειτα, όλα τα διανύσµατα ταξινοµούνται σε ένα 

πό τα δύο υποσύνολα που αντιπροσωπεύουνα

από τους δύο προσεγγίζει καλύτερα ως προς τα ελάχιστα τετράγωνα το υπό 

εξέταση διάνυσµα. Το αποτέλεσµα είναι η διαίρεση ολόκληρου του συνόλου 
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των τύπου D περιοχών σε δύο οµάδες-υποδένδρα τα οποία έχουν ρίζες τα δύο 

αρχικά διανύσµατα. Επαναλαµβάνοντας την ίδια διαδικασία για κάθε ένα από 

τα δύο υποσύνολα δηµιουργείται ένα δυαδικό δένδρο. Η διαδικασία σταµατά 

όταν φθάσει σε ένα µένο ύψος του δ νδρου. ∆εδοµένη  µιας τύπου 

R περιοχής, συγκρίνονται µε αυτή οι περιοχές που αποτελούν τους κόµβους 

του δυαδικού δένδρου έως ότου να συναντήσει κανείς ένα κόµβο, όλα τα 

διανύσµατα που βρίσκονται εντός του οποίου θα έχουν ελεγχθεί. Αυτή η 

διαδικασία δεν εγγυάται την απόλυτα βέλτιστη προσέγγιση. Παρ’ όλα αυτά, η 

καλύτερη ή τουλάχιστον η πιο αποδεκτή λύση µπορεί να βρεθεί µε την 

επέκταση της αναζήτησης σε γειτονικούς κόµβους. Για το λόγο αυτό, 

χρησιµοποιείται ένα αριθµητικό τεστ βασισµένο στο κριτήριο της γωνίας που 

αναφέρθηκε ε προηγούµενη ενότητα. Η µέθοδος του δυαδικού δένδρου 

σχετίζεται µε την αναζήτηση

προκαθορισ  έ ς

σ

 του πλησιέστερου γείτονα καθώς το κριτήριο 

ελαχίστων τετραγώνων (ελαχιστοποίηση του Ε(D,R)) είναι ισοδύναµο µε το 

κριτήριο της απόστασης (ελαχιστοποίηση του ( ( ), ( ))R Dφ φ∆ ). Κατά 

συνέπεια, το δυαδικό δένδρο µπορεί να θεωρηθεί ως µια τυχαία έκδοση του k-

διάστατου δένδρου που έχει µελετηθεί σε προηγούµενη ενότητα. 

   Ο Van der Walle18 εργάστηκε πάνω στη µελέτη της συµπίεσης µε fractal από 

τη σκοπιά του µετασχηµατισµού wavelet, όπου όπως και στη µέθοδο των fractal 

τα τύπου R διανύσµατα (που αντιστοιχούν στα υποδένδρα των wavelet 

συντελεστών), πρέπει να συγκριθούν µε τα τύπου D διανύσµατα (που 

αντιστοιχούν στους κόµβους του wavelet δένδρου) τα οποία µπορούν να 

πολλαπλασιαστούν µε ένα αυθαίρετο παράγοντα. Για κάθε κόµβο 

κατασκευάζεται ένα χαρακτηριστικό διάνυσµα βασισµένο στις γωνίες µεταξύ 

των διανυσµάτων των συντελεστών και των αξόνων του χώρου wavelet Αυτά τα 

διάστατη δοµή δεδοµένων 

έσα στην οποία οργανώνεται η ταχεία αναζήτηση. Χρησιµοποιώντας τις 

αναζήτηση αυτή έχει ως εξής: Καθορίζεται ένα σύνολο από σταθερά σηµεία 

. 

διανύσµατα ταξινοµούνται στη συνέχεια σε µία πολυ

µ

ιδιότητες της απόστασης των χαρακτηριστικών διανυσµάτων ±φ(D), η 
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(anchor points) στο χώρο των χαρακτηριστικών διανυσµάτων (π.χ., στις θέσεις 

των κύριων συνιστωσών-στοιχείων του συνόλου όλων των χαρακτηριστικών 

ιανυσµάτων). Για κάθε κωδικό χαρακτηριστικό διάνυσµα καθώς και για κάθε 

ύπου R περιοχή υπολογίζονται οι αποστάσεις ∆ από τα σταθερά σηµεία. Αν 

να σηµείο στο χώρο των χαρακτηριστικών διανυσµάτων προσεγγίζει ένα 

σηµεία να είναι  µε αυτές του τ σµα  

διευ ρακτηριστ που D δια ων, 

τα παραπά θούν σε δοµή δέν

 

 5.7 Πρ πλής ανάλυση

   Στην ενότητα αυτή, θα εξεταστούν δύο προσεγγίσεις πολλαπλής ανάλυσης 
19 και 20

χρησιµοποιήσο τω ρ

µε την προς συµπίεση εικόνα. Η αναζήτηση πραγµατοποιείται αρχικά, σε µία 

χα  ανάλυ όν  ικανοποιητικές ίσε

εδο σης,  θα σ  προφ αι σε ότερ

 ο ία οφείλεται στο νός ό µη άλυσ

οί µε οδο αχίστ ράγω ι λιγότεροι, αφ

αριθµός των περιοχών της εικόνας είναι µικρότερος. Για µια πιο ακριβή 

εριγραφή της µεθόδου παρατίθονται οι ορισµοί κάποιων βασικών εννοιών: Η 

ίται 

δ

τ

έ

χαρακτηριστικό τύπου R διάνυσµα, πρέπει οι αποστάσεις του από τα σταθερά 

παρόµοιες ύπου R διανύ τος. Για τη

κόλυνση της αναζήτησης τέτοιων χα ικ ύών τ νυσµάτ

νω µπορούν να οργανω δρου. 

οσεγγίσεις πολλα ς 

που έχουν προταθεί από τους Dekking και Lin  Βενετσανόπουλο  µε σκοπό 

τη µείωση της πολυπλοκότητας της κωδικοποίησης. Οι µέθοδοι στηρίζονται 

στην ιδέα ότι για τη µείωση του κόστους αναζήτησης, µπορούµε να 

υµε την πυραµίδα ν διαβαθµίσεων του γκ ι που σχετίζεται 

µηλή ση της εικ ας. Αν δεν βρεθούν  προσεγγ ις σε 

αυτό το επίπ  ανάλυ το ίδιο υµβεί ανώς κ  υψηλ ο. Η 

υπολογιστική ικονοµ  γεγο τι σε χα λή αν η οι 

υπολογισµ  τη µέθ  των ελ ων τετ νων είνα ού ο 

π

πυραµίδα των διαβαθµίσεων του γκρι µιας εικόνας f, η οποία θεωρε

δισδιάστατος πίνακας, ορίζεται ως η ακολουθία των εικόνων.. (0) ( ),..., rf f , ό
( )r

που 

f f=  και 
1

( ) ( 1)

, 0

1( , ) (2 ,2 )
4

k k

m l
f i j f i m j l+

=

= + +∑  
 
(5.74)
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για 0,...,k r= −  κα  0 , 2ki j≤ < .  αριθµός k υ οδηλώνει τ επίπεδο 

ανάλυσης της εικόνας και η σχέση που δόθηκε παραπάνω

1 ι Ο π ο 

 δείχνει ότι για να 

ποκτήσει κανείς µία εικόνα ανάλυσης k, πρέπει να ξεκινήσει από την εικόνα 

της, την ένταση που 

ς σε ανάλυση k. 

ότε ) . 

ν υπάρχουν όλες οι τύπου D περιοχές στην ανάλυση 

α α

όνο επειδή ένα παιδί της, ανάλυσης k, έχει 

παράγοντα αντίθεσης µεγαλύτερο απολύτως της µονάδας. Στην 

πραγµατικότητα, έχουν παρατηρηθεί περιπτώσεις που ενώ

α

ανάλυσης k+1 αναθέτοντας σε κάθε εικονοστοιχείο της πρώ

προκύπτει από το µέσο όρο των τεσσάρων γειτονικών εικονοστοιχείων της 

δεύτερης που προήλθαν από το τεµαχισµό σε τεταρτηµόρια αυτού της πρώτης. 

Οµοίως, είναι δυνατό να προκύψουν τύπου R και τύπου D περιοχές της εικόνας 

στην ανάλυση k, από ήδη προϋπάρχουσες στην ανάλυση k+1. Το βασικό 

αποτέλεσµα της εργασίας του Dekking είναι το θεώρηµα 7 που αναφέρθηκε σε 

προηγούµενη ενότητα και το οποίο υπενθυµίζεται εδώ:  

 

Θεώρηµα 7: 

Έστω R(k) και D(k) οι range και domain περιοχή αντίστοιχα, µιας εικόνα

 ( 1) ( 1) ( ) ( )( , ( ,k k k kE D R E D R+ + ≥Τ

   Μολαταύτα, επειδή δε

k+1 που να έχουν τις αντίστοιχες στην ανάλυση k, η εφαρµογή του 

θεωρήµατος µε την παραπάνω µορφή του λαµβάνει υπόψη εκείνες τις τύπου D 

περιοχές ανάλυσης k+1 που έχουν τις γωνίες τους στη θέση (2i,2j). Για να 

παρακαµφθεί το πρόβληµα, κατασκευάζεται ένα δένδρο για την πυραµίδα, 

όπου κάθε τύπου D περιοχή ανάλυσης k+1 έχει τέσσερα παιδιά ανάλυσης k 

στις θέσεις (2i,2j), (2i+1,2j), (2i,2j+1), (2i+1,2j+1). Πρέπει κόµ  να 

επισηµανθεί ότι δεν πρέπει να αποκλείεται από την αναζήτηση µία τύπου D 

περιοχή ανάλυσης k+1 µόνο και µ

 1ks > , 1ό ks +

 

0= .   
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5.8 Ταχεία  αναζήτηση µέσω ταχείας συνέλιξης 

   Οι περισσότερες τεχνικές µε τις οποίες έχουµε ασχοληθεί µέχρι το σηµείο 

αυτό, είναι απωλεστικές µε την έννοια ότι θυσιάζουν ένα µέρος της πιστότητας 

της εικόνας στο βωµό της µεγαλύτερης ταχύτητας συµπίεσης. Αντίθετα, σε µία 

µη απωλεστική µέθοδο, το αντικείµενο αναζήτησης είναι το βέλτιστο κωδικό 

διάνυσµα-περιοχή, το οποίο και δίνει το ελάχιστο σφάλµα, παρά ένα 

υποβέλτιστο το σφάλµα το οποίο δίνει είναι αρκετά µικρό σε σχέση µε τις 

προδιαγραφές που έχουν οριστεί, όχι όµως και το ελάχιστο. Η µέθοδος που 

αναπτύσσεται εδώ, εκµεταλλεύεται το γεγονός ότι τα κωδικά διανύσµατα-

περιοχές που απαρτίζουν την εικόνα επικαλύπτουν το ένα το άλλο. Η ταχεία 

συνέλιξη- που βασίζεται στο θεώρηµα της συνέλιξης και εκτελείται στο πεδίο 

της συχνότητας- είναι η ιδανική για την εκµετάλλευση της σχέσης αυτής µεταξύ 

των κωδικών διανυσµάτων. Το ουσιώδες τµήµα του βασικού υπολογισµού της 

κλασικής µεθόδου συµπίεσης µε fractal, είναι µια συγκεκριµένη µορφή 

συνέλιξης21. Για να γίνει αυτό κατανοητό, υπενθυµίζονται οι σχέσεις που δίνουν 

την αντίθεση και τη φωτεινότητα: 

* *

2 2

2

1, , , 1(i),  ( , , ) (ii)1 ,

R D R D
ks o R

kD D
k

−
= =

−

1 1
1 1

1
 *s D−

 

(5.75)

 

   Για οποιαδήποτε (s, o) το σφάλµα Ε(D,R) µπορεί να θεωρηθεί συνάρτηση 

των ,D R , ,D D , ,D 1 , ,R R  και ,R 1 . Η αποτίµησή του απαιτεί 23 

πράξεις κινητής υποδιαστολής. Τυπικά, οι υπολογισµοί µπορούν να 

οργανωθούν σε δύο φωλιασµένους βρόχους (nested loops): 

• Ολική προεπεξεργασία: υπολογισµός των ,D D , ,D 1 για όλα τα 

κωδικά διανύσµατα D 

• Τοπική προεπεξεργασία: υπολογισµός των ,R R , ,R 1 . 

Για όλα τα κωδικά διανύσµατα εκτελούµε: 
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 ,D R  • Υπολογισµό των και  Ε(D,R) 

   Ο υπολογισµός των εσωτερικών γινοµένων ,D R  

της 

υποδειγµ

ς υποδειγ

περιοχή µ

ερικά 

αποτελεί το µεγαλύτερο 

ποσοστό του πλήθους των υπολογισµών κωδικοποίησης. Τα κωδικά 

διανύσµατα σχηµατίζονται τυπικά από την ατοληψία της εικόνας στη 

µισή της ανάλυση. Οποιαδήποτε περιοχή τη µατοληφθείσης εικόνας 

που έχει το ίδιο µέγεθος µε µια τύπου R πορεί να θεωρηθεί κωδικό 

διάνυσµα για την τελευταία. Συνεπώς τα εσωτ γινόµενα ,D R  

ης 

 υπολογισ

περιοχής R

 αποτελεσ

είναι πολύ

 µεταθέτει

δεν είναι 

τίποτε άλλο από την FIR απόκριση της υποδειγµατοληφθείσ εικόνας σε 

σχέση µε την τύπου R περιοχή. Με άλλα λόγια απαιτείται ο µός της 

συνέλιξης ή καλύτερα της ετεροσυσχέτισης της τύπου R . Αυτή η 

διακριτή συνέλιξη σε δύο διαστάσεις µπορεί να εκτελεστεί µατικά 

στο χώρο της συχνότητας όταν η τύπου R περιοχή δεν  µικρή 

(Θεώρηµα Συνέλιξης). Η παραπάνω λοιπόν διαδικασία  τον 

υπολογισµό των γινοµένων ,D R  από την επεξεργασία, στην τοπική 

προεπεξεργασία όπου τα γινόµενα αυτά υπολογίζονται σε µία παρτίδα για 

όλα τα κωδικά διανύσµατα D, µε τη χρήση του ταχέως µετασχηµατισµού 

Fourier. Κατά συνέπεια, η µέθοδος η οποία εξετάζεται εδώ, είναι φανερά µη 

απωλεστική. 

   Επιπλέον, και η ολική προεπεξεργασία, που απαιτεί σηµαντικό χρόνο µέχρι 

να ολοκληρωθεί, µπορεί να επιταχυνθεί από την ίδια τεχνική της συνέλιξης

Τα γινόµενα 

. 

,D 1  υπολογίζονται µε συνέλιξη της υποδειγµατοληφθείσης 

εικόνας µε µία τύπου R περιοχή της οποίας όλα τα εικονοστοιχεία έχουν την 

ίδια ένταση. Το άθροισµα των τετραγώνων υπολογίζεται οµοίως µε όλες τις 

εντάσεις των εικονοστοιχείων της υποδειγµατοληφθείσης εικόνας να έχουν 

υψωθεί στο τετράγωνο πριν από τη συνέλιξη. 
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5.9 Συµπίεση χωρίς αναζήτηση 

   Οι µέθοδοι µείωσης της πολυπλοκότητας που είναι κάπως διαφορετικές σε 

σχέση µε τις προηγούµενες βασίζονται στην ελάττωση του αριθµού των  τύπου 

D περιοχών σε ένα πολύ µικρό σύνολο. Για παράδειγµα στην εργασία που 

ακολούθησε αυτήν των Monro και Dudridge22, για κάθε περιοχή, το κωδικό 

διάνυσµα που χρησιµοποιείται για την προσέγγισή της έχει προκαθοριστεί να 

προέρχεται από µία συγκεκριµένη περιοχή που περιέχει την τύπου R23. 

Παρόµοια βήµατα ακολούθησαν και οι Hurtgen και Stiller6 στην εργασία των 

οποίων η αναζήτηση για ένα κατάλληλο κωδικό διάνυσµα περιορίζετα

ιά 

ης του συνόλου των τύπου D 

περιοχών µε την επίτρεψη του αποκλεισµού ενός µεταβλητού αριθµού

εσ

Τα 

πειράµατα (πίνακες 5.6, 5.7) από τη εφαρµογή της ιδέας αυτής σε συνδυασµό 

µε το δένδρο του Fisher έδειξαν ότι: 

υπο

ελαφρώς περίπου 2%. 

ι στη 

γειτον της υπό εξέταση τύπου R περιοχής. Επιπροσθέτως, η αναζήτηση 

µπορεί να επεκταθεί σε µερικές διάσπαρτες περιοχές τύπου D που βρίσκονται 

µακριά από την τύπου R. Στην εργασία των Saupe,24 µελετήθηκε µία µη 

προσαρµοστική και παραµετρική εκδοχή µείωσ

  τους 

(µείωση που κυµαίνεται από 0 έως και 100%) και την παρατήρηση των 

επιπτώσεων στο χρόνο συµπί ης και την πιστότητα της εικόνας. Τα 

πειραµατικά αποτελέσµατα έδειξαν ότι δε χρειάζεται το σύνολο των τύπου D 

περιοχών να περιέχει περιοχές µε µικρή απόκλιση τιµών έντασης των 

εικονοστοιχείων που ανήκουν σε αυτές. Αποκλείοντας ένα κλάσµα 1-a, a∈[0,1), 

από το σύνολο των τύπου D περιοχών που αποτελείται από στοιχεία µε τη 

µικρότερη διασπορά προκύπτει ένα πιο λιτό και πιο παραγωγικό σύνολο. 

ν 

1. Ο λογιστικός χρόνος µεταβάλλεται γραµµικά µε το a. 

2. Ακόµη και για πολύ µικρές τιµές του a, π.χ. a=0.15 δεν παρατηρείται 

διαφορά στην ποιότητα της εικόνας. Αντίθετα, η πιστότητα βελτιώνεται 

ελαφρώς.  

3. Για µεγαλύτερες τιµές του α, π.χ., α=0.5, ο βαθµός συµπίεσης µειώνεται 
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Πίνακας 5.6: Η επίδοση του αλγορίθµου του τετραεδρικού δένδρου για το λιτό σύνολο domain περιοχών που 
εξετάζουµε στο εδάφιο αυτό. Η παράµετρος α αναφέρεται στο κλάσµα των domain περιοχών που 
εξακολουθούν να β
Όταν εφαρµόζουµ

ρίσκονται στο σύνολο των domain περιοχών. Ο βαθµός συµπίεσης φαίνεται στην 4η στήλη. 
ε τον προτεινόµενο αλγόριθµο στις αρχικές domain περιοχές παίρνουµε τους βαθµούς 

µπίεσης της 5ης στήλης µε τη διαφορά στο µέγεθος στη µνήµη της εικόνας να µετράται σε bytes που 
ίνονται στην τελευταία στήλη.  

Αποτελέσµατα για την 512*512 εικόνα της Lena  

συ
φα

 
υ  Σ µπίεσηα Εκτέλεσης  

 
(sec) 

PSNR  
 

(dB) 
Βαθ ός  
συµπίεσης 

Νέος βαθµ  
συµπίεσης 

που 
σώζονται 

Χρόνος  

µ ός Bytes 

1.00 
0.90 
0.80 
0.70 
0.60 
0.50 
0.40 
0.30 
0.20 
0.15
0.10 
0.08 
0.06 
0.04 
0.02

15.2 
14.0 
12.6 
11.3 
10.1 
8.7 
7.4 
6.0 
4.6 
3.9 
3.1 
2.8 
2.4 
2.1 
1.7 

32.73 
32.71 
32.75 
32.76 
32.80 
32.87 
32.90 
32.93 
32.88 
32.78 
32.53 
32.40 
32.03 
31.80 
31.03 

14.88 
14.86 
14.85 
14.83 
14.75 
14.57 
14.45 
14.19 
13.49 
13.10 
12.64 
12.36 
12.21 

11.39 

14.84 
14.84 
14.83
14.82 
14.77 
14.62 
14.56 
14.88 
14.23 
13.89 
13.98 
13.69 
14.13 
13.79 
13.86 

-39 
-34 
-21 
-7 
24 
60 
137 
856 
1009 

2070 
2921 
3101 
4103 

 

 
11.86 

 

1135 
1982 
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Πίνακας 5.7 : Αποτελέσµατα όπως και στον προηγούµενο πίνακα για περι σότερε  δοκιµαστικές εικόνες 
 

 
α 

 
Συµπίεση 

σ ς

 

Χρόνος 
Εκτέλεσης  

(sec) 

 
PSNR  

(dB) συµπίεσης συµπίεσης σώζονται 
  Βαθµός  Νέος βαθµός Bytes που 

  Αποτελέσµατα για την 512*512 εικόνα των Πιπεριών   
1.00 
0.50 
0.20 
0.10 
0.05 

16.6 
10.0 
5.1 

2.4 

32.43 
32.49 
32.55 
32.45 
32.11 

15.20 
14.93 
14.00 
13.22 
12.31 

15.06 
14.95 
14.73 

14.22 

-161 
17 
921 
1828 
2859 

3.3 14.56 

   Αποτελέσµατα για την 512*512 εικόνα του Μπαµπουίνου   
1.00 
0.50 
0.20 
0.10 
0.05 

33.3 
17.2 
8.0 
4.7 
3.3 

25.15 
25.13 
24.81 
24.37 
23.87 

5.68 
5.61 
5.55 
5.52 
5.50 

5.59 
5.75 
5.93 
6.16 
6.42 

-727 
1148 
3028 
4915 
6766 

   Αποτελέσµατα για την 512*512 εικόνα της Βάρκας   
1.00 
0.50 
0.20 

25.6 
14.6 
7.3 

32.03 
32.07 

10.11 
10.06 

10.18 
10.19 

185 
335 

0.10 
0.05 

4.4 
2.8 

31.83 
31.53 
30.95 

9.92 
9.82 
9.79 

10.51 
10.85 
11.29 

1476 
2531 
3562 

   Αποτελέσµατα για την 512*512 εικόνα του Αεριωθούµενου   
1.00 
0.50 
0.20 
0.10 
0.05 

21.2 
12.6 
6.2 
3.8 
2.4 

32.86 
32.97 
32.94 
32.63 
32.13 

12.55 
12.42 
12.05 
11.98 
11.82 

12.60 
12.55 
12.75 
13.23 
13.65 

75 
211 
1186 
2079 
2967 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6 
Πιο Προχωρηµένα Θέµατα – Συµπεράσµατα

 

ι

ς από το πεδίο του χώρου στο πεδίο της συχνότητας, αποτελεί 

τάστηκαν 

ο προηγούµενο κεφάλαιο. Στο τέλος του κεφαλαίου επιχειρείται ένας 

πολογισµός των πεπραγµένων στο χώρο της συµπίεσης µε τη θεωρία των 

actal. 

6.1 O ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Συνηµιτόνου  

λγόριθµο κωδικοποίησης µε fractal βασισµένο στο ∆ιακριτό Μετασχηµατισµό 

υνηµιτόνου (Discrete Cosine Transform, DCT).  

.1.1 Ο υπολογισµός του DCT των ισοµετρικών 

ετασχηµατισµών 

 Για τις ανάγκες της ανάλυσης, υπενθυµίζονται οι ισοµετρικοί 

ετασχηµατισµοί µιας τετραγωνικής περιοχής:  

 

 

(6.1)

 

 

Στο προηγούµενο κεφάλαιο, αναφέρθηκαν µερικές από τις πιο διαδεδοµένες 

τεχνικές συµπίεσης στη βιβλιογραφία των fractal. Στο κεφάλαιο που 

ακολουθεί, γίνεται λόγος για µεθόδους που δεν εµπίπτουν σε κάποια από τις 

κατηγορίες που παρατέθηκαν στο προηγούµενο και πρώτα από όλα για το 

∆ιακριτό Μετασχηµατισµό Συνηµ τόνου, ο οποίος µεταφέροντας τους 

υπολογισµού

ένα από τα κυριότερα εργαλεία επιτάχυνσης των υπολογισµών και µπορεί 

εύκολα να συνδυασθεί µε τις περισσότερες από τις µεθόδους που εξε

στ

α

fr

  

   Στην εργασία τους, οι Truong, Jeng, Reed, Lee και Li1, προτείνουν έναν ταχύ 

α

Σ

 

6

µ

  

µ

1 0 1 0 1 0 1 0
1:         2 :         3:         4 :

0 1 0 1 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1
5:         6 :         7:          8 :     

1 0 1 0 1 0 1 0

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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   Όπως έχει προαναφερθεί, οι µισοί από αυτούς (1, 4, 6 και 7) αντιστοιχούν σε 

στροφή του αρχικού τετραγώνου κατά 0°,   90 °,  180 ° και 270° αντίστοιχα, 

ενώ οι υπόλοιποι σε στροφή του ειδώλου του ως προς την ευθεία y=x, κατά τις 

ίδιες γωνίες. 

   Ο ∆ιακριτός Μετασχηµατισµός Συνηµιτόνου των 8 αυτών προσανατολισµών  

χαρακτηρίζεται από µια αλλαγή συντεταγµένων. Για κάθε προσανατoλισµό 

έχουν βρεθεί αναλυτικές φόρµουλες του ∆ΜΣ που είναι βασισµένες στο ∆ΜΣ 

του αρχικού τετραγώνου. Χρησιµοποιώντας τις, µπορεί κανείς να 

οµαδοποιήσει  τα εκάστοτε δεδοµένα και να εξαλείψει τους υπολογισµούς  που 

επαναλαµβάνονται για διαφορετικούς προσανατολισµούς, µειώνοντας ετσι το 

υπολογιστικό κόστος. 

   Ο  ∆ΜΣ µιας εικόνας f(i,j) µεγέθους L*L (i,j=0,...,L-1) δίνεται από τον τύπο:  

{

1 1

0 0

1/ 2 , 0
1,       0.

2 (2 1) (( , ) ( , )cos( )cos( ),
2 2

, 0,1,..., 1 και 

L L

m n
i j

k
k k

i m j nF m n C C f i j
L L

m n L

C

2 1)
L

π π− −

= =

=
≠

+ +
=

= −

=

∑∑
 

 
 
 

(6.2)

 

   Αρχικά, υπολογίζεται ο ∆ΜΣ για τα είδωλα ως προς την ευθεία x=(L-1)/2 

και την ευθεία y=(L-1)/2 (κέντρο του τετραγώνου). Οι νέες συντεταγµένες του 

ειδώλου ως προς την ευθεία x=(L-1)/2 είναι οι u, v που δίνονται από τη σχέση: 

1 1
2 21 0

  
0 1

L Lu x

yυ

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
−⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎛ ⎞

=⎜
⎜

⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
 
 

(6.3)

1  

ποτελεί είδωλο της τελευταίας ως προς την ευθεία  x=(L-1)/2.  Η g1(u,v)  

⎝ ⎠

δηλαδή:  

1,   u x L v y= − + − =  (6.4)

   Έστω  g (u,v) η νέα εικόνα που παίρνουµε από την f(m,n) και η οποία

α
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γράφεται: g1(u,v) = g1{u(x,y),v(x,y)} = f(x,y). Από τις (6.2), (6.4) ο ∆ΜΣ της g1 

υπο : λογίζεται ως
1 1

1 1
0 0

1 1

1 0 0

1

0

1)( ( , )cos cos

1] 2 1)( cos
2

1) (2( , ) ]cos
2 2
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L

m y nC C f
L
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C C f x y
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(2u m (2 nπ1), )m n C
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.5)

) ( , )nG m n F m n=  (6.6)

=

1) π π1)n

 (6

 

 

 

 

 

0 0 2 2

( 1) ( , )  
x y

m

L L

F m n
= =

−

 

   Για την περίπτωση του ειδώλου g2(u,v) της f(x,y) ως προς την ευθεία y=(L-

1)/2, ο ∆ΜΣ  G2(m,n) της g2, δίνεται µε παρόµοιο τρόπο από τον τύπο: 

    

2 ( , ) (-1

 

   Στη συνέχεια, υπολογίζεται ο ∆ΜΣ για την περίπτωση της στροφής γύρω  

από την ευθεία y=x. Οι νέες συντεταγµένες του ειδώλου (u, v) δίνονται από τη 

σχέση: 

0 1
1 0

u x

yυ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
 

(6.7)

δηλαδή:  
,  u y v x

 

= =  (6.8)

   Έστω  h(u,v)  το είδωλο της εικόνας f(x,y) από τη στροφή ως προς την y=x. 

Η h(u,v) γράφεται h(u,v) = h{u(x,y) , v(x,y)}=f(x,y). Συνεπώς, µε βάση τις (6.2) 

και (6.8) ο ∆ΜΣ της  h υπολογίζεται ως εξής: 
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(6.9)

   Συµ οντας µε f

− − + +

βολίζ   ένα

µ  

, αποδεικνύεται ε τη  

 

F m n F m n= −

) , n= =

k, k = 1,..,.8  την εικόνα που αντιστοιχεί σε κάθε  από 

τους 8 ισο ετρικούς προσανατολισµούς της αρχικής και µε Fk τους 

αντίστοιχους  ∆ΜΣ , µ χρήση των σχέσεων  (6.5), (6.6) και

(6.9) ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 
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4 1

 ( , ) ( 1) ( , )

 ( , ) ( 1) ( , )

 ( , ) ( 1) ( , )

και 

5 1

6 2 1

7 3 1

8 4 1

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( 1) ( , )

( , ( , ) ( 1) ( , )

( , ( ) ( 1) ( , )

m

n

n m

F m n F m n

F m n F m n F m n

F m n F m n F m n

F m n F m n F m+

=

= = −

= = −

−

 

 

 

(6.11)

 

 

6.1.2 Το σφάλµα ελαχίστων τετραγώνων στο πεδίο της 

συχνότητας 

 

   Όπως είναι γνωστό, το σφάλµα προσέγγισης δίνεται απο τη σχέση (4.2) 

δηλαδή  

)

2

2

2

,
( , )

R r D d
E R R r

D d

− −
= − −

−

1 1
1

1
 

 

(6.12)
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, όπου r , d  οι µέσες τιµές των τύπου  R και τύπου D περιοχών αντίστοιχα. 

Αντικαθιστώντας: 
�

R r g− =1  (6.13)

και 
�

k k kD d f− =

στοιχεί στον ισοµετρικό µετασχηµατισµό 

1  (6.14)

όπου k=1,…,8 o δείκτης που αντι

που εφαρµόζεται σε κάθε τύπου D περιοχή. Σύµφωνα µε τις παραπάνω 

αντικαταστάσεις, το σφάλµα παίρνει τη µορφή:  
� � � � � �2

, , / ,k k kg g f g f f−  (6.15)

   Είναι φανερό, ότι η ελαχιστοποίηση του Μέσου Τετραγωνικού Σφάλµατος  

µεταξύ των 
�

kf , 
�
g  είναι ισοδύναµη µε τη µεγιστοποίηση του 

� �
,kf g .  

 Xρησιµοποιώντας και στην περίπτωση αυτή το ∆ΜΣ, οι περιττοί 

υπολογισµοί για την εύρεση του σφάλµατος των 
�

kf , 
�
g , µπορούν να 

αποφευχθούν. 

 Έστω 
�

kF , 
�
G ο ∆ΜΣ των 

�
kf , 
�
g  αντιστοίχως για k = 1,...,8. Για κάθε  

k∈[1...8], υπολογίζεται το προς µεγιστοποίηση (µε βάση το προηγούµενο 

επιχείρηµα),   γινόµενοεσωτερικό  
� �

,kf g . 

� � � � � �7 7

0 0

, , ( , ) ( , )k kk k
i j

f g F G F i j G i jδ
= =

= = =∑∑  
 
(6.16)

   Για k=1, από την (6.4) συνεπάγεται ότι  : 

� �7 7 7 7

11
0 0 0 0

( , ) ( , ) ij
i j i j

F i j G i j aδ
= = = =

= =∑∑ ∑∑  
 
(6.17)

 
� �

1( , ) ( , )ija F i j G i j=όπου . 

 Από την (6.10) προκύπτει:   
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ια k=5, η (6.16) δίνει: 
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(6.19)
 

όπου 
� �

1( , ) ( , )ijb F j i G i j= . 

 Και τέλος, από την (6.11) εξάγονται οι παρακάτω σχέσεις: 

j

−
 
 
(6.20)

Από τις (6.18) και (6.20) παρατηρείται ότι οι περιττοί υπολογισµοί αφορούν 

 ποσότητες aij και bij, κάτι το οποίο δεν είναι εύκολο να παρατηρηθεί στο 

 του χώρου. Με κατάλληλη διάταξη των συντελεστών aij και bij  όπως 

 το σχήµα 6.1, όλοι οι περιττοί υπολογισµοί  στο πεδίο του χώρου 

πορούν να αποφευχθούν. 

  
7 7 7 7

5 6
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Σχ.6.1: Παράλληλη εφαρµογή των υπολογισµών του σφάλµατος όλων των ισοµετριών µιας τετραγωνικής 
περιοχής µε τη χρήση όλων των συντελεστών του DCT. Οι µεταβλητές που βρίσκονται στο ίδιο τετράγωνο 
αθροίζονται µαζί. Παρατηρούµε ότι a00=b00=0.  
 

   Καθώς ο ∆ΜΣ έχει µεγάλη πυκνότητα  ενέργειας, σε πρακτικές καταστάσεις,  

έρος των συντελεστών του ∆ΜΣ απαιτείται να υπολογιστούν  για 

την εύρεση του βαθµωτού γινοµένου. Συνεπώς, η υπολογιστική πολυπλοκότητα  

ωθεί περισσότερο. Στο σχήµα 6.1 χρησιµοποιούνται και οι 64 

υντελεστές του ∆ΜΣ για τον υπολογισµό των βαθµωτών γινοµένων των 8 

µετασχηµατισµών. Για τη βελτίωση της απόδοσης του αλγορίθµου  

µόνο ένα µ  

µπορεί να ελαττ

σ
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κωδικοποίησης, µπορούν να χρησιµοποιηθούν 4 διαφορετικές συναρτήσεις 

µάσκας. Στο τµήµα του τετραγώνου που καλύπτει η µάσκα τα εικονοστοιχεία 

διατηρούν την τιµή της έντασής τους, ενώ στο υπόλοιπο η ένταση είναι 

ν συντελεστών είναι 0, καθώς από κάθε 

ραγωνική περιοχή έχει αφαιρεθεί η µέση τιµή των εντάσεων των 

εικονοστοιχείων της. 

µηδενική. Όπως φαίνεται στο σχήµα 6.2, ο αριθµός των συντελεστών του ∆ΜΣ 

που χρησιµοποιούνται για τον έλεγχο µε τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων 

είναι 6, 10, 15 και 21 για κάθε ένα από τα 4 διαφορετικά φίλτρα αντίστοιχα. 

Παρατηρείται ότι ο συνεχής όρος τω

τετ

 
Σχ.6.2: Οι συναρτήσεις µάσκας που χρησιµοποιήθηκαν στα πειράµατα που αφορούν τον παραπάνω 
αλγόριθµο. Η 1η  περιέχει 6 συντελεστές, η 2η  10, η 3η  15 και η 4η  21. 
 

   Στο σχήµα 6.3 φαίνεται η µορφή που παίρνουν οι υπολογισµοί µε τη χρήση 

συνάρτησης µάσκας, σε αντιδιαστολή µε τους υπολογισµούς του σχήµατος 6.1, 

ενώ στους πίνακες 6.1 και 6.2 συγκρίνετα  ο αλγόριθµος των συγγραφέων µε το 

ctal αλγόριθµο.   

 

 

ι

συµβατικό fra
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Πίνακας 6.1: Λίστα της διάρκειας κωδκοποίησης σε λεπτά και ο µέγιστος σηµατοθορυβικός λόγος για την 
εικόνα της Lena, µε τη χρήση τεσσάρων διαφορετικών συναρτήσεων  µάσκας για τους DCT συντελεστές.   

Lena Χρόνος (sec) PSNR (dB) 
Βασικός fractal α

∆ιακριτός Μετ/σµός
λγόριθµος 
 Συνηµιτόνου 

Συνάρτηση µάσκας 4 
Συνάρτηση µάσκας 3 
Συνάρτηση µάσκας 2 
Συνάρτηση µάσκας 1 

22.42 
6.46 
3.80 
3.05 
2.60 
2.15 

28.90 
28.93 
28.18 
27.96 
25.43 
21.90 

 

 
Σχ.6.3: Παράλληλη εφαρµογή των υπολογισµών του σφάλµατος όλων των ισοµετριών µιας τετραγωνικής 
περιοχής µε τη χρήση της 2ης συνάρτησης µάσκας, δηλαδή µόνο οι 10 από τους 64 συντελεστές του DCT 
χρησιµοποιούνται για τους υπολογισµούς. 
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Πίνακας 6.2: Σύγκριση του χρόνου κωδικ
που χρσιµοποιεί στη µία περίπτωση όλους

οποίησης µεταξύ του συµβατικού αλγόριθµου και του προτεινόµενου 
 τους συντελεστές και στην άλλη την 4η συνάρτηση µάσκας. 

νάρτηση µάσκας 
4 

 Συµβατική fractal 
συµπίεση 

∆ιακριτός Μετ/σµός 
Συνηµιτόνου 

Συ

 Χρόνος PSNR Χρόνος PSNR Χρόνος PSNR 
Lena 3.80 28.18  22.42 28.90 6.46 28.93 

Μπαµπουίνος 22.42 20.15 6.46 20.16 3.80 19.44 
Αεριωθού  µενο 22.42 25.50 6.46 24.54 3.80 24.39
Πιπερι  ές 22.42 29.86 6.46 29.86 3.80 29.27

 

ένη από επαναλήψεις αποκωδικοποίηση, 

µένη στον αποδοτικό σχεδιασµό του συνόλου των 

υ D περιοχών 

ενότητα αυτή, εξετάζεται διεξοδικά ο αλ όριθµος που προτείνου

 
6.2 Απαλλαγµ

βασισ  

τύπο

   Στην γ ν οι 

Ch

δηµιου

µετασχ

 

6.2

   Για τ σ

και κα α να 

µετ

στηρίζ

περιοχ  

όπω

τετραγ ck averaging) µπορούν να εφαρµοστούν για τη 

µεί

κωδικο

 

ang και Kuo2, σύµφωνα µε τον οποίο ο κώδικας συµπίεσης που 

ργείται, δεν απαιτεί την επαναληπτική εφαρµογή κάποιου 

ηµατισµού για την αποκωδικοποίησή του. 

.1 Ο τρόπος απαλλαγής από τις επαναλήψεις 

την ύπαρξη των ίδιων περιοχών τύπου D όσο την κωδικοποίηση όσο 

τά την αποκωδικοποίηση, χωρίς να να είναι απαραίτητο τα δεδοµέν

αδίδονται off-line, οι συγγραφείς προτείνουν ένα αλγόριθµο που δε 

εται σε επαναλήψεις και στον οποίο οι πληροφορίες για τις τύπου D 

ές ενυπάρχουν στους κώδικες που χρησιµοποιεί. Εποµένως, µέθοδοι

ς  ο LBG αλγοριθµος (Κεφάλαιο 1) και ο µέσος όρος της έντασης των 

ωνικών περιοχών (blo

ωση των οµοιοτήτων µεταξύ των περιοχών τύπου D. Η προτεινόµενη 

ποίηση και αποκωδικοποίηση περιγράφονται παρακάτω. 
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6.2.1.1

   Το βασι   

σχήµα 6.

περιοχές τ

µέση τιµή η συνέχεια, 

όλες οι µέσες τιµές που έχουν βρ ζουν τη λεγόµενη «µέση» εικόνα 

διαστάσεων (Μ/Β)*(Μ/Β), τη τιµή της έντασης του κάθε 

εικονοστοιχείου αντιστοιχ χής τύπου R. Αν η 

διασπορά της τύπου R πε

. Κωδικοποίηση 

κό διάγραµµα ροής του προτεινόµενου αλγόριθµου φαίνεται στο 

4. Η προς επεξεργασία εικόνα διαστάσεων Μ*Μ διαιρείται σε 

ύπου R διάστασης B*B. Πρώτα από όλα, υπολογίζεται διαδοχικά η 

 και η διασπορά της έντασης κάθε τύπου R περιοχής. Στ

εθεί,  απαρτί

ς οποίας η 

εί στη µέση τιµή µιας περιο

ριοχής:  

21
,2

0 ,
i j

i j B

Var( ) ( )R r r= −∑  
 
(6.21)

 (όπου το ri,j δείχνει τη θέση (i ίου της τύπου R περιοχής και 

B ≤ ≤

,j) του εικονοστοιχε

r  η µέση τιµή της έντασης της τύπ περιοχής), είναι µικρότερη από µια 

τιµή κατωφλ τ

αποθήκευσ

κωδικοποι η τ α ύ

περίπτωση

µεγαλύτερ

διαφορετι

περιοχής 

εξάγεται  περιέχει λίγα στοιχεία. Σύµφωνα µε τα 

παραπ τ

και εποµέ

που ακολο

συνεπώς, ία νέα µορφή κωδικοποίησης µε ένα νέο συστολικό 

µετασχ ν κ  

που δηµιο τ

ου R 

ίου Εth, τότε η περιοχή τύπου R κωδικοποιείται µε ην 

η του µέσου όρου. ∆ιαφορετικά η παραπάνω περιοχή θα 

ηθεί µε τ  χρήση συστολικού µε ασχηµ τισµού τ που affine. Στην 

 αυτή, η διάσταση της "µέσης" εικόνας πρέπει να είναι πολύ 

η από αυτή της τύπου D περιοχής, δηλαδή (Μ/Β)*(Μ/Β)>>Β*Β, 

κά η αντιστοίχιση µεταξύ τύπου R και της κατάλληλης τύπου D 

καθίσταται δύσκολη καθώς το σύνολο των τύπου D περιοχών που 

από τη µέση εικόνα

άνω, το µέγεθος της τύπου D περιοχής ειναι ο ίδιο µε αυτό της τύπου R 

νως δεν απαιτείται «συστολή» (µείωση της διάστασης), διαδικασία 

υθούν οι περισσότεροι συµβατικοί fractal αλγόριθµοι. Η διαδικασία 

εγκαινιάζει µ

ηµατισµό τύπου affine µεταξύ τω  τύπου R αι των τύπου D περιοχών 

υργούνται από η µέση εικόνα. 
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µµα ροής της κωδικοποί σης του προτεινόµενου αλγορίθµου. 

άµετροι που χρησιµοποιούνται στο νέο αυτό µετασχηµατισµό 

ται ως εξής: Η φωτεινότητα αντικαθίσταται από τη 

Σχ.6.4: ∆ιάγρα η

 

   Οι παρ

καθορίζον µέση τιµή η 

οποία 

µονάδας γ ι στις επαναλήψεις των 

συµβα ό

τιµών αντί  µονάδας καθώς στον υπό εξέταση αλγόριθµο 

δεν υπάρχουν επαναλήψεις. Άρα η αντίθεση κινείται σε ένα ευρύτερο πεδίο 

κωδικοποιείται µε 6 ψηφία. Η αντίθεση είναι συνήθως µικρότερη της 

ια την αποφυγή της απόκλισης που οφείλετα

τικών  fractal αλγορίθµων. Παρ’ λα αυτά, είναι δυνατή και η χρήση 

θεσης µεγαλύτερων της
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τιµών. 

δοκιµή όλ

εύρεση εκείνης π ς

ψηφία για ί 

µετασχ

χρησιµοπ ιούνται µε 

τρί µατισµός µπορεί να εκφραστεί από τον 

ύπο: 

Στη συγκεκριµένη εργασία, η τιµή της αντίθεσης καθορίζεται από τη 

ων  των τιµών που ανήκουν στο σύνολο { n/4, n=1,2,3,...,8} για την 

ου ελαχιστοποιεί την παραµόρφωση. Χρειάζονται συνεπώ   3 

 την αποθήκευσή της. Από την άλλη πλευρά, οι 8 ισοµετρικο

ηµατισµοί της κάθε περιοχής τύπου R, είναι οι ίδιοι µε αυτούς που 

οιούνται στους συµβατικούς αλγορίθµους και κωδικοπο

α ψηφία. Ο νέος συστολικός µετασχη

τ

ˆ {R s D r s dτ } { ( ) }s D d rτ= + −i i = − +i  (6.22)

R̂  είναι η κ δικοποιηµένη τύπο  R περιοχή και ω υόπου d  µέση τιµή της 

έντασης της τύπου D περιοχής (τ: ο ισοµετρικός µετασχηµατισµός). 

Παρατηρούµε ότι σε χέση µε τον τύπο που δίνει την ωδικ οιηµ η τύπου 

R περιοχή στους τυπικούς fractal αλγόριθµους:  

ˆ { }R s S D oτ= +

 η  

σ   κ οπ έν

i D

συστολής» στο χώρο που εκφράζει ο τελεστής S, έχει 

αποφευχθεί και ότι ο όρος 

 (6.23)

η διαδικασία «

r s d− i

 στο

είναι ισοδύναµος µε τη µεταβολή της 

φωτεινότητας o, όπως αναφέρθηκε  4  Κεφάλαιο. Αφού εξεταστούν όλοι οι 

δυνατοί µοί των παραµέτρων που περιέχει η παραπάνω εξίσωση, ο 

κώδικας  από το ελάχιστο δυνατό σφάλµα µεταξύ της αρχικής και 

της τελική

ο

συνδυασ

καθορίζεται

R̂  ς περιοχής R και αντίστοιχα. ο σφάλ α προσέγγισης µπορεί να 

 είναι γνωστό, µ

Τ µ

γραφεί, όπως ε βάση το µέσο τετραγωνικό σφάλµα ως εξής:  

2
, ,2

0 ,

1ˆ ˆMSE( , ) ( )i j i j
i j B

R R r r
≤ ≤

= −∑  
 
(6.25)

,î jr  δείχνει τη  (i,j) θέση του εικονοστοιχείου στην κωδικ ποιηµένη 

εριοχή. Τέλος, προστίθεται µια επικεφαλίδα για κάθε περιοχή τύπου 

επισηµάνει 

B

όπου το ν ο

τύπου R π

R για να τον τρόπο κωδικοποίησής της (είτε αποθήκευση του 

µέσου ριοχής και των 

παραµ κοποιηµένη 

 όρου, είτε αποθήκευση της θέσης της τύπου D πε

έτρων µετασχηµατισµού). Με τον τρόπο αυτό, κάθε κωδι
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τύπου R

επικεφαλίδα. 

 

   6.2.1.2.  

   Το σχήµα

αποκωδικοποίησης πληροφορία και

καθορίζεται αν  µ

µέση τιµή 

κατασκευάζεται  

περιοχών οθηκευθεί

affine µετασχη , ότι η µέση 

εικόνα 

που κατασκευάστηκε

δηµιουρ ου D που 

εξάγονται τις δύο

έχει κω τιµή έντασής της, τότε το κάθε 

 περιοχή, µπορεί να ανακατασκευαστεί σωστά, ανάλογα µε την 

Αποκωδικοποίηση

 6.5 δείχνει το διάγραµµα ροής του αλγορίθµου 

. Αρχικά, λαµβάνεται η κωδικοποιηµένη   

 η εκάστοτε περιοχή τύπου R έχει κωδικοποιηθεί ε βάση τη 

ή όχι, διαβάζοντας την επικεφαλίδα. Η «µέση» εικόνα 

 και κατά την αποκωδικοποίηση µε βάση τις µέσες τιµές των

 τύπου R που έχουν απ  είτε αυτούσιες είτε ως µέρος του 

µατισµού κατα την κωδικοποίηση. Είναι προφανές

που χρησιµοποιείται κατά την αποκωδικοποίηση είναι ταυτόσηµη αυτής 

 κατά την κωδικοποίηση καθώς και οι δύο 

γήθηκαν από τις ίδιες µέσες τιµές. Συνεπώς οι περιοχές τύπ

 και απο   εικόνες είναι επίσης ίδιες. Αν µια τύπου R περιοχή 

δικοποιηθεί µε βάση τη µέση 

εικονοστοιχείο της ανακατασκευασµένης έκδοσής της κατά την 

αποκωδικοποίηση, έχει τιµή έντασης ίση µε τη µέση τιµή. ∆ιαφορετικά, 

εκτελείται ο µετασχηµατισµός που αναφέρθηκε για την ανακατασκευή της 

περιοχής τύπου R. Η αποκωδικοποίηση τελειώνει µε την ανακατασκευή και της 

τελευταίας τύπου R περιοχής. 
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Σχ.6

ς 

αλγόριθµους, η διαδικασία αποκωδικοποίησης απαιτεί τη δέσµευση

η η η

 που δη ιουρ

προτελευταία επανάληψη και τη 2 ,  την εικόνα  που δηµιουργήθηκε µε την 

. Στον αλγόριθµο όµως που εξετάζεται εδώ, το µόνο που χρειάζεται 

.5: ∆ιάγραµµα ροής της αποκωδικοποίησης του προτεινόµενου αλγορίθµου. 

 

   Σε αυτόν τον αλγόριθµο, δεν απαιτούνται επαναλήψεις και για το λόγο αυτό 

δεν απασχολούµαστε µε προβλήµατα απόκλισης. Στους συµβατικού

 δύο 

θέσεων στ  µνήµη, η 1  για την αρχική αυθαίρετη εικόνα και η 2   για αυτή 

που προκύπτει απο την εφαρµογή του συστολικού µετασχηµατισµού. Καθώς 

εφαρµόζεται περιοδικά ο µετασχηµατισµός οι δύο θέσεις στη µνήµη 

ανανεώνονται µε την 1η να περιέχει την εικόνα µ γήθηκε µε την 
η

τελευταία
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για την αποκωδικοποίηση είναι η «µέση» εικόνα που ανακατασκευάζεται από 

τις µέσες τιµές της έντασης των περιοχών τύπου R που έχουν ή η αποθηκ

Άρα η απαιτούµενη µνήµη είναι πολύ µικρότερη στην περίπτωση αυτή, σε 

η µε το χώρο που δεσµεύεται για την αποκωδικοποίηση στους 

συµβατικούς αλγορίθµους. Απο την  πλευρά, η ανυπαρξία επαναληπτικής 

διαδικασίας, συνεπάγεται τη δυνατότητα της παράλληλης αποκωδικοπο

συνεπώς πολυπλοκότητα του 

αποκωδικοποιητή είναι εµφανώς χαµηλότερη από αυτή ενος συµβα

ποκωδικοποιητής  είναι κατάλληλος για εφαρµογές υψηλής 

ταχύτητας.  

 

6.2.2.  Αποδοτικός σχεδιασµός του χώρου των τύπου D περιοχών 

   Για να βρεθεί ένας αποδοτικός τρόπος δηµιουργίας του χώρου των τύπου D 

περιοχών, χρησιµοποιείται κατ’ αρχήν ο αλγόριθµος LBG και στη συνέχεια 

µια νέα µέθοδος που ονοµάζεται µέσος όρος των περιοχών (block averaging

.2.2.1. Σχεδιασµός µε βάση τον αλγόριθµο LBG 

   Οι αρχές του παραπάνω αλγορίθµου αναπτύχθηκαν στο 1ο Κεφάλαιο και 

εποµένως δε θα ασχοληθούµε περαιτέρω µε αυτόν. 

   Πρέπει να τονιστεί απλώς, ότι µε την εφαρµογή του οµαδοποιούνται τα 

τύπου D διανύσµατα, µειώνοντας µε τον τρόπο αυτό τον αριθµό συγκρίσεων, 

καθώς σύµφωνα µε όσα έχουν αναφερθεί σε προηγούµενο κεφάλαιο το κάθε 

τύπου R χαρακτηριστικό διάνυσµα συγκρίνεται µε το αντιπροσωπευτικό τ

D διάνυσµα κάθε οµάδας και στη συνέχεια λαµβάνουν χώρα περαιτέρω 

συγκρίσεις µε διανύσµατα της οµάδας που το προσεγγίζει βέλτιστα. Προφανώς 

λοιπόν,  το σύνολο των τύπου D περιοχών (domain pool) που κατασκευάζει ο 

αλγόριθµος LBG είναι πιο αποδοτικό. 

δ ευθεί. 

σχέσ

 άλλη

ίησης 

των τύπου R περιοχών. Η αρχιτεκτονική 

 τικού 

fractal αποκωδικοποιητή ο οποίος απαιτεί επαναλήψεις. Για αυτό το λόγο και 

ο εν λόγω α

). 

 

6

ύπου 
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   Μολαταύτα, η διαδικασία εύρεσης του βέλτιστου κωδικού βιβλίου απαιτεί 

έναν αριθµό επαναλήψεων ώστε το σφάλµα κβαντοποίησης να ελαχιστοποιηθεί. 

Όσο µεγαλύτερο είναι το µέγεθος του κωδικού βιβλίου τόσο µεγαλύτερος είναι 

και ο αριθµός των απαιτούµενων επαναλήψεων. Επειδή ο LBG εφαρµόζεται 

τόσο κατά την κωδικοποίηση όσο και κατά την αποκωδικοποίηση, η 

επαναληπτική διαδικασία για το µετασχηµατισµό του συνόλου των τύπου D 

περιοχών εκτελείται δυο φορές. Αυτό το πλήθος υπολογισµών είναι ένα απ

µογή το .

πρόβληµα αυτό παρουσιάζεται στη συνέχεια η µέθοδος του 

έσου όρου των τετραγώνων (block averaging). 

.2.2.2 Μέθοδος  του µέσου όρου των τετραγωνικών περιοχών 

 Στη µέση εικόνα τα χαρακτηριστικά διανύσµατα που επιλέγονται από τα 

γειτονικά τετράγωνα έχουν µεγάλες οµοιότητες µεταξύ τους γιατί ένα 

σηµαντικό µέρος τους επικαλύπτεται. Μπορούν να θεωρηθούν ως µέλη της 

ίδιας οµάδας για τον αλγόριθµο LBG. Η µέθοδος του block-averaging που 

προτείνεται εδώ, βασίζεται σε αυτήν ακριβώς την έννοια της οµοιότητας που 

χρησιµοποιεί και ο LBG. Υπολογίζεται το κέντρο µάζας τεσσάρων  

τετραγώνων της µέσης εικόνας που είναι γειτονικά και επικαλύπτουν το ένα το 

άλλο µερικώς. Από τα τέσσερα αυτά τετράγωνα λαµβάνεται ένα νέο τύπου D 

τετράγωνο. Για να µειωθούν  ακόµη περισσότερο οι οµοιότητες µεταξύ των 

παραγόµενων τύπου D περιοχών, µπορεί, αν αυτό είναι επιθυµητό, να 

υπολογιστεί το κέντρο µάζας περισσότερων από 4 τύπου D περιοχών. Είναι 

όµως αναµενόµενο, η συσχέτιση µεταξύ τεσσάρων γειτονικών τύπου D 

περιοχών να είναι υψηλότερη αυτής µεταξύ περισσοτέρων τύπου D περιοχών. 

Εποµένως, οι συγγραφείς χρησιµοποιούν µόνο τέσσερα γειτονικά τετράγωνα 

στη µέθοδό τους. Το σχήµα 6.6(a) δείχνει κάποια σύνολα από 4 γειτονικά 

τετράγωνα στη µέση εικόνα µε περίοδο δειγµατοληψίας 4 εικονοστοιχεία. Σε 

αυτό το σχήµα, κάθε µαύρο σηµείο αντιστοιχεί στην πάνω αριστερή γωνία ενός 

ό τα 

κύρια µειονεκτήµατα που παρουσιάζει η εφαρ υ αλγορίθµου αυτού  Για 

να επιλυθεί το 

µ

 

6
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τετραγώνου και χρησιµοποιείται για την αναπαράσταση ενός τετραγώνου 

διαστάσεων Β*B. Οι σχετικές θέσεις µεταξύ των τεσσάρων τύπου D περιοχών 

φαίνονται στο σχήµα  6.6(b). Η ένταση του εικονοστοιχείου d BijB του µέσου όρου  

D που προκύπτει από τις τέσσερες γειτονικές τύπου D περιοχές D B1B, D B2 B, D B3B, 

D B4B,  µπορεί να  υπολογιστεί από τον τύπο: 

  

, , , ,
1 ( 1 2 3 4 ), 0 ,
4

      ij i j i j i j i jd d d d d i j B= + + + ≤ ≤  
 
(6.26)

, όπου τα d1Bi,jB-d4Bi,jB  αναπαριστούν τις εντάσεις των εικονοστοιχείων στη θέση i,j  

για κάθε ένα από τα D B1B-D B4 B.  Εποµένως το εικονοστοιχείο  που υπολογίζεται µε 

τον τρόπο αυτό, σχετίζεται µε την πληροφορία που λαµβάνεται από τα 

τέσσερα γειτονικά εικονοστοιχεία των αρχικών περιοχών. Αντικαθιστώντας τις 

τελευταίες µε το µέσο όρο, µειώνονται και οι περιττές συγκρίσεις  µεταξύ µιας 

τύπου R περιοχής και των τεσσάρων αυτών παρόµοιων τύπου D περιοχών. 

Λαµβάνοντας τους µέσους όρους κάθε τετράδας τύπου D περιοχών  

κατασκευάζεται ένα σύνολο πολύ πιο αποδοτικό από αυτό που δηµιουργείται 

απ’ ευθείας από τη µέση εικόνα. 

 
Σχ.6.6: (a) Μερικά σύνολα από τετράγωνα της εικόνας που χρησιµοποιούνται για την παραγωγή domain 
περιοχών µε τη µέθοδο block averaging. (b) Οι σχετικές θέσεις τεσάρων γειτονικών και µερικώς 
επικλυπτόµενων τετραγώνων της εικόνας D1-D4. 
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   Οι τύπου D περιοχές επιλέγονται οµοιόµορφα από τις τύπου D περιοχές 

που έχουν προκύψει από το block averaging µε µια περίοδο δειγµατολειψίας 

Τ΄ στη µέση εικόνα. Έστω ότι ο αριθµός των στοιχείων του συνόλου των τύπου 

D περιοχών είναι Ν BD B, τότε η περίοδος δειγµατοληψίας τόσο στον οριζόντιο 

όσο και στον κάθετο άξονα  είναι:  

   

[ ],   1 
1D

M BBT T
N

−
′ ′= ≥

−
 

 

(6.27)

 

   Αντί του αλγόριθµου LBG, εδώ χρησιµοποιείται η αντιστοίχιση τεσσάρων 

περιοχών σε µία, το µέσο όρο, για την εξαγωγή των τύπου D περιοχών. 

Συνεπώς η απαιτούµενη υπολογιστική  πολυπλοκότητα είναι πολύ µικρότερη 

από αυτή του αλγορίθµου LBG διατηρώντας µε τον τρόπο αυτό την υψηλή 

ταχύτητα του αλγορίθµου χωρίς επαναλήψεις που έχουν προτείνει οι 

συγγραφείς. 

   Το σχήµα 6.8 είναι ενδεικτικό της αυξηµένης επίδοσης της τεχνικής των 

Chang και Kuo σε σχέση µε τους συµβατικούς fractal αλγόριθµους. 
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Σχ.6.7: Οι πειραµατικές εικόνες που χρησιµοποίησαν οι Chang, Kuo. (a) Lena, (b) αεριωθούµενο, (c) κτίριο, 
(d) λιµάνι. 
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Σχ.6.8: Τα αποτελέσµατα της κωδικοποίησης σύµφωνα µε την απαλλαγµένη από επαναλήψεις τεχνική για τις 
εικόνες του προηγούµενου σχήµατος. 
 

 

6.3 Συµπεράσµατα 

   Επιστρέφοντας στον πίνακα 2.2 του δευτέρου κεφαλαίου, παρατηρούµε ότι 

και το απλό αυτό παράδειγµα είναι ενδεικτικό του υψηλού βαθµού συµπίεσης 

που µπορούµε να επιτύχουµε µε τη µέθοδο των fractal σε σχέση µε άλλες 

τεχνικές συµπίεσης τις εικόνας, θυσιάζοντας φυσικά ένα µέρος της ποιότητας.  
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Πίνακας 6.3: Ο Σηµατοθορυβικός λόγος , βαθµός και χρόνος συµπίεσης για την εικόνα της Lena. (Πίνακας 
2.2) 

PSNR (dB) 
Χρόνος 

Κωδικοποίησης 
(sec) 

Βαθµός 
Συµπίεσης 

Μέγεθος 
περιοχής 
Τύπου R 

 
 
 

Σφάλµα 
Προσέγγισης

(collage) 

Σφάλµα  
Μετ/σµού 
(attractor) 

 
 
 

 
 
 

4*4 
8*8 

16*16 
32*32 

36.96 
31.15 
27.02 
23.55 

36.66 
31.27 
26.89 
23.32 

147.48 
69.93 
59.61 
54.76 

4.4 
17.7 
70.5 
281.0 

 

   Το βαθµό που απέχει σε πιστότητα η µία αποκωδικοποίηση από την άλλη 

για διαφορετικά µεγέθη των τύπου R περιοχών µπορούµε να τον δούµε και 

από διαφορετική σκοπιά, αν από τη σχέση (1.4) που δίνει το µέγιστο 

σηµατοθορυβικό λόγο, υπολογίσουµε το λόγο των αποστάσεων d B1 B, d B2 B δύο 

διαφορετικών αποκωδικοποιηµένων εικόνων fB1B, fB2B, που προέρχονται από τη 

συµπίεση της ίδιας αρχικής εικόνας f, µε βάση τη σχέση: 
2 1

1 20

2

10
PSNR PSNRd

d

−

=  (6.28)

   Για παράδειγµα, µπορούµε να υπολογίσουµε τους λόγους των αποστάσεων 

d B2B, d B3B, d B4 B των τριών άλλων αποκωδικοποιήσεων 8*8, 16*16, 32*32 του πίνακα, 

προς την απόσταση d B1 B της πρώτης.  Χρησιµοποιώντας τις τιµές της αριστερής 

στήλης για το PSNR βρίσκουµε ότι το σφάλµα της 2P

ης
P είναι 1.95 φορές 

µεγαλύτερο του αντίστοιχου της πρώτης, το σφάλµα της 3P

ης  
P3.14 φορές 

µεγαλύτερο, ενώ της 4P

ης
P 4.6. Αν αντικαταστήσουµε εξάλλου την τιµή του 

PSNR για τη διαµέριση 4*4 στη σχέση (1.4), βρίσκουµε ότι η Ευκλείδια 

απόσταση µεταξύ της αρχικής και της αποκωδικοποιηµένης d B1 B, είναι περίπου 

3.5, πολύ µικρότερη της d B4 B που ξεπερνά το 16.  

   Αν ο στόχος µας λοιπόν είναι η ποιότητα και όχι τόσο ο βαθµός συµπίεσης, 

θα προτιµήσουµε την πρώτη διαµέριση. Παρατηρούµε όµως από τον πίνακα, 

ότι ο χρόνος κωδικοποίησης είναι αρκετά µεγάλος σε σχέση µάλιστα και µε 

άλλες τεχνικές, όπως η JPEG, η οποία για χαµηλούς βαθµούς συµπίεσης όπως 
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αυτός (περίπου 4), ο οποίος είναι µικρότερος της δεκάδας, είναι γενικά 

προτιµότερη των fractal. Ας υποθέσουµε ότι για µία υψηλής ποιότητας 

συµπίεση διαµερίζουµε µία 512*512 εικόνα σε τύπου R περιοχές 4*4 µε 

αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός συνόλου που αριθµεί 128*128=16384 

στοιχεία. Αφού το ζητούµενο είναι η καλύτερη δυνατή προσέγγιση, 

υποθέτουµε ότι το 8*8 τύπου D παράθυρο «σαρώνει» την εικόνα µε βήµα 

µόλις ενός εικονοστοιχείου στην οριζόντια και κάθετη διεύθυνση, για τη 

δηµιουργία του συνόλου των τύπου D περιοχών που περιέχει, 

συνυπολογισµένων και των ισοµετριών 8*(512-8+1)*(512-

8+1)=8*505*505=2040200 στοιχεία. Ο απλός αλγόριθµος πλήρους 

αναζήτησης πρέπει να εκτελέσει τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων 

16384*2040200 = 33426636800 φορές. Κάτι τέτοιο ακόµη και µε την αύξηση 

της ταχύτητας των προσωπικών υπολογιστών την τελευταία δεκαετία, είναι 

αρκετά χρονοβόρο. 

   Η ανεξαρτησία όµως της fractal συµπίεσης από την ανάλυση της εικόνας, 

που τα πλεονεκτήµατα της αναφέρθηκαν στο 2P

ο
P κεφάλαιο, είναι µία επιθυµητή 

ιδιότητα για τη µετάδοση εικόνων µέσω του ∆ιαδικτύου, καθώς διαφορετικοί 

δέκτες ενδέχεται να έχουν και διαφορετικές αναλύσεις. Οι εικόνες 

κωδικοποιούνται µία φορά αλλά µπορούν να αποκωδικοποιηθούν 

περισσότερες, σε διαφορετικές αναλύσεις. Μία άλλη επιθυµητή ιδιότητά τους, 

είναι υψηλή επίδοσή τους στην αναπαράσταση φυσικών εικόνων που περιέχουν 

µεγάλη λεπτοµέρεια, κάτι που δε µας ξενίζει γιατί η πηγή έµπνευσης των PIFS 

ήταν οι οµοιότητες που παρουσιάζουν µεταξύ τους οι περιοχές τις ίδιας 

φυσικής εικόνας. Μπορούµε επίσης να προσθέσουµε, ότι ο τρόπος µε τον 

οποίο οι διάφορες εικόνες «φορτώνονται» στους χρήστες του ∆ιαδικτύου είναι 

παρόµοιος µε τη διαδικασία της fractal αποκωδικοποίησης.   

   Για το λόγο αυτό, οι υποστηρικτές της µεθόδου των PIFS, αφιέρωσαν το 

χρόνο τους στην προσπάθεια εύρεσης τρόπων µείωσης της διάρκειας 

συµπίεσης. Στην εργασία αναφέρθηκαν διάφορες στρατηγικές που αντλούσαν 
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την έµπνευσή τους από τη Γεωµετρία, για την αποδοτικότερη διαµέριση π.χ. 

της εικόνας, την Άλγεβρα και την Επιστήµη Υπολογιστών για µία διαφορετική 

αντιµετώπιση του προβλήµατος ελάχιστων τετραγώνων, την Επεξεργασία 

Σήµατος µε την εφαρµογή µετασχηµατισµών, κ.ά. Μελετήθηκαν επιπλέον, 

υβριδικές τεχνικές που συνδύαζαν τα αποτελέσµατα και τη θεωρία άλλων 

µεθόδων όπως η ∆ιανυσµατική Κβαντοποίηση και Ο Μετασχηµατισµός 

Wavelet, µε τη θεωρία των fractal.  

   Τα πειραµατικά αποτελέσµατα που περιέχονται στην εργασία, διαφέρουν 

από συγγραφέα σε συγγραφέα ως προς το χρόνο συµπίεσης όχι µόνο εξαιτίας 

των διαφορετικών µεθόδων που ο καθένας χρησιµοποιεί, αλλά κυρίως επειδή 

οι δυνατότητες των υπολογιστικών συστηµάτων που χρησιµοποιήθηκαν για την 

εξαγωγή τους ήταν διαφορετικές. Όλα όµως αποδεικνύουν, ότι οι παραπάνω 

µέθοδοι που εξετάστηκαν στην παρούσα εργασία κατόρθωσαν να µειώσουν σε 

ένα βαθµό το κόστος και το χρόνο υπολογισµού, διατηρώντας παράλληλα την 

ποιότητα σε υψηλά για τη συµπίεση µε fractal, επίπεδα. ∆εν έχουν καταφέρει 

ωστόσο να ανυψώσουν τα PIFS στο επίπεδο άλλων ευρέως γνωστών µεθόδων 

συµπίεσης, όπως  για παράδειγµα η JPEG, αφού το πρόβληµα του χρόνου 

συµπίεσης εξακολουθεί να παραµένει ως ένα από τα σηµαντικότερα εµπόδια 

εξάπλωσής τους.    
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ 
Παράρτηµα Α: Οι τυπικές ασπρόµαυρες 
δοκιµαστικές εικόνες 
   Στο παράρτηµα αυτό παρουσιάζουµε τις συνηθέστερες gray-scale εικόνες 

που χρησιµοποιούνται από τους ερευνητές για την αξιολόγηση της επίδοσης 

των διαφόρων τεχνικών συµπίεσης και οι οποίες αναφέρονται στην εργασία 

αυτή. 

   Οι πιο σηµαντικές από αυτές είναι η Lena, η εικόνα Golden Hill, η Plava 

Laguna και η εικόνα του Μπαµπουΐνου (Mandrill).  

   Η πιο διαδεδοµένη είναι η εικόνα της Lena (σχήµα Α.1), που ήταν και µία 

από τις πρώτες εικόνες που υπέστησαν ψηφιακή επεξεργασία. Αν και θεωρείται 

εύκολη στην επεξεργασία υπάρχουν µέρη της εικόνας που δυσκολεύουν πολλές 

τεχνικές συµπίεσης. Το πιο σηµαντικό τµήµα της είναι τα µάτια, 

συµπεριλαµβανοµένων της κόρης του άκρου του οφθαλµού και της 

βλεφαρίδας, που περιβάλλονται από τις οµοιόµορφες περιοχές του υπόλοιπου 

προσώπου. Η επιστήµονες επιλέγουν την εικόνα αυτή γιατί είναι εύκολη αλλά 

όχι και ασήµαντη. 

 
Σχ.Α.1:Lena 
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Σχ.Α.2: Golden Hill 

 

   Η εικόνα Golden Hill (σχήµα Α.2) είναι µία πολύπλοκη φωτογραφία καθώς 

περιέχει πολλά µικρά αλλά αναγνωρίσιµα αντικείµενα, γεγονός που καθιστά 

δύσκολη την επιτυχηµένη τη συµπίεσή της. 

   To ξενοδοχείο Lotus-Lila στην Plava Laguna (σχήµα A.3), είναι µία εικόνα 

που περιέχει πολλά αντικείµενα που κατασκευάστηκαν από τον άνθρωπο. 

Αποτελεί µία καλή εικόνα για την αντιµετώπιση περίπλοκων γεωµετρικών 

σχηµάτων κατά την επεξεργασία της. 

    

 
Σχ.Α.3: Plava Laguna 
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   Ο Μπαµπουΐνος (Mandrill, σχήµα Α.4), είναι µία εικόνα µε ποικίλες 

διαβαθµίσεις του γκρι. Η εικόνα αυτή έχει αποδειχθεί ιδανική για την 

αξιολόγηση της οπτικής ποιότητας µίας τεχνικής συµπίεσης εξαιτίας της 

συνύπαρξης µέσα σε αυτήν στοιχείων µε µεγάλες αντιθέσεις.      

 
Σχ.Α.4: Mandrill 

 

   Εκτός από τις παραπάνω πειραµατικές εικόνες υπάρχουν και άλλες ευρέως 

διαδεδοµένες ανάµεσα στους ερευνητές όπως για παράδειγµα οι Βάρκες (Boats), 

οι Πιπεριές (Peppers) κ.ά. 

 
Σχ.Α.5: Boats 
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Σχ.Α.6: Peppers 

 

Παράρτηµα Β: Ο fractal αλγόριθµος µε τη µορφή 

ψευδοκώδικα 

  Στο παράρτηµα που ακολουθεί, παρουσιάζεται ένας τρόπος υλοποίησης του 

απλού fractal αλγορίθµου τόσο για την κωδικοποίηση, όσο και για την 

αποκωδικοποίηση. Οι δύο ψευδοκώδικες χρησιµοποιούν ψευδο-εντολές άµεσα 

επηρεασµένες από το περιβάλλον εργασίας του MATLAB, καθώς το τελευταίο 

αποτελεί ένα εύχρηστο εργαλείο για την επεξεργασία εικόνας. Τόσο το 

πρόγραµµα κωδικοποίησης, όσο και το πρόγραµµα αποκωδικοποίησης έχουν 

εµπνευστεί από το MATLAB. Για το λόγο αυτό και τα σχόλια που συνοδεύουν 

κάθε βήµα εκτέλεσης των δύο προγραµµάτων αναφέρονται σε συναρτήσεις και 

εντολές που διαθέτει το συγκεκριµένο περιβάλλον.  
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Β.1 Η κωδικοποίηση 

1. Επιλογή της µίας διάστασης r της περιοχής τύπου R.  

2. Επιλογή της περιόδου δειγµατοληψίας έστω sample για το 

σχηµατισµό του συνόλου των domain περιοχών.  

3. Επιλογή των ψηφίων έστω b B1B και b B2 B που δεσµεύονται για την 

αναπαράσταση των διακριτών τιµών της αντίθεσης και φωτεινότητας. 

Οι τιµές αυτές µπορούν να αποθηκευθούν σε δύο πίνακες γραµµή 

Sd και Od κάθε ένας από τους οποίους θα περιέχει 1 22 2 και b b  

στοιχεία αντιστοίχως. Για παράδειγµα, αν η αντίθεση 

διακριτοποιείται µε 5 ψηφία, τότε µπορεί να λάβει 32 διαφορετικές 

τιµές, η µικρότερη από αυτές είναι το -15/16 οπότε µπορούµε, 

δηµιουργώντας έναν επαναληπτικό βρόχο να αποθηκεύσουµε στον 

Sd τις τιµές αυτές (π.χ., για i=0:31 � Sd[i]=-15/16+ i*1/32).   

4. ∆ιάβασµα της εικόνας προς κωδικοποίηση Ι1 (διαδικασία που 

εκτελείται ευκολότερα σε περιβάλλον Matlab, µε την εντολή 

Imread(), σε σχέση µε άλλες γλώσσες προγραµµατισµού όπως η C 

για παράδειγµα).  

5. ∆ιαµέριση της εικόνας σε τετράγωνα r*r, µετατροπή τους σε 

διανύσµατα και αποθήκευσή τους σε πίνακα R (πίνακας 

διανυσµάτων). Στο Matlab αυτό γίνεται µε την εντολή im2col. 

6. Χωρισµός της εικόνας σε επικαλυπτόµενα τετράγωνα 2r*2r µε 

περίοδο δειγµατοληψίας 1 pixel (οριζόντια και κάθετα), µετατροπή 

τους σε διανύσµατα και αποθήκευσή τους σε πίνακα έστω D1.  

7. Εύρεση της µέγιστης διάστασης του D1, dmax (π.χ., µε την εντολή 

size() του Matlab.   

8. Αρχικοποίηση ενός µετρητή k=1 που σηµειώνει την πρώτη domain 

περιοχή του συνόλου των domains που θα σχηµατίσουµε. 

9. Όσο το k<dmax, τότε: 
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a)  µετατροπή του διανύσµατος D1[k] σε τετράγωνο (µία τέτοια 

εντολή στο Matlab είναι η vec2mat()) και εύρεση των 

ισοµετρικών µετασχηµατισµών Τp, p=1,…,8 και αποθήκευσή 

τους σε πίνακα Τ. Αν Τ1 το αρχικό τετράγωνο τότε οι 2, 3, 4, 5, 

8 µπορούν να βρεθούν µε την ακόλουθη υπορουτίνα:  

for i=1:2*r 

   for j=1:2*r 

m=2*r+1-j;T2(i,j)=T1(i,m); 

n=2*r+1-i;T3(i,j)=T1(n,j); 

T4(i,j)=T1(n,m); 

T5(i,j)=T1(m,n); 

T8(i,j)=T1(j,i); 

end 

Οι ισοµετρικοί µετασχηµατισµοί 6 και 7 οι οποίοι θα 

µπορούσαν µε τη σειρά τους να βρεθούν µε παρόµοιο τρόπο, στο 

Matlab βρίσκονται µε µία απλή εντολή την imrotate() 

(T6=imrotate(T1,90); T7=imrotate(T1,270);), καθώς είναι 

στροφές του αρχικού. Βέβαια, µία πιο εύκολη λύση για τον 

υπολογισµό και των υπολοίπων, θα ήταν η εύρεση του ειδώλου 

του Τ1 και στροφή του, χωρίς την εµπλοκή σε πρόσθετους 

υπολογισµούς.  

b) Χωρισµός του πίνακα Τ σε πίνακες 2*2 και υπολογισµός του 

µέσου όρου των στοιχείων του καθενός (subsampling). Το 

Matlab διαθέτει εντολές για την παραπάνω εργασία, όπως η 

blkproc(). 

c)   Μετατροπή του πίνακα Χ που προκύπτει, σε πίνακα 

διανυσµάτων, έστω Dm (ο οποίος προφανώς περιέχει 8 

διανύσµατα διάστασης r*r), και αποθήκευσή του ως στοιχείο ενός 

νέου πίνακα γραµµή, έστω d. Για να το πετύχουµε αυτό, 



 227

µετατρέπουµε τον Dm σε διάνυσµα έστω y, το οποίο µπορεί να 

αποθηκευθεί ως στοιχείο του d και εισάγουµε ένα νεό µετρητή, 

έστω count, o οποίος εξαρτάται από τον αρχικό k µε βάση τις 

εξής σχέσεις: l=(k-1)/sample; count=l+1; Ο count δηλαδή 

είναι ένας µετρητής που µετρά οκτάδες και µε την αύξησή του 

µία νέα οκτάδα (το εκάστοτε διάνυσµα y) εισάγεται στην count 

στήλη του πίνακα d, καθώς k=k+sample; και ο βρόχος κλείνει.  

10. Σχηµατισµός της domain pool, έστω D µε τη µετατροπή του 

πίνακα d που περιέχει 8άδες διανυσµάτων σε πίνακα που περιέχει 

απλά διανύσµατα δηλαδή πίνακα διαστάσεων rP

2
P*(8*count). Στο 

Matlab η αλλαγή διαστάσεων του πίνακα µπορεί να γίνει µε την 

εντολή reshape().  

11. Εύρεση της µέγιστης διάστασης του R, έστω rmax.  

12.  Κατασκευή του µοναδιαίου διανύσµατος Ι (π.χ., for i=1: rP

2
P→  

I[i]=1;).  

13.  Επαναληπτική εφαρµογή των υπολογισµών για την προσέγγιση 

δηλ.  

for i=1:rmax 

                for j=1:8*count 

a) Υπολογισµός των s(i,j), o(i,j) από τη (2.24). Σύγκρισή τους µε 

τα στοιχεία των πινάκων Sd, Od και εύρεση των αντίστοιχων 

διακριτών τιµών sd(i,j) και οd(i,j). Εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού στο διάνυσµα D[j] και αποθήκευση του νέου 

διανύσµατος στη στήλη j πίνακα γραµµής έστω Rd.  

b) Αποθήκευση της απόστασης µεταξύ των διανυσµάτων R[i], Rd[j] 

στην j στήλη  ενός πίνακα γραµµής Error.  

c) Κλεινουµε τον εσωτερικό βρόχο  και ανοίγουµε 2P

ο
P. for 

p=1:(8*count)→  
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d) Εύρεση της θέσης του µικρότερου στοιχείου του Error και 

αποθήκευσή του p στην i στήλη ενός πίνακα γραµµής π.χ., µε 

την εντολή του Matlab if Error(:,p)==min(Error) →  

Adress[i]=p (η domain περιοχή αντιστοιχίζεται στην i range). 

e)  Αποθήκευση τέλος των sd(i,p)=S[i], od(i,p)=O[i] σε δύο 

πίνακες γραµµή για την αντίθεση και τη φωτεινότητα.  

14. Τερµατισµός του αλγορίθµου. 

 

Β.2 Η αποκωδικοποίηση 

   Στη συνέχεια παραθέτουµε σε ψευδοκώδικα τον αλγόριθµο της 

αποκωδικοποίησης: (Υποθέτουµε ότι από το πρόγραµµα κωδικοποίησης που 

παρατέθηκε µόλις προηγουµένως, διατηρούµε την ίδια περίοδο 

δειγµατοληψίας sample, τη διάσταση r  της περιοχής τύπου R και φυσικά τους 

πίνακες Adress, S και O, οι οποίοι αποτελούν και τη συµπιεσµένη 

πληροφορία):   

1. Επιλογή του αριθµού των επαναλήψεων, έστω ΙΝ και της µέγιστης 

ανεκτής παραµόρφωσης (σφάλµα), έστω Ε.  

2. Αρχικοποίηση µετρητή icount=0. Όσο Error>E ή i<IN τότε:  

a) ∆ιάβασµα της αρχικής εικόνας Ιο.  

b) Χωρισµός της Ιο σε τετράγωνα r*r και αποθήκευση των range 

διανυσµάτων σε πίνακα R όπως και στο προηγούµενο 

ψευδοκώδικα.  

c) Με τον ίδιο τρόπο που αναφέραµε κατά τη διαδικασία 

κωδικοποίησης, κατασκευή του συνόλου των περιοχών τύπου D 

µετά από υποδειγµατοληψία (συνυπολογίζοντας και τις 

ισοµετρίες) και αποθήκευση όλων των domain διανυσµάτων σε 

πίνακα D.  

d) Εύρεση των µέγιστων διαστάσεων του R, rmax.  

e) Ανακατασκευή της εικόνας: Για i=1:rmax εκτελούµε: 
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I. Εύρεση διεύθυνσης της αντίστοιχης domain περιοχής, για 

παράδειγµα θέτουµε ad=Adress[i].  

II. Εφαρµογή του συστολικού µετασχηµατισµού. 

Rrec[i]=S[i]*D[ad] + O[i]. 

III.  Κλείσιµο βρόχου. Ο βρόχος αυτός σχηµατίζει ένα πίνακα 

Rrec που περιέχει τα ανακατασκευασµένα range διανύσµατα, 

τον οποίο µπορούµε να µετατρέψουµε σε πίνακα µε τις 

αρχικές  διαστάσεις της εικόνας έστω Ι1 αν για παράδειγµα 

χρησιµοποιήσουµε την εντολή reshape ή col2im του Matlab. 

f)  Μετατροπή του πίνακα Rrec σε πίνακα διαστάσεων εικόνας Ι1. 

g)  Error=distance(Io, I1), όπου ως συνάρτηση απόστασης 

distance χρησιµοποιούµε συνήθως την Ευκλείδια.  

h) Αντικατάσταση του Ιο από το Ι1 δηλ. Ιο=Ι1 ώστε ο νέος κύκλος 

υπολογισµών να εφαρµοσθεί στη νέα εικόνα που προέκυψε, τη Ι1. 

i)  Αύξηση τέλος του µετρητή επαναλήψεων, icount=i+1. 

3.  Στο τέλος το πρόγραµµα επιστρέφει την εικόνα Ιο, π.χ., µε την 

εντολή στο Matlab imshow(Io). 

   Πρέπει να τονίσουµε εδώ, ότι οι δύο ψευδοκώδικες που περιέχονται στην 

εργασία είναι ενδεικτικοί και σε καµία περίπτωση δεν αποτελούν εγχειρίδιο για 

τη συµπίεση και αποσυµπίεση της εικόνας  µε τη µέθοδο των  fractal. Άλλωστε 

επιδέχονται πολλές βελτιώσεις, µία από τις οποίες είναι και η δέσµευση τριών 

ψηφίων για την αναπαράσταση των ισοµετρικών µετασχηµατισµών. Αυτή η 

ενέργεια δεν επηρεάζει το πρόγραµµα συµπίεσης που διατυπώσαµε εδώ, καθώς 

το τελευταίο έχει ενσωµατώσει τις ισοµετρίες στο σύνολο των περιοχών τύπου 

Dπου αριθµεί οκταπλάσια στοιχεία, ενώ θα µπορούσει να περιέχει αυτούσιες 

(χωρίς δηλαδή τους µετασχηµατισµούς) τις περιοχές και να υπολογίζει τον 

ισοµετρικό µετασχηµατισµό εντός του βρόχου, καλώντας 8 υπορουτίνες (µία 

για τον καθένα) και αποθηκέυοντας για κάθε περιοχή τύπου R το δείκτη της 

υπορουτίνας που πρέπει να καλέσει κατά την αποκωδικοποίηση. Ο χρόνος 



 230

συµπίεσης δεν µεταβάλλεται από µία τέτοια αλλαγή, η µείωση όµως του 

χρόνου εκτέλεσης της αποκωδικοποίησης όπως την έχουµε διατυπώσει εδώ θα 

ήταν δραστική, γιατί σε κάθε επανάληψη θα εργαζόµασταν µε ένα σύνολο, 

έστω N BDB τον αριθµό περιοχών τύπου D, ενώ εδώ σχηµατίζουµε κάθε φορά ένα 

οκταπλάσιο σύνολο. 

 

Παράρτηµα Γ: Η απόδειξη της σχέσης (4.15) 

   Στο Παράρτηµα αυτό αποδεικνύεται η σχέση (4.15) 

i( ( ), ) ( ( ), )d W P O d W P O≤  στην επαναληπτική εφαρµογή της οποίας, 

στηρίχθηκε η απόδειξη του Γενικευµένου Θεωρήµατος Collage για ένα PIFS 

iW  που χρησιµοποιεί µέσες τιµές. Η σχέση θα αποδειχθεί για µία τύπου R 

περιοχή R της αρχικής προς συµπίεση εικόνας Ο, οπότε η απόδειξη µπορεί να 

επεκταθεί και για όλη την εικόνα Ο.  

   Όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 4, το { }( , , , , )W D R s oτ= χρησιµοποιεί 

σταθερές τιµές φωτεινότητας σε κάθε επαναληπτική εφαρµογή του συστολικού 

µετασχηµατισµού στην αυθαίρετη εικόνα P, οι οποίες δίνονται από τη σχέση: 

tan 0cons to r sd= −  (Γ.1)

όπου το r  αντιστοιχεί στη µέση τιµή της περιοχής της αρχικής εικόνας και το 

0d  στη µέση τιµή της υποδειγµατολειφθείσης τύπου D περιοχής της αρχικής 

εικόνας που δίνει τη βέλτιστη προσέγγιση.  Αντίθετα, το i { }( , , , , )W D R s rτ=  

υπολογίζει µε βάση τη µέση τιµή, µια µεταβλητή τιµή φωτεινότητας σε κάθε 

επανάληψη. Η φωτεινότητα δηλαδή στην περίπτωση αυτή δίνεται από την 

ακόλουθη σχέση:  

var iableo r sd= −  (Γ.2)

όπου το d  αντιστοιχεί στη µέση τιµή της τύπου D περιοχής της αυθαίρετης 

εικόνας P στην οποία εφαρµόζεται ο συστολικός µετασχηµατισµός. Με βάση 

τα παραπάνω, οι Ευκλείδιες αποστάσεις της συγκεκριµένης τύπου R περιοχής 
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από τις µετασχηµατισµένες τύπου D περιοχές ( )W D  και i( )W D  δίνονται από 

τις σχέσεις: 

1 tan 0

0 0

( ) [ ( ) ]

( ( ) ( ) ( )

cons tE R sD o R sD r sd

R sD r sd R r s D d

= − + = − + − =

= − + − = − − −

1 1

1 1 1 1
 (Γ.3)

και 

2 var( ) [ ( ) ]

( ( ) ( ) ( )

iableE R sD o R sD r sd

R sD r sd R r s D d

= − + = − + − =

= − + − = − − −

1 1

1 1 1 1
 (Γ.4)

Για να ισχύει η (4.15) αρκεί να αποδειχθεί ότι: 
2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 0E E E E E E≥ ⇔ ≥ ⇔ − ≥  (Γ.5)

Για το λόγο αυτό, υπολογίζουµε αναλυτικά το τετράγωνο των δύο αυτών 

αποστάσεων:  
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και 
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(Γ.7)

Στη συνέχεια, υπολογίζουµε τη διαφορά των (Γ.6)-(Γ.7): 
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   Όπως φαίνεται από την τελευταία εξίσωση, 1 2E E≥ ,  που σηµαίνει ότι 

i( , ( )) ( , ( ))d R W D d R W D≥  και κατά συνέπεια, i( ( ), ) ( ( ), )d W P O d W P O≤ �. 
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