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Περίληψη

    Σκοπός της διπλωματικής εργασίας ήταν η μελέτη των αξιοσημείωτων ηλεκτρομαγνητικών ιδιοτήτων μίας νέας κατηγορίας υλικών που κατασκευάζονται τεχνητά, των μεταϋλικών. Συνοπτικά, τα υλικά αυτά εμφανίζουν ταυτόχρονα αρνητικές τιμές των συντακτικών παραμέτρων ε και μ σε ορισμένο εύρος συχνοτήτων, με αποτέλεσμα αρκετά ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά, όπως η εμφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης, η αντιστροφή του φαινομένου Doppler και το γεγονός ότι η ταχύτητα φάσης και η ταχύτητα ομάδας έχουν αντίθετες κατευθύνσεις, με αποτέλεσμα την εμφάνιση οπισθοδρομικών κυμάτων. Τα υλικά αυτά ονομάζονται και υλικά αριστερού νόμου, επειδή η κατεύθυνση του διανύσματος Poynting προκύπτει από τις κατευθύνσεις του ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου σύμφωνα με τον κανόνα του αριστερού και όχι του δεξιού χεριού. Οι παραπάνω ιδιότητες βρίσκουν εφαρμογή σε νέες μικροκυματικές διατάξεις, όπως κατευθυντικοί συζεύκτες με αυξημένο εύρος ζώνης και ρυθμιζόμενα ποσοστά σύζευξης, κεραία διαρρέοντος κύματος ικανή να εκτελεί σάρωση σε όλες τις γωνίες και να ακτινοβολεί μετωπικά στο βασικό ρυθμό λειτουργίας της, τέλειος φακός στον οποίο η εστίαση δεν περιορίζεται από το μήκος κύματος ακτινοβολίας. Το 1ο κεφάλαιο της διπλωματικής εργασίας ξεκινά με μία ιστορική αναδρομή και στη συνέχεια περιγράφεται η διαδικασία με την οποία καταλήγουμε στη δημιουργία ενός σύνθετου μεταϋλικού και παρουσιάζονται μοντέλα περιγραφής της εξάρτησης των παραμέτρων ε και μ από τη συχνότητα. Στο 2ο κεφάλαιο εξετάζεται διεξοδικά τι είδους κύματα είναι δυνατό να διεγερθούν μέσα σε μία πλάκα από μεταϋλικό θεωρώντας διέγερση από στοιχειώδη πηγή ρεύματος, επιβεβαιώνοντας τις βασικές ιδιότητες των μεταϋλικών. Τα κύρια συμπεράσματα προκύπτουν από την καμπύλη διασποράς, όπου διακρίνονται οι διάφορες κατηγορίες ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων (συνήθη και αποσβεννύμενα επιφανειακά, διαρρέοντα κύματα). Στο 3ο κεφάλαιο θεωρείται διέγερση από δίπολο Hertz της ίδιας πλάκας από μεταϋλικό και προκύπτει η κατάλληλη έκφραση του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου.   

Λέξεις Κλειδιά

Μεταϋλικά, αρνητικός δείκτης διάθλασης, επιφανειακά κύματα, μιγαδικά κύματα, διέγερση πλάκας, κυματοδήγηση, δίπολο Hertz.  
Abstract

   The purpose of this thesis was the study of the remarkable electromagnetic properties of a new category of materials that are artifially manufactured, called metamaterials. These materials possess simultaneously negative values of their constitutive parameters ε and μ in a specific bandwidth, resulting in a lot of interesting properties, such as the reversal of Snell’s law (negative index of refraction), the Doppler effect and the fact that phase velocity and group velocity are propagated in opposite directions, causing the development of backward waves. Metamaterials are also called as left handed materials, because the direction of the Poynting vector derives from the directions of the electric and magnetic field according to the left hand law, instead of the right hand law. The properties mentioned above are applied to new microwave structures, such as directional couplers with broader bandwidth and arbitrary coupling levels, backfire to endfire leaky wave antenna able to radiate operating at its fundamental mode and perfct lens where focusing is not deteriorated by the wavelength of light. The first chapter begins with a historical recursion and then we describe the steps needed to develop a composite metamaterial and furthermore we demonstrate models describing the frequency dependent parameters ε and μ. In the second chapter, we examine thoroughly the various kinds of waves that are possible to be excited in a metamaterial slab, assuming excitation by an elementary current source, confirming the basic properties of metamaterials. The main conclusions derive from the dispersion curve, where the various kinds of electromagnetic waves are depicted (ordinary and evanescent surface waves, leaky waves). In the third chapter, we assume excitation of the same metamaterial slab by a Hertzian dipole and we derive the appropriate expression of the electromagnetic field. 
Key words
Metamaterials, negative index of refraction, surface waves, complex waves, slab excitation, guidance, Hertzian dipole.
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Εισαγωγή
    Ο όρος ‘‘μεταϋλικά’’ (metamaterials) είναι ένας όρος που χρειάζεται επεξήγηση και σε πρώτη προσέγγιση σημαίνει κάτι πέρα από τα συνήθη υλικά που συναντώνται στη φύση. Ο όρος αυτός υιοθετήθηκε προκειμένου να χαρακτηρίσει μία νέα κατηγορία υλικών, τα οποία εμφανίζουν αξιοσημείωτες ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητες και κατασκευάζονται τεχνητά. Όπως θα αναφερθεί στη συνέχεια, στα «μεταϋλικά» η ταχύτητα φάσης και η ταχύτητα ομάδας που χαρακτηρίζει την κατεύθυνση μετάδοση ισχύος έχουν αντίθετες κατευθύνσεις. Αυτή η ιδιότητα οδηγεί σε μία σειρά από ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά, όπως η ύπαρξη ‘‘οπισθοδρομικών’’ κυμάτων, η εμφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης, και η αντιστροφή του φαινομένου Doppler, ενώ παράλληλα κατασκευάζονται νέες μικροκυματικές διατάξεις που εκμεταλλεύονται τις παραπάνω ιδιότητες. Όπως θα περιγραφεί στο τέλος του κεφαλαίου, μεταξύ των εφαρμογών αυτών είναι: 

· Κατευθυντικοί συζεύκτες με βελτιωμένα χαρακτηριστικά λειτουργίας (μεγαλύτερο εύρος ζώνης, μικρότερα μήκη σύζευξης, ρυθμιζόμενα ποσοστά σύζευξης της ακτινοβολίας)  
· Συζεύκτες βροχογραμμών 
· Κεραία διαρρέοντος κύματος ικανή να εκτελεί σάρωση από το πίσω μέχρι το εμπρόσθιο άκρο και να ακτινοβολεί μετωπικά στο βασικό ρυθμό λειτουργίας της

· Τέλειος φακός κατασκευασμένος από πλάκα από μεταϋλικό, στον οποίο η εστίαση δεν περιορίζεται από το μήκος κύματος της ακτινοβολίας. Η ιδιότητα αυτή πηγάζει από τον αρνητικό δείκτη διάθλασης και από το γεγονός ότι τα αποσβεννύμενα κύματα είναι δυνατό να ενισχυθούν καθώς διαδίδονται μέσα στην πλάκα από μεταϋλικό.
Όλες οι παραπάνω διατάξεις έχουν κατασκευαστεί και η λειτουργία τους έχει πειραματικά επιβεβαιωθεί στις μικροκυματικές συχνότητες. Μάλιστα, αναμένεται να δώσουν επιπλέον ώθηση για έρευνες στη μικροκυματική επιστημονική κοινότητα και κατασκευή νέων διατάξεων. Σχετικά με την ορολογία που έχει αναπτυχθεί για να χαρακτηρίσει τα μεταϋλικά σημειώνουμε ότι αναφέρονται ως: υλικά αριστερού νόμου (Left–handed materials, LH), υλικά αρνητικού δείκτη διάθλασης (NRI) και υλικά με αρνητικά ε και μ (Double Negative Materials, DNG) σε αντιδιαστολή προς τα συνήθη υλικά (Double Positive) και τα υλικά που έχουν είτε ε είτε μ αρνητικό. Ο όρος υλικά αριστερού νόμου μάλιστα χρησιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από τον Veselago το 1968 για να δηλώσει ότι η κατεύθυνση του διανύσματος Poynting προκύπτει από τις κατευθύνσεις του ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου σύμφωνα με τον κανόνα του αριστερού και όχι του δεξιού χεριού. Δυστυχώς, δεν υπάρχει ένας όρος που να χρησιμοποιείται αποκλειστικά για να χαρακτηρίσει το νέο αυτό τύπο υλικών.

1.1  Ιστορική αναδρομή

Το 1968 ο Ρώσος επιστήμονας Veselago δημοσίευσε ένα άρθρο στο οποίο ανέλυσε την ηλεκτροδυναμική συμπεριφορά των υλικών με ταυτόχρονα αρνητικές τιμές των συντακτικών παραμέτρων τους ε και μ, υποθέτοντας την πιθανή ύπαρξη τέτοιων υλικών. Συγκεκριμένα, προέβλεψε τις μοναδικές ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητές τους, όπως η αντιστροφή του νόμου του Snell (εμφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης) και η αντιστροφή του φαινομένου Doppler. Έδειξε ότι τα διανύσματα του ηλεκτρικού και μαγνητικού πεδίου σε ένα υλικό ‘‘αριστερού νόμου’’ δίνουν διάνυσμα Poynting του οποίου η κατεύθυνση καθορίζεται από τον κανόνα του αριστερού χεριού. Απόρροια του γεγονότος αυτού είναι ότι προκειμένου να ισχύει η αρχή διατήρησης της ενέργειας, η ταχύτητα φάσης έχει αντίθετη κατεύθυνση από την ταχύτητα ομάδας (διεύθυνση διάδοσης της ισχύος), με αποτέλεσμα την εμφάνιση ‘‘οπισθοδρομικών’’ κυμάτων (backward waves). Στο σημείο αυτό πρέπει να διευκρινιστεί ότι ενώ η ενέργεια διαδίδεται απομακρυνόμενη από την πηγή (εξασφαλίζοντας την αιτιότητα), η φάση διαδίδεται αντίθετα, με κατεύθυνση προς την πηγή. Το γεγονός αυτό προκαλεί την εμφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης. Ο Veselago μάλιστα εξέτασε το ενδεχόμενο ύπαρξης στη φύση υλικών με ταυτόχρονα αρνητικές τιμές των παραμέτρων ε και μ και κατέληξε στο συμπέρασμα ότι είναι αδύνατη η ύπαρξη τέτοιων υλικών, εκτός και αν κατασκευαστούν με τεχνητό τρόπο. Ειδικότερα, ο Veselago θεώρησε το επίπεδο των ε και μ (4 τεταρτημόρια) και εξέτασε τι είδους υλικά είναι δυνατό να παρατηρηθούν κάθε τεταρτημόριο. Για τα ισοτροπικά υλικά κατέληξε στο συμπέρασμα ότι υπάρχουν υλικά με ε < 0 και μ > 0 (2ο τεταρτημόριο), όπως το πλάσμα (οδηγεί σε ανάκλαση των Η/Μ κυμάτων, για παράδειγμα στην ιονόσφαιρα), αλλά δεν υπάρχουν ισοτροπικά υλικά με μ < 0 στη φύση. Στη συνέχεια θεώρησε διάφορα ανισοτροπικά υλικά όπου οι παράμετροι ε και μ δεν είναι πλέον βαθμωτές ποσότητες, αλλά τανυστές, συμπεραίνοντας ότι είναι δυνατή η ύπαρξη τέτοιων υλικών (κυρίως γυροτροπικά υλικά) αλλά με τη βασική προϋπόθεση ότι οι παράμετροι ε και μ εμφανίζουν διασπορά με τη συχνότητα. Πράγματι, αφού η πυκνότητα ηλεκτρομαγνητικής ενέργειας δίνεται από τη σχέση 
[image: image4.wmf]22

εμ

w||||

22

=E+H

 προκύπτει ότι αν τα ε και μ είναι ταυτόχρονα αρνητικά, η πυκνότητα Η/Μ ενέργειας, άρα και η συνολική Η/Μ ενέργεια προκύπτει αρνητική, παραβιάζοντας την αρχή διατήρησης της ενέργειας. Αν αντίθετα υπάρχει διασπορά με τη συχνότητα, τότε η παραπάνω σχέση γίνεται 
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    Μολονότι ο Veselago προέβλεψε τις ιδιότητες των υλικών ‘‘αριστερού νόμου’’, λόγω του συμπεράσματός του ότι είναι αδύνατη η ύπαρξη υλικών στη φύση με ε και μ ταυτόχρονα αρνητικά, δε σημειώθηκε καμία πρόοδος στο θέμα για πολύ καιρό.  Η πειραματική επιβεβαίωση των θεωρητικών του συλλογισμών ήρθε περίπου 3 δεκαετίες αργότερα από μία ομάδα επιστημόνων στο πανεπιστήμιο της Καλιφόρνια, San Diego (UCSD). Το υλικό που κατασκευάστηκε αποτελούνταν από χάλκινους διαχωρισμένους δακτυλίους (SRRs) και λεπτά χάλκινα σύρματα, παρέχοντας αρνητική μαγνητική διαπερατότητα μ και διηλεκτρική επιτρεπτότητα ε αντίστοιχα. Κατασκευάζοντας μία δομή σχήματος σφήνας με το συγκεκριμένο υλικό, αποδείχθηκε πειραματικά το φαινόμενο του αρνητικού δείκτη διάθλασης. Μία ομαδα επιστημόνων στο MIT επανέλαβε το πείραμα επιβεβαιώνοντας τα πορίσματα του πανεπιστημίου UCSD. Αρκετοί επιστήμονες ενθαρρύνθηκαν από τα πειραματικά αποτελέσματα και μελέτησαν περαιτέρω τα χαρακτηριστικά και τις εφαρμογές των υλικών αριστερού νόμου (LHMs).
    Στο σημείο αυτό αξίζει να τονιστεί ότι είχε προετοιμαστεί κατάλληλα το έδαφος για την πειραματική επιβεβαίωση του αρνητικού δείκτη διάθλασης από το πανεπιστήμιο UCSD. Ήταν μάλιστα ήδη γνωστό ότι ένα υλικό αποτελούμενο από μία συστοιχία αγώγιμων ράβδων μπορούσε να επιτύχει αρνητική τιμή της παραμέτρου ε, αλλά δεν είχε βρεθεί μέθοδος προκειμένου να επιτευχθεί αρνητική τιμή για την παράμετρο μ. Η επανάσταση στην κατεύθυνση αυτή έγινε το 1999 από τους Pendry et.Al, οι οποίοι παρουσίασαν αρκετά παραδείγματα για το πώς μπορεί να επιτευχθεί αρνητική τιμή του μ από αγωγούς. Η πιο ενδιαφέρουσα προτεινόμενη διάταξη ήταν μία διάταξη συντονισμού που αποτελούνταν από διαχωρισμένους δακτυλίους (Split Ring Resonator) και συγκεκριμένα μία συστοιχία δομικών μονάδων (από διαχωρισμένους δακτυλίους) η οποία παρείχε μ < 0 σε ένα εύρος γύρω από τη συχνότητα συντονισμού της. Ο συνδυασμός των λεπτών μεταλλικών συρμάτων, που παρείχαν ε < 0  και της συστοιχίας των διαχωρισμένων δακτυλίων είχε ως αποτέλεσμα  τη δημιουργία μίας σύνθετης τεχνητής διάταξης με ε, μ ταυτόχρονα αρνητικά σε ένα στενό εύρος ζώνης συχνοτήτων. Η μικροκυματική επιστημονική κοινότητα μπορεί να ενθουσιάστηκε από τη δυνατότητα ανάπτυξης νέων εφαρμογών, αλλά συνειδητοποίησε ότι η συγκεκριμένη διάταξη συντονισμού δεν ήταν κατάλληλη για μικροκυματικές εφαρμογές λόγω λειτουργίας σε στενό εύρος συχνοτήτων και εμφανιζόμενων απωλειών στις συχνότητες λειτουργίας. Ένα άλλο πρόβλημα ήταν ότι η φυσική επιστημονική κοινότητα προτιμούσε τρισδιάστατες ή έστω διδιάστατες δομές, ενώ για τα μικροκυματικά ολοκληρωμένα κυκλώματα η διάταξη κυματοδήγησης έπρεπε να είναι μονοδιάστατη.   
    Τον Ιούνιο του 2002 στο Διεθνές Επιστημονικό Συνέδριο με τη συμμετοχή του επιστημονικού περιοδικού της IEEE  Microwave Theory and Techniques (MTT) και του επιστημονικού περιοδικού Antennas and Propagation προτάθηκαν διάφορες λύσεις από τρεις διαφορετικές ομάδες. Όλες οι επιστημονικές ομάδες πρότειναν τις γραμμές μεταφοράς ως την καταλληλότερη διάταξη κυματοδήγησης. Ο Oliner επέλεξε ταινιογραμμή (strip line), ενώ οι ομάδες των Iyer και Eleftheriades και Caloz et.Al επέλεξαν τη μικροταινιακή γραμμή. Όλες οι ομάδες επέλεξαν επίσης παρόμοια στοιχεία (εν σειρά χωρητικότητες και εγκάρσιες αυτεπαγωγές) για τη δημιουργία των απαιτούμενων αρνητικών τιμών για τα ε και μ. Η ουσιαστική διαφορά μεταξύ της ομάδας του Oliner και των άλλων δύο ομάδων ήταν ότι ο Oliner κατασκεύασε αναλυτικές εκφράσεις για τα ε και μ με ισχύ σε μεγάλο εύρος συχνοτήτων, ενώ οι άλλες ομάδες χρησιμοποίησαν όρους L και C και έδωσαν έμφαση στα χαρακτηριστικά χαμηλών συχνοτήτων και στη σχεδιαστική απλότητα που παρέχει το μοντέλο της γραμμής μεταφοράς. Κατασκεύασαν μάλιστα σε συνεργασία με άλλες επιστημονικές ομάδες νέες μικροκυματικές διατάξεις για χρήση με μικροταινιακή γραμμή μεταφοράς. Συνοψίζοντας, το κλασικό άρθρο του Veselago σε συνδυασμό με τα νεότερα άρθρα του Pendry αποτέλεσαν το κίνητρο για την έρευνα με στόχο νέες μικροκυματικές εφαρμογές που εκμεταλλεύονται τις μοναδικές ιδιότητες των υλικών με ε και μ αρνητικά. Ελπίζουμε στο μέλλον το ενδιαφέρον της μικροκυματικής επιστημονικής κοινότητας να στραφεί περισσότερο προς την κατασκευή νέων μικροκυματικών διατάξεων παρά προς την εύρεση νέων τρόπων που εξασφαλίζουν αρνητικές τιμές για τα ε και μ. 
    Στη συνέχεια του παρόντος κεφαλαίου εξετάζονται διατάξεις οι οποίες εξασφαλίζουν αρνητική τιμή για τις παραμέτρους μ και ε (ενότητες 1.2 και 1.3 αντίστοιχα), ενώ στην ενότητα 1.4 παρουσιάζεται ένα παράδειγμα κατασκευής σύνθετου μεταϋλικού με ε και μ αρνητικά. Στην ενότητα 1.5 περιγράφεται εν συντομία το πείραμα που επιβεβαιώνει την ύπαρξη αρνητικού δείκτη διάθλασης, ενώ στην ενότητα 1.6 παρουσιάζεται το ιδιαίτερα χρήσιμο στις μικροκυματικές εφαρμογές μοντέλο των γραμμών μεταφοράς (όπως τονίστηκε στην παρούσα ενότητα). Τέλος, η ενότητα 1.7 περιλαμβάνει ένα δείγμα των βασικότερων εφαρμογών των μεταϋλικών και αναλύει τις αντίστοιχες διατάξεις.   
1.2  Υλικά με αρνητική τιμή της σταθεράς μ

    Ξεκινάμε τη μελέτη μας με μια απλή διάταξη που αποτελείται από μία συστοιχία μεταλλικών κυλίνδρων διατεταγμένη σε τετραγωνικό πλέγμα (σχήμα 1). Δηλαδή, η στοιχειώδης δομική μονάδα της περιοδικής δομής ορίζει μία τετραγωνική περιοχή πλευράς α. Εφαρμόζουμε ένα εξωτερικό μαγνητικό πεδίο Η0 με διεύθυνση παράλληλη στους άξονες των κυλίνδρων (έστω ότι ο άξονας κάθε κυλίνδρου είναι ο άξονας z) . Θεωρούμε ότι οι κύλινδροι έχουν αγώγιμη επιφάνεια, ώστε να υπάρχει ροή ρεύματος με επιφανειακή πυκνότητα j (Α/m). Το μαγνητικό πεδίο στο εσωτερικό των κυλίνδρων δίνεται από τη σχέση
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όπου ο δεύτερος όρος του παραπάνω αθροίσματος αντιπροσωπεύει το μαγνητικό πεδίο που προκαλείται από το ρεύμα στην κυλινδρική επιφάνεια και ο 3ος όρος είναι το αποτέλεσμα των πεδίων αποπόλωσης που εμφανίζονται λόγω της αλληλεπίδρασης των κυλίνδρων και πηγάζουν από τα άκρα κάθε κυλίνδρου. Αν υποθέσουμε ότι η κυλινδρική επιφάνεια εμφανίζει αντίσταση σ (Ω), τότε η ηλεκτρεγερτική δύναμη υπολογίζεται ως εξής 
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όπου C η περιφέρεια κύκλου ακτίνας μεγαλύτερης από την ακτίνα r κάθε κυλίνδρου. 
[image: image10.png]



Σχήμα 1

Η μαγνητική ροή που διέρχεται από τον κύκλο C είναι
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ενώ η ΗΕΔ ισούται με 
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 (Volt). Άρα, υποθέτοντας χρονική εξάρτηση των πεδίων της μορφής exp(–iωt) λαμβάνουμε ότι
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, από όπου υπολογίζεται η τιμή της επιφανειακής πυκνότητας ρεύματος σύμφωνα με τη σχέση
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Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε την ενεργό σχετική μαγνητική διαπερατότητα μeff  από τη σχέση 
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 όπου με Βαve και Ηαve συμβολίζονται οι μέσες τιμές των πεδίων, οι οποίες υπολογίζονται από τις σχέσεις
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Στις παραπάνω σχέσεις, με Si συμβολίζεται η επιφάνεια ολοκλήρωσης με εμβαδό Α και κάθετο διάνυσμα i , όπου 
[image: image18.wmf]{
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 και με C η γραμμή μήκους L κατά μήκος της οποίας διεξάγεται η ολοκλήρωση. Στην περίπτωσή μας, επιλέγουμε ως επιφάνεια S την επιφάνεια τετραγωνικής διατομής με πλευρά α της στοιχειώδους δομικής μονάδας της περιοδικής μας διάταξης. Είναι τότε Α = α2  και 
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 αφού το μαγνητικό πεδίο εκτός του κυλίνδρου ακτίνας r είναι 
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.  Άρα, προκύπτει ότι 
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Ομοίως, επιλέγουμε ως γραμμή C μία γραμμή μήκους L κατά τον άξονα z που βρίσκεται έξω από τον κύλινδρο και μέσα στη στοιχειώδη δομική μονάδα (unit cell) της διάταξης. Είναι τότε 
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 αφού το πεδίο Ηz δε μεταβάλλεται κατά τον άξονα z.
Συνεπώς, προκύπτει ότι 
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 ή αντικαθιστώντας την έκφραση που προέκυψε για την επιφανειακή πυκνότητα ρεύματος  j
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Τελικά, η σχετική μαγνητική διαπερατότητα του ενεργού μέσου δίνεται από τη σχέση
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Για πολύ υψηλές συχνότητες η μeff τείνει στην τιμή  
[image: image26.wmf]2
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 δηλαδή εξαρτάται από το λόγο του όγκου του κυλίνδρου προς τον όγκο της στοιχειώδους δομικής μονάδας. Επίσης, η μeff  δεν μπορεί να λάβει τιμές μεγαλύτερες της μονάδας ή αρνητικές. Πρέπει βέβαια να τονιστεί το γεγονός ότι προκειμένου να περιγραφεί το μέσο με βάση την ενεργό σχετική μαγνητική διαπερατότητα, πρέπει να εξασφαλιστεί η απαραίτητη συνθήκη ομογενοποίησης του μέσου σύμφωνα με τη σχέση λ >> α.  
Προκειμένου τώρα να επεκτείνουμε το εύρος των μαγνητικών ιδιοτήτων εισάγουμε στοιχεία χωρητικοτήτων στη διάταξη. Θεωρούμε δηλαδή την ίδια διάταξη κυλίνδρων μόνο που τώρα οι κύλινδροι είναι κατασκευασμένοι από δύο διαχωρισμένους δακτυλίους (split ring configuration), όπως φαίνεται στο σχήμα 2. Το σημείο που αξίζει να τονιστεί είναι ότι σε κάθε δακτύλιο υπάρχει ένα διάκενο που αποτρέπει τη ροή ρεύματος γύρω από το δακτύλιο. Η απόσταση μεταξύ των δακτυλίων συμβολίζεται με d και είναι αρκετά μικρή. Επειδή όμως υπάρχει σημαντική χωρητικότητα ανάμεσα στους δύο δακτυλίους προκαλείται ροή ρεύματος. 
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                                      Σχήμα 2  
Αναλυτικοί υπολογισμοί καταλήγουν στη σχέση 
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όπου F είναι ο λόγος του όγκου της στοιχειώδους δομικής μονάδας (unit cell) που καταλαμβάνεται από τον κύλινδρο, δηλαδή 
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 και C είναι η χωρητικότητα ανά μονάδα επιφάνειας ανάμεσα στους δύο δακτυλίους, σύμφωνα με τη σχέση 
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Άρα, η  μeff  γράφεται ισοδύναμα 
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Η διαφορά δηλαδή με την προηγούμενη περίπτωση είναι ο 3ος όρος του αθροίσματος στον παρονομαστή που παριστάνει τη συνεισφορά της εισαχθείσας χωρητικότητας. Λόγω της παρουσίας της χωρητικότητας στο σύστημα, η οποία μπορεί να εξισορροπήσει την παρούσα επαγωγή, η μeff  έχει μορφή συντονισμού, όπως φαίνεται στο σχήμα 3, όπου έχει ληφθεί σ 
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(πολύ υψηλή αγωγιμότητα). Παρατηρούμε ότι για συχνότητες μικρότερες από τη συχνότητα συντονισμού είναι μ > μ0 , ενώ για συχνότητες μεγαλύτερες από ω0 είναι είτε μ < μ0  είτε και μ < 0 κοντά στη συχνότητα συντονισμού. Ορίζουμε ως συχνότητα συντονισμού ω0 τη συχνότητα στην οποία η μeff  απειρίζεται σύμφωνα με τη σχέση
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και ως συχνότητα μαγνητικού πλάσματος ωmp (magnetic plasma frequency) τη συχνότητα στην οποία η  μeff  μηδενίζεται. Είναι 
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Σχήμα 3
Για συχνότητες μικρότερες από ωmp η μαγνητική διαπερατότητα λαμβάνει αρνητικές τιμές. Παρατηρούμε επίσης από τις εκφράσεις των ω0 και ωmp ότι ο διαχωρισμός μεταξύ τους καθορίζεται από το λόγο F , ενώ όπως και στην περίπτωση των απλών κυλίνδρων, η μeff  για πολύ υψηλές συχνότητες τείνει στην τιμή 
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 η οποία πάλι καθορίζεται από το λόγο F. Σημειώνουμε επίσης ότι η διάταξη υποστηρίζει διαμήκεις μαγνητικούς ρυθμούς στη συχνότητα μαγνητικού πλάσματος ωmp , σε αναλογία με τους ρυθμούς πλάσματος ενός αερίου που συνίσταται από ελεύθερα ηλεκτρικά φορτία. Αν τώρα θεωρήσουμε ένα αριθμητικό παράδειγμα όπου οι γεωμετρικές παράμετροι της διάταξης δίνονται από τις σχέσεις  r = 2 mm , α = 5 mm και d = 0.1 mm λαμβάνουμε ότι


[image: image37.wmf]mp

mp

ω

4.17 GHz

2

π

f

==

 και  
[image: image38.wmf]2

2

mp

0

πr

1

α

ff

=-

= 2.94 GHz 

Στη συχνότητα συντονισμού είναι 
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, άρα λ >> α όπως απαιτείται για να ισχύει η θεωρία ενεργού μέσου. Τελικά, η μeff γράφεται στην πιο συνεπτυγμένη μορφή 
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Αν θεωρήσουμε ότι 
[image: image41.wmf]σ0

®

 στην ιδανική περίπτωση χωρίς απώλειες (πολύ υψηλή αγωγιμότητα) προκύπτει η ακόλουθη απλοποιημένη σχέση που βρίσκει εύκολη εφαρμογή στους υπολογισμούς και χρησιμοποιείται για να χαρακτηρίσει τα μεταϋλικά 
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Αν μάλιστα θεωρήσουμε μία παραλλαγή της προηγούμενης διάταξης όπου έχουμε συνολικά Ν δακτυλίους περιτυλιγμένους γύρω από τον κάθε κύλινδρο (σαν πηνίο) προκύπτει η σχέση (Swiss–roll capacitor) 
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όπου η χωρητικότητα ανά μονάδα επιφάνειας ανάμεσα στον πρώτο και τον τελευταίο δακτύλιο–σπείρα δίνεται από τη σχέση
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οπότε οι κρίσιμες συχνότητες ω0 και ωmp  γίνονται
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Παρατηρούμε ότι επειδή στο μοντέλο αυτό εισάγεται μεγαλύτερη χωρητικότητα, οι κρίσιμες συχνότητες προκύπτουν αρκετά μικρότερες από ό,τι στο μοντέλο των δύο διαχωρισμένων δακτυλίων. Προκειμένου να αυξήσουμε τις κρίσιμες συχνότητες επιλέγουμε μικρότερες γεωμετρικές διαστάσεις και μειώνουμε τον αριθμό των σπειρών. Έτσι, αν για παράδειγμα επιλέξουμε r = 0.2 mm , α = 0.5 mm , d = 10 μm  και Ν = 3  προκύπτει  
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Η παρουσία της αντίστασης των μεταλλικών δακτυλίων έχει ως αποτέλεσμα τη διεύρυνση του εύρους ζώνης συντονισμού και την εμφάνιση μεγίστων–ελαχίστων στην τιμή της μeff  αντί για τον παρατηρούμενο απειρισμό στη συχνότητα συντονισμού (σ = 0), 
ενώ η μeff  λαμβάνει φανταστικές τιμές σε μεγαλύτερο εύρος (σχήμα 4).
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Σχήμα 4
Χρησιμοποιώντας κυλινδρικές δομές όπως η δομή Swiss roll μπορούμε να ρυθμίσουμε τις τιμές που λαμβάνει η  μαγνητική διαπερατότητα καθώς και οι κρίσιμες συχνότητες ω0 και ωmp μεταβάλλοντας τις τιμές των γεωμετρικών παραμέτρων της διάταξης και της αντίστασης των κυλινδρικών επιφανειών. Το γεγονός ότι η μαγνητική διαπερατότητα λαμβάνει και φανταστικές τιμές έχει ως αποτέλεσμα η σταθερά διάδοσης 
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 να είναι μιγαδικός αριθμός και το πεδίο να εξασθενεί διαδιδόμενο μέσα στο εν λόγω υλικό, αφού εξαρτάται από τον παράγοντα exp( –jkz) = exp(– jβz) exp( –αz), όπου k = β  – jα  (α > 0) . 
Οι παραπάνω δομές εμφανίζουν τις επιθυμητές μαγνητικές ιδιότητες όταν το μαγνητικό πεδίο είναι ευθυγραμμισμένο κατά μήκος των αξόνων των κυλίνδρων, αλλά δεν εμφανίζουν καμία μαγνητική αντίδραση όταν εξετάζεται διαφορετική πόλωση. Μάλιστα, αν το ηλεκτρικό πεδίο δεν είναι παράλληλο στους κυλίνδρους, το σύστημα συμπεριφέρεται σαν ενεργό μέταλλο, αφού παρατηρείται ελεύθερη ροή ρεύματος κατά μήκος των κυλίνδρων. Αυτή η ανισοτροπική συμπεριφορά δεν είναι επιθυμητή σε ορισμένες εφαρμογές. Συνεπώς, χρειαζόμαστε μία στοιχειώδη δομική μονάδα που να σχηματίζει ευκολότερα συστοιχίες από ό,τι ο κύλινδρος και επιπλέον αποτρέπει τη δημιουργία συνεχούς ηλεκτρικού μονοπατιού που παρέχει ο μεταλλικός κύλινδρος. Για το σκοπό αυτό προτείνεται η δομή διαχωρισμένων δακτυλίων (split ring structure) όπου ο κύλινδρος αντικαθίσταται από μία σειρά επίπεδων δίσκων καθένας από τους οποίους διατηρεί τη δομή διαχωρισμένων δακτυλίων (σχήμα 5).
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Σχήμα 5
Οι δίσκοι στοιβάζονται κατά τον άξονα z και απέχουν απόσταση l μεταξύ τους. Η περιοδική διάταξη που δημιουργείται εμφανίζει κυβική συμμετρία και η δομική μονάδα (unit cell) έχει την ακόλουθη μορφή 
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                                                                 α
Υπολογίζουμε τώρα την ενεργό σχετική μαγνητική διαπερατότητα της διάταξης. Η χωρητικότητα ανάμεσα στους δύο δακτυλίους δίνεται από τη σχέση 
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υπό την προϋπόθεση ότι ισχύουν οι ακόλουθες ανισότητες
r >> c , r >> d , l < r  και ln (c / d) >> π

Η σχετική μαγνητική διαπερατότητα υπολογίζεται δηλαδή με την υπόθεση ότι οι δακτύλιοι είναι αρκετά κοντά και ότι οι μαγνητικές δυναμικές γραμμές προκαλούνται από ρεύματα στους δακτυλίους. Αυτό μπορεί να συμβαίνει αν η ακτίνα r των δακτυλίων είναι της ίδιας τάξης με την πλευρά α της δομικής μονάδας. Τότε, προκύπτει ανάλογη σχέση με το μοντέλο του συνεχούς κυλίνδρου για τη μeff 
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  όπου σ1 είναι η αντίσταση ανά μονάδα μήκους των δακτυλίων μετρημένη γύρω από την περιφέρειά τους. Τότε, η συχνότητα συντονισμού δίνεται από τη σχέση 
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Γενικά, η προσθήκη χωρητικότητας στην εκάστοτε δομή δίνει μία πολύ πιο πλούσια μαγνητική συμπεριφορά. Αυτό επιτυγχάνεται μέσω αλληλεπίδρασης της φυσικής επαγωγής της δομής και των χωρητικών στοιχείων, ενώ στη συχνότητα συντονισμού η ηλεκτρομαγνητική ενέργεια μοιράζεται ανάμεσα στα μαγνητικά και τα ηλεκτροστατικά πεδία. Το μεγαλύτερο ποσοστό της ηλεκτρικής ενέργειας του πυκνωτή βρίσκεται συσσωρευμένο στο πολύ μικρό κενό μεταξύ των δακτυλίων, με αποτέλεσμα μία πολύ υψηλή τιμή της πυκνότητας ενέργειας.  
1.3  Υλικά με αρνητική τιμή της διηλεκτρικής σταθεράς ε
    Τα μέταλλα παρουσιάζουν μία χαρακτηριστική αντίδραση στην ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία λόγω του συντονισμού του πλάσματος του νέφους των ηλεκτρονίων. Ειδικότερα, στις συχνότητες της ορατής και της υπεριώδους ακτινοβολίας, λόγω μετατόπισης του νέφους δημιουργείται περίσσευμα φορτίου (σε αντίθεση με την κατάσταση ισορροπίας) στα άκρα του μετάλλου τα οποία φορτίζονται αντίθετα. Αναπτύσσεται έτσι μία δύναμη επαναφοράς στα ηλεκτρόνια, με αποτέλεσμα μία συλλογική ταλάντωση των ηλεκτρονίων με συχνότητα που δίνεται από τη σχέση
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Η παραπάνω συχνότητα ταλάντωσης ονομάζεται συχνότητα πλάσματος ωP και αντιστοιχεί κυρίως στην υπεριώδη περιοχή του φάσματος (στο αλουμίνιο για παράδειγμα έχει ενέργεια 15 eV) και εξαρτάται από την πυκνότητα των ηλεκτρονίων n (e / m3), την ενεργό μάζα των ηλεκτρονίων meff καθώς και από το στοιχειώδες ηλεκτρικό φορτίο e. Τα μέταλλα μάλιστα στην ιδανική περίπτωση περιγράφονται από μία συνάρτηση σχετικής διηλεκτρικής σταθεράς που έχει την ακόλουθη εξάρτηση από τη συχνότητα
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Το ιδιαίτερο σημείο της ανωτέρω εξίσωσης είναι ότι για συχνότητες μικρότερες από τη συχνότητα πλάσματος η διηλεκτρική επιτρεπτότητα λαμβάνει αρνητικές τιμές. Η συνάρτηση εr(ω) έχει επίσης ιδιαίτερη επίδραση στη σταθερά διάδοσης 
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 (θεωρούμε ότι μ = μ0) με αποτέλεσμα η σχέση διασποράς να έχει την παρακάτω μορφή (σχήμα 6). Παρατηρούμε ότι δύο ρυθμοί ξεκινούν από τη συχνότητα πλάσματος και τείνουν ασυμπτωτικά στην ευθεία k0 = ω / c που ορίζει τη σταθερά διάδοσης ελευθέρου χώρου, ενώ ως συνέπεια του αρνητικού ε μόνο αποσβεννύμενα κύματα (evanescent modes) είναι δυνατό να διαδοθούν για συχνότητες μικρότερες της ωP , αφού η σταθερά διάδοσης τότε προκύπτει καθαρά φανταστική. Μάλιστα, για ω < ωρ η ακτινοβολία δε διεισδύει αρκετά μέσα στο μέταλλο. Στη γενική περίπτωση όπου το μέταλλο παρουσιάζει αντίσταση η σχέση για τη σχετική διηλεκτρική σταθερά τροποποιείται ως εξής 
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όπου η σταθερά απόσβεσης γ παριστάνει το διασκορπισμό της ενέργειας του πλάσματος και στα συνήθη μέταλλα λαμβάνει μικρές τιμές σε σχέση με την τιμή της συχνότητας ωρ. Για παράδειγμα, στο αλουμίνιο είναι γ 
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Σχήμα 6
Στόχος της ενότητας αυτής είναι η κατασκευή ενός τεχνητού υλικού όπου η ενεργή συχνότητα πλάσματος να μειωθεί έως και 6 τάξεις μεγέθους, ώστε να είναι δυνατή η χρήση του εν λόγω υλικού σε μικροκυματικές εφαρμογές με συχνότητες λειτουργίας της τάξης των GHz. Μάλιστα, ενδιαφέρον παρουσιάζει το εύρος ζώνης όπου ε < 0, μία ιδιότητα που δεν παρατηρείται σε κανένα υλικό στη φύση στις συγκεκριμένες συχνότητες. Οι δομικές μονάδες του νέου υλικού είναι πολύ λεπτά μεταλλικά σύρματα με ακτίνα της τάξης του 1 μm. Τα σύρματα αυτά πρόκειται επαναλαμβανόμενα να δημιουργήσουν ένα περιοδικό πλέγμα που λόγω συμμετρίας επιλέγουμε να είναι κυβικό. Η δομική μονάδα φαίνεται στο σχήμα 7, όπου διακρίνουμε την πολύ μικρή ακτίνα r των συρμάτων και τη σταθερά του πλέγματος α. Στη συνέχεια, θα προσδιορίσουμε τη συχνότητα πλάσματος για ταλαντώσεις των ηλεκτρονίων μέσα στα λεπτά σύρματα. Αν θεωρήσουμε μία μετατόπιση του ηλεκτρονιακού νέφους κατά τον άξονα z, τότε τα “ενεργά” σύρματα θα βρίσκονται κατά μήκος του άξονα z. Αν η πυκνότητα των ηλεκτρονίων σε αυτά τα σύρματα είναι n, τότε η πυκνότητα των ενεργών ηλεκτρονίων στο σύνολο της διάταξης δίνεται από τη σχέση 
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Σχήμα 7
Άρα, ο περιορισμός των ηλεκτρονίων στα λεπτά σύρματα έχει ως συνέπεια τη μείωση της μέσης πυκνότητας των ηλεκτρονίων,  αφού το μέταλλο καταλαμβάνει μικρό μέρος του χώρου. Προτού αντικαταστήσουμε τη σχέση αυτή στη σχέση (1) για τον υπολογισμό της νέας συχνότητας πλάσματος, πρέπει να λάβουμε υπόψη ότι η δύναμη επαναφοράς που δρα στα ηλεκτρόνια δρα ενάντια στην αυτεπαγωγή που παρουσιάζει η διάταξη. Το συγκεκριμένο φαινόμενο δεν παρατηρείται στον κλασικό υπολογισμό της συχνότητας πλάσματος. Θα αποδείξουμε παρακάτω ότι το γεγονός αυτό επιδρά στην ενεργό μάζα των ηλεκτρονίων, η οποία αυξάνεται σημαντικά, προκαλώντας την επιθυμητή μείωση της συχνότητας πλάσματος. 
    Αν θεωρήσουμε ότι το λεπτό σύρμα διαρρέεται από ρεύμα Ι, τότε προκαλείται μαγνητικό πεδίο γύρω από το ρεύμα σύμφωνα με τη θεμελιώδη σχέση 
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όπου το ρεύμα Ι εκφράζεται συναρτήσει του φορτίου, της πυκνότητας και της ταχύτητας των ηλεκτρονίων, ενώ R είναι η απόσταση από το κέντρο του σύρματος. Στη συνέχεια εκφράζουμε το μαγνητικό πεδίο Η μέσω του διανυσματικού δυναμικού Α, από τη σχέση
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η οποία, επειδή 
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 ισοδυναμεί με τις βαθμωτές εξισώσεις
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Χρησιμοποιώντας τη σχέση 
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 καθώς και τις εκφράσεις για τις μερικές παραγώγους  
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 από την οποία λαμβάνουμε για το διανυσματικό δυναμικό
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όπου c σταθερά που προσδιορίζεται από τη συνθήκη Αz (R = α) = 0. Προκύπτει τελικά
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. Η συνθήκη Αz (α) = 0 συμφωνεί με τον κατακερματισμό της διάταξης σε δομικές μονάδες (cells). Η έκφραση που προέκυψε για το διανυσματικό δυναμικό μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό της ορμής των ηλεκτρονίων, η οποία σύμφωνα με την κλασική μηχανική δίνεται από τον παράγοντα 
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. Στην περίπτωσή μας η ορμή ανά μονάδα μήκους του σύρματος προκύπτει (θεωρούμε τη θέση του σύρματος, δηλαδή R = r)
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όπου meff  είναι η νέα ενεργή μάζα των ηλεκτρονίων και δίνεται από τη σχέση
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Αν αντικαταστήσουμε τυπικές αριθμητικές τιμές για τις γεωμετρικές παραμέτρους της διάταξης και θεωρήσουμε σύρματα αλουμινίου έχουμε ενδεικτικά

r = 1 μm , α = 5 mm , n = 1.8 x 1029 m-3 (για το αλουμίνιο) οπότε προκύπτει ότι
meff = 2.48 x 10-26 kg = 2.72 x 104 me = 14.83 mp
Συνεπώς, περιορίζοντας την κίνηση των ηλεκτρονίων στα λεπτά σύρματα η ενεργός τους μάζα αυξήθηκε κατά 4 τάξεις μεγέθους και έγινε συγκρίσιμη με τη μάζα των νετρονίων. Η συχνότητα ταλάντωσης του πλάσματος από τη σχέση (1) προκύπτει τελικά

[image: image82.wmf]22

22

eff0

Ρ

2

0eff

ne2

πc

ω(8.2 GHz)

εmα ln(α/r)

==»

  (2)
από όπου επιβεβαιώνεται η μείωση περίπου κατά 6 τάξεις μεγέθους της συχνότητας πλάσματος, ώστε να είναι πλέον δυνατή η χρήση της διάταξης σε μικροκυματικές εφαρμογές. Παρατηρούμε επίσης ότι η νέα συχνότητα ταλάντωσης του πλάσματος εκφράζεται πλέον συναρτήσει μακροσκοπικών ποσοτήτων, όπως η ακτίνα r των συρμάτων και η σταθερά α του περιοδικού πλέγματος. Μεταβάλλοντας τις παραμέτρους αυτές μπορούμε να ρυθμίσουμε εύκολα τη συχνότητα ωP .
   Προκειμένου τώρα να διαπιστώσουμε πόσο σταθερό είναι το νέο πλάσμα, θεωρούμε τη γενική μορφή της εeff συνυπολογίζοντας την ηλεκτρική αντίσταση των συρμάτων, η οποία είναι ο σημαντικότερος παράγοντας που επηρεάζει τη σταθερότητα του πλάσματος σε συνδυασμό βέβαια με τη θερμοκρασία. Είναι 
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όπου σ η αγωγιμότητα του μετάλλου του σύρματος. Για το αλουμίνιο είναι 
σ = 3.65 x 107 Ω-1 m-1  ενώ προκύπτει 


[image: image84.wmf](

)

2

Ρ

eff

Ρ

ω

ε1

ωωi0.1ω

=-

+


δηλαδή η σταθερά απόσβεσης γ = 0.1ωΡ επομένως σχετικά μικρή συγκρινόμενη με τη συχνότητα ταλάντωσης πλάσματος. Στο σημείο αυτό πρέπει να ελέγξουμε αν στη συχνότητα ωΡ το μήκος κύματος ελευθέρου χώρου προκύπτει αρκετά μεγαλύτερο από τη διάσταση α της δομικής μονάδας της περιοδικής τρισδιάστατης διάταξης, ώστε να ισχύει η θεωρία “ενεργού ομογενούς μέσου” και η συνολική διάταξη να χαρακτηρίζεται στο σύνολό της από την τιμή εeff  του σύρματος της δομικής μονάδας. Στο παράδειγμά μας είναι 
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, οπότε η προσέγγιση θεωρείται ικανοποιητική. Συνεπώς, όσον αφορά στη συμπεριφορά της διάταξης στην προσπίπτουσα ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία, η διάταξη λειτουργεί σαν ένα ενεργό ομογενές μέσο με τη συγκεκριμένη τιμή  εeff  και η εσωτερική της δομή δεν επηρεάζει το αποτέλεσμα. Για το λόγο αυτό είναι απαραίτητο η διάταξη να συγκροτείται από λεπτά σύρματα. Τότε, λόγω της παρουσίας του παράγοντα ln(α/r) στον παρονομαστή της έκφρασης (2) για τη συχνότητα πλάσματος  
καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι μικρές τιμές για την ακτίνα r οδηγούν στην επιθυμητή ελάττωση της τιμής της συχνότητας πλάσματος. Αντίθετα, σε ένα παχύτερο σύρμα με ακτίνα r τέτοια ώστε για παράδειγμα να ισχύει ότι ln(α/r)
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, το αντίστοιχο μήκος κύματος θα προέκυπτε περίπου διπλάσιο της σταθεράς του πλέγματος α. Το γεγονός αυτό μπορεί να προκαλέσει έντονα φαινόμενα σκέδασης Bragg, ενώ η χρήση λεπτών συρμάτων εξασφαλίζει ότι φαινόμενα περίθλασης ή σκέδασης θα συμβούν σε πολύ υψηλότερες συχνότητες. Επιπλέον, η χρήση λεπτών συρμάτων συνίσταται επειδή το βάθος διείσδυσης της ακτινοβολίας είναι αμελητέο για παχύτερα σύρματα. 

   Από την παραπάνω ανάλυση προκύπτει το συμπέρασμα ότι η διάταξη στην ιδανική της μορφή παρουσιάζει το νέο χαρακτηριστικό σύμφωνα με το οποίο για συχνότητες κάτω από τη συχνότητα πλάσματος αποκόπτονται κάθε είδους ηλεκτρομαγνητικοί ρυθμοί. Μάλιστα, διατάξεις κατασκευασμένες από το παραπάνω υλικό υποστηρίζουν ρυθμούς πλάσματος σε συχνότητες της τάξης των GHz στην επιφάνεια του υλικού, των οποίων η συχνότητα πλάσματος ρυθμίζεται ανάλογα με τις γεωμετρικές παραμέτρους. Υπάρχουν επίσης δυνατότητες για τη δημιουργία νέων τύπων κυματοδηγών, αφού το εν λόγω υλικό μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την υλοποίηση ζωνοπερατών φίλτρων: Κάτω από τη συχνότητα πλάσματος ελάχιστα κύματα μπορεί να μεταδοθούν, ενώ πάνω από την ωΡ η διάταξη είναι “διάφανη” (transparent) επιτρέποντας τη μετάδοση κάθε είδους κύματος. Συνοψίζοντας, μία απλή διάταξη αποτελούμενη από μία συστοιχία λεπτών μεταλλικών συρμάτων παρουσιάζει νέες ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητες στην περιοχή των μικροκυματικών συχνοτήτων σε πλήρη αναλογία με τις ιδιότητες που παρουσιάζει ένα μέταλλο στην περιοχή της υπεριώδους UV ακτινοβολίας.     
1.4   Κατασκευή σύνθετου υλικού και η μορφή των παραμέτρων του ε,μ
    Στις παραπάνω ενότητες εξετάσαμε τις σχέσεις διασποράς των χαρακτηριστικών παραμέτρων ε και μ των μεταϋλικών σύμφωνα με το μοντέλο των Pendry el.Al και καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι προκειμένου να επιτύχουμε αρνητική μαγνητική διαπερατότητα σε ορισμένο εύρος συχνοτήτων χρησιμοποιούμε τη διάταξη των διαχωρισμένων δακτυλίων (Split Ring Resonators) που παρουσιάζουν συντονισμένη συμπεριφορά, ενώ για την επίτευξη αρνητικής διηλεκτρικής επιτρεπτότητας χρησιμοποιείται συστοιχία από λεπτά μεταλλικά σύρματα (array of thin metallic wires).  
Βασική μας επιδίωξη είναι η κατασκευή ενός σύνθετου ισοτροπικού μεταϋλικού το οποίο να εμφανίζει αρνητικό δείκτη διάθλασης (n < 0) σε ορισμένο εύρος μικροκυματικών συχνοτήτων (GHz). Προκειμένου όμως ο δείκτης διάθλασης να προκύψει αρνητικός, πρέπει τόσο η διηλεκτρική επιτρεπτότητα όσο και η μαγνητική διαπερατότητα να λαμβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιμές στο συγκεκριμένο εύρος ζώνης λειτουργίας της διάταξης. Τότε, στη γενική σχέση ορισμού του δείκτη διάθλασης 
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 πρέπει να ληφθεί το αρνητικό πρόσημο της τετραγωνικής ρίζας, ώστε 
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, δηλαδή προκύπτει πράγματι ότι n < 0. Ο λόγος που επικεντρωνόμαστε στην περίπτωση των υλικών με ε, μ < 0 (Double Negative Materials, DNG) είναι το γεγονός ότι όταν ισχύει μόνο ε < 0 ή μ < 0 (Single  Negative  Materials) τότε το μέσο διάδοσης είναι αδιαφανές (opaque) στην ηλεκτρομαγνητική ακτινοβολία μην επιτρέποντας τη διάδοσή της, αφού ο δείκτης διάθλασης προκύπτει φανταστικός. Αντίθετα, όταν ισχύει ε < 0 και μ < 0  το μέσο επιτρέπει τη μετάδοση ακτινοβολίας, γιατί ο δείκτης διάθλασης είναι πραγματικός. Το σύνθετο “μεταϋλικό” που θα εμφανίζει αρνητικό δείκτη διάθλασης θα προκύψει επομένως από τον κατάλληλο συνδυασμό της διάταξης των διαχωρισμένων δακτυλίων και των λεπτών μεταλλικών συρμάτων (σχήμα 8) και αναμένεται να έχει νέες και ενδιαφέρουσες ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητες, όπως όλα τα υλικά που υπακούουν στον κανόνα του αριστερού χεριού (left–handed materials, LHM’s). Η κατασκευή των μεταϋλικών όμως βασίζεται στην τεχνολογία των τυπωμένων κυκλωμάτων και είναι αρκετά δαπανηρή. Για την ελαχιστοποίηση του κόστους κατασκευής τα σχετικά πειράματα διεξάγονται σε ένα θάλαμο σκέδασης δύο διαστάσεων. Αυτό όμως έχει ως συνέπεια να εισάγεται επιπλέον πολυπλοκότητα από τις οριακές συνθήκες. Ένας άλλος περιορισμός είναι το γεγονός ότι τα σύρματα δεν είναι ηλεκτρικά συνεχή και έχουν πεπερασμένο μήκος. Επειδή λοιπόν δεν εξασφαλίζεται αξιόπιστη ηλεκτρική επαφή ανάμεσα στα σύρματα και τα άκρα των δακτυλίων εισάγεται μία χωρητικότητα στα συγκεκριμένα σημεία που εξαρτάται κατά κύριο λόγο από το διάκενο g. Λόγω όμως της επικείμενης σύζευξης με την επαγωγή των συρμάτων, εισάγεται μία συχνότητα συντονισμού με αποτέλεσμα τα πεπερασμένου μήκους σύρματα να περιγράφονται από μία συνάρτηση διηλεκτρικής επιτρεπτότητας με την ακόλουθη τροποποιημένη μορφή
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όπου η συχνότητα συντονισμού ω0 εξαρτάται σημαντικά από το διάκενο μεταξύ των συρμάτων και των άκρων των δακτυλίων g. Αντίθετα, τα ηλεκτρικά συνεχή σύρματα έχουν ωe0 = 0, αφού δεν εισάγεται κάποιου είδους χωρητικότητα.   
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Σχήμα 8

Προκειμένου τώρα να προσδιοριστούν οι παράμετροι ε και μ της διάταξης μπορούν να εφαρμοστούν διάφορες μέθοδοι προσομοίωσης που απαιτούν τη διακριτοποίηση του συνολικού όγκου μιας δομικής μονάδας. Στη συνέχεια παραθέτουμε τα αποτελέσματα μίας τέτοιας προσομοίωσης από τους D.R.Smith et.Al και συγκεκριμένα παρουσιάζεται η μεταβολή της μεταδιδόμενης ισχύος συναρτήσει της συχνότητας. Η δομική μονάδα έχει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά. Το ύψος του θαλάμου είναι τέτοιο ώστε να περιέχονται κατακόρυφα 4 SRRs. Η εικόνα που λαμβάνουμε για τη μεταδιδόμενη ισχύ φαίνεται στο σχήμα 9. Στη συνεχή καμπύλη, που αντιστοιχεί στο συνδυασμό συρμάτων και δακτυλίων, διακρίνουμε δύο μέγιστα το ένα από τα οποία αντιστοιχεί στη ζώνη συχνοτήτων για την οποία ο δείκτης διάθλασης είναι αρνητικός. Η διακεκομμένη καμπύλη αντιστοιχεί στους διαχωρισμένους δακτυλίους (SRRs only). Η προσθήκη των συρμάτων στη διάταξη έχει ως αποτέλεσμα οι ζώνες έντονης απόσβεσης να γίνουν ζώνες διάδοσης. Χρειάζεται επιπλέον ανάλυση για να διαπιστωθεί ποιο από τα 2 μέγιστα αντιστοιχεί στη ζώνη με n < 0. Οι χαρακτηριστικές παράμετροι του μέσου ε και μ προκύπτουν από τους συντελεστές μετάδοσης και ανάκλασης και η μεταβολή τους συναρτήσει της συχνότητας φαίνεται στα σχήματα 10 και 11.   
	g
	0.28 mm

	w
	2.22 mm

	d
	0.28 mm

	c
	0.14 mm

	Υπόστρωμα
	TMM3

	εr 
	3.27

	tan δ
	0.003

	πάχος
	0.375 mm

	πάχος χαλκού
	17 μm

	cell height
	2.5 mm

	cell width
	2.5 mm
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                                                                                                     Σχήμα 9                                                                                            
Παρατηρούμε ότι η μαγνητική διαπερατότητα μ εμφανίζει δύο συχνότητες συντονισμού: μία κάτω από τα 12 GHz και μία κοντά στα 15 GHz. Στους συντονισμούς αυτούς υπάρχει περιοχή όπου μ < 0, με αποτέλεσμα τα δύο μέγιστα στο σχήμα 9. Η καμπύλη του σχήματος 11 όμως δείχνει ότι μόνο στη συχνότητα κάτω από 12 GHz είναι ε < 0, άρα η μόνη περιοχή όπου ο δείκτης διάθλασης προκύπτει αρνητικός είναι η σκιασμένη περιοχή στο σχήμα 9. Στα σχήματα 10 και 11 με διακεκομμένες γραμμές είναι σχεδιασμένη η μεταβολή του φανταστικού μέρους των εr και μr συναρτήσει της συχνότητας. Διακρίνουμε μία σημαντική αύξηση του φανταστικού μέρους λίγο πριν το συντονισμό.  
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      Σχήμα 10
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         Σχήμα 11
1.5  Πειραματική επιβεβαίωση του αρνητικού δείκτη διάθλασης

  Σαν ένα άλλο παράδειγμα λειτουργίας των μεταϋλικών αναφέρουμε το φαινόμενο του αρνητικού δείκτη διάθλασης που μελετήθηκε πειραματικά το 2001 από τους R.A.Shelby, D.R.Smith και S.Schultz προς επιβεβαίωση των θεωρητικών συλλογισμών. Στη συνέχεια θα αναφέρουμε τη βασική ιδέα του πειράματος και τα αποτελέσματα που προέκυψαν. 

    Το δείγμα που χρησιμοποιήθηκε αποτελούνταν από μία περιοδική συστοιχία δύο διαστάσεων, της οποίας η δομική μονάδα περιείχε τη διάταξη των διαχωρισμένων δακτυλίων και των λεπτών συρμάτων (σχήμα 12). Το υπόστρωμα είναι κατασκευασμένο από οπτική ίνα. Από το τετραγωνικό πλέγμα της διάταξης κόπηκε ένα τμήμα πρισματικού σχήματος για τη διεξαγωγή του πειράματος.  
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Σχήμα 12
Για τον καθορισμό του δείκτη διάθλασης μετράται η γωνία εκτροπής μίας μικροκυματικής δέσμης καθώς η δέσμη διέρχεται μέσα από το πρισματικό δείγμα. Το δείγμα τοποθετήθηκε ανάμεσα σε δύο παράλληλες κυκλικές πλάκες αλουμινίου ακτίνας 15 cm των οποίων η απόσταση ήταν 1.2 cm. Ο ανιχνευτής της διάταξης ήταν ένας κυματοδηγός ρυθμισμένος στη ζώνη συχνοτήτων X (8–12 GHz) ο οποίος μπορούσε να περιστρέφεται σε βήματα των 1.5ο προκειμένου να καταγράψει τη μεταδιδόμενη ισχύ σε διάφορες γωνίες (σχήμα 13). Όπως φαίνεται στο σχήμα (μαύρα βέλη) το πρίσμα φωτίζεται από μία μικροκυματική δέσμη της οποίας όμως το ηλεκτρικό πεδίο είναι πολωμένο παράλληλα στα σύρματα της δομικής μονάδας και εγκάρσιο στους διαχωρισμένους δακτυλίους (ΤΜ πόλωση). Κατά την πρόσπτωση της δέσμης στο πρίσμα μπορεί να προκληθεί διάθλαση αν η δέσμη δεν έχει υψηλή κατευθυντικότητα (πρόσπτωση τελείως κάθετα στο πρίσμα). Για την αποφυγή της γωνιακής διασποράς της προσπίπτουσας δέσμης λόγω περίθλασης από την πηγή ακτινοβολίας, η δέσμη εισάγεται με τη βοήθεια ενός ομοαξονικού καλωδίου σε έναν κυματοδηγό προσαρμογής (waveguide adapter) που απέχει απόσταση 1 m  από το δείγμα. Τα κύματα της δέσμης διαδίδονται τότε μέσα στον κυματοδηγό, που αποτελείται από δύο παράλληλα φύλλα αλουμινίου, ενώ περιορίζονται από κατάλληλη απορροφητική διάταξη (microwave absorber). Μετά από τη διάδοσή της μέσα στο πρίσμα, η δέσμη συναντά τη διεπιφάνεια διάθλασης, οπότε διαθλάται σε γωνία θ που καθορίζεται από το νόμο του Snell. Προκειμένου να μετρηθεί η γωνία εξόδου της δέσμης, περιστρέφεται ο ανιχνευτής–μετρητής ισχύος με βήμα 1.5ο και καταγράφεται το φάσμα της μεταδιδόμενης ισχύος σε όλη τη ζώνη Χ (8–12 GHz) σε κάθε βήμα με τη βοήθεια ενός αναλυτή φάσματος (network analyzer). Από τις τιμές της καταγραφόμενης ισχύος που αντιστοιχούν στις διάφορες γωνίες σάρωσης επιλέγεται για την εκάστοτε συχνότητα η μεγαλύτερη τιμή, η οποία θα αντιστοιχεί πιθανότατα στη γωνία διάθλασης.  Διεξήχθηκαν πειράματα και με ένα δείγμα κατασκευασμένο από Teflon ίδιου σχήματος για να συγκριθούν τα αποτελέσματα. Η διεύθυνση της επιφάνειας εξόδου του πρίσματος σχηματίζει γωνία 18.4ο με τη διεύθυνση της επιφάνειας πρόσπτωσης. Στη συχνότητα των 10.5 GHz προέκυψε θετική γωνία διάθλασης θ = 27ο όπως αναμενόταν για το πρίσμα από Teflon, ενώ η γωνία διάθλασης για το πρίσμα από το σύνθετο μεταϋλικό προέκυψε αρνητική και ίση με θ = –61ο. Τα παραπάνω αποτελέσματα για τη γωνία θ προκύπτουν από το διάγραμμα του σχήματος 14.    
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Σχήμα 13
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Σχήμα 14
Στο σχήμα 14 παρατηρούμε ότι εμφανίζεται ένα μέγιστο στη μεταδιδόμενη ισχύ για κάθε θεωρούμενο υλικό, που αντιστοιχεί στη γωνία διάθλασης. Ο δείκτης διάθλασης του πρίσματος από Teflon προκύπτει από το νόμο του Snell ίσος με 1.4 ενώ ο αντίστοιχος δείκτης διάθλασης για το σύνθετο μεταϋλικό προκύπτει αρνητικός με τιμή -2.7. Σημειώνεται επίσης ότι η δομική μονάδα της περιοδικής διάταξης του σύνθετου υλικού έχει διάσταση α = 5 mm, ενώ το κεντρικό (για f = 10 GHz)  μήκος κύματος της ζώνης Χ είναι 3 cm, δηλαδή λ = 6 α , συνθήκη που δείχνει ότι η προσέγγιση του “ενεργού μέσου” είναι σχετικά ικανοποιητική. Επειδή όμως η μετρούμενη μεταδιδόμενη ισχύς της διαθλώμενης δέσμης παρουσιάζει μεταβολές ανάλογα με τη θέση του δείγματος, στα αποτελέσματα λαμβάνεται υπόψη ο μέσος όρος των καταγραφόμενων τιμών ισχύος για 8 διαφορετικές  θέσεις του δείγματος. Το δείγμα μάλιστα μετακινείται κατά μήκος της επιφάνειας διάθλασης με βήματα των 2 mm, ενώ τα μέγιστα που παρατηρούνται στη λαμβανόμενη ισχύ της διαθλώμενης δέσμης για καθεμία από τις 8 θέσεις του δείγματος βρίσκονται σε παρόμοιες αρνητικές γωνίες. 
1.6  Προσέγγιση των μεταϋλικών με τη θεωρία γραμμών μεταφοράς
    Η κατασκευή των σύνθετων μεταϋλικών από διατάξεις συντονισμού όπως οι διαχωρισμένοι δακτύλιοι (SRRs), όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 1.1 της ιστορικής αναδρομής, παρουσιάζει το μειονέκτημα ότι εμφανίζονται σημαντικές απώλειες και επιπλέον οι διατάξεις λειτουργούν σε στενό εύρος ζώνης, με αποτέλεσμα να είναι δαπανηρή η υλοποίησή τους σε μικροκυματικές συχνότητες. Λύση στο παραπάνω πρόβλημα αποτελεί η προσέγγιση σύμφωνα με τη θεωρία των ισοδύναμων γραμμών μεταφοράς (TL approach), η οποία οδηγεί σε διατάξεις με μικρότερες απώλειες και μεγαλύτερο εύρος ζώνης λειτουργίας. 

    Η μοντελοποίηση ενός σύνθετου μεταϋλικού ως μία ισοδύναμη γραμμή μεταφοράς χρησιμεύει στην ανάλυση και στη σχεδίαση διδιάστατων ή και τρισδιάστατων διατάξεων. Το πρώτο βήμα στη μοντελοποίηση είναι να θεωρηθεί το σύνθετο υλικό ως μία ισοδύναμη ομογενής γραμμή μεταφοράς προκειμένου να διακρίνουμε τα βασικά του χαρακτηριστικά. Στη συνέχεια, αναπτύσσεται μία υλοποίηση της γραμμής μεταφοράς από δίκτυο LC, παρέχοντας μία πιο ρεαλιστική περιγραφή του μεταϋλικού. Για λόγους απλοποίησης εξετάζεται μόνο το μοντέλο γραμμής χωρίς απώλειες. 
Ομογενής γραμμή μεταφοράς   

    Το ομογενές μοντέλο γραμμής μεταφοράς χωρίς απώλειες ενός συμβατικού υλικού που ακολουθεί τον κανόνα δεξιού χεριού (Right–Handed Material, RHM) αποτελείται από μία εν σειρά αυτεπαγωγή 
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 ανά μονάδα μήκους (μονάδες H/m και F/m αντίστοιχα), όπου ο δείκτης R υποδηλώνει ότι πρόκειται για υλικό ‘‘δεξιού νόμου’’. Το αντίστοιχο μοντέλο για υλικό ‘‘αριστερού νόμου’’ είναι το δυαδικό του προηγούμενου μοντέλου και περιλαμβάνει μία εν σειρά χωρητικότητα 
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 και μία εγκάρσια αυτεπαγωγή 
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m αντίστοιχα. Αξίζει να σημειωθεί ότι στην πραγματικότητα δεν είναι δυνατή η κατασκευή ενός καθαρά αριστερού νόμου υλικού επειδή εμφανίζονται παρασιτική εν σειρά αυτεπαγωγή 
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 λόγω ροής ρεύματος κατά μήκος του μετάλλου και διαφοράς δυναμικού αντίστοιχα. Το σύνθετο μεταϋλικό που προκύπτει από το συνδυασμό των δύο παραπάνω τύπων υλικών περιλαμβάνει επομένως μία αυτεπαγωγή 
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 παράλληλα με μία αυτεπαγωγή 
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. Τα παραπάνω ισοδύναμα μοντέλα φαίνονται στο σχήμα 15. Η σταθερά διάδοσης γ = α + j β της ισοδύναμης γραμμής μεταφοράς στο μοντέλο του σύνθετου μεταϋλικού (Composite Right–Left Handed Metamaterial, CRLH) είναι
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 είναι αντίστοιχα η ανά μονάδα μήκους σύνθετη αντίσταση και σύνθετη αγωγιμότητα. Στην περίπτωσή μας είναι
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Τότε 
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Σχήμα 15

Από την παραπάνω σχέση διασποράς φαίνεται ότι όταν το υπόρριζο είναι θετικό προκύπτει  πραγματική τιμή για τη σταθερά διάδοσης  β και έχουμε κυματοδήγηση, ενώ όταν το υπόρριζο είναι αρνητικό η σταθερά διάδοσης γίνεται καθαρά φανταστική και δεν έχουμε κυματοδήγηση, αλλά απλά αποσβεννύμενα κύματα (evanescent waves). Για να είναι το υπόρριζο θετικό, πρέπει 
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όπου θέτουμε x = ω2 > 0

Είναι 
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Η ανισότητα επομένως ικανοποιείται όταν 
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Για συχνότητες στο εύρος ω1 < ω < ω2  δεν έχουμε κυματοδήγηση, δηλαδή έχουμε τη ζώνη αποκοπής της διάταξης. Οι καμπύλες διασποράς ω–β για τα υλικά δεξιού νόμου, αριστερού νόμου καθώς και για το σύνθετο μεταύλικό φαίνονται στο σχήμα 16 φαίνονται στα σχήματα 16 (a), (b) και (c) αντίστοιχα. Διακρίνουμε ότι στο υλικό δεξιού νόμου (σχήμα 16 a) η ταχύτητα φάσης  up = ω / β και η ταχύτητα ομάδας ug = dω / dβ είναι θετικές, αφού 
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, ενώ στο υλικό αριστερού νόμου είναι 
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, δηλαδή οι ταχύτητες φάσης και ομάδας είναι αντιπαράλληλες. Το σύνθετο μεταϋλικό έχει μία περιοχή συχνοτήτων δεξιού νόμου (ω > ω2) και μία περιοχή αριστερού νόμου 

(ω < ω1), ενώ παρουσιάζεται και μία ζώνη αποκοπής (ω1 < ω < ω2). Αν τώρα επιλεγούν κατάλληλα οι παράμετροι της γραμμής μεταφοράς, ώστε να ισχύει η σχέση συμμετρίας
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τότε εξισορροπούνται οι συνεισφορές ‘‘αριστερού και δεξιού νόμου’’ με αποτέλεσμα η σχέση διασποράς να λαμβάνει την απλοποιημένη μορφή
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δηλαδή να διαχωρίζονται πλήρως οι συνεισφορές από τα υλικά δεξιού και αριστερού νόμου. Επιπλέον, εξαφανίζεται η ζώνη αποκοπής και η μετάβαση από την περιοχή αριστερού στην περιοχή δεξιού νόμου πραγματοποιείται στη συχνότητα μετάβασης ω0    (όπου β = 0), η οποία δίνεται από τη σχέση
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Σχήμα 16
Μάλιστα, η μετατόπιση φάσης για μία γραμμή μεταφοράς μήκους d που δίνεται από τη σχέση 
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 προκύπτει αρνητική στην περιοχή δεξιού νόμου (ω > ω0) και θετική στην περιοχή αριστερού νόμου (ω < ω0). Άλλο ιδιαίτερο χαρακτηριστικό του μοντέλου είναι ότι η χαρακτηριστική αντίσταση μίας ισοσταθμισμένης γραμμής μεταφοράς (
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) δίνεται από τη σχέση 


[image: image133.wmf]2

RL

0LLR

2

LR

ZLC

ω1

ZZZZ

YLC

ω1

¢¢¢

-

====

¢¢¢

-


όπου 
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. Συνεπώς, προκύπτει το συμπέρασμα ότι η χαρακτηριστική αντίσταση στη γενική μη ισοσταθμισμένη περίπτωση εμφανίζει διασπορά με τη συχνότητα, αλλά στην ισοσταθμισμένη γραμμή μεταφοράς η Ζ0 προκύπτει ανεξάρτητη της συχνότητας, επιτρέποντας την προσαρμογή πάνω σε ένα πολύ μεγάλο εύρος ζώνης. Τέλος, μπορούμε να συσχετίσουμε τις συντακτικές παραμέτρους ε και μ του σύνθετου μεταϋλικού με τις παραμέτρους της γραμμής μεταφοράς, λαμβάνοντας υπόψη τις σχέσεις για τη σταθερά διάδοσης 
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 και τη χαρακτηριστική αντίσταση  
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Από τις (1) και (2) προκύπτουν οι συντακτικές παράμετροι ε, μ συναρτήσει των παραμέτρων της γραμμής μεταφοράς
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Τότε 
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Ο δείκτης διάθλασης δίνεται από τη σχέση 
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  και προκύπτει πράγματι αρνητικός στην περιοχή ‘‘αριστερού νόμου’’ , αφού β < 0. Η τυπική μορφή του δείκτη διάθλασης για ένα σύνθετο μεταϋλικό  στο μοντέλο της ισοσταθμισμένης (πράσινη γραμμή) και μη ισοσταθμισμένης γραμμής μεταφοράς φαίνεται στο σχήμα 17. 
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Σχήμα 17
Ισοδύναμο δίκτυο LC
Η ομογενής γραμμή μεταφοράς δε συναντάται στην πράξη, αλλά μπορούμε να θεωρήσουμε μία γραμμή μεταφοράς ενεργά ομογενή όταν ισχύει η σχέση λ >> α όπου α η διάσταση της δομικής μονάδας του δικτύου LC. Τότε, ένα ηλεκτρομαγνητικό κύμα δε ‘‘διακρίνει’’ τις ασυνέχειες της δομής γιατί το μήκος κύματος της ακτινοβολίας είναι αρκετά μεγαλύτερο από αυτές. Μία ενεργά ομογενής γραμμή μεταφοράς μπορεί να κατασκευαστεί επαναλαμβάνοντας τη ζωνοπερατή LC δομική μονάδα κατά περιοδικό ή  όχι τρόπο (προτιμάται η περιοδικότητα γιατί προσφέρει ευκολία τόσο στην υλοποίηση όσο και στους υπολογισμούς). Η δομική μονάδα έχει απειροελάχιστο μήκος p, ενώ το συνολικό μήκος της γραμμής μεταφοράς (LC δίκτυο) είναι d = Np. Η συνθήκη p
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 απαιτείται προκειμένου το LC δίκτυο να είναι ισοδύναμο με την ιδανική ομογενή γραμμή μεταφοράς μήκους d. Εφαρμόζοντας περιοδικές οριακές συνθήκες με βάση το θεώρημα Bloch–Floquet προκύπτει η σχέση διασποράς
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όπου Z είναι η εν σειρά ισοδύναμη σύνθετη αντίσταση και Υ η ισοδύναμη εγκάρσια αγωγιμότητα της στοιχειώδους δομικής μονάδας όπου 
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. Αν το ηλεκτρικό μήκος της δομικής μονάδας είναι αρκετά μικρό, ώστε να ισχύει βp << 1, λαμβάνεται η προσέγγιση 
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 οπότε η σχέση διασποράς διαμορφώνεται ως εξής
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Το θετικό πρόσημο επιλέγεται όταν ω > ω2  και το αρνητικό όταν ω < ω1 όπου 
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Η σχέση διασποράς προέκυψε πανομοιότυπη με τη σχέση διασποράς στην περίπτωση της ομογενούς γραμμής μεταφοράς με τις σχετικές παραμέτρους των γραμμών να συνδέονται μεταξύ τους με τις σχέσεις  
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γεγονός που αποδεικνύει την ισοδυναμία των δύο γραμμών για μικρά ηλεκτρικά μήκη βp. Μπρορούμε τέλος να επεκτείνουμε τη διάταξη σε δύο διαστάσεις χρησιμοποιώντας την τροποποιημένη δομική μονάδα του σχήματος 18, η οποία επαναλαμβάνεται με περιοδικό τρόπο κατά μήκος των δύο αξόνων x και y. Η διάταξη δύο διαστάσεων υποστηρίζει βέβαια τη διάδοση κυμάτων σε οποιαδήποτε κατεύθυνση μέσα στη διάταξη, με τη σταθερά διάδοσης να έχει τη διανυσματική μορφή 
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Σχήμα 18
Φυσική υλοποίηση μονοδιάστατης γραμμής μεταφοράς 

Στην προηγούμενη ενότητα παρουσιάστηκε μία προσέγγιση LC για τη δημιουργία μονοδιάστατης γραμμής μεταφοράς. Το δίκτυο LC πρέπει όμως να υλοποιηθεί με φυσικά στοιχεία που να αντιστοιχούν στις απαιτούμενες χωρητικότητες CR , CL και αυτεπαγωγές LR , LL . Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιείται η τεχνική των κατανεμημένων στοιχείων (distributed components) που κατασκευάζονται με τη βοήθεια μικροταινίας, ή ταινιογραμμής. Ένα παράδειγμα κατασκευής μονοδιάσταστης γραμμής μεταφοράς φαίνεται στο σχήμα 19. Η διάταξη υλοποιείται πάνω σε μικροταινία και αναπτύσσονται χωρητικότητες λόγω των διακένων μεταξύ των μεταλλικών τμημάτων μαιανδρικού σχήματος (interdigital capacitors) και αυτεπαγωγές των στελεχών (stub inductors), τα οποία συνδέονται στο επίπεδο γείωσης. Η δομική μονάδα της διάταξης είναι ισοδύναμη με τη δομική μονάδα του δικτύου LC, δηλαδή περιλαμβάνει εν σειρά αυτεπαγωγή LR και χωρητικότητα CL και παράλληλα συνδεδεμένα στον εγκάρσιο κλάδο χωρητικότητα CR και αυτεπαγωγή LL . 
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Σχήμα 19
Η αυτεπαγωγή LR προκαλείται από τη μαγνητική ροή που παράγεται από τη ροή ρεύματος στα μεταλλικά μαιανδρικά οριζόντια τμήματα, ενώ η χωρητικότητα CL από τη διαφορά δυναμικού που αναπτύσσεται στα διάκενα μεταξύ των μεταλλικών τμημάτων. Αντίστοιχα, ο εγκάρσιος κλάδος περιλαμβάνει αυτεπαγωγή LL λόγω ροής ρεύματος –και κατ’ επέκταση μαγνητικής ροής – κατά μήκος του εγκάρσιου στελέχους (stub) και χωρητικότητα CR μεταξύ του ίχνους του στελέχους και του επιπέδου γείωσης. Μία ισοσταθμισμένη μικροταινιακή γραμμή μεταφοράς αποτελούμενη από 24 δομικές μονάδες (unit cells) φαίνεται στο σχήμα 20 (a). Οι γεωμετρικές παράμετροι της δομικής μονάδας έχουν τις εξής τιμές: p = 6.1 mm, lc = 5 mm, wc = 2.4 mm, ls = 8 mm, ws = 1 mm, ενώ υπάρχουν 5 ζεύγη μαιανδρικών μεταλλικών τμημάτων με πλάτος 0.15 mm το καθένα και μεταξύ τους διάκενα 0.1 mm (σχήμα 20 (b)). Οι παράμετροι που προκύπτουν είναι LL = 3.38 nH, CL = 0.68 pF, LR = 2.45 nH και CR = 0.5 pF.  
[image: image157.png]—
TTTTTTTTTT
TTTTTTTTT

TTTTTT

.

We

Ws




Σχήμα 20
1.7  Πιθανές εφαρμογές των μεταϋλικών 

Η γραμμή μεταφοράς από το σύνθετο μεταϋλικό που περιγράφτηκε παραπάνω έχει οδηγήσει στην ανάπτυξη αρκετών νέων μικροκυματικών εφαρμογών και συσκευών. Οι εφαρμογές αυτές χωρίζονται σε κατηγορίες ανάλογα με το είδος των κυμάτων ( π.χ. κυματοδηγούμενα, ακτινοβολίας)  ή την ιδιότητα των μεταϋλικών που εκμεταλλευόμαστε (π.χ. αρνητικός δείκτης διάθλασης).

1) Εφαρμογές κυματοδηγούμενων κυμάτων

Συζεύκτης βροχογραμμών διπλής ζώνης: Οι συμβατικοί συζεύκτες βροχογραμμών λειτουργούν μόνο στη συχνότητα σχεδιασμού τους f1 και στην περιττή αρμονική της 3f1 και δεν είναι κατάλληλες διατάξεις για χρήση σε ασύρματα συστήματα επικοινωνίας διπλής ζώνης. Για το λόγο αυτό αντικαθίστανται οι συμβατικές γραμμές μεταφοράς στους βρόχους του συζεύκτη από αντίστοιχες γραμμές κατασκευασμένες από μεταϋλικό (σχήμα 21), με αποτέλεσμα τη δημιουργία ενός νέου συζεύκτη με αυθαίρετα επιλεγόμενη δεύτερη συχνότητα λειτουργίας. Όπως φαίνεται στο διάγραμμα απόκρισης φάσης του σχήματος 22, στη συμβατική γραμμή μεταφοράς (RH TL) η 2η συχνότητα λειτουργίας αντιστοιχεί σε φάση –270ο. Μεταβάλλοντας την κλίση της ευθείας η φάση των –90ο δε θα αντιστοιχεί πλέον στη συχνότητα λειτουργίας όπως απαιτείται. Μεταβάλλοντας όμως την κλίση της καμπύλης που αντιστοιχεί στη νέα γραμμή μεταφοράς (CRLH TL) το επιθυμητό ζεύγος φάσεων (πχ. –90ο και –270ο) αντιστοιχεί σε οποιοδήποτε ζεύγος συχνοτήτων λειτουργίας επιθυμείται, δηλαδή η f2 μπορεί να επιλεγεί αυθαίρετα.                                         
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                              Σχήμα 21                                                          Σχήμα 22                                                                           
Ασύμμετρος κατευθυντικός συζεύκτης ‘‘οπισθοδρομικού’’ κύματος

Οι συνήθεις κατευθυντικοί συζεύκτες λειτουργούν σε αρκετά μεγάλο εύρος ζώνης, αλλά εμφανίζουν σχετικά χαμηλά ποσοστά σύζευξης της τάξης των –10 dB ή και λιγότερο. Αντίθετα, ένας κατευθυντικός συζεύκτης αποτελούμενος από μία γραμμή μεταφοράς από σύνθετο μεταϋλικό (CRLH line) και μία συμβατική μικροταινιακή γραμμή μεταφοράς (CμS line) επιτυγχάνει οποιοδήποτε ποσοστό σύζευξης σε μεγάλο εύρος ζώνης λειτουργίας. Στο σχήμα 23 φαίνεται ο συζεύκτης νέου τύπου, ο οποίος αποτελείται από 9 δομικές μονάδες πανομοιότυπες με εκείνες που χρησιμοποιήθηκαν για την υλοποίηση της μικροταινιακής γραμμής μεταφοράς του σχήματος 20 (a). Το μήκος του συζεύκτη είναι d = 62 mm και το διάκενο μεταξύ των γραμμών σύζευξης s = 0.3 mm. Λειτουργώντας το συζεύκτη στην περιοχή ‘‘αριστερού νόμου’’ (LH region) επιτυγχάνεται οπίσθια σύζευξη. Όταν δηλαδή εφαρμοστεί ένα σήμα εισόδου στη θύρα 1, η ισχύς διαδίδεται προς τη θύρα 2 (διάνυσμα Poynting S), αλλά η φάση διαδίδεται προς τη θύρα 1 (σταθερά διάδοσης β), υποδηλώνοντας ότι η ταχύτητα φάσης είναι αντιπαράλληλη με την ταχύτητα ομάδας. Επειδή η σύζευξη με τη συμβατική μικροταινιακή γραμμή πραγματοποιείται μέσω των αποσβεννύμενων κυμάτων στην εγκάρσια διεύθυνση, η ισχύς σύζευξης θα οδεύει προς τη θύρα 3. Το σημαντικό στοιχείο της νέας διάταξης είναι ότι το απαιτούμενο μήκος του συζεύκτη για μέγιστη σύζευξη που δίνεται γενικά από τη σχέση 
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  (όπου βC και βπ οι σταθερές διάδοσης των ρυθμών c και π αντίστοιχα) προκύπτει μικρότερο, γιατί βC = βCRLH < 0 στην περιοχή λειτουργίας ‘‘αριστερού νόμου’’ ( βπ = βCμS ). Τότε προκύπτει 
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 σαφώς μικρότερο από ό,τι στην περίπτωση του συμβατικού ζεύκτη. Ο παραπάνω συζεύκτης επιτυγχάνει ποσοστό σύζευξης –0.7 dB στο εύρος 2.2 – 3.8 GHz , σε αντίθεση με τον αντίστοιχο συμβατικό που παρέχει ποσοστό σύζευξης –10 dB. Μάλιστα, μεταβάλλοντας τον αριθμό των δομικών μονάδων που συγκροτούν τη διάταξη ή το διάκενο μεταξύ των γραμμών, μπορεί να επιτευχθεί οποιοδήποτε ποσοστό σύζευξης.   
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Σχήμα 23
2) Εφαρμογές κυμάτων ακτινοβολίας

Κεραία διαρρέοντος κύματος  
Η ισοσταθμισμένη μικροταινιακή γραμμή μεταφοράς του σχήματος 20 (a) μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την κατασκευή μίας κεραίας διαρρέοντος κύματος (Leaky wave antenna). Η νέου τύπου κεραία παρουσιάζει δύο πλεονεκτήματα σε σχέση με τη συμβατική κεραία διαρρέοντος κύματος. 

α) Η συμβατική κεραία όταν λειτουργεί στο βασικό της ρυθμό έχει σταθερά διάδοσης β μεγαλύτερη από τη σταθερά διάδοσης ελευθέρου χώρου ( β > k0 όπως φαίνεται στο σχήμα 16 (a)). Το γεγονός αυτό έχει ως αποτέλεσμα να διεγείρονται μόνο κυματοδηγούμενα κύματα και όχι κύματα ακτινοβολίας, τα οποία εμφανίζονται σε ρυθμούς ανώτερης τάξης. Επομένως, η συμβατική κεραία απαιτεί μία πιο σύνθετη και λιγότερο αποδοτική διάταξη τροφοδότησης. Αντίθετα, η κεραία νέου τύπου ακτινοβολεί όταν λειτουργεί στο βασικό της ρυθμό λόγω της μορφής της καμπύλης διασποράς ω – β (σχήμα 24), όπου φαίνεται ότι |β| < k0 για συγκεκριμένο εύρος συχνοτήτων. 
β) Η κεραία νέου τύπου επιτυγχάνει σάρωση από το πίσω μέχρι το εμπρόσθιο άκρο (backfire to endfire) σε αντίθεση με τις συμβατικές κεραίες. Αυτό φαίνεται αν εξετάσουμε τη σχέση που δίνει τη γωνία σάρωσης  
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 όπου p η περίοδος της διάταξης, β0 η σταθερά διάδοσης του βασικού ρυθμού και n ακέραιος (σχήμα 25).                                                                                                                     
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                          Σχήμα 24                                                                    Σχήμα 25 
Για n = 0 (μη περιοδική κεραία) η γωνία θ παίρνει τιμές στο εύρος –90ο έως +90ο, αφού ισχύει |β| < k0 (συνθήκη ακτινοβολίας) για ένα συνεχές φάσμα συχνοτήτων (σχήμα 24). Για λειτουργία της κεραίας σε συχνότητες μικρότερες της ω0 από την καμπύλη διασποράς προκύπτει β < 0 , άρα  
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 οπότε έχουμε ακτινοβολία προς τα πίσω (backward radiation), ενώ για ω > ω0  είναι β > 0 
[image: image165.wmf]θ0
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 οπότε έχουμε ακτινοβολία προς τα εμπρός. Για ω = ω0 η κεραία είναι σε θέση να ακτινοβολεί μετωπικά ( θ = 0ο , αφού β = 0 για ω = ω0 ), επειδή η ταχύτητα ομάδας 
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 είναι διάφορη του μηδενός. Αντίθετα, μία συμβατική κεραία εκτελεί σάρωση μόνο για θετικές γωνίες, αφού η σταθερά διάδοσης προκύπτει πάντα θετική (β > 0). Επιπλέον, η κεραία δεν μπορεί να ακτινοβολήσει μετωπικά (θ = 0ο) γιατί η ταχύτητα ομάδας μηδενίζεται όταν β = 0. Μία περιοδική συμβατική κεραία (n 
[image: image167.wmf]0)
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 μπορεί να εκτελέσει σάρωση για –90ο < θ < 90ο αν 
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 αλλά όχι μετωπικά. Σημειώνουμε τέλος ότι προκειμένου η κεραία να ακτινοβολεί αποδοτικά, η γραμμή μεταφοράς τερματίζεται με κατάλληλο φορτίο (προσαρμογή) προς αποφυγή ανακλάσεων που θα δημιουργούσαν δευτερεύοντες ανεπιθύμητους πλευρικούς λοβούς. 
    Στη συνέχεια, στα επόμενα κεφάλαια θα εξετάσουμε τι είδους κύματα είναι δυνατό να διεγερθούν μέσα σε μία πλάκα από μεταϋλικό θεωρώντας διέγερση από πηγή ρεύματος και δίπολο Hertz (κεφάλαια 2 και 3 αντίστοιχα) και θα επιβεβαιώσουμε ορισμένες από τις βασικές ιδιότητες των μεταϋλικών, όπως το γεγονός ότι η ταχύτητα φάσης είναι αντιπαράλληλη με την ταχύτητα ομάδας και η εμφάνιση αρνητικού δείκτη διάθλασης.  
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2.1  Περιγραφή της διάταξης
Θεωρούμε μία πλάκα αποτελούμενη από μεταϋλικό με χαρακτηριστικά ε(ω) και μ(ω) που εμφανίζουν διασπορά ως προς τη συχνότητα και σκοπός μας είναι να εξετάσουμε τι είδους κύματα είναι δυνατό να εμφανιστούν τόσο μέσα στην πλάκα όσο και στον αέρα.
Για το λόγο αυτό εξετάζουμε τη διέγερση της πλάκας από μία μοναδιαία διέγερση, η οποία έχει τη μορφή μιας άπειρης γραμμικής πηγής ρεύματος με απειροστά μικρό εμβαδό διατομής, αλλά με πεπερασμένη πυκνότητα ρεύματος. Μία τέτοια πηγή στην πράξη εμφανίζεται στην περίπτωση των ημιαγωγικών Laser ή των διόδων εκπομπής φωτός (LED). Σημειώνουμε ότι η πλάκα εκτείνεται απεριόριστα κατά τους άξονες y και z, καθώς επίσης ότι η διδιάστατη πηγή ρεύματος με διάνυσμα πυκνότητας 
[image: image170.wmf]J
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 (Α/m2)  εκτείνεται απεριόριστα κατά τον άξονα y και δίνεται από τη σχέση 
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όπου 
[image: image172.wmf]x
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, 
[image: image173.wmf]z
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 είναι το σημείο όπου εφαρμόζεται το μοναδιαίο ρεύμα. Όπως φαίνεται παρακάτω στη διάταξη ο χώρος πάνω και κάτω από την πλάκα είναι ομοιόμορφος με χαρακτηριστικά ε0 και μ0. Υποθέτουμε ότι όλες οι πεδιακές ποσότητες μεταβάλλονται χρονικά σαν exp(jωt) και η χρονική αυτή εξάρτηση δεν εμφανίζεται στην ανάλυση που ακολουθεί. Η μέθοδος ανάλυσης που υιοθετούμε βασίζεται στους μετασχηματισμούς Fourier και έχει εισαχθεί στην ηλεκτρομαγνητική θεωρία από τον Sommerfeld το 1909 για την ανάλυση της ακτινοβολίας ενός διπόλου πάνω από επίπεδη γη με πεπερασμένη αγωγιμότητα. Η έκφραση αυτή είναι κατάλληλη γιατί το συνολικό πεδίο δεν είναι επίπεδο κύμα και χρειάζεται να αναλυθεί σε επιμέρους επίπεδα κύματα. Συνεπώς, το ολοκλήρωμα τύπου Sommerfeld αποτελεί ουσιαστικά μία επαλληλία επίπεδων κυμάτων. Η μέθοδος αποτελείται από τα ακόλουθα βήματα:
i) Εκφράζουμε με κατάλληλο ανάπτυγμα Fourier το πεδίο που θα προκαλούσε η πυκνότητα ρεύματος J αν βρισκόταν στον ελεύθερο χώρο με χαρακτηριστικά ε(ω), μ(ω). Ονομάζουμε το πεδίο αυτό πρωτογενές.

ii) Λόγω της ύπαρξης των διαχωριστικών επιφανειών για 
[image: image174.wmf]xd/2
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 εμφανίζονται ανακλώμενα κύματα μέσα στην πλάκα, καθώς και διαθλώμενα κύματα έξω από την πλάκα. Το πεδίο που συγκροτείται από αυτού του είδους τα κύματα ονομάζεται δευτερογενές, ενώ τα κύματα εκφράζονται ως ολοκληρώματα Fourier. Με κατάλληλη εφαρμογή των οριακών συνθηκών στις διαχωριστικές επιφάνειες 
[image: image175.wmf]xd/2
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 προσδιορίζονται οι τιμές των συντελεστών ανάκλασης και μετάδοσης, συνεπώς καθορίζονται πλήρως τα πεδία.   
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Σχήμα 1 - Διέγερση επίπεδης πλάκας από μεταϋλικό

2.2  Περιγραφή πρωτογενούς και δευτερογενούς πεδίου

Πρωτογενές πεδίο
Υποθέτουμε έναν άπειρο χώρο με χαρακτηριστικά παντού ε(ω), μ(ω) για μία δεδομένη συχνότητα ω και θεωρούμε τη ρευματική διέγερση στη θέση 
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. Ο χώρος διαιρείται ουσιαστικά σε δύο ημιάπειρα επίπεδα 
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. Επειδή η ρευματική διέγερση είναι παράλληλη στον άξονα y έχουμε μόνο μία συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου την Εy . Άρα, το πεδίο είναι της μορφής TE, αφού δεν υπάρχει συνιστώσα του πεδίου κατά τη διεύθυνση της διάδοσης (Ez = 0). Γράφουμε τα ηλεκτρικά πεδία ως ολοκληρώματα τύπου Sommerfeld, δηλαδή ως επαλληλία επίπεδων κυμάτων, για τις περιοχές 
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όπου α(λ, x) συνάρτηση προς προσδιορισμό. Εξάλλου, αφού τόσο η αρχική διέγερση όσο και η γεωμετρία της διάταξης εμφανίζουν ανεξαρτησία από τη μεταβλητή y, οι συνιστώσες του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου είναι επίσης ανεξάρτητες από τη μεταβλητή y, δηλαδή στις εξισώσεις του Maxwell θεωρούμε 
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 για όλες τις πεδιακές συνιστώσες Ψ. Επειδή όμως τα πεδία πρέπει να ικανοποιούν την κυματική εξίσωση προκύπτει
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όπου 
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 η σταθερά διάδοσης του ελεύθερου χώρου.
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις του ηλεκτρικού πεδίου στην κυματική εξίσωση λαμβάνουμε τη σχέση
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που έχει λύση:
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όπου 
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 (συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld-Muller). Οι 
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Αλλά από τις εξισώσεις Maxwell 
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Από τις (1) και (2) και επειδή 
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προκύπτει τελικά ότι:
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οπότε το πρωτογενές πεδίο 
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 θα έχει την ακόλουθη μορφή:
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όπου όμως 
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 αν θεωρήσουμε το μοντέλο περιγραφής της ισοδύναμης γραμμής μεταφοράς, ενώ και η g1(λ) πρέπει να οριστεί κατάλληλα.
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Δευτερογενές πεδίο
Λόγω μεταβολής του δείκτη διάθλασης στα επίπεδα 
[image: image206.wmf]xd/2
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 έχουμε δευτερογενή πεδία. Υπάρχουν 3 περιοχές στις οποίες πρέπει να εξεταστεί το πεδίο: πάνω, κάτω και μέσα στην πλάκα. Οι εκφράσεις των πεδίων σε μορφή ολοκληρωμάτων επαλληλίας είναι
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όπου 
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 ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη ακτινοβολίας για 
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. Οι άγνωστοι Α1, Α2, Β1, Β2 θα καθοριστούν από την εφαρμογή των οριακών συνθηκών για τα επίπεδα 
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Οι οριακές συνθήκες για 
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Η σχέση (1) δίνει:
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Από τη σχέση (2) προκύπτει με παρόμοιο τρόπο ότι:
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Η (3) δίνει ότι:
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Η (4) τέλος δίνει:

[image: image223.wmf]11

11

111202

0

gd/2gx

j

ωμ(ω)gdgdμ(ω)

gsinhgAcoshgB

4

π22μ

ee

-

¢

-

æöæö

--A+=

ç÷ç÷

èøèø



[image: image224.wmf]11

0101101

212

000

gd/2gx

j

ωμgμgdgμgd

BsinhAcosh (8)

4

πg(λ)gμ(ω)2gμ(ω)2

ee

-

¢

-

æöæö

Þ=--A+

ç÷ç÷

èøèø


Από τις (5) και (7) προκύπτει ότι:

[image: image225.wmf]11

11

gd/2gx

11

12

1

gd/2gx

0101101

12

000

j

ωμ(ω)gdgd

eecosh+Asinh

4

πg(λ)22

j

ωμgμgdgμgd

eeAsinhcosh

4

πg(λ)gμ(ω)2gμ(ω)2

-

¢

-

¢

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

æöæö

ç÷ç÷

èøèø

-+A=

=---A



[image: image226.wmf]11

11011101

12

00

0

01

gd/2gx

gdg

μgdgdgμgd

AcoshsinhAsinhcosh

2g

μ(ω)22gμ(ω)2

j

ωμμ(ω)

 (9)

4

πgg

ee

-

¢

éùéù

æöæöæöæö

Û+++=

ç÷ç÷ç÷ç÷

êúêú

èøèøèøèø

ëûëû

æö

=--

ç÷

èø


Ομοίως από τις (6) και (8) προκύπτει ότι
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Με πρόσθεση κατά μέλη των (9) και (10) λαμβάνουμε:
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και με αφαίρεση κατά μέλη των (9),(10) προκύπτει ότι:
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όπου 
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. Άρα, η έκφραση του πεδίου μέσα στον κυματοδηγό είναι της μορφής:
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όπου οι συντελεστές A1 και Α2 ορίστηκαν παραπάνω. Παρατηρούμε ότι διεγείρονται τόσο άρτιοι όσο και περιττοί ρυθμοί ΤΕ, γεγονός αναμενόμενο αφού η θέση της πηγής 
[image: image234.wmf](x,z)
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είναι τυχαία δίχως να προκύπτει από αυτήν κάποιου είδους συμμετρία.
Συνολικό πεδίο μέσα στην πλάκα
Το συνολικό πεδίο μέσα στην πλάκα, δηλαδή για |x|<d/2, είναι το άθροισμα του πρωτογενούς πεδίου Ey0 και του δευτερογενούς πεδίου Ey2 και εκφράζεται ως εξής:
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Ο παρονομαστής της ανωτέρω παράστασης είναι:
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και είναι άρτιος ως προς g1, επειδή η συνάρτηση cosh(g1d/2) είναι άρτια και η συνάρτηση sinh(g1d/2 ) είναι περιττή ως προς το όρισμά της η καθεμιά. Ειδικότερα, ο πρώτος όρος στην αγκύλη είναι άρτιος ως προς g1 και ο δεύτερος όρος στην αγκύλη περιττός ως προς g1, άρα το γινόμενο και των τριών όρων θα είναι άρτια συνάρτηση του g1. Εξετάζουμε ακολούθως τον αριθμητή ως προς την αρτιότητα.

· Ο αριθμητής γράφεται στην ακόλουθη μορφή :
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Έστω ότι x>x΄. Τότε η ανωτέρω παράσταση του αριθμητή γίνεται:
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Παρατηρούμε ότι για x > x΄ ο αριθμητής είναι τελικά άθροισμα τριών όρων, οι οποίοι είναι όλοι άρτιοι ως προς g1. Με ακριβώς παρόμοια διαδικασία αποδεικνύεται ότι και για x < x΄ καταλήγουμε στο ίδιο συμπέρασμα. Συνεπώς, ο αριθμητής είναι επίσης άρτιος ως προς g1, άρα η έκφραση που δίνει το συνολικό πεδίο μέσα στον κυματοδηγό είναι άρτια ως προς g1 και επομένως δε χρειάζεται να οριστεί βροχοτομή για το πρόσημο του g1, παρά μόνο για το πρόσημο του g0.
Μελέτη βροχοτομής για την παράσταση :  
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Η τετραγωνική ρίζα 
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είναι δίτιμη συνάρτηση και επομένως πρέπει να οριστεί μονοσήμαντα. Γενικά η τετραγωνική ρίζα ορίζεται ως εξής:
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όπου  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image269.wmf]
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Για τη μελέτη της βροχοτομής θεωρούμε διηλεκτρικό με μικρές απώλειες και διηλεκτρική σταθερά που δίνεται από τη σχέση:
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Τότε ο κυματαριθμός του κενού χώρου γράφεται στη μιγαδική μορφή:
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γεγονός που μας επιτρέπει να γράψουμε την έκφραση του κυματαριθμού  κενού χώρου στην ισοδύναμη μορφή:    
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Επειδή η σταθερά διάδοσης γενικά θεωρείται μιγαδικός αριθμός, έχουμε 
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Αν 
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Εξισώνοντας τα δεύτερα μέλη των σχέσεων (1) και (2) λαμβάνουμε το παρακάτω σύστημα των εξισώσεων:
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Επειδή όμως το πεδίο στην περιοχή πάνω από τον κυματοδηγό περιέχει τον παράγοντα της μορφής 
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, ώστε για 
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 να έχουμε κύματα που μηδενίζονται (συνθήκη ακτινοβολίας), καθώς και να απομακρύνονται από την πηγή προς το άπειρο. Αν αντίθετα 
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παραβιάζεται η συνθήκη ακτινοβολίας. Άρα, η βροχοτομή είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του μιγαδικού λ-επιπέδου για τα οποία 
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. Η σχέση (4) λόγω της συνθήκης 
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 καταλήγει στη σχέση:
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που είναι και η ζητούμενη εξίσωση της βροχοτομής που ορίζεται για τον παράγοντα g0. Επιπλέον, η σχέση (3) λόγω της συνθήκης 
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 γράφεται ως εξής:
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Αλλά πρέπει 
[image: image290.wmf](

)

2

0

Img



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image291.wmf]0

³

. Η εφαρμογή αυτής της συνθήκης στην παραπάνω σχέση για το 
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Συνεπώς, η ζητούμενη εξίσωση της βροχοτομής στο μιγαδικό λ-επίπεδο (ο οριζόντιος άξονας παριστάνει τη μεταβλητή λr και ο κάθετος τη μεταβλητή λi ) είναι η υπερβολή που παριστάνεται από τη σχέση: 
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, δηλαδή ένα ορισμένο τμήμα της παραπάνω υπερβολής. Μάλιστα, επειδή στην ανωτέρω ανάλυση θεωρήσαμε ότι το διηλεκτρικό έχει μικρές απώλειες για τη σωστή εξαγωγή της εξίσωσης της βροχοτομής, πρέπει στη συνέχεια να θεωρήσουμε σχεδόν τέλειο διηλεκτρικό (
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), αφού το k0 αναφέρεται στον κενό χώρο. Τότε, για  
[image: image297.wmf]σ0

®

 έπεται ότι 
[image: image298.wmf]0

k0

¢¢

®

 και για την εξίσωση της βροχοτομής προκύπτει ότι  
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, που σημαίνει ότι τα τμήματα των υπερβολών της βροχοτομής τείνουν να γίνουν εφαπτομενικά στους άξονες συντεταγμένων. Επίσης, η σχέση (4) για 
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. Οι βροχοτομές σχεδιάζονται στο σχήμα 2 στην εκφυλισμένη  μορφή τους, δηλαδή ως τμήματα υπερβολών που ξεκινούν από τα κλαδικά σημεία 
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(branch points) και τείνουν να γίνουν εφαπτομενικά των αξόνων (θεωρούμε n0 = 1). Μάλιστα, λόγω της σχέσης ορισμού των  βροχοτομών:  
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, δηλαδή τα εκφυλισμένα τμήματα υπερβολής βρίσκονται στο 2ο και 4ο τεταρτημόριο. 
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Σχήμα 2 - Ορισμός των βροχοτομών

2.3  Έκφραση του πεδίου μέσα στην πλάκα
   Το συνολικό πεδίο εντός της πλάκας αποτελείται από το άθροισμα του πρωτογενούς και του δευτερογενούς πεδίου, τα οποία είναι εκφρασμένα ως ολοκληρώματα επαλληλίας Fourier σύμφωνα με τη μέθοδο του Sommerfeld. Σκοπός αυτής της ενότητας είναι η μετατροπή των πολύπλοκων εκφράσεων των πεδίων σε μία μορφή που προσφέρεται για υπολογισμό. Το πρωτογενές πεδίο θα δείξουμε ότι είναι δυνατό να εκφραστεί σε κλειστή μορφή καθιστώντας εύκολο τον υπολογισμό του. Αντίθετα, το δευτερογενές πεδίο προκειμένου να υπολογιστεί πρέπει να χρησιμοποιηθεί η θεωρία των μιγαδικών συναρτήσεων. Το ολοκλήρωμα κατά μήκος του κλειστού δρόμου ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο λ αποτελείται από τη συνεισφορά των πόλων που περικλείονται στο εσωτερικό της καμπύλης ολοκλήρωσης καθώς και από το ολοκλήρωμα κατά μήκος της βροχοτομής που καθιστά μονότιμη τη συνάρτηση 
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. Βέβαια, ο κλειστός δρόμος ολοκλήρωσης σχεδιάζεται έτσι ώστε να μην τέμνει σε κανένα σημείο την καμπύλη της βροχοτομής, αλλά να περιελίσσεται γύρω από αυτή. Επιπλέον, ο δρόμος ολοκλήρωσης πρέπει να βρίσκεται εξολοκλήρου στο κατάλληλο επίπεδο Riemann, ώστε να ικανοποιείται η συνθήκη ακτινοβολίας για 
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. Επειδή στους χώρους εκτός της πλάκας τα πεδία εξαρτώνται από το x σύμφωνα με τους όρους της μορφής 
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(πάνω και κάτω από την πλάκα αντίστοιχα), οι σχέσεις που πρέπει να ικανοποιούνται είναι 
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, ώστε για 
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 να έχουμε κύματα που μηδενίζονται, ενώ διαδίδονται από την πηγή προς το άπειρο. Άρα, το κατάλληλο επίπεδο Riemann ορίζεται από τη συνθήκη 
[image: image313.wmf]00
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. Στη συνέχεια θα καθορίσουμε το κατάλληλο επίπεδο Riemann (proper Riemann sheet) στο μιγαδικό επίπεδο λ. 
· Στο 1ο τεταρτημόριο είναι 
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Επειδή όμως 
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προκύπτει ότι 
Im(g0) > 0. Λόγω τώρα της σχέσης 
[image: image317.wmf]00ri
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 και επειδή στο 1ο τεταρτημόριο είναι 
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 προκύπτει ότι Re(g0) > 0. Στη συνέχεια, λαμβάνοντας υπόψη ότι για να περάσουμε στα υπόλοιπα τεταρτημόρια δεν πρέπει να τμήσουμε τις βροχοτομές βρίσκουμε σε κάθε τεταρτημόριο την περιοχή τιμών των γωνιών θ1 και θ2 και εργαζόμενοι όπως παραπάνω προκύπτει τελικά το κατάλληλο επίπεδο Riemann. 
· 2ο τεταρτημόριο
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Τότε Ιm (g0) < 0 και επειδή 
[image: image320.wmf]ri
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 είναι Re (g0) > 0 
· 3ο τεταρτημόριο 
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Τότε Ιm (g0) > 0 και αφού 
[image: image322.wmf]ri
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 είναι Re (g0) > 0

· 4ο  τεταρτημόριο
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Τότε Im (g0) < 0 και αφού 
[image: image324.wmf]ri
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είναι Re (g0) > 0
Από τις παραπάνω σχέσεις επιβεβαιώνουμε ότι η συγκεκριμένη επιλογή βροχοτομής εξασφαλίζει τη συνθήκη Re (g0) > 0 παντού στο κατάλληλο επίπεδο Riemann. Ο δρόμος ολοκλήρωσης συνεπώς πρέπει να βρίσκεται εξολοκλήρου στο 1ο και 3ο τεταρτημόριο, ώστε κατά μήκος του να ισχύουν Re (g0) > 0 και Im (g0) > 0. Στο σχήμα 3 ο δρόμος ολοκλήρωσης αντιστοιχεί στην καμπύλη C. Για να υπολογίσουμε όμως το ολοκλήρωμα στην έκφραση του δευτερογενούς ηλεκτρικού πεδίου μέσα στην πλάκα σύμφωνα με τη σχέση 
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πρέπει να κλείσουμε την καμπύλη C με ένα ημικύκλιο R πολύ μεγάλης ακτίνας, θεωρητικά άπειρης. Όταν η ακτίνα του ημικυκλίου όμως τείνει στο άπειρο, είναι δυνατό με κατάλληλη επιλογή του λ η συμβολή στην ολοκλήρωση από το ημικύκλιο R να  μηδενίζεται, αφού μηδενίζεται και η ολοκληρωτέα συνάρτηση. Ειδικότερα, επειδή
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στην περίπτωση που 
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 πρέπει 
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 ώστε να μηδενίζεται ο εκθετικός παράγοντας καθώς 
[image: image329.wmf]i
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. Συνεπώς, το ημικύκλιο πρέπει να βρίσκεται στο 3ο και 4ο τεταρτημόριο και ο δρόμος κλείνει από την αρνητική πλευρά του φανταστικού άξονα. Αντίστοιχα, σε περίπτωση που 
[image: image330.wmf]zz
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 και ο δρόμος κλείνει από τη θετική πλευρά του φανταστικού άξονα. Έχοντας υπόψη ότι ο δρόμος ολοκλήρωσης δεν μπορεί να τέμνει πουθενά τις βροχοτομές, περιτυλίγεται γύρω από αυτές όπως φαίνεται από τα τμήματα 
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 και 
[image: image333.wmf]B

-

. Τελικά, ο δρόμος ολοκλήρωσης για την περίπτωση που 
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 είναι όπως δείχνει το σχήμα 3. Σύμφωνα με το θεώρημα του Cauchy το ολοκλήρωμα κατά μήκος μίας κλειστής καμπύλης μίας αναλυτικής συνάρτησης με εξαίρεση n ανώμαλα σημεία δίνεται από το άθροισμα των ολοκληρωτικών υπολοίπων των n ανωμάλων σημείων, όταν η καμπύλη διαγράφεται κατά τη θετική – ανθωρολογιακή φορά. Στην περίπτωσή μας είναι 
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 (1)
όπου f (λ) η προς ολοκλήρωση συνάρτηση. Δηλαδή, το ολοκλήρωμα κατά μήκος του δρόμου C προκύπτει από τη συνεισφορά των ολοκληρωτικών υπολοίπων της ολοκληρωτέας συνάρτησης καθώς και από τα ολοκληρώματα γύρω από τις βροχοτομές. Το ολοκλήρωμα κατά μήκος του ημικυκλίου ισούται με μηδέν λόγω μηδενισμό της ολοκληρωτέας συνάρτησης όταν η ακτίνα του τείνει στο άπειρο. Το αρνητικό πρόσημο υπάρχει επειδή η φορά διαγραφής του δρόμου C είναι αρνητική (ωρολογιακή).
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Σχήμα 3 - Δρόμος ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο λ
Η συνάρτηση f(λ) στη σχέση (1) δίνεται από τη σχέση 
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2.4 Πόλοι της συνάρτησης ολοκλήρωσης

Η συνάρτηση αυτή έχει πόλους εκείνες τις τιμές του λ για τις οποίες 
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 = 0    (2)    και 
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Στη  συνέχεια θα προσδιορίσουμε τις δυνατές λύσεις ως προς λ των παραπάνω εξισώσεων εξετάζοντας το ενδεχόμενο ύπαρξης και μιγαδικών λύσεων εκτός από πραγματικές  λύσεις. Οι λύσεις βέβαια εξαρτώνται κατά κύριο λόγο από το μοντέλο που θα υιοθετηθεί για την περιγραφή της εξάρτησης της μαγνητικής διαπερατότητας από τη συχνότητα (σχέση διασποράς μ(ω)). Επικεντρώνουμε μάλιστα την προσοχή μας σε εκείνη τη ζώνη συχνοτήτων για την οποία οι χαρακτηριστικές παράμετροι του μέσου διάδοσης λαμβάνουν ταυτόχρονα αρνητικές τιμές (Double Negative Material), με αποτέλεσμα ο δείκτης διάθλασης του μέσου να προκύπτει αρνητικός (n1 < 0). Ειδικότερα, αν θεωρηθεί το μοντέλο των Pendry et Al θα έχουμε τις εκφράσεις
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F = 0.56, 
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. Η περιοχή όπου ο δείκτης διάθλασης προκύπτει αρνητικός στην περίπτωση αυτή είναι η ζώνη συχνοτήτων 
[image: image344.wmf]46.03 GHz
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. Αν επιλέξουμε μία συχνότητα στην παραπάνω περιοχή, έστω 
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, τότε οι χαρακτηριστικές παράμετροι καθώς και η σταθερά διάδοσης ελευθέρου χώρου διαμορφώνονται ως εξής
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[image: image348.wmf]GHz
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Οι σταθερές διάδοσης κατά τον άξονα x (εγκάρσια κατεύθυνση) μέσα και έξω από την πλάκα συμβολίζονται αντίστοιχα ως g1 και g0  και ορίζονται από τις σχέσεις
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Σε περίπτωση που αναζητούμε πραγματικές λύσεις των εξισώσεων (2) και (3), οι οποίες αντιστοιχούν σε πραγματικούς πόλους της ολοκληρωτέας συνάρτησης, οι σταθερές εγκάρσιας διάδοσης λαμβάνουν διαφορετική μορφή ανάλογα με την περιοχή τιμών στην οποία βρίσκεται η σταθερά διαμήκους διάδοσης λ. Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
1η περίπτωση: Αν 
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 όπου όμως το πρόσημο του g1(λ) δεν επηρεάζει το συνολικό πεδίο μέσα στην πλάκα, επομένως δε χρειάζεται να ληφθεί υπόψη, συνεπώς επιλέγουμε τυχαία το πρόσημο ‘+’. Οι εξισώσεις προσδιορισμού των πόλων γράφονται 
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 Αν θέσουμε 
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 και η εξίσωση  γίνεται 
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Η ανωτέρω εξίσωση με 
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 για να ικανοποιείται πρέπει 
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, διαφορετικά το 1ο μέλος είναι φανταστικός αριθμός και το 2ο πραγματικός, πράγμα αδύνατο. Άρα, η εξίσωση γίνεται 
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Αντικαθιστώντας τις αριθμητικές τιμές των παραμέτρων 
[image: image365.wmf]rr0
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 που υπολογίστηκαν παραπάνω για τη συχνότητα λειτουργίας των 4,2 GHz και  θεωρώντας επίσης ότι 
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Η λύση αυτής της εξίσωσης προσδιορίζεται αριθμητικά, αφού προηγηθεί η γραφική της                παράσταση όπου u > 0  λόγω της σχέσης ορισμού του. Με τη βοήθεια του λογισμικού πακέτου Mathcad 2000 σχεδιάζεται η συγκεκριμένη γραφική παράσταση από την οποία διαπιστώνουμε ότι η εξίσωση έχει μία ρίζα, αφού υπάρχει ένα μόνο σημείο τομής των γραφικών παραστάσεων των δύο συναρτήσεων. Για τον ακριβή προσδιορισμό              της ρίζας αυτής χρησιμοποιείται η συνάρτηση root του πακέτου, η οποία               βρίσκει τη ρίζα στο διάστημα [1.6 , 2].   Η τιμή 1,6 επιλέγεται ως κάτω όριο του διαστήματος αναζήτησης επειδή η συνάρτηση u tan(u) απειρίζεται για u = 0,5π = 1,57 ενώ εμφανίζει και ασυνέχεια αφού
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. Συνεπώς, η συνάρτηση root θα οδηγούνταν σε σφάλμα αν η τιμή π/2 περιλαμβανόταν στο διάστημα αναζήτησης της λύσης.
[image: image370.wmf]0

1

2

3

4

25

20

15

10

5

0

x

tan

x

(

)

×

5.023

-

4.168

2

x

2

-

(

)

0.5

×

x

x

,


Σχήμα 4
 Η συνάρτηση που καλείται για την εύρεση της λύσης συντάσσεται ως εξής

[image: image371.wmf]minmax
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 όπου f(x) η συνάρτηση της οποίας αναζητούμε τη ρίζα (δηλαδή η αρχική εξίσωση γράφεται στη μορφή f(x)=0), ενώ οι παράμετροι xmin  και  xmax καθορίζουν το διάστημα εντός του οποίου αναζητείται η ρίζα. Στην περίπτωσή μας, έχουμε 
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 = 1,657 . Η λύση αυτή χρησιμοποιείται στη συνέχεια για τον προσδιορισμό της τιμής του λ, σύμφωνα με τη σχέση
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Προκύπτει έτσι 
[image: image374.wmf]λ392,46
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 m-1 ή εναλλακτικά σε κανονικοποιημένη αδιάστατη μορφή λ / k0 = 
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4,46 . Αν η παραπάνω διαδικασία εύρεσης της λύσης επαναληφθεί για διάφορες συχνότητες τέτοιες ώστε  μr(ω) < 0, για παράδειγμα στη ζώνη συχνοτήτων 
[image: image376.wmf]46.03 GHz
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, θα προκύψει η καμπύλη διασποράς των ΤΕ ρυθμών. Μάλιστα, για συγκεκριμένες συχνότητες στο παραπάνω εύρος δεν υπάρχει καμία πραγματική λύση για  
το u, άρα και για το λ. Η απουσία πραγματικών λύσεων συμβαίνει και για τις συχνότητες εκείνες για τις οποίες 
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. Υπάρχει επίσης το ενδεχόμενο σε μία συχνότητα να αντιστοιχούν περισσότερες από μία λύσεις, ανάλογα με τις εκάστοτε αριθμητικές τιμές των παραμέτρων που εμφανίζονται. Η συνθήκη απουσίας  πραγματικών λύσεων δίνει ότι
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Συνοψίζοντας τα αριθμητικά αποτελέσματα, σχηματίζουμε έναν πίνακα στον οποίο αντιστοιχίζεται η τιμή της κανονικοποιημένης σταθεράς διάδοσης κατά τη διεύθυνση z (λ / k0) στην εκάστοτε συχνότητα f. Για τιμές συχνοτήτων μεγαλύτερες από 4,4 GHz δεν υπάρχουν πραγματικές ρίζες, αφού οι δύο γραφικές παραστάσεις δεν έχουν κοινά σημεία. Αυτό συμβαίνει επειδή καθως αυξάνει η συχνότητα μειώνεται η τιμή της σταθεράς α, έτσι ώστε μετά από κάποια συχνότητα να ισχύει α < α* , όπου α*
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 η τιμή εκείνη του α για την οποία  οι δύο γραφικές παραστάσεις εφάπτονται και για τιμές του α μικρότερες δεν έχουν κανένα κοινό σημείο. Μάλιστα, οι συγκεκριμένες σταθερές διάδοσης χαρακτηρίζουν τα ΤΕ άρτια κύματα, αφού η εξίσωση (2) είναι ο παρονομαστής του κλασματικού όρου που εμπεριέχει την άρτια εξάρτηση από το x: cosh(g1x). 
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Πίνακας 1
Με ακριβώς παρόμοια διαδικασία βρίσκονται οι πραγματικές λύσεις της εξίσωσης (3) όταν 
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όπου 
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Πάλι παρατηρούμε ότι για 
[image: image387.wmf]rr
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 η ανωτέρω εξίσωση δεν έχει πραγματικές λύσεις. Ενδεικτικά παρουσιάζουμε τα αριθμητικά αποτελέσματα για f = 4.2 GHz και d = 20 mm
Η εξίσωση γίνεται 
[image: image388.wmf]22
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. Η γραφική παράσταση των δύο συναρτήσεων στα δυο μέλη της εξίσωσης φαίνεται στο σχήμα 5
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Σχήμα 5
Διακρίνουμε την ύπαρξη δύο λύσεων (δύο σημεία τομής) οι οποίες υπολογίζονται μέσω της συνάρτησης root σύμφωνα με τις εξής κλήσεις


[image: image390.wmf]220.5
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 και 
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Στην 1η κλήση επιλέγουμε το κάτω όριο του διαστήματος αναζήτησης με τιμή μεγαλύτερη του π, όπου εμφανίζεται ασυνέχεια και απειρισμός της συνάρτησης  ucot(u), ενώ στη 2η κλήση επιλέγουμε ως κάτω όριο του διαστήματος αναζήτησης οποιαδήποτε τιμή μεγαλύτερη της 1ης λύσης, δηλαδή της τιμής 3.42 και ως άνω όριο μια τιμή μικρότερη του α, δηλαδή του 4.168 . Οι τιμές της σταθεράς διάδοσης λ προκύπτουν πάλι σύμφωνα με τη σχέση 
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Είναι τελικά 
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. Αν η διαδικασία προσδιορισμού των πραγματικών πόλων λ επαναληφθεί για διάφορες συχνότητες στο εύρος ζώνης 
[image: image394.wmf]46.03 GHz
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 θα προκύψει η καμπύλη διασποράς των ΤΕ ρυθμών για τα συνήθη πραγματικά επιφανειακά κύματα (ordinary real proper surface waves). Συνοψίζουμε παρακάτω τα αριθμητικά αποτελέσματα, και σχηματίζουμε έναν πίνακα στον οποίο αντιστοιχίζεται η τιμή της κανονικοποιημένης σταθεράς διάδοσης κατά τη διεύθυνση z (λ / k0) στην εκάστοτε συχνότητα f.  Μάλιστα, οι συγκεκριμένες σταθερές διάδοσης χαρακτηρίζουν τα ΤΕ περιττά κύματα, αφού η εξίσωση (2) είναι ο παρονομαστής του κλασματικού όρου που εμπεριέχει την περιττή εξάρτηση από το x: sinh(g1x). Παρατηρούμε ότι μετά από τη συχνότητα 4,2 GHz δεν υπάρχουν πραγματικές ρίζες της εξίσωσης (3), ενώ εμφανίζονται πάλι λύσεις μέσα στο μικρό εύρος συχνοτήτων 
[image: image395.wmf]4.754.82 GHz
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. Το γεγονός αυτό εξηγείται μαθηματικά από την ίδια τη μορφή της εξίσωσης (3). Από τη γραφική παράσταση των συναρτήσεων που απεικονίζουν τα δύο μέλη της εξίσωσης προκύπτει το συμπέρασμα ότι καθώς αυξάνει η συχνότητα λόγω μείωσης της τιμής του α, η καμπύλη που αντιστοιχεί στο 2ο μέλος της εξίσωσης δεν εμφανίζει σημεία τομής με τη συνάρτηση ucot(u) για u > π. Καθώς όμως μειώνεται περαιτέρω η τιμή της παραμέτρου α, προκύπτουν σημεία τομής με τη συνάρτηση ucotu για 0 < u < π/2 τα οποία αντιστοιχούν στις πραγματικές λύσεις για 
[image: image396.wmf]4.75f4.82
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. Η φυσική σημασία των λύσεων αυτών είναι ότι αντιπροσωπεύουν έναν ΤΕ ρυθμό ανώτερης τάξης για τα περιττά κύματα.  
	f (GHz)
	λ / k0

	4,1
	6,22

	4,15
	4,35

	4,2
	2,89

	4,2
	1,17

	4,73
	1,00

	4,8
	1,12

	4,82
	1,25


Πίνακας 2

2η περίπτωση:  Αν λ > k > k0 τότε οι σταθερές εγκάρσιας διάδοσης ορίζονται ω εξής
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. Η εξίσωση (2) προσδιορισμού των πραγματικών πόλων λαμβάνει τη μορφή
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Άρα, η εξίσωση (2) γράφεται τελικά στη μορφή
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Παρατηρούμε ότι είναι δυνατό να ισχύει τόσο η σχέση 
[image: image403.wmf]rr
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 όσο και η σχέση 
[image: image404.wmf]rr
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 προκειμένου το υπόρριζο στο 2ο μέλος της εξίσωσης να είναι θετικό, σε αντίθεση με την προηγούμενη περίπτωση όπου έπρεπε 
[image: image405.wmf]rr
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 για να έχει η εξίσωση πραγματικές ρίζες. Επιπλέον, επειδή επικεντρωνόμαστε στην περιοχή συχνοτήτων για την οποία μ(ω) < 0, το 2ο μέλος της εξίσωσης προκύπτει θετικό, όπως και το 1ο μέλος που είναι πάντα θετικό. Συνεπώς, υπάρχουν πραγματικές λύσεις της εξίσωσης, πράγμα που δε θα συνέβαινε στην περίπτωση ενός ισοτροπικού υλικού με μ > 0, γιατί τότε το 2ο μέλος θα ήταν αρνητικό. Άρα, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι τα υλικά με μ < 0, όπως τα μεταϋλικά, είναι δυνατό να υποστηρίξουν αποσβεννύμενα κύματα με σταθερά διάδοσης λ > k (evanescent real proper waves), σε αντίθεση με τα κλασικά υλικά με μ > 0. Μάλιστα, αν 
[image: image406.wmf]rr
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 τότε η εξίσωση προσδιορισμού των πόλων λ παίρνει τη μορφή
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, όπου 
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ενώ αν 
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 τροποποιείται ως εξής
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, όπου 
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και επιπλέον ισχύει ότι 
[image: image412.wmf]0
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 με αποτέλεσμα η σταθερά διαμήκους διάδοσης να ανήκει στην περιοχή τιμών 
[image: image413.wmf]0
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. Στη συνέχεια, θα θεωρήσουμε τη συχνότητα των 4,2 GHz  προκειμένου να παρουσιάσουμε κάποια αριθμητικά αποτελέσματα που θα βοηθήσουν στην κατανόηση των διεγειρόμενων επιφανειακών κυμάτων. 
Για f = 4.2 GHz είναι 
[image: image414.wmf]rr
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, άρα η εξίσωση προσδιορισμού των πραγματικών πόλων λαμβάνει τη μορφή 
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. Μετά από αντικατάσταση των αριθμητικών τιμών των παραμέτρων εr , μr  και  k0  προκύπτει η σχέση


[image: image416.wmf]22
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Η γραφική παράσταση των συναρτήσεων των δύο μελών της εξίσωσης του σχήματος 6 μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι δεν υπάρχει πραγματική λύση της εξίσωσης, αφού όπως εύκολα μπορούμε να παρατηρήσουμε οι δύο συναρτήσεις δεν εμφανίζουν κανένα σημείο τομής.
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           Σχήμα 6
Η διαδικασία αναζήτησης πραγματικών λύσεων διεξάγεται σε όλο το εύρος συχνοτήτων όπου μ(ω) < 0 και ε(ω) < 0 , δηλαδή για 4 < f  < 6.03 GHz. Τα αποτελέσματα για την κανονικοποιημένη σταθερά διαμήκους διάδοσης φαίνονται στον πίνακα 3. Παρατηρούμε ότι για συχνότητες μικρότερες των 4.75 GHz δεν υπάρχουν πραγματικές ρίζες της εξίσωσης (2). Αυτό εξηγείται αν λάβουμε υπόψη τη μορφή των γραφικών παραστάσεων που παριστάνουν τα δύο μέλη της εξίσωσης. Καθώς αυξάνει η συχνότητα, μειώνεται η τιμή των παραμέτρων α και –μr(ω), με αποτέλεσμα η καμπύλη 
[image: image418.wmf]22
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 να μετατοπίζεται προς τα κάτω μέχρι να εμφανιστούν σημεία τομής με την καμπύλη utanhu. Το γεγονός αυτό παρατηρείται μετά από τη συχνότητα 4.75 GHz και μέχρι τη συχνότητα 5.2 GHz. Για συχνότητες όμως μεγαλύτερες των 5.2 GHz ισχύει ότι 
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 με αποτέλεσμα η εξίσωση προσδιορισμού των πόλων να λάβει τη μορφή


[image: image420.wmf]22

r

utanhu

μ(ω)ub

=--


Αν τώρα για παράδειγμα θεωρήσουμε τη συχνότητα των 5.21 GHz η γραφική παράσταση των συναρτήσεων των δύο μελών της εξίσωσης φαίνεται στο σχήμα 7.
	f (GHz)
	λ / k0

	4,75
	4,05

	4,8
	2,75

	4,85
	2,26

	4,9
	1,97

	4,95
	1,76

	5
	1,58

	5,05
	1,44

	5,1
	1,31

	5,15
	1,19

	5,2
	1,06

	5,21
	1

	
	1,03


Πίνακας 3
Παρατηρούμε ότι εμφανίζονται δύο σημεία τομής των καμπυλών που αντιστοιχούν σε δύο λύσεις για τη σταθερά διάδοσης. Ειδικότερα, ο ακριβής υπολογισμός των ριζών δίνει 
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ή ισοδύναμα για τη σταθερά διάδοσης λ: 
[image: image423.wmf]00
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 αντίστοιχα. Στην 1η κλήση της συνάρτησης root το κάτω όριο του διαστήματος αναζήτησης επιλέγεται ελαφρώς μεγαλύτερο από την τιμή  b = 0.1654 για την οποία η συνάρτηση 
[image: image424.wmf]22

r

μ(ω)ub

--

 μηδενίζεται, ενώ στη 2η κλήση το κάτω όριο του διαστήματος αναζήτησης επιλέγεται ελαφρά μεγαλύτερο από την τιμή της ρίζας που υπολογίστηκε στην 1η κλήση, δηλαδή x1 > 0.195. Με την αύξηση όμως της συχνότητας επέρχεται αύξηση της τιμής της παραμέτρου b, με αποτέλεσμα η καμπύλη 
[image: image425.wmf]22
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 να μετατοπίζεται προς τα δεξιά έτσι ώστε να μην προκύπτει πλέον κανένα σημείο τομής με την καμπύλη utanhu. Το φαινόμενο αυτό παρατηρείται για πρώτη φορά στη συχνότητα των 5.22 GHz και εξακολουθεί να υφίσταται όσο αυξάνει η συχνότητα, αφού η καμπύλη 

[image: image426.wmf]22
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μετατοπίζεται ολοένα και περισσότερο προς τα δεξιά. Στη συνέχεια παραθέτουμε ενδεικτικά έναν πίνακα (πίνακας 4) που περιέχει τις τιμές των παραμέτρων μr , εr , k0 και α καθώς μεταβάλλεται η συχνότητα από 4.75 ως 5.21 GHz. Μάλιστα, κατά τον υπολογισμό της παραμέτρου α λαμβάνεται υπόψη ότι για f  > 5.2 GHz ισχύει η τροποποιημένη έκφραση 
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 επειδή 
[image: image428.wmf]rr
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. Συνεπώς, όπως προκύπτει από τον πίνακα 3, διεγείρεται ένας μονάχα ρυθμός ΤΕ αρτίων αποσβεννύμενων κυμάτων.
	f (GHz)
	μr
	εr
	k0 (1/m)
	α

	4,75
	-0,92533
	-3,43213
	99,48377
	1,467467

	4,8
	-0,83273
	-3,34028
	100,531
	1,341831

	4,85
	-0,75109
	-3,25125
	101,5782
	1,219781

	4,9
	-0,6786
	-3,16493
	102,6254
	1,099447

	4,95
	-0,61381
	-3,08122
	103,6726
	0,978745

	5
	-0,55556
	-3
	104,7198
	0,855033

	5,05
	-0,50291
	-2,92118
	105,767
	0,724401

	5,1
	-0,4551
	-2,84468
	106,8142
	0,579781

	5,15
	-0,41151
	-2,77038
	107,8613
	0,403633

	5,2
	-0,37159
	-2,69822
	108,9085
	0,056008

	5,21
	-0,36401
	-2,68404
	109,118
	0,165393


Πίνακας 4
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Σχήμα 7
Με παρόμοια διαδικασία επιλύεται η εξίσωση (3). Αυτή αρχικά λαμβάνει τη μορφή
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Η εξίσωση λαμβάνει τελικά τη μορφή
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Αν για παράδειγμα θεωρήσουμε f = 4.2 GHz τότε η εξίσωση γίνεται


[image: image434.wmf]22
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και η αντίστοιχη γραφική παράσταση φαίνεται στο σχήμα 8. Διακρίνουμε ότι δεν υπάρχει κανένα σημείο τομής των καμπυλών, συνεπώς δεν υπάρχει πραγματική λύση για τη συγκεκριμένη συχνότητα. Συνεχίζοντας τη διαδικασία για τις υπόλοιπες συχνότητες στη ζώνη 4 ως 6.03 GHz διαμορφώνεται ο πίνακας 5 που περιέχει τις κανονικοποιημένες σταθερές διαμήκους διάδοσης για κάθε συχνότητα. 
	f (GHz)
	λ / k0

	4,75
	3,98

	4,8
	2,32

	4,82
	1,86


Πίνακας 5
Παρατηρούμε ότι μόνο στο στενό εύρος συχνοτήτων 4.75 ως 4.82 GHz υπάρχουν πραγματικές λύσεις, συνεπώς εμφανίζεται μόνο ένας ρυθμός ΤΕ περιττών αποσβεννύμενων (evanescent)  κυμάτων. Στο σημείο αυτό ολοκληρώνεται η ανάλυση των αποσβεννύμενων ΤΕ κυμάτων, αλλά αξίζει να σημειωθεί ότι ο όρος αυτός χρησιμοποιείται επειδή τα κύματα στο εσωτερικό της πλάκας είναι δυνατό να εξασθενούν κατά την εγκάρσια διεύθυνση. Αυτό οφείλεται στη μορφή του ηλεκτρικού πεδίου μέσα στην πλάκα, η οποία για λ > k δίνεται από τη σχέση
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Αν για παράδειγμα οι συντελεστές Α1 και Α2 είναι θετικοί, τότε ο όρος μέσα στην αγκύλη είναι αύξουσα συνάρτηση του x, με αποτέλεσμα το πεδίο να αυξάνεται εντός της πλάκας καθώς αυξάνεται το x. Άρα, το πεδίο μειώνεται κατά τη μετάβαση από τον αέρα στην πλάκα στη διεπιφάνεια x = d/2, ενώ αυξάνεται κατά την ίδια μετάβαση αλλά στη θέση 
[image: image436.wmf]xd/2
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. Στην περίπτωση αυτή το πεδίο αυξάνεται μέσα στην πλάκα στη διαδρομή 
[image: image437.wmf]d/2xd/2
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. Ομοίως, αν Α1, Α2 < 0 το πεδίο ελαττώνεται εντός της πλάκας για 
[image: image438.wmf]d/2xd/2
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. Τέλος, αν οι συντελεστές Α1 και Α2 είναι ετερόσημοι τότε το πεδίο μπορεί να είναι είτε γνησίως μονότονο είτε να παρουσιάζει τοπικό ακρότατο σε εσωτερικό σημείο της πλάκας. Πάντως, σε καμία περίπτωση δεν ταλαντώνεται κατά την εγκάρσια διεύθυνση, όπως συμβαίνει με τα συνήθη πραγματικα επιφανειακά κύματα (ordinary real surface waves) όπου k0 < λ < k .
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     Σχήμα 8
3η περίπτωση:  
[image: image440.wmf]0
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. Τότε είναι 
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επειδή πρέπει Im(g0) > 0.

i) Αν k > k0 δηλαδή 
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 όπου το θετικό πρόσημο επιλέγεται αυθαίρετα, αφού το πρόσημο του g1 δεν επηρεάζει το συνολικό πεδίο μέσα στην πλάκα. Η εξίσωση (2) λαμβάνει τη μορφή 
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Η παραπάνω εξίσωση είναι αδύνατη στο σύνολο των πραγματικών αριθμών, αφού το 1ο μέλος της είναι φανταστικός και το 2ο μέλος πραγματικός σριθμός. Ομοίως, η εξίσωση (3) γίνεται
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Για τον ίδιο λόγο με παραπάνω η εξίσωση αυτή δεν έχει πραγματικές ρίζες. Άρα, δεν υπάρχουν πραγματικοί πόλοι για λ < k0 < k.
ii) Αν k < k0  δηλαδή 
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Για k > λ  έχουμε ξανά την περίπτωση (i), οπότε δεν υπάρχουν πραγματικές ρίζες.
Για k < λ η εξίσωση (2) γίνεται 
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ενώ η εξίσωση (3) γίνεται 
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Είναι φανερό ότι και στις δύο περιπτώσεις οι εξισώσεις δεν έχουν πραγματικές ρίζες, αφού έχουμε ισότητα φανταστικού με πραγματικό αριθμό, πράγμα βεβαίως αδύνατο. Συνεπώς, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι για λ < k0 δεν υπάρχουν πραγματικές ρίζες.
Στο σημείο αυτό κρίνουμε σκόπιμο να παρουσιάσουμε την καμπύλη διασποράς των ΤΕ κυμάτων (άρτιων και περιττών), όπου θα διακρίνεται η μεταβολή της κανονικοποιημένης σταθεράς διάδοσης λ / k0 συναρτήσει της συχνότητας για τα συνήθη κυματοδηγούμενα (ordinary waves) και αποσβεννύμενα (evanescent waves) κύματα. Όπως φαίνεται στο σχήμα 9 διακρίνουμε δύο βασικά είδη κυμάτων: τα κυματοδηγούμενα (ordinary guided) και τα αποσβεννύμενα (evanescent) κύματα, ενώ γίνεται διάκριση και μεταξύ άρτιων και περιττών κυμάτων, ανάλογα με το αν οι λύσεις για τη σταθερά διάδοσης λ είναι ρίζες της εξίσωσης (2) ή (3) αντίστοιχα. Τα συνήθη κύματα έχουν φανταστική σταθερά διάδοσης κατά την εγκάρσια διεύθυνση 
[image: image450.wmf]22
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 και παρουσιάζουν ταλαντωτική συμπεριφορά μέσα στην πλάκα, αφού η ολοκληρωτέα συνάρτηση του ηλεκτρικού πεδίου χαρακτηρίζεται από μία σχέση της μορφής C1 cos(g1x) + C2 sin(g1x). Αντίθετα, τα αποσβεννύμενα κύματα έχουν πραγματική σταθερά διάδοσης 
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 και μέσα στην πλάκα εμφανίζουν είτε γνησίως μονότονη συμπεριφορά είτε ένα τοπικό ακρότατο σε εσωτερικό σημείο της πλάκας. Βασικό χαρακτηριστικό των καμπυλών των διαφόρων κυμάτων είναι ότι η σταθερά διάδοσης λ μειώνεται με την αύξηση της συχνότητας, γεγονός που δεν παρατηρείται σε υλικά με ε, μ > 0. Αυτό έχει ως αποτέλεσμα η ταχύτητα ομάδας που ορίζεται γενικά από τη σχέση 
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 να προκύπτει αρνητική, ενώ η ταχύτητα φάσης 
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 είναι θετική αν θεωρήσουμε μόνο τις θετικές τιμές της σταθεράς διάδοσης λ (γενικά 
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). Αν εναλλακτικά θεωρήσουμε τις αρνητικές τιμές του λ, τότε 
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. Συνεπώς, καταλήγουμε στο συμπέρασμα ότι μέσα στην πλάκα από μεταϋλικό η ταχύτητα ομάδας είναι αντιπαράλληλη με την ταχύτητα φάσης, δηλαδή η φάση διαδίδεται αντίθετα από την ενέργεια του κύματος που αντιπροσωπεύεται από την ταχύτητα ομάδας. 
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Σχήμα 9 - Καμπύλη διασποράς ΤΕ πραγματικών επιφανειακών κυμάτων
2.5 Μιγαδικοί πόλοι 

Στη μέχρι τώρα ανάλυση αγνοήσαμε την ύπαρξη μιγαδικών πόλων της ολοκληρωτέας συνάρτησης. Στην ενότητα αυτή θα εξετάσουμε το ενδεχόμενο ύπαρξης μιγαδικών πόλων καθώς και το αν αυτοί βρίσκονται στο κατάλληλο επίπεδο Riemann, ώστε να  συνυπολογίσουμε τη συνεισφορά τους στην ολοκλήρωση στο μιγαδικό επίπεδο λ. Θα ξεκινήσουμε την ανάλυση θεωρώντας μιγαδική τη σταθερά διάδοσης κατά τον άξονα z, δηλαδή στη μορφή 
[image: image458.wmf]zz

λβjα

=-

 όπου βz η σταθερά διάδοσης και αz η σταθερά απόσβεσης. Οι σταθερές εγκάρσιας διάδοσης τότε είναι μιγαδικοί αριθμοί. Η εξίσωση (2) προσδιορισμού των πόλων λαμβάνει τη μορφή
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   (4)
Θέτουμε 
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Τότε η εξίσωση (4) γίνεται 
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Άρα 
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Η συνθήκη που ορίζει το κατάλληλο επίπεδο Riemann είναι 
[image: image470.wmf]0
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. Πρέπει επομένως να ισχύει u > 0 ή επειδή για τις συχνότητες λειτουργίας που εξετάζουμε είναι 
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αρκεί ισοδύναμα να ισχύει ότι 
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(ο παρονομαστής του u είναι πάντα θετικός). Τότε οι μιγαδικοί πόλοι θα βρίσκονται στο κατάλληλο επίπεδο Riemann και συνεπώς θα πρέπει να υπολογίσουμε τη συνεισφορά τους στο ολοκλήρωμα επαλληλίας του δευτερογενούς ηλεκτρικού πεδίου. Προφανώς, η παραπάνω ανισότητα δεν αληθεύει για κάθε τιμή των μεταβλητών x,y. Για παράδειγμα για x = 0.5 και y = 1 είναι  
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. Άρα, δε βρίσκονται όλοι οι μιγαδικοί πόλοι στο κατάλληλο επίπεδο Riemann. Η παραπάνω διαδικασία εφαρμόζεται και για την εξίσωση (3), η οποία γίνεται
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Πρέπει u > 0 ή ισοδύναμα 
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Αν για παράδειγμα x = 0.2 και y = 2 προκύπτει ότι  
[image: image482.wmf]xsinhxcoshxysinycosy0.720

+=-<


Συνεπώς, ούτε η παραπάνω ανισότητα ισχύει για κάθε x,y , επομένως οι πόλοι δεν ανήκουν όλοι στο κατάλληλο επίπεδο Riemann. 
    Στη συνέχεια, θα προσπαθήσουμε να υπολογίσουμε τις μιγαδικές ρίζες των εξισώσεων (2) και (3). Οι λύσεις αυτές είναι ουσιαστικά “επέκταση” των πραγματικών ριζών που αντιστοιχούν στα άρτια (εξίσωση 2) και περιττά (εξίσωση 3) ΤΕ κύματα. Αυτό σημαίνει ότι οι μιγαδικές ρίζες αναζητώνται στις συχνότητες εκείνες για τις οποίες έχουμε διαπιστώσει στην ανάλυση που προηγήθηκε ότι δεν υπάρχουν πραγματικές ρίζες. Για την εξίσωση 2 αυτό συμβαίνει για συχνότητες μεγαλύτερες από 4.41 GHz ενώ στην εξίσωση 3 για συχνότητες μεγαλύτερες από 4.22 GHz. Για την εύρεση των μιγαδικών πόλων χρησιμοποιείται το λογισμικό πακέτο Mathematica 4.0. Ειδικότερα, γίνεται χρήση της συνάρτησης FindRoot η οποία βρίσκει για την εκάστοτε μη γραμμική εξίσωση την πλησιέστερη μιγαδική λύση στην αρχική μιγαδική τιμή που εισάγεται ως παράμετρος. Η σύνταξη της εντολής έχει την ακόλουθη μορφή
FindRoot [ f [u] = 0, {u, x0 + iy0}] 
όπου f [u] η μη γραμμική συνάρτηση της οποίας ζητείται η εύρεση μιγαδικών λύσεων και (x0 , y0) το αρχικό σημείο εκκίνησης για την εύρεση της πλησιέστερης μιγαδικής λύσης. Στην ανάλυση που ακολουθεί μας αρκεί η εύρεση μίας μιγαδικής λύσης για κάθε συχνότητα λειτουργίας και μάλιστα εκείνης της λύσης που αντιστοιχεί στη μικρότερη αριθμητικά τιμή της ανηγμένης σταθεράς διάδοσης βz / k0. Για το λόγο αυτό στην 1η κλήση της συνάρτησης FindRoot, που αντιστοιχεί στη μικρότερη συχνότητα για την οποία εμφανίζονται μιγαδικές ρίζες, επιλέγουμε ως πραγματικό μέρος του σημείου εκκίνησης την τιμή της πραγματικής λύσης που αντιστοιχούσε στην αμέσως προηγούμενη συχνότητα. Για να γίνει το παραπάνω σκεπτικό αντιληπτό θεωρούμε για παράδειγμα την εξίσωση 2, η οποία στην περίπτωση των ordinary real waves γράφεται στη μορφή
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Η μεγαλύτερη συχνότητα για την οποία η εξίσωση έχει πραγματικές ρίζες είναι f = 4.41 GHz. Μάλιστα, για f = 4.41 GHz  η εξίσωση 2 έχει δύο λύσεις τις u1 = 2.223 και u2 = 2.372. Προκειμένου τώρα να αναζητήσουμε τυχόν μιγαδικές ρίζες για f = 4.42 GHz επιλέγουμε ως αρχικό σημείο στη συνάρτηση FindRoot ένα σημείο με τετμημένη ανάμεσα στις πραγματικές ρίζες u1 και u2. Έστω ότι επιλέγεται το σημείο (2.3, 1). Τότε η κλήση της συνάρτησης γίνεται ως εξής

FindRoot 
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όπου οι παράμετροι μr(ω) και α έχουν υπολογιστεί αριθμητικά. Η συνάρτηση επιστρέφει τη λύση u = 2.287 - 0.1763 i. Η τιμή της σταθεράς διάδοσης λ προκύπτει γενικά από τη λύση u = x + jy  ως εξής
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όπου 
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 και 
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Τότε προκύπτει η μιγαδική σταθερά διάδοσης 
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Άρα 
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[image: image491.wmf]r

φ

λ rcos

2

=±

  και  
[image: image492.wmf]i

φ

λ rsin

2

=±
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 Όταν z > z΄ πρέπει λi < 0 για να περικλείεται ο εκάστοτε μιγαδικός πόλος στο εσωτερικό του δρόμου ολοκλήρωσης (όταν z < z΄ πρέπει λi > 0). Γενικά, μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι η έκφραση λ2 γράφεται ως 
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, όπου 
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 ανάλογα με τις τιμές των p και q. Τότε όμως 
[image: image495.wmf]0

φ/2π

££

 με αποτέλεσμα σε κάθε περίπτωση να ισχύει ότι 
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, οπότε η συνθήκη λi < 0 ικανοποιείται αν επιλέξουμε το αρνητικό πρόσημο. Συνεπώς, πάντα περικλείονται στο εσωτερικό της κλειστής καμπύλης ολοκλήρωσης 2 μιγαδικοί πόλοι με λi < 0 και συμμετρικοί ως προς τον y άξονα. Στο σημείο αυτό πρέπει να σημειωθεί ότι κάθε μη γραμμική εξίσωση όπως οι (2) και (3) έχει γενικά μιγαδικές λύσεις που είναι συμμετρικές και ως προς τους δύο άξονες, δηλαδή σχηματίζουν τετράδες στο μιγαδικό επίπεδο. Έτσι, αν u1 = x + jy είναι μία λύση, τότε επίσης λύσεις θα είναι και οι 
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. Οι λύσεις u1 και u3 αφήνουν αμετάβλητη την έκφραση του λ2 , ενώ οι u2 και u4 δίνουν το συζυγή μιγαδικό του λ2. Από κάθε τιμή της έκφρασης  λ2 προκύπτουν 2 τιμές για τη σταθερά διάδοσης λ, άρα συνολικά έχουμε 4 τιμές για το λ, όπως και στην περίπτωση του u. Από τις 4 τιμές αυτές οι 2 περικλείονται στο εσωτερικό της καμπύλης ολοκλήρωσης. Ένα άλλο σημείο που αξίζει να τονιστεί είναι το γεγονός ότι πρέπει να εξασφαλίζεται η συνθήκη Re (g0) > 0 για τις τιμές που υπολογίζονται για το λ. Η συνθήκη αυτή όπως προέκυψε από την παραπάνω ανάλυση ισοδυναμεί με τις συνθήκες 
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  για την εξίσωση 2 (άρτια κύματα) και 
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  για την εξίσωση 3 (περιττά κύματα)
Για κάθε τιμή που προκύπτει για το u ελέγχουμε αν ικανοποιείται η κατάλληλη συνθήκη, ανάλογα με το αν εξετάζουμε τα άρτια ή τα περιττά κύματα. Μάλιστα, καθεμιά από τις παραπάνω συνθήκες είναι άρτια ως προς τις μεταβλητές x και y, με αποτέλεσμα να αρκεί ο έλεγχος να γίνει για τις τιμές x και y που προκύπτουν και όχι για καθεμία από τις 4 συμμετρικές λύσεις για το u. 
Επανερχόμενοι στο αριθμητικό παράδειγμα για f = 4.42 GHz (άρτια κύματα) οι 2 πόλοι που βρίσκονται στο εσωτερικό της καμπύλης ολοκλήρωσης έχουν ανηγμένη σταθερά διάδοσης
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Επιπλέον, το κριτήριο Re (g0) > 0 για x = 2.287 και y = -0.1763 δίνει
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= 55.44 > 0 (ισχύει).
Στην επόμενη συχνότητα που εξετάζουμε f = 4.45 GHz επιλέγουμε το ίδιο αρχικό σημείο με πριν και ελέγχουμε αν η νέα λύση απέχει αρκετά από την προηγούμενη. Αν συμβεί κάτι τέτοιο, αλλάζουμε ελαφρά το αρχικό σημείο. Στην περίπτωσή μας προκύπτει η λύση u = 2.256 + 0.3783 i , η οποία δεν απέχει ιδιαίτερα από την προηγούμενη λύση. Η ανηγμένη σταθερά διάδοσης για τους περικλειόμενους πόλους προκύπτει τώρα 
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Το κριτήριο Re (g0) > 0 για x = 2.256 και y = 0.3783 δίνει 

[image: image505.wmf]xsinhxcoshxysinycosy
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Με παρόμοιο τρόπο υπολογίζονται οι τιμές της σταθεράς διάδοσης και για τις υπόλοιπες συχνότητες, καθώς και οι μιγαδικές ρίζες πρώτης τάξης της εξίσωσης (3). Η εξίσωση (3) (περιττά κύματα) γράφεται στη μορφή
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Οι λύσεις αναζητώνται στη μορφή u = x + jy για συχνότητες μεγαλύτερες από 4.22 GHz. Για f = 4.22 GHz  η εξίσωση έχει δύο πραγματικές ρίζες τις u = 3.62 και u = 3.755 . Για να βρούμε τις μιγαδικές ρίζες για f = 4.23 GHz ως αρχικό σημείο στη συνάρτηση FindRoot επιλέγουμε ένα σημείο με τετμημένη ανάμεσα στις τιμές 3.62 και 3.755 και τεταγμένη έστω 1. Ένα τέτοιο σημείο είναι το (3.7 , 1) και το αποτέλεσμα της κλήσης της συνάρτησης FindRoot είναι 
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Η ανηγμένη σταθερά διάδοσης λ / k0 για τους περικλειόμενους μιγαδικούς πόλους είναι  
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Επιπλέον, το κριτήριο Re (g0) > 0 για x = 3.65 και  
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Ομοίως, για f = 4.3 GHz  και αρχικό σημείο το (3.7 , 1) έχουμε  u = 3.47 + 0.51 i. Προκύπτει τότε ότι οι περικλειόμενοι πόλοι έχουν ανηγμένη σταθερά διάδοσης  
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ενώ για x = 3.47 και y = 0.51 είναι 
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(ισχύει).
Συνοψίζοντας τα αριθμητικά αποτελέσματα για τις υπόλοιπες συχνότητες προκύπτει η κανονικοποιημένη σταθερά διάδοσης λ / k0 ως συνάρτηση της συχνότητας, από όπου μπορούμε να καταλήξουμε σε χρήσιμα συμπεράσματα για τις ιδιότητες των κυμάτων που διεγείρονται μέσα στην πλάκα από μεταϋλικό. Στο σχήμα 10 παρουσιάζονται όλων των ειδών τα κύματα που είναι δυνατό να διεγερθούν στην πλάκα και συγκεκριμένα διακρίνουμε τα
i) Κυματοδηγούμενα άρτια και περιττά ΤΕ κύματα (Ordinary even & odd waves)
ii) Αποσβεννύμενα ΤΕ άρτια και περιττά κύματα (Evanescent even & odd waves)

iii) Κύματα με μιγαδική σταθερά διάδοσης (Complex even & odd waves) 
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         Σχήμα 10 – Συνολική καμπύλη διασποράς
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                              Σχήμα 11–Μεταβολή της σταθεράς απόσβεσης  
                                           Πίνακας 6

	Complex even waves

	f
	βz / k0
	αz / k0

	4,42
	1,63
	0,29

	4,45
	1,57
	0,63

	4,5
	1,51
	0,95

	4,55
	1,49
	1,19

	4,6
	1,51
	1,41

	4,65
	1,57
	1,65

	4,7
	1,63
	2

	4,75
	1,45
	2,4

	4,8
	1,18
	2,57

	4,85
	0,98
	2,64

	4,9
	0,84
	2,68

	4,95
	0,72
	2,7

	5
	0,63
	2,71

	5,05
	0,55
	2,714

	5,1
	0,49
	2,716

	5,15
	0,43
	2,713

	5,2
	0,38
	2,71

	5,25
	0,34
	2,7

	5,3
	0,3
	2,69

	5,35
	0,26
	2,68

	5,4
	0,23
	2,67

	5,45
	0,2
	2,66

	5,5
	0,177
	2,65

	5,55
	0,15
	2,63

	5,6
	0,13
	2,62

	5,65
	0,11
	2,61

	5,7
	0,093
	2,59

	Complex odd waves

	f
	βz / k0
	αz / k0

	4,23
	1,76
	0,56

	4,3
	1,38
	1,58

	4,35
	1,26
	1,96

	4,4
	1,2
	2,24

	4,45
	1,21
	2,45

	4,5
	1,26
	2,62

	4,55
	1,36
	2,78

	4,6
	1,5
	2,94

	4,65
	1,73
	3,16

	4,7
	2
	3,74

	4,75
	1,52
	4,3

	4,8
	1,17
	4,35

	4,85
	0,96
	4,35

	4,9
	0,82
	4,35

	4,95
	0,7
	4,33

	5
	0,61
	4,31

	5,05
	0,53
	4,29

	5,1
	0,47
	4,26

	5,15
	0,42
	4,24

	5,2
	0,37
	4,21

	5,25
	0,33
	4,18

	5,3
	0,29
	4,15

	5,35
	0,25
	4,12

	5,4
	0,22
	4,09

	5,45
	0,19
	4,06

	5,5
	0,17
	4,04

	5,55
	0,15
	4,01

	5,6
	0,13
	3,98

	5,65
	0,11
	3,95

	5,7
	0,09
	3,92


Μάλιστα, στο σχήμα 11 απεικονίζεται επιπλέον η μεταβολή της κανονικοποιημένης

σταθεράς απόσβεσης συναρτήσει της συχνότητας για τα κύματα με μιγαδική σταθερά διάδοσης, ενώ στον πίνακα 6 συνοψίζονται οι αριθμητικές τιμές για τη σταθερά διάδοσης βz και απόσβεσης αz των μιγαδικών κυμάτων τόσο για τα άρτια όσο και για τα περιττά κύματα. Μάλιστα, όλοι οι μιγαδικοί πόλοι που περιλαμβάνονται στον πίνακα προκύπτει ότι ανήκουν στο κατάλληλο επίπεδο Riemann (proper complex waves), αφού ικανοποιούν τα αντίστοιχα κριτήρια για τα άρτια και τα περιττά κύματα. Από τις παραπάνω καμπύλες προκύπτουν τα ακόλουθα χρήσιμα συμπεράσματα
1) Όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 1.4, η σταθερά διάδοσης βz μειώνεται με την αύξηση της συχνότητας για τα κυματοδηγούμενα και αποσβεννύμενα κύματα (ordinary & evanescent proper waves) τα οποία έχουν πραγματική σταθερά διάδοσης λ = βz . Το γεγονός αυτό που χαρακτηρίζει τα υλικά με αρνητικά ε και μ παρατηρείται και στην περίπτωση των κυμάτων με μιγαδική σταθερά διάδοσης   λ = βz – jαz (complex waves) με κάποιες εξαιρέσεις, για παράδειγμα όταν  4.45 < f < 4.7 GHz, όπου η σταθερά διάδοσης αυξάνεται με την αύξηση της συχνότητας. Αυτό όμως δεν είναι ιδιότητα που αντιστοιχεί στα επιφανειακά κύματα για τα οποία πρέπει η σταθερά διάδοσης να είναι πραγματική. 

2) Τα κύματα με μιγαδική σταθερά διάδοσης αρχίζουν να εμφανίζονται μετά από τις ονομαζόμενες συχνότητες “διαχωρισμού” (splitting–point frequencies) κάτω από τις οποίες η σταθερά διάδοσης είναι πραγματική. Μάλιστα, οι συχνότητες διαχωρισμού εμφανίζονται σε συχνότητες μεγαλύτερες από τη συχνότητα αποκοπής του εκάστοτε πραγματικού ρυθμού, για την οποία προφανώς ισχύει ότι βz / k0 = 1, αφού όπως προέκυψε από την ανάλυση της ενότητας 1.4 για βz < k0 δεν είναι δυνατό να υπάρξουν πραγματικοί ρυθμοί. Αντίθετα, η σταθερά διάδοσης βz για τους μιγαδικούς ρυθμούς μπορεί να προκύψει μεγαλύτερη από τη σταθερά διάδοσης ελευθέρου χώρου k0, αλλά πρωτίστως είναι βz < k0.
3) Διακρίνουμε επίσης περιοχές συχνοτήτων όπου  παρατηρείται καταπίεση κάθε είδους επιφανειακών κυμάτων (surface–waves suppression). Στις ζώνες αυτές, στην περίπτωσή μας από 4.42 ως 4.73 GHz και για συχνότητες μεγαλύτερες από 5.21 GHz, απουσιάζουν τα κύματα με πραγματική σταθερά διάδοσης και παρατηρούνται μόνο κύματα με μιγαδική σταθερά διάδοσης (complex proper waves). Στις συγκεκριμένες ζώνες συχνοτήτων μάλιστα, η σταθερά απόσβεσης αz παρουσιάζει ιδιαίτερη άνοδο (για 4.42 < f  < 4.73 GHz) και λαμβάνει ιδιαίτερα υψηλές τιμές για συχνότητες μεγαλύτερες από 5.21 GHz τόσο για τα άρτια όσο και για τα περιττά κύματα (σχήμα 11). Το γεγονός αυτό έχει ως συνέπεια οι εν λόγω μιγαδικοί ρυθμοί να μην προκαλούν ακτινοβολία με υψηλή κατευθυντικότητα, αν η πλάκα διεγερθεί από πεπερασμένη πηγή, όπως για παράδειγμα είναι ένα οριζόντιο δίπολο.

2.6 Υπολογισμός του πεδίου μέσα στην πλάκα

Το ηλεκτρικό πεδίο μέσα στην πλάκα προκύπτει από την έκφραση 
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Το πρωτογενές πεδίο εκφράζεται σε συνεπτυγμένη μορφή που καθιστά εύκολους τους υπολογισμούς ως εξής 
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 η συνάρτηση Hankel μηδενικής τάξης. Στην παραπάνω σχέση καταλήγουμε αν λάβουμε υπόψη ότι το πρωτογενές πεδίο είναι λύση της εξίσωσης Helmholtz 
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Επειδή όμως 
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 η εξίσωση Helmholtz γράφεται 
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ή στην ισοδύναμη μορφή  
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Άρα, η παράσταση ψ = 
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 είναι η συνάρτηση Green του προβλήματος όπου έχουμε γραμμική πηγή ρεύματος με μοναδιαίο πλάτος κατά μήκος μιας άπειρης ευθείας παράλληλης με τον άξονα y στη θέση (x΄, z΄). Η συνάρτηση Green θα παρουσιάζει κυλινδρική συμμετρία ως προς την ευθεία στην οποία βρίσκεται η πηγή ρεύματος, επομένως θα εξαρτάται μόνο από την απόσταση 
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 το διάνυσμα θέσης της πηγής. Αντικαθιστώντας την έκφραση του τελεστή 
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 σε κυλινδρικές συντεταγμένες στην (5) έχουμε 
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. Σε όλα τα σημεία εκτός του R = 0 η συνάρτηση ψ ικανοποιεί την ομογενή εξίσωση 
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 που ισοδύναμα γράφεται 
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 ή αν θέσουμε όπου x = kR προκύπτει η εξίσωση Bessel
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Άρα η συνάρτηση Green προκύπτει ψ(kR)
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 ώστε να αντιπροσωπεύει κύματα που απομακρύνονται από την πηγή για kR >> 1. Η συνάρτηση Hankel 2ου είδους έχει πράγματι αυτή την ιδιότητα, αφού για kR >> 1  λαμβάνει την ασυμπτωτική έκφραση
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η οποία παριστάνει κύματα που διαδίδονται από την πηγή προς το άπειρο και επιπλέον μηδενίζονται στο άπειρο (συνθήκη ακτινοβολίας). Για τον προσδιορισμό της σταθεράς Α θεωρούμε το όριο της εξίσωσης Helmholtz  όταν το k τείνει στο 0. Η εξίσωση Helmholtz μεταπίπτει (πλην της σταθεράς ε) στην εξίσωση Poisson  
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. Η λύση της εξίσωσης Poisson παριστάνει αριθμητικά το ηλεκτροστατικό δυναμικό που προκαλείται από γραμμικό φορτίο λ = 1 C/m που βρίσκεται σε άπειρη ευθεία παράλληλη στον άξονα y, με διάνυσμα θέσης 
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 η ακτίνα της κυλινδρικής επιφάνειας αναφοράς των δυναμικών. Τότε θα πρέπει οι δύο λύσεις για τη συνάρτηση ψ να ταυτίζονται στο όριο 
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από όπου εξισώνοντας στα δύο μέλη τους συντελεστές του ln R λαμβάνουμε τελικά


[image: image545.wmf]12jj

 

ή  Α

2

ππ4

=A=-


Συνεπώς, το πρωτογενές πεδίο γράφεται στη συνεπτυγμένη μορφή 
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Το δευτερογενές πεδίο αποτελείται από τη συνεισφορά των πόλων (πραγματικών και μιγαδικών) που περικλείονται στο εσωτερικό της κλειστής καμπύλης ολοκλήρωσης καθώς και από τη συνεισφορά των ολοκληρωμάτων κατά μήκος των βροχοτομών. Ο πρώτος όρος, που αποδίδεται από τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα, παριστάνει τα επιφανειακά κύματα (surface waves) που διεγείρονται στην πλάκα και αποτελεί το διακριτό φάσμα ιδιοτιμών, αφού έχει τη μορφή πεπερασμένου αθροίσματος όρων. Ο δεύτερος όρος αντίθετα παριστάνει τα ακτινοβολούμενα κύματα (radiated waves) και αποτελεί το συνεχές φάσμα ιδιοτιμών. Συνεπώς, η πλήρης περιγραφή του πεδίου συνίσταται τόσο από το διακριτό όσο και από το συνεχές φάσμα ιδιοτιμών. Στη συνέχεια, αναφέρουμε ένα παράδειγμα για τον υπολογισμό του διακριτού φάσματος.
Διακριτό φάσμα
Επιλέγουμε μία συχνότητα στο εύρος ζώνης όπου μ(ω) < 0 και ε(ω) < 0. Τότε θεωρώντας το μοντέλο των Pendry et.Al για την εξάρτηση των ε και μ από τη συχνότητα προκύπτουν οι πόλοι που περικλείονται εντός της καμπύλης ολοκλήρωσης για z > z΄. Αν για παράδειγμα f = 4.35 GHz τότε 
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 για τα μιγαδικά κύματα. Εξάλλου 
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όπου Ρ(λ), Q(λ) ο αριθμητής και ο παρονομαστής της συνάρτησης f(λ), ενώ με 
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συμβολίζεται η παράγωγος του παρονομαστή ως προς λ για λ = λi . Ο αριθμητής γράφεται ισοδύναμα
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Ομοίως, ο παρονομαστής γράφεται
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Τότε στη συχνότητα των 4.35 GHz είναι 
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(συνήθη πραγματικά άρτια επιφανειακά κύματα) ενώ για 
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 είναι μιγαδικοί αριθμοί  (μιγαδικά περιττά κύματα). Τότε για τα επιφανειακά άρτια κύματα με πραγματική σταθερά διάδοσης
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Αν λi = 2.64 k0 τότε τi = 188.51 m-1 , xi = 223 m-1 , 
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, 
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 και  k0 = 91.1 m-1 , οπότε με αντικατάσταση των αριθμητικών τιμών στις εκφράσεις των Ρ(λi) και 
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 και αθροίζοντας για όλους τους πόλους λi προκύπτει η συνολική συνεισφορά από τα ολοκληρωτικά υπόλοιπα στο δευτερογενές πεδίο. 
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3.1  Περιγραφή πρωτογενούς πεδίου
   Έστω ότι το δίπολο Hertz είναι τοποθετημένο στη θέση (
[image: image570.wmf]x, y, z)(0,0,0)
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και προσανατολισμένο κατά τον άξονα x. Τότε η πυκνότητα ρεύματος του διπόλου είναι της μορφής:
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όπου οι συναρτήσεις δέλτα προκύπτουν λόγω της υπόθεσης μηδενικού πάχους του διπόλου. Η σχέση υπολογισμού του διανυσματικού δυναμικού δίνει:
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όπου 
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Μπορούμε τότε να υπολογίσουμε το ηλεκτρικό πεδίο σύμφωνα με την έκφραση:
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Το βαθμωτό δυναμικό μπορεί με τη σειρά του να υπολογιστεί από τη συνθήκη Lorentz ως εξής
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Προκειμένου να μεταβούμε σε πολικές συντεταγμένες, επειδή 
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, αφού η παράσταση 
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Ακολούθως  εκφράζονται οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου συναρτήσει των μερικών παραγώγων της παράστασης 
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· 
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    Σκοπός μας είναι να εκφράσουμε τις επιμέρους συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου ως ολοκληρώματα τύπου Sommerfeld, δηλαδή ως επαλληλία επιπέδων κυμάτων. Για το λόγο αυτό και επειδή σε όλες τις παραπάνω εκφράσεις των πεδίων υπεισέρχεται η παράσταση 
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, πρέπει να εκφράσουμε την παράσταση αυτή ως ολοκλήρωμα τύπου Sommerfeld. Στη συνέχεια θα αποδείξουμε τη σχέση
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όπου kρ και kz είναι οι σταθερές διάδοσης των κυμάτων κατά την ακτινική και κατά τη z–κατεύθυνση αντίστοιχα.
Απόδειξη της σχέσης 
 Μπορούμε αρχικά να δείξουμε ότι η παράσταση 
[image: image592.wmf]jkr
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είναι λύση της εξίσωσης Helmholtz : 
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λόγω του ότι η πηγή θεωρείται στο κέντρο των συντεταγμένων, όπως στην περίπτωσή μας. Αν θεωρήσουμε σφαιρικές συντεταγμένες η εξίσωση λαμβάνει τη μορφή:
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Εξαιτίας όμως της σφαιρικής συμμετρίας και της απουσίας οριακών επιφανειών, η λύση για το φ πρέπει να είναι σφαιρικά συμμετρική, δηλαδή φ = φ(r) μόνο. Τότε:
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Για 
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 η εξίσωση λαμβάνει τη μορφή: 
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Θέλουμε κύματα που να απομακρύνονται από την πηγή στη θέση 
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, άρα πρέπει Β = 0, οπότε η λύση είναι της μορφής 
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Προκειμένου να προσδιορισθεί η σταθερά Α θεωρούμε την αρχική εξίσωση Helmholtz με τη σταθερά διάδοσης k
[image: image601.wmf]0

®

, δηλαδή την εξίσωση Poisson 
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Η εξίσωση αυτή έχει ως λύση τη συνάρτηση 
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, σε απόλυτη αντιστοιχία με τη λύση 
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 που περιγράφει το ηλεκτροστατικό δυναμικό που προκαλείται από σημειακό φορτίο q τοποθετημένο στην αρχή των αξόνων και ικανοποιεί την εξίσωση Poisson της μορφής

[image: image605.wmf]2

q

φδ(r)

ε

Ñ=-


Συνεπώς, το όριο της λύσης για το φ(r) όταν k
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είναι η λύση της εξίσωσης Poisson:
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Άρα τελικά η συνάρτηση φ(r) έχει τη μορφή 
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Προκειμένου όμως η ανωτέρω σχέση να εκφραστεί σε μορφή ολοκληρώματος επιλύουμε την εξίσωση Helmholtz 
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 (1)
χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό Fourier της λύσης φ(r), δηλαδή γράφουμε τη λύση φ(r) στην ολοκληρωτική μορφή
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όπου με F (kx, ky, kz) συμβολίζεται ο μετασχηματισμός Fourier της συνάρτησης φ(x,y,z). Η εξίσωση (1) τότε γίνεται
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αφού 
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Προκύπτει τότε η ακόλουθη έκφραση για το μετασχηματισμό Fourier της φ(x,y,z)
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Τότε η συνάρτηση φ(x,y,z) λαμβάνει τη μορφή
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Η ολοκληρωτέα συνάρτηση ως προς kz εμφανίζει πόλους για 
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· Για z > 0 ο παράγοντας διάδοσης 
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πρέπει να αντιπροσωπεύει κύματα που οδεύουν προς το άπειρο, σύμφωνα με τη συνθήκη ακτινοβολίας Sommerfeld-Muller. Αν θεωρήσουμε τη γενική περίπτωση όπου 
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 για να παριστάνει κύματα που μηδενίζονται καθώς το z τείνει στο άπειρο πρέπει να ισχύει ότι  Im(kz) < 0. Επομένως, για z > 0 ο δρόμος ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο kz πρέπει να έχει την ακόλουθη μορφή, ώστε επί του ημικυκλίου C, το οποίο θεωρούμε ότι έχει άπειρη ακτίνα, το ολοκλήρωμα να μηδενίζεται λόγω μηδενισμό της ολοκληρωτέας συνάρτησης. Επίσης, αν θεωρήσουμε ότι το μέσο εμφανίζει μικρές  απώλειες, ώστε η σταθερά διάδοσης να γραφεί στη μορφή 
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, τότε οι δύο πόλοι της ολοκληρωτέας συνάρτησης βρίσκονται στο 4ο και 2ο τεταρτημόριο αντίστοιχα. Για z > 0 ο δρόμος ολοκλήρωσης που επιλέγεται σύμφωνα με την παραπάνω ανάλυση περικλείει στο εσωτερικό του μόνο τον πόλο που βρίσκεται στο 4ο τεταρτημόριο, άρα εφαρμόζοντας το θεώρημα των ολοκληρωτικών υπολοίπων του Cauchy λαμβάνουμε 
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Το αρνητικό πρόσημο επιλέχθηκε επειδή ο πόλος για kz = kz΄ διαγράφεται κατά την αρνητική (ωρολογιακή) φορά. Επειδή μάλιστα η f(kz) είναι ρητή συνάρτηση της μορφής 
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 με δύο απλούς πόλους, το ολοκληρωτικό υπόλοιπο (Residue) της 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image634.wmf](
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 με αποτέλεσμα η συνάρτηση 
φ(x,y,z) να λαμβάνει τη μορφή διπλού ολοκληρώματος τύπου Sommerfeld
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Δρόμος ολοκλήρωσης για z > 0

· Για z < 0 πρέπει Im(kz) > 0 για να ικανοποιείται η συνθήκη ακτινοβολίας, οπότε ο δρόμος ολοκλήρωσης διαμορφώνεται έτσι ώστε να κλείνει μέσω του ημικυκλίου άπειρης ακτίνας στο άνω ημιεπίπεδο και επομένως να περικλείει μόνο τον πόλο που  βρίσκεται στο 2ο τεταρτημόριο και συμβολίζεται με 
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, αφού ο πόλος που περιέχεται      στο εσωτερικό της κλειστής καμπύλης ολοκλήρωσης διαγράφεται κατά τη                           θετική (ανθωρολογιακή) φορά. Άρα η συνάρτηση φ(x,y,z) παίρνει τη μορφή
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Συνεπώς, ενοποιώντας τις δύο εκφράσεις για τη συνάρτηση φ(x,y,z) προκύπτει η τελική σχέση
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, όπου 
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Λόγω όμως του θεωρήματος της μοναδικότητας της λύσης για την εξίσωση Helmholtz, πρέπει να εξισωθούν οι δύο εκφράσεις που προέκυψαν για τη συνάρτηση φ(x,y,z), με αποτέλεσμα τη σχέση
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Συνεπώς, καταλήγουμε στην ιδιαίτερα χρήσιμη στους παρακάτω υπολογισμούς σχέση για την παράσταση  
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Η παραπάνω σχέση μπορεί να γραφεί και σε κυλινδρικές συντεταγμένες αν λάβουμε υπόψη τις ακόλουθες σχέσεις μετασχηματισμού των μεταβλητών
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, όπου α τυχαία γωνία διάφορη του φ με 
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 και kρ η σταθερά διάδοσης κατά την ακτινική κατεύθυνση. Τότε το διπλό ολοκλήρωμα ως προς kx, ky μετατρέπεται σε διπλό ολοκλήρωμα ως προς kρ και α, όπου 
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Όμως η συνάρτηση Bessel μηδενικής τάξης ορίζεται με την παρακάτω ολοκληρωτική έκφραση

[image: image655.wmf]ρ

π

jk

ρsinα

0

ρ

π

1

J(k

ρ)dα e

2

π

-

-

=

ò


Επειδή όμως η ολοκληρωτέα συνάρτηση είναι περιοδική με περίοδο 2π και επιπλέον η ολοκλήρωση γίνεται σε διάστημα μήκους 2π, το σημείο εκκίνησης της ολοκλήρωσης δεν έχει σημασία. Τότε έχουμε την έκφραση
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Τελικά, η έκφραση της παράστασης  
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 σε κυλινδρικές συντεταγμένες είναι 
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Εναλλακτικά, προκειμένου να γίνει ευκολότερος ο υπολογισμός των δευτερογενών πεδίων λόγω των οριακών επιφανειών στα επίπεδα z = d/2 και z =
[image: image659.wmf]-

d/2, οι συνιστώσες του πρωτογενούς πεδίου εκφράζονται στην απλούστερη μορφή των καρτεσιανών συντεταγμένων, με τη βοήθεια του παρακάτω αναπτύγματος για την παράσταση 
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όπου k1z είναι ο κυματαριθμός διάδοσης μέσα στη διηλεκτρική πλάκα, αφού κατά τον υπολογισμό του πρωτογενούς πεδίου όλος ο χώρος θεωρούμε ότι έχει χαρακτηριστικά ε(ω) και μ(ω). Ειδικότερα, το βαθμωτό δυναμικό προκύπτει
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Επομένως, οι συνιστώσες των πεδίων γράφονται
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Στις παραπάνω εκφράσεις το άνω πρόσημο επιλέγεται για z > 0 και το κάτω πρόσημο για z < 0. 
3.2  Περιγραφή δευτερογενούς πεδίου

Για τις συνιστώσες του δευτερογενούς ηλεκτρικού πεδίου λόγω των οριακών επιφανειών για z = 
[image: image669.wmf] d/2
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προκύπτει η ακόλουθη μορφή σε ανάπτυγμα τύπου Sommerfeld, ανάλογα με την περιοχή παρατήρησης
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όπου 
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 διανύσματα με 3 συνιστώσες το καθένα, για παράδειγμα  
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. Προκύπτουν έτσι συνολικά 12 άγνωστοι. Επειδή όμως σε κάθε περιοχή παρατήρησης η πυκνότητα φορτίου είναι μηδενική, η εφαρμογή του νόμου του Gauss έχει ως αποτέλεσμα τη σχέση
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που ισοδυναμεί με  
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, όπου i = 1,2,3 δηλώνει την περιοχή παρατήρησης. Για κάθε περιοχή προκύπτει
· Περιοχή 1 (z > d/2): 
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· Περιοχή 2 (|z| < d/2): 
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· Περιοχή 3 (z < 
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d/2): 
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Στην περιοχή 2 προέκυψαν 2 εξισώσεις από το μηδενισμό των συντελεστών των παραγόντων 
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, αφού θέλουμε η σχέση να ισχύει για οποιοδήποτε z στην περιοχή 2. Άρα, οι άγνωστοι μεταπίπτουν από 12 σε 8, ενώ οι οριακές συνθήκες που θα εφαρμοστούν στις επιφάνειες z = 
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 είναι επίσης 8 και αφορούν τη συνέχεια των εφαπτομενικών συνιστωσών Εx , Ey , Hx  και  Hy . Ειδικότερα
· Για z = d/2  
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 όπου με το δείκτη 0 συμβολίζεται το πρωτογενές πεδίο
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Ομοίως 
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· Για 
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Οι συνιστώσες του μαγνητικού πεδίου ικανοποιούν τις παρακάτω οριακές συνθήκες
· Για z = d/2
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· Για 
[image: image700.wmf]zd/2
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 η συνθήκη  Ηx3 = Hx2  καταλήγει ομοίως στη σχέση
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Για τη συνιστώσα Ηy ισχύουν αντίστοιχες σχέσεις
· Για z = d/2 
Hy1 = Hy0 + Hy2  
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· Για 
[image: image706.wmf]zd/2
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 η συνθήκη Ηy3 = Hy0 + Hy2 καταλήγει ομοίως στη σχέση
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Συνεπώς, προέκυψαν 8 εξισώσεις με ισάριθμους αγνώστους. Ακολουθεί η επίλυση του συστήματος.
3.3  Επίλυση του συστήματος

Οι εξισώσεις (1) και (3) καταλήγουν στη σχέση
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Ομοίως από τις (2) και (4) προκύπτει 
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Οι (5) και (6) δίνουν
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Λόγω των (9) και (10) η ανωτέρω σχέση γίνεται
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Τέλος, από τις (7) και (8) προκύπτει ότι
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ή ισοδύναμα λόγω των (9) και (10) 
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Συνεπώς, προέκυψαν δύο ανεξάρτητες ομογενείς εξισώσεις για τις διαφορές 
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 και  
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. Άρα, συμπεραίνουμε ότι το ομογενές σύστημα έχει μοναδική λύση τη μηδενική, δηλαδή ότι  
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Τότε όμως οι (9) και (10) δίνουν:  
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.
Άρα, ο αριθμός των αγνώστων του συστήματος μεταπίπτει σε 4: (A1, A2, C1, C2). 
Το παραπάνω αποτέλεσμα ισότητας ανά δύο των συντελεστών μπορεί εύκολα να εξηγηθεί, αν λάβουμε υπόψη ότι η θέση της πηγής είναι η αρχή των αξόνων. Στην περίπτωση αυτή δε διεγείρονται περιττοί ρυθμοί κυμάτων ως προς z, με αποτέλεσμα να μη διεγείρονται κύματα με εξάρτηση από το z της μορφής sin(k1z z), αλλά μόνο κύματα της μορφής cos(k1z z). Η εξάρτηση από το z στην περίπτωσή μας περιγράφεται από όρους της μορφής 
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. Η έκφραση αυτή όμως ισοδυναμεί με την έκφραση 
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. Επειδή τώρα ο συντελεστής Β των περιττών κυμάτων είναι μηδενικός προκύπτει ότι πράγματι 
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. 
Οι εξισώσεις του νέου συστήματος είναι 
(1)
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Από τις (11), (12) είναι δυνατό να εκφραστούν οι άγνωστοι C1, C2 συναρτήσει των Α1 και Α2 αντίστοιχα, οπότε με αντικατάσταση των εκφράσεων αυτών στις εξισώσεις (13) και (14) θα προκύψουν δύο ανεξάρτητες εξισώσεις για τα Α1, Α2 από όπου θα καταστεί δυνατός ο υπολογισμός τους. 
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Από τις εξισώσεις (17) και (18) θα προκύψουν οι εκφράσεις των Α1, Α2.
Πράγματι από τη σχέση (17) εκφράζεται ο άγνωστος Α2 συναρτήσει του Α1
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Τότε η σχέση (18) γίνεται
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Το 2ο μέλος γράφεται ισοδύναμα
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Τελικά προκύπτει η έκφραση
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όπου 
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Από τη σχέση (19) προκύπτει η τιμή του συντελεστή Α2 σύμφωνα με τη σχέση
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Μπορούμε στη συνέχεια να δείξουμε ότι το συνολικό πεδίο μέσα στη διηλεκτρική πλάκα είναι άρτια συνάρτηση της σταθεράς διάδοσης k1z κατά την εγκάρσια κατεύθυνση z, με αποτέλεσμα να μη χρειάζεται να οριστεί βροχοτομή προκειμένου να οριστεί μονοσήμαντα η σταθερά διάδοσης k1z , η οποία δίνεται από τη σχέση

[image: image748.wmf](

)

1/2

222

1zxy

kkkk

=--


3.4  Έκφραση του συνολικού πεδίου μέσα στην πλάκα 
Έστω για παράδειγμα η x-συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου. Θα αποδείξουμε ότι δεν εξαρτάται από το πρόσημο του k1z. Το συνολικό ηλεκτρικό πεδίο κατά τη διεύθυνση του άξονα x ισούται με το άθροισμα του πρωτογενούς και του δευτερογενούς πεδίου σύμφωνα με τη σχέση
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όπου με το δείκτη 0 συμβολίζουμε το πρωτογενές πεδίο που θα προκαλούσε το δίπολο Hertz αν βρισκόταν σε ελεύθερο χώρο με χαρακτηριστικά παντού ε(ω) και μ(ω) και με το δείκτη 2 δηλώνεται το δευτερογενές πεδίο στην περιοχή 2 που προκύπτει από τη συμβολή των ανακλώμενων και διαθλώμενων κυμάτων στις οριακές επιφάνειες. 
Από την ενότητα 2.1 είναι γνωστή η έκφραση του πρωτογενούς πεδίου ως ολοκλήρωμα επαλληλίας επίπεδων κυμάτων 


[image: image750.wmf](

)

xy

1z

22

x

x0xy

2

-

1z

jkxky

jk|z|

ILkk

Edkdk

8

πωεk

ee

¥¥

¥-¥

-+

-

-

=

òò


ενώ το δευτερογενές πεδίο μέσα στη metamaterial slab δίνεται στην αρχή της ενότητας 2.2 από τη σχέση
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αφού όπως προέκυψε από την ανάλυση της ενότητας 2.3  Α1 = Β1.

Τότε το συνολικό πεδίο γράφεται 
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Έστω ότι χωρίς βλάβη της γενικότητας z > 0. Τότε έχουμε την ολοκληρωτέα έκφραση
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Επειδή μάλιστα ο 2ος όρος της ανωτέρω παράστασης είναι άρτια έκφραση του k1z , αρκεί να είναι άρτια συνάρτηση του k1z η παράσταση 
[image: image754.wmf]22

x

1

2

1z

ILkk

2A

8

πωεk

-

+

. Ειδικότερα είναι
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Η παράσταση γράφεται τότε
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Ο παρονομαστής της παράστασης προκύπτει
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και είναι άρτιος ως προς k1z . Αρκεί επομένως να εξετάσουμε τον αριθμητή. Ο αριθμητής δίνεται από την έκφραση
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Παρατηρούμε ότι κάθε ένας από τους 3 όρους του αθροίσματος στην παράσταση του αριθμητή είναι άρτιος ως προς τη σταθερά διάδοσης k1z , συνεπώς αφού και ο παρονομαστής προέκυψε άρτιος, η έκφραση του συνολικού ηλεκτρικού πεδίου κατά τον άξονα x είναι άρτια συνάρτηση του k1z, με αποτέλεσμα να μη χρειάζεται να οριστεί βροχοτομή για να καταστήσει μονότιμη τη σταθερά διάδοσης 
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.
Στη συνέχεια, μπορεί να οριστεί ο δρόμος ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο kρ αφού το διπλό ολοκλήρωμα μετατρέπεται σε απλό με τη χρήση πολικών συντεταγμένων. Βροχοτομή ορίζεται πάλι μόνο για τη σταθερά διάδοσης 
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 έτσι ώστε να ισχύει η σχέση Im (k0z) < 0 παντού στο κατάλληλο επίπεδο Riemann, αφού τότε ικανοποείται η συνθήκη ακτινοβολίας. Με ακριβώς παρόμοια διαδικασία με αυτήν που ακολουθήθηκε στο κεφάλαιο 2, σχεδιάζουμε το δρόμο ολοκλήρωσης και υπολογίζουμε αριθμητικά τους πόλους της ολοκληρωτές συνάρτησης, όπου το ολοκλήρωμα εκφράζεται σε πολικές συντεταγμένες και θεωρείται προς απλούστευση των υπολογισμών το μοντέλο των Pendry et.Al για την εξάρτηση των ε και μ από τη συχνότητα. Η διαφορά είναι ότι τώρα η ολοκληρωτέα συνάρτηση προκύπτει αρκετά πιο πολύπλοκη από την περίπτωση του κεφαλαίου 2. Η ανάλυση προσδιορισμού των πόλων, επειδή βασίζεται στο ίδιο σκεπτικό με την αντίστοιχη στο κεφάλαιο 2 (διάκριση πραγματικών, αποσβεννύμενων και μιγαδικών άρτιων κυμάτων) με μόνη διαφορά τη μορφή της ολοκληρωτέας συνάρτησης, παραλείπεται. Τα διαφόρων ειδών κύματα είναι άρτια, γιατί όπως αποδείχθηκε στην ενότητα 3.3 η θέση της πηγής είναι τέτοια που δεν επιτρέπει τη διέγερση περιττών κυμάτων. 
Συνοψίζοντας τη μελέτη μας, στο κεφάλαιο 1 έγινε μία εισαγωγή για τις ιδιότητες των μεταϋλικών και τις πιθανές εφαρμογές τους σε μικροκυματικές συχνότητες. Στη συνέχεια, θεωρήσαμε μία πλάκα από μεταϋλικό πάχους d κατά τον εγκάρσιο άξονα z (απέραντη κατά τους διαμήκεις άξονες y και z) και εξετάσαμε διεξοδικά στο κεφάλαιο 2 τι είδους κύματα είναι δυνατό να αναπτυχθούν μέσα στην πλάκα εφαρμόζοντας ως διέγερση μία άπειρη γραμμική πηγή ρεύματος και θεωρώντας το σχετικά απλό μοντέλο των Pendry et.Al για την περιγραφή της εξάρτησης των ε και μ από τη συχνότητα. Στο κεφάλαιο 3 θεωρήσαμε την ίδια πλάκα από μεταϋλικό, αλλά εφαρμόσαμε ως διέγερση ένα στοιχειώδες δίπολο Hertz. Η μορφή των πεδίων είχε διαφορετική έκφραση από την περίπτωση του κεφαλαίου 2, αφού διεγείρονταν τόσο ΤΕ όσο και ΤΜ ρυθμοί, αλλά λόγω της θέσης της πηγής (στην αρχή των αξόνων) αναπτύχθηκαν μόνο άρτια κύματα. Λόγω παρόμοιας διαδικασίας για την εύρεση των πόλων της ολοκληρωτέας συνάρτησης δεν αναφέρονται τα σχετικά αριθμητικά αποτελέσματα, αλλά υπολογίζονται πλήρως οι συντελεστές ανάπτυξης του δευτερογενούς πεδίου. 
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		4.1		-10.6217283951		-4.9488399762		85.8701991981		6.1662477105		6.166		1.0020692957		4.2		4.46		4.1		3.199		6.2198634897		4.8		2.198		2.7498811144		4.8		1.617		2.3170418272

		4.15		-6.8892433538		-4.806357962		86.9173967493		4.9254003294		1.621		5.4437106092		4.25		3.75		4.15		3.27		4.3540872004		4.85		1.665		2.2646731889		4.82		0.922		1.8638384318

		4.2		-5.0234146341		-4.6689342404		87.9645943005		4.1682589516		1.657		4.4615714783		4.3		3.17		4.2		3.42		2.887561128		4.9		1.352		1.9706103967

		4.25		-3.9042424242		-4.5363321799		89.0117918517		3.6387145783		1.706		3.7466765271		4.35		2.64		4.2		4.133		1.1739958306		4.95		1.132		1.7559950084

		4.3		-3.1583935743		-4.4083288264		90.0589894029		3.2375220208		1.776		3.1676951539		4.41		1.79		4.73		1.5175		1.0025348726		5		0.959		1.5828187433

		4.35		-2.6258682635		-4.2847139649		91.1061869541		2.9169768834		1.882		2.6427049625		4.41		1.51		4.8		1.242		1.1203694941		5.05		0.816		1.4367727407		f (GHz)		λ / k0

		4.35		-2.6258682635		-4.2847139649		91.1061869541		2.9169768834		2.905		1.0411568545		4.35		1.04		4.82		1.05		1.2481509634		5.1		0.686		1.306558053		4.75		3.98

		4.4		-2.2266666667		-4.1652892562		92.1533845053		2.6508655473		2.098		2.0227765747		4.1		1								5.15		0.559		1.1868564295		4.8		2.32

		4.4		-2.2266666667		-4.1652892562		92.1533845053		2.6508655473		2.525		1.3293332955						Evanescent even						5.2		0.395		1.0649828547		4.82		1.86

		4.45		-1.9163445102		-4.049867441		93.2005820565		2.4233838274										f (GHz)		λ / k0				5.21		0.195		1.0044707672

		4.5		-1.6682352941		-3.9382716049		94.2477796077		2.2243202181										4.75		4.05						0.324		1.0320809292

		4.73		-0.9659533336		-3.469693245		99.0648883432		1.5191405231		1.1258295688								4.8		2.75

		4.8		-0.8327272727		-3.3402777778		100.5309649149		1.3418305925		1.237								4.85		2.26

		4.82		-0.7988695316		-3.3043336031		100.9498439354		1.2926829286				Ordinary Odd						4.9		1.97		Evanescent Odd

		4.85		-0.7510933865		-3.2512488043		101.5781624661		1.2197805348				f (GHz)		λ / k0				4.95		1.76		f (GHz)		λ / k0

		4.9		-0.6786017478		-3.1649312786		102.6253600173		1.0994466559				4.1		6.22				5		1.58		4.75		3.98

		4.95		-0.6138077036		-3.0812162024		103.6725575685		0.9787448508				4.15		4.35				5.05		1.44		4.8		2.32

		5		-0.5555555556		-3		104.7197551197		0.8550332201				4.2		2.89				5.1		1.31		4.82		1.86

		5.05		-0.5029097606		-2.9211841976		105.7669526709		0.7244009748				4.22		2.015				5.15		1.19

		5.1		-0.4551048951		-2.844675125		106.8141502221		0.5797810425				4.22		1.669				5.2		1.06

		5.15		-0.4115086719		-2.7703836365		107.8613477733		0.4036333781				4.2		1.17				5.21		1

		5.2		-0.3715942029		-2.6982248521		108.9085453244		0.0560081521				4.73		1						1.03

		5.21		-0.3640128857		-2.684041836		109.1179848347		0.1653927247				4.8		1.12

		5.25		-0.3349189189		-2.6281179138		109.9557428756		0.3805701367				4.82		1.25

																f (GHz)		λ / k0

		f (GHz)		μr		εr		k0 (1/m)		α						4.1		7

		4.75		-0.9253333333		-3.432132964		99.4837673637		1.4674671889								1

		4.8		-0.8327272727		-3.3402777778		100.5309649149		1.3418305925						4.15		5.44

		4.85		-0.7510933865		-3.2512488043		101.5781624661		1.2197805348						4.2		4.46

		4.9		-0.6786017478		-3.1649312786		102.6253600173		1.0994466559						4.25		3.75

		4.95		-0.6138077036		-3.0812162024		103.6725575685		0.9787448508						4.3		3.17

		5		-0.5555555556		-3		104.7197551197		0.8550332201						4.35		2.64

		5.05		-0.5029097606		-2.9211841976		105.7669526709		0.7244009748								1.04

		5.1		-0.4551048951		-2.844675125		106.8141502221		0.5797810425						4.4		2.02

		5.15		-0.4115086719		-2.7703836365		107.8613477733		0.4036333781								1

		5.2		-0.3715942029		-2.6982248521		108.9085453244		0.0560081521

		5.21		-0.3640128857		-2.684041836		109.1179848347		0.1653927247





Γράφημα4

		4.42		4.23		4.85

		4.45		4.3		4.9

		4.5		4.35		4.95
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		4.6		4.45		5.05
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		4.8		4.65		5.25

		4.85		4.7		5.3

		4.9		4.75		5.35

		4.95		4.8		5.4

		5				5.45

		5.05				5.5

		5.1				5.55

		5.15				5.6

		5.2				5.65

		5.25				5.7

		5.3

		5.35

		5.4
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		5.5
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		5.6

		5.65

		5.7



Complex even

Complex odd TE1

Complex odd TE2

f (GHz)

αz / ko

Normalized attenuation constant

0.29

0.56

4.35

0.63

1.58

4.35

0.95

1.96

4.33

1.19

2.24

4.31

1.41

2.45

4.29

1.65

2.62

4.26

2

2.78

4.24

2.4

2.94

4.21

2.57

3.16

4.18

2.64

3.74

4.15

2.68

4.3

4.12

2.7

4.35

4.09

2.71

4.06

2.714

4.04

2.716

4.01

2.713

3.98

2.71

3.95

2.7

3.92

2.69

2.68

2.67

2.66

2.65

2.63

2.62
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Φύλλο3

		f		4.85		Complex even waves								f		u		λ / k0		Complex odd waves

		μr		-0.7510933865		f		βz / kο		αz / kο		proper		4.75		3.618		3.8895158616		f		βz / kο		αz / kο

		εr		-3.2512488043		4.42		1.63		0.29		proper		5.21		0.195		1.5744345358		4.23		1.76		0.56		proper

		k0		101.5781624661		4.45		1.57		0.63		OK		5.21		0.324		1.5949078057		4.3		1.38		1.58		OK

		α		1.2197805348		4.5		1.51		0.95		OK								4.35		1.26		1.96		OK

		x		3.08		4.55		1.49		1.19		OK								4.4		1.2		2.24		OK

		y		0.87		4.6		1.51		1.41		OK								4.45		1.21		2.45		OK

		λx2		-62098.231378053		4.65		1.57		1.65		OK		4.22		3.62		0		4.5		1.26		2.62		OK

		λy2		-53592		4.7		1.63		2		OK		4.22		3.755		0		4.55		1.36		2.78		improper

		R		82026.1714593714		4.75		1.45		2.4		OK								4.6		1.5		2.94		OK

		φ		220.7948416504		4.8		1.18		2.57		OK								4.65		1.73		3.16		improper

		r		286.4021149701		4.85		0.98		2.64		OK								4.7		2		3.74		OK

		θ		110.3974208252		4.9		0.84		2.68		OK		-72416.3544680363						4.75		1.52		4.3

		βz  / k0		-0.982688456		4.95		0.72		2.7		OK		90090.1263093813						4.8		1.17		4.35

		αz  / k0		-2.6427337457		5		0.63		2.71		OK		216.5034337373						4.85		0.96		4.35		proper

		g0x2		-72416.3544680363		5.05		0.55		2.714		OK								4.9		0.82		4.35		OK

		φ2		216.5034337373		5.1		0.49		2.716		OK								4.95		0.7		4.33		OK

						5.15		0.43		2.713		OK								5		0.61		4.31		OK

		Test		364.9667790306		5.2		0.38		2.71		OK								5.05		0.53		4.29		improper

						5.25		0.34		2.7		OK								5.1		0.47		4.26		OK

						5.3		0.3		2.69		OK								5.15		0.42		4.24		OK

						5.35		0.26		2.68		OK								5.2		0.37		4.21		OK

						5.4		0.23		2.67		OK								5.25		0.33		4.18		OK

						5.45		0.2		2.66										5.3		0.29		4.15		OK

						5.5		0.177		2.65										5.35		0.25		4.12		OK

						5.55		0.15		2.63										5.4		0.22		4.09		OK

						5.6		0.13		2.62										5.45		0.19		4.06		OK

						5.65		0.11		2.61										5.5		0.17		4.04		OK

						5.7		0.093		2.59										5.55		0.15		4.01		OK

																				5.6		0.13		3.98		OK

																				5.65		0.11		3.95		OK

																				5.7		0.09		3.92		OK
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Γράφημα1

		4.2		5		4.2		4.2		4.75		5.05		4.5

		4.25		5.044		4.25		4.25		4.8		5.1		4.55

		4.3		5.044		4.3		4.3		4.85		5.15		4.6

		4.35				4.35		4.35		4.9		5.2		4.65

		4.4				4.4		4.4		4.95		5.25		4.7

		4.45				4.45		4.45		4.98		5.3		4.75

		4.47						4.5				5.35		4.8

		4.49						4.55				5.4		4.85

		4.5						4.6				5.45		4.9

		4.5						4.65				5.5		4.95

		4.48						4.7				5.55		5

		4.467						4.75				5.6		5.05

								4.8						5.1

								4.85						5.15

								4.9						5.2

								4.95						5.25

								5						5.3

								5.025						5.35

														5.4

														5.45

														5.5

														5.55

														5.6



Proper real TE2

Proper real TE1

Improper real TE2

Improper real TE1

Evanescent proper real

Complex proper TE1

Complex proper TE2

f (GHz)

βz / k0

Normalized phase constant for surface waves

4.48

1.265

3.396

4.519

4.016

1.02

1.356

3.786

1.055

2.567

3.85

2.61

0.922

1.087

3.24

1.02

1.94

3.345

2.058

0.82

0.975

2.784

1.488

2.945

1.724

0.74

0.891

2.37

1.18

2.62

1.476

0.65

0.803

1.959

1.01

2.35

1.35

0.57

0.698

1.77

2.122

0.489

0.596

1.526

1.928

0.409

0.51

1.356

1.762

0.334

0.44

1.156

1.618

0.265

0.39

1.014

1.493

0.21

0.33

1

1.38

0.16

0.29

1.286

0.26

1.2

0.23

1.125

0.2

1.06

0.178

1.012

0.158

1

0.139

0.12

0.107

0.09

0.08

0.07



Φύλλο1

		f (GHz)		βz  / k0		f		μr		εr		k0		α		ζ		βz  / k0		f (GHz)		βz  / k0		f		TE1		f		TE2		Evanescent				f		βz  / k0

		4.2		4.48		4.5		-1.6682352941		-3.9382716049		94.2477796077		4.4486404362		3.329		1.8576576893						4.2		4.519		4.2		3.396		f		4.7		4.75		4.016

		4.25		3.786		f (GHz)		βz  / k0				241.5753470194		-0.5994358251		5.174		0						4.25		3.85		4.25		2.567		εr		-3.5269352648		4.8		2.61

		4.3		3.24		5		1.265						2.2243202181		8.299		0						4.3		3.345		4.3		1.94		μr		-1.0312643678		4.85		2.058

		4.35		2.784		5.044		1.055																4.35		2.945		4.35		1.488		k0		98.4365698125		4.9		1.724

		4.4		2.37		5.044		1.02																4.4		2.62		4.4		1.18		α		3.1971147218		4.95		1.476

		4.45		1.959								Complex proper waves												4.45		2.35		4.45		1.01		ξ		0.52		4.98		1.35

		4.47		1.77								f		βz  / k0		αz  / k0		βz  / k0		αz  / k0				4.5		2.122						βz  / k0		1.9253485525

		4.49		1.526				f		4.5		4.5		1.356		0.000000425								4.55		1.928						1 / μr		0.9696834597

		4.5		1.356				μr		-1.6682352941		4.55		1.087		0.555								4.6		1.762

		4.5		1.156				εr		-3.9382716049		4.6		0.975		0.852								4.65		1.618

		4.48		1.014				k0		94.2477796077		4.65		0.891		1.105								4.7		1.493

		4.467		1				α		4.4486404362		4.7		0.803		1.33								4.75		1.38

								x		4.1		4.75		0.698		1.5								4.8		1.286

		1.657		175.7900972397				y		0.0000005		4.8		0.596		1.62								4.85		1.2

				1.8651908615				kysx2		205		4.85		0.51		1.705								4.9		1.125

								kysy2		0.000025		4.9		0.44		1.765								4.95		1.06

								kzx2		16333.6482875505		4.95		0.39		1.81								5		1.012

								kzy2		-0.01025		5		0.33		1.85								5.025		1

								R2		16333.6482875537		5.05		0.29		1.87		1.02		0.038

								φ2		-0.0000359553		5.1		0.26		1.89		0.922		0.117

								1 / μr		-0.5994358251		5.15		0.23		1.91		0.82		0.15

								R		127.8031622752		5.2		0.2		1.92		0.74		0.175

								φ		-0.0000179777		5.25		0.178		1.928		0.65		0.19

								βz  / k0		1.3560336679		5.3		0.158		1.934		0.57		0.21

								αz  / k0		-0.0000004255		5.35		0.139		1.938		0.489		0.23

												5.4		0.12		1.939		0.409		0.25

												5.45		0.107		1.939		0.334		0.28

												5.5		0.09		1.937		0.265		0.32

												5.55		0.08		1.934		0.21		0.36

												5.6		0.07		1.93		0.16		0.4





Γράφημα2
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TE2

TE1

f (GHz)

αz / k0

Normalized attenuation constant for complex waves

0.000000425

0.038
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0.117

0.852

0.15

1.105

0.175

1.33

0.19
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1.765

0.28
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1.928

1.934
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Γράφημα3

		4.1		4.1		4.73		4.75		4.75		4.42		4.23

		4.15		4.15		4.8		4.8		4.8		4.45		4.3

		4.2		4.2		4.82		4.85		4.82		4.5		4.35

		4.25		4.22				4.9				4.55		4.4

		4.3		4.22				4.95				4.6		4.45

		4.35		4.2				5				4.65		4.5

		4.41						5.05				4.7		4.55

		4.41						5.1				4.75		4.6

		4.35						5.15				4.8		4.65

		4.1						5.2				4.85		4.7
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TE1 ordinary even

TE1 ordinary odd

TE2 ordinary odd

TE1 evanescent even

TE1 evanescent odd

Complex even

Complex odd

f (GHz)

βz / ko

Normalized phase constant
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6.22

1

4.05

3.98

1.63

1.76

5.44

4.35

1.12

2.75

2.32

1.57

1.38

4.46

2.89

1.25

2.26

1.86

1.51

1.26

3.75

2.015

1.97

1.49

1.2

3.17

1.669

1.76

1.51

1.21

2.64

1.17

1.58

1.57

1.26

1.79

1.44

1.63

1.36

1.51

1.31

1.45

1.5

1.04

1.19

1.18

1.73

1

1.06

0.98

2

1

0.84

1.52

0.72

1.17

0.63

0.96

0.55

0.82

0.49

0.7

0.43

0.61

0.38

0.53

0.34

0.47

0.3

0.42

0.26

0.37

0.23

0.33

0.2

0.29

0.177

0.25

0.15

0.22

0.13

0.19

0.11

0.17

0.093

0.15

0.13

0.11

0.09



Φύλλο2

		f		μr		εr		k0		α		u		λ / k0		f		λ / k0								Evanescent eq.2						Evanescent eq.3

		4.1		-10.6217283951		-4.9488399762		85.8701991981		6.1662477105		1.596		7.0079075913		4.1		7		Ordinary Odd						f (GHz)		u		λ / k0		f (GHz)		u		λ / k0

		4.1		-10.6217283951		-4.9488399762		85.8701991981		6.1662477105		4.831		4.5731947613		4.15		5.44		f		u		λ / k0		4.75		3.618		4.0853119549		4.75		3.54		4.0150790217

		4.1		-10.6217283951		-4.9488399762		85.8701991981		6.1662477105		6.166		1.0020692957		4.2		4.46		4.1		3.199		6.2198634897		4.8		2.198		2.7498811144		4.8		1.617		2.3170418272

		4.15		-6.8892433538		-4.806357962		86.9173967493		4.9254003294		1.621		5.4437106092		4.25		3.75		4.15		3.27		4.3540872004		4.85		1.665		2.2646731889		4.82		0.922		1.8638384318

		4.2		-5.0234146341		-4.6689342404		87.9645943005		4.1682589516		1.657		4.4615714783		4.3		3.17		4.2		3.42		2.887561128		4.9		1.352		1.9706103967

		4.25		-3.9042424242		-4.5363321799		89.0117918517		3.6387145783		1.706		3.7466765271		4.35		2.64		4.2		4.133		1.1739958306		4.95		1.132		1.7559950084

		4.3		-3.1583935743		-4.4083288264		90.0589894029		3.2375220208		1.776		3.1676951539		4.41		1.79		4.73		1.5175		1.0025348726		5		0.959		1.5828187433

		4.35		-2.6258682635		-4.2847139649		91.1061869541		2.9169768834		1.882		2.6427049625		4.41		1.51		4.8		1.242		1.1203694941		5.05		0.816		1.4367727407		f (GHz)		λ / k0

		4.35		-2.6258682635		-4.2847139649		91.1061869541		2.9169768834		2.905		1.0411568545		4.35		1.04		4.82		1.05		1.2481509634		5.1		0.686		1.306558053		4.75		3.98

		4.4		-2.2266666667		-4.1652892562		92.1533845053		2.6508655473		2.098		2.0227765747		4.1		1								5.15		0.559		1.1868564295		4.8		2.32

		4.4		-2.2266666667		-4.1652892562		92.1533845053		2.6508655473		2.525		1.3293332955						Evanescent even						5.2		0.395		1.0649828547		4.82		1.86

		4.45		-1.9163445102		-4.049867441		93.2005820565		2.4233838274										f (GHz)		λ / k0				5.21		0.195		1.0044707672

		4.5		-1.6682352941		-3.9382716049		94.2477796077		2.2243202181										4.75		4.05						0.324		1.0320809292

		4.73		-0.9659533336		-3.469693245		99.0648883432		1.5191405231		1.1258295688								4.8		2.75

		4.8		-0.8327272727		-3.3402777778		100.5309649149		1.3418305925		1.237								4.85		2.26

		4.82		-0.7988695316		-3.3043336031		100.9498439354		1.2926829286				Ordinary Odd						4.9		1.97		Evanescent Odd

		4.85		-0.7510933865		-3.2512488043		101.5781624661		1.2197805348				f (GHz)		λ / k0				4.95		1.76		f (GHz)		λ / k0

		4.9		-0.6786017478		-3.1649312786		102.6253600173		1.0994466559				4.1		6.22				5		1.58		4.75		3.98

		4.95		-0.6138077036		-3.0812162024		103.6725575685		0.9787448508				4.15		4.35				5.05		1.44		4.8		2.32

		5		-0.5555555556		-3		104.7197551197		0.8550332201				4.2		2.89				5.1		1.31		4.82		1.86

		5.05		-0.5029097606		-2.9211841976		105.7669526709		0.7244009748				4.22		2.015				5.15		1.19

		5.1		-0.4551048951		-2.844675125		106.8141502221		0.5797810425				4.22		1.669				5.2		1.06

		5.15		-0.4115086719		-2.7703836365		107.8613477733		0.4036333781				4.2		1.17				5.21		1

		5.2		-0.3715942029		-2.6982248521		108.9085453244		0.0560081521				4.73		1						1.03

		5.21		-0.3640128857		-2.684041836		109.1179848347		0.1653927247				4.8		1.12

		5.25		-0.3349189189		-2.6281179138		109.9557428756		0.3805701367				4.82		1.25

																f (GHz)		λ / k0

		f (GHz)		μr		εr		k0 (1/m)		α						4.1		7

		4.75		-0.9253333333		-3.432132964		99.4837673637		1.4674671889								1

		4.8		-0.8327272727		-3.3402777778		100.5309649149		1.3418305925						4.15		5.44

		4.85		-0.7510933865		-3.2512488043		101.5781624661		1.2197805348						4.2		4.46

		4.9		-0.6786017478		-3.1649312786		102.6253600173		1.0994466559						4.25		3.75

		4.95		-0.6138077036		-3.0812162024		103.6725575685		0.9787448508						4.3		3.17

		5		-0.5555555556		-3		104.7197551197		0.8550332201						4.35		2.64

		5.05		-0.5029097606		-2.9211841976		105.7669526709		0.7244009748								1.04

		5.1		-0.4551048951		-2.844675125		106.8141502221		0.5797810425						4.4		2.02

		5.15		-0.4115086719		-2.7703836365		107.8613477733		0.4036333781								1

		5.2		-0.3715942029		-2.6982248521		108.9085453244		0.0560081521

		5.21		-0.3640128857		-2.684041836		109.1179848347		0.1653927247





Γράφημα4

		4.42		4.23		4.85

		4.45		4.3		4.9

		4.5		4.35		4.95

		4.55		4.4		5

		4.6		4.45		5.05

		4.65		4.5		5.1

		4.7		4.55		5.15

		4.75		4.6		5.2

		4.8		4.65		5.25

		4.85		4.7		5.3

		4.9		4.75		5.35

		4.95		4.8		5.4

		5				5.45

		5.05				5.5

		5.1				5.55

		5.15				5.6

		5.2				5.65

		5.25				5.7

		5.3

		5.35

		5.4

		5.45

		5.5

		5.55

		5.6

		5.65

		5.7



Complex even

Complex odd TE1

Complex odd TE2

f (GHz)

αz / ko

Normalized attenuation constant

0.29

0.56

0.42

0.63

1.58

0.67

0.95

1.96

0.8

1.19

2.24

0.88

1.41

2.45

0.95

1.65

2.62

1

1.99

2.78

1.04

2.4

2.94

1.08

2.58

3.16

1.11

2.64

3.74

1.13

2.68

1.16

2.7

1.18

2.71

1.19

2.714

1.2

2.716

1.21

2.713

1.22

2.71

1.23

2.7

1.23

2.69

2.68

2.67

2.66

2.65

2.63

2.62

2.61

2.59



Φύλλο3

		f		4.85		Complex even waves								f		u		λ / k0		Complex odd waves

		μr		-0.7510933865		f		βz / kο		αz / kο		proper		4.75		3.618		3.8895158616		f		βz / kο		αz / kο

		εr		-3.2512488043		4.42		1.63		0.29		proper		5.21		0.195		1.5744345358		4.23		1.76		0.56		proper

		k0		101.5781624661		4.45		1.57		0.63		OK		5.21		0.324		1.5949078057		4.3		1.38		1.58		OK

		α		1.2197805348		4.5		1.51		0.95		OK								4.35		1.26		1.96		OK

		x		3.08		4.55		1.49		1.19		OK								4.4		1.2		2.24		OK

		y		0.87		4.6		1.51		1.41		OK								4.45		1.21		2.45		OK

		λx2		-62098.231378053		4.65		1.57		1.65		OK		4.22		3.62		0		4.5		1.26		2.62		OK

		λy2		-53592		4.7		1.63		2		OK		4.22		3.755		0		4.55		1.36		2.78		improper

		R		82026.1714593714		4.75		1.45		2.4		OK								4.6		1.5		2.94		OK

		φ		220.7948416504		4.8		1.18		2.57		OK								4.65		1.73		3.16		improper

		r		286.4021149701		4.85		0.98		2.64		OK								4.7		2		3.74		OK

		θ		110.3974208252		4.9		0.84		2.68		OK		-72416.3544680363						4.75		1.52		4.3

		βz  / k0		-0.982688456		4.95		0.72		2.7		OK		90090.1263093813						4.8		1.17		4.35

		αz  / k0		-2.6427337457		5		0.63		2.71		OK		216.5034337373						4.85		0.96		4.35		proper

		g0x2		-72416.3544680363		5.05		0.55		2.714		OK								4.9		0.82		4.35		OK

		φ2		216.5034337373		5.1		0.49		2.716		OK								4.95		0.7		4.33		OK

						5.15		0.43		2.713		OK								5		0.61		4.31		OK

		Test		364.9667790306		5.2		0.38		2.71		OK								5.05		0.53		4.29		improper

						5.25		0.34		2.7		OK								5.1		0.47		4.26		OK

						5.3		0.3		2.69		OK								5.15		0.42		4.24		OK

						5.35		0.26		2.68		OK								5.2		0.37		4.21		OK

						5.4		0.23		2.67		OK								5.25		0.33		4.18		OK

						5.45		0.2		2.66										5.3		0.29		4.15		OK

						5.5		0.177		2.65										5.35		0.25		4.12		OK

						5.55		0.15		2.63										5.4		0.22		4.09		OK

						5.6		0.13		2.62										5.45		0.19		4.06		OK

						5.65		0.11		2.61										5.5		0.17		4.04		OK

						5.7		0.093		2.59										5.55		0.15		4.01		OK

																				5.6		0.13		3.98		OK

																				5.65		0.11		3.95		OK

																				5.7		0.09		3.92		OK
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Γράφημα1

		4.2		5		4.2		4.2		4.75		5.05		4.5

		4.25		5.044		4.25		4.25		4.8		5.1		4.55

		4.3		5.044		4.3		4.3		4.85		5.15		4.6

		4.35				4.35		4.35		4.9		5.2		4.65

		4.4				4.4		4.4		4.95		5.25		4.7

		4.45				4.45		4.45		4.98		5.3		4.75

		4.47						4.5				5.35		4.8

		4.49						4.55				5.4		4.85

		4.5						4.6				5.45		4.9

		4.5						4.65				5.5		4.95

		4.48						4.7				5.55		5

		4.467						4.75				5.6		5.05

								4.8						5.1

								4.85						5.15

								4.9						5.2

								4.95						5.25

								5						5.3

								5.025						5.35

														5.4

														5.45

														5.5

														5.55

														5.6



Proper real TE2

Proper real TE1

Improper real TE2

Improper real TE1

Evanescent proper real

Complex proper TE1

Complex proper TE2

f (GHz)

βz / k0

Normalized phase constant for surface waves

4.48

1.265

3.396

4.519

4.016

1.02

1.356

3.786

1.055

2.567

3.85

2.61

0.922

1.087

3.24

1.02

1.94

3.345

2.058

0.82

0.975

2.784

1.488

2.945

1.724

0.74

0.891

2.37

1.18

2.62

1.476

0.65

0.803

1.959

1.01

2.35

1.35

0.57

0.698

1.77

2.122

0.489

0.596

1.526

1.928

0.409

0.51

1.356

1.762

0.334

0.44

1.156

1.618

0.265

0.39

1.014

1.493

0.21

0.33

1

1.38

0.16

0.29

1.286

0.26

1.2

0.23

1.125

0.2

1.06

0.178

1.012

0.158

1

0.139

0.12

0.107

0.09

0.08

0.07



Φύλλο1

		f (GHz)		βz  / k0		f		μr		εr		k0		α		ζ		βz  / k0		f (GHz)		βz  / k0		f		TE1		f		TE2		Evanescent				f		βz  / k0

		4.2		4.48		4.5		-1.6682352941		-3.9382716049		94.2477796077		4.4486404362		3.329		1.8576576893						4.2		4.519		4.2		3.396		f		4.7		4.75		4.016

		4.25		3.786		f (GHz)		βz  / k0				241.5753470194		-0.5994358251		5.174		0						4.25		3.85		4.25		2.567		εr		-3.5269352648		4.8		2.61

		4.3		3.24		5		1.265						2.2243202181		8.299		0						4.3		3.345		4.3		1.94		μr		-1.0312643678		4.85		2.058

		4.35		2.784		5.044		1.055																4.35		2.945		4.35		1.488		k0		98.4365698125		4.9		1.724

		4.4		2.37		5.044		1.02																4.4		2.62		4.4		1.18		α		3.1971147218		4.95		1.476

		4.45		1.959								Complex proper waves												4.45		2.35		4.45		1.01		ξ		0.52		4.98		1.35

		4.47		1.77								f		βz  / k0		αz  / k0		βz  / k0		αz  / k0				4.5		2.122						βz  / k0		1.9253485525

		4.49		1.526				f		4.5		4.5		1.356		0.000000425								4.55		1.928						1 / μr		0.9696834597

		4.5		1.356				μr		-1.6682352941		4.55		1.087		0.555								4.6		1.762

		4.5		1.156				εr		-3.9382716049		4.6		0.975		0.852								4.65		1.618

		4.48		1.014				k0		94.2477796077		4.65		0.891		1.105								4.7		1.493

		4.467		1				α		4.4486404362		4.7		0.803		1.33								4.75		1.38

								x		4.1		4.75		0.698		1.5								4.8		1.286

		1.657		175.7900972397				y		0.0000005		4.8		0.596		1.62								4.85		1.2

				1.8651908615				kysx2		205		4.85		0.51		1.705								4.9		1.125

								kysy2		0.000025		4.9		0.44		1.765								4.95		1.06

								kzx2		16333.6482875505		4.95		0.39		1.81								5		1.012

								kzy2		-0.01025		5		0.33		1.85								5.025		1

								R2		16333.6482875537		5.05		0.29		1.87		1.02		0.038

								φ2		-0.0000359553		5.1		0.26		1.89		0.922		0.117

								1 / μr		-0.5994358251		5.15		0.23		1.91		0.82		0.15

								R		127.8031622752		5.2		0.2		1.92		0.74		0.175

								φ		-0.0000179777		5.25		0.178		1.928		0.65		0.19

								βz  / k0		1.3560336679		5.3		0.158		1.934		0.57		0.21

								αz  / k0		-0.0000004255		5.35		0.139		1.938		0.489		0.23

												5.4		0.12		1.939		0.409		0.25

												5.45		0.107		1.939		0.334		0.28

												5.5		0.09		1.937		0.265		0.32

												5.55		0.08		1.934		0.21		0.36

												5.6		0.07		1.93		0.16		0.4
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TE2

TE1

f (GHz)

αz / k0

Normalized attenuation constant for complex waves
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Γράφημα3
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Φύλλο2

		f		μr		εr		k0		α		u		λ / k0		f		λ / k0		f		u		λ / k0		Evanescent eq.2						Evanescent eq.3

		4.1		-10.6217283951		-4.9488399762		85.8701991981		6.1662477105		1.596		7.0079075913		4.1		7								f (GHz)		u		λ / k0		f (GHz)		u		λ / k0

		4.1		-10.6217283951		-4.9488399762		85.8701991981		6.1662477105		4.831		4.5731947613		4.15		5.44								4.75		3.618		4.049937497		4.75		3.54		3.9796809271

		4.1		-10.6217283951		-4.9488399762		85.8701991981		6.1662477105		6.166		1.0020692957		4.2		4.46		4.1		3.199		6.2198634897		4.8		2.198		2.7498811144		4.8		1.617		2.3170418272

		4.15		-6.8892433538		-4.806357962		86.9173967493		4.9254003294		1.621		5.4437106092		4.25		3.75		4.15		3.27		4.3540872004		4.85		1.665		2.2646731889		4.82		0.922		1.8638384318

		4.2		-5.0234146341		-4.6689342404		87.9645943005		4.1682589516		1.657		4.4615714783		4.3		3.17		4.2		3.42		2.887561128		4.9		1.352		1.9706103967

		4.25		-3.9042424242		-4.5363321799		89.0117918517		3.6387145783		1.706		3.7466765271		4.35		2.64		4.2		4.133		1.1739958306		4.95		1.132		1.7559950084

		4.3		-3.1583935743		-4.4083288264		90.0589894029		3.2375220208		1.776		3.1676951539		4.4		2.02		4.75		1.456		1.0167953444		5		0.959		1.5828187433

		4.35		-2.6258682635		-4.2847139649		91.1061869541		2.9169768834		1.882		2.6427049625		4.4		1.33		4.8		1.242		1.1203694941		5.05		0.816		1.4367727407		f (GHz)		λ / k0

		4.35		-2.6258682635		-4.2847139649		91.1061869541		2.9169768834		2.905		1.0411568545		4.35		1.04		4.82		1.05		1.2481509634		5.1		0.686		1.306558053		4.75		3.98

		4.4		-2.2266666667		-4.1652892562		92.1533845053		2.6508655473		2.098		2.0227765747		4.1		1								5.15		0.559		1.1868564295		4.8		2.32

		4.4		-2.2266666667		-4.1652892562		92.1533845053		2.6508655473		2.525		1.3293332955						Evanescent even						5.2		0.395		1.0649828547		4.82		1.86

		4.45		-1.9163445102		-4.049867441		93.2005820565		2.4233838274										f (GHz)		λ / k0				5.21		0.195		1.0044707672

		4.5		-1.6682352941		-3.9382716049		94.2477796077		2.2243202181										4.75		4.05						0.324		1.0320809292

		4.75		-0.9253333333		-3.432132964		99.4837673637		1.4674671889		1.1258295688								4.8		2.75

		4.8		-0.8327272727		-3.3402777778		100.5309649149		1.3418305925		1.237								4.85		2.26

		4.82		-0.7988695316		-3.3043336031		100.9498439354		1.2926829286				Ordinary Odd						4.9		1.97		Evanescent Odd

		4.85		-0.7510933865		-3.2512488043		101.5781624661		1.2197805348				f (GHz)		λ / k0				4.95		1.76		f (GHz)		λ / k0

		4.9		-0.6786017478		-3.1649312786		102.6253600173		1.0994466559				4.1		6.22				5		1.58		4.75		3.98

		4.95		-0.6138077036		-3.0812162024		103.6725575685		0.9787448508				4.15		4.35				5.05		1.44		4.8		2.32

		5		-0.5555555556		-3		104.7197551197		0.8550332201				4.2		2.89				5.1		1.31		4.82		1.86

		5.05		-0.5029097606		-2.9211841976		105.7669526709		0.7244009748				4.2		1.17				5.15		1.19

		5.1		-0.4551048951		-2.844675125		106.8141502221		0.5797810425				4.75		1.02				5.2		1.06

		5.15		-0.4115086719		-2.7703836365		107.8613477733		0.4036333781				4.8		1.12				5.21		1

		5.2		-0.3715942029		-2.6982248521		108.9085453244		0.0560081521				4.82		1.25						1.03

		5.21		-0.3640128857		-2.684041836		109.1179848347		0.1653927247

		5.25		-0.3349189189		-2.6281179138		109.9557428756		0.3805701367

		f (GHz)		μr		εr		k0 (1/m)		α

		4.75		-0.9253333333		-3.432132964		99.4837673637		1.4674671889

		4.8		-0.8327272727		-3.3402777778		100.5309649149		1.3418305925

		4.85		-0.7510933865		-3.2512488043		101.5781624661		1.2197805348

		4.9		-0.6786017478		-3.1649312786		102.6253600173		1.0994466559

		4.95		-0.6138077036		-3.0812162024		103.6725575685		0.9787448508

		5		-0.5555555556		-3		104.7197551197		0.8550332201

		5.05		-0.5029097606		-2.9211841976		105.7669526709		0.7244009748

		5.1		-0.4551048951		-2.844675125		106.8141502221		0.5797810425

		5.15		-0.4115086719		-2.7703836365		107.8613477733		0.4036333781

		5.2		-0.3715942029		-2.6982248521		108.9085453244		0.0560081521

		5.21		-0.3640128857		-2.684041836		109.1179848347		0.1653927247





Φύλλο3
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