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Περίληψη

Σκοπός αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη των γλωσσών προγραµµατισµού

που ϐασίζονται στις αρχές του κβαντικού µοντέλου υπολογισµών. Μελετήσαµε δύο γλώσσες

που έχουν προταθεί στην πρόσφατη ϐιβλιογραφία: την QPL (Selinger, 2004) και την QML
(Grattage and Altenkirch, 2005). Παραλλαγή της δεύτερης αποτελεί η NTUA-QML, µία νέα

γλώσσα κβαντικού προγραµµατισµού την οποία σχεδιάσαµε στο πλαίσιο αυτής της εργασίας.

Κατασκευάσαµε µια υλοποίηση της QPL µε εξοµοίωση σε συµβατικούς υπολογιστές, γραµµέν-

η στη γλώσσα Haskell, καθώς και µια υλοποίηση της NTUA-QML µε µετασχηµατισµό στην

QPL. Για τον έλεγχο και την επίδειξη των υλοποιήσεων, µεταφράσαµε ορισµένα παραδείγµατα

γνωστών κβαντικών αλγορίθµων σε NTUA-QML.

Η δυνατότητα αξιοποίησης των χαρακτηριστικών της ϑεωρίας της κβαντοµηχανικής για τη

διενέργεια υπολογισµών κίνησε για πρώτη ϕορά το ενδιαφέρον των ερευνητών περίπου πριν από

δύο δεκαετίες. Η ανακάλυψη όµως του αλγορίθµου παραγοντοποίησης ακεραίων του Shor,
ενός αλγορίθµου πολυωνυµικής πολυπλοκότητας για ένα πρόβληµα το οποίο πιστεύεται πως

δεν ανήκει στο P, έφερε τους κβαντικούς υπολογισµούς στο επίκεντρο εξαιτίας και των τεράστιων

επιπτώσεων που ϑα είχε η ύπαρξη µιας πρακτικής υλοποίησης ενός τέτοιου αλγορίθµου στον

τοµέα της κρυπτανάλυσης. Από τότε η έρευνα έχει επικεντρωθεί στην προσπάθεια κατασκευής

πρακτικών κβαντικών υπολογιστών.

Οι ιδιαιτερότητες του κβαντικού µοντέλου υπολογισµών, και η αντίθεσή του µε την διαίσθηση

του κλασικού προγραµµατιστή είναι ένας από τους λόγους που δεν έχουν αναπτυχθεί ακόµα

πολλοί ενδιαφέροντες κβαντικοί αλγόριθµοι. Η ύπαρξη γλωσσών υψηλού επιπέδου που ϑα

επέτρεπαν στο χρήστη τους να σκέφτεται σε ένα πιο αφηρηµένο επίπεδο χωρίς να απασχολεί-

ται µε λεπτοµέρειες υλοποίησης, όπως τα κβαντικά κυκλώµατα ίσως να ϐοηθούσε αυτήν την

κατάσταση. Μία καλή γλώσσα κβαντικού προγραµµατισµού ϑα πρέπει να ενσωµατώνει τους

περιορισµούς και τις δυνάµεις των κβαντικών υπολογισµών διευκολύνοντας το χρήστη να εκ-

ϕράσει προχωρηµένους αλγορίθµους µε ϕυσικό τρόπο.

Λέξεις κλειδιά

Κβαντικός προγραµµατισµός, γλώσσες κβαντικού προγραµµατισµού, αλγόριθµος του Deutsch,

αλγόριθµος του Grover, αλγόριθµος του Shor.
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Abstract

The purpose of this diploma dissertation is the study of programming languages which
rely on the principles of the quantum computation model. We studied two such languages
that have been proposed in recent literature: QPL (Selinger, 2004) and QML (Grattage and
Altenkirch, 2005). A variation of the latter is NTUA-QML, a new quantum programming
language designed as part of this dissertation. We built an implementation of QPL by simu-
lation on conventional computers, written in Haskell, and an implementation of NTUA-QML
by translation to QPL. For the purpose of checking and demonstrating our implementations,

we translated several examples of well known quantum algorithms in NTUA- QML.

The possibility of exploiting the characteristics of quantum mechanics theory to perform
calculation first attracted research interest two decades ago. But it was the discovery of
Shor΄s integer factorization algorithm, an algorithm of polynomial complexity which solves
a problem widely believed to be outside of P, which brought quantum computations in the
spotlight, in part because of the huge implications the existence of a practical implementation
of such an algorithm would have on the field of cryptanalysis. Research has focused on the
effort to construct a practical quantum computer ever since.

The peculiarity of the quantum computation model and the fact that it often contradicts
a classical programmer΄s intuition is one of the reasons that few interesting quantum algo-
rithms have been developed so far. The existence of high level languages which allow the
user to think at a more abstract level without worrying about implementation details such as
quantum circuits, might help rectify this situation. A decent programming language would
have to embody the limitations and strengths of quantum computations while making it easy
for programmers to express advanced algorithms naturally.

Key words

Quantum programming, quantum programming language, Deutsch΄s algorithm, Grover΄s
algorithm, Shor΄s algorithm.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Σκοπός αυτής της εργασίας είναι η µελέτη ενός συναρπαστικού νέου πεδίου της επιστήµης των

υπολογισµών, του πεδίου των κβαντικών υπολογισµών. Η µελέτη αυτή γίνεται από τη σκοπιά

των γλωσσών προγραµµατισµού που έχουν προταθεί και ενσωµατώνουν τα ιδιαίτερα χαρακτη-

ϱιστικά του κβαντικού µοντέλου υπολογισµών που το κάνουν ισχυρό αλλά ταυτόχρονα και

δύσχρηστο. Εκτός από τη µελέτη υπαρχουσών γλωσσών προτείνουµε και µία νέα γλώσσα κβα-

ντικού προγραµµατισµού η οποία αποτελεί παραλλαγή µίας από τις γλώσσες που µελετήθηκαν.

Η νέα αυτή γλώσσα ονοµάζεται NTUA-QML. ∆ηµιουργήσαµε επίσης ένα σύστηµα εξοµοίωσης

της εκτέλεσης προγραµµάτων της NTUA-QML σε έναν συµβατικό υπολογιστή χρησιµοποιώντας

τη γλώσσα Haskell. Με τη ϐοήθειά του υλοποιήσαµε και κάποια κλασικά παραδείγµατα κβα-

ντικών αλγορίθµων τα οποία µεταφράσαµε στη γλώσσα NTUA-QML.

1.1 Ιστορία των κβαντικών υπολογισµών

Η ιδέα του κβαντικού υπολογιστή είναι µία σχετικά νέα ιδέα. Επισήµως προτάθηκε για πρώτη

ϕορά στις αρχές της δεκαετίας του 80 από τον Richard Feynman. Το πρόβληµα που αντιµετώ-

πιζε ο Feynman ήταν η ότι εξοµοίωση κβαντοµηχανικών συστηµάτων µε συµβατικούς υπολο-

γιστές δεν γινόταν αρκετά αποδοτικά, και µάλιστα η πολυπλοκότητά της αυξανόταν εκθετικά µε

το µέγεθος του συστήµατος που έπρεπε να εξοµοιωθεί. Το γεγονός ότι δεν υπήρχε (και µέχρι

σήµερα εξακολουθεί να µην υπάρχει) κάποια λύση στο πρόβληµα αυτό µε κλασικά µέσα ώθησε

τον Feynman να προτείνει τον κβαντικό υπολογιστή, δηλαδή έναν υπολογιστή ο οποίος ϑα ϐα-

σιζόταν στη λειτουργία του ακριβώς σε αυτές τις ϕυσικές διαδικασίες οι οποίες ήταν δύσκολο να

εξοµοιωθούν. Με άλλα λόγια αυτό που υποστήριξε ο Feynman ήταν πως η ίδια η διεξαγωγή

ενός κβαντικού πειράµατος, αφού απαιτούσε τόσο επίπονους υπολογισµούς για να προβλεφθεί

το αποτέλεσµά της, ϑα µπορούσει ίσως να ϑεωρηθεί από µόνη της ένα είδος υπολογισµού. Αυτή

η σκέψη ήταν που έθεσε τα ϑεµέλια των κβαντικών υπολογισµών.

Από τη στιγµή που διατυπώθηκε για πρώτη ϕορά η ιδέα των κβαντικών υπολογισµών

προσέλκυσε τεράστιο ερευνητικό ενδιαφέρον. ΄Ηδη το 1985 ο David Deutsch ήταν αυτός που

έθεσε τις ϑεωρητικές ϐάσεις για την ανάπτυξη των κβαντικών υπολογισµών µιλώντας για έ-

ναν παγκόσµιο κβαντικό υπολογιστή (universal quantum computer) αντίστοιχο µε την µηχανή

Turing στους κλασικούς υπολογισµούς. Ο παγκόσµιος κβαντικός υπολογιστής του Deutsch
ήταν ικανός να εξοµοιώσει οποιονδήποτε άλλον κβαντικό υπολογιστή µε το πολύ πολυωνυµική

επιβράδυνση.

Η µεγάλη έκρηξη όµως για το πεδίο των κβαντικών υπολογισµών ήρθε το 1994 όταν ο

Peter Shor δηµοσίευσε έναν κβαντικό αλγόριθµο ο οποίος µπορούσε σε πολυωνυµικό χρόνο

να λύσει το πρόβληµα της παραγοντοποίησης ενός ακεραίου. Ως σήµερα δεν είναι γνωστός

κάποιος αντίστοιχος κλασικός αλγόριθµος, χωρίς όµως να έχει αποδειχθεί ότι δεν µπορεί

ένας τέτοιος αλγόριθµος να υπάρξει. Πάντως αποτελεί κοινή πεποίθηση πως το πρόβληµα

της παραγοντοποίησης µάλλον δεν µπορεί να λυθεί σε πολυωνυµικό χρόνο µε κλασικούς υπο-

λογιστές, γι΄ αυτό άλλωστε και πολλά σύγχρονα κρυπτοσυστήµατα δηµοσίου κλειδιού ϐασίζονται

σε αυτό. Είναι κατανοητό λοιπόν το γιατί η ανακάλυψη αυτή του Shor προκάλεσε µεγάλο εν-
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διαφέρον όχι µόνο στην επιστηµονική κοινότητα αλλά και σε κυβερνήσεις, µυστικές υπηρεσίες

και γενικότερα όποιον ασχολείται µε την κρυπτογραφία.

∆ύο χρόνια µετά τη δηµοσίευση του αλγορίθµου του Shor εµφανίστηκε και ο αλγόριθµος

του Lov Grover για αναζήτηση σε αταξινόµητες ϐάσεις δεδοµένων. Αν και ο αλγόριθµος του

Grover δεν λύνει ένα πρόβληµα τόσο ευαίσθητο όσο αυτός του Shor, ούτε προσφέρει µία τόσο

µεγάλη επιτάχυνση έχει το εξής µεγάλο πλεονέκτηµα: είναι αποδεδειγµένα πιο αποδοτικός από

τον καλύτερο κλασικό αλγόριθµο που µπορεί να υπάρξει για τη λύση του ίδιου προβλήµατος.

Η ύπαρξη λοιπόν του αλγορίθµου του Grover είναι και µία ϑεωρητική επιβεβαίωση για την

υπεροχή της απόδοσης των κβαντικών αλγορίθµων απέναντι στους κλασικούς.

∆υστυχώς η έρευνα πάνω στο Ϲήτηµα της υλοποίησης ενός κβαντικού υπολογιστή ϐρίσκεται

ακόµα σε πρώιµο στάδιο. ∆ιάφορες αρχιτεκτονικές έχουν προταθεί, κάθε µία εκ των οποίων

χρησιµοποιεί και µία άλλη κβαντική ιδιότητα των σωµατιδίων που απαρτίζουν την ύλη για να

διεξάγει υπολογισµούς. Καµία όµως δεν έχει καταφέρει ως τώρα να µας δώσει έναν πρακτικό

τρόπο για τη δηµιουργία πολύπλοκων κβαντικών υπολογισµών. Παρ΄ όλα αυτά τα πρώτα πειρά-

µατα µε κβαντικούς υπολογισµούς έχουν γίνει και η ϑεωρία ϕαίνεται σωστή. Το 2001 ένας

κβαντικός υπολογιστής των 7 qbit κατάφερε να αναλύσει τον αριθµό 15 σε 3× 5. ΄Ισως ϐρισκό-

µαστε ακόµα µακριά από την πραγµατοποίηση ενός πρακτικού κβαντικού υπολογιστή που να

µπορεί να χειριστεί ποσότητα πληροφορίας αντίστοιχη µε τους σηµερινούς κλασικούς, είµαστε

όµως σε ϑέση να πούµε πως οι κβαντικοί υπολογισµοί είναι κάτι παραπάνω από ένα πνευµατικό

παιχνίδι : είναι µια ϑεωρία πάνω στην οποία µπορούν ίσως να στηριχτούν οι υπολογιστές του

µέλλοντος.

1.2 Γλώσσες κβαντικού υπολογισµού

Ο κβαντικός προγραµµατισµός συνηθίζεται να µελετάται σε ένα χαµηλό επίπεδο πολύ κοντά

στο hardware. Αυτό είναι λογική συνέπεια της µη ύπαρξης ως τώρα κβαντικών υπολογιστών,

κάτι που δεν δίνει στον προγραµµατιστή την πολυτέλεια να ασχοληθεί µόνο µε τη λογική του

αλγορίθµου αγνοώντας τελείως την υλοποίηση. ΄Εχει ως αποτέλεσµα οι περισσότεροι αλγόριθ-

µοι να αναλύονται σε χρήση κβαντικών πυλών. Είναι σαφές ότι κάτι τέτοιο περιορίζει την

εκφραστική δύναµη, όπως άλλωστε ϑα συνέβαινε και αν ήµασταν υποχρεωµένοι να εκφράζουµε

τους κλασικούς αλγορίθµους µε λογικά κυκλώµατα. Για το λόγο αυτό έχουν γίνει προσπάθειες

για την εισαγωγή και γλωσσών κβαντικού προγραµµατισµού υψηλού επιπέδου.

Μία γλώσσα κβαντικού προγραµµατισµού ϑα πρέπει να λαµβάνει υπ΄ όψιν της τα ιδιαί-

τερα χαρακτηριστικά των κβαντικών υπολογισµών που τους δίνουν το συγκριτικό πλεονέκτηµα

απέναντι στους κλασικούς, αλλά και τους επιπλέον περιορισµούς που επιβάλλονται όταν κανείς

χειρίζεται πληροφορίες σε κβαντικό επίπεδο. Ο πιο σηµαντικός ίσως από αυτούς τους περιο-

ϱισµούς είναι η κβαντική κατάρρευση, η οποία υπαγορεύει πως µία ανάγνωση της πληροφορί-

ας που περιέχει ένα κβαντικό σύστηµα απαλείφει την ασάφεια ϕέρνοντας το σύστηµα σε µία

κλασική κατάσταση. Αυτό είναι καθοριστικό διότι οι κβαντικοί υπολογισµοί ϐασίζονται σε πολύ

µεγάλο ϐαθµό στη δυνατότητα της υπέρθεσης, δηλαδή τη δυνατότητα να χρησιµοποιούν ένα

σύστηµα το οποίο ϐρίσκεται ταυτόχρονα σε πολλές καταστάσεις.

Οι περισσότερες γλώσσες κβαντικού προγραµµατισµού που έχουν προταθεί ϐασίζονται στην

αρχή ΄quantum data, classical control΄. Με άλλα λόγια ϐασίζονται στην ιδέα ότι η εκτέλεση

ενός κβαντικού προγράµµατος ακολουθεί µία συγκεκριµένη ϱοή, όπως και η εκτέλεση ενός

προγράµµατος σε έναν κλασικό υπολογιστή. Η προσθήκη που κάνουν είναι ότι δίνουν τη

δυνατότητα στον χρήστη να χειριστεί και κβαντικά δεδοµένα, εκτός απο κλασικά, και µέσα από

το χειρισµό τους να πετύχει τη διενέργεια κβαντικών υπολογισµών. Ως παράδειγµα τέτοιων

γλωσσών αναφέρουµε ενδεικτικά την QPL του Peter Selinger, η οποία παρουσιάζεται στο κε-

ϕάλαιο 3, καθώς και την QCL του Bernard Oemer ([Oeme03]) η οποία συνοδεύεται και από µία

πολύ καλή υλοποίηση.

Στον αντίποδα ϐρίσκονται οι γλώσσες της λογικής ΄quantum data and control΄. Σε αυτές
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δίνεται η δυνατότητα για κατασκευή προγραµµάτων τα οποία ϑα ϐρίσκονται ταυτόχρονα σε

πολλές καταστάσεις, όπως και τα κβαντικά δεδοµένα τα οποία χειρίζονται. Τέτοια γλώσσα είναι

η QML του Thorsten Altenkirch η οποία επίσης παρουσιάζεται στο κεφάλαιο 3, αλλά και η

παραλλαγή της NTUA-QML η οποία δηµιουργήθηκε για τους σκοπούς αυτής της εργασίας.

1.3 Στοιχεία κβαντικής ϑεωρίας πολυπλοκότητας

Προτού προχωρήσουµε παρακάτω µε τις γλώσσες κβαντικού προγραµµατισµού ας πούµε και

δυο λόγια για τις ϑεωρητικές δυνατότητες που πιστεύεται πως έχουν οι κβαντικοί υπολογιστές.

Η κλάση των κβαντικών αλγορίθµων οι οποίοι µπορούν να εκτελεστούν σε πολυωνυµικό

χρόνο ονοµάζεται BQP από τα αρχικά Bounded Error, Quantum, Polynomial. ΄Οπως ϕαίνεται

και από το όνοµα µιλάµε για µία κλάση αλγορίθµων που αποτελεί το κβαντικό ανάλογο της

κλάσης BPP.

Η σχέση της κλάσης προβληµάτων BQP µε τις NP,NP-complete και P δεν έχει µέχρι σήµερα

αποδειχθεί. Πιστεύεται όµως ότι το P είναι υποσύνολο του BQP, καθώς και ότι το NP-complete
είναι ξένο µε το BQP. Η παραγοντοποίηση ακεραίων είναι ένα παράδειγµα προβλήµατος που

ανήκει στο NP και στο BQP αλλά πιστεύεται πως δεν ανήκει στο BPP. Μέχρι στιγµής δεν έχει

ϐρεθεί πολυωνυµικός κβαντικός αλγόριθµος ο οποίος να λύνει κάποιο NP-complete πρόβληµα.

Παρά το ότι οι κβαντικοί υπολογιστές είναι κάποιες ϕορές πιο αποδοτικοί από τους κλα-

σικούς αυτό δεν σηµαίνει πως µπορούν να λύσουν προβλήµατα που οι κλασικοί δεν µπορούν

να λύσουν, όπως για παράδειγµα το halting problem. Κάθε υπολογισµός που µπορεί να γίνει

κβαντικά µπορεί να γίνει και κλασικά δοθέντος αρκετού χρόνου και µνήµης. Με άλλα λόγια η

ύπαρξη των κβαντικών υπολογιστών δεν αναιρεί την Church-Turing thesis.

Συνήθως όταν ϑέλουµε να µελετήσουµε την πολυπλοκότητα ενός κβαντικού αλγορίθµου

χρησιµοποιούµε το µοντέλο της κβαντικής µηχανής Turing, η οποία χρησιµοποιεί µία κβα-

ντική συνάρτηση µετάβασης, δηλαδή µπορεί να ϐρίσκεται σε πολλές διαφορετικές καταστάσεις

ταυτόχρονα. Κάτι τέτοιο όµως συνήθως είναι αρκετά πολύπλοκο και ξεφεύγει από τους σκοπούς

αυτής της εργασίας, γι΄ αυτό τα µοντέλα κβαντικών υπολογισµών που ϑα χρησιµοποιήσουµε ϑα

είναι αρκετά πιο απλά (και εύχρηστα).

1.4 Οργάνωση της εργασίας

Το υπόλοιπο της εργασίας οργανώνεται ως εξής :

• Στο κεφάλαιο 2 δίνουµε ένα µαθηµατικό µοντέλο για τους κβαντικούς υπολογισµούς το

οποίο αποτελεί τη ϐάση της υπόλοιπης εργασίας. Επίσης εξηγούµε πώς τα κβαντικά

κυκλώµατα συνδέονται µε αυτό το µοντέλο.

• Στο κεφάλαιο 3 παρουσιάζουµε τρία παραδείγµατα γλωσσών κβαντικού προγραµµατισµού.

Εξετάζουµε τις γλώσσες QPL και QML και εισάγουµε την NTUA-QML, µία παραλλαγή της

QML που δηµιουργήθηκε για τους σκοπούς αυτής της εργασίας.

• Στο κεφάλαιο 4 ασχολούµαστε µε την υλοποίηση ενός εξοµοιωτή της NTUA-QML σε έναν

σηµερινό υπολογιστή. Η υλοποίησή µας ϐασίζεται στην ύπαρξη ενός ενδιάµεσου επιπέδου

το οποίο εξοµοιώνει ένα υποσύνολο της QPL.

• Στο κεφάλαιο 5 δίνουµε τρία παραδείγµατα κβαντικών αλγορίθµων. Παρουσιάζονται ο

αλγόριθµος του Deutsch, ο αλγόριθµος του Grover και ο αλγόριθµος του Shor. Για τους

πρώτους δύο δίνουµε επίσης ολοκληρωµένες υλοποιήσεις σε NTUA-QML ενώ για τον τρίτο

δίνουµε µια υλοποίηση ενός σηµαντικού µέρους του (του διακριτού µετασχηµατισµού

Fourier).

• Στο κεφάλαιο 6 παρουσιάζουµε τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από αυτήν την εργασία.
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Για την εξακρίβωση της ορθής λειτουργίας των αλγορίθµων του κεφαλαίου 5 χρησιµοποιήθηκε

η υλοποίηση της γλώσσας NTUA-QML που παρουσιάζεται στο κεφάλαιο 4.
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Κεφάλαιο 2

Κβαντικοί Υπολογισµοί

2.1 Εισαγωγή στους κβαντικούς υπολογισµούς

Οι κβαντικοί υπολογισµοί είναι ένα νέο πεδίο το οποίο, όπως και η ϑεωρία της κβαντοµηχανικής

στην οποία στηρίζεται, πολλές ϕορές εµφανίζει αντιφάσεις µε την κοινή λογική και τον τρόπο

που έχουµε συνηθίσει να σκεφτόµαστε. ΄Ενας τρόπος για να κατανοήσουµε καλύτερα πώς

λειτουργούν οι κβαντικοί υπολογισµοί είναι να προσπαθήσουµε να ϐρούµε αναλογίες µε τον

τρόπο λειτουργίας ενός συµβατικού υπολογιστή.

Η λειτουργία ενός συµβατικού υπολογιστή όπως ξέρουµε ϐασίζεται στην ικανότητα διενέρ-

γειας υπολογισµών στο δυαδικό σύστηµα αρίθµησης, δηλαδή υπολογισµών στους οποίους

χρησιµοποιούνται bit. Αυτό προϋποθέτει την ύπαρξη αντίστοιχων ϕυσικών διεργασιών οι οποίες

να ϕέρνουν κάποιο σύστηµα από µία κατάσταση η οποία αντιστοιχεί στο 1 σε µία που αντι-

στοιχεί στο 0, και αντίστροφα, όσες ϕορές χρειάζεται για να ολοκληρωθεί ο υπολογισµός. Στην

πράξη τα ϕυσικά µεγέθη που χρησιµοποιούνται σχεδόν χωρίς εξαίρεση για το σχεδιασµό και

την κατασκευή ενός υπολογιστή είναι ηλεκτρικά, δεν υπάρχει όµως κάτι που να εµποδίζει ϑεω-

ϱητικά την κατασκευή π.χ. ενός µηχανικού ή υδραυλικού υπολογιστή, αρκεί αυτός να έχει

κάποια αντίστοιχη δυνατότητα χειρισµού των bit.
Ποιες είναι όµως αυτές οι ϐασικές δυνατότητες που έχει ένας συµβατικός υπολογιστής ως

προς τον χειρισµό των bit; Θα πρέπει ϕυσικά να µπορεί κατά ϐούληση να ϑέσει την τιµή ενός

bit σε 0 ή 1, να υπολογίσει κάποιες απλές συναρτήσεις των bit, καθώς και να τα αποθηκεύει

και να τα διαβάζει όταν χρειάζεται κατά τη διάρκεια των υπολογισµών.

Μέχρι στιγµής περιγράψαµε σε πολύ αδρές γραµµές ένα υπολογιστικό µοντέλο, το οποίο

ϑυµίζει τους σηµερινούς υπολογιστές. Ας αλλάξουµε κάποιους από τους ϑεµελιώδεις αυτούς

κανόνες του παιχνιδιού των υπολογισµών:

• ΄Εστω πως κάθε bit δεν παίρνει τιµές στο πεδίο {0, 1} αλλά µπορεί να έχει σαν τιµή

οποιαδήποτε υπέρθεση (superposition) αυτών των δύο καταστάσεων. Επίσης κάθε οµάδα

από n bit δεν παίρνει απλώς µία τιµή στο {0, · · · , 2n − 1} αλλά οποιαδήποτε υπέρθεσή

τους.

• ΄Εστω πως το διάβασµα ενός bit δίνει πάντα µια απάντηση που ανήκει στο {0, 1}. Η

απάντηση αυτή είναι µη ντετερµινιστική και οι πιθανότητες να είναι 0 ή 1 εξαρτώνται από

την κατάσταση στην οποία ϐρισκόταν το bit. Επίσης το διάβασµα (το οποίο στο εξής ϑα

λέµε µέτρηση) έχει σαν παρενέργεια το bit να έρθει σε µια κατάσταση τέτοια ώστε επόµενο

διάβασµα του ίδιου bit να δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε πιθανότητα 1.

Οι παραπάνω κανόνες ίσως ϕαίνονται περίεργοι, όµως προκύπτουν από (εξίσου περίεργα)

συµπεράσµατα της κβαντικής ϕυσικής. ΄Οπως ένα σωµατίδιο αντί για πλήρως καθορισµένη ϑέση

έχει µια συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας, η οποία προσδιορίζει την πιθανότητα το σωµατίδιο

να ϐρεθεί σε κάθε ϑέση, έτσι και ένα κβαντικό bit (qbit) δεν έχει τιµή 0 ή 1 αλλά έχει κάποια

πιθανότητα να µετρηθεί 0 ή 1.

Η χρήση της κβαντικής υπέρθεσης είναι αυτή που δίνει στους κβαντικούς αλγόριθµους το

πλεονέκτηµά τους απέναντι στους αντίστοιχους κλασικούς. Η πραγµατοποίηση ενός υπολογι-

σµού µε 1 qbit το οποίο είναι ταυτόχρονα 0 και 1 ϑα µας δώσει µια υπέρθεση των αποτελεσµάτων
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που ϑα µας είχε δώσει ο ίδιος υπολογισµός µε είσοδο 0 και 1. Οµοίως η πραγµατοποίηση ενός

υπολογισµού n qbit ϑα µας δώσει µια υπέρθεση των 2n
αποτελεσµάτων.

Από την άλλη υπάρχουν περιορισµοί που επιβάλλονται πάνω στους υπολογισµούς ώστε να

µπορούµε να εκµεταλλευτούµε τον κβαντικό παραλληλισµό, όπως η αντιστρεψιµότητα. Ακόµα

πιο σηµαντικό είναι ότι παρ’οτι το αποτέλεσµά µας είναι ϑεωρητικά µια υπέρθεση όλων των

δυνατών αποτελεσµάτων, στην πράξη µπορούµε να δούµε (µετρώντας) µόνο ένα από τα δυνατά

αποτελέσµατα. ΄Ετσι οι κβαντικοί αλγόριθµοι είναι αναγκασµένοι να καταφεύγουν σε τεχνάσµα-

τα ώστε να καταφέρνουν να προσδιορίσουν από την υπέρθεση των αποτελεσµάτων το αποτέλεσµα

που πραγµατικά ενδιαφέρει.

΄Οπως κανείς δεν ϑα προσπαθούσε ποτέ να προγραµµατίσει έναν υπολογιστή χρησιµοποιώ-

ντας τους νόµους του Kirchoff, έτσι κανείς δεν προσπαθεί να διεξάγει κβαντικούς υπολογισµούς

χρησιµοποιώντας µερικές διαφορικές εξισώσεις όπως η εξίσωση του Schroedinger. Στο υπό-

λοιπο αυτού του κεφαλαίου προσπαθούµε να δώσουµε τις λεπτοµέρειες ενός µαθηµατικού

µοντέλου κβαντικών υπολογισµών το οποίο τελικά ϑα ϐασιστεί στην άλγεβρα των ερµιτιανών,

ϑετικά ορισµένων πινάκων µε µιγαδικά στοιχεία. Το µοντέλο αυτό ϑα είναι για τους κβαντικούς

υπολογισµούς ότι η άλγεβρα Boole για τους κλασικούς : ένα στρώµα χαµηλού επιπέδου που

ϑα έχει σαν στόχο να κρύψει τις ϕυσικές λεπτοµέρειες της υλοποίησης χωρίς να µας στερεί

υπολογιστική ικανότητα.

2.2 Κβαντικά bit

2.2.1 Γενικά

Ο ϐασικός τύπος δεδοµένων κάθε κβαντικού υπολογισµού είναι τα κβαντικά bit. ΄Οπως γνωρί-

Ϲουµε οι δυνατές καταστάσεις ενός κλασικού bit b είναι b = 0 και b = 1. Οι δυνατές καταστάσεις

στις οποίες µπορεί να ϐρίσκεται ένα κβαντικό bit q είναι οποιοσδήποτε γραµµικός συνδυασµός

q = α0 + b1, όπου α, β ∈ C και τα α, β δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα µηδέν. Οι συντε-

λεστές α, β λέγονται πλάτη της κβαντικής κατάστασης. Αν για δύο κβαντικά bit q1, q2 έχουµε

qi = αi0 + βi1, i = 1, 2 και α1 = γα2, β1 = γβ2 για κάποια µη µηδενική σταθερά γ ∈ C
τότε οι καταστάσεις των δύο bit ϑεωρούνται ισοδύναµες. Συνήθως υποθέτουµε πως τα α, β είναι

κανονικοποιηµένα έτσι ώστε |α|2 + |β|2 = 1. Αυτό µας επιτρέπει να αποδώσουµε µια ϕυσική

σηµασία στα α και β: είναι αριθµοί τέτοιοι ώστε |α|2 είναι η πιθανότητα µετά από µία µέτρηση

να παρατηρηθεί η τιµή 0 στο q και |β|2 η πιθανότητα να µετρηθεί 1.

΄Ετσι, στους κβαντικούς υπολογισµούς οι γνωστές από την άλγεβρα Boole σταθερές 0 και 1
δίνουν τη ϑέση τους σε δύο διανύσµατα c0 και c1 τα οποία αποτελούν τη ϐάση ενός µιγαδικού

διανυσµατικού χώρου δύο διαστάσεων. Στη ϐιβλιογραφία τα δύο αυτά διανύσµατα εµφανίζονται

πολύ συχνά µε το λεγόµενο ΄ket΄ notation ως εξής : c0 = |0〉 και c1 = |1〉. ΄Ετσι η κατάσταση

στην οποία ϐρίσκεται ένα κβαντικό bit µπορεί να γραφτεί ως α|0〉 + β|1〉. Σηµειώνουµε πως η

λέξη ket προέρχεται από το δεύτερο µισό της λέξης bracket και εκτός από τα ket υπάρχουν και

τα bra.

Οι καταστάσεις 1|0〉 + 0|1〉 και 0|0〉 + 1|1〉 λέγονται κλασικές καταστάσεις. Οποιαδήποτε

άλλη κατάσταση λέγεται κβαντική υπέρθεση των |0〉 και |1〉.

2.2.2 Κβαντικοί καταχωρητές

΄Οπως γνωρίζουµε η κατάσταση στην οποία ϐρίσκεται ένα σύνολο από n κλασικά bit (ένας

καταχωρητής των n bit) µπορεί να περιγραφεί πλήρως αν περιγράψουµε την κατάσταση στην

οποία ϐρίσκεται κάθε ένα από τα n bit. ΄Ενα από τα πιο ενδιαφέροντα χαρακτηριστικά του κβα-

ντικού προγραµµατισµού είναι ότι κάτι αντίστοιχο δεν ισχύει απαραίτητα για έναν καταχωρητή

κβαντικών bit.
Ας πάρουµε για παράδειγµα έναν καταχωρητή δύο bit. Στην κλασική περίπτωση οι δυνατές

καταστάσεις του είναι |00〉,|01〉,|10〉 και |11〉. Στην κβαντική περίπτωση οι δυνατές καταστάσεις
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έιναι ένας γραµµικός συνδυασµός της µορφής α00|00〉 + α01|01〉 + α10|10〉 + α11|11〉. ΄Οπως

προηγουµένως υποθέτουµε πως κάποιο από τα αij είναι µη µηδενικό και ορίζουµε την ισο-

δυναµία ανάµεσα σε δύο καταστάσεις µε ανάλογο τρόπο. Ορίζουµε λοιπόν την κατάσταση ενός

καταχωρητή 2 bit σαν ένα διάνυσµα ενός µιγαδικού διανυσµατικού χώρου τεσσάρων διαστάσεων

µε ϐάση {|00〉, |01〉, |10〉, |11〉}.
Παίρνουµε τώρα δύο κβαντικά bit q και p. Αν p = α|0〉 + β|1〉 και q = γ|0〉 + δ|1〉, ο

συνδυασµός των δύο, δηλαδή η κατάσταση στην οποία ϐρίσκεται ένας καταχωρητής δύο bit ο

οποίος αποτελείται από τα p και q είναι pq = αγ|00〉+ αδ|01〉+ βγ|10〉+ βδ|11〉.
Από τα παραπάνω µπορούµε να συµπεράνουµε πως υπάρχουν πιθανές καταστάσεις για

έναν καταχωρητή των 2 bit οι οποίες δεν µπορούν να περιγραφούν πλήρως σαν συνδυασµός των

καταστάσεων δύο ανεξάρτητων κβαντικών bit. Για παράδειγµα η κατάσταση
1√
2
|00〉 + 1√

2
|11〉

αφού ϑα πρέπει αγ 6= 0, βδ 6= 0 αλλά και αδ = βγ = 0.

Γενικεύοντας τα παραπάνω µπορούµε να πούµε πως η κατάσταση ενός συστήµατος n qbit
γράφεται ως α0|00 · · ·00〉+a1|00 · · ·01〉+ · · ·+a2n−1|11 · · ·11〉. Από εδώ και πέρα ϑα χρησι-

µοποιούµε για λόγους ευκολίας το διάνυσµα [a0, a1, · · · , a2n−1] ∈ C2n
για να αναπαραστήσουµε

την ίδια κατάσταση.

2.2.3 Entanglement

Entanglement (συµπλοκή), ονοµάζουµε το ϕαινόµενο κατά το οποίο η κατάσταση δύο ή περισ-

σοτέρων κβαντικών bit δεν µπορεί να περιγραφεί σαν συνδυασµός των καταστάσεων του κάθε bit
ξεχωριστά. Με άλλα λόγια κάποια bit είναι κατά κάποιο τρόπο συµπλεγµένα µε κάποια άλλα.

΄Οπως ϑα δούµε αργότερα entanglement µπορεί να δηµιουργηθεί από διάφορους κβαντικούς

µετασχηµατισµούς που διενεργούνται σε περισσότερα του ενός bit.
Με απλά λόγια ϑα µπορούσε κανείς να πει πως όταν τα bit p και q είναι συµπλεγµένα ο

προσδιορισµός της τιµής του ενός µας δίνει πληροφορία και για την κατάσταση του άλλου. Για

παράδειγµα αν η κατάσταση των p και q είναι
1√
2
|00〉+ 1√

2
|11〉 και µία µέτρηση µας δώσει την

τιµή |0〉 για το p αυτόµατα γνωρίζουµε πως το q έχει επίσης την ίδια τιµή.

΄Οταν δύο κβαντικά bit δεν είναι συµπλεγµένα λέµε πως είναι ανεξάρτητα. Σε αυτή την

περίπτωση η κατάσταση ενός καταχωρητή που τα περιέχει µπορεί να δοθεί αν πολλαπλασιά-

σουµε τους αντίστοιχους συντελεστές των δύο qbit. Η αντίστοιχη πράξη από τη γραµµική άλγε-

ϐρα είναι το τανυστικό γινόµενο (tensor product). Το tensor product ορίζεται για διανύσµατα

ως εξής : αν u ∈ Cn
και v ∈ Cm

τότε w = u⊗ v ∈ Cnm
και w(i,j) = uivj .

2.3 Ορθοµοναδιαίοι µετασχηµατισµοί

Υπάρχουν δύο τρόποι µε τους οποίους µπορούµε να χειριστούµε µια κβαντική κατάσταση ενός

ή περισσοτέρων bit: οι ορθοµοναδιαίοι (unitary) µετασχηµατισµοί και οι µετρήσεις.

Η κατάσταση ενός κβαντικού συστήµατος µετασχηµατίζεται εφαρµόζοντας πάνω του έναν

ορθοµοναδιαίο µετασχηµατισµό. ΄Εστω πως ο S είναι ένας 2 × 2 ορθοµοναδιαίος πίνακας,

δηλαδή ισχύει SS∗ = I όπου S∗ ο αναστροφοσυζυγής του S. Τότε η κατάσταση ενός qbit
µετασχηµατίζεται ως εξής : (

α
β

)
7→ S

(
α
β

)
Οµοίως χρησιµοποιώντας έναν ορθοµοναδιαίο πίνακα µεγέθους 2n×2n

µπορούµε να µετασχη-

µατίσουµε µία οµάδα από n qbit. ΄Ενας τέτοιος πίνακας καλείται και κβαντική πύλη n bit.
Μερικές από τις πιο χρήσιµες πύλες είναι οι εξής :
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N =
(

0 1
1 0

)
H = 1√

2

(
1 1
1 −1

)
V =

(
1 0
0 i

)
W =

(
1 0
0

√
i

)

Nc =
(
I 0
0 N

)
Hc =

(
I 0
0 H

)
Vc =

(
I 0
0 V

)
Wc =

(
I 0
0 W

)

X =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1


Η πύλη N καλείται και πύλη not αφού N |0〉 = |1〉 και N |1〉 = |0〉. Η πύλη H λέγεται

πύλη Hadamard και είναι µία από τις πιο χρήσιµες πύλες στους κβαντικούς υπολογισµούς. Με

είσοδο ένα bit στην κατάσταση |0〉 δίνει ένα bit που ϐρίσκεται σε µια υπέρθεση των |0〉 και |1〉
µε τις ίδιες πιθανότητες. Οι πύλες V και W αντιπροσωπεύουν µιγαδικές αλλαγές ϕάσης.

Οι πύλες 2 bit στη δεύτερη σειρά αποτελούν τις controlled εκδοχές αυτών στην πρώτη.

∆έχονται σαν είσοδο δύο bit και αν το πρώτο είναι στην κατάσταση |0〉 επιστρέφουν το ίδιο

αποτέλεσµα, ενώ αν είναι στην κατάσταση |1〉 εκτελούν τον αντίστοιχο µετασχηµατισµό στο άλλο

bit. Προφανώς αν το πρώτο bit είναι σε µια υπέρθεση των |0〉 και |1〉 τότε το δεύτερο ϑα έρθει

σε µια υπέρθεση της τωρινής του κατάστασης και εκείνης που προκύπτει από εφαρµογή της

αντίστοιχης πυλης πάνω του. Μάλιστα η υπέρθεση αυτή εξαρτάται από την ακριβή υπέρθεση

στην οποία ϐρίσκεται το πρώτο. Αυτό έχει σαν αποτέλεσµα να δηµιουργηθει entanglement και

τα δύο bit να πάψουν να είναι ανεξάρτητα.

Για παράδειγµα έστω πως έχουµε ένα bit στην κατάσταση
1√
2
(|0〉+ |1〉) και ένα στην κατάσ-

ταση |0〉. Η συνολική κατάσταση είναι

(
1√
2

1√
2

)
⊗
(

1
0

)
=


1√
2

0
1√
2

0


Εφαρµόζοντας την πύλη Nc έχω:

Nc


1√
2

0
1√
2

0

 =


1√
2

0
0
1√
2


΄Οπως ϐλέπουµε η κατάσταση που προκύπτει είναι

1√
2
(|00〉 + |11〉), η οποία όπως έχουµε

ήδη πει είναι ένα παράδειγµα entanglement.
Η πύλη X αποτελεί απλώς ένα swap των δύο bit στα οποία εφαρµόζεται.

Σε περίπτωση που το σύστηµά µας έχει περισσότερα bit από όσα χρειάζεται ως είσοδο η

πύλη που ϑέλουµε να υλοποιήσουµε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το tensor product ώστε

να κατασκευάσουµε µία πύλη η οποία έχει το σωστό αριθµό εισόδων και αφήνει τα υπόλοιπα

bit απείραχτα. Για παράδειγµα, έστω πως έχω 4 bit και ϑέλω να εφαρµόσω στο δεύτερο την

πύλη Hadamard, ϑα εφαρµόσω στο σύστηµα την πύλη I⊗H⊗I⊗I, όπου I ο 2×2 µοναδιαίος

πίνακας. Το tensor product σε πίνακες ορίζεται ως εξής : A ∈ Cn×n
και B ∈ Cm×m

τότε

C = A⊗B ∈ Cnm×nm
και c(i,j),(i′,j′) = aii′bjj′

Θεωρητικά, κάθε ορθοµοναδιαίος πίνακας µπορεί να υλοποιηθεί σε έναν κβαντικό υπολο-

γιστή, όµως όπως στην πράξη τα ψηφιακά κυκλώµατα υλοποιούνται χρησιµοποιώντας ένα µικρό

(αλλά πλήρες) σύνολο από πύλες, έτσι και τα κβαντικά κυκλώµατα ενός κβαντικού υπολογιστή

ϑα υλοποιούνται µε ένα µικρό σύνολο από πύλες. Υπάρχει ένα σύνολο από κβαντικές πύλες
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τέτοιο ώστε κάθε κβαντική πύλη να µπορεί να προσεγγιστεί µε οσοδήποτε µεγάλη ακρίβεια από

αυτές τις πύλες. ΄Ενα τέτοιο σύνολο σχηµατίζουν οι πύλες {H,Vc, X} ([Clev00]).

2.4 Μετρήσεις

Η δεύτερη ϑεµελιώδης πράξη µε την οποία µπορούµε να χειριστούµε ένα κβαντικό σύστηµα

είναι η µέτρηση. Η µέτρηση συµβαίνει όταν προσπαθούµε να παρατηρήσουµε την τιµή ενός

qbit και να το µετατρέψουµε σε κλασικό bit. Κατά κανόνα η µέτρηση είναι το τελευταίο ϐήµα

της εκτέλεσης ενός κβαντικού αλγορίθµου, χωρίς όµως αυτό να είναι απαραίτητο.

Ας ϑεωρήσουµε την κατάσταση ενός αποµονωµένου qbit α|0〉+β|1〉. ΄Εστω επίσης πως τα α
και β είναι κανονικοποιηµένα µε τον τρόπο που έχουµε ήδη αναφέρει, δηλαδή |α|2 + |β|2 = 1.

Τότε η µέτρηση του qbit ϑα µας δώσει σαν αποτέλεσµα 0 µε πιθανότητα |α|2 ή 1 µε πιθανότητα

|β|2. Η µέτρηση έχει σαν παρενέργεια την κατάρρευση (collapse) της κβαντικής κατάστασης,

ώστε µια αµέσως επόµενη µέτρηση δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε την πρώτη µε πιθανότητα 1.

Με άλλα λόγια µία µέτρηση έχει ως παρενέργεια τη µετάβαση της κατάστασης σε µία εκ των

1|0〉+ 0|1〉 ή 0|0〉+ 1|1〉.
Τα πράγµατα περιπλέκονται όταν έχουµε µία µέτρηση στην οποία εµπλέκονται περισσότερα

του ενός κβαντικά bit. Θεωρούµε ένα σύστηµα 2 qbit µε κατάσταση α|00〉 + β|01〉 + γ|10〉 +
δ|11〉. Υποθέτουµε και πάλι ότι τα πλάτη είναι κανονικοποιηµένα. Μετράµε το πρώτο qbit.
Με πιθανότητα |α|2 + |β|2 το αποτέλεσµα είναι 0 και η κατάσταση του συστήµατος καταρρέει

στην α|00〉 + β|01〉. Με πιθανότητα |γ|2 + |δ|2 το αποτέλεσµα είναι 1 και η κατάσταση του

συστήµατος γίνεται γ|10〉+ δ|11〉.
΄Εστω πως η µέτρηση του πρώτου qbit έδωσε 0. Τότε µια µέτρηση του δεύτερου µας δίνει µε

πιθανότητα
|α|2

|α|2+|β|2 αποτέλεσµα 0 και νέο state α|00〉 και µε πιθανότητα
|β|2

|α|2+|β|2 αποτέλεσµα

1 και νέο state β|01〉. Αντίστοιχα ισχύουν και στην περίπτωση που η µέτρηση του πρώτου qbit
έδωσε 1.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε πως µε δύο διαδοχικές µετρήσεις του πρώτου και του

δεύτερου qbit καταλήγουµε σε µία από τις τέσσερις καταστάσεις |00〉, |01〉, |10〉, |11〉 µε πι-

ϑανότητα |α|2, |β|2, |γ|2, |δ|2 αντίστοιχα. Είναι εύκολο να διαπιστωθεί πως µε τις ίδιες πι-

ϑανότητες καταλήγουµε στις ίδιες καταστάσεις αν αντιστρέψουµε τη σειρά των µετρήσεων. Στην

ορολογία της κβαντοµηχανικής αυτό σηµαίνει πως οι δύο µετρήσεις συγκοινωνούν (commute).

Γενικά στην κβαντοµηχανική αυτό δεν είναι απαραίτητο να ισχύει για δύο µετρήσεις, στους

κβαντικούς υπολογισµούς όµως ισχύει πάντα.

Εισάγουµε τώρα µία νέα κανονικοποίηση για τις κβαντικές καταστάσεις : κανονικοποιούµε

τα πλάτη µίας κατάστασης έτσι ώστε το άθροισµα των τετραγώνων των πλατών να είναι ίσο

µε τη συνολική πιθανότητα να ϕτάσουµε σε µία κατάσταση. Είναι προφανές πως όταν στους

υπολογισµούς µας δεν περιέχονται µετρήσεις η κανονικοποίηση αυτή είναι η ίδια µε αυτή

που έχουµε ήδη προτείνει. ΄Οταν όµως πραγµατοποιηθεί µία µέτρηση η σύµβαση αυτή µας

απαλλάσσει από την ανάγκη να επανακανονικοποιήσουµε τα πλάτη των νέων καταστάσεων που

προκύπτουν και απλοποιεί τους υπολογισµούς µας.

2.5 Αγνές και Μικτές καταστάσεις

΄Οπως έχουµε πει η κατάσταση ενός κβαντικού συστήµατος απο n qbit µπορεί να περιγραφεί

από ένα διάνυσµα u ∈ C2n
. Παρ’ολα αυτά ένας εξωτερικός παρατηρητής του συστήµατος

µπορεί να µην έχει πλήρη γνώση της κατάστασής του. ΄Εστω για παράδειγµα ένα σύστηµα

το οποίο ϐρίσκεται στην κατάσταση
1√
2
(|0〉 + |1〉). Αν κάποιος διενεργήσει µία µέτρηση πάνω

στο µοναδικό qbit του συστήµατος και κρατήσει µυστικό το αποτέλεσµα δεν µπορούµε µε

ϐεβαιότητα να πούµε ποια είναι η νέα κατάσταση του συστήµατος. Γνωρίζουµε όµως ότι είναι

µία εκ των |0〉 και |1〉 µε ίση πιθανότητα. Γράφουµε λοιπόν ότι η κατάσταση του συστήµατος
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είναι
1
2{|0〉} + 1

2{|1〉}. Γενικότερα, όταν ξέρουµε ότι ένα σύστηµα µπορεί να ϐρίσκεται σε

µία κατάσταση ui µε πιθανότητα λi και όλες οι πιθανές καταστάσεις είναι m γράφουµε ότι η

κατάστασή του είναι λ1{u1} + · · · + λm{um}. Θα πρέπει να ισχύει
∑
λi = 1. Μία τέτοια

κατανοµή πιθανότητας ανάµεσα σε κβαντικές καταστάσεις λέγεται µικτή κατάσταση (mixed
state). Οι καταστάσεις ui λέγονται αγνές καταστάσεις (pure states).

Είναι σηµαντικό να σηµειώσουµε πως οι mixed states δεν έχουν κάποιο ιδιαίτερο ϕυσικό

νόηµα, αλλά αντιπροσωπεύουν τη γνώση κάποιου παρατηρητή για την κατάσταση του συστή-

µατος. Υποτίθεται πως κάθε ϕυσικό σύστηµα ϐρίσκεται ανά πάσα στιγµή σε µία κατάσταση

η οποία µπορεί να περιγραφεί από µία pure state αλλά από την άποψη ενός παρατηρητή το

σύστηµα ίσως ϐρίσκεται σε µία mixed state και πιθανώς από την άποψη ενός άλλου παρατηρητή

ίσως ϐρίσκεται σε µία διαφορετική mixed state.

Οι ορθοµοναδιαίοι µετασχηµατισµοί µετασχηµατίζουν τις mixed states δρώντας πάνω στις

pure states που αποτελούν τα συστατικά τους. ∆ηλαδή ο µετασχηµατισµός S ϕέρνει την mixed
state

∑
λi{ui} στην

∑
λi{Sui}.

2.6 Πίνακες πυκνότητας

Θα εισάγουµε τώρα την έννοια των πινάκων πυκνότητας οι οποίοι αποτελούν έναν πολύ πιο

αποτελεσµατικό τρόπο αναπαράστασης των pure και mixed states.

Αρχικά ας πάρουµε ένα σύστηµα του οποίου η κατάσταση µπορεί να περιγραφεί µε το

διάνυσµα u ∈ C2n
. Είναι σαφές ότι µιλάµε για µία αγνή κατάσταση. Μία ισοδύναµη περιγραφή

του συστήµατος είναι από τον πίνακα uu∗, ο οποίος καλείται πίνακας πυκνότητας (density
matrix). Για παράδειγµα το σύστηµα

1√
2
(|0〉 − |1〉) έχει πίνακα πυκνότητας τον

uu∗ =
(

1
2 −1

2
−1

2
1
2

)
Ας σηµειώσουµε εδώ πως αν γνωρίζουµε τον πίνακα πυκνότητας µιας κατάστασης δεν µπορούµε

να προσδιορίσουµε µοναδικά το διάνυσµα u από το οποίο αυτός προήλθε αφού αν γ ∈ C και

|γ| = 1 τότε ο ίδιος πίνακας πυκνότητας προκύπτει και από κάθε διάνυσµα γu. Αυτό όµως στην

πραγµατικότητα είναι πλεονέκτηµα της χρήσης πινάκων πυκνότητας αντί για διανυσµάτων γιατί

µας δίνει πιο εύκολα τη δυνατότητα να προσδιορίσουµε την ισοδυναµία δύο καταστάσεων: ϑα

πρέπει αυτές να έχουν τον ίδιο πίνακα πυκνότητας.

Το µεγάλο πλεονέκτηµα όµως των πινάκων πυκνότητας ϐρίσκεται στον τρόπο αναπαρά-

στασης των mixed states. Το mixed state
∑
λi{ui} παριστάνεται από τον πίνακα

∑
λi(uiu

∗
i ).

Για παράδειγµα το mixed state 1
2{|0〉}+ 1

2{|1〉} έχει αντίστοιχο πίνακα πυκνότητας

1
2

(
1 0
0 0

)
+

1
2

(
0 0
0 1

)
=
(

1
2 0
0 1

2

)
Αξίζει να πούµε πως η µετάβαση από την προηγούµενη αναπαράσταση mixed stated σε

πίνακες πυκνότητας προκαλεί κάποια απώλεια πληροφορίας. Για παράδειγµα είναι εύκολο να

δούµε πως το mixed state 1
2{

1√
2
(|0〉+ |1〉)}+ 1

2{
1√
2
(|0〉 − |1〉)} έχει πίνακα πυκνότητας τον

1
2

(
1
2

1
2

1
2

1
2

)
+

1
2

(
1
2 −1

2
−1

2
1
2

)
=
(

1
2 0
0 1

2

)
Ο πίνακας αυτός είναι ίδιος µε αυτόν που υπολογίσαµε στο προηγούµενο παράδειγµα.

΄Οπως ϑα δούµε αργότερα δεν υπάρχει παρατηρήσιµη διαφορά ανάµεσα σε δύο µικτές καταστά-

σεις οι οποίες µας δίνουν τον ίδιο πίνακα πυκνότητας, και εποµένως δεν υπάρχει πρόβληµα

αν οι δύο αυτές καταστάσεις ϑεωρούνται ταυτόσηµες. Η διαφορά που υπάρχει ανάµεσα σε

δύο mixed states µε τον ίδιο πίνακα πυκνότητας µπορεί να γίνει πιο κατανοητή µε µελέτη του

παραδείγµατος 3.2.3
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Από τα παραπάνω προκύπτει ότι για έναν πίνακα A έχω A =
∑
λi(uiu

∗
i ) όπου τα λi είναι µη

αρνητικές πραγµατικές σταθερές µε
∑
λi ≤ 1 και τα ui µοναδιαία διανύσµατα αν και µόνο αν

ο A είναι ερµιτιανός, ϑετικά ορισµένος µε tr(A) ≤ 1. Το ευθύ της πρότασης αυτής προκύπτει

εύκολα από το γεγονός ότι tr(uiu
∗
i ) = u∗iui = 1 για µοναδιαία διανύσµατα. Το ανάστροφο

από το γεγονός ότι κάθε ερµιτιανός ϑετικά ορισµένος πίνακας A µπορεί να διαγωνοποιηθεί ως

A = SDS∗ µε D =
∑
λieie

∗
i όπου ei τα διανύσµατα της κανονικής ϐάσης του αντίστοιχου

χώρου. Τότε ϑα ισχύει A =
∑
λi(Sei)(Sei)∗. Τα λi είναι οι ιδιοτιµές του A. Προφανώς αν ο A

είναι πίνακας που αντιστοιχεί σε pure state τότε όλες οι ιδιοτιµές είναι ίσες µε το 0 εκτός από

µία.

∆ίνουµε λοιπόν τον εξής ορισµό: Πίνακας πυκνότητας λέγεται ένας ϑετικά ορισµένος ερµι-

τιανός πίνακας για τον οποίο ισχύει tr(A) ≤ 1. Το σύνολο των πινάκων αυτών µε διάσταση n το

συµβολίζουµε µε Dn ⊆ Cn×n
.

2.7 Κβαντικές λειτουργίες και πίνακες πυκνότητας

΄Εχουµε ορίσει δύο ήδη κβαντικών λειτουργιών : τους ορθοµοναδιαίους µετασχηµατισµούς και

τις µετρήσεις. Οι ορθοµοναδιαίοι µετασχηµατισµοί εύκολα επεκτείνονται στη χρήση των πινά-

κων πυκνότητας. Αν ο µετασχηµατισµός S αντιστοιχεί την αγνή κατάσταση u στην κατάσταση

Su τότε αντιστοιχεί τον αγνό πίνακα πυκνότητας uu∗ στον Suu∗S∗. Σε σχέση µε τις µικτές

καταστάσεις, έχουµε πει ότι ο ορθοµοναδιαίος µετασχηµατισµός εφαρµόζεται ξεχωριστά σε κάθε

µία από τις αγνές συνιστώσες της µικτής κατάστασης. Εποµένως ο mixed πίνακας πυκνότητας

A αντιστοιχεί στον SAS∗.
Ας ασχοληθούµε τώρα µε το αποτέλεσµα της µέτρησης σε έναν πίνακα πυκνότητας. Ας

ϑεωρήσουµε αρχικά µία αγνή κατάσταση u µε τον αντίστοιχο πίνακα uu∗. ΄Εστω πως

u =
(

v

w

)
⇒ uu∗ =

(
vv∗ vw∗

wv∗ ww∗

)

Μία µέτρηση του πρώτου bit της κατάστασης ϑα δώσει αποτέλεσµα

(
v

0

)
µε πιθανότητα

‖v‖2
ή

(
0
w

)
µε πιθανότητα ‖w‖2

. ∆ηλαδή σε πίνακες πυκνότητας το αποτέλεσµα ϑα είναι(
vv∗ 0
0 0

)
ή

(
0 0
0 ww∗

)
.

Παρατηρούµε ότι ο πρώτος πίνακας προκύπτει µε πιθανότητα ‖v‖2 = tr(vv∗) και ο δεύτερος

µε ‖w‖2 = tr(ww∗). ΄Ετσι η σύµβαση της κανονικοποίησης επεκτείνεται ϕυσικά σους πίνακες

πυκνότητας : το ίχνος ενός πίνακα πυκνότητας είναι ίσο µε την πιθανότητα να ϕτάσουµε στην

κατάσταση που αντιπροσωπεύει ο πίνακας.

Η λειτουργία της µέτρησης επεκτείνεται γραµµικά και στις µικτές καταστάσεις. ΄Ετσι η

πραγµατοποίηση µιας µέτρησης σε µια µικτή κατάσταση της µορφής

(
A B

C D

)
ϑα µας δώσει

σαν αποτέλεσµα την κατάσταση µε πίνακα πυκνότητας

(
A 0
0 0

)
µε πιθανότητα tr(A) ή την

κατάσταση µε πίνακα πυκνότητας

(
0 0
0 D

)
µε πιθανότητα tr(D).

Μία σηµαντική παρατήρηση είναι η εξής : έστω πως διεξάγουµε µία µέτρηση και µετά

ξεχνάµε το αποτέλεσµα. Τότε ο νέος πίνακας πυκνότητας είναι ο(
A 0
0 D

)
∆ηλαδή η µέτρηση έχει πάντα σαν παρενέργεια τον µηδενισµό κάποιων περιοχών του πίνακα

πυκνότητας.
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Είδαµε τα αποτελέσµατα των ϑεµελιωδών λειτουργιών των κβαντοµηχανικής, των ορθοµονα-

διαίων µετασχηµατισµών και των µετρήσεων, όπως εκφράζονται µέσα από τα αποτελέσµατά

τους πάνω στους πίνακες πυκνότητας. Αφού δεν έχουµε στη διάθεσή µας άλλο τρόπο αλλη-

λεπίδρασης µε ένα κβαντικό σύστηµα πέρα από αυτές τις λειτουργίες συµπεραίνουµε πως δεν

υπάρχει παρατηρήσιµη διαφορά ανάµεσα σε δύο µικτές καταστάσεις που έχουν τον ίδιο πίνακα

πυκνότητας.

2.8 Κβαντικά κυκλώµατα

΄Οσα έχουµε πει εδώ συνιστούν ένα µοντέλο κβαντικών υπολογισµών. Θα µπορούσαµε να

συνεχίσουµε, ϑα κάνουµε όµως µια µικρή παράκαµψη για να αναφερθούµε στα κβαντικά

κυκλώµατα.

Στους κλασικούς υπολογισµούς υπάρχουν τα λογικά κυκλώµατα: κυκλώµατα τα οποί-

α αποτελούνται από ένα πεπερασµένο πλήθος από πύλες, η έξοδος των οποίων µας δίνει το

αποτέλεσµα ενός υπολογισµού. ΄Ηδη και στους κβαντικούς υπολογισµούς έχουµε υπονοήσει την

ύπαρξη µιας αντίστοιχης ιδέας καλώντας τους ορθοµοναδιαίους µετασχηµατισµούς κβαντικές

πύλες. Είναι εύκολο λοιπόν να προχωρήσουµε στον ορισµό ενός άλλου µοντέλου υπολογισµών,

αυτού των κβαντικών κυκλωµάτων.

΄Ενα κβαντικό κύκλωµα µας επιτρέπει να εκφράσουµε ένα σύνολο διαδοχικών ορθοµοναδι-

αίων µετασχηµατισµών οι οποίοι διενεργούνται πάνω στα qbits της εισόδου. ∆εν µας επιτρέπει

να εκφράσουµε τη λειτουργία της µέτρησης η οποία υποτίθεται πως διενεργείται πάντα στην έξο-

δο του κυκλώµατος, δηλαδή στο αποτέλεσµα των υπολογισµών. Οι περιορισµοί που συναντάµε

στο σχεδιασµό ενός κβαντικού κυκλώµατος σε σχέση µε ένα κλασικό είναι οι εξής :

• ΄Ολες οι πύλες έχουν τόσες εισόδους όσες και εξόδους. Αυτό προκύπτει από το γεγονός

ότι οι ορθοµοναδιαίοι µετασχηµατισµοί είναι αντιστρέψιµοι, άρα και οι πύλες ϑα πρέπει

να είναι αντιστρέψιµες.

• ΄Ολο το κύκλωµα έχει τόσες εισόδους όσες και εξόδους. Αυτό προκύπτει από το γεγονός

ότι όλο το κύκλωµα, από τη στιγµή που δεν περιέχει µετρήσεις, είναι στην ουσία ένας

ορθοµοναδιαίος µετασχηµατισµός. Εποµένως κάθε κβαντικό κύκλωµα δουλεύει και προς

τις δύο κατευθύνσεις.

• ∆εν µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε ΄διακλαδώσεις΄. Με άλλα λόγια αν ένα κβαντικό

bit χρησιµοποιείται στην είσοδο µιας πύλης, δεν µπορεί να χρησιµοποιείται στην είσοδο

κάποιας άλλης, ούτε και σε διαφορετική είσοδο της ίδιας. Και αυτός ο περιορισµός

προκύπτει από την αντιστρεψιµότητα (η διακλάδωση είναι ουσιαστικά µία συνάρτηση που

παίρνει ένα bit και δίνει δύο bit ίσα µε αυτό της εισόδου).

Σχήµα 2.1: ΄Ενα παράδειγµα κβαντικού κυκλώµατος.
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΄Ενα παράδειγµα κβαντικού κυκλώµατος µπορούµε να δούµε στο σχήµα 2.1. Το κύκλωµα

έχει δύο εισόδους q1, q2. Μπορεί να χωριστεί σε τρεις ϕάσεις. Στην πρώτη το bit q1 δεν

επηρεάζεται ενώ στο bit q2 εφαρµόζεται η πύλη Hadamard. Συνολικά λοιπόν στο σύστηµα των

δύο qbit εφαρµόζεται ο µετασχηµατισµός I ⊗ H. Στην δεύτερη ϕάση ϐλέπουµε το συµβολι-

σµό που χρησιµοποιείται στα κβαντικά κυκλώµατα για τις ελεγχόµενες πύλες. Η πύλη µέσα

από την οποία περνά το q2 είναι η γνωστή πύλη NOT. Η σύνδεση όµως της πύλης µε το q1
σηµαίνει πως ο µετασχηµατισµό ελέγχεται από το q1, εποµένως το σύστηµα περνά από την

πύλη Nc. Ουσιαστικά ο συµβολισµός αυτός είναι µια συντοµογραφία η οποία µας διευκολύνει

να καταλάβουµε τη λειτουργία µιας ελεγχόµενης πύλης. Στην τρίτη ϕάση τα δύο bit αλλάζουν

ϑέση. Αυτό ισοδυναµεί µε αλλαγή ϐάσης ή µε χρήση της πύλης X. Καταλήγουµε λοιπόν πως

το κύκλωµα αυτό είναι ισοδύναµο µε τον µετασχηµατισµό XNc(I ⊗ H). Αν η κατάσταση του

συστήµατος ήταν αρχικά α|00〉+ β|01〉+ γ|10〉+ δ|11〉 ϑα γίνει

1√
2


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 1 1
0 0 1 −1




α
β
γ
δ

 =
1√
2


α+ β
γ − δ
α− β
γ + δ


.

Αν για παράδειγµα και τα δύο qbit αρχικά ήταν false. Τότε α = 1 και β = γ = δ = 0. Σε

αυτήν την περίπτωση ο ελεγχόµενος µετασχηµατισµός δεν πραγµατοποιείται, έτσι το κύκλωµα

απλώς περνά το δεύτερο bit από την πύλη Hadamard και τους αλλάζει ϑέση. Το τελικό σύστηµα

ϑα είναι το tensor product του
1√
2
(|0〉+ |1〉) µε το |0〉, αφού τα δύο bits άλλαξαν ϑέση. Θα είναι

δηλαδή
1√
2
(|00〉 + |10〉). Το ίδιο αποτέλεσµα παίρνουµε και µε αντικατάσταση των α, β, γ, δ

παραπάνω.
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Κεφάλαιο 3

Γλώσσες κβαντικού προγραµµατισµού

3.1 Εισαγωγή

Η γλώσσα την οποία κανείς χρησιµοποιεί για να εκφράσει συλλογισµούς και συµπεράσµατα

πολύ συχνά παίζει σηµαντικό ϱόλο στη σύλληψη των ίδιων αυτών συλλογισµών. Είναι µέσα στα

χαρακτηριστικά µιας καλής γλώσσας, είτε µιλάµε για µια γλώσσα ϕυσική είτε για µια γλώσσα

προγραµµατισµού, ο πλούτος και η ευκολία της εκφραστικότητας. Θα πρέπει δηλαδή µια

γλώσσα να επιτρέπει στον χρήστη της να µεταφέρει τις σκέψεις του σε αυτή χωρίς δυσκολία,

ή ίσως και να είναι έτσι δοµηµένη που να προσφέρει από µόνη της στο χρήστη προφανείς

δηµιουργικές διεξόδους σε προβλήµατα που για άλλες γλώσσες ίσως να ϑεωρούνταν δύσκολα.

Η συναρπαστική πρόοδος της τεχνολογίας των υπολογιστών τις τελευταίες δεκαετίες, και

µαζί της η πρόοδος των συστηµάτων λογισµικού ϐάδισαν χέρι-χέρι µε την πρόοδο στις γλώσσες

προγραµµατισµού. Είναι αδύνατο να ϕανταστούµε το πώς ϑα µπορούσαν σήµερα να υπάρξουν

συστήµατα λογισµικού τόσο πολύπλοκα όσο αυτά που ϐλέπουµε γύρω µας καθηµερινά χωρίς

την ύπαρξη γλωσσών υψηλού επιπέδου. Οι γλώσσες υψηλού επιπέδου έχουν στόχο παρόµοιο

µε αυτόν που πετυχαίνουν αντίστοιχες αφαιρέσεις σε χαµηλότερα επίπεδα στο σχεδιασµό ενός

υπολογιστή : όπως η χρήση λογικών πυλών και καταχωρητών καταφέρνει να δώσει στο σχε-

διαστή ένα απλό και εύχρηστο σύνολο κανόνων χωρίς να του στερεί σηµαντικές δυνατότητες

υπολογισµού που ϑα του προσέφερε η σκέψη κατευθείαν µε όρους ηλεκτρικών κυκλωµάτων,

έτσι και η γλώσσα ωψηλού επιπέδου δίνει στον προγραµµατιστή ένα σύνολο από στοιχειώδη

εργαλεία µε τα οποία τον προστατεύει από την υπερβολική λεπτοµέρεια της χρήσης απευθείας

του υλικού.

Ο παραλληλισµός των παραπάνω µε την κβαντική περίπτωση είναι σαφής. Θα πρέπει και

για τους κβαντικούς υπολογισµούς, όπως και για τους κλασικούς, να δηµιουργηθούν γλώσσες

οι οποίες ϑα αποκαλύπτουν στον προγραµµατιστή όλα τα χαρακτηριστικά του κβαντικού µο-

ντέλου υπολογισµού κρύβοντάς του τις αποπροσανατολιστικές λεπτοµέρειες. Μέχρι σήµερα

έχουν γίνει πολλές και αξιόλογες προσπάθειες προς αυτήν την κατεύθυνση, κάποιες εκ των

οποίων παρουσιάζονται παρακάτω. Οι προσπάθειες αυτές όµως σκοντάφτουν συνήθως σε ένα

ϑεµελιώδες πρόβληµα: ότι ο ίδιος ο κβαντικός προγραµµατισµός είναι δυσνόητος από τη ϕύση

του.

Η δηµιουργία των κλασικών υπολογιστών ήταν µια ϕυσική εξέλιξη του τρόπου σκέψης µε τον

οποίο η ανθρωπότητα ήταν εξοικειωµένη για αιώνες. ΄Ηδη πριν ϕτιαχτούν οι πρώτοι υπολογιστές

οι άνθρωποι ήξεραν να λύνουν απλά προβλήµατα όπως η ταξινόµηση και η εύρεση του µέγιστου

κοινού διαιρέτη δύο ακεραίων µε τον ίδιο τρόπο που αργότερα προγραµµάτισαν τους υπολο-

γιστές να το κάνουν. Ουσιαστικά το µοντέλο λειτουργίας ενός σηµερινού υπολογιστή είναι αυτό

ενός ΄χαζού΄ ανθρώπου, ενός ανθρώπου δηλαδή ο οποίος µπορεί να ακολουθεί απλές οδηγίες

και να κάνει πράξεις. Η ιδέα της ύπαρξης ενός υπολογιστή δεν ξεπήδησε από την παρατήρηση

µιας ενδιαφέρουσας ηλεκτρικής συµπεριφοράς των ηµιαγωγών, αλλά υπήρχε ήδη αιώνες πριν.

Η ανακάλυψη ενός κατάλληλου ϕυσικού ισοδύναµου ήταν απλώς το τελευταίο συστατικό που

χρειαζόταν για να πάρει το όραµα των υπολογιστικών µηχανών σάρκα και οστά.

Ο κβαντικός προγραµµατισµός αντιθέτως είναι κάτι ξένο από τον τρόπο που οι άνθρωποι

συνηθίζουν να σκέφτονται όταν λύνουν µαθηµατικά ή λογικά προβλήµατα. Πώς γίνεται ένα bit
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να είναι ταυτόχρονα 0 και 1; Πώς γίνεται δύο bit να είναι συµπλεγµένα και η µέτρηση του

ενός να επηρεάζει το άλλο ; Γιατί το διάβασµα ενός bit είναι µία µη αναστρέψιµη διαδικασία ;

Μια κλασική γλώσσα έχει απλώς σαν αποστολή να δώσει στον προγραµµατιστή δοµές ελέγχου

τέτοιες ώστε η καθοδήγηση του ΄χαζού ανθρώπου΄ που κάνει τις πράξεις να γίνει πιο άνετη. Μια

κβαντική γλώσσα ϑα πρέπει να γεφυρώσει το χάσµα ανάµεσα σε έναν προγραµµατιστή και ένα

εξίσου χαζό αλλά εντελώς ασυνήθιστο ον.

Η νεότητα του πεδίου των κβαντικών υπολογισµών δηµιουργεί ένα ακόµη πρόβληµα που

δυσχεραίνει την κατάσταση: την σπανιότητα ενδιαφέροντων αλγορίθµων. Παρ’οτι υπάρχουν

λαµπρές εξαιρέσεις, οι οποίες είναι άλλωστε και αυτές που ώθησαν στην εξερεύνηση του πεδίου,

όπως ο αλγόριθµος του Shor ο οποίος υποψιαζόµαστε ότι είναι ποιοτικά καλύτερος από οποιονδή-

ποτε κλασικό αλγόριθµο που λύνει το πρόβληµα της παραγοντοποίησης ακεραίων, είναι δύσκο-

λο να ϐρεις κανείς στη ϐιβλιογραφία έναν χρήσιµο κβαντικό αλγόριθµο. Αυτό ϐέβαια είναι ένα

ϕυσικό επακόλουθο της ανυπαρξίας µέχρι αυτή τη στιγµή και κβαντικών υπολογιστών. ΄Οµως

µια καλή γλώσσα προγραµµατισµού ϑα πρέπει να επιτρέπει στο χρήστη να εκφράσει εύκολα τα

στοιχεία εκείνα που συνθέτουν έναν καλό αλγόριθµο και η αλήθεια είναι πως µέχρι σήµερα δεν

είµαστε σίγουροι ποια είναι τα στοιχεία που συνθέτουν έναν καλό κβαντικό αλγόριθµο, γι΄ αυτό

άλλωστε γνωρίζουµε και τόσο λίγους.

3.2 Η γλώσσα QPL

Στο [Seli04] ο Peter Selinger περιγράφει µία γλώσσα κβαντικού προγραµµατισµού που προκύπτει

αβίαστα από το µοντέλο προγραµµατισµού που δώσαµε στο κεφάλαιο 2.

Χαρακτηριστικά της γλώσσας είναι :

• ΄Υποστήριξη κλασικών bit και σαφής διαχωρισµός κλασικών και κβαντικών bit.

• Υποστήριξη οποιουδήποτε ορθοµοναδιαίου µετασχηµατισµού

• Υποστηριξη loops

• Υποστήριξη αναδροµικών συναρτήσεων

Η σηµασιολογία κάθε προγράµµατος δίνεται σαν µία συνάρτηση Dα
n → Dβ

m όπου τα n,m
εξαρτώνται από το πλήθος των qbit της εισόδου και της εξόδου και τα α, β από το πλήθος των

κλασικών bit εισόδου και εξόδου. ∆ίνουµε παρακάτω τη σύνταξη της γλώσσας και εξηγούµε µε

συντοµία τη σηµασιολογία της. Περισσότερες λεπτοµέρειες δίνονται στο κεφάλαιο 4.

3.2.1 Σύνταξη

Η γραµµατική των όρων της QPL είναι η εξής :

P ::= new bit b := 0 | new qbit q := 0 | discard x
| b := 0 | b := 1 | q1, q2, · · · , qn∗ = S
| skip | P ;Q
| if b then P else Q | measure q then P else Q | while b do P
| proc X : Γ → Γ′ {P} in Q | y1, y2, · · · , ym = X(x1, x2, · · · , xn)

Η σηµασία των παραπάνω όρων αναλύεται στην επόµενη υποενότητα.

3.2.2 Λειτουργία

Το µοντέλο λειτουργίας της QPL είναι ουσιαστικά αυτό ενός κλασικού υπολογιστή ο οποίος έχει

πρόσβαση σε κβαντική µνήµη. Ο έλεγχος ϱοής του προγράµµατος είναι παραδοσιακός (µά-

λιστα ο Selinger δίνει µια εναλλακτική ΄παιδαγωγική΄ µορφή της σύνταξης η οποία ϐασίζεται σε
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διαγράµµατα ϱοής). Κατά τη διάρκεια της εκτέλεσής του ένα πρόγραµµα έχει τη δυνατότητα να

Ϲητήσει από το ΄λειτουργικό΄ να του παραχωρηθεί ένα επιπλέον qbit. Επίσης έχει τη δυνατότητα

να ελευθερώσει ένα qbit που δεν χρειάζεται πλέον (εντολές new και discard). Από άποψη

χειρισµού των qbits έχει τη δυνατότητα να εφαρµόσει έναν ορθοµοναδιαίο µετασχηµατισµό ή

να µετρήσει κάποιο qbit και να προβεί σε διαφορετικές ενέργειες, ανάλογα µε το αποτέλεσµα της

µέτρησης. Ο χειρισµός των κλασικών bit δεν εµφανίζει διαφορά σε σχέση µε ότι ϑα περιµέναµε

από µια κλασική γλώσσα, όµως η ύπαρξη του κβαντικού µέρους δυσκολεύει τον ορισµό της

σηµασιολογίας.

Κβαντικό µέρος

Για λόγους ευκολίας, ϑα ασχοληθούµε πρώτα µε το κβαντικό µέρος της γλώσσας, το οποίο είναι

και το πιο ενδιαφέρον. Παρακάτω εξηγούµε πώς επεκτείνεται η σηµασιολογία µε την προσθήκη

κλασικών bits.

Η σηµασία κάθε προγράµµατος είναι µία συνάρτησηD2n → D2m , αν το πρόγραµµα δέχεται

σαν είσοδο n qbit, δίνει έξοδο m qbit και Dn το σύνολο των πινάκων πυκνότητας διαστάσεων

n×n. Θα δώσουµε τη σηµασία οποιουδήποτε προγράµµατος επαγωγικά, ορίζοντας τη σηµασία

κάθε όρου της γραµµατικής που δώσαµε παραπάνω. Τα αποτελέσµατα ϕαίνονται στον πίνακα

3.1 όπου µε ‖P‖ συµβολίζουµε τη σηµασία που αποδίδουµε στον όρο P .

Πίνακας 3.1: Σηµασιολογία QPL κβαντικό µέρος.

΄Ορος Πεδίο ορισµού Συνάρτηση

new qbit Dn → D2n A→
(
A 0
0 0

)
discard Dn → Dn/2, n > 1

(
A B

C D

)
→ A+D

q1, q2, · · · , qn∗ = S D2n → D2n A→ SAS∗

measure q then P else Q Dn → Dm

(
A B

C D

)
→ ‖P‖(

(
A 0
0 0

)
)+

µε ‖P‖, ‖Q‖ : Dn → Dm +‖Q‖(
(

0 0
0 D

)
)

skip Dn → Dn A→ A
proc X: {P} in Q ίδιο µε της ‖Q‖ ‖Q‖ µε ‖call X‖ := ‖P‖
y1, · · · , ym = X(x1, · · · , xn) D2n → D2m Προκύπτει από προηγούµενο proc
P ;Q Dn → Dm ‖Q‖(‖P‖) µε ‖Q‖ : Dk → Dm,

‖P‖ : Dn → Dk

Η σηµασιολογία αυτή µε απλά λόγια µπορεί να οριστεί ως εξής :

• Η δέσµευση ενός νέου qbit γίνεται πάντα έτσι ώστε το νέο qbit να είναι το πιο σηµαντικό

του καταχωρητή της συνολικής κατάστασης. ΄Ετσι το νέο state είναι |0〉 ⊗ sp όπου sp το

προηγούµενο.

• Η απελευθέρωση ενός qbit µπορεί εύκολα να οριστεί όταν απελευθερώνουµε το πιο σηµα-

ντικό qbit. Είναι ισοδύναµη µε τη µέτρησή του και την απώλεια του αποτελέσµατος. Ο

λόγος που γίνεται αυτό είναι ότι το bit που απελευθερώνουµε µπορεί να είναι entangled
µε κάποιο άλλο το οποίο κρατάµε και µια πιθανή µέτρησή του να επιφέρει αλλαγές και

σε αυτό. Αν το απελευθερώσουµε χωρίς να προκαλέσουµε άµεσα αυτές τις αλλαγές είναι

αδύνατο να προβλέψουµε πότε ϑα προκληθούν κι έτσι δεν µπορούµε να δώσουµε µια

σωστή σηµασιολογία. Σε περίπτωση που ϑέλουµε να απελευθερώσουµε κάποιο άλλο qbit
(όπως άλλωστε επιτρέπει η σύνταξη) µπορούµε να κάνουµε µία αλλαγή ϐάσης ώστε το

Ϲητούµενο qbit να γίνει το πιο σηµαντικό, και µετά το discard µία δεύτερη αλλαγή ϐάσης

ώστε το qbit το οποίο ήταν αρχικώς πιο σηµαντικό να επιστρέψει στη ϑέση του.

33



• Η µέτρηση ενός qbit µας δίνει την δυνατότητα να εκτελέσουµε ένα µέρος του προγράµµα-

τος υπό συνθήκη. Η σηµασιολογία ορίζεται µόνο σε περίπτωση που τα new και discard
είναι ισορροπηµένα στα δύο branches του measure. Παρατηρούµε πως η εντολή mea-
sure q0 then skip else skip έχει την ίδια σηµασιολογία µε το discard , όπως είδαµε και

παραπάνω.

• Η χρήση ενός ορθοµοναδιαίου µετασχηµατισµού έχει την ιδιαιτερότητα πως µπορεί να

γίνει σε ένα αυθαίρετο σύνολο από qbit. Για να χρησιµοποιήσουµε όσα ξέρουµε ήδη για

τους µετασχηµατισµούς ϑα πρέπει να κάνουµε κατάλληλες αλλαγές ϐάσεις, ενώ αν οι

τελεστέοι είναι λιγότεροι από το πλήθος των qbits που αποτελούν το state ο S ϑα πρέπει

να αντικατασταθεί ϕυσικά από το τανυστικό γινόµενό του µε τον αντίστοιχο µοναδιαίο.

Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η χρήση procedures και µάλιστα αναδροµικών. Η χρήση

µιας διαδικασίας η οποία δεν είναι αναδροµική,έµµεσα ή άµεσα, µπορεί ουσιαστικά να αντι-

κατασταθεί στο σηµείο όπου χρησιµοποιείται, σαν µακροεντολή. Σε περίπτωση όµως που έ-

χουµε αναδροµή ϑα ακολουθήσουµε την εξής διαδικασία. ΄Εστω X η αναδροµική διαδικασία.

Τότε ϑα λέµε X(Y ) την διαδικασία που είναι ίδια µε την X µόνο που η αναδροµική κλήση

έχει αντικατασταθεί από τον όρο Y . ΄Εστω Y0 ένα πρόγραµµα που δεν τερµατίζεται. Επίσης

έστω Yi+1 = X(Yi). Τότε χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι ‖Y0‖ = 0 υπολογίζουµε το όριο

limi→∞ ‖Yi‖, το οποίο είναι και το ‖X‖. Είναι πιθανό το trace του πίνακα που δίνεται σαν

είσοδο σε µία αναδροµική διαδικασία να είναι µεγαλύτερο από αυτό που προκύπτει σαν έξο-

δος. ∆ηλαδή η χρήση αναδροµικών συναρτήσεων είναι το µόνο κοµµάτι της γλώσσας που δεν

διατηρεί αναγκαστικά ανέπαφο το trace (οι ορθοµοναδιαίοι µετασχηµατισµοί το διατηρούν λόγω

της αντίστοιχης ιδιότητας των πινάκων όπως το διατηρούν και οι µετρήσεις). Αυτό απεικονίζει

το γεγονός πως µπορούµε να έχουµε και προγράµµατα τα οποία δεν τερµατίζουν ποτέ.

Κλασικό µέρος

Η ύπαρξη ενός κλασικού µέρους στη γλώσσα QPL αντιµετωπίζεται ως εξής : Η σηµασία των

προγραµµάτων δεν δίνεται πλέον µε συναρτήσεις από το Dn στο Dm αλλά µε συναρτήσεις από

το Dn1 ×Dn2 × · · · ×Dna στο Dm1 ×Dm2 × · · · ×Dmb
. Αντί λοιπόν για πίνακες πυκνότητας

έχουµε πλέον διατεταγµένα σύνολα πινάκων πυκνότητας.

Τα σύνολα αυτά µεγαλώνουν µε την εντολή δέσµευσηες νέου bit και µικραίνουν µε την

εντολή απελευθέρωσής του. Αν σε κάποια στιγµή το πρόγραµµα έχει δεσµεύσει n bit ϑα έχει

ένα σύνολο από 2n
πίνακες πυκνότητας. Με άλλα λόγια ϑα έχει έναν πίνακα πυκνότητας για

κάθε πιθανή τιµή που µπορεί να πάρουν τα n bit.
Η ‖new bit‖ λοιπόν είναι µία συνάρτηση που παίρνει ένα διατεταγµένο σύνολο (A1, · · · , An)

και δίνει σαν αποτέλεσµα (A1, · · · , An, 0, · · · , 0) (2n στοιχεία στο αποτέλεσµα). Η ‖discard bit‖
παίρνει το (A1, A2, · · · , A2n) και δίνει σαν αποτέλεσµα το (A1+An+1, A2+An+2, · · · , An+A2n).
΄Οταν αναφέρεται στο πιο σηµαντικό bit η ‖b := 1‖ είναι η (A1, A2, · · · , A2n) → (0, 0, · · · , 0, A1+
An+1, A2 + An+2, · · · , An + A2n), ενώ αντίστοιχα η ‖b := 0‖ είναι η (A1, A2, · · · , A2n) →
(A1 + An+1, , A2 + An+2, · · · , An + A2n, 0, 0, · · · , 0). Για άλλα bit οι αντίστοιχες συναρτήσεις

µπορούν εύκολα να προκύψουν.

Τέλος για τον ορισµό της σηµασιολογίας του loop ακολουθούµε µία διαδικασία αντίστοιχη

µε αυτή που ακολουθούµε για να ορίσουµε τη σηµασιολογία των αναδροµικών προγραµµάτων,

υπολογίζοντας τελικά ένα όριο.

3.2.3 Παραδείγµατα

Ρίψη κέρµατος

΄Εστω πως ϑέλουµε να εκτελέσουµε ένα από δύο τµήµατα ενός προγράµµατος µε πιθανότητα

50%. ΄Εστω P και Q οι αντίστοιχοι όροι των προγραµµάτων αυτών. ΄Ενα πρόγραµµα που

πετυχαίνει αυτό είναι
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new qbit q
q∗ = H
measure q then

discard q ; P
else

discard q ; Q

Πράγµατι, αν A ο πίνακας πυκνότητας που έχει σαν είσοδο το παραπάνω πρόγραµµα. Η

προσθήκη ενός qbit µας δίνει τον πίνακα

(
A 0
0 0

)
. Η εφαρµογή τουH στο νέο qbit ισοδυναµεί

µε εφαρµογή του H ⊗ I = 1√
2

(
I I

I −I

)
σε όλο το state. Εποµένως το νέο state είναι

1
2

(
A A

A A

)

Το measure δίνει σαν είσοδο στο ένα branch 1
2

(
A 0
0 0

)
και στο άλλο

1
2

(
0 0
0 A

)
. Η ε-

ϕαρµογή όµως του discard καταλήγει στην εκτέλεση του P ή του Q µε είσοδο το
1
2A. Ε-

ποµένως καταφέραµε το Ϲητούµενο που είναι η δηµιουργία ενός προγράµµατος που δίνει έξοδο

P (1
2A) +Q(1

2A) = 1
2(P (A) +Q(A)). Το τελευταίο προκύπτει από τη γραµµικότητα της σηµα-

σιολογίας της γλώσσας µας.

Ρίψη κέρµατος ή µέτρηση

Ας συνεχίσουµε το προηγούµενο παράδειγµα. ΄Εστω πως Q := skip και P := q0∗ =(
1 0
0 −1

)
. Ας υποθέσουµε πως το πρόγραµµα έχει είσοδο

(
A B

C D

)
. Τότε έχω

P (
1
2

(
A B

C D

)
) =

1
2

(
A −B
−C D

)
Εποµένως το αποτέλεσµα όλου του προγράµµατος είναι

P (
1
2

(
A B

C D

)
) +Q(

1
2

(
A B

C D

)
) =

(
A 0
0 D

)
Το αποτέλεσµα αυτό όµως είναι το ίδιο µε το αποτέλεσµα µίας µέτρησης πάνω στο πρώτο qbit
του state!

Για να καταλάβουµε καλύτερα τη διαφορά ανάµεσα στο πρόγραµµά µας και τη διενέργεια

κατευθείαν µιας µέτρησης ας πάρουµε σαν παράδειγµα την είσοδο
3
5 |0〉+

4
5 |1〉. Το πρόγραµµά

µας, µε πιθανότητα
1
2 αφήνει την είσοδο ανέπαφη ή πολλαπλασιάζει µε −1 τον συντελεστή του

|1〉. Οδηγεί λοιπόν στη µικτή κατάσταση
1
2{

3
5 |0〉 + 4

5 |1〉} + 1
2{

3
5 |0〉 −

4
5 |1〉}. Αντιθέτως µία

µέτρηση οδηγεί στη µικτή κατάσταση
9
25{|0〉}+ 16

25{|1〉}.
Οι δύο αυτές καταστάσεις όµως έχουν τον ίδιο πίνακα πυκνότητας. Από µία άποψη αυτό

είναι ϑετικό γιατί τα δύο προγράµµατα είναι όντως ισοδύναµα µε την έννοια ότι ϑα συµπεριφερ-

ϑούν µε τον ίδιο ακριβώς τρόπο ως µέρη ενός µεγαλύτερου προγράµµατος. Ας µην ξεχνάµε όµως

ότι µία µικτή κατάσταση είναι απλώς µία αναπαράσταση της γνώσης κάποιου παρατηρητή για

ένα σύστηµα. ΄Ετσι στην περίπτωση του προγράµµατός µας, αν ένας παρατηρητής γνωρίζει το

αποτέλεσµα της µέτρησης είναι σε ϑέση, χρησιµοποιώντας έναν αντίστροφο µετασχηµατισµό να

ξαναφέρει το state εκεί που ήταν πριν την εκτέλεση του προγράµµατος. Αντιθέτως στη δεύτερη

περίπτωση η κατάσταση που υπήρχε πριν τη µέτρηση έχει χαθεί.

Η συζήτηση αυτή, παρ’οτι πολύ ενδιαφέρουσα είναι έξω από τους σκοπούς αυτής της εργασί-

ας αφού αφορά το πεδίο της κβαντικής κρυπτογραφίας. Στο εξής ϑα µελετάµε προγράµµατα
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χωρίς να µας απασχολεί η ύπαρξη τρίτων παρατηρητών και ϑα ϑεωρούµε mixed states µε τον

ίδιο πίνακα πυκνότητας ισοδύναµες.

3.3 Η γλώσσα QML

Στο [Grat05b] ο Thorsten Altenkirch και ο Jonathan Grattage παρουσιάζουν µία συναρτησιακή

γλώσσα κβαντικού προγραµµατισµού. Η QML εισάγει πέρα από κβαντικές δοµές δεδοµένων και

κβαντικές δοµές ελέγχου. Βασίζεται στην αυστηρή γραµµική λογική, επιτηρώντας προσεκτικά

τα µέρη της γλώσσας που υπονοούν τη διενέργεια µέτρησης. Η λειτουργική σηµασιολογία της

δίνεται µε κβαντικά κυκλώµατα.

Η γλώσσα QML αποτελεί ένα πολύ ουσιαστικό πρώτο ϐήµα προς την κατεύθυνση της

δηµιουργίας µιας κβαντικής γλώσσας ωψηλού επιπέδου. Επιχειρεί να ενσωµατώσει έννοιες

εγγενείς στο κβαντικό µοντέλο, όπως η υπέρθεση και οι ελεγχόµενοι µετασχηµατισµοί, µε τρόπο

τέτοιο ώστε ο προγραµµατιστής να διευκολύνεται στη χρήση τους. Ταυτόχρονα επιχειρεί να

διατηρήσει ένα συναρτησιακό στυλ, ξεχωρίζοντας µέσα στο σύστηµα τύπων τα µέρη της γλώσσας

που έχουν παρενέργειες (δηλαδή τις µετρήσεις).

Παρακάτω παρουσιάζουµε το συντακτικό και το σύστηµα τύπων της QML, και δίνουµε µια

σύντοµη περιγραφή της σηµασιολογίας της µε κυκλώµατα. ΄Επειτα, ϐασιζόµενοι πάνω στις

ιδέες και το συντακτικό της QML δηµιουργούµε µια νέα γλώσσα κβαντικού προγραµµατισµού

την NTUA-QML. Σκιαγραφούµε τη σηµασιολογία της στο µοντέλο κβαντικών υπολογισµών που

έχουµε ήδη αναπτύξει, και δίνουµε µία αναλυτική περιγραφή της στο κεφάλαιο 4 το οποίο

ασχολείται µε την υλοποίησή της.

3.3.1 Συντακτικό

Η γραµµατική των όρων της QML είναι :

t ::= x | let x = t in u

| x~y | ()
| (t, u) | let (x, y) = t in u
| qinl t | qinr t
| case t of {qinl x⇒ u | qinr y ⇒ u′}
| caseo t of {qinl x⇒ u | qinr y ⇒ u′}
| {(κ)t | (ι)u}
| f ~t

όπου τα διανύσµατα ~a αντιπροσωπεύουν µία ακολουθία από συντακτικά αντικείµενα δηλαδή

~α = ε | α~α

3.3.2 Σύστηµα τύπων

Το σύστηµα τύπων της QML έχει την πρωτοτυπία ότι αποτελείται ουσιαστικά από δύο διαφορε-

τικά συστήµατα τύπων: ένα αυστηρό και ένα γενικό. ΄Οταν ένα πρόγραµµα d κάνει typecheck
αυστηρά στο context Γ και έχει τύπο τ ϑα γράφουµε Γ `o d : τ ενώ όταν κάνει απλώς type-
check ϑα γράφουµε Γ ` d : τ . Το context Γ είναι µία δοµή η οποία αντιστοιχεί σε κάθε όνοµα

µεταβλητής έναν τύπο.

Εισάγουµε τώρα τον τελεστή ⊗, ο οποίος αντιστοιχεί Ϲευγάρια από context σε context:

Γ, x : σ ⊗∆, x : σ = (Γ⊗∆), x : σ
Γ, x : σ ⊗∆ = (Γ⊗∆), x : σ Αν x /∈ dom ∆

• ⊗∆ = ∆
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όπου µε • συµβολίζουµε το κενό context.
Η γραµµατική των τύπων της γλώσσας µας είναι

τ ::= Q1 | τ ⊗ σ | τ ⊕ σ

∆ηλαδή η QML υποστηρίζει ένα µόνο ϑεµελιώδη τύπο (ο οποίος όπως ϑα δούµε δεν µπορεί

να κρατήσει καθόλου πληροφορία), γινόµενα και αθροισµατα τύπων. Ο τύπος του Qbit δίνεται

ως Q1 ⊕Q1, ενώ δεν υποστηρίζονται κλασικά bit.
Ας δούµε τώρα τους κανόνες τύπων:

Γ `o t : σ
Γ ` t : σ

emb

x : σ `o x : σ
var Γ ` t : σ

Γ⊗∆ ` tdom ∆ : σ
weak

Ο κανόνας emb µας δείχνει ότι όταν ένα πρόγραµµα κάνει typecheck αυστηρά, κάνει type-
check. Ο κανόνας var µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε µία µεταβλητή που ϐρίσκεται στο

context. Ο κανόνας weak επιτρέπει την αποδυνάµωση, δηλαδή την απελευθέρωση των µεταβλη-

τών του context ∆.

Γ `α t : σ
∆, x : σ `α u : τ

Γ⊗∆ `α let x = t in u : τ
let

Χρησιµοποιούµε `α
όταν ο ίδιος κανόνας ισχύει για το ` και το `o

για λόγους συντοµίας.

Χρησιµοποιώντας του κανόνες των let και emb συµπεραίνουµε πως

Γ `α t : σ
∆, x : σ `β u : τ

Γ⊗∆ `αuβ let x = t in u : τ

όπου µόνο o u o = o.
Η αποδυνάµωση µπορεί να επηρεάσει το νόηµα ενός προγράµµατος. Για παράδειγµα το

y : Q2 ` let x = y in x{} : Q2

έχει διαφορετικό νόηµα από το

y : Q2 ` let x = y in x{y} : Q2

διότι το πρώτο ϑα ερµηνευθεί σαν το ταυτοτικό κύκλωµα ενώ το δεύτερο υπονοεί µέτρηση του y
η οποία ϑα γίνει κατά την απελευθέρωσή του.

Γινόµενα

Οι κανόνες για τα Q1 και ⊗ είναι κλασικοί :

• `o () : Q1
Q1−intro

Γ, x : Q1 `α t : σ
Γ `α t : σ

Q1−weak

Σηµειώνουµε πως ο κανόνας του Q1−weak διατηρεί την αυστηρότητα αφού δεν υπάρχει

απώλεια πληροφορίας.

Το γινόµενο εισάγεται ως εξής :

Γ `α t : σ ∆ `α u : τ
Γ⊗∆ `α (t, u) : σ ⊗ τ

⊗−intro

Η εξουδετέρωση του γινοµένου γίνεται µε το συνηθισµένο pattern-matching let:
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Γ `α t : σ ⊗ τ
∆, x : σ, y : τ `α u : ρ

Γ⊗∆ `α let (x, y) = t in u : ρ
⊗−elim

Ας δούµε και πάλι ένα παράδειγµα:

p : Q2 ⊗Q2 ` let (x, y) = p in (y{}, x{}) : Q2 ⊗Q2

και το αντίστοιχο

p : Q2 ⊗Q2 ` let (x, y) = p in (y{p}, x{p}) : Q2 ⊗Q2

Το πρώτο απλώς αλλάζει ϑέση στα δύο qbit που αποτελούν το p, ενώ το δεύτερο τα µετράει

προτού τους αλλάξει ϑέση.

Αθροίσµατα

Η εισαγωγή του ⊕ γίνεται επίσης µε τους κλασικούς κανόνες :

Γ `α s : σ
Γ `α inl s : σ ⊕ τ

⊕−intro1
Γ `α t : τ

Γ `α inr t : σ ⊕ τ
⊕−intro2

Ορίζουµε τα qbit Q2 = Q1 ⊕ Q1 και χρησιµοποιούµε τις συντοµογραφίες qtrue = qinl ()
και qfalse = qinr ().

΄Εχουµε δύο κανόνες εξουδετέρωσης του ⊕. Ας εξετάσουµε πρώτα αυτόν που προκαλεί

µέτρηση:

Γ ` c : σ ⊕ τ
∆, x : σ ` t : ρ
∆, y : τ ` u : ρ

Γ⊗∆ ` case c of {inl x⇒ t | inr y ⇒ u} : ρ
⊕−elim

Μπορούµε να εξάγουµε από αυτόν το if-then-else ως

if b then t else u = case b of {inl _ ⇒ t | inr _ ⇒ u}

Η έκδοση αυτή του if ϑα µετρήσει το b προκαλώντας έτσι πιθανώς ανεπιθύµητες παρενέργειες

στο σύστηµά µας. Εισάγουµε τώρα µία δεύτερη µορφή του κανόνα ⊕ − elim η οποία δεν έχει

παρενέργειες. Θα χρειαστούµε γι΄ αυτό την έννοια της ορθογωνιότητας (orthogonality) την οποία

ορίζουµε τυπικά σε έναν από τους επόµενους κανόνες.

Γ `α c : σ ⊕ τ
∆, x : σ `o t : ρ

∆, y : τ `o u : ρ t⊥u
Γ⊗∆ `α caseo c of {inl x⇒ t | inr y ⇒ u} : ρ

⊕−elimo

Υπερθέσεις

Η QML περιέχει µία δοµή για δηµιουργία υπερθέσεων ανάµεσα σε οποιεσδήποτε δύο ορ-

ϑογώνιες καταστάσεις ίδιου τύπου. Ο αντίστοιχος κανόνας είναι :

Γ `o t, u : σ t⊥u
|λ|2 + |λ′|2 = 1

Γ `o {(λ)t | (λ′)u} : σ
sup

Πολύ συχνά ϑα παραλείπουµε τους παράγοντες κανονικοποίησης αν αυτοί µπορούν εύκολα

να υπολογιστούν. Για παράδειγµα γράφουµε {qtrue | qfalse} αντί για { 1√
2
qtrue | 1√

2
qfalse}.
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Ορθογωνιότητα

Η ορθογωνιότητα δύο όρων σηµαίνει πως υπάρχει µία µέτρηση η οποία µπορεί να τους ξεχωρί-

σει. Πιο αναλυτική συζήτηση περί ορθογωνιότητας ϑα ακολουθήσει στον ορισµό της NTUA-QML.

Μέχρι τότε ϑα αρκεστούµε στους εξής κανόνες :

Γ `o t : σ Γ `o u : τ
inl t⊥ inr u inr t⊥ inl u

Oinlr,Oinrl

Σηµειώνουµε ότι από τον παραπάνω κανόνα προκύπτει και το πολύ σηµαντικό συµπέρασµα

qtrue⊥qfalse.

Οι constructors διατηρούν την ορθογωνιότητα :

t⊥u
inl t⊥ inl u inr t⊥ inr u

Oinl,Oinr

t⊥u
(t, v)⊥(u,w) (v, t)⊥(w, u)

Opairl,Opairr

Τέλος οι υπερθέσεις µπορούν να είναι ορθογώνιες :

t⊥u λ∗0κ0 + λ∗1k1 = 0
{(λ0)t | (λ1)u}⊥{(κ0)t | (κ1)u}

Osup

3.3.3 Σηµασιολογία

Η σηµασιολογία της QML δίνεται στο [Grat05a] µε όρους κβαντικών κυκλωµάτων. Σε κάθε όρο

αντιστοιχίζεται ένα κβαντικό κύκλωµα το οποίο σχηµατίζεται επαγωγικά συνδέοντας κατάλληλα

τα κυκλώµατα που αντιστοιχούν στους υποόρους του.

Το πλήθος των εισόδων και εξόδων ενός κυκλώµατος µπορεί να καθοριστεί από τον τύπο

του όρου από τον οποίο προέρχεται καθώς και τους τύπους των υποόρων του. Ορίζουµε λοιπόν

για το σύστηµα τύπων την πράξη |τ | η οποία για κάθε τύπων µας δίνει το αντίστοιχο πλήθος.

΄Εχουµε: |Q1| = 0, |τ ⊗ σ| = |τ | + |σ|, |τ ⊕ σ| = (|τ | t |σ|) + 1 όπου µε t συµβολίζουµε

το µέγιστο δύο αριθµών. ΄Ετσι ένας όρος που έχει τύπο Q2 ϑα µας δίνει ένα κύκλωµα µε

|Q2| = |Q1 ⊕Q1| = |Q1|+ 1 = 1 έξοδο.

Τα στοιχειώδη κυκλώµατα, δηλαδή οι στοιχειώδεις αντιστρέψιµοι κβαντικοί υπολογισµοί

που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι :

• Περιστροφή: Η περιστροφή είναι ένας υπολογισµός µίας εισόδου και µίας εξόδου που

χαρακτηρίζεται από τον ορθοµοναδιαίο πίνακα(
u00 u01

u10 u11

)
Σηµειώνουµε πως και η άρνηση είναι µία ειδική περίπτωση περιστροφής µε u00 = u11 = 0
και u10 = u01 = 1.

• Αναδιάταξη: ΄Ενας κβαντικός υπολογισµός n εισόδων και εξόδων που αντιπροσωπεύει

οποιαδήποτε µετάθεση των εισόδων του

• ∆ιαδοχική σύνθεση: Χρησιµοποιώντας δύο κυκλώµατα µε τον ίδιο αριθµό εισόδων και

εξόδων σχηµατίζουµε ένα κύκλωµα όπου η έξοδος του πρώτου είναι είσοδος του δεύτερου.

• Παράλληλη σύνθεση: Χρησιµοποιώντας δύο κυκλώµατα, το πρώτο µε n εισόδους και

εξόδους και το δεύτερο µε m σχηµατίζουµε ένα κύκλωµα µε n+m εισόδους και εξόδους,

όπου οι πρώτες n είσοδοι πάνε στο πρώτο συστατικό κύκλωµα και οι υπόλοιπες στο άλλο.

• Συνθήκη: ∆οθέντων δύο κυκλωµάτων φ, ψ ίδιου πλήθος εισόδων και εξόδων n σχεδιάζουµε

ένα κύκλωµα µε n+ 1 εισόδους και εξόδους όπως ϕαίνεται στο σχήµα 3.1.
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Σχήµα 3.1: Κύκλωµα επιλογής υπό συνθήκη.

΄Ολα τα παραπάνω κυκλώµατα έχουν το ίδιο πλήθος εισόδων και εξόδων λόγω της αντι-

στρεψιµότητάς τους. Μπορούµε από αυτά να δηµιουργήσουµε µη αντιστρέψιµους υπολογι-

σµούς διαφορετικού πλήθους εισόδων και εξόδων ϑεωρώντας πως ένα µέρος των εισόδων είναι

αρχικοποιηµένες στην τιµή qfalse και πως ένα µέρος των εξόδων είναι σκουπίδια. Οι είσοδοι

που ξεκινάνε αρχικοποιηµένες ϑα συµβολίζονται µε ` και τα σκουπίδια ϑα καταλήγουν σε a
στα κυκλώµατά µας.

Ας ορίσουµε τώρα κάποια ϐοηθητικά κυκλώµατα τα οποία ϑα µας ϐοηθήσουν να ξεχωρίσουµε

τα context που απαιτούνται από κάθε όρο. Στο σχήµα 3.2 ϕαίνεται ο επαγωγικός ορισµός ενός

κυκλώµατος φδ α για κάθε α. Συγκεκριµένα για α = 0 το κύκλωµα γίνεται µία ελεγχόµενη

πύλη not. Για α > 0 το κύκλωµα χρησιµοποιεί το φδ α για το σχηµατισµό του φδ(α+ 1).

Σχήµα 3.2: Κύκλωµα φδ .

Ο ϱόλος του κυκλώµατος φδ είναι το µοίρασµα των µεταβλητών ανάµεσα στα context. ΄Εστω

πως έχουµε δύο όρους οι οποίοι µοιράζονται µία µεταβλητή. Είναι γνωστό πως σε ένα κβαντικό

κύκλωµα δεν µπορούµε να κάνουµε διακλάδωση και να δώσουµε την ίδια είσοδο στα κυκλώµατα

των δύο όρων. Το καλύτερο που µπορούµε να κάνουµε είναι να χρησιµοποιήσουµε την πύλη

cnot ώστε να δώσουµε στα δύο κυκλώµατα ένα entangled Ϲευγάρι από qbit όπου τα δύο qbit
έχουν τις ίδιες πιθανότητες µετά από µία µέτρηση να δώσουν αποτέλεσµα |0〉 ή |1〉.

Χρησιµοποιώντας το κύκλωµα φδ κατασκευάζουµε το κύκλωµα φC στην περίπτωση που δύο

context Γ,∆ µοιράζονται την ίδια µεταβλητή. Το κύκλωµα ϕαίνεται στο σχήµα 3.3.

Σχήµα 3.3: Κύκλωµα φC για context που µοιράζονται µεταβλητές.

Το κύκλωµα αυτό ορίζεται επίσης επαγωγικά. Σε περίπτωση που τα Γ,∆ µοιράζονται µία

µεταβλητή x : σ χρησιµοποιούµε το φδ για να µοιράσουµε δύο ϕορές αυτή τη µεταβλητή και το

φC στις υπόλοιπες µεταβλητές τους. Σε περίπτωση που τα Γ,∆ δεν µοιράζονται µεταβλητή το

φC έχει τη µορφή του σχήµατος 3.4, ενώ σε περίπτωση που το ένα είναι το • το φC είναι απλώς

το ταυτοτικό κύκλωµα, δηλαδή δίνει απλώς το άλλο.

Με ϐάση τα παραπάνω η ερµηνεία του weak είναι απλή: περνάµε τα context Γ,∆ από το
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Σχήµα 3.4: Κύκλωµα φC για context που δεν µοιράζονται µεταβλητή.

φC και στέλνουµε την έξοδο που αντιστοιχεί στο ∆ στα σκουπίδια.

Ας δούµε τώρα τους πιο ενδιαφέροντες σηµασιολογικούς κανόνες της γλώσσας. Ξεκινάµε

µε τα γινόµενα, όπως ϕαίνονται στο σχήµα 3.5

Σχήµα 3.5: Κύκλωµα γινοµένου.

΄Οπως ϐλέπουµε ο όρος (t, u) εµηνεύεται ουσιαστικά σαν η παράλληλη σύνθεση δύο κυκλ-

ωµάτων: αυτού που αντιστοιχεί στο t και αυτού που αντιστοιχεί στο u. Το context µοιράζεται

κατάλληλα στα δύο κυκλώµατα σε περίπτωση που µοιράζονται µεταβλητές.

Τα κυκλώµατα που αντιστοιχουν στους δύο constructors των αθροισµάτων είναι στοιχειώδη.

΄Εστω πως έχουµε τον όρο t : τ και ϑέλουµε να κατασκευάσουµε το κύκλωµα για το inl t : τ⊕σ.

Αν |τ | > |σ| το κύκλωµα είναι απλώς το κύκλωµα που αντιστοιχεί στο t µε την προσθήκη στην

έξοδο ενός qbit στην κατάσταση qtrue. Αλλιώς προσθέτουµε ένα padding από όσα χρειάζεται

qbit ώστε η έξοδος να έχει µέγεθος |σ|+1. Αντίστοιχα ισχύουν και για το inr µόνο που το qbit που

προσθέτουµε είναι qfalse. Βλέπουµε λοιπόν πως τα αθροίσµατα υλοποιούνται µε έναν τρόπο

παρόµοιο µε αυτόν που ϑα χρησιµοποιούσαµε και σε µία κλασική γλώσσα: δηµιουργούµε έναν

τύπο αρκετά µεγάλο για να χωρέσει και τους δύο τύπους του αθροίσµατος και προσθέτουµε ένα

qbit για να ξεχωρίσουµε ανάµεσα στους δύο τύπους που µπορεί να περιέχονται.

Ας δούµε τώρα την περίπτωση του case, η οποία ϕαίνεται στο σχήµα 3.6. Πρώτα ϑα εκτε-

λεστεί ο υπολογισµός που αντιστοιχεί στο πρώτο τελούµενο του case, ο οποίος λόγω του ότι

είναι τύπου ⊕ ϑα µας δώσει σίγουρα ένα Q2. Το qbit αυτό χρησιµοποιείται στον έλεγχο της

υπό συνθήκη αποτίµησης των t, u και στο τέλος καταλήγει στα σκουπίδια (κάτι που υπονοεί

µέτρηση).

Σχήµα 3.6: Κύκλωµα case.

Το µεγαλύτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση του caseo
. Το αντίστοιχο κύκλωµα

ϕαίνεται στο σχήµα 3.7. Η υπό συνθήκη αποτίµηση δεν παράγει σκουπίδια, διότι οι αντίστοιχοι

όροι αποδεικνύονται αυστηρά. Επίσης χρησιµοποιούνται τρία κυκλώµατα τα φl, φr και ψt⊥u, τα

οποία προκύπτουν από την ερµηνεία της ορθογωνιότητας των t, u στον κανόνα του caseo. Χωρίς

να µπούµε σε λεπτοµέρειες µπορούµε να πούµε πως τα κυκλώµατα αυτά ορίζονται πάλι επα-

γωγικά από απλούστερα αποτελούµενα µόνο από µεταθέσεις και πύλες not. Μόνη εξαίρεση ο

κανόνας ορθογωνιότητας των υπερθέσεων ο οποίος προκαλεί την περιστροφή ψ =
(
λ0 λ1

κ0 κ1

)
.

Αξίζει πάντως να σηµειώσουµε πως αν τα t, u είναι qtrue, qfalse µε αυτή τη σειρά τότε το ψt⊥u
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είναι το ταυτοτικό κύκλωµα, ενώ αν είναι µε την αντίθετη σειρά το ψt⊥u είναι µια πύλη not.

Σχήµα 3.7: Κύκλωµα caseo .

Τέλος το κύκλωµα που αντιστοιχεί στην υπέρθεση υπολογίζεται εύκολα αν λάβουµε υπ’οψιν

πως {(λ)t | (λ′)u} ≡ ifo{(λ)qtrue | (λ′)qfalse} then t else u. Η υπέρθεση ενός µόνο qbit
µπορεί να δηµιουργηθεί µε την κατάλληλη περιστροφή του qfalse.

3.3.4 Παραδείγµατα

Το πιο απλό παράδειγµα είναι η πραγµατοποίηση µιας πύλης µίας εισόδου όπως η πύλη not:

ifo x then qfalse else qtrue

Αυτό ϑα έχει σαν αποτέλεσµα την είσοδο του x σε µία πύλη not. Η πύλη Hadamard υλοποιείται

ως εξής :

ifo x then {qfalse | − qtrue} else {qfalse | qtrue}

Σε αυτήν την περίπτωση η περιστροφή που είναι ερµηνεία της ορθογωνιότητας είναι αυτή

ακριβώς η πύλη Hadamard και µέσα από αυτή περνά το x.

΄Ενα στοιχείο µε το οποίο πρέπει να είµαστε αρκετά προσεκτικοί στην QML είναι το µοίρασµα

των context. Ας δούµε ένα παράδειγµα: έστω had x η εφαρµογή της πύλης Hadamard,

όπως την είδαµε πιο πάνω, στο x. Προφανώς έχουµε had {qfalse | qtrue} = qfalse. ΄Εστω το

πρόγραµµα

let x = qfalse in (had x,had x)

Το µοίρασµα των context ϑα δηµιουργήσει άλλο ένα qbit ώστε το x να µπορεί να µοιραστεί

ανάµεσα στους δύο όρους του Ϲευγαριού. Επειδή το x είναι qfalse και το νέο qbit είναι qfalse
άρα το αποτέλεσµα είναι όπως ϑα περιµέναµε δύο qbit στην κατάσταση {qfalse | qtrue}. ΄Εστω

τώρα το

let x = {qfalse | qtrue} in (had x,had x)

Λογικά ϑα αναµέναµε το αποτέλεσµα να είναι (qfalse, qfalse). Για να καταλάβουµε ακριβώς τι

γίνεται ας σκεφτούµε µε όρους διανυσµάτων. Το x έχει κατάσταση
1√
2

(
1
1

)
. Με το µοίρασµά

του έχουµε πλέον δύο qbit µε κατάσταση
1√
2


1
0
0
1

. Η εφαρµογή της πύλης Hadamard

στο καθένα, δηλαδή η εφαρµογή της (I ⊗ H)(H ⊗ I) = H ⊗ H έχει σαν αποτέλεσµα την

κατάσταση
1√
2


1
0
0
1

. Βλέπουµε λοιπόν πως ενώ περάσαµε και τα δύο αντίγραφα του x από

πύλη Hadamard δεν παίρνουµε το αναµενόµενο αποτέλεσµα.

Γενικώς µπορούµε να πούµε πως η τακτική του µοιράσµατος µεταβλητών µειώνει αρκετά

την αξία του συναρτησιακού µέρους της γλώσσας, διότι ένας όρος που έχει µια δεδοµένη συµπε-

ϱιφορά όταν χειρίζεται µία ανεξάρτητη µεταβλητή αποκτά µία άλλη, διαφορετική συµπεριφορά

όταν η µεταβλητή αυτή χρησιµοποιείται και από έναν άλλο όρο και µάλιστα αυτό εξαρτάται
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και από τον τρόπο που ο άλλος όρος χειρίζεται το δικό του αντίγραφο. Αυτό αντιπροσωπεύει

µία εγγενή αδυναµία του κβαντικού υπολογιστικού µοντέλου, η οποία προκύπτει ακριβώς από

το γεγονός ότι είναι αδύνατο να δηµιουργήσουµε αντίγραφα ενός qbit. ∆εν είναι όµως σαφές

κάποιο πλεονέκτηµα της λύσης που υλοποιήθηκε στην QML, λαµβάνοντας µάλιστα υπ’οψιν

πως ο σχεδιασµός της γλώσσας κάνει µεγάλο κόπο για να αποµονώσει τους όρους που έχουν

παρενέργειες µε µέτρηση. ΄Ισως ϑα ήταν πιο συνετό το ϐάρος της δηµιουργίας ψευδοαντιγράφων

µιας µεταβλητής να πέφτει στον προγραµµατιστή, όπου αυτό είναι αναγκαίο.

3.4 Η γλώσσα NTUA-QML

Η γλώσσα NTUA-QML είναι µία παραλλαγή της QML που προσπαθεί να προχωρήσει ένα ϐήµα

παραπέρα. Για το σκοπό αυτό

• ∆εν δηµιουργεί αυτόµατα ψευδοαντίγραφα µεταβλητών αλλά αφήνει τον προγραµµατιστή

να το κάνει µόνο όπου εκείνος κρίνει ότι χρειάζεται. Οι µεταβλητές ϑεωρούνται πλέον

references σε κάποια bit του κβαντικού state του συστήµατος και όχι αυτόνοµοι ϕορείς

πληροφορίας.

• Χρησιµοποιεί διαφορετική σηµασιολογία για το ifo ώστε να µην δηµιουργεί παρενέργειες

στο πρώτο τελούµενο.

• Εισάγει µία ακόµη έκδοση του τελεστή if το if−. Το if− προσπαθεί να παίξει το ϱόλο που

παίζει το ifo στην QML, µε πιο περιορισµένα όµως καθήκονται και ταυτόχρονα αυξηµένες

δυνατότητες.

• Απλοποιεί το σύστηµα τύπων, καταργώντας τα αθροίσµατα και εισάγοντας τα qtrue,qfalse
κατευθείαν στη γλώσσα, ως σταθερές

• Επεκτείνει τους κανόνες ορθογωνιότητας, ώστε σε συνδυασµό µε το if− να είναι δυνατός

οποιοσδήποτε ορθοµοναδιαίος µετασχηµατισµός

Η σηµασιολογία της QML δίνεται σε επίπεδο πινάκων πυκνότητας και όχι κβαντικών κυκλω-

µάτων. Θα αναλυθεί σε ϐάθος στο κεφάλαιο 4 όπου ϑα εξεταστεί και µια υλοποίησή της µε

ενδιάµεση γλώσσα την QPL.

3.4.1 Συντακτικό

Το συντακτικό της NTUA-QML έχει ως εξής :

t ::= x | let x = t in u
| (t, u) | let (x, y) = t in u
| if t then u else v
| ifo t then u else v
| if− t then u else v
| {(κ)t | (ι)u}
| qtrue | qfalse

Σε σχέση µε την γραµµατική της QML, έχουν αφαιρεθεί η αποδυνάµωση, καθώς και οι

constructors των αθροισµάτων. Η αφαίρεση της κλήσης συναρτήσεων δεν είναι ουσιαστική

αφου η QML ούτως ή άλλως δεν υποστήριζε αναδροµικές συναρτήσεις κι έτσι οι συναρτήσεις της

δεν ήταν παρά µακροεντολές. Η αποδυνάµωση, η κατεύθυνση δηλαδή κάποιων µεταβλητών στα

σκουπίδια ϑεωρήθηκε πως δεν είναι ουσιώδες µέρος της γλώσσας και µπορεί να παραλειφθεί.

Η ύπαρξη αθροισµάτων δεν είναι πλέον κάτι απαραίτητο στη γλώσσα µας, λόγω της αλλαγής

στο σύστηµα τύπων την οποία ϑα αναλύσουµε παρακάτω. ΄Ετσι, χάριν απλούστευσης κρατάµε

µόνο τα γινόµενα.
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3.4.2 Σύστηµα τύπων

Οι τύποι της NTUA-QML ακολουθούν την εξής γραµµατική:

τ ::= Q2 | Q2 ⊗ τ

Επίσης ορίζουµε ότι τ ⊗ σ = Q2 ⊗ (τ ′ ⊗ σ) για τ = Q2 ⊗ τ ′.

Για τα µεγέθη των τύπων έχουµε ότι |Q2| = 1 και |Q2⊗ τ | = |τ |+1 οπότε |τ ⊗σ| = |τ |+ |σ|
όπως και στην QML.

Το σύστηµα τύπων είναι ϐασισµένο στους τύπους της QML για τους όρους που υπάρχουν

και στις δύο γλώσσες. Παραθέτουµε µόνο τους κανόνες που έχουν αλλαγές, καθώς και τους

κανόνες του if−.

• `o qtrue,qfalse : Q2
constants− intro

Εισάγουµε τις δύο νέες σταθερές στη γλώσσα µας µε τύπο Q2.

Γ ` c : τ
∆ ` t : ρ
∆ ` u : ρ

Γ⊗∆ ` if c then t else u : ρ
if

Γ `α c : τ
∆ `o t : ρ
∆ `o u : ρ

Γ⊗∆ `α ifo c then t else u : ρ
ifo

Βλέπουµε και τους κανόνες για τα if και ifo οι οποίοι είναι ουσιαστικά ίδιοι. Μόνη σηµαντική

διαφορά η απουσία της απαίτησης για ορθογωνιότητα στο ifo. ∆ίνουµε και τον κανόνα για το

if−.

Γ `α c : τ
∆ `o t : ρ
∆ `o u : ρ

t⊥u |ρ| = 〈t〉
Γ⊗∆ `α if− c then t else u : ρ

if−

Το 〈t〉 ορίζεται ως εξής : 〈if− c then t else u〉 = 1+ 〈t〉 και 〈t〉 = 0 σε κάθε άλλη περίπτωση.

Ο λόγος που χρησιµοποιούµε αυτό το τέχνασµα ϑα γίνει σαφής όταν µιλήσουµε για τη σηµασι-

ολογία του if−.

Εισάγουµε τώρα και µερικούς νέους κανόνες για το orthogonality.

qtrue⊥qfalse
Oconst

t⊥v t⊥w u⊥v u⊥w
{(λ)t | (κ)u}⊥{(λ′)v | (κ′)w}

Osup2

t⊥v t⊥w u⊥v u⊥w
if− c then t else u⊥if− c then v else w

Oif−

Ο κανόνας Osup2 είναι αρκετά διασθητικός : µας λέει πως αν ένας όρος είναι υπέρθεση

ανάµεσα στο (qfalse, qfalse) και το (qfalse, qtrue) και ένας άλλος ανάµεσα στα (qtrue, qfalse),
(qtrue, qtrue) τότε οι δύο υπερθέσεις είναι ορθογώνιες, αφού η πρώτη έχει το πρώτο qbit qfalse
και η δεύτερη το έχει qtrue. Ο Oif− ϐασίζεται κι αυτός σε µια παρόµοια λογική. Η τεκµηρίωσή

του ϑα πρέπει να περιµένει την εισαγωγή της σηµασιολογίας της γλώσσας.
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3.4.3 Σηµασιολογία

Θα δώσουµε τώρα τη σηµασιολογία της NTUA-QML χρησιµοποιώντας πίνακες πυκνότητας. Για

να το κάνουµε αυτό ϑεωρούµε πως το πρόγραµµά µας λειτουργεί πάνω σε ένα κβαντικό state
που αρχικά αποτελείται από 0 bit. Καθώς εκτελείται δεσµεύονται qbit, και κάθε µεταβλητή του

αντιστοιχεί σε κάποια από αυτά.

Η σηµασιολογία ενός όρου σε συνδυασµό µε κάποιο context είναι µία συνάρτηση από πί-

νακες πυκνότητας σε πίνακες πυκνότητας. ∆ηλαδή αν έχουµε έναν όρο και για κάθε µεταβλητή

η οποία χρησιµοποιείται σε αυτόν τη λίστα από qbit στα οποία αντιστοιχεί ϑα πρέπει να µπο-

ϱούµε να προσδιορίσουµε τι µεταβολές επιφέρει ο όρος αυτός στο συνολικό state.

Ας ξεκινήσουµε µε τις δύο σταθερές της γλώσσας µας. Η qfalse προκαλεί απλώς τη δέσµευση

µίας νέας µεταβλητής αρχικοποιηµένης στο |0〉. ΄Ετσι η χρήση του όρου qfalse προκαλεί τη

µετάβαση από το state s στο state
(

1 0
0 0

)
⊗ s. Οµοίως η χρήση του όρου qtrue ισοδυναµεί

µε µετάβαση στο state
(

0 0
0 1

)
⊗ s

Η χρήση µίας µεταβλητής δεν επιφέρει από µόνη της κάποια µεταβολή στο state.

Ο όρος let x = t in u µπορεί να αναλυθεί ουσιαστικά σε διαδοχικές εφαρµογές των t
και u όπου οι µεταβολές που επιφέρει ο u στο state υπολογίζονται λαµβάνοντας υπ’οψιν το

εµπλουτισµένο µε την x context. ΄Οµοια ισχύουν και για τον όρο let (x, y) = t in u µε τη

διαφορά ότι τα x, y παίρνουν το καθένα ένα µέρος των bit του t ανάλογα µε τον τύπο τους.

Ο όρος (t, u) αναλύεται απλώς σε µία διαδοχική αποτίµηση των t και u.

Το ενδιαφέρον ϕυσικά ϐρίσκεται στη σηµασιολογία των if. Για το if c then t else u ϑεωρούµε

ως πρώτο τελούµενο το πρώτο bit του c. ΄Ετσι η µεταβολή που επιφέρει το if στο state είναι µία

διαδοχική αποτίµηση πρώτα του c και µετά µία µέτρηση πάνω στο πρώτο bit που αντιστοιχεί

στο c. ΄Επειτα αποτιµάµε το t για το state που προκύπτει αν το bit που µετρήθηκε ήταν qtrue,

και το u για το state που προκύπτει αν το bit που µετρήθηκε ήταν qfalse, και τα προσθέτουµε.

∆ηλαδή, αν το state µετά τον υπολογισµό του c είναι

(
A B

C D

)
και το πρώτο bit του c είναι

το πιο σηµαντικό bit του state τότε υπολογίζουµε τη µεταβολή που επιφέρει ο t στο state(
0 0
0 D

)
και ο u στο

(
A 0
0 0

)
και τις προσθέτουµε. Αν το πρώτο bit του c δεν είναι το πιο

σηµαντικό ϑα πρέπει να εκτελέσουµε προφανώς κάποια κατάλληλη µετάθεση. Η σηµασιολογία

αυτή για το if δεν είναι τίποτα άλλο από µια µεταγραφή της σηµασιολογίας του measure της

QPL.

Το ifo ϑα αποτελέσει για τη γλώσσα µας τον κβαντικό τελεστή αποτίµησης υπο συνθήκη.

Ουσιαστικά δηλαδή δεν ϑα είναι παρά µία γενικευµένη εκδοχή των ελεγχόµενων πυλών που

έχουµε ήδη δει. Η σηµασιολογία του προκύπτει άµεσα από το κύκλωµα 3.1, όπου το Q2 εί-

ναι το πρώτο bit που προκύπτει από την αποτίµηση του c. Ας υποθέσουµε και πάλι πως το

πρώτο bit του c είναι το πιο σηµαντικό του state. Λόγω της απαίτησης από το σύστηµα τύπων

`o t, u γνωρίζουµε πως οι όροι t και u δεν προκαλούν µέτρηση. Ως εκ τούτου, µπορούµε να

ϑεωρήσουµε πως η αποτίµησή τους δεν είναι παρά η εφαρµογή ενός ορθοµοναδιαίου µετασχη-

µατισµού στο σύστηµα που προκύπτει από τον υπολογισµό του c και την προσθήκη επιπλέον

bit που τυχόν δεσµεύουν οι t και u. ΄Εστω T ο µετασχηµατισµός που αντιστοιχεί στο t και U
αυτός που αντιστοιχεί στον u. Οι δύο αυτοί µετασχηµατισµοί ενεργούν σε όλο το state εκτός

από το πρώτο bit του c. Τότε, σύµφωνα και µε το κύκλωµα έχουµε πως το state υφίσταται µε τη

σειρά τους εξής µετασχηµατισµούς :

(
I 0
0 T

)
,N ⊗ I,

(
I 0
0 U

)
,N ⊗ I. Οι µετασχηµατισµοί

αυτοί συνολικά µπορούν να γραφούν ως (
U 0
0 T

)
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Προσοχή απαιτείται ώστε το πρώτο bit του c να µην περιλαµβάνεται στους t,u γιατί δεν γίνεται

ένα qbit να ελέγχει έναν µετασχηµατισµό στον οποίο συµµετέχει και το ίδιο. ΄Ενα τέτοιο λάθος

είναι δύσκολο να αποκλειστεί από το σύστηµα τύπων, είναι εύκολο όµως να διαπιστωθεί στη

µετάφραση.

Το ifo είναι ένα χρήσιµο εργαλείο, όµως δεν είναι αρκετό, γιατί µπορεί να εκφράσει µετασχη-

µατισµούς µε δύο τουλάχιστον bit και µόνο µιας συγκεκριµένης µορφής. Για το λόγο αυτό

εισάγουµε το if−. Ο στόχος του είναι να µπορεί να εκφράσει οποιονδήποτε ορθοµοναδιαίο

µετασχηµατισµό. Ας ξεκινήσουµε µε την απλή περίπτωση όπου τα δύο branches έχουν τύπο

Q2 κι έπειτα γενικεύουµε. if− c then t else u. ΄Οπως και προηγουµένως το πρώτο bit του

c είναι αυτό που µας ενδιαφέρει. Από τους κανόνες του συστήµατος τύπων έχουµε πως t⊥u.

΄Εχουµε υποθέσει πως t, u : Q2 άρα τα t, u δεν µπορεί να είναι Ϲευγάρια. Επίσης δεν µπορεί

να είναι if− γιατί 〈t〉 + 1 = |Q2| = 1 → 〈t〉 = 0. Εποµένως τα t, u είναι και τα δύο σταθερές

ή superposition από τις δύο σταθερές. Θεωρώντας πως και τα qtrue,qfalse είναι υπερθέσεις µε

τους αντίστοιχους συντελεστές 1 και 0 παρατηρώ πως σε οποιαδήποτε περίπτωση αν γράψω τα

t, u σαν υπερθέσεις της µορφής {(λ0)qfalse | (λ1)qtrue} και {(κ0)qfalse | (κ1)qtrue} ϑα ισχύει

λ∗0κ0 + λ∗1κ1 = 0. ΄Οµως αυτό, µαζί µε τη συνθήκη |λ0|2 + |λ1|2 = |κ0|2 + |κ1|2 µας εξασφαλίζει

πως ο πίνακας

(
κ0 λ0

κ1 λ1

)
είναι ορθοµοναδιαίος. Ορίζουµε λοιπόν ότι η εφαρµογή αυτής της

πύλης πάνω στο πρώτο bit του c είναι η σηµασία του if− σε αυτήν την περίπτωση.

Ας δούµε τώρα τη γενική περίπτωση. Τα t, u έχουν τύπο τ 6= Q2 εποµένως δεν µπορεί παρά

να είναι και τα ίδια if−. Γνωρίζουµε το ϐάθος 〈t〉 έστω d > 0. Καταλήγουµε λοιπόν πως ϑα

έχουµε τελικά 2d+1 branches στο δέντρο των if− τα οποία δεν είναι if− και τα οποία έχουν τύπο

τ . Επίσης, όπως εύκολα προκύπτει από τον κανόνα ορθογωνιότητας των if− όλα τα branches
ϑα πρέπει να είναι ανά δύο ορθογώνια.

Ας ασχοληθούµε εδώ µε την έννοια της ορθογωνιότητας. Είναι εύκολο µε όσα έχουµε πει

ως τώρα να αντιστοιχήσουµε σε κάθε όρο ο οποίος αποτελείται µόνο απο Ϲευγάρια, σταθερές

και υπερθέσεις τους έναν πίνακα πυκνότητας ή ισοδύναµα ένα µοναδιαίο διάνυσµα. ΄Ετσι π.χ.

στο qtrue αντιστοιχεί το

(
0
1

)
στο {(a)qtrue | (b)qfalse} το

(
b
a

)
κλπ. ΄Οταν δύο τέτοιο όροι

αποδεικνύεται µε τους κανόνες που έχουµε ήδη δώσει ότι είναι ορθογώνιοι, τα διανύσµατά τους

έχουν εσωτερικό γινόµενο 0, δηλαδή αν u, t τα δύο διανύσµατα έχουµε u∗t = 0 ή σε braket
notation 〈u|t〉 = 0. Αυτό µπορεί να δειχθεί επαγωγικά ως εξής :

• Είναι προφανές για τα διανύσµατα που αντιστοιχούν στα qtrue,qfalse.

• Αν t⊥u και για τα αντίστοιχα διανύσµατα ισχύει t∗u = 0. Τότε στον (t, v) αντιστοιχεί το

διάνυσµα t⊗v και στον (u,w) το u⊗w. Από ιδιότητα του τανυστικού γινοµένου προκύπτει

το Ϲητούµενο

• Το διάνυσµα που προκύπτει από τον όρο {(a)t | (b)u} είναι το at+ bu. ΄Ετσι αν πάρουµε

και τον όρο {(c)t | (d)u} µε a∗c + b∗d = 0, ώστε να είναι ορθογώνιοι, το γινόµενο των

δύο διανυσµάτων είναι (at+ bu)∗(ct+ du) = a∗ct∗t+ b∗du∗u αφού λόγω ορθογωνιότητας

t∗u = 0. ΄Οµως τα t, u είναι µοναδιαία διανύσµατα άρα το άθροισµα είναι 0.

• Αν έχουµε τους όρους {(a)t | (b)u},{(c)v | (d)w} που είναι κάθετοι ανά δύο τότε το

γινόµενο (at+ bu)∗(cv + dw) = 0

Επανερχόµαστε στο if−. ΄Εχουµε δείξει ότι έχουµε 2d+1
ορθογώνιους ανά δύο όρους µε

µέγεθος d + 1 qbit. Για να ισχύει αυτό ϑα πρέπει και τα d + 1 qbit να χρησιµοποιούνται

σε κάποιον κανόνα ορθογωνιότητας γιατί µε d qbit δεν µπορώ να σχηµατίσω 2d+1
ανά δύο

ορθογώνιους όρους. Αυτό γιατί το διάνυσµα που προκύπτει έχει µέγεθος 2d
και αντίστοιχος

χώρος έχει µία κανονική ϐάση µεγέθους 2d
.
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Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι τα branches αποτελούνται µόνο από σταθερές και Ϲευγάρια ή

υπερθέσεις σταθερών. ΄Οπως είδαµα µπορούµε σε κάθε branch να αντιστοιχήσουµε ένα διάνυ-

σµα και όλα τα διανύσµατα να έχουν ανά δύο εσωτερικό γινόµενο µηδέν και να είναι µοναδιαία.

Αυτό σηµαίνει πως ένας πίνακας µε στήλες τα διανύσµατα αυτά είναι ορθοµοναδιαίος. Ορίζουµε

λοιπόν τη σηµασιολογία του if− να είναι ο ορθοµοναδιαίος µετασχηµατισµός που περιγράφεται

από αυτόν τον πίνακα, αν η διάταξη των διανυσµάτων είναι τέτοια ώστε στην πρώτη στήλη να

ϐρίσκεται αυτό που προκύπτει από τον όρο που ϐρίσκεται ακολουθώντας όλα τα κλαδιά else του

δέντρου. Ο µετασχηµατισµός αυτός εφαρµόζεται στα πρώτα bit του πρώτου τελούµενου κάθε

if− µε τη σειρά.

3.4.4 Παραδείγµατα

Ο τελεστής not στην NTUA-QML είναι :

if− x then qfalse else qtrue

Παροµοίως ο τελεστής Hadamard είναι :

if− x then {qfalse | − qtrue} else {qfalse | qtrue}

Ο τελεστής ελεγχόµενου not είναι

ifo x then not y else y

΄Εκπληξη ίσως προκαλεί το γεγονός ότι το πρόγραµµα

ifo x then qtrue else qfalse

είναι στην πραγµατικότηα άλλο ένα παράδειγµα τελεστή cnot. Θα πρέπει να ϑυµηθούµε πως

η χρήση των σταθερών δεσµεύει µια επιπλέον µεταβλητή. Αν το x είναι qtrue η µεταβλητή ϑα

αντισταφεί για να προκύψει το qtrue, εξ΄ ου και η ερµηνεί του προγράµµατος ως cnot.
Ας δούµε κι ένα πιο περίπλοκο παράδειγµα:

ifo x then
ifo y then qtrue else qfalse

else
ifo y then qfalse else qtrue

΄Οπως είπαµε το αποτέλεσµα του ifo y then qtrue else qfalse είναι µια πύλη Nc. Το

αποτέλεσµα του ifo y then qfalse else qtrue µπορεί εύκολα να διαπιστωθεί πως είναι ο πίνακας

(N ⊗ I)
(
I 0
0 N

)
(N ⊗ I) =

(
N 0
0 I

)
. Ο µετασχηµατισµός λοιπόν είναι


N 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 N


Σε περίπτωση που τα x, y έχουν κλασικές τιµές το πρόγραµµα συµπεριφέρεται όπως ϑα

περιµέναµε, µας δίνει δηλαδή qtrue όταν είναι ίσα. Σε περίπτωση που είναι στην ίδια κβαντική
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κατάσταση π.χ.

(
a
b

)
. Η εφαρµογή του µας δίνει την κατάσταση


N 0 0 0
0 I 0 0
0 0 I 0
0 0 0 N





a2

0
ab
0
ab
0
b2

0


=



0
a2

ab
0
ab
0
0
b2


∆ηλαδή η πιθανότητα το bit του αποτελέσµατος να είναι 1 είναι |a2|2 + |b2|2 και 0 2|ab|2.

Εποµένως η πιθανότητα να µετρήσουµε 0 όταν τα x, y είναι σίγουρα στην ίδια κατάσταση είναι

µέγιστη όταν τα x, y έχουν τη µέγιστη δυνατή αβεβαιότητα δηλαδή |a|2 = |b|2 = 1
2 . ΄Οταν

κάποιο από τα a, b έχει µεγαλύτερο µέτρο η πιθανότητα να µετρήσουµε 1 αυξάνεται. Φυσικά

η πιθανότητα να µετρήσουµε 1 ποτέ δεν πέφτει κάτω από
1
2 , κάτι ϕυσικό αν αναλογιστούµε

πως έχουµε σαν είσοδο δύο ίδια qbit. Καλό είναι πάντως να έχουµε υπ΄ όψιν πως ενδεχόµενη

µέτρηση ϑα επηρεάσει ανεπανόρθωτα την κατάσταση των άλλων δύο bit. ΄Ετσι είναι εύκολο

να διαπιστώσουµε πως στη γενική περίπτωση, µία µέτρηση του qbit αποτελέσµατος που έχει

αποτέλεσµα 1 ϕέρνει τα άλλα δύο qbit σε καταστάσεις στις οποίες είναι σίγουρα ίσα ενώ µία

µέτρηση µε αποτέλεσµα 0 τα ϕέρνει σε καταστάσεις που είναι σίγουρα διαφορετικά.
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Κεφάλαιο 4

Υλοποίηση της NTUA-QML

4.1 Εισαγωγή

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε µία υλοποίηση της NTUA-QML σε γλώσσα Haskell.
Φυσικά µία τέτοια υλοποίηση δεν ϑα µπορούσε να µας δώσει µια καλή εικόνα για την πραγ-

µατική ισχύ του κβαντικού προγραµµατισµού αφού η εξοµοίωση των κβαντικών διαδικασιών σε

έναν σηµερινό υπολογιστή έχει εκθετική πολυπλοκότητα σε σχέση µε τον αριθµό των εµπλε-

κόµενων κβαντικών bit. Παρ΄ όλα αυτά, µια τέτοια υλοποίηση έχει µεγάλη εκπαιδευτική

χρησιµότητα και ϑα µας επιτρέψει να δούµε τα αποτελέσµατα µερικών κβαντικών αλγορίθµων

χωρίς να είµαστε αναγκασµένοι να κάνουµε πράξεις µε πίνακες πυκνότητας.

Η υλοποίηση αποτελείται από δύο µέρη: έναν µεταφραστή κάποιου χρήσιµου υποσυνόλου

της QPL, το οποίο ϑα παίξει το ϱόλο ενδιάµεσης γλώσσας, κι έναν µεταφραστή από την NTUA-

QML στην QPL. Ο χωρισµός σε δύο µέρη έχει το πλεονέκτηµα πως µας επιτρέπει να ασχο-

ληθούµε µε τις καθαρά τεχνικές λεπτοµέρειες, όπως οι µεταθέσεις του state, στην γλώσσα

χαµηλού επιπέδου κι έτσι µπορούµε πιο εύκολα να επικεντρωθούµε σε µια σωστή µετάφραση

της NTUA-QML.

Μετά από την εκτέλεση κάθε αλγορίθµου το τελικό αποτέλεσµα ϑα είναι ένας πίνακας

πυκνότητας ο οποίος ϑα µας δίνει το συνολικό state που προέκυψε.

4.2 Υλοποίηση της QPL

Η χρήση της QPL ως ενδιάµεσης γλώσσας καθιστά λιγότερο χρήσιµα τα πιο προηγµένα χαρα-

κτηριστικά της όπως τα loop και η αναδροµή. Επίσης δεν µας ενδιαφέρουν τα κλασικά bit αφού

η NTUA-QML δεν τα υποστηρίζει. Αυτό που χρειαζόµαστε είναι µια γλώσσα η οποία να µπορεί

να διενεργεί ορθοµοναδιαίους µετασχηµατισµούς και µετρήσεις στα qbit του state που ϑα της

καθορίζουµε. Ο ορισµός του τύπου των όρων της γλώσσας µας είναι :

data TermS a = New
| Discard Int
| Measure Int (TermS a ) (TermS a )
| Transform [ Int ] [ [Complex a ] ]
| More (TermS a ) (TermS a )
| Skip

deriving (Show,Eq )

Ο τύπος αυτός είναι παραµετρικός ως προς το a ώστε να επιτρέπονται πίνακας µιγαδικών

Float ή Double. Οι πίνακες ορίζονται σαν λίστες από λίστες µιγαδικών αριθµών. Το νόηµα των

όρων είναι :

• New: δεσµεύει ένα νέο qbit

• Discard: απελευθερώνει το qbit του µε state που ϐρίσκεται στη δοθείσα ϑέση
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• Measure: Μετρά το qbit που ϐρίσκεται στη δοθείσα ϑέση. Αποτιµά τον πρώτο από τους

δύο όρους σε περίπτωση που το αποτέλεσµα είναι qtrue, και τον δεύτερο σε περίπτωση

που είναι qfalse

• Transform: Μετασχηµατίζει τα qbit της λίστας µε ϐάση τον µετασχηµατισµό του πίνακα

• More: Σειριακή αποτίµηση των δύο όρων

• Skip: Καµία µεταβολή

Η αρίθµηση των qbit του state ξεκινά από το 1, το οποίο είναι το πιο σηµαντικό.

Ο µεταφραστής µας ϐασίζεται σε µια συνάρτηση η οποία δοθέντος ενός όρου της γλώσσας

του παραπάνω τύπου και του υπάρχοντος state ϑα υπολογίζει το νέο. Ο τύπος της συνάρτησης

αυτής είναι :

compute_state : : ( RealFloat a ) => TermS a −> [ [Complex a ] ] −> [ [Complex a ] ]

Είναι πολύ εύκολο να ορίσουµε τη συνάρτηση αυτή όταν το qbit που δίνεται ως παράµετρος

είναι το πρώτο, ή αντίστοιχα είναι µια λίστα όλων των ϕυσικών από το 1 ως το n στην περίπτωση

του Transform. Σε περίπτωση όµως που αυτό δεν συµβαίνει ϑα πρέπει να υλοποιήσουµε

κατάλληλες µεταθέσεις του state καθώς και τις αντίστροφές τους. Για παράδειγµα η µέτρηση

του τρίτου qbit είναι ισοδύναµη µε µία αλλαγή ϐάσης τέτοια ώστε το τρίτο qbit να γίνει το πιο

σηµαντικό, µέτρηση του πρώτου qbit και εφαρµογή της αντίστροφης αλλαγής ϐάσης.

Στον πίνακα 4.1 δίνουµε τη συνάρτηση compute_state για τους διάφορους όρους της γλώσ-

σας. Με ↔ συµβολίζουµε την αλλαγή ϑέσης δύο qbit, ενώ µε λίστα ακεραίων δίνουµε µία

µετάθεση. Το αρχικό state συµβολίζεται µε s ή µε

(
A B

C D

)
.

Πίνακας 4.1: Ορισµός της compute_state.

΄Ορος Μετάθεση Μεταβολή state Μετάθεση

New
(

1 0
0 0

)
⊗ s

Discard n 1 ↔ n A+D 1 ↔ (n− 1)

Measure n t1 t2 1 ↔ n

(
A 0
0 D

)
→ 1 ↔ n

→compute_state
(

0 0
0 D

)
t1 +

+ compute_state
(
A 0
0 0

)
t2

Transform l S l + ([1 · · ·n)]− l) (S ⊗ I)s(S ⊗ I)∗ ο αντίστροφος του προηγουµένου

More t1 t2 compute_state (compute_state s t1) t2
Skip s

Η µετάθεση που εννοείται στο Transform είναι µία λίστα που δηµιουργείται µε συγχώνευση

της λίστας ορισµάτων και όλων των υπολοίπων qbit του state, τα οποία ϕυσικά ϑα µείνουν

ανεπηρέαστα από το µετασχηµατισµό αφού ϑα χρησιµοποιήσουµε το tensor product του S µε

τον κατάλληλο µοναδιαίο πίνακα.

΄Οπως ϐλέπουµε η δυσκολία παρουσιάζεται κυρίως στην υλοποίηση των µεταθέσεων, αφού

η υλοποίηση των λειτουργιών της γλώσσας µπορεί να γίνει άµεσα, αν έχουµε ορίσει ϐασικές

λειτουργίες πινάκων.

Για να λύσουµε το πρόβληµα των µεταθέσεων αρχικά αντιµετωπίζουµε το ϑέµα της απλής

αλλαγής ϑέσης δύο bit. Στη συνέχεια ϑα µπορέσουµε να υλοποιήσουµε οποιαδήποτε µετά-

ϑεση σαν διαδοχικές αλλαγές bit. ΄Οταν ϑέλουµε να αλλάξουµε ϑέσεις στα bit n1,n2, αυτό ϑα

προκαλέσει µία µετάθεση στο διάνυσµα κατάστασης ή αντίστοιχα στον πίνακα πυκνότητας.
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Ας ασχοληθούµε πρώτα µε το διάνυσµα κατάστασης. Ως γνωστόν, κάθε στοιχείο του είναι

συντελεστής κάποιου |i〉. Αν γράψουµε όλα τα |i〉 στο δυαδικό σύστηµα ϑα δούµε ότι σε κάποια

οι τιµές των bit n1 και n2 είναι ίδιες. Προφανές παράδειγµα είναι το |0 · · ·0〉. Οι συντελεστές

αυτών δεν ϑα επηρεαστούν από την αλλαγή. Αν το bit n1 είναι 1 και το bit n2 0 σε κάποιο |i〉
τότε ο συντελεστής του ϑα πρέπει να αλλάξει ϑέση µε αυτόν του |j〉 το οποίο έχει όλα τα άλλα

bit ίσα µε το |i〉 αλλά το n1 είναι 0 και το n2 1. ΄Ετσι αν a το αρχικό διάνυσµα κατάστασης τότε

το νέο διάνυσµα ϑα είναι

a′i =
{
ai , τα n1, n2 είναι ίσα στο i
aj , τα n1, n2 άνισα και j προκύπτει από i µε αντιστροφή των n1, n2

Για παράδειγµα σε ένα state τριών bit, η αλλαγή του πρώτου και του τρίτου ϑα οδηγήσει

στη µετάθεση 

a0

a1

a2

a3

a4

a5

a6

a7


→



a0

a4

a2

a6

a1

a5

a3

a7


Η λογική αυτή επεκτείνεται εύκολα και σε πίνακες πυκνότητας, οι οποίοι προφανώς προκύ-

πτουν από πολλαπλασιασµό δύο διανυσµάτων που έχουν υποστεί την ίδια µετάθεση. Ως εκ

τούτου ϑα πρέπει να εφαρµόσουµε αυτήν τη µετάθεση σε κάθε στήλη ξεχωριστά του πίνακα, κι

έπειτα να µεταθέσουµε τις στήλες µε τον ίδιο τρόπο.

΄Εχοντας υλοποιήσει την αλλαγή ϐάσης είναι πλέον απλή υπόθεση η υλοποίηση οποιασδή-

ποτε µετάθεσης. ∆ίνουµε εδώ την υλοποίηση σε Haskell µίας συνάρτησης η οποία εντοπίζει τα

swaps που πρέπει να γίνουν ώστε από µία λίστα να µεταβούµε στην άλλη. Προφανώς το τυπικό

πρώτο όρισµα ϑα είναι η λίστα [1 · · ·n].

findswaps : : [ Int ] −> [ Int ] −> [ ( Int , Int ) ]
findswaps l1 l2 | l1==l2 = [ ]

| (head l1 ) == (head l2 ) = findswaps ( ta i l l1 ) ( tai l l2 )
| otherwise = ( ( head l1 ,head l2 ) :

( findswaps l1 (swap (head l1 ) (head l2 ) l2 ) ) )

Η συνάρτηση swap απλώς επιστρέφει τη λίστα l2 µε τα δύο στοιχεία που δίνονται στα πρώτα

ορίσµατα να έχουν αλλάξει ϑέση.

΄Εχοντας υλοποιήσει µία ενδιάµεση γλώσσα που αποτελεί ένα καλό επίπεδο αφαίρεσης ϑα

προχωρήσουµε στην υλοποίηση της NTUA-QML.

4.3 Υλοποίηση της NTUA-QML

Ξεκινάµε µε τον ορισµό του τύπου των όρων της γλώσσας µας:

data TermA = Var String
| Let String TermA TermA
| Qtrue | Qfalse
| Pair TermA TermA
| LetP String TypeA String TypeA TermA TermA
| I f TermA TermA TermA
| I f0 TermA TermA TermA
| Ifm TermA TermA TermA
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| Super (Complex Double ) TermA (Complex Double ) TermA
deriving (Show,Eq )

και µε τον ορισµό του συστήµατος τύπων:

data TypeA = Qbit | Mult TypeA
deriving (Show,Eq )

Ως τύπο του context ϑα χρησιµοποιούµε τον [(String, TypeA)] όταν ασχολούµαστε µε το

typechecking και τον [(String,[Int])] όταν ασχολούµαστε µε την µετάφραση.

Προτού προσπαθήσουµε να µεταφράσουµε οποιοδήποτε πρόγραµµα ϑα πρέπει να δειχ-

ϑεί ότι αυτό υπακούει στους κανόνες του συστήµατος τύπων µας. Για το σκοπό αυτό χρησι-

µοποιούµε δύο συναρτήσεις, µία για τους γενικούς κανόνες τύπων και µία για τους αυστηρούς.

Οι τύποι τους είναι

typecheck : : TermA −> [ ( String , TypeA ) ] −> Bool
typecheck0 : : TermA −> [ ( String , TypeA ) ] −> Bool

Η υλοποίηση των συναρτήσεων αυτών είναι σχετικά απλή, µε τη ϐοήθεια ϕυσικά µερικών

στοιχειωδών ϐοηθητικών συναρτήσεων οι οποίες υλοποιούν την πράξη ⊗ για context, υπολογί-

Ϲουν τα µεγέθη των τύπων κλπ. Μία επίσης απαραίτητη ϐοηθητική συνάρτηση είναι αυτή που

αποφαίνεται πότε δύο όροι είναι ορθογώνιοι, και η υλοποίησή της µπορεί επίσης να προκύψει

από τους κανόνες που έχουµε δώσει.

Το κύριο ϐάρος της µετάφρασης πέφτει στην συνάρτηση trans µε τύπο

trans : : TermA −> [ ( String , [ Int ] ) ] −> (TermS Double , [ Int ] )

Η συνάρτηση αυτή δέχεται σαν ορίσµατα έναν όρο της γλώσσας και ένα context και µας

επιστρέφει τη µετάφραση του όρου σε QPL καθώς και µία λίστα ακεραίων που είναι τα bit στα

οποία αντιστοιχεί ο όρος. Η λίστα αυτή των ακεραίων επιτρέπεται να περιέχει το ίδιο στοιχείο

πολλές ϕορές. Για παράδειγµα ο όρος

let x = qtrue in (x, x)

ϑα επιστρέψει τη λίστα [1, 1]. Αυτό είναι µια επιλογή στον ορισµό της γλώσσας η οποία µας απο-

µακρύνει από την QML, αφού πλέον ο τύπος ενός όρου δεν µας δίνει απαραίτητα πληροφορίες

για το πλήθος των qbit που αυτός καταλαµβάνει (π.χ. ο παραπάνω όρος έχει τύπο Q2 ⊗Q2 ενώ

χρησιµοποιεί ένα µόνο qbit).
Ο πιο εύκολος τρόπος να ορίσουµε µε σαφήνεια µία συνάρτηση όπως η trans είναι να

δώσουµε απλώς την υλοποίησή της σε Haskell. Ας πούµε όµως δυο λόγια για τον τρόπο που

µεταφράζει η trans κάθε όρο της γλώσσας µας.

• Για τους όρους qtrue και qfalse, η µετάφραση είναι απλώς έναν New που στην περίπτωση

του qtrue ακολουθείται και από µία εφαρµογή της πύλης not. Και στις δύο περιπτώσεις

το αποτέλεσµα είναι το bit 1. Το γεγονός αυτό έχει την επιπλοκή ότι όταν µεταφράζουµε

έναν όρο που περιέχει δύο υποόρους ϑα πρέπει να λάβουµε υπ’οψιν ότι τα πιθανά qtrue,

qfalse που περιέχει ο πρώτος από αυτούς επηρεάζουν το context µε ϐάση το οποίο πρέπει

να µεταφραστεί ο δεύτερος. Η τακτική όµως το New να δίνει πάντα το πιο σηµαντικό

bit της κατάστασης, η οποία προέρχεται από την υλοποίηση της QPL που δώσαµε, µας

ϐολεύει διότι απλοποιεί τη µετάφραση των δύο σταθερών.

• Η µετάφραση του Ϲευγαριού (t, u) δεν είναι παρά η µετάφραση του t ακολουθούµενη

από τη µετάφραση του u. ΄Οπως είπαµε πρέπει να είµαστε προσεκτικοί ώστε το u να

µεταφραστεί µε ϐάση το σωστό context, ανάλογα του πόσα New περιέχει η µετάφραση

του t. Τα bit του αποτελέσµατος είναι η συγχώνευση των bit των αποτελεσµάτων των δύο

µεταφράσεων, όπου και πάλι ϑα πρέπει να είµαστε προσεκτικοί διότι η πιθανή ύπαρξη

New στην µετάφραση του u ϑα πρέπει να έχει ως συνέπεια κατάλληλη µεταβολή των bit
αποτελέσµατος του t.
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• Η µετάφραση του let, και στις δύο εκδόσεις του, ακολουθεί την ίδια λογική µε τη

µετάφραση των Ϲευγαριών. Μεταφράζουµε τις δύο υποεκφράσεις στη σειρά, λαµβάνοντας

υπ΄ όψιν τις µεταβολές που η κάθε µία προκαλεί στο context

• Η µετάφραση µίας µεταβλητής είναι µία εντολή skip. Τα bit αποτελέσµατος είναι αυτά

που υπαγορεύει το context

• Η µετάφραση µίας υπέρθεσης των qtrue, qfalse είναι ένα New ακολουθούµενο από τον

κατάλληλο µετασχηµατισµό εφαρµοσµένο πάνω στο νέο qbit. Συγκεκριµένα, ο πίνακας

που χρησιµοποιείται για την {(κ1)qfalse | (κ2)qtrue} είναι

(
κ1 κ2

κ2 −κ1

)
ο οποίος όπως

εύκολα διαπιστώνεται είναι ορθοµοναδιαίος. Σε περίπτωση που οι εκφράσεις που υ-

περτίθενται δεν είναι οι δύο σταθερές χρησιµοποιούµε τη σχέση {(κ1)t1 | (κ2)t2} ≡
ifo{(κ1)qfalse | (κ2)qtrue} then t1 else t2, λαµβάνοντας ϕυσικά υπ΄ όψιν ότι η µετάφρασή

της ϑα δηµιουργήσει ένα ακόµη qbit ως τελούµενο του ifo.

• Για τη µετάφραση του ifo αρχικά υπολογίζουµε τη µετάφραση του πρώτου τελούµενου,

η οποία ϑα είναι και το πρώτο µέρος της συνολικής µετάφρασης. ΄Επειτα, λαµβάνο-

ντας υπ’οψιν και τις µεταβολές του context υπολογίζουµε τη µετάφραση καθενός από

τα δύο branches ξεχωριστά. Μετράµε τα New που προκύπτουν από το καθένα και αν

δεν είναι ίσα τα ισορροπούµε προσθέτοντας στο τέλος του branch µε τα λιγότερα όσα

χρειάζονται. Στη συνέχεια αφαιρούµε τα New και από τις δύο µεταφράσεις. Για να

το κάνουµε αυτό εκµεταλλευόµαστε το γεγονός πως οι µεταφράσεις µπορεί να περιέχουν

µόνο όρους New, Transform και Skip, λόγω των κανόνων που επιβάλλει το αυστηρό σύστη-

µα τύπων. ΄Ετσι, εφαρµόζουµε διαδοχικά τον µετασχηµατισµό Transform l S; New →
New; Transform l′ (I ⊗ S), όπου το l′ προκύπτει από αύξηση όλων των στοιχείων του

l κατά 1. Με άλλα λόγια διαµορφώνουµε το πρόγραµµα ώστε όλες οι δεσµεύσεις bit
να γίνονται στην αρχή, κάτι που δεν αλλάζει το τελικό αποτέλεσµα διότι οι µετασχηµα-

τισµοί µεταβάλλονται κατάλληλα. ΄Ετσι η µετάφραση του κάθε branch µετατρέπεται σε

µία σειρά από New ακολουθούµενη από µία σειρά από Transform. Τα New εισάγονται

στην τελική µετάφραση µετά από τη µετάφραση της συνθήκης. Στη συνέχεια υλοποιούµε

ουσιαστικά το κύκλωµα του conditional, δηλαδή κάθε µετασχηµατισµό των δύο branch-

es Transform l S τον µετατρέπουµε σε Transform n : l
(
I 0
0 S

)
όπου n το bit της

συνθήκης. Εισάγουµε λοιπόν την ελεγχόµενη µετάφραση του όρου του then, ακολου-

ϑούµενη από µία αντιστροφή του bit συνθήκης, την ελεγχόµενη µετάφραση του όρου

του else, και τέλος µία ακόµη αντιστροφή του bit συνθήκης. Τα πράγµατα όµως δεν

τελειώνουν εδώ. Αν τα bit αποτελέσµατος των δύο branches είναι τα ίδια τότε έχουµε ήδη

την ολοκληρωµένη µετάφραση και τα bits αποτελέσµατος του ifo είναι επίσης τα ίδια. Αν

όµως διαφέρουν επιλέγουµε για bit αποτελέσµατος του ifo τα bit του then και σε εφαρµό-

Ϲουµε ένα conditional swap ανάµεσα στα bit που διαφέρουν µε ελεγκτή το bit συνθήκης.

Το conditional swap υλοποιείται µε τον πίνακα

(
X 0
0 I

)
. ΄Ετσι σε περίπτωση που το

bit ελέγχου είναι true ϑα έχουµε όντως το σωστό αποτέλεσµα, ενώ σε περίπτωση που είναι

false το αποτέλεσµα ϑα έρθει στα bit του then και ϑα είναι πάλι σωστό. Η αλλαγή ϑέσης

δύο bit ϕαίνεται σχηµατικά στο κύκλωµα 4.1. Η χρήση του χαρακτηριστικού αυτού της

γλώσσας καλό είναι να γίνεται µε προσοχή, διότι είναι πιθανό να επηρεάσει άλλα µέρη

του προγράµµατος που µοιράζονται bits µε τα branches του ifo.

• Η µετάφραση του if− είναι σχετικά απλή υπόθεση. Αρχικά εντοπίζουµε τους τελεστέους,

τα bit δηλαδή στα οποία ϑα εφαρµοστεί ο µετασχηµατισµός. Αυτά είναι το πρώτο bit
της έκφρασης συνθήκης του if− και τα πρώτα bit των if− που αποτελούν πιθανώς τα

branches. Στη συνέχει εξετάζουµε κάθε ϕύλλο και υπολογίζουµε το διάνυσµα που του

αντιστοιχεί ως εξής :
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– Αν ο όρος είναι qtrue το διάνυσµα είναι το

(
0
1

)
. Αν είναι qfalse είναι

(
1
0

)
.

– Αν ο όρος είναι (t, u) τότε το διάνυσµα είναι των tensor product των διανυσµάτων

των t, u

– Αν ο όρος είναι { κt | λu} το διάνυσµα είναι κt+λu όπου µε το ίδιο γράµµα έχουµε

συµβολίσει τα αντίστοιχα διανύσµατα των όρων

Σηµειώνουµε πως όλα τα διανύσµατα που προκύπτουν από τους παραπάνω κανόνες είναι

προφανώς µοναδιαία, κάτι που ϑεωρήσαµε δεδοµένο και στη συζήτηση περί ορθογωνιότη-

τας που έγινε στο προηγούµενο κεφάλαιο. Η µετάφραση του if− είναι ένα Transform
πάνω στα bits που υπολογίστηκαν, µε πίνακα τον πίνακα που έχει στήλες τα διανύσµα-

τα που υπολογίστηκαν, µε πρώτη στήλη αυτή που αντιστοιχεί στο ϕύλλο που προκύπτει

ακολουθώντας συνέχεια τα else.

• Για το if η µετάφραση είναι επίσης σχετικά απλή διότι υπάρχει ξεκάθαρη αντιστοιχία

µε το measure. ΄Ετσι και εδώ ακολουθούµε τις διαδικασίες για swap των bit που δεν

συµφωνούν στο τέλος αλλά και για ισορρόπηση των New, χωρίς όµως να κάνουµε κάποια

επιπλέον αλλαγή στις µεταφράσεις των δύο branches, οι οποίες γίνονται τα δύο branches
του Measure

Σχήµα 4.1: Κύκλωµα υπό συνθήκη αλλαγής ϑέσης δύο bit.
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Κεφάλαιο 5

Παραδείγµατα κβαντικών αλγορίθµων

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα παρουσιάσουµε κάποια παραδείγµατα µερικών γνωστών κβαντικών αλ-

γορίθµων, καθώς και την υλοποίησή τους σε QML-NTUA. Ο έλεγχος της ορθής λειτουργίας

της υλοποίησης έγινε µε τη ϐοήθεια του interpreter της QML-NTUA τη δηµιουργία του οποίου

καλύψαµε στο κεφάλαιο 4

5.1 Ο αλγόριθµος του Deutsch

5.1.1 Περιγραφή

΄Ενας από τους πρώτους κβαντικούς αλγορίθµους που προτάθηκαν είναι ο αλγόριθµος του

Deutsch και η επέκτασή του, ο αλγόριθµος των Deutsch-Jozsa. Το πρόβληµα το οποίο λύνει

ο αλγόριθµος του Deutsch µπορεί να περιγραφεί ως εξής : ΄Εστω πως έχουµε µία συνάρτηση

f(x) : {0, 1} → {0, 1}. Πώς µπορούµε να πούµε µε σιγουριά αν η συνάρτηση αυτή είναι

σταθερή διεξάγοντας µόνο έναν υπολογισµό της ;

Είναι σαφές πως µε κλασικά µέσα το παραπάνω πρόβληµα δεν έχει λύση. Υπάρχουν τέσσερις

συναρτήσεις του τύπου της f και είναι οι f(x) = ¬x, f(x) = x οι οποίες δεν είναι σταθερές και

οι f(x) = 0, f(x) = 1 οι οποίες είναι σταθερές. Αφού έχουµε τη δυνατότητα για υπολογισµό

της συνάρτησης µία µόνο ϕορά µπορούµε να γνωρίζουµε είτε το f(0) είτε το f(1). Γνωρίζοντας

όµως µόνο το ένα από αυτά δεν είµαστε σε ϑέση να προσδιορίσουµε το Ϲητούµενο. Π.χ. αν

γνωρίζουµε ότι f(0) = 1 τότε µπορεί f(x) = ¬x ή f(x) = 1.

Η κβαντική λύση χρησιµοποιεί το τρικ του υπολογισµού της συνάρτησης µε είσοδο µία

υπέρθεση των 0 και 1. ΄Ετσι, καταφέρνουµε εµµέσως να διαπιστώσουµε αν το αποτέλεσµα των

f(1) και f(0) είναι το ίδιο. Σηµειώνουµε πως ακόµα κι έτσι δεν µπορούµε να είµαστε σίγουροι

µε µία µόνο µέτρηση για το ποια συνάρτηση είναι η f.
΄Ενα κύκλωµα που υλοποιεί τον αλγόριθµο ϕαίνεται στο σχήµα 5.1.

Σχήµα 5.1: Κύκλωµα που υλοποιεί τον αλγόριθµο του Deutsch.

Η υλοποίηση του αλγορίθµου του Deutsch ϐασίζεται στη δηµιουργία µία ϐοηθητικής συνάρ-

τησης Uf . Η συνάρτηση αυτή ϑα δηµιουργεί την αντιστοιχία |i, j〉 → |i, f(i)⊕ j〉. ΄Ετσι όταν

f(x) = 0 η Uf είναι ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός. ΄Οταν f(x) = 1 η Uf είναι η πύλη cnot. Για

f(x) = x και f(x) = ¬x µπορούµε εύκολα να εξάγουµε τους αντίστοιχους µετασχηµατισµούς

που αντιστοιχούν στη Uf . ΄Οταν η f είναι µία σταθερή συνάρτηση το πρώτο bit του αποτελέσµα-

τος του αλγορίθµου είναι |0〉 ενώ σε αντίθετη περίπτωση είναι |1〉. Το δεύτερο bit είναι σε κάθε

περίπτωση |1〉.
Μία λογική ένσταση που µπορεί να έχει κανείς σε αυτό το σηµείο είναι ότι ακόµα κι αν το

κύκλωµα του σχήµατος 5.1 λειτουργεί σωστά (κάτι που ϑα δείξουµε παρακάτω) η κατασκευή του
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είναι αδύνατη ϐάση των περιορισµών του προβλήµατος αφού για να ϕτιάξουµε την Uf ϑα πρέπει

να ξέρουµε την f . Κάτι τέτοιο όµως δεν ισχύει, όπως ϑα ϕανεί ξεκάθαρα από το πρόγραµµα

NTUA-QML που ϑα δώσουµε.

Η απόδειξη της ορθότητας του αλγορίθµου του Deutsch για συναρτήσεις ενός qbit είναι

σχετικά απλή και µπορεί να γίνει µε έλεγχο της εξόδου του κυκλώµατος για τις τέσσερις συναρτή-

σεις ενός bit. Ας πάρουµε εδώ ως παράδειγµα την f(x) = ¬x. Τότε ο ηUf εκτελεί την διαδικασία

|i, j〉 → |i, (¬i)⊕ j〉 δηλαδή

|00〉 → |01〉
|01〉 → |00〉
|10〉 → |10〉
|11〉 → |11〉

Είναι σαφές λοιπόν πως ο πίνακας του µετασχηµατισµού της Uf είναι

Uf =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Οι άλλοι δύο µετασχηµατισµοί του κυκλώµατος είναι H ⊗H οπότε το κύκλωµα υλοποιεί συνο-

λικά τον µετασχηµατισµό (H ⊗H)Uf (H ⊗H) ο οποίος είναι ίσος µε

(H ⊗H)Uf (H ⊗H) =


1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0


Η εφαρµογή του πίνακα αυτού σε αρχική κατάσταση |01〉 µας δίνει

1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 1 0
0 −1 0 0




0
1
0
0

 =


0
0
0
1


το οποίο ήταν και το αναµενόµενο αποτέλεσµα αφού η f(x) δεν είναι σταθερή συνάρτηση. Η

εξακρίβωση µπορεί να γίνει µε παρόµοιο τρόπο και για τις υπόλοιπες συναρτήσεις.

5.1.2 Υλοποίηση σε NTUA-QML

΄Οπως ξέρουµε η NTUA-QML δεν υποστηρίζει συναρτήσεις υψηλής τάξης, οπότε είναι δύσκολο

να υλοποιήσουµε έναν αλγόριθµο ο οποίος έχει σαν είσοδο µία συνάρτηση, όπως ο αλγόριθµος

του Deutsch. Μπορούµε όµως να χρησιµοποιήσουµε δυνατότητες της Haskell για να γεµίσουµε

το κενό, µια που δεν Ϲητάµε κάτι ιδιαίτερα εξεζητηµένο. Ορίζουµε λοιπόν µία συνάρτηση της

Haskell µε τον εξής τύπο

deutsch : : (TermA −> TermA) −> TermA

Η συνάρτηση deutsch ϑα παίρνει ως παράµετρο µία συνάρτηση της Haskell η οποία ϑα

υλοποιεί την f. Για παράδειγµα η f(x) = ¬x είναι η

qnot : : TermA −> TermA
qnot x = Ifm x Qfalse Qtrue

Η υλοποίηση της Uf σε NTUA-QML µπορεί να γίνει πολύ εύκολα ως εξής :

ifo (f i) then (if− j then qfalse else qtrue) else j

όπου i, j µεταβλητές που αναφέρονται στα δύο bit που λαµβάνει ως είσοδο η Uf .

΄Ετσι ο κώδικας σε Haskell της υλοποίησής µας είναι
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deutsch : : (TermA −> TermA) −> TermA
deutsch f = Let " i " (had Qfalse )

( Let " j " (had Qtrue )
( Let "uf2 " ( I f0 ( f ( Var " i " ) ) ( qnot ( Var " j " ) ) ( Var " j " ) )
( Let "uf1 " ( Var " i " )
( Pair (had ( Var "uf1 " ) ) (had ( Var "uf2 " ) ) ) ) ) )

Ο όρος had παραπάνω είναι απλώς η χρήση της πύλης Hadamard η οποία υλοποιείται µε

το if−.

Μία σηµαντική παρατήρηση που πρέπει να γίνει εδώ είναι ότι το πλήθος των bit του τελικού

state εξαρτάται από την f. Συγκεκριµένα όταν η f είναι µία αντιστρέψιµη συνάρτηση το κύκλωµα

5.1 απεικονίζει όλη την αλήθεια. ΄Οταν όµως η f είναι σταθερή, και εποµένως µη αντιστρέψιµη,

η f δεν µπορεί να υλοποιηθεί µε έναν απλό ορθοµοναδιαίο µετασχηµατισµό. Εποµένως ϑα

χρειαστεί ένα qbit ακόµα ώστε να διατηρηθεί η αντιστρεψιµότητα. Ως εκ τούτου το κύκλωµά

µας ϑα έχει στην πραγµατικότητα τρεις εισόδους και εξόδους, όπου η τρίτη είσοδος ϑα ξεκινάει

από ` και ϑα περνά από την Uf και ϑα καταλήγει σε a.

Θα µπορούσε κανείς να υποστηρίξει ότι αυτό αποτελεί µία αδυναµία της µεθόδου µας,

αφού προσπαθούµε να λύσουµε ένα πρόβληµα ήδη λυµένο. Ο διαχωρισµός των σταθερών

συναρτήσεων από τις αντιστρέψιµες µπορεί να γίνει από το πλήθος των εισόδων-εξόδων που

χρειάζονται για να υλοποιηθούν. Στην πραγµατικότητα όµως αυτό δεν αφαιρεί από την αξία του

αλγορίθµου του Deutsch, αφού για παράδειγµα αντί για την προηγούµενη qnot ϑα µπορούσαµε

να χρησιµοποιήσουµε την

qnot2 x = Pair ( Ifm x Qfalse Qtrue ) Qfalse

Η qnot2 παράγει επίσης ένα επιπλέον bit, εποµένως δεν µπορούµε να την ξεχωρίσουµε µόνο

από τον αριθµό εισόδων και εξόδων από µία σταθερή συνάρτηση. Ο αλγόριθµος του Deutsch
όµως εξακολουθεί να δουλεύει όπως πριν.

Μία επέκταση του αλγορίθµου του Deutsch αποτελεί ο αλγόριθµος των Deutsch-Jozsa.

Στην περίπτωση αυτή η συνάρτηση f είναι µία συνάρτηση f(x) : {0, 1}n → {0, 1} µε τον

περιορισµό ότι ϑα είναι είτε σταθερή είτε ισορροπηµένη, δηλαδή ϑα δίνει αποτέλεσµα 0 για τις

µισές πιθανές εισόδους και 1 για τις άλλες µισές. Για n = 1 όλες οι συναρτήσεις έχουν αυτήν

την ιδιότητα και ο αλγόριθµος εκφυλίζεται στον αλγόριθµο που ήδη παρουσιάσαµε. Για n > 1
και πάλι υπολογίζουµε την Uf µε τον ίδιο τρόπο δηλαδή |i, j〉 → |i, f(i)⊕ j〉, όπου i τα πρώτα

n bit του state. Με άλλα λόγια δίνουµε σαν είσοδο στη Uf n bits τα οποία ϐρίσκονται στην

κατάσταση ( 1√
2
(|0〉+ |1〉))n

και 1 bit που ϐρίσκεται στην κατάσταση
1√
2
(|0〉 − |1〉).

Η επέκταση του κώδικα που παραθέσαµε παραπάνω ώστε να υλοποιηθεί ο αλγόριθµος

των Deutsch-Jozsa για κατάλληλη συνάρτηση f συνίσταται απλώς στην αλλαγή του let i =
had qfalse σε (had qfalse,had qfalse) για δύο bit ή κάτι αντίστοιχο για περισσότερα.

5.2 Ο αλγόριθµος του Grover

5.2.1 Περιγραφή

Ο αλγόριθµος του Grover ([Grov96]) λύνει ένα αρκετά σηµαντικό πρόβληµα πετυχαίνοντας

µάλιστα απόδοση η οποία είναι αποδεδειγµένα καλύτερη από την απόδοση που µπορεί να έχει

ο καλύτερος κλασικός αλγόριθµος. Το εν λόγω πρόβληµα είναι αυτό της αναζήτησης σε έναν µη

ταξινοµηµένο πίνακα. Η πολυπλοκότητα του καλύτερου κλασικού αλγορίθµου είναι ως γνωστόν

O(n
2 ) στη µέση περίπτωση και O(n) στη χειρότερη. Ο αλγόριθµος του Grover είναι πιθανοτικός

µε πολυπλοκότητα O(
√
n).

Μπορούµε να εκφράσουµε γενικότερα το πρόβληµα ως εξής : έστω πως έχουµε µία συνάρτηση

f(x) : {0, · · · , 2n − 1} → {0, 1}, για την οποία ισχύει για ένα µοναδικό x0 f(x0) = 1 καθώς

και f(x) = 0,∀x 6= x0. Αυτό είναι ισοδύναµο µε το να έχουµε έναν πίνακα 2n
στοιχείων και να
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αναζητούµε ένα στοιχείο το οποίο υπάρχει ακριβώς µία ϕορά στον πίνακα. Τότε η συνάρτηση f
είναι απλώς µία συνάρτηση που συγκρίνει το στοιχείο που ϐρίσκεται στη ϑέση x µε το Ϲητούµενο.

Αν υποθέσουµε πως µπορούµε να υλοποιήσουµε κβαντικά την f αυτό σηµαίνει πως µπο-

ϱούµε να υλοποιήσουµε κβαντικά και την εξής συνάρτηση g(x) : |x〉 → |x〉,∀x 6= x0 και |x0〉 →
−|x0〉. Με άλλα λόγια η g είναι ο ταυτοτικός µετασχηµατισµός όταν έχει είσοδο οτιδήποτε εκτός

από τη λύση του προβλήµατος x0, ενώ όταν έχει είσοδο x0 επιστρέφει πάλι x0 αλλά έχοντας

πολλαπλασιάσει το πλάτος µε −1. Ο πίνακας που αντιστοιχεί λοιπόν στη g δεν είναι παρά ο

µοναδιαίος πίνακας µε µόνη διαφορά το στοιχείο της διαγωνίου που αντιστοιχεί στο x0 το οποίο

είναι −1. Προφανώς ο πίνακας αυτός είναι ορθοµοναδιαίος.

Ορίζουµε τώρα τον diffusion operator (τελεστή διάχυσης) ο οποίος έχει πίνακα I−2P όπου P
ένας 2n×2n

πίνακας που όλα τα στοιχεία του είναι ίσα µε 2−n
. Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε

πως P 2 = P , όπως και ότι P ∗ = P . Εποµένως έχουµε (I−2P )(I−2P )∗ = (I−2P )(I−2P ) =
I−4P+4P 2 = I−4P+4P = I. ∆είξαµε λοιπόν πως ο diffusion operator είναι ορθοµοναδιαίος

και εποµένως µπορούµε να τον χρησιµοποιήσουµε.

Ο diffusion operator λέγεται και inversion about average operator. Αν έχει είσοδο µία

κβαντική κατάσταση όπου ο µέσος όρος των πλατών είναι µ, τότε κάθε ιδιοδιάνυσµα που είχε

πλάτος µεγαλύτερο από µ ϑα αποκτήσει πλάτος µικρότερο από µ και µάλιστα η διαφορά του

από το µ ϑα παραµείνει αναλλοίωτη. Οµοίως αν ένα ιδιοδιάνυσµα είχε πλάτος µικρότερο από µ
ϑα αποκτήσει µε τον ίδιο τρόπο πλάτος µεγαλύτερο από µ. Είναι σαφές ότι ο µέσος όρος µ δεν

µεταβάλλεται µε χρήση του diffusion operator. Φυσικά αναφερόµαστε σε πραγµατικά πλάτη (ο

αλγόριθµος του Grover δεν ασχολείται µε µιγαδικά πλάτη).

Ο δρόµος τώρα είναι ανοικτός για τη λύση του προβλήµατος. ΄Εστω πως ϑέλουµε να κάνουµε

αναζήτηση σε έναν πίνακα µεN = 2n
στοιχεία. Χρησιµοποιούµε n qbit τα οποία αρχικοποιούµε

σε |0〉. Χρησιµοποιώντας την πύλη Hadamard ϕέρνουµε τα n qbit σε µια υπέρθεση όλων των

πιθανών καταστάσεων µε ίση πιθανότητα. ΄Επειτα χρησιµοποιούµε τη συνάρτηση g που ορίσαµε

πιο πάνω. Μετά την εφαρµογή της όλα τα ιδιοδιανύσµατα έχουν πλάτος
1
N εκτός από το |x0〉 που

έχει πλάτος − 1
N . ΄Ολα λοιπόν τα ιδιοδιανύσµατα ϐρίσκονται πάνω από τον µέσο όρο εκτός από

το |x0〉. Ως εκ τούτου εφαρµογή του diffusion operator ϑα αυξήσει σηµαντικά την πιθανότητα

µια µέτρηση να µας δώσει αποτέλεσµα x0 µειώνοντας ταυτόχρονα την πιθανότητα όποιουδήποτε

άλλου αποτελέσµατος. Στη συνέχεια µπορούµε να εφαρµόσουµε ξανά την g και τον diffusion
operator όσες ϕορές χρειάζεται για να αυξήσουµε ικανοποιητικά την πιθανότητα µέτρησης του

x0.

Μπορεί να αποδειχθεί πως µε O(
√
N) διαδοχικές εφαρµογές των δύο παραπάνω τελεστών

καταλήγουµε σε κατάσταση που δίνει το επιθυµητό αποτέλεσµα µε πιθανότητα µεγαλύτερη του

1
2 . Ο ακριβής αριθµός των επαναλήψεων που χρειάζεται εξαρτάται από το N , όµως έχει επίσης

δειχθεί ότι η πολυπλοκότητα κάθε δυνατού κβαντικού αλγορίθµου που λύνει το πρόβληµα είναι

Ω(
√
N), δηλαδή ο αλγόριθµος αυτός είναι ϐέλτιστος.

Η ορθότητα του αλγορίθµου µπορεί να δειχθεί ως εξής : έστω πως η κατάσταση του συστή-

µατος είναι τέτοια ώστε το ιδιοδιάνυσµα |x0〉 έχει πιθανότητα k και όλα τα υπόλοιπα l. Θα

δείξουµε πως αν 0 < k < 1√
2

και l > 0 τότε η µεταβολή ∆k του k η οποία προκύπτει από

διαδοχική εφαρµογή των δύο τελεστών που δώσαµε είναι ϕραγµένη κάτω από το
1

2
√

N
. Επίσης

ότι το l εξακολουθεί να είναι ϑετικό.

Από τον ορισµό του diffusion operator είναι εύκολο να δούµε πως αν εφαρµοστεί σε µία

κατάσταση που ένα ιδιοδιάνυσµα έχει πλάτος k1 και όλα τα άλλα l1 ϑα µας δώσει µία κατάσταση

όπου το ίδιο ιδιοδιάνυσµα έχει πλάτος k2 = ( 2
N − 1)k1 + 2N−1

N l1 και τα υπόλοιπα πλάτη ϑα

γίνουν l2 = ( 2
N k1 + N−2

N l1. Αυτό προκύπτει από το ότι ο προηγούµενος µέσος όρος είναι

µ = k1+(N−1)l1
N και ότι ο diffusion operator όταν εφαρµοστεί µετασχηµατίζει το πλάτος k στο

µ− (k − µ) όπως είπαµε όταν δείξαµε πως είναι ισοδύναµος µε τη λειτουργία inversion about
average. Μία ενδιαφέρουσα ιδιότητα είναι πως k2

2 +(N −1)l22 = k2
1 +(N −1)l21, η οποία µπορεί

να αποδειχθεί και µε πράξεις, αλλά προκύπτει επίσης από το γεγονός ότι τα k, l υψωµένα στο

τετράγωνο εκφράζουν πιθανότητες και η συνολική πιθανότητα δεν µεταβάλλεται.

58



Επίσης από τα παραπάνω συµπεραίνουµε πως αν k1 < 0 και l1 > 0, τότε µετά την εφαρµογή

του diffusion operator k2 > 0 και αν επιπλέον ίσχυε |k1
l1
| <

√
N τότε και l2 > 0. Αναλυτικά,

αφού k2 = ( 2
N −1)k1 +2N−1

N l1 για N > 2 ⇒ 2
N −1 < 0 και αφού k1 < 0 έχουµε ( 2

N −1)k1 > 0.

Επίσης από l1 > 0 έχουµε 2N−1
N l1 > 0 άρα k2 > 0. Επίσης αν |k1

l1
| <

√
N τότε για N ≥ 4 έχω

|k1
l1
| < N−2

2 κάτι που εξασφαλίζει πως l2 > 0.

Θα δείξουµε τώρα το Ϲητούµενο. ΄Εστω πως πριν την εφαρµογή της g έχουµε πλάτος k > 0
για τη λύση και l > 0 για όλα τα υπόλοιπα ιδιοδιανύσµατα. Τότε µετά την g έχουµε k1 < 0 για

τη λύση και l1 < 0 για τα υπόλοιπα. Αν 0 < k < 1√
2
⇒ l1 >

1
2
√

N
διότι k2

1 + (N − 1)l21. ΄Εχω

∆k = k2− k = ( 2
N − 1)k1 +2N−1

N l1− k = −( 2
N − 1)k+2N−1

N l1− k = − 2
N k+2N−1

N l1 το οποίο

για N ≥ 16 µας δίνει το Ϲητούµενο ∆k > 1
2
√

N
. Επίσης από k < 1√

2
και l > 1

N
√

2
προκύπτει

ότι |k1
l1
| <

√
N κάτι που µας δίνει και ότι l2 > 0.

∆είξαµε λοιπόν πως σε περίπτωση που ϐρισκόµαστε σε µία κατάσταση όπου το πλάτος της

λύσης µας δίνει πιθανότητα µικρότερη από
1
2 η εφαρµογή του αλγορίθµου ϑα αυξήσει το πλάτος

κατά τουλάχιστον
1

2
√

N
. Φυσικά αν το πλάτος είναι ήδη µεγαλύτερο του

1√
2

η εφαρµογή του

αλγορίθµου πιθανώς ϑα το µειώσει, οπότε είναι καλό να είµαστε προσεκτικοί όσον αφορά τον

ακριβή αριθµό επαναλήψεων που απαιτείται για συγκεκριµένο N .

5.2.2 Υλοποίηση σε NTUA-QML

Παρουσιάζουµε τώρα µία υλοποίηση που επιδεικνύει τη σωστή λειτουργία του αλγορίθµου

του Grover σε NTUA-QML. Για λόγους απλότητας χρησιµοποιούµε την ειδική περίπτωση που

N = 4. Σε αυτήν την περίπτωση µία και µόνη εφαρµογή του αλγορίθµου είναι αρκετή ώστε να

πάρουµε το σωστό αποτέλεσµα µε πιθανότητα 1.

Αρχικά υλοποιούµε τον diffusion operator. Αρκούν δύο if− ως εξής :

if− x1 then
if− x2 then

{{−(qfalse, qfalse) | − (qfalse, qtrue)}
| {−(qtrue, qfalse) | (qtrue, qtrue)}}

else
{{−(qfalse, qfalse) | − (qfalse, qtrue)}
| − {−(qtrue, qfalse) | (qtrue, qtrue)}}

else
if− x2 then

{−{(qfalse, qfalse) | − (qfalse, qtrue)}
| {−(qtrue, qfalse) | − (qtrue, qtrue)}}

else
{{(qfalse, qfalse) | − (qfalse, qtrue)}
| {−(qtrue, qfalse) | − (qtrue, qtrue)}}

΄Οπως µπορούµε εύκολα να διαπιστώσουµε το παραπάνω αντιστοιχεί στο µετασχηµατισµό

1
2


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1


που είναι η µορφή που παίρνει ο diffusion operator όταν N = 4.

Κατόπιν υλοποιούµε τη συνάρτηση g η οποία ϑα πραγµατοποιεί το conditional phase
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change
if− x1 then

if− x2 then
(qtrue, qtrue)
else
−(qtrue, qfalse)

else
if− x2 then

(qfalse, qtrue)
else
(qfalse, qfalse)

όπου έχουµε υποθέσει πως η σωστή απάντηση είναι το |10〉. Με −(qtrue, qfalse) συντοµο-

γραφούµε το ({qfalse | − qtrue}, qfalse).
∆εν µένει παρά να συναρµολογήσουµε το τελικό πρόγραµµα, το οποίο όπως είπαµε στη

συγκεκριµένη περίπτωση χρειάζεται µόνο ένα loop του αλγορίθµου.

let x1 (had qfalse) in
let x2 (had qfalse) in
let tmp (check x1 x2) in

average x1 x2

΄Οπως και πριν, µε had συντοµογραφούµε τη χρήση της πύλης Hadamard, ενώ µε check
και average εννοούµε τις δύο διαδικασίες που δώσαµε προηγουµένως. Μία εκτέλεση του προ-

γράµµατος µας δίνει το αναµενόµενο αποτέλεσµα ϕέρνοντας τα bit του αποτελέσµατος στην

κατάσταση |10〉.

5.3 Ο αλγόριθµος παραγοντοποίησης του Shor

5.3.1 Περιγραφή

Θα εξετάσουµε τώρα τον πιο σηµαντικό ίσως αλγόριθµο που έχει παρουσιαστεί ως τώρα, τον

αλγόριθµο του Shor ([Shor97]). Μιλώντας µε κλασικούς όρους ϑα µπορούσαµε να πούµε πως

είναι ένας αλγόριθµος ο οποίος λύνει σε πολυωνυµικό χρόνο χρησιµοποιώντας ένα µαντείο το

οποίο µπορεί να υπολογίσει την περίοδο µιας συνάρτησης επίσης σε πολυωνυµικό χρόνο. Η

καινοτοµία έγκειται στην κβαντική υλοποίηση του µαντείου.

Το πρόβληµα µπορεί να διατυπωθεί ως εξής : έστω ένας ϕυσικός αριθµός N , να ϐρεθεί ένας

µη τετριµµένος διαιρέτης του (δηλαδή ένας διαιρέτης του εκτός των 1, N ). ΄Εχουν προταθεί

πολλοί αλγόριθµοι που λύνουν αυτό το πρόβληµα, όπως η µέθοδος ϐάσεων παραγοντοποίησης

και η µέθοδος Number Field Sieve. ΄Ολες όµως έχουν εκθετική ως προς το µήκος της εισόδου

πολυπλοκότητα. Ο αλγόριθµος του Shor είναι ο µόνος ως τώρα γνωστός πιθανοτικός αλγόριθµος

πολυωνυµικής πολυπλοκότητας που λύνει το πρόβληµα της παραγοντοποίησης.

Τα ϐήµατα του αλγορίθµου είναι τα εξής :

1. Επιλέγουµε έναν τυχαίο αριθµό α < N

2. Υπολογίζουµε το gcd(α,N). Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο του Ευκλεί-

δη. Αν ο µέγιστος κοινός διαιρέτης είναι 6= 1 τότε ϐρήκαµε έναν µη τετριµµένο διαιρέτη

και το πρόβληµα λύθηκε

3. Υπολογίζουµε την περίοδο της συνάρτησης f(x) = αxmod N . Στο ϐήµα αυτό χρησι-

µοποιούµε το κβαντικό µαντείο το οποίο ϑα περιγραφεί παρακάτω. ΄Εστω πως η περίοδος

που υπολογίστηκε είναι r.

4. Αν ο r είναι περιττός επιστρέφουµε στο ϐήµα 1
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5. Αν α
r
2 ≡ −1(modN) επιστρέφουµε στο ϐήµα 1

6. Σε αντίθετη περίπτωση έχω α
r
2 ≡ 1(mod N) ⇒ αr ≡ 1(mod N) ⇒ αr − 1 = kN ⇒

(α
r
2 − 1)(a

r
2 + 1) = kN . Χρησιµοποιώντας τον αλγόριθµο του µέγιστου κοινού διαιρέτη

µπορούµε να ϐρούµε έναν µη τετριµµένο διαιρέτη του N , διότι α
r
2 + 1 6= mN όπως

εξασφαλίσαµε στο προηγούµενο ϐήµα

Θα ασχοληθούµε τώρα µε το κβαντικό µέρος του αλγορίθµου, το οποίο είναι και το πιο εν-

διαφέρον. Θέλουµε να υπολογίσουµε την περίοδο της συνάρτησης f(x) = αxmod N . Ακολου-

ϑούµε τα εξής ϐήµατα:

1. Ξεκινάµε µε δύο καταχωρητές των n = log2N qbits ο καθένας. Ο πρώτος αρχικοποιείται

σε µία υπέρθεση όλων των δυνατών καταστάσεων µε την ίδια πιθανότητα (κάτι τέτοιο

µπορεί να επιτευχθεί µε πύλες Hadamard) ενώ ο δεύτερος αρχικοποιείται στο |0〉.

2. Με την προϋπόθεση ότι έχουµε υλοποιήσει την f ως κβαντική συνάρτηση την εφαρµόζουµε

στο σύστηµα. Τώρα ο δεύτερος καταχωρητής περιέχει το f(x) όπου x η κατάσταση στην

οποία ήταν ο πρώτος

3. Εφαρµόζουµε τον κβαντικό µετασχηµατισµό Fourier στον πρώτο καταχωρητή και µετράµε

το περιεχόµενό του δεύτερου. Τώρα µία µέτρηση του πρώτου έχει µεγάλη πιθανότητα να

µας δώσει την περίοδο της συνάρτησης

Ας προσπαθήσουµε να εξηγήσουµε λίγο πιο αναλυτικά γιατί ο παραπάνω αλγόριθµος δου-

λεύει. Μετά το ϐήµα 1 η κατάσταση του συστήµατος είναι
1√
N

(1 1 · · · 1)T ⊗ (1 0 · · · 0)T
. Η

εφαρµογή της f ϑα δηµιουργήσει entanglement ανάµεσα στους δύο καταχωρητές. ΄Ετσι αν

µετά την εφαρµογή της f αποπειραθούµε µία µέτρηση στον δεύτερο καταχωρητή και πάρουµε

αποτέλεσµα y0 τότε ο πρώτος καταχωρητής ϑα έρθει σε µία κατάσταση η οποία ϑα είναι υπέρθεση

των x για τα οποία ισχύει f(x) = y0. ∆ηλαδή αν s το µικρότερο τέτοιο x ϑα έρθει σε µία υπέρθεση

των |s + rj〉, 0 ≤ j ≤ dN
r e − 1. ∆υστυχώς δεν είναι δυνατόν από µία τέτοια υπέρθεση να

συµπεράνουµε το r γιατί το s είναι τυχαίο. Αν όµως εφαρµόσουµε έναν µετασχηµατισµό Fourier
στον πρώτο καταχωρητή το ϕάσµα πιθανοτήτων που ϑα προκύψει ϑα είναι ανεξάρτητο του s.
Συγκεκριµένα αν το r διαιρεί το N τότε ϑα έχουµε µη µηδενική πιθανότητα να µετρήσουµε

µόνο πολλαπλάσια του N/r. Αλλά ακόµα και σε περίπτωση που το r δεν διαιρεί το N το ϕάσµα

ϑα εµφανίσει κορυφές στα πολλαπλάσια του N/r. ΄Ετσι µία µέτρηση ϑα µας δώσει µε µεγάλη

πιθανότητα µία τιµή c κοντά στο λN/r. Φυσικά τοN είναι γνωστό, οπότε ουσιαστικά αποκτούµε

µία προσέγγιση του λ/r. Για να µπορέσουµε από αυτό το κλάσµα να προσδιορίσουµε το r ϑα

πρέπει οι λ, r να είναι πρώτοι µεταξύ τους, κάτι που συµβαίνει µε πιθανότητα µεγαλύτερη του

1/lnr, οπότε ϑα χρειαστούµε το πολύ O(n) προσπάθειες για να ϐρούµε το r µε πιθανότητα που

µπορεί να πλησιάσει όσο ϑέλουµε το 1. Φυσικά η επαλήθευση µπορεί να γίνει απλά µε τον

έλεγχο για το αν f(x) = f(x+ r).

5.3.2 Ο κβαντικός µετασχηµατισµός Fourier

΄Οπως είδαµε ο µετασχηµατισµός Fourier είναι ένα κρίσιµο κοµµάτι του αλγορίθµου του Shor.
Σε αυτήν την ενότητα ορίζουµε αναλυτικά τον µετασχηµατισµό και παρουσιάζουµε ένα παράδειγ-

µα υλοποίησής του σε NTUA-QML.

Ο κβαντικός µετασχηµατισµός σε braket notation, µε είσοδο µία κατάσταση |x〉 δίνεται ως

|x〉 → 1√
N

N−1∑
k=0

e2πixk/N |k〉

Σε µορφή πίνακα είναι

1√
N

[ωkl], ω = e2πi/N
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Με τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος Plancherel µπορεί να δειχθεί πως ο µετασχηµατισµός αυτός

είναι ορθοµοναδιαίος.

Ας δούµε αναλυτικά τη µορφή του πίνακα του µετασχηµατισµού ώστε να ϐοηθηθούµε στη

µετάφρασή του σε NTUA-QML. Για δύο bit ο πίνακας παίρνει τη µορφή

1
2


1 1 1 1
1 eπi/2 eπi e3πi/2

1 eπi e2πi e3πi

1 e3πi/2 e3πi e9πi/2

 =
1
2


1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i


Παρατηρούµε πως τα στοιχεία της πρώτης στήλης µπορούν να γραφούν ως

1
2

(
1
1

)
⊗
(

1
1

)
.

Οµοίως τα στοιχεία της δεύτερης γράφονται ως
1
2

(
1
eπi

)
⊗
(

1
eπi/2

)
. Συνολικά τα στοιχεία

της k στήλης γράφονται ως
1
2

(
1
ekπi

)
⊗
(

1
ekπi/2

)
αν η αρίθµηση των στηλών ξεκινά από το

0. Το σκεπτικό αυτό µπορεί να επεκταθεί και στον µετασχηµατισµό Fourier n bits. ΄Ετσι τα

στοιχεία της k στήλης είναι

2−n/2

 1

ekπi

⊗

 1

ekπi/2

⊗ · · · ⊗

 1

ekπi/2n−1


Ορίζουµε τώρα σε Haskell τη ϐοηθητική συνάρτηση make_ifms η οποία παίρνει ως παράµε-

τρο τους όρους που δίνουν τα bit στα οποία ϑα εφαρµοστεί ο µετασχηµατισµός, µία συνάρτηση

που µε είσοδο έναν ακέραιο µας δίνει τον όρο του αντίστοιχου branch, καθώς και ένα πεδίο

αποδεκτών ακεραίων για τη συνάρτηση αυτή. Αποτέλεσµα είναι το δέντρο από if− που επιτελούν

τον επιθυµητό µετασχηµατισµό.

make_ifms : : [TermA] −> ( Int −> TermA) −> [ Int ] −> TermA
make_ifms [ ] f dom | length dom == 1 = f (head dom)
make_ifms l f dom | (2^( length l ) ) == ( length dom) =

let branch1= make_ifms ( ta i l l ) f
( take ( div ( length dom) 2) dom) in

let branch2= make_ifms ( tai l l ) f
(dom \\ ( take ( div ( length dom) 2) dom) ) in

Ifm (head l ) branch2 branch1

Για να χρησιµοποιήσουµε την make_ifms ϑα πρέπει να ορίσουµε µία συνάρτηση η οποία µε

όρισµα έναν ακέραιο n ϑα µας δίνει τον όρο που αντιστοιχεί στην n στήλη του µετασχηµατισµού

Fourier. Αυτό είναι εύκολο να γίνει µε την ανάλυση του µετασχηµατισµού σε γινόµενα που

κάναµε παραπάνω. Ας δούµε την υλοποίηση σε Haskell αυτής της συνάρτησης για 3 qbit.

dft_branch : : Int −> TermA
dft_branch n = Pair ( Pair

( Super con2 Qfalse ( con2∗ ( coef (4∗n ) ) ) Qtrue )
( Super con2 Qfalse ( con2∗ ( coef (2∗n ) ) ) Qtrue ) )
( Super con2 Qfalse ( con2∗ ( coef n ) ) Qtrue )

Στον παραπάνω κώδικα con2 είναι η σταθερά
1√
2

και coef είναι µία συνάρτηση που επιστρέ-

ϕει το enπi/4
.

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα παραπάνω για να ελέγξουµε µία εύκολη περίπτωση του

µετασχηµατισµού Fourier. Παρακάτω ϐλέπουµε τον κώδικα Haskell που παράγει έναν όρο ο

οποίος εφαρµόζει τον µετασχηµατισµό Fourier σε τρία bit.
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tes t_d f t = Let "a" ( Super con2 Qfalse con2 Qtrue )
( Let "b" ( Super con2 Qfalse con2 Qtrue )
( Let " c " ( Qtrue )

( make_ifms [ ( Var "a" ) , ( Var "b" ) , ( Var " c " ) ] dft_branch [ 0 . . 7 ] ) ) )

Αρχικά τα a,b,c σχηµατίζουν µία κατάσταση µε περίοδο 2, αφού έχουµε µία υπέρθεση των

|xy1〉. Η εφαρµογή του µετασχηµατισµού Fourier δίνει µία υπέρθεση των |100〉 και |000〉.
Προφανώς αν µία µέτρηση δώσει αποτέλεσµα |000〉 δεν έχουµε αποτέλεσµα και πρέπει να

ξαναπροσπαθήσουµε. ΄Οµως µε πιθανότητα 1/2 µία µέτρηση ϑα µας δώσει |100〉 = 4. ΄Αρα

έχουµε
λ
r = 4/8 = 1/2 → r = 2 που είναι και το Ϲητούµενο. Χρήσιµο είναι να παρατηρήσουµε

πως σε περίπτωση που το c είναι Qfalse το αποτέλεσµα δεν αλλοιώνεται.

Ας δούµε τώρα και την περίπτωση που το b είναι Qfalse και το c Qtrue, δηλαδή έχουµε

|001〉+ |101〉. Η εφαρµογή του Fourier µας δίνει |000〉+ |010〉+ |100〉+ |110〉. Ας δούµε τα

πιθανά αποτελέσµατα για την κάθε κατάσταση στον πίνακα 5.1.

Πίνακας 5.1: Εύρεση περιόδου συνάρτησης 3 bit.
Αποτέλεσµα µέτρησης c/N = λ/r r

0 0 -

2 1/4 4

4 1/2 2

6 3/4 4

Παρατηρούµε πως και πάλι µε πιθανότητα 1/2 µετράµε ένα αποτέλεσµα που µας οδηγεί

στη σωστή περίοδο. Για άλλη µια ϕορά να σηµειώσουµε πως αν αλλάξουµε τις τιµές των b,c το

αποτέλεσµα αυτό δεν αλλάζει αρκεί αυτές να παραµείνουν κλασικές (δηλαδή Qtrue ή Qfalse).

5.3.3 Υλοποίηση κβαντικής ύψωσης σε εκθέτη modulo N

Το άλλο ϑεµελιώδες πρόβληµα που πρέπει να λυθεί ώστε να υλοποιηθεί το κβαντικό µέρος του

αλγορίθµου του Shor είναι η κβαντική υλοποίηση της f(x) = αx mod N . Αυτό το πρόβλη-

µα, παρ΄ ότι στους κλασικούς υπολογισµούς είναι µάλλον απλό, στους κβαντικούς εµφανίζει

αρκετά µεγάλη δυσκολία. Ας µην ξεχνάµε πως οι κβαντικές συναρτήσεις πρέπει να τηρούν

κάποιες αρκετά αυστηρές προϋποθέσεις όπως να είναι αντιστρέψιµες καθώς και το ότι µέσα στις

στοιχειώδεις λειτουργίες της NTUA-QML αλλά και των περισσοτέρων άλλων κβαντικών γλωσσών

που υπάρχουν στη ϐιβλιογραφία δεν εµφανίζονται στοιχειώδεις λειτουργίες όπως πρόσθεση ή

πολλαπλασιασµός κβαντικών ποσοτήτων (πόσο µάλλον υπολογισµός δύναµης).

Παρ΄ όλα αυτά η υλοποίηση της f(x) είναι δυνατή, αλλά ϑα πρέπει να ξεκινήσουµε από

τα ϐασικά: πρώτα ϑα κατασκευάσουµε µία διαδικασία που κάνει πρόσθεση, έπειτα µία που

κάνει πολλαπλασιασµό και τέλος µία που υλοποιεί την Ϲητούµενη συνάρτηση. Στο υπόλοιπο

της ενότητας δίνουµε ένα παράδειγµα υλοποίησης της πρόσθεσης σε NTUA-QML κι έπειτα

σκιαγραφούµε την πορεία που ϑα πρέπει κανείς να ακολουθήσει ώστε να ϕτάσει από εκεί στην

υλοποίηση της f(x).

Πρόσθεση

Ας ασχοληθούµε αρχικά µε το πρόβληµα της πρόσθεσης δύο δυαδικών αριθµών. ΄Εστω πως σε έ-

ναν καταχωρητή των n bit ϑέλουµε να προσθέσουµε τον αριθµό α. Ο µετασχηµατισµός που ϑα ε-

ϕαρµόσουµε ϑα είναι τέτοιος ώστε να δηµιουργείται η αντιστοιχία |i〉 → |i + α mod 2n〉. Φυσικά

η αντιστοιχία αυτή είναι αντιστρέψιµη και µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε έναν ορθοµοναδιαίο

πίνακα. Αν e0, e1, · · · , e2n−1 η κανονική ϐάση του χώρου διαστάσεων 2n
, τότε ο πίνακας που

πραγµατοποιεί αυτόν το µετασχηµατισµό είναι αυτός που έχει στήλες eα, eα+1, · · · , eα+2n−1 mod 2n .

Ας δούµε τον κώδικα Haskell ο οποίος παράγει όρους οι οποίοι διεξάγουν προσθέσεις :
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add_to_terms : : TermA −> Int −> TermA
add_to_terms t 0 = t
add_to_terms Qfalse 1 = Qtrue
add_to_terms Qtrue 1 = Qfalse
add_to_terms ( Pair t1 Qfalse ) n = add_to_terms ( Pair t1 Qtrue ) (n−1)
add_to_terms ( Pair t1 Qtrue ) n = add_to_terms

( Pair ( add_to_terms t1 1) Qfalse ) (n−1)

false_terms : : Int −> TermA
false_terms 1 = Qfalse
false_terms n = Pair ( false_terms (n−1)) Qfalse

make_byte : : Int −> Int −> TermA −− how many bits , which number
make_byte n 0 = false_terms n
make_byte n m | m<(2^n)= add_to_terms ( false_terms n) m

| otherwise = make_byte n (mod m (2^n ) )

addition_term : : [TermA] −> Int −> TermA
addition_term l n = make_ifms l ( make_byte ( length l ) )

[n . . n+(2^( length l ))−1 ]

adder : : [TermA] −> [TermA] −> [ Int ] −> TermA
adder [ ] b n | length n==1 = addition_term b (head n)
adder a b n = I f0 (head a )

( adder ( tai l a ) b (n \\ ( take ( div ( length n) 2) n ) ) )
( adder ( tai l a ) b ( take ( div ( length n) 2) n) )

Η κυριότερη συνάρτηση εδώ είναι η adder. Παίρνει δύο λίστες από όρους, η πρώτη εκ

των οποίων χρησιµοποιείται ως ελεγκτής για τον µετασχηµατισµό της δεύτερης. Η λίστα ακε-

ϱαίων είναι το πεδίο από 0 έως 2n − 1 στο οποίο µπορούν να ϐρεθούν τα αποτελέσµατα της

πρόσθεσης. Πλεονέκτηµα της συνάρτησης αυτής είναι ότι µπορούν στην πρώτη λίστα να χρησι-

µοποιηθούν είτε µεταβλητές είτε σταθερές ανάλογα αν ϑέλουµε να κάνουµε πρόσθεση ανάµεσα

σε δύο καταχωρητές ή αύξηση ενός καταχωρητή κατά µία γνωστή (κλασική) σταθερά. ΄Ετσι για

παράδειγµα αν η πρώτη λίστα είναι [qtrue, qfalse] ϑα µετασχηµατιστούν κατάλληλα τα bit που

αντιπροσωπεύονται από όρους της δεύτερης ώστε η συνολική κατάστασή τους να αυξηθεί κατά

2.

Η υπόθεση της πρόσθεσης όµως δεν τελειώνει εδώ. Για να υλοποιήσουµε τον αλγόριθµο

του Shor χρειαζόµαστε υλοποίηση της πρόσθεσης modulo N , όπου N ο αριθµός τον οποίο

προσπαθούµε να παραγοντοποιήσουµε ο οποίος ϕυσικά δεν είναι της µορφής 2n
. ∆υστυχώς

η πρόσθεση module N είναι µη αντιστρέψιµη διαδικασία. Για παράδειγµα ας πάρουµε την

πρόσθεση modulo 5 του αριθµού 3 σε έναν κβαντικό καταχωρητή τριών bit. Προφανώς αν

η κατάσταση του κβαντικού καταχωρητή είναι |5〉 το αποτέλεσµα ϑα είναι το ίδιο µε αυτό

που ϑα παίρναµε αν ήταν |0〉. Μία λύση είναι η χρήση ενός επιπλέον flag qbit το οποίο ϑα

τίθεται στην τιµή 1 µετά την πρόσθεση όταν η αρχική κατάσταση αντιστοιχούσε σε ιδιοδιάνυσµα

µεγαλύτερο ή ίσο του |N〉. Χρησιµοποιώντας αυτήν την τακτική µπορούµε να δηµιουργήσουµε

µία αντιστρέψιµη διαδικασία η οποία µε είσοδο έναν καταχωρητή στην κατάσταση x, µας δίνει

έναν καταχωρητή στην κατάσταση x+ α mod N .

Πολλαπλασιασµός και ύψωση σε εκθέτη

Για να λύσουµε τώρα το πρόβληµα του πολλαπλασιασµού modulo N ϑα ϑυµηθούµε πως ο

πολλαπλασιασµός ενός αριθµού modulo N είναι αντιστρέψιµος, αν ο πολλαπλασιαστής α εί-
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ναι σχετικά πρώτος µε το N . Αυτό σηµαίνει πως χρησιµοποιώντας την πρόσθεση modulo N
µπορούµε να κατασκευάσουµε µε αντίστοιχο τρόπο και τον πολλαπλασιασµό modulo N . ΄Ετσι

χρησιµοποιώντας σαν ελεγκτές τα κβαντικά bit ενός καταχωρητή x µπορούµε να υπολογίσουµε

το αx ως εξής : Αρχικοποιούµε έναν καταχωρητή στο |0〉 κι έπειτα µε ελεγκτή το λιγότερο σηµα-

ντικό bit του x του πρσθέτουµε α, µε ελεγκτή το δεύτερο λιγότερο σηµαντικό bit του προσθέτουµε

2α κοκ. Επειδή η διαδικασία αυτή είναι αντιστρέψιµη µπορεί να γίνει µε τρόπο τέτοιο ώστε το

αποτέλεσµα να µένει στο x δηλαδή να πραγµατοποιείται η |x〉 → |αx mod N〉.
Η ύψωση σε εκθέτη µπορεί να πραγµατοποιηθεί µε έναν εντελώς όµοιο τρόπο µόνο που

αυτή τη ϕορά ϑα χρησιµοποιήσουµε τον αλγόριθµο του επαναλαµβανόµενου τετραγωνισµού.

Με άλλα λόγια ουσιαστικά η αλλαγή µε την υλοποίηση του πολλαπλασιασµού είναι ότι όπου

πριν κάναµε πρόσθεση τώρα κάνουµε πολλαπλασιασµό και όπου πριν κάναµε διπλασιασµό

τώρα κάνουµε ύψωση στο τετράγωνο.
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Κεφάλαιο 6

Συµπεράσµατα

6.1 Συνεισφορά

Η συνεισφορά και τα συµπεράσµατα της εργασίας µπορούν να συνοψιστούν ως εξής

• Προτάθηκε µία νέα γλώσσα κβαντικού προγραµµατισµού, η NTUA-QML. Η γλώσσα αυτή

προέκυψε από την QML, εκµεταλλευόµενη τις καλύτερες ιδέες της για κβαντικό έλεγχο.

Οι διαφορές της µε την QML έχουν σαν σκοπό να διορθώσουν αδυναµίες της QML και να

ϐελτιώσουν την εκφραστική δύναµη της γλώσσας, ενώ ταυτόχρονα η διατύπωση της σηµα-

σιολογίας µε όρους πινάκων πυκνότητας αντί για κυκλώµατα είχε στόχο τη σαφέστερη

εξήγηση της λειτουργίας της.

• ∆ηµιουργήθηκε µία υλοποίηση µίας κβαντικής γλώσσας προγραµµατισµού, της NTUA-

QML. Η υλοποίηση αυτή µας έδωσε τη δυνατότητα να πάρουµε µία γεύση από τις

δυνατότητες του κβαντικού µοντέλου υπολογισµών. Εκτός από την NTUA-QML, υλοποιή-

ϑηκε και ένα στοιχειώδες υποσύνολο της QPL.

• Χρησιµοποιώντας την παραπάνω υλοποίηση υλοποιήθηκαν και στην γλώσσα NTUA-QML
γνωστοί κβαντικοί αλγόριθµοι. Αυτό συνεισέφερε και στην καλύτερη κατανόηση της λει-

τουργίας τους, και στη ϐελτίωση της NTUA-QML και της υλοποίησής της.

6.2 Μελλοντική έρευνα

Η κυριότερη κατεύθυνση µελλοντικής έρευνας πάνω στις γλώσσες κβαντικού προγραµµατισµού

είναι, όπως υπογραµµίστηκε και στο κεφάλαιο 3, αυτή που στρέφεται στο ξεκαθάρισµα των

εννοιών που κάνουν τον κβαντικό προγραµµατισµό ιδιαίτερο. Μία καλή γλώσσα ϑα πρέπει να

δίνει τη δυνατότητα στο χρήστη της να δηµιουργεί υπερθέσεις και entanglement, και να εκ-

µεταλλεύεται τα οφέλη του κβαντικού παραλληλισµού µε την ίδια ϕυσικότητα που µια κλασική

γλώσσα επιτρέπει στο χρήστη της να χειρίζεται στοιχειώδη χαρακτηριστικά των κλασικών υπο-

λογισµών. Θα µπορούσε εδώ κανείς να ισχυριστεί πως αυτός είναι ένας πολύ δύσκολος στόχος,

λαµβάνοντας υπ΄ όψιν πως η ίδια η ϕυσική ϑεωρία στην οποία ϐασίζονται οι κβαντικοί υπολογι-

σµοί είναι για πολλούς ακατανόητη. Μια τέτοια ηττοπάθεια ϕυσικά δεν είναι λύση: η πρόοδος

µπορεί πάντα να επιτευχθεί και µάλιστα δεν πρέπει να ϑεωρείται απίθανο οι κβαντικοί υπολο-

γισµοί να γίνουν κάποτε τόσο σηµαντικοί που ϑα ενσωµατωθούν στην κοινή λογική του µέσου

προγραµµατιστή και ϑα δηµιουργείται ίσως η απορία γιατί κάποτε οι άνθρωποι τους ϑεωρούσαν

κάτι περίεργο και εξωτικό. Φυσικά µέχρι τότε έχουµε µάλλον πάρα πολύ δρόµο.

Μία γλώσσα όπως η NTUA-QML προσπαθεί να συνεισφέρει στην κατεύθυνση της απλοποίησης

του κβαντικού προγραµµατισµού µε διάφορους τρόπους :

• Με το ifo δηµιουργεί την αίσθηση της κβαντικής ϱοής ελέγχου. Η πολύ καλή αυτή ιδέα, η

οποία ξεκινά ϕυσικά από την QML, έχει στόχο να κάνει πιο άνετη τη χρήση µιας κλάσης

ορθοµοναδιαίων µετασχηµατισµών.
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• Με το if− προσπαθεί να κάνει τον προγραµµατιστή να αντιληφθεί την εφαρµογή ενός

ορθοµοναδιαίου µετασχηµατισµού µε όρους του αποτελέσµατος που ϑα είχε αυτός ο

µετασχηµατισµός αν εφαρµοζόταν σε µία κλασική κατάσταση. Η λογική αυτή δεν εί-

ναι ϕυσικά κάποια µεγάλη καινοτοµία και ϑα πρέπει να σκεφτούµε αν υπάρχουν κι

άλλες κλάσεις µετασχηµατισµών που ϑα µπορούσαµε να εξηγήσουµε πιο απλά από το να

δώσουµε το αποτέλεσµα τους σε κάθε κλασική κατάσταση, εκτός από τους ελεγχόµενους

µετασχηµατισµούς τους οποίους καλύπτει το ifo.

• Με τη χρήση του if δίνει στο χρήστη να καταλάβει ακριβώς το πότε γίνεται η µέτρηση

και έτσι τον προετοιµάζει για τις συνέπειες που έχει κάτι τέτοιο στην κατάσταση του όλου

συστήµατος.

Στοιχεία της NTUA-QML που ϑα µπορούσαν να ϐελτιωθούν είναι :

• Προσθήκη γνωστών από τον κλασικό προγραµµατισµό δοµών όπως τα loop, και η αναδροµή.

Είδαµε πως στην υλοποίησή µας χρησιµοποιήσαµε πολλές ϕορές τη Haskell για να

παρακάµψουµε αυτές τις αδυναµίες, όµως η υλοποίησή τους µέσα στη γλώσσα ϑα ή-

ταν ϕυσικά προτιµότερη και ϑα µας έδινε νέες δυνατότητες.

• Εµπλουτισµός του συστήµατος τύπων. Για παράδειγµα ϑα µπορούσαν να επανέλθουν τα

αθροίσµατα της QML ή να εισαχθεί ο τύπος συνάρτησης ώστε να µπορούµε να ορίζουµε

και προγράµµατα υψηλής τάξης. Η σηµασιολογία τέτοιων προγραµµάτων ϑα µπορούσε

να ϐασιστεί ίσως και σε δουλειά που έχει γίνει πάνω στον κβαντικό λ-λογισµό ([vTon04]).

• Εισαγωγή αριθµητικών πράξεων, µε τρόπο συµβατό µε το κβαντικό µοντέλο (σεβασµός

στην αντιστρεψιµότητα) αλλά και εύκολο στη χρήση.

Το κυριότερο όµως που παρατηρήθηκε κατά τη διάρκεια της δηµιουργίας της NTUA-QML
είναι ότι η προσπάθεια υλοποίησης ενός αλγορίθµου σε µία γλώσσα είναι αποκαλυπτική των

εκφραστικών κενών και αδυναµιών που αυτή περιέχει. ΄Ετσι ίσως µια προϋπόθεση για την

δηµιουργία καλύτερων γλωσσών κβαντικού προγραµµατισµού να είναι η δηµιουργία µιας καλής

ϐιβλιοθήκης αλγορίθµων. ΄Οταν το πεδίο των κβαντικών υπολογισµών ωριµάσει είναι σίγουρο

πως επιτέλους ϑα δούµε πραγµατικά εύχρηστες γλώσσες κβαντικού προγραµµατισµού.
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