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���� #���+'� -�#%)$����� "���'!�� $"%"�.��� � ,��'� �)� �"����� *��/���0
��� �&�'�'")� 1�*�2 '" ��!� '�$�����. #���%�$��� �� 3���'� �#�%���0
'��� 1��2 ��� �� �#"&"���'!� �����)�	 ��� �#�$.����'� ��� 4��+����
�� Inpainting ��� ��� 
��"$��%�� *!�"��� �-��!�"�� �$/�'� '��� #"�!#�)'�
-����'$������ "����)�� ��� #���� �"/.%���� #����'�.5��$" ��� ���%+��$"
�")�����. #�%%� �#� �� �#.�,��'" $"��-�� �*� -�.,�'� ��� �� #���#.0
�) #���%�$���� �#!'�� #���"!���$" $!� ��� $���-� Inpainting -����'$������
"����)� 16"���"�$��� CDD $���-�2 ���� ��� $!� ���� $� ���$$��� $���-�

��"$��%� -����'$������ "����)�� #�� ��'!5"��� '" �"���� �*� -�.,�'��
��� '���,"��� -�"�"��.$" ���'$��� �")�����. ��$���� #�� ����+#���� �#�
��� ��.��� ����$����� #��'����'� ��� �%�#�!�'� �)� $"��-)� �*� ���
��� ��� 
��������$" ��� �#�-"���+��$" �.#��� ��� �")��$���� #�� �/���+�
��� ���!�"�� ��� ��� '+��%�'� �� #��'����'� �� �"���� ���'����#���
*�.,�'� ���"�����$"�)� 7�#%�'����� $" "#���%�#���� ��#��� '���%�&��
�#!'�� -�"�"��.$" �� ',�'� ��.$"'� '��� '��",� ��� '��� "&��,� -�������
�"���'� �)� /0'������'����� ��� �#�-"���+��$" ��� ��� �"���$�� �� �#�!�
�#�'�/��!5"� �� ',�'� ����� ��� '���,"��� #����'�.5��$" -�"&�-��.� $" ����
���"�. "��#���$��� ���#�� ��� ����$����� �%�#�!�'� #�%%�� �#� �� �#.�,��0
'" $"��-�� �*� -�.,�'� ��� ��� �� ���� ��� �)� ��)� $"��-)� #��
#���"!���$"� �#�#��'�"��� #���"!���$" ��� �%�#���+$" $!� ��� $���-� �&��0
%���'� ��� '+����'� �)� -��/��)� �*� -�.,�'�� $�') �� "�'��)��
�� ������ ��� �%���+ 8!%���� �� �*�� 9�%�� #����'�.5��$" #���-"!�0
$��� "/��$��� �)� -��/��)� $"��-)� �*� #�� $"%"��'�$"� �����!���$"
$"��&+ ��� �� -�./��" $"��-��� ����%������ '" '�$#"�.'$��� ',"���.
$" ��� �#��"%"'$��������. ���� "�� #��.%%�%� �����%���+$" ��� �")�����.
�� #"���$����. �#��"%�'$����
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Abstract

This diploma thesis deals with the usage of Partial Differential Equations
(PDEs) in three critical problems of Computer Vision (CV) and Image Pro-
cessing: Denoising, Inpainting and Interpolation. Emphasis is put on the
case where the input images are vectorial. In the first chapters, we present
and theoretically analyze many of the existent diffusion PDE methods for
the problems mentioned above. We also propose a new vectorial image In-
painting method (Generalized CDD method) and a new, nonlinear, vectorial
image Interpolation method, based on general diffusion PDEs. Afterwards,
we examine some theoretical issues that arise from the need of numerical ap-
proximation and implementation of PDE methods for CV. We mention and
prove some new theorems, concerning the accuracy and convergence of the
approximation of the general Oriented Laplacian based Anisotropic Diffu-
sion with iterative local convolutions. Furthermore, we examine the relation
between the continuous and totally discrete approach of phi-functionals and
we prove a new theorem, which clarifies this relation. Afterwards, we present
exhaustively the numerical implementation of many diffusion PDE meth-
ods for CV, with a sufficiently unified way. We also present the numerical
implementation of the new proposed methods. Moreover, we propose and
implement a new method for the evaluation and comparison of the diffusion
PDEs. This method is based on the introduction of the concept of PDE
Total Filter. Finally, we present application examples of the studied PDE
methods. We compare the methods with each other and we conclude about
their efficiency. We also give a theoretical justification of the experimental
results.

Keywords

computer vision, image processing, partial differential equations, denoising,
inpainting, interpolation, vectorial images, diffusion, functional, minimal
variation curves, generalized curvature, reversibility condition, local convo-
lution, implementation, discretization, total filter
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� 3���'� �#�%���'��� 1Computer Vision2 �',�%"!��� $" ��� "&��)��
�� '�$��%��� #%���/��!� 1#"�����/� �����"�$��)�2 #�� "��#.�,"� '" $!�
"����� � '" ��� '+��%� "����)� 1�%� #�,� ;<=>2� �#��"�� '��,� �� "!0
��� � ����'�"�� '�'��$.�)�� �� �#�!� �� ����%�$�.������ ��� ����� ��'$�
$" �����#��� "�/�!�� ?������ � '+�,���� �#�'��$� ��� 9",��%��!� �#�,"�
���$� #�%+ �#� ��� '��,� ����� � 3���'� �#�%���'��� "$/��!'���" ���
#���� /��. '�� "#�'��$����� #"-!� ��� -"��"�!� ��� (@A�� '�� ��� #����%.0
-� �� 9",���� B��$�'+�� ��� �����" �,"� ��)�!'"� $!� ���-�!� ��.#��&��
'��-�.5���� #�%%. "#�'��$����. #"-!��

� 3���'� �#�%���'��� #����'�.5"� $!� $"�.%� #����%!� "/��$����� $"��0
�� "� �)� �#�!)� "!��� � �#"&"���'!� #%���/��!� '" �����"� � ?C��������
3��"��� ��� 9",��%��!�� �� 
"���.%%�� ��� �� 6")"#�'��$"� � 9�%"#�'��0
#�'�� � D�$#������ � �#�����)�!� �����#�� ��� �#�%���'��� �� E�/����
����'���� 9�,�" ���� ��� �� ��/�� ��'��$��� E�/��#�!�'� ��� ��.%�0
'� ?��%!)��

���� "���'!� ����� �',�%�+$�'�" $" �� "/��$��� �)� �"����� *��/�0
����� �&�'�'")� 1�*�� Partial Differential Equation - PDEs2 '��� 3���'�
�#�%���'���� �� �*� .�,�'�� �� ,��'�$�#���+���� '�'��$����. '��� 3���0
'� �#�%���'��� ',"���. #��'/���� ���. ��� -"��"�!� ��� (@F�� �#� ���"
$�,�� '�$"��� �,��� ��)�!'"� $!� ���"�. "��"!� ��.#��&� '��� ��$�� �����
$" #�%%� "/��$��� ��� "%#�-�/��� �#��"%�'$���� �� �*� �#��"%�+� ���
������� "���%"!� ��� ��� "#"&"���'!� "������ '" ���!�"'� $" �� #"��''��"�"
�%�''��� $"��-��� #�� "!��� �	
��	���

���� � '��",� $"��-�%��!� ��� �� #���%�$��� �� 3���'� �#�%���'���
#����'�.5"� �� ��'��� ,��������'���� ��� $���"%�#��"! �� "����" '�� '��"0
,� '�$���� 3��'�� � ',"-��'$� ��� � �")������ �&��%���'� �)� -��/��)�
$"��-)� "#"&"���'!� �!������ '��� '��",� ,���� � -�������#�!�'� "#��,"0
��� $��� ���. ��� ����$����� ���#��.'��'� ��� "#!%�'� �)� $����%)� �����
'��� �#�%���'��� '" ���!�"'� $" ��� -������� $"��-�%��!�� #�� "&��,� $��0
�"%�#��"! �� "����" '�� -������. '�$����

� %��� #�� �,"� �.�"� �� �*� -�$�/�%"! '��� 3���'� �#�%���'���
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"!��� ��� � '��",� ���� $���"%�#�!�'� #����'�.5"� �.#��� '�$�����. #%"��"0
���$��� '" ',�'� $" �� -�������� 
���� �#� �%�� � ��.%�'� �)� $����%)�
"#"&"���'!� �!�"��� #�� �#%� ��� �/���"����� -���� ���. -"� "&�������� �#�
�.#��� -������� #%��$� ���'$�+ �� "������ �#�#��'�"��� "#"�-� �� �*�
"$/��!5����� ���"&�,�� '�� $���$����� $���"%�#�!�'� /�'���� /����$��)�
1#�,� -�.,�'� �"�$������ $"��/��. +%�� �%"���$������'$�2� �!�"��� "/�0
��� �� ���#��,��+� $���-�� "#"&"���'!� ,��'�$�#������ �� $!$�'� ��� #�0
��%%��� /�'���� -��-���'���� 3��'�� $#���+� �� ,��'�$�#�����+� ,��'�$"
/�'��� �����" 1�#) � "����"��� �� #"-!� ���� � '���"%"'�� ��� ����'��
-�.,�'�2 ��� �� �&��#�����+� -�./��� ����$� �")�����. �#��"%�'$��� ���
�%.-�� �� ����$����� 8�'���� '��� �#�!� �#.�,"� $!� $����,���� "�"�0
������ -��'���������� ���$�� � -�������#�!�'� �)� '��",�� ����� $����%)�
$#��"! �� �!�"� '�'��$����.� $" �"$"%�)$��" $"��-�� �� ����$����� ��.0
%�'� ��� ��'� �� #���+:��� �����"! ��� "�'���"! ����$�����! �%�����$��
"#"&"���'!�� � "&��,� -������� $"��-�%��!� �� ���� -+'��%� �� �����%+0
:"� ������� �%���!�$��� �%%. ���$� ��� '" ���� ��� #"�!#�)'�� � �")������
��� �"$"%!)'� -"� �� ���� ��'� �',����

�� ���������� ��� ������� ��������

9� �"!$"�� �� #���+'� -�#%)$����� "���'!� "!��� �����)$��� '" =
�"/.%���	

��� �������� ���� #����'�.5����� ���%����. ��� '����!������ ���"��
�#� �� �#.�,��'" $"��-�� �*� -�.,�'� ��� ��!� '�$�����. #���%�$�0
�� �� 3���'� �#�%���'���� ��� ?"%�!)'� ��� �#�$.����'� ��� 4��+���
1Enhancement and Denoising2� �� Inpainting ��� ��� 
��"$��%� 1Interpolation2
���!'���,�� *!�"��� �-��!�"�� �$/�'� '" $"��-�� "�-��. ',"-��'$��" ��� -��0
��'$����� "����" 1#�,� ��,�)$" "����"2� ��� �"/.%��� ��G #���"!���$"
"#!'� ��� �.#��" ��" $"��-�� ��� �� ���!'���,� #���%�$����


�� '���"���$���� '�� �������� �� #����'�.5����� $���-�� �*� ���
�� #���%�$� �� ?"%�!)'�� � #����'!�'� ��,!5"� �#� ��� #�)���,��� �-��
�� �� 6��$$��� *�.,�'� �)� Perona-Malik ��� /�.�"� $�,�� �.#��" #��
#��'/��" $"��-��� #�� ,��'�$�#���+�� ���! ��� �#%�+ '���"%"'�� -�.,�0
'�� ����'�� -�.,�'�� �#!'�� #����'�.5����� �.#��" $���-�� $"����%��
1variational methods2 '�� �#�!" �� �*� #���+#���� �#� ��� "%�,�'��#�!�0
'� �.#���� ���.%%�%� ',"-��'$���� '������'����+� $" #�� '�$������ ���
$���-� �%��� �"����%� 1Total Variation2�

��� �������� � �!�"��� $!� "��"�� #����'!�'� �)� $"��-)� �*� #��
�,��� ���#��,�"! ��� �� #���%�$� ��� Inpainting� � "/��$��� �)� �*�
��� ��� "#!%�'� ��� #���%�$��� ����+ "!��� $!� #�%+ #��'/��� �.'�� $" "%0
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#�-�/��� �#��"%�'$���� �#�#��'�"��� #���"!���$" �.#��" ��" #�'����"
1��$#+%" �%.,�'�� �"����%� ��� 6"���"�$��� ��$#�%�����2� �� �#�!"
"!��� "�-"������ �)� �")$"������ -�$�� �)� -����'$������ "����)� ��� �#�0
�"%�+� $!� �#��"%"'$����� �"�!�"�'� ���!'���,)� #�'����)� #�� ��!5�����
��� �� ���$)�� "����"� �� #�'����" ���� $#���+� �� ,��'�$"+'��� '���
�"�!�"�'� -��/��)� �&��#�'�)� $"��-)� #�� �,��� ���#��,�"! "�-��. ��� ��
���$)�� "����"� 3��'�� '�� '���,"�� ,��'�$�#���+$" ��� 6"���"�$��� ��$0
#�%����� ��� ��� "#����'� '�� -����'$����� "����" $!� #��'/��� $"��-��
Inpainting ��� #���"!���$" ��� 6"���"�$��� CDD $���-�� � �#�!� ����/��0
�"� �� �"%���'"� ��� �#�-�'� .%%)� �#��,��'�� $"��-)� 1�#) � Vectorial
TV2�

��� �������� � �',�%�+$�'�" $" �� #���%�$� �� 
��"$��%�� �#��
#����'�.5����� -�./��" �#.�,��'" $� ���$$��� $���-��� #�� ��'!5�����
'" �*�� *!�"��� �-��!�"�� �$/�'� '��� #��'����'� ��� #���%�$��� $" ���
������� ���'��":�$������ 9�%�� '��-�.5���� ��� #��'����'� ���� $"
��� ,��'� �*� -�.,�'� '�� #���%�$� ����� #���"!���$" $!� ��� �"����
$���-� 
��"$��%� -����'$������ "����)�� �.����� ���.%%�%" "#�%����
� $���-� #�� #���"!���$" ����/���"� '" ���"�� #"��#��'"� �� ����%�&"� '"
'�$�����. �"%��)$��� �#��"%�'$���� '" ',�'� $" ���"�� �#� �� �#.�,��'"
���$$��� �%%. ��� $� ���$$��� $"��-���

�#!'�� '�� �������� � -�"�"���+$" ���'$��� �")�����. 5���$��� ��
�#�!� ',"�!5����� $" ��� �%�#�!�'� �)� �*� -�.,�'� #�� "/��$�5�����
'�� #���%�$��� �� 3���'� �#�%���'��� 1��2�
���� "������ <�(� �',�%�+$�'�" $" ��� #��'����'� �)� �*� 6"���� ���0
'����#��� *�.,�'� ���"�����$"�)� 7�#%�'����� $" "#���%�#���� ��#���
'���%�&�� 
��������$" ��� �#�-"���+��$" �.#��� ��� �")��$���� #�� �/�0
��+� ��� ���!�"�� ��� ��� '+��%�'� �� #��'����'� ����� #���,���� ��'�
$!� ��%+�"�� �")������ �"$"%!)'� ���
���� "������ <��� $"%"�.$" �.#��� �")�����. 5���$���� #�� �/���+� ���
����$����� �%�#�!�'� �)� φ0'������'����� 1φ-functionals2� $�� �"���� ��0
�����!� '������'����� #�� #"��%�$�.�"� #�%%� �#� �� $"��-�� $"����%��
1variational methods2 �� ��� �#�-"���+��$" ��� ��� �"���$�� �� �#�!� �#�0
'�/��!5"� �� ',�'� ��.$"'� '��� '��",� ��� '��� "&��,� -������� �"���'�
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��.%%�%� �$)�
�����%���+$" ��� �")�����. �� �#��"%�'$��� #�� #�������+$" #"���$����.�

9�%�� '�� �������� !� '���:!5��$" �� '�$"!� #��'/��. �� "���'!0
� ���� ��� #����'�.5��$" '���#���. �.#��" ���"��+�'"� ��� $"%%������
��"��� #�� #���+#���� �#� ��� "���'!� �����

�����������

4�%) �� "�,���'��') �"�$. ��� �������� 
���� �������� "#��%�#����
�� #���+'� -�#%)$����� "���'!�� ��� ��� '�$������ ����"�. ��� ��� ���
"$#�'��'+�� #�� $�� �-"�&" '�� -�.��"�� "�#���'� �� "���'!� ����� �#!0
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<�� � #����� #�� #���+#�"�� $" $"�)$���� '" ',�'� $" ��� Gaus-
sian� HH$����II A � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � FF

<�G *�.���$$� 1�� �"���'� ��� ��� ����$����� �%�#�!�'� �)� $"0
��-)� φ0'������'����+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @�

<�< *�.���$$� 2�� �"���'� ��� ��� ����$����� �%�#�!�'� �)� $"0
��-)� φ0'������'����+ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � @(
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 �( 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
div (D∇um) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ((G

 �� 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
div (g∇um) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ((G

 �G 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
trace(THm) � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ((<

 �< 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
div (g∇um)� $" ��$� '�� "�-�.$"'� '�$"!� � � � � � � � � � � � ((A

 � 6"���� �%�����$� ��� �*� $" ���$)�� '���"%"'�� -�.,�'� (��
 �A 
"������) "#�%��� ��� �.�" $���-�� '��� �%�����$� ��� #!0

����  � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (��
 �= 6"���� �%�����$� ��� �*� $" ����'�� -�.,�'� � � � � � � � (�(
 �F 
"������) "#�%��� ��� �.�" $���-�� '��� �%�����$� ��� #!0

����  �= � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (��
 �@ 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2) ��� ��� $���-� Vecto-

rial DTV Filter � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (G(
 �(� �%�����$� #�� �%�#���'�$" ��� �� Vectorial Digital TV Filter (G�
 �(( �%�����$� �� 6"���"�$��� CDD �"��-��� #�� #���"!���$"

��� �� Inpainting -����'$������ "����)� � � � � � � � � � � � � (<�
 �(� � �%�����$� #�� #���"!���$"� ��� ��� �#�%���'$� ��� 
�0

���� ��� �%���+ 8!%���� �� �*� � � � � � � � � � � � � � � � (<F
 �(G �%�����$� �� 6"���� �"��-�� $" �*� -�.,�'�� #�� #��0

�"!���$" ��� ��� 
��"$��%� -����'$������ "����)� � � � � � � � (  

A�( ��$�����������! %���� 1SNR2 ��� �� �#��"%�'$��� ��� ',�0
$��� A�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (A<

A�� ��$�����������! %���� 1SNR2 ��� �� �#��"%�'$��� ��� ',�0
$��� A�(< � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � (@�
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��� �"/.%��� ����� #����'�.5��$" -�./��" $"��-�� �*� -�.,�'� ���
�� #���%�$� �� ?"%�!)'� �����)� ��� �� �#�$.����'� ��� 4��+���
1Image Enhancement and Noise Removal2� 
��� �#� ���� �$)� #����!���$"
'" $!� �#���!���� '+���$� "�'��)�� '��� ,���� �%!$��� ���� ��� '��
-����'$����� "����"�

����� �����  ������� ��! �� "������# ��$%&�� ���'
�!�����

� ,��'� �*� '��� 3���'� �#�%���'��� '��-�"��� .$"'� $" ��� ��.0
%�'� �)� "����)� '" ����
���� ����
��� �multiscale�� #�� -�$�����"! ���
������ ����
�
� �scale-spaces�� �� ,���� �%!$��� "!��� ���.%%�%�� ��� ���
"#"&"���'!� �)� "����)� ��� /�'���+ ��'$��� -���� '����) ���� #"���,���
#%���/��!" '" #�%%�#%� �%!$��" ��� �� #"��''��"�� ,��������'���. ���
"���#!5����� '" $!� �%!$���� 3��'�� � ��.%�'� '" #�%%�#%� �%!$��" ,��'�0
$"+"� '" #�%%. #���%�$��� �� 3���'� �#�%���'���� �#) � �#�$.����'�
��� ���+���� � ��!,�"�'� ,��������'������ � ���.�$�'� ��� � "��!$�'� ��
�!��'��

�� ,���� �%!$��� #���.����� ��� �"$"%������� �")�����. �#� ��� Wit-
kin ;AA>� ����"���$���� � Witkin #���"��" �� -�$�����!� $�� �������"��
"����)� u(x, y, s) �#� ��� ��,���� #�� "#"&"���'!�� "����� u0(x, y)� '��"%!'0
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'���. ��� $" ���� Gaussian #����� Ks(x, y)� -���+$��'� s� -�%�-�	

u(x, y, s) = Ks(x, y) ∗ u0(x, y), s > 0 1(�(2

�#��	

Ks(x, y) =
1

2πs
exp(−x2 + y2

2s
)

� u(x, y, s) �#��"%"! $�� '"��. �#� "����"� #�� �#��"%�+� ��%)$��" "�-�,�
�� ��,��� u0(x, y)� $" �� ��%)$� �� ��&.�"� $" ��� �+&�'� �� #���$�����
s� 3��'�� � #��.$"��� s -�$�����"! ���� ,��� �%!$���� $" ��� ������ ���
��� s = 0 #���+#�"� � ��,��� "����� ��� � $"��%+�"�� ��$� �� s -�$�����"!
"����" ���,+�"�� �%!$����

� Koenderink ;G(> ����" �� '�$������ #�������'� ��� � #���#.�) ������0
�"�� "����)� u(x, y, s) $#��"! �� $���"%�#����"! $�') �� �*� �� ���$$���
-�.,�'� �"�$������ � �*� ���� "!��� � "&�	

∂u

∂t
= div (∇u) =

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
1(��2

'�$#%��)$��� �#� ��� ��,��� '������ u(x, y, 0) = u0(x, y)� 3���� �� #�0
�.$"���� s ��� t '��-������ $�') �� �#%� ',�'� t = s/2� �,��$" #%���
�'�-���$!� ��.$"'� '�� -+� #"�����/�� -�%�-�� � "&!')'� 1(�(2 �#��"%"! ���
�%��%��)���� $��/� �� %+'� �� �*� 1(��2� J.�� '�� #�������'� �����
� ,��� �%!$��� $#��"! �� "�-)�"! '�� $!� ,������ "&�%�&�� �#�� '��� ��0
,��� ,������ '���$� t = 0 �,��$" ��� "����� "�'�-�� ���� ���� � ,����
"&"%!''"���� �-���+$�'�" '" ���,+�"�" �%!$��"�

3�,���� "�����-�+'"� ��� #���#.�) �'�-���$!�� $#��"! �� �!�"� $!� "&!'��
'�$������ #�������'�� � �#�!� #���+#�"� �#� �� 8�'���	 3���� � '��.���'�
u "�/�.5"� �"�$����'!�� � ���$$��� -�.,�'� �"�$����� �#��"%"! $!� /�'���
-��-���'!� #�� ��� "%�,�'��#�!�'� �� ���%���� "����"��	

E[u] =

∫∫
Ω

‖∇u‖2 dx 1(�G2

9� !-�� ������ '��",!5"� �� �',+"� ��� ���� � '��.���'� u "�/�.5"� ��� /)�"�0
������ $�� "������ �#��" '�� ,��� �%!$��� #�� #���+#�"�� �'� $"��%+�"��
"!��� � #��.$"��� �%!$��� s� ��'� $�����"�� "!��� � ��$� ��� '������'����+
E[u]�

� #���#.�) ,��� �%!$��� "!��� ���$$���� -���� #���+#�"� �#� ���$$���
'���%�&� ��� � �*� #�� ��� #"����./"� "!��� ���$$���� 7��) �� �#%���0
�. ��� �$)� #����'�.5"� �.#��� '�$�����. $"���"���$���� � '���%�&� $"
Gaussian #����"� #���� �)� �"����� ��� $"���"� ��� ������ ��� �#�$���+�"�
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,��������'���. $���� �%!$���� ��%��"� ��� "&�#%��"� ,)���. �.#��� '�$��0
���. ,��������'���. �� "����� 1#�,� ��$�2 '��� �%!$��� #�� $� "�-��/�0
�"�� ���� �/"!%"��� '�� ��� � #���#.�) '���%�&� ����'���,"! '" ����#"����
/�%��.��'$� ��� ��'� ������� �#���#������ $"�.%" ,)���� '�,�����" ��
"������ #�� "!��� '�$������ ��� �� -������'� �)� -�$�� 1�#) �� ��$�2 #��
#����'�.5"� $!� "����� ��� /�'���+ ��'$���

����( �� "�������� ��������#���� ��� ��$%&��� ���'
�!����� ��� �� "�������� �����  �������

3�#) �� -�+$" '�� "#�$"�" "�����"� �,��� #�����"! -�./��" $� ���$0
$��� #���%%��� �� ��'��� �*� -�.,�'� �"�$����� 1(��2� �� �#�!" ��0
��/������ ��� ����$"�)#!5��� �� $"���"���$��� #�� ���/���$" #������$��)�
3��'�� -�$������+���� $� ���$$���! ,���� �%!$���� �� �#�!�� '������� �� -�0
$� #�� "!��� '�$������ '" $!� "������ 6�� ��� ��.#��&� �����)� $"��-)��
�!�"��� $!� �#���!���� #���-�,�� #�� ',"�!5"��� $" �� "����" #�� -�$����0
��+���� �#� ��� /�'��� ��'$�� �+$/)�� $" ����� �� #�� '�$�����. ,������0
��'���. $�� "����� "!��� �� ',"-�� �$��"�� �$�$��� #�� ��� �#��"%�+� ���
�� '+���. ���� �" ��� ��� �$��"�� �$�$���� "����+$" �� ,)���� #"���,��
"��� �)� �#�!)� � "����� #����'�.5"� ',"���. $���� $"����%� 1#�� $#���+�
��� #��.-"��$� �� �����'���,�+� '�� "')�"���� "�� �����"�$���� ��� /�'�0
��+ ��'$��2� 9� '+���� �)� �$�$.�)� ������ -�%�-� �� ��$�� �")��+$" ���
"!��� ���"�. "���#�'$��� ,)���. ��� ��'� ����'���,�+� '" '��������. �#���$"
$"����%� �� "������

�" �.'� ��� #���-�,� ���� %��#��� �� $���-�� #�� -�$������+� $� ���$0
$���+ ,���� �%!$��� 1#�,� ��� ��� �#�$.����'� ��� ���+���2 ',"-�.5��0
��� $" ������ ���#�� �'�"� ���� #��,)�.$" '" $"��%+�"�" �%!$��" s� ��
"#��"%"!��� $!� "&�$.%��'� "��� �)� �$��"��� �$�$.�)�� "�� �� ��$� ��
'������+���� ��� ���"�� ��� ���%%�!)�"�

3��'�� �'�� �/��. ��� �#�$.����'� ��� ���+���� #�� $� "�-��/��"� "-��
�� -+� ��'��. �������� ��� ��� �&��%���'� $�� $"��-�� "!��� �� #�'� ��%.
����/���"� �� '������'"� �� ��$� �%%. ��� �� #�'� ��%. ����/���"� ��
"&�$�%+�"� �� �$��"�"! #"���,�� �'�" �� �#�$���+�"� ��� �������

9�%�� �#) �� -�+$" '�� '���,"��� $" ��� !-��� '��,��� �,��� #��0
���"! -�./��" $���-�� #�� #���%%.''��� $" -��/��"���� ���#� �� ���$$���
-�.,�'�� ���! �� #���"!���� ���"��"!�� $!� #���%%��� �� �*� 1(��2� -��0
��#����� ��� #���%�$� "%�,�'��#�!�'�� $" #���%%��� ��� '������'����+
1(�G2� �'�" � ��� "%�,�'��#�!�'� �� �����.5"� #"��''��"�� '��� $"�"&�%�&�
#�� "#���$�+$" ��� $�� "������
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���� "���'!� ����� �� �',�%���+$" ���!) $" ��� "#"&"���'!� �	
����
	�
��� �	����� �vectorial �multivalued images�� � ��.��� "#"&"���'!� "����)�
���� �� �������!�� �� �#�!" '" �.�" '�$"!� %�$�.���� -����'$����� ���
�,� ���$)�� ��$�� "$/��!5"��� '" -�./��" "/��$��� ��� ��� #�%�.���$��
%����� �#) ���/����$" '�� '���,"���


���� �#� �%�� ��� ��� ���#��.'��'� $�� ��,�)$� "������ � �#%�
����'��!,�'� $!� ��$� '" �.�" '�$"!� -"� "!��� "#����� $�� ��� �#� ����
$#��"! �� #���+:"� $��� � /)�"�������� ���!�"��� ,�"�.5����� ���%.,�'���
G ��$� ��� ��'� ��� �&��#�'�� ���#� ���#��.'��'� ��� ,��$��� "!���
$�') �)� '���"%"'��� ��� ���$$���+ '��-��'$�+ ����� ��'���� ,�)$.�)��
3��'�� #���+#�"� ��� -�.��'$� -�.'��'� G ��� � "����� $#��"! �� "�-)�"! '��
$!� �#"�����'� �#� �� "#!#"-�� '��� G* ,��� 1�2 → �

32� 3��� '�����'$���
#��.-"��$� "!��� � "#�%��� �)� ,�)$.�)� �������� #�.'��� ��� $#%" '�� ��'�0
�. ,��$���� �#��" #���+#�"� � (R,G,B) ,��� ,��$���� 6�� $!� ���%�����
#����'!�'� �)� ,��)� ,��$��� #���#�$#��$" '�� ;<=>� � "#"&"���'!� ��0
,�)$)� "����)� "!��� /�'��. ,��'�$� ���� �#�-���� ��� �#��"%�'$��� "!���
� .���)#� 1�#) ��� #��.-"��$� '��� �"%�!)'� $�� ��,�)$� /)�����/!0
�2� ��� �#�!�� �� '+'��$� ���'� ��'!5"��� '�� ,��$�� ���� ����+ �$)�
��!'�"� "/��$��� "#!'� '��� "���#�'$� ��$�� ��� ��� ��������'�� �� ����
-���� �� ,��$� #���,"� $!� ,��'�$� "#�#%��� #%���/��!�� 6�� #��.-"��$�� �
"#"&"���'!� #�� ��'!5"��� '�� ,��$� $#��"! �� "���#!'"� ���$� ��� �� ��$�
#�� ',�$��!5����� �#� �%%��� ��� ,��$��� �%%. �,� �� /)�"��������

�� -���/����� "����"� #�� ,��'�$�#���+���� '��� ��%"#�'��#�'� ��� ��
�")���/��. '�'��$��� #%���/����� �#��"%�+� .%%� ��� #��.-"��$� -����0
'$������ "����)�� �� "����" ���� #"���,��� '����) $"���'"� '" = /�'$�0
���� 5��"� "#�$��) "!��� -����'$����� $" -�.��'$� -�.'��'� =� �#!'��
-����'$����� "����" ,��'�$�#���+���� ��� ��� ���#��.'��'� #"-!)� ���"+0
���'�� $" -�./��" "/��$���� �#) � "��!$�'� �� �!��'��

3�'�� �/��. �� $"��-�� "#"&"���'!� �)� -����'$������ "����)�� ���
�#%� ���#� "!��� � "#"&"���'!� �.�" ����%��+ �� "����� ,)��'�. 1channel
by channel processing2� �" ��� ���#� ����� �.�" ���.%� ����$"�)#!5"���
'�� $!� ���$)�� "������ '��� �#�!� "/��$�5����� ���"��"!�� �� $"��-�� #��
�,��� ���#��,�"! ��� �� ���$)�� "����"� �" #�%%� #"��#��'"�� �$)�
� #��'����'� ���� -"� "!��� �����#�������� �/�+ �� ���.%�� �� "����� -"�
�%%�%"#�-��+� $"��&+ ���� 3��'�� �,��� ���#��,�"! -�./��" $���-��� #��
"#"&"��.5����� ��� "����� '�� -�.��'$�� "�$"��%%"��$"�" ��'� $" #�� �&��0
#�'�� ���#� ��� �#.�,��'� -����'$����� #%���/��!�� � �"%"���!� �������!�
#"��%�$�.�"� ���"�� �*�� "�-��. ',"-��'$��" ��� -����'$����� "����"�
�.#��" �#� �� �#�!" �� #����'�.'��$" '��� "���'!� �����



��
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

6�� �� �!�"� "/���� � "#"&"���'!� �� "����� '�� -�.��'$�� �-��!�"�� '���
#"�!#�)'� $� ���$$���� $"��-)� �#) �� �*�� "!��� �#���!���� �� ���'��+�
#�'����" "�-"������ �� $��/� �)� -�$�� �� "����� '" �.�" '�$"!��
3��'�� �� #�'����" ���� #��#"� �� "�/�.5��� ��� ��#��� $"����%� ��� ���
��#��� �")$"��!� �� "������ 6�� ��� #���#.�) '��#�� � Di Zenzo ;��>
#���"��" ���� �#� ��� #%��� �&��#�'��� ���#�� #"�����/� �� ��#��� $"0
����%� $�� -����'$����� "������ �#) �� #����'�.'��$" '��� ���%����
"������� ���/����$"� ���� �#) �� -�+$" #�� �.�)� �� �-�" ���� ��� Di Zen-
zo ,��'�$�#���+���� �#� �� #"��''��"�" $"��-�� �*� ��� -����'$�����
"����"�

����* + �#��� Di Zenzo

3�#) ���/���$" '��� #�����+$"�� "������� � Di Zenzo ;��>� $" '��#�
��� #"�����/� �� ��#��� $"����%� $�� -����'$����� "������ #���"��" ���
���%���� ��.%�'�	

4")��+$" �� -����'$����� -��/����� �� "�����	

du = ux dx + uy dy

�#�$��)� �#� �� �"��.�)�� �� "��%"!-"�� ���$� ���� #���+#�"� � ���0
%���� �"����)���� $��/�	

‖du‖2 = duT du

= ‖ux‖2 (dx)2 + 2 uT
x uy dx dy + ‖uy‖2 (dy)2

= dxT G dx

1(�<2

�#�� x = (x, y)T ��� � $���� G "!��� ��� ����'�� #�� ��!5"��� �#� ���
',�'�	

G =
N∑

i=1

∇ui (∇ui)
T 1(� 2

�#� "-� ��� '�� "&�� ��� �� ���/"���+$" '�� $���� ����� �� ,��'�$�#���+$"
��� ���%��!� ���
 Di Zenzo�

3�'�) G =

[
g11 g12

g21 g22

]
� $" g21 = g12� -���� � G "!��� '�$$"����� $�����

9��"� �� �-����$� λ+�λ− ��� �� ���!'���,� $���-��!� �-��-���+'$��� θ+�θ− ��
G -!������ �#� �� ',�'"�	

λ± =
1

2

(
g11 + g22 ±

√
Δ
)

1(�A2



��� ����)�)5 ��

θ±‖
[

2 g12

g22 − g11 ±
√

Δ

]
, $"	 ‖θ±‖ = 1 1(�=2

�#��	 Δ = (g11 − g22)
2 +4 g2

12 ��� $" LL‖MM '�$��%!5��$" �� ',�'� #���%%�%!�
-+� -����'$.�)��

��#"� �� '�$"�)�"! ���� ��� ������ �#� �� θ+ ��� θ−� �� "&�'�'"� 1(�=2 �,���
-+� %+'"�	 �� #�,� �� -�.��'$� θ+ "!��� $!� %+'�� ���" ��� �� ���!�"�� -�.��0
'$� −θ+ "!��� "#!'� %+'�� �#��"! �$) �� "#�%"�"! ����!�"�� �#���-�#��"
�#� �� -+�� -���� $� "�-��/��"� $��� � �	������� ��� -���+'$��� 1-�%� �
"��"!� '��� �#�!� ����"�2 ��� �,� � /��. ����
6�� �� �-����$� �',+"�	 λ+ ≥ λ− ≥ 0� "�� ��� �� �-��-���+'$���	 θT

+ θ− = 0�
�� �")��'��$" ��� $���-��!� -�.��'$� v̂ = (cos θ, sin θ)T� ���" � �"���0

�)���� $��/�	
T (v̂) = v̂T G v̂ 1(�F2

�#��"%"! $���� ��� ���$�+ $"����%� �� -����'$����� "����� u '��� ���"+0
���'� ��� v̂� � �"����)���� ���� $��/� #����'�.5"� $���'�� '��� ���"+���0
'� ��� �-��-���+'$��� θ+ ��� "%.,�'�� '��� ���"+���'� ��� �-��-���+'$���
θ−�

�#� �� #���#.�)� '�$#"��!���$" ��� �� �-��-�.��'$� θ+ $. -"!,�"� ���
-�"+���'� �� $���'�� $"����%� ��� -���+'$��� u �� "������ ��� � �-��0
��$� λ+ �#��"%"! $���� �� $"����%� ����� ���!'���,�� �� �-��-�.��'$� θ−
$. -"!,�"� ��� -�"+���'� �� "%.,�'�� $"����%� ��� u 1� �#�!�� �#) "!0
��� /�'���� "!��� #.��� �.�"�� '��� -�"+���'� �� $���'�� $"����%�2 ��� �
�-����$� λ− �#��"%"! $���� �� "%.,�'�� ���� $"����%��

�&!5"� �� '�$"�)�"! ���� '��� �#%� #"�!#�)'� �#�� N = 1 1���!5" "���0
�"2� � $���� Di Zenzo �!�"���	

G = ∇u (∇u)T = ‖∇u‖2 n̂ n̂T � �#��	 n̂ =
∇u

‖∇u‖
��� �� ',�'"� #�� -!���� �� �-����$� ��� �� $���-��!� �-��-���+'$��� �� G
�#%�#���+���� '�� ���%���"	

λ+ = ‖∇u‖2 , λ− = 0

θ+ = n̂ , θ− = n̂⊥

�� �-����$� λ+, λ− "!��� �-��!�"�� ���.%%�%" ��� ��� "���#�'$� �)� �'��"0
,"��� �� "������ 6�� ��� '��#� ����� $#���+� �� ���'��+� ���$" -����'$�0
���� �%!'� N = f(λ+, λ−)� �� �#�!" �� �"���"+��� ��� �� -����'$�����
"����" �� ���$� ‖∇u‖� #�� �#.�,"� ��� �� ���!5" "����"� �" ���"��
�#.�,��'" $"��-�� �"%�!)'� ��,�)$)� "����)�� ,��'�$�#���+���� �� "&�
���$" N 	



��
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

• N =
√

λ+� � �#�!� "!��� � #�� �#%� "#�%��� ��� �"���"+"� �� ���$�
‖∇u‖� �#� ��� ������ �� ��$� �� $���'�� $"����%��

• N− =
√

λ+ − λ−� � �#�!� %�$�.�"� �#�:�� �� ��� ��� �-����$� λ− ���
��'� $#��"! �� "���#!'"� ��%+�"�� �#� ��� #�����+$"�� $�� -����'$�����
��$��

• N+ =
√

λ+ + λ−� � �#�!� "!��� #�� �&��#�'�� ��� �#� �� -+� #���0
��+$"�"� �/�+ "���#!5"� "#�#%���� "��� �#� �� ��$�� �� -����'$�0
���� �)�!" $" �����#������� ���#�� �� ���� -����� '�� -����'$���0
�� �)�!" 1�#�� -�%�-� ��$������ -+� -����'$����� ��$� �� "���0
�� $" -��/��"���� -�"+���'�2� "$/��!5����� #�%+ �:�%� $"����%� '"
-+� -��/��"���� -�"��+�'"�� 9� �"%"���!� ��������#��!5"��� '" �:�%�
$"����%� ���$� ��� '��� -�"+���'� "%.,�'�� $"����%� θ−� -�%�-�
λ+ ≈ λ− 
 0� �#�$��)� '�� �)�!"� � ���$� N+ %�$�.�"� ���$�
$"��%+�"�� ��$� �#� �� �#%� ��$� 1�#�� λ+ 
 λ− ≈ 02� '" ���!�"'�
$" ��� N =

√
λ+ 1#�� %�$�.�"� !-�" ��$� $" ���!'���,� '�$"!� ��$��2

��� ��� N− 1#�� %�$�.�"� #�%+ $���� ��$�� '��,����� �� �)�!" $"
�� �$��"�"! #"���,�2�

� ���$� N+ '�$��%!5"��� "#!'� ��� '�� ‖∇u‖� -����� %��) �� 1(�A2�
#���+#�"� � "&� �#%�+'�"�� ',�'�	

N+ =
√

λ+ + λ− =
√

g11 + g22 =

√√√√ N∑
i=1

‖∇ui‖2 := ‖∇u‖ 1(�@2

�� ! "� #������� $�
���� ��� Perona-

Malik

6�� �� &"#"��'�"! �� $"�������$� ��� ��%�$��� �)� ��$�� #�� '�$��!�"�
$" �� ���$$��� �'����#��� -�.,�'� 1�%� �#�"������ (�(�(2� �� Perona ���
Malik ;<�> #���"���� $!� $� ���$$��� "#����'� ��	

∂u

∂t
= div (k∇u) 1(�(�2

�#�� � '���"%"'�� -�.,�'� k -"� "!��� #%��� '���"�� ��� !'� $" (� �%%.
$"���.%%"��� 1��� $#��"! �� "&���.��� �#� �#���-�#��" �#� �� x, y, t, u,∇u2� $"
'��#� �� "���"! �� ��%)$� �� "����� "��� �$��"��� #"���,�� 1intraregion
smoothing2 ��� �� �#����#"� ��� ��.$"�&� $"��&+ �"�������� "�"���"��� #"0
���,�� 1interregion smoothing2� 3��'�� �� ��%)$� "%�����"��� '�� �����"



��� 4#������"#��" 8Regularized9 '" :-�##�,5 (��;	�" ��

��$�� $" �#���%"'$� ���� �� -������+���� ��� ���"�� ��� ���. ��� "&�%�&�
�� -�.,�'��
9� #���#.�) $#���+� �� "#��"�,��+� ".� k = g(‖∇u‖)� �#��" � 1(�(�2 �!�"0
���	

∂u

∂t
= div (g(‖∇u‖)∇u) 1(�((2

�#�� � g(s) "!��� $!� �$�%�� �,� �+&��'� '��.���'� $"	

g(0) = 1 , g(s) ≥ 0 ��� g(s → +∞) = 0 1(�(�2

�" ��� "#�%��� ����� � -�.,�'� �� "!��� $���� ���� � �%!'� �,"� $"�.%� $����
1#�,� '�� ��$�2 ��� $"�.%� ���� � �%!'� �,"� $���� $���� 1#�,� "��� �)�
�$��"��� #"���,��2�

��� ;<�>� �� Perona ��� Malik ,��'�$�#�!�'�� �� "&� -+� "#�%��� ���
��� '��.���'� g(s)	

g(s) = exp

(
−
( s

K

)2
)

1(�(G2

���

g(s) =
1

1 +
(

s
K

)2 1(�(<2

9� $"���"���$��� �� #���#.�) "&!')'� -�.,�'� "!��� ��� '" ���"�� #"0
��#��'"�� � �:!'�,�� ������ -�����"!���� -���� -�$�����"! �%!'"� $"�.%��
$����� ‖∇u‖ '�� '�$�� $" �#���%"'$� � -�.,�'� �� "#����-+�"��� '�$�����.
'�� '�$"!� $" ������� �#�#%���� ��� '���"���$��" "#�%��� �� g(s) 1�#)
�� 1(�(G2 ��� 1(�(<2 2� � "&!')'� $#��"! �� '�$#"��/"��"! ��#��. '�� ���!'���0
/� -�.,�'�� $" �#���%"'$� �� #���%�$� �� "!��� �"���. $� ��%� ���'$���
��� "��!'���� '�� ��,��� '�����" 1#��3 �%� �� ���"�. ��%. #"���$����.
�#��"%�'$��� �� $"��-��2�

��% &����������� 'Regularized( "� #���)
���� $�
����

6�� �� ����$"�)#!'��� �� #���#.�) #���%�$��� �� $"��-�� �)� Perona-
Malik� �� Catte, Coll, Lions ��� Morel ;(�> #���"���� � '���"%"'�� -�.,�'�
�� $�� "&���.��� �#� �� $���� �� �%!'� �� !-�� �� u� �%%. $�� "&�$�%�0
$��� "�-�,� ��	

uσ = Kσ ∗ u

�#�� Kσ "!��� ��� ����#"���� #����� '���%�&� 1'����) Gaussian2 $"
��#��� �#��%�'� σ�
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3��'�� #���+#�"� � ���%���� �$�%�#���$��� 1regularized2 "�-�,� �� "&!')0
'� 1(�((2	

∂u

∂t
= div (g(‖∇uσ‖)∇u) 1(�( 2

� #���#.�) "&!')'� #%"��"��"! ������ �� 1(�((2 '�� ��� �� ���!'���,�
#���%�$� "!��� ��%� ���'$���� ��� σ > 0� $" �#�-"-"��$��� ��� +#��&� ���
$���-������� �� %+'�� �#!'�� �#� #������� '��#�.� � "&!')'� ����
����/���"� �� �#�$���+�"� �� ������ $" $"��%+�"�� "#���,!�� �� ���� -����
� -�.,�'� '�� �$��"�"! #"���,� $" ������ "!��� #%��� ��,+�"��� �/�+ �
'���"%"'�� -�.,�'� g(‖∇uσ‖) "!��� ���!'���� '�� ������ '" �%!$��"
$�����"�" �#� σ� ,.�� '��� #���#.�) "&�$.%��'� �� u� 9�%�� �'�� �/��.
��� ����$����� #��'����'�� ���� �� σ "!��� ',"���. $����� $" ��� "&�$.%��'�
����� "#����,.�"��� $!� #�� �&��#�'�� "��!$�'� �� ���$� ‖∇uσ‖� $"�������
'�$�����. ��� "&.���'� �#� �� #��'����'� #�� ,��'�$�#��"!���� ���$� ���
'�� #"���,� �)� �',���� ��$���

��)�� ��� ���# �����&�� ���� ,���&�������� ���!���

� �*� 1(�( 2� �#) "!-�$"� ���/��"��� '" ���$)�� "����"� 4� ����
�$) "#���$��� � $���-� ���� �� $#��"! �� "/��$�'�"! $" ���!'���,� '�$#"0
��/��. ��� '�� -����'$����� "����"� 3��� �#%� ���#� ��� �� #"�+,��$"
�� #���#.�) "!��� �� ,��'�$�#���'��$" �� ���$� ‖∇uσ‖� #�� �#) "!-�$" 1�%�
',�'� 1(�@22� �#��"%"! $!� �&��#�'�� �"�!�"�'� '�� -����'$����� "����" ��
���$� ‖∇uσ‖� 3�#) �� -�+$" #����.�)� "��"%� #���$��" �"���"+'"�
�,��� #�����"! '�� ���%�����/!� ��� -�./��" .%%" $"��-�� �*��

3��'�� ,��'�$�#������ ��� ‖∇uσ‖� #���"!���$" ��� "&� .$"'� �"�!�"�'�
�� �*� 1(�( 2 '�� -����'$����� "����"	

∂ui

∂t
= div (g(‖∇uσ‖)∇ui) , i = 1, .., N 1(�(A2

�#�� uσ = Kσ ∗ u�

��* ! "�+�	�� ��� &����� "���,���� 'Total

Variation(

3�'�) $�� ���!5� "����� ucl(x)� ���'$��� '�� �%"�'�� ,)�!� Ω ⊂ �2� '���
�#�!� �,"� #��'�"�"! ������ n(x)� $�-"���� $�'� ��$� ��� -��'#��. σ2�
�#��" #���+#�"� � "�����	

u0(x) = ucl(x) + n(x) , x ∈ Ω



��� < '�$�&�� �"� 4��,5� '������5� 8Total Variation9 �!

6�� ��� �#����.'��'� �� ������ "������ �� Rudin, Osher ��� Fatemi ;<(>
#���"���� �� %+'� ��� ���%����� #���%�$��� "%�,�'��#�!�'�	

min
u

TV[u] =

∫∫
Ω

‖∇u‖ dx 1(�(=2

�#� ��� #"�����'$�+	

∫∫
Ω

(u − u0)dx = 0 ���
1

|Ω|
∫∫

Ω

(u − u0)2dx = σ2 1(�(F2

9� '������'���� TV[u] �� "&!')'� 1(�(=2 ���$.5"��� ��	�� ��
���� �To-
tal Variation - TV�� J��'�$�#������ 7���'$� �)� �"����%�� 1Calculus of
Variations2� #���+#���� �� Euler-Lagrange �&�'�'"� ��� ��� "%�,�'��#�!�'�
��� #���#.�) '������'����+� �.� -�$������'��$" $�� ,������ "&�%�&� $"
�� $���-� �� ��,+�"�� ����-�� 1gradient steepest descent flow2 ��� ���
"+�"'� �� %+'� �)� "&�'�'")� ������ #���+#�"� � ���%���� �*�	

∂u

∂t
= div

( ∇u

‖∇u‖
)
− λ(t)(u − u0) 1(�(@2

u(x, y, 0) = u0 + σ
u0 − u0

σu0

1(���2

∂u

∂n
= 0 , '�� ∂Ω 1(��(2

��� λ(t) = − 1

2σ

∫∫
Ω

[
‖∇u‖ −

(∇u · ∇u0

‖∇u‖
)]

dx 1(���2

�#�� σu0 "!��� � ��#��� �#��%�'� �� u0� � #�%%�#%�'��'�� Lagrange λ(t)
������" �#� �� Euler-Lagrange �&�'�'"� 1���.'��'� �'����#!�2�

3�#) �#�-"���+"��� '�� ;((>� �� #���%�$� "%�,�'��#�!�'� 1(�(=�(�(F2
"!��� �'�-+��$� $" �� ���%����� ,)�! #"�����'$�+� #���%�$�� #�� "#!'�
#���.���" ��� #���� /��. '�� ;<(> 	

min
u

∫∫
Ω

‖∇u‖ dx +
λ

2

∫∫
Ω

(u − u0)2dx 1(��G2

�#�� � #�%%�#%�'��'�� Lagrange λ �")�"!��� '���"�� 1��� �� λ ,��'�$�0
#��"!��� '�,�. '�� ���%�����/!� � ���$�'!� ���� �	���
� � fidelity term2�
6�� �.�" ��$� �� ��#��� �#��%�'� σ '��� #"�����'$� 1(�(F2� �#.�,"� ���.%0
%�%� "#�%��� �� '���"�. λ '�� #���%�$� 1(��G2� �'�" ���� �� �,"� ��� !-��
$���-��� %+'� $" �� #���%�$� 1(�(=�(�(F2�



�/
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

���!'���,� $" #������$��)� �#� �� Euler-Lagrange �&�'�'"� ��� ,��'�$�0
#������ �� $���-� �� ��,+�"�� ����-�� 1gradient steepest descent flow2�
#���+#�"� � ���%���� �*�	

∂u

∂t
= div

( ∇u

‖∇u‖
)
− λ(u − u0) 1(��<2

u(x, y, 0) = u0 1(�� 2

���
∂u

∂n
= 0 , '�� ∂Ω 1(��A2

� -��/��. �� #�����+$"�� "&!')'� 1(��<2 $" ��� 1(�(@2 "!��� ��� ���� �
#�%%�#%�'��'�� λ "!��� -"-�$��� ��� '���"�� ����%� �� ,������ "&�%�&��
� λ #��#"� �� "#�%��"��� "� �)� #�����)�� ���! �� ��#��� �#��%�'� σ ���
���+��� 1#�� �+�) � .%%) '�� #"��''��"�" #"��#��'"� -"� "!��� ��)'��2
��� "�/�.5"� ��� �'����#!� ��.$"'� '�� $��"�� �� �$������� �� u $"
��� ��,��� ������-� u0 ��� '��� ����'� �� -��-���'!� �#�������#�!�'�
�� u0� 3�'� $"��%+�"�� "!��� -�%�-� �� λ� ��'� %����"�� $#��"! � u ��
�#�$������"! �#� ��� u0�

K-��!�"�� "�-��/���� #����'�.5"� � �#%� #"�!#�)'� �� 1(��G2 �#�� λ = 0�
�#��" �� #���%�$� "%�,�'��#�!�'� �!�"���	

min
u

∫∫
Ω

‖∇u‖ dx 1(��=2

1,)�! #"�����'$�+2 ��� � ���!'���,� �*� 1(��<2 �!�"���	

∂u

∂t
= div

( ∇u

‖∇u‖
)

1(��F2

���. �� ,������ "&�%�&�� � �%��� �"����%� 1TV2 �� u '��",� "%�����"���
"�� #��.%%�%� � �#�'��'� �� �#� ��� u0 '��",� ��&.�"���� $�,�� #�� '���
���.'��'� �'����#!� #���+#�"� $!� �#"���%��. "&�$�%�$��� "������ �-��
%��#��� -"� $� "�-��/��"� �#) #������$��) � ���.'��'� �'����#!�� �%%.
� �%� ,������ ���� 3��'�� "��� �#� ��� �#%����. ��� � #"�!#�)'� ���� #�0
���'�.5"� �� #%"������$� '" ',�'� $" �� #�����+$"�� ��� � ,���� t �#��"%"!
J��� �%!$����

�&!5"� �� '�$"�)�"!� ��%�� ��� � -"+�"�� ��� �� "&!')'� 1(��F2 1TV
PDE 2 �#��"%"! ��� ��$#�%����� κ �)� �'�N:�� ���$$�� 1level lines2 ��
'��.���'� u� 3��'�� $#���+$" �� '�',"�!'��$" ��� TV PDE $" ���  �����
�����  
������
� �Mean Curvature Motion - MCM�� #�� #"����./"���
�#� ��� "&!')'�	

MCM:
∂u

∂t
= κ ‖∇u‖ =

∂2u

∂ξ2 1(��@2
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�#�� ξ =
(

∇u
‖∇u‖

)⊥
� -�%�-� �� $���-��!� -�.��'$�� "/�#��$"���� '��� �'�N:�

��$#+%� #�� -���,"��� �#� �� �.�" '�$"!�� 6�� ��� '�',���'� $" ��� MCM�
��./��$" ��� TV PDE 1(��F2 ) "&�	

TV: 1(��F2 ⇒ ∂u

∂t
=

1

‖∇u‖ · κ ‖∇u‖ =
1

‖∇u‖ · ∂2u

∂ξ2 1(�G�2


�������+$" %��#�� ��� � TV PDE $#��"! �� "�-)�"! '�� $!� '���$�'$���
"�-�,� �� MCM� 3�#) /�!�"��� �#� �� 1(��@�(�G�2� ��� '�� -+� #"��#��'"�
"$/��!5"��� � 2� ���"�����$"�� #��.�)�� ) #�� ξ� �#��" � -�.,�'� �!�"���
$��� ���. ��� -�"+���'� �)� �'�N:�� ���$$��� � -��/��. ���"���� '�� ����
"�� '��� MCM � #�'����� �� ���"�����$"�� -�.,�'� "!��� #����+ � !-���
'��� TV PDE� � -�.,�'�� %��) ��� ���� 1

‖∇u‖ � "!��� $"�.%� '�� �$��"�"!
#"���,� ��� $���� ����. '�� ��$��

��- .������� &���� "���,��� 'Color To-

tal Variation(

� $���-� �� �%��� �"����%� 1Total Variation2 �� #�����+$"��
"������ �"���"+���" ��� �� ��,�)$" 1��� �"���. -����'$�����2 "����" �#�
��� Blomgren ��� Chan ;@>� �� '�����/"! �"�!�"�'�� �� '������'����
TV[u] 1�%� "&!')'� 1(�(=2 2 '�� 	

CTV[u] =

{
N∑

i=1

(∫∫
Ω

‖∇ui‖ dx

)2
} 1

2

=

{
N∑

i=1

(TV[ui])
2

} 1
2

1(�G(2

�#�� TV[ui] "!��� � 1�#%�2 �%��� �"����%� 1TV2 $��� ��� ����%��+ ui ���
��!5"��� '��� "&!')'� 1(�(=2�

9� '������'���� CTV[u] ���$.5"��� !"#����� ��	�� ��
���� �Color
Total Variation - CTV��

�� "#��"����'��$" �� "�-��/���� $� '��� �#%� #"�!#�)'� �� "%�,�'��0
#�!�'� �� CTV[u] ,)�! #"�����'$�+ 1�"�!�"�'� �� 1(��=22 ��� "/��$�0
'��$" �� $���-� �� ��,+�"�� ����-�� ��� ��� "%�,�'��#�!�'�� #���+#�"� �
���%���� �*� 1�"�!�"�'� �� 1(��F22	

∂ui

∂t
=

TV[ui]

CTV[u]
div

( ∇ui

‖∇ui‖
)

, i = 1, .., N 1(�G�2


�������+$" ���� ��� �.�" ���.%� ui� � -�.,�'� "!��� #���$��� $" ��� �#%�
TV PDE 1(��F2� ��"&.����� -�%�-� �#� �� .%%� ���.%��� $" �� $��� -��/��.



��
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

��� #�%%�#%�'��'����+ ����	

Ai =
TV[ui]

CTV[u]
=

{
(TV[ui])

2∑N
j=1 (TV[uj])

2

} 1
2

, i = 1, .., N 1(�GG2

� ��� ���� "�/�.5"� -�%�-� �� '+5"�&� ��.$"'� '�� ���.%�� �� "����� ���
"!��� ��'� $"��%+�"�� �'� $"��%+�"�� "!��� � '�$$"��,� ��� '���"���$����
����%��+ '��� CTV� ?%�#��$" "#!'� ��� � ��� ����� '" �.�" ,������
'���$�� "!��� ,)���. '���"�� ��� �.�" ���.%��

��$#"��!���$" %��#�� ��� � $���-� #����'�.5"� �� $"�������$� ��� ��
���.%�� �� "����� �%%�%"#�-��+� $��� '���%��. '" �.�" ,������ '���$� ���
-"� �#.�,"� ��$$!� ��#��� �%%�%"#!-��'�� #�� �� "&���.��� �#� �� �-��!�"��
,��������'���. �� #"���,� ��� �.�" '�$"!�� �� "����� 1�� ��!'�"��� #�,�
'" "#!#"-� #"���,� � ����. '" ��$�2� ���� �,"� '�� �#���%"'$� '" #�%%�
#"��#��'"�� � -�.,�'� �� ��%��"� ������-"� -����'$����� ��$�� #�� -"�
"$/��!5����� �����. '" �.�" ���.%� ,)��'�.�

��/ $����������
 φ)0����������
 'Vectorial

φ-Functionals(

�!� .%%� �"�!�"�'� �� �%��� �"����%� 1(�(=2 ��� �� -����'$�����
"����"� #�� &"#"��."� �� $"�������$� �� 3��,�)$� �%��� �"����%� #��
"!-�$" '��� #�����+$"�� "������� "!��� ���� #�� #���+#�"� �� '��� ',�'�
1(�(=2 ��������'��'��$" �� ���$� ‖∇u‖ �#� ��� �"�!�"�'� �� ‖∇u‖ 1�%�
"������ (�(�<2� �#��" #���+#�"� �� '������'����	

VTV[u] =

∫∫
Ω

‖∇u‖ dx =

∫∫
Ω

√√√√ N∑
i=1

‖∇ui‖2dx 1(�G<2

6�� �� '������'���� ����� ,��'�$�#��"!��� '�,�. � ���%��!� $	
����
	��
��	�� ��
���� �Vectorial Total Variation - VTV�% &�#������
� �� VTV
$" ��� CTV 11(�G(22� �%�#��$" ���� "�� '��� CTV � .����'� �)� ��)� #��
"�/�.5��� �� '�$$"��,� ��� �.�" ����%��+ �!�"��� '���%��.� ��� �%� ��� "���0
��� '��� VTV � .����'� �)� ���!'���,)� ��)� 1#�� "!��� ������ -��/��"����!2
�!�"��� '" �.�" '�$"!� ,)��'�.� 3��'�� $�') �� ���$� ‖∇u‖� �#.�,"� ����
� "#���$��� ��#��� �%%�%"#!-��'� ��.$"'� '�� ���.%�� 1�.�� #�� �� /��"! ���
#�� �.�)� �#� ��� #���+#���'� �*�2�

�� ���! �� ‖∇u‖ ,��'�$�#����"! $!� '��.���'� φ(‖∇u‖) 1�%� #�,� ;F>2�
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�� '������'���� 1(�G<2 $#��"! �� "#"����"! ���$� #"��''��"�� '��	

J [u] =

∫∫
Ω

φ (‖∇u‖) dx 1(�G 2

� #���#.�) �"���� $��/� '������'����+ $"%"�.��� '�� ; ��   >� "�� #�0
��$��" �"���� $��/� $"%"������ '�� ;�(�  F� GG� G�> 1��� ���$)�� "���0
�"2� 6�� �� �"���� '������'���� 1(�G 2� �� ,��'�$�#���'��$" '��� "���0
'!� ����� ��� ���%��!� 1#�� ,��'�$�#��"!��� #�,� '�� ; �>2 $	
����
	��
φ�&��
���	
�� �Vectorial φ-Functional��

� '��.���'� φ(s) #��#"� �� �,"� ������ ,��������'���.� �'�" � "%�,�'��0
#�!�'� ��� '������'����+ �� �-��"! '��� "#���$��� �"%�!)'� �� "������
3��'�� #��#"�� �#) ��� � �#%� φ(s) = s '��� �%��� �"����%� 1TV2� �� "#�0
/��"� ��'�� #�� �� ��&.�"��� �'� "������"�" "!��� �� -����$.�'"� �� u '"
�.�" '�$"!� 1.�� �� "!��� �+&��'�2� �%%. #��.%%�%� �� $�� "�/�.5"� #���!0
$�'� ��.$"'� '�� ��%)$��" ��� '�� �#���$" ��$�� 9� �!����� ���� ��
�"�!�"�'� "!��� � ,��'�$�#�!�'� '������'")� φ(s) #�� ���.%%�%)� ��� ���
�"%�!)'� "����)� �#� ��� �#%� φ(s) = s �� �%��� �"����%��

��� "�-��� #"�!#�)'� ��� 1(�G 2� �� "&"�.'��$" "-� �� '������'���� #��
#���+#�"� ���� N = 11���!5" "����"2� ��� �� �#�!� ���!'���,�� ,��'�$�#��"!0
��� � ���%��!� 1�#%.2 φ����
���	
�� �φ-functional� ��� #��/��� �#��"%"!
$!� #���� "#����'� �� �%��� �"����%��

4")����� ��� "%�,�'��#�!�'� ��� 1(�G 2 ,)�! #"�����'$�+� �#� ��
Euler-Lagrange �&�'�'"� ��� ,��'�$�#������ ��� ��,+�"�� ����-��� #��0
�+#�"� � �*�	

∂ui

∂t
= div

(
φ′(‖∇u‖)
‖∇u‖ ∇ui

)
, i = 1, .., N 1(�GA2

�" �.�" ���.%�� -�%�-�� '�$��!�"� $� ���$$��� -�.,�'� $" '���"%"'�� -�.0
,�'� #�� "!��� ����� ��� �%� �� ���.%�� ��� '" �.�" '�$"!� "&���.��� �#�
��� ��#��� �")$"��!� �� -����'$����� "����� 1�#) ���� "�/�.5"��� �#� ��
���$� ‖∇u‖2� 3��'�� �� #%"������$� "!��� ��� "#����,.�"��� $" /�'��� ���#�
� ��#��� �%%�%"#!-��'� ��.$"'� '�� ���.%���

�#!'�� �&!5"� �� '�$"�)�"! � '+�-"'� �� �*� 1(�GA2 1���� N = 12 $"
��� �"���� ��/��'� �)� Perona - Malik ��� �� �*� $� ���$$��� -�.,�'�
1(�((2	 �� -+� ���� "&�'�'"� "!��� �'�-+��$"� � �'�-���$!� ���� $#��"! ��
"#��"�,�"!� ���� �� '������'"� g(s) ��� φ(s) '��-������ $�') �� ',�'�	

g(s) =
φ′(s)

s
1(�G=2


�������+$" ���� �#� �� $!� #%"��.� ��� '���"���$��� "#�%��� �� '��.���'�
φ(s) '�� '������'���� 1(�G 2� #��/��� � #���+#���'� �*� 1(�GA2 "!���



��
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

"&!')'� $� ���$$��� -�.,�'�� �#� ��� .%%�� #�������+$" "#!'� ���� ���
�.�" "#�%��� �� '��.���'� g(s) '�� �"���� �*� $� ���$$��� -�.,�'�
1(�((2� ��!5"��� ��� $!� '��.���'� φ(s)� -���� 1�� �")��'��$" ��� φ(0) = 0�
�/�+ ��� ��� "%�,�'��#�!�'� -"� #�!5��� ��%� �� #��'�"���� '���"��2	

1(�G=2 ⇒ φ(s) =

∫ s

0

rg(r)dr 1(�GF2

�#�$��)� � �"���� �*� 1(�((2 �#��"%"! ��� #�� ��� "%�,�'��#�!�'� ���
'������'����+ 1(�G 2 $" '��.���'� φ(s) #�� -!�"��� �#� ��� �"%"���!� ',�'��

��� '���,"��� �� ���/"���+$" '" �.#��" "�-��/����'" "�-��� #"��#��0
'"� ��� �"����+ -����'$�����+ φ0'������'����+� #�� #���+#���� $" '���"0
���$��" "#�%��� �� '��.���'� φ(s)	

(� �� φ(s) = s2� ���"	
φ′(s)

s
= 2

��� �#� ��� "%�,�'��#�!�'�� �#) "!-�$" '��� "�'��)���� "������ (�(
1��� N = 12 #���+#�"� � ���$$��� �'����#��� -�.,�'��

�� �� φ(s) = s� ����%����$"� �#) "!-�$" '�� -����'$����� �%��� �"��0
��%� 1(�G(2 ��� � #���+#���'� �*� 1(�GA2 �!�"���	

∂ui

∂t
= div

(
1

‖∇u‖∇ui

)
, i = 1, .., N 1(�G@2


��#"� �� '�$"��'��$" "-� ��� � "&!')'� ���� 1�#) ��� �� �#�%��#"
$��/� �)� �*� �%��� �"����%� 1TV2 #�� �,��$" #�����'"� #��
#.�)2 #����'�.5"� �� #���%�$� ���� '�� '�$"!� �#�� � u "!��� ��#��.
'���"�� � #����'�.5"� ��#��. ��������� � #�����$�'�� ‖∇u‖ $�-"�!0
5"���� $" �#���%"'$� �� �,��$" 	�	����'��� �singularities� ��� � "&!')'�
�� $�� "!��� ��%� ���'$���� 9� #���#.�) -�$�����"! #���%�$� ��� '���
����$����� �%�#�!�'� �� �*�� 6�� �� ����$"�)#�'��+� �� #���%�$���
���.� �!�"��� '�,�. 1�%� #�,� ;(G>2 � "&� "&�$.%��'� 1regularization2
�� �%��� �"����%� 1TV2	 '�� '������'���� 1(�G<2� ���! �� ���$�
‖∇u‖� ,��'�$�#��"!��� � ���#�#���$��� ���$�	

‖∇u‖ε :=

√
ε2 + ‖∇u‖2

�#�� ε "!��� '����) $!� ',"���. $���� '���"�.� 3��'�� �� '������'����
1(�G<2 $"�����#"��� '��	

J [u] =

∫∫
Ω

‖∇u‖ε dx =

∫∫
Ω

√
ε2 + ‖∇u‖2dx 1(�<�2



�� (���	�#���,� φ�7	��-�"���,� 8Vectorial φ-Functionals9 ��

��� � ���!'���,� '��.���'� φ(s) �!�"��� φ(s) =
√

ε2 + s2� �#��"	

φ′(s)
s

=
1√

ε2 + s2

�#�$��)� %��) �� 1(�GA2� � �*� #�� #���+#�"� "!��� � "&�	

∂ui

∂t
= div

(
1

‖∇u‖ε

∇ui

)
, i = 1, .., N 1(�<(2

6�� ��� #���#.�) "&�$.%��'�� �� ,��'�$�#���'��$" ��� ���%��!� ε�
�(��)����� 1ε0regularization2� 
�������+$" ��� #%��� � #�����$�'��
��� '���"%"'�� -�.,�'� -"� $#��"! �� $�-"��'�"!� $�� ��� � "%.,�'��
��$� #�� $#��"! �� %.�"� "!��� !'� $" ε� �" ��� "&�$.%��'� ����� %��#���
-"� �#.�,��� #%��� �-��$��/!" '��� �*�� 
��.%%�%�� ���� � '���"�.
ε "!��� $����� � -��/��. '�� �#��"%�'$��� "!��� #������. �'�$�����

�&!5"� �� '�$"�)�"! ���� ���� N = 1 1���$)�� "����"2� � #���#.�)
"&�$�%�$��� $���-� $#��"! �� "�-)�"!� �#� $!� .%%� �#���� �)�!�� '��
� $���-� "�
����� "�	'
��	�� �Minimal Surfaces� 1�%� #�,� ;(F>2�

�� '���"���$���� � �")��'��$" ��� ���#��.'��'� �� "����� u(x, y)
'�� ���/��� #��.'��'�� $" �%!$��� 1/ε '�� ��$�� -�%�-� '�� ��� "&�
"#�/.�"�� � *��'�.'")�� "���'��$"�� '��� G0*�.'���� ,���	

(x, y) −→
(

x , y ,
1

ε
u(x, y)

)
1(�<�2

9� "$��-� �� "#�/.�"�� ���� -!�"��� �#� ��� ',�'�	

A[u] =
1

ε2

∫∫
Ω

√
ε2 + ‖∇u‖2dx 1(�<G2

�����!����� ��� 1(�<G2 $" ��� 1(�<�2 1��� N = 12� -��#�'�����$" ���
#���"���� ��� �� !-�� '������'����� "��� �#� ��� #�%%�#%�'��'����
'���"�. 1/ε2� #�� -"� #�!5"� ������ ��%� '��� "%�,�'��#�!�'�� �#�0
$��)� � �*� 1(�<(2 ��� N = 1 �#��"%"! ����	�� ��� ���� �� ��
�
�	�������� �� ���
��� �� ��	')��	
� 1(�<�2� �#� ���� ��� �#����
�)�!�� � '���"�. ε �,"� ���$� ���$� ��� ���� -"� "!��� $���� ��� "�/�.0
5"� �� ',�'� �%!$��� ��� .&��� �)� ��$�� u(x, y) $" ��� .&��" �)�
$"���%���� x ��� y� '��� ���/��� #��.'��'� �� u(x, y)�

G� �� �,��$" �� $� ���$$��� -�.,�'� 1(�((2 ��� �.���$" ��� ��� g(s) ���
"#�%��� 1(�(G2 � 1(�(<2 �)� Perona ��� Malik� � �*� #�� #���+#�"�



��
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

"%�,�'��#��"! �� '������'���� 1(�GA2 1��� N = 12 $" ��� '��.���'�
φ(s) �� -!�"��� ���!'���,� �#� �� ',�'"� 1%��) �� 1(�GF22	

1(�(G2 ⇒ φ(s) =

∫ s

0

r exp

(
−
( r

K

)2
)

dr =
K2

2

{
1 − exp

(
−
( s

K

)2
)}

1(�<<2

1(�(<2 ⇒ φ(s) =

∫ s

0

r
1

1 +
(

r
K

)2 dr =
K2

2
log

(
1 +

( s

K

)2
)

1(�< 2


�������+$" ��� ��� '�� -+� #"��#��'"�� � '��.���'� φ(s) "!��� �+0
&��'�� #�� '�$�!�"� ��� �'� $"��%+�"�" "!��� �� $"����%� �� "����� u
��'� �� ,�"��"� $" $"��%+�"�� ��'��� 3��'�� "&��"!��� �#� ��� '��#�.
�)� '������'����� � ��������� �)� $"��-)� �)� Perona ��� Malik ��
�"%������� �� "����" $" �������

��1 "� #������� 2���������� $�
����

6�� �� &"#"�.'"� ��� #"�����'$�+ �)� #�����+$"�)� $"��-)� $� ���$0
$��� -�.,�'� 1�%� �"���� "&!')'� 1(�(�22� � Weickert ; @� A�� A�> #���"��" �
-�.,�'� �� "!��� �,� $��� $� ���$$��� �%%. ��� ���'����#���� � �"���� $��/�
�� -�.,�'� ���� "!��� � ���%����	

∂u

∂t
= div (D∇u) 1(�<A2

u(x, y, 0) = u0 1(�<=2

〈D∇u, n〉 = 0 , '�� ∂Ω 1(�<F2

�#�� D = D(x, y, t) "!��� ��� #"-!� $"���%���� 1,)���. ��� ,�����.2 ����0
'��� -�.,�'� 1-�%� '�$$"������ ��� �"���. �$����'$��)� $�����2� �����!0
����� ��� #���#.�) "&!')'� $" ��� 1(�(�2� #�������+$" ��� � �#%� '���"0
%"'�� k(x, y, t) �,"� ��������'���"! �#� ��� ����'�� D(x, y, t)� 3��'�� �%"
�� #"��#��'"� $� ���$$��� -�.,�'� #�� �,��� ���/"��"! '�� #�����+$"�"
#�����./�� �#��"%�+� "�-��� #"�!#�)'� �� 1(�<A2� $" �'����#��� ����'��
D(x, y, t) = k(x, y, t) · I� �#�� I � $���-��!� #!�����

6�� �� $#���'"� � -�.,�'� �� "#��+,"� ��� "#���$��� �"%�!)'� �� "������
�� �-����$� λ1, λ2 ��� �� �-��-���+'$��� w1,w2 ��� D ',"-�.5����� ��'�� �'�"
�� #��'��$�5����� '�� ,��������'���. �� #"���,� ��� �.�" '�$"!��� �
Weickert #���"!�"� -+� �+��" "#�%��� ��� ��� #��'-����'$� ��� ����'�� D	



��! '" :-�##�,5 ������-���,5 (��;	�" ��

(� �" '��#� ��� �#����.'��'� $�� ������-�� "������ �!�"��� � "&�
"#�%���	

w1‖∇uσ , w2⊥∇uσ 1(�<@2

λ1 = g(‖∇uσ‖) , λ2 = 1 1(� �2

�#�� uσ $!� "&�$�%�$��� "�-�,� �� u 1�#) '��� "������ (�G2 ���
� g(s) "!��� $!� '��.���'� �#) ��� '��� �'����#��� #"�!#�)'� 1�%�
��� #"�����'$�+ 1(�(�22� 3��� #��.-"��$� ������ '��.���'�� #��
#����!�"��� �#� ��� '�����/�� '�� ; @>� "!��� �� "&�	

g(s) = 1 − exp

(
− 1

s2

)


�������+$" ��� '�� �$��"�"! #"���,� 1‖∇uσ‖ � 02� �,��$" λ1 �
λ2 = 1� �#��" � -�.,�'� "!��� �'����#���� ����. '�� �',��� ��$�
1$"�.%� ‖∇uσ‖2� �,��$" λ1 � 0� �#��" � -�.,�'� "!���� ,.�� '���
����'��� ������ ���'����#��� ��� $" -�"+���'� #��.%%�%� '�� ��$��


���������� ��� �"���� "&�$�%�$��� $���-� $� ���$$��� -�.,�'�
1(�( 2 �� "������ (�G� -��#�'�����$" ��� ��'��'���. -��/��"� �#� ��
'���"���$��� $���-� ��� Weickert 1�%� 1(�<@�(� �2 2 $��� '��� "#�%���
�� �-����$� λ2	 � �*� 1(�( 2 �'�-���$"! $" "#�%��� λ2 = g(‖∇uσ‖)
1�#��" #���+#�"� �'����#��� ����'��2� "�� '�� $���-� ��� Weickert
"#�%��"��� �#) "!#�$" λ2 = 1�

�" ��� #�������'� ����� $#���+$" "+��%� �� '����!���$" ��� $���-�
�� "������ (�G $" ��� $���-� ��� Weickert ��� �� -��#�'��'��$" ��
#%"������$� �� -"+�"��	 �/�+ �,��$" �#���'"� ��� � g(s) �����#��"!
��� #"�����'$�+ 1(�(�2 1g(0) = 1, g(s → +∞) = 02� '�� �$��"�"! #"0
���,� 1�#�� ‖∇uσ‖ ≈ 02� ��� '�� -+� #"��#��'"� �',+"� λ1 ≈ λ2 ≈ 1�
"#�$��) �� -+� $���-�� #����'�.5��� #���$��� '�$#"��/��. 1�'����#�0
�� -�.,�'�2� 3�$)� ����. '�� ��$� 1�#�� ‖∇uσ‖ 
 02� ��� �� �*�
1(�( 2 �',+"� λ1 = λ2 ≈ 0� $" �#���%"'$� � -�.,�'� �� "#����-+�"��� '�0
$�����.� ,)�! �� ����/���"� �� �#�$���+�"� ��� ������� ���!�"��� ���
�� $���-� ��� Weickert� �',+"� λ1 ≈ 0, λ2 = 1� $" �#���%"'$� � -�.,�0
'� �� '��",!5"��� $" ���'����#��� ���#�� ����/������� �� �#�$���+�"�
��� ������ �%%. ��� �� -������'"� �� ��$��

�� �" '��#� �� �"%�!)'� �)� $���-�.'���)� -�$�� '" "����"� �#) ��0
���"!$"�� #�� $��.5��� $" ���$$�� � Weickert "#�%"&" ���� ����'�� �
�#�!� �� #��'�����%!5"��� ������ #�� ��� ���"+���'� ���� 6�� ���



� 
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

"+�"'� ��� #��'�����%�'$�+ �)� $���-�.'���)� -�$��� ,��'�$�#��"!���
� ���	��� 
����� �structure tensor�	

Jρ(∇uσ) = Kρ ∗
(∇uσ(∇uσ)T

)
1(� (2

3�#) #�������+$"� ��� ��� "&��)�� ��� #���#.�) ����'��� "/��$�5��0
��� -+� "&�$�%+�'"�� $" -+� Gaussian #����" Kσ ��� Kρ 	 � #����
"/��$�5"��� '��� "����� 1�#) '�� $���-� �� #��� (�G2� $" '��#� �
"���#�'$� �)� ��$�� �� "!��� ���!'���� '�� ������ ��� '" %"#��$�0
�"�" $�����"�� �.&� $"����� �#� σ� � -"+�"�� "/��$�5"��� '���
����'�� ∇uσ(∇uσ)T � $" '��#� ��� "+�"'� $�� ��#��� $�'� ��$�
�)� ���"��+�'")� #�� ����#��')#"+"� � ����'�� ����� �'�" � "��!0
$�'� �� -�"+���'� �)� $���-�.'���)� -�$�� �� "!��� #�� �&��#�'���
3��'�� �� ��#��� �#��%!'"� �)� #������ σ ��� ρ �#��"%�+� #���$�����
�%!$��� 1local scale ��� integration scale ���!'���,�2�

�� θ∗
+,θ∗

− ��� λ∗
+, λ∗

− "!��� �� �-����$� ��� �� �-��-���+'$��� ���!'���,�
��� -�$���+ ����'�� Jρ(∇uσ)� �!�"��� � "&� "#�%��� ��� ��� ����'��
D	

w1 = θ∗
+ , w2 = θ∗

− 1(� �2

λ1 = α , λ2 = α + (1 − α) exp

( −1

(λ∗
+ − λ∗−)2

)
1(� G2

�#�� α "!��� $!� $���� #��.$"��� '�� -�.'��$� (0, 1)� � Weickert
���$�'" ��� -�.,�'� ���� $	)���� *������� �� &������ �Coherence
Enhancing Diffusion��


�������+$" ��� '�� #"���,� ����. '" $�� ������ $���-�.'���� -�$��
� ��� (λ∗

+ − λ∗
−)2 "!��� $"�.%�� �#��" λ2 � 1 ��� '���"%"!��� $"�.0

%� -�.,�'� ���. ��� -�"+���'� �� $���'�� '���,�� ���!�"��� '��
#"���,� �#�� -"� �#.�,"� $���-�.'���� -�$�� � ��� (λ∗

+ − λ∗
−)2 "!���

$����� �#��" λ2 � α ��� � -�.,�'� "!��� #�%+ $�����

��-�� 	������� ���� ����&�������� 	��!���

��� ;A(> � Weickert "#"��"!�"� �� *�.,�'� ?"%�!)'� �� ����,� '���
"#"&"���'!� -����'$������ "����)�	 � �"���� $��/� �� ���'����#��� -�.0



��/ < ��5 Beltrami (Beltrami Flow) �!

,�'� 1(�<A2 "#"��"!�"��� '�� ,��$� ) "&�	

∀ i = 1, .., N :

∂ui

∂t
= div (D∇ui) 1(� <2

ui(x, y, 0) = u0
i 1(�  2

〈D∇ui, n〉 = 0 , '�� ∂Ω 1(� A2

,��'�$�#��"!��� -�%�-� ��� ����� ����'�� -�.,�'� D ��� �%� �� ���.%��
ui�
�#!'�� � -�$��� ����'�� 1(� (2 �"���"+"��� ) "&�	

Jρ(∇uσ) = Kρ ∗
N∑

i=1

∇ui,σ (∇ui,σ)T 1(� =2


�������+$" ��� � $����	

N∑
i=1

∇ui,σ (∇ui,σ)T

"!��� � $���� Di Zenzo �� "&�$�%�$��� "����� uσ = Kσ ∗u� 3���� � -�$���
����'�� 1(� =2 "!��� ��'��'���. $!� "&�$�%�$��� "�-�,� �� $���� Di Zenzo
�� uσ�

�" �.'� �� #���#.�)� � �"�!�"�'� �� $"��-�� "!��� .$"'�	 � ����0
'�� D #���+#�"� �#� ��� Jρ(∇uσ) ,��'�$�#������ ������ �� !-�" ',�'"�
1(� ��(� G2 ��� � -�.,�'� #"����./"��� �#� �� "&�'�'"� 1(� <0(� A2� � "#����0
'� �� $"��-�� '�� -����'$����� "����" #����'�.5"� ��� !-�� '�$#"��/��.
$" ��� ���!'���,� ��� �� ���!5" "����"�

��3 ! 4�� Beltrami (Beltrami Flow)

�!� .%%� $���-� ��� ��� "#"&"���'!� ��,�)$)� "����)� 1��� �"�����"0
�� #�%�-�.'���)� -����'$������ -"-�$��)�2 #���.���" �#� ��� Kimmel,
Sochen ��� Malladi ;< � <A� G�>� �� '�����/"! "$#�"+'����� �#� �� $���-�
�)� �%�,!'�)� �#�/��"���� #��� �#) "!-�$" '��� "������ (�A� �/��. ���
�#%� #"�!#�)'� ���$)��� "����)� ��� "%�,�'��#�"! �� "$��-�� �� ���/���
��� #��.'��'�� 6"���"+���� ��� #��'����'� ����� �� '�����/"! �"���0
'�� $!� -����'$����� "����� u : Ω → �

n '�� $!� "#�/.�"�� � *��'�.'")��
"���'��$"�� '" ���� ,��� (n + 2) *��'�.'")�	

(x, y) −→ (x , y , u1(x, y) , u2(x, y) , . . . un(x, y))



�/
����	�" #�$%&�� '(� )�� �" *���+��" ��,%��� ,�� �"�

���#�,-	��" ��	 .�-��	

�� '�����/"! #���"���� ��� "%�,�'��#�!�'� �� ���%���� �"���"�$��� ��)�
��� Polyakov (Polyakov action)	

min
u:Ω→�n

E[u] =

∫
Ω

σ
√

ggμν∂μX
i∂νX

jhij(X) dΩ 1(� F2

9� '������'���� 1(� F2 "!��� ��� /�'��� $���� ��� "$��-�+ �� "#�/.�"��
���� ��� ��� #"�!#�)'� �)� -����'$������ "����)� ���'$��)� '" ��� "#!#"-�
�0-�.'���� ,)�!� Ω� $#��"! �� ���/"! #�� �#%. ) "&�	

min
u:Ω→�n

E[u] =

∫
Ω

√
det(I + G) dΩ 1(� @2

�#�� G "!��� � $���� Di Zenzo 1�%� 1(� 22 ��� I "!��� � $���-��!� #!�����

�������+$" ��� det(I + G) = (1 + λ+)(1 + λ−)� �#��" �� #���%�$� "%�,�0
'��#�!�'� �!�"��� �"%��.	

min
u:Ω→�n

E[u] =

∫
Ω

√
(1 + λ+)(1 + λ−) dΩ 1(�A�2

� "%�,�'��#�!�'� ��� '������'����+ ��� � "/��$��� ����-�� �%!'�
1gradient descent2� ) #�� �� $"����� �� "#�/.�"�� (I + G)� ����%��"�
'��� ���%���� �*�� #�� ���$.5"��� +�� Beltrami (Beltrami Flow)	

∀ i = 1, .., N :

∂ui

∂t
=

1√
det(I + G)

div
(√

det(I + G)(I + G)−1∇ui

)
1(�A(2

ui(x, y, 0) = u0
i 1(�A�2

� ��� ���� "%�,�'��#��"! �� '���%��� "$��-� �� "#�/.�"�� #�� #"����./"�
��� "������ ) #�� �� $"����� (I +G)� 3�#) ���/��"��� '�� ; �>� � "&!')'�
1(�A(2 $#��"! �� "�-)�"! ��� ) $!� "�-���� '���$�'$��� 1%��) ��� #�%%�#%�0
'��'����+ ���� #��� �#� �� div2� #"�!#�)'� �� ���'����#��� -�.,�'� 1(� <2�
$" ����'�� -�.,�'�	

D =
√

det(I + G)(I + G)−1

�� �-����$� λ1,2 ��� �� �-��-���+'$��� w1,2 ��� ����'�� D $#���+� �� "�/��0
'��+� $" �� ����"�� �)� ���!'���,)� '���,"!)� �� $���� Di Zenzo	

λ1 =

√
1 + λ−
1 + λ+

, w1 = θ+

λ2 =

√
1 + λ+

1 + λ−
, w2 = θ−



��� (��;	�" (���	�#���,>� ��,%��� ��"� ����$	��" θ− ��

3��'�� $#��"! �� "&����"! ��%+�"�� ��� � '�$#"��/��. �� $"��-�� ����	 �
����'�� D $"���.%%"��� ���.%%�%� '�� �$��"�"! #"���,� ��� '�� ��$��
3��'�� -����!���$" �� #"��#��'"�	

• 3���� λ+ � λ−, �� '�$"!� �")�"!��� ��� ����"� '" �$��"�� #"���,��
�#��" λ1 � λ2 � 1 $" �#���%"'$� � ����'�� �� �!�"��� �'����#��� ���
� -�.,�'� �� "!��� $"�.%��

• ����. '�� ��$�� �#�� λ+ 
 λ−� � ����'�� ���"��+�"��� ���!) �#�
�� �-��-�.��'$� θ− � #�� "!��� #��.%%�%� #�� ��� -�"+���'� �� ��$��

3�'�� �/��. ��� #�%%�#%�'��'���� ��� '��� "&!')'� 1(�A(2� �,��$"	

1√
det(I + G)

=
1√

(1 + λ+)(1 + λ−)


�������+$" ��� � ��� ���� �,"� '�� �#���%"'$� �� $"���"� ������� ��
-�.,�'� ����. '�� �����" $"����%� ��� -���+'$��� �� "������ $" �#�0
��%"'$� �� ��$� �� -������+���� ��� #�%+ ,���� '��� "&�%�&� �� ���� $"
�� $"�������$� �$) ��� -�����"!��� "#!'� ��� #�%+ ,���� ��� � �:!'�,��
�������

��5 $�
���� $����������6� ������� ����
7����+���� θ−

�� Sapiro ��� Ringach ;<�> #���"���� $!� "#����'� �� TV PDE 1(�G�2 '"
-����'$����� "����"� #�� ��'!5"��� '�� ���/� �� $" �� ����"�� �� ���"�0
����$"�� #��������� � �-�� ��� ���"���� '�� ,��'�$�#�!�'� ��� �-��-��0
�+'$��� θ− �� $���� Di Zenzo 1�%� "������ (�(�<2 ��� �� ���"��+���� ��
-�.,�'� ��� �� �-����$� ��� λ+, λ−� ��� ��� #�%%�#%�'��'���� ���� � �*�
#�� "�'������ "!��� � ���%����	

∂u

∂t
= g(λ+ − λ−)

∂2u

∂θ2
−

1(�AG2

�#�� g(s) "!��� $!� �"����� �,� �+&��'� '��.���'�� 6�� ��� -�.,�'� ����� ��
,��'�$�#���'��$" ��� ���$�'!� $	)���� ���  
������� θ−� 
�������+$"
���	

λ+ − λ− = N 2
−

�#�� N− ���$� -����'$����� �%!'� 1�"�!�"�'� �� ‖∇u‖2� ��'�'$��� '��
$���� Di Zenzo 1�%� "������ (�(�<2�
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MÐa aplă epilogă gia thn g(λ+ − λ−) 1, antÐstoiqh me thn TV PDE, eÐnai
h exăc:

g(λ+ − λ−) =
1√

λ+ − λ−
=

1

N−
(1.64)

Sugkekrimèna, h TV PDE (1.30) ja mporoÔse na eidwjeÐ san h eidikă perÐ-
ptwsh thc (1.63), ìtan h g dÐnetai apì thn (1.64) kai N = 1 (gkrÐzec eikìnec),
opìte N− = ‖∇u‖ kai θ− = ξ.
Epiprìsjeta, an tropopoiăsoume thn parapĹnw epilogă, qrhsimopoiÿntac ε-
exomĹlunsh, ìpwc sthn TV PDE (bl. sqèsh (1.41)), ÿste na mhn mhdenÐzetai
o paronomastăc, katalăgoume sthn exăc sunĹrthsh:

g(λ+ − λ−) =
1√

ε2 + λ+ − λ−
=

1√
ε2 +N 2−

(1.65)

H parapĹnw mèjodoc apoteleÐ mÐa apì tic prÿtec prospĹjeiec dhmiourgÐac
dianusmatikăc MDE basismènhc se kateujunìmenec paragÿgouc. H diĹqush
sumperifèretai me ton Ðdio trìpo se ìla ta kanĹlia kai ètsi autĹ exomalÔnon-
tai katĹ thn Ðdia dieÔjunsh kai me thn Ðdia èntash. H sÔzeuxh anĹmesa sta
kanĹlia epitugqĹnetai mèsw tou dianÔsmatoc θ− kai thc nìrmac N−, ta opoÐa
kajorÐzoun thn diĹqush.

’Opwc faÐnetai apì thn (1.63), h diĹqush gÐnetai mìno katĹ thn kateÔjunsh
thc elĹqisthc metabolăc θ− thc u, me apotèlesma oi dianusmatikèc akmèc na
mhn katastrèfontai. EpÐshc, se omogeneÐc perioqèc, h diĹqush eÐnai megĹlh,
enÿ se perioqèc megĹlwn diakumĹnsewn tou dianÔsmatoc u (p.q. kontĹ se
akmèc), h diĹqush epibradÔnetai.
ParĹllhla ìmwc, h mèjodoc aută parousiĹzei kĹpoia meionektămata. H nìrma
N− se arketèc periptÿseic den mporeÐ na diakrÐnei tic dianusmatikèc gwnÐec.
Pio katĹllhlh gia autì ja ătan h nìrma N+ = ‖∇u‖ (bl. enìthta 1.1.4).
EpÐshc, to ìti h diĹqush sunteleÐtai mìno se mÐa dieÔjunsh dhmiourgeÐ to
prìblhma ìti se epÐpedec perioqèc me èntono jìrubo, h diĹqush kateujÔne-
tai kurÐwc apì to jìrubo, me apotèlesma h eikìna na mhn kajarÐzei kai na
dhmiourgoÔntai jorubÿdeic monodiĹstatec domèc.

Tèloc, axÐzei na shmeiwjeÐ ìti (ìpwc anafèretai sto [52]), epeidă h (1.63)
perièqei kateujunìmenh parĹgwgo, h diĹqush mporeÐ na grafeÐ kai me th boă-
jeia enìc tanustă diĹqushc T , qrhsimopoiÿntac ton telestă Ðqnouc trace(·):

(1.63)⇔ ∂ui

∂t
= trace(THi) , T = g(λ+ − λ−)θ−θT

− (i = 1, .., N)

(1.66)

1στο [42], οι συγγραφείc δεν αποσαφηνίζουν ποια συγκεκριµένη g(λ+ − λ−) επέlεξαν
για τα πειράµατα που παραθέτουν, για αυτό στην παρουσίαση αυτή και στα πειράµατά µαc,
κάνουµε µία επιlογή τηc g(λ+ − λ−), που φαντάζει αρκετά φυσική, µε βάση τιc υπόlοιπεc
µεθόδουc που έχουµε αναφέρει µέχρι τώρα.
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∂u

∂t
= f−

(√
λ∗

+ + λ∗−
) ∂2u

∂θ∗2
−

+ f+

(√
λ∗

+ + λ∗−
) ∂2u

∂θ∗2
+

1(�A=2

�#�� λ∗
+, λ∗

− ��� θ∗
+,θ∗

− �� �-����$� ��� �� �-��-���+'$��� ��� ���	��� 
����
1�%� ',�'� 1(� =22	

Jρ(∇u) = Kρ ∗
N∑

i=1

∇ui (∇ui)
T 1(�AF2

J��'�$�#��"!���� -�%�-�� �#) ��� '�� $���-� �� ���'����#��� *�.,�'�
1(� <2� � -�$��� ����'��� $" �� -��/��. ��� "-� �!�"��� "&�$.%��'� $���
'�� $���� Di Zenzo ��� �,� '��� "����� u 1�,��$" -�%�-� σ = 02�
6�� �� -"+�"�� $"���� #��.�)�� '" $!� ���"+���'�� �#) �� ∂2u

∂θ∗2
−

, ∂2u
∂θ∗2

+
#��

"$/��!5����� '�� -"&�� $�%� �� 1(�A=2� ,��'�$�#��"!��� '�,�. 1�%� #�,� ; ��
  >2 � ���%��!� �
���������� ,
��
�	
�� �oriented Laplacian��

� "&!')'� 1(�A=2 $#��"! �� ���/"! ��� $" �� ����"�� "�� ����'�� -�.,�'�
T � ,��'�$�#������ ��� �"%"'�� !,��� trace(·)	

1(�A=2 ⇔ ∂ui

∂t
= trace(THi) , i = 1, .., N 1(�A@2

�#�� Hi � ,)���� Hessian ���
 �� ui ���	

T = f−
(√

λ∗
+ + λ∗−

)
θ∗
−θ∗T

− + f+

(√
λ∗

+ + λ∗−
)

θ∗
+θ∗T

+ 1(�=�2

� ���$� N ∗
+ =

√
λ∗

+ + λ∗− ,��'�$�#��"!��� ��� ��� "���#�'$� �)� -����$.�0
'")� '�� -�.��'$� u �� "������ �#��"%"! $!� ���#�#�!�'� �� ���$�
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N+ = ‖∇u‖ (bl. enìthta 1.1.4) kai eÐnai pio apotelesmatikă, diìti o teli-
kìc tanustăc lambĹnei upìyin ìqi mìno to shmeÐo allĹ kai thn geitonikă tou
perioqă kai ètsi h ektÐmhsh eÐnai pio sunektikă.

Oi suggrafeÐc kĹnoun tic exăc epilogèc gia tic sunartăseic f−, f+:

f−(s) =
1√

1 + s2

f+(s) =
1

1 + s2

oi opoÐec, ìpwc parathroÔme, èqoun tic exăc idiìthtec:

f−(0) = f+(0) = 1 kai f−(s →∞) = f+(s →∞) = 0

f−(s), f+(s)fjÐnousec gia s ∈ [0, +∞) (1.71)

lim
s→∞

f+(s)

f−(s)
= 0

Oi idiìthtec autèc prosdÐdoun sth diĹqush sumperiforĹ me epijumhtĹ apote-
lèsmata gia thn beltÐwsh twn eikìnwn: Stic sqedìn omogeneÐc perioqèc (mikră
N ∗

+), h diĹqush sunteleÐ isotropikă exomĹlunsh, me megĹlh èntash, enÿ kon-
tĹ stic dianusmatikèc akmèc (megĹlh N ∗

+), h exomĹlunsh gÐnetai anisotropikă,
katĹ thn dieÔjunsh twn akmÿn θ∗− kai me mikrìterh èntash. Tèloc, kontĹ stic
dianusmatikèc gwnÐec (akìma megalÔterh N ∗

+), h èntash thc exomĹlunshc eÐnai
akìma mikrìterh. ’Etsi, gia na èqei h MDE ta epijumhtĹ apotelèsmata, prèpei
kai kĹje Ĺllh pijană epilogă twn sunartăsewn f−(s), f+(s) na ikanopoieÐ tic
sqèseic (1.71).
’Opwc parathroÔme stic sqèseic (1.67) kai (1.69), qrhsimopoieÐtai ènac koi-
nìc tanustăc se ìla ta kanĹlia ui thc eikìnac gia ton èlegqo thc diĹqushc,
dhladă h diĹqush gÐnetai se ìla ta kanĹlia me ton Ðdio trìpo (to Ðdio qarakth-
ristikì sunantăsame kai sthn MDE (1.63)). ’Etsi, apofeÔgetai mh epijumhtă
sÔzeuxh twn kanaliÿn (h epijumhtă gÐnetai mèsw tou upologismoÔ tou domi-
koÔ tanustă Jρ(∇u)), h opoÐa ja odhgoÔse se metaforĹ diĹqushc apì to
èna kanĹli sto Ĺllo (sthn perÐptwsh twn ègqrwmwn eikìnwn autì ja sămaine
emfĹnish qrwmĹtwn Ĺsqetwn me thn arqikă eikìna).

’Opwc anafèretai sta [52, 55], h exÐswsh (1.67) isodunameÐ me epanalh-
ptikèc (gia kĹje apeirostì qronikì băma) sunelÐxeic me prosanatolismènouc
Gaussian purănec, oi opoÐoi prosanatolÐzontai kai ekteÐnontai sÔmfwna me
ton tanustă T 2. Pio sugkekrimèna, se kĹje shmeÐo kai kĹje qronikă stigmă,
o Gaussian purănac sunèlixhc ekteÐnetai sthn dieÔjunsh tou idiodianÔsmatoc
θ∗− (θ∗+) tìso perissìtero, ìso megalÔterh eÐnai h idiotimă f− (f+). ’Etsi,

2στην ενότητα 4.1, θα µεlετήσουµε περαιτέρω την ισοδυναµία αυτή.
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���� 6�� ��� '��#� ����� ,��'�$�#�!�'�� $!� '��.���'� L(u) #�� $"��."� ���
��
���
 �smoothness� �� "!���� u� 6�� #��.-"��$�� $!� ������ '��.���'�
-"������ ���$�+ $#��"! �� ���/"! '��� ���%���� �"���� $��/�	

L(u) = f (∇u,H)

�#�� H � ,)���� Hessian ���
 �� u� �� '�����/"! '�� ;=> "#�%����� ���
7�#%�'���� ��� �� #"��.$��. ���	

L(u) = ∇2u = trace(H)

3��'�� � �*� #�� "�'������ "!��� � ���%����	

∂u

∂t
= ‖∇u‖ ξ · ∇L(u) = ‖∇u‖ ∂L(u)

∂ξ
1��(2

�#�� ξ =
(

∇u
‖∇u‖

)⊥
� -�%�-� �� $���-��!� -�.��'$�� "/�#��$"���� '��� �'�N:�

��$#+%� #�� -���,"��� �#� �� �.�" '�$"!��
�#�$��)� � �*� 1��(2 "&"%!''"��� $"��/������ ��� #%���/��!� ��

�$�%����� 1�#) ���� "�/�.5"��� �#� ��� L(u)2 �#� �� '+���� �� #"���,�
inpainting � '�� "')�"���� ��� ���. $��� �)� �������'�"��'$��)� �'�N0
:�� ���$$��� 3���� � "&�%�&� /�.'"� '��� ���.'��'� �'����#!�� �#� ���
1��(2� �,��$" 1"/�'�� ‖∇u‖ �= 02	

∂L(u)

∂ξ
= 0 1���2

#�� '�$�!�"� ���� � "����� '�$#%����"��� '�� "')�"���� �� � ��'� �'�"�
���. $��� $�� �'�N:�+� � $����'� �$�%����� L(u) �� #���$��"� '���"���

3�$)� %��) �� �%"�:� "#�����)�!� $"��&+ �)� �'�N:��� � #���#.�)
"&�%�&� $"��/��. $#��"! �� ����%�&"� '" '�����+'"� $"��&+ ��� ��� �#�0
��$� '#�'!$��� �)� ��$#�%��� 6�� ��� %��� ���� ��� ��� �� ����'��+� ��
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� $���-� ����� #��. ��� #�)����#!� �� ��� �� ',"���. �����#������.
�#��"%�'$��. ��� #����'�.5"� �� $"�������$� ��� � �*� -"� ����/���"� �#�
$��� �� �� "#��+,"� ��� "#���$��� '�$#"��/��. ��� ��� ���� �#���"!��� ��
#��"$�%��"! �#� �*� $� ���$$��� -�.,�'�� 3�#) �� -�+$" '�� '���,"���
.%%" �*� ����/������ $" #�� /�'��� ���#� �� "��.&��� �� -+� ���� -��0
-���'!" '" $!� ����� ���� �#!'�� �#) ���/��"��� '�� ;(A>� � "#�%��� ��
7�#%�'���� '�� $���� �� �$�%����� #����'�.5"� �.#��� #���%�$���� 
��0
�� �#� �%�� � ���.'��'� �'����#!� -"� "!��� $��/�%����. ���%�!)��� ���$��
� �#�!��'� '���"�� $����'� �$�%����� L(u) ���. $��� $�� �'�N:�+
1�%� ',�'� 1���22 "!��� '" #�%%� #"��#��'"� �#"���%���� $" ��� ������ ���
'" /�'��� "����"� � 7�#%�'���� '����) �%%.5"� ���. $��� $�� �'�N:�+
��$#+%� $" ',"���. $"�.%� $����

 �% Total Variation Inpainting

�� Chan ��� Shen ;( > #���"���� ��� "/��$��� �� "%�,�'��#�!�'� ��
�%��� �"����%� 1TV2� #�� #����'�.'�$" '��� "������ (�< ��� ��� ?"%�!)0
'� "����)�� ��� '�� #���%�$� Inpainting ���$)��� "����)�� ��� '���,"��� �
Kang ;�F> "#���"��" ��� �-�� ���� '�� -����'$����� "����"� ,��'�$�#����0
�� ��� *����'$����� �%��� �"����%� 1�%� ',�'� 1(�G<2 '��� "������ (�A2�
�-�� �� $"%"��'��$" ���"��"!�� �� $���-� ��� �� -����'$����� "����"�
���/������ '�� "�-��� #"�!#�)'� �� $���-� ��� �� ���$)�� "����" 1����
N = 12�

� $���-� ����� %��#��� '��!'����� '��� �������'�"�� �� "����� "���
�� #"���,� inpainting� $" ������ ���#� �'�" �� "%�,�'��#��"!��� � �%���
�"����%�� �.�� �� �#�!� -!�"� �����#������. �#��"%�'$��� ��� ��� �����#���
�#���� ���!%�:�� �#) ��� '��� #"�!#�)'� �� �#�������#�!�'� 1"/�'��
������ -"� �#.�,"� �/�2�


�� '���"���$���� �")��+$" $!� "����� u0� ���'$��� '�� �%"�'�� ,)�!�
Ω� #�� �� %"!#"� ��� '+��%� �#� ��$$.��� �� �%%. "#�#%��� �")��+$" ���
#"���,"� #��'�"���� ������� �" '��#� �� Inpainting �� #"���,� � �%%.
��� ��� �#�$.����'� ��� ���+��� �&) �#� ��� �� � $���-� '��!'����� '���
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J [u] =

∫∫
Ω

‖∇u‖ dx +
λ

2

∫∫
Ω\�

∥∥u − u0
∥∥2

dx 1��G2


��#"� �� ����'�"! ��� � -"+�"�� �%��%��)'� �!�"��� $��� '��� #"���,� Ω\��
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�#�� �#.�,"� ��,��� #%���/��!� u0 ��� �#) �,��$" -"� 1�%� "������ (�<2� "!0
��� ��� '������'���� #���� ��� ��� �#�'��'� �#� ��� ��,��� "������ ���$��
� ��� #�'������ λ #��#"� �� "&���.��� �#� ��� �',+ ��� ���+��� 1����'���0
/) ��.%���2 ��� "�/�.5"� ��� �'����#!� ��.$"'� '��� -+� ����� ��� ���
#"���,� 1�%� "������ (�<2� � -��-���'!� �� �#�������#�!�'�� #��.%%�%� $"
�� inpainting� "!��� '�$������ ���$� ��� ���� � �',+ ��� ���+��� "!��� $�����
�� ���� -���� �%%�� 1���� �!�"��� $��� inpainting2� �#) �,��$" #�������'"�
��� #"���$����.� "�� �� �")$"����� -�$� 1#"��",�$"��2 $#��"! �� '��",!5��0
��� '��� � $" "#���,!�� "$/��!5"��� $!� �#���$� $"�.��'� �#� #"���,� $"
������ 1"��� �� �2 '" #"���,� ,)�! ������ 1"��� �� �2� 9� �"��0
�� ���� �.�"� �� �#���%"'$� �� "!��� %����"�� "�,.��'�� ��� ��� �����#���
���'��

�%�,�'��#������ ���. �� ��)'�. ��� 1 �� 2� �#� �� Euler-Lagrange
�&�'�'"� ��� ,��'�$�#������ ��� ��,+�"�� ����-��� #���+#�"� � �*�	

∀ i = 1, .., N :⎧⎨
⎩

∂ui

∂t
= div

(
1

‖∇u‖∇ui

)
+ λ(ui − u0

i ) , x ∈ Ω \�
∂ui

∂t
= div

(
1

‖∇u‖∇ui

)
, x ∈ �

1��<2

���� "�-��� #"�!#�)'� �#�� -"� �#.�,"� ������ 1λ → ∞ ��� �� '������'��0
�� 1 �� 22� � "����� #��/��� -"� $"���.%%"��� �&) �#� ��� � ��� ��'� ��
#���%�$� "%�,�'��#�!�'� �!�"���	

min
u:�→�N

∫∫
�

‖∇u‖ dx 1�� 2

�#� ��� #"�����'$�	 u(x) = u0(x) , x ∈ ∂�� � "%�,�'��#�!�'� ���� ����%�0
�"� '��� �#%�+'�"�� �*�	

∂ui

∂t
= div

(
1

‖∇u‖∇ui

)
, x ∈ � (i = 1, .., N) 1��A2

$" '�������� '������	

u(x) = u0(x) , x ∈ ∂� 1��=2


��#"� �� '�$"�)�"! ��� '��� ���.'��'� �'����#!� �� "&!')'� 1��A2� '" ��0
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��� ���+��� 1�%� "������ (�A2� -"� #���+#�"� $!� "�/�%�'$��� "����� 1�#"�0
��%��. "&�$�%�$���2� �%%. � �������'�"��'$��� "����� #�� $� "�-��/��"�
1%��) �� '�������� '������ 1��=22�



48 AnĹlush mejìdwn MDE gia to prìblhma tou Inpainting

AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti h mèjodoc TV Inpainting èqei arketĹ kalĹ apo-
telèsmata, idiaÐtera ìtan ta kommĹtia pou sunistoÔn thn perioqă D èqoun
sqetikĹ mikrì pĹqoc. ’Omwc, parousiĹzei kai kĹpoia shmantikĹ meionektăma-
ta (ìpwc anafèretai kai sto [16] gia bajmwtèc eikìnec). Prÿta apì ìla,
h mèjodoc aută suqnĹ apotugqĹnei na sundèsei dÔo mèrh enìc antikeimènou
ìtan parembĹlletai apìstash megĹlou măkouc, lìgw uyhloÔ kìstouc sto
sunarthsiakì TV thc ènwshc megĹlhc apìstashc. EpÐshc, gia thn perÐptwsh
inpainting gkrÐzwn eikìnwn (N = 1), mporeÐ na diapistwjeÐ ìti to sunarth-
siakì elattÿnetai ìso mikrìtero eÐnai to măkoc twn isoôyÿn kampulÿn, me
apotèlesma h mèjodoc na epanenÿnei ousiastikĹ tic spasmènec isoôyeÐc me
eujÔgramma tmămata. Gia tic dianusmatikèc eikìnec (N ≥ 2), den mporeÐ na
upĹrxei anĹlogh gewmetrikă ermhneÐa, allĹ ja mporoÔsame na poÔme ìti, ìpwc
diapistÿsame kai peiramatikĹ, h sumperiforĹ thc mejìdou eÐnai parìmoia kai
to meionèkthma autì epekteÐnetai kai sthn perÐptwsh aută.

2.3.1 Tropopoiăseic thc mejìdou Total Variation

’Opwc eÐdame sthn enìthta 1.6 (bl. sqèsh (1.41)), h MDE (2.6) mporeÐ
na tropopoihjeÐ, qrhsimopoiÿntac ε-exomĹlunsh (ε-regularization), ÿste sta
shmeÐa ìpou ‖∇u‖ = 0 na mhn mhdenÐzetai o paronomastăc. ’Etsi, prokÔptei
h exÐswsh:

∂ui

∂t
= div

(
1

‖∇u‖ε

∇ui

)
, x ∈ D (i = 1, .., N), (2.8)

ìpou: ‖∇u‖ε :=
√

ε2 + ‖∇u‖2.

MÐa Ĺllh tropopoÐhsh tou Total Variation Inpainting, gia thn eidikă pe-
rÐptwsh twn bajmwtÿn eikìnwn (N = 1) anafèretai sto [16]. Sugkekrimèna,
h tropopoÐhsh aută sunÐstatai ston pollaplasiasmì tou dexioÔ mèlouc thc
exÐswshc (2.6) (gia N = 1) me th nìrma ‖∇u‖, opìte prokÔptei, ìpwc èqou-
me dei, h MDE thc KÐnhshc Mèshc Kampulìthtac - MCM (bl. enìthta 1.4,
sqèsh (1.29)). H MDE aută katalăgei sthn Ðdia katĹstash isorropÐac me
thn (2.6) (gia N = 1), dÐnontac ètsi Ðdia apotelèsmata, akoloujÿntac ìmwc
diaforetikă qronikă roă. ’Opwc anafèretai sto [16], h roă aută metĹ thn
tropopoÐhsh parousiĹzei to pleonèkthma ìti eÐnai morfologikĹ ametĹblhth
(morphologically invariant), den exartĹtai dhladă apì opoiadăpote allagă
sthn antÐjesh (contrast) thc eikìnac. EpÐshc, h tropopoÐhsh aută epitaqÔnei
kai thn arijmhtikă sÔgklish. 1

1όπωc θα δούµε στην υποενότητα 5.2.2, έχει προταθεί επίσηc ο αlγόριθµοc του Digital TV



2.4 DiĹqush OdhgoÔmenh apì thn Kampulìthta (Curvature
Driven Diffusion) 49

EpÐshc, san mia Ĺllh tropopoÐhsh tou Total Variation Inpainting, proteÐ-
noume edÿ mÐa Ĺmesh kai aplă genÐkeush (mèsw thc nìrmac ‖∇u‖) thc KÐnhshc
Mèshc Kampulìthtac - MCM stic dianusmatikèc eikìnec: pollaplasiĹzoume
to dexÐ mèloc thc exÐswshc (2.6) (gia th genikă perÐptwsh N ≥ 1) me ‖∇u‖.
’Etsi, proteÐnoume thn akìloujh MDE:

∂ui

∂t
= ‖∇u‖ div

(
1

‖∇u‖∇ui

)
, x ∈ D (i = 1, .., N), (2.9)

gia thn opoÐa qrhsimopoioÔme thn onomasÐa Stajmismènh TV PDE. ’Otan
N = 1, h MDE (2.9) perigrĹfei thn KÐnhsh Mèshc Kampulìthtac. Profa-
nÿc, ìpwc kai prin, h MDE katalăgei sthn Ðdia katĹstash isorropÐac me thn
(2.6) (gia N ≥ 1), akoloujÿntac ìmwc Ĺllh qronikă roă. Gia antÐstoiqouc
lìgouc me thn aplă perÐptwsh, h roă aută sugklÐnei pio grăgora apì thn
(2.6) sthn katĹstash isorropÐac. ’Opwc sthn perÐptwsh thc (2.6) kai gia
touc Ðdiouc lìgouc, tropopoioÔme thn (2.9) qrhsimopoiÿntac ε-exomĹlunsh,
opìte prokÔptei h MDE:

∂ui

∂t
= ‖∇u‖ div

(
1

‖∇u‖ε

∇ui

)
, x ∈ D (i = 1, .., N) (2.10)

2.4 DiĹqush OdhgoÔmenh apì thn Kampu-
lìthta (Curvature Driven Diffusion)

Gia na antimetwpisteÐ to prìblhma thc apotuqÐac sundèsewn megĹlou mă-
kouc pou ìpwc eÐdame parousiĹzei to TV Inpainting, oi Chan kai Shen [17]
tropopoÐhsan thn exÐswsh thc mejìdou autăc (gia N = 1), ÿste o suntele-
stăc diĹqushc na auxĹnetai me thn aÔxhsh thc kampulìthtac κ twn isoôyÿn
grammÿn. ’Etsi, eisăgagan thn exăc MDE gia inpainting bajmwtÿn eikìnwn:

∂u

∂t
= div

(
f(|κ|)
‖∇u‖∇u

)
, κ = div

( ∇u

‖∇u‖
)

(2.11)

ìpou f(s), s ∈ [0, +∞) suneqăc, aÔxousa sunĹrthsh, me f(0) = 0 kai f(s →
+∞) = ∞. Sto [17], oi suggrafeÐc kĹnoun thn exăc epilogă gia thn sunĹr-
thsh aută: f(s) = sp, p ≥ 1.

H diĹqush (2.11) onomĹzetai DiĹqush OdhgoÔmenh apì thn Kampulìthta
(Curvature Driven Diffusion - CDD).

Filter [13], που συγκlίνει ακόµα γρηγορότερα στην διακριτοποιηµένη κατάσταση ισορροπίαc
τηc (2.6), αllά δεν προκύπτει, όπωc εδώ, από κάποιο συνεχέc µοντέlο.
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��� Shen ;(�> $"%���'�� �� $����%� ���� ��� �� inpainting �#� �� '��#!� ��
"%�,�'��#�!�'� '������'����+ ��� ����%�&�� '" $!� $���-� �*�� #�� ��
#����'�.'��$" '��� "������ ���� ��� � �#�!� ���. $!� ������� "��#��"! 1���
���$)�� "����"2 �� $"��-�� �)� #�����+$"�)� #�����./)��

�� Chan� Kang ��� Shen ,��'�$�#�!�'�� ��� ���%���� �"���� "����"���



��� Euler’s Elastica Inpainting ��

��'�'$��� '��� ��$#�%����� κ	

J [u] =

∫∫
�

φ(κ) ‖∇u‖ dx 1��(G2

�#�� φ(s) "!��� $!� �$�%�� �,� �+&��'� '��.���'� ��� |κ|� $" φ(s → ±∞) =
+∞� � "�-��� #"�!#�)'� #�� ,��'�$�#�!�'�� �� '�����/"! "!��� � "����"��
�� Euler’s Elastica� #�� #���+#�"� ����	

φ(s) = a + bs2, a, b > 0 1��(<2

�#� �� Euler-Lagrange �&�'�'"�� � "%�,�'��#�!�'� �� "����"�� 1��(G2
�-��"! '��� �*� 1�%� ;(�> ��� ��� �#�-"�&�2	

∂u

∂t
= div(V ), V = φ(κ)n − 1

‖∇u‖
∂ (φ′(κ) ‖∇u‖)

∂ξ
ξ 1��( 2

�#�� n = ∇u
‖∇u‖ ��� ξ = n⊥ �� �.�"�� ��� "/�#��$"����� ���!'���,�� $���0

-��!� -�.��'$� '��� �'�N:� ��$#+%� #�� -���,"��� �#� �� �.�" '�$"!�� 9�
-����'$����� #"-!� V "!��� �� ����� ���� ��� $�,���'$�+ -�.,�'�� ".� ����
"�-)�"! '�� $"��/��. +%��

� ��� V $#��"! �� ���%��"! '" $!� ��� Vn� �.�"�� '�� �'�N:� ��$#+%"
��� $!� ��� Vξ� #��.%%�%� '" ����� -�%�-�	

V = Vn + Vξ

�#�� �� -+� ���� '���'��'" �� V -!������ �#� �� ',�'"�	

Vn = φ(κ)n,

Vξ = − 1

‖∇u‖
∂ (φ′(κ) ‖∇u‖)

∂ξ
ξ


�������+$" ��� � ��� Vn ����'���,"! ������ '��� $���-� CDD 1�%�
',�'� 1��((2 '��� "������ ��<2� �� "#�%"�"! '��.���'� g(κ) = φ(κ)� �� ����
-���� � '��"�'/��. �� ��� Vn '��� ��,+���� �� �*� 1��( 2 ��./"���
1%��) ��� ��� n = ∇u

‖∇u‖2	

div(Vn) = div

(
φ(κ)

∇u

‖∇u‖
)

�#!'�� $#��"! "+��%� �� -��#�'�)�"! ��� � �#��%�'� �� Vξ ��./"��� ) "&�	

div(Vξ) = ‖∇u‖ ξ · ∇
( −1

‖∇u‖2

∂ (φ′(κ) ‖∇u‖)
∂ξ

)
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�����!����� ��� ',�'� ���� $" ��� �*� 1��(2� #�������+$" ��� � ���
div(Vξ) ����'���,"! ������ '��� $���-� BSCB �� "������ ���� $" $����'�
�$�%�����	

L(u) =
−1

‖∇u‖2

∂ (φ′(κ) ‖∇u‖)
∂ξ

��$#"��!���$" %��#�� ��� � $���-� ���� '��-�.5"� ��� $�,���'$� $"��0
/��. �$�%����� �� $"��-�� BSCB ��� ��� $�,���'$� �� -�.,�'� ��
$"��-�� CDD�

���� ',�'� 1��(<2� � ��� a ����'���,"! '�� TV Inpainting 1�� �#�!� $#�0
�"! �� �")���"! '�� "�-��� #"�!#�)'� �� $"��-�� ���� $" b = 02 "�� � ���
b ����'���,"! '" ��)'� �)� �'�N:�� $" �$�%� ��$#+%"� 3��'�� ���� � %���
b/a $"��%��"�� �� "��'"� �!������ �$�%��"�" "�� #��.%%�%� �� '��-�'"�
$"�.%�� $���� #���$���#���+���� #�� "+��%� 1%��) ��� ��� �� ��'�� ���
$����!�"�2� ?%�#��$" %��#��� ��� � $���-� ���� &"#"��."� �� $"���"���$���
�)� #�����+$"�)� $"��-)��

 �/ 2� ������ ����,��� 	����������6�
�	��� ��� ���	�� ��� ����

�" '��#� �� inpainting ���$)��� "����)�� �� Ballester, Bertalmio, Ca-
selles, Sapiro ��� Verdera ;G� <> #���"���� ��� .%%� #���%�$� "%�,�'��#�!�'��
#���$��� $" ��� $���-� Euler’s Elastica� #�� ��� ���� ,��'�$�#��"! ��� ��$0
#�%����� κ 1$!� ,�%.�)'� �� '���"���$���2� �� B $!� 5��� #�� #"���.%%"�
#"��$"����. ��� #"���,� inpainting � ��� '��� �#�!� � "����� u0 "!��� ��)'���
� $���-� ��� '��!'����� '��� "%�,�'��#�!�'� ��� '������'����+	

E[θ, u] =

∫∫
�∪B

|div(θ)| (γ + β ‖∇Kσ ∗ u‖)dx 1��(A2

�#� ��� #"�����'$�+	

u = u0,θ = θ0 '��� B, ‖∇u‖−θ ·∇u = 0 '��� B∪�, ‖θ‖ ≤ 1, |u| ≤ M
1��(=2

�#�� p > 1, γ > 0, β ≥ 0� θ0 �� -����'$����� #"-!� �)� ���"��+�'")� ��
∇u0 ��� M � $���'�� �#�%��� ��$� �� u0 '�� 5��� B� ���$�� Kσ "!��� ���
#����� "&�$.%��'� 1'����) Gaussian2 $" $���� ��#��� �#��%�'� σ� #��
,��'�$�#��"!��� ��� �")������+ %����� �'�" � +#��&� %+'� ��� #���%�0
$��� "%�,�'��#�!�'� �� "!��� "&�'/�%�'$���� ?%�#��$" ���� "��� �#� ���
"������ �")�"!��� .��)'�� '��� #"���,� inpainting ��� �� -����'$����� #"-!�
θ� ��� ���� � $���-� ���� ���$.5"��� -�� ��	��� �
������� �	
����
	���



��! Inpainting #� �"� ������-���,5 �?�#��	��" ���
Tschumperlé-Deriche ��

������ �
	 ��	����� �� #��	 �Joint interpolation of vector fields and gray
levels��

9� -����'$����� #"-!� θ �#��"%"! �"�!�"�'� ��� $���-��!�� -���+'$����
�.�"��� '�� �'�N:"! 1,)�! �$) �� "!��� #����+ !'� $" ����2 ��� "!��� "�-"�0
����� �� -�"+���'� �)� ��$#�%�� ������ 3��'�� � ��� div(θ) ����'���,"!
'��� ��$#�%����� κ� � #��'����'� ���� ��� �� #"-!� θ "!��� ��� �#� ��
'�$�����. '�$"!� �� $"��-�� ��� #����'�.5"� �� #%"������$� ��� �� #"-!0
� ���� "&"%!''"��� $" $"��%+�"�� "�"%�&!� ��� �� "#�#"-�'+��%� $#���+� ��
'��",�'��+� $" �$�%� ���#� '�� "')�"���� �� #"���,� ��

J��'�$�#������ ��� ��,+�"�� ����-�� ��� ��� "%�,�'��#�!�'� ��� 1��(A2�
#���+#�"� �� "&� '+'��$� -+� '�5"��$��)� �*� 1$!� ��� �� θ ��� $!� ���
��� u2	 {

∂θ
∂t

= −∇θE[θ, u]
∂u
∂t

= −∇uE[θ, u]
, x ∈ B ∪�

'�$#%��)$��� $" �� ���!'���,� '�������. -"-�$��� ��� ��,��� '�����"� ��
#"�����'$�! 1��(=2 $#���+� �� "�')$��)��+� '��� -��-���'!� "!�" #��'�����0
�� ���� #���� '�� '������'����� "!�" $" #����%� $"�. �#� �.�" ,������
��$��

 �1 Inpainting �� ��� 2���������� ����
)
����� ��� Tschumperlé-Deriche

�!� .%%� $���-� inpainting -����'$������ "����)� #���.���" �#� ���
Tschumperlé ��� Deriche ; ��   >� �� �#�!�� "/.�$�'�� ��� ���'����#��� -�.0
,�'� #�� "�'������ 1�%� "������ (�(�2 ��� '�� #���%�$� ����� 6�� ���
"/��$��� ����� "#�%"&�� � "&�$.%��'� �� �!�"��� $��� ���. ��� -�"+���'�
�)� ��$�� θ∗

− 1#�� ����'���,"! '" "#�%��� f+ = 02� �#��" � �*� 1(�A=2
�!�"���	

∂u

∂t
= f−

(√
λ∗

+ + λ∗−
) ∂2u

∂θ∗2
−

, x ∈ � 1��(F2

�#��� ���. �� ��)'�.� λ∗
+, λ∗

− ��� θ∗
+,θ∗

− �� �-����$� ��� �� �-��-���+'$���
��� ���	��� 
����	

Jρ(∇u) = Kρ ∗
N∑

i=1

∇ui (∇ui)
T 1��(@2

�!� ���.%%�%� "#�%��� ��� ��� f−(s) "!��� ��� #.%� � "&� 1�%� ; �>2	

f−(s) =
1√

1 + s2
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3�#) ���/��"��� '�� ; �>� � �*� 1��(F2 "��"%"! "&�$.%��'� $��� ���.
��� -�"+���'� �)� ��$�� θ∗

− $" '��#� �� "#��"�������� �� '#�'$��" -�$�
�� -����'$����� "������ 3��'�� '" ���!�"'� $" ��� "/��$��� �� $"��-��
��� ��� �#�$.����'� ��� ���+���� "-� -"� ,��'�$�#��"!��� ����%�� � -�"+0
���'� θ∗

+� -���� �#.�,"� � �!�-��� �� #���%��"! ��%)$� �)� -�$��� "���
�� #"���,� inpainting ��

� "&�$.%��'� 1��(@2 '��� ����'�� ��� ��� �#�%���'$� �� ���$� N ∗
+ =√

λ∗
+ + λ∗− �,"� �� #%"������$� ���� '" �.�" '�$"!� %�$�.�"��� �#�:�� ��� �

�+�) #"���,� ���� $" �#���%"'$� � '�$#%��)'� ��� -���+'$��� u '��� �
�� "!��� #�� '��"������ �#!'�� � "&�$.%��'� ���� -!�"� �$/�'� '�� �����"
-�$� �� "����� ��� ����."� ��� -��-���'!� inpainting� 3��'�� � "#�%��� ��
#���$����� ρ "&���.��� �#� �� $��"�� �)� ��$$����� #�� %"!#����

�"�������$� �� $"��-�� "!��� ��� � -�.,�'� $��� ���. ��� -�"+���'� θ∗
−

1#���%� #�� "!��� #�� �#��"%"'$����� �#� ��� -�.,�'� ��� ���. �� -+� ��0
�"��+�'"�2 "$/��!5"� ��� ���� �.#��� #���%�$���� �" �.#��" #"��#��'"��
�� '��-�'"� �)� -�$�� �� "����� -"� �!������ $" �����#������� ���#� ���
-�$�����+���� :"+���" ��$�� ���$�� '��� #"�!#�)'� #�� %"!#��� ��$$.���
$" $"�.%� #.,�� ��� ��� "#���$��� "#����)'� �)� -�$�� �� "������ �#��0
�"!��� $"�.%� ��$� �� #���$����� σ� �.�� �� �#�!� �$) �-��"! '" �#���%"'$�
�#"���%��� '���,� #�� /�!�"��� ������ �",�����

 �3 ;������ ���� �������� ��� ��� ���)
����� ��� ���������6� 	��6� ��� 	��)
��������6� ������� ��� �:������ ����
��� Inpainting

��� "�����" #�� #����������� #����'�.'�$" ���"�� �#� �� �#.�,��'"
$"��-�� �*� -�.,�'� ��� Inpainting ���$)��� ��� -����'$������ "���0
�)�� �#� ��� #����'!�'� ����� �!�"��� /��"�� ��� �� #���%�$� Inpainting �,"�
-�"�"����"! '" #�%+ $"��%+�"�� ���$� ��� �� ���$)�� "����" '" ',�'� $"
�� -����'$����� "����"� �.�� �� �#�!� �,"� �-���'"� '" #"��''��"�" ��� #��
�#��"%"'$����� $"��-��� 6�� #��.-"��$�� �� $���-�� $	)���� ���#������

�� ��  
������
 �CDD� ��� Euler’s Elastica Inpainting� �#) "!-�$" �
,��'�$�#���+� ��� ��� �������'�"�� ��� ,��'�$� $����'� �� ��$#�%�����
�)� �'�N:�� ���$$��� �" ��� ���#� ����� �� ��$� �� "����� '��",!5�����
'��� #"���,� #�� %"!#"� $" ���#� �$�%� ��� '+$/)�� $" ��� �#���� ���!%�0
:� ��� �����#��� ��$#"��!���$" %��#�� ��� �� ���� "#���$��� $���-�� $"
���!'���,� '�$#"��/��. �� ���#��,��+� ��� ��� �� -����'$����� "����"�
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&�#>� ��� &���	�#���,>� ��,%��� ,�� ���-#�)5 ��	� ���
Inpainting ��

�" �!����� %��#�� ��� ��.#��&� �����)� $"��-)� ��� �� -����'$�����
"����"� #���"!���$" '��� "������ ���� $�� �"�!�"�'� '�� -����'$����� "�0
���" �� ������ �� ��$#�%����� �)� �'�N:�� ���$$��� ��� '���,"��
�',�%�+$�'�" ��� $" $!� "/��$��� �� �-�� ����� ���#�+''���� $!� $���0
-� #�� �"���"+"� ��� ��$#�%����� ����� 
��#"� �� '�$"��'��$" ��� � �"�!0
�"�'� ���� -"� �� $#���+'" �� �!�"� .$"'�� $�� ��� �� -����'$����� "����"
1N ≥ 22 -"� �,��� �'�N:"� ���$$�� �� ���� -���� ��� �� -����'$����� "�0
���" ��� #����$�����+ ��'$�� 1#�,� ��,�)$" /)�����/!"2 �� '+��%� �)�
'�$"!)� $" '���"�� ��$� -"� "!��� #%��� ��$#+%�� �%%. $"$��)$��� '�$"!0
�� �#�#��'�"��� �� ���%����'��$" $!� .$"'� ��� #��/��� ����$"��#�'� ���
#���%�$��� Inpainting -����'$������ "����)�� "/��$�5���� �.#��� $���-�
��'�'$��� '��� ��$#�%����� '" �.�" ���.%� �� ,)��'�.� ���" �� �#��"%�0
'$��� -"� "!��� ����%�� �����#������.� ����"���$���� �#.�,"� � �!�-��� '"
�.�" ���.%� �� ��$� �� �������'�"��'��+� $" -��/��"���� ���#� 1�/�+ -"�
%�$�.������ �#�:�� �%� �� �#�%��#� ���.%��2 $" �#���%"'$� �� #����'�.5"���
$!� '+�,�'� �)� �")$"������ -�$�� '�� �"%��� -����'$����� "������ 6��
��� #���#.�) %����� ,�"�.5"��� ��� #�� #"�!#%��� ,"���'$� �� $"����0
%� ��� �)� �")$"������ -�$�� �� -����'$����� "������ ��� �� $#���'"�
�� �"���"��"! � ,��'� �� ��$#�%������ �#) ���� #�� #���"!���$" '��
'���,"���

(�0��  ���1��� 	�$%����� ����2��#� ��� "�����&����
 ���&�!���� ,���&�������� ���!���

3�#) �,��$" ���/��"�� �� �'�N:"! ���$$� $�� ���$)�� "����� u �,���
'" �.�" '�$"!� '�� �.�"�� $���-��!� -�.��'$� ��	

n =
∇u

‖∇u‖
�#!'�� �� $���-��!� -�.��'$� ξ = n⊥ "!��� "/�#��$"�� '�� ���$$� ���� ���
'" �.�" '�$"!� ��!5"� ��� -�"+���'� '��� �#�!� � "����� #���$��"� '���"���

6�� $!� �"�!�"�'� �)� #���#.�) '��� #"�!#�)'� $�� -����'$����� "�0
���� u� ,��'�$�#���+$" �� ���
 Di Zenzo 1�%� "������ (�(�<2� � �#�!�
%�$�.�"� �#�:�� �� �%� �� ���.%�� �� "����� ��� ��!5"��� �#� �� ',�'�	

G =
N∑

i=1

∇ui (∇ui)
T 1����2

3�#) �,��$" '�$"��'"� 1�%� "������ (�(�<2� �� $���-��!� �-��-�.��'$� θ+ ��
$���� G ��!5"� ��� -�"+���'� �� $���'�� -����'$����� $"����%� �� "���0
��� "�� �� $���-��!� �-��-�.��'$� θ− ��� -�"+���'� �� "%.,�'�� $"����%��
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ApoteloÔn sunepÿc genÐkeush stic dianusmatikèc eikìnec twn dianusmĹtwn n
kai ξ. Prèpei na tonisteÐ ìti gia N ≥ 2, sunăjwc èqoume metabolă akìma kai
sthn dieÔjunsh θ−, se antÐjesh me thn perÐptwsh N = 1 (bajmwtèc eikìnec),
ìpou h metabolă aută eÐnai 0. Autì ofeÐletai sto ìti emplèkontai pollĹ ka-
nĹlia sthn diamìrfwsh tou dianÔsmatoc u, kĹje èna apì ta opoÐa mporeÐ na
èqei sto shmeÐo autì th dikă tou dieÔjunsh mhdenikăc metabolăc. Ta parapĹ-
nw eÐnai kai o lìgoc pou, ìpwc eÐpame, h stajeră timă tou dianÔsmatoc u den
orÐzei, stic perissìterec periptÿseic, kampÔlh.

Me bĹsh ta parapĹnw, orÐzoume katarqăn mÐa oikogèneia kampulÿn gia
mÐa dianusmatikă eikìna, pou apoteleÐ genÐkeush twn isoôyÿn grammÿn miac
bajmwtăc eikìnac. H genÐkeush aută sthrÐzetai sthn paratărhsh ìti, afoÔ to
diĹnusma ξ eÐnai se kĹje shmeÐo efaptìmeno stic isoôyeÐc grammèc, oi grammèc
autèc mporoÔn na eidwjoÔn san oi dunamikèc grammèc tou dianusmatikoÔ pedÐou
ξ 2. ’Etsi, kĹnoume ton exăc orismì:

Orismìc 2.1. OrÐzoume san KampÔlec ElĹqisthc Dianusmatikăc Metabolăc
miac dianusmatikăc eikìnac u tic dunamikèc grammèc tou monadiaÐou idiodia-
nÔsmatoc θ− thc mătrac Di Zenzo G, pou antistoiqeÐ sth mikrìterh idotimă
λ−.

Oi kampÔlec autèc eÐnai qrăsimec, diìti, ìpwc oi isoôyeÐc grammèc twn
bajmwtÿn eikìnwn, eÐnai endeiktikèc thc gewmetrikăc domăc thc dianusmatikăc
eikìnac. ’Etsi, stic dianusmatikèc akmèc kai kontĹ se autèc, oi kampÔlec autèc
paÐrnoun to sqăma twn akmÿn kai akoloujoÔn thn metabolă touc.

Epomènwc, me th boăjeia tou orismoÔ autoÔ, mporoÔme tÿra eÔkola na
genikeÔsoume kai thn kampulìthta twn isoôyÿn grammÿn, me tètoio trìpo,
ÿste h qrhsimìthta thc posìthtac autăc na metafèretai kai stic dianusmati-
kèc eikìnec. ParathroÔme ìmwc prÿta ìti, ìpwc eukola mporeÐ na diafaneÐ,
to diĹnusma θ+ eÐnai se kĹje shmeÐo kĹjeto sthn KampÔlh ElĹqisthc Dia-
nusmatikăc Metabolăc pou dièrqetai apo to shmeÐo. ’Etsi, proqwrĹme ston
akìloujo orismì:

Orismìc 2.2. OrÐzoume san Genikeumènh Kampulìthta miac dianusmatikăc
eikìnac u thn kampulìthta twn KampÔlwn ElĹqisthc Dianusmatikăc Meta-
bolăc thc u kai th sumbolÐzoume san κ̂. H κ̂ dÐnetai apì th sqèsh:

κ̂ = div (θ+) (2.21)

ìpou θ+ to monadiaÐo idiodiĹnusma thc mătrac Di Zenzo G, pou antistoiqeÐ
sth megalÔterh idiotimă λ+.

2οι δυναµικέc γραµµέc ενόc διανυσµατικού πεδίου F (x) ορίζονται σαν η οικογένεια καµ-
πυlών, τηc οποίαc κάθε καµπύlη r(t) και σε κάθε σηµείο ικανοποιεί την: r′(t)‖F (r(t))



2.8 Prìtash nèwn posotătwn gia ton qeirismì twn gewmetrikÿn
domÿn twn dianusmatikÿn eikìnwn kai efarmogă touc sto
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Shmeiÿnoume ìti an θ eÐnai h gwnÐa tou monadiaÐou dianÔsmatoc θ+, dhladă

isqÔei: θ+ =
[
cos θ sin θ

]T
, tìte h sqèsh (2.21) mporeÐ na grafeÐ:

κ̂ = − sin θ
∂θ

∂x
+ cos θ

∂θ

∂y
(2.22)

’Oson afora tic ekfrĹseic (2.21),(2.22), prèpei na shmeiÿsoume ta exăc:
’Opwc èqoume anafèrei (bl. enìthta 1.1.4), to monadiaÐo diĹnusma θ+ ekfrĹzei
thn dieÔjunsh thc mègisthc dianusmatikăc metabolăc thc eikìnac u. Epomè-
nwc, se kĹje shmeÐo antistoiqoÔn dÔo monadiaÐa dianÔsmata, to θ+ kai to−θ+,
afoÔ autĹ ekfrĹzoun thn Ðdia dieÔjunsh. To gegonìc kĹnei to dianusmatikì
pedÐo θ+ pleiìtimo, me dÔo timec se kĹje shmeÐo. Epomènwc, kai h gwnÐa θ
tou dianÔsmatoc autoÔ, pou oÔtwc ă Ĺllwc eÐnai pleiìtimh modulo 2π, gÐnetai
pleiìtimh modulo π. 3

’Etsi, jewrÿntac ìti h eikìna u den parousiĹzei asunèqeiec (kĹti pou mporeÐ
eÔkola na epiteuqjeÐ, akìma kai sth perÐptwsh asuneqeiÿn, mèsw thc exomĹ-
lunshc me bajuperatì purăna Kσ osodăpote mikrăc tupikăc apìklishc σ), gia
na orÐzetai h κ̂ prèpei sthn perioqă kĹje shmeÐou na kĹnoume tètoia epilogă
anĹmesa sta dÔo monadiaÐa dianÔsmata, ÿste to dianusmatikì pedÐo θ+ na eÐ-
nai suneqèc. To parapĹnw mporeÐ na epiteuqjeÐ eukolìtera, mèsw thc gwnÐac
θ kai thc èkfrashc (2.22), kĹnontac tètoia epilogă gia tic timèc thc θ sth
geitoniĹ kĹje shmeÐou, ÿste h θ na eÐnai suneqăc sto shmeÐo autì.

H posìthta thc Genikeumènhc Kampulìthtac pou eisĹgame eÐnai, ìpwc eÐpa-
me, to Ðdio qrăsimh me thn kampulìthta twn isoôyÿn grammÿn. ’Etsi, mporeÐ na
qrhsimeÔsei sthn apotelesmatikă genÐkeush stic dianusmatikèc eikìnec diafì-
rwn mejìdwn epexergasÐac bajmwtÿn eikìnwn. Sthn enìthta pou akoloujeÐ,
ja thn qrhsimopoiăsoume sto prìblhma Inpainting kai gia th genÐkeush thc
mejìdou CDD.

2.8.2 Prìtash miac nèac mejìdou: Genikeumènh CDD
gia dianusmatikèc eikìnec

Sthn enìthta aută genikeÔoume thn mèjodo DiĹqushc OdhgoÔmenhc apì
thn Kampulìthta (CDD) stic dianusmatikèc eikìnec. ’Opwc èqoume anafèrei
(bl. enìthta (2.4)), h CDD tropopoieÐ, gia thn perÐptwsh bajmwtÿn eikìnwn,
thn MDE tou TV Inpainting (bl. enìthta (2.3)), eisĹgontac ènan ìro f(|κ|),
o opoÐoc exartĹtai apì thn kampulìthta κ, me skopì thn antimetÿpish thc
adunamÐac tou TV Inpainting gia sundèseic megĹlou măkouc.

3∆ιευκρινίζουµε ότι µε την έκφραση h sunĹrthsh θ(x) eÐnai pleiìtimh modulo π, εννούµε
ότι, αν ένα σηµείο x αντιστοιχίζεται στη τιµή θ, τότε µπορεί να αντιστοιχισθεί και στη τιµή
θ + νπ, για οποιοδήποτε ν ∈ Z.



�/ ����	�" #�$%&�� '(� )�� �� �-%��"#� ��	 Inpainting

� �-���$!� ���� �� $"��-�� �%��� �"����%� 1TV2 '�� ���$)�� #"0
�!#�)'� $"��/��"��� ��� '��� -����'$����� #"�!#�)'� 1$" ��� *����'$�����
�%��� �"����%� 0 Vectorial TV2� #�� �#����,.�"� �� '��-�'"� �� -����0
'$����� ��$�� ���� %"!#"� ��� ',"���. $"�.%� ��$$.��� ���!'���,� $" ���
���$)�� #"�!#�)'�� $#���+$" �� #�������'��$" ��� '" ���� �� #"��#��'"�
�#���,!�� -�$������+���� -����'$����� �)�!" '�� '�$"!� �#�� �� ��$� ��0
������� '�� �#�!" � �"���"�$��� ��$#�%����� κ̂ %�$�.�"� #�%+ �:�%� ��$��
6�� ��� '��#� ����� ���#�#���+$" ��� �*� �� *����'$����� �%��� �"0
����%� 0 Vectorial TV PDE 1�%� "���� ��G� ',�'� 1��A22� "�'.����� ���
��� h(|κ̂|)� #�� ��&.�"��� $" ��� �+&�'� �� �"���"�$��� ��$#�%����� |κ̂|�
3��'�� #���"!���$" ��� "&� �*�	

∂ui

∂t
= div

(
h(|κ̂|)
‖∇u‖∇ui

)
, x ∈ � (i = 1, .., N) 1���G2

�#�� κ̂ � �"���"�$��� ��$#�%������ #�� -!�"��� �#� ��� ���'$� ��� ��� h(s), s ∈
[0, +∞) '��",�� �+&��'� '��.���'�� $" h(0) = 0 ��� h(s → +∞) = ∞� �!�
"#�%��� #�� �.���$"� #���$��� $" ��� CDD 1�%� "���� 1��<22� "!��� � "&�	

h(s) = asp 1���<2

�#�� a, p �"���� '���"���
��� $���-� ����� � '���"%"'�� -�.,�'� g = h(|κ̂|)/ ‖∇u‖ "%%����"���

$" ��� �+&�'� �� ���$� ‖∇u‖ 1���� #�,� #%�'�.5��$" '�� �������'�"��0
'$��" -����'$����� ��$�2� $" ��� !-�� ���#� �#) '��� Vectorial TV PDE�
�%%. #��.%%�%� ��&.�"��� $" ��� �+&�'� �� �"���"�$��� ��$#�%����� κ̂�
3��'�� �#� �� $!� �'� #%�'�.5��$" '�� �������'�"��'$��" -����'$�����
��$�� � '���"%"'�� -�.,�'� $����!�"�� "$#�-!5���� ��� ����'���/� ����
�#) '�$��!�"� ��� $" ��� $���-� TV Inpainting� �#� ��� .%%�� ��� '�$"!� $"
#���$��� ��$� �� ���$� ‖∇u‖ 1#�,� ���. $��� �� !-�� ��$�2� � -�.,�'�
"!��� #�� $"�.%� '�� '�$"!� $" $"��%+�"�� �"���"�$��� ��$#�%����� 1�#)
#�,� '�� ��"#��+$��" �)�!"2� '" ���!�"'� $" ��� $���-� TV Inpainting�
�#�� '�� #"�!#�)'� ���� � -�.,�'� "!��� !-���

��$#"��!���$" %��#�� ��� � $���-� #�� "�'.��$" #����'�.5"� �� #%"�0
�����$� ��� �"%����"� �� '�$#"��/��. �� $"��-�� TV Inpainting� ����$"0
�)#!5���� ��� �-���$!� �� ��� '��-�'"� $"�.%�� $���� ��� -���������
#��.%%�%� �� �"���. �� ,��������'���.� *��#�'��'�$" ���� �� �"%�!)'�
'�� �#��"%�'$��� ��� #"���$����.� �#) �� #����'�.'��$" '��� �#�"������
A���



�������	 '

������� ������� �� 
��
��� �����%	�(  ������

%�� 2�������� ��� ��+�	�� ;����,����

9� #���%�$� �� 2
�������� "	����� �Image Interpolation� �#��"%"! ���
�#� �� �"$"%��-� #���%�$��� �� �#"&"���'!� �����)� ��� �� 3���'� �#�0
%���'���� $�� ��� ����+#�"� .$"'� �#� ��� :�/��#�!�'� �)� "����)�� #��
"!��� �#���!���� ��� ��� "#"&"���'!� ��� $" �#�%���'��� � #��"$��%� $��
-������� "����� '��!'����� '��� "+�"'� $�� "����� �:�%��"�� 3��	���
"������	
� �Spatial Resolution�� -�%�-� $�� -������� "����� #�� ��!5"��� '"
#�����"�� ,)���� #%��$�� 9� #���%�$� �� 
��"$��%� �#��"%"! ��'��'���.
��� $"��/��. '�� -+� -��'�.'"� ��� #���%�$��� �+&�'� �� '�,������
-"��$���%�:!� ��� �� $���-�.'���� '�$��� 1#�,� '�$��� �,��2�

��$"�����$" ��� ��� ��� 
��"$��%� �����)� ,��'�$�#���+���� "#!'� '���
���%�����/!� �� ���%��!" ��#������ "	����� �Image Magnification� ����
��� Image Zoom �� Zooming��

9� #���%�$� �� 
��"$��%� #����'�.5"� �$������" $" �� #���%�$���
#�� #����'�.'�$" '�� #�����+$"�� �"/.%��� ��� �-��!�"�� $" �� Inpainting�
3�#) '�� Inpainting #��'#���+$" �� �������'�"�.'��$" ��� "����� '���
#"���,� #�� %"!#"�� ��'�5�$"��� '��� #%���/��!� �� "����� �+�) �#� ���
#"���,� ����� ��'� ��� '�� #���%�$� ����� #��'#���+$" �� ��&�'��$" ��� ,)0
���� "���!�"��� ��'�5�$"��� '��� #%���/��!� ,�$�%� ,)���� "���!�"��� ���
'�� -+� #"��#��'"� -�%�-�� 5���+$"�� "!���� �#� ��� �#.�,��'� #%���/��!�
�� ��,��� "������ �� ����%�&��$" '" $!� "����� $"��%+�"�� #%���/��!��

6�� ��� ��.#��&� '��",�� $����%)� ����$"��#�'� �� 
��"$��%�� ��
#���%�$� $#��"! �� �")���"! ��� �#��"%"!��� �#� -+� �#�-��-���'!"	 ���
#���� /.'� 5���+$"�� "!��� � "+�"'� $�� '��",�+ "������ �#� ��� �#�!�



 � ����	�" #�$%&�� '(� )�� �"� 0�-�#���5 ��,%���

"!��� -����� �� #���%�" � ��,��� -������� "������ 
���"���� -�%�-� ��� ��� "+0
�"'� �� %+'� "�� ���!'���/�� #���%�$���� ��� -"+�"�� /.'�� "��"%"!���
-"��$���%�:!� ���� �� '��",�+ "����� '�� �"%��� #�����"�� #%��$�� ?�0
����� #��#"� �� '�$"�)�"! ���� �"%��. '��� ����$����� �%�#�!�'�� -"� ��!'�"���
� '��",� "������ #��. $��� $!� -������� #��'����'� ��� $" �#���%"'$� ��
-+� ���� �#�-��-���'!" �� $#���+� �� "�')$��)��+� '" $!� -��-���'!��

6�� ��� "#!%�'� ��� #���%�$��� �� 
��"$��%�� �,"� ���#��,�"! $!�
#����%!� $"��-)�� �� �#�!" $#���+� �� ,)��'��+� '" -+� $"�.%" �������!"	
�� #�
��	��� ��� �� �� #�
��	���	

• �� #"��''��"�" ���$$��� $���-�� �")��+� '�� �-����� �������'�"��
��� '��",� "������ #�� #���+#�"� �� '�$#%���'��$" $" � 1zero-padding2
�� ,�$��� 1%��) -"��$���%�:!�2 /�'$����� #"��",�$"�� �� ��,��� "�0
����� 3��'�� '+$/)�� $" �� 4"���$� �� *"��$���%�:!� ��� Shannon
;<G>� � '��",� ���� "����� #���+#�"� �#� ��� -�������� $�') '���%�&�
$" #����� ��� �* '��.���'� -"��$���%�:!� 12D sinc2� 6�� �� $���-�
����� ,��'�$�#��"!��� � ���$�'!� 	�
�	�� �
�������� -���� � '���%�&� $"
��� #����� ���� -"� -�$�����"! aliasing�

3�$)� � $"��-� ���� #����'�.5"� $"�.%� ����$����� #�%�#%��������
-���� � '��.���'� sinc #�� ,��'�$�#��"! '�� #������ "��"!�"��� �#"���0
%��. '�� ,��� ��� ��%�����"���� 6�� ��� %��� ����� �,��� #�����"!
�.#��" $���-�� #�� $"������ ��� #�%�#%������� ��� �#�%���'$�+ ��
#���#.�) '���%�&� 1�%� ;A=>2 ��� ���"�� .%%" #�� ,��'�$�#���+� #��0
'����'� �� '��.���'� sinc 1�%� #�,� ;G@�  =>2� �#!'�� ��'�5�$"�" '"
#���$��� %������ �#.�,��� #�%%� ���$$��� $���-�� #�� ,��'�$�#���+�
'���%�&� �� ��,��� "����� $" .%%�� #����" '���%�&�� �� #�� -��0
-"-�$��" �#� ���� "!��� ��� #��.-"��$� �� $���-�� $"�����'� bicubic�
quadratic ��� b-spline 1�%� #�,� ;�@>� ;�G> ��� ; A� <=> ���!'���,�2�

3�%" �� ���$$��� $���-�� ,"��!5����� ��'��'���. ��� ��,��� "����� '��
#"-!� �)� '�,�����)� "��"%���� ����#"���� /�%��.��'$�� ���� �$)
�#��"%"! ��� ��� '�$������ $"�������$. ���� $�� ��� ��$$!� ������
$���-� -"� $#��"! �� �#�/+�"� '��,���) �� ��%)$� �%%. ��� �� alia-
sing� �.�� #�� �!�"��� �-��!�"�� ��'���� '��� #"�!#�)'� �',���� ��$���
6�� #��.-"��$�� ���$� ��� � �-����� #��"$��%� 1�#) ��� �� $���-�� #��
��� #��'"��!5���2� "$/��!5"� '" ���"�� #"��#��'"� ��%)$��� �#��"0
%�'$��� ���� ��� ��"#��+$��" ��%����'"� ����. '�� �',��� ��$�
1Gibbs effects2� %��) ��� #"�����'$���� "+��� ��� �� �#���$� �#���0
#� '�� /�'$����� #"�!",�$"�� �� �"%��� "������ 6�� $!� ���%�����
$"%��� �� '�$#"��/��. ��� �)� $"���"���$.�)� �)� $"��-)� ������
#���#�$#��$" '�� ;G � GA>�



��� ����,%�"�" ��� #�$%&�� 0�-�#���5�  �

• �� $� ���$$��� $���-�� #��'��$�5��� ��� �������'�"�� #�� �.�����
'+$/)�� $" ��� ��#��� '�$#"��/��. �� ��,��� "����� 1�%� #�,�
;(� ��  �>2� �" ��� ���#� ����� /������� $" -��/��"���� ���#� '��
�$��"�"! #"���,� ��� '�� #"���,� ����. '�� ��$�� 3��'�� �� $���-��
���� -!���� ��%. �#��"%�'$��� ��� ����$"�)#!5��� �� $"���"���$���
�)� ���$$���� $"��-)�� �" ���� ��� �������!� ������� ��� �� $���-��
#�� ,��'�$�#���+� �*� -�.,�'�� $" �� �#�!" �� �',�%���+$" '��
'���,"�� ��� '�� �#�%��#� ��� �"/�%�!�� ����+�

)���� 3������� ��& ���2�#����� �� ��� 5&�/#��
6������7��!����� 8Reversibility Condition9

6�� ��� ��.#��&� $�� $"��-�� ��'�'$��� '��� "%�,�'��#�!�'� '������0
'����+� �� Malgouyres ��� Guichard ;�A� G � GA> #���"!���� ��� "&� #��'��0
��'� ��� #���%�$���	 � ��,��� -������� "����� ,�$�%� ,)���� "���!�"��
z(n1, n2) �")�"!��� ��� �,"� #���%�"� �#� $!� -������� "����� u(n1, n2) $"��0
%+�"�� ,)���� "���!�"�� 1�'�) ���. ��� ������� #��.����� d ≥ 22� $" $!�
-��-���'!� -+� '��-!)�	 ��,��.� "/��$�5"��� '��� u(n1, n2) ����#"���� /�%0
��.��'$� 1'���%�&� $" �.#���� #����� s� ��� ��� �#�/��� ��� aliasing2 ���
'�� '���,"�� �#�-"��$���%�:!�� 3��'�� � -��-���'!� ���� $#��"! �� "�/��'�"!
) "&�	

z = Q(s ∗ u) 1G�(2
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�����)���� #%��$� �� u(n1, n2) '�� ������"�� #%��$� �� z(n1, n2)� *�%�-��
�� �� #%��$� ���� �,"� ,)���. ��$��� hz,x ��� hz,y� � �"%"'�� Q(·) ��!5"���
) "&�	 Q(ũ)(n1, n2) = ũ(n1d, n2d)� �#!'�� �")��+$" ��� � #����� s �,"�
���"�. $���� ,)���� ����'� 1������ �'�" �� ����#"���� /!%��� �� $�� �,"�
�#"���%��. $���� "+�� 5��� ��� ��'� �� $�� ��%��"� �#"���%��. ��� u2�

3�,���� �.�"� ��� #���-�,� ����� � %+'� u(n1, n2) ��� #���%�$��� ��

��"$��%� ���5��"!��� $��� ��.$"'� '�� '������'"� #�� �����#���+� ���
#"�����'$� 1G�(2� � �#�!� ���$.5"��� &������ -�
���4	���
� �Reversi-
bility Condition�� �" .%%� %����� '��� #��'����'� ����� �� #���%�$� 
�0
�"$��%� '��!'����� '��� "+�"'� $!� ���.%%�%� %+'� �� ������� ���0
'��":�$����� 1G�(2�


��#"� �� '�$"�)�"! ��� '��� #����'!�'� ����� �',�%�+$�'�" $��� $" ���
#"�!#�)'� �#�� �� u(x, y), z(n1, n2) ��!5����� "��� "�� �����)����+ ,)�!��
Ω ��� �")��+$" ��� "#"��"!������ #"���-��. '�� �#�%��#� "#!#"-� 1�'�) ��� ��
#%��$� ���'$�+ �� z(n1, n2) $�'� '�� Ω "!��� -��'�.'")� Mx × My2� 3��'��
$#���+$" �'�-+��$� �� �")��'��$" ��� � '���%�&� '��� '������ 1G�(2 "!���
����	�� �����	(� �circular convolution� 1�%� #�,� ;<=> ��� ��� ���'$� ��2�
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�,� -�������� 3��'�� � "+�"'� �� '��",�+ %+'� u(x, y) $#��"! �� �")���"!
'�� �� #���� '�.-�� �� 
��"$��%�� $" -"+�"�� '�.-�� �� -"��$���%�:!� ��
'�� #�����"�� #%��$�� ����%������ ��� #.%� '" $!� -������� "����� �:�%�0
�"�� "���!�"��� ���� #����'!�'� #�� ���%���"!� �")��+$" 1�#) '�� ;�A>2
��� � '��.���'� u "!��� -�������� �%%. '��� #"�!#�)'� �#�� � u �")�"!���
'��",�� $#���+� �� "&�,��+� ���"�. #���$��� �#��"%�'$����
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�%�#�!�'� �%%. "#�#%��� �-��"! '" �&��#�'�� �#��"%�'$���� ���$�� "!��� ��0
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�#� ��� .%%� #%"��. �$)� -"� "!��� "#���$��� �+�" � #����� s �� #�0
���'�.5"� #�%+ $���� ����'�� '" ',�'� $" �� �"%��� pixel� �� ���� -����� '���
#"�!#�)'� ����� �#.�,"� $!� �#"���%��. ������ -��/��. '��� ,"���'$� ��.$"'�
'��� #"���,� �+�) �#� �� ������ ��� �.�" pixel� �#�� �� #"�����'$�! �!������
#�%+ ��'����!� ��� '��� �#�%��#� #"���,�� �#�� �� #"�����'$�! �!������ #�%+
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3�'�) Z ��� U �� -�������! $"��',�$���'$�! Fourier 1DFT2 �)� z ��� u ��0
�!'���,�� �#!'�� �'�� �/��. ��� ���!'���,� "+�"'� ��� /�'$�����+ #"��",�0
$���� ��� #����� s� '�$"�����$" �� "&�	 �+$/)�� $" �'� �,��$" �#���'"��
�� $� $�-"���� ��$� ��� #����� s ����%�$�.���� $!� #"���,� #�%+ $����� '"
',�'� $" �� -��'�.'"� �� "����� u� $" �#���%"'$� �� $#���+$" ,)�! '/.%0
$� �� �")��'��$" ��� � #����� s �,"� �� !-�" -��'�.'"� (dMx) × (dMy) $"
��� u� 3�'�) %��#�� S � DFT ��� s� ���� ���� �")�"!��� '�� -�-�.'����
-������� '�$� -��'�.'")� (dMx) × (dMy)�

�" �.'� ��� #���#.�) '�$��%�'$�+� � '������ 1G�(2 $#��"! �'�-+��$�
�� ���/"! '�� #"-!� �)� '�,�����)� ) "&�� %��) �� -������� $��/� ���
4")��$��� �� *"��$���%�:!� 1#�� �/��. -�%�-� �#�-"��$���%�:!�2	

Z(m1,m2) =
1

d2

d−1∑
�1=0

d−1∑
�2=0

S(m1 + �1Mx,m2 + �2My)U(m1 + �1Mx,m2 + �2My)

1G��2
�#�� m1,m2 ���������

���/"��$"��� '��� ',�'� 1G��2� #��#"� �� -�"�����!'��$" ��� �� $"��',�0
$���'$�! Z,U, S �,��� ��� !-�� ����'� $" �� ���!'���,� '�$��� �#� �� �#�!�
#���%���� -�%�-� ����'� Mx × My ��� ��� Z ��� (dMx) × (dMy) ��� ���
U, S� �#!'�� ���. �� ��)'�. �� 4")�!� ��$.�)�� $#���+$" 1%��) ��
,)���� -�������#�!�'�2 �� �")��'��$"� �#�� ,�"�.5"���� ��� �� DFT ��0
��! "#"��"!������ #"���-��. '" �%� �� �#�%��#� -������� "#!#"-� '�,�����)�
1������� � Z #����'�.5"� -��/��"���� #"���-������� �#� ��� U, S2�

��$��%!5��$" "#!'� $" Uz,s �� '+��%� �)� '������'")� u� #�� �����0
#���+� �� '������ ���'��":�$����� 1G�(2� 3�#) ���/��"��� '�� ;�A>� ��
Uz,s �#��"%"! ���� �//����� 1affine2 �#�,���� -����� �#) "+��%� $#��"! ��
-"�,�"!	

∀ u1, u2 ∈ Uz,s, a ∈ �, �',+"�	 (1 − a)w1 + aw2 ∈ Uz,s
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J��'�$�#���+$" -�%�-� ��� #.%� zero-padding�
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TV[u] =

∫∫
Ω

‖∇u‖ dx 1G�G2
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)'� �'� ��� '�� #���%�$� Inpainting 1�%� "�����" (�< ��� ��G2� 
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na shmeiwjeÐ ìti h elaqistopoÐhsh aută gÐnetai edÿ, ìpwc eÐpame, upì ton
periorismì (3.1). Sta [35, 36] apodeiknÔetai ìti to parapĹnw prìblhma elaqi-
stopoÐhshc den èqei monadikă lÔsh. Parìla autĹ ìmwc, den upĹrqoun shmeÐa
topikoÔ elaqÐstou, allĹ mìno pollaplĹ shmeÐa olikoÔ elaqÐstou. Epiplèon,
ìlec oi lÔseic autèc brÐskontai fifikontĹflfl h mÐa sthn Ĺllh, upì thn ènnoia ìti,
ìpwc apodeiknÔetai sto [35], èqoun akribÿc tic Ðdiec isoôyeÐc grammèc, epomè-
nwc diafèroun mìno katĹ mÐa allagă thc antÐjeshc (contrast). Ta parapĹnw
kajistoÔn opoiadăpote lÔsh ikanopoihtikă san telikì apotèlesma.

Sto [26], proteÐnetai h elaqistopoÐhsh thc Olikăc Metabolăc (3.3) mèsw
roăc taqÔterhc kajìdou me probolă stouc periorismoÔc. ’Etsi, apì tic Euler-
Lagrange exisÿseic, prokÔptei h MDE:

∂u

∂t
= PU0,s

(
div

( ∇u

‖∇u‖
))

1 (3.4)

ìpou PU0,s(·) h probolă ston qÿro U0,s. H MDE (3.4) sumplhrÿnetai me
arqikă sunjăkh opoiadăpote sunĹrthsh u0 ∈ Uz,s (pou ikanopoieÐ dhladă th
sunjăkh anastreyimìthtac). Oi suggrafeÐc proteÐnoun san mÐa epilogă arqi-
kăc sunjăkhc to apotèlesma thc mejìdou zero-padding (bl. pio pĹnw).
Prèpei na shmeiÿsoume ìti h probolă aută qrhsimeÔei sthn paramonă ìlhc thc
qronikăc roăc ston qÿro Uz,s, apì thn stigmă pou h arqikă sunjăkh u0 brÐ-
sketai ston qÿro autìn. Ki autì diìti an mÐa sunĹrthsh δu ∈ U0,s prostejeÐ
se mÐa sunĹrthsh u ∈ Uz,s to apotèlesma paramènei ston Uz,s.

H parapĹnw mèjodoc TV parousiĹzei to pleonèkthma ìti exafanÐzei tic
anepijÔmhtec talantÿseic kontĹ stic akmèc (Gibbs effects) kai anakataskeuĹ-
zei tic grammikèc akmèc me ton epijumhtì trìpo. ’Omwc, parousiĹzei kai sto
prìblhma autì ta meionektămata pou emfanÐzontai katĹ thn efarmogă thc sta
problămata thc BeltÐwshc kai tou Inpainting. ’Etsi, ìpwc kai sto Inpainting,
gia thn anakataskeuă twn akmÿn, deÐqnei protÐmhsh sthn eujÔgrammh, se sqè-
sh me thn kampulìgrammh anakataskeuă. Tèloc parousiĹzei to meionèkthma
ìti exomalÔnei uperbolikĹ tic omogeneÐc perioqèc thc eikìnac.

3.1.3 ’Allec upĹrqousec Mèjodoi Parembolăc me MDE

Tèloc shmeiÿnoume epÐshc kĹpoiec Ĺllec mejìdouc MDE, pou proseggÐ-
zoun me diaforetikì trìpo to prìblhma thc Parembolăc:

Prÿta apì ìla, se kĹpoiec periptÿseic (ìpwc p.q. sta [25, 24]), pro-
teÐnetai h eÔresh arqikĹ miac eikìnac megalÔterhc qwrikăc eukrÐneiac mèsw

1πρέπει να διευκρινίσουµε ότι στη σχέση αυτή (όπωc και πιο κάτω), επειδή η εικόνα u
είναι όπωc υποθέσαµε διακριτή, µε τουc συµβοlισµούc div(·) και ∇ υπονοούµε µία αξιό-
πιστη διακριτοποίηση των αντίστοιχων συνεχών τεlεστών. Ο lόγοc που κρατήσαµε τουc
συµβοlισµούc των συνεχών τεlεστών είναι η απlότητα τηc παρουσίασηc.
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��� �� �#�%��#� '�$"!� �#��"%�+� ��� #"���,� �� ��$"�����$" ��� � "!���
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���"��� #%��$���2� 
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$" ��� '������ ���'��":�$����� 1�%� �#�"������ G�(��2� ���� '�� '������
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� #����� s #����'�.5"� $�-"���� ,)���� ����'�� �.�� #��� �#) "!#�$" 1�%�
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#���� ��� ��� �#�$.����'� �#� �� '������ ����� � $���-� ����� %��) ��
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�%��� �"����%� ��'� ��� .%%" �*� -�.,�'� �'� ��� ��� -����'$�����
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-�� �%��� �"����%� 1TV2 �)� Malgouyres ��� Guichard 1�%� �#�"�����"
G�(�(�G�(��2 ��� �� -����'$����� "����"� ,��'�$�#������ �"���� �*� -�.0
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zm = Q(s ∗ um) , m = 1, .., N 1G� 2
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VTV[u] =

∫∫
Ω

‖∇u‖ dx =

∫∫
Ω

√√√√ N∑
m=1

‖∇um‖2dx 1G�A2

��� �#�!� '������'�$" '�� �"�!�"�'� �� �%��� �"����%� ��� �� #���%�0
$��� �� ?"%�!)'� �%%. ��� ��� Inpainting 1�%� �#�"�����" (�A���G2
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∂um

∂t
= PU0,s

(
div

( ∇um

‖∇u‖
))

, m = 1, .., N 1G�=2

�#�� PU0,s(·) � #����%� '��� ,��� U0,s 1"/��$�5"��� '" �.�" ���.%� �� ��,+0
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?"%�!)'� ��� '�� Inpainting� ���#�#���$��� ��'�� �'�" � ��,+���. �� ��
#���.%%"��� '��� ,��� U0,s� � *����'$����� �%��� �"����%� "/��$�5"���
$" ���!'���,� "#���,!� '�� #���%�$��� �� ?"%�!)'�� ��� Inpainting ��� ��
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∂um

∂t
= vm(x, y, t), m = 1, .., N

�#�� vm(x, y, t) �� -"+�"�� $�%� �� �*�� #�� ����'���,"! '��� ��,+����
�� �*� '" �.�" ,������ '���$� ��� ��� �.�" '�$"!��
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∂um

∂t
= vm(i, j, t), m = 1, .., N

� -����'$����� ��,+���� v �.�" ,������ '���$� "&���.��� �#� ��� '��.���'�
�� "����� u ��� !-�� ,������ '���$�� ��� ���� ��./��$" v = v(u)�

� '��.���'� v(·) #"����./"� ��'��'���. �� $���-� �*� #�� ,��'�$�0
#��"!���� 6�� #��.-"��$�� �,��$"	

• vm(u) = 1√
det(I+G)

div
(√

det(I + G)(I + G)−1∇um

)
1�#�� G � $����

Di Zenzo �� u2� '�� $���-� Beltrami Flow 1�%� "������ (�F2�

• vm(u) = trace(THm), T = 1
1+λ∗

++λ∗
−
θ∗

+θ∗T
+ + 1√

1+λ∗
++λ∗

−
θ∗
−θ∗T

− 1�#��

Hm � Hessian ����� �� um ��� θ∗
+,θ∗

− � λ∗
+, λ∗

− �� /�'$����. '���,"!�
��� -�$���+ ����'�� Jρ(∇u)2� '�� $���-� -�	�����	��� "(��)������
�� Tschumperlé-Deriche 1�%� "������ (�(�2�
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∂u

∂t
= PU0,s (v(u)) 1G�F2
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%�$�.�"��� �#�:�� $��� � ��#��� $"����%� �� "����� 1�#) "�/�.5"��� �#�
�� ���$� ‖∇u‖2� '�� -"+�"�� %�$�.������ "#�#%��� �#�:�� ��� �� ���"��+�0
'"� �� ��#��� $"����%� ��� �%� ���. $" ���� #�� '��"����� ���#� 1$�')
��� -�$���+ ����'�� Jρ(∇u)2� �#!'�� ���� � #��'��$��� �� -�.,�'�� "��
'��� #���� �!�"��� �#%. $�') ��� ���$)��+ '���"%"'�� -�.,�'�� '��� -"+0
�"�� �!�"��� $�') ���'����#���+ ����'��� #�� #��'/��"� #�� �#��"%"'$�����
�%"�,� �� -��-���'!� "&�$.%��'��

9�%� '�$"�����$" ���� �#) �� #����'�.'��$" '��� �#�"������ A��� -��0
#�'��'�$" ��� #"���$����. �� �"%��)$��� �#��"%�'$��� �� "/��$��� ��
�"���� $"��-�� #�� #���"!��$"� '" ',�'� $" ��� $���-� �%��� �"����%�
�)� Malgouyres ��� Guichard ;�A� G � GA>� ��� �� #���%�$� �� 
��"$��%��



�������	 )

#�������� #*���� +�	"	�����
�� 
�� ��� ,+

*�� "����� ��� <��	������� ��� #������
2����������� $�
����� 7����+���)
����� ��������6� �� ����������
����� 0�������

*���� 	����#

��� #�����+$"�� �"/.%���� "!-�$" �� "�-��/����'" "/��$��� �)� "&�'�0
'")� -�.,�'� '" #���%�$��� �� 3���'� �#�%���'���� ��� #"��''��"�"
#"��#��'"�� �� �*� ���� $#���+� �'�-+��$� �� ���/�+� '" $��/� ���'�0
���#��� -�.,�'� $" ���"�����$"�" %�#%�'����	

∂ui

∂t
= c1

∂2ui

∂v2
1

+ c2
∂2ui

∂v2
2

= trace(THi) , i = 1, .., N 1<�(2

�#�� Hi � ,)���� Hessian ����� �� ui ��� T = c1v1v
T
1 + c2v2v

T
2 � ���'�0

���#��� ����'�� -�.,�'� 1$" �-����$� c1, c2 ��� �-��-���+'$��� v1,v22� �
����'�� ���� "%��,"� ��� -�.,�'� ��� '����) "&���.��� �#� �� �")$"���0
�� �-�����" �� "����� '��� #"���,� ��� �.�" '�$"!���

�.#��� #���-"!�$��� $"��-)� #�� $#���+� ���/�+� '��� $��/� 1<�(2 "!���
�� "&�	

• � #��	�� �� #�
��	�� �	)���� 1�%� "������ (��2 $#��"! �� ���/"!
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1�%� ;(@� G<>2	

∂u

∂t
= div (g(‖∇u‖)∇u)

= g(‖∇u‖)∂
2u

∂ξ2 +

{
g′(‖∇u‖) ‖∇u‖ + g(‖∇u‖)

}
∂2u

∂n2

1<��2

�#�� n = ∇u
‖∇u‖ ��� ξ = n⊥�

• �� '��� #�����+$"�� #"�!#�)'� g(s) = φ′(s)/s� #���"���� ��� �� �*�
"%�,�'��#�!�'� ��� �"����+ φ����
���	
��� �φ-functional� ��� ���0
$)�� "����" 1�%� "������ (�A2� � �#�!� %��) �� 1<��2 ��./"���	

∂u

∂t
= div

(
φ′(‖∇u‖)
‖∇u‖ ∇u

)
=

φ′(‖∇u‖)
‖∇u‖

∂2u

∂ξ2 + φ′′(‖∇u‖) ∂2u

∂n2
1<�G2

• �� φ(s) = s� �,��$" ��� TV PDE ��� ���$)�� "����" 1�%� "����0
�� (�<2� � �#�!�� �#) �-� #����'�.'�$" 1�%� ',�'� 1(�G�22� $#��"! ��
���/"! '��� ���%���� $��/�	

∂u

∂t
= div

( ∇u

‖∇u‖
)

=
1

‖∇u‖ · ∂2u

∂ξ2

• �  ����� �����  
������
� �Mean Curvature Motion - MCM��
�#) "!-�$" 1�%� ',�'� 1(��@22 ����'���,"! '��� �#%� #"�!#�)'�	

∂u

∂t
= κ ‖∇u‖ =

∂2u

∂ξ2

• �� $���-�� ��� -����'$����� "����" �� $	)����� ���  
�������
θ− 1�%� "������ (�@2 ��� �� -�	�����	��� "(��)������ �� Tschum-
perlé-Deriche 1�%� "������ (�(�2 ,��'�$�#���+� �*� #�� "!��� "&��0
,� ',"-��'$��" '�� $��/� ���"�����$"�)� %�#%�'����� 1�%� ',�'"�
1(�AG2 ��� 1(�A=2 ���!'���,�2�

3�#) �� -�+$" '�� �"/.%���  � �� �*� ���� $#���+� �� �%�#�����+�
$" �%�''��. ����$����. ',�$��� #�� ,��'�$�#���+� ���"��"!�� -�������#�!�'�
�)� 2�� ,)����� #������)� 1�� $���� Hessian2� 3�$)� �� Tschumperlé ���
Deriche ; ��   > #���"���� $!� "��%%������ �%�#�!�'�� ,��'�$�#������ "#���0
%�#���� ��#��� '���%�&� $" ���.%%�%�� ���"�����$"��� #����" Gauss� �
�%�#�!�'� ���� #����'�.5"� �� #%"������$� ��� "#����,.�"� $" /�'��� ���#�
��� ��"&.����� �#� �� ,������ ��$� ��� 
��� ��#�������
����� �min-max



��� '����" �"� 1��&	��#+�� �"� :���,5� ������-���,5� (��;	�"�
����	$	�%#���� C��������>� #� ������"���,5 @���,5 7	����?"!�

principle�� �/�+ �'�-���$"! $" "+�"'� ��#��� $�'� ��$� 1local averaging2�
�#!'�� "!��� #�� ������� -���� �� �#�%���5�$"��� #����" -"� "&���������
�#) '�� �%�''��. ',�$���� �#� $!� -�������#�!�'� '��� ���5����� ��� �.�"0
�� .&��� ��� ��'� $"���"��� � $� "#���$��� #���!$�'� '�� ���"��+�'"� �)�
�&��)��

6�� ��� �����%���'� �� #��'����'� ����� � Tschumperlé �#�-"���+"�
1�%� ; �>2 ���� '��� "�-��� #"�!#�)'� �#�� � ����'�� T "!��� ,)���. ��� ,��0
���. '���"��� � %+'� �� 1<�(2 "�/�.5"��� '�� '���%�&� $" #����� Gauss #��
���"��+�"��� '+$/)�� $" ��� T 1�� �#�!� �#��"%"! �"�!�"�'� �� �'�-���$!�
�� ���$$��� -�.,�'� �"�$����� $" Gaussian '���%�&�� #�� #���� #�����0
��'" � Koenderink ;G(>� �%� "�'��)���� "������ (�(2� �#�#��'�"��� '�� ; �>
���/��"���� ,)�! �#�-"�&� ���� ���� � ����'�� T "!��� $"����%%�$"��� � %+0
'� $#��"! �� #��'"���'�"! $" "#���%�#���� ��#��� '���%�&� $" ���.%%�%��
Gaussian #����"� ���� � ��/��'� �� %+'� '�� ��#��� /�%��.��'$� "���0
��-�+"� ��� '+�-"'� �)� �*� ����� $" �� �",���� ��� Bilateral filtering
1�%� ; �  (>2� �!� #���$��� #��'����'� ��#��� '���%�&� $" �,� Gaussian
#����" �,"� #��'/��� #�����"! �#� ��� Sochen ��.� ;<<>� ��� �� "&�'�'"�
#�� ',"�!5����� $" ��� +�� Beltrami 1�%� "������ (�F2� �� �#�!" �$) -"�
������� '��� �������!� �)� �*� #�� $"%"�.$" "-��

���� "������ ����� $" �!����� ��� ��%+�"�� �")������ �"$"%!)'� �� #��0
'����'� #�� #"����.:�$"� #���,��$" �.#��� �#��"%�'$��� #�� ',"�!5�����
$" ��� ���!�"�� ��� �� '+��%�'� �� #��'����'�� ����"���$���� ��!'���$"
��� /�.�$� ��� '/.%$��� �� #��'����'� �� %+'� $" "#���%�#���� ��#���
'���%�&�� ���� �� ,������ ��$� "!��� #"#"��'$���� �#� �� /�.�$� ����� "&.0
���$" ��� HH$����II� ,��������'���� ��� #����� #�� ,��'�$�#��"!���� �� �#�!�
#���,"� $!� ��-"�&� ��� ��� ����%%�%����� �� ,��'� ��� '���"���$���� #�0
���� ��� ��� #��'����'�� �#�#��'�"��� �#�-"���+��$" �� '+��%�'� '�� %+'�
�� 1<�(2� ���� �� ,������ ��$� �!�"��� �#"���'��� '��� "�-��� #"�!#�)'�
�#�� � ����'�� T "!��� '���"��� -��������� �$) ��� �"�������� ) #��
�� ��� � ����'�� T �")�"!��� ���'����#��� ��� � '���%�&� �!�"��� $" �"��0
��+ ���"�����$"��� ����#"����+ #����" 1�,� $��� Gaussian2� �&.���$"
�� �#��"%�'$��� ���. ��� ��� ���'����#��� -�.,�'� ��� �"���� -����'$�����
'������'"�� #�� ��!5����� '" ���� #�%�-�.'���� ,��� 1��� �,� $��� '�� "#!0
#"-�� �#) �� "����"2� 3��'�� �� �#��"%�'$��� ���. �,��� �&!� �,� $��� ���
�� "����"� �%%. ��� ��� .%%" "�-��/����'" �������!" #�� "$/��!5����� '"
-�./��" "/��$���� �#) ��� #��.-"��$� ���-�.'���� ���$)�. � -����'$����.
-"-�$����

6�� ��� ��.%�'� $�� ��'�5�$�'�" '�� ;�=>� �#�� �#�-"���+"��� � #���#.�)
'+��%�'� '��� �#%� "�-��� #"�!#�)'� ���$$��� -�.,�'� 1#�� ����'���,"! '"
'���"�� ��� �'����#��� ����'�� T = I2�
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*���( 3���&����� ��� 6�!,���� �$����� ���� �����'
�$���

�-� �� �',�%���+$" $" �� �"���� #"�!#�)'� ���'����#��� *�.,�'� $"
���"�����$"�" 7�#%�'���� -����'$����� '��.���'�� ���'$��� '" ���
M 0-�.'���� ,���� 3�'�) %��#�� � '��.���'�	

u = (u1, u2, . . . , uN) : �M × [0, +∞) → �
N ,

� �#�!� �����#��"! ��� �*�	

∂ui

∂t
=

M∑
j=1

cj
∂2ui

∂v2
j

= trace(THi) , i = 1, .., N 1<�<2

u(x, 0) = u0(x)

�#��	

• {v1,v2, . . . ,vM} ����$���-��!� �.'� ��� �M ��� c1, c2, . . . , cM > 0� ��
'���"%"'�� cj ��� �� -���+'$��� vj 1j = 1, ..,M2 "!��� $"����%%�$"��
��� "&�������� �.�" ,������ '���$� �#� ��� '�$#"��/��. �� !-�� ��
'��.���'� u '��� �"�����. ��� �.�" '�$"!��� 6�� �.�" '�$"!� x0

��� �.�" ,������ '���$� t0 > 0� "!���� -�%�-�� '�� �"���� #"�!#�)'��
'������'���. �� '��.���'� u(x − x0, t0) 1�")��+$" t0 '���"�� ���
$"����#!5��$" ��� u(x) ��'� �'�" � �"�����. ��� x0 �� ��"�"! �+�) �#�
��� ��,� �)� �&��)�2� ��� ���� ��./��$"	{

cj = cj[u(x − x0, t0)] = cj(x0, t0)

vj = vj[u(x − x0, t0)] = vj(x0, t0)
, j = 1, ..,M 1<� 2

6�� #��.-"��$�� �� cj,vj $#��"! �� "&�������� �#� �� #���" $"����
#�������� �)� ui� �!� ������ #"�!#�)'� ��� M = 2, N = 1 "!���
#�,� � �*� "%�,�'��#�!�'� ��� φ����
���	
��� 1�%� ',�'� 1<�G22�
'��� �#�!� �� cj,vj #���+#���� �#� ��� �%!'� ∇u = (ux, uy)

T ) �&�	
c1 = φ′(‖∇u‖)/ ‖∇u‖ , c2 = φ′′(‖∇u‖),v1 = ∇u/ ‖∇u‖ ,v2 = v⊥

1 �

• T � ����'�� -�.,�'� $" �-��-���+'$��� v1,v2, . . . ,vM ��� �-����$�
c1, c2, . . . , cM 	

T = V · C · V −1 =
M∑

j=1

cjvjv
T
j , �#��	

V =
[
v1 v2 · · · vM

]
, C =

⎡
⎢⎣

c1 ∅
� � �

∅ cM

⎤
⎥⎦

$" V −1 = V T, -���� � {v1,v2, . . . ,vM} "!��� ����$���-��!� �.'� ��� �M .



��� '����" �"� 1��&	��#+�� �"� :���,5� ������-���,5� (��;	�"�
����	$	�%#���� C��������>� #� ������"���,5 @���,5 7	����?"!�

7��) �� 1<� 2� ��� ��� ��� ����'�� T � ��� �.�" (x0, t0)� �',+"�	

T = T̃ [u(x − x0, t0)] = T (x0, t0) 1<�A2

�#�$��)� �� '������'���� T̃ [·] "!��� ,��������'���� �� '���"���$���
�*� ��� ��� "�/�.5"� #%��)� �/�+ '�$��%!5"� ��� -��-���'!� �#�%�0
��'$�+ �)� '���"%"'��� ��� ���"��+�'")� -�.,�'� '" �.�" '�$"!��

• Hi = ∇⊗∇ui � ,)���� Hessian ����� �� ui�

6�� ��� #��'����'� �� %+'� �� 1<�<2 $" ��#��� '���%�&�� ��!5��$" ��0
,��. 1#���$��� $" �� ;�=>2 $!� �������!� '�$$"������ #����)�	

4-��#%� ���� !"�� ��
 ���������	�� ���)���� k(x) : �M → �/ ��
����
 �

������ �
� �����
 �����	(��% ,��� �	 � k(x) ���
	 �������� �)�
k(x) = k(‖x‖)% ,��� �	 � k(x) ���
	 :"+-�0�������� �)� 	�
����	�� 	� 
���
������ �����	�1 ∫

�M

k(x)dx = 1 1<�=2

�
	/ #	
 �)�� i, j = 1, ..,M / ��	
 ��� i �= j1∫
�M

xik(x)dx =

∫
�M

xixjk(x)dx = 0 1<�F2∫
�M

x2
i k(x)dx = 2 1<�@2

�#!'�� �")��+$" ��� �������"�� #����)� kh(x)� #�� #���+#�"� �#� ����
������ #������ $" �%%��� �%!$��� 1rescalings2 '+$/)�� $" �� '���"�. h > 0	

kh(x) =
1

h
M
2

k

(
x

h
1
2

)
1<�(�2

6�� ��� #����� k(x)� #�� "!��� ����#��')#"����� �%� �� �������"�� �����
�� ,��'�$�#���+$" ��� ���%��!� ���	��� �����
��

�� kh(x) �����#���+� ��� ���� ��� '������ ��������#�!�'� 1<�=2 ���
$�-"����� ��#�� 1<�F2� ���$� � ',�'� 1<�@2 #�� �/��. �� -��'#��. ��� k(x)
$"�����#"��� '���	 ∫

�M

x2
i kh(x)dx = 2h

3��'�� ���� �� h $����!�"�� � kh '���"�����"��� �%� ��� #"��''��"�� �+�)
�#� ��� ��,� �)� �&��)�� "�� #��.%%�%� � $"����%� �� �!�"��� �%� ��� #��
�#���$��

��� ;�=> #����!�"��� �� "&� �"���$�� #�� ',"�!5"��� $" ��� #��'����'�
$" '���%�&� �� %+'� �� "&!')'� 1<�<2� '��� "�-��� #"�!#�)'� �#�� N = 1
��� T = I	



! .��-"��,� .�#��� 6����+"�"� '(� )�� �"� 46

.�>-"#� ���� !"�� k(x) ��
� �����
�/ ��� 	�
����	�� 	� �������� ��
��	���� 6%7% 8�������� ������ �	1∫

�M

|k(z)| ‖z‖ dz = A < +∞ 1<�((2

9��/ #	
 �)�� '�
#���� �
	 : '���� �
�
#�#��	�� ���)���� u : �M → �/
	����	1

(kh ∗ u)(x) − u(x) = h
M∑

j=1

∂2u

∂x2
j

+ fi(x) 1<�(�2

����1

|fi(x)| ≤ Ah
3
2 max

x

∥∥D3u(x)
∥∥ 1<�(G2

-����	(�% 3�,��$"	

(kh ∗ u)(x) − u(x) =

∫
�M

1

h
M
2

k

(
y

h
1
2

)
(u(x − y) − u(x))dy

�� �.���$" ��� �%%��� $"���%��� �%��%��)'� z = y/h
1
2 � �,��$"	

det(
∂y

∂z
) = h

M
2 , �#��"	

(kh ∗ u)(x) − u(x) =

∫
�M

k(z)(u(x − h
1
2 z) − u(x))dz

���#�+'')��� ���. Taylor ��� u(x − h
1
2 z)� #���+#�"�	

(kh ∗ u)(x) − u(x) =

∫
�M

k(z)(−h
1
2∇u(x) · z +

h

2
D2u(x)(z,z))dz−

−1

6

∫
�M

k(z)D3u(x − h
1
2 θz)(z,z,z)dz

��� �.#��� θ = θ(x,z, h) ∈ [0, 1] � J��'�$�#������ �� '�����" 1<�F�<�@2
��� �� /�.�$� 1<�((2� #�!����$" �"%��.	

∣∣∣∣∣(kh ∗ u)(x) − u(x) − h
M∑

j=1

∂2u

∂x2
j

∣∣∣∣∣ ≤ Ah
3
2 max

x

∥∥D3u(x)
∥∥



��� '����" �"� 1��&	��#+�� �"� :���,5� ������-���,5� (��;	�"�
����	$	�%#���� C��������>� #� ������"���,5 @���,5 7	����?"!!


��#"� �� '�$"��'��$" ��� '�� #���#.�) �"���$�� �#) ��� #�� �.�)� �
�"���� '���"�. h ����'���,"! '�� ,������ ��$� �� #��'����'��

6�� �� "#"��"!���$" �� #���#.�) �"���$�� �'�" �� ����'���,"! '��� �"��0
�� #"�!#�)'� �� 1<�<2� ��!5��$" �����,��� ��� '+'��$� '���"���$��)� x̂T �
#�� "&���.��� �#� ���� ����'�� T = V ·C · V −1� 3���� � ����'�� ���� ��0
��'���,"! '��� 1<�<2� "!��� �#) "!#�$" $"����%%�$"��� -�%�-� T = T (x0, t0)�
�#��" �� x̂T "!��� ��#��� '+'��$� '���"���$��)�� ��!5��$" %��#�� �� '+0
'��$� x̂T '+$/)�� $" �� ',�'�	

x̂T = B−1V −1x ⇐⇒ x = V Bx̂T 1<�(<2

�#�� B =

⎡
⎢⎣
√

c1 ∅
� � �

∅ √
cM

⎤
⎥⎦ = C

1
2 1<�( 2


���"����� -�%�-�� ��� ���� ���$$��� $"��',�$���'$� ��� x� #�� ����'���0
,"! '" #"��'���/� �)� �&��)�� '+$/)�� $" �� �-��-���+'$��� ��� T � ��� '"
���$���$��/� �%%��� �%!$��� �)� �&��)�� '+$/)�� $" �� �-����$� ��� T �
3�#) �� -�+$" '�� '���,"��� $" �� ����"�� ����+ ��� ���'����#���+ '�'��0
$��� '���"���$��)�� �!�"��� -����� � �#%�#�!�'� �� #"�����/� �� 1<�<2�

�#!'� ��!5��$"� $�') ��� k(x)� ���� ��� $������ #�����	

k̂T (x) =
1√

det(T )
k
(
B−1V −1x

)
, T = V B2V T 1<�(A2

���� �#) #���� ��� ���!'���,� �������"�� #����)�	

k̂T,h(x) =
1

h
M
2

k̂T

(
x

h
1
2

)

=
1

h
M
2

√
det(T )

k

(
1

h
1
2

B−1V −1x

)
, T = V B2V T

=
1√

det(T )
kh

(
B−1V −1x

)
� %��) �� 1<�(�2

1<�(=2

?%�#��$" ��� � ��� $������ #����� k̂T (x) #���+#�"� $" #"��'���/� ���
���$���$��/� '" �.�" -�"+���'�� $"�����'� � '$!����'� ��� #����� k(x)�
'+$/)�� $" ��� ����'�� T � 3���� T = T (x0, t0)� � #����� "!��� ,)���. ���
,�����. $"����%%�$"��� ����"���$���� %��) ��� ��� � k(x) "��"!�"��� �� !-��

'" �%" �� ���"��+�'"� �)� �&��)� 1�%� ',�'� 1<�@22� � k̂T (x) "��"!�"���
��'� #"��''��"�� '��� -�"+���'� "�� �-��-���+'$��� ��� T � �'� $"��%+�"��
"!��� � ���!'���,� �-����$� ��� T � 6�� ����� ,�������!5��$" ��� #����� ����
'�� 
�	�����	���
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9�%�� $#��"! "+��%� �� �#�-"�,�"! ��� ��� � ��� #����� k̂T (x) �����#��"!
��� ���� ��� '������ ��������#�!�'� 1<�=2 1%��) ��� #�%%�#%�'��'����+
#��.����� 1/

√
det(T ) '�� ',�'� 1<�(A22 ���� ��� ��� '������ $�-"�����

��#�� 1<�F2� 9� !-�� /�'��. �',+��� ��� ��� ��� k̂T,h(x)� �/�+ ����! #���+0

#���� �#� ��� k̂T (x)� $" �%%��� �%!$����
��� '���,"��� #��������$" ��� �#�-"���+��$" ��� "#����'� ��� �")��$�0

�� <�� '�� �"���� #"�!#�)'�� �#�� � ����'�� T "!��� ���'����#���	

.�>-"#� ���� !"�� k(x) ��
� �����
� �
	 w(x) ��
 ���)���� ��� 	�
���
��	��� 	� ���;������	� �� ������
�� 6%5% !"�� ������ x0 ��
 ������ ��
�

M / T ��
� 
����� �� 	�	��	
����

 v1, ..,vM �
	 	�	�	��� c1, .., cM > 0

�
	 k̂T,h(x) � �����
� ��� �������	 
�� 
��� �
	 �� k(x) ���� �� 1<�(=2%
9�� 	����	1

(k̂T,h ∗ w)(x0) − w(x0) = h

M∑
j=1

cj
∂2w

∂v2
j

+ fi(x0) 1<�(F2

����1 |fi(x0)| ≤ Ah
3
2 max

x

∥∥D3w(V Bx)
∥∥ = O(h

3
2 ) 1<�(@2

���� � �
���) A ����
	 
�� �� �����1

A =

∫
�M

|k(z)| ‖z‖ dz 1<���2

-����	(�% 3�'�) ��� �� '�$"!� x0 �� ��#��� '+'��$� '���"���$��)� x̂T �
#�� ��!5"��� �#� ��� ',�'� 1<�(<2� $" V B2V T = T (x0)� �/��$�5��$" ��
�"���$� <�� '�� '+'��$� '���"���$��)� x̂T � ��� �� '��.���'� w(V Bx̂T )
��� ��./��$" �� ',�'"� ��� �� '�$"!� x̂T,0 = B−1V −1x0	

(kh(x̂T ) ∗ w(V Bx̂T ))(x̂T,0) − w(V Bx̂T,0) = h
M∑

j=1

∂2w

∂x̂2
j

+ f(x̂T,0) 1<��(2

���
|f(x̂T,0)| ≤ Ah

3
2 max

x̂T

∥∥D3w(V Bx̂T )
∥∥ 1<���2

6�� �� #���#.�) ',�'"� �,��$" #���� �#� �%� ���	

f(x̂T,0) = f(x0), 1<��G2

-���� #��/��� �� x̂T,0 "&���.��� �#� �� x0�
�� �#�%��#�� ���� �)� #���#.�) "&�'�'")� ��./����� ) "&�	
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(�) w(V Bx̂T,0) = w(V BB−1V −1x0) = w(x0) 1<��<2

(�)
M∑

j=1

∂2w

∂x̂2
j

=
M∑

j=1

cj
∂2w

∂v2
j

1<�� 2

-���� ��� �.�" j = 1, ..,M � �,��$"	

∂w

∂x̂j

=
M∑
�=1

∂w

∂x�

∂x�

∂x̂j

= (∇w)T

(
∂x

∂x̂T

)(j)

1<��A2

�#��
(

∂x
∂x̂T

)(j)

� j0�'�� '��%� �� K��)����� $���� ∂x/∂x̂T � 3�$)� %��)

�� 1<�(<2� �,��$"	

∂x

∂x̂T

= V B =
[√

c1 v1 · · · √
cj vj · · · √

cM vM

]⇒ (
∂x

∂x̂T

)(j)

=
√

cj vj

1<��=2
"#�$��)	

1<��A2 ⇒ ∂w

∂x̂j

=
√

cj vT
j ∇w 1<��F2

�#��"� #����)�!5���� .%%� $�� /��.� #�!����$"

∂2w

∂x̂2
j

=
√

cj vj∇(
√

cj vT
j ∇w) = cjv

T
j (∇⊗∇w)vj = cj

∂2w

∂v2
j

1<��@2

�#�� ∇ ⊗ ∇w = Hi � ,)���� Hessian ����� �� w� �#� ��� #�����+$"��
',�'�� #���+#�"� .$"'� � 1<�� 2�

(�) (kh(x̂T ) ∗ w(V Bx̂T ))(x̂T,0) =

∫
�M

kh(y)w(V B(x̂T,0 − y))dy

=

∫
�M

kh(y)w(x0 − V By)dy

1<�G�2

�.���$" ��� "&� �%%��� $"���%��� �%��%��)'�	

ŷ = V By ⇔ y = B−1V −1ŷ 1<�G(2

� K��)����� $���� ��� $"��',�$���'$�+ ����+ "!���	

∂y

∂ŷ
= B−1V −1
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"#�$��)	

det

(
∂y

∂ŷ

)
=

1

det(B)
, -���� V ����$���-��!�� �#��" det(V −1) = det(V T) = 1

=
1√

det(T )
, -���� det(T ) = det(V B2V −1) = (det(B))2

3��'�� ,��'�$�#������ �� ��� $"���%��� �%��%��)'� ŷ� � 1<�G�2 �!�"���	

(kh(x̂T ) ∗ w(V Bx̂T ))(x̂T,0) =

∫
�M

kh(B
−1V −1ŷ)w(x0 − ŷ)

1√
det(T )

dŷ

=

(
1√

det(T )
kh(B

−1V −1x) ∗ w(x)

)
(x0),

�#� ��� �#�!�� %��) �� 1<�(=2� #���+#�"� �"%��.	

(kh(x̂T ) ∗ w(V Bx̂T ))(x̂T,0) = (k̂T,h ∗ w)(x0) 1<�G�2

�#�$��)� �� ',�'"� 1<��(�<���2� $�') �)� ',�'")� 1<��G�<��<�<�� �<�G�2�
����%����� .$"'� '�� �#�-"����"�

�#� �� �"���$� ����� $#���+$" �� ����%�&��$" '" ��� /�.�$� ��� '/.%0
$��� �� #��'����'� �� 1<�<2 $" ��#��� '���%�&�� ���� /�!�"��� '�� ���0
%���� �"���$� #�� �#�-"���+��$"� �� �#�!� ���/��"��� '��� "/��$��� $!�
"#��.%�:� �� ��#��� '���%�&�	

.�>-"#� ���� !"�� u(x, t) � ���� �� �(������ 1<�<2/ k(x) ��
� �����
�

��� 	�
����	�� 	� ���;������	� �� ������
�� 6%5 �
	 k̂T (x,t),h(x) � �����
�
��� �������	 
�� 
��� �
	 �� 
���� �	)����� T (x, t) �� 1<�<2/ ���� ��
1<�(=2% 9��/ #	
 ���	������ ������ x0 �
	 ����	�� �	#�� t0 > 0 �
	 #	

�)�� i = 1, .., N / 	����	1(

k̂T (x0,t0),h(x) ∗ ui(x, t0)
)

(x0) − ui(x0, t0 + h) = ei(x0, t0) 1<�GG2

����1

|ei(x0, t0)| ≤ A max
x

∥∥D3ui(V Bx)
∥∥h

3
2 + 1

2
max
0≤θ≤1

|ui,tt(x0, t0 + θh)|h2 = O(h
3
2 )

1<�G<2
�
	 � �
���) A ����
	 (
�) 
�� �� �����1

A =

∫
�M

|k(z)| ‖z‖ dz 1<�G 2



��� '����" �"� 1��&	��#+�� �"� :���,5� ������-���,5� (��;	�"�
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-����	(�% 6�� �.�" i = 1, .., N � "/��$�5��$" �� �"���$� <�G ��� ����'��
T = T (x0, t0) ����� �� "&!')'� 1<�<2 ��� ��� '��.���'� w(x) = ui(x, t0)�
�#��" #���+#�"�	

(k̂T (x0,t0),h(x) ∗ ui(x, t0))(x0) − ui(x0, t0) = h

M∑
j=1

cj
∂2ui

∂v2
j

+ fi(x0, t0) 1<�GA2

�#��	 |fi(x0)| ≤ Ah
3
2 max

x

∥∥D3ui(V Bx)
∥∥ = O(h

3
2 ) 1<�G=2

�#� ��� .%%�� �� ���#�+&��$" ���. Taylor ��� '��.���'� ui(x0, t) 1�")���0
�� ��� t '�� $"���%���2 '�� '�$"!� t0� #�!����$"	

ui(x0, t0 + h) − ui(x0, t0) = h
∂ui

∂t
(x0, t0) + gi(x0, t0) 1<�GF2

�#��	 gi(x0, t0) = ui,tt(x0, t0 + θh)
h2

2
, ��� �.#��� θ ∈ [0, 1] 1<�G@2

.��	

|gi(x0, t0)| ≤ 1
2

max
0≤θ≤1

|ui,tt(x0, t0 + θh)|h2 1<�<�2

3�$)� "#"�-� � u(x, t) "!��� %+'� �� 1<�<2� � ∂ui/∂t ��� �.�" i = 1, .., N
-!�"��� �#� �� ',�'� ����� �#��" � 1<�GF2 �!�"���	

ui(x0, t0 + h) − ui(x0, t0) = h
M∑

j=1

cj
∂2ui

∂v2
j

+ gi(x0, t0) 1<�<(2

�� �#� ��� 1<�GA2 �/����'��$" ���. $�%� ��� 1<�<(2� #���+#�"�	

(k̂T (x0,t0),h(x) ∗ ui(x, t0))(x0) − ui(x0, t0 + h) = ei(x0, t0)

�#��	

ei(x0, t0) = fi(x0, t0) − gi(x0, t0)

�#��"	

|ei(x0, t0)| ≤ |fi(x0, t0)| + |gi(x0, t0)|
3���� %��) �)� 1<�G=2�1<�<�2� #���+#�"� �"%��.	

|ei(x0, t0)| ≤ A max
x

∥∥D3ui(V Bx)
∥∥h

3
2 + 1

2
max
0≤θ≤1

|ui,tt(x0, t0 + θh)|h2

��� .�� � �#�-"�&� �%��%������"�
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6�� �� "�/�.'��$" ��� "#���%�#���� -��-���'!� �� ��#��� '���%�&��
��!5��$" ���� $� ���$$��� �"%"'�� �h	 4")��+$" �� �"���� "&!')'� 1<�<2�
�� '������'���� ��� ����'�� T̃ [·] #�� ',"�!5"��� $" ���� 1�%� ',�'� 1<�A22
��� $!� '��.���'� ũ� ��� �#�!� �������+$" '�� #��'����'� �� %+'� ��
1<�<2 �.#��� ,������ '���$� t� 3��'�� � �"%"'�� �t

h ��!5"��� ) "&�	 6��
�#���-�#��" x0� #��#"� �� �',+"�	

(�hũ)(x0) :=
(
k̂T̃ [ũ(x−x0)],h ∗ ũ

)
(x0) 1<�<�2


��#"� �� ���!'��$" ��� � �"%"'�� ���� #���+#�"� "/��$�5���� ��#���
'���%�&� $" -��/��"���� #����� '" �.�" '�$"!� 1#�� "&���.��� �#� ��� ��$�
��� ����'�� T̃ [ũ(x − x0)]2 ��� #�!������ �� �#���%"'$� ��� �%� �� '�$"!��
3��'�� �#) �,��$" #"�� � '�$#"��/��. �� '��.���'� ũ '��� �"�����. ���
�.�" '�$"!�� x0 �����!5"� ��� ��$� ��� ����'�� T '�� x0 ��� .�� ��� $��/�
�� ��#��� '���%�&� #�� "/��$�5"� � �"%"'�� �h�

��$��%!5��$" $" (�hũ)i �� i−'�� ���.%� �� "&�-�� (�hũ)� �#!'��
'�$��%!5��$" $" (�h)

n· ��� "/��$��� ��� �"%"'�� �h '" $!� '��.���'��
n -��-�,��� /���� 3��'�� � "#���%�#���� -��-���'!� �� ��#��� '���%�&�
$#��"! �� "�/��'�"! ) "&�	
((�h)

nu0)(x)� ��� ��� #��'����'� �� %+'� u(x, nh) '�� '�$"!� (x, nh)�
?�'�'$���� '�� #���#.�)� �#�-"���+��$" ��� '+��%�'� �� #��'����'�

���� '��� %+'� �� 1<�<2 1���� ���� ��!5"��� $" '���"�� �%%. ���'����#���
����'�� -�.,�'� T 2� ���� �� ,������ ��$� h �!�"��� �#"���'�� 1�� �#�!�
�#��"%"! �"�!�"�'� ��� ���!'���,�� �")��$��� ��� ;�=>2	

.�>-"#� ���� !"�� �)�	 �	 u(x, t) � ���� �� �(������ 1<�<2/ ��� �	�	��
�������� ���� � 
����� T ���
	 
�	�����	��� 
��) �
�����% !"�� ������
k(x) ��
� #��	��� �����
� ��� 	�
����	�� 	� ���;������	� �� ������
�� 6%5

�
	 k̂T,h(x) � �����
� ��� �������	 
�� 
��� �
	 �� 
���� T / ���� ��
1<�(=2% 9��/ 	����	1

((�h)
nu0)(x0) → u(x0, t) �
��� n → ∞, nh → t 1<�<G2

-����	(�% �/��$�5��$" �� �"���$� <�< ��� T (x, t) ='���"��� ��� �� '�$"!�
x0 ��� ��� �� ,������ '���$� t0 > 0� �#��"� %��) ��� ��� ���'$�+ 1<�<�2 ���
�"%"'�� �h� #���+#�"�� ��� �.�" i = 1, .., N 	

(�hũ)i(x0, t0) − ui(x0, t0 + h) = O(h
3
2 ) 1<�<<2


�������+$" ��� ".� ui ≤ M � ���" (�hũ)i ≤ M 1��,� $"�!'���2� -���� �

����'�� �h "�/�.5"� '���%�&� $" ��� #����� k̂T,h(x)� � �#�!� "!��� ������0
��#���$���� �#�$��)� �/�+ � ',�'� 1<�<<2 �',+"� ��� �.�" x0� � '��.���'�
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(�h(O(h
3
2 ))i "!��� "#!'� O(h

3
2 )� 3��'�� �/�+ � �"%"'�� �h "!��� ���$$���

1%��) '���"��+ T 2� �� ��� "/��$�'��$" ��� '�� -+� $�%� �� 1<�<<2� #���+0
#�"�	

((�h)
2ũ)i(x0, t0) −�hui(x0, t0 + h) = O(h

3
2 ) 1<�< 2

�� ��.:��$" ��� ',�'� 1<�<<2 ��� ��� ,������ '���$� t0 + h� ���! �� t0�
#�!����$"	

(�hũ)i(x0, t0 + h) − ui(x0, t0 + 2h) = O(h
3
2 ) 1<�<A2


��'������� ���. $�%� ��� 1<�<<2 $" ��� 1<�< 2� "&.�"���	

((�h)
2ũ)i(x0, t0) − ui(x0, t0 + 2h) = 2O(h

3
2 ) 1<�<=2

�� "#���%.���$" n /��� ��� #���#.�) -��-���'!�� ����%����$" '�� ',�'�	

((�h)
nũ)i(x0, t0) − ui(x0, t0 + nh) = nO(h

3
2 ) 1<�<F2

4������ h = τ
n
��� �")����� ��� n → ∞� #���+#�"�	

((�h)
nũ)i(x0, t0) − ui(x0, t0 + τ) = O((

τ

n
)

1
2 ) 1<�<@2

�#�$��)� �� �")��'��$" ��� � ��,��� '������ �� 1<�<2 "!��� ������ #�� �
%+'� �� u(x, t) �� "!��� '��",� ��� t → 0� $#���+$" �� ��.:��$" ��� ',�'�
1<�<@2 ��� t = 0� 3��'�� "/�'�� n → ∞� �,��$"	

((�h)
nũ)i(x0, t0) − ui(x0, t0 + τ) → 0, ��� �.�" i = 1, .., N 1<� �2

�#� �� �#�!� #���+#�"� .$"'� � �#�-"����� ',�'��

6�� �� #���#.�) �"���$� #��#"� �� #�������'��$" ���� ���� � $������
#����� "!��� Gaussian 1�%� #�� �.�)� ',�'� 1<� �2 ��� ��� ���'$� ���2�
� '���%�&� $" ��� '��.���'� u0 -!�"� ������ �� %+'� 1$�-"���� '/.%$�2�
��"&.����� �#� �� ,������ ��$� h 1�%� ; �> ��� ��� �#�-"�&�2� 9� #���#.�)
�"���$� �#�-"���+"� ��� ��� �#"���'�� ��$�� ����%����$" '�� %+'� ��� $"
�#���-�#��" .%%� ����#"���� #������ � �#�!� #��'"��!5"� �� '�$#"��/��.
��� Gaussian #����� 1�.�� �� �#�!� #����'�.5"� ����'���,!� $" �� �"������
������ 4"���$�2�

����:!5����� '�$"�����$" ��� �� #���#.�) �")��$��� #��'/����� �.0
#��� �")�����. �#���%"'$��� ��� ��� #��'����'� �� %+'� �� 1<�<2 $" "#�0
��%�#���� '���%�&� $" �"����+ ����#"����+ #����"� ���� �#� ��� �#�0
-"�&� �� '+��%�'� '�� %+'� ��� ��� "�-��� #"�!#�)'� '���"��+ ����'�� T �
#���,"��� ��� ��� /�.�$� ��� �� '/.%$� �� #��'����'� ��� ��� �"���� #"�!0
#�)'� 1�%� �"���$� 1<�<22� 3�#) /�!�"��� �#� �� �"���$� ����� �� '/.%$�



/� .��-"��,� .�#��� 6����+"�"� '(� )�� �"� 46

���� ���/��"��� '" $��� $!� "#��.%�:� �� ��#��� '���%�&� ��� �")���0
�� ��� '�� -"-�$��� ,������ '���$�� � -����'�$� '��.���'� ����!5"��� $"
�� %+'�� � �#��"'� ���� -"� "!��� ������ �"�%�'���� 1�-��!�"�� ���� �,���
#������"! ���"�� "#���%�:"�2 �%%. #��M�%� ���.� $�') ����� "!��� -�����
� "��!$�'� �� '��"�'/��. �� �.�" "#��.%�:� '�� �%��� '/.%$�� %��)
�� #��'�"���� $��/� ���� 3��'�� �� $"���� ���� '/.%$� "!��� #�.�$���
����#��')#"����� �� ���!�"�� �� #��'����'��

�#!'�� �#� �� ',�'� 1<�G<2 #�������+$" ��� �� /�.�$� ��� '/.%$���
#"���,"� -+� #��'�"����+ ����� 3�$)� ���� �� ,������ ��$� h $����!�"�� ��

h2 �!�"��� �%� ��� #�� �$"%���� '" ',�'� $" �� h
3
2 ��� ��'� � #���� ��� ��

1<�G<2 1#�� #"���,"� �� h
3
2 2 �!�"��� �%� ��� #�� '�$������ '" ',�'� $" ���

-"+�"��� 3��'�� �-��!�"�� "�-��/���� #����'�.5"� � #�%%�#%�'��'���� '���"�.
A '��� (� ��� ��� /�.�$���� #��� �#) #����'�.'�$"� -!�"��� �#� �� ',�'�	

A =

∫
�M

|k(z)| ‖z‖ dz 1<� (2

9� "�-��/���� "!��� ��� � A "&���.��� $��� �#� ��� $������ #����� '���%�&�
k(x) #�� ,��'�$�#���+$"� -�%�-� A = A[k]� �%%. ��� ���!'���/�� � "#�%���
��� #����� -"� "#��".5"� '�� /�.�$� ���� ������� .%%� ���� #��. $��� ���
A = A[k]� 4� $#���+'" %��#�� � A[k] �� ,��'�$�#����"! '�� ��� $���� ��
����%%�%����� 1�#� ��� '��#�. ��� /�.�$��� ����+2 ��� $������+ #�����
'���%�&� k(x) ��� ��� #��'����'� �� %+'� �� 1<�<2� 3�'� $�����"�� "!���
� A[k] "�� #������ ��'� #"��''��"�� "&�����.5"��� �� /�.�$� �� $���+�"��
��"&.����� �#� �#���-�#��" .%%� #��.������ ?������ $#��"! �� �#.�,���
��� .%%�� #��.����" #�� �� "#��".5��� �� '/.%$� ���� ��� ��'� �� /�.�$�
���� �� $�� "!��� ����#��')#"������ �#!'�� �#� #������� '��#�.� #��#"�
�� %�/�"! �#�:�� ��� � ,)���� -�������#�!�'� #�� "!��� �#���!���� ��� ���
����$����� �%�#�!�'��

��&�,�� ��-���>���� �	-5��� �	����?"�

K-��!�"�� "�-��/���� #����'�.5"� � #"�!#�)'� �#�� � $������ #�����
k(x) "!��� �������� '��.���'�� -�%�-� k(x) = k(‖x‖)� ���� #"�!#�)'� �����
�� �'�N:"! ��� k(x) "!��� �$��"���" �#"�'/�!�" '��� �M 1�+�%�� ����
M = 22 $" ������ ��� ��,� �)� �&��)�� 3�$)� � ���'����#��� $������

#����� k̂T (x) #�� #���+#�"� �#� ��� k(x) ��� ���� ���'����#��� ����'�� T �

$�') �� ',�'� 1<�(A2� ��./"��� 1%��) ��� ��� ‖x‖ = (xTx)
1
2 2	

k̂T (x) =
1√

det(T )
k
((

xTV B−1B−1V −1x
) 1

2

)
, -����	 V T = V −1, BT = B
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⇒ k̂T (x) =
1√

det(T )
k

((
xTT−1x

) 1
2

)
, diìti: T = V B2V −1

pou shmaÐnei ìti oi isoôyeÐc tou k̂T (x) eÐnai uperelleÐyeic (elleÐyeic ìtan
M = 2), afoÔ h exÐswsh xTT−1x = c paristĹnei uperèlleiyh. ’Etsi, o prosa-
natolismìc twn uperelleÐyewn kai h sqèsh metaxÔ twn axìnwn touc exartĹtai
apì ta idiodianÔsmata kai th sqèsh metaxÔ twn idiotimÿn tou tanustă T .
H oikogèneia purănwn kh(x), pou prokÔptei apì ton mhtrikì purăna k̂T,h(x)
me allagèc klÐmakac (bl. sqèsh (4.17)) grĹfetai:

k̂T,h(x) =
1

h
M
2

√
det(T )

k

((
1

h
xTT−1x

) 1
2

)

H pio shmantikă perÐptwsh aktinikoÔ purăna eÐnai o Gaussian tÔpoc. H
M -diĹstath Gaussian sunĹrthsh pou ikanopoieÐ tic proôpojèseic tou orismoÔ
4.1 eÐnai aută me mătra summetablhtìthtac 2I. ’Etsi, o Gaussian mhtrikìc pu-
rănac k(x) grĹfetai:

k(x) =
1

(4π)
M
2

exp(−1

4
‖x‖2) (4.52)

O antÐstoiqoc anisotropikìc purănac me tanustă T kai h prokÔptousa oiko-
gèneia purănwn kh(x) grĹfontai:

k̂T (x) =
1

(4π)
M
2

√
det(T )

exp(−1

4
xTT−1x)

k̂T,h(x) =
1

(4πh)
M
2

√
det(T )

exp(− 1

4h
xTT−1x)

H k̂T,h eÐnai dhladă h M -diĹstath Gaussian sunĹrthsh me mătra summe-
tablhtìthtac 2hT . Sthn eidikă perÐptwsh ìpou M = 2 (ìtan h sunĹrthsh
u(x) paristĹnei dianusmatikă eikìna), h parapĹnw oikogèneia anisotropikÿn
Gaussian purănwn k̂T,h grĹfetai:

k̂T,h(x) =
1

4πh
√

det(T )
exp(− 1

4h
xTT−1x) 1 (4.53)

Apì praktikăc skopiĹc, h epilogă aktinikoÔ mhtrikoÔ purăna sthn arij-
mhtikă ulopoÐhsh eÐnai idiaÐtera protimhtèa, diìti den deÐqnei ek twn protèrwn

1όπωc έχουµε αναφέρει, η ειδική αυτή περίπτωση Gaussian πυρήνων στο συγκεκριµένο
πρόβlηµα έχει µεlετηθεί από τουc Tschumperlé και Deriche [52, 55], οι οποιοί έχουν κατα-
lήξει στην ακόlουθη σχέση για τον πυρήνα k̂T,h (µε τον συµβοlισµό που χρησιµοποιούµε
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protÐmhsh se kĹpoia kateÔjunsh tou qÿrou. Epiprìsjeta, o Gaussian mh-
trikìc purănac apoteleÐ mÐa axiìpisth epilogă, diìti parousiĹzei epijumhtĹ
qarakthristikĹ me bĹsh diĹfora krităria. Gia thn perÐptwsh pou meletĹtai
edÿ, to shmantikìtero pleonèkthma tou purăna autoÔ eÐnai ìti, ìtan o tanu-
stăc T eÐnai stajerìc, h qrăsh tou gia thn prosèggish dÐnei, ìpwc eÐdame,
akribÿc th lÔsh (mhdenikì sfĹlma).

Gia thn epilogă tou mhtrikoÔ purăna pou ja qrhsimopoihjeÐ, ja mporoÔse
na lhfjeÐ upìyin kai to <<mètro>> A[k] pou eisagĹgame pio pĹnw. Diapistÿnoume
loipìn ìti o Gaussian purănac den èqei elĹqisth timă A[k]. Sugkekrimèna, gia
to didiĹstato prìblhma (M = 2) kai periorizìmenoi se aktinikoÔc mhtrikoÔc
purănec, qrhsimopoiăsame roă taqÔterhc kajìdou gia thn elaqistopoÐhsh tou
A[k], me probolă se kĹje băma stouc periorismoÔc (4.7-4.9). San arqikă timă
jewrăsame ton Gaussian purăna kai ètsi brăkame tropopoiăseic tou me mikrì-
tero A[k] (bl. sqămata 4.1 kai 4.2). ’Etsi, mÐa prìtash gia thn prosèggish
thc (4.4) eÐnai h qrăsh tètoiwn purănwn me thn elpÐda h prosèggish na èqei me-
galÔterh akrÐbeia. Bèbaia, h kalÔterh prosèggish den eÐnai egguhmènh, diìti
upĹrqoun kai Ĺlloi parĹgontec, ìpwc autoÐ pou anafèrame pio pĹnw.

εδώ):

k̂T,h(x) =
1

4πh
exp(− 1

4h
xTT−1x)

Παρατηρούµε, lοιπόν µία διαφορά ανάµεσα στην τεlευταία έκφραση και στην έκφραση (4.53),
που δεν θα έπρεπε να υπάρχει. Πιστεύουµε ότι η έκφραση (4.53) είναι η σωστή, διότι, σε
αντίθεση µε την τεlευταία έκφραση, αντιστοιχεί σε kanonikopoihmèno πυρήνα. Στην σχετική
απόδειξη του [52] εντοπίζουµε το πρόβlηµα στην φράση �...since the Gaussian function is
normalized�, η οποία όπωc είπαµε δεν ισχύει. Τέlοc, σηµειώνουµε ότι το πρόβlηµα αυτό δεν
γίνεται αντιlηπτό στην αντίστοιχη αριθµητική υlοποίηση του [52], αφού, µετά τον υποlογισµό
των τιµών του πυρήνα στο διακριτό πlέγµα, εφαρµόζεται, για αριθµητικούc lόγουc, επιπlέον
κανονικοποίηση.
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��� ������5���" �"� �;��"� ���#��� ��"� �	��;5 ,�� ��"�
�?�-;5� &��,-��5 $�>-"�" ��� φ��	��-�"���,>� /�

*� 2���:����� ��� ������ ��
���� ����
������ ��� ���� ������� 	������� +�6)
���� ��� φ)�����������6�

*�(�� 	����#

���� "������ ����� $"%"�.$" �.#��� �")�����. 5���$���� #�� �/���+�
��� ����$����� �%�#�!�'� �)� φ0'������'����� 1φ-functionals2� �� �#�!� #�0
���'�.'�$" ���%����. '��� "������ (�A� 6�� �� ���$)�� "����"� � �"����
$��/� "�� φ0'������'����+ "!��� � "&�	

J [u] =

∫∫
Ω

φ (‖∇u‖) dx +
λ

2

∫∫
Ω

(u − u0)2dx 1<� <2

�#�� u0 "!��� � ��,��� "������ � '��.���'� φ(s) "!��� �+&��'� ��� $" ��0
�.%%�%� $��/�� ������ �'�" � #���� ��� �� 1<� <2 �� "#�/��"� $"�.%�
��'�� '�� ��"#��+$��" �����" -����$.�'"� �� "����� 1#�� �/"!%�����
#�,� '��� ������2� � -"+�"�� ��� �� 1<� <2 "#�/��"� ��'�� '��� �#�0
$.����'� �� "����� u0 �#� ��� ��,��� ��� ,��'�$"+"� '��� �#�/��� ��
�#"��%��� �%%���'� �� "������ � '���"�. λ ���$.5"��� ��� #�'������
1fidelity term2 ��� �����!5"� ��� �'����#!� ��.$"'� '" ����+ ��� -+� ����
��� '������'����+ J [u] 1�%� ��� "������ (�<2�

3���� %��#�� � ��,��� "����� #"���,"� ������ � �.#��� .%%� ��"#��+$�0
�� -������,�� � "%�,�'��#�!�'� ��� φ0'������'����+ J [u] 1<� <2 -!�"� '��
�#���%"'$� $!� �"%��)$��� �"%��� "������ �" �� �"���� $��/� 1<� <2 ��� φ0
'������'����+ J [u] $#��"! �� #"�����/"! "��#������. ��� ���"�. $"�.%� $���
$"��-)� $"����%�� 1variational methods2 #�� "/��$�5����� '��� ?"%�!)'�
1Enhancement2 "����)�� � #�� '�$������ "�-��� #"�!#�)'� φ0'������'����+
"!��� � $���-� �� �%��� �"����%� 1Total Variation - TV 0 �%� (�<2� #��
����'���,"! '��� "#�%��� �� '��.���'� φ(s) = s�

�#�$��)� '" $!� $���-� φ0'������'����+� 5���+$"�� "!��� � "+�"'� ��
"����� #�� "%�,�'��#��"! �� '������'����� �.%�'��� '��� ����$����� �%�0
#�!�'�� ��'� � ��,��� �'� ��� � 5���+$"�� "����� "!��� /�'��. -�������� 4�
$#���+'�$" %��#�� �� -����!���$" -+� �+��" ������� 1�")��'"�2� ��� ���
����$����� %+'� ��� #���%�$��� ����+	

• <������ 1� �&�������1 "�
�	�������� �
	 ��) $	
��	�������%
��� �"���'� ����� %+�"��� #���� �#� �%� �� #���%�$� �� "%�,�'��0
#�!�'� ��� φ0'������'����+ J [u] 1<� <2� ,��'�$�#������ 7���'$� �)�
�"����%�� 1Calculus of Variations2� 3��'�� �#� �� Euler-Lagrange "&�0
'�'"� ��� ��� "%�,�'��#�!�'� ��� J [u]� #���+#�"� � "&� �*�	



�� .��-"��,� .�#��� 6����+"�"� '(� )�� �"� 46

div

(
φ′(‖∇u‖)
‖∇u‖ ∇u

)
− λ(u − u0) = 0 1<�  2

9� "#�$"�� ��$� '�� �"���'� ���� "!��� �� -�������#���'��$" ��� �*�
1<�  2� �#��" ����%����$" '" ��� '+'��$� $� ���$$���� "&�'�'")� ���
�� ��$� �� 5���+$"�� "����� u∗ '�� pixels�

9� ��$��� ���. /�!������ ',�$����. '�� -�.���$$� ��� ',�$��� <�G�

φ0'������'���� J [u]⏐⏐'��	 ������!���

�*� 1<�  2⏐⏐'"�	�������!���

�+'��$� �&�'�'")� 1�(2⏐⏐'��!�#��

�#���%"'$� u∗

�,�$� <�G	 *�.���$$� 1�� �"���'� ��� ��� ����$����� �%�#�!�'� �)� $"��0
-)� φ0'������'����+

� �"���'� ���� #����'�.5"� �� #%"������$� ��� "/��$�5"� ��� -�����0
��#�!�'� $��� '�� �"%��� '�.-�� �� $"��-��� 3��'�� �,"� �%� �� #%"�0
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∂u

∂t
= div

(
φ′(‖∇u‖)
‖∇u‖ ∇u

)
− λ(u − u0) 1<� A2
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sthn opoÐa, ìpwc parathroÔme, o suntelestăc diĹqushc g dÐnetai apì th sqè-
sh:

g(‖∇u‖) =
φ′(‖∇u‖)
‖∇u‖ (4.57)

Sthn MDE (4.56), h lÔsh den eÐnai mÐa eikìna, allĹ mÐa qronikă roă eikìnwn,
èqei dhladă prostejeÐ (se sqèsh me thn (4.55) ) h exĹrthsh apì ton qrìno.
Sthn katĹstash isorropÐac thc MDE (4.56) katalăgoume sth lÔsh thc MDE
(4.55). Shmeiÿnoume ìti sthn enìthta aută, epeidă endiaferìmaste mìno gia
to telikì apotèlesma, to opoÐo prokÔptei apì thn katĹstash isorropÐac,
asqoloÔmaste mìno me thn MDE (4.55), qwrÐc ètsi na èqoume exĹrthsh apì
ton qrìno.

Me skopì thn diakritopoÐhsh thc (4.55), loipìn, jewroÔme èna omoiìmorfo
disdiĹstato orjogwnikì plègma, èktashc Nx ×Ny, me monadiaÐa qwrikĹ băma-
ta hx = hy = 1 kai th diakrită sunĹrthsh u(i, j), pou proseggÐzei tic timèc thc
u(x, y) sto plègma autì. Akìma, jewroÔme thn anaparĹstash thc diakrităc
eikìnac u(i, j) san èna diĹnusma u, diĹstashc M = NxNy, pou prokÔptei apì
thn u(i, j) me kĹpoia mèjodo sĹrwshc twn pixels. H mèjodoc sĹrwshc pou
qrhsimopoioÔme eÐnai apì pĹnw proc ta kĹtw kai apì aristerĹ proc ta dexiĹ
2, opìte ui+jNx+1 = u(i, j), gia 0 ≤ i ≤ Nx − 1, 0 ≤ j ≤ Ny − 1 (ìpou me
uα = ui+jNx+1 sumbolÐzoume to α-ostì stoiqeÐo tou dianÔsmatoc u).

DieukrinÐzoume ìti, afoÔ lìgw thc parapĹnw sĹrwshc antistoiqÐzetai ènac
akèraioc α se kĹje pixel, sta epìmena ja qrhsimopoioÔme thn orologÐa fifipixel
αflfl antÐ thc orologÐac fifipixel (i, j)flfl, efìson α = i + jNx + 1.

EpÐshc, qrhsimopoioÔme ton sumbolismì β ∼ α (antÐstoiqa me to [13]), gia
na ekfrĹsoume ìti to pixel β eÐnai geitonikì tou pixel α, ìpou san geitonikĹ
jewroÔme ta diplanĹ shmeÐa se kĹje dieÔjunsh tou plègmatoc (orizìntia ă
kĹjeth). ’Eqoume dhladă:

β ∼ α ⇔ β ∈ {α− 1, α + 1, α−Nx, α + Nx}

to opoÐo mporoÔme na ekfrĹsoume sumbolikĹ wc exăc:

◦
◦ × ◦

◦

ìpou me fifi×flfl sumbolÐzoume to ekĹstote pixel kai me fifi◦flfl ta geitonikĹ tou.

2θερούµε ότι η αρχή των αξόνων βρίσκεται πάνω αριστερά στην εικόνα, µε τον άξονα των
x (ή i στη διακριτή περίπτωση) να είναι κάθετοc και τον άξονα των y (ή j) οριζόντιοc. ΄Ετσι,
η µεταβlητή i αυξάνεται καθώc προχωράµε προc τα κάτω, ενώ η j καθώc προχωράµε προc
τα δεξιά.
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���� �*� 1<�  2 #��#"� �� -�������#�����+� �� �"%"'�� grad(·) ��� div(·)
���� ��� � ���$� ‖∇u‖� 6�� �� %��� ����� ,�"�.5����� #��'"��!'"� '��
,)���� $"���� #�������� ∂/∂x ��� ∂/∂y� �� #�� �#%� "#�%��� ��� ��
#��'"��!'"� ����� #�� �� $"%"��'��$" "-�� "!��� �� "&� 1#��������$" ���
��� ∂/∂x �%%. �"%"!) ���!'���,� �',+��� ��� ��� ��� ∂/∂y2	

• �"������ -��/��. ��$��� ( pixel	

Dxu (i, j) = u(i + 1
2
, j) − u(i − 1

2
, j) 1<� F2

• �"������ -��/��. ��$��� � pixel	

D2xu (i, j) =
1

2
{u(i + 1, j) − u(i − 1, j)} 1<� @2

• "$#��'��� 1forward2 -��/��. ��$��� ( pixel	

D+xu (i, j) = u(i + 1, j) − u(i, j) 1<�A�2

• �#!'��� 1backward2 -��/��. ��$��� ( pixel	

D−xu (i, j) = u(i, j) − u(i − 1, j) 1<�A(2

3�,���� ��!'"� ��� #���#.�) '�$��%�'$�+� ���/����$" ���� �.#��"
�#%� "#�%��� #�� $#���+� �� �!���� ��� �� -�������#�!�'� �)� �"%"'���
grad(·) = ( ∂

∂x
, ∂

∂y
)· ��� div(·) =< ( ∂

∂x
, ∂

∂y
), · > '��� �*� 1<�  2	

(� *�������#�!�'� �	 �"������ -��/��� ��$��� ( pixel ��� grad(·) ���
div(·) ��� ���$$��� #��"$��%� ��� �� ��$� ��� '���"%"'�� -�.,�'�
g(‖∇u‖) '�� "�-�.$"'� '�$"!� ��� #%��$���	

grad(·) ≈ (Dx, Dy) · , div(·) ≈ 〈(Dx, Dy), ·〉 ���

g(i ± 1
2
, j) ≈ 1

2
{g(i, j) + g(i ± 1, j)}

g(i, j ± 1
2
) ≈ 1

2
{g(i, j) + g(i, j ± 1)}

1<�A�2

3��'�� � -�������#�!�'� ���� �� �*� 1<�  2 ����%��"� 1+'�"�� �#�
�.#��" #�.&"�2 '�� "&� '+'��$� $� ���$$���� "&�'�'")�	

{∑
β∼α

gα + gβ

2
(uβ − uα)

}
− λ(uα − u0

α) = 0, ��� �.�" pixel α 1<�AG2

� -�������#�!�'� ���� "!��� ���"�. �&��#�'�� ��� "!��� $!� �#� �� "#�%�0
�� #�� �.��$" '��� ����$����� �%�#�!�'� 1�%� �#�"������  �(�(2�
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2. DiakritopoÐhsh B: OpÐsjiec kai emprìsjiec diaforèc gia grad(·) kai
div(·) antÐstoiqa:

grad(·) ≈ (D−x, D−y) · , div(·) ≈ 〈(D+x, D+y), ·〉 (4.64)

H diakritopoÐhsh aută thc MDE (4.55) katalăgei stic exăc exisÿseic,
gia kĹje pixel α = 1, .., NxNy:

gα+1(uα+1 − uα) + gα(uα−1 − uα)+

+ gα+Nx(uα+Nx − uα) + gα(uα−Nx − uα)− λ(uα − u0
α) = 0

(4.65)

3. DiakritopoÐhsh G: Emprìsjiec kai opÐsjiec diaforèc gia grad(·) kai
div(·) antÐstoiqa:

grad(·) ≈ (D+x, D+y) · , div(·) ≈ 〈(D−x, D−y), ·〉 (4.66)

H diakritopoÐhsh aută thc MDE (4.55) katalăgei stic exăc exisÿseic,
gia kĹje pixel α = 1, .., NxNy:

gα(uα+1 − uα) + gα−1(uα−1 − uα)+

+ gα(uα+Nx − uα) + gα−Nx(uα−Nx − uα)− λ(uα − u0
α) = 0

(4.67)

Anafèroume ìti stic parapĹnw epilogèc diakritopoÐhshc (4.62,4.64,4.66),
èqoume afăsei adieukrÐnisto poia prosèggish qrhsimopoioÔme gia th nìrma
‖∇u‖ (pou eÐnai aparaÐthth gia ton upologismì tou suntelestă diĹqushc gα).
Ki autì diìti, sthn anĹlush pou akoloujeÐ, jewroÔme ìti qrhsimopoioÔme
mÐa opoiadăpote prosèggish thc ‖∇u‖ (Du eÐnai o genikìc sumbolismìc thc
prosèggishc autăc), me mình proôpìjesh na ikanopoieÐtai h sqèsh:

D(h · u) (α) = |h|Du (α), gia kĹje pixel α, me h ∈ R 3 (4.68)

h opoÐa eÐnai exĹllou mÐa apì tic idìthtec orismoÔ thc nìrmac dianÔsmatoc (bl.
p.q. [48]). H antÐstoiqh idiìthta isqÔei fusikĹ gia th suneqă nìrma ‖∇u‖ kai
Ĺra eÐnai epijumhtì na sunthreÐtai metĹ th diakritopoÐhsh.

KĹpoiec sqetikĹ aplèc proseggÐseic thc nìrmac ‖∇u‖, oi opoÐec ja mac
apasqolăsoun edÿ kai ikanopoioÔn (ìpwc mporeÐ eÔkola na diapistwjeÐ) thn
sqèsh (4.68), eÐnai oi akìloujec:

3διευκρινίζουµε ότι, µε Du (α), συµβοlίζουµε την τιµή τηc προσέγγισηc Du στο pixel α
(όπου α ο ακέραιοc που αντιστοιχούµε στο pixel (i, j), µετά την σάρωση), δηlαδή Du (α) =
Du (i, j), όταν α = i + jNx + 1.
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• 
��'����'� $" ,��'� "$#��'��)� -��/���� ��$��� ( pixel ��� ��
∂u/∂x, ∂u/∂y	

D+u(α) =
{
[D+xu(α)]2 + [D+yu(α)]2

} 1
2

=
{
(uα+1 − uα)2 + (uα+Nx − uα)2

} 1
2

1<�A@2

• 
��'����'� $" ,��'� �#!'��)� -��/���� ��$��� ( pixel	

D−u(α) =
{
[D−xu(α)]2 + [D−yu(α)]2

} 1
2

=
{
(uα − uα−1)

2 + (uα − uα−Nx)
2
} 1

2

1<�=�2

• 
��'����'� $" ,��'� �"������� -��/���� $" ��$� � pixels	

Dou(α) =
{
[D2xu(α)]2 + [D2yu(α)]2

} 1
2 1<�=(2

• 
��'����'� $" ,��'� "$#��'��)� ��� �#!'��)� -��/���� ��$��� ( pi-
xel	

D±u(α) =

{
1

2

{
[D+xu(α)]2 + [D−xu(α)]2 + [D+yu(α)]2 + [D−yu(α)]2

}} 1
2

=

{
1

2

∑
β∼α

(uβ − uα)2

} 1
2

1<�=�2

9� #���#.�) ����'���,"! '" #��'����'� �)� u2
x ��� u2

y $" ��� $�'�
��� �)� ���!'���,)� ��$�� '�� "�-�.$"'� '�$"!� (i± 1

2
, j) ��� (i, j ± 1

2
)

���!'���,�� '�� �#�!� � #��'����'� �)� #������)� �!�"��� $" �"������
-��/��� ��$��� ( pixel�

(������" ,�� ��%&��?" ��	 .��-5#����

�" �.'� ��� "�'��)���� #����'!�'� #�� #��������"� '�� '���,"�� #�0
�������$" ��� �#�-"���+��$" ��� �"���$�� �� �#�!� �#�'�/��!5"� �� ',�'�
��.$"'� '�� '��",� ��� �� -������� �"���'� �)� φ0'������'������ �")���0
�� ��� �� -�./��" "#�%��� -�������#�!�'� 1<�A��<�A<�<�AA2� $!� �#���-�#��"
#��'����'� �� ���$� ‖∇u‖	
.�>-"#� �� � !"�� � ���
���	
��1

J [u] =

∫∫
Ω

φ (‖∇u‖) dx +
λ

2

∫∫
Ω

(u − u0)2dx 1<�=G2



��� ������5���" �"� �;��"� ���#��� ��"� �	��;5 ,�� ��"�
�?�-;5� &��,-��5 $�>-"�" ��� φ��	��-�"���,>� �!

���� Ω ��
 ����#��	�� ����� ��	���� �� u(x, y) ��(� 
�� � ����� ��������
�	 � u(x, y) ��������
	 �� 
�)��
��� �
	 φ(s) : [0, +∞) → � ��
 ��
��
���)����/ ��1

φ(0) = 0, φ′(s) > 0, φ′′(s) > 0 1<�=<2

!"�� ������ u � �	)����
 ��	)�
��� M = NxNy� �� �	
��	�������� ��
u(x, y) �� ��
 ����#��	�� ���#�
 ��� �
����	 � Ω/ �� ��
�� Nx × Ny �
	
���
�	
�
 ���

 hx = hy = 1 ��(� 
�� � ���#�
/ �������� �	 � �	
��	�
���)���� ��������
	 �� 
�)��
�� �mirroring� �% 9��/ � ���� u∗ ��
�	
��	���	������ �������� ��
����� �� J [u] 1<�=G2 ��
�	����	�� 	� �(��
�	
��	�� ���
����	� J̃(u) �
�)��#
 �� 	� �
�
�)� ��	��#�� �	
��	��������
�� grad(·) �
	 div(·)�1
7%  ���	��� �	
'���� ���
�� 7 pixel #	
 grad(·)/ div(·) �
	 #�
��	��
�
������� #	
 	� 	��� �� g ���% �6%=5/6%=:� �1

J̃(u) =

NxNy∑
α=1

{
φ(Du(α))

(
D±u(α)

Du(α)

)2
}

+
λ

2

NxNy∑
α=1

(uα − u0
α)2 1<�= 2

5% �����	�� �
	 �������	�� �	
'���� #	
 grad(·)/ div(·) ���% �6%=6/6%=>� �1

J̃(u) =

NxNy∑
α=1

{
φ(Du(α))

(
D−u(α)

Du(α)

)2
}

+
λ

2

NxNy∑
α=1

(uα − u0
α)2 1<�=A2

:% "������	�� �
	 �����	�� �	
'���� #	
 grad(·)/ div(·) ���% �6%==/6%=?� �1

J̃(u) =

NxNy∑
α=1

{
φ(Du(α))

(
D+u(α)

Du(α)

)2
}

+
λ

2

NxNy∑
α=1

(uα − u0
α)2 1<�==2

���� Du(α) ���
	 ��
 ���	
����� �����##	�� �� ����
� ‖∇u‖/ ��� ������
���� �	 �#	�� ��� �	
��	������� �� �������� ��
�����/ ��	
/ ��� �

	�
����	��1

D(h · u) (α) = |h|Du (α), #	
 �)�� pixel α, �� h ∈ � 1<�=F2

-����	(�% �� �� '�����" "%�,!'��� �� J [u] 1�%� �*� 1<�  22 -�������0
#�����+� $" �#���-�#��" $���-� -�������#�!�'�� #���+#���� �� "&�'�'"�	

(div (g∇u))α − λ(uα − u0
α) = 0, ��� �.�" α = 1, ..,M 1<�=@2

�#�� ,��'�$�#���+$" ��� �"���� '�$��%�'$� (div (g∇u))α ��� ��� #��'����'�
��� ���� div (g∇u) '�� pixel α� $" $!� �#���-�#��" "#�%��� -�������#�!�'�
1 1<�A�2�1<�A<2�1<�AA2 � �.#��� .%%�2�
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� ',�'� 1<�=@2 "�/�.5"� M "&�'�'"�� $!� ��� �.�" pixel� 3��'�� #���"����
��� ��� $� ���$$��� '+'��$� M "&�'�'")� $" M ����'��� 1�� ��$� uα

'�� pixels2� �� ��.:��$" �� "&�'�'"� 1<�=@2 '" -����'$����� $��/� 1,��'�0
$�#������ -���+'$��� -�.'��'� M2� #���+#�"�	

G(u) − λ(u − u0) = 0 1<�F�2

�#�� G(u) �� M 0-�.'���� -�.��'$�� $" ��� α0�'�� ��$� ��� �� "!���	

Gα(u) = (div (g∇u))α, α = 1, ..,M 1<�F(2

3�'�) "#!'� �� M 0-�.'���� -�.��'$�	

F (u) = −G(u) + λ(u − u0) 1<�F�2

�� �#�!� �#��"%"! ��'��'���. ��� ���!'���,� -�������#�!�'� �� $"����%���
#�������� 1variational derivative2 δJ/δu ��� '������'����+ J [u]� 3��'�� ��
'+'��$� 1<�=@2 ��./"��� �#%.	

−F (u) = 0 1<�FG2

3�'�) ���� u∗ � %+'� ��� #���#.�) '�'��$��� 1�%� 1<�FG2 � 1<�F�2 �
1<�=@2 �'�-+��$�2� -�%�-� −F (u∗) = 0� E.,���$" �� ���+$" $!� -�������
'��.���'� J̃(u)� ���'$��� '��� M 0-�.'���� ,��� �M � �� �#�!� � u∗ ��
�#��"%"! "%.,�'��� ������!� '������ ��� �� #���#.�) "!��� � "&�	

−∇M J̃(u∗) = 0 1<�F<2

�#�� � �"%"'�� ∇M -�� '" '������'"� M $"���%����� -�%�-�	

∇M := (
∂

∂u1

,
∂

∂u2

, . . . ,
∂

∂uM

)

$" �� u1, u2, . . . , uM �� '�$��%!5��� �� M $"���%����
3��'�� � 1<�F<2 �#��"%"! .%%� ��� '+'��$� M "&�'�'")� $" M ����'����
�� �#�!� �,"� ��� !-�� %+'� $" �� 1<�FG2� �#�%����$" � -������� '��.���'�
J̃(u) #�� :.,���$" �� "!��� ������� �'�" �� -+� '�'��$��� 1<�FG2 ��� 1<�F<2 ��
�����!5����� 1�� �#�!� �#��"%"! $!� %����� "#�%���� "/�'�� '��#"+��$" �� ��0
��%�&��$" '" $!� '��.���'� J̃(u) #�� �� $��.5"� �'� �� -������ #"��''��"��
$" �� '������'���� J [u]2� �" ��� "#�%��� ����� #���+#�"� � ',�'�	

−∇M J̃(u) = −F (u) 1<�F 2



��� ������5���" �"� �;��"� ���#��� ��"� �	��;5 ,�� ��"�
�?�-;5� &��,-��5 $�>-"�" ��� φ��	��-�"���,>� ��

�#� ��� �#�!�� �#) "!��� ��)'�� �#� ��� ��.%�'� �������'")� 
�%%��
�"���%���� 1�%� #�,� ;<@>2� #���+#�"� � "&� ',�'�	

J̃(u) = J̃(0) +

∫ u

0

F · dr 1<�FA2

�#�� �� #���#.�) "#���$#+%�� �%��%��)$� "!��� ��"&.����� ��� -��$�� ���
$#��"! �� �#�%���'�"! "#! �#���'-�#��" ��$#+%� "���"� �� '�$"!� 0 ��� u
1'��� ,��� �M 2� �#!'�� $" 0 '�$��%!5��$" �� $�-"���� M 0-�.'���� -�.��0
'$� 1#�� ����'���,"! '" "����� $" ��$� � '" �%� �� pixels2�

���/����$" "#!'� ��� � ',�'� 1<�F 2 "#����#"� ��� ����!�"�� "#�%��� $!�
#��'�"���� '���"�. '��� J̃(u)� �� �#�!� "!��� �'�-+��$� $" ��� ����!�"��
"#�%��� �� ��$� J̃(0) '�� ',�'� 1<�FA2 1"&.%%��� '��� "%�,�'��#�!�'�� $!�
#��'�"���� '���"�. -"� #�!5"� ������ ��%�2�

6�� ��� �#�%���'$� ��� "#���$#+%��� �%��%���$��� �� 1<�FA2� -��%����0
$" %��#�� ��� �#%� -��-��$� r(q) = qu, q ∈ [0, 1] 1"��+���$$� �$�$� $" .���
�� 0 ��� u2� ��� ��� �#�!� dr/dq = u� �#��"	

1<�FA2 ⇒ J̃(u) = J̃(0) +

∫ 1

0

F (qu) · u dq = J̃(0) +

∫ 1

0

uTF (qu) dq 1<�F=2

"#�$��)� %��) �� 1<�F�2� �,��$"	

J̃(u) = J̃(0) −
∫ 1

0

uTG(qu) dq +

∫ 1

0

uTλ(qu − u0) dq 1<�FF2

3�$)� �� -"+�"�� �%��%��)$� '��� #���#.�) ',�'� $#��"! �� �#%�#����"!
) "&�	

∫ 1

0

uTλ(qu − u0) dq = uTλ

[
(

∫ 1

0

q dq)u − (

∫ 1

0

dq)u0)

]

=
λ

2
(uTu − 2uTu0)

=
λ

2

(
‖u‖2 − 2uTu0 +

∥∥u0
∥∥2 − ∥∥u0

∥∥2
)

= −λ

2

∥∥u0
∥∥2

+
λ

2

∥∥u − u0
∥∥2

"#�$��)� %��) �� #���#.�) ',�'�� � 1<�FF2 �!�"���	

J̃(u) = J̃(0) − λ

2

M∑
α=1

(u0
a)

2 + K(u) +
λ

2

M∑
α=1

(ua − u0
a)

2 1<�F@2
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�#�� � '��.���'� K(u) ��!5"��� ) "&�	

K(u) = −
∫ 1

0

uTG(qu) dq

= −
M∑

α=1

{
ua

∫ 1

0

Gα(qu) dq

} 1<�@�2

�" '��#� ��� �#%�#�!�'� �� 1<�F@2� "#�%����$" '�� ����!�"�� #��'�"0
���� '���"�. J̃(0) ��� "&�	

J̃(0) =
λ

2

M∑
α=1

(u0
a)

2 1<�@(2

$" �#���%"'$� � 1<�F@2 �� ��./"��� ) "&�	

J̃(u) = K(u) +
λ

2

M∑
α=1

(ua − u0
a)

2 1<�@�2

���"#�� �#� �� ',�'� 1<�@�2� �%�#��$" ���� ��� ��� �#�%���'$� �� J̃(u)
���"! � �#�%���'$� �� K(u)� 3�$)� "�� �� '�$#"�.'$��� '�� �#�!� ����0
%�&�$" $�,�� ���� "!��� �"���. ��� -"� "&�������� �#� ��� "#�%��� -�������0
#�!�'�� '��� '���,"�� #��#"� �.�" #"�!#�)'� -�������#�!�'� �� $"%"���"!
&",)��'�. 1%��) -��/��"���� ��/��'� ��� ��� G(u) ��� .�� ��� ��� K(u)2	

7% ���	��� �	
'���� ���
�� 7 pixel #	
 grad(·)/ div(·) �
	 #�
��	�� �
�
������� #	
 	� 	��� �� g%
3�#) -��/�!�"��� �#� �� ',�'"� 1<�F(2 ��� 1<�AG2� '��� #"�!#�)'� ����� ��
'���,"!� ��� -���+'$��� G(u) #���+#���� �#� �� ',�'�	

Gα(u) =
∑
β∼α

gα + gβ

2
(uβ − uα) 1<�@G2

�#�$��)� '��� #"�!#�)'� ����� � '��.���'� K(u) �!�"���	

1<�@�2 ⇒ K(u) =
M∑

α=1

∑
β∼α

(uα − uβ)uα

∫ 1

0

gα(qu) + gβ(qu)

2
q dq 1<�@<2

.��	

K(u) =
M∑

α=1

∑
β∼α

(uα − uβ)uαfαβ(u) 1<�@ 2



��� ������5���" �"� �;��"� ���#��� ��"� �	��;5 ,�� ��"�
�?�-;5� &��,-��5 $�>-"�" ��� φ��	��-�"���,>� ���

�#��	

fab(u) =
fα(u) + fβ(u)

2
1<�@A2

$"	

fα(u) =

∫ 1

0

gα(qu)q dq, fβ(u) =

∫ 1

0

gβ(qu)q dq 1<�@=2

��� '���,"��� ��!'���$" $!� #�� �#%� ��/��'� ��� ��� ��� fα(u)� 
����
�#� �%�� %��#��� %��) �� ',�'� 1<� =2 ��� ��� ��� ,��'�$�#��"!��� � �"����
#��'����'� Du(α) ��� �� ���$� ‖∇u‖� �',+"�� ��� �.�" pixel α	

gα(qu) =
φ′(D(qu)(α))

D(qu)(α)

=
φ′(qDu(α))

qDu(α)
,

1<�@F2

%��) ��� #"�����'$�+ 1<�=F2 ��� ��� #��'����'� Du(α)� 3���	

1<�@=2 ⇒ fα(u) =

∫ 1

0

φ′(qDu(α))

Du(α)
dq

=
1

(Du(α)))2

∫ Du(α)

0

φ′(qDu(α)) d
(
qDu(α)

) 1<�@@2

�#�$��)� � ��� fα ��./"��� �"%��. ) "&�	

fα(u) =
1

(Du(α)))2
[φ(Du(α)) − φ(0)]

=
1

(Du(α)))2
φ(Du(α)),

1<�(��2

-���� φ(0) = 0 1�%� 1<�=<2 2�

�#��"�,�$�'�" ���� '�� ',�'� 1<�@ 2 ��� �� ��./��$" ) "&�	

K(u) =
M∑

α=1

∑
β∼α

(u2
α − uαuβ)fαβ(u) 1<�(�(2


���������� �� ',�'� 1<�(�(2� $#���+$" �� -��#�'��'��$" ��� �� #���#.�)
.����'$� "!��� -����� �� ����'�"��'�"! ) "&�	 ��� �.�" 5���� �"��������
pixels α ��� β� #��'�����$" '�� .����'$� ��� ����	

(u2
α − uαuβ)fαβ(u), 1<�(��2
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pou suneisfèretai apì thn fifipleurĹflfl tou α

(u2
β − uβuα)fβα(u), (4.103)

pou suneisfèretai apì thn fifipleurĹflfl tou β.
Apì thn (4.96), blèpoume ìti profanÿc isqÔei fβα = fαβ, opìte, an prosjè-
soume touc dÔo autoÔc ìrouc, (4.102) kai (4.103), prokÔptei:

(u2
α − uαuβ)fαβ(u) + (u2

β − uβuα)fβα(u) = (uα − uβ)2fαβ(u)

=
fα

2
(uα − uβ)2 +

fβ

2
(uα − uβ)2, lìgw thc (4.96)

(4.104)

Anaferìmenoi sthn teleutaÐa sqèsh, mporoÔme tÿra na antistoiqÐsoume ton
nèo ìro fα

2
(uα−uβ)2 sto pixel α kai ton ìro fβ

2
(uα−uβ)2 sto pixel β. ’Etsi,

afoÔ h parapĹnw diadikasÐa gÐnetai gia kĹje zèugoc geitonikÿn pixels, se kĹje
pixel α antistoiqÐzetai ènac ìroc thc morfăc fα

2
(uα − uβ)2 gia kĹjena apì ta

4 geitonikĹ tou pixels 4. Epomènwc, to Ĺjroisma thc sqèshc (4.101) mporeÐ
na grafeÐ kai wc exăc:

K(u) =
M∑

α=1

fα(u)
1

2

∑

β∼α

(uβ − uα)2 (4.105)

parathrÿntac th sqèsh (4.105), blèpoume ìti emfanÐsthke o ìroc (D±u(α))2

(bl. sqèsh (4.72) ), opìte telikĹ èqoume:

K(u) =
M∑

α=1

fα(u)(D±u(α))2

=
M∑

α=1

φ(Du(α))

(
D±u(α)

Du(α)

)2

, lìgw thc (4.100)

(4.106)

Sunepÿc loipìn, lìgw thc parapĹnw sqèshc, h sunĹrthsh J̃(u) grĹfetai sthn
perÐptwsh aută wc exăc:

(4.92)⇒ J̃(u) =
M∑

α=1

φ(Du(α))

(
D±u(α)

Du(α)

)2

+
λ

2

M∑
α=1

(ua − u0
a)

2 (4.107)

4ακόµα και τα pixels στα όρια του πlέγµατοc, θεωρούµε ότι έχουν 4 γειτονικά pixels,
κάτι το οποίο είναι εφικτό lόγω τηc ανάκlασηc στιc τιµέc τηc u που θεωρούµε ότι συµβαίνει
έξω από το πlέγµα.



��� ������5���" �"� �;��"� ���#��� ��"� �	��;5 ,�� ��"�
�?�-;5� &��,-��5 $�>-"�" ��� φ��	��-�"���,>� ���

� �#�!� �#��"%"! ������ ��� �#�-"����� 1��� ��� #"�!#�)'� ����2 ',�'�
1<�= 2�

9�%�� '�$"�����$" ��� %��) �)� �-�����)� 1<�=<2 �� '��.���'� φ(s)
1�+&��'� ��� ����� '��.���'�2� $#��"! �� �#�-"�,�"! ��� �#.�,"� #�.�$���
���%.,�'��� $!� %+'� u∗ ��� '�'��$��� "&�'�'")� 1<�F<2 1��� ��� '���"0
���$��� #.��� #"�!#�)'� -�������#�!�'�2� �#�#%���� �.�" ������ %+'� u∗

"%�,�'��#��"! #�.�$��� ��� '��.���'� J̃(u) 1<�(�=2�

5% �����	�� �
	 �������	�� �	
'���� #	
 grad(·)/ div(·)%
�#� �� ',�'"� 1<�F(2 ��� 1<�A 2 -��/�!�"��� ���� '��� #"�!#�)'� ����� ��
'���,"!� ��� G(u) #���+#���� �#� �� ',�'�	

Gα(u) =gα+1(uα+1 − uα) + gα(uα−1 − uα)+

+ gα+Nx(uα+Nx − uα) + gα(uα−Nx − uα)
1<�(�F2

�#�$��)� � K(u) �!�"���	

1<�@�2 ⇒ K(u) =
M∑

α=1

uα

[
fα+1(uα − uα+1) + fα(uα − uα−1)+

+fα+Nx(uα − uα+Nx) + fα(uα − uα−Nx)

] 1<�(�@2

�#�� �� '���"%"'�� fa ��!5����� &��. �#) '��� #�����+$"�� #"�!#�)'� 1�%�
',�'� 1<�@=2 2 ��� $#���+� ��� "-� �� ���/�+� '�� $��/� #�� /�!�"��� '��
',�'� 1<�(��2�

�" ��� '�"#���� ���!'���,� $" ���� �� #�����+$"�� #"�!#�)'�� $#�0
��+$" �� -"!&��$" ��� �� #���#.�) .����'$� 1<�(�@2 ��./"��� �'�-+��$� )
"&�	

K(u) =
M∑

α=1

fα(u)
[
(uα − uα−1)

2 + (uα − uα−Nx)
2
]

1<�((�2


���������� �� ',�'� 1<�((�2� �%�#��$" ��� "$/��!'���" � ��� (D−u(α))2

1�%� ',�'� 1<�=�2 2� �#��" �"%��. �,��$"	

K(u) =
M∑

α=1

fα(u)(D−u(α))2

=
M∑

α=1

φ(Du(α))

(
D−u(α)

Du(α)

)2

, %��) �� 1<�(��2

1<�(((2
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���"#� %��#��� %��) �� 1<�(((2� � '��.���'� J̃(u) ��./"��� '��� #"�!#�)'�
���� ) "&�	

1<�@�2 ⇒ J̃(u) =
M∑

α=1

φ(Du(α))

(
D−u(α)

Du(α)

)2

+
λ

2

M∑
α=1

(ua − u0
a)

2 1<�((�2

� �#�!� �#��"%"! ������ ��� �#�-"����� 1��� ��� #"�!#�)'� ����2 ',�'�
1<�=A2�

9�%�� '�$"�����$" ���� #���$��� $" ��� #�����+$"�� #"�!#�)'�� %��)
�)� �-�����)� 1<�=<2 �� '��.���'� φ(s) 1�+&��'� ��� �����2� $#��"! ��
�#�-"�,�"! � +#��&� %+'� u∗ ��� '�'��$��� "&�'�'")� 1<�F<2 1��� ��� '��0
�"���$��� #"�!#�)'� -�������#�!�'�2 ��� � "%�,�'��#�!�'� �� '��.���'�
J̃(u) 1<�((�2 �#� �� %+'� ���� u∗�

:% "������	�� �
	 �����	�� �	
'���� #	
 grad(·)/ div(·)%
� #"�!#�)'� ���� "!��� "��"%� #���$��� $" ��� #�����+$"��� 3��'�� $" �"0
%"!) #���$��� '�%%���'����� $#���+$" �� �#�-"!&��$" �� ',�'� 1<�==2� #��
����'���,"! '��� #"�!#�)'� �����

7	#��-��#���

��� '���,"��� #����'�.5��$" �.#��� "�-��/������ '�$#"�.'$��� #�� $#�0
��+� �� "&�,��+� �#� �� #���#.�) �"���$� <�A�

6�� ��� #����'!�'� �)� '�$#"��'$.�)� ������ #��#"� #���� �#� �%� ��
#�����'��$" ��� '��.���'� #�� #���+#�"� �#� ��� "&��,� -�������#�!�'�
��� '��",�+ φ0'������'����+ J [u] 1�%� ',�'� 1<�=G2 2	 �� �.���$" ���
�#%� #��'����'� �)� -�#%�� �%��%��)$.�)� ��� J [u] $" .����'$� Riemann�
,��'�$�#������ �� ��$� '�� �����)���� #%��$� '�$"!)� #�� ���/��"���
'�� �"���$� <�A� ���" .$"'� ����%����$" '��� "&� -�������#�!�'� ��� '�0
�����'����+ J [u]	

Jd(u) =

NxNy∑
α=1

φ(Du(α)) +
λ

2

NxNy∑
α=1

(uα − u0
α)2 1<�((G2

�#��� �#) '�� �"���$� <�A� Du(α) "!��� $!� �#���-�#��" #��'����'� �� ���0
$� ‖∇u‖� #�� ,�"�.5"��� ��� ��� #��'����'� �� �%��%��)��� '��.���'�
φ(‖∇u‖) '�� '�$"!� ��� #%��$���� � '��.���'� Jd(u) $"��/��"�� '" $"�.%�
���$�� '��� -������� ,��� �� �-�����" ��� '��",�+ '������'����+ J [u]� ��
���� -���� � Jd(u) "#��.%%"� ��'�� '�� �:�%� $"����%� �� "����� 1����
��� '��� �#�$.����'� �#� ��� ��,��� "�����2� $" ���#� "��"%� ���!'���,�



��� ������5���" �"� �;��"� ���#��� ��"� �	��;5 ,�� ��"�
�?�-;5� &��,-��5 $�>-"�" ��� φ��	��-�"���,>� ���

$" �� '������'���� J [u]� 3��'�� � "%�,�'��#�!�'� �� '��.���'� Jd(u) �#�0
�"%"! $!� �-��!�"�� ���.%%�%� 1�'�� �/��. ��� "#���$��� ���#� �"%�!)'� ��
"�����2 �%�#�!�'� �)� $"��-)� #�� ��'!5����� '�� φ0'������'���.�

�" �.'� �� #���#.�) %��#��� ����%����$" '�� "&� '�$#"�.'$���	

• �����!����� ��� #���#.�) '��.���'� Jd(u) $" �� '������'"� J̃(u)
1<�= 0<�==2 ��� �")��$��� <�A� #�������+$" ���� '��� �"���� #"�!#�)'�
#��'����'� Du� -"� "!��� !-�"� ���� '�$�!�"� ��� -"� �#.�,"� �'�-���0
$!� ��.$"'� '��� "%�,�'��#�!�'� �� '��.���'� Jd(u) ��� '�� %+'�
�)� -�������#���$��)� '������� "%�,!'��� ��� J [u]� ���$� ��� ����
� #��'����'� �� ���$� ‖∇u‖ �!�"� ��� '�� -+� #"��#��'"� $" ���
!-�� ���#�� �" .%%� %����� �� #���� -�������#���'��$" ��� $"�. "%�0
,�'��#���'��$" 1�%� ',�$� <�<2� ����%����$" �"���. '" -��/��"����
�#���%"'$� �#� ���� #���� "%�,�'��#���'��$" ��� $"�. -�������#���0
'��$" 1�%� ',�$� <�G2�

• 
�� '���"���$���� #�������+$" ��� �� '������'"� J̃(u) 1<�= 2� 1<�=A2
��� 1<�==2 -��/����� �#� ��� Jd(u) 1<�((<2 '�� ���� �.�" ��� φ(Du(α))
��� #����� ����!'$��� #�%%�#%�'�.5"��� "#�#%��� ���. ��� #��.�����
D±u(α)/Du(α)� D+u(α)/Du(α) � D−u(α)/Du(α) ���!'���,�� 3�$)�
� #�%%�#%�'��'���� ���� #��.����� -"� �,"� ������ ���$� ��� �%0
%����"� �� ��'�� #�� "!��� "#���$��� �� #��'-!-"� � '��.���'� J̃(u)
'�� $"����%� �� -������� "����� u� 9� �"%"���!� �,"� ) '���#"�� ��
�"%��� �#���%"'$� �� $�� "�/�.5"� ��� #���$����� �"%�!)'� #�� $#��"!
�� '���"%�'"� �� φ0'������'�����

��$#"��!���$" %��#�� ��� �� ���� �-��!�"�� "#���$��� � #�%%�#%�'��0
'���� ���� #��.����� �� "!��� #.��� !'� $" (� �.�� �� �#�!� �-��"!
1�'�� �/��. ��� -�������#�!�'� �� �*� 1<�  2 2 ��� �.�" "#�%���
#��'����'� �)� grad(·) ��� div(·) 1�%� 1<�A�2� 1<�A<2 � 1<�AA2 2� '" ��0
�!'���,� "#�%��� #��'����'� Du �� ���$� ‖∇u‖ 1D±u� D−u � D+u
���!'���,�2� 3�,���� "#�%�&"�� -�%�-�� '���"���$��� -�������#�!�'� ���
�� grad(·) ��� div(·)� �#�,�")��$�'�" �#� �� �"���$� <�A �� #��'"�0
�!'��$" �� ���$� ‖∇u‖ $" '���"���$��� ���#�� "/�'�� "#���$�+$" �
%+'� u∗ �� "%�,�'��#��"! $!� -������� '��.���'� #�� �,"� ���$� 1���
"!��� � -�������#�!�'� ��� '������'����+ J [u]2�
���� "�-��� #"�!#�)'� %��#�� �� #���#.�) "#�%��� ��� ��� #��'��0
��'� Du 1-�%� Du = D±u,D−u � D+u ���!'���,�2� �#.�,"� #�.�$���
�'�-���$!� ��.$"'� '�� -+� �")��'"� ��� -"� �,"� '�$�'!� ��� �� �#�0
��%"'$� �� "/��$�5"��� #���� � "%�,�'��#�!�'� � � -�������#�!�'��


��#"� ������ �� '�$"��'��$" ���� ���$� ��� ���� -"� �!�"��� � #���#.0
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�) "#�%��� #�� #���"!���$" 1-�%� Du �= D±u� Du �= D−u � Du �= D+u
���!'���,� ��� �� -�������#���'"� 1<�A�2� 1<�A<2 � 1<�AA2 2� '����)
'�� #"��''��"�� '�$"!� � #�%%�#%�'��'���� #��.����� ��� φ(Du(α))
'�� 1<�= 0<�==2 -"� -��/��"� '�$�����. �#� ��� $��.-�� "/�'�� � #��0
'����'� Du "!��� ���"�. �&��#�'��� �� ���� -���� �� ���� ��� ����$���
��� ��� #�����$�'�� #��'"��!5��� ��'��'���. ��� !-�� #�'������ �%%.
$" -��/��"���� ���#�� 3�$)� '�� '�$"!� �#�� � -������� "����� $"��0
�.%%"��� ������ 1#�,� '�� �#���$" ��$� � '" '�$"!� -�������$��� �#�
�:!'�,�� ������2� �� -+� #��'"��!'"� $#��"! �� ����%����� '" #�%+
-��/��"���� ��$� ��� .�� � #�%%�#%�'��'���� #��.����� �� -��/��"�
'�$�����. �#� ��� $��.-��

• 
�������+$" "#!'� ���� ��� �� "#�%��� -�������#�!�'� 1<�A<2 ���
1<�AA2� � ��%+�"�� 1'+$/)�� #.��� $" �� #���#.�)2 -����� "#�%��� ��
#��'����'� Du "!��� D−u ��� D+u ���!'���,�� ���$� ��� ���"� �$)�
� '��.���'� J̃(u) = Jd(u) #�� #���+#�"� #����'�.5"� �� $"�������$� ���
�#�%��!5"� ��� ��#��� $"����%� �� "����� 1$�') �� Du2� $" ���#�� �
�#�!� -"� ����$"�)#!5"� $" '�$$"����� ���#� �� -�"��+�'"� ��� "#�#�0
-�� 1�%� ',�'"� 1<�A@2 ��� 1<�=�2 2� 3��'�� �� �#���%"'$� #�� #���+#�"�
�#� ��� "%�,�'��#�!�'� -"� "!��� ��'� �&��#�'��� 9� '�$#���'$� ����
"!��� ������ �.�� #�� �� $#���+'" ���"! �� #"��$��"�� #���������� �-�
�� ���!'���," -�������#���'"� �)� '������� "%�,!'��� ��� J [u] 1�%�
',�'"� 1<�A 2 ��� 1<�A=22� �� ���� -���� �� -�"��+�'"� ��� "#�#�-�� -"�
����$"�)#!5����� $" '�$$"����� ���#�� �/�+� '" �.�" pixel� %�$�.���0
��� �#�:�� �� ��$� ��� '���"%"'�� g $��� '�� � �#� �� < �"������. ���
pixel�

• 3�'�� �/��. ���� ��� "#�%��� -�������#�!�'� 1<�A�2 1-�%� �"������
-��/��� ��$��� ( pixel ��� grad(·)� div(·) ��� ���$$��� #��"$��%�
��� �� g2� '�$#"��!���$" ��� � ��%+�"�� 1'+$/)�� $" �� #���#.�)2
-����� "#�%��� �� #��'����'� Du "!��� D±u� �#��" � '��.���'� #��
"%�,�'��#��"!��� "!��� � "&�	

J̃(u) = Jd(u) =

NxNy∑
α=1

φ(D±u(α)) +
λ

2

NxNy∑
α=1

(uα − u0
α)2 1<�((<2

� '��.���'� ���� "!��� $!� �&��#�'�� #��'����'� ��� '������'����+
J [u]� $�� ��� � D±u �#�%��!5"� $" �$���$��/� ���#� ��� ��#��� $"��0
��%� �� -������� "������ 3��'�� '" ���!�"'� $" #���� �� �#���%"'$�
#�� #���+#�"� "!��� �&��#�'���
�&!5"� ��%� �� '�$"��'��$" ���� ��� ����� ��� "#�%��� -�������#�!�'�



��� ������5���" �"� �;��"� ���#��� ��"� �	��;5 ,�� ��"�
�?�-;5� &��,-��5 $�>-"�" ��� φ��	��-�"���,>� ��!

1<�A�2� ,)�! �� �"���$� <�A #�� �#�-"!&�$"� � "#�%��� �� #��'����0
'� Dou 1�%� ',�'� 1<�=(22 �� /.���5" �� !-�� 1�� �,� #"��''��"��2
���.%%�%� $" ��� "#�%��� D±u� �� ���� -���� � Dou ,��'�$�#��"! ���
�� $"���� #�������� #��'����'� $" �"������ -��/���� �#) ����0
�� �!�"��� ��� $" �� grad(·) ��� div(·)� �#��" �� $#���+'" �.#��� ��
�")��'"� �� �#���%"'$� �&��#�'��� %��) ���� �� '�$$"��!�� 3�$)�
,.�� '�� �"���$� <�A� /�!�"��� ���� '��� #"�!#�)'� ����� � -������� '�0
�.���'� #�� '��� #���$��������� "%�,�'��#��"!��� #����'�.5"� '" �.�"
'�$"!� ��� ��"#��+$��� #�%%�#%�'��'���� #��.����� D±u(α)/Dou(α)�
� �#�!� -"� �,"� ������ ���$�� 9� �"���� ���� �.�"� �� �#���%"'$�
#�� #���+#�"� $" ��� #��'����'� Dou �� "!��� %����"�� �&��#�'�� �#�
���� #�� #���+#�"� $" ��� #��'����'� D±u� '" ���!�"'� $" ���� ��
#"�!$"�" ���"! $" $!� -���'������ #���� $���.�
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����
���( ��� +�	"	����� ���
������� �� 
�� ��� ,+

-�� =������� "$� ��� ��� >������� 	��)
��������6� �������

���� "������ ����� �� #����'�.'��$" ��� ����$����� �%�#�!�'� �)� �*�
��� ��� �"%�!)'� -����'$������ "����)�� #�� #����'�.'�$" �")�����. '���
"������ (� ���� '���,"��� #����'�.5��$" '���#���. �� �*� $" �� �#�!"
�� �',�%���+$" 1��� ���%����� #����'!�'�� �%� "������ (2�


������$��) �$)� �#�'�/��!5��$" ��� '�$��%�'$� #�� ,��'�$�#���+0
$"� ��$��%!5��$" $"	 u ��� -����'$����� "����� ��� $" um �� m0�'�� ��
���.%�� Kσ ��� Gaussian #����� $" ��#��� �#��%�'� σ� uσ ��� "&�$�%�$���
"����� uσ = Kσ ∗u ��� Hm ��� ,)���� Hessian ���
 �� um� �#!'�� '�$0
��%!5��$" $" θ∗

+,θ∗
− ��� λ∗

+, λ∗
− �� �-����$� ��� �� �-��-���+'$��� ��� -�$���+

����'��	

Jρ(∇uσ) = Kρ ∗
N∑

m=1

∇um,σ (∇um,σ)T, 1 �(2

"�� $" θ+,θ− ��� λ+, λ− �� �-����$� ��� �� �-��-���+'$��� �� $���� Di
Zenzo G 1-�$��� ����'�� ,)�! "&�$�%+�'"�� -�%� σ, ρ = 02�

�� �*� #�� �� �',�%���+$" '��� "������ ����� "!��� %��#�� �� ���%��0
�"	

(� ��
����	������ ������	 �� Perona-Malik/ #��	�������� #	
 �	
����
�



��� 6����+"�" '(� )�� �"� *���+��" &���	�#���,>� ��,%��� ���

	��� �	����� 1�%� "�����" (���(�G2	

∂um

∂t
= div (g(‖∇uσ‖)∇um) , g(s) = exp

(
−
( s

K

)2
)

, m = 1, .., N

1 ��2

���

∂um

∂t
= div (g(‖∇uσ‖)∇um) , g(s) =

1

1 +
(

s
K

)2 , m = 1, .., N 1 �G2

�� ������� ��
�	��������� �� $	
����
	��� ��	��� ��
����� �Vec-
torial Total Variation� �� ε��(��)����� 1�%� "������ (�A2	

∂um

∂t
= div (g(‖∇u‖)∇um) , g(s) =

1√
ε2 + s2

, m = 1, .., N 1 �<2

G� $	)���� *������� �� &������ �Coherence Enhancing Diffusion� �	
�
����
	��� �	����� 1�%� "������ (�=�(2	

∂um

∂t
= div (D∇um) , m = 1, .., N 1 � 2

�#�� D ����'�� $" �-��-���+'$��� θ∗
+,θ∗

− ��� �-����$�	

λ1 = α , λ2 = α + (1 − α) exp

( −1

(λ∗
+ − λ∗−)2

)

��� $!� α $���� �"���� '���"�.�

<� +�� Beltrami (Beltrami Flow) 1�%� "������ (�F2	

∂um

∂t
=

1√
(1 + λ+)(1 + λ−)

div (D∇um) , m = 1, .., N 1 �A2

�#�� D ����'�� $" �-��-���+'$��� θ+,θ− ��� �-����$�	

λ1 =

√
1 + λ−
1 + λ+

, λ2 =

√
1 + λ+

1 + λ−

 � $	)���� $	
����
	��� "	����� ���  
������� θ− 1�%� "������
(�@2	

∂um

∂t
= trace(THm), m = 1, .., N 1 �=2
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ìpou T tanustăc me idiodianÔsmata θ+, θ− kai idiotimèc:

λ1 = 0 , λ2 = g(λ+ − λ−) =
1√

1 + λ+ − λ−
1

6. Anisotropikă ExomĹlunsh twn Tschumperlé-Deriche (bl. enìthta 1.10):

∂um

∂t
= trace(THm), m = 1, .., N (5.8)

ìpou T tanustăc me idiodianÔsmata θ∗+, θ∗− kai idiotimèc:

λ1 =
1

1 + λ∗+ + λ∗−
, λ2 =

1√
1 + λ∗+ + λ∗−

èqontac epilèxei σ = 0 gia ton domikì tanustă (5.1).

’Enac genikìc sumbolismìc gia tic parapĹnw exisÿseic eÐnai o exăc:

∂um

∂t
= vm(x, y, t), m = 1, .., N

ìpou me vm(x, y, t) sumbolÐzoume to deÔtero mèloc opoiasdăpote apì tic pa-
rapĹnw MDE (5.2-5.8), to opoÐo apoteleÐ ousiastikĹ thn taqÔthta thc MDE
se kĹje qronikă stigmă kai gia kĹje shmeÐo.

Gia thn eÔresh mÐac diakrităc lÔshc pou na proseggÐzei thn lÔsh twn
parapĹnw MDE, jewroÔme prÿta apì ìla, èna omoiìmorfo disdiĹstato or-
jogwnikì plègma, ètsi ÿste kĹje kuyèlh tou plègmatoc na tautÐzetai me
èna pixel thc eikìnac. EpÐshc, diakritopoioÔme ton qrìno me băma τ . Qrh-
simopoioÔme ton exăc sumbolismì gia thn diakritopoihmènh sunĹrthsh um:
un

m(i, j, n) ≈ um(ihx, jhy, nτ), 1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny, ìpou Nx (Ny) o
arijmìc twn shmeÐwn tou plègmatoc, sthn dieÔjunsh tou x (y). Gia ta qwrikĹ
bămata, jewroÔme ìti hx = hy = 1.

Sthn prosèggish pou ulopoiăsame, qrhsimopoioÔme peperasmènec diafo-
rèc, proseggÐzontac thn qronikă parĹgwgo me emprìsjia diaforĹ kai tic qw-
rikèc paragÿgouc me kentrikèc diaforèc. EpÐshc, epilègoume o upologismìc
thc taqÔthtac vm(i, j, n) = vm(u) na gÐnetai me bĹsh tic timèc thc eikìnac
sthn trèqousa qronikă stigmă. ’Etsi, prokÔptei to explicit sqăma:

un+1
m − un

m

τ
= vm(un), m = 1, .., N (5.9)

1φυσικά, µπορούν να γίνουν και άllεc επιlογέc για την g(λ+ − λ−) στη µέθοδο αυτή,
αllά η παραπάνω ήταν αυτή που χρησιµοποιήσαµε στα πειράµατά µαc.
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�#�$��)� $" �.'� ��� #���#.�) #��'����'�� �� '�$������ ��$� �� �%�0
#�!�'� "!��� � #��'-����'$� �� ��,+���� v(un)� -���� "/�'�� �#�%���'�"!�
� ��$� �� "����� '��� "#�$"�� ,������ '���$� #���+#�"� .$"'� �#� ��� �)0
����� $�') �� #���#.�) ',�'�� �" ��� ��.%�'� ��� #"�����/� ��� ��$���
����+ �� �',�%���+$" '" $"�.%� ���$� '�� '���,"��	

3�#) #�������+$"� �� #���#.�) �*� 1 ��201 �F2 #����'�.5��� -�./���
����. '���,"!� $"��&+ ���� � �%�#�!�'� $� ��'!'���" '" $!� �'� �� -�0
����� #�� "��#������� #��'����'�� ���%������� �� !-�� ��$��� '" �%" ��
$"��-��� �#�� ���� "!��� -������ 3��'�� ��� ��� ��.%�'� $� �.���$" $!�
���������#�!�'� �)� �*� ������ 
���������� �� "&�'�'"� ����� �%�0
#��$" ��� $#���+� �� ,)��'��+� '�� �������!" ����� #�� ,��'�$�#���+�
�"%"'�� �#��%�'� div 1�*� 1 ��201 �A22 ��� ����� #�� ,��'�$�#���+� �"0
%"'�� !,��� trace 1�*� 1 �=2�1 �F22� �#!'�� ��� .%%� ,)��'$� "!���
'" ���� #�� ��� ��� �-���'� �� -�.,�'� ,��'�$�#���+� ���$)�� '���"%"0
'�� 1�*� $� ���$$��� �'����#��� -�.,�'� 1 ��201 �<22 ��� '" ���� #��
,��'�$�#���+� ����'�� 1�*� 1 � 201 �F22� �� #���#.�) ���������#���'"�
$#���+� /�'��. �� '�$#"��%.���� ��� .%%" �*� #�� ,��'�$�#���+���� '���
3���'� �#�%���'����

�" �.'� �� #���#.�)� #����'�.5��$" '�� '���,"�� �� #��'"��!'"� #��
�.���$" ��� �� -"+�"�� $�%� �)� �*�� vm(x, y, t)� '�� -�./��" #"��#��0
'"�	

;���� 3������� ��& !��& div (D∇um)

��$��%!5��$" $" w �#���-�#��" ���.%� �� "����� u� -�%�-�	

w = um, m = 1, .., N

�#!'�� �")��+$" ��� �� '���,"!� ��� ����'�� D -!������ �#� ��� ',�'� 1%��)
��� ��� "!��� '�$$"�����2	

D =

[
a b
b c

]

�� �*� $" ���$)�� '���"%"'�� 1�*� 1 ��201 �<22 $#���+� �� "�-)��+� '��
"�-��� #"�!#�)'�� �#�� D = gI��#��"	

a = c = g , b = 0

���%������� #���$��� -��-���'!� $" �� ;AG>� #��'"��!5��$" ��� ���
div (D∇w) '�� '�$"!� (i, j) ��� #%��$���� ,��'�$�#������ �"������ -��0
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/��� $" ��$� ( � � pixels ��� �� ,)���� #��������	

vm = div (D∇w) = div

([
a b
b c

] [
wx

wy

])

=
∂

∂x
(awx) +

∂

∂x
(bwy) +

∂

∂y
(bwx) +

∂

∂y
(cwy)

.��	

vm(i, j) =

(
Dx(aDxw) + D2x(bD2yw) + D2y(bD2xw) + Dy(cDyw)

)
(i, j)

1 �(�2
���#�+''��$" �� #�� #.�) -��/��� ���� ��� �� '��",!'��$"� ,��'�$�0

#���+$" �#%� ���$$��� #��"$��%� ��� �� ��$� '�� "�-�.$"'� '�$"!� ��� #%��0
$��� 1#�!������ ��� $�'� ��� �)� ��$�� '�� -+� #�� ������. pixels2� ��
�.���$" �� #�.&"�� ����%����$" '�� ��� � ��� vm(i, j) #���+#�"� '�� ���$0
$��� '��-��'$� �)� ��$�� �� w �+�) �#� �� '�$"!� (i, j)� '" ��� 3 × 3
�"����)���� #%�!'��� �� '���"%"'�� ��� ���$$���+ ����+ '��-��'$�+ "&��0
������ �#� �� ��$� �)� '���,"!)� a, b, c �+�) �#� �� (i, j)� � ���$$���
���� '��-��'$� $#��"! �� "�-)�"! '�� "/��$��� -������� ��#��� '�',���0
'� ��� ����%��+ w �� "����� $" ���� $"����%%�$"�� 3×3 #����� ki,j(�1, �2)�
-�%�-�	

vm(i, j) = (ki,j ∗̃w)(i, j)

=
1∑

�1=−1

1∑
�2=−1

ki,j(�1, �2) · w(i + �1, j + �2)
1 �((2

�#�� $" LL∗̃MM '�$��%!5��$" ��� '�',���'��
9� '���,"!� ��� #����� ����+� �#) ���. $#���+� �� ��"��+� �#� �� #�.&"�
'��� 1 �(�2� /�!������ '��� #!����  �(�

���� �#%� �#�#"�!#�)'� $" ���$)�� '���"%"'�� 1�*� 1 ��201 �<22� �#��
a = c = g ��� b = 0� � #����� ���� �#%�#��"!��� ��� ����%����$" .$"'�
'��� #����� '�',���'� ��� #!����  ���

;���( 3������� ��& !��& trace(THm)

�� ��� �� '���,"!� ��� ����'�� T ,��'�$�#�!�'��$" ��� !-�� '�$��%�'$�
$" ��� ����'�� D� -�%�-�	

T =

[
a b
b c

]
,
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�2

−1 0 1

−1
b(i−1,j)+b(i,j−1)

4

a(i−1,j)+a(i,j)

2
− b(i−1,j)+b(i,j+1)

4

�1 0
c(i,j−1)+c(i,j)

2
−a(i−1,j)+a(i+1,j)+2a(i,j)+c(i,j−1)+c(i,j+1)+2c(i,j)

2

c(i,j+1)+c(i,j)
2

1 − b(i+1,j)+b(i,j−1)

4

a(i+1,j)+a(i,j)

2

b(i+1,j)+b(i,j+1)

4


!����  �(	 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
div (D∇um)

�2

−1 0 1

−1 0
g(i−1,j)+g(i,j)

2
0

�1 0
g(i,j−1)+g(i,j)

2
−g(i−1,j)+g(i+1,j)+4g(i,j)+g(i,j−1)+g(i,j+1)

2

g(i,j+1)+g(i,j)

2

1 0
g(i+1,j)+g(i,j)

2
0


!����  ��	 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
div (g∇um)
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���"� ��� �#���-�#��" ���.%� w = um �� "����� u� � ��� trace(THm)
��./"���	

vm = trace(THm) = trace

([
a b
b c

] [
wxx wxy

wxy wyy

])
= awxx + 2bwxy + cwyy

1 �(�2

��'"��!5��$" �� 2%� $"���� #�������� ,��'�$�#������ �"������ -��/�0
�� ) "&�	

wxx(i, j) = Dx(Dxw(i, j)) = w(i + 1, j) − 2w(i, j) + w(i − 1, j) 1 �(G2

wyy(i, j) = Dy(Dyw(i, j)) = w(i, j + 1) − 2w(i, j) + w(i, j − 1) 1 �(<2

wxy(i, j) = D2y(D2xw(i, j))

=
1

4
{w(i + 1, j + 1) − w(i − 1, j + 1) − w(i + 1, j − 1) + w(i − 1, j − 1)}

1 �( 2

�#� �� 1 �(�0 �( 2 ��� �.����� �� #�.&"�� #���+#�"�� ���!'���,� $" ���
#�����+$"�� #"�!#�)'�� ��� $"���%��� #����� '�',���'� ��� ��� "&��)0
�� �� #��'����'� vm(i, j) ��� ���� trace(THm)� � #����� ���� /�!�"���
'��� #!����  �G�

�2

−1 0 1

−1
b(i,j)

2
a(i,j) − b(i,j)

2

�1 0 c(i,j) −2{a(i,j) + c(i,j)} c(i,j)

1 − b(i,j)
2

a(i,j)
b(i,j)

2


!����  �G	 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
trace(THm)

�#� �� #���#.�) -��/�!�"��� ���� ��� �� �!�"� "/���� � �#�%���'$� ��
��,+���� vm(i, j)� �#���"!��� ��� �%� �� '�$"!� � �#�%���'$� ��� '���"%"0
'�� g(i, j) 1'��� �#%� #"�!#�)'� $� ���$$��� �'����#��� -�.,�'�2 � �)�
����'��� D(i, j) � T (i, j) 1'�� �#�%��#" #"��#��'"�2� 9� '���,"!� �$)
���. #���+#���� �#� �� ���$� ‖∇uσ‖ � ��� -�$��� ����'�� Jρ(∇uσ) 1�%�
#"�����/� �*� 11 � 201 �F22 2 ���!'���,�� $" ��� #��'����'� �)� �#�!)� ��
�',�%���+$" '�� '���,"���
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;���) 3������� ��� �!���� ‖∇uσ‖

� ���$� ‖∇uσ‖ =

{
N∑

m=1

‖∇um,σ‖2

} 1
2

#���+#�"� .$"'� �#� ��� �#�%���0

'$� �� ���$� ‖∇w‖ ��� �.�" "&�$�%�$��� ���.%� w = um,σ �� "������ 6��

��� #��'����'� �� ‖∇w‖ = (w2
x + w2

y)
1
2 � ,��'�$�#���+$" -+� "��%%������

"#�%���	

(� 
��'����'� $" ,��'� �"������� -��/���� $" ��$� � pixels ��� �� $"��0
�� #�������� wx, wy	

‖∇w‖2 ≈ (Dow(i, j))2 = (D2xw(i, j))2 + (D2yw(i, j))2 1 �(A2

�� 
��'����'� $" ,��'� "$#��'��)� ��� �#!'��)� -��/���� ��$��� ( pi-
xel	

‖∇w‖2 ≈ (D±w(i, j))2 =
1

2

{
(D+

x w)2 + (D−
x w)2 + (D+

y w)2 + (D−
y w)2

}
1 �(=2

9� #���#.�) ����'���,"! '" #��'����'� �� w2
x $" ��� $�'� ��� �)�

���!'���,)� ��$�� '�� "�-�.$"'� '�$"!� (i− 1
2
, j) ��� (i + 1

2
, j)� -�%�-�	

(w2
x)(i, j) ≈

1

2
{(w2

x)(i − 1
2
, j) + (w2

x)(i + 1
2
, j)}

��� ���!'���,� #��'����'� �� w2
y�

� #��'����'� D± #%"��"��"! ������ �� Do '�� ��� %�$�.�"� �#�:�� ��
��� ��$� �� w ��� '�� '�$"!� (i, j) ��� .�� � �#�%���'$� �� ���$� "!���
#�� ����#��')#"����� �� ��#��� $"����%� �� -������� "������ 3��'�� '"
���!�"'� $" ��� Do� $#���+� �� "���#�'��+� ���$� ��� �� ��$� $" �� "%.0
,�'�� #.,� ��� ( pixel� �#�#��'�"��� #����'�.5"� �� #%"������$� ���� '��
�*� "%�,�'��#�!�'� �)� φ0'������'����� 1�)� �#�!)� "�-��� #"�!#�)'�
�#��"%�+� �� �*� 1 ��201 �<2 #�� �%�#���'�$"2� � -������� #��'����'� ��
�*� #�� #"����./��$" "-� �#��"%"! ��� ���� ��� #�� ��� "%�,�'��#�!�'�
��� ���!'���,�� -�������+ φ0'������'����+ 1�#) �#�-"!&�$" '��� "������
��2� �#� ��� .%%� �$)� � �%�#�!�'� �� D± "!��� #�� #"�!#%��� �#� ��� Do�
-���� �#���"! -�#%.'��� �#�%���'$�+ -��/�����
6�� ��� #���#.�) %����� '��� �%�#�!�'� #�� �.��$" ,��'�$�#���'�$"� '��
#"��''��"�" #"��#��'"�� ��� #��'����'� D±�
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;���* ��������!� ��� ‖∇uσ‖ ��� ��,�$���� ������ ��
��� ����2# �������� ��& div (g∇um)

���� �#%� #"�!#�)'� �� �'����#��� -�.,�'�� �#�� �,��$" ���$)��
'���"%"'�� 1�*� 1 ��201 �<22� �%�#���'�$" ��� $!� "��%%������ #��'����'�
��� ���� div (g∇um)� -��/��"���� �#� ���� #�� �#) "!-�$" #�� #.�) -!�"���
�#� ��� #!����  ��� � #��'����'� ���� ���%���"!��� "#!'� '�,�. '�� ��0
�%�����/!�� �%� ��� #��.-"��$� �� ;(<>� ���� #��'����'� ����� -"� �.���$"�
�#) #������$��)� ���$$��� #��"$��%� ��� �� ��$� �� g '�� "�-�.$"'�
'�$"!� ��� #%��$���� �%%. �� �#�%��!5��$" �#"��"!�� $�') ��� �#�%���0
'$�+ �� ���$� ‖∇uσ‖ '�� '�$"!� ���.� 
�� '���"���$���� �� ���#�+&��$"
�#) #������$��) �� -��/��� �� ',�'� 1 �(�2 ��� a = c = g ��� b = 0�
�%%. '��$���'��$" #��� ��� ���$$��� #��"$��%�� #���+#�"� � ���$� #�� �#%�
��/��'� ��� #����� '�',���'� #�� /�!�"��� #!����  �<�

�2

−1 0 1

−1 0 g
(i−1

2
,j)

0

�1 0 g
(i,j+

1
2
)

−{g
(i−1

2
,j)

+ g
(i+

1
2

,j)
+ g

(i,j+
1
2
)
+ g

(i,j+
1
2
)
} g

(i,j+
1
2
)

1 0 g
(i+

1
2

,j)
0


!����  �<	 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2)� ��� ��� #��'����'� ���
div (g∇um)� $" ��$� '�� "�-�.$"'� '�$"!�

6�� �� �#����+$"�" ��$� �� g '�� "�-�.$"'� '�$"!� �,��$"	

g(i + 1
2
, j) = g(‖∇uσ‖(i+

1
2

,j)
)

g(i, j + 1
2
) = g(‖∇uσ‖(i,j+

1
2
)
)

3�#) #������$��)� ��� ��� �#�%���'$� �� ‖∇uσ‖ =
{∑N

m=1 ‖∇um,σ‖2
} 1

2
�

���"! � �#�%���'$� �� ‖∇w‖ ��� �.�" "&�$�%�$��� ���.%� w = um,σ� � �#�!�
'�� "�-�.$"'� '�$"!� #��'"��!5"��� ) "&�	

‖∇w‖
(i+

1
2

,j)
=
{
(Dxw(i + 1

2
, j))2 + (D2yw(i + 1

2
, j))2

} 1
2
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�#��	

Dxw(i + 1
2
, j) = w(i + 1, j) − w(i, j)

D2yw(i + 1
2
, j) =

1

2

{
w(i + 1

2
, j + 1) − w(i + 1

2
, j − 1)

}
�-�� ,��'�$�#���+$" ���$$��� #��"$��%� $��� ��� �� ��$� w(i + 1

2
, j + 1)

��� w(i + 1
2
, j − 1)� �#��" �"%��. #���+#�"�	

‖∇w‖
(i+

1
2

,j)
=

{[
w(i + 1, j) − w(i, j)

]2
+

+
1

4

[
w(i, j + 1) + w(i + 1, j + 1) − w(i, j − 1) − w(i + 1, j − 1)

]2} 1
2

1 �(F2

6�� �� '�$"!� (i, j + 1
2
) ����%����$" $" #���$��� ���#� '��� ',�'�	

‖∇w‖
(i,j+

1
2
)
=

{[
w(i, j + 1) − w(i, j)

]2
+

+
1

4

[
w(i + 1, j) + w(i + 1, j + 1) − w(i − 1, j) − w(i − 1, j + 1)

]2} 1
2

1 �(@2

��$#"��!���$" %��#�� ��� '��� #��'����'� ����� �� '���"%"'�� g(i + 1
2
, j)�

g(i, j + 1
2
) #��'"��!5����� $" $"��%+�"�� ���!�"��� -���� -"� �.���$" �#"��"!0

� ���$$��� #��"$��%�� $" �#���%"'$� �� ��$� �� w #�� %�$�.������ �#�:��
�� "!��� #"��''��"�� '���"���)$��" �+�) �#� �� '�$"!�� 3��'�� �,��$" $!�
#�� �&��#�'�� #��'����'� �� ��#��� '�$#"��/��. �� '��",�+ -�.,�'�
��� � �%�#�!�'� ���� #����'�.5"� �"%�!)'� '�� �#��"%�'$���� �-��!�"�� '��
��$�� �#�� �� ��%��"� %����"�� � ?������ � #��'����'� ���� "!��� #�� #"0
�!#%���� $" $"��%+�"�� �#�%���'���� ��'��� -���� �#���"!��� � �#�%���'$�
��� '���"%"'�� g ��� �� ‖∇uσ‖ '" -�#%.'�� '�$"!� 1�/�+ �� ���5����� ���
�.�"�� "�-�.$"'� '�$"!� "!��� -�#%.'�� �#� �� '�$"!� ��� #%��$���2�

;���; 3������� ��& ,�����1 ���&��# Jρ(∇uσ)

� -�$��� ����'�� Jρ(∇uσ) �#�%��!5"��� $" "&�$.%��'� ��� ����'��	

J(∇uσ) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

N∑
m=1

(u2
m,σ,x)

N∑
m=1

(um,σ,xum,σ,y)

N∑
m=1

(um,σ,xum,σ,y)
N∑

m=1

(u2
m,σ,y)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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� �#�!� #���+#�"�� '�$/)�� $" ��� #���#.�) ',�'�� �#� ��� �#�%���'$�
�)� ,)����� #������)� wx, wy� ��� �.�" "&�$�%�$��� ���.%� w = um,σ ��
"������ 6�� ��� #��'����'� �)� wx, wy ,��'�$�#���+$" �"������ -��/���
$" ��$� � pixels� -�%�-�	

wx(i, j) ≈ D2xw(i, j)

wy(i, j) ≈ D2yw(i, j)

���� #"�!#�)'� ����� -"� $#���+$" �� ,��'�$�#���+$" �.�� ���!'���,� $"
��� #�� �&��#�'�� #��'����'� D± �� ���$� ‖∇w‖ 1�%� ',�'� 1 �(=22� -����
"-� ,�"��5�$�'�" ��� �� ��$� wx, wy 1�,� $��� �� w2

x, w
2
y �#) #���2� 3�$)�

� #��'����'� D± -"� %�$�.�"� �#�:�� �� �� #��'�$� �� $"����%�� #��.
$��� ��� ����'� ���

;���< ��������� ��� ������1����� ��� ���!��� u ���
��& ���&��# J(∇uσ)

�#� ��� $�,�� '���$� #����'!�'�� �!�"��� /��"�� ���� ��� �� �#�%���'��+�
� ���$� .%%� ��� � -�$��� ����'�� Jρ(∇uσ) �#���"!���� '�� #"��''��"�"
$"��-��� � "&�$.%��'� $" Gaussian #����" '���%�&� Kσ̃ 1"!�" �� "�����
u� �#��" σ̃ = σ "!�" ��� ����'�� J(∇uσ)� �#��" σ̃ = ρ2� �%�#���'�$" ��
'���%�&� ���� $" ���"��"!�� "/��$��� �� '�� pixels ��� #%��$���� 6�� ���
-�������#�!�'� ��� Gaussian #����� Kσ̃� ,��'�$�#���'�$" ��� �"����)����
#%�!'�� $" $"���%��� �$) $���� ��'�� �'�" �� "��"!�"��� $�,�� #�� �� ��$�
��� #����� �� �!������ �'�$���" 1� %��� ��� #�� ��� $���'�� ��$� ���
������� �� "!��� $�����"�� �#� $!� $���� �"���� '���"�. εk2� 6�� �� '��#�
����� "+��%� $#���+$" �� ����%�&��$" 1�#� ��� ��/��'� �� �* Gaussian
������$�2 ���� ��� ��#��� �#��%�'� σ̃� �� �"����)���� #%�!'�� #��#"� �� �,"�
#%"��� $" $��� 1#�� /��"���"� ��� �#� .��� '" .��� ����'� ��� #�����2	

Nk = 2�σ̃
√
−2 ln εk� + 1

�� ��� #��.-"��$� "#�%�&��$" εk = 10−4� �#) '�� #"��.$��. $�� ����%����0
$"	

Nk ≈ 2�4.3 · σ̃� + 1 1 ���2

3�'�"�� �#� ��� �#�%���'$�+ �)� ��$�� ��� Kσ̃(i, j) '�� '�$"!� ��� #%��'!0
��� ��������#���+$" �� ��$�� �'�" �� �,��� $�'� ��$� ( 1%��) �� -�������0
#�!�'� � ���!'���,� �-������ ��� '��",�+ #����� Kσ̃(x, y) -�����.''"���2�

� #���#.�) �%�#�!�'� #�� #���$���#���'�$" #����'�.5"� �� #%"������$�
'" ',�'� $" ��� "#�%��� #%��'!�� '���"��+ $"����� 1#�,� 3× 3 � 5× 5 #��



��� 6����+"�" '(� )�� �"� *���+��" &���	�#���,>� ��,%��� ���

,��'�$�#��"!��� '�,�. '��� ���%�����/!�2 ��� #���,"� $!� #�� �&��#�'�� #��0
'����'� ��� Gaussian ����#"����+ /�%����!'$���� �-��!�"�� ���� �� σ̃ "!���
$"�.%� ',"���. $" ��� ����'� ��� #%��'!��� 
�� '���"���$���� '�� ,��'�
#%��'!�� '���"��+ $"������ �#.�,"� � �!�-��� �� �#���#�+� ��� ��$� ���
#����� #�� -"� "!��� �'�$���"� ���� �$) � �#���$� �#���#� ����%��"� '"
"#����'� ��� /.'$��� ��� /!%����� -���� �#��"%"! ��'��'���. #�%%�#%�'��0
'$� $" ������ #�%$�� �� �#�!� �'�-���$"! $" '���%�&� '�� ,��� �)� '�,��0
���)� �� Gaussian /�'$����� ������$� $" �* '��.���'� -"��$���%�:!�
1sinc2� 3��'�� �� �"%��� -������� /�%��.��'$� $#��"! �� "��"!�"��� '�� '�,��0
���" ���"�. #"��''��"�� �#� ��� ���!'���,� Gaussian /�'$����� ������$��
�#��" � '�$#"��/��. ��� /�%����!'$��� -"� $#��"! �� "%"�,�"! $" �&��#�'��
���#� $�') �� '���"�. σ̃�

�#� ��� .%%� ������� � �%�#�!�'� #�� #���$���#���'�$" �'�"�"! '���
��,+���� �#�%���'$�+� %��) �:�%�+ ,������+ ��'��� ��� ��� �#�%���'$�
�� '���%�&�� �-��!�"�� ���� �� #%�!'�� ��� #����� "!��� $"�.%�� ��%+�"0
�� �#�%���'���� �#�-�'� �� $#���+'" �$) �� "#��"�,�"! $" �%���!�$��
"#���%�#���� �%�#�!�'� �� #���#.�) '���%�&� #�� �,��� #�����"! '���
���%�����/!� 1�%� #�,� ;��>2�

;���- 6�!��/��� �� ��� &�������� ��� ��	

?�'�'$���� '��� #���#.�) ��.%�'�� #����'�.5��$" ����� �'� �� -������
#�� "��#���$���� �� ��'��. ��$��� �)� �%���!�$)� #�� �%�#���'�$"	

(� � #���� �"���� �%�����$� �%�#��"! �� �*� $" ���$)�� '���"%"0
'�� -�.,�'� 1�*� $� ���$$��� �'����#��� -�.,�'� 1 ��201 �<22 ���
#����'�.5"��� '��� #!����  � � � #!����  �A "!��� "#"&���$����� ���
#!����  � ��� #����'�.5"� �� #"������) "#�%��� #�� #��#"� �� �!����
��� ��� �%�#�!�'� �)� '���"���$��)� #%��� $"��-)� �� �������!�
����� $" �� �#�!" �',�%�����$" #"���$����.�

�� � -"+�"�� �"���� �%�����$� �%�#��"! �� �*� $" ����'�� 1�*�
1 � 201 �F22 ��� #����'�.5"��� '��� #!����  �=� ���!'���,� $" #���� �
#!����  �F "!��� "#"&���$����� ��� #!����  �= ��� �.�" '���"���$���
$���-� �� �������!� ���� #�� �%�#���'�$"�

;���0 	������� :#���� ���� ��������� �$����� ��'
/!,��

3�'�� �/��. ��� �%�����$� ��� #!����  �=� �#) �%�#��$" ��� �#� ���
#!����  �F� ��� ��� �%�#�!�'� -+� $"��-)� �#���"!��� ��� "#�#%��� ��$�� ��
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�K��*�K	 ��,��� "����� u01-����'$����� $" N ���.%��2� ����$� "#���%�0
:")� Nit� ,������ ��$� τ � '���"�. "&�$.%��'� σ�

�#�%���'" ��� Gaussian #����� Kσ �#� �� σ� $" ����'� '+$/)�� $"
��� 1 ���2�
��,���#�!�'�	 u = u0

For n = 1, .., Nit

�&�$.%��'� �� u

uσ = Kσ ∗ u

�#�%���'" �� ���$� ‖∇uσ‖ =

{
N∑

m=1

‖∇um,σ‖2

} 1
2

� '+$/)�� $" ��� ',�'�

1 �(A2 � 1 �(=2�
�#�%���'$� ��� '���"%"'�� -�.,�'� g

g = g(‖∇uσ‖)� ��.%��� $" �� $���-� 1�%� #!����  �A2

�#�%���'" ��� ��#���+ #����" '�',���'� ki,j �#� �� ��$� ��� g�
'+$/)�� $" ��� #!����  ���
�#�%���'$� �%)� �)� ����%��� vm �� ��,+���� v

For m = 1, .., N
�" �.�" (i, j)� ��" ��� vm(i, j)� "/��$�5���� ��#��� '�',���'� �� ki,j

$" ��� um 1 �%� 1 �((2 2�
End for
�#�%���'$� �� "#�$"�� "�����

u = u + τv
End for


!����  � 	 6"���� �%�����$� ��� �*� $" ���$)�� '���"%"'�� -�.,�'�

����-� �&!')'� ����"�. "&�$.%��'� σ g(s)

Perona-Malik ( 1 ��2 ≥ 0 exp
(− (s/K)2)

Perona-Malik � 1 �G2 ≥ 0 1/{1 + (s/K)2}
Vectorial TV 1 �<2 � 1/

√
ε2 + s2


!����  �A	 
"������) "#�%��� ��� �.�" $���-�� '��� �%�����$� ��� #!��0
��  � 



��� 6����+"�" '(� )�� �"� *���+��" &���	�#���,>� ��,%��� ���

�K��*�K	 ��,��� "����� u01-����'$����� $" N ���.%��2� ����$� "#���%�:")� Nit� ,��0
���� ��$� τ 1� #��.$"��� βmax2� '���"�� "&�$�%+�'")� σ, ρ�

�#�%���'" ��� Gaussian #����" Kσ, Kρ �#� �� σ, ρ� $" ����'� '+$/)�� $" ��� 1 ���2�
��,���#�!�'�	 u = u0

For n = 1, .., Nit

�&�$.%��'� �� u

uσ = Kσ ∗ u

�#�%���'$� ��� -�$���+ ����'�� J(∇uσ) =

[
j1 j2

j2 j3

]
��,���#�!�'�	 j1 = j2 = j3 = 0
For m = 1, .., N

um,x(i, j) = {um,σ(i + 1, j) − um,σ(i − 1, j)}/2
um,y(i, j) = {um,σ(i, j + 1) − um,σ(i, j − 1)}/2
j1 = j1 + u2

m,x ; j2 = j2 + um,xum,y ; j3 = j3 + u2
m,y

End for
�&�$.%��'� ��� J(∇uσ) ��� ��� "+�"'� ��� �"%���+ Jρ(∇uσ)

j1 = Kρ ∗ j1; j2 = Kρ ∗ j2; j3 = Kρ ∗ j3

�#�%���'$� �-����$�� λ+, λ− ��� �)�!� θ ��� �-��-���� θ+ ��� Jρ(∇uσ)

Δ = (j1 − j3)
2 + 4 j2

2

λ+ = {(j1 + j3) +
√

Δ}/2 ; λ− = {(j1 + j3) −
√

Δ}/2
θ = angle

(
[2j2 , j3 − j1 +

√
Δ]
)

�#�%���'$� �-����$�� ��� ����'�� -�.,�'�

λ1 = λ1(λ+, λ−); λ2 = λ2(λ+, λ−)� ��.%��� $" �� $���-� 1�%� #!����  �F2

�#�%���'$� '���,"!)� ��� ����'�� -�.,�'�

[
a b
b c

]
a = λ1 cos2 θ + λ2 sin2 θ ; b = (λ1 − λ2) sin(2θ)/2 ; c = λ1 sin2 θ + λ2 cos2 θ

�#�%���'" ��� ��#���+ #����" '�',���'� ki,j �#� �� a, b, c� ��.%��� $" �� $���-�
1�%� #!����  �F2
�#�%���'$� �%)� �)� ����%��� vm �� ��,+���� v

For m = 1, .., N
�" �.�" (i, j)� ��" ��� vm(i, j)� "/��$�5���� ��#��� '�',���'� �� ki,j $" ��� um

1 �%� 1 �((2 2�
End for

�/.�$�'" �.#��� "#�#%��� ��$� � $�� �.�"� �!#���� ��.%��� $" �� $���-� 1�%� #!����  �F2�
�#�%���'$� �� "#�$"�� "�����

u = u + τv
End for


!����  �=	 6"���� �%�����$� ��� �*� $" ����'�� -�.,�'�
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��������

����-� �&!σ� σ ρ λ1(λ+, λ−) λ2(λ+, λ−) ki,j �#�	 &�'	

Coher.Enhanc. 1 � 2 ≥0 ≥0 α α+(1−α)e
−1

(λ+−λ−)2 #!��  �( �,�

Beltrami 1 �A2 0 0

√
1+λ−
1+λ+

√
1+λ+

1+λ−
#!��  �( ���

*�.,�'� '��� θ− 1 �=2 0 0 0 1√
1+λ+−λ−

#!��  �G �,�

�&�$.%� Tsch.-Der. 1 �F2 0 ≥0
1

1+λ++λ−
1√

1+λ++λ−
#!��  �G ���


!����  �F	 
"������) "#�%��� ��� �.�" $���-�� '��� �%�����$� ��� #!��0
��  �=

�#�!� #"����./��$" '�� '���,"��	

(� 6�� �� $���-� Beltrami Flow� �#) /�!�"��� �#� ��� "&!')'� 1 �A2 #��
��� #"����./"�� �/�+ �#�%��!'��$" ��� ��,+���� vm '�� ��#��� '�',�0
��'�� ��� �� #���+:"� �� �"%��� �#���%"'$�� #��#"� �� ��� #�%%�#%�'�.0
'��$" $" �� ���.%%�%� �.��� 9� �.�� ���� "&���.��� �#� �� λ+, λ−�
�� �#�!� �+�) � .%%) �,��$" �-� �#�%��!'"�� 3��'�� ,�"�.5"��� $���
�� #��'��'��$" �� "&� ��$�	

For m = 1, .., N
vm = 1√

(1+λ+)(1+λ−)
· vm

End for

�� 6�� �� $���-� -�	�����	��� "(��)������ �� Tschumperlé-Deriche
,��'�$�#���+$" '��� �%�#�!�'� #��'��$�5�$"�� 1adaptive2 ,������ ��0
$� τ � �#) #���"!�"��� '�� ; �>� 
�� '���"���$���� � �%�����$� -�,"���
'�� "!'�-� ��� #��.$"��� βmax 1��� �,� �� τ �#) '�� �#�%��#" $"��0
-��2� � �#�!� "�/�.5"� �� $���'�� 1��.$"'� '�� pixels2 -����'$�����
$"����%� ‖un+1 − un‖ #�� "#���$�+$" �� '�$��!�"� ���. �� -�.��"�� (
"#��.%�:�� 3��'�� �� ,������ ��$� '" �.�" "#��.%�:�� #���+#�"� �#�
�� ',�'�	

τ =
βmax

max
(i,j)

‖v(i, j)‖ 1 ��(2

�#�� v(i, j) � -����'$����� ��,+���� �� -�������#���$��� �*�� -�%�
vm(i, j) = trace(THm)(i, j) 1-�������#�!�'� ��� -"+�"��� $�%�� ��
�*� 1 �F22� ��� �.�" m = 1, .., N �

���� � "#�%��� �,"� �� #%"������$� ���� �#� �� $!� #"����!5"� �� �'��"0
,"! $"����%� ��� -���+'$��� �� "������ ���. �� -�.��"�� �� ,����0
�� "&�%�&� ��� �#� ��� .%%� "#���,+�"� �� -��-���'!�� -���� "&�'/�%!5"�



��� 6����+"�" '(� )�� �"� *���+��" &���	�#���,>� ��,%��� ���

��� '" ��� ���%.,�'��� pixel �� "����� '" �.�" "#��.%�:�� � -����0
'$����� $"����%� �,"� $���� βmax�

;���= 5������� �%����$ �� ��� �������� ��� ����� ���!�
��� ����� ��� ���!���

�#� ��� #���#.�) #"�����/� �)� �%���!�$)�� $#��"! �� -��/��"! ��� "!���
�#���!���� ��� ��� �#�%���'$�+ � ,��'� �)� ��$�� �� "����� ��� -��/��)�
$"���%���� #�� "$#%������� '�� -��-���'!� '" '�$"!� "��� ��� �����)����+
#%��'!�� �� "������ 
�� '���"���$���� �� ��$� ���� "!��� �#���!���" ���
��� �#�%���'$� �)� "&�$�%+�'")� '" '�$"!� ����. '�� ���� �� "����� ����
��� �)� $"����� #������)� ��� �� ��#��� '�',���'� '�� '�$"!� ��� ��!��
1������. pixels2�

� "#�%��� #�� �.��$" '��� �%�#�!�'� ���� 
�)��
�� ��� �%" �� #���0
$����� 1u ��� g � a, c2� "��� �#� �� '���,"!� b ��� ����'��� ��� �� �#�!�
,��'�$�#���'�$" 
���	�� 
�)��
��� 
�� '���"���$���� '�� "�-"������ #�0
�.-"��$� ���/����$" ��� � ��.�%�'� ��� �� ��$� �� !-�� �� "����� #��
�/���+� �� pixels #�� #"���.%%��� �� '+���� �� '�$�!�"� ��� "#�%����$"	

u(0, j) = u(1, j) , u(Nx + 1, j) = u(Nx, j) , j = 1, .., Ny

u(i, 0) = u(i, 1) , u(i, Ny + 1) = u(i, Ny) , i = 1, .., Nx

"�� � �������� ��.�%�'� ��� '���,"!�� b(i, j) ��� �� '�$"!� ���. '�$�!�"� ���	

b(0, j) = −b(1, j) , b(Nx + 1, j) = −b(Nx, j) , j = 1, .., Ny

b(i, 0) = −b(i, 1) , b(i, Ny + 1) = −b(i, Ny) , i = 1, .., Nx

���!'���,� #���+#���� ��� �� ��$� #�� ,�"��5�$�'�" '" '�$"!� #�� �#�$�0
���'$��� "��� �)� ��!)� �� "����� 1'�� '�$"!� #�� ��!'������ -�������
'" ',�'� $" �� #%�!'�� �")��+$" ��� �!�"��� -�#%� ��.�%�'�2�

��� '���,"�� �����%���+$" ��� %���� �)� #���#.�) "#�%����� �&"�.0
5��$" �� 5���$� ���� ��� �� -�./��" �������!" �*� #�� #����'�.'�$"	

(� 
���� �#� �%�� '��� #"�!#�)'� �)� �*� $" �"%"'�� �#��%�'� ���
���$)�� '���"%"'�� 1�*� $� ���$$��� �'����#��� -�.,�'� 1 ��20
1 �<22� �� '��","! ���� "&�'�'"� '�$#%��������� �#� ��� �-��������
'�������� '������	

∂um

∂n
= 0 , '�� ∂Ω , m = 1, .., N 1 ���2

�"�. ��� -�������#�!�'� �)� �*�� � '������ ��� ��.�%�'� �� "�����
'" �.�" ��$� �#��"%"! ��� -������� "�-�,� �)� '������� ������ 3��'��
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�#) � '������ 1 ���2 '��"#.�"��� '���"�� $�'� ��$� �.�" ����%��+
�� '��",�+ "����� ���. �� ,������ "&�%�&�� �� !-�� '�$��!�"� ���
$" �� '������ ��� ��.�%�'� ��� ��� -������� "����� ��� '��� -�������
�%�#�!�'� �� �*� #�� #"����.:�$"� ���� $#��"! �� �#�-"�,�"! )
"&�	 6�� �#���-�#��" ���.%� �� "����� w = um� �� .����'$� �)�
��$�� �� ��,+���� vm(i, j) ��./"���� %��) �� ',�'� 1 �(�2	

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

vm(i, j) =
Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

Dx(gDxw) + Dy(gDyw)

=

Ny∑
j=1

{
Nx∑
i=1

Dx(gDxw)

}
+

Nx∑
i=1

{
Ny∑
j=1

Dy(gDyw)

}


���������� ��� #���#.�) ',�'�� -��#�'�����$" ��� �� ����!'$���
"��� �)� ����%�� "!��� ����!'$��� �%%�%�"#���%�#��$"�)� -��/�����
$" �#���%"'$� �� #���$����� �"%��. $��� �� ����!� '���,"!�� 3��'�� �
',�'� ���� '��",!5"��� ) "&�	

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

vm(i, j) =

Ny∑
j=1

{
(gDxw)(1

2
, j) + (gDxw)(Nx + 1

2
, j)
}

+

+
Nx∑
i=1

{
(gDyw)(i, 1

2
) + (gDyw)(i, Ny + 1

2
)
} 1 ��G2

3�$) ��� �.�" j = 1, .., Ny� �',+"�	

Dxw(1
2
, j) = w(1, j) − w(0, j) = 0 , %��) �� ��.�%�'� ��� ��� w

���!'���,� #���+#�"� ���� %��) �� ��.�%�'� �� w	

Dxw(Nx + 1
2
, j) = 0 , j = 1, .., Ny

Dyw(i, 1
2
) = Dyw(i, Ny + 1

2
) = 0 , i = 1, .., Nx

3��'�� $�') �)� #���#.�) ',�'")�� � 1 ��G2 ����%��"� '���	

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

vm(i, j) = 0

�#�$��)� %��) ��� �� 1 �@2� #���+#�"� �"%��.	

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

un+1
m (i, j) =

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

un
m(i, j)



��� 6����+"�" '(� )�� �"� *���+��" &���	�#���,>� ��,%��� ���

�#!'�� '��� #"�!#�)'� ����� �#���"!��� ��� � �#�%���'$� ��� '���"0
%"'�� g = g(‖∇uσ‖) "��� �)� ��!)� 1��� �� ,��'� ��� '��� ��#���
'���%�&�2� ��� ��� �#�!�� "#!'� "#�%����$" ��.�%�'�� �� ���� -���� �
��.�%�'� �� "����� '��"#.�"��� ��� ��.�%�'� �� ���$� ‖∇uσ‖� -��0
�� �� $���� �)� ,)����� #������)� -"� "#��".5"��� �#� ��� ��.�%�'��

�� ���� #�� #"�!#%��� #"�!#�)'� �)� �*� $" �"%"'�� �#��%�'� ��� ��0
��'�� 1�*� $� ���$$��� ���'����#��� -�.,�'� 1 � � �A2 2� � ���!0
'���,� '��",� '�������� '������ "!��� � "&�	

〈D∇um, n〉 = 0 , '�� ∂Ω , m = 1, .., N, 1 ��<2

$�') �� �#�!� "&�'/�%!5"��� ��� #.%� '���"�� $�'� ��$� �.�" ����0
%��+� ���!'���,� $" #���� $#��"! �� �#�-"�,�"! 1$"�. �#� ���"�� #�.0
&"�2 ��� '�� -������� #"�!#�)'�� � '������ ��� ��.�%�'� �)� ��$�� ��
"����� '" '��-��'$� $" �������� ��.�%�'� ��� '���,"!�� b(i, j) ���
����'�� D� '��"#.�"��� '���"�� $�'� ��$� �.�" ����%��+� �#�$��)
���� �� -+� '�����" $#���+� �� �#��"%�'��� ��� -������� "�-�,� ��
'������ 1 ��<2�

�#!'�� %��) ��� ���#�� �#�%���'$�+ ��� ����'�� D� $#��"! �� -��#�0
'�)�"! ��� � ��.�%�'� �� "����� '��"#.�"��� ��.�%�'� �)� '���,"!)�
a(i, j), c(i, j) ��� ����'�� D 1%��) ��� ��� � '���%�&� $" '�$$"�����+
#����" Kσ ��� Kρ -�����"! ��� �-������ �� ��.�%�'� ��� �� $���� �)�
,)����� #������)� -"� "#��".5"��� �#� ��� ��.�%�'�2� �#� ���� ���
�#���� �)�!�� $#���+$" �� ����%�&��$" '" .%%� ��� "#�,"!��$� �#�� ��
�������� ��.�%�'� ��� '���,"!�� b(i, j)	 �" �.�" #%"��.� $!� �#� ��
-+� $"���� #�������� �%%.5"� #��'�$� "�� � .%%� ����%.��� ����0
���.� $" �#���%"'$� ��� �������� ��.�%�'� �%)� �)� ��)� �� $��/�
um,σ,xum,σ,y� �� �#�!� '��"#.�"��� �������� ��.�%�'� ��� ��� b�

G� 9�%�� '��� #"�!#�)'� �)� �*� $" �"%"'�� !,��� 1 �=� �F2� �� #�.�0
$��� "!��� #�� �#%.� $�� ���� �#) #�������+$" �#� ��� #!����  �G� �
#����� '�',���'� �#���"! ��� ��� �#�%���'$� ��� �� ��$� ��� ����0
'�� $��� '�� !-�� '�$"!�� 3��'�� �� ��$� #�� ���!) �#����+���� "���
��!)� "!��� �� !-�� �� "������ 7��) �� '�5���'� #�� #��������"�
� "#�%��� �� ��.�%�'� ��� ��� "����� u /���.5"� /�'��� ��� '" ��0
��� ��� #"�!#�)'� 1������ "-� -"� $#��"! �� �#�-"�,�"! � �-������ ��
'���"�� $�'� ��$�� #���%� #�� #"���$����. -��#�'��'�$" $���� $���
-���+$��'� ��2�
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-� =������� "$� ��� �� Inpainting ��)
�����

���� "������ ����� '��",!5��$" #����'�.5���� ��� ����$����� �%�#�!�0
'� �)� �*� ��� �� #���%�$� Inpainting ���$)��� ��� ���!) -����'$������
"����)�� *�./��" $���-�� �*� ��� �� #���%�$� ���� #����'�.'����� �")0
�����. '�� �"/.%��� �� ��� '���,"��� ���/����$" &��. $" '���#���� ���#�
"�"!�" �� �*� ��� inpainting #�� �%�#���'�$" 1,��'�$�#���+$" ��� "-�
��� '�$��%�'$�+ �� "������  �( ��� "#!'� '�$��%!5��$" $" � ��� #"���0
,� inpainting2	

(� $	
����
	�� TV PDE �� ε��(��)����� 1�%� �#�"������ ��G�(2	

∂um

∂t
= div

(
1

‖∇u‖ε

∇um

)
, x ∈ � (m = 1, .., N), 1 �� 2

�#��	 ‖∇u‖ε :=
√

ε2 + ‖∇u‖2�

�� &
��	����� $	
����
	�� TV PDE �� ε��(��)������ #�� #���"!��$"
'��� �#�"������ ��G�(	

∂um

∂t
= ‖∇u‖ div

(
1

‖∇u‖ε

∇um

)
, x ∈ � (m = 1, .., N) 1 ��A2

G� -�	�����	�� "(��)����� �� Tschumperlé-Deriche #	
 Inpainting 1�%�
"������ ��=2	

∂um

∂t
= trace(THm) , x ∈ � (m = 1, .., N) 1 ��=2

�#�� T ����'�� $" �-��-���+'$��� θ∗
+,θ∗

− ��� �-����$�	

λ1 = 0 , λ2 =
1√

1 + λ∗
+ + λ∗−

�,���� "#�%�&"� σ = 0 ��� ��� -�$��� ����'�� 1 �(2�

<� $	)���� ���#������ 
�� ��  
������
 �CDD�� ��� ���$)�� "�0
���" 1�%� "������ ��<2	

∂u

∂t
= div

( |κ|p
‖∇u‖∇u

)
, x ∈ � 1 ��F2

�#��	

κ = div

( ∇u

‖∇u‖
)

, p ≥ 1
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 � $	)���� ���#������ 
�� �� @��	�������  
������
 �Gen.CDD�
#	
 �	
����
	��� �	������ � ��� $���-� #�� #���"!��$" '��� "����0
�� ��F��	

∂um

∂t
= div

(
a |κ̂|p
‖∇u‖∇um

)
, x ∈ � 1 ��@2

�#��	 κ̂ = div (θ+) � �"���"�$��� ��$#�%����� 1#�� ��!'�$" '��� "��0
���� ��F�(2 ��� a, p �"���� '���"���

3�$��� $" ��� #�����+$"�� "������� ,��'�$�#���+$" ��� "&� �"���� '�$0
��%�'$� ��� �� #���#.�) "&�'�'"�	

∂um

∂t
= vm(x, y, t) , x ∈ � (m = 1, .., N)

�#�� $" vm(x, y, t) '�$��%!5��$" ��� #.%� �� -"+�"�� $�%� �#���'-�#��" �#�
�� #���#.�) �*� 1 �� 0 ��@2� �� �#�!� �#��"%"! ��'��'���. ��� ��,+����
�� �*� '" �.�" ,������ '���$� ��� ��� �.�" '�$"!� �� #"���,� ��

�� #���#.�) �*� #����'�.5��� #�%%. ����. '�$"!� $" �� �*� ��� �"%0
�!)'� "����)�� #�� "!-�$" '��� #�����+$"�� "������ 1',�'"� 1 ��0 �F2 2�
3��'�� �� #�� ��'��. ��$��� �)� ����$������ #��'"��!'")� #�� �%�#���'�$"
"!��� �$��� $" �� ���!'���,� ��$��� #�� #����'�.'�$" ���%����. '��� #���0
��+$"�� "������� 6�� ��� %��� ����� �� "!$�'�" #�� '���#����! '�� '���,"���
���/������ ���!) �� -��/���#���'"�� ���� "&�!�"'� �#��"%"! � �"%"���!�
$���-� Gen.CDD 1 ��@2� �� �#�!� ��� �%�#�!�'� �� #����'�.'��$" #��
���%����.� �/�+ #���"���� ��� �����+���� $���-�� #�� #���"!�"��� ��� #����
/��. '��� "���'!� �����

���� ��'��� -��/��. �)� #���#.�) �*� ��� inpainting '" ',�'� $" ��
�*� ��� �"%�!)'� "!��� ��� '�� �*� ��� inpainting� � "����� "&"%!''"���
,�����. $��� '��� #"���,� inpainting �� 3��'�� '��� ����$����� �%�#�!�'�
#��'"��!5��$" ��� #"���,� ���� '�� ��� '+��%� �#� '�$"!� 1pixels2 ��� ��0
���)����+ #%��$��� ��� $"���.%%��$" �� ��$� �� "����� $��� '�� '�$"!�
���.� 9� #���#.�) '�$�!�"� ���� ,�"��5�$�'�" ��� �#�%���'$� �� ��,+����
vm $��� '�� '+��%� �� 3�#) �$) #����'�.'�$" '��� �#�"������  �(� ���
�� �#�%���'�"! � vm '" �.#��� '�$"!� �#���"!��� #������$��) � �#�%���'$�
�)� ��$�� -��/��)� $"���%���� '�� '�$"!� ����� �%%. "�-",�$��) ��� '��
�+�) '�$"!�� 3��'�� �� %.���$" �#�:�� $� �%� �� '�$"!� �� �� #���+#�"��
��� �.�" $"���%��� 1�'�) μ(i, j)2 #�� "$#%��"��� '��� �#�%���'$�+� �� '+0
��%� �)� '�$"!)�� '�� �#�!� "!��� �#���!���� � �#�%���'$� ���
6�� �� '+��%� ����� ,��'�$�#���+$" ��� ���$�'!� �)��
 inpainting �� $"0
���%��� μ ��� ��� '�$��%�'$� �μ�

���� �%�#�!�'� $�� �#�%��!5��$" �.�" ������ $"���%��� μ(i, j) $��� '��
$.'�� �μ ��� �,� '" �%� ��� "������ �'�" �� �#�/+���$" �� #"����� #�.&"��
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3�'�� �/��. ��� �#�%���'$� �� $.'�� �μ� $#��"! �� #���+:"� $" �	
����
�dilation� �� #"���,� inpainting � $" ��� ���	�� ��	���� �structuring ele-
ment�� ,��������'���� �� $"���%���� ���� �� -�$��� '���,"!� /��"���"�
�� '+��%� �)� '�$"!)� '�� �#�!� �#���"!��� � ���'� �� μ ��� ��� �#�%���'$�
�� ��,+���� vm(i, j) '�� �"������ '�$"!��

;�(�� ��������� �� Inpainting ��� ��	 :��������

��� '���,"��� ���/����$" '���#���. �� ��'��. ,��������'���. �� �%�0
#�!�'� "�"!�)� �)� �*� #�� ,��'�$�#���+���� ��'� '�� #���%�$� �� ?"%0
�!)'� �'� ��� '�� Inpainting	

• � $	
����
	�� TV PDE �� ε��(��)����� ��� Inpainting 1 �� 2 �%�0
#��"!��� �$��� $" ��� ���!'���,� �*� ��� �"%�!)'� 1�%� 1 �<22 ���
'+$/)�� $" ��� �%�����$� ��� #!����  � ��� ��� "#"&���'� ��� #!��0
��  �A� � $��� ���#�#�!�'� ���"���� '�� ��� � ��,+���� vm ��� �� ��"
��$� �� "����� �#�%��!5����� $��� '��� #"���,� inpainting �� �#!0
'�� �#) /�!�"��� �#� ��� #!����  ��� � #����� '�',���'� �#���"! ���
��� �#�%���'$� ��� �� ���'� �)� ��$�� �� g '�� '�$"!� #�� /�!������
�#� �� -�$��� '���,"!�	

B =

⎡
⎣0 1 0

1 1 1
0 1 0

⎤
⎦ 1 �G�2

�#�$��)� � $.'�� inpainting ��� g "!���	

�g = �⊕ B 1 �G(2

�#!'�� "#"�-� g = g(‖∇u‖)� �',+"�	

�‖∇u‖ = �g = �⊕ B 1 �G�2

• � &
��	����� $	
����
	�� TV PDE �� ε��(��)����� 1 ��A2 �%�0
#��"!��� �$��� $" ��� $	
����
	�� TV PDE �� ε��(��)������ $" ���
$��� -��/��. ���� '��� �%�����$� $"�. ��� �#�%���'$� �� ��,+�����
#��'�!�"��� �� ��$� #�%%�#%�'��'$�+ �� $" ��� ‖∇u‖ ��� �����)'�
�� ��$� ��� �� $.'�" inpainting �g,�‖∇u‖ "!��� ������ !-�" 1�/�+
� ���$� ‖∇u‖ #�� ,�"�.5"��� ��� ��� #�%%�#%�'��'$� #�� #��'�����"�
�#�%��!5"��� �+�) � .%%)� ��� ��� "&��)�� ��� g(‖∇u‖)2�
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• � -�	�����	�� "(��)����� �� Tschumperlé-Deriche ��� Inpainting
�%�#��"!��� �#) � ���!'���,� �*� ��� �"%�!)'� "����)�� �������
�$) "-� ��� �-����$� f+ = 0� 3�#) /�!�"��� �#� ��� #!����  �G� �
����'�� T ,�"�.5"��� �� �#�%���'�"! $��� '��� �� .�� �� !-�� �',+"�
��� ��� ��� -�$��� ����'�� Jρ(∇u)� �#��"	

�T = �Jρ(∇u) = �

�� %.���$" �$) �#�:�� $� ��� "&�$.%��'� ��� J(∇u) $" ��� Kρ #��
#����"!���� #���+#�"� ��� ��� ��� ��,��� ����'�� J(∇u)� �,��$"	

�Jρ(∇u) = �⊕ SKρ

�#�� SKρ �� '+��%� '�$"!)� '�� �#�!� "��"!�"��� � -������� #��'����'�
��� #����� Kρ�

;�(�( Vectorial DTV Filter

3�'�� �/��. ��� *����'$����� TV PDE 1�%� ',�'� 1 �� 2 ��� �#�"����
��G�(2� �� Chan, Osher ��� Shen ;(G> #���"���� $!� "��%%������ "#���%�#����
-��-���'!� � �#�!� '���%!�"� '��� ���.'��'� �'����#!� �� �*� �� �%�0
�� �"����%� 1TV PDE2� �#) ���� $"�����#"��� $"�. �� -�������#�!�'�
#�� #����'�.'�$" '��� �#�"������  �(� � $���-� ���� �/��. �� �"����
#"�!#�)'� �� �%��� �"����%�� �%%. "-� �� �',�%���+$" "�-��. $" ���
"/��$��� �� '�� Inpainting "����)� ,)�! ������� 3�#) ���/��"��� '��
;(G>� �� /!%��� ���� �"$"%���"��� ��� ��"&.����� �#� �� ���!'���,� '��",�
$����%�� �/�+ "%�,�'��#��"! $!� -������� "�-�,� �� �%��� �"����%�� ����
"������ <��� �#�'�/��!'�$" �� ',�'� ��.$"'� '�� -�������#���$��� '��",�
��� '�� �"%"!) -������� #��'����'�� #�� '" ���� ��� "�-��� #"�!#�)'�� "!���
�'�-+��$"�


�� '���"���$���� � -��-���'!� #�� #���.���" �#� ��� Chan, Osher ���
Shen ;(G>� ��� ��� "�-��� #"�!#�)'� #�� ����'���,"! '��� �*� 1 �� 2� ��� $"
��� '�$��%�'$�+ #�� ,��'�$�#���+$" '��� "���'!� ����� '��!'����� '���
"#��.%�:� ��� "&� ��$��� 1$��� ��� �� '�$"!� "��� �� #"���,� inpainting
�� �/�+ �� �#�%��#� #���$����� '���"�.2	
��� m = 1, .., N ��� (i, j) ∈ �	
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un+1
m (i, j) =

1

hn
tot(i, j)

{
[gn(i, j)+ +gn(i−1, j)] · un

m(i−1, j)+

[gn(i, j)+gn(i+1, j)] · un
m(i+1, j)+

+ [gn(i, j)+gn(i, j−1)] · un
m(i, j−1) + [gn(i, j)+gn(i, j+1)] · un

m(i, j+1)

}
1 �GG2

�#�� hn
tot(i, j) �� .����'$� �)� ������ -�%�-�	

hn
tot(i, j) = [gn(i, j)+gn(i−1, j)] + [gn(i, j)+gn(i+1, j)]

+ [gn(i, j)+gn(i, j−1)] + [gn(i, j)+gn(i, j+1)]

"#!'�� �� gn(i, j) "!��� ��'��'���. �� '���"%"'�� -�.,�'� �� TV PDE $"
ε0"&�$.%��'� 1 �� 2� -�%�-�	

gn(i, j) =
1

‖∇un‖ε (i, j)
=

1{
ε2 +

N∑
m=1

‖∇un
m‖2 (i, j)

}1/2
1 �G<2

��� $!� $���� ��$� �� '���"�. ε� 9�%� ��� �� ���$" ‖∇um‖� ,��'�$�#��"!0
��� '��� 1 �G<2 � #��'����'� D±um(i, j) 1�%� �#�"������  �(�G2� -�%�-�	

‖∇um‖2 (i, j) = (D±um(i, j))2 =
1

2

{
(D+

x um)2 + (D−
x um)2 + (D+

y um)2 + (D−
y um)2

}
1 �G 2

3�#) $#��"! "+��%� �� -��#�'�)�"!� � �.�" "#��.%�:� �� #���#.�) -��0
-���'!�� #�� "�/�.5"��� �#� �� ',�'� 1 �GG2� $#��"! ��� ���� �� �%�#����"!
'�� ��#��� '�',���'� $" ���.%%�%� #����� ki,j(�1, �2)� � �#�!� -!�"��� �#�
��� #!����  �@� $" ��� '���"%"'�� g(i, j) �� -!������ �#� ��� 1 �G<2� ?�0
����� '��� #"�!#�)'� ����� �� �#���%"'$� �� '�',���'� -!�"� ���"��"!��
��� �����+��� "����� un+1

m ��� �,� ��� -�������#���$��� ��,+����� � "#���%�0
#���� -��-���'!� "!��� "&��,� ',"-��'$��� ��� ��� -������� "����� ��� ��'� -"�
�#.�,"�� �#) '�� �%�#���'"� #�� #����'�.'�$" $�,�� ����� ,������ ��$�
�+�" ��,+����� ��� #���%�$� Inpainting #�� $� "�-��/��"� "-�� � #���#.�)
"&�%�&� �!�"��� $��� '��� #"���,� � ��� �� $.'�" inpainting #�� ,�"�.5�����
"!��� ������ !-�" $" ��� $���-� VTV Inpainting 1�%� ',�'"� 1 �G(2�1 �G�2 2�
� �%�����$� #�� �%�#���'�$" ��� �� Vectorial DTV Filter /�!�"��� '��� #!0
����  �(��
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�2

−1 0 1

−1 0
g(i−1,j)+g(i,j)

htot(i,j)
0

�1 0
g(i,j−1)+g(i,j)

htot(i,j)
0

g(i,j+1)+g(i,j)

htot(i,j)

1 0
g(i+1,j)+g(i,j)

htot(i,j)
0

���# htot(i,j)=g(i−1,j)+g(i+1,j)+4g(i,j)+g(i,j−1)+g(i,j+1)


!����  �@	 
����� ��#��� '�',���'� ki,j(�1, �2) ��� ��� $���-� Vectorial
DTV Filter

� �%�����$� ���� #����'�.5"� �� #%"������$� '" ',�'� $" ��� ����$�0
���� �%�#�!�'� �� *����'$����� TV PDE �%%. ��� �� ����$�'$��� *��0
��'$����� TV PDE 1�%� �#�"������  ���(2 ��� '���%!�"� #�%+ #�� �������
'��� ���.'��'� �'����#!�� � �#�!� �#) "!#�$" "!��� !-�� $" ��� ���.'��'�
�'����#!� �)� �*� ������ � ���%���!� �)� "����)� "!��� ������ -��/��"��0
��� �%%. �#) �,��$" ���/��"�� '�� #���%�$� Inpainting 1'" ���!�"'� $" ��
#���%�$� �"%�!)'�2� �� �#���%"'$� #���+#�"� �#� ��� ���.'��'� �'����#!0
�� �#!'�� � �#�-�'� �� $"��-�� -"� "&���.��� �#� �.#��� ,������ ��$�
��� ��'� -"� ,�"�.5"��� "�-��� $���$�� ��� ��� "#�%��� $�� ������ #���$������
9�%�� � �%�����$� ���� #����'�.5"� ��� #�%+ '�$������ �-������ ��� "!���
"����$��� � ���.%�&� '��� ���.'��'� �'����#!� ,)�! ��� #���$���� ��%.�0
�)'� 1%��) �� �#�-"-"��$��� '+��%�'�2� ���� � �-����� ���� � %��� #��
,��'�$�#���'�$" ��� '������ �"�$���'$�+ '��� �%�����$� ��� #!����  �(��
�!��� '!������ -�%�-� ���� $"�. �#� ���.%%�%� ����$� "#���%�:")�� � $"����0
%� unew−uold '" �.�" ��$� �� "!��� ��'� $����� �'�" � '������ �"�$���'$�+
��� �%���!�$�� �� �����#��"!��� 1��� �'�-�#��" $���� ����/%� εth2� ?������
,��'�$�#���+$" ��� ��� "��%%������ �"�$���'$�� ���� /�.'��$" '��� $���'��
����$� "#���%�:")� Nmaxit� ��� ��� #"�!#�)'� �#�� �#����+���� �#"���%��.
#�%%� "#���%�:"��

0�-��"-5���� )�� �"� ������"���,5 &��&�,��+� ��	 Vectorial DTV
Filter

�&!5"� �� '�$"��'��$" $!� �.#) -��/��"���� '�%%���'���� �#� ���� ���
;(G>� $" ��� �#�!� $#���+$" ��� #.%� �� ����%�&��$" '��� "#���%�#���� ',�'�
1 �GG2	 �� -�������#���'��$" ��� ���.'��'� �'����#!� �� *����'$�����
TV PDE 1 ��A2 � �'�-+��$� �� "%�,�'��#���'��$" ��� -������� *����'$�����
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�K��*�K	 ��,��� "����� u01-����'$����� $" N ���.%��2� #"���,� inpainting
�� $���'�� ����$� "#���%�:")� Nmaxit� ����/%� �"�$���'$�+ εth� '���"�.
ε�

�#�%���'$� $.'�� inpainting

�g = �⊕
0 1 0

1 1 1

0 1 0

��,���#�!�'�

��� (i, j) ∈ Ω \�� uold = u0

��� (i, j) ∈ �� �.�" $!� �#%� ��,��� #���%":� '��� uold� �"$!5���� ��� �
$" �$���$��/� ������ � $" $!� '���"�� ��$��

For n = 1, .., Nmaxit

�#�%���'" �� ���$� ‖∇u‖ =

{
N∑

m=1

‖∇um‖2

} 1
2

� ��� (i, j) ∈ �g� '+$/)��

$" ��� ',�'� 1 �G 2�
�#�%���'$� ��� '���"%"'�� -�.,�'� g

g = 1/
√

ε2 + ‖∇u‖2� ��� (i, j) ∈ �g

�#�%���'" ��� ��#���+ #����" '�',���'� ki,j �#� �� ��$� ��� g�
'+$/)�� $" ��� #!����  �@�
�#�%���'$� �%)� �)� ����%��� unew

m �� "#�$"�� "����� unew

For m = 1, .., N
�" �.�" (i, j) ∈ �� ��" ��� unew

m (i, j)� "/��$�5���� ��#��� '�',���'�
�� ki,j $" ��� uold

m �
End for
������� �"�$���'$�+

If max
(i,j)∈�

∥∥unew(i, j) − uold(i, j)
∥∥ < εth

uout = unew

9"�$.��'" ��� �%�����$�
End if

��"���$�'!� "#�$"�� "#��.%�:�

uold = unew

End for
uout = unew

�O�*��	 �������'�"��'$��� "����� uout


!����  �(�	 �%�����$� #�� �%�#���'�$" ��� �� Vectorial Digital TV Filter



5.2 UlopoÐhsh MDE gia to Inpainting eikìnwn 133

Olikă Metabolă2, katalăgoume stic exăc sunjăkec gia thn topikă susqètish:

(ki,j(u)∗̃um)(i, j) = 0, m = 1, .., N, (5.36)

gia kĹje shmeÐo (i, j) tou plègmatoc. Sth sqèsh aută, me fifi∗̃flfl sumbolÐzoume
thn susqètish kai ki,j(u) eÐnai o purănac pou qrhsimopoioÔme sthn ulopoÐh-
sh thc VTV PDE. O purănac autìc prokÔptei apì ton pÐnaka 5.2, me touc
suntelestèc diĹqushc g(i, j) na dÐnontai apì th sqèsh:

g(i, j) =
1

‖∇u‖ε (i, j)
(5.37)

EpÐshc, sth diakritopoÐhsh aută, jewroÔme ìti, gia ton upologismì thc ‖∇u‖ε (i, j),
epilègoume thn prosèggish D± (bl. sqèseic (5.34),(5.35)).

Epomènwc, oi exisÿseic pou perifrĹfontai apì th sqèsh (5.36), apote-
loÔn èna sÔsthma mh grammikÿn algebrikÿn exisÿsewn. An epilÔsoume se
kĹje shmeÐo (i, j) kai kĹje kanĹli m ÿc proc um(i, j), oi sunjăkec (5.36)
metatrèpontai stic:

um(i, j) = (k̂i,j(u)∗̃um)(i, j), m = 1, .., N, (5.38)

ìpou k̂i,j(u) eÐnai tÿra o purănac pou prokÔptei apì ton pÐnaka 5.9, me touc
suntelestèc g(i, j) na dÐnontai kai pĹli apì thn (5.37).

Epomènwc, o algìrijmoc tou pÐnaka 5.10 apoteleÐ ousiastikĹ epanalhptikă
epÐlush tou sustămatoc mh grammikÿn exisÿsewn (5.38) (ă twn isodÔnamwn
exisÿsewn (5.36)), pou prokÔptei an sto aristerì mèloc jèsoume um = un+1

m

kai sto dexiì um = un
m, u = un (to opoÐo ekfrĹzei thn genikă epanalhptikă

mèjodo thc Arijmhtikăc AnĹlushc, bl. p.q. [48]), dhladă:

un+1
m (i, j) = (k̂i,j(u

n)∗̃un
m)(i, j), m = 1, .., N (5.39)

’Etsi, efìson h parapĹnw akoloujÐa un tou algorÐjmou tou pÐnaka 5.10
sugklÐnei, to ìriì thc eÐnai lÔsh thc (5.36), dhladă thc diakritopoihmènhc
sunjăkhc isorropÐac thc Dianusmatikăc TV PDE.

Apì aută thn optikă gwnÐa, h ulopoÐhsh thc Dianusmatikăc TV PDE
(bl. upoenìt. 5.2.1) mporeÐ na eidwjeÐ san mÐa Ĺllh enallaktikă arijmhtikă
epÐlush twn mh grammikÿn exisÿsewn (5.36), pou prokÔptei wc exăc: Sthn
(5.36), pollaplasiĹzoume me mÐa jetikă stajerĹ τ 3 kai prosjètoume um(i, j)
kai sta dÔo mèlh, opìte prokÔptei to isodÔnamo sÔsthma:

um(i, j) = um(i, j) + τ · (ki,j(u)∗̃um)(i, j), m = 1, .., N, (5.40)

2όπωc αναφέραµε, για την ισοδυναµία αυτή βl. ενότητα 4.2
3το τ αντιστοιχεί στο χρονικό βήµα τηc προσέγγισηc τηc VTV PDE, αllά, από την

οπτική γωνία που αναφέρουµε εδώ, είναι απlά µια σταθερά. Βέβαια, ισχύουν και πάlι αντί-
στοιχοι περιορισµοί στην τιµή του, που προκύπτουν από τη συνθήκη σύγκlισηc τηc γενικήc
επαναlηπτικήc µεθόδου (βl. π.χ. [48])
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�� ���%����'��$" ��� !-�� $" #������$��) �"���� $���-� "#!%�'�� ���)�0
�� um = un+1

m '�� ���'�"�� $�%� ��� um = un
m,u = un '�� -"&�� $�%��

����%����$" '��� "#���%�#���� -��-���'!� #�� #��'"��!5"� ��� *����'$�����
TV PDE�

�#� �'� #�������'�$" #���#.�)� '�$#"��!���$" ��� $#���+$" �� -�$����0
��'��$" /!%���� ���!'���,� $" �� DTV Filter� ��� ��� "+�"'� �� ���.'��0
'� �'����#!� ��� .%%)� �*� �� �#�!" �%�#���+���� $" ��#��� '�',���'��
9� �!����� "!��� � "%#!-� ���!'���,� "#��.,��'� �� '+��%�'�� 3�#) ��
#����'�.'��$" '��� �#�"������  ���<� �%�#���+$" ��� $���-� @��	��������
CDD �	
����
	��� �	����� #�� #���"!���$" $" ��� ������ /!%��� ��� �#)
-��#�'��'�$" #"���$����.� "#����,.�"��� ���) "#��.,��'� �� '+��%�'��

;�(�) ��������� ��$%&��� �,��1����� ��! ���  ��'
�&�!���� 8CDD9> �� 2�/����� ���!���

� $���-� CDD "!��� "�-��. ',"-��'$��� ��� �� #���%�$� ��� Inpainting
1�%� "���� ��<2� ��� ���� -"� "!,�$" '������'"� ��� �%�#�!�'� �� #������$�0
�)� '��� �#�"������  �(� ����"� �$) ��� ���� '��� �������!� #�� "!,�$"
���/��"�� �)� �*� $" �"%"'�� �#��%�'� div ��� $" ���$)�� '���"%"'��
1$� ���$$��� �'����#��� -�.,�'�2� '��� "�-��� #"�!#�)'� ���$)��� "����)��
� '���"%"'�� -�.,�'� g -!�"��� "-� �#� �� ',�'�	

g =
f(|κ|)
‖∇u‖ , κ = div

( ∇u

‖∇u‖
)

1 �<(2

�#�� κ "!��� � ��$#�%����� �)� �'�N:�� ���$$�� �� u� 
�������+$" ���
� ��� ‖∇u‖ "$/��!5"��� ��� "-� '��� #�����$�'��� ��� $.%�'�� -+� /�0
��� 3��'�� '��� �%�#�!�'�� ��� �� $� $�-"�!5"��� � #�����$�'�� ��� �,��$"
�'�.�"�� '��� ����$����� "#���%�#���� -��-���'!�� ,��'�$�#���+$" ��� '���
#"�!#�)'� ���� ε0"&�$.%��'� '��� -+� ����+ ���� 1�%� #�,� '�5���'�
'��� "���� (�A2� 9��#�#���+$" %��#�� "%�/�� ��� '���"%"'�� -�.,�'� g
) "&�	

g =
f(|κε|)
‖∇u‖ε

, κε = div

( ∇u

‖∇u‖ε

)
1 �<�2

�#�� � "&�$�%�$��� ���$� ‖∇u‖ε� ��!5"���� �#) �,��$" #"�� ) "&�	

‖∇u‖ε =

√
ε2 + ‖∇u‖2

�#�$��) � �%�����$� �� �%�#�!�'� �� $"��-�� ���� "!��� #���$���
$" ����� #�� -!�"��� '��� #!����  ��� $" ��� '���"%"'�� g(i, j) �� #���+0
#���� �#� ��� ',�'� 1 �<�2� #��'"��!5���� ��� ‖∇u‖ �#) ���/���$" '���
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"������  �(�G� � -��/��. ���"���� '�� ��� #��#"� �� #��'�"�"! '��� �%�����$�
���� ��� ��$� 1#��� ��� �#�%���'$� �� ��#��� '�',���'� ��� ��� "&��)��
�� ��,+����2� ��� ��� �#�%���'$� �� ��$#�%����� κ ��� �� '��.���'�
f(|κ|)� 3�#) �,��$" ���/��"� 1�%� "���� (�<2� � ��$#�%����� ���� "!���
������ � ��,+���� �� �*� �� �%��� �"����%� 1TV PDE2� "#�$��)
$#��"! �� ��"�"! $" ��� "/��$��� .%%� $!� ��#��� '�',���'� $" #�����
�#) ��� #!����  ��� ������� �$) g = 1/ ‖∇u‖ ���� �� /��.� 3��'�� '"
�.�" "#��.%�:�� "/��$�5����� -+� ��#��� '��"%!&"��

�" �.'� �'� "!#�$" '��� �#�"������  �� ��� ���%������� ��.%�'� ���!0
'���,� $" �� �#�"������  ���(� ����%����$" ��� '��� #���#.�) �%�����$��
�� $"���%��� �#�%��!5����� $��� '�� '�$"!� �)� ���!'���,)� $�'��� inpain-
ting� �#) ���� -!������ �#� �� ',�'"�	

�κ = �g = �⊕ B

�‖∇u‖ = �g ∪�κ ⊕ B = �κ ⊕ B

�#�� B "!��� �� -�$��� '���,"!�	

B =

⎡
⎣0 1 0

1 1 1
0 1 0

⎤
⎦

;�(�* ��������� ��� ���� ��/!,�& ��& ����������4 "�'
����&���� CDD> �� ,���&�������� ���!���

���� �#�"������ ��F��� #���"!��$" $!� ��� $���-� Inpainting ��� -����'$�0
���� "����"� ��� 6"���"�$��� CDD� � �#�!� #"����./"��� �#� ��� ���%����
�*�	

∂ui

∂t
= div

(
h(|κ̂|)
‖∇u‖∇ui

)
, x ∈ � (i = 1, .., N) 1 �<G2

�#�� κ̂ "!��� � @��	�������  
������
� #�� ��!'�$" '��� �#�"������ ��F�(
'�� ��� ��$#�%����� �)�  
������ "�)�	��� $	
����
	��� ��
�����
1-�%� �)� -���$���� ���$$�� ��� $���-��!�� -���+'$��� θ− #�� "�/�.5"�
��� -�"+���'� �� "%.,�'�� $"����%� �� "����� u2� 3�#) ���/���$" '���
�#�"������ ����� � κ̂ -!�"��� �#� �� "&� �'�-+��$" ',�'"�	

κ̂ = div (θ+) 1 �<<2

���

κ̂ = − sin θ
∂θ

∂x
+ cos θ

∂θ

∂y
1 �< 2
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�#�� θ+ �� $���-��!� �-��-�.��'$� �� $���� Di Zenzo G �� u� #�� ����0
'���,"! '�� $"��%+�"�� �-���$� λ+ ��� θ � �)�!� ��� -���+'$��� ����+�

� �*� 1 �<G2 ����"� ��� ���� '��� �������!� �)� �*� $" �"%"'�� �#�0
�%�'� div ��� $" ���$)�� '���"%"'�� 1$� ���$$��� �'����#��� -�.,�'�2 1�%�
"�'��)�� �� �#�"����  �(2� ��� '���"���$��� #"�!#�)'�� � '���"%"'��
-�.,�'� g -!�"��� �#� ��� ',�'�	

g =
h(|κ̂|)
‖∇u‖ 1 �<A2

3��'�� ��'��� '�$"!� �� �%�#�!�'�� #�� ��� -��/���#��"! �#� �� #���0
��+$"�" $"��-��� "!��� � �#�%���'$� �� �"���"�$��� ��$#�%����� κ̂�
��� '���,"�� %��#��� �� #����'�.'��$" �����,�� ��� �#�%���'$� �� κ̂	

6�� ��� �#�%���'$� �� κ̂� ,��'�$�#���+$" ��� ��/��'� 1 �< 2� �#��" ,�"��0
5�$�'�" �� ��$� �� �)�!� θ� 3�#) "+��%� $#���+$" �� -��#�'��'��$"� �
�)�!� ���� #���+#�"� �#� �� $���� Di Zenzo G �� u� 3�$)� ��� ��� �#�0
%���'$� ����� ��������'��+$" ��� u $" $!� "%�/�� "&�$�%�$��� "�-�,� ���
��� uσ� '" ����'���,!� $" .%%" $"��-�� 1�%� #�,� �#�"���� (�G�(�=2� �
'��#� �� "&�$.%��'� ���� "!��� �� �#�/"�,��+� �� �#"���%��. �#���$"
$"����%� �� u ��� ��'� � #��'����'� �� θ �� �!�"� #�� �&��#�'��� �#�$��)�
��������'��+$" ��� $���� Di Zenzo G �#� ��� -�$��� ����'�� J(∇uσ) 1���
��� ���'$� ���� �%� #�,� "�'��)�� �� �#�"����  �(2�
3��'�� �� ��,��� '�.-�� �.�" "#��.%�:� ��� �%���!�$�� "!��� �$��� $" �� ��0
�!'���,� ��� �%���!�$�� ��� #!����  �= 1��� ρ = 02� 3�,���� �#�%��!'"� ��
�)�!� θ� ��� �� �#�%��!'��$" ��� κ̂ �#� ��� 1 �< 2� �#�$��"� � #��'����'� �)�
,)����� #������)� �� θ� ��� ��� �#�!� ,��'�$�#���+$" �"������ -��/���
��$��� � pixels� -�%�-�	

∂θ

∂x
(i, j) ≈ 1

2
δ2xθ(i, j)

∂θ

∂y
(i, j) ≈ 1

2
δ2yθ(i, j)

1 �<=2

�#�� $" δ2x, δ2y '�$��%!5��$" �� -��/���	

δ2xθ(i, j) = θ(i + 1, j) − θ(i − 1, j)

δ2yθ(i, j) = θ(i, j + 1) − θ(i, j − 1)
1 �<F2

3�$)� �#) ���/���$" '��� �#�"������ ��F�(� � '��.���'� θ "!��� #%"��0
��$� modulo π� -�%�-� '" �.�" '�$"!� ����'���,!5����� �%" �� ��$� θ0 + νπ
$" ν ∈ Z� ��� �.#��� ��'��� θ0 ∈ [0, π)� 6�� ��� �#�%���'$� �)� -��/����
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1 �<F2� �,"� '�$�'!� #��� �#� ���� �� ��$� �� θ "#�%��"��� �"%��. '" �.�"
'�$"!�� ���� �#�"������ ��F�(� ���/���$" "#!'� ���� �'�� �/��. �� '��",�
#"�!#�)'�� ��� �� ��!5"��� � κ̂� #��#"� �� �!�"��� ������ "#�%��� '��� #%"��0
��$� '��.���'� θ(x)� �'�" ���� �� "!��� '��",� '�� "�.'���" '�$"!�� �
-������� "�-�,� �� #���#.�) -��-���'!� "!��� �� #"����!'��$" �� -��/���
δ2x, δ2y '�� -�.'��$� (−π

2
, π

2
]� %��) ��� ��� � '��.���'� θ(i, j) $#��"! ��

#"�����/"! #%��) $�') "�� -��'��$��� ��$�� $���� π 1'��� �%�#�!�'�
�,��$" -��%�&"� �� -�.'��$� [0, π) 2� �" ��� ���#� ����� #"��,�!���$" �� $��
#����'�.5����� �:�%� ��$� ,)�! ���$� ��� �� -��/��� δ2x, δ2y� �#�$��)�
'��� �%�#�!�'� -"� ,��'�$�#���+$" �"%��. �� ',�'"� 1 �<F2� �%%. ��� "&�
���#�#�!�'� ���	

δ2xθ(i, j) = θ(i + 1, j) − θ(i − 1, j) + ν
(
θ(i+1, j)−θ(i−1, j)

) · π
δ2yθ(i, j) = θ(i, j + 1) − θ(i, j − 1) + ν

(
θ(i, j+1)−θ(i, j+1)

) · π 1 �<@2

�#�� � ������� ν(δθ) "!��� ������� �'�" �� �"%��� �#���%"'$� �� ��"�"! '��
"#���$��� -�.'��$� (−π

2
, π

2
]� -�%�-�	

ν(δθ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

1, δθ ∈ (−π,−π
2
]

0, δθ ∈ (−π
2
, π

2
]

−1, δθ ∈ (π
2
, π)

1 � �2

��$"�����$" ��� �� #���#.�) #"��#��'"� "!��� �� $��" -������ �/�+ '���
����$����� �#�%���'$� �� θ(i, j) ��������$" ������ ��$�� �'�"	 θ(i, j) ∈
[0, π)� ��� �%� �� '�$"!� (i, j)�
�#�$��)� �#� �� 1 �< 2�1 �<=2� ����%����$" '��� "&� ����$����� #��'��0
��'� �� �"���"�$��� ��$#�%����� κ̂	

κ̂ = 1
2
{− sin θ · δ2xθ + cos θ · δ2yθ}(i, j) 1 � (2

$" �� δ2xθ, δ2yθ �� #��'-���!5����� �#� �� 1 �<@2 ��� 1 � �2�
3�,���� �#�%��!'"� ��� �"���"�$��� ��$#�%����� κ̂� ��� �#�%��!5����

�� ���$� ‖∇u‖� � '���"%"'�� -�.,�'� �#�%��!5"��� .$"'� �#� �� ',�'�
1 �<A2� 
��#"� �� '�$"��'��$" ��� �#�%��!5��$" �� ���$� ‖∇u‖ ���"��"!��
�#� ��� ��,��� "����� u 1�,� �#� ��� "&�$�%�$��� uσ2� ,��'�$�#������
�$) ε0"&�$.%��'�� �'�" '�� '�$"!� ���� �� #����'�.5"��� ����'���,!� $"
�� $���-� *����'$����� TV 1�%� �#�"���� (�A ���  ���(2� 3�'�� �/��. ��
'��.���'� h(|κ̂|)� �#) "!#�$" ��� '��� �#�"������ ��F��� �.���$" ��� "&�
"#�%��� 1���!'���,� $" ��� ���$)�� CDD 0 �%� "���� 1��<22	

h(|κ̂|) = a |κ̂|p , 1 � �2
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��� -�./��" �"���� ��$� �� '���"�. p� � '���"�. a "#�%��"��� ��'�� �'�"
�� "+�� �)� ��$�� #�� $#��"! �� #.�"� � h(|κ̂|) �� "!��� '���"�� ��� �� $��
"#��".5"��� �#� ��� "#�%��� ��� "����� p 1�#) �� -�+$" #����.�)� ����
$#��"! �� "#��"�,�"! $��� '��� �%�#�!�'�� %��) �� -������� #��'����'�2�
�%��,���� �� "+�� ����� $#���+$" �&��#�'�� �� '����!���$" �� �#��"%�0
'$��� �� $"��-�� ��� �� -�./��" "#�%��� ��� p� �#������� � $���'��
-����� ��$� �� h(|κ̂|) �� "!��� ( 1��� ��'� �� #���+#�"� �� "+�� ��$�� [0, 1]2�
� ',�'� 1 � �2 �!�"���	

h(|κ̂|) =

( |κ̂|
|κ̂|max

)p

1 � G2

�#�� |κ̂|max � $���'�� -����� ��$� �� �#�%���5�$"�� |k| 1������� '�� '��"0
,� $����%�� -"� �#.�,"� /�.�$� ��� ��� k� .�� �+�" ��� ��� h(|κ̂|)2� �#"�-�
,��'�$�#���+$" ��� #��'����'� 1 � (2� � "#!�"�&� $���'�� ��$� �#���"! ��0
���,�� $���'�� ��$� ��� �� |δ2xθ| , |δ2yθ|� � �#�!� "!��� π/2� �/�+ �#) "!-�$"�
�� -��/��� �� �)�!� θ �"�$��������� '�� -�.'��$� (−π

2
, π

2
]� 3��'�� '���

#"�!#�)'� ����� �,��$"	

|κ̂| = π
4
{sin θ ± cos θ}, θ ∈ [0, π) 1 � <2

� �#�!�� �#) "+��%� $#���+$" �� -��#�'��'��$"� $"��'��#��"!��� ��� θ =
π
4
� 3π

4
� $" ��$�	

|κ̂|max =
π

2
√

2
≈ 1.11 1 �  2

��$"�����$" ��� �� #���#.�) "�/�.5"� $!� ����!� #"�!#�)'�� � �#�!� �$)
$#��"! ���) �� '�$�"!� �#) ��� #��.-"��$� ���� � θ #�!��"� '��� �"�����.
��� '�$"!�� (i, j) �� ��$� #�� /�!������ '��� #!����	⎡

⎣ 0
0 3π

4
π
2

π
2

⎤
⎦

6�� ��� #���#.�) %����� � '��.���'� h(|κ̂|) #�� ,��'�$�#���'�$" "!���
� "&�	

h(|κ̂|) =

( |κ̂|
1.11

)p

1 � A2

���� �#� �� -��-���'!� �#�%���'$�+ ��� '���"%"'�� -�.,�'� g(i, j) #��
#"����.:�$" #�� #.�)� �� �#�%��#� ��$��� ��� �%���!�$�� #�� �%�#���'�$"
"!��� �$��� $" ��� �%�����$� �� �%�#�!�'� �� VTV PDE 1�%� #!��  � ���
"#"&���$����� #!��  �A2� 3�$)� ��� '��� $���-� ����� �#) ��� '�� #�����+0
$"�" $"��-�� ��� Inpainting "����)�� �� "#���$��� �#���%"'$� #���+#�"�
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���� � �*� 1 �<G2 #��'"��!5"� ��� ���.'��'� �'����#!�� 3��'�� "$#�"�'$�0
��� �#� �� Vectorial DTV Filter 1�%� �#�"����  ����2� �%�#���'�$" ��� ����
-"+�"�� �%�����$�� ���!'���,� $" ��� �%�����$� ��� #!����  �(�� � �#�!�
#��'"��!5"� ���"��"!�� ���� ��� ���.'��'� �'����#!� 1�%� '�5���'� '���
�#�"����  ����2� �����!����� #"���$����. ���� �� -+� "��%%������ �%�0
#���'"�� -��#�'��'�$" ��� � -"+�"�� #��'"��!5"� #�� ������� ��� �'����#!�
��� .�� "!��� #����$����� ���� '���,"�� %��#��� #����'�.5��$" ��� �%�#�!�'�
�����


��#"� �$) �� '�$"��'��$" ��� '��� ���-��$��� -��-���'!� �� -"+�"��
���� �%�#�!�'�� "$/��!5"��� �� .����'$� ��)� g(i, j) '�� #�����$�'���
3��'�� %��) �� 1 �<A2� ��� �� $� $#��"! #��� �� $�-"��'�"! �+�" ���� �
#�����$�'��� #��#"� �� $�� $�-"�!5"��� #��� � ��� h(|κ̂|)� �#�$��)� '"
����'���,!� $" ��� ε0"&�$.%��'� �� ���$� ‖∇u‖� ���#�#���+$" "%�/��
��� '��.���'� h(|κ̂|)� �'�" �� $�� $�-"�!5"��� ��� κ̂ = 0� �%%. �� "!���	
h(|κ̂|) = εκ� ��� $���� �"���� '���"�. εκ� *��������� ��� �#�!��'� ��
�,��$" h(|κ̂|max) = 1� ����%����$" '��� "&� ���#�#�!�'� �� 1 � A2	

h(|κ̂|) = εκ + (1 − εκ)

( |κ̂|
1.11

)p

1 � =2

9�%�� �'�� �/��. �� $.'�" inpainting� ��'�'$���� '" �'� "!#�$" '���
�#�"������  �� ��� ���%������� ���!'���,� ��.%�'� �#) '��� �%�#�!�'�
�� TV PDE ��� Inpainting 1�%� �#�"����  ���(2� ����%����$" ���� ��� ��
-�./��" $"���%���� �,��$"	

�‖∇u‖ = �κ = �g = �⊕ B

�J(∇uσ) = �θ = �κ ⊕ B

�#�� $" B '�$��%!5��$" ��� #.%� �� -�$��� '���,"!�	

B =

⎡
⎣0 1 0

1 1 1
0 1 0

⎤
⎦

�" �.'� %��#�� �%� �� #���#.�)� ����%����$" '��� �%�����$� #�� �%�0
#���'�$"� � �#�!� /�!�"��� '��� #!����  �((�
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�K��*�K	 ��,��� "����� u01-����'$����� $" N ���.%��2� #"���,� inpainting �� ����$�
"#���%�:")� Nit� '���"�. "&�$.%��'� σ� '���"�� ε, εκ�
�#�%���'" ��� Gaussian #����� Kσ �#� �� σ� $" ����'� '+$/)�� $" ��� 1 ���2�
�#�%���'$� $�'��� inpainting

B =

⎡
⎣0 1 0

1 1 1

0 1 0

⎤
⎦ ; �g = �⊕ B ; �θ = �g ⊕ B

��,���#�!�'�

��� (i, j) ∈ Ω \�� uold = u0

��� (i, j) ∈ �� �.�" $!� �#%� ��,��� #���%":� '��� uold� �"$!5���� ��� � $" �$���$��/�
������ � $" $!� '���"�� ��$��
For n = 1, .., Nit

�#�%���'" �� ���$� ‖∇u‖ =

{
N∑

m=1

‖∇um‖2

} 1
2

� '+$/)�� $" ��� ',�'� 1 �(A2 � 1 �(=2�

�#�%���'" �� �)�!� θ ��� �-��-���� θ+ ��� -�$���+ ����'�� J(∇uσ) 1!-�� ��$��� $" ���
�%���� ��� #!��  �=� $��� #�� ρ = 0 ��� �� �#�%���'$�! $��� '�� '�$"!� (i, j) ∈ �θ2�
�#�%���'$� �� �"���"�$��� ��$#�%����� κ̂

δ2xθ(i, j) = θ(i + 1, j) − θ(i − 1, j) ; δ2yθ(i, j) = θ(i, j + 1) − θ(i, j − 1)� ��� (i, j) ∈ �θ�
For each (i, j) ∈ �θ� z ∈{LxM � LyM}

If δ2zθ(i, j) ≤ −π/2
δ2zθ(i, j) = δ2zθ(i, j) + π

elseif δ2zθ(i, j) > π/2
δ2zθ(i, j) = δ2zθ(i, j) − π

End if
End for
κ̂ = {− sin θ · δ2xθ + cos θ · δ2yθ}/2� ��� (i, j) ∈ �g

�#�%���'$� ��� '���"%"'�� -�.,�'� g

g = {εκ + (1 − εκ) (|κ̂| /1.11)p}/
√

ε2 + ‖∇u‖2� ��� (i, j) ∈ �g�

�#�%���'" ��� ��#���+ #����" '�',���'� ki,j �#� �� ��$� ��� g� '+$/)�� $" ���
#!����  �@�
�#�%���'$� �%)� �)� ����%��� unew

m �� "#�$"�� "����� unew

For m = 1, .., N
�" �.�" (i, j) ∈ �� ��" ��� unew

m (i, j)� "/��$�5���� ��#��� '�',���'� �� ki,j $" ���
uold

m �
End for

��"���$�'!� "#�$"�� "#��.%�:�

uold = unew

End for
�O�*��	 �������'�"��'$��� "����� unew


!����  �((	 �%�����$� �� 6"���"�$��� CDD �"��-��� #�� #���"!���$"
��� �� Inpainting -����'$������ "����)�
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-�% ;������ ���� ���� ��+�	�� ��������)
��� ��� "$� 	�
�����9 =���������
��� &����� ?������ ��� "$�

;�)�� 	����#

���� "������ ����� #���"!���$" ��� �#�%���'$� �� '���%��� 1��� �%" ��
"#���%�:"� $�5!2 #��'��$�5�$"�� "&�$.%��'� 1adaptive smoothing2 #��
"#��"%"! $!� $���-� �*� -�.,�'� '��� -����'$����� "����� #�� -�,"��� '��
"!'�-�� � �#�%���'$� ���� #��'/��"� "#�#�"!� �� #���$����� -��-���'!�
$" ��� �#�!� � $���-� ,"��!5"��� �� -�$� �� "������ �.�� �� �#�!� '����)
-"� $#��"! �� /��"! ��'� �����. �#� ��� �#%� #�������'� �� "����� "&�-��
� �#� ����$����. $���� ��� '/.%$���� �#!'�� #���"!���$" ���� �%�����$��
� �#�!� �.�"� �"�%�'���� ��� �#�%���'$� ����� 9� #���#.�) $#���+� ��
/���+� ,��'�$� '��� �&��%���'� �� �#�-�'� $!� $"��-�� ���� ��� '��
'+����'� �)� �#��"%"'$.�)� �� $" .%%" $"��-���


�� '���"���$���� �#) ���/���$" ��� '��� "�'��)�� ��� �"/�%�!�� (� ��
$���-�� �*� -�.,�'� ��� ��� �"%�!)'� �)� "����)� #��#"� �� %�$�.����
�#�:�� ��� �� �")$"����� -�$� $�� "����� ��� �� #��'��$�5��� ��� "&�0
$.%��'� '+$/)�� $" ����� 6�� #��.-"��$�� �� #�� '�$�����. ,��������'���.
#�� �/"!%"� �� �,"� $!� ������ $���-� "!��� � "&�$.%��'� �� �!�"��� ��'� �'�"
�� $�� ����'���/����� �� ��$� �� "����� �%%. #��.%%�%� �� �#�$���+�"0
��� � ������� �#� ��� ��/��'� �� �.�" �*� $#��"! �� -��/��"! �� ���.
#�'� #����'�.5"� ���� �� '�$#"��/��.� �%%. $��� '" ��#��� "#!#"-�� -�%�-�
$��� ��� �� '���"���$��� ,������ '���$� ��� '" ',�'� $" �� '�$"!� �+�)
��� ���!'���,�� �#� �� -�������#�!�'�� $#���+$" .$"'� �� #�������'��$"
��� ���#� #�� �� ��$� �� "����� ����"�������� '" ',�'� $" �� ��$� ��
#�����+$"�� $��� "#��.%�:�� ���� �$) � "#���%�#���� -��-���'!� ��
�*� "&"%!''"��� '�� ,����� -"� "!��� -����� �� �#�'�/���'�"! .$"'� � ���0
#� #�� � $���-� �,"� $"��%%.&"� ��� ��,��� "����� ��� �� ,��������'���.
�� ��� �� ����%�&"� �"%��. '��� ���,��'� "������ 9� #���#.�) "!��� #��
�#�'�/��!5"��� $" ��� �%�����$� #�� #���"!���$"�

3�%" �� �*� -�.,�'� ��� ?"%�!)'� #�� "!-�$" '�� �"/.%��� ���� 1�%�
�#�"����  �(2� �#) ��� ���"�� .%%" �� !-�� �������!�� $#���+� �� #��0
'"���'��+� ����$����. $" ��� "#���%�#���� ��$�� �� �#�!� �,"� ��� "&� �"����
$��/�	

un+1
m (i, j) = un

m(i, j) + τvm(un)(i, j), m = 1, .., N 1 � F2

�#�� vm(un)(i, j) �� m0�'�� ���.%� �� -�������#���$��� ��,+���� �� ��0
�!'���,� �*�� �� �#�!�� �#) "!-�$" 1�%� �#�"����  �(2� $#��"! �� �#�0
%���'�"! '�� ��#��� '�',���'� �� un

m� $" $"����%%�$"�� #����� k̃i,j(�1, �2)



142 Perigrafă thc UlopoÐhshc twn mejìdwn MDE gia thn OU

(èktashc 3×3, gia tic ulopoiăseic pou kĹname). Apì thn (5.58) sumperaÐnoume
ìti kai h un+1

m mporeÐ na ekfrasteÐ san topikă susqètish thc un
m me ènan Ĺllo

katĹllhlo purăna susqètishc ki,j(`1, `2).
Epomènwc, an anaparastăsoume kĹje kanĹli um(i, j) thc eikìnac san èna diĹ-
nusma um diĹstashc NxNy (ìpou Nx, Ny oi diastĹseic tou orjogwnikoÔ plèg-
matoc orismoÔ thc eikìnac), h epanalhptikă diadikasÐa prosèggishc thc MDE
mporeÐ na grafeÐ me sumbolismì pinĹkwn wc exăc:

gia kĹje m = 1, .., N :

un+1
m = un

m + τA(un)un
m

= B(un)un
m (5.59)

ìpou B(un) = I + τA(un), pÐnakac diastĹsewn NxNy × NxNy , tou opoÐou
ta mh mhdenikĹ stoiqeÐa se kĹje grammă eÐnai oi timèc tou antÐstoiqou pu-
răna suqètishc ki,j(`1, `2). Epomènwc, o pÐnakac B(un) perièqei ousiastikĹ
ìlouc touc topikoÔc purănec susqètishc. O pÐnakac autìc eÐnai araiìc, afoÔ
se kĹje grammă tou, apì ta NxNy stoiqeÐa, mìno ènac mikrìc arijmìc, pou
antistoiqoÔn sta pixels thc Ĺmeshc geitoniĹc tou ekĹstote pixel (i, j) eÐnai
mh mhdenikĹ. Gia parĹdeigma, stic ulopoiăseic pou kĹname, ta mh mhdenikĹ
stoiqeÐa eÐnai mìno 9, afoÔ oi purănec k̃i,j kai ki,j èqoun èktash 3× 3.

Prèpei na shmeiÿsoume ìti oi pÐnakec A(u), B(u) eÐnai Ðdioi gia ìla ta ka-
nĹlia thc eikìnac, diìti anaferìmaste se ekeÐnec tic mejìdouc MDE diĹqushc
dianusmatikÿn eikìnwn pou epiteloÔn se ìla ta kanĹlia thn Ðdia exomĹlunsh.
Sthn kathgorÐa aută anăkoun oi perissìterec upĹrqousec mèjodoi kai ìlec
ìsec ulopoiăsame. Akìma, oi A(u), B(u) exartÿntai apì thn u, dhl. apì ìla
ta kanĹlia um, afoÔ ètsi epitugqĹnetai h sÔzeuxh metaxÔ twn um. 4

AxÐzei na parathrhjeÐ ìti antÐstoiqec me tic parapĹnw ekfrĹseic isqÔoun
kai gia tic MDE gia to Inpainting, me kĹpoiec mikrèc tropopoiăseic, pou
aforoÔn thn perioqă inpainting. Sth sunèqeia ìmwc, ja epikentrwjoÔme stic
MDE diĹqushc gia BeltÐwsh, ìpou èqoume metabolă se ìlo to pedÐo orismoÔ
thc eikìnac.

’Estw loipìn ìti h eikìna exìdou prokÔptei metĹ apì thn efarmogă Nit

epanalăyewn thc (5.58) ă isodÔnama thc (5.59). Efarmìzontac anadromikĹ
thn (5.59) (me antÐstrofh poreÐa apì aută thc qronikăc exèlixhc), prokÔptei

4για αυτόν τον lόγο, χρησιµοποιούµε τον συµβοlισµό A(u) σαν σύντµηση του συµβοlι-
σµού A(u1, .., uN ), για τον πίνακα A και αντίστοιχα για τον B και τον FNit

tot , τον οποίο θα
εισάγουµε πιο κάτω.
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���� ��� �.�" m = 1, .., N 	

uNit
m = B(uNit − 1)B(uNit−2) · · ·B(u0) · u0

m

= FNit
tot · u0

m, FNit
tot = B(uNit−1)B(uNit−2) · · ·B(u0)

1 �A�2

�#�� � #!���� FNit
tot "&���.��� �#� �� ��$� �� "����� '" �%� �� #�����+$"��

��$���� �#� � �) Nit − 1� 3�$)� � "����� un '" �.�" ��$� n "&���.���
#��/��� $��� �#� ��� ��,��� "����� u0� �/�+ ���� "!��� � $��� "!'�-� ��
$"��-��� �#�$��)� � #!���� FNit

tot "&���.��� ��'��'���. $��� �#� ��� u0

��� �,��$" �"%��.� ��� �.�" m = 1, .., N 	

uNit
m = FNit

tot (u0) · u0
m 1 �A(2

3�#) '��� #"�!#�)'� �� 1 � @2� � #���#.�) ',�'� $#��"! �� "�-)�"! '��
'�',���'� �� ��,��� "����� $" ���� ,)���. $"����%%�$"�� #������ ���
�#�!�� �� '���,"!� #���+#���� �#� ��� ���!'���,� ���$$� ��� FNit

tot � �#�0
$��)� � ��/��'� 1 �A(2 �,"� �� $��/� $� ���$$���+� "&����$"��� �#� ���
"!'�-� /!%����� �� �#�!� ���$.5��$" ��	�� A���� �� �$"� 
��#"� �� '�0
$"��'��$" ��� � '��.���'� FNit

tot (u0) "!��� �',��. $� ���$$��� ��� � "&.���'�
�#� ��� -������� "����� "�'�-�� u0 �#"���%��. #"�!#%���� � '��.���'� ����
#��'-���!5"��� �#� ��� '���"���$��� $���-� �*�� ��� ���#� -�������#�!�0
'� ��� ��� ����$� "#���%�:")� Nit� 
��/��� -"� �#.�,"� �%"�'�� �+#�
#�� �� ��� #"����./"� ��� � �&�-� $#��"! �� #��'-����'�"! $��� $�') ��
"#���%�#���� -��-���'!� �� �*��

�� #����" '�',���'� ��� �%���+ 8!%���� FNit
tot �� �*� #���,��� ���

���#� $" ��� �#�!� $#���+$"� $�'� '" ��� ��$�� "&�$�%+����� ��� ��,���
u0 �� /�.'��$" '��� �"%��� uNit � 3��'�� "$#"���,��� �%� ��� "&�$.%��'�
#�� "/.�$�'" � �*� ���. �� ,������ ��� ��� ��� ���#� #�� ,"��!'���" ���
"������ ��') �� ����'� ��� �� ������$� ��� #����� #�� ����'���,"! '"
�.#��� '�$"!� $#���+$" �� -��#�'��'��$" ������ #��� '�$"!� �� ��,���
"����� "#����'�� ��� �"%��� -��$��/)'� �� ��$� '�� '�$"!� ���� ��� '" ��
���$�� �#�$��)� � ���'� �)� #����)� ������ �-��!�"�� '" ��!'�$� '�$"!�
�� "����� 1#�,� ����. '" ��$� � �)�!"2 "!��� ,��'�$� ��� ��� �&��%���'�
�� $"��-�� ��� ��� ��� "&���!�)'� ��� ���. #�'� � $���-� '�$#"��/�����"
$" ��� "#���$��� ���#�� 6�� ��� �#�$.����'� ��� ���+���� "#���$��� '�$#"0
��/��. �� ���� ��� #��.-"��$� � #����� �� $�� "��"!�"��� �&) �#� �� ���� ��
�")$"����� #"���,� #�� ��!'�"��� �� ���!'���,� '�$"!� � ��� '�$"!� ����.
'" ��$� � #����� �� "��"!�"��� ���%������� �#� ��� #%"��. �� ��$� ��
',�$� ���

6�� ��� #���#.�) %����� #���"!���$" ��� �#�%���'$� �)� #����)� '�0
',���'� ��� �%���+ 8!%���� �� �*�� '�� "���%"!� ��� ��� �&��%���'� �)�
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$"��-)� �*�� 3�#) �� -�+$"� �.#���� �#%�! ���#�� �#�%���'$�+ �)� #���0
�)� ����� �,��� �#����"����� #�%�#%�������� 6�� �� %��� ����� �#) ��
#����'�.'��$" '�� '���,"��� ����'�"�.5��$" ���� �%�����$� #�� �#�%��!5"�
��� ������ #����� '�',���'�� ��� ��� $��� '�$"!�� � �%�����$� ���� $#�0
�"! "+��%� �� "#"����"! ��� ��� $���� '+��%� �#� '�$"!�� 6�� ��� '�$������
$"!)'� �� �#�%���'���� #�%�#%�������� �,��$" �� �!$�$� ��� #"�����'$�+
'" ��� � %!�� '�$"!�� ?������ ��� ��� '+����'� �� �#�-�'� -��/��)� $"��0
-)�� � ���'� �%)� �)� #����)� "!��� #"������ �/�+ ����+� %!�� '�$"!�� '"
����#��')#"����� #"���,�� ��� �� ����%�&��$" '�� '�$#"�.'$��. $��

;�)�( 6�!��/��� &��������1 ��!� �&�#�� �&�%���'
��� ��& �����1 ?�����&

�" �.'� �'� "!#�$" '��� #�����+$"�� �#�"������� � #��/��� ���#�
�#�%���'$�+ ��� �%���+ 8!%���� FNit

tot "!���� #��.%%�%� $" ��� "#���%�#����
-��-���'!� �� �*�� '" �.�" ��$� n� �� '�5��$" ��� #!���� Fn

tot ��� ��
�#�%��!5��$" ��� "#�$"�� ��$�� ��'�'$���� '��� 1 �A�2� ) "&�	

F n+1
tot = B(un)F n

tot 1 �A�2

3�$)� �� #!���" B(un),Fn
tot "!��� $"����� NxNy×NxNy� 3��'�� '" �.�"

"#��.%�:�� �#����+���� ��� ��� �#�%���'$� ���� (NxNy)
3 #�%%�#%�'��'$�!�

�#!'�� �� ��� ��� �#����"�'� �.�" '���,"!�� ��� #!���� 1#���$����� ����0
$�2 �#����+���� 8 bytes� ��� �%�� ��� Fn

tot� �#����+���� 8(NxNy)
2 bytes� 9�

$"���� ���. �$)� "!��� �#����"����.� 6�� #��.-"��$�� ��� $!� '�����'$�0
�� #"�!#�)'� "����� 300 × 300 pixels� � Fn

tot #"���,"� (NxNy)
2 = 8.1 · 109

'���,"!� ��� #��#"� �� -"'$"+'"� ,��� '�� $��$�� $"����� #"�!#�� A� Gi-
gaBytes� �#�#��'�"��� �� �")��'��$" ��� "/��$�5����� '���%��. Nit = 100
"#���%�:"� 1#�� "!��� "#!'� $!� '�����'$��� #"�!#�)'�2� �#����+���� $���
��� ��� �#�%���'$� 1 �A�2 100(NxNy)

3 ≈ 7 · 1016 #�%%�#%�'��'$�!� ���"#��
��� �� -"-�$��� �� '+�,���� �",��%��!� �)� �#�%���'���� � #��/���
���� ���#� -"� "!��� "/���� �� �%�#����"!�

3��'�� ����'�"�.'�$" ���� �%�����$�� $" '�$�����. $�����"�� #�%�#%�0
������� ��� ��� �#�%���'$� ����� 6�� �� �!���� "/����! �� �#�%���'$�!� #"0
�����5�$�'�" '��� "+�"'� ��� #����� ��� �%���+ 8!%���� FNit

tot ��� ��� $���
'�$"!� (i0, j0)� �� �#�!� �#��"%"! ��� "!'�-� ��� �%���!�$��� 6�� �� (i0, j0) ��
,��'�$�#���'��$" ��� ���%��!� pixel ���	
'������� � ��'��� �-�� ���"����
'��� �#����"�'� '" �.�" ��$� �� �*� $��� "�"!�)� �)� #����)� '�',���0
'� #�� �� $� ,�"��'��+�� �"�. �#� ��� �%��%��)'� �%)� �)� ��$.�)� ��
�*�� �#�%��!5��$" ���-��$��. ��� 5���+$"�� #����� ��� �%���+ 8!%�����
$" $!� -��-���'!� �#�'��-��$�'��
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3�'�) %��#�� ��� � '���%��� ����$� "#���%�:")� "!��� Nit ��� ��%��$"
�� �#�%��!'��$" ��� #����� ��� �%���+ 8!%���� ��� �� '�$"!� (i0, j0)�

���� �%���!�$�� �%�#�!�'� �)� �*� ��� ?"%�!)'�� #�� #����'�.'�0
$" '��� �#�"������  �(� ,��'�$�#��"!��� ��#��� #����� '�',���'� '" �.�"
��$� n ��� ��� �.�" '�$"!� (i, j) 1��� �#�!� '�$��%!5��$" $" k̃n

i,j(�1, �2)2� ���
��� �#�%���'$� �)� ����%��� vn

m(i, j) �� ��,+���� �� �*� '�� '�$"!� ��0
�� �#� �� ���!'���,� ���.%�� un

m� 3��'�� � "#�$"�� "#��.%�:� un+1
m #���+#�"�

) "&�� ��� �.�" m = 1, .., N 	

vn
m(i, j) = (k̃n

i,j ∗̃un
m)(i, j)

un+1
m (i, j) = un

m(i, j) + τvn
m(i, j)

1 �AG2

�#�� $" LL∗̃MM '�$��%!5��$" ��� '�',���'�� �-� �$)� ��%��$" �� "��.&��$"
�� -+� ��$��� 1 �AG2 '" ���� ,��'�$�#������ "���!� #������ �'�) kn

i,j(�1, �2)�
�'�" � ��#��� '�',���'� ��� $" �� ���.%� un

m �� "����� �� -!�"� ���"��"!��
��� "#�$"�� "����� un+1

m � 7��) �� 1 �AG2� � #����� kn
i,j(�1, �2) #���+#�"�

�#� ��� k̃n
i,j(�1, �2)� ) "&�	

kn
i,j(�1, �2) = δ(�1, �2) + τ k̃n

i,j(�1, �2) 1 �A<2

�#�� δ(�1, �2) � -������� �* '��.���'� Dirac�
3�$)� � #����� kn

i,j ,�"�.5"��� $!� $���� ���#�#�!�'� �'�" �� $#��"!
�"%��. �� ,��'�$�#����"! �#� ��� �%�����$�� 3�#) �,��$" ���/��"� 1�%�
�#�"����  �(�@2� '" �%" �� �%�#���'"� ,��'�$�#���+$" 
�)��
�� ��� ��
��$� �)� un

m� 3��'�� ��� ��� �#�%���'$� �� '�',���'� '�� '�$"!� ���
'������� � ���!'���,� #����� "��"!�"��� ��� "��� ��!)� �� "������ �%%.
� #�%%�#%�'��'$� #�� �"%��. �!�"��� "!��� $" ��� ����#���'$��� ��$� �� un

m�
"��� �)� ��!)�� �-� �$)� ��%��$" �%�� �� #����" kn

i,j �� "��"!������ $���
"��� �)� ��!)� �� "������ ��� ���� ���#�#���+$" �� ��$� �)� #������ kn

i,j

'�� '+����� �'�" �� "')�"���. '�$"!� �� "�')$���'��� ���� ��� ��.�%�'�
��� �� "&)�"���. �� $�-"��'��+��

3�#) �,��$" ���/��"�� '�� -�������#�!�'"� #�� �.��$"� � #����� kn
i,j(�1, �2)

�,"� '" �%" �� #"��#��'"� ����'� 3 × 3 1�%� �#�"����  �(�=2� ���� "!��� �
#"�!#�)'� #�� �� �")��'��$" '�� '���,"�� ��� ��� ��.#��&� ��� �%���!�0
$��� �%%. � �%�����$� $#��"! .$"'� �� ���#�#����"! ��� ��� #����" .%%��
$"����� 1$"���� /���� ��� $"��%+�"�� ���!�"��� ,��'�$�#���+���� -�������0
#�!�'"� $" $"��%+�"�� ����'� �#� ��� ��#��� 3 × 3� �%� #�,� ;A<>2� 3��'��
'��� #"�!#�)'� ����� �� ��$� ���'$�+ ��� k̃n

i,j(�1, �2) �"�$������� �+�) �#�
�� (0, 0) ) "&�	 (�1, �2) ∈ {−1, 0, 1}2� �+$/)�� $" �� #���#.�)� � "#���0
%�#���� -��-���'!� �� �*� $#��"! %��#�� �� "�/��'�"! ) "&�� ��� �.�"
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m = 1, .., N :

un
m(i, j) = (kn

i,j ∗̃un
m)(i, j)

=
1∑

`1=−1

1∑

`2=−1

kn−1
i,j (`1, `2) · un−1

m (i + `1, j + `2)
(5.65)

JewroÔme epÐshc ton purăna susqètishc hn(i, j), mèsw tou opoÐou h timă
uNit

m (i0, j0) thc telikăc eikìnac sto pixel endiafèrontoc (i0, j0) prokÔptei ka-
teujeÐan apì to kanĹli un

m thc eikìnac, thn qronikă stigmă n.5 Lìgw tou ìti
oi purănec km

i,j(`1, `2), gia kĹje m, periorÐzontai entìc twn orÐwn thc eikìnac,
o purănac hn(`1, `2) ja katalambĹnei to polÔ thn èktash thc eikìnac. Epeidă
mac endiafèrei h efarmogă thc sunèlixhc tou purăna autoÔ mìno sto shmeÐo
(i0, j0), den qrhsimopoioÔme thn klassikă arÐjmhsh twn purănwn gia to pedÐ-
o orismoÔ tou (i, j), allĹ tètoia, pou na sumbadÐzei me thn eikìna. ’Etsi, h
suqètish me thn un

m grĹfetai:

uNit
m (i0, j0) =

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

hn(i, j) · un
m(i, j) (5.66)

O purănac hn(i, j) mporeÐ na eidwjeÐ kai san o antÐstoiqoc purănac tou
OlikoÔ FÐltrou, an jewrăsoume thn un san arqikă eikìna. Epomènwc, o
purănac pou yĹqnoume eÐnai ousiastikĹ o h0(i, j).

Lìgw twn parapĹnw, basikì stĹdio tou algorÐjmou eÐnai o upologismìc
tou hn−1(i, j) apì ton hn(i, j), me anadromă proc ta pÐsw (opisjodrìmhsh).
Sugkekrimèna, an sthn (5.66) antikatastăsoume to un

m(i, j) me thn èkfrash
thc (5.65), prokÔptei:

uNit
m (i0, j0) =

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

1∑

`1=−1

1∑

`2=−1

hn(i, j)kn−1
i,j (`1, `2)·un−1

m (i+`1, j+`2) (5.67)

apì thn Ĺllh ìmwc, an efarmìsoume thn (5.66) antikajistÿntac to n me n−1,
paÐrnoume:

uNit
m (i0, j0) =

Nx∑
i=1

Ny∑
j=1

hn−1(i, j) · un−1
m (i, j) (5.68)

Apì tic sqèseic (5.67) kai (5.68) diafaÐnetai h sÔndesh twn hn−1(i, j) kai
hn(i, j). ’Etsi, basismènoi stic sqèseic autèc, upologÐzoume ston algìrijmo

5ο πυρήναc hn σχετίζεται άµεσα µε το pixel ενδιαφέροντοc (i0, j0) και την στιγµή Nit,
αllά για απlότητα, αυτό δεν φαίνεται στον συµβοlισµό που χρησιµοποιούµε, αφού δεν εν-
διαφερόµαστε για κάποιο άllο pixel ή άllη στιγµή (ο πlήρηc συµβοlισµόc θα ήταν hNit,n

i0,j0
).
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�� ��$� ��� hn−1(i, j) �#� �� ��$� ��� hn(i, j)� $" "#���%�#���� ���#�� �
�#�%���'$� ���� ��'!5"��� '��� #�������'� ��� ��� �.�" '�$"!� (i, j)� �
��$� hn(i, j)� ���� -"� "!��� $�-"����� '��"�'/��"� @ #��'�"����+ ���� '���
#����� hn−1 �� $��/� hn(i, j)kn−1

i,j (�1, �2)� '�� '�$"!� (i + �1, j + �2) �+�)
�#� �� (i, j) 1�%� ',�'� 1 �A=2 2�

�#!'�� '�� 
��	�������� '��� #�� �� #!') �#�%���'$� ��� #����� hn(i, j)�
�,��$" ��� ��$� ��� �� '���$� n = Nit� 9��"� �� '��� 1 �AA2 ��'��$" n = Nit�
%��) �� ��'��� �-������ �� �* '��.���'� Dirac δ(i, j)� #�!����$" ���
�#%� ��/��'�	

hN
it (i, j) = δ(i − i0, j − j0) 1 �A@2

9�%�� �#� �� #���#.�) $#���+$" �� '�$#"�.���$" #���+ #����" kn
i,j

,�"��5�$�'�"� �'�" '��� ��,��� /.'� "&�%�&� �� �*�� �� �#����"+��$"
$��� ����+	 �" �.#��� ��$� n� ,�"��5�$�'�" ��� #����" '" ��� �"��.�)0
�� �+�) �#� �� pixel "�-��/������ (i0, j0) ���� #��,)����� #�� �� #!')�
'�� ��$� n− 1 �%�#��$" ��� �� �"��.�)�� #�� ,�"��5�$�'�" $"��%��"�� #��0
'������� ( pixel '" �.�" -�"+���'�� � -��-���'!� ���� '��$��."� '" $!�
-�"+���'�� ���� /�.'��$" '�� ���!'���,� ���� �� "������ �#!'�� ����
n = Nit − 1� �� �"��.�)�� ���� "!��� $��� �� pixel (i0, j0)� �#� �� #���#.�)
#���+#�"� ��� '�� n0�'�� ��$�� ���"! �� �#����"+'��$" ��� #����" kn

i,j ���
(i, j)� ������ �'�"	

max{1 , i0 − Nit + n} ≤ i ≤ min{Nx , i0 + Nit − n} 1 �=�2

max{1 , j0 − Nit + n} ≤ j ≤ min{Ny , j0 + Nit − n} 1 �=(2

�" �.'� �%� �� '�5���'� #�� #��������"� #��������$" ��� �%�����$�
#�� #���"!���$"	 �%� #!����  �(��

-�* =������� "$� ��� ��� ;����,���
�������

���� "������ G��� ��� ��� "#!%�'� ��� #���%�$��� �� 
��"$��%� -����0
'$������ "����)�� ,��'�$�#���'�$" �"%��. ��� �#��"'� ��� � ��,���� ,�$�%�
,)���� "���!�"�� "����� z(n1, n2) �,"� #���%�"� �#� ��� �:�%��"�� "���!0
�"�� "����� u #�� :.,���$"� $�') ����#"����+ /�%����!'$��� ��� -"��$�0
��%�:!�� � "����� u �����#��"!� -�%�-�� ��� '������ ���'��":�$�����	

zm = Q(s ∗ um) , m = 1, .., N 1 �=�2

�#�� s ���.%%�%� #����� '���%�&� 1����'���� �#����'� ��� /!%����2� �
'������ 1 �=�2 ��!5"� ��� �#�,��� Uz,s�
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�K��*�K	 ��,��� -����'$����� "����� u01����'� Nx × Ny2� ����$� "#���%�:")� Nit�
pixel "�-��/������ (i0, j0) ��� .%%" #��.$"����� ��.%��� $" �� '���"���$��� $���-�
�*��
�8�D��6� �*� *K�J����
��,���#�!�'�	 u = u0

For n = 1, .., Nit

�/.�$�'" �� ��$��� $!� "#��.%�:�� �#) '��� �%�����$� �� ���!'���,� �*� 1�%�
#!��  � � �=2 ��� ��" ��� "#�$"�� "������ �,���� �#�%��!'"� ��� ��#���+ #����" '�0
',���'� k̃i,j ��� ��� "+�"'� �� ��,+�����
�#����"�'� $��� �)� #����)� '�',���'� #�� �� ,�"��'��+�

For i = max(1, i0 − Nit + n), .., min(Nx, i0 + Nit − n)
For j = max(1, j0 − Nit + n), .., min(Ny, j0 + Nit − n)
�#����"�'� #����� #�� -!�"� ���"��"!�� ��� "#�$"�� "�����

kn
i,j(�1, �2) = δ(�1, �2) + τ k̃i,j(�1, �2), (�1, �2) ∈ {−1, 0, 1}2

#��'��$��� ��� kn
i,j� �'�" �� $��"� "��� �� "�����

If i == 1
kn

i,j(0, �2) = kn
i,j(0, �2) + kn

i,j(−1, �2), �2 ∈ {−1, 0, 1}
kn

i,j(−1, �2) = 0, �2 ∈ {−1, 0, 1}
End if
If i == Nx

kn
i,j(0, �2) = kn

i,j(0, �2) + kn
i,j(1, �2), �2 ∈ {−1, 0, 1}

kn
i,j(1, �2) = 0, �2 ∈ {−1, 0, 1}

End if
{"����� �
����	�� ������/ #	
 	� ���	����	� j == 1 �
	 j == Ny}

End for
End for

End for

�
�7�6K���� 
D�� 9� 
K�P 9�� 
�D�B� 9�� FNit
tot

��,���#�!�'�	 hcur(i, j) = δ(i − i0, j − j0)

For n = Nit, Nit − 1, ..., 1
��,���#�!�'�	 hbef(i, j) = 0� ��� �.�" pixel (i, j)
For all (i, j) : hcur(i, j) �= 0 do

For (�1, �2) ∈ {−1, 0, 1}2

hbef (i + �1, j + �2) = hbef(i + �1, j + �2) + hcur(i, j) · kn−1
i,j (�1, �2)

End for
End for
�����)'� �� ���,��'� ��$� ��� #����� hn(i, j)

hcur(i, j) = hbef (i, j)� ��� �.�" (i, j)
End for

�O�*��	 hcur(i, j)� #����� �%���+ 8!%���� FNit
tot ��� �� (i0, j0)


!����  �(�	 � �%�����$� #�� #���"!���$"� ��� ��� �#�%���'$� ��� 
�����
��� �%���+ 8!%���� �� �*�
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6�� ��� �"%��� ���.%�&� '" $�� "����� ��.$"'� '" ���� #�� �����#���+�
��� #���#.�) '������� #���"!��$" ��� ,��'� �� "&� �"���� �*�	

∂u

∂t
= PU0,s (v(u)) 1 �=G2

�#�� '�� ��,��� '������ u0 �� �*� ���� "#�%�&�$" ��� #.%� ��� #��"$0
��%� zero-padding ��� �.�" ���.%�,)��'�.� �" v(u) '�$��%!5��$" �� -�����0
��#�!�'� �� ��,+���� 12� $�%�2 �#���'-�#��" �#� �� �*� -�.,�'� ���
?"%�!)'� � Inpainting 1�%� "�����" ( ��� �2� �#!'�� �� PU0,s(·) '�$��%!5"�
��� #����%� '��� �#�,��� U0,s� � �#�!� "!��� � ,��� �)� '������'")�
v #�� �����#���+� �� '������ ���'��":�$����� ��� $�-"���� ��,��� "������
-�%�-�	

Q(s ∗ vm) = 0 , m = 1, .., N 1 �=<2

3�'�) ��� � 5���+$"�� "����� u �,"� $"��%+�"�� $��"��� %��) #�����"���
#%��$���� �#� ��� ��)'�� "����� z(n1, n2) ���. ��� ������� #��.����� d
1d /��� $"��%+�"�� '" �.�" -�.'��'�2� 6�� �� d� �� ,��'�$�#���'��$" '��
"#�$"�� ��� ���%��!� �
�)#��
� ��#�������� �#!'�� ��� �� d × d $#%��
�#� pixel ��� #�����"��� #%��$���� #�� ����'���,"! '" ��� ��,��� $"�.%�
pixel ��� ������"��� #%��$���� �� ,��'�$�#���'��$" ��� ���$�'!� �����
��#��������

���� �%�#�!�'� #�� #���$���#���'�$"� �� �")��+$" ��� � -������� #�0
���� s �,"� $� $�-"���� ��$� $��� '�� '�$"!� #�� ����'���,�+� '" ���
$#%�� $"�����'�� �,"� -�%�-� $��"�� d × d� ���� � �#��"'�� �#) "!-�$"
'��� "������ G�(� �-��"! '" �&��#�'�� �#��"%�'$��� ���� "#!'� "!��� ��0
��#��')#"����� �� #���$����� -��-���'!� �� :�/��#�!�'�� � #�� �#%�
"#�%��� "!��� � #����� ���� �� �,"� '���"�� ��$� ��� �%� �� '�$"!� ���
$#%�� $"�����'� 1-������� ������ '��.���'�2�

�%�#���'�$" �� $���-� ���� ��� �� '���"���$��" �*� -�.,�'� #��
�%�#���'�$" ��� �� #���%�$� ?"%�!)'� 1�%� �#�"������  �(2� 3��'�� �� �%0
�����$�� ��� ��� �%�#�!�'� "!��� #���$���� $" ��� ���!'���,�� �%���!�$��
�� �#�"������  �(�= 1�%� #!���"  � � �=2� $" $��" -��/��� ��� "-�� �
��,��� "����� -"� #���,"��� '�� "!'�-�� �%%. �#�%��!5"��� $" �� $���-�
zero-padding ��� ��� '" �.�" "#��.%�:�� ������ $"�. ��� �#�%���'$� ��
��,+���� v(n1, n2)� #��'�!�"��� �� ��$� �� #����%� �� '��� ,��� U0,s�
���� '���,"�� %��#��� �� #����'�.'��$" ��� �%�#�!�'� �)� -+� ����� "#�0
#%��� ��$.�)�	

;�*�� ��������� ��� ��/!,�& Zero-Padding

�%�#���'�$" �� $���-� zero-padding� $" ��� �#%� ���#�� � �#�!� #��0
�+#�"� �#� ��� ���'$� �� ��� ,��'�$�#��"! �"��',�$���'$�+ Fourier� �
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�%�#�!�'� ���� -"� "!��� �#�%���'���. �#�-������ �%%. �� �#���%"'$� #��
#���+#�"� �,"� $"�.%� ���!�"���

���/"��$"��� '��� #�����+$"�� �#�"������� �")��+$" ��� � ��)'��� ,�0
$�%� "���!�"��� "����� z(n1, n2) �,"� ����'� Mx × My ��� � #��.�����
$"�����'� "!��� d� �#��" � 5���+$"�� "����� u(n1, n2) �,"� ����'� Nx × Ny�
$" Nx = dMx , Ny = dMy� ���� ���%���� ��.%�'� ��� '��� �%�����$� #��
#����'�.5��$"� �� �#���'��$"� ��� �#%����� '��� #����'!�'�� ��� �� ��������
Mx,My, d "!��� ���	 ���	��� �� �#�%��#" #"��#��'"� "!��� #�� #"�!#%��"�
�%%. $#���+� �� #���+:��� ',"���. "+��%�� $" �.#��" ���#�#���'"� '��
',�'"� 1#�� ,�"�.5����� "&���!� ���!) �� -��!�"'� $" �� �2� 7��) ��
�#��"'� ����� �� Nx, Ny "!��� #��/��� "#!'� #"�����!�
�#!'�� '�$��%!5��$" $" Zm(m1,m2) ��� Um(m1,m2) ��� *�������+ �"0
��',�$���'$�+ Fourier 1DFT2 �)� ����%��� zm(n1, n2) ��� um(n1, n2)� ��
�#�!�� �,��� �� !-�� $��"�� $" �� ���!'���,� �* '�$���� -�%�-� Mx × My

��� Nx × Ny� ���!'���,�� ���. �� ��)'�. �� 4")�!� ��$.�)�� $#���+$"
1%��) �� ,)���� -�������#�!�'�2 �� �")��'��$" ��� �� DFT "#"��"!������
#"���-��. '" �%� �� �#�%��#� -������� "#!#"-� '�,�����)�� 3��'�� �� �� �*
'�$� �,"� $��"�� Lx × Ly 1�#�� (Lx, Ly) = (Mx,My)�(Nx, Ny) 2� ��� ���
DFT ��� '�$��� ����+� $#���+$" ����!�"�� �� �")��'��$" ��� �� ,)����
'�,�����" m1 ��� m2 #"����!5����� '" �#���-�#��" -�.'��$� -��-�,���� ��"0
��!)� $" $��� Lx ��� Ly '�$"!� ���!'���,�� ���� #����'!�'� ���� %��#���
"#�%����$" �� -��'��$��� '�,�����)� $" ������ �� �� 3��'�� "#"�-� �� Lx, Ly

"!��� #"�����!� �� -�.'��$� ��� �� Lx "!��� {−Lx−1
2

, ..., Lx−1
2

} ��� ���!'���,� ���
�� Ly� ��$��%!5��$" $" BZ ��� BU �� '+��%� ���'$�+ �)� DFT Zm(m1,m2)
��� Um(m1,m2) ���!'���,�� �#��"� '+$/)�� $" ��� "#�%��� #�� �.��$"� ��
'+��%� ���. -!������ �#� �� ',�'"�	

BZ = {−Mx − 1

2
, ...,

Mx − 1

2
} × {−My − 1

2
, ...,

My − 1

2
}

BU = {−Nx − 1

2
, ...,

Nx − 1

2
} × {−Ny − 1

2
, ...,

Ny − 1

2
}

1 �= 2

6�� ��� '���,"��� ���/����$" �����,�� �� 4"���$� *"��$���%�:!�� �#)
"�/�.5"��� '��� �"%"!) -������� ��� $��/�� -�%�-� ���� ��� � ��,��� "�����
"!��� -�������� 3��'�� �'�) w(n1, n2) $!� -������� "����� #"�����'$��� ����'�
Nx × Ny ��� w̃(n1, n2) = Q(w)(n1, n2) � �#�-"��$���%�:!� �� ���. ��� #��.0
����� d� -�%�-� � "����� #�� #���+#�"� �������� ��� '�$"!� �.�" d '�$"!��
��� �.�" .&���� 4")��+$" ��� �� �������� Nx, Ny "!��� #�%%�#%.'�� ��� d�
�#��" � w̃(n1, n2) �,"� ����'� Mx × My� $" Mx = Nx/d , My = Ny/d� 9��"�
�� *�������! �"��',�$���'$�! Fourrier W̃ ��� W �)� w̃(n1, n2) ��� w(n1, n2)
���!'���,�� '��-������ $�') �� ',�'� 1'��� #"�!#�)'� #�� �� Mx,My, d



��� 6����+"�" '(� )�� �"� 0�-�#���5 ��,%��� ���

"!��� #"�����!2	

W̃ (m1,m2) =
1

d2

(d−1)/2∑
�1=−(d−1)/2

(d−1)/2∑
�2=−(d−1)/2

W (m1 + �1Mx,m2 + �2My) 1 �=A2

4� ,��'�$�#���'��$" ��� #���#.�) �-������ ��� ��� ��/��'� �� ',�'�
1 �=�2 '�� $��/� #�� $� ,�"�.5"��� "-�� 
��� �#� ���� �$)� #��#"� ��
�',�%���+$" $" ��� ��� s ∗ um� 4")��+$" ��� � '���%�&� LL∗MM "!��� ���%���
'���%�&�� #�� �'�-���$"! $" �� �� �")��'��$" ��� � #����� s �,"� !-�� ����'�
Nx × Ny $" ��� u ���� "#!'� ��� �� s ��� u "#"��"!������ #"���-��. "���
��� Nx × Ny #%��$���� �#"�-�� �#) �,��$" �")��'"�� � s �,"� $� $�-"����
��$� $��� '�� �"��.�)�� d× d� �"$!5��$" �%" �� �#�%��#" ��$� ��� $" ��
�'�" �� �#����'"� ����'� Nx × Ny�

�#�#��'�"��� #��#"� �� #��'�&��$" ���� ��� �� $#���'"� �� "/��$�'�"!
')'�. � 1 �=A2� ��� �.�" $#%�� $"�����'�� �� �#���%"'$� �� '���%�&�
#�� ����.$" $"�. ��� -�������#�!�'� #��#"� �� ��!'�"��� '�� 1� '���,"!� ���
$#%�� 1i = 0, j = 0� '��� ��#��� ��!�$�'� ��� $#%��2� �� %.���$" �#�:�� ���
��� #"��'���/� #�� "/��$�5"��� '��� #����� s #��� ��� '���%�&�� �� #���#.0
�) '��"#.�"��� ��� �� $� $�-"���. '���,"!� ��� s #�� ����'���,�+� '�� $#%��
#��#"� �� ��!'������ '�� #���" d×d ��$� $" i ≤ 0, j ≤ 0� 3��'�� ��� �� �#%�0
#����"! � ��/��'� ��� #������ ,��'�$�#���+$" '�',���'� ���! ��� '���%�&��
$" ��� ���!'���,� #����� '�',���'�� �'�) s̃� �� #���+#�"� �#� #"��'���/�
��� #����� '���%�&� s� -�%�-� s̃(n1, n2) = s(−n1,−n2)� 3���� � s̃ �,"� �� $�
$�-"���. ��� '���,"!� '�� #���" d×d ��$� $" i ≥ 0, j ≥ 0� -�%�-� '��� ��0
,� ��� #%��$��� �� "����� u� � #!���� ��� #����� '�',���'� #��'/��"�
"��� �)� .%%)� ��� ��%+�"�� "#�#�"!�� �/�+ '��� '�',���'�� �.�" ��$� ���
#�%%�#%�'�.5"��� $" ��� ��$� ��� "�.'���" $#%�� $"�����'� #�� ��!'�"���
'��� !-�� ������ ��'� 1'" ���!�"'� $" ��� '�',���'�� �#�� ,�"�.5"��� ���
#"��'���/�2�
��$"�����$" ���� �#) #���+#�"� �#� �� #���#.�)� � d × d #!���� S̃ #��
#"����./"� ��� #����� '�',���'� s̃� �/�+ #"���,"� �� $� $�-"���. ��� '���0
,"!�� "!��� ��'��'���. � ��.'���/� ��� ���!'���,�� #!���� S ��� #�����
'���%�&� s� -�%�-� S̃ = ST� 3�#) "!��� #��/���� ��� �� "!��� �&��#�'�� ��
�#��"%�'$��� �#���'-�#��" $"��-�� 
��"$��%�� "#���$�+$" � "&�$.%��'�
�� "����� u �� "!��� '�$$"������ .�� '" �%" ',"-�� �� #"��#��'"�� � #�0
���� '���%�&� s "!��� '�$$"������ �.�� �� �#�!� '��"#.�"��� ��� �� S̃ = S�
3��'�� ��� �� �#%�#�����+� �� �#�%���'$�!� � $���-� #�� �%�#���'�$" -�,"���
'�� "!'�-� ��� #!���� '�',���'�� � �#�!� #���+#�"� .$"'�� �#� ���'���/�
��� #!���� '���%�&� ��� '����) ����!5"��� $" ����� 1%��) '�$$"��!�2�

�" �� ,��'� %��#�� ��� #����� '�',���'�� � '������ ���'��":�$�����
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1 �=�2 $#��"! �� ���/"! ��� ) "&�	

zm = Q(s̃∗̃um) , m = 1, .., N 1 �==2

�#�� $" LL∗̃MM '�$��%!5��$" ��� #�.&� �� '�',���'��
7��) �� ',�'� 1 �=A2� � '������ 1 �==2 ��./"��� '�� #"-!� �)� '�,��0

���)� ) "&�� ��� �.�" m = 1, .., N 	

Zm(m1,m2) =
1

d2

(d−1)/2∑
−(d−1)/2

(d−1)/2∑
−(d−1)/2

(S̃(m1+�1Mx,m2+�2My))
∗ Um(m1+�1Mx,m2+�2My)

1 �=F2
�#�� $" a∗� ��� a $���-��� ����$�� '�$��%!5��$" �� '�5��� $���-��� ��� a�

��$"�����$" ���� "#"�-� s̃(n1, n2) = s(−n1,−n2)� �� S̃ ��� S '��-������
$�') �� ',�'�	 S̃(m1,m2) = (S(m1,m2))

∗�
��,�� �� '�$"!� ����� �'� #����'�.'����� �',+��� �"���. ��� �� '������

���'��":�$������ 3�'�� �/��. ���� �� $���-� Zero-Padding� �.�" ���.%�
um �� %+'� �� $"��-�� ���� �,"� /�'$����� #"��",�$"�� Um(m1,m2)
#�� $�-"�!5"��� '�� �#�%��#� #"-!� ���'$�+ ��� BU � "��� �� �* 5���
'�,�����)� BZ � #�� ����'���,"! '�� #"-!� ���'$�+ ��� Zm(m1,m2)� �� ����
�',+"� ��� "#�#%��� �")��'��$" ���� ��� (m1,m2) ∈ BZ � �',+"� S(m1,m2) �= 0
�#��" ��� S̃(m1,m2) �= 0� ���" �#� �� ',�'� 1 �=F2 #���+#�"�	

Um(m1,m2) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

d2 Zm(m1,m2)(
S̃(m1,m2)

)∗ , (m1,m2) ∈ BZ

0 , (m1,m2) ∈ BU \ BZ

, m = 1, .., N

1 �=@2
�#�� �� '+��%� BZ , BU �,��� ���'�"! '��� 1 �= 2�

�#�$��)� $�') �� ',�'� 1 �=@2� ����%����$" .$"'� '�� %+'� �� $"0
��-�� Zero-Padding	

um(n1, n2) = DF−1 {Um(m1,m2)} 1 �F�2

�#�� DF−1(·) � ���!'���/� *������� �"��',�$���'$� Fourier�

;�*�( ��������!� ��� ���2��#� PU0,s
(·)

�/�'�� � ��,+���� v "!��� -�������� '��� ',�'� 1 �=<2� #�� ��!5"� ���
,��� U0,s� �,��$" -������� '���%�&� �� vm $" ��� #����� #�� #���+#�"� �#�
�#%� -"��$���%�:!� ��� '��",�+ #����� s '�� #�����"�� #%��$�� 3��'�� ���
�.�" $#%�� $"�����'� (n1, n2) ��� ��� �.�" ���.%� m� �,��$"	

(s∗vm)(n1d, n2d) = 0, (n1, n2) ∈ {0, ..,Mx−1}×{0, ..,My −1}, m = 1, .., N
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�� ,��'�$�#���'��$" ��� #.%� ��� #����� '�',���'� s̃� #�� #����'�.'�$"
'��� #�����+$"�� �#�"������� � #���#.�) ',�'� ��./"��� ��� '" $��/� '�0
',���'� ) "&�	

(s̃∗̃vm)(n1d, n2d) = 0, (n1, n2) ∈ {0, ..,Mx − 1}×{0, ..,My − 1}, m = 1, .., N
1 �F(2

J.�� '��� �#��"'� #�� �,��$" �.�"�� ��� � #����� s #"����!5"��� '��� ����'�
"�� $#%�� $"�����'�� �� "&�'�'"� 1 �F(2 ��� �.�" $#%�� (n1, n2) �#�'�0
5"+�������� -�%�-� �.�" ��$� vm(n1, n2) �� ��,+���� v '�$$"��,"� '" $!�
$��� "&!')'�� 3��'�� �.�" $#%�� ��$�� �� vm #��#"� �� �����#��"! �� ',�'�
1 �F(2 ��"&.����� �#� �� .%%� ��� �� �#�%���'$�! �#%�#���+�����

� ',�'� 1 �F(2 $#��"! �� ���/"! ,��'�$�#������ $��� -���+'$���� 6��
��� '��#� ����� �")��+$" ��� ���#��.'��'� �.�" ����%��+ vm �� ��,+����
v '�� ��� -�.��'$� vm� -�.'��'� NxNy� #�� �#��"%"!��� �#� �#�-���+'$���
vn1,n2

m -�.'��'� d2� �.�" �#�-�.��'$� vn1,n2
m ����'���,"! '�� ���!'���,� pixel

(n1, n2) �� ��,��� "������ 6�� �� ',�$���'$� �.�" ������� �#�-���+'$���
vn1,n2

m ,��'�$�#���+$" $!� $���-� '.�)'� �)� '���,"!)� ��� $#%�� $"�����0
'�� ���!'���,�� ��� �� ',�$���'$� ��� -���+'$��� vm �#� �� �#�-���+'$���
vn1,n2

m � '������$" �� $#%�� $"�����'� $" ��� !-�� $���-� '.�)'�� 6�� #��.0
-"��$�� $#���+$" �� ,��'�$�#���'��$" '.�)'� ���$$�� -�%�-� �#� ���'�"�.
#�� �� -"&�. ��� +'�"�� �#� #.�) #�� �� �.�)�

�#!'�� ���#���'��+$" '�� -�.��'$� ��� ��� #����� '�',���'� s̃� #��
�#) �#���'�$"� #"����!5"��� '��� ����'� "�� $#%�� $"�����'�� 3��'�� ��
���!'���,� -�.��'$� s̃ �,"� -�.'��'� d2 ��� �")��+$" ��� #���+#�"� �#� ��
'���,"!� ��� #������ $" ��� !-�� '.�)'� �#) ��� �� -���+'$��� vn1,n2

m �
J��'�$�#������ %��#�� �� #���#.�) ���#���'�.'"�� �#� �� ',�'� 1 �F(2

#���+#�"� .$"'� ���� ��� �.�" $#%�� $"�����'�� �',+"�	

s̃Tvn1,n2
m = 0, (n1, n2) ∈ {0, ..,Mx} × {0, ..,My}, m = 1, .., N 1 �F�2

�� #���#.�) ',�'"� "!��� ���$$��� ��� '�$�!���� ��� �.�" �#�-�.��'$�
vn1,n2

m #��#"� �� ����"� '�� �#"�"#!#"-� ��� �d2
� #�� -���,"��� �#� ��� ��,�

�)� �&��)� ��� "!��� �.�"�� '�� -�.��'$� s̃ ��� #������ ��$��%!5��$" $"
U b

0,s �� �#"�"#!#"-� ����� -�%�-� ��� ,��� �)� -����'$.�)� ��� �d2
1#��

����'���,�+� '�� ��$� '" ��� $#%�� $"�����'�2 #�� �����#���+� �� ',�'�	

s̃Tx = 0 1 �FG2

3��'�� ��� �� ����"� � ��,+���� v '��� U0,s� #��#"� �%� �� �#�-���+'$���
vn1,n2

m � ��� �.�" ���.%� ��� m ��� �.�" $#%�� $"�����'� (n1, n2)� �� �������
'�� U b

0,s� ���� '��"#.�"��� ��� � #����%� �� v '��� U0,s �!�"��� $�') ��
#����%� �.�" �#�-���+'$��� vn1,n2

m '��� U b
0,s�
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3�#) "!��� ��)'�� �#� ��� ���%����� �")$"��!�� � #����%� ��� x '��
�#"�"#!#"-� U b

0,s� #�� ��!5"��� �#� ��� 1 �FG2� �!�"��� $�') �� �/�!�"'� ��
'���'��'� ��� x #�� "!��� �.�"�� '�� �#"�"#!#"-� ����� 3���� � PUb

0,s
(·)

-!�"��� �#� �� ',�'�	

PUb
0,s

(x) = x − s̃Tx

s̃Ts̃
s̃ 1 �F<2

�" �.'� �� �"%"���!� ',�'�� � #����%� PU0,s(v) #���+#�"� �"%��. "/��$�5��0
�� ��� #����%� PUb

0,s
(vn1,n2

m ) ��� �.�" m = 1, .., N ��� (n1, n2) ∈ {0, ..,Mx} ×
{0, ..,My}�

�+$/)�� $" �%� �� #���#.�)� ����%����$" �"%��. '��� �%�����$� #��
�%�#���'�$"	 �%� #!����  �(G�
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�K��*�K	 ��,��� "����� z 1����'� Mx × My� $" N ���.%��2� #��.����� $"�����'�
d� #!���� '�',���'� S̃� ����$� "#���%�:")� Nit ��� .%%" #��.$"���� ��� �.�" '���"0
���$��� $���-� �*� 1#��#"� Mx,My, d #"�����!2�
�+�"'� -��'�.'")� 5���+$"�� "�����	 Nx = dMx ; Ny = dMy

�+�"'� �)� #"-!)� ���'$�+ '�,�����)� BU , BZ �#� �� 1 �= 2
�DJK��
�K��� �� 
�D��?�7� ZERO PADDING

?�" �� '�$� s̃(n1, n2)� �"$!5���� $" � ��� #!���� S̃ �'�" �� �#����'"� $��"�� Nx × Ny�
S̃(m1,m2) = DF{s̃(n1, n2)}
For m = 1, .., N

Zm(m1,m2) = DF{zm(n1, n2)}
For each (m1,m2) ∈ BU

If (m1,m2) ∈ BZ

U0
m(m1,m2) = d2Zm(m1,m2)/

(
S̃(m1,m2)

)∗

else
U0

m(m1,m2) = 0
End if

End for
u0

m(n1, n2) = DF−1{U0
m(m1,m2)}

End for
u = u0

�8�D��6� �*� *K�J���� �� 
D�?�7�
?�" �� -�.��'$� s̃ #�� #���+#�"� �#� ��� #!���� S̃� $" �.#��� '.�)'��
For n = 1, .., Nit

�#�%���'$� �� ��,+���� v $" �� !-�� ������ ��$���� �#) '��� �%�����$� ��
���!'���,� �*� 1�%� #!���"  � � �=2

����%� �� v '��� �#�,��� U0,s

For m = 1, .., N
For each block (i, j) ∈ {0, ..,Mx − 1} × {0, ..,My − 1}

.�" �� ��$� ��� block vm(id + i′, jd + j′), (i′, j′) ∈ {0, .., d− 1}2 ��� ��.:�" '��

-�.��'$� vn1,n2
m � $" ��� !-�� '.�)'� �#) ��� �� s̃

�����)'" �� ��$� �� vm '�� block ����� ) "&�	

vb
m = vb

m − s̃Tvb
m

s̃Ts̃
s̃

End for
End for
�#�%���'$� �� "#�$"�� "�����

u = u + τv
End for

�O�*��	 $"�"��$��� "����� u
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�"!���$" ��� ��� 
��"$��%� -����'$������ "����)�
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��� �"/.%��� ����� #����'�.5��$" ��� ���%+��$" -�./��� #���-"!�$����
#�� #�����:�� �#� ��� "/��$��� �)� �%���!�$)� #�� #����'�.'�$" '�� �"0
/.%���  '" -�./��" "����"� ���$)�� ��� ���!) ��,�)$"� ���/����$"
��� ��� ��� �%�#�!�'� �)� �%���!�$)� ��� ��� -�"&��)�� �)� #"���$.�)��
,��'�$�#���'�$" ��� �%�''� Matlab (version 6.5)�

��$"�����$" "#!'� ���� '" �%� �� #���-"!�$��� $" ��,�)$" "����"� ,��0
'�$�#���+$" ��� ��� "#"&"���'!� ���� ��� ���#��.'��'� ��� '��� ,���
,��$��� (R,G,B)� $" ��$� $"��&+ � ��� �  �

/�� ;���
���� ��� �� ��,���� >��������
�������

<���� 3��$,���� �

��� #��.-"��$� ����� ,��'�$�#���+$" $!� ������-� "�-�,� �� ��,�)$�
"����� ��� ',�$��� A�(a 1#�� #����,"��� �#� �� �.'� "����)� ��� 
��"#�0
'��$!�� ��� Berkeley2� � ������ ���� #���+#�"� ) "&�	 �" �.�" ���.%�
1m Q (1red2� �1green2 � G1blue2 2� ��"&.����� �#� �� �#�%��#�� #��'�����$"
������ Gaussian ������$�� ��#��� �#��%�'� σ = 20 1�#��� �#) "!#�$"�
�� ��$� �� "����� �"�$������� '�� -�.'��$� [0, 255]2� �/��$�'�$" �� -�./�0
�" $"��-�� �*� ?"%�!)'� '" ����� ������-� "����� ��� �� �#��"%�'$���
/�!������ '�� ',�$� A���

� -��-���'!� #�� ���%����'�$" ��� ��� "&��)�� �)� �#��"%"'$.�)� ��0
��� "!��� � ���%����	 6�� �.�" $���-�� ���&�$" ��� �%�����$� #�� �%�#���0
'�$" ��� -�./��" ��$� �)� #���$���)� ��� ��� "#���� ����$� "#���%�:")��
'�5)��� �� "�-�.$"'� ��$���� �����!����� �%" �� "&�-��� "#�%�&�$"
"�"!�" �� #���$����� #�� ����'���,�+'�� '��� LL��%+�"��MM "����� 1'+$/)0



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� *���+��"� ��,%��� ��!

(a) (b)

�,�$� A�(	 � "����� #�� ,��'�$�#������" '�� 
��.-"��$� (� (a) ��,����
������ "����� 1481× 321 pixels2� (b) ��,��� "������ $" #��'�"���� 1'" �.�"
���.%� ,)��'�.2 Gaussian ������� ��#��� �#��%�'� σ = 20�
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(a) (b)

(c) (d)
1'���,"�� '��� "#�$"�� '"%!-�2



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� *���+��"� ��,%��� ���

(e) (f)

�,�$� A��	 �+����'� �)� $"��-)� �"%�!)'�� $" "/��$��� ��� '��� ��0
,�)$� "����� ��� ',�$��� A�(b (a) ��
����	����� P-M �������/ #��	����
���� #	
 �#������ �	����� 1(� "#���%�:"�� τ = 0.2, σ = 0.5, K = 20, g(s)
�#� ',�'� 1 �G22� (b) Vectorial TV PDE/ �� ε��(��)����� 1(�� "#���%�0
:"�� τ = 0.2, ε = 12� (c) $	)���� *������� �� &������ 1=� "#���%�:"��
τ = 0.2, σ = 0, ρ = 1.52� (d) Beltrami Flow 1 �� "#���%�:"�� τ = 0.22�
(e) $	)���� ���  
������� θ− 1��� "#���%�:"�� τ = 0.22� (f) -�	���%
"(��)����� �� Tschump.-Deriche 1(@� "#���%�:"�� βmax = 5, ρ = 1.52�
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�� $" ��� �#��"�$"���� �����#��� ���!%�:�2� �������� ��� ��� "#�%��� ���
����$�+ �)� "#���%�:")� ���� � ������ �� �,"� �#�$������"! �'� �� -���0
��� #"��''��"�� ��� � "����� �� �,"� ��%�'"� �'� �� -������ %����"���


����������� %��#�� �� �#��"%�'$��� ��� ',�$��� A��� ����%����$"
'�� ���%���� '�$#"�.'$��� ��� �.�" $���-�	

(� ��
����	����� ������� �� Perona-Malik/ #��	������� #	
 �	
����
�
	��� �	����� 1�%� "���� (���(�G2	


�������+$" ��� � $���-� ���� -!�"� ��� ���"�. �����#������� �#���0
%"'$� ��� $.%�'�� #�%+ #�� ������� '" ',�'� $" �%" �� �#�%��#"
$"��-�� 1$�'� '" (� $��� "#���%�:"�� $" ��� ��#��� ��$� τ = 0.22�
���� �$) �,"� ) �#���%"'$� ��� �#�$.����'� ��� ���+��� $" �.#)
LL�#���$�MM ���#�� �/�+ �.#��" %"#�� ��$� ��%������� 1�%� #�,� ��
���5����" ��$� '��� "#�/.�"�� �� �.���2� "�� �� �$��"�"! #"���,�
"&�$�%+������ �#"���%��.� -!����� '�� �#���%"'$� $!� ���"�. �/+'���
�:� 1�� �#�!� �!�"��� ���$� #�� ������ $"�. �#� %!�� $"��%+�"�� ����$�
"#���%�:")� �#� ����� #�� #����'�.5��$"2�

�� ������� Vectorial TV �� ε��(��)����� 1�%� "���� (�A2	

��� #"��.$���� #�������'�$" ��� � $���-� ���� ����/���"� �� '��0
����'"� �� ��$� �� "����� ��� ���"�� ���� ���. �� ,������ ����

��.%%�%�� �$) -�����"! ��� ���"�� $��� ��� ���+���� ���$� ��� '"
#"���,� $����. �#� ��$�� ���� �/"!%"��� '�� ��� -"� �!�"��� �.#���
"&�$.%��'� '��� "����� 1�#) #�,� '��� �$�%�#���$��� ����-� �)�
Perona-Malik2 ��� � -�.,�'� "#����-+�"��� '�$�����. �#� ��� �:!'�,��
������� 3��'�� ��� �� #���+:"� $!� "����� '��� �#�!� � ������ �� �,"�
�#�$������"! �����#������.� ������5�$�'�" �� '��",!'��$" �� -�.,�0
'� ��� ',"���. $"�.%� -�.'��$� 1'" '+����'�� ��� #��.-"��$�� $" ���
#�����+$"�� $���-� �)� Perona-Malik� #�� ��� �� !-�� ,������ ��$�
τ = 0.2� ,�"�.5����� $��� (� "#���%�:"� ������ (��� '��� #"�!#�)'�
����2� ���� �$) �,"� ) �#���%"'$� �� -����'$����� ��$� �� ��0
%����� ��� '" �.#��� '�$"!� �� ����'���/����� 1�%� #�,� '��� "�����
�� &+%��" '��!-" ��� -�#�-�� � �� ���5����" ��$� '��� "#�/.�"��
�� �.���2� 9�%�� �'�� �/��. ��� #"���,� �� �.%�''�� �#�� �#.�0
,"� �/�� � "#���.-��'� �#� �� �#���$" $"����%�� #�� "!��� ��������
��� ��� �#�$.����'� ��� ���+���� �,"� "-� �� �"���� �#���%"'$� ��
-������'� "�� '�$������+ $���� �� �/� �����

G� $	)���� *������� �� &������ �Coherence Enhancing Diffusion� �	
�
����
	��� �	����� 1�%� "���� (�=�(2	



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� *���+��"� ��,%��� � �

3�#) �,��$" #"�� � $���-� ���� �,"� ',"-��'�"! ��� �� �"%�!)'� ��
'���,� "����)� 1-�%�-� ��� ����'$� �)� $���-�.'���)� -�$��2� �%%.
��� "/��$�'�$" ��� "-�� ��� ��� �#�$.����'� ��� ���+���� $" '��#�
�� '+����'� �)� -��-���'��� -�.,�'� 1��� $�� #�� ���.%%�%� "/��$���
�� $"��-�� ����� �%� �� #��.-"��$� G2� 
�������+$" %��#�� ��� �
$���-� ����/���"� �� �#�$���+�"� �"%"!) ��� ������� �%%. #��.%%�%�
�%%����"� '�$�����. ��� "������ -!����. �� $�� �:� LL�$#�"''����'����+
#!����MM� 
�� '���"���$���� '�����"! �%" �� ��$�� ���$� ��� �� #��
%"#�� 1�%� #�,� �� ���5����" ��$� '��� "#�/.�"�� �� �.���2� ���
���"�� �#� ���� �� "#"��"!�"� 1�%� #�,� �� �.%�''� ��� �� #"���,�
'�� "')�"���� �)� '��!-)� ��� -�#�-��2� -!����� ��'� ��� �/+'���
���� �:�� �" ���� ��� �#�$.����'� ��� ���+��� '���"%"! � "&�$.%��'�
��� -�$���+ ����'�� #�� "#��"%"! � $���-�� �#�#%���� � -�.,�'� "!���
������ ���'����#���� ���$� ��� '" #"���,� $" $���� $"����%� 1#�,�
'�� "')�"���� �)� &+%��)� '��!-)� ��� -�#�-��2 ��� ���"��+�"��� �#�
�� ��#��� $���-�.'���" -�$��

<� +�� Beltrami (Beltrami Flow) 1�%� "���� (�F2	

� $���-� ���� ����/���"� �� '������'"� �� ��$� �� "����� ���
��� #"��''��"�� ���� '" ',�'� $" �%" �� �#�%��#" $"��-��� 1#�0
���'�.5���� $�� '�$#"��/��. �#) ���� #�� ���/���$" ��� ��� $���-�
Vectorial TV� �%%. '" #�%+ #�� ������ ���$�2� ���� �/"!%"��� '���
#�%%�#%�'��'���� ��� 1/

√
det(I + G) �� ��,+����� � �#�!� "%����0

�"� #�%+ ������� �� -�.,�'� ����. '�� ��$�� 
��.%%�%�� �$) -����0
�"!��� ��� �#"���%��. $"�.%� $��� ��� ���+��� ��� $"�.%� -�.'��$��
%��) ��� ��� �+�" '�� $���-� ���� �!�"��� �.#��� "&�$.%��'� 1'��� "�0
���� � '��� ����'�� -�.,�'�2� 3��'�� ������5�$�'�" �� '��",!'��$"
�� -�.,�'� ��� ��� #"��''��"�� ,����� '" ',�'� $" �%" �� �#�%��#"
$"��-�� 1 �� "#���%�:"�� $" �� ��#��� ��$� τ = 0.22� �"�. �#� ��'�
,���� �$)� �� -�$� �� "����� �,��� "&�$�%���"! �#"���%��.� "�� �
������ -"� �,"� "&�/���'�"! �"%"!) 1�%� #�,� �� #"���,� '�� "')0
�"���� �)� '��!-)� ��� -�#�-��2� � $���-� ���� -!�"� �� ,"����"��
�#���%"'$� '�� #��.-"��$� ����� �� ���� -���� � $���-� ����/���"�
�� %"�������'"� �����#������. $��� '" #"��#��'"� ���+��� $�����"��
�',+��

 � $	)���� $	
����
	��� "	����� ���  
������� θ− 1�%� "���� (�@2	


�������+$" ��� '��� '���"���$��� "������ �� �#���%"'$� �� $"��-��
���� �,"� #���$��� #������� $" ���� �� $"��-�� Vectorial TV� � $�0
��-� ����/���"� �� '������'"� �� #�� �����" ��$�� �%%. ����'���/"�
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��#��. �.#��" %"#�� ��$� 1�%� #�,� �.#��� '�$"!� '�� ���5����" ��0
$� '��� "#�/.�"�� �� �.���2� "�� -"� $#��"! �� �#�$���+�"� �"%"!)
��� ������ 1�%� #�,� �� &+%��� -.#"-�2� 9� #���#.�) �/"!%����� '��
��� � "&�$.%��'� �!�"��� $��� ���. ��� -�"+���'� �� "%.,�'�� $"��0
��%�� �#��" #����'�.5"��� "#���$��� '�$#"��/��. ����. '�� �',���
��$�� �%%. '" #"���,� �#�� �#.�,��� %"#�� ��$� � -"� �#.�,���
����%��� � -�.,�'� ���"��+�"��� �#� ��� �������

A� -�	�����	�� "(��)����� �� Tschumperlé-Deriche 1�%� "������ (�(�2	

3�#) #�������+$"� �� �#���%"'$� �� $"��-�� ���� "!��� �� #�� ���0
��#������� 1��� ��� �����#��� ���!%�:� ���%.,�'���2 �#���%"'$� '"
',�'� $" �%� �� �#�%��#�� � ������ �,"� �"%"!) �#�$������"!� "��
�� #"��''��"�" ��$� �� "����� �,��� '�������"!� ���� "#����,.�"0
��� ,.�� '��� "&�$.%��'� �� $"��-��� � �#�!� "!��� ���'����#��� ����.
'�� ��$� ��� �'����#��� '�� �$��"�"! #"���,�� %�$�.����� �#�:��
�� $"����%� �� "����� $" ���� '��"����� ���#� 1%��) �� "&�$.%��0
'� '��� -�$��� ����'��2� �#!'�� #�������+$" ��� � $���-� "���#!5"�
"#���,� ��� �� -����'$����� �)�!" ��� ����/���"� �� �� '������'"�
"�� #��.%%�%� �� �#�$���+�"� ��� ������ '��� ������� ��� #"���,�
1�%� #�,� �� �)�!" '�� &+%��" '��!-" ��� -�#�-��2�


��#"� �$) �� #�������'��$" "#!'� ���� ���$� ��� ���� �� �#���%"0
'$� #����'�.5"� �.#��� #���%�$���� 
���� �#� �%�� � $���-� �,"�
����'���:"� �� $"��%+�"�� $��� �� �/� �� ��,��� "������ �#)
'�� �.%�''� ��� '�� &+%��" '��!-" ��� -�#�-��� ���� �� #���%�0
$� #����'�.5"��� '" �%" �� $"��-�� �*� -�.,�'� �� �������!�
#�� $"%"�.$" '��� "���'!� ���� ��� �/"!%"��� '�� ��� -"� $#���+� ��
&",)�!'��� ��� �/� �#� ��� ������ 1�/�+ ��� �� -+� #����'�.5��� $"0
�.%� ��#��� $"����%�2� �#!'�� � $���-� ���� �,"� ����'���:"� ��
#�� %"#�� �#� �� ���5����" ��$� '��� "#�/.�"�� �� �.��� ��� �,"�
�%%���'"� �� $���� -�$�� '��� #"���,� #!') �#� �� �.���� ���� �/"!0
%"��� '��� "&�$.%��'� ��� -�$���+ ����'��� #�� "�� �#� �� $!� -!�"�
�#) "!#�$" "#���$��� '�$#"��/��. ��� �� #�� '�$������ -�$� �� "�0
����� �#� ��� .%%� �.�"� �� -�.,�'� �� $�� %�$�.�"� �#�:�� �� $����
-�$� 1$"����� �� �.&� �� '���"�. "&�$.%��'� ρ2� $" �#���%"'$�
�� �� ����'���/"� � �� �� �%%����"� $" �/+'��� ���#��

�?���%)"�" ��� ��������#���� ��	 0�-�&�+)#���� � #� 7"#����
$�-	��,�� �%)�	� 8SNR9

6�� ��� �&��%���'� �)� �#��"%"'$.�)�� �#�%��!'�$" "#�#��'�"�� ���
��$�����������+ %���� 1SNR2� 3��'�� �� $" u0 '�$��%!'��$" ��� ��,���
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kajară eikìna (bl. sqăma 6.1a) kai me u to apotèlesma kĹpoiac mejìdou,
upologÐsame ton SNR mèsw thc sqèshc:

SNR = 10 log

(
Nx∑
i=1

Nx∑
j=1

∥∥∥u0(i, j)− u0

∥∥∥
2

Nx∑
i=1

Nx∑
j=1

∥∥u(i, j)− u0(i, j)
∥∥2

)
(6.1)

ìpou Nx, Ny eÐnai oi qwrikèc diastĹseic twn eikìnwn kai log(·) o logĹrijmoc
me bĹsh to 10. EpÐshc, me u0 sumbolÐzoume thn mèsh timă thc eikìnac u0 se
ìlh thn èktash thc eikìnac.

Qrhsimopoiăsame epÐshc ton Average Local SNR, o opoÐoc prokÔptei wc
exăc: QwrÐzoume ta pixels thc eikìnac se mplok èktashc bx × by

1 kai upolo-
gÐzoume qwristĹ se kĹje tètoio mplok ton antÐstoiqo SNR (èstw SNRblk).
Tìte, o Average Local SNR prokÔptei san o mèsoc ìroc twn parapĹnw, dh-
ladă:

(Average Local SNR) = SNRblk (6.2)

DieukrinÐzoume ìti ìso megalÔteroc eÐnai o SNR (ă o Average Local SNR),
tìso ligìtero (me thn ènnoia thc isqÔoc) jìrubo perièqei h eikìna u. Shmeiÿ-
noume epÐshc ìti o Average Local SNR parèqei mÐa mètrhsh, h opoÐa eÐnai pio
kontĹ, se sqèsh me ton aplì SNR, sthn upokeimenikă antÐlhyh tou anjrÿpou
gia thn sqèsh sămatoc proc jìrubo se mÐa eikìna.

Oi parapĹnw metrăseic gia ta apotelèsmata tou sqămatoc 6.2 faÐnontai
ston pÐnaka 6.2.

Apì ton pÐnaka 6.2, faÐnetai ìti ìlec oi mèjodoi èqoun beltiÿsei touc SNR
thc arqikăc jorubÿdouc eikìnac. O megalÔteroc SNR allĹ kai Average Local
SNR epitugqĹnetai me th mèjodo Vectorial TV. Blèpoume loipìn ìti apì tic
metrăseic autèc den exĹgontai ta Ðdia sumperĹsmata, ìson aforĹ th sÔgkri-
sh twn apotelesmĹtwn twn mejìdwn, pou exĹgontai apì thn paratărhsh twn
eikìnwn. Autì ofeÐletai sto ìti oi shmatojorubikoÐ lìgoi autoÐ den kata-
fèrnoun na antikatoptrÐsoun thn fifiposìthtaflfl thc beltÐwshc pou yuqologikĹ
gÐnetai antilhptă apì ton anjrÿpino parathrhtă.

Gia parĹdeigma, h mèjodoc thc Anisotropikăc ExomĹlunshc twn Tschum-
perlé-Deriche (bl. sqăma 6.2f), pou dÐnei ìpwc eÐpame to pio ikanopoihtikì
gia thn anjrÿpinh antÐlhyh apotèlesma, katafèrnei na apomakrÔnei se po-
lÔ megalÔtero bajmì tic diataraqèc tou jorÔbou, se sqèsh me thn mèjodo

1στην περίπτωση που τα µπlοκ αυτά δεν µπορούν να καlύψουν όlη την έκταση τηc εικόναc
(υπάρχει κάποιο υπόlοιπο), θεωρούµε µία εlαφρώc µικρότερη εκδοχή τηc εικόναc, που να την
καlύπτουν πlήρωc (έκτασηc (Nx −mod(Nx, bx))× (Ny −mod(Ny, by)) ).
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Aver.Loc.SNR�
����-� �,�$� SNR (dB) $" 40×40 $#%�� (dB)

1��,��� $" ������2 A�(b (��< ��A 
Perona-Malik A��a (A�<( F�@G
Vectorial TV A��b (A� � @���

Coherence Enhancing A��c (<�G� =�G@
Beltrami Flow A��d (<� ( =��A

*�.,�'� '��� ���"+�� θ− A��e ( �<@ F�GG
���'���� �&�$.%� Tsch.-Der. A��f (A�(G F�= 


!���� A�(	 ��$�����������! %���� 1SNR2 ��� �� �#��"%�'$��� ��� ',�$�0
�� A��

Vectorial TV 1�%� ',�$� A��b2� #�� -!�"� ��� ��%+�"��� SNR� 6�� �� ��
"#��+,"� ���� �$)� "&�$�%+�"� ��� "����� '" #"��''��"�� '�$"!� 1���$� ���
����. '�� ��$�� ,.�� '��� ���'����#��� '�$#"��/��. ��2� $" '���#"�� ��
�"%��� �#���%"'$� �� �,"� �#�$������"! #"��''��"�� �#� ��� ��,��� "������
� �%%�!)'� ���� ��&.�"� ����$����. ��� �',+ ��� ���+���� �%%. ��� ��� ��0
���#��� #��������� -"� "!��� '�$������� ���!�"�� �-��"! '" ��� �#���%"'$�
#�%+ #�� �����#������� ��� �� $.���

�?���%)"�" �"� ��%&��"� ��� '(� ��� 0�-�&��)#� �E #� �" ���
#�$�&� ��	 4��,� D+��-�	 ��	 �-���+��	#�

�#�#��'�"��� ��� �� '+����'� �� �#�-�'� �)� $"��-)� '�� #���#.�)
#��.-"��$�� "/��$�'�$" ��� $���-� �&��%���'� #�� #���"!��$" '��� �#�"0
������  �G 	 �#�%��!'�$" ��� -+� pixel "�-��/������� ��� ��#���+ #����"
'�',���'� ��� �%���+ 8!%���� �� �.�" �*�	 �%� ',�$��� A�G ��� A�< 1�#��
�,��$" $"�"�+�"� $!� $���� #"���,� �� ��,��� "������ �+�) �#� �� "�.'��0
�" pixel "�-��/������2� 3�#) #����'�.'�$" '��� �#�"������  �G� �� #����"
����! #���,��� "#�#�"!� �� #���$����� -��-���'!� $�') �� �#�!� � �.�"
$���-� �"%����"� ��� ��,��� "������ 
�� '���"���$���� "!��� �� ��#���! #�0
���" "�� �'�-+��$�� $� ���$$���+� #��'��$�5�$"��� /!%���� "&�$.%��'��
�� �#�!� �� "/��$�5���� '��� ��,��� "����� �� �-��" ���"��"!�� 1'" ��� ��$�2
��� �"%��� "������ 3��'�� �� #����" ����! /��"������ #��� pixels �� ��,���
"����� ��� '" #��� ���$� "#����'�� �"%��. ��� -��$��/)'� �� ��$� '��
'���"���$��� pixel "�-��/�������

�#�%�&�$" �� -+� ���. pixels ��� ��� "/��$��� �� #���#.�) $"��-���
"#"�-� ��!'������ '" -+� ��!'�$� $��� '��� "����� ��� ',�$��� A�(� ����.
'�� ���� �� �.���� 9� #���� '�$"!� 1�%� ',�$� A�Ga2 ��!'�"��� ��.$"'� '"
-+� #��.%%�%"� %"#�� ��$�� �� �#�!" "!��� -�'-�.����"� %��) �� ������



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� *���+��"� ��,%��� � �

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

�,�$� A�G	 �/��$��� �� ��� $"��-�� ��� �%���+ 8!%���� #�� #���"!���$"�
��� ��� '+����'� �)� $"��-)� '�� #��.-"��$� (� (a) 
"���,� �� ������0
-�� "����� ��� ',�$� A�(b� $" �� ��%� �� -"!,�"� �� pixel "�-��/�������
(b-f) 9�#��� #����� 1��� �� pixel ����2 ��� �%���+ 8!%���� �� ���!'���,�
�*�� ��� �� �#��"%�'$��� ��� ',�$� A�� 1$" �#���"'� �� ��,��� "�����
1a2 2� (b) ��
����	����� P-M �������/ #��	������� #	
 �#������ �	������
(c) Vectorial TV PDE/ �� ε��(��)������ (d) $	)���� *������� �� &��
������ (e) $	)���� ���  
������� θ−� (f) -�	���% "(��)����� ��
Tschump.-Deriche�
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

�,�$� A�<	 3�%%� $!� "/��$��� �� $"��-�� ��� �%���+ 8!%����� ��� �� !-��
#��.-"��$� $" �� #�����+$"�� ',�$� A�G� �%%. ��� -��/��"���� pixel "�-��/�0
������ (a) 
"���,� �� ������-�� "����� ��� ',�$� A�(b� $" �� ��%� ��
-"!,�"� �� ��� pixel "�-��/������� (b-f) 9�#���! #����" �)� �%���� 8!%0
��)� �)� $"��-)� 1���!'���,� $" �� #�����+$"�� ',�$� A�G2� (b) Vectorial
TV PDE/ �� ε��(��)������ (c) $	)���� *������� �� &������� (d) Bel-
trami Flow� (e) $	)���� ���  
������� θ−� (f) -�	���% "(��)�����
�� Tschump.-Deriche�



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� *���+��"� ��,%��� � !

#����'!� ��� ���+���� 9� -"+�"�� '�$"!� 1�%� ',�$� A�<a2 ��!'�"��� ���
���� ��.$"'� '�� ��$� ����� �%%. #�� �.�)� #�%+ ����. '�� '��.���'� $"
$!� ��!�� ��$� 1#�� �� $#���+'�$" �� #�+$" ��� �#��"%"! $!� LL��$#�%)$���MM
-����'$����� �)�!�2�

�#� �� ',�$��� A�G ��� A�<� #�������+$" #���� �#� �%�� ��� �%" �� $�0
��-�� '" �"���� ���$$� "$/��!5��� ��� "#���$��� '�$#"��/��. �� #����"
�� $�� "��"!������ #��� �#� �� ���� �� #"���,� #�� ��!'������ �� '�$"!�
"�-��/������� �#�#��'�"��� -��/�!�"��� �����. $!� '�$������ -��/��. ��.0
$"'� '�� $"��-�� $� ���$$��� �%%. 	�����	��� -�.,�'� 1$" ���$)��
'���"%"'�� -�.,�'� 0 ',�$��� A��a� A��b2 ��� '�� $"��-�� $� ���$$���

�	�����	��� -�.,�'� 1$" ����'�� -�.,�'� 0 ',�$��� A��c0A��f2	 ��� '��
#���"� �� #����" "��"!������ '" #"���,� $" ',"-�� ���%��. ',�$���� '��
-"+�"�" "��"!������ '" #"���,� #�� ���%����+� �� �")$"����� -�$� ��
"������ 3��'�� �!�"��� ��'���� �� #%"������$� �� ,��'� ���'����#���+ ��0
��'�� -�.,�'� ���! ���$)��+ '���"%"'���

�� '���"���$���� �� #���" "���#!5��� �� ��$� ��� "#����-+���� �� -�.,�0
'�� $" �#���%"'$� �� #����" �� $�� "#"��"!������ �.�"�� '�� ��$�� 7��)
�$) ��� �'����#���+ '���"%"'��� �� #����" -"� $#���+� "+��%� �� "#"���0
��+� �+�" #��.%%�%� '�� ��$�� ��� ���� �� ',�$� ��� #���$��"� ',"-��
���%���� ���!�"��� �� -"+�"�"� ,.�� '��� ����'�� -�.,�'�� ���"��+����
�� -�.,�'� #��.%%�%� '�� ��$�� $" �#���%"'$� �� #����" �� "#"��"!������
'�� -�"+���'� �����

�� ���� '����!���$" �� $"��-�� �*� $" ����'�� -�.,�'� $"��&+ ����
#�������+$" ��� �� $���-�� $	)����� *������� �� &������ ��� -�	�����
�	�� "(��)����� �� Tschumperlé-Deriche #����'�.5��� #����" $" ��� #��
$����'�"�� ����'� �#� �%"� "�� ��� �� 2� pixel "�-��/������ 1�%� ',�0
$� A�<2� �� #����" ����! ����/������ �� ���%����'��� ���$� ��� ��� ��$0
#+%)'� �� ��$�� ���$�� ��� �� $���-� $	)���� $	
����
	��� "	�����
���  
������� θ− #�������+$" ��� �� #����" ��� #���%� #�� ����/������
�� #"����!5����� '��� "#���$��� #"���,�� #����'�.5��� $!� �������'�� ����0
'�� �.�� #�� ��������#��!5"� ��� ��"#��+$��� "#����� �� -�"+���'� -�.,�'�
�#� ��� ������� 
���$��� /����$"�� #����'�.5"��� ��� '�� $���-� Beltrami
Flow� �#�� � ����'� ��� #����� -"� "!��� '�$#���� %��) �� "#����� �#�
��� �������

<���( 3��$,���� (

��� #��.-"��$� ����� ,��'�$�#���+$" ��� ��,�)$� cartoon "����� ���
',�$��� A� a 15)���/�. ��� '���'���./�� ���.2� '��� �#�!� "/��$�5��$"
'�$#!"'� JPEG $" '���"%"'�� #������� Q = 10%� 3��'�� #���+#�"� � ,�$�0
%� #������� '�$#�"'$��� "����� ��� ',�$��� A� b� � �#�!� �#) #�����0



� / 0��-�#��� ,�� 7	),-+����

��+$" "!��� ������ �%%��)$���� 3��'�� $" '��#� �� �"%�!)'� ��� "/��$�5��$"
#.%� �� !-�" $"��-�� �*� ��� �� �#��"%�'$��� /�!������ '�� ',�$� A�A�
� -��-���'!� #�� ���%����'�$" ��� ��� "&��)�� �)� �#��"%"'$.�)� �����
"!��� !-�� $" ���� ��� #���-"!�$��� (�

(a) (b)

�,�$� A� 	 � "����� #�� ,��'�$�#������" '�� 
��.-"��$� �� (a) ��,����
��,�)$� cartoon "����� 1262 × 397 pixels2� (b) ��,���� "������ $"�. �#�
JPEG '�$#!"'�� $" '���"%"'�� #������� Q = 10%�

�#� �� �#��"%�'$��� ��� ',�$��� A�A� ����%����$" &��. '" ���!'���,�
'�$#"�.'$��� ��� ��� �#�-�'� �)� -��/��)� $"��-)�� 
�������+$" ��� #.%�
%��#�� ��� � $���-� -�	�����	��� "(��)������ �� Tschumperlé-Deriche
����%��"� '�� #�� �����#������� �#���%"'$�� �#�#��'�"��� '��� #"�!#�)'�
����� #�������+$" ��� �#"���%��� �%%�!)'� #�� �,"� "#�/��"� '�� ��.$$��� �
$���-� $	)����� *������� �� &������ � ��� ��� %���� #�� ���/���$"
��� #������$��)�

���$�� #��#"� �� '�$"��'��$" ��� � "����� #�� �"%�!)'� #"���,"�� �#)
#�������+$"� �.#��" 4�����
������ �false contours� '�� /���� ��� �� �#�!"
�,��� -�$�������"! �#� �� '�$#!"'� JPEG� 
�� '���"���$���� � ��,��� "���0
��� #"���,"� $!� ��"#�!'���� -��-�,��� $"����%� �� /)�"������� '�� /����
1#�� �/"!%"��� '�� /%� #�� ,��'�$�#������"� ���. �� /)����./�'� �� 5)0
���/�. ����2� ���. �� '�$#!"'� �$)� %��) �� ,�$�%� #�������� ����
� $"����%� ����" �#���$�� $" �#���%"'$� �� -�$�����!� �)� :"�-���$#+%)��
4� ���� "#���$��� %��#�� $!� $���-� �"%�!)'� �� $#��"! �� �#�$���+�"�
���� �� ��$#+%"� 
�������+$" ��� � ��
����	����� ������� �� Perona-
Malik ��� � $"��-� -�	�����	��� "(��)������ �� Tschumperlé-Deriche
#����'�.5��� ��� ��%+�"�� '�$#"��/��.� ����/������� �� "&�/��!'��� "�0
�"%� �� ��$#+%" ����� ���� �!�"��� ,.�� '�� "&�$�%+�'"� $" Gaussian



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� *���+��"� ��,%��� � �

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

�,�$� A�A	 �+����'� �)� $"��-)� �"%�!)'�� $" "/��$��� ��� '��� "�����
��� ',�$��� A� b (a) ��
����	����� P-M �������/ #��	������� #	
 �#����
��� �	����� 1<� "#���%�:"�� τ = 0.2, σ = 0.6, K = 10, g(s) �#� ',�'� 1 �G22�
(b) Vectorial TV PDE/ �� ε��(��)����� 1(�� "#���%�:"�� τ = 0.2, ε = 12� (c)
$	)���� *������� �� &������ 1G� "#���%�:"�� τ = 0.2, σ = 0, ρ = 12� (d)
Beltrami Flow 1��� "#���%�:"�� τ = 0.12� (e) $	)���� ���  
������� θ−
1 � "#���%�:"�� τ = 0.22� (f) -�	���% "(��)����� �� Tschump.-Deriche
1� � "#���%�:"�� βmax = 2, ρ = 12�
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#����" #�� � $!� �.�"� '��� "����� ��� � .%%� '��� -�$��� ����'��� $" �#���0
%"'$� �� $�� %�$�.������ �#�:�� '�� -�.,�'� �� ��$#+%" ����� -���� �,���
#�%+ $���� #.,��


�������+$" "#!'� ��� �� ��$� '������+���� �%%. ��� �������'�"�.0
5����� 1$�') �� "&�$.%��'� ���. $��� ���2 $" ��� ��%+�"�� '��������.
���#� '�� $���-� -�	�����	��� "(��)������ �� Tschumperlé-Deriche� �
��
����	����� ������� �� Perona-Malik ��� � Vectorial TV ����/������
�� ���� �� "&�$�%+���� $" ��� !-�� "#���,!� �� �$��"�"! #"���,�� "&�/�0
�!5���� �� �"��.�)�� �� JPEG '�$#!"'�� �%%. -"� #����'�.5��� ��'�
�����#������� �#�-�'� '�� ��$�� 9�%�� �� ,"����"�� �#���%"'$� #���+0
#�"� ��� '��� #"�!#�)'� ���� �#� �� $���-� Beltrami Flow� � �#�!� ��� ��
�#�$���+�"� �� �"��.�)�� �� '�$#!"'�� �����.5"��� �� ��%�'"� �#"���%��.
�� ��$��

<���) 3��$,���� )

��� #��.-"��$� ����� #����'�.5��$" $!� "/��$��� �� $"��-�� $	)���
��� *������� �� &������ �	
����
	��� �	����� '��� -�$�����!� "�-����
"/�� J��'�$�#���+$" $!� ��,�)$� /)�����/!� #"+��� 1�%� ',�$� A�=a2 ���
"/��$�5��$" �� $���-� ����	 �%� ',�$��� A�=b1,b2� 
�������+$" ��� � $���0
-� ���!5"� ��� "#"��"!�"� �� $���-�.'���" -�$� �� "����� 1#"����"%��"2
-�$��������� $!� �/���"���� "������ �$#�"''����'����+ '��%� ��� ',�$�0
�� A�=b1,b2 #����!�"���� -+� ,������ '���$� ��� ��'� -��/�!�"��� � ,������
"&�%�&�	 �'� � -�.,�'� #��,)�."�� ���!5����� �� #�� '�$������ -�$�� "��
"&�/��!5����� �� %"#��$��"�"�

�#!'�� '�� ',�$��� A�=c1,c2 �%�#��$" �� �#���%"'$� �� $"��-�� -�	���
���	��� "(��)������ �� Tschumperlé-Deriche� � �#�!� �,"� ',"-��'�"! ���
��� �#�$.����'� ��� ���+���� �%%. ��� "/��$�'�$" ��� '��� "����� ����� $"
'��#� �� '+����'� �)� -��-���'��� -�.,�'�� 
�������+$" ��� ��� � $���-�
���� #����'�.5"� $!� �.#) #���$��� '�$#"��/��.� %��) ��� ���'����#���+
����'�� -�.,�'� ��� �� $"�.%� ��$� '��� '���"�. "&�$.%��'� ρ� �%%. ��
�#��"%�'$��. �� "!��� %����"�� �����#������. '��� "/��$��� ����� K-��!�"��
$"�. �#� ���"�� "#���%�:"�� � $���-� ���� ����'���/"� �.#��" %"#��
$���-�.'���" -�$� 1�%� ',�$� A�=c22� '" ���!�"'� $" �� $	)���� *����
���� �� &������ �#�� �� �#���%"'$� �,"� #"��''��"�� ���-� $��/�� %��)
��� ��� � ����'�� �� $	)����� *������� �� &������ "!��� #�� ������
���'����#����



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� *���+��"� ��,%��� �!�

(a)

(b1) (b2)

(c1) (c2)

�,�$� A�=	 
��.-"��$� ?"%�!)'� �� ����,�� ��� -�$�����!� "�-���� "/��
(a) ��,��� "����� #"+���� $" #�%�.���$" $���-�.'���" -�$� 1#"����"%�0
�"2� (b) $	)���� *������� �� &������ 1τ = 0.2, σ = 0, ρ = 32� (b1) �<
"#���%�:"�� (b2) (�� "#���%�:"�� (c) -�	���% "(��)����� �� Tschump.-
Deriche 1βmax = 6, ρ = 32� (c1) GA "#���%�:"�� (c2) F� "#���%�:"��
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���� ��� �� ��,���� Inpainting
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<�(�� 3��$,���� �

9� #��.-"��$� ���� �,"� ) '��#� �� '+����'� �� �#�-�'� �)� $"0
��-)� TV PDE ���  ������ �����  
������
� �Mean Curvature Mo-
tion - MCM�� ���� ���� "/��$�5����� '�� Inpainting� J��'�$�#���+$" ���
'���"���� "����� ��� ��� #"���,� inpainting #�� /�!������ '�� ',�$� A�Fa
1#���$��" "����"� $" ��� !-�� $��/� ',�$.�)� ��� #"���,� inpainting ,��0
'�$�#���+���� '�,�. '�� #���-"!�$���� �%� #�,� ;(<� G>2� �/��$�5���� ��
-+� ���� $"��-��� #�!����$" �� �#��"%�'$��� ��� ',�$��� A�F� 
�����0
��+$" ��� �� $���-�� ���� -!����� �#) #"��$���$" �� !-�� �"%��� �#���%"'$��
�/�+ � "&!')'� �� '������ �'����#!� "!��� !-�� ��� ��� �� -+� �*�� ?%�0
#��$" �$) ��� � MCM ����/���"� �� #��'"��!'"� ��� ���.'��'� �'����#!�
#�� ������� �#� ��� TV PDE� �.�� �� �#�!�� �/"!%"��� '��� #�%%�#%�'��0
'���� #��.����� ‖∇u‖ �� ��,+����� #�� #"���,"� "#�#%��� � �*� �����

�������+$" ��%� ��� �� -+� �*� ����%����� '��� !-�� �"%��� ���.'��'�
���%������� '�$�����. -��/��"���� ���� �#� �� $!�� � MCM $����!�"� '��"0
,� �� #.,� ��� -����%!��� $"���.%%���� %����"�� �� ��$� '�� "')�"����
��� 1-�%� �� ���� ,��$�2� "�� �#� ��� .%%� � TV PDE "#��"%"! "&��,�
-�.,�'�� '" �%� ��� "#�/.�"�� ��� -����%!��� $"���.%%���� ',"-�� #��.%0
%�%� �%" �� ��$� �� #"���,� inpainting� � -��/��. ���� ���"���� '�� ���
� MCM "#��"%"! �!��'� �'�N:�� ��$#+%)�� "�� � TV PDE '�$#"��/��"���
#"��''��"�� '�� $� ���$$��� "&�$.%��'�� �" ��� �!��'� �$) �)� �'�N0
:��� � �������'�"�� -��-!-"��� #�� ������� ��� ����%����$" #�� "+��%� '���
���.'��'� �'����#!��

<�(�( 3��$,���� (

9� #��.-"��$� ���� �#��"%"! $!� "/��$��� ��� Inpainting '��� �#�$.0
����'� �"�$���� �#� "����"� ��� ',�$� A�@a /�!�"��� � "����� #�� ,��'�0
$�#�!�'�$" ���� ��� �� �"!$"��� #�� �#��"%"! ��� #"���,� inpainting� ���
�#�%��#� �#�',�$��� ��� ',�$��� A�@� /�!������ �� �#��"%�'$��� �)� $"��0
-)� Vectorial Digital TV Filter (Vectorial DTVF) 1#�� �#) �,��$" #"� -!�"�
�� !-�� �#��"%�'$��� $" ��� $���-� Vectorial TV 2� -�	�����	��� "(��)����
��� �� Tschumperlé-Deriche ��� �� ��� $"��-�� @��	�������� $	)�����
���#������� 
�� ��  
������
 �Gen. CDD�� #�� #���"!��$" '��� "��0
���� ��F��� 
�������+$" ��� ��� �� ���� $���-�� ����/������ �� �#�����'��0
'��� ��� "����� $" ���"�. �����#������� ���#�� ��$"�����$" "-� ��� �"���.
�� $���-�� Inpainting $" �*� #����'�.5��� �� #%"������$� ��� $#���+� $"



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� Inpainting ��,%��� �!�

(a) (b)

(c1) (c2) (c3)

(d1) (d2) (d3)

�,�$� A�F	 
��.-"��$� Inpainting� (a) ��,��� "������ $" ��� #"���,� #��
%"!#"� 1.'#��2� (b) ��,��� #���%":� �)� $"��-)�� (c) Total Variation PDE�
$" ε0regul/tion 1τ = 0.2, ε = 12� (c1) G�� "#���%�:"�� (c2) A�� "#���%�:"��
(c3) ( �� "#���%�:"�� (d) Mean Curvature Motion� $" ε0regul/tion 1τ =
0.2, ε = 12� (d1) <� "#���%�:"�� (d2) F� "#���%�:"�� (d3) F�� "#���%�:"��
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"���%!� �� ����$"�)#!'��� #���%�$��� $" Inpainting #"���,� #"�!#%��� ��0
#�%��!�� �#) "-�� %��) ��� ��� ���"! �#%. �� ���'�"! �� '+��%� '�$"!)�
'�� �#�!� '���"%"!��� -�.,�'��

�����!����� �� �#��"%�'$��� ��� ',�$��� A�@� #�������+$" ��� �� ��"�
$���-�� #����'�.5��� #���$��� "#!-�'� ��� �� -��/��� ��� '��!'������ '"
�.#��" %"#��$��"�"� 
�� '���"���$���� � $���-� Gen. CDD #�� #���"!0
��$"� ����/���"� '" ���"�. '�$"!� �� �������'�"�.'"� ��%+�"�� �� ��$�
�� "����� '" ',�'� $" ��� Vectorial DTVF 1�%� #�,� �� %"��. #�����
'�� �.�� ��� �� #"��''��"�� �"��.�)�� �� '�������2� �#!'�� � $���-�
-�	�����	��� "(��)������ �� Tschumperlé-Deriche� '" #�%%. '�$"!�� ��0
��/���"� ���$� ��%+�"�� �� "��'"� �� '#�'$��" ��$�� �%%. �#� ��� .%%�
-"� ����/���"� �� "&�/��!'"� �"%"!) �.#��� ��.$$���� #��. �� #�%+ #"��'0
'��"�" "#���%�:"� #�� �#���"! 1(��� "#���%�:"�� '" ',�'� $" ��� ��� ���
Gen. CDD ��� �� ��� ��� Vectorial DTVF�

<�(�) 3��$,���� )

��� #��.-"��$� ���� '����!���$" �� $"��-�� Vectorial TV ��� Vec-
torial DTVF ��� -����'$����� "����"� J��'�$�#���+$" ��� $���� ��$$.��
�� "����� ��� �� #"���,� inpainting ��� #�����+$"��� #���-"!�$��� ���
"/��$�5��$" �� $"��-�� ����	 �%� ',�$� A�(�� 
�������+$" ��� ��� ��
$���-�� ���� 1�#) '�� #��.-"��$� (2 ����%����� '�� !-�� �#���%"'$�� �.��
�� �#�!� #"��$���$"� �/�+ �� /!%��� Vectorial DTVF '���%!�"� '��� ���.0
'��'� �'����#!� �� �*� �� Vectorial TV� 3�$)� �� $���-�� ���� ���0
%����+� -��/��"���� #��"!�� �#) /�!�"��� '�� ',�$� A�(�� �#!'�� � $���-�
Vectorial DTVF #����'�.5"� �� '�$������ #%"������$� ��� #��'"��!5"� ���
���.'��'� �'����#!� #�%+ #�� ������� ��� $" #�%+ ��%+�"�� '�$#"��/��.�
9� �"%"���!� /�!�"��� ��� '�� ',�$� A�((� �#�� �,"� ',"-��'�"! $!� ���$� ��
$"����%� �� "����� '" $�� "#��.%�:� 1$���'�� $���� ��� -���+'$��� ��
$"����%�2� ���. ��� "&�%�&� �)� ��$.�)� �)� $"��-)� ������ 
�������+0
$" ��� '�� $���-� Vectorial DTVF� � "����� $"���.%%"��� ��,��. #�%+ #��
������� �.�� #�� �� ����."� �� #��'"��!'"� #�� ������� �� ���.'��'� �'��0
��#!�� "�� ������� � $"����%� ���� �!�"��� �'�$����� �.�� #�� /��"���"�
��� #%��� �'����#!� �� -��-���'!�� ���!�"��� '�� $���-� Vectorial TV 2�
� $"����%� �� "����� "!��� �#� ��� ��,� $���� ��� ��'� � ���.'��'� �'��0
��#!� #��'"��!5"��� $" ���� ���$�� ���$� �$) ��� ���� � "����� /�.'"�
����. '��� ���.'��'� �'����#!�� � -��-���'!� -"� ����/���"� �� �'����#�'"�
#%��)� �/�+ �� ��$� '" �.#��� pixels ��%����������� ���� "!��� � %���
#�� #����'�.5"��� � �#���$� �+&�'� '��� ���!'���,� ���/��� #��.'��'� ���
',�$��� A�(( 1'�$"�����$" ��� �� /����$"�� ���� -"� �� /������� ��'� ��0
����� �� "!,�$" ,��'�$�#���'"� �.#��� .%%� ���$�� �#) ��� L2� #�� %�$�.�"�



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� Inpainting ��,%��� �!�

(a) (b)

(c) (d)

�,�$� A�@	 
��.-"��$� Inpainting ��� �#�$.����'� �"�$���� �#� ��,�)$� "�0
����� (a) ��,��� "������ $" �"!$"��� (b) Vectorial DTVF 1�� "#���%�:"��
ε = 0.012� (c) -�	���% "(��)����� �� Tschump.-Deriche 1(��� "#���%�0
:"�� βmax = 20, ρ = 32� (d) @��	������� CDD 1��� $���-� #�� #���"!���$"2
1��� "#���%�:"�� p = 2, σ = 1, ε = 0.5, εκ = 0.12�
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�#�:�� �� �%" �� ��$� '��� #"���,� inpainting ��� �,� $��� �� $���'��
��$�2�

(a)

(b1) (b2)

(c1) (c2)

�,�$� A�(�	 
��.-"��$� ��� �� '+����'� �� '+��%�'� '�� #���%�$� Inpain-
ting� (a) ��,��� "������ $" �"!$"��� (b) Vectorial TV PDE� $" ε0regul/tion
1τ = 0.5, ε = 12� (b1) (=� "#���%�:"�� (b2) G�� "#���%�:"�� (c) Vectorial
DTVF 1ε = 0.012� (c1) (� "#���%�:"�� (c2) F� "#���%�:"��
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��� ',�$� A�(� /�!�"��� .%%� ��� #��.-"��$� �#�$.����'� �"�$����� ��0
�� �� /��.� ,��'�$�#���'�$" ��� "����� #�� /�!�"��� '�� ',�$� A�(�a 1"�����
““peppers””� #�� -���!�"��� '�� demo '�� #�����$$� Matlab 62� $" #"���,�
inpainting �� �"!$"�� #�� /�!�"��� "#!'� '�� ',�$� A�(�a� 9� �"!$"�� ��0
�� �#��"%"!��� �#� ��.$$���� #�� "!��� ���"�. $"��%+�"�� '" ',�'� $" ���.
��� #�����+$"��� #���-"!�$���� 
�������+$" ��� � ��� $���-� Gen. CDD
#�� #���"!��$" ����/���"� $" "#���,!� �� �&�/��!'"� �� ��.$$���� 
���$���
"#���,!� #����'�.5"� ��� � $���-� Vectorial DTVF� �%%. '" �.#��� '�$"!��
�#�� � $���-� ���� �,"� �/�'"� �.#��� �#�%"!$$��� �#� �� ��.$$���� � ���
$���-� Gen. CDD �,"� ����/��"� �� �� "&�/��!'"� ',"-�� �"%"!)�

<�(�; 3��$,���� ;


��������$" ��� �"%"���!� #��.-"��$�� '�� �#�!� -��/�!�"��� #�� �����. �
�"%��)$��� '�$#"��/��. �� ��� $"��-�� Gen. CDD #�� #���"!��$"� '" ',�0
'� $" �� $���-� Vectorial DTVF� J��'�$�#���'�$" "-� $!� %"#��$��"�� ��
"����� ““peppers”” ��� #�����+$"��� #���-"!�$��� ��� $!� #"���,� inpain-
ting $" $"�.%� #.,�� �%� ',�$� A�(Ga� � #"�!#�)'� ���� "!��� -�'��%��"��
�#� �� #�����+$"�" #"��#��'"� �)� ���$$.�)�� �� �#�!� "!,�� '�$�����.
$�����"�� #.,��

9� �#��"%�'$��� #����'�.5����� '�� ',�$��� A�(Gb� A�(Gc� ��� ��,�0
�� #���%":� �� $"��-�� Gen. CDD #�� #���"!���$" ,��'�$�#���'�$" ��
�#���%"'$� �� $"��-�� Vectorial DTVF� 
��#"� �� -�"�����!'��$" ��� � ��0
,���#�!�'� ���� ����."� $��� '��� ��������"�� '+��%�'� '��� ���.'��'�
�'����#!� �� Gen. CDD� 9� !-�� �"%��� �#���%"'$� �� #�����#�" ".� ,��0
'�$�#���+'�$" �.#��� �#%� ��,���#�!�'�� �#) �� ��$�'$� �� #"���,� in-
painting $" $!� '���"�� ��$�� � $��� -��/��. "!��� ��� �� �#����+���� ���"�.
#"��''��"�" "#���%�:"� ��� ��� ���.%�&� '��� ���.'��'� �'����#!��

�#� �� ',�$� A�(G� #�������+$" ���� "�� � $���-� Vectorial DTVF
�-����"! �� "#���'��-�'"� �� ��$$��" ��$�� ����%��)��� '" ��� ��%�
�#���%"'$�� � ��� $���-� Gen. CDD ����/���"� �� '��-�'"� �� ��$� �����
#���%� �� $"�.%� ��$$.�� #�� %"!#"�� � �"%�!)'� ���� �/"!%"��� '��� ���
�� �"���"�$��� ��$#�%����� #�� "�'.��$"� 
�� '���"���$���� � �&�-� ��
$"��-�� Vectorial DTVF 1#�� ,��'�$�#���+$" �#) "!#�$" '�� "!'�-� ��� ��
$���-� $�2 #����'�.5"� �:�%� �"���"�$��� ��$#�%����� '�� '�$"!� #�� ��
��$� '������+� ��� #"���,� inpainting� #�.�$� �� �#�!� �.�"� �� -�.,�'�
'�� $���-� $� �� '��",!5"���� �) ���� "#��"�)��+� �� ��$$��" ��$��



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� Inpainting ��,%��� �!�

(a)

(b) (c)

�,�$� A�(�	 
��.-"��$� Inpainting ��� �#�$.����'� �"�$���� �#� ��,�)$�
"������ (a) ��,��� "������ $" �"!$"��� (b) Vectorial DTVF 1 < "#���%�0
:"�� ε = 0.012� (c) @��	������� CDD 1��� $���-� #�� #���"!���$"2 1(���
"#���%�:"�� p = 2, σ = 1, ε = 0.5, εκ = 0.12�
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(a)

(b) (c)

�,�$� A�(G	 
��.-"��$� Inpainting ��,�)$� "������ $" #"���,� inpainting
$"�.%�� #.,��� (a) ��,��� "������ $" ��� #"���,� #�� %"!#"� 1.'#��2� (b)
Vectorial DTVF 1���< "#���%�:"�� ε = 0.012� (c) @��	������� CDD 1���
$���-� #�� #���"!���$"2 1$" ��,��� "����� ��� (b)� <��� "#���%�:"�� p =
1, σ = 1, ε = 0.5, εκ = 0.12�



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� 0�-�#���5� ��,%��� �/�

/�% ;���
���� ��� �� ��,���� ;����,�)
��� �������

<�)�� 3��$,���� �

��� #��.-"��$� ����� '����!���$" ��� �#�-�'� -��/��)� $"��-)� '��
#���%�$� �� 
��"$��%�� 6�� ��� '��#� ����� ,��'�$�#���+$" ��� ��,�)0
$� "����� ��� ',�$��� A�(<a1� � �#�!� �#��"%"! ��� ��$$.�� �� -�$�/�%�+
"����� "�� #������ 1LLmadrillMM2� #�� ,��'�$�#��"!��� '�,�. '��� ���%�����0
/!� ��� �� #���-"!�$���� � "����� ���� �,"� $!� ���"�. �����#������� ,)����
"���!�"�� 1255 × 225 pixels2�

��� ',�$� A�(<a2� /�!�"��� � "����� #�� ,��'�$�#������" '�� "!'�-� ���
�� -�./��" $"��-�� #��"$��%�� � �#�!� #���%�" �#� "%.��)'� �� ,)����
"���!�"�� �� "����� A�(<a1 ���. ��� #��.����� (1/5) × (1/5)� � "%.��)'�
���� ����" $" ���#� '+$/)�� $" ��� '������ ���'��":�$����� 1�%� �#�"0
������ G�(�(2� "/��$�5���� -�%�-� #���� ����#"���� "&�$.%��'� $" ����
#����� '�',���'� s 1��� ��� �#�/��� ��� aliasing2 ��� '�� '���,"�� �#�0
-"��$���%�:!�� 6�� ���� ��� #����� '�',���'�� �.��$" ��� �#%� "#�%��� ���
-�������+ �* #�%$�+� ����'� 5 × 5 pixels 1#�� �'�-���$"! $" ��� �#�%���'$�
�� ��$� '" �.�" pixel �� "����� A�(<a2 '�� ��� $�'� ��� �)� ��$�� '��
���!'���,� 5 × 5 $#%�� �#� pixels �� "����� A�(<a12�

3��'�� "/��$�'�$" ��� -�./���� �%���!�$�� �)� $"��-)� #��"$��%�
'��� "����� A�(<a2� $" '��#� ��� �+&�'� �� ,)���� �� "���!�"�� ���.
��� #��.����� 5 × 5� ����%������ '" $!� "����� !-�� ,)���� "���!�"�� $"
��� "����� A�(<a1 1,)�! ������ �� �%�����$�� ����! �� LL��)�!5���MM ��� "���0
�� A�(<a1� �#� ��� �#�!� #���%�" � A�(<a22� �" ��� ���#� ����� �!�"��� "/����
� '+����'� �)� �#��"%"'$.�)� $" ��� "����� A�(<a1 1�-����� �#���%"'$� ��
#��"$��%�2 ��� � "&��)�� �.#��)� $���)� �#�-�'� 1'�$�����������! %�0
���� ����%�2�

9� �#��"%�'$��� ���. �)� -��/��)� $"��-)� #��"$��%� /�!������ '��
',�$��� A�(< ��� A�( �

(��	,-��+����


��� ��� '+����'� �)� $"��-)�� #��#"� �� -�"�����!'��$" �� "&�� �'��
�/��. �� -�./��" $"��-�� #�� "/��$�'�$"	

• �� �#���%"'$� ��� ',�$��� A�(<f �,"� #���+:"� $" $!� �#%� ��� .$"0
'� �"�!�"�'� '�� -����'$����� "����" �� $"��-�� 
��"$��%� ��0
'�'$��� '��� �%��� �"����%� 1TV2 �)� Malgouyres ��� Guichard
;�A� G � GA> 1#���"!��$" ��� �"�!�"�'� ���� '��� �#"������ G�� 0 �%�
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(a1) (a2)

(b) (c)

(d) (e)
1'���,"�� '��� "#�$"�� '"%!-�2



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� 0�-�#���5� ��,%��� �/�

(f) (g)

(h) (i)

�,�$� A�(<	 1� #��.-"��$� '+����'� -�./��)� $"��-)� #��"$��%��
(a1) ��$$.�� �� ��,�)$� "����� LLmadrillMM 1$��"�� 255 × 225 pixels2�
(a2) �%.��)'� �� "���!�"�� �� (a1) ���. ��� #��.����� (1/5)× (1/5) 1$�0
�"�� 51 × 45 pixels2�
(b-i) �#��"%�'$��� $"��-)� #��"$��%� �� "����� (b) ��� �+&�'� �� "�0
��!�"�� ���. 5 × 5 1�"%��� $��"�� 255 × 225 pixels2	
(b) �#%� "#��.%�:� �)� pixels (Duplication)� (c) Bilinear 1��,��� #���%":�
��� ��� 1g22� (d) B-spline� (e) Zero-padding� $" #����� '������ ���'��":�	
5 × 5 �* #�%$� 1��,��� #���%":� ��� �� 1f2�1i22� (f) 3�$"'� �"�!�"�'� '��
-����'$����� "����" �� 2
�������� �
�	������ ��� TV/ ��Malgouyres�
Guichard B5=/ :>/ :=C 1<�� "#���%�:"�� τ = 0.1, ε = 0.5� $" #����� '������
���'��":�	 5 × 5 �* #�%$�2� (g) 2
������� �� �� -�	���% "(��)����
�� �� Tschump.-Deriche ����� �������
	 �
 B>5/ >>C� 1��� "#���%�:"��
βmax = 5, ρ = 1.52� (h) 2
������� �
�	����� �� LICs/ �� Tschump. 1( "#�0
�.%�:�2� (i) D�
 ������� ��� ���������� 1A�� "#���%�:"�� βmax = 5, ρ = 2�
$" #����� '������ ���'��":� 5 × 5 �* #�%$�2�
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(a)

(b) (c)

(d) (e)
1'���,"�� '��� "#�$"�� '"%!-�2



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� 0�-�#���5� ��,%��� �/�

(f) (g)

(h) (i)

�,�$� A�( 	 ���!'���," %"#��$��"�" �)� �#��"%"'$.�)� ��� ',�$��� A�(<
1$"����� 102 × 90 pixels2�
(a) ������ LLmadrillMM� (b) Duplication� (c) Bilinear� (d) B-spline� (e)
Zero-padding� (f) Total Variation �Malg.�Guich.�� (g) -�	���% "(��)�%
Tschump.-Der. (h) LIC �Tschump.�� (i) D�
 ����	������ ��������



�/ 0��-�#��� ,�� 7	),-+����

',�'� 1G�=2 2� 3�#) "!��� /�'���� � �"�!�"�'� ���� -�����"! �� �-��0
���" ��� �� '�$#"��/��. �� $"��-�� �)� Malgouyres ��� Guichard�
J.�� '�� �"�!�"�'� ����� $. -!�"��� � -��������� �� '+����'� ��
$"��-�� ���� $" .%%" $"��-��� ���$� ��� '" #���-"!�$��� $" ��0
,�)$" "����" 1�#) "!��� �� ���,�� ��� �� "#�$"�� #��.-"��$�2� ���
#����� '���%�&� �� $"��-��� "#�%�&�$" ��� -������� �* #�%$�� ����0
'� 5 × 5 pixels� � �%�#�!�'� �� $"��-�� ���� #"����./"��� �#� ���
�"���� �%�����$� ��� #!����  �(G 1�.����� �� "#�%��� #�� ���/���$"
#������$��)2�

• �#!'�� "&.��$" ��� "����� A�(<g� "/��$�5���� ��� $���-� #��"$��%�
�)� Tschumperlé-Deriche� �#) ������ #"����./"��� ��� ,��'�$�#��"!0
��� '�� ; ��   > 1�%� ��� �#"������ G�(�G� �#�� #����'�.'�$" �� ��'��.
'���,"!� �� $"��-�� ����2� 3���� �')� ���/���$" '��� G�(�G� '�0
$"�����$" ��� � $���-� ���� ,��'�$�#��"! '�� ��,��� #���%":� ���
#��"$��%� bilinear� ��� �#�!� "&"%!''"� $�') �� �*� 1��(F2 1�%� "��0
���� ��=2� #�� #���"���� �� Tschumperlé-Deriche ��� �� Inpainting 1$"
��� "&�$.%��'� -�%�-� �� �!�"��� $��� ���. ��� -�"+���'� �)� ��$��
θ∗
−2� �%�#���'�$" ��� $���-� ����� "/��$�5���� ��� �"���� �%�����$�

#�� #���"!���$" '��� #!����  �(G� �/�+ � $���-� ���� "!��� �'�-+��0
$� $" ��� "#�%��� '��� �%�����$� ���� �� -������� '��.���'� dirac
'�� #����� '���%�&�� �� ��,+���� #�� #���+#�"� �#� ��� �*� 1��(F2
��� $" $��� ���#�#�!�'� ��� � ��,���#�!�'� #��#"� �� �!�"� $" #��"$��%�
bilinear ���! ��� zero-padding�

• ���$�� � "����� A�(<h #�����:" $" "/��$��� �� #�%+ #��'/���� ���
$"��-�� ��� Tschumperlé� #�� ��'!5"��� '" &�����(�	� "�	�
����	
�
����������� �Line Integral Convolutions - LICs�� 6�� %"#��$��"�"
#.�) '�� $���-� ����� #���#�$#��$" '�� ; G�  <>�

�&.��$" �� �#���%"'$� �� "����� A�(<h "/��$�5���� ��� �%�#�!�'�
�� $"��-�� ���� #�� "!��� -�$�'�� -����'�$� �#� ��� Tschumperlé
'��� �'��'"%!-�	
http://www.greyc.ensicaen.fr/˜dtschump/greycstoration/

�� '���"���$���� ���&�$" 1$" �� ���.%%�%" #���$�����2 ��� �%��0
���$� LLgreycstorationMM �� ��-�'� (���F ��� #������ LLCImg LibraryMM�

• � "����� A�(<i #�����:" $" "/��$��� �� ��� $"��-�� #�� #���"!0
���$" '��� "������ G�� 1�%� �"���� �*� 1G�F22� ��� ��,+���� #��
#���.%%"��� '��� �#�,��� U0,s� "#�%�&�$" ��� ��,+���� �� �*� ��
-�	�����	��� "(��)������ �� Tschumperlé-Deriche ��� ��� ?"%�!)0
'� "����)� 1�%� "������ (�(�� $" ��� "&�$.%��'� -�%�-� �� �!�"��� ���



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� 0�-�#���5� ��,%��� �/!

'�� -+� �.�"�" ���"��+�'"� θ∗
− ��� θ∗

+� '" ���!�"'� $" �� $���-� #��
#���"!���� �� Tschumperlé� Deriche '�� ; ��   > ��� "!-�$" #�� #.�)2�

3�#) "!#�$" '��� "������ G��� � $���-� #�� #���"!���$" "!��� �"����
��� $#��"!� ��� ��� "&��)�� �� �"%��� �*� �� ,��'�$�#���'"� �#���0
-�#��" �*� -�.,�'�� � %��� #�� �.��$" ��� '���"���$��� "#�%���
�� $"��-�� �� ���'����#��� �&�$.%��'� �)� Tschumperlé-Deriche
"!��� ���� �#) "!-�$" ��� '�� #���-"!�$��� ( ��� � �� "������ A�(� �
$���-� ���� #����'�.5"� '�� #���%�$� �� ?"%�!)'� �� #�� �����#���0
���. 1��� ��� �����#��� ���!%�:� ���%.,�'���2 �#��"%�'$��� '" ',�'�
$" �%" �� �#�%��#" $"��-�� #�� �%�#���'�$"� 7��) �)� ����'���0
,��� ��� #���%�$��� �� ?"%�!)'� $" �� #���%�$� �� 
��"$��%��
�#) �� �"%"���!� ����$"�)#!5"��� $" �� $���-� $� 1�%� '�5���'� '���
"������ G��2� '�$#"��!���$" ��� � #���#.�) �*� �#��"%"! ��� #�� ��0
�.%%�%� "#�%��� ��� �� $���-� $�� ��$"�����$" ��%� ���� �#) ���
'�� $���-� #��"$��%� ��'�'$��� '��� TV� "#�%�&�$" '�� #����� '�0
��%�&�� ��� -������� �* #�%$�� ����'� 5 × 5 pixels�

7;�����#%� ��� ��������#���� ,�� �	),-+����

�#� �� ',�$��� A�(< ��� A�( � #���+#���� �� "&� #�������'"� ��� ��
�#��"%�'$��� �)� -��/��)� $"��-)�	

• � bilinear #��"$��%� 1',�$��� A�(<c� A�( c2 -!�"� ��� '�$�����. ��%)0
$��� �#���%"'$�� �� �#�!� #����'�.5"� "#�#%��� '" ���'$��� '�$"!� 1�%�
"����� A�( c2 �� /����$"�� �)� '��%�#����� 1staircase effect2� � $���0
-� b-spline 1',�$��� A�(<d� A�( d2 ����/���"� �� �#�/+�"� �� /����$"0
�� �)� '��%�#������ �%%. �� �#���%"'$. �� "!��� �#"��%��. ��%)$����
?%�#��$" %��#�� ���� '" #"��#��'"� '�� ���� �#�� � ��,��� "����� "!���
#�%+ ,�$�%� "���!�"��� �� $���-�� #�� ��'!5����� '" ���$$���+ �"0
%"'�� -!���� �#��"%�'$���� �� �#�!� -"� "!��� ����%�� �����#������.�
*��/�!�"��� %��#�� � ��.��� ,��'� $� ���$$���� $"��-)� #��"$��%��

• 9� �#���%"'$� �� $"��-�� zero-padding 1',�$��� A�(<e� A�( e2 #�0
���'�.5"� �#"���%��� ��%����'"� 1Gibbs effects� %��) ��� �#���$��
$�-"��'$�+ '�� /�'$����� #"��",�$"�� 0 �%� �#�"������ G�(�(2 �%%.
����/���"� �� �������'�"�.'"� $" �����#������� ���#� �� �")$"�����
-�$� �� "����� 1�� �#���%"'$� "!��� #�%+ %����"�� ��%)$��� '" ',�0
'� $" ��� "����� A�(<c �%%. ��� ��� A�(<d2� ?������ %��) �)� Gibbs
effects� �� �#���%"'$� ��� zero-padding -"� $#��"! '" ��$$!� #"�!#�)'�
�� �!�"� �#�-"��� '�� �"%���� �%%. �#��"%"! $!� #�%+ ��%� ��,���#�!�'�
��� �� $"��-�� #�� ��'!5����� '��� ������� ���'��":�$����� 1�%�
"����" A�(<f ��� A�(<i2�



�// 0��-�#��� ,�� 7	),-+����

• � $���-� Total Variation �)� Malgoyres0Guichard 1',�$��� A�(<f� A�( f2
����/���"� '�� #"��''��"�� '�$"!� �� "&�/��!'"� �� Gibbs effects ���
zero-padding� �#� ��� .%%� �$)� '" #"���,� $" �����" $"����%� 1�%�
#�,� ��� ���� ��� $����+ '��� "����� A�( (f)2� "$/��!5����� ��"#��+$���
$#%�� $" ',"-�� '���"�� ��$� 1bloc effect2� #�� �.���� �� �#���%"'$�
�� $��.5"� $" ��� �#%� "#��.%�:� �)� pixels (duplication) �� ��,���
"����� 1�%� "����� A�( (b)2� 9� �"%"���!� �/"!%"��� '�� ���� ���. ���
,������ "&�%�&� �� ���!'���,� �*�� � #����%� �� ��,+���� '���
,��� U0,s 1�%� "������ G��2 -�$�����"! �.#��" $���� $"����%� '��
��$� ��.$"'� '" �"������. 5 × 5 $#%�� $"�����'�� � $���-� TV
�")�"! "'/�%$��� �� $"����%� ���� '�� ��$� ��� ��'� �� "��',+"�
���! �� �� "&�$�%+�"��

• � $���-� ���'����#��� �&�$.%��'� �)� Tschump.-Der. 1',�$�0
�� A�(<g� A�( g2 -!�"� ��� �#���%"'$� #�� /�!�"��� ������ �",����� '��
�#�!� �� �")$"����� -�$� �� "����� �,��� �%%%��)�"! ��� �,��� -�0
$�������"! ��" #�� -"� �#��,��� ���� �/"!%"��� '�� ��� � �*� #��
,��'�$�#��"!��� '���"%"! -�.,�'� �#��%"�'���. '��� -�"+���'� �)� ��0
$�� θ∗

−� �#!'�� #�������+$" ��� '" LL-+'��%�MM '�$"!�� $" %"#�� �")0
$"����� -�$� 1�%� #�,� �� #"�!���$$� ��� �� ���� ��� $����+ '���
"����� A�( g2� � $���-� ���� �������'�"�.5"� �� ��$� -"!,����� $!�
��"#��+$��� #���!$�'� '��� ���5����� ��� �.�"�� -�"+���'�� 9� �"%"�0
��!� �/"!%"��� '�� ��� � $���-� ���� �/��"� �$"�.�%��" �� ��$� '��
pixels #�� ����'���,�+� '�� ��,��� ������"�� #%��$�� $" '���#"�� ��
"#��,"��� �'����#!� '�� ,������ ��� �� �*� $���� ���� � "&�$.%��'�
�"!�"� �� �/�'"� ���#�/" �� ��$� �����

• � �����+���� $���-� LIC ��� Tschumperlé 1',�$��� A�(<h� A�( h2�
-"� "$/��!5"� #%��� �� #���%�$��� �� #�����+$"�� $"��-��� -!�����
��� �#���%"'$� ���"�. #�� /�'���� 3�$)� �� �#���%"'$� ���� "!���
'�$�����. ��%)$���� $" #�%+ $���� �"%�!)'� '" ',�'� $" ��� bilinear
#��"$��%�� 
�������+$" ��� � $���-� ,�"�.5"��� $��� ( "#��.%�:� ���
�� ����%�&"� '�� �"%��� �#���%"'$��

• 9�%�� � ��� $���-� #�� #���"!���$" 1',�$��� A�(<i� A�( i2 -!�"� �� #��
�����#������� �#���%"'$� 1��� ��� �����#��� ���!%�:� ���%.,�'���2� '"
',�'� $" �%" �� �#�%��#" $"��-�� #�� "/��$�'�$"� ?%�#��$" ���
� $���-� ���� ����/���"� �� "&�/��!'"� �"%"!) �� Gibbs effects ��
#��"$��%� zero-padding ��� #��.%%�%� �� �������'�"�.'"� "#���,�
�� -����'$����� ��$�� -!����� �� %����"�� ��%)$��� �#���%"'$��


�� ���%����.� '����!����� �� "����" A�(<i� A�( i $" �� A�(<f� A�( f
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#�������+$" ��� '�� $���-� $�� '" ���!�"'� $" �� $���-� Total Varia-
tion� -"� -����!������ �� pixels �� ��,��� "����� ,�$�%� "���!�"��
1&"#"������� -�%� �� bloc effect2� �#!'�� �� ��$� �������'�"�.5�����
$" #�� /�'��� ��� �#��"%"'$����� ���#� 1� -��/��. /�!�"��� ������ '��
��$� �:�%� ��$#�%����� 0 '�������" #�,� �� $.�� '�� "����" A�( i
��� A�( f2� 9� #���#.�) �/"!%����� '�� ��� 1#���%� #�� ��� �� -+� $"0
��-�� ��,!5��� �#� ��� "����� zero-padding ��� ,��'�$�#���+� #����%�
'��� ,��� U0,s2� � �*� #�� ,��'�$�#��"! � '���"���$��� "/��$��� ��
$"��-�� $� 1�%� ',�'� 1(�A=2 "������ (�(�2 "!��� #�� �#��"%"'$�����
�#� ��� TV PDE 1�%� '�5���'� '�� ��%� �� "������ G��2� �!�
�#� �� �+��" -��/��� ��� "!��� ��� � �*� #�� ,��'�$�#���+$" ,��0
'�$�#��"! ����'�� -�.,�'� ���! ��� �#%�+ '���"%"'�� ���� "#!'� ���
'���"%"! "&�$.%��'� '��� -�$��� ����'�� Jρ(∇u) 1�%� ',�'� 1(�AF2 2�
$" '���#"�� � -�.,�'� �� ���%���"! �� #���$����� �")$"����� -�0
$� �� "����� $" '��"����� ���#�� ,)�! �� "#��".5"��� �#� :"+���"
$���� ��$� '�� ���� �)� $#%�� $"�����'��

�����!����� ���� �� "����" A�(<i� A�( i $" �� A�(<g� A�( g� �%�#��$"
��� �� �#���%"'$� �� $"��-�� #�� #���"!���$" -!�"� ��� �#���%"'$��
#�� /�!�"��� '�$�����. #�� /�'��� ��� $" �� �")$"����� -�$� �� �,���
�������'�"��'�"! $" $"��%+�"�� "#���,!�� '" ',�'� $" ��� $���-� ���0
'����#��� �&�$.%��'� �)� Tschump.-Der.� ���� �/"!%"��� '�� ����
#���%� #�� ��� �� -+� $���-�� ��'!5����� '��� !-�� �"���� �*� 1(�A=2�
��� ,��'�$�#���+� $" '�$�����. -��/��"���� ���#� 1�%� �'� -�"�����!0
'�$" ��� �� $"��-�� ���� #�� #.�)� '��� �#�"������ A�G�(2�

9�%�� �#� ��� '+����'� �)� "����)� A�(<i� A�( i $" �� A�(<h� A�( h�
�%�#��$" ��� �� �#���%"'$� �� $"��-�� $� "!��� #�� �����#������� ���
�#� ���� �� #�%+ #��'/��� $"��-�� LIC ��� Tschumperlé� $�� ���
"!��� ���"�. %����"�� ��%� ��� $" ��%+�"�� �������'�"�� �)� -����'$�0
����� ��$��� �#� ��� .%%�� �$)� -��#�'�����$" ��� � $���-� LIC
#����'�.5"� #�%+ $�����"�� �#�%���'���� #�%�#%������� '" ',�'� $"
�� $���-� $� 1�%%. ��� $" �� �#�%��#" $� ���$$��� $"��-��2� $��
��� ,�"�.5"��� $�%� ( "#��.%�:� 1'" '+����'� $" G�� � ��� �)� .%%)�
$"��-)�2 ��� ���"�. %����"�� ,�����

�?���%)"�" ��� ��������#���� �"� 0�-�#���5� #� �"� �-��" ���
7"#���$�-	��,>� �%)�� 8SNR9

�#�#��'�"��� ��� �� �#��"%�'$��� ��� ',�$��� A�(<� �#�%��!'�$" ���
SNRs ��� Average Local SNRs 1�%� ',�'"� 1A�(2 ��� 1A��2 ���!'���,�2� �")0
����� '�� ��,��� ������ "����� u0 ��� "����� A�(<a1� �#� ��� �#�!�� �#)
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"!#�$" #���%�" � ��,���� ,�$�%� "���!�"�� "����� A�(<a2� �� $"���'"� ����
#����'�.5����� '��� #!���� A���

Aver.Loc.SNR�
����-� 
��"$��%� �,�$� SNR (dB) $" 25×25 $#%�� (dB)

Duplication A�(<b �@�(( <�� 
Bilinear A�(<c �@� F <�F�
B-spline A�(<d �F�=< G�F 

Zero-padding A�(<e �@� A <� A
Total Variation 1Malg.0Guich.2 A�(<f (���<  ��A

���'���� �&�$.%� Tschump.-Der. A�(<g �@�G@ <�A<
LIC 1Tschump.2 A�(<h �F�@F <��@

B�� #���"���$"�� $���-� A�(<i (���<  � =


!���� A��	 ��$�����������! %���� 1SNR2 ��� �� �#��"%�'$��� ��� ',�$�0
�� A�(<

�#� ��� #!���� ����� /�!�"��� ��� � ��%+�"�� SNR �%%. ��� Average
Local SNR "#����,.�"��� $" ��� ��� $���-� #�� #���"!��$"� �.�� #�� '�$��0
-!5"� $" ���. #�� '�$#"�.��$" #���������� ��� '����!����� �� ���!'���,"
"����"� ?������ #��#"� �� '�$"��'��$" ��� �� $"���'"� ���� -"� "!��� #.���
����#��')#"����� ��� LL$"����� �� �$�������ςMM $" ��� ��,��� "������ �#)
:�,�%����. ��� ����%�$�.�"��� � �����#��� #��������� 1�%� ��� '�5���'�
��� �� $"���'"� ���� '��� �#�"������ A�(�(2�

<�)�( 3��$,���� (

��� #��.-"��$� ����� ,��'�$�#���+$" ��� ��,�)$� "����� ��� ',�$�0
�� A�(Aa0 1#�� #����,"��� �#� �� �.'� "����)� ��� 
��"#�'��$!�� ��� Ber-
keley2� ���#� $� "!��� � �#�$��)'� ��� $"�����'� 1���. ��� #��.�����
5 × 52 ��� $����+ ��$$����+ #�� /�!�"��� '�� ',�$� A�(Aa0� �/��$�'�$" ��
-�./��" $"��-�� #��"$��%� ��� ����%�&�$" '�� �#��"%�'$��� #�� /�!���0
��� '�� ',�$��� A�(A� A�(=� ?����� '�� #��.-"��$� ����� '" ���!�"'� $" ��
#�����+$"��� -"� �,��$" "&��,� '�� -�.�"'� $� �.#��� "����� �:�%��"��
"���!�"���

3�'�� �/��. ��� ���#� "/��$��� �)� -��/��)� $"��-)� #�� "/��$�'�$"�
�',+��� &��. �'� -�"�����!'�$" '�� #�����+$"�� #��.-"��$��


���������� �� ',�$��� A�(A� A�(=� -��#�'�����$" ��� �� '�$#"�.'$���
#�� $#���+� �� "&�,��+� ��� �� $"��-�� "!��� "��"%� ���!'���,� $" ���.
#�� #����'�.'�$" ���%����. '�� #��.-"��$� (�

3��'�� � $���-� #�� #���"!���$" 1�%� "����" A�(Ah� A�(=h2 #����'�.5"�
��� '��� #"�!#�)'� ���� �� ��%+�"�� �#��"%�'$��� '" ',�'� $" �� .%%"



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� 0�-�#���5� ��,%��� ���

(a0)

(a) (b)

(c) (d)
1'���,"�� '��� "#�$"�� '"%!-�2
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(e) (f)

(g) (h)

�,�$� A�(A	 2� "�-�(!�,+� ��,)-��&� (��#�-3� +!/'(3� "�-!+9�$.�� (a0) :�,4

6-3+& !�)'�� $!�"�-(�$&�� '"�0 (!16��0+! �� �+.+� "-�� +!,2/0��& ;!��'� ��0

��"-�0 "$���1�0� +! +2,!/�� 57 × 63 pixels<� (a-h) �"��!$2�+��� +!/'(3� "�-!+4

9�$.� ,�� +!,2/0��& ��0 �+.+���� �&� (a0) +! "�-�,���� 5 × 5 ;�!$�)' +2,!/��

285 × 315 pixels<=
(a) Duplication� (b) Bilinear� (c) B-spline� (d) Zero-padding� +! "0-.�� 5 × 5 �>

"�$+' ;�-6�). "-'9$!7& ,�� ��� ;e<�;h<<� (e) >���0�+���). ,!�1)!0�& �&� ��������

	
� ��������� ���� TV� ��� Malg.�Guich. ;� � !"���$.7!��� τ = 0.2, ε = 1� +! "04
-.�� 5 × 5 �> "�$+'<� (f) �������	
 �� ��� ������� �����	���� ��� Tschump.-
Deriche ����� ���������� ��� �� � ��!" ;?�� !"���$.7!��� βmax = 5, ρ = 2<� (g)
�������	
 �������� �� LICs� ��� Tschump. ;@ !"���$&7&<� (h) #�� ��$�%�� ���

����������� ;?�� !"���$.7!��� βmax = 5, ρ = 2� +! "0-.�� 5 × 5 �> "�$+'<�



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� 0�-�#���5� ��,%��� ���

(a) (b)

(c) (d)
1'���,"�� '��� "#�$"�� '"%!-�2
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(e) (f)

(g) (h)

�,�$� A�(=	 ���!'���," %"#��$��"�" �)� �#��"%"'$.�)� ��� ',�$��� A�(A
1$"����� 152 × 168 pixels2�
(a) Duplication� (b) Bilinear� (c) B-spline� (d) Zero-padding� (e) Total
Variation �Malg.�Guich.�� (f) -�	���% "(��)�% Tschump.-Der. (g) LIC
�Tschump.�� (h) D�
 ����	������ ��������



 �� 0��-�#��� )�� �� �-%��"#� 0�-�#���5� ��,%��� ���

$"��-�� #�� "/��$�'�$"� �" '+����'� $" ��� $���-� Total Variation� �
$���-� $� #%"��"��"! -���� �,"� ����/��"� $" $"��%+�"�� "#���,!� �� �#�0
$���+�"� �� Gibbs effects� -"� "$/��!5"� �� bloc effect ��� �,"� ����%�&"� '"
��$� #�� /�!������ #�� �$�%�� �#!'�� �� �#���%"'$� �� $"��-�� $� "!0
��� #�%+ #�� /�'��� �#� ���� �� $"��-�� ���'����#��� �&�$.%��'� �)�
Tschump.-Der.� � �#�!� �,"� �%%���'"� �#"���%��. �� -�$� �� "������ 9�0
%�� �� ��$� "!��� '�$�����. #�� "��)#�'$��" ,)���. 1%����"�� ��%)$�2 '��
�#���%"'$� �� $"��-�� $�� '" ',�'� $" �� $���-� LIC ��� Tschumperlé
1� �#�!� �$) #����'�.5"� #�%+ $�����"�� �#�%���'���� #�%�#%�������2�

3�$)� �#� �� ',�$� A�(Ah #�������+$" ��� ��� $"�������$� �� $"��-��
#�� #���"!���$"� ?%�#��$" ��� '" ���'$��� '�$"!� �� #"���,� #�� ����'���0
,"! '��� ��.,� #!') �#� �� �"/.%� �� %"�#.�-�%� 1#"���,� $" �/�2� � $���0
-� $� �,"� -�$������'"� $���-�.'���" -�$�� �� �#�!" /�!������ �",�����
?������ �� #���%�$� ���� "$/��!5"��� "#!'� '�� $���-� LIC 1Tschump.2 ���
#�%+ #�� ������ '�� $���-� ���'����#��� �&�$.%��'� 1Tschump.-Der.2�
9� #���#.�) �/"!%����� '�� ��� ��� �� ��"! ���� $���-�� ,��'�$�#���+� $!0
� "&�$.%��'� ��� -�$���+ ����'��� � �#�!�� #��. �� �"���. ��� �-��"! '"
�/+'��� �%%�!)'� �� �/�� 9�%�� '�$"�����$" ��� �+�" � $���-� Total
Variation 1�%� "����� A�(Ae2 ����/���"� �� ,"���'�"! $" �����#������� ���#�
��� �/�� 9� #���#.�) �#��"%"! ��� �"���� #���%�$� �%)� �)� $"��-)� �*�
-�.,�'� #�� "&"�.'�$" '��� "���'!� ���� 1�%� ��� ',"���� '�5���'� ��� ���
�/� '��� �#�"������ A�(�(2�
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1�� 0��,��� ��� 	���������� ��������

� '�$��%� �� #���+'� -�#%)$����� "���'!� ���"���� ���!) '�� ���0
%���� '�$"!�	

• ���%����� #����'!�'� ��� '+����'� #�%%�� �#� �� �#.�,��'" $"��0
-�� �*� -�.,�'� ��� ��!� '�$�����. #���%�$��� �� 3���'� �#�0
%���'���� ��� ?"%�!)'� ��� �#�$.����'� ��� 4��+��� 1Enhancement
and Denoising2� �� Inpainting ��� ��� 
��"$��%� 1Interpolation2�

• 
����'� -+� ��)� #�'����)� ��� ��� ,"���'$� �)� �")$"������ -�0
$�� �)� -����'$������ "����)�� �)� ��$#�%�� �%.,�'�� �"����%�
��� �� 6"���"�$��� ��$#�%������ �#!'�� ,��'�$�#�!�'� �� 6"��0
�"�$��� ��$#�%����� ��� ��� #����'� $!� ��� $"��-�� Inpainting
-����'$������ "����)�� �� 6"���"�$��� CDD�

• 
����'� $�� ��� �"���� $� ���$$��� $"��-�� 
��"$��%� -����0
'$������ "����)�� #�� ��'!5"��� '" �*� -�.,�'�� � $���-� ����
����/���"� '" ���"�� #"��#��'"� �� ����%�&"� '" '�$�����. �"%��)0
$��� �#��"%�'$���� '" ',�'� $" ���"�� �#� �� �#.�,��'" ���$$���
�%%. ��� $� ���$$��� $"��-���

• �#�-"�&� �.#��)� ��)� �")��$.�)�� #�� �/���+� ��� ���!�"�� ��� ���
'+��%�'� �� #��'����'� �)� �*� -�.,�'� 1#�� $#���+� �� ���/�+�
$" ���"�����$" 7�#%�'����2 $" "#���%�#���� ��#��� '���%�&��

• �#�-"�&� "�� ���� �")��$���� �� �#�!� �#�'�/��!5"� �� ',�'� ��.$"0
'� '��� '��",� ��� '��� "&��,� -������� �"���'� �)� φ0'������'������
�� �#�!� #"����./��� $" �"���� ���#� #�%%� �#� �� $"��-�� $"����0
%�� 1variational methods2 �� ���
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• 
����'� $!� ��� $"��-�� �&��%���'� ��� '+����'� �)� -��/��)�
�*� -�.,�'� $�') �� "�'��)�� �� ������ ��� �%���+ 8!%����
�� �*�� �#!'�� #����'� "�� �#�-�����+ �%���!�$�� ��� ��� "#!�"�&�
��� #���#.�) '��#�+�

• ��.#��&� ��� -�"&�-��� #����'!�'�� $" �'� �� -������ #�� "��#�������
���#�� �� ����$����� �%�#�!�'� #�%%�� �#� �� �*� -�.,�'� #��
"/��$�5����� '��� 3���'� �#�%���'����

1� 7����+������ ��� ���������� ������

�#� �� ��$��� $" �� �#�!� �',�%�����$" '��� #���+'� -�#%)$����� "�0
��'!� ��� ���!) �#� �� '�$"!� #�)����#!� ��� $#���+� �� #���+:��� ���0
'$��" ���"��+�'"� ��� $"%%������ ��"���� �� #�� �+��" �#� ���� "!��� ��
���%���"	

• 3���� �� @��	��������  
������
� #	
 �� 
�������
	�� #����
����� �	� �	
����
	��� �	����� �
	 )���� ������� ���(��#
��
� �
��
���� �	�����%

� 6"���"�$��� ��$#�%����� #�� #���"!��$" ����/���"� �� $"��/��"�
'�� -����'$����� "����" �� ,��'�$" �-����" �� �#%� ��$#�%���0
�� �)� �'�N:�� ���$$�� 1#�� ��!5"��� $��� ��� �� ���$)�� "���0
�"2� ���� "���'!� ����� �� ,��'�$�#���'�$" $��� ��� �� �"�!�"�'�
�� �#.�,��'� $"��-�� Inpainting CDD� 4� $#���+'" �$) �� ,��'�0
$"+'"� '��� �#��"%"'$����� �"�!�"�'� ��� .%%)� $"��-)� "#"&"���'!�
���$)��� "����)� #�� ,��'�$�#���+� ��� ��$#�%������

6�� #��.-"��$�� � $���-� Euler’s Elastica Inpainting 1�%� "������ �� 2
#�� #���.���" #��'/��� �"%����"� '�$�����. ���"�� �#� �� #�����+0
$"�" $"��-�� Inpainting 1'�$#"��%�$����$��� ��� �� CDD2� �!�
�"�!�"�'� �� '�� -����'$����� "����" u $" ,��'� �� 6"���"�$���
��$#�%����� $#��"! �� #���+:"� "%�,�'��#������ �� '������'����
1�#��"%"! �"�!�"�'� ��� '������'����+ 1��(G2 2	

J [u] =

∫∫
�

φ(κ̂) ‖∇u‖ dx 1=�(2

�#�� κ̂ "!��� � 6"���"�$��� ��$#�%����� �� "����� u '�� "�.'���"
'�$"!��

�" '��#� ��� "%�,�'��#�!�'� ��� '������'����+ ����+� �#� �� Euler-
Lagrange �&�'�'"� ��� $" ��� ��,+�"�� ����-��� �� $#���+'�$" ��
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����%�&��$" '" $!� �*� 1#�� �� �#��"%"! �"�!�"�'� �� ���!'���,�
1��( 2 2�


�'�"+��$" ��� � $���-� #�� �� #���+:"� �#� ��� �*� ���� �� "!0
��� �-��!�"�� ,��'�$�� $�� ��� �� "!��� �� !-�� �#��"%"'$����� $" ���
���!'���,� �� ��� �� ���$)�� "����"�

• 2��
	��� ����� �� .���)�� ��� 
'����� �� 
�����	
 �
	 ��
��#��	�� �� �����##	��� �� @��	��� -�	�����	��� $	)�����  
�
����������� ,
��
�	
��� �� ��
�
���	�� ��	�� �����	(�%

��� �"���$� <� � ��� ��� �#�-"�&� �� '+��%�'�� �#���'�$" ��� �
����'�� T "!��� ���'����#��� �%%. '���"��� ���"� �� -�"�"����"! ��
�� �"���$� ���� '��",!5"� �� �',+"� ���� � ����'�� ���� $"���.%%"���
��� "&���.��� �#� ��� !-�� ��� "����� u� �.� �.�� ������ �#�-"�,�"!�
���" � ,��'� "#���%�#���� ��#��� '���%�&� ��� ��� #��'����'� ��
6"���� ���'����#��� *�.,�'� ���"�����$"�)� 7�#%�'����� �� �,"�
�"$"%�)�"! #%��) �")�����.�

�#!'�� �#� �� /�.�$� ��� '/.%$��� #�� "&.��$" '�� �"���$� <�<�
#���+#�"� ��� #��.����� A[k(x)]� ,��������'���� ��� #����� '�0
��%�&� k(x) #�� ,��'�$�#��"!��� '��� #��'����'� ����� � "%.��)'�
����+ ��� HH$�����II A[k(x)]� "%�����"� �� /�.�$� '/.%$��� #�� ���0
��$"� ���"� �� -�"�"����"! "�� ���) � "#�%��� "�� #����� $" ��������
��� "%.��)'� ��� A[k(x)] $#��"! #������. �� �-���'"� '" $!� ��%+�"��
#��'����'��

• &���� 
�)���
 ��� ������ �
	 ��� �(
���� �	
��	� ������� ��
φ����
���	
��� #	
 �� �������� )���� �	� 
(	��	��� �	
��	���	��
����%

���� "������ <��� -�"�"���'�$" �� ',�'� ��.$"'� '��� '��",� ��� '���
"&��,� -������� �"���'� �)� φ0'������'������ $��� ��� ��� #"�!#�)'�
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*�-�������� *������� � Université de Nice-Sophia Antipolis� (@@F�

;GG> P. Kornprobst, R. Deriche ��� G. Aubert� Image restoration via PDE’s�
��� First Annual Symposium on Enabling Technol. for Law Enforc. and
Security - SPIE Conference 2942 : Invest. Image Processing� Boston,
Massachusetts, USA� B��$���� (@@A�



*1*C14:��D31� ���

;G<> P. Kornprobst, R. Deriche ��� G. Aubert� Nonlinear operators in image
restoration� ��� Proceedings of the Int. Conf. on Comp. Vision and Pat-
tern Recogn.� '"%!-" G� RGG(� Puerto Rico� K�+��� (@@=� IEEE Comp.
Society� IEEE�

;G > F Malgouyres� Increase in the Resolution of Digital Images: Variatio-
nal Theory and Applications� *�-�������� *������� � Ecole Normale
Superieure de Cachan� Cachan, France� �����

;GA> F. Malgouyres ��� F. Guichard� Edge direction preserving image zoo-
ming: a mathematical and numerical analysis� SIAM Journal Numer.
Anal.� G@1(2	(RG=� �����

;G=> S. Masnou ��� J. M. Morel� Level lines based disocclusion� 5th IEEE
Int. Conf. on Image Processing, Chicago� G	� @R�AG� (@@F�

;GF> D. Mumford� Elastica and computer vision� ��� Algebraic Geometry
and its Applications, "#�$"%���	 C. L. Bajaj� '"%!-" <@(R �A� Springer-
Verlang� New York� (@@<�

;G@> J. P. Oackley ��� M. J. Cunningham� A function space model for digital
image sampling and its application in image reconstruction� Computer
Vision, Graphics, and Image Processing� <@	(=(R(@=� (@@��

;<�> P. Perona ��� J. Malik� Scale space and edge detection using anisotropic
diffusion� IEEE Trans. on Pattern Analysis and Machine Intelligence�
(�1=2	A�@RAG@� K�+%�� (@@��

;<(> L. Rudin, S. Osher ��� E. Fatemi� Nonlinear total variation based noise
removal algorithms� Physica D� A�	� @R�AF� (@@��

;<�> G. Sapiro ��� D.L. Ringach� Anisotropic diffusion of multivalued images
with applications to color filtering� IEEE Trans. on Image Processing�
 1((2	( F�R( F � (@@A�

;<G> C. E. Shannon� Communication in the presence of noise� Proceedings of
the IRE� G=	(�R�(� (@<@�

;<<> N. Sochen, R. Kimmel ��� A. M. Bruckstein� Diffusions and confusions
in signal and image processing� Journal of Mathematical Imaging and
Vision� (<1G2	(@ R��@� ���(�

;< > N. Sochen, R. Kimmel ��� R. Malladi� From high energy physics to low
level vision� 9",���� ���/��. �#� ��!�$� G@�<G� UC Berkeley� (@@A�



��� *1*C14:��D31�

;<A> N. Sochen, R. Kimmel ��� R. Malladi� A geometrical framework for low
level vision� IEEE Transaction on Image Processing, Special Issue on
PDE based Image Processing� =1G2	G(�RGGF� (@@F�

;<=> 
. �������� -�)���� "	����� �
	 !��
�� 8����#	���� ����
��
������ ��� �

;<F> �. �#���#��%� ��� K. J��'������� "	�
#�#� ��� -�	���	�� -�)�
����� ��-�'"� ��$"��� (@@@�

;<@> B. ��-���.��, �. �����.'�� ��� �. 8"%%�+��� -�)���� EE/ &��
���
��	� 2����� ��
������ ������  � ��-�'�� �����

; �> S. Thurnhofer ��� S. K. Mitra� Edge-enhanced image zooming� Optical
Engrg.� G 	(FA�R(F=�� (@@A�

; (> C. Tomasi ��� R. Manduchi� Bilateral filtering for gray and color images�
��� Proceedings of the IEEE International Conference on Computer
Vision� '"%!-" FG@RF<A� K����.��� (@@F�
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Antipolis� B��$���� (@@A�

; @> J. Weickert� Multiscale texture enhancement� ��� Computer Analysis
of Images and Patterns, "#�$"%���	 V. Hlavác ��� R. Sára� ��$� @=��
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