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Περίληψη

Σκοπός της παρούσας διπλωματικής εργασίας ήταν η εύρεση του συνολικού H/M πεδίου περίθλασης στο εγγύς πεδίο από διπολική πηγή. Η μελέτη πραγματοποιήθηκε με κύριο στόχο την αναλυτική εύρεση λύσης καθώς και τη γραφική αναπαράσταση του Η/Μ πεδίου που οφείλεται σε συγκεκριμένη πηγή, σε περιοχές κοντά σε αιχμή, η οποία αποτελούσε το άκρο ενός ημιάπειρου επιπέδου.


Αρχικά διατυπώνεται το πρόβλημα της περίθλασης με τη βοήθεια συνοριακών συνθηκών, καθώς και η ηλεκτρομαγνητική αρχή του Babinet. Αναλύεται το διδιάστατο πρόβλημα της περίθλασης από επίπεδο, και εκφράζονται τα πεδία με τη βοήθεια ολοκληρωμάτων, έχοντας τη μορφή γωνιώδους φάσματος επίπεδων κυμάτων. Η λύση που προκύπτει, τόσο για Ε–πόλωση, όσο και για Η–πόλωση, εκφράζεται με δυαδικές ολοκληρωτικές εξισώσεις. Η ανάλυση επικεντρώνεται στη διδιάστατη περίθλαση επίπεδων κυμάτων από ημιεπίπεδο, κοντά στην αιχμή περίθλασης, στο άκρο δηλαδή του ημιεπιπέδου, και οι δυαδικές ολοκληρωτικές εξισώσεις που δίνουν τη λύση χρησιμοποιούνται στην περίπτωση Ε–πόλωσης.

Επόμενο βήμα αποτελεί η έκφραση της λύσης με μιγαδικά ολοκληρώματα Fresnel. Για το σκοπό αυτό χρησιμοποιούνται ασυμπτωτικές προσεγγίσεις ολκληρωμάτων, με βάση τη μέθοδο του Steepest Descent, που έχει να κάνει με την επιλογή του κατάλληλου μονοπατιού ολοκλήρωσης.


Τα αποτελέσματα που προκύπτουν προσαρμόζονται τόσο στην περιοχή της αιχμής περίθλασης που είναι ο χώρος ενδιαφέροντος, όσο και μακριά από αυτή.


Στη συνέχεια οι λύσεις που έχουν εξαχθεί για το διδιάστατο πρόβλημα, επεκτείνονται και προσαρμόζονται στις τρεις διαστάσεις, και η μελέτη συνεχίζεται με τα προσπίπτοντα επίπεδα κύματα των πεδίων να οφείλονται σε συγκεκριμένες πηγές. Οι πηγές είναι είτε γραμμική πηγή είτε δίπολο, και βρίσκονται σε συγκεκριμένες θέσεις στο χώρο.

Τελευταίο βήμα αποτελεί η μεταφορά σε κατάλληλη μορφή των πεδίων περίθλασης λόγω του διπόλου στο πρόγραμμα Matlab, και η γραφική τους απεικόνιση.
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 Abstract

The scope of this thesis was the finding of the total H/M diffraction field in the near field, due to a dipole. The main target of this study was the analytical finding of the solution and the graphical representation of the H/M field due to located sources, in regions near an edge, which was the end point of an infinite half plane.

In the beginning, the diffraction problem is stated using boundary conditions, just as Babinet’s electromagnetic principle. The two-dimensional diffraction problem by a plane screen is resolved, and the fields are expressed using integrals which have the form of an angular spectrum of plane waves. The derived solution for E–polarization or H–polarization is expressed in terms of dual integral equations. The analysis is focused in the two-dimensional diffraction of plane waves by a half plane, near the diffraction edge, which is the end point of the half plane, and the dual integral equations which give the solution are used for E–polarization.

The next step is to express the solution using complex Fresnel integrals. For this purpose, asymptotic expansions of integrals are occupied, using the Steepest Descent method, which is also helpful with finding the appropriate path of integration.

The results we obtain are adapted not only in the region near the diffraction edge, which is the space of interest, but also at points which are further.


The solutions which have been obtained for the two-dimensional problem are then expanded to adapt in the three dimensions, and the study is continued with the incident plane waves being generated by specified sources. The sources can be a line current or a dipole which are located in certain points in space.

The last step is the use of the Matlab program in order to obtain the graphical representation of the diffraction fields due to the dipole.
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Κεφάλαιο 1

Εισαγωγή

Χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις του Maxwell μαζί με τις γνωστές μας συνοριακές συνθήκες, το πρόβλημα της σκέδασης ηλεκτρομαγνητικής ακτινοβολίας από ένα εμπόδιο μετατρέπεται σε ένα καλά ορισμένο μαθηματικό πρόβλημα συνοριακών τιμών. Η παρακάτω ανάλυση δίνει λεπτομερώς μια αυστηρή λύση στο πρόβλημα της περίθλασης μονοχρωματικών κυμάτων από ένα τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο. 
Σε αρχικές θεωρείες το εμπόδιο περίθλασης θεωρούνταν τέλεια “μαύρο”, δηλαδή όση ακτινοβολία έπεφτε σε αυτό απορροφούνταν πλήρως και δεν υπήρχε καθόλου ανάκλαση. Μια τέτοια υπόθεση δε μπορεί να γίνει δεκτή, αφού είναι ασύμβατη με την ηλεκτρομαγνητική θεωρία.
Στο παρελθόν έχουν εξεταστεί θεωρητικά περιπτώσεις στις οποίες το σώμα περίθλασης έχει πεπερασμένη διηλεκτρική σταθερά και πεπερασμένη αγωγιμότητα. Γενικά όμως, η υπόθεση πεπερασμένης αγωγιμότητας οδηγεί σε πολύπλοκα μαθηματικά, επομένως είναι συχνά επιθυμητό να δεχθούμε πως το σώμα περίθλασης είναι τέλεια αγώγιμο, άρα προκαλεί και τέλεια ανάκλαση. Αυτή η εξιδανίκευση είναι συμβατή με την ηλεκτρομαγνητική θεωρία σε χαμηλές συχνότητες, αφού τα περισσότερα μέταλλα έχουν υψηλή αγωγιμότητα, αν και μπορεί να μην είναι απόλυτα επαρκής η παραπάνω προσέγγιση στις οπτικές συχνότητες (THz). Στην ανάλυση που ακολουθεί, όπου και καταλήγουμε σε ακριβείς μαθηματικές διατυπώσεις, χρησιμοποιούμε την παραπάνω υπόθεση άπειρης αγωγιμότητας για το εμπόδιο περίθλασης.

Η πρώτη αυστηρή λύση ενός προβλήματος περίθλασης δόθηκε από τον Sommerfeld, ο οποίος ασχολήθηκε με το διδιάστατο πρόβλημα της πρόσπτωσης ενός επίπεδου κύματος σε ένα απειροστά λεπτό, τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο. Η σημαντικότητα της προσέγγισης του Sommerfeld οφείλεται στο γεγονός ότι η λύση εκφράζεται σε μορφή ολοκληρωμάτων Fresnel.
Παραλλαγές του προβλήματος του ημιεπιπέδου, όπως προβλήματα με σφήνα ή με γραμμικές και σημειακές πηγές έχουν λυθεί στο παρελθόν. Οι εξελίξεις στον τομέα των ραδιοεπικοινωνιών έχουν ωθήσει στην επίλυση νέων προβλημάτων και στη δημιουργία νέων μεθόδων. Αξίζει να ασχοληθούμε για λίγο με τους τρόπους προσέγγισης των προβλημάτων αυτών.

Αν υπάρχει ένα ορθογώνιο σύστημα συντεταγμένων, έστω 
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 τέτοιο ώστε η επιφάνεια του σώματος περίθλασης να ταυτίζεται με ένα από τα επίπεδα   
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 , τότε η κλασσική τεχνική χωρισμού των μεταβλητών θα είναι κατάλληλη για την επίλυση μερικών διαφορικών εξισώσεων. Στην περίπτωση αυτή, η λύση του προβλήματος συνοριακών τιμών εμφανίζεται ως μια άπειρη σειρά, και η χρησιμότητά της εξαρτάται από την ευκολία υπολογισμού των σχετιζόμενων συναρτήσεων, καθώς και από την ταχύτητα με την οποία η σειρά συγκλίνει. Η μέθοδος αυτή εφαρμόζεται για παράδειγμα σε προβλήματα όπου έχουμε σφαίρες ή κυκλικούς δίσκους, καθώς και σε ανοίγματα επιφανειών. Θα πρέπει να σημειωθεί πως τα παραπάνω εφαρμόζονται μόνο σε βαθμωτά προβλήματα, όπως για παράδειγμα στη θεωρία των ηχητικών κυμάτων μικρού πλάτους. Τα διδιάστατα προβλήματα της ηλεκτρομαγνητικής θεωρίας είναι ουσιαστικά βαθμωτά, οπότε μπορούμε να τα λύσουμε με χωρισμό μεταβλητών. Στην περίπτωση που το πεδίο έχει διανυσματική φύση, τότε εισάγεται μεγαλύτερη πολυπλοκότητα.
Μια δεύτερη προσέγγιση βασίζεται στη διατύπωση ολοκληρωτικών εξισώσεων. Διάφορα προβλήματα, με το πιο απλό να είναι αυτό του ημιεπιπέδου που αναφέρθηκε προηγουμένως, μπορούν να παράγουν ολοκληρωτικές εξισώσεις που λύνονται με τη μέθοδο Wiener and Hopf, και οδηγούν σε λύσεις κλειστής μορφής.
Όσα αναφέρονται στη συνέχεια ακολουθούν την οδό των ολοκληρωτικών εξισώσεων. Θα φτάσουμε στο πρόβλημα του ημιεπιπέδου του Sommerfeld αφού πρώτα ασχοληθούμε με κάποια γενικότητα με το πρόβλημα της σκέδασης Η/Μ κυμάτων από τέλεια αγώγιμες δομές, ενώ θα ασχοληθούμε και με την αναπαράσταση του πεδίου ως ένα ολοκλήρωμα που οφείλεται σε ένα φάσμα επίπεδων κυμάτων. Θα καταλήξουμε έτσι στη διατύπωση κάποιων προβλημάτων περίθλασης με “δυαδικές” ολοκληρωτικές εξισώσεις, όπως θα δούμε στη συνέχεια. Εκτός από το αυτούσιο πρόβλημα του ημιεπιπέδου, θα ασχοληθούμε με κάποια λεπτομέρεια και με άλλα συνδεδεμένα με αυτό προβλήματα.
Κεφάλαιο 2 
Συνορακές τιμές και επιφανειακά ρεύματα

Είναι γνωστό πως το Η/Μ πεδίο διεισδύει αλλά λίγο μέσα σε έναν αγωγό. Η εξιδανίκευση της άπειρης αγωγιμότητας, όπου δεν υπάρχει καθόλου διείσδυση, οδηγεί στην ύπαρξη μόνο επιφανειακών ρευμάτων στον αγωγό.

Γνωρίζουμε απ’τις οριακές συνθήκες των εξισώσεων του Maxwell, πως η εφαπτομενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου 
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 , το οποίο διαπερνά ένα απειροστά λεπτό φύλλο με ηλεκτρικό ρεύμα, είναι συνεχής, ενώ η εφαπτομενική συνιστώσα του μαγνητικού πεδίου 
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 είναι ασυνεχής. Πιο συγκεκριμένα, η ασυνέχεια του μαγνητικού πεδίου βρίσκεται στην εφαπτομενική συνιστώσα του, η οποία είναι κάθετη στην επιφανειακή πυκνότητα ρεύματος 
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, και είναι της τάξης του  
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 . Αντίστοιχα, η κάθετη συνιστώσα του 
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 είναι συνεχής κατά μήκος του αγώγιμου φύλλου, ενώ η κάθετη συνιστώσα του 
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 είναι ασυνεχής και σχετίζεται με την επιφανειακή πυκνότητα φορτίου, με το μέγεθος της ασυνέχειας να είναι ίσο με   
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  , όπου  
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  η επιφανειακή πυκνότητα φορτίου. Μας ενδιαφέρουν κυρίως οι εφαπτομενικές συνιστώσες του Η/Μ πεδίου. Συμπεραίνουμε λοιπόν πως το πεδίο στον ελεύθερο χώρο, στην περιοχή έξω απ’το τέλεια αγώγιμο σώμα είναι τέτοιο ώστε στην επιφάνεια του αγωγού να ισχύει: (a)  Η εφαπτομενική συνιστώσα του  
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(b) Η εφαπτομενική συνιστώσα του 
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 είναι κάθετη στην επιφανειακή πυκνότητα ηλεκτρικού ρεύματος  
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, όπως παρουσιάστηκε παραπάνω, και είναι της τάξης του  
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(c)  Η κάθετη συνιστώσα του   
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(d)  Η εξερχόμενη συνιστώσα του  
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  είναι ίση με  
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  επί την επιφανειακή πυκνότητα φορτίου.
Το φαινόμενο της πρόσπτωσης ακτινοβολίας πάνω σε ένα τέλεια αγώγιμο σώμα μπορεί να ερμηνευθεί εύκολα χρησιμοποιώντας τα επαγόμενα επιφανειακά ρεύματα. Αν  
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  είναι το διάνυσμα του προσπίπτοντος πεδίου και 
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  είναι αυτό του σκεδαζόμενου πεδίου λόγω των επαγόμενων ρευμάτων, τότε το συνολικό διάνυσμα του πεδίου θα είναι φυσικά το άθροισμα του προσπίπτοντος και του σκαδαζόμενου, δηλαδή  
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  . Το πρόβλημα της περίθλασης λοιπόν μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:
 Έχοντας το προσπίπτον πεδίο, αναζητούμε το σκεδαζόμενο, το οποίο προέρχεται από το επαγόμενο ρεύμα στην επιφάνεια του αγωγού, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι η εφαπτομενική συνιστώσα του σκαδαζόμενου θα είναι   
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 , στην επιφάνεια του αγωγού.
 Είναι σημαντικό να πούμε ότι η συνοριακή συνθήκη  (a)  που διατυπώθηκε παραπάνω είναι θεμελιώδης, και ικανή από μόνη της να προσδιορίσει μοναδικά το πρόβλημα περίθλασης στη μορφή που ορίστηκε. Όσον αφορά τις άλλες συνθήκες, η  (b)  χρησιμοποιείται στο να σχετίζει το πεδίο με τα επαγόμενα ρεύματα, ενώ οι  (c)  και  (d)  δεν έχουν κανένα ιδιαίτερο ενδιαφέρον.

Θα πρέπει να σημειωθεί πως το συμπέρασμα ότι  
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  για εσωτερικά σημεία του αγωγού, σημαίνει την ύπαρξη μιας μοναδικής πυκνότητας ρεύματος, σε κάθε κλειστή επιφάνεια  
[image: image23.wmf]S

 , η οποία πυκνότητα αναπαράγει σε όλα τα σημεία στο εσωτερικό της  
[image: image24.wmf]S

 το πεδίο που οφείλεται σε πηγές στο εξωτερικό της  
[image: image25.wmf]S

 . Έτσι λοιπόν, αν σκεφτούμε την περίπτωση όπου το σύνορο τέλειου αγωγού, στο οποίο πέφτει η ακτινοβολία, είναι ένα πλήρες άπειρο επίπεδο, συμπεραίνουμε πως υπάρχει μια μοναδική πυκνότητα ρεύματος σε κάθε επίπεδο, η οποία αναπαράγει στη μια μεριά του επιπέδου το πεδίο που οφείλεται σε πηγές που βρίσκονται στην άλλη μεριά του επιπέδου.
Στα προβλήματα περίθλασης, εκτός από την υπόθεση άπειρης αγωγιμότητας του αγωγού, είναι επιθυμητό να θεωρούμε πως το σώμα περίθλασης είναι απειροστά λεπτό, τείνοντας στο μηδέν στο όριο, παραμένει όμως αδιαφανές. Με τον τρόπο αυτό καταφέρνουμε να απλοποιήσουμε κάπως το μαθηματικό μέρος της ανάλυσης. Το αδιαφανές του σώματος βεβαίως διατηρείται, με την ιδέα ότι έχουμε έναν τέλειο αγωγό του οποίου το πάχος τείνει στο μηδέν στο όριο. Από όσα έχουν ειπωθεί, ένα τέτοιο σώμα μπορεί να θεωρηθεί πως μεταπίπτει σε ένα φύλλο που διαρρέεται από ηλεκτρικό ρεύμα, με τη διαφορά ότι το φύλλο δεν είναι πλέον μια κλειστή επιφάνεια. Μια σχετικά απλή υπόθεση που έχει ιδιαίτερο ενδιαφέρον, είναι αυτή όπου το φύλλο είναι επίπεδο. Στην περίπτωση αυτή, κάποιες σημαντικές σχέσεις που ικανοποιούνται από το σκεδαζόμενο πεδίο  
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 , το οποίο ακτινοβολεί, μπορούν να εξαχθούν, και δίνονται παρακάτω.
Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα καρτεσιανό σύστημα συντεταγμένων, με το φύλλο να καταλαμβάνει το επίπεδο  
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–επίπεδο) . Ισχύουν τότε οι επόμενες σχέσεις για το σκεδαζόμενο πεδίο:
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     (1)               
Οι παραπάνω σχέσεις ικανοποιούν τις οριακές συνθήκες στην επιφάνεια του φύλλου για το σκεδαζόμενο πεδίο. Η πυκνότητα του ρεύματος που ρέει πάνω στο φύλλο που βρίσκεται στο 
[image: image31.wmf]xz

–επίπεδο θα έχει φυσικά μόνο τις συνιστώσες 
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 και 
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 , που συνδέονται με το σκεδαζόμενο μαγνητικό πεδίο με τις σχέσεις
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Στη σχέση  (2) , η επιλογή του πάνω ή του κάτω προσήμου γίνεται αν το y πηγαίνει προς το μηδέν μέσω θετικών ή αρνητικών τιμών αντίστοιχα. Στη συνέχεια, η εφαρμογή των απλών αυτών σχέσεων στο ενδιαφέρον πρόβλημα της περίθλασης από ένα επίπεδο παραπέτασμα, οδηγεί σε μια χρήσιμη διατύπωση, η οποία πιο συγκεκριμένα δείχνει την ισχύ ενός ακριβούς ηλεκτρομαγνητικού αναλόγου της αρχής του  Babinet.  

Κεφάλαιο 3

Περίθλαση από επίπεδο:

Ηλεκτρομαγνητική μορφή της αρχής του Babinet
Ας υποθέσουμε πως ένα Η/Μ πεδίο   
[image: image35.wmf](

)

(

)

i

i

H

E

r

r

  

,

 

   προσπίπτει σε ένα σύνολο απειροστά λεπτών, τέλεια αγώγιμων φύλλων που βρίσκονται στο επίπεδο  y = 0. Έστω ότι με  Μ  δηλώνουμε τις περιοχές του επιπέδου που καταλαμβάνονται από μέταλλο, και με  Α  τα υπολοιπόμενα ανοίγματα, έτσι ώστε οι περιοχές  Μ και  Α  μαζί να συνιστούν το συνολικό επίπεδο. Είτε το  M, είτε το  Α, ή και τα δυο μπορεί να είναι άπειρης έκτασης.

Όπως έχει εξηγηθεί και νωρίτερα, ζητείται ένα σκεδαζόμενο πεδίο το οποίο ικανοποιεί κάποια συνοριακή συνθήκη στην περιοχή  Μ. Αν δούμε τις σχέσεις   (1)   του προηγούμενου κεφαλαίου, παρατηρούμε ότι είναι αναγκαίο να μελετήσουμε το σκεδαζόμενο πεδίο μόνο σε έναν από τους ημιχώρους  
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, με την προυπόθεση ότι αναγνωρίζεται ρητά η απαίτηση συνέχειας κατά μήκος του  Α. Έτσι το πρόβλημα τώρα μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:  Θέλουμε να βρούμε στο χώρο  
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)  ένα Η/Μ πεδίο   
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  , που θα μπορούσε να παραχθεί από ρεύματα στο επίπεδο  
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              στην περιοχή  Μ,
(II)    
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                                  στην περιοχή  Α.

Εδώ, η σχέση  (I)  είναι η θεμελιώδης συνοριακή συνθήκη για τέλειο αγωγό (η εφαπτομενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου στην επιφάνεια του αγωγού είναι μηδέν), και η  (II)  αποτελεί έναν εύκολο τρόπο να εκφράσουμε το γεγονός ότι δεν υπάρχουν επαγόμενα ρεύματα στην περιοχή  Α. Αν η  (II)  ικανοποιείται από το σκεδαζόμενο πεδίο στο χώρο  y ≥ 0, και οι σχέσεις   (1)   του προηγούμενου κεφαλαίου χρησιμοποιηθούν για να εξάγουμε το σκεδαζόμενο πεδίο στο χώρο  y ≤ 0, τότε επιτυγχάνεται η συνέχεια στην επιφάνεια  Α.
Τώρα, μια ακριβής μορφή της αρχής του Babinet για τα Η/Μ κύματα μπορεί να παραχθεί. Εξάγουμε μια σχέση μεταξύ των σχετικών πεδίων που υπάρχουν λόγω της μεταλλικής επιφάνειας και της συμπληρωματικής που προκύπτει αν αλλάξουμε το αγώγιμο φύλλο με τα ανοίγματα. Η διαφορά βρίσκεται στο γεγονός ότι το προσπίπτον πεδίο στη συμπληρωματική επιφάνεια δεν είναι το ίδιο με το προσπίπτον στην αρχική, αλλά μπορεί να παραχθεί χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό  
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Αρχικά, έστω ότι το πεδίο (με δείκτη 1) που προσδιορίζεται από τη σχέση  
[image: image45.wmf])
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 , είναι το προσπίπτον στο χώρο  
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  πάνω στη μεταλλική επιφάνεια. Από τις  (I)  και  (II), έχουμε:
(I’)       
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(II’)     
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Στη συνέχεια, έστω ότι το πεδίο (με δείκτη 2) που προσδιορίζεται από τη σχέση 
[image: image50.wmf])
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 , είναι το προσπίπτον στη συμπληρωματική επιφάνεια. Γράφοντας τις οριακές συνθήκες για το συνολικό τώρα πεδίο θα έχουμε:
(I’’)      
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Επειδή οι εξισώσεις του Maxwell στον ελεύθερο χώρο παραμένουν αμετάβλητες κατά το μετασχηματισμό  
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E

r

r

®

, 
[image: image55.wmf]E

H

r

r

-

®

, και λόγω του ότι υπάρχει μοναδική επιφανειακή πυκνότητα ρεύματος στο επίπεδο  
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  που θα παρήγαγε το προσπιπτον πεδίο σε όλα τα σημεία στο χώρο  
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, είναι φανερό από μια σύγκριση των σχέσεων  (I’), (II’),  με τις  (ΙΙ’’), (Ι’’)  αντίστοιχα, πως
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που ισχύει στον ημιχώρο πίσω από το επίπεδο. Για το συνολικό πεδίο  
[image: image59.wmf]1
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  η σχέση  (1)  δίνει:
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που είναι η ζητούμενη ηλεκτρομαγνητική μορφή της αρχής του  Babinet.

Κεφάλαιο 4

Διδιάστατη περίθλαση από αγώγιμο άπειρο επίπεδο

4.1 Βαθμωτά διδιάστατα ηλεκτρομαγνητικά πεδία
Ένα πρόβλημα που είναι τελείως ανεξάρτητο από μια καρτεσιανή συντεταγμένη, έστω τη   
[image: image61.wmf]z

, ονομάζεται διδιάστατο. Τέτοια προβλήματα στην ηλεκτρομαγνητική θεωρία 
είναι βαθμωτής φύσης και μπορούν να εκφραστούν με όρους μιας εξαρτημένης μεταβλητής, όπως θα δείξουμε παρακάτω.
Με χρονική εξάρτηση  
[image: image62.wmf](
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, οι εξισώσεις του Maxwell στο κενό γράφονται:
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Αναπτύσσοντας την ορίζουσα και έχοντας πάντα 
[image: image66.wmf]0
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, εξισώνουμε τις αντίστοιχες συνιστώσες και προκύπτουν δυο ομάδες εξισώσεων με μερικές παραγώγους:
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   (1η ομάδα)  (1)
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       (2η ομάδα)  (2)
Παρατηρούμε πως η πρώτη ομάδα περιέχει μόνο τις συνιστώσες  
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 . Για λόγους απλότητας, θεωρούμε πως κάθε λύση είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των δύο λύσεων που προκύπτουν, αν υποθέσουμε ότι όλα τα μέλη της πρώτης ή της δεύτερης ομάδας είναι μηδενικά. Έτσι χαρακτηρίζουμε δυο τύπους πεδίων, το   
[image: image75.wmf]E

 – πολωμένο   και το   
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 – πολωμένο.
Ε – πόλωση: Στην περίπτωση αυτή, όλα τα μέλη της δεύτερης ομάδας είναι μηδενικά, δηλαδή                                 
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 Οι δυο πρώτες εξισώσεις της 1ης ομάδας, παραγωγίζοντάς τες κατάλληλα, γράφονται:
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Αντικαθιστώντας τις δύο παραπάνω σχέσεις στην τρίτη της 1ης ομάδας θα έχουμε:
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Καταλήγουμε λοιπόν στην παραπάνω σχέση, η οποία εκφράζει το συνολικό πεδίο μέσω της 
[image: image82.wmf]z
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 συνιστώσας. Είναι φανερό πως το πεδίο ικανοποιεί τη διδιάστατη μορφή της κυματικής εξίσωσης.

Η – πόλωση: Τώρα, όλα τα μέλη της πρώτης ομάδας είναι μηδενικά, δηλαδή
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 Παραγωγίζοντας όπως και πρίν τις δυο πρώτες εξισώσεις της 2ης ομάδας θα έχουμε:
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Αντικαθιστώντας τις παραπάνω στην τρίτη της 2ης ομάδας και κάνοντας πράξεις όπως προηγουμένως προκύπτει
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Στην περίπτωση αυτή λοιπόν το συνολικό πεδίο εκφράζεται μέσω της 
[image: image87.wmf]z
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 συνιστώσας και επίσης ικανοποιεί τη διδιάστατη κυματική εξίσωση.
4.2 Γωνιώδες φάσμα επίπεδων κυμάτων

Δείξαμε στην προηγούμενη παράγραφο, πως για τα διδιάστατα προβλήματα στα οποία περιορίζουμε την ανάλυσή μας  (
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Έτσι λοιπόν η σχέση (4) τώρα γίνεται






[image: image109.wmf])

(

 

sin

 

 

sinh

 

)

(

 

cos

 

 

cosh

 

1

2

1

2

 

a

a

kr

a

a

ikr

e

e

-

-

-

q

q

                                    (5)
Από την  (5)  προκύπτει ότι όταν το 
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Σχήμα 1:
(a) Το ομογενές επίπεδο κύμα της σχέσης  (4) , όπου το   
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   είναι πραγματικό. Οι διακεκομμένες γραμμές δηλώνουν τόσο τα επίπεδα ίσου πλάτους, όσο και τα ισοφασικά επίπεδα.
(b) Το μη-ομογενές επίπεδο κύμα της σχέσης  (4)  , όπου το  
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  είναι μιγαδικό (σχέση  (5) ). Οι κανονικές γραμμές δηλώνουν επίπεδα ίσου πλάτους, ενώ οι διακεκομμένες ισοφασικά επίπεδα.

Τώρα μπορεί να δειχθεί πως κάθε λύση της σχέσης (3) μπορεί να τεθεί στην παρακάτω μορφή ενός γωνιακού φάσματος επίπεδων κυμάτων
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Το μείον προκύπτει γιατί βρισκόμαστε στον ημιχώρο  
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Σχήμα 2:
(a) Το μονοπάτι  C  στο μιγαδικό  
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με το πάνω πρόσημο να ισχύει για  
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Οι εξισώσεις  (10) ,  (11) , και  (12)  αναπαριστούν το πεδίο στη μορφή φάσματος επίπεδων κυμάτων, η οποία προσδιορίζεται απ’τη συνάρτηση  
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Τώρα θα έχουμε πυκνότητα ρεύματος με μοναδική τη  
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με το κάτω πρόσημο να αντιστοιχεί στην περιοχή  
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4.3 Διατύπωση διδιάστατου προβλήματος χρησιμοποιώντας δυαδικές ολοκληρωτικές εξισώσεις 
Το διδιάστατο πρόβλημα της περίθλασης από άπειρο επίπεδο μπορεί τώρα να διατυπωθεί με όρους δυαδικών ολοκληρωτικών εξισώσεων.

Ας υποθέσουμε ότι ένα ηλεκτρομαγνητικό πεδίο  
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   αναπαριστάται από ένα γωνιακό φάσμα επίπεδων κυμάτων της μορφής (10), (11), (12)  ή  (13), (14), (15), ανάλογα με την πόλωση, όπως παρουσιάστηκε στην προηγούμενη ενότητα, τότε οι συνθήκες  (I)  και  (II)  που αναφέρονται στην αρχή του Babinet, γράφονται:

Ε–πόλωση 
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Στην ανάλυση της προηγούμενης παραγράφου όμως δείξαμε ότι η  z–συνιστώσα του σκεδαζόμενου ηλεκτρικού πεδίου είναι:
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Κάνοντας την αλλαγή μεταβλητής  μ = cosα  θα έχουμε
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Όμως λόγω της γνωστής ταυτότητας που συνδέει ημίτονο και συνημίτονο μιας γωνίας είναι:
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Συνδυάζουμε τις παραπάνω εξισώσεις,λαμβάνοντας υπ’όψιν ότι  
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Επομένως η σχέση  (I)  θα γίνει:
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Με διαδικασία όμοια με προηγουμένως και μετά από πράξεις έχουμε:
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Η–πόλωση

Στην   
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Κάνοντας ακριβώς τα ίδια βήματα με την  
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η οποία συμφωνεί με τη σχέση  (8)  της προηγούμενης παραγράφου και με το γεγονός ότι  
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Κεφάλαιο 5

Διδιάστατη περίθλαση επιπέδου κύματος από ημιεπίπεδο

5.1 Λύση των δυαδικών ολοκληρωτικών εξισώσεων στην περίπτωση Ε–πόλωσης

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με την αυστηρή επίλυση του προβλήματος της περίθλασης επιπέδων κυμάτων από ένα ημιάπειρο επίπεδο, αποκτώντας μια απλή ρητή λύση των κατάλληλων δυαδικών ολοκληρωτικών εξισώσεων.


Ας θεωρήσουμε αρχικά πως το  
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προσπίπτει σε ένα τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο  
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     Σχήμα 4:  Το προσπίπτον επίπεδο κύμα σε τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο
Οι εξισώσεις του προηγούμενου κεφαλαίου (17)  και  (18) , αντικαθιστώντας την τιμή του προσπίπτοντος κύματος, γίνονται:
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          Σχήμα 5:  Το μονοπάτι ολοκλήρωσης στο μιγαδικό  
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μπορούμε να πούμε πως κάθε πλευρά της (5) είναι μια σταθερά. Το αριστερό μέρος της εξίσωσης παρατηρούμε πως δεν έχει ιδιομορφίες στο ημιεπίπεδο κάτω απ΄το μονοπάτι ολοκλήρωσης, άρα δεν έχει και αλγεβρική αύξηση προς το άπειρο, ενώ το δεξί μέλος έχει τα ίδια χαρακτηριστικά αλλά στο ημιεπίπεδο πάνω απ’το μονοπάτι ολοκλήρωσης. Η συνάρτηση με την οποία και οι δυο πλευρές είναι ίδιες και έτσι δεν έχουμε ιδιομορφίες ούτε αλγεβρική αύξηση προς το άπειρο σε όλο το μιγαδικό   
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Κάνοντας τώρα την αντικατάσταση  
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Υπάρχει συμμετρία μεταξύ των  
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Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε το συνολικό πεδίο στην περίπτωση 
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με το πάνω πρόσημο για  
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 . Με την παραπάνω ανάλυση ολοκληρώνεται η διαδικασία εύρεσης της λύσης για το συνολικό πεδίο λόγω περίθλασης σε ημιεπίπεδο, και αυτό που απομένει είναι η μετατροπή της σε μια πιο χρήσιμη μορφή. Αυτό γίνεται στην επόμενη ενότητα όπου η διαδικασία που ακολουθείται στηρίζεται στο κεφάλαιο των ασυμπτωτικών προσεγγίσεων ολοκληρωμάτων και πιο συγκεκριμένα στη μέθοδο Steepest Descent. Πραγματοποιείται έκφραση της λύσης με τη μορφή ολοκληρωμάτων Fresnel.
5.2 Έκφραση της λύσης με ολοκληρώματα Fresnel
Όταν το  
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μπορεί να δοκιμαστεί χρησιμοποιώντας τη μέθοδο του  Steepest Descent, η οποία αναπτύσεται στο κεφάλαιο 8. Το προκαταρκτικό βήμα της διαδικασίας αυτής είναι να διαστρέψουμε το μονοπάτι ολοκλήρωσης στο μιγαδικό 
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Σχήμα 6:  Το μονοπάτι  
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πηγαίνει από τις πραγματικές τιμές  –∞  εως  ∞ .Τότε το ολοκλήρωμα της σχέσης (9) μεταβάλλεται χρησιμοποιώντας τη μεταβλητή  
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Ισχύει ότι
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Επίσης ισχύει η τριγωνομετρική ισότητα
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Άρα το τερτάγωνο του  
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  μπορεί επίσης να γραφτεί και ως
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Ισχύει επίσης ότι:
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επομένως το ολοκλήρωμα της σχέσης  (9)  τελικά παίρνει τη μορφή
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από την οποία μπορούμε να αποκτήσουμε ασυμπτωτικές εκφράσεις για  
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Η εφαρμογή της διαδικασίας αυτής στο συγκεκριμένο ολοκλήρωμα της  (8)  της προηγούμενης ενότητας που δίνει το συνολικό πεδίο για  
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Ας θεωρήσουμε αρχικά την περίπτωση  
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  . Η σχέση (7)  της ενότητας 5.1 η οποία δίνει τη συνάρτηση φάσματος, μπορεί να γραφτεί σε μια πιο χρήσιμη μορφή, χρησιμοποιώντας τη συνάρτηση  
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οπότε είναι αρκετό να υπολογίσουμε το ολοκλήρωμα
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αντί του ολοκληρώματος  (9)  ,αφού η συνεισφορά από τον όρο  
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Κάνοντας τώρα την αλλαγή μεταβλητής
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Εισάγουμε και τη μεταβλητή          
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όπου αποδεικνύεται πως  
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Μετά την παραπάνω ανάλυση η σχέση  (14)  καταλήγει στην
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όπου υπενθυμίζεται ότι     
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και στη συνέχεια πολλαπλασιάζω και τα δυο μέλη της παραπάνω με   
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Κάνουμε πράξεις στην  (Α)  προκειμένου να καταλήξουμε σε μια μορφή που θα μπορεί να εκφραστεί με ολοκλήρωμα Fresnel, όπως είναι ο στόχος μας. Ασχολούμαστε με το κάθε μέλος ξεχωριστά όπως παρουσιάζεται παρακάτω:

Στο πρώτο μέλος αλλάζουμε τη σειρά ολοκλήρωσης για διευκόλυνση στις πράξεις και πραγματοποιούμε τους επόμενους υπολογισμούς:
1ο μέλος
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Το πρώτο μέλος λοιπόν κατέληξε στο παραπάνω ολοκλήρωμα. Συνεχίζουμε με το δεύτερο μέλος:
2ο μέλος
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Κάμουμε αλλαγή μεταβλητής θέτοντας  
  



[image: image380.wmf]    

       

       

       

2

2

2

2

Þ

=

Þ

=

x

h

m

x

h

m


[image: image381.wmf]h

m

x

=

    
οπότε για το διαφορικό θα έχουμε   
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 Συνεχίζουμε επομένως με τον υπολογισμό.
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Εξισώνοντας τώρα τα αποτελέσματα των υπολογισμών για τα δυο μέλη, περιλαμβάνοντας και τις τρεις μεταβλητές  
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Στη συνέχεια εισάγουμε τον ορισμό του μιγαδικού ολοκληρώματος Fresnel
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Συγκρίνοντας το δεξί μέλος της (16) με το ολοκλήρωμα Fresnel της (17), εστιάζοντας στα άκρα,      
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Συνεχίζουμε κάνοντας πράξεις στη σχέση (16), στις οποίες πράξεις συμμετέχουν τα δυο ακραία μέλη και έχουμε:

        
[image: image392.wmf]ò

ò

¥

¥

-

¥

±

-

=

-

kr

i

kr

ikr

d

e

d

i

e

e

h

m

t

h

m

h

p

t

h

t

 

2

2

   

          

  

      

 

2

     

     

  

 

2

2

2




[image: image393.wmf]ò

ò

¥

±

-

¥

¥

-

-

±

=

-

Þ

kr

i

ikr

kr

d

e

e

d

i

e

h

m

h

t

m

p

t

h

t

h

 

2

2

 

       

  

     

 

 

2

 

  

   

     

  

 

     

2

2

2




[image: image394.wmf]{

}

kr

F

e

d

i

e

ikr

kr

h

p

t

h

t

h

h

t

 

 

 

2

 

  

   

     

  

 

   

          

          

2

2

2

2

 

±

±

=

-

Þ

-

¥

¥

-

-

ò

                     (18)
Στη (18), το πάνω πρόσημο ισχύει για  
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  που αποτελεί μέρος του συνολικού πεδίου (8) , με ένα ολοκλήρωμα Fresnel. 


Συνδυάζουμε τώρα τα παραπάνω αποτελέσματα για να πάρουμε το σκεδαζόμενο πεδίο, δηλαδή το δεύτερο κομμάτι του δεξιού μέλους της εξίσωσης (8) της ενότητας  5.1, εκφρασμένο με ολοκληρώματα Fresnel, ενώ στη συνέχεια θα υπολογίσουμε το συνολικό πεδίο. Εργαζόμαστε στην περιοχή  
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, άρα επιλέγουμε μόνο το πάνω πρόσημο στις εξισώσεις μας. Το σκεδαζόμενο πεδίο λοιπόν είναι:
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Χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι  
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με το πάνω πρόσημο για    
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Για να πάρουμε το συνολικό πεδίο της εξίσωσης (8), θα πρέπει να λάβουμε υπόψιν και τον απλό πόλο στη θέση    
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Με άλλα λόγια, είναι το ανακλώμενο κύμα της  Γεωμετρικής Οπυικής, η ασυνέχεια του οποίου κατά μήκος του  
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 , ισοσταθμίζει ακριβώς αυτήν του περιθλώμενου πεδίου της (19). Επικαλούμενοι τη σχέση
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το συνολικό πεδίο της σχέσης (8) μπορεί να γραφτεί στη μορφή
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που είναι το διάσημο αποτέλεσμα του  Sommerfeld.

Όταν το  
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Το κατάλληλο μονοπάτι των  Steepest Descents είναι τώρα το  
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  , παράγει το αρνητικό του προσπίπτοντος κύματος. Το συνολικό πεδίο δίνεται πάλι απ’τη σχέση  (22). Τα παραπάνω ισχύουν βεβαίως για την περίπτωση της  
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Για να αποκτήσουμε τις αντίστοιχες εκφράσεις για τις συνιστώσες του μαγνητικού πεδίου  
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και στη συνέχεια να υπολογίσουμε και τις καρτεσιανές συνιστώσες μέσω των σχέσεων
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οι οποίες συνδέουν τις πολικές με τις καρτεσιανές συντεταγμένες.


Εισάγουμε τις παρακάτω μεταβλητές για να πετύχουμε μεγαλύτερη συμπύκνωση των αποτελεσμάτων:
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Σημειώνουμε επίσης ότι
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Έχουμε λοιπόν ότι
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Μετά από την εισαγωγή των παραπάνω εκφράσεων, το πεδίο της σχέσης (22) εύκολα παίρνει τη μορφή
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Ακολούθως, υπολογίζουμε και τις μαγνητικές συνιστώσες του πεδίου χρησιμοποιώντας τις εξισώσεις που προαναφέρθηκαν, και έχουμε:
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5.3 Η φύση της λύσης

Εξετάζουμε τώρα με κάποια λεπτομέρεια, τη φύση των αποτελεσμάτων που δόθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο. Είναι φανερό απ’τον τρόπο εξαγωγής τους, και μπορεί να επαληθευτεί άμεσα, ότι η   
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 ,  είναι από μόνη της μια λύση της διδιάστατης κυματικής εξίσωσης, όπως φαίνεται και απ’την  (26)  για οποιαδήποτε τιμή της γωνίας  
[image: image446.wmf]0

a

 . Το σημαντικό σημείο είναι ότι έχει περιοδικότητα 
[image: image447.wmf]p

4

, έτσι ώστε η  
[image: image448.wmf])

(

)

(

v

G

u

G

-

  να εξαφανίζεται στο  
[image: image449.wmf]p

q

q

2

  

,

0

=

=

 , στις δυο επιφάνειες του ημιάπειρου επιπέδου,  αλλά να μην εξαφανίζεται για  
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είναι επίσης λύσεις της διδιάστατης κυματικής εξίσωσης, ένα αποτέλεσμα που είναι γνωστό.


Μια άλλη πλευρά της  (26)  που θα πρέπει να εξεταστεί είναι η συμπεριφορά της καθώς  
[image: image454.wmf]¥

®

r

 . Αυτό θα είναι το κύριο ζήτημα που θα μας απασχολήσει στην παρούσα ενότητα.


Ένα πολύ ελκυστικό χαρακτηριστικό του προβλήματος του ημιεπιπέδου είναι ότι το πεδίο μπορεί να εκτιμηθεί σε οποιοδήποτε σημείο, χρησιμοποιώντας πίνακες ολοκληρωμάτων Fresnel. Επιπλέον, στις δυο περιπτώσεις που έχουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον, δηλαδή όταν  
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) , ικανοποιείται πάντα στα οπτικά πειράματα, όπου το σημείο παρατήρησης είναι δυνατό να βρίσκεται εκατομμύρια μήκη κύματος μακριά από το άκρο περίθλασης. Η δεύτερη περίπτωση  (
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)   συναντάται όταν μελετούμε το πεδίο στη γειτονιά του άκρου, και μπορεί να μελετηθεί  με εκατοστομετρικά ραδιομήκη κύματος. Αναλύουμε στη συνέχεια τις δυο περιπτώσεις, στο μακρινό και στο εγγύς πεδίο.
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Σχήμα 7:  Περίθλαση επιπέδου κύματος από τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο. 
Φαίνονται οι πέντε περιοχές σύμφωνα με τις οποίες μπορεί να περιγραφεί η συμπεριφορά του πεδίου

· 
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Στην περίπτωση αυτή, τα  
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  είναι μεγάλα συγκρινόμενα με τη μονάδα, εκτός από τιμές του  
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  αντίατοιχα, που όπως φαίνεται απ’την σχέση (24) της προηγούμενης ενότητας, μηδενίζονται. Για να είμαστα ακριβείς, εισάγουμε πέντε περιχές, όπως φαίνεται στο  Σχήμα 7 . Οι εξισώσεις των καμπυλών που περιορίζουν τις περιοχές   
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 . Αναλύουμε στη συνέχεια τις περιοχές αυτές. Σε σημεία της περιοχής   
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Οι περιοχές  
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 , είναι φανερά στενά συνδεδεμένες  με αυτές που θα προέκυπταν με την προσέγγιση της    Γεωμετρικής Οπτικής   , στην οποία το φως ταξιδεύει σε ευθείες γραμμές. Όπως φαίνεται στο  Σχήμα 8  υπάρχουν τρεις τομείς:
        [image: image498.jpg]Reflection
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Σχήμα 8:  Περίθλαση επιπέδου κύματος από τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο

Οι τρεις περιοχές της γεωμετρικής οπτικής

Τομέας Σκιάς: Ο τομέας αυτός εκτείνεται πίσω από το παραπέτασμα όπου δεν υπάρχει καθόλου πεδίο, δηλαδή για γωνίες  
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Τομέας Φωτισμού: Στην περιοχή αυτή υπάρχει μόνο το προσπίπτον πεδίο, και καταλαμβάνει τις γωνίες    
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Τομέας Ανάκλασης: Στον τομέα αυτό συνυπάρχουν και τα δυο κύματα, προσπίπτον και ανακλώμενο. Το ανακλώμενο ισοδυναμεί με αυτό που προκύπτει λόγω ανάκλασης σε άπειρο επίπεδο.

Μπορεί να θεωρηθεί πως οι περιοχές   
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   υπάρχουν για την ομαλή μετάβαση της λύσης για το πεδίο της γεωμετρικής οπτικής, απ’τον ένα τομέα στον παρακείμενο. Για να δούμε αυτό το συμπέρασμα με μεγαλύτερη λεπτομέρεια, θα πρέπει πριν συνεχίσουμε, να εξάγουμε μια ασυμπτωτική προσέγγιση του ολοκληρώματος Fresnel για μεγάλες τιμές του ορίσματος  
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Γυρνώντας πίσω στη σχέση  (17)  της ενότητας  5.2  η οποία δίνει μια μορφή του μιγαδικού ολοκληρώματος Fresnel, καθώς και στην  (25)  της ίδιας ενότητας , στην οποία ορίζουμε την   
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Ολοκληρώνουμε τώρα κατά μέρη, θεωρώντας ότι το  
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  παίρνει μεγάλες τιμές. Για ευκολία εργαζόμαστε μόνο με το ολοκλήρωμα και πολλαπλασιάζουμε μετά με  
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Γυρίζουμε τώρα στη σχέση που δίνει το  
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Συνεχίζοντας αυτή τη διαδικασία, θα προέκυπτε ένα πλήρες ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του  
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Επειδή το  
[image: image527.wmf]a
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Η τελευταία σχέση αποτελεί την προσέγγιση της  
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Θα πρέπει να τονίσουμε ότι το αποτέλεσμα αυτό θα μπορούσε να έχει αποκτηθεί από τη γενική μέθοδο της προηγούμενης ενότητας, αν δηλαδή αναπτύσσαμε τον όρο   
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Αν  
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Επειδή το  
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Το γεγονός ότι οι ασυμπτωτικές προσεγγίσεις (31) για  
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 είναι διαφορετικές, αποτελεί ιδιαίτερο παράδειγμα του φαινομέμου  Stokes.


Ας γράψουμε τώρα το συνολικό πεδίο ως
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  , να είναι το προσπίπτον και το ανακλώμενο αντίστοιχα, και  
[image: image553.wmf])

(

d

z

E
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(26):
 Πεδίο Περίθλασης
Τότε, για   
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Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις και λαμβάνοντας υπόψιν μόνο τα δεύτερα μέλη τους, διότι αυτά σχετίζονται με το πεδίο περίθλασης, έχουμε ότι
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Χρησιμοποιούμε παραπάνω τις ιδιότητες των τριγωνομετρικών αριθμών, για γινόμενο συνημιτόνων στον παρονομαστή και τις ταυτότητες στον αριθμητή και εύκολα καταλήγουμε στη σχέση
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   ,που φανερώνει μόνο το κομμάτι του πεδίου περίθλασης, άρα από τη σχέση  (26)   έχουμε
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Αντικαθιστώντας το  
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η οποία ισχύει σε σημεία που δεν είναι πολύ κοντά στις περιοχές   
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 . Φαίνεται από τις σχέσεις  (23)  ή  (27)  της προηγούμενης ενότητας, όπου υπολογίσαμε το μαγνητικό πεδίο, ότι οι συνιστώσες του μαγνητικού πεδίου περίθλασης  
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–πόλωση καταρρέει, και θα πρέπει να γίνουν αλλαγές στην ακριβή λύση. Έχουμε αποδείξει παραπάνω πως
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Και γνωρίζουμε ότι ισχύει
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Επομένως, απ’τις δυο τελευταίες συνεπάγεται ότι
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Μπορούμε τώρα να υπολογίσουμε το ηλεκτρικό πεδίο περίθλασης μέσω της σχέσης  (26)  της ενότητας  5.2  που επαναλαμβάνεται για ευκολία και είναι
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, στις περιπτώσεις που η γωνία είναι  
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Όπως φαίνεται από τις παραπάνω σχέσεις, θα πρέπει να υπολογίσουμε τις  
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Το πεδίο περίθλασης λοιπόν που δίνεται από τη σχέση  (26) , χρησιμοποιώντας την  (35)  , καθώς και την  (31)  που μας παρέχει μια προσέγγιση για θετικό και πολύ μεγάλο όρισμα, όπως συμβαίνει εδώ,  παίρνει τη μορφή



[image: image595.wmf]{

}

Þ

-

=

-

       

)

sin

 

2

(

)

0

(

  

  

  

  

0

4

1

a

p

p

kr

G

G

e

e

E

ikr

i

z




[image: image596.wmf]Þ

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

þ

ý

ü

î

í

ì

O

+

-

=

-

       

1

  

  

sin

 

2

2

  

 

2

1

  

  

  

  

0

4

1

4

1

kr

kr

i

e

e

e

E

i

ikr

i

z

a

p

p

p

p


Στην τελευταία σχέση παρατηρούμε πως το κλάσμα μέσα στην αγκύλη μπορεί να θεωρηθεί ίσο με το μηδέν αφού ο παρονομαστής έχει πολύ μεγάλη τιμή, άρα τελικά το πεδίο είναι
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Με αντίστοιχο τρόπο θα έχουμε
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Έτσι έχουμε
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Λαμβάνουμε υπόψιν μας την   (35)   και την   (32)   η οποία δίνει την προσέγγιση για αρνητικό και πολύ μεγάλο όρισμα, και έχουμε
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Θεωρούμε και πάλι πως το κλάσμα στην αγκύλη είναι μηδέν, και χρησιμοποιούμε τον τύπο αποτετραγωνισμού για το ημίτονο, και έχουμε
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Έτσι, κοντά στις ευθείες με γωνίες  
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 , το πεδίο περίθλασης είναι της ίδιας τάξης με το προσπίπτον πεδίο. Πιο συγκεκριμένα, στο άπειρο, η μετάβαση μεταξύ των πεδίων της γεωμετρικής οπτικής σε παρακείμενους τομείς, γίνεται δια μέσω του αριθμητικού τους μέσου.

Η παρεμβολή μεταξύ του πεδίο της γεωμετρικής οπτικής και του πεδίου περίθλασης σε περιοχές που είναι συγκρίσιμα, προκαλεί κροσσούς συμβολής. Οι κροσσοί φαίνονται στο  Σχήμα 9
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Σχήμα 9:  Περίθλαση από κάθετα προσπίπτον  
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–πολωμένο  κύμα μοναδιαίου πλάτους από τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο. Ο οριζόντιος άξονας είναι η απόσταση  
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  να ισούται με την απόσταση τριών μηκών κύματος πίσω από το επίπεδο.
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Στην περίπτωση αυτή τα μέτρα  
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  είναι μικρά συγκρινόμενα με τη μονάδα, και είναι χρήσιμη κάποια μετατροπή σε σειρά του ολοκληρώματος Fresnel. Το μιγαδικό ολοκλήρωμα Fresnel που δίνεται από τη σχέση (17) της ενότητας  5.2, 
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Όπως φαίνεται, το πρώτο ολοκλήρωμα αντιστοιχεί στο  
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  της (35). Αναπτύσσοντας το εκθετικό στον ολοκληρωτέο του 2ου ολοκληρώματος, σύμφωνα με τη διαδικασία που ακολουθήθηκε για την εξαγωγή της σχέσης (29), δηλαδή με διαδοχικές παραγοντικές ολοκληρώσεις, έχουμε
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Έτσι, από τις  (26)  και  (28)  της προηγούμενης ενότητας που δίνουν το ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο περίθλασης  
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–πόλωσης, εκφρασμένο σε καρτεσιανές συντεταγμένες, λαμβάνοντας υπ’όψιν την (38) και την (25) , 
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Όμοια θα ισχύει και
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Παίρνουμε τώρα τη διαφορά  
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)

(

)

v

G

u

G

-

 , λαμβάνοντας υπόψιν τα εξής: Εφαρμόζουμε την ταυτότητα     
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   , μόνο στους εκθέτες  και επειδή  
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Καταλήγουμε επομένως στην 
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Η σχέση   (26)   θα γίνει επομένως 


[image: image636.wmf]q

a

p

q

a

p

p

p

2

1

sin

 

2

1

sin

 

 

 

2

2

   

  

     

     

2

1

sin

 

2

1

sin

 

2

  

2

 

 

  

   

   

0

4

1

  

0

4

1

  

kr

e

E

kr

e

e

e

E

i

z

ikr

ikr

i

z

-

-

-

=

Þ

=


Εφαρμόζοντας αντίστοιχη διαδικασία και για τις συνιστώσες   
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  προκύπτει το πεδίο που παρουσιάζεται συγκεντρωτικά παρακάτω
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Θα πρέπει να σημειωθεί πως το  
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 είναι πεπερασμένο και συνεχές στο  
[image: image641.wmf]0

  

  

=

r

, αλλά και ότι οι συνιστώσες  
[image: image642.wmf]x

H

 και  
[image: image643.wmf]y

H

 αποκλίνουν όπως το  
[image: image644.wmf]2

1

-

r

 , εκτός από το  
[image: image645.wmf]p

q

  

  

=

  όπου  
[image: image646.wmf](

)

0

 

cos

 

0

 

 

sin

   

   

a

a

ikr

x

e

H

-

=

 , και απ’το  
[image: image647.wmf]p

q

2

 

,

 

0

  

  

=

  όπου  
[image: image648.wmf]0

   

   

=

y

H

 .Τέτοια συμπεριφορά, η οποία είναι περίεργη σε ένα φυσικό πρόβλημα, ανακύπτει από την εξιδανικευμένη ιδέα της άπειρα λεπτής αιχμής. Στην περίπτωση αυτή, η ύπαρξη ιδιομορφιών στις συνιστώσες του πεδίου θα πρέπει να ληφθεί υπ’όψιν κατά τη διατύπωση οποιουδήποτε θεωρήματος για τη μοναδικότητα της λύσης.

Τελειώνοντας την ανάλυση για τη φύση της λύσης, εξετάζουμε την πυκνότητα ρεύματος που επάγεται στην επιφάνεια περίθλασης. Αρκεί να θυμηθούμε τις σχέσεις που συνδέουν τις συνιστώσες του μαγνητικού πεδίου με την πυκνότητα ρεύματος, και να επισημάνουμε το γεγονός ότι έχουμε  
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 . Χρησιμοποιώντας λοιπόν τη σχέση (28), που δίνει τις μαγνητικές συνιστώσες του περιθλώμενου πεδίου, έχουμε:
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Στη συνέχεια παίρνουμε περιπτώσεις για το όρισμα της συνάρτησης  
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Το ρεύμα μεταπίπτει στην
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Το αποτέλεσμα αυτό έχει ενδιαφέρον διότι δηλώνει την έκταση στην οποία είναι επιτρεπτό να υποθέσουμε ότι η πυκνότητα ρεύματος είναι αυτή που δίνεται από τη γεωμετρική οπτική,  και είναι τυπική διαδικασία για προβλήματα που δεν μπορούν να λυθούν ακριβώς. Η υπόθεση αυτή είναι λογική για τιμές του  
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  όχι κοντά στο  
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 , και οφελείται απ’το γεγονός ότι ο διορθωτικός όρος στη  (41)  τείνει στο μηδέν όταν  
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Το ρεύμα τώρα γίνεται
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Το οποίο αποκλίνει στο άκρο περίθλασης.

5.4 Λύση του διδιάστατου προβλήματος περίθλασης με  

Η–πόλωση

Στην περίπτωση της Η–πόλωσης. όπου το προσπίπτον πεδίο δίνεται απ’την







[image: image666.wmf])

(

 

cos

 

)

(

0

   

   

a

q

-

-

=

ikr

i

z

e

H

,                                         (43)

η ανάλυση μπορεί να γίνει όπως και στην 
[image: image667.wmf]E

–πόλωση, και είναι πρακτικά ίδια. Με διαφορετικό τρόπο, η λύση για την 
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–πόλωση μπορεί να εξαχθεί από τη λύση για την 
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–πόλωση, αν επικαλεστούμε την ηλεκτρομαγνητική μορφή της αρχής του Babinet, αφού η συμπληρωματική επιφάνεια σε ένα ημιεπίπεδο είναι επίσης ημιεπίπεδο. Έτσι λοιπόν, καταλήγουμε πως το συνολικό πεδίο δίνεται από την 

[image: image670.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

 

2

1

cos

  

2

  

  

  

2

1

cos

  

2

  

  

   

   

0

 

cos

 

0

 

cos

 

4

1

0

0

þ

ý

ü

î

í

ì

ú

û

ù

ê

ë

é

+

-

+

ú

û

ù

ê

ë

é

-

-

=

+

-

-

-

-

a

q

a

q

p

a

q

a

q

p

kr

F

e

kr

F

e

e

H

ikr

ikr

i

z


(44)

Η σχέση αυτή διαφέρει από την αντίστοιχη έκφραση για το  
[image: image671.wmf]z
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  στην περίπτωση 
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–πόλωσης που δίνεται απ’την (22), μόνο στο πρόσημο του δεύτερου όρου. 


Χρησιμοποιώντας τις  
[image: image673.wmf])

(

a

G

  συναρτήσεις και τις εξιςώσεις του Maxwell, οι μη μηδενικές συνιστώσες του πεδίου είναι
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Βλέπουμε στις παραπάνω σχέσεις, πως η συνιστώσα  
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 εξαφανίζεται για γωνίες  
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  μπορεί να αναλυθεί, θεωρώντας πως το πεδίο περίθλασης προέρχεται από μια γραμμική πηγή κατά μήκος του άκρου πρίθλασης, σε σημεία όμως αρκετά μακριά απ’τα   
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Η πυκνότητα ρεύματος δίνεται απ’τη σχέση
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Παίρνουμε πάλι περιπτώσεις για το όρισμα της συνάρτησης  
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Το ρεύμα τότε γίνεται
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Παρατηρούμε πως έχουμε την  
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 συνιστώσα του ρεύματος και όχι την  
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 , όπως είχαμε στην  
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–πόλωση. Επίσης, το ρεύμα εδώ, προσεγγίζει λιγότερο ραγδαία την πυκνότητα ρεύματος της γεωμετρικής οπτικής, σε σχέση με ότι συμβαίνει με στην περίπτωση της 
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Το ρεύμα εδώ είναι
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Το ρεύμα αυτό εξαφανίζεται για  
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, αφού όπως θα περιμέναμε, στο άκρο περίθλασης δεν υπάρχει ρεύμα κάθετο σε αυτό.

5.5 Αριθμητικοί υπολογισμοί

Προσπαθώντας να απεικονίσουμε το πλάτος του πεδίου  
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   στην περίπτωση  
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–πόλωσης, προκύπτει μια τυπική θεωρητική καμπύλη, από την εξίσωση (26), 
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  όπως φαίνεται στο Σχήμα 9 , το οποίο επαναλαμβάνεται εδώ για ευκολία.
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Σχήμα 9: Περίθλαση από κάθετα προσπίπτον  
[image: image710.wmf]E

–πολωμένο  κύμα μοναδιαίου πλάτους από τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο. Ο οριζόντιος άξονας είναι η απόσταση  
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  σε μήκη κύματος. Φαίνεται η διακύμανση του πλάτους  
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  με το  
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  να ισούται με την απόσταση τριών μηκών κύματος πίσω από το επίπεδο.

 Έχουμε λοιπόν ένα κάθετο (καθετότητα σημαίνει πως η γωνία του προσπίπτοντος ως προς το 
[image: image714.wmf]xy

–επίπεδο είναι μηδέν) προσπίπτον 
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–πολωμένο επίπεδο κύμα με πλάτος μονάδα, του οποίου η γραφική παράσταση συναρτήσει της απόστασης  
[image: image716.wmf]x

  που εκφράζεται σε μήκη κύματος, παρουσιάζεται στο παραπάνω σχήμα. Τα θετικά  
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  αντιστοιχούν στην περιοχή πίσω από το ημιεπίπεδο, και αντίθετα για τα αρνητικά  
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. Στο σχήμα φαίνεται πως στα αρνητικά  
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, δηλαδή στη φωτιζόμενη περιοχή, δημιουργούνται κροσσοί λόγω του φαινομένου της περίθλασης, ενώ παρατηρείται μονοτονική πτώση του πεδίου, όσο πιο βαθιά διείσδύουμε στην περιοχή σκιάς. Να σημειωθεί πως όπως φαίνεται στο σχήμα, για  
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 , δηλαδή πάνω στο επίπεδο, το πλάτος του πεδίου είναι το μισό σε σχέση με το μοναδιαίο πλάτος του προσπίπτοντος.

Κάποιοι ενδιαφέροντες υπολογισμοί που έχουν γίνει, αναφερόμενοι σε  
[image: image721.wmf]H

–πολωμένο κύμα μοναδιαίου πλάτους, έχουν δώσει περιφέρειες ίσου πλάτους και ίσης φάσης του  
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 , για μια περιοχή περίπου ενός μήκους κύματος γύρω από την αιχμή περίθλασης. Επίσης έχουν σχεδιαστεί καμπύλες που δίνουν τη μέση ροή ενέργειας οι οποίες είναι κάθετες στις αντίστοιχες ισοφασικές καμπύλες του. Το παραπάνω αποτέλεσμα μπορεί να αποδειχθεί ως εξής για διδιάστατο πεδίο 
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–πόλωσης:
Έστω ότι η  
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–συνιστώσα του μαγνητικού πεδίου είναι  
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  είναι πραγματικοί. Τότε χρησιμοποιώντας τις σχέσεις
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μπορούμε να υπολογίσουμε τη μέση τιμή του διανύσματος  Poynting, δηλαδή τη μέση τιμή της πυκνότητας ενέργειας που είναι
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Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε, η ενέργεια είναι κάθετη στις επιφάνειες  
[image: image732.wmf]staqero
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  . Αντίστοιχο αποτέλεσμα ισχύει και στην περίπτωση 
[image: image733.wmf]E

–πόλωσης.

5.6 Σύγκριση θεωρίας και πειραματικών αποτελεσμάτων

Θεωρείται απαραίτητη η σύγκριση της θεωρίας που αναπτύχθηκε με πειραματικά αποτελέσματα που υπάρχουν στη βιβιλιογραφία. Για σημεία που βρίσκονται σε μεγάλη απόσταση από την αιχμή περίθλασης, στη φωτειζόμενη περιοχή  
[image: image734.wmf]II

  του Σχήματος 7 , όπου εμφανίζονται οι κροσσοί, ο 2ος όρος κάθε μιας των λύσεων (22)
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που δίνουν τα πεδία περίθλασης για  
[image: image737.wmf]E

–  και  
[image: image738.wmf]H

–πόλωση  αντίστοιχα, και για  
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 , μπορεί να παραληφθεί. Η ένταση για την  Ε–  και  Η–πόλωση  , άρα και και για το μη πολωμένο φως θα είναι
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όπου  
[image: image741.wmf]l

  είναι το μήκος κύματος, και   
[image: image742.wmf]S
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  είναι τα ολοκληρωτικά ημίτονα και συνημίτονα Fresnel που δίνονται από τους τύπους  
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. Έχει προταθεί πως ο πρώτος όρος των εξισώσεων που αναφέρθηκαν παραπάνω  (που αναφέρεται σε τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο) , μπορεί να θεωρηθεί ότι δίνει τη λύση για  “μαύρο”  ημιεπίπεδο, δηλαδή για κάποιο που δεν ανακλά ακτινοβολία. 


Όπως έχει ήδη αναφερθεί, στην περιοχή σκιάς  
[image: image745.wmf]I

 , το πεδίο λόγω περίθλασης για 
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–πόλωση είναι
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Με τον ίδιο τρόπο μπορεί να δειχθεί ότι και στην περίπτωση της 
[image: image748.wmf]H

–πόλωσης το πεδίο θα είναι
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Ο αντίστοιχος λόγος των πεδιακών δυνάμεων, θα είναι λοιπόν
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και το μη πολωμένο προσπίπτον φως θα γίνει επομένως μερικώς πολωμένο κατά την περίθλαση. Τα θεωρητικά αυτά αποτελέσματα συμφωνούν σε μεγάλο βαθμό με τα οπτικά πειράματα.


Οι εξελίξεις στις μικροκυματικές τεχνικές μπορεί να βοηθήσει την πειραματική μελέτη της περίθλασης Η/Μ κυμάτων. Στις μικροκυματικές συχνότητες, ένα επίπεδο περίθλασης μπορεί να προσεγγίσει πολύ καλύτερα ένα τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο σε σχέση με τις οπτικές συχνότητες, και το πεδίο στη γειτονιά της αιχμής περίθλασης είναι δυνατό να εξετασθεί. Μετρήσεις που έχουν γίνει στο εγγύς πεδίο (
[image: image751.wmf]cm
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»
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), δείχνουν τη συμφωνία μεταξύ θεωρίας και πειράματος. Στο επόμενο κεφάλαιο μελετούμε την περίθλαση Η/Μ κυμάτων στον τρισδιάστατο χώρο.
Κεφάλαιο 6

Τρισδιάστατη περίθλαση επιπέδων κυμάτων από ημιεπίπεδο

Στο προηγούμενο κεφάλαιο λύσαμε αποτελεσματικά το πρόβλημα της περίθλασης από ένα ημιεπίπεδο, ενός τυχαίου επίπεδου κύματος, όπου ο μοναδικός περιρισμός ήταν η καθετότητα ως προς την αιχμή περίθλασης. Ασχοληθήκαμε δηλαδή με το διδιάστατο πρόβλημα το οποίο παρουσιάστηκε στο Σχήμα 4 . Χρησιμοποιώντας έναν απλό μηχανισμό, μπορούμε να επεκτείνουμε τις λύσεις της διδιάστατης περίπτωσης για ένα τελείως τυχαίο προσπίπτον επίπεδο κύμα, μελετάμε δηλαδή την τρισδιάστατη περίπτωση.

Έστω ότι το προσπίπτον επίπεδο κύμα χαρακτηρίζεται από ένα παράγοντα φάσης της μορφής
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όπου όπως και στις προηγούμενες περιπτώσεις, το τέλεια αγώγιμο ημιεπίπεδο καταλαμβάνει τα   
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  . Οι γωνίες   
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  και   
[image: image755.wmf]b

  που ορίζουν την κατεύθυνση διάδοσης φαίνονται στο Σχήμα 10 .
[image: image756.jpg]



Σχήμα 10:  Η κατεύθυνση διάδοσης του προσπίπτοντος
 επιπέδου κύματος στην τρισδιάστατη περίπτωση


Σημειώνουμε πως η  (1)  προκύπτει απ’τη διδιάστατη μορφή που αντιστοιχεί σε  
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, βάζοντας όπου  
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 , και πολλαπλασιάζοντας με  
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. Η παραπάνω διαδικασία μπορεί να εφαρμοστεί σε οποιαδήποτε διδιάστατη λύση της της κυματικής εξίσωσης
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οπότε και μπορεί να παραχθεί η λύση της τρισδιάστατης κυματικής εξίσωσης
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όπου το  
[image: image763.wmf]z

  εισάγεται μόνο μέσω του όρου  
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. Αν θεωρήσουμε πως η συνάρτηση  
[image: image765.wmf]U

 είναι η λύση της  (3) , τότε επαληθεύεται πως δυο Η/Μ πεδία τα οποία ικανοποιούν τις εξισώσεις του Maxwell είναι τα
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Σημειώνεται πως οι παραπάνω σχέσεις αντιπροσωπεύουν τα προσπίπτοντα πεδία. Παρατηρούμε επίσης πως στις (4) και (5) υπάρχει κατά ένα μεγάλο μέρος δυικότητα. Όταν  
[image: image768.wmf]0
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 , η (4) δίνει ένα διδιάστατο πεδίο  
[image: image769.wmf]E

–πολωμένο , ενώ η (5) ένα πεδίο  
[image: image770.wmf]H

–πολωμένο.


Αν θεωρήσουμε πως η  
[image: image771.wmf]U

  παίρνει την τιμή της σχέσης (1) τότε οι (4) και (5) παράγουν αντίστοιχα τα δυο επίπεδα προσπίπτοντα κύματα
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Κάνοντας τις πράξεις φαίνεται πως ένας παράγοντας  
[image: image774.wmf]b
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  έχει αφαιρεθεί από όλες τις σχέσεις. Κάθε επίπεδο κύμα με χωρική μεταβολή που δίνεται απ’τη σχέση (1)  
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), γιατί η τρίτη συνιστώσα μπορεί να εξαχθεί από τις σχέσεις  
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  αντίστοιχα). Έτσι κάθε επίπεδο κύμα μπορεί να σχηματιστεί από κατάλληλη υπέρθεση των (6) και (7). Τα παραπάνω έχουν ως συνέπεια τον περιορισμό της προσοχής στο πρόβλημα της περίθλασης, χωρίς να χαθεί η γενικότητα, στις δυο περιπτώσεις που έχουμε τα σχετικά προσπίπτοντα πεδία των (4) και (5).

Θα πρέπει τώρα να είναι φανερό πως η λύση του προβλήματος περίθλασης, με το προσπίπτον κύμα να δίνεται από την (6), είναι η (4). Σε αυτή, το  
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  έχει εξαχθεί απ’τη γνωστή έκφραση για το  
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  στη διδιάστατη περίπτωση, αντικαθιστώντας αρχικά το  
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 πάνω στην επιφάνεια, όπως απαιτείται. Ρητά, έχουμε από τις σχέσεις  (24)  και  (25)  της ενότητας  5.2  του προηγούμενου κεφαλαίου για τη διδιάστατη περίπτωση ότι
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Έτσι, από τη σχέση (4), για την περίπτωση δηλαδή της  
[image: image791.wmf]E

–πόλωσης, το περιθλώμενο πεδίο στην τρισδιάστατη περίπτωση είναι
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Όταν  
[image: image793.wmf]0
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 , οι εκφράσεις της (10), μεταπίπτουν στις αντίστοιχες εκφράσεις για το διδιάστατο πρόβλημα, που δίνονται από τις σχέσεις  (26)  και  (28)  της ενότητας  5.2   του προηγούμενου κεφαλαίου που ασχολείται με το διδιάστατο πρόβλημα.


Αντίστοιχα αποτελέσματα μπορούν να αξαχθούν όταν το προσπίπτον πεδίο δίνεται απ’την (7) όπου είχαμε  
[image: image794.wmf]H

–πόλωση, όπου η αντίστοιχη λύση για το διδιάστατο πεδίο δίνεται από τη σχέση  (44)  της ενότητας  5.4 . Βλέπουμε λοιπόν πως ο υπολογισμός του περιθλώμενου πεδίου στην περίπτωση οποιασδήποτε πόλωσης και για τυχαίο επίπεδο προσπίπτον κύμα μπορεί να εξαχθεί. Μια γενίκευση του επιχειρήματος της παραγράφου  5.2 , δείχνει πως το πεδίο που ακτινοβολείται από οποιαδήποτε πηγή που έχει τη μορφή κατανομής, μπορεί να αναπαρασταθεί από ένα φάσμα επίπεδων κυμάτων. Έτσι, λόγω αρχής, η λύση για ένα πρόβλημα περίθλασης για οποιαδήποτε πηγή με μορφή κατανομής, μπορεί να δημιουργηθεί από υπέρθεση των λύσεων για κάθε επίπεδο κύμα ξεχωριστά. Δυο περιπτώσεις ενδιαφέροντος είναι μια πηγή παράλληλη στην αιχμή περίθλασης (διδιάστατο πρόβλημα) και μια σημειακή πηγή. Οι περιπτώσεις αυτές αναλύονται στη συνέχεια.
Κεφάλαιο 7

Περίθλαση εντοπισμένης πηγής από ημιεπίπεδο

7.1 Γραμμική πηγή ρεύματος παράλληλη στην αιχμή περίθλασης

Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούμε με μια γραμμική πηγή που βρίσκεται στο σημείο  
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 , με πολικές συντεταγμένες  
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–πολωμένο  κυλινδρικό κύμα
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όπου  
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 είναι η συνάρτηση  Hankel  πρώτου είδους και μηδενικής τάξης, και  
[image: image801.wmf]R

  είναι η απόσταση μεταξύ του σημείου παρατήρησης  
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 , και του σημείου  
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  στο οποίο βρίσκεται η πηγή. Τα παραπάνω φαίνονται στο  Σχήμα 11 . Οι συναρτήσεις  Hankel  παρουσιάζονται αναλυτικότερα στην ενότητα  9.4 .
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      Σχήμα 11:   Σχηματική αναπαράσταση γραμμικής πηγής  
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  υπό 

         την παρουσία του ημιεπιπέδου περίθλασης


Η πηγή είναι ένα ηλεκτρικό ρεύμα που περνάει από το σημείο  
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 κάθετα στο σχήμα, ρέει παράλληλα με τον  
[image: image807.wmf]z

–άξονα, και ταλαντεύεται παντού με την ίδια φάση. Είναι γνωστό ότι η σχέση (1)  είναι η θεμελιώδης λύση της διδιάστατης κυματικής εξίσωσης, και αναπαριστά ένα κύμα που αποκλίνει, και το οποίο εξαρτάται μόνο από την ακτινική απόσταση.

Για να γράψουμε την (1) ως ένα γωνιακό φάσμα επίπεδων κυμάτων, υιοθετούμε στην ουσία την ολοκληρωτική αναπαράσταση του Sommerfeld για τη συνάρτηση  Hankel. Αφού χρειαζόμαστε κάθε ένα από τα επίπεδα κύματα του φάσματος, να προσπίπτει στο παραπέτασμα, θεωρούμε την παρακάτω αναπαράσταση για τη συνάρτηση  Hankel  στον ημιχώρο  
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 , δηλαδή από το ύψος της πηγής και κάτω
(Αναπαράσταση του 
  Sommerfeld)
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Το συγκεκριμένο μονοπάτι  
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  επιλέγεται εδώ επειδή  (εκτός απ’το γεγονός ότι είναι έγκυρο για όλα τα σημεία  
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), είναι επίσης παράλληλο και στο μονοπάτι των  Steepest Descents , γεγονός που αποδεικνύει την καταλληλότητά του για την προηγούμενη ανάλυση. Ο παράγοντας φάσης  
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 στον ολοκληρωτέο της σχέσης  (2)  εμφανίζεται, γιατί τα επίπεδα κύματα του φάσματος θα πρέπει όλα να έχουν μηδενική φάση στο σημείο  
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Είναι φανερό λοιπόν πως η λύση για το πρόβλημα περίθλασης για το προσπίπτον πεδίο (1), λαμβάνεται από τη λύση για προσπίπτον πεδίο  
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ολοκληρώνοντας στη συνέχεια ως προς  
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  κατά μήκος του μονοπατιού  
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Έχουμε δηλαδή
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οπότε με τη βοήθεια της  (2)  εμφανίστηκε το προσπίπτον πεδίο της  (1).

Η λύση λοιπόν για το προσπίπτον πεδίο  
[image: image821.wmf](
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, όπως έχει δειχθεί στην ενότητα  5.3 , μπορεί να γραφτεί ως εξής:
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Το συνολικό δηλαδή πεδίο είναι το άθροισμα του πεδίου της Γεωμετρικής Οπτικής και του πεδίου περίθλασης. (Ο δείκτης  
[image: image823.wmf]p

 εδώ εισάγεται για να δηλώσει ότι το προσπίπτον πεδίο είναι επίπεδο). Στη σχέση (4), ο όρος  
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που είναι η σχέση  (33)  της ενότητας 5.3 .
Λαμβάνοντας υπ’όψιν τις προσεγγίσεις που έχουν γίνει στην ενότητα  5.2 , δηλαδή τη σχέση  (19) , προκύπτει η έκφραση του πεδίου περίθλασης, με τις εξής αντικαταστάσεις:
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Η χρησιμοποίηση αυτής της μορφής (και όχι της έκφρασης με ολοκληρώματα Fresnel), υιοθετείται γιατί καταδεικνύει τη συμμετρία των  
[image: image831.wmf]a

  και  
[image: image832.wmf]b

 . Η λύση λοιπόν, το συνολικό πεδίο δηλαδή λόγω του προσπίπτοντος που δίνεται από τη σχέση (1), προκύπτει από την παραπάνω ανάλυση και είναι
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Η  (6)  προέκυψε από συνδυασμό της  (3)  και της ιδέας του διαχωρισμού του συνολικού πεδίου σε δυο όρους, γεωμετρικής οπτικής και περίθλασης.


Για να διαχωρίσουμε τη σχέση  (6)  σε όρους γεωμετρικής οπτικής και περίθλασης, θα πρέπει το μονοπάτι ολοκλήρωσης για το  
[image: image834.wmf]a

  στο  2ο  ολοκλήρωμα της (6) να μετατοπισθεί στο  
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 που είναι συναρτήσεις του  
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  θα πρέπει να ληφθούν υπ’όψιν: Όπως φαίνεται από τη σχέση  (5) , οι πόλοι προκύπτουν μηδενίζοντας τον παρονομαστή, όταν δηλαδή   
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  στο μονοπάτι  
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. Είναι εύκολο να διαπιστώσουμε ότι η συνεισφορά των υπολοίπων τους συνδυάζεται με την πρώτη έκφραση του 2ου μέλους της  (6) , για να παραχθούν οι όροι της γεωμετρικής οπτικής που δίνονται από την παρακάτω σχέση


[image: image841.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

{

}

(

)

(

)

ï

ï

ï

þ

ï

ï

ï

ý

ü

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

£

£

+

+

£

£

-

-

£

£

-

=

p

q

q

p

q

p

q

q

p

p

q

p

q

p

p

p

2

  

  

  

  

  

,

    

          

          

          

          

          

          

0

  

  

  

  

   

,

  

          

          

          

  

  

  

  

  

  

0

   

,

          

 

 

H

  

  

   

   

0

0

0

1

0

4

1

2

1

0

'

1

0

1

0

4

1

2

1

kR

H

e

kR

H

kR

e

E

i

i

g

z

    (7)
όπου   
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  είναι η απόσταση από το σημείο παρατήρασης  
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  μέχρι το   
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 , το οποίο αποτελεί το είδωλο του  
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, είναι δηλαδή το συμμετρικό του ως προς το επίπεδο  
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 , όπως φαίνεται και στο Σχήμα 11 .
Ο όρος περίθλασης της σχέσης   (6)  , μπορεί να γραφεί σε συνδυασμό με την έκφραση  (5)  για το  
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 , λαμβάνοντας υπ’όψιν την αλλαγή του μονοπατιού ολοκλήρωσης, οπότε και έχουμε
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Είναι βολικό να εκφράσουμε το πεδίο περίθλασης ως
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Είναι σημαντικό να σημειωθεί το γεγονός ότι στη γωνία   
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  , αντιστοιχεί γωνία  
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 , όπως φαίνεται στα   Σχήματα 10    και   11  .  Η σχέση  (9)  λοιπόν προκύπτει από την  (8)  , όπου για ευκολία επεξεργαζόμαστε μόνο το κλασματικό μέρος του διπλού ολοκληρώματος της σχέσης   (8)   , και πιο συγκεκριμένα αριθμητή και παρονομαστή ξεχωριστά, οπότε έχουμε:
Αριθμητής:
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Παρονομαστής:
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Επομένως για το κλάσμα έχουμε
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Τοποθετώντας τώρα το αποτέλεσμά μας στην   (8)  , προκύπτει η   (9) .
Το τελευταίο βήμα στην ανάλυσή μας είναι να μειώσουμε τη  
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  έχουμε τα παρακάτω, όπου ασχολούμαστε πάλι με το κλασματικό μέρος της   (10) .
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Στο τελευταίο κλάσμα, στον αριθμητή, το γινόμενο που περιέχει τον όρο  
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Κάνοντας λοιπόν την παραπάνω αντικατάσταση, η   (10)   παίρνει τη μορφή της   (11) .
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Αν στο δεύτερο όρο του ολοκληρωτέου της σχέσης (11) αλλάξουμε το  
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  και ξανασυνδυάσουμε τους δυο όρους και εργαζόμαστε όπως και πριν με το κλασματικό μέρος του ολοκληρώματος, με τα συνημίτονα, οπότε έχουμε
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Ο αριθμητής είναι 
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Έχουμε λοιπόν
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Στη σχέση (12) όπως έχει προκύψει, ακολουθούμε τα βήματα της θεωρίας των  Steepest Descents, κάνοντας τις αλλαγές μεταβλητών
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Έχουμε 
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και γράφοντας  
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 , αλλάζουμε τις μεταβλητές σε αριθμητή και παρονομαστή ξεχωριστά και έχουμε για τη σχέση   (12)  
Αριθμητής και διαφορικά:
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Παρονομαστής


[image: image897.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

Þ

+

+

+

-

-

+

-

=

N

   

2

1

cos

 

2

  

  

2

1

sin

  

2

1

sin

  

2

1

sin

 

4

  

  

1

cos

  

  

1

cos

   

   

0

2

0

q

q

b

a

q

q

b

a



[image: image898.wmf](

)

(

)

Þ

+

+

+

+

+

=

N

    

2

1

cos

 

2

  

  

 

 

2

1

sin

 

2

  

  

 

  

  

 

   

   

0

2

0

2

2

q

q

xh

q

q

h

x

i

i

i


Και βγάζοντας κοινό παράγοντα τον μιγαδικό  
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Αντικαθιστώντας τα αποτελέσματα στη σχέση   (12)   προκύπτει
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Στη συνέχεια, κάνουμε τις πολικές αντικαταστάσεις
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Έχουμε λοιπόν
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Αριθμητής
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Παρονομαστής
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Διαφορικά
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουμε
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Τώρα χρειαζόμαστε την  
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Το κομμάτι της παραπάνω σχέσης που είναι τοποθετημένο μέσα στη ρίζα, βρίσκεται (για πραγματικές τιμές του  
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 ), στο τέταρτο τεταρτημόριο του μιγαδικού επιπέδου. Έτσι η σχέση (10) για την οποία έγινε η παραπάνω ανάλυση, με τη βοήθεια της   (14)   και της   (16)   γίνεται
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με το πάνω πρόσημο για  
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 .Κάνοντας τελικά την αντικατάσταση
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και χρησιμοποιώντας τη   (17)   έχουμε:
Διαφορικό:
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Αριθμητής:
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Παρονομαστής:
Ισχύει ότι    
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Υπολογίζουμε τους δύο παράγοντες του υπορίζου της   (17)   ξεχωριστά
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Η   (17)   λοιπόν παίρνει τη μορφή
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Επομένως παίρνουμε το τελικό αποτέλεσμα που είναι
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με το πάνω πρόσημο για  
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Αφού το προσπίπτον πεδίο που δίνεται απ’τη σχέση (1) μπορεί να γραφεί και με τη μορφή
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ο όρος της γεωμετρικής οπτικής που δίνεται από την (7) συνδυάζεται με τον όρο περίθλασης (9) και μας δίνει το συνολικό πεδίο που είναι


[image: image939.wmf]ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

+

-

+

=

ò

ò

¥

¥

-

m

m

i

ikR

i

ikR

i

z

d

kR

e

e

d

kR

e

e

e

E

'

2

'

2

  

2

   

  

  

  

  

2

   

  

  

  

2

   

   

'

2

2

4

1

m

m

m

m

p

m

m

p

      (20)

όπου


[image: image940.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

ï

ï

þ

ï

ï

ý

ü

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

><

+

-

=

+

+

-

=

><

-

-

=

-

+

-

=

0

2

1

cos

  

  

      

,

   

   

   

2

1

cos

  

2

   

   

0

2

1

cos

  

  

 

          

,

  

   

   

2

1

cos

  

2

   

   

0

'

1

0

'

1

0

'

0

1

0

1

0

q

q

gia

q

q

q

q

gia

q

q

m

m

m

m

R

R

k

R

R

krr

m

R

R

k

R

R

krr

m


(21)


Η λύση για το συνολικό πεδίο που δίνεται από την (20), θυμίζουμε ότι ισχύει για την περίπτωση  
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–πόλωση διαφέρει σε σχέση με τη (20) στο ότι, οι δυο όροι μέσα στην αγκύλη προσθέτονται αντί να αφαιρούνται.
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  μπορεί να αντικατασταθεί από την τιμή του κάτω ορίου του μη εκθετικού παράγοντα στον ολοκληρωτέο της (18), οπότε παίρνουμε το παρακάτω προσεγγιστικό αποτέλεσμα  (22) . Για να συμβεί αυτό, αρκεί να θυμηθούμε τον ορισμό του ολοκληρώματος Fresnel που δίνεται από τη σχέση   (17)   της ενότητας 5.2 και είναι   
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Έτσι λοιπόν, χρησιμοποιώντας επίσης την αντίστοιχη προσέγγιση για το  
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 , το πεδίο περίθλασης εκφράζεται με ολοκληρώματα Fresnel, με ένα βαθμό ακρίβειας που είναι ανεπαρκής, αν τόσο η πηγή, όσο και το σημείο παρατήρησης βρίσκονται  σε απόσταση μικρότερη του ενός μήκους κύματος από το άκρο περίθλασης.

Αν τώρα  
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   , που ισχύει για όρισμα θετικό και αρκετά μεγάλο, και η οποία συνδέεται με το ολοκλήρωμα Fresnel με τη σχέση  
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Από τις παραπάνω, αμελώντας το  
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Και τελικά έχουμε
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Όμοια, αν  
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 , τότε ακολουθώντας την ίδια ακριβώς διαδικασία προκύπτει
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Συμπεραίνουμε πως το πεδίο περίθλασης είναι όμοιο με το πεδίο μιας γραμμικής πηγής ρεύματος που βρίσκεται στο άκρο περίθλασης, και η ομοιότητα αυτή ισχύει έξω από τις δυο υπερβολές   
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   αντίστοιχα. Οι υπερβολές αυτές είναι πανομοιότυπες, όταν αναφερόμαστε σε ένα κυλινδρικό προσπίπτον κύμα, με αυτές που συζητήθηκαν στην ενότητα  5.3  , όπου εκεί είχαμε λύση για ένα προσπίπτον επίπεδο κύμα. Σχήμα 7

Τελικά, προσοχή θα πρέπει να δοθεί στο γεγονός ότι η λύση της  (20) , η οποία δίνει το πεδίο για  
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. Αυτό είναι ένα παράδειγμα της αρχής της αμοιβαιότητας που ισχύει στις εξισώσεις του Maxwell. Η παρούσα ανάλυση δείχνει ότι σχετίζεται με το γεγονός πως η συνάρτηση φάσματος   (7)   
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 της ενότητας  5.1  είναι συμμετρική για  
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7.2 Δίπολο

Η πιο στοιχειώδης πηγή ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων που μπορεί να τοποθετηθεί σε ένα σημείο είναι ένα δίπολο, ηλεκτρικό ή μαγνητικό. Το πρόβλημα του διπόλου υπό την παρουσία ενός ημιεπιπέδου, μπορεί να λυθεί αναπαριστώντας το μη επηρεαζόμενο πεδίο του διπόλου με ένα τρισδιάστατο φάσμα επίπεδων κυμάτων, εφαρμόζοντας τα αποτελέσματα του 6ου κεφαλαίου στο οποία αναλύονται τα επίπεδα τρισδιάστατα κύματα, σε κάθε ένα επίπεδο κύμα. Αναλύουμε εδώ την περίπτωση του ηλεκτρικού διπόλου, με τον άξονά του κάθετο στο φύλλο περίθλασης.
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       Σχήμα 12:  Η σχηματική αναπαράσταση για ένα δίπολο  
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         την παρουσία του ημιεπιπέδου περίθλασης


Ο σχηματισμός του προβλήματος παρουσιάζεται στο Σχήμα 12 και χρησιμοποιούμε όπως και πριν καρτεσιανές συντεταγμένες   
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Με μια κατάλληλη επιλογή του μεγέθους της ροπής του διπόλου, το ανεπηρέαστο πεδίο του διπόλου μπορεί να θεωρηθεί πως είναι
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Η επιθυμητή ανάλυση της (25) σε επίπεδα κύματα αποκτάται χρησιμοποιώντας την παρακάτω διατύπωση
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Η διαδικασία λοιπόν είναι να γράψουμε το συνολικό πεδίο, υπό την παρουσία του φύλλου περίθλασης, το οποίο πεδίο δημιουργείται από την πρόσπτωση σε αυτό κάθε επίπεδου κύματος που βρίσκεται στον ολοκληρωτέο της σχέσης (27), και στη συνέχεια να εκτελέσουμε την ολοκλήρωση.


Σκεπτόμενοι την ολοκλήρωση που πρόκειται να ακολουθήσει, βλέπουμε πως είναι βολικό να χρησιμοποιήσουμε τις βασικές λύσεις για προσπίπτοντα επίπεδα κύματα της μορφής   (8)   της ενότητας 5.1, δηλαδή
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–πόλωση, και την αντίστοιχη μορφή για  
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–πόλωση. Οι εκφράσεις αυτές που δίνουν το πεδίο στο διδιάστατο χώρο, τροποποιούνται για να παράγουν τις τρισδιάστατες λύσεις που αντιστοιχούν στα προσπίπτοντα επίπεδα κύματα της   (27)  , με τρόπο που έχει εξηγηθεί στο  6ο κεφάλαιο. Η συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου  
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  που είναι παράλληλη στο δίπολο εμφανίζεται με τη μορφή
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Μετά από ανάλυση μπορεί να δειχθεί ότι 





[image: image1007.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

1

1

0

0

0

0

  

2

1

cos

  

   

   

kR

H

rr

A

q

q

p

q

-

=

                                  (32)

όπου





[image: image1008.wmf](

)

(

)

2

0

2

0

2

1

  

  

  

  

  

  

   

   

z

z

r

r

R

-

+

+

=

                                                  (33)


[image: image1009.wmf](

)

(

)

(

)

p

h

q

q

gia

m

m

p

q

>

<

-

±

±

=

ò

¥

±

'

0

1

1

0

  

  

  

        

,

   

  

cosh

 

   

 

   

   

m

d

kR

H

k

B

             (34)


[image: image1010.wmf](

)

(

)

(

)

p

h

q

q

gia

m

m

p

q

>

<

+

±

±

=

-

ò

¥

±

'

0

'

1

1

0

  

  

  

        

,

   

  

cosh

 

   

 

   

   

'

m

d

kR

H

k

B

         (35)

όπου


[image: image1011.wmf](

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

=

-

0

0

1

2

1

cos

  

  

2

 

sinh

   

   

q

q

R

rr

m

   ,      
[image: image1012.wmf](

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

+

=

-

0

'

0

1

'

2

1

cos

  

  

2

 

sinh

   

   

q

q

R

rr

m

.  (36)
Σκοπός μας είναι ο υπολογισμός της της   (28)   με τη βοήθεια της   (29)  , άρα έχουμε
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Τα αποτελέσματα αυτά, μαζί με την παρακάτω σχέση
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καθιστούν δυνατή τη γραφή της σχέσης (28) με τον παρακάτω τρόπο
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Οι υπόλοιπες συνιστώσες του πεδίου μπορούν επίσης να εκφραστούν, με ακρίβεια, χρησιμοποιώντας τις  
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  ,όπως φαίνεται παρακάτω
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Είναι ενδιαφέρον το γεγονός ότι στο συνολικό πεδίο υπάρχει μια μη μηδενική συνιστώσα του μαγνητικού πεδίου  
[image: image1028.wmf]H

r

 , παράλληλη στο δίπολο, με αποτέλεσμα η ανάλυση να μη μπορεί να διατυπωθεί με μια μοναδική συνιστώσα, με ένα δηλαδή διάνυσμα Hertz.


Είναι επίσης δυνατό, έχοντας έναν σχετικά ασήμαντο περιορισμό, να εκφράσουμε τη λύση χρησιμοποιώντας ολοκληρώματα Fresnel. Αν  
[image: image1029.wmf]1
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  , δεν είναι δύσκολο να βρούμε την ασυμπτωτική προσέγγιση


[image: image1030.wmf](

)

(

)

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

+

-

+

-

=

F

0

1

0

1

1

4

1

2

1

cos

  

  

2

  

  

2

  

 

2

  

   

   

q

q

p

p

R

R

krr

F

e

R

R

R

k

e

ikR

i

               (45)
με ένα αντίστοιχο αποτέλεσμα για την  
[image: image1031.wmf]'
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 .

Κεφάλαιο 8

Μοναδικότητα της λύσης

Σε προηγούμενη παράγραφο είδαμε ότι το γενικό πρόβλημα περίθλασης με το οποίο ασχολούμαστε, μπορεί να τεθεί στην ακόλουθη μορφή:  Μας δίνεται ότι το προσπίπτον πεδίο σε μια τέλεια αγώγιμη επιφάνεια  
[image: image1032.wmf]S

 είναι  
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 , και ψάχνουμε το σκεδαζόμενο πεδίο  
[image: image1034.wmf])
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 , το οποίο εγείρεται από μια ηλεκτρική κατανομή που βρίσκεται πάνω στην   
[image: image1035.wmf]S

, και είναι τέτοιο ώστε η εφαπτομενική συνιστώσα του στην επιφάνεια να είναι το μείον αυτής του προσπίπτοντος.


Είναι ζωτικής σημασίας μια διατύπωση που παράγει μοναδική λύση. Σε καμία περίπτωση όμως δε μπορούμε άμεσα να δείξουμε πως δεν υπάρχει άλλο πεδίο εκτός από το     
[image: image1036.wmf])
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 , το οποίο να ικανοποιεί τις δοσμένες συνθήκες, ιδιαίτερα όταν λαμβάνονται υπ’όψιν οι πιθανότητες η επιφάνεια    
[image: image1037.wmf]S

   να είναι άπειρη, και το πεδίο να περιέχει επίπεδα κύματα. Αν και σχετικά πρόσφατα έχει αποδειχθεί η μοναδικότητα, γινόταν από παλαιότερα αποδεκτή.


Μια ακόμα δυσκολία προκύπτει στην ειδική, αν και πιο συνηθισμένη, περίπτωση περίθλασης, στην οποία το εμπόδιο περίθλασης υποτείθεται πως έχει άπειρα αιχμηρό άκρο, και για την οποία έχουμε περιοριστεί στην παρούσα ανάλυση. Ο λόγος λοιπόν για τον οποίο περιπλέκεται η ανάλυση είναι ότι η λύση, με τέτοιου είδους εμπόδιο, περιέχει μια ιδιομορφία στο άκρο, παραβιάζοντας έτσι μια απαραίτητη υπόθεση για την απόδειξη μοναδικότητας που προαναφέρθηκε.


Μπορούμε εύκολα να δούμε πως, αν μια τυχαία ιδιομορφία στο άκρο γίνει επιτρεπτή, μια άπειρη σειρά λύσεων μπορεί να παραχθεί με μια διαδικασία διαφορίσεων. Για παράδειγμα, διαφόριση ως προς  
[image: image1038.wmf]x

  της λύσης (22)
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 για την Ε–πόλωση στο πρόβλημα του ημιεπιπέδου, δίνει ουσιαστικά νέα λύση που επίσης ικανοποιεί την κυματική εξίσωση, και εξαφανίζεται πάνω στο επίπεδο. Αν τώρα διαφορίσουμε την παραπάνω ως προς  
[image: image1040.wmf]y

 , παράγεται μια έκφραση που είναι επαρκής ως λύση της Η–πόλωσης, αλλά διαφέρει από την (44)
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Κάθε παραγώγιση εισάγει μια ιδιομορφία υψηλότερης τάξης στο άκρο περίθλασης. Γίνεται λοιπόν φανερό, πως για να διασφαλιστεί η μοναδικότητα, θα πρέπει να προσδιοριστεί ο περιορισμός που χρειάζεται για τη φύση της ιδιομορφίας. Έχει γίνει αντικείμενο αρκετής μελέτης η εύρεση του κατάλληλου περιορισμού, και οι διάφοροι τρόποι με τους οποίους μπορεί να διατυπωθεί. Μιλώντας γενικά, μπορεί να ειπωθεί πως η λύση που εμπλέκει την ιδιομορφία της μικρότερης δυνατής τάξης, θα πρέπει να επιλέγεται για την αναπαράσταση της λύσης του φυσικού προβλήματος, και αυτό ισχύει για οποιεσδήποτε ιδιομορφίες τάξης μεγαλύτερης της  
[image: image1042.wmf]2
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 , όταν   
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 στο άκρο περίθλασης. Πιο συγκεκριμένα, μπορεί να θεωρηθεί ότι η λύση είναι μοναδική, που συνεπάγεται για το επαγόμενο ρεύμα την ολοκληροσιμότητά του πάνω στην επιφάνεια περίθλασης, και την εξαφάνιση στο άκρο της κάθετης σε αυτό συνιστώσας του. Η συμπεριφορά των συνιστωσών των  
[image: image1044.wmf]E
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  και   
[image: image1045.wmf]H
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 κοντά στο άκρο μπορεί να εξαχθεί από αυτές τις συνθήκες.

Τελικά, ενώ έχουμε δει ένα άπειρο αριθμό “λύσεων” , είναι πιθανό να διερωτάται κανείς, γιατί η μέθοδος που χρησιμοποιήθηκε στην ανάλυσή μας παράγει μοναδική λύση, που είναι και η σωστή χρησιμοποιώντας το παραπάνω κριτήριο. Η απάντηση προκύπτει λόγω της υπόθεσης πως οι συνιστώσες του πεδίου στο επίπεδο της επιφάνειας περίθλασης έχουν εκφραστεί ως συγκλίνοντα ολοκληρώματα Fourier. Το γεγονός αυτό αποκλείει το να έχουν τόσο μεγάλης τάξης ιδιομορφίες. 
Κεφάλαιο 9

Ασυμπτωτικές προσεγγίσεις ολοκληρωμάτων
Στο κεφάλαιο αυτό θα αναπτύξουμε το μαθηματικό υπόβαθρο κάποιων γενικών μεθόδων, με τις οποίες μπορούμε να αποκτήσουμε ασυμπτωτικές προσεγγίσεις συγκεκριμένων τύπων ολοκληρωμάτων. Σημειώνεται πως οι όροι  Steepest Descent  και  saddle-point  χρησιμοποιούνται χωρίς να αποδοθούν στα Ελληνικά, αφού έτσι γίνονται καλύτερα αντιληπτές ως έννοιες. 
9.1 Η μέθοδος Steepest Descent
Με τη μέθοδο αυτή αποκτούμε, για μεγάλες τιμές του  
[image: image1046.wmf]k

  ασυμπτωτικές προσεγγίσεις μιγαδικών ολοκληρωμάτων του τύπου
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όπου οι συναρτήσεις  
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  είναι ανεξάρτητες του  
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.  Επίσης  
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  είναι η μιγαδική μεταβλητή.

Για τους δικούς μας σκοπούς θα υποθέσουμε ότι το  
[image: image1052.wmf]k

  είναι πραγματικό και θετικό στη συνέχεια της ανάλυσής μας. Τα αποτελέσματα πάντως που δίνονται εδώ είναι αληθή και για μιγαδικές τιμές του  
[image: image1053.wmf]k

  , γι’αυτό θα πρέπει να κάνουμε ορισμένες παρατηρήσεις για ασυμπτωτικές εκφράσεις μιας συνάρτησης που έχει μιγαδική μεταβλητή, έστω  
[image: image1054.wmf]z

.

Αρχικά δίνεται ένας ορισμός για το τι σημαίνει ασυμπτωτική έκφραση, και διατυπώνεται ως εξής:   Αν
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όπου για όλα τα  
[image: image1056.wmf]n

,    
[image: image1057.wmf]0

)

(

®

z

z

n

n

R

    όταν    
[image: image1058.wmf]¥

®

z

 ,  με το όρισμα του  
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 να βρίσκεται σε ένα δοσμένο διάστημα,  και   
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και το δεξί μέλος της (3) ονομάζεται ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του   
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(

z

F

   για το δοσμένο όρισμα του  
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Αν η   
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   είναι το πηλίκο δυο συναρτήσεων , έστω  
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Θα πρέπει να τονιστεί το γεγονός ότι, στη συνέχεια της συζήτησής μας, τα αναπτύγματα που μελετώνται είναι της μορφής του δεξιού μέλους της (4), όπου η  
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  είναι ίση με      
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  , με το   
[image: image1070.wmf]a

   να είναι κάποια σταθερά.


Ακολούθως, παραθέτονται ορισμένες κύριες ιδιότητες των ασυμπτωτικών αναπτυγμάτων. Αν η σειρά στη σχέση (3) σταματάει ή συγκλίνει για επαρκώς μεγάλα  
[image: image1071.wmf]z

 , τότε είναι ασυμπτωτική, αλλά συνήθως αποτυγχάνει να συγκλίνει για οποιαδήποτε τιμή του  
[image: image1072.wmf]z

 . Γενικά , για δοσμένο  
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  υπάρχει συγκεκριμένο ανάπτυγμα για ορισμένη έκταση του  
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arg

. Αν υπάρχει ανάπτυγμα που ισχύει για όλα τα ορίσματα του  
[image: image1075.wmf]z

,τότε αυτό συγκλίνει. Πάλι για δοσμένο  
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 στην κατάλληλη έκταση του  
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arg

  το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα είναι μοναδικό με την έννοια ότι οι συντελεστές στην   (3)   είναι μοναδικοί. Απ’την άλλη, το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα οποιασδήποτε συνάρτησης ανήκει επίσης σε μια απειρία άλλων συναρτήσεων, για παράδειγμα το ανάπτυγμα της    
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  είναι το ίδιο με αυτό της  
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 . Η δεύτερη ιδιότητα αναφέρει πως το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του γινομένου δυο συναρτήσεων αποκτάται πολλαπλασιάζοντας τα αντίστοιχα αναπτύγματά τους. Τέλος η   (3)   μπορεί να ολοκληρωθεί όρο με όρο για να παράγει χωρίς περιορισμούς το ανάπτυγμα του ολοκληρώματος της   
[image: image1081.wmf])

(

z

F

 , ενώ τα ίδια ισχύουν και για παραγώγιση, αν υπάρχει η παράγωγος της   
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Γενικά, για μια δοσμένη (αρκετά μεγάλη) τιμή του   
[image: image1083.wmf]z

  , τα πηλίκα των όρων της (3), αρχίζουν να μειώνονται σταδιακά σε ένα ελάχιστο και στη συνέχεια αυξάνονται.Αν το ανάπτυγμα αθροιστεί μέχρι κάποιον όρο πρίν από το μικρότερο, τότε το σφάλμα που θα υπάρξει θα είναι της τάξης του πρώτου παραλειπόμενου όρου. Συμπεραίνουμε πως όσο μεγαλύτερη είναι η τιμή του  
[image: image1084.wmf]z

 , τόσο μεγαλύτερη θα είναι και η διαθέσιμη ακρίβεια. Στις φυσικές εφαρμογές είναι αρκετό να χρησιμοποιούμε μόνο τον πρώτο όρο. Για να δανειστούμε ένα παράδειγμα απ’την ηλεκτρομαγνητική θεωρία, το ακτινιβολούμενο πεδίο μιας πεπερασμένης κατανομής πηγών, είναι ο πρώτος όρος του αναπτύγματος του συνολικού πεδίου το οποίο έχει εκφραστεί με αντίστροφες δυνάμεις απόστασης απ’την πηγή.

Η βάση της μεθόδου για να αποκτήσουμε το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της   (1)   με αντίστροφες δυνάμεις του  
[image: image1085.wmf]k

 , είναι να το συσχετίσουμε με ολοκληρώματα της μορφής
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Η ασυμπτωτική έκφραση της  (5)  προκύπτει αναπτύσσοντας την   
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  ως σειρά με αυξανόμενες δυνάμεις του  
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  και εκτελώντας την ολοκλήρωση όρο με όρο. Στην παραπάνω σχέση επιλέξαμε να βάλουμε το  
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  στον εκθέτη και όχι την πρώτη ή μια άλλη δύναμη, αν και η επιλογή δεν είναι τόσο μεγάλης σημασίας. Πάντως μια άρτια δύναμη είναι βολική γιατί συνήθως συμβαίνει το μονοπάτι ολοκλήρωσης στην   (1)   να αρχίζει και να τελειώνει στο άπειρο με τέτοιο τρόπο ώστε η   (1)   να μπορεί να μετασχηματιστεί στην   (5)   με το κάτω όριο να αντικαθίσταται απ’το  
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Αυτή η τελευταία παρατήρηση, η ανάπτυξη δηλαδή της   
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  ως σειρά με αυξανόμενες δυνάμεις του  
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 , η οποία είναι η ουσία του λήμματος του Watson  μπορεί να πάρει την ακόλουθη μορφή: 
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όπου  
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  είναι η ακτίνα σύγκλισης,  
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  μιγαδικός με το πραγματικό μέρος μικρότερο της μονάδας, δηλαδή   
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 . Έστω επίσης ότι υπάρχει ένας πραγματικός αριθμός  
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  τέτοιος ώστε το   
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   (ή το άθροισμα της (6) πολλαπλασιασμένο με το εκθετικό ) να έχει όριο για όλες τις πραγματικές τιμές του  
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  που είναι μεγαλύτερες από  
[image: image1101.wmf]r

 . Τότε το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της σχέσης (5) είναι:
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όπου  
[image: image1103.wmf]G

  είναι η συνάρτηση Γάμμα. Η τελευταία μπορεί να οριστεί με δυο τρόπους, υποθέτοντας πως  
[image: image1104.wmf](

)

0

  

  

 

>

Â

z

 , με   
[image: image1105.wmf]z

  να είναι το όρισμά της, και παρουσιάζεται παρακάτω:
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Στις περιπτώσεις φυσικού ενδιαφέροντος είναι πιθανό να έχουμε  
[image: image1108.wmf]1

  

,

0

=

=

b

a

 .Επίσης, όπως έχει ήδη αναφερθεί, αρκεί μόνο ο πρώτος όρος της (7) για μια επαρκή προσέγγιση.

Για να μπορούμε να αλλάξουμε τη μεταβλητή ολοκλήρωσης από  
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  έτσι ώστε η σχέση   (1)   να αναπαρίσταται με ένα ή περισσότερα ολοκληρώματα του τύπου   (5) , είναι απαραίτητο το μονοπάτι ολοκλήρωσης να αποτελείται από κομμάτια κατά μήκος των οποίων το φανταστικό μέρος της  
[image: image1112.wmf])

(

z

f

  θα πρέπει να είναι σταθερό, και το πραγματικό μέρος της να μειώνεται μονοτονικά προς το  
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. Αν δεν ισχύει αυτό, το πρώτο βήμα είναι να αλλάξω κατάλληλα το μονοπάτι. Η αλλαγή δρόμου ολοκλήρωσης  βασίζεται στους θεμελιώδεις κανόνες ολοκλήρωσης του μιγαδικού επιπέδου. Εδώ θα δειχθεί πως είναι δυνατό να διαλέξουμε μονοπάτι που αποτελείται από κομμάτια με τις επιθυμητές ιδιότητες, με την υπόθεση ότι ο υπολογισμός κάθε περιφέρειας ολοκλήρωσης που μένει, θα γίνεται με τυπικές μεθόδους.

Κάποιες γενικές παρατηρήσεις μπορούν να γίνουν για μονοπάτια κατά μήκος των οποίων το φανταστικό μέρος της  
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  είναι σταθερό, ανεξάρτητα από τη φύση της συγκεκριμένης συνάρτησης. Αυτές οι παρατηρήσεις θα είναι επαρκείς για να δηλώσουν πως δυο σημεία στο μιγαδικό επίπεδο ενώνονται με τον επιθυμητό τρόπο, αν και η μέθοδος μπορεί να αποτύχει αν η  
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  έχει ιδιομορφίες. Στην παρούσα σύνδεση, ένα ιδιαίτερα σημαντικό ρόλο θα παίξουν τα σημεία στα οποία  
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 Αυτά ονομάζονται  saddle-points, γιατί είναι σημεία όπου τα πραγματικά και φανταστικά μέρη της  
[image: image1117.wmf])
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  είμαι στατικά σε σχέση με τη θέση στο μιγαδικό επίπεδο, χωρίς να είναι απόλυτα μέγιστα και ελάχιστα. Σημειώνεται εδώ πως τα πραγματικά και φανταστικά μέρη μιας αναλυτικής συνάρτησης δεν έχουν απόλυτα μέγιστα ή ελάχιστα στο μιγαδικό επίπεδο. 
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είναι εύκολο να δείξουμε από τις σχέσεις Cauchy-Riemman, οι οποίες είναι οι 
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 πως κατά μήκος οποιουδήποτε μονοπατιού   
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  , ο ρυθμός αλλαγής του  
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 μπορεί να εξαφανιστεί μόνο σε ένα saddle-point. Δηλαδή, σε ένα μονοπάτι με  
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  που δεν περνά από ένα saddle-point, η  
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  είναι αυστηρά μονοτονική σε όλο το μήκος, ενώ σε ένα μονοπάτι  
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  που περνά από ένα ή περισσότερα saddle-points, η  
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  είναι αυστηρά μονοτονική ανάμεσα σε παρακείμενα saddle-points, και από τα τελικά saddle-points στα αντίστοιχα άκρα του μονοπατιού. Έτσι, από οποιοδήποτε σημείο, η κατεύθυνση προς την οποία το  
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  μειώνεται πιο γρήγορα είναι αυτή κατά μήκος της οποίας το  
[image: image1128.wmf])

,

(

y

x

v

  είναι σταθερό, και με την έννοια αυτή τέτοια μονοπάτια είναι τα μονοπάτια  Steepest Descent. Με την προυπόθεση ότι η   
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  είναι μονότιμη, ή τη μετατρέπουμε σε μονότιμη αφαιρώντας ένα κλάδο, συνεπάγεται ότι ξεκινώντας από οποιοδήποτε σημείο  
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 , ένα μονοπάτι   
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  μπορεί να επιλεγεί, το οποίο συνεχίζει πάντα προς τη διεύθυνση του μειούμενου  
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  και τερματίζει ή στο άπειρο ή σε ιδιομορφία. Φαίνεται ότι, εκτός απ’τις ιδιομορφίες, τα μόνα σημεία στα οποία το μονοπάτι   
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   μπορεί να πάει σε περισσότερες της μιας κατευθύνσεις είναι αυτά στα οποία  
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. Έτσι όταν το μονοπάτι    
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  έχει ξεκινήσει σωστά με το 
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  μειούμενο,δεν υπάρχει αμφιβολία για κάποια άλλη εναλλακτική κατεύθυνση που ίσως μπορεί να ακολουθηθεί, εκτός και αν συναντήσουμε ένα  saddle-point, οπότε και θα υπάρχει τουλάχιστον μια κατεύθυνση μειούμενου  
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  , την οποία και επιλέγουμε.

Ας θεωρήσουμε τώρα πως τα τελικά σημεία του δοσμένου μονοπατιού ολοκλήρωσης της   (1)   είναι τα  Α  και  Β  και πως είναι δυνατό να βρούμε μονοπάτια  Steepest Descent απ’τα  Α  και  Β  προς το άπειρο αντίστοιχα. Αν και τα δυο μονοπάτια σταματούν στο άπειρο στο ίδιο τμήμα σύγκλισης του ολοκληρώματος,  τότε η διαδικασία είναι είναι ολοκληρωμένη. Αν όμως τα άκρα στο  άπειρο βρίσκονται σε διαφορετικά τμήματα σύγκλισης, τότε το ένα θα πρέπει να ενωθεί με το άλλο με ένα μονοπάτι  
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 , κατά μήκος του οποίου ο ρυθμός μεταβολής του  
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  αλλάζει πρόσημο μόνο μια φορά (σε ένα  saddle-point  ), ή αν χρειάζεται, η ένωση γίνεται με περισσότερα μονοπάτια διαμέσου περιοχών που μεσολαβούν, προς το άπειρο. Ένα ασυμπτωτικό ανάπτυγμα με τη διευρυμένη έννοια της σχέσης   (4)  , μπορεί να αποκτηθεί για καθένα απ’τα διαφορετικά μονοπάτια που εμπλέκονται, αλλά το αληθινό ασυμπτωτικό ανάπτυγμα του αρχικού ολοκληρώματος   (1)  , είναι απλά αυτό στο οποίο το  
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  επιτυγχάνει να έχει τη μεγαλύτερή του τιμή (είναι φυσικά δυνατό, η μεγαλύτερη τιμή του  
[image: image1141.wmf])
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  να επιτυγχάνεται σε περισσότερα από ένα των μονοπατιών). Αντίστοιχες παρατηρήσεις ισχύουν και όταν τα μονοπάτια του  Steepest Descent  σταματούν σε ιδιόμορφα σημεία. 

Θα πρέπει να σημειωθεί πως υπάρχουν περιπτώσεις έξω απ’την ακριβή έκταση της μεθόδου που αναφέρθηκε προηγουμένως, οι οποίες όμως μπορούν να αντιμετωπιστούν με μικρή μετατροπή. Προκαταρκτικά σημειώνεται πως κάθε αντικατάσταση του πάνω ορίου στην    (5)    που είναι το    
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   , από οποιονδήποτε θετικό αριθμό ανεξάρτητο του  
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 , αφήνει το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα   (7)   αναλοίωτο. Η περίπτωση αυτή μπορεί να αντιμετωπιστεί εμπλέκοντας ένα μονοπάτι  Steepest Descent, κατά μήκος του οποίου το  
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 πηγαίνει προς τα κάτω προς μια πεπερασμένη τιμή και όχι προς το  
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. Πάλι είναι δυνατό να χρησιμοποιήσουμε ένα μονοπάτι  
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  το οποίο να συναντά περισσότερα από ένα σημεία στα οποία ο ρυθμός μεταβολής του  
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  αλλάζει πρόσημο.


Ίσως η πιο κοινή περίπτωση όπου η μέθοδος του  Steepest Descent  είναι εφαρμόσιμη, είναι αυτή όπου το μονοπάτι ολοκλήρωσης   
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   πηγαίνει από ένα  saddle-point  στο άπειρο με το  
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  να μειώνεται μονοτονικά σε όλο το δρόμο. Αυστηρά, η πιο συνηθισμένη περίπτωση είναι αυτή στην οποία το μονοπάτι αρχίζει και τελειώνει στο άπειρο, με το  
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  να πηγαίνει μονοτονικά απ’το  
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  σε ένα μέγιστο, σε ένα  saddle-point, και μετά μονοτονικά απ’το μέγιστο πάλι στο  
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. Στην περίπτωση αυτή ισχύει η εξίσωση (12) που θα διατυπωθεί παρακάτω, πολλαπλασιασμένη με 2, αλλά για την ακόλουθη συζήτηση είναι καλύτερα να πάρουμε ένα μονοπάτι που αρχίζει σε ένα  saddle-point. Επειδή η περίπτωση στην οποία κανονίζεται το μονοπάτι ολοκλήρωσης να αρχίζει ή να διασχίζει ένα  saddle-point  είναι τόσο κοινή, η μέθοδος  Steepest Descent  κάποιες φορές λέγεται και μέθοδος  Saddle-Point. Ένας γνωστός τύπος για τον πρώτο όρο του ασυμπτωτικού αναπτύγματος που ψάχνουμε μπορεί να εξαχθεί. Υποθέτουμε πως το  saddle- point βρίσκεται στο σημείο  
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  και αλλάζουμε τη μεταβλητή ολοκλήρωσης στη σχέση   (1)   με τη βοήθεια του μετασχηματισμού
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ενώ τα άκρα ολοκλήρωσης γίνονται από  0  εως  
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 και έχουμε:
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Η σχέση (1) λοιπόν που είναι προς υπολογισμό παίρνει τη μορφή:
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Άρα λοιπόν έχουμε
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Για να πάρουμε τον πρώτο όρο στο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα της   (11)  το οποίο ταυτίζεται με το ζητούμενο ανάπτυγμα της  (1) , χρειάζεται η τιμή του όρου  
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 (δηλαδή στο  saddle-point  
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 όπως προκύπτει απ’την (1) ). Αναζητούμε δηλαδή το συντελεστή  
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  της σχέσης  (7)  . Με την προυπόθεση ότι  
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 , η παραπάνω ζητούμενη τιμή είναι  
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  , όπου το πρόσημο της ρίζας θα πρέπει να προσδιοριστεί απ’την εξέταση της κάθε περίπτωσης. Έχουμε λοιπόν ότι
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που είναι ο συντελεστής που ζητούσαμε, τον οποίο τώρα τοποθετούμε στην  (7)  για να υπολογίσουμε τον πρώτο όρο του ασυμπτωτικού αναπτύγματος της  (11) .
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Την τελευταία σχέση την πολλαπλασιάζουμε με   
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)

0

 

 

2

z

f

k

e

-

  , όπως συμβαίνει και στην  (11)  , ενώ παίρνουμε και  
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 , που είναι η συνήθης τιμή στις περιπτώσεις ενδιαφέροντος, και έχουμε


[image: image1172.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

p

  

2

  

1

  

     

     

2

1

 

  

2

  

 

2

1

 

 

2

        

0

0

 

0

0

2

1

 

0

0

z

f

z

g

k

e

z

f

z

g

k

e

z

f

k

z

f

k

¢

¢

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

G

¢

¢

-

-

=


Παραπάνω παρατηρούμε ότι    
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   . Αναδιατάσσοντας τους όρους προκύπτει η ζητούμενη προσέγγιση, η οποία είναι:
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Θα πρέπει να γίνουν κάποιες παρατηρήσεις που αφορούν περιπτώσεις στις οποίες η σχέση (12) χρειάζεται σημπλήρωμα ή είναι άκυρη. Ολόκληρο το ασυμπτωτικό ανάπτυγμα  αποκτάται αναπτύσσοντας τον όρο  
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 ως σειρά δυνάμεων του  
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  και κάνοντας την ολοκλήρωση στην   (11)   του κάθε όρου. Όπως δηλώνεται και στην   (7)  , η δύναμη του  
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  που εμφανίζεται στον πρώτο όρο του αναπτύγματος, προσδιορίζεται από τη δύναμη του  
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  με την οποία το ανάπτυγμα σειράς του  
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 αρχίζει. Αν ο πρώτος όρος του ασυμπτωτικού αναπτύγματος σειράς είναι  
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  για να συγκλίνει το ολοκλήρωμα, τότε ο πρώτος όρος του ασυμπτωτικού αναπτύγματος είναι:
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Έτσι λοιπόν, αν   
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, η σχέση   (12)   δεν ισχύει και θα πρέπει να αντικατασταθεί απ’τη  (13) . Στις περιπτώσεις αυτές ο παράγοντας που πολλαπλασιάζει το  
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  τείνει στο μηδέν λιγότερο γρήγορα απ’το  
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, τότε η   (12)   δεν είναι λάθος, αλλά δείχνει ότι ο παράγοντας που πολλαπλασιάζει το   
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  τείνει στο μηδέν πιο γρήγορα απ’το  
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Αν το μονοπάτι ολοκλήρωσης είναι ένα εκ των  Steepest Descent  που πηγαίνει προς το  ∞ όπως πριν, αλλά αρχίζει από σημείο που δεν είναι  saddle-point, είναι εύκολο να δούμε πως το μη εκθετικό κομμάτι του πρώτου όρου της ασυμπτωτικής έκφρασης είναι γενικά ανάλογο του  
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  της  (12) . Πάλι, αν η 
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  είναι ιδιόμορφη ή 0 στο τελικό σημείο, η δύναμη του 
[image: image1196.wmf]k

 είναι διαφορετική και εξαρτάται απ’την τάξη της ιδιομορφίας ή του 0.


Όσα ειπώθηκαν μέχρι τώρα καλύπτουν τα αποτελέσματα που παράχθηκαν με τη μέθοδο  Steepest Descent  για ασυμπτωτικά αναπτύγματα, με την αυστηρή μαθηματική έννοια όπου το  
[image: image1197.wmf]k

  επιτρέπεται να γίνει αόριστα μεγάλο , και οι άλλες παράμετροι υποθέτονται ανεξάρτητες του  
[image: image1198.wmf]k

 . Αλλά όμως έχει δειχθεί πως η μορφή της ασυμπτωτικής προσέγγισης εξαρτάται από συγκεκριμένες συνθήκες, για παράδειγμα αν το μονοπάτι του  Steepest Descent  αρχίζει από ένα  saddle-point  ή όχι. Δηλαδή εξαρτάται και από άλλες παραμέτρους εκτός του   
[image: image1199.wmf]k

 , με την έννοια ότι αλλάζει απότομα όταν αυτές οι παράμετροι πάρουν κρίσιμες τιμές. Έτσι, για κάθε δοσμένη τιμή του  
[image: image1200.wmf]k

 , όσο μεγάλη κι αν είναι αυτή, αν οι τιμές των άλλων παραμέτρων είναι επαρκώς κοντά σε αυτές τις τιμές για τις οποίες η ασυμπτωτική μορφή θα ήταν διαφορετική, οι προσεγγιστικοί τύποι που αναφέρονται παραπάνω αποτυγχάνουν να δώσουν καλές αριθμητικές προσεγγίσεις. Ωστόσο, υπάρχει μια πρακτική απαίτηση για νέες εκφράσεις οι οποίες θα δίνουν ομαλές μεταβάσεις από τη μια ασυμπτωτική μορφή σε μια άλλη. Υπάρχουν φυσικά περισσότερο επεξεργασμένες συναρτήσεις του  
[image: image1201.wmf]k

  απ’τη  (13) , αλλά υπάρχουν 3 περιπτώσεις στις οποίες αξίζει να αναφερθούμε , και μπορούμε να τις μεταχειριστούμε ικανοποιητικά. Στις περιπτώσεις που ακολουθούν θεωρείται πως η μοναδική πολυπλοκότητα είναι αυτή για την οποία γίνεται η συζήτηση.
Αρχικά θεωρούμε πως το  
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  πλησιάζει το 0. Τότε η  (12)  είναι μόνο καλή προσέγγιση για αυξανόμενες μεγάλες τιμές του  
[image: image1203.wmf]k

 , και χρειάζεται μια έκφραση για να επιτελέσει τη μετάβαση από τη (12) στη διαφορετική μορφή που είναι κατάλληλη όταν  
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  είναι κοντά στο μηδέν, θα πρέπει να υπάρχει ένα δεύτερο  saddle-point  κοντά στο  
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. Τότε η ζητούμενη έκφραση μπορεί να αποκτηθεί κάνοντας το μετασχηματισμό

[image: image1208.wmf]3

3

1

 

 

 

 

  

  

)

(

m

bm

a

-

-

=

z

f

 ,               
όπου


[image: image1209.wmf][

]

[

]

)

(

 

 

)

(

2

1

  

  

3

2

         

          

          

,

  

)

(

 

 

)

(

2

1

  

  

0

1

2

3

0

1

z

f

z

f

z

f

z

f

-

=

+

=

b

a


Ο μετασχηματισμός αυτός δίνει το  
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  ως μια κανονική συνάρτηση του  
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  στη γειτονιά του  
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  και του  
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, και οδηγεί σε μια ασυμπτωτική ανάπτυξη εκφρασμένη ως ολοκληρώματα AIRY και με πρώτη παράγωγο με όρισμα  
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Στη συνέχεια θεωρούμε πως το ανάπτυγμα της  
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  ως σειρά δυνάμεων του  
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  έχει ακτίνα σύγκλισης που πλησιάζει το μηδέν, γιατί η  
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  έχει απλό πόλο που πηγαίνει κοντά στο  saddle-point . Πάλι η  (12)  είναι μόνο καλή προσέγγιση για αυξανόμενες μεγάλες τιμές του  
[image: image1218.wmf]k

 , και χρειάζεται μια έκφραση για να επιτελέσει τη μετάβαση από τη (12), στη διαφορετική μορφή που είναι κατάλληλη όταν ο πόλος βρίσκεται στο  saddle-point. Στην περίπτωση αυτή η ιδέα είναι να γράψεις το μη εκθετικό κομμάτι του ολοκληρωτέου ως το άθροισμα δυο όρων, όπου ο ένας θα περιέχει μόνο τον πόλο και ο άλλος θα είναι κανονικός. Ο δεύτερος μπορεί να αναλυθεί με το συνηθισμένο τρόπο και ο πρώτος παράγει ένα ολοκλήρωμα Fresnel ή ολοκλήρωμα σφάλματος, με (γενικά) μιγαδικό όρισμα.


Τέλος, θεωρούμε πως το σημείο αρχής του μονοπατιού του  Steepest Descent  δεν είναι ένα   saddle-point , αλλά πλησιάζει πολύ κοντά στη μονάδα. Στην περίπτωση αυτή είναι φανερό πως το ολοκλήρωμα σφάλματος, όπως και πριν, μπορεί να συνδέσει τις δυο ασυμπτωτικές μορφές.
9.2 Η μέθοδος της ακίνητης (σταθερής) φάσης
Αυτή είναι μια εναλλακτική, αν και αρκετά παρόμοια μέθοδος με αυτή του  Steepest Descent. Αν και είναι ίσως λιγότερο γενική και λιγότερο πειστική αναλυτικά, συχνά έχει το πλεονέκτημα της πιο κοντινής επαφής με το πρόβλημα. Το ολοκλήρωμα που θα μελετηθεί γράφεται καλύτερα
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σε σχέση με την (1), (προσοχή στο j), με το εκθετικό να αντιπροσωπεύει ως συνήθως οδεύον κύμα.


Κρατώντας από πριν ότι  
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, τα μονοπάτια ολοκλήρωσης που χρησιμοποιούνται είναι   
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  , αλλά στη (14) αυτό σημαίνει πως το κομμάτι του πλάτους στο εκθετικό είναι σταθερό κατά μήκος του μονοπατιού, ενώ το κομμάτι της φάσης μεταβάλλεται γρήγορα, το αντίθετο με ότι συμβαίνει δηλαδή στη μέθοδο  Steepest Descent. Μπορεί όμως να βεβαιωθεί πως η μόνη σημαντική συνεισφορά στο ολοκλήρωμα προκύπτει από κομμάτια του μονοπατιού που βρίσκονται στη γειτονιά  saddle-points  ή τελικών σημείων, αλλά η φυσική ερμηνεία του μηχανισμού μέσω του οποίου προκύπτει αυτό, γίνεται με  “παρεμβολή φάσης” και όχι με μείωση του πλάτους.


Τα παραπάνω μπορούν να δικαιολογηθούν από μια αυστηρή μαθηματική μεταχείρηση που έγινε από τον Watson. Αυτή βασίζεται στο γεγονός ότι αν  
[image: image1222.wmf]1

  

  

  

  

0

<

<

m

  ,  
[image: image1223.wmf]0

 

 

>

a

 και σταθερό, και η  
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  έχει περιορισμένη συνολική διακύμανση στην περιοχή  
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Τα λεγόμενα του Watson είναι μάλλον περιορισμένα σε έκταση. Πιο συγκεκριμένα, δε φαίνεται ικανό να παραχθεί πλήρες ασυμπτωτικό ανάπτυγμα. Αυτό δίνεται με κάποια λεπτομέρεια (απ’τον Focke) στην περίπτωση που η  
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  είναι πραγματική συνάρτηση, και το μονοπάτι ολοκλήρωσης περιορίζεται στον πραγματικό άξονα.

Τα συμπεράσματα απ’τη μέθοδο της στατικής φάσης ακολουθούν τα ίδια βήματα με αυτά της μεθόδου  Steepest Descent. Για παράδειγμα, στην περίπτωση που το μονοπάτι ολοκλήρωσης στη  (14)  αρχίζει από ένα  saddle-point  στο  
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  και πηγαίνει στο άπειρο κατά μήκος της  
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  χωρίς να συναντά άλλο  saddle-point , η προσέγγιση που αντιστοιχεί στη  (12)  είναι
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Μια πλευρά στην οποία υπάρχει διαφοροποίηση μεταξύ των δυο μεθόδων θα πρέπει να σημειωθεί. Με το μονοπάτι  Steepest Descent  το οποίο αρχίζει σε ένα  saddle-point  και δεν πηγαίνει στο άπειρο, η συνεισφορά του σημείου στο τέλος του μονοπατιού στο αυστηρό ασυμπτωτικό ανάπτυγμα είναι μηδέν σε σύγκριση με τη συνεισφορά του  saddle-point  λόγω του επιπλέον εκθετικού όρου που περιέχει. Απ’την άλλη, , με το μονοπάτι της στατικής φάσης του ίδιου τύπου, η συνεισφορά του σημείου στο τέλος του μονοπατιού είναι γενικά της τάξης του  saddle-point , απλώς διαιρεμένο με  
[image: image1232.wmf]2
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 . Δεν περιλαμβάνεται λοιπόν στην ασυμπτωτική προσέγγιση αν διαταρήσουμε μόνο τον πρώτο όρο.

Συνοψίζοντας, οι μέθοδοι του  Steepest Descent  και της στατικής φάσης, αν εξαιρέσουμε τις μαθηματικές τους εκφράσεις, εξαρτώνται απ’την επιλογή του μονοπατιού ολοκλήρωσης με τέτοιο τρόπο ώστε ο ολοκληρωτέος λόγω του εκθετικού παράγοντα, να συνεισφέρει ελάχιστα στο ολοκλήρωμα, εκτός απ’τη γειτονιά κάποιων κρίσιμων σημείων, τα οποία θα είναι είτε  saddle-points, είτε τελικά σημεία του μονοπατιού ολοκλήρωσης.

9.3 Διπλά ολοκληρώματα

Έχει δειχθεί πως το πρόβλημα ενός πεδίου που περιθλάται από ένα άνοιγμα οδηγεί σε διπλά ολοκληρώματα της μορφής
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όπου οι  
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  και  
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  είναι ανεξάρτητες του  
[image: image1236.wmf]k

  και το χωρίο ολοκλήρωσης καθορίζεται απ’το άνοιγμα. Η  (16)  είναι ανάλογη με τη   (14)  , και οι προσεγγίσεις για μεγάλες τιμές του  
[image: image1237.wmf]k

  γίνονται από ασυμπτωτικά αναπτύγματα.


Η θεωρία για ασυμπτωτικά αναπτύγματα διπλών ολοκληρωμάτων είναι φυσικά πιο πολύπλοκη από αυτή των απλών ολοκληρωμάτων. Οι τεχνικές ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο εφαρμόζονται μόνο όπως παρουσιάστηκε για απλά ολοκληρώματα, οπότε για διπλά ολοκληρώματα φαίνεται πως η  ανάλυση  που βασίζεται σε αυτή την προσέγγιση θα είναι λίγο διαφορετική από αυτή που αναπτύχθηκε στα προηγούμενα.


Η περίπτωση όπου η  
[image: image1238.wmf])
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  είναι πραγματική συνάρτηση συζητάται αναλυτικά από τον  Focke, ο οποίος χρησιμοποιεί την ιδέα της συνάρτησης εξουδετέρωσης. Η ανάλυση δείχνει πάλι ότι οι συνεισφορές στο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα προέρχονται μόνο από περιοχές στη γειτονιά συγκεκριμένων  κρίσιμων σημείων , και πως διαφορετικοί τύποι κρίσιμων σημείων δίνουν διαφορετικές δυνάμεις του  
[image: image1239.wmf]k

  στους κύριους όρους των σχετικών συνεισφορών.

Υπάρχουν 3 τύποι κρίσιμων σημείων. Οι κύριοι όροι των αντίστοιχων συνεισφορών συζητούνται, χωρίς να περιλαμβάνουμε τα σημεία που είναι περισσότερα του ενός τύπου.

Κρίσιμα σημεία πρώτου είδους:  Είναι ένα σημείο μέσα στο χωρίο ολοκλήρωσης στο οποίο 
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Τότε κοντά στο κρίσιμο σημείο, έστω ότι είναι το  
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είναι οι μερικές παράγωγοι υπολογισμένες στο  
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. Αν διαλέξουμε νέες μεταβλητές ολοκλήρωσης τέτοιες ώστε
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 , επομένως η ζητούμενη ασυμπτωτική προσέγγιση της σχέσης  (16)  είναι:
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όπου η θετική ρίζα είναι
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Η (20) που ισχύει για διπλά ολοκληρώματα είναι ανάλογη με την ασυμπτωτική προσέγγιση (15) για απλά ολοκληρώματα.


Κρίσιμα σημεία δεύτερου είδους:  Είναι σημεία πάνω στην καμπύλη που περιορίζει το χωρίο ολοκλήρωσης, στα οποία  
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 , όπου  
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 είναι ένα στοιχείο του τόξου της καμπύλης. Η δύναμη του  
[image: image1251.wmf]k

 στο μη εκθετικό μέρος του κύριου όρου της αντίστοιχης συνεισφοράς στο ασυμπτωτικό ανάπτυγμα  είναι  
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 , σε αντίθεση με τον παράγοντα  
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  της σχέσης (20)

Κπίσιμα σημεία τρίτου είδους:  Είμαι γωνιακά σημεία της καμπύλης που περιορίζει το χωρίο ολοκλήρωσης, δηλαδή σημεία στα οποία η κλίση της καμπύλης είναι μη συνεχής. Στην περίπτωση αυτή έχω παράγοντα  
[image: image1254.wmf]2
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9.4 Συναρτήσεις Hankel
Οι συναρτήσεις  Hankel  1ου είδους και  ν-οστής τάξης ορίζονται από την εξίσωση
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Στην παραπάνω σχέση,  
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 , είναι οι συναρτήσεις  Bessel  και  Neumann , οι οποίες ορίζονται σε μορφή άπειρης σειράς
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όπου   
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.

0

  

  

=

g

     είναι η σταθερά του  Euler.
Οι παραπάνω σειρές, αν και συγκλίνουν για   
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  , δηλαδή για θετικά  
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 , για υπολογιστικούς σκοπούς μπορούν να χρησιμοποιηθούν μόνο για αρκετά μικρές τιμές του ορίσματος  
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 . Για  
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  πολύ μεγαλύτερο από την τάξη   
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 , ισχύουν οι ασυμπτωτικές σειρές





[image: image1266.wmf](

)

(

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

@

1

2

4

 

cos

  

 

2

   

   

n

x

x

x

J

n

p

p













     (25)




[image: image1267.wmf](

)

(

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

@

1

2

4

 

sin

  

 

2

   

   

n

x

x

x

Y

n

p

p


Για  
[image: image1268.wmf]0

  

  

=

n

 , οι παραπάνω ασυμπτωτικές σειρές παίρνουν τη μορφή




[image: image1269.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

@

4

 

cos

  

 

2

   

   

0

p

p

x

x

x

J













     (26)




[image: image1270.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

@

4

 

sin

  

 

2

   

   

0

p

p

x

x

x

Y


Έτσι λοιπόν,  η συνάρτηση  Hankel  1ου είδους και μηδενικής τάξης, χρησιμοποιώντας τις τελευταίες σχέσεις, δίνεται με τη μορφή
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Χρησιμοποιώντας τις σχέσεις   (25)   για   
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Επομένως, η συνάρτηση  Hankel  1ου είδους και πρώτης τάξης, αν εργαστούμε όπως πριν είναι
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Κεφάλαιο 10
Γραφική αναπαράσταση λύσεων

10.1 Εξισώσεις προβλήματος 
Ο σκοπός της ανάλυσης των παραπάνω κεφαλαίων ήταν ο υπολογισμός των πεδίων περίθλασης και των συνολοκών πεδίων, που δημιουργούνται από άγνωστες ή και γνωστές πηγές. Χρησιμοποιήσαμε τα ολοκληρώματα Fresnel και ασυμπτωτικές σχέσεις, προκειμένου να εκφράσουμε τις λύσεις μας με μια περισσότερο πρακτική μορφή. Καταλήξαμε λοιπόν, στην ανάλυση των πεδίων που δημιουργούνται στο χώρο από μια διπολική πηγή, η οποία είναι τοποθετημένη κοντά στην αιχμή ενός άπειρου ημιεπιπέδου. Οι εκφράσεις που προέκυψαν, περιέχουν συναρτήσεις Hankel πρώτου είδους, πρώτης και δεύτερης τάξης, καθώς και παραγώγους ολοκληρωμάτων. Τα αποτελέσματα λοιπόν δίνονται από τις σχέσεις   (38) , και   (40)   εως   (44)  του 7ου κεφαλαίου. Στις εξισώσεις αυτές εμφανίζονται οι μερικές παράγωγοι των ολοκληρωμάτων της σχέσης   (39) . Το παρόν κεφάλαιο έχει ως στόχο τη γραφική αναπαράσταση των παραπάνω σχέσεων, οι οποίες δίνουν τις συνιστώσες του Η/Μ πεδίου λόγω διπολικής πηγής. Χρησιμοποιήσαμε το πρόγραμμα Matlab για τη δημιουργία του απαραίτητου κώδικα και για τα σχεδιαγράμματα των πεδίων.
10.2 Μορφοποίηση εξισώσεων
Σκοπός της παρούσας ενότητας είναι η μετατροπή των σχέσεων στις οποίες έχουμε καταλήξει, σε μορφή που να είναι εύκολα υλοποιήσιμη από το πρόγραμμα  Matlab. Παρατηρώντας τα ολοκληρώματα της σχέσης  (39)   του 7ου κεφαλαίου, φαίνεται αμέσως πως το κάτω όριο του ολοκληρώματος (σχέση  (36) ) είναι συνάρτηση των μεταβλητών ως προς τις οποίες γίνεται η παραγώγιση στις σχέσεις   (38) ,  και   (40)   εως   (44) . Παραθέτουμε παρακάτω για ευκολία τις εξισώσεις αυτές.
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Το πρώτο βήμα πριν την ανάπτυξη του κώδικα είναι η εκτέλεση των παραγωγίσεων των ολοκληρωμάτων. Αντικαθιστούμε αρχικά το πάνω όριο που είναι το άπειρο με  
[image: image1287.wmf]m

 

2

  και στη συνέχεια χρησιμοποιούμε το θεώρημα του Leibniz για παραγώγιση ολοκληρώματος. Ο τύπος που το εκφράζει είναι
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Εφαρμόζουμε το θεώρημα όπου χρειάζεται, μια ή δυο φορές, και τα αποτελέσματα που προκύπτουν μετατρέπονται σε κώδικα, προκειμένου να αναπαρασταθούν. Στην επόμενη ενότητα παρουσιάζεται ο κώδικας που αναπτύχθηκε.
10.3 Κώδικας και αποτελέσματα
Ο κώδικας που δημιουργήθηκε για την απεικόνιση των αποτελεσμάτων παρουσιάζεται στη συνέχεια. Για την επίτευξη του επιθυμητού αποτελέσματος χρειάστηκε ένας μεγάλος αριθμός από  M–files  που περιέχουν τις προς ολοκλήρωση συναρτήσεις, οι οποίες χρησιμοποιούνται για τη μοντελοποίηση των ολοκληρώμάτων που προέκυψαν μετά την εφαρμογή του θεωρήματος του Leibniz. Ο κορμός του κώδικα αποτελείται από ένα μεγάλο  M–file  που περιέχει μόνο  script  και χρησιμεύει για να καλεί τις απαραίτητες συναρτήσεις, ενώ περιλαμβάνει και το μαθηματικό κομμάτι που δεν έχει ολοκληρώματα, το οποίο προέκυψε από συμβολικές παραγωγίσεις. Όλο το μαθηματικό μέρος του script κώδικα περικλείεται από δυο εντολές  for, που χρησιμοποιούνται για την αλλαγή των μεταβλητών  
[image: image1289.wmf]x

  και  
[image: image1290.wmf]y

 ως προς τις οποίες γίνεται η απεικόνιση.  

Στην περίπτωσή μας η πηγή έχει επιλεγεί τυχαία, και βρίσκεται πάνω στον   
[image: image1291.wmf]y

–άξονα. Τα πεδία που προκύπτουν είναι μιγαδικοί αριθμοί και για το λόγο αυτό απεικονίζονται ξεχωριστά το πραγματικό και το φανταστικό μέρος. Λόγω των τριών διαστάσεων μπορούμε να απεικονίσουμε μόνο σε ένα  
[image: image1292.wmf]z

–επίπεδο κάθε φορά. Θυμίζουμε πως το άπειρο ημιεπίπεδο βρίσκεται στο χώρο  
[image: image1293.wmf]0
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Το πρώτο μέρος του κώδικα που παρουσιάζεται περιέχει ένα από τα πολλά  M-files  που κωδικοποιούν τις προς ολοκλήρωση συναρτήσεις. Για λόγους εξοικονόμησης χώρου δεν παρουσιάζονται όλες οι συναρτήσεις, αφού οι αλλαγές που γίνονται σε σχέση με τη J1_40 είναι ελάχιστες και έχουν να κάνουν με την αντικάτάσταση της απόστασης  R από την Rt=sqrt((x-x0).^2+(y+y0).^2+(z-z0).^2) , καθώς και με την τάξη της συνάρτησης Hankel (0,1,2 κλπ). Στον παρακάτω ορισμό  συνάρτησης φαίνεται η συνάρτηση  Hankel, besselh, και ο κώδικας αυτός καλείται στο κυρίως πρόγραμμα ως  ‘J1_40’ .  
function y = J1_40(me,x,x0,y,y0,z,z0,f) 

k=2.*pi.*f./3./10.^8;

R=sqrt((x-x0).^2+(y-y0).^2+(z-z0).^2);

y = besselh(0,1,k.*R.*cosh(me)).*cosh(me);
Το υπόλοιπο μαθηματικό μέρος του script, παράχθηκε χρησιμοποιώντας συμβολικά κομμάτια κώδικα, ένα από τα οποία είναι και το

syms x x0 y y0 z z0

R=sqrt((x-x0).^2+(y-y0).^2+(z-z0).^2);

diff(diff(R,y0),x)
που υπολογίζει την παράγωγο ως προς  
[image: image1294.wmf]0

y

  και  
[image: image1295.wmf]x

  της απόστασης  
[image: image1296.wmf]R

. Για τον ίδιο λόγο όπως και παραπάνω, τα υπόλοιπα κομμάτια κώδικα που μοντελοποιούν όλες τις υπόλοιπες σχέσεις εκτός από τις προς ολοκλήρωση συναρτήσεις, δεν αναφέρονται, και είναι εύκολο να εξαχθούν χρησιμοποιώντας το συμβολικό μέρος του Matlab. Αξίζει να σημειωθεί πως τα άκρα των ολοκληρωμάτων μοντελοποιούνται ως συναρτήσεις και καλούνται στον κυρίως κώδικα. Η μορφή τους έχει ως εξής:
Function out=m(x, x0, y, y0, z, z0)

r = sqrt(x.^2 + y.^2);

r0 = sqrt(x0.^2 + y0.^2);

th= pi.*(atan(y./x))./180;

th0 = pi.*(atan(y0./x0))./180;

R = sqrt((x-x0).^2 + (y-y0).^2 + (z-z0).^2);

out=asinh(2.*((sqrt(r.*r0))./R).*cos(0.5.*(th-th0)));

και
function out=mt(x, x0,y,y0,z,z0)   %alazi to y0 se -y0 se sxesi me to   m

r = sqrt(x.^2 + y.^2);

r0 = sqrt(x0.^2 + y0.^2);

th= pi.*(atan(y./x))./180;

th0 = pi.*(atan(y0./x0))./180;

Rt = sqrt((x-x0).^2 + (y+y0).^2 + (z-z0).^2);

out=asinh(2.*((sqrt(r.*r0))./Rt).*cos(0.5.*(th+th0)));      %kathos kai to -th0 se +tho edo!!

 Παρακάτω παρουσιάζεται το βασικό μέρος του κώδικα. Στο συγκεκριμένο παράδειγμα το δίπολο, δηλαδή η πηγή μας, βρίσκεται σχεδόν πάνω στον  
[image: image1297.wmf]y

–άξονα . Όλα τα αρχεία που είναι απαραίτητα για να χρησιμοποιηθεί ο υπάρχον κώδικας βρίσκονται στο CD που συνοδεύει το αντίτυπο της διπλωματικής εργασίας.
clear all;

x0=0.00001;

y0=2;

z0=0.00001;

f=3.*(10.^8);

x=[linspace(-5,-0.001,20),linspace(0.001,5,20)];

y=[linspace(-5,-0.001,20), linspace(0.001,5,20)];

z=1;

for l=1:size(x,2)

    for j=1:size(y,2)

k=2.*pi.*f./3./10.^8;

r = sqrt(x(l).^2 + y(j).^2);

r0 = sqrt(x0.^2 + y0.^2);

th= pi.*(atan(y(j)./x(l)))./180;

th0 = pi.*(atan(y0./x0))./180;

R=sqrt((x(l)-x0).^2+(y(j)-y0).^2+(z-z0).^2);

Rt = sqrt((x(l)-x0).^2 + (y(j)+y0).^2+(z-z0).^2);

R1=r + r0;

%                                           sxesl 40

%

%
%

j1_40(l,j)=-1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*(-2*y(j)+2*y0)*(2*x(l)-2*x0);

q1_40(l,j)=(k./2).*j1_40(l,j).*quad('J1_40',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2_40(l,j)=1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*(-2*y(j)+2*y0)*(2*x(l)-2*x0);

q2_40(l,j)=-((k.^2)./2).*j2_40(l,j).*quad('J2_40',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3_40(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(-2*y(j)+2*y0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*x(l)-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*x(l)-2*x0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3_40(l,j)=k.*j3_40(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j4_40(l,j)=j3_40(l,j);

q4_40(l,j)=(k./2).*j4_40(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j5_40(l,j)=j1_40(l,j);

q5_40(l,j)=-(k./2).*j5_40(l,j).*quad('J5_40',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j6_40(l,j)=j2_40(l,j);

q6_40(l,j)=-((k.^2)./4).*j6_40(l,j).*quad('J6_40',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j7_40(l,j)=j2_40(l,j);

q7_40(l,j)=((k.^2)./4).*j7_40(l,j).*quad('J7_40',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j8_40(l,j)=j3_40(l,j);

q8_40(l,j)=-k.*j8_40(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j9_40(l,j)=j3_40(l,j);

q9_40(l,j)=-(k./2).*j9_40(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j10_40(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*x(l)-2*x0)...

    *(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q10_40(l,j)=k.*j10_40(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j11_40(l,j)=j10_40(l,j);

q11_40(l,j)=-k.*j11_40(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j12_40(l,j)=(-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(3/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*y0*x(l)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*(2*x(l)-2*x0)...

    +1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    *y0+1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*x(l)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*x(l)+3/2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(5/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(-2*y(j)+2*y0)*(2*x(l)-2*x0)-1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(-2*y(j)+2*y0)+1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2)/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*x(l)-1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2)*(2*x(l)-2*x0)-1/64800*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi^2*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2)/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2)...

    -1/2*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(3/2)...

    *(4/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))^2*x(l)-4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2....

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2*(2*x(l)-2*x0)+1/45*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2));

q12_40(l,j)=2.*j12_40(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j13_40(l,j)=j10_40(l,j); 

q13_40(l,j)=(k./2).*j13_40(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j14_40(l,j)=j10_40(l,j);

q14_40(l,j)=-(k./2).*j14_40(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j15_40(l,j)=j12_40(l,j);

q15_40(l,j)=j15_40(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

q_40(l,j)=q1_40(l,j) + q2_40(l,j) + q3_40(l,j) + q4_40(l,j) + q5_40(l,j) + q6_40(l,j) + q7_40(l,j) + q8_40(l,j) + q9_40(l,j) + q10_40(l,j) + q11_40(l,j) + q12_40(l,j) + q13_40(l,j) + q14_40(l,j) + q15_40(l,j);     

%                                             sxesl 40t

%

%

%

j1t_40(l,j)=-1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*(2*y(j)+2*y0)*(2*x(l)-2*x0);

q1t_40(l,j)=(k./2).*j1t_40(l,j).*quad('J1t_40',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2t_40(l,j)=1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*(2*y(j)+2*y0)*(2*x(l)-2*x0);

q2t_40(l,j)=-((k.^2)./2).*j2t_40(l,j).*quad('J2t_40',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3t_40(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*y(j)+2*y0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2)*x(l)-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*x(l)-2*x0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3t_40(l,j)=k.*j3t_40(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j4t_40(l,j)=j3t_40(l,j);

q4t_40(l,j)=(k./2).*j4t_40(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j5t_40(l,j)=j1t_40(l,j);

q5t_40(l,j)=-(k./2).*j5t_40(l,j).*quad('J5t_40',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j6t_40(l,j)=j2t_40(l,j);

q6t_40(l,j)=-((k.^2)./4).*j6t_40(l,j).*quad('J6t_40',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j7t_40(l,j)=j2t_40(l,j);

q7t_40(l,j)=((k.^2)./4).*j7t_40(l,j).*quad('J7t_40',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j8t_40(l,j)=j3t_40(l,j);

q8t_40(l,j)=-k.*j8t_40(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j9t_40(l,j)=j3t_40(l,j);

q9t_40(l,j)=-(k./2).*j9t_40(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j10t_40(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*x(l)-2*x0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)-1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q10t_40(l,j)=k.*j10t_40(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j11t_40(l,j)=j10t_40(l,j);

q11t_40(l,j)=-k.*j11t_40(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j12t_40(l,j)=(-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(3/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*y0*x(l)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*(2*x(l)-2*x0)+1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0+1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*x(l)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*x(l)+3/2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(5/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(2*y(j)+2*y0)*(2*x(l)-2*x0)-1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(2*y(j)+2*y0)-1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2)...

    /(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*x(l)+1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2)...

    *(2*x(l)-2*x0)+1/64800*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi^2*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2)/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2)-1/2....

    *(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)...

    -1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(3/2)*(4/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2*x(l)...

    -4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))^2*(2*x(l)-2*x0)+1/45*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi*y(j)/x(l)^2/(1+y(j)^2/x(l)^2));

q12t_40(l,j)=2.*j12t_40(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j13t_40(l,j)=j10t_40(l,j);

q13t_40(l,j)=(k./2).*j13t_40(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j14t_40(l,j)=j10t_40(l,j);

q14t_40(l,j)=-(k./2).*j14t_40(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j15t_40(l,j)=j12t_40(l,j);

q15t_40(l,j)=j15t_40(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

qt_40(l,j)=q1t_40(l,j) + q2t_40(l,j) + q3t_40(l,j) + q4t_40(l,j) + q5t_40(l,j) + q6t_40(l,j) + q7t_40(l,j) + q8t_40(l,j) + q9t_40(l,j) + q10t_40(l,j) + q11t_40(l,j) + q12t_40(l,j) + q13t_40(l,j)...

    + q14t_40(l,j) + q15t_40(l,j);

% lpologlsmos Ex sinlstosas se slgekrlmeno slmlo

Ex(l,j)=-((i.*k)./sqrt(r.*r0)).*sin(0.5.*th).*cos(0.5.*th0).*besselh(0,1,k.*R1) - 0.5.*i.*q_40(l,j) + 0.5.*i.*qt_40(l,j);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%     telos

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%     lpologlsmou

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%     sxesls 40

%                                               sxesl 41

%

%

%

j1_41(l,j)=-1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*(-2*y(j)+2*y0)*(2*z-2*z0);

q1_41(l,j)=(k./2).*j1_41(l,j).*quad('J1_41',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2_41(l,j)=1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*(-2*y(j)+2*y0)*(2*z-2*z0);

q2_41(l,j)=-((k.^2)./2).*j2_41(l,j).*quad('J2_41',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3_41(l,j)=-1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2*(-2*y(j)+2*y0)*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*z-2*z0)/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3_41(l,j)=k.*j3_41(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j4_41(l,j)=j3_41(l,j);

q4_41(l,j)=(k./2).*j4_41(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j5_41(l,j)=j1_41(l,j);

q5_41(l,j)=-(k./2).*j5_41(l,j).*quad('J5_41',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j6_41(l,j)=j2_41(l,j);

q6_41(l,j)=-((k.^2)./4).*j6_41(l,j).*quad('J6_41',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j7_41(l,j)=j2_41(l,j);

q7_41(l,j)=((k.^2)./4).*j7_41(l,j).*quad('J7_41',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j8_41(l,j)=j3_41(l,j);

q8_41(l,j)=-k.*j8_41(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j9_41(l,j)=j3_41(l,j);

q9_41(l,j)=-(k./2).*j9_41(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j10_41(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*z-2*z0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q10_41(l,j)=k.*j10_41(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j11_41(l,j)=j10_41(l,j);

q11_41(l,j)=-k.*j11_41(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j12_41(l,j)=(-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*(2*z-2*z0)+3/2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(5/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)*(2*z-2*z0)-1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi/x0/(1+y0^2/x0^2)*(2*z-2*z0))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2)+2*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(3/2)*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2*(2*z-2*z0);

q12_41(l,j)=2.*j12_41(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j13_41(l,j)=j10_41(l,j);

q13_41(l,j)=(k./2).*j13_41(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j14_41(l,j)=j10_41(l,j);

q14_41(l,j)=-(k./2).*j14_41(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j15_41(l,j)=j12_41(l,j);

q15_41(l,j)=j15_41(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

q_41(l,j)=q1_41(l,j) + q2_41(l,j) + q3_41(l,j) + q4_41(l,j) + q5_41(l,j) + q6_41(l,j) + q7_41(l,j) + q8_41(l,j) + q9_41(l,j) + q10_41(l,j) + q11_41(l,j) + q12_41(l,j) + q13_41(l,j) + q14_41(l,j) + q15_41(l,j);

%                                         sxesl 41t

%

%

%

j1t_41(l,j)=-1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*(2*y(j)+2*y0)*(2*z-2*z0);

q1t_41(l,j)=(k./2).*j1t_41(l,j).*quad('J1t_41',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2t_41(l,j)=1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*(2*y(j)+2*y0)*(2*z-2*z0);

q2t_41(l,j)=-((k.^2)./2).*j2t_41(l,j).*quad('J2t_41',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3t_41(l,j)=-1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2*(2*y(j)+2*y0)*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*z-2*z0)/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3t_41(l,j)=k.*j3t_41(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j4t_41(l,j)=j3t_41(l,j);

q4t_41(l,j)=(k./2).*j4t_41(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j5t_41(l,j)=j1t_41(l,j);

q5t_41(l,j)=-(k./2).*j5t_41(l,j).*quad('J5t_41',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j6t_41(l,j)=j2t_41(l,j);

q6t_41(l,j)=-((k.^2)./4).*j6t_41(l,j).*quad('J6t_41',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j7t_41(l,j)=j2t_41(l,j);

q7t_41(l,j)=((k.^2)./4).*j7t_41(l,j).*quad('J7t_41',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j8t_41(l,j)=j3t_41(l,j);

q8t_41(l,j)=-k.*j8t_41(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j9t_41(l,j)=j3t_41(l,j);

q9t_41(l,j)=-(k./2).*j9t_41(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j10t_41(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*z-2*z0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)-1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q10t_41(l,j)=k.*j10t_41(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j11t_41(l,j)=j10t_41(l,j);

q11t_41(l,j)=-k.*j11t_41(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j12t_41(l,j)=(-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*(2*z-2*z0)+3/2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(5/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(2*y(j)+2*y0)*(2*z-2*z0)+1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2)*(2*z-2*z0))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2)+2*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(2*y(j)+2*y0)-1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(3/2)*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2*(2*z-2*z0);

q12t_41(l,j)=2.*j12t_41(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j13t_41(l,j)=j10t_41(l,j);

q13t_41(l,j)=(k./2).*j13t_41(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j14t_41(l,j)=j10t_41(l,j);

q14t_41(l,j)=-(k./2).*j14t_41(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j15t_41(l,j)=j12t_41(l,j);

q15t_41(l,j)=j15t_41(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

qt_41(l,j)=q1t_41(l,j) + q2t_41(l,j) + q3t_41(l,j) + q4t_41(l,j) + q5t_41(l,j) + q6t_41(l,j) + q7t_41(l,j) + q8t_41(l,j) + q9t_41(l,j) + q10t_41(l,j) + q11t_41(l,j) + q12t_41(l,j) + q13t_41(l,j) ...

    + q14t_41(l,j) + q15t_41(l,j);

% lpologlsmos Ez sinlstosas se slgekrlmeno slmlo

Ez(l,j)= - 0.5.*i.*q_41(l,j) + 0.5.*i.*qt_41(l,j);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%   telos lpologlsmou

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%   sxesls 41

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%                                        sxesl 38

%

%

%

j1_38(l,j)=-1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*(-2*y(j)+2*y0)*(2*y(j)-2*y0)...

    -1/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2);

q1_38(l,j)=(k./2).*j1_38(l,j).*quad('J1_38',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2_38(l,j)=1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*(-2*y(j)+2*y0)*(2*y(j)-2*y0);

q2_38(l,j)=-((k.^2)./2).*j2_38(l,j).*quad('J2_38',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3_38(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(-2*y(j)+2*y0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2)*y(j)-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)-2*y0)-1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3_38(l,j)=k.*j3_38(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j4_38(l,j)=j3_38(l,j);

q4_38(l,j)=(k./2).*j4_38(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j5_38(l,j)=j1_38(l,j);

q5_38(l,j)=-(k./2).*j5_38(l,j).*quad('J5_38',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j6_38(l,j)=j2_38(l,j);

q6_38(l,j)=-((k.^2)./4).*j6_38(l,j).*quad('J6_38',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j7_38(l,j)=j2_38(l,j);

q7_38(l,j)=((k.^2)./4).*j7_38(l,j).*quad('J7_38',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j8_38(l,j)=j3_38(l,j);

q8_38(l,j)=-k.*j8_38(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j9_38(l,j)=j3_38(l,j);

q9_38(l,j)=-(k./2).*j9_38(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j10_38(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*y(j)-2*y0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q10_38(l,j)=k.*j10_38(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j11_38(l,j)=j10_38(l,j);

q11_38(l,j)=-k.*j11_38(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j12_38(l,j)=(-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(3/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*y0*y(j)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*(2*y(j)-2*y0)-1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0+1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*y(j)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*y(j)+3/2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(5/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(-2*y(j)+2*y0)*(2*y(j)-2*y0)+1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(-2*y(j)+2*y0)+2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))+1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi/x0/(1+y0^2/x0^2)/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*y(j)-1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2)...

    *(2*y(j)-2*y0)+1/64800*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi^2/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2)/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2)...

    -1/2*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*y(j)+2*y0)...

    +1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(3/2)...

    *(4/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))^2*y(j)-4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2*(2*y(j)-2*y0)...

    -1/45*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2));

q12_38(l,j)=2.*j12_38(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j13_38(l,j)=j10_38(l,j);

q13_38(l,j)=(k./2).*j13_38(l,j).*besselh(0,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j14_38(l,j)=j10_38(l,j);

q14_38(l,j)=-(k./2).*j14_38(l,j).*besselh(2,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j15_38(l,j)=j12_38(l,j);

q15_38(l,j)=j15_38(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

q_38(l,j)=q1_38(l,j) + q2_38(l,j) + q3_38(l,j) + q4_38(l,j) + q5_38(l,j) + q6_38(l,j) + q7_38(l,j) + q8_38(l,j) + q9_38(l,j) + q10_38(l,j) + q11_38(l,j) + q12_38(l,j) + q13_38(l,j) + q14_38(l,j) + q15_38(l,j);

%                                       sxesl 38t

%

%

%

j1t_38(l,j)=-1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *(2*y(j)+2*y0)^2+1/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2);

q1t_38(l,j)=(k./2).*j1t_38(l,j).*quad('J1t_38',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2t_38(l,j)=1/4/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*(2*y(j)+2*y0)^2;

q2t_38(l,j)=-((k.^2)./2).*j2t_38(l,j).*quad('J2t_38',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3t_38(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*y(j)+2*y0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2)*y(j)-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)-1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3t_38(l,j)=k.*j3t_38(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j4t_38(l,j)=j3t_38(l,j);

q4t_38(l,j)=(k./2).*j4t_38(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j5t_38(l,j)=j1t_38(l,j);

q5t_38(l,j)=-(k./2).*j5t_38(l,j).*quad('J5t_38',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j6t_38(l,j)=j2t_38(l,j);

q6t_38(l,j)=-((k.^2)./4).*j6t_38(l,j).*quad('J6t_38',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j7t_38(l,j)=j2t_38(l,j);

q7t_38(l,j)=((k.^2)./4).*j7t_38(l,j).*quad('J7t_38',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j8t_38(l,j)=j3t_38(l,j);

q8t_38(l,j)=-k.*j8t_38(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j9t_38(l,j)=j3t_38(l,j);

q9t_38(l,j)=-(k./2).*j9t_38(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j10t_38(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(2*y(j)+2*y0)*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)-1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))...

    /(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q10t_38(l,j)=k.*j10t_38(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j11t_38(l,j)=j10t_38(l,j);

q11t_38(l,j)=-k.*j11t_38(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j12t_38(l,j)=(-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(3/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*y0*y(j)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*(2*y(j)+2*y0)-1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0+1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    /(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0*y(j)-1/2/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*y(j)+3/2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(5/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *(2*y(j)+2*y0)^2+1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2)*(2*y(j)+2*y0)-2*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))-1/360/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi/x0/(1+y0^2/x0^2)/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)*y(j)+1/360*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2)...

    *(2*y(j)+2*y0)-1/64800*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi^2/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2)/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2)...

    -1/2*(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*y0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(2*y(j)+2*y0)...

    -1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x0/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(3/2)...

    *(4/(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))^2*y(j)-4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^2*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2*(2*y(j)+2*y0)...

    -1/45*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*pi/x(l)/(1+y(j)^2/x(l)^2));

q12t_38(l,j)=2.*j12t_38(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j13t_38(l,j)=j10t_38(l,j);

q13t_38(l,j)=(k./2).*j13t_38(l,j).*besselh(0,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j14t_38(l,j)=j10t_38(l,j);

q14t_38(l,j)=-(k./2).*j14t_38(l,j).*besselh(2,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0))).*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0));

j15t_38(l,j)=j12t_38(l,j);

q15t_38(l,j)=j15t_38(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

qt_38(l,j)=q1t_38(l,j) + q2t_38(l,j) + q3t_38(l,j) + q4t_38(l,j) + q5t_38(l,j) + q6t_38(l,j) + q7t_38(l,j) + q8t_38(l,j) + q9t_38(l,j) + q10t_38(l,j) + q11t_38(l,j) + q12t_38(l,j) + q13t_38(l,j)...

    + q14t_38(l,j) + q15t_38(l,j); 

% lpologlsmos Ey se slgekrlmeno slmlo

Ey(l,j)=((i.*k)./sqrt(r.*r0)).*cos(0.5.*th).*cos(0.5.*th0).*besselh(0,1,k.*R1) ...

    - 0.5.*i.*q_38(l,j) + 0.5.*l.*(k.^2).*quad('J39',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f)...

    + 0.5.*i.*qt_38(l,j) + 0.5.*l.*(k.^2).*quad('Jt39',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%   telos lpologlsmou

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%   sxesls 38

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%                                       sxesl 44

%

%

%

j1_44(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(-2*x(l)+2*x0);

q1_44(l,j)=(k./2).*j1_44(l,j).*quad('J1_44',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2_44(l,j)=j1_44(l,j);

q2_44(l,j)=-(k./2).*j2_44(l,j).*quad('J2_44',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3_44(l,j)=(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*x0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*x(l)+2*x0)-1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi*y0/x0^2/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3_44(l,j)=2.*j3_44(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j4_44(l,j)=j3_44(l,j);

q4_44(l,j)=j4_44(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

q_44(l,j)=q1_44(l,j) + q2_44(l,j) + q3_44(l,j) + q4_44(l,j);

%                                   sxesl 44t

%

%

%

j1t_44(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(-2*x(l)+2*x0);

q1t_44(l,j)=(k./2).*j1t_44(l,j).*quad('J1t_44',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2t_44(l,j)=j1t_44(l,j);

q2t_44(l,j)=-(k./2).*j2t_44(l,j).*quad('J2t_44',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3t_44(l,j)=(1/((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)/(x0^2+y0^2)^(1/2)*x0-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)...

    *(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    +1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*x(l)+2*x0)+1/180*((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*sin(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))...

    *pi*y0/x0^2/(1+y0^2/x0^2))/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3t_44(l,j)=2.*j3t_44(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j4t_44(l,j)=j3t_44(l,j);

q4t_44(l,j)=j4t_44(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

qt_44(l,j)=q1t_44(l,j) + q2t_44(l,j) + q3t_44(l,j) + q4t_44(l,j);

% lpologlsmos Hz sinlstosas se slgekrlmeno slmlo

Hz(l,j)=-0.5.*k.*q_44(l,j) - 0.5.*k.*qt_44(l,j);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%     telos lpologlsmou sxesls

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%     44

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%                                           sxesl 43

%

%

% lpologlsmos Hy sinlstosas se slgekrlmeno slmlo

Hy(l,j)=(k.*(z-z0))./(R1.*sqrt(r.*r0)).*sin(0.5.*th).*cos(0.5.*th0).*besselh(1,1,k.*R1);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%        telos lpologlsmou sxesls

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%        43

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%                                          sxesl 42

%

%

%

j1_42(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(-2*z+2*z0);

q1_42(l,j)=(k./2).*j1_42(l,j).*quad('J1_42',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2_42(l,j)=j1_42(l,j);

q2_42(l,j)=-(k./2).*j2_42(l,j).*quad('J2_42',-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3_42(l,j)=-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))...

    -1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*z+2*z0)/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2-2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))-1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3_42(l,j)=2.*j3_42(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(2.*m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j4_42(l,j)=j3_42(l,j);

q4_42(l,j)=j4_42(l,j).*besselh(1,1,k.*R.*cosh(-m(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

q_42(l,j)=q1_42(l,j) + q2_42(l,j) + q3_42(l,j) + q4_42(l,j);

%                                           sxesl 42t

%

%

%

j1t_42(l,j)=1/2/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(1/2)*(-2*z+2*z0);

q1t_42(l,j)=(k./2).*j1t_42(l,j).*quad('J1t_42',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j2t_42(l,j)=j1t_42(l,j);

q2t_42(l,j)=-(k./2).*j2t_42(l,j).*quad('J2t_42',-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),2*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0),[],[],x(l),x0,y(j),y0,z,z0,f);

j3t_42(l,j)=-((x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2))^(1/2)/(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)^(3/2)...

    *cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))*(-2*z+2*z0)/(1+4*(x(l)^2+y(j)^2)^(1/2)*(x0^2+y0^2)^(1/2)...

    /(x(l)^2-2*x(l)*x0+x0^2+y(j)^2+2*y(j)*y0+y0^2+z^2-2*z*z0+z0^2)*cos(1/360*pi*atan(y(j)/x(l))+1/360*pi*atan(y0/x0))^2)^(1/2);

q3t_42(l,j)=2.*j3t_42(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(2.*mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

j4t_42(l,j)=j3t_42(l,j);

q4t_42(l,j)=j4t_42(l,j).*besselh(1,1,k.*Rt.*cosh(-mt(x(l),x0,y(j),y0,z,z0)));

qt_42(l,j)=q1t_42(l,j) + q2t_42(l,j) + q3t_42(l,j) + q4t_42(l,j);

% lpologlsmos Hx sinlstosas se slgekrlmeno slmlo

Hx(l,j)=(k.*(z-z0))./(R1.*sqrt(r.*r0)).*cos(0.5.*th).*cos(0.5.*th0).*besselh(1,1,k.*R1) + 0.5.*k.*q_42(l,j) + 0.5.*k.*qt_42(l,j);

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%    telos lpologlsmou sxesls 42

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

l

j

end

end
 
Οι γραφικές αναπαραστάσεις που δημιουργήθηκαν από τη χρήση του παραπάνω κώδικα, για ένα συγκεκριμένο  
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–επίπεδο όπως φαίνεται και στον κώδικα (
[image: image1299.wmf]0001

.
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), παρουσιάζονται στη συνέχεια. Οι τιμές των πεδίων που προέκυψαν είναι μιγαδικοί αριθμοί και για το λόγο αυτό τα πραγματικά και φανταστικά τους μέρη παρουσιάζονται ξεχωριστά.
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–συνιστώσα , πραγματικό μέρος 
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–συνιστώσα , φανταστικό μέρος
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–συνιστώσα , πραγματικό μέρος 
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–συνιστώσα , φανταστικό μέρος
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–συνιστώσα , πραγματικό μέρος 
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–συνιστώσα , φανταστικό μέρος
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–συνιστώσα , πραγματικό μέρος 
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–συνιστώσα , φανταστικό μέρος
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–συνιστώσα , πραγματικό μέρος 
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–συνιστώσα , φανταστικό μέρος
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–συνιστώσα , πραγματικό μέρος 
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–συνιστώσα , φανταστικό μέρος 
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Παρατηρώντας τις παραπάνω παραστάσεις μπορούμε να εξάγουμε ορισμένα συμπεράσματα για τις τιμές των διαφόρων συνιστωσών του πεδίου. Η  
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  συνιστώσα φαίνεται να έχει τιμές σε μια μικρή μόνο περιοχή γύρω από το δίπολο, γεγονός που επαληθεύει την ύπαρξη μη μηδενικής συνυστώσας του μαγνητικού πεδίου που να είναι παράλληλη με το δίπολο. Επίσης η  
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  συνιστώσα φαίνεται να φθίνει όταν κατευθυνόμαστε προς την περιοχή σκιάς, που είναι επίσης ένα ενθαρυντικό γεγονός για την ορθότητα του κώδικα. Οι υπόλοιπες συνιστώσες δεν φαίνεται να έχουν κάποια ιδιαιτερότητα.

Τελειώνοντας την ανάλυση του προβλήματος περίθλασης είναι σημαντικό να αναφερθεί πως ο πλήρες κώδικας προκειμένου να τρέξει το πρόγραμμα μπορεί εύκολα να αναπαραχθεί χρησιμοποιώντας τα υπάρχοντα παραδείγματα. 
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