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�� ��
��
�	� 	���� ��	
������� �����
���� )� ��	� 	�� �����	��� ��
��� ���$ � !���	��
���
�	���	�
 	�� ���
��� 	�� N;2�3 -11817-57� ��
 ��	� ��� �����	$	�
 ����
 �	
 ��	$ 	� �� 
�	���	� ����
 ���� ��!���	� ��
 �� ���$��� ����	�	�	�� ��	���	�� �
��
������ ������*�
��
 ������
�	*����� (���������	� �
� ���� 	
� ���
�	*��
� ����
 	� ���	���	� ,2K� V:Q2�
���� ������� �	�� ��*	� ��	������ < ��!��	�
 ������ ��	
������� �����
��� �	�� �������
`� ���	���	� r0N;.� GjV� 41-P:..:� ������� �	�� ��*	� �����	������� ���� 	��� ����!� 
�	�
 ��$�� �����
��� ��
 	� 
��������
���� ��* �	�� 	����	��� �����	������ ������� 	�
���	��� L|W�

!	* �+, -%

? ����!�
� 	�� �������� �!�
 	�� �������� ����o

8�1/���& �� (��
���
� 	�� λ ���
���� ��
 	�� ��������*� 	�� �� 	������ ��	
�	��!
��
���	��$	�� 	���� �� ���	���	� ���
����

8�1/���& '� "�
���� ��
 ���
���
� 	�� ��*���� 	���� ��� !���
����
����� �
� 	�� �� 
	����
� ����
*� ��
 �����������

8�1/���& *� �����	
�� ���
���
� 	�� '
'�
������ ����
*�o '��
��� 	���
� ���	��
��� ��

��	�������	
�� ���
��� ��
���	
�� L:-52�

8�1/���& -� )�����$���	� ��
 ��	�������
� ������	
��� ��������
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������� *

����!� ,-��� ��
 .
�
��

*	! ��./�� � '�(.#�

)� ��	� 	� ��
$��
�� �� ����
 �
� ��*	� �
������ �	�� � ���
��� ;� & G#,G�,�H>� !����
	������ )	� ����$	
 ��	�� ������� �� ������
��	��� � ���
���� �� 	����� ��
 p� ��'�� 	��
� ���
���� �� 	�����q ;��IC �- ��JC$ & G#,G�,�>� ��* ������	�
 � ��$��� �� �
�!�������� 	��
������	
�� 	��� ;-��K�,#> �� 	�� 	��� 	�� ���
��� ;2�JC> ��� ��!�������	�� ��!�
 	*���
I	�
� �� ������������� 	�� ����
�� ��������� ��
 � ������	
��� 	���� �� ���
���	�
 ��
p
�������q� ��* � 	���� 	�� ���
��� ���$ �� p	����q�

 ���� �*+�,����� -�
�� �.��#�

" �$�'�� ���
����� ���	���� ��� ������ ������
�	
�� ���	���� ��� ����	�!���� ��� 	��
D.2512 ,E0;/E 	� @ABC ��
 ���	���� ����� �
�� ���
��	���� �������� )� ��	� 	� �������
���
�������
 �	�� � ���
��� �� ��������� 	�� � ���
��� !���� 	������ ���� $����	� ��� 
�	�!���� ��� 	�� ,E0;/E ��!
�$�

�1���&�� $�� �1������

[� ��!������ ���� ��$����� �� �������� ��*	� < !���� ����� �� �!���� �����
 ��
 ���
 
��$#�
 	�� � ���
��� < 	
� '��
��� ��
	������� 	��� )����	
�$o

• �1���&��9 � ��
����
F A

���*��
 �	
 	� �	�
!��� z ������ �� �������� �����
���� ��
 	� �	�
!��� � ������� 	��
�����������

• :1������9 �� M ≡ M [x] ����
 �
� ��
���� ��� ����	$	�
 ��� 	� x� 	�	� � ���'��
����
λx.M [x] ������*��
 	� ���$�	���

x �→ M [x].

\
� �� ����
 �
� ��	
���	�� �� �������� �� ��� ���$��
��� �*� ������$%��	�
 � �
������ ��

� �
������� I�	�� ��
���o

(λx. x2 + 1)3 = 32 + 1 = 10.

x������ � ���'��
���� (λx. x2 + 1)3 ���*��
 	� ���$�	��� x �→ x2 + 1� � ����� �
����%�	�

�	� ��
��� B ��
 ����
 32 + 1� ������ ���	������ @C� (
� ���
�$� � ���'��
���� �� ����
 �
����o

(λx.M [x])N = M [N ]

� �� �����	$	�
 < �
�
�$ �� ��
����� ��
 �������	� < ��
 �� ����o

(λx.M)N = M{x �→ N}.
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x
�
����	�
 ��
���� ��� 	
� ��*	�� �
����� 	�� � ���
����� 	� ��!
�$ p�$��
q �� ������
�	
��
���	��� �� 	
� ��� '��
��� ��
	�������� ^���
����
���� ��� ���� ���� 	
� ��	�'��	�� < 	�
x �	�� �����$�� p������	
�� 	���q� �� ����� ���� 	� ���� ��� �!��� ��	�� �
 ��	�'��	��
�	�� � ���
���� (�!� ��� ��
��� ����� ����	*�	�
� ��	� ����* �� �
������ ���� $���
��� �� �
� ��	�'��	�� �	�� ��	�� � �
�!��
���� ����
 � �
�
��$ 9������E��� ��
 �&�	5����

��	�'��	��� �� ����� 	� ��	��	�
!� ��� 	� ������	
�$� I�	� 	� ����������
∫ b
a f(x, y)dx�

����
 ���
����� �	
 ��� ��	
��	$�	��� x = 7� ������ 	�
∫ b
a f(7, y)d7 ��� �� ��!� ������ ������

��	���	� � ��	
��	$�	��� y = 7� ������
∫ b
a f(x, 7)dx �� ��!� ������ )	� ���$��
���� � x ����


���������� ��	�'��	�� ��* � y ��������� �� ����������� 	*�� �	� � ���
���� �
 ��* ��	$
��	
�	�
!��� �! �	�� ��� (yx(λx. x))� 	� y ��
 	� ���	��
�� x ����
 �������� ��	�'��	�� ��*
	� ���	��
�� x ����
 ����������� ��������� � 
�
4���� 9����	�� 
�� �&�	5���� ��

L&�
E��
\
� ���$��
���� �	�� �����$	� ��	
��	$�	���� ��	
���
�	* ���� �	
� ��������� ��
�����
�
	�� x o

yx(λx. x)[x := N ] = yN(λx. x).

&������� �� ����� 	��
� 
�
�	�	�� 	�� � ���
���� �
� 	
� �
� p����������q �
������� �
�
�
����
�� ��� �� �����	$�� '�'�
� ���� ��!�$ �	� ����!�
��

@� h�!��
 � ���� 	� ��
�	��$ �����	�
�
���� �� ��������'�������� �
�������� ������o

F M1 M2 ...Mn ≡ (...((F M1)M2) ...Mn).

a� h�!��
 � ���� 	� ���
$ �����	�
�
���� �� ��������'�������� �
�
����
�� ������o

λx1 ...xn. f(x1, ..., xn) ≡ λx1. (λx2. (...(λxn. f(x1, ..., xn))...)).

B� Y�
 � ���������� 	�� ��� �����$�� ����


(λx1...xn. f(x1, ..., xn))x1...xn = f(x1, ..., xn).

I�� ���
�
���� ������ 	�� � ���
����� ��� �� ��� '������
 ��
����� �� ��	���������
	� ��
���	
�� 	�� '$��� ����
 �
 �����	���
� ����*� ��
��$	��� �� ���������� 	
� ����� 
	���
�o

Fx = λy. f(x, y)
F = λx. Fx

`�	� �!�
(Fx)y = Fxy = f(x, y).

��* '������� ������ �	
 �� '$�� 	�� ��!
�� ���#�

F = λxy. f(x, y)

��
 �$�
 �!� 	��
�$ 	� ��
� ���	������ ������

(λxy. f(x, y))xy = f(x, y).

;������ �2�&����&"

;������ ��� `� ������ 	�� �n���� ;& �C�KH> ��� ���'���%�	�
 �� Λ� ���	����	�
 ��� ���
$��
�� ������ ��	�'��	*� V = u, u′, u′′, ... �$�� �	� ����� ����	�
 < ���
��� �� 	� ���� 
�$�� < �
������ ��
 �
������� ������

x ∈ V ⇒ x ∈ Λ,
M,N ∈ Λ ⇒ (MN) ∈ Λ,

M ∈ Λ, x ∈ V ⇒ (λxM) ∈ Λ.
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;������ ��� `� ������ 	�� ��������� ��	�'��	*� 	�� & ���'���%�	�
 �� FV (M) ��

���%�	�
 ������
�$ �� ����o

FV (x) = {x};
FV (MN) = FV (M) ∪ FV (N);

FV (λx.M) = FV (M) − {x}.

" � ���� & �����	�
 ���
�	�� �� FV (M) = � � `� ������ 	�� ���
�	*� � ���� ���'���%�	�

�� Λ0�

;������ ��' `� ���	������ 	�� ��	
��	$�	���� 	�� M ���� N �
� O� ������ � ���'��
����
M{x �→ N} ���%�	�
 �� ���� o

x{x �→ N} ≡ N ;
y{x �→ N} ≡ y� �
� x �= y;

(PQ){x �→ N} ≡ (P{x �→ N})(Q{x �→ N});
(λy. P ){x �→ N} ≡ λy. (P{x �→ N})� �
� x �= y;
(λx. P ){x �→ N} ≡ (λx. P ).

������� ��� <%���� ����$��/������= I�	� M,N,L ∈ Λ ��
 x �= y, x /∈ FV (L)� `�	�

M [x := N ][y := L] ≡ M [y := L][x := N [y := L]].

;������ ��* `� ���	���� ������ 	�� � ���
���� ����
 (λx.M)N = M{x �→ N} �
� �$��
M,N ∈ Λ� `� �����$�� ������� �����	�
 ������ ' ��	�	���� ;L&E�� �
�
�7
� ��
 
��
��


���E�>�

;������ ��- _��
�$ ��
*��	� ��
 ������� 	�� � ���
���� ����
 �
o

M = M ;
M = N ⇒ N = M ;

M = N,N = L ⇒ M = L;
M = M ′ ⇒ MZ = M ′Z;
M = M ′ ⇒ ZM = ZM ′;
M = M ′ ⇒ λx.M = λx.M ′.

 �)���� ��� < �)���� �&� .��,��&" �����&�= @� \
� �$�� � ��� F � ��$�!�
 ����
$���� � ���� ^ 	�	�
�� *�	� λ 
 F X = X� � x�����

∀F ∃X FX = X.

a� i�$�!�
 � ��������� 
�&��
�� �

5���	 ����4��P

Y ≡ λf. (λx. f(xx))(λx. f(xx))

	�	�
�� *�	�
∀F F (YF ) YF.

� � ���������	
 A � B ��� �
 �������������
� ��� ���
 ������ 	�� �� � ��
���� ����������� �� �

8?



>�����&#?� 
? L $�� �

)	� ������ ��	� �� �������� 	��
�$ 	
� 	��
� ��	�	����� < 	
� �� '� ��
 � < 	
� ������
!���
����
���� ���� �	� ��!�
 	*�� ��$�����

� 
 ��


����

λx.M = λy.M [x := y] ��
 ���'���%� �� λx.M →α λy.M [x := y], �� y /∈ FV (M).

� L ��


����

(λx.M)N = M{x �→ N} ��
 ���'���%� �� (λx.M)N →β M{x �→ N}

� � ��


����

λx.Mx = M ��
 ���'���%� �� λx.Mx →η M

 �)���� @AB��A2C4

D�

(�
� ��!�������� �� 	� ��*���� ,E0;/E s211:;� �����
 �� �������� ��
 	� ����o

;������ ��E ? ����
��� �!���
� →β,�β ��
 =β �	� _ ���%��	�
 ������
�$ �� ����o

@� +�= (λx.M)N ←β M{x �→ N};
+'= M ←β N ⇒ ZM ←β ZN,MZ ←β NZ ��
 λx.M ←β λx.N.

a� +�= M �β M ;

+'= M ←β N ⇒ M �β N ;

+�= M �β N,N �β L ⇒ M �β L.

B� +�= M �β N ⇒ M =β N ;

+'= M =β N ⇒ N =β M ;

+�= M =β N,N =β L ⇒ M =β L.

\
� �� ��	��������� 	�� p����	
��q ������� 	�� 	�
*� <�β,←β,=β < �����$�� �!������
�������� �� ���
	���� �	
 �������� �$	
 	�	�
�o

M �β N : & �� ' ������� �� Z� ;�8E�� 
�
�����>�
M ←β N : & �� ' ������� �� Z� �� ��� '��� ;�8E�� ���L

�
�

�>�
M =β N : & ����
 ' ��	�	��#
�� �� Z� ;

�
�
��� �8E��>�

�$	
 ��� ��� ����
 �
� �
�
���	
�$ 	� ���
�!����� 	����

������� ��� M =β N ⇔ λ 
 M = N.

;������ ��F @� I�� L �C$CN ����
 ���� ���� 	�� ���
�� (λxM)N � )� ��	�� 	�� ���� 
�	��� 	� M{x �→ N} ����
 	� /257;-/70O 	�� L �C$CN�

a� I��� � ���� & ����
 �� L �
������ ����� ;� L �-> �$� ��� �!�
 �$��
� L �C$CN ���
�����
�����

B� I��� ���� & �!�
 L �����
�� ���
� �� M =β N ��
 � Z ����
 �� ' 53� �
� �$��
� Z�

%���� ��� I�	� M,M ′, N,L ∈ λ.
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@� I�	� �	
 � & ����
 �� ' �����
�� ���
�� `�	�

M �β N ⇒ N ≡ M.

a� �� M ←β M ′� 	�	� M{x �→ N} ←β M ′{x �→ N}.

 �)���� ��� <@AB��A2C4

D�= I�	� �	
 
�!���� �
 �!���
� M �β N1,M �β N2 �
�
M,N ∈ Λ� `�	� �� ��$�!�
 �$��
� N3 ∈ Λ 	�	�
� *�	� �� 
�!��
 N1 �β N3 ��
 N2 �β N3�
? �����$�� ���	��� 
����	�
 ��
 �	� �����$	� �
$������o

M

N1

��

N2

��

N

���
����
����
����
����
����
����
����

�������������������������������

? �����
�� 	�� �������	�� a�a ����
 ����	$ ��������� ��
 ��	����� (
� !���
�� �� �	��
�� ���	��	��� 	� �������� �������	�

������� ��� �$� &�Z ��
 V ���
 ��
 M =β N 	�	� 	� V ����
 	�	�
� *�	� M �β N ��

N �β M

������� ��� @� �$� � ���� & �!�
 	�� ��� Z ��� � 53� 	�	� M �β N �

a� I��� � ���� �!�
 	� ���� ���� � 53�

��
 ������$���	��

@� i�$�!�
 	����� �� ���
����
����� �� � ���
 �
 �����	
���� �
 
��
��� ��
����� �����
��	$ 	�	�
� 	���� *�	� ��	� � ���
�������� �� ����
 �������� ��������� � � ���
����
����
 ������� ���	���� �! λ 
 true �= false � ���� ���� ≡ λxy. x � ����� ≡ λxy. y.

a� `� Ω ≡ (λx. xx)(λx. xx) ��� �!�
 � 53�

B� \
� 	�� ������ ���� � 53 �� ���� � ���� �
 �����
�$��
� 	�� 	����	���� ������ ��
���!���� �� �
$
����� 	������� ���� �$� '����� ���� � 53 	�	� ����
 �����
����

 ��� �*+�,����� �� �.��#� /0 10 234563

`� ���
���	��� ���	���	� g- .- ,E0;/E ���	�����	�
 ��� ��� ������ 	���� T ��
 ��� ���
��$���� 	���� σ ∈ T �� ����� M ∈ ΛT�

;������ ��G I�	� T ��� ������ 	����� &� ΛT ����* 	� ������ 	�� T �������E���
& ���� Q � 
&&��� R��9� ���� Q ��� ���%�	�
 �� ����o

ΛT = V |ΛTΛT|λx : T.ΛT

���� �� V ���'���%� 	� ������ 	�� ���� ��	�'��	*�� x������ �������� �� ����� �	
 �

#���� ���
 ���
�!��� ��
����� �����
����� ��� ��	�� 	�� ����� 
�� 
	�� 
�� �����

8@



!& �"����� λ→2@AB��A

;������ ��H j � ���
���� �� 	����� λ→ ,E0;/E ���%�	�
 �� ����o

@� `���
 T = V |T→T,
a� ��������
 ΛT = V | ΛTΛT | λV : T.Λ,
B� (����
� Γ = x1 : A1, ..., xn : An,

���� ��� 	� xi ����
 �
�
���	
�$ ��
 ��� 	� Ai ∈ T,
d� Y������ ���	���� (λx : A.M)N →β M [x := N ],
b� ��$���� 	���� M2 Γ 
 M : A ���%�	�
 �� ����o

#0 S
���
� ���4�����
(x : A) ∈ Γ
Γ 
 x : A

,

I0 →F�&7

���
Γ 
 M : (A → B) Γ 
 N : A

Γ 
 (MN) : B
,

G0 →F���
����
Γ, x : A 
 M : B

Γ 
 (λx : A.M) : (A → B)
.

;������ ���I `� ������ 	�� ������� λ→ ����� ��� ���'���%�	�
 �� Λ(λ→)� ���%�	�
 ��

Λ(λ→) = {M ∈ ΛT | ∃Γ, σ Γ 
 M : σ}.

���/J����� ��� &��
�$ ����������	� �
� �� ��	��������� ���� ����	��� 	�� � ���
���
�� 	����� g- .- ,E0;/E�

@� 
 (λx : σ. x) : (σ→σ),

a� 
 (λx : σ. λy : τ. x) : (σ→τ→σ),

B� x : σ 
 (λy : τ. x) : (τ→σ).
�

������� ��' @� ;T
���� &���
 ��
 
� �	�
��
 λ→ �U��GUP> I�	� \ ��� �����
��

• �$� Γ′ ⊇ Γ ����
 ��� $��� �����
�� 	�	� Γ 
 M : σ ⇒ Γ′ 
 M : σ.

• Γ 
 M : σ ⇒ FV (M) ⊆ dom(Γ). �

• Γ 
 M : σ ⇒ Γ � FV (M) 
 M : σ� ���� Γ � FV (M) ���*��
 �	
 {(x : σ) ∈
Γ | x ∈ FV (M)}�

a� ;V���
 �
�
����� ��
 
� �	�
��
 λ→ �U��GUP> I�	� \ ��� �����
��

• Γ 
 x : σ ⇒ (x : σ) ∈ Γ

• Γ 
 MN : τ ⇒ ∃σ [Γ 
 M : (σ→τ) ��
 Γ 
 N : σ],

• Γ 
 M : (λx : σ.M) : ρ ⇒ ∃τ [ρ = (σ→τ) ��
 Γ, x : σ 
 M : τ ].

B� ;*��&�������
�

 
�� ������� ��
 
� �	�
��
 λ→ �U��GUP> �$� M �!�
 ��� 	����
	�	� �$�� ������� 	�� M �!�
 	����

d� ;V���
 
�
��

7�

��� ��
 
� �	�
��
 λ→ �U��GUP>

• Γ 
 M : σ ⇒ Γ[a := τ ] 
 M [a := τ ] : σ[a := τ ].

• I�	� �	
 Γ, x : σ 
 M : τ ��
 Γ 
 N : σ, 	�	� Γ 
 M [x := N ] : τ.

� �� dom(A) ����������
� �� ����� ������� ��
 ���������
 ��

8A



@AB��AK@B��L

��	�� ��� 	� � ���
��� �� 	����� g- .- ,E0;/E� ��$�!�
 ��
 � ����!� g- .- ,0;;F� x�� ��
����	������ �� ��	�� 	�� ����!�� ���$ �������� �� �������� 	�� '��
�� �
�
��$ ��	���
	���� �� 	� ���� ���$��
���o


Curry (λx. x) : (σ→σ),

��
 ��� 	�� $��� 	�o

Church (λx : σ. x) : (σ→σ).

x������ �	�� g- .- ,E0;/E ����!�� � � ���� p������	�%�	�
q �� 	�� 	��� 	�� �����������
��	�'��	��� ��	� ��� ��
� ����$���� #�������� �� ��	����� �� 	�� g- .- ,0;;F ����!��
���� � ���	��� 	�� � ���� ����
 � ��
� �� ��	� 	�� � ���
���� !���� 	������ ^����
�$ 	�
���'���� ��� ������	�
 �� ��	�� 	� ���	��� ����!� ����
 	� �	
 ��� ����
 �$�	� ��������
��
	� ���'����o p��	�� � ���� �!�
 ��	�� 	�� 	����q�

 ���$ ).��� �*��,����. �� �.��#�

" ��'�� 	�� � ���
���� ����
 ���� ��'�� ��� ���	����	�
 ��� ��	* ���	���	� � ���
����
�� 	������ `� ����o

λ→, λ2, λω, λω, λP, λP2, λPω, λPω.

��	�� � � ��'�� < �� ��
 �� 
���� � ������� 	�� ���
���	��� �	�� ������� ���$���
� ��
	� N0;: 7FN: 1F17:O1 < ��	�
����
 �� ���
�������
 ��� 
��
�� �����
� �	� ����� ����$
����	$ ���	���	� +	����= g- .- ,E0;/E < ���� 	� ������
�����	� λ →, λ2, λω ��
 λP <
�����	�
 �� ���� ����
�� 	����� &� 	�� � ��'�� ������
$%�	�
 ��� p��
���q �
�������� 	��
��������� p���
���� 	�� ��	�����*�q� 	� ����� ����
 	� 
�!���	��� ���	��� �	�� ��'��

(����$	�� ��������� 	� �!��� 	�� � /0P: ;�75� 
��� → ������7��� 
� �8E�� ⊆>o

λω ��
�� λPω��

λ2

�����
��

�� λP2

�����

��

λω �� λPω

λ→ ��

�����
λP

���

���������� ���
�$ ����������	� ��� 	� ���	���	� ��� �� ���	
�� λ→, λ2, λω, λP ��

λPω 	�� � ��'��� [� !���
����
������ 	� ���'��
��� � ��
 ∗� �� ��
 �� 
���� �	��
������� ���$���
� � !���
��	�	� 	�� �����$�� ���'��
����� ���
��	
�$ 	� ∗ ���	���� ���
������ ���	$���� ��
 ���������� ���	$����� ��* 	� � ���	���� ��� ������ 	����� I	�
�
�������� �	� ����������	� ��� ���������� �� �
��������� 	�� �����$�� ���'��
��� ��

�� ���������� �$��
�� �������� �� ��	$ 	� ���	���	� � ���
���� �� 	������

���/J����� ��� <λ →= &� '$�� 	� ���	��� λ →� �������� �� ��$����� 	� ���� �o

A : ∗ 
 (Πx : A.A) : ∗;
A : ∗ 
 (λa : A. a) : (Πx : A.A);

A : ∗, B : ∗, b : B 
 (λa : A. b) : (Πx : A.B);
A : ∗, b : A 
 ((λa : A. a)b) : A;

A : ∗, B : ∗, c : A, b : B 
 ((λa : A. b)c) : B;
A : ∗, B : ∗ 
 (λa : Aλb : B. a) : (A → (B → A)) : ∗.

�  �
 ��� ����� ������!��" ���#
�$


(Πx : A.B) ≡ (A → B)

8"



�

���/J����� ��' <λ2= &� '$�� 	� ���	��� λ2� �������� �� ��$����� 	� ���� �o

a : ∗ 
 (λa : a. a) : (a → a);

 (λa : ∗λa : a. a) : (Πa : ∗. (a → a)) : ∗;

A : ∗ 
 (λa : ∗λa : a. a)A : (A → A);
A : ∗, b : A 
 (λa : ∗λa : a. a)Ab : A.

�

���/J����� ��* <λω= &� '$�� 	� ���	��� λω� �������� �� ��$����� 	� ����o

• I�	� α&β ≡ Πγ : ∗. (α→β→γ) → γ� 	�	�

α : ∗, β : ∗ 
 α&β : ∗

• I�	� AND ≡ λa : ∗. λb : ∗. a&b ��
 K ≡ λa : ∗. λb : ∗. λx : a. λy : b. x� 	�	�


 AND : (∗ → ∗ → ∗)

 K : (Πa : ∗.Πb : ∗. a → b → a).

�

���/J����� ��- <λPω = λC= &� '$�� 	� ���	��� λPω� �������� �� ��$����� 	� ����o


 (λA : ∗. λP : A → ∗. λa : A.Pa →⊥) : (ΠA : ∗. (A → ∗) → (A → ∗)) : �

�

*	* 0.�'1 �2($1.�$� 
+"3,

`� ��*	��� ��� ������� �	�� ��
��� 	�� LMW � ����
 	� ����o ������ �� ��$���
 ��� ���
��
������� ��� �� p��	�����$%�
q 	� �������� ���	���	� � ���
���� �	�� � ��'�� )	� ���� 
������� ��
$��
�� �� �$��
� ����������	� ��������� �� ����� �	
 	� �
$
��� ���	���	�
	�� � ��'�� �!��� ����$ ��
�$� &� '$�� ��	$ 	� ��
�$� �� ���������� �� ��� ���
�� ���
 
���
�� !���� �
�
���� ������� �� 	� ���
��$#����� ��	$ ����
 	� LMW� ���� ����	�!�����
��� 	��� t:;-;68+@AfA= ��
 M:;.20H+@AfA=� �� ����� �*��

 � �� 7
����� �!� ��
�,
!%� ��# 89:

[� �������� 	� LMW �
� 	�� � ��'�� �� '$�� ��� ������ #���� ����� 	� T � 	� ����� ����� 
���� ��
 ������������� �� 	� ������$'����� �� �
������� ���	��	
��o

T = V | C | T T | λV : T T | ΠV : T T

���� V ��
 C ����
 �� ������������ �������� +�!
 ������= ��	�'��	*� ��
 �	����*� ��	� 
�	�
!�� x
�!��
���� ��	��� ��	�'��	*� 	���� +7FN: 9-;8-P.:1= ��
 ��	�'��	*� ���� +7:;O 
9-;8-P.:1= �� ����	�
� ������� �
 ����
�� 	�� ' ��	�	����� ��
 ' �������� �	� ������ T �
���%��	�
 ��� 	�� �����$	� ������o

�  �
 ��� ������
�
" 
� ������� �� ���� ���
 %�!����
 �
�	��
 ��� 
�
%!%�" #
����
� 
�	�� �
�����

%�
�� �
�
��%�� � ��
%!%� ��� ����� �&

(λa : A λa : a. a)Ab → (λa : A.a)b → b.(	��� '&()

� *�� ���
 �
 �������������
� �� �
 
����� � 	��
 
��	
" �
 ����
 ������$���� ��� +����
 ,-./ 012/
3145/6 7 ���%+
 *�����
 8��!�� 9 ����� ��� 	��� 
��%+
 :2-./) �
 %���� 
�������� 
�+�!
 �
�
���!�

8B



(λx : A.B)C → B{x �→ C}.

`����� �� �����	������ �	� ����!�
� 	� ����o

• 
� 9�&���P ��� �� �!�
 	� ���
� A : B� ���� A,B ∈ T � `� A ����$%�	�
 ����������
��
 	� B ��	������� �	� A : B� [� �����	$�� ������ 	� ������ x : A� �� 	� A ∈ T
��
 	� x ����
 ��� ��	�'��	�� ������� ��� �
����������� ����
 ��� ����������� ��

�
�	�	������ ��������� ��� ���*��
�� ���� �� �
���
	$ ����������� &�� ���� 	�	�
�
��������� ���'���%�	�
 �� 〈 〉� ��* �$� Γ = 〈x1 : A1, x2 : A2, ..., xn : An〉� 	�	�

Γ, x : B = 〈x1 : A1, x2 : A2, ..., xn : An, x : B〉.

�� ��
 ������� 	� ���� ��� ��$
�	�
 ��� �� 〈〉� ���$ ������	�
�

• 
�� ������&
P

Γ 
 A : B

���� �� '$�� 	��� ������� ��$����� 	���� +'�� �����$	�=� �������� �	
 � ������
A : B ������ �� ���!��� ��� 	�� ��������� ��
������������ Γ� )� ��	�� 	�� �����	���
	� A ��
 B ������	�
 ���
��� ��
�$��
� ��
 	� \ ���
�� �����
��

;������ ���� ? ����
����
� ���� LMW ����	�
 �� '$�� 	�� 	�
$�� S = (S,A,R)� ����o

@� M2 S ����
 ��� ��������� 	�� ,� 	� ����� �����	�
 p����q ���	����

a� M2 A ����
 ��� ������ ��
��$	�� 	�� ���
��

c : s,

���� c ∈ C ��
 s ∈ S�

B� `� R ����
 	� ������ 	�� �������� ��
 ����
 	�� ���
��o

(s1, s2, s3),

���� s1, s2, s3 ∈ S�

&� '$�� 	�� ����
����
� S = (S,A,R)� �� �������� 	� ���	��� +LMW=� 	� ����� ���'��� 
%�	�
 ��

λS = λ(S,A,R).

I!���� ��
��� 	� ���� ��
*��	� ��
 	��� ���� ������� �o

� ��� �
�
���! ��!�$ 	�� �� 4 �
����� ���+
 
�	 �� ������ S " �� ������ �!� ;���$�< 	�!
 ���
�
#+�����
�
� 	�� �� = ���
� ���
������

8#



λ(S,A,R)
+��
*��	�= 〈〉 
 c : s, �$�(c : s) ∈ A;

+������� ���������=
Γ 
 A : s

Γ, x : A 
 x : A
, �$� x ≡ sS /∈ Γ;

+������� ������$�����=
Γ 
 A : B Γ 
 C : s

Γ, x : C 
 A : B
�$� x ≡ sS /∈ Γ;

+��������=
Γ 
 A : s1 Γ, x : A 
 B : s2

Γ 
 (Πx : A.B)s3
, �$�(s1, s2, s3) ∈ R;

+�
������=
Γ 
 F : (Πx : A.B) Γ 
 a : A

Γ 
 Fa : B{x �→ a} ;

+�
������=
Γ, x : A 
 b : B Γ 
 (Πx : A.B) : s

Γ 
 (λx : A. b) : (Πx : A.B)
;

+��	�	����=
Γ 
 A : B Γ 
 B′ : s B =β B′

Γ 
 A : B′

)	�� �����$�� ��
��� ��
 �
�
�$ �	��� ������� ��������� ��
 ��	
��	$�	����� � ���'��
 
���� x ≡ sS /∈ Γ� �������
 �	
 	� x 9�� �����4 �
 �4�
� 
�� 

 x �49��� s 

 ���4
 
������
�
� �&
4��� Γ�

;������ ���� @� �
�
�$ �
� 	�� � ��'� ��� �� ��!��������� � ������� (s1, s2, s3) ��
��$
�	�
 �
� ���	���� (s1, s2)� )	� ����������	� ��� ���������� �� 
���� �
�	� ������
�� ����
 ��	� � ���	�������

a� `� ��	* ���	���	� 	�� � ��'�� ������� �� ��
����� �� ����� �� LMWo

)��	��� � ���
���� )����� �
�
�*� �������
λ→ (∗, ∗)
λ2 (∗, ∗) (�, ∗)
λP (∗, ∗) (∗,�)
λP2 (∗, ∗) (�, ∗) (∗,�)
λω (∗, ∗) (�,�)
λω (∗, ∗) (�, ∗) (�,�)
λPω (∗, ∗) (∗,�) (�,�)
λPω = λC (∗, ∗) (�, ∗) (∗,�) (�,�)

B� I�� LMW� λ(S,A,R)� �����	�
 �&���� �$�

R = {(s1, s2) | s1, s2 ∈ S},

������ �	�� �$�� ������� 	�� ���
�� (s1, s2) 	�� ���	���	��� ��������	�
 �	
 	� s1, s2

����
 p����q�

J��� 
����	�
 ��
 ��� 	�� �����$�� ��
���� ��	� ��� ��	�
������� �� 	�� ��	������
���� LMW� ����
 �� 	� !���� ���� ��
*��	�� ��
 e �������� �� ��	�����$����� 	� ��	*
���	���	� 	�� � ��'��� !���� $����� �
�
���� ������� � ��
����� � ���'��
����� �
� �$��
���	��� �
�
���	
�$� Y$�� ���	��� �� �
�
�����
���� ��$���� �� 	� 	� ������ S,A,R
�� !���
����
���
� �� ����� ��
���	
�$ �
� ���
�$ ���	���	� � ���
���� �� 	������ ���
������� �	�� � ��'�� �*� ������� �� ���
���
��� �� LMW�

8C



���/J����� ��E <λ →= `� ���	��� λ → 	�� � ���
���� ����
 	� ���� LMWo

λ →
S ∗,�
A ∗ : �
R (∗, ∗)

�

���/J����� ��F <λ2= `� ���	��� λ2 	�� � ���
���� ����
 	� ���� LMWo

λ2
S ∗,�
A ∗ : �
R (∗, ∗), (�, ∗)

�

���/J����� ��G <λω= `� ���	��� λω 	�� � ���
����� ����
 	� ���� LMWo

λω

S ∗,�
A ∗ : �
R (∗, ∗), (�, ∗), (�,�)

�

���/J����� ��H <λC= `� ���	��� λC 	�� � ���
���� < ��� ����
 	� ��
� ���	��� �� 	�
λPω < ����
 	� ���� LMW ��
 �$�
�	� ������ LMWo

λC

S ∗,�
A ∗ : �
R (∗, ∗), (�, ∗), (∗,�), (�,�)

�

 � � ;�������� ���� !#�!�
���# 89:

&� '$�� 	�� �
� �������	� ���
� LMW ��� ���������� 	�� λS = λ(S,A,R)� ���
��� 
�
�	�	��
	�� LMW1�

;������ ���' I�	� \ ��� #���� �����
� ��
 � ���� #���� ���� �o

@� `� \ �����	�
 ������ �����
� �$� ∃P,Q ∈ T Γ 
 P : Q�

a� j ���� � �����	�
 ����� �$� ∃B ∈ T [Γ 
 A : B � Γ 
 B : A]�

B� " ���� � �����	�
 ��!"�� �$� ∃s ∈ S [Γ 
 A : s]�

d� �$� Γ 
 A : s� 	�	� 	� � �����	�
 ��!"�� !�� #
���� $ ��

b� " ���� � �����	�
 ���!��%
�� �$� ∃B ∈ T ,∃s ∈ S [Γ 
 A : B : s]�

e� �$� Γ 
 A : B : s 	�	� 	� � �����	�
 ���!��%
�� �
 !"�� & '�� !�� #
���� $ ��

� ��	 ��$ �
� ��� ���
" ��!�$ ��
 ���
 ��������
 ����
 �����������
&

>� Γ � A : B : C ������� �� ������
�� Γ � A : B &Γ � B : C�

?� @��! � ≡ u1 : B1, u2 : B2, ..., un : Bn, n > 0� 8� � ���
� A����B��
����� 8	��" �� Γ � � ���
����
Γ � u1 : B1 &Γ � u2 : B2 & ... &Γ � un : Bn�

8>



c� M2 A ∈ T ����
 ������ �$� ∃Γ, B [Γ 
 A : B � Γ 
 B : A]�

;������ ���* I�	� �	
 	� Γ ≡ x1 : A1, ..., xn : An ��
 	� � ≡ y1 : B1, ..., ym : Bm ����

#���� �����
��

@� &�� ������ 	�� 	���� p	� SoD ����
 �(�� �	� \q����'���%�	�
 (x : A) ∈ Γ� �$� x ≡ xi

��
 A ≡ Ai �
� �$��
� 8� 1 ≤ i ≤ n�

a� `� \ ����
 p�����q 	�� �� ���'���%�	�
 �� Γ ⊆ �� �$� �$�� (x : A) �	� \ ����
 ������
��
 �	� ��

B� I�	� 1 ≤ i ≤ n + 1� `�	� � �
�������� +;:17;8/7825= 	�� \ �	� 8� ���'���%�	�
 �� Γ�i�
��
 ����
 	� x1 : A1, ..., xi−1 : Ai−1�

d� `� \ ����
 ��� p��!
�� 	����q 	�� � ��
 ���'���%�	�
 �� Γ ≤ �� �$� �
� �$��
�
j ≤ m + 1 
�!��
 Γ ≡ ��j�

%���� ��� <%���� ���",���� ����+����� ��� �� MNOP
= I�	� �	
 	� Γ ≡ x1 : A1, . . . ,
xn : An ����
 ���
�� #���� �����
� ��
 �	
 Γ 
 B : C� `�	� 
�!���� 	� ����o

@� `� x1, x2, ..., xn ����
 ��� �
���
	$ ��	��� 	����

a� FV (B), FV (C) ⊆ {x1, ..., xn}�

B� FV (Ai) ⊆ {x1, ..., xi−1} �
� 1 ≤ i ≤ n�

%���� ��' <%���� �$$������ ��� �� MNOP
= I�	� �	
 	� \ ����
 ������ �����
�� `�	�

@� (c : s) ����
 ��� ������ ⇒ Γ 
 c : s�

a� (x : A) ∈ Γ ⇒ Γ 
 x : A�

%���� ��* <%���� ����+���$������ ��� �� MNOP
= I�	� \ ��
 � �����
� ��� 	� �����
	� \ ����
 ���
��� `�	�

[Γ 
 � & � 
 A : B] ⇒ A : B.

%���� ��- <%���� ����$�����/��� ��� �� MNOP
= �� ���������� �	


Γ, x : A,� 
 B : C

��

Γ 
 D : A.

`�	�
Γ,�[x := D] 
 B{x �→ D} : C{x �→ D}.

%���� ��E <%���� �Q��,?����� ���)**)*+ �,--�� ��� �� MNOP
= I�	� �	
 	� \ ��
 �
����
 ���
�� �����
� 	�	�
� *�	� Γ ⊆ �� `�	�

Γ 
 A : B → � 
 A : B.

%���� ��F <%���� #�������� ��� �� MNOP
= �

	 8� �
�
���! ����
 �

 �
��������� ��� ��+�� %����	 ��	�� �� ��� ����� � 
������ ����� Γ � A : B
������ �
 
�������� ���� 
� �� � ���
� ���
�����" ���� 
� ���
� ��
����" ��
 �#
���%�" ��
 �B
#
����� � ��

CB
#
������
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1. Γ 
 c : C ⇒ ∃s ∈ S [C =β s & (c : s)] ����
 ������.
2. Γ 
 x : C ⇒ ∃s ∈ S ∃B =β C [Γ 
 B : s & (x : B) ∈ Γ

& x ≡ sx].
3. Γ 
 (Πx : A.B) : C ⇒ ∃(s1, s2, s3) ∈ R [Γ 
 A : s1 & Γ, x : A 
 B : s2

& c =β s3].
4. Γ 
 (λx : A. b) : C ⇒ ∃s ∈ S ∃B [Γ 
 (Πx : A.B) : s & Γ, x : A 
 b : B

& C =β (Πx : A.B)].
5. Γ 
 (Fa) : C ⇒ ∃A,B [Γ 
 F : (Πx : A.B) & Γ 
 a : A

& C =β B{x �→ a}].

 �)���� ��' < �)���� �������� �#&$���?�&� ��� �� MNOP
=

Γ 
 A : B & A�β A′ ⇒ Γ 
 A′ : B.

%���� ��G <%���� #"$����� �
�*.,*�)*+� ��� �� MNOP
= )� �$�� LMW 
�!��
 	� ����
	o

Γ, x : A,� 
 B : C & x /∈ �, B,C ⇒ Γ,� 
 B : C.

*	4 � '��1

? ��	
�	��!
�� ���	��$	�� � ���
���� ��	��� 	��� ��� ����
 � ����� �
�� ������ �� ��$���

��	
�	��!
�� ��
 ���
�*�� I	�
� ��$���� �� 	�� � ��'�� ���%���� 	�� ��'� 	�� ���
���� ����
��'� �� ��	* �
�
���	
��� ���
��� �	
� ����
�� 	����

 �$�� )!��,�
��!���� ��,��� �� ����� ����

)	�� ��$���� ��� ���������� � ��	�������	
�� ���
�� �� �������� �	�� ������	��� ���
�
	��� ���� �
 	���
 �!���	�%��	�
 ��� p$	���q ��
 �� 	� !���� ���� 	�� ���
�*� 	����	*�
⇒,∀�

;������ ���- @� R&�� �� #&��/ ��J�9 �� ���
��$#���� ��	�� 	� ���� �� ��� ���$ 
��
���o

A = 〈A,B, f, g, P,Q, c〉,

����

A,B ����
 �� ���$ ������ +
�������� 	� p����q 	�� A � p	���
q 	�� A =
f : (A → (A → A)) ��
 g : A → B ����
 �����	���
�
P ⊆ A ��
 Q ⊆ A × B ����
 �!���
�
c ⊆ A ����
 �	����$.

a� ? �#&���1� 	�� A ����
 �o

〈2; 〈1, 1, 1〉, 〈1, 2〉; 〈1〉, 〈1, 2〉; 1〉.

�� 	�� ���������� ����� ��!
�$� �� 	�� ��*	� ��
��� +a= �����
����
 �	
 	� A �!�

��� p����q�	� ��k ��
 ��	
�	�
!�� 	�� ��
��� @ �	� � ��
 	�� ��
��� a �	� k� )	�
����!�
�� �� 	� < 1, 1, 1 >,< 1, 2 >� �������� �	
 �!���� ��� �����	���
�� 	
� 3�Q� ?
��*	� �!�
� ��	��	�
!�� 	�� ������
� < 1, 1, 1 >� ���� �� '$�� 	�� ��� ������
����
� ��
���� @ ��	
�	�
!�� �	�� ��
$�
�� 	�� ��	�'��	�� �� �� a �
������ ��
 ��� �����
+f : (A → (A → A))=� "������ � < 1, 2 > ����
 � ������
� 	�� ���$�	���� Q�����
�
 ��
�����
� 	�� ��
��*� @�a ������*���� 	�� ��
$�
�� 	�� ��k �	�� 	��� 	�� Q


 D ���������	
 x /∈ � ����� 	�� �� = ��� ���
� �������� �+�
 ��� ��

@?



+g : A → B=� ������ ������ �	�
!��� �� 	�� ��*	� 	��� +�= ��
 ����� �� 	� ���	���
+k=� �� ����!������ �� ����� �	
 �	�� ������
� ������
�	���� �� < 1 > 	�� ��*	�
�!��� +P ⊆ A= ��
 �� < 1, 2 > 	� ���	��� +Q ⊆ A × B=� `����� � �	����$ / 	���� ��
������
���'$��	�
 �� 	�� 	����	��� ��
$�
�� 	�� @�

;������ ���E x�������� �
�� ���
��� �� ����$ ���� A� ���%� 	� ��*��� LA 	�� ;�&78� 
�
��> �

������

���� &������ �� ��&&7 �49� �$�� �	� A �� ����o

@� LA �!�
 	� ���� �
�
�$ ���'���o

� A , B ���'��� �
�*��

� f , g ���'��� �����	������

� P , Q ���'��� �!������

� c ���'��� �	����$��

a� `� ������ 	�� ��	�'��	*� 	�� LA ����
 	�o

V = {xA | 	� x ��	�'��	�} ∪ {xB | 	� x ��	�'��	�}

B� `� ������ 	�� ���� �� ����� A ��
 B� ���'���%��	�
 �� 	��
A ��
 	��
B ��	��	�
!�
��
 ���%��	�
 �� ����o

� xA ∈ 	��
A , xB ∈ 	��
B ,

� c ∈ 	��
A ,

� s ∈ 	��
A ��
 t ∈ 	��
A ⇒ f (s, t) ∈ 	��
A �

� s ∈ 	��
A ⇒ g(s) ∈ 	��
B .

d� `� ������ 	�� 
������*� 	�� LA ���'���%�	�
 �� ���
 ��
 ���%�	�
 �� ����o

� s ∈ 	��
A ⇒ P (S) ∈ ���
,

� s ∈ 	��
A , t ∈ 	��
B ⇒ Q (s, t) ∈ ���
,

� φ ∈ ���
, ψ ∈ ���
 ⇒ (φ → ψ) ∈ ���
�

� φ ∈ ���
 ⇒ (∀xA .φ) ∈ ���
 ��
 (∀xB .φ) ∈ ���


;������ ���F I�	� A ��� ���� ����*� �
�*�� ? ;�&78��
�> �

������

��� &����� ��& 
&�� ��9�� < 	� ���'���%� �� PRED = PREDA < �� ��
���� �� ����o �$� 	� Δ ����
 ���
������ 
������*�� ���	���� ������ ��� �����
�� 	�	� ��$
� Δ 
 φ� ��� �������
 �	
 	� φ
������ �� ����!��� �� '$�� 	
� �������
� 	�� Δ�

φ ∈ Γ ⇒ Γ 
 φ
Γ 
 φ → ψ,Γ 
 φ ⇒ Γ 
 ψ

Γ, φ 
 ψ ⇒ Γ 
 φ → ψ

Γ 
 ∀xC .φ, t ∈ 	��
C ⇒ Γ 
 φ[x := t]
Γ 
 φ, xC /∈ FV (Γ) ⇒ Γ 
 ∀xC .φ

 �$� )!��,�
��!���� ��,��� #<���� �����

;������ ���G ? ��*��� 	�� STU < G8QE:; j;6:; V2Q8/ � +&�����	
��= _��
�� i#����
`$��� �
 < ���%�	�
 �� ����o

�� D� 	��� �
��%����
���� ��%��� �A���
 ����
" EFGE/. H.I/. 2./IFJK5/ LHGFJ" EFGE/. H.I/. LHGFJ" MD,N �
MD, ���
� ������
���� *�
 ���
" �
 
�
#��	�
��� �� 
����
 �� +�
� ���
���	 	��" ����" %�
 
��#�%�
��%����
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→ I�� ������ ��94�� 
���� � D ���%�	�
 �� ����o

D ::= B|Ω|D → D.

���� B ���	���� 	� �������� T
���� W�94� ��
 	� Ω ���	���� 	� ��94� ������	 
��
���
7�����

→ \
� �$�� σ ∈ D� 	� ������ 	�� ���� �� 
	�� �� ������ 	� M:;Oσ� ���%�	�
 ������
�$
�� ���� ��o

@� �!� 	
� �	������o cσ
1 , cσ

2 , ... ∈ M:;Oσ�

a� �!� 	
� ��	�'��	��o cσ
1 , cσ

2 , ... ∈ M:;Oσ�

B� �$� φ : Ω ��
 xσ ����
 ��	�'��	� 	�	� (∀xσ .φ) : Ω�

d� �$� φ : Ω ��
 ψ : Ω ����
 ��	�'��	� 	�	� (φ ⇒ ψ) : Ω�

b� �$� M : σ → τ ��
 N : σ 	�	� (M N) : τ �

e� �$� M : τ ��
 xσ ����
 ��	�'��	� 	�	� (λxσ.M) : σ → τ � ��

→ `� ������ 	�� ���� 	�� STU� 	��
� ���%�	�
 �� 	��
:= ∪σ∈DM:;Oσ�

→ `� ������ 	�� +������	
�*�= 	���� 	�� STU� ���
� ���%�	�
 �� ���
 := M:;OΩ�

)	� ����� �� ����	�
 ���
��$ �	�� ����
� 	�� ������ ��
����� ���� ��
 �	� ����� 	
�*��
��	� � ���
��$ ����
 ���� ���� �����
����������� ���� �	�� ���
������	� �� 	������ I	�
�
�
� ���� ��� ��� �!�
 	
�� ���� 	��� A� 	� ����� 	
�*� �
��$ ��	�� ���
'*� 	�� ����
�� 	��
	���� 	��� ��
 �!
 �$��
� $��� ��
���	
���

I�� ���� ���
�
���� ������ �	�� ���
�� ��� �
�$������ ����
 �	
 ��� ��$�!��� �����
	
�*� 	���� ���	��
���� �
�������� D × D� ������
�	���� �����	���
� ������	���� -;87F
�$���	�� !���� 	�� ��������� �������Bo ��� ����
�� ���$�	��� �	� D� ��������	�	�
 ��
���� �	� ����� ��
���� D → (D → D)� I�� ��	������� ��������	�	�
 �� ���$�	��� �	�
Ω� �� '$�� 	�� 
��� �	
 ��� ��	������� ������ �� �������� ���$�	��� �� ������
 �� ������
��� 	
�� ��
 ��
�	��
�
 ��� ������	
�� 	��� � Y�	X ��	
�	�
!��� ��� ����
�� �!��� �$��
�	� D� ��� �� ����
 	���	� $��� ��� ���� ���� �� ����� ��
���� 	� D → (D → D)� �� 	�
���������� ��	� �� ����� �	
 ��	�� ��

R : D → (D → Ω) ��
 t, q : D 	�	� ��$���	
 ((Rt)q) : Ω.

�� ����� ����� �
� 	��
�$ ��	�� 	�� ��*���� �� 	��� ������� ��������� 	��o

�� O�!
 �
� �� 	��� ��� ��%
��
" ����������� �
 
���������� ��� ���������	 t : σ %�
 �
 ���$����� 	��
�� t ���
� +�

 	��
 �� ���� σ�
�� *� 
��	 �� ������ �
 
�
#+����� 	�� %�
 ��� MD,N ������� �� %�!��+
 
�	 ���� +�����
 ��
 �������+��


�
� ��������
 ���
�����
" ��
 
����
����
��
" ��
 �B
�
%!%�
 �
� �B���
�����
�

@@



HOL
+������=

Γ 
 φ
�$� φ ∈ Γ,

+������� �
������� �
� 	� ⇒)
Γ ∪ φ 
 ψ

Γ 
 φ ⇒ ψ
,

+������� ��$��
#�� �
� 	� ⇒)
Γ 
 φ Γ 
 φ ⇒ ψ

Γ 
 ψ

+������� �
������� �
� 	�∀)
Γ 
 φ

Γ 
 ∀xσ .φ
�$� xσ /∈ FV (Γ)

+������� ��$��
#�� �
� 	�∀)
Γ 
 ∀xσ .φ

Γ 
 φ[t/xσ ]
�$� t : σ

+��	�	����=
Γ 
 φ

Γ 
 ψ
�$� φ =β ψ

`*�� �������� �� ���������� ���
�$ ���$ ����������	� ��
 �� ��	
��
����� ����	���
	�� GjLV� [� ���������� �	
 ��� �����	�
 	� ����� 	
�*� N ��
 �� � �!��� �	����$�
>: N → N → Ω� � �!��� ��	�'��	*� R,Q : A → A → Ω ��
 �
 �����	���
� �	������ 0 : N

��
 S : N → N�

���/J����� ���I � &������� �� 	�� ��*��� ��� ���������� �� ��
�$����� 	� ��	� 
������ p����
 ������	��� ��� 	� Cq �� ���o λxN. x > 0 : N → Ω�

� �� ����� �*� �� ��
�$����� 	�� ������� �$�� �	� No

∀P N→Ω .(P0) ⇒ (∀xN .(Px ⇒ P (Sx))) ⇒ ∀xN .Px.

)	� ����� � ������� ���� ����	��� �����$�� �� ���'���%�	�
 ��
 �� 	� 
������� 
���

� G 
������� �����+s=� ���*��
 �� � R ����
 ��	�'�	
��� ������ ����� � (A → A → Ω) →
Ω� �� 	�� ��������o

∀xA .∀yA .∀zA (Rxy ⇒ Ryz ⇒ Rxz).

� &������� �� �������� 	�� ��� ⊆� ���� ⊆: (A → A → Ω) → (A → A → Ω) → Ω� ��
����o

R ⊆ Q := ∀xAyA .(Rxy ⇒ Qxy).

� �� ����� �$	
 �
� ���������� 	� ��	�'�	
�� �����
�� 	�� �!���� so

λxA. λyA. (∀QA→A→Ω .�����(Q) ⇒ (R ⊆ Q) ⇒ Qxy)).

� �� ����� �*� !���
����
*�	�� ���� 	��� 	����	�� ⇒ ��
 ∀ �������� �� �������� 	���
����������� I�	� φ,ψ : Ω� I!�� ��
���o

φ&ψ := ∀xΩ .(φ ⇒ ψ ⇒ x) ⇒ x,
φ ∨ ψ := ∀xΩ .(φ ⇒ x) ⇒ (ψ ⇒ x) ⇒ x,

⊥ := ∀xΩ .x,
¬φ := φ ⇒ ¬,

∃xσ .φ := ∀zΩ .(∀xσ .(φ ⇒ z)) ⇒ z.
�
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 �$�$ ).��� ��,����

Y�	$ �������� �� 	�� ��'� 	�� � ���
���� ��� ��������� �� ����������� ��
$��
�� ��� 
����� �� 
	$����� ��
 �	�� ��'� 	�� ���
��� +.2Q8/ /0P:=� ��	� 	� 
��$ �	
� ����
��
	�� �� �� '������	�
 ��	* ���	���	� � ���
����� ���$ ��	* ���	���	� ���
�*�� 	���$���
���	��
��*� ��
 	���$��� ��	�������	
�*��

PROP (��	��
��� _��
��
PROP2 x��	���� 	$��� ���	��
��� ���
��
PROPω ������� ���	��
��� ���
�� �#���� 	$���
PROPω (��	��
��� ���
�� �#���� 	$���
PRED Y�	�������	
�� _��
��
PRED2 x��	���� 	$��� Y�	�������	
�� ���
��
PREDω ������� Y�	�������	
�� ���
�� �#���� 	$���
PREDω Y�	�������	
�� ���
�� �#���� 	$���

J��� �
 �����$�� ���
��� �������	�
 �	�� ��$!
�	� ���
� 	���� ���� ��$�!��� ���� �

���
��� 	����	�� →,∀�

λPROPω ���� λPREDω��

λPROP2

������ ���� λPRED2

������
��

λPROPω �� λPREDω

λPROP ��

������
λPRED

����

`� ����
 ����� �
�
���	
�$� � ��'�� 	�� ���
���� ��	$ �������� �� 	�� ��'� 	�� � ���
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• M2 Rab �������� 	� ((R a) b)�

• M2 Rab → Rbc �������� 	� (Rab) → (Rbc)

• M2 λx : Rab.M �������� 	� λx : (Rab).M

• M2 A → A → ���� �������� 	� A → (A → ����)�
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φ& ψ := Πα : ����. (φ → ψ → α) → α,
φ ∨ ψ := Πα : ����. (φ → α) → (ψ → α) → α,

⊥ := Πα : ����. α,
¬φ := φ → ⊥,

∃x : A.φ := Πα : ����. (Πx : A. (φ → α)) → α.
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� φ �� E�
� ��� Q �8 E�
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� �� 
� φ� �� ����� ���� 	� �������
 	� �����$��� I�	� ) ���
�����
�� ���� 
�������� ��
 ψ ��� 
�������� ? ��	$
���� ��� %�	��	�
 �� ��	�	��#�
 	�

������� ψ �� 	���� ��� ���'���%�	�
 �� [ψ]� ��
 	�� �����
�� ) �� � ���� ��� ���'���%�	�

�� [[Σ]]� )��'��
�$o

@
�→ [[Σ]] : ([ψ])

ψ

X����&� �"#��

)	� ���	���	� 	����� �$	
 ��� ����!���� ����
 � �������� ���&�������
�

 
�� 
	����
������ �� ��� ����� ��� �����
� Γ ��
 ���� ���� &� ������
�� �� �$��
� ��!��
�� 	����
��� 	��� �� 	�	�
� *�	� �� 
�!��
o Γ 
 M : A� ���
*� �� ��� ��$�!�
 	�	�
� �� ����	��#�
�3-.1:X� ��	� 	� ���'����� �����	�
 W��L&��
 �	�5���� 
	��� < MFN: WF57E:181 L;2P.:O
+MWL= � ���$ 7FN-P8.87F� Y�	X ����	���� ��� ���	��� ���'���� ��� �!�	�%�	�
 �� 	� MWL
����
 	� M,L < 2�JC �UCGX��B A��I,CK � 
�&7 ��JC GUCGX��B? W��L&��
 �&E�8�� 
�� 
	���
��� I!�
 �� ����o �����	�� ���� ���
���� \� ���� ���� & ��
 ���� 	���� �� �� ��!��
��
	���� �� ���
��
���� �$� ������ �� 
�!��
 Γ 
 M : A� `� ��� ���'����	� �!�	�%��	�

$����� �
�	� �
� 	� ���� 	�� M,L ��*	� �����
 �� ����� 	� MWL� `����� ��� 	��	� ���'����
����
 	� ����o �����	�� ���� 	���� � ��
 ���� ���
���� \� ������ �� ��$���
 ���� & 	�	�
��
*�	� Γ 
 M : A ;���L&��
 ��U#I��#����>� �� ����� ��� ����������	��

���/J����� ���' I�	� �	
 ��� ����	�
 	� MN : C ��
 �����
 �� ��	�������� �� 
�!��
�
(�*	� �����
 �� ���������� ��� 	��� �
� 	� N � ��	� A� ��
 ��� 	��� �
� 	� M � ��	� D�
)	� ����!�
� �����
 �� ����� �� ������ � 	���� 	�� M �� ����
 p���	��
����q �� ���
�
����	
�$ A → B� ���� k ���� ���
$����� 	�!���� 	����� ��	� � ���
� �
� 	� M � ����	$
�
� ���	��$ ����
 � ����o D =β Πx : A.B� ��	� 	� k 	*��� ������� �� ������� �	
 ��
������ �� 	��� N � ������ �� �!�
 ����� �� 	��� Z� x�����o B[N/x] =β C� �� ���������
	�� ������ �
������� < 	�� b� ��� 	��� ������� 	���� 	�� �GjLV < �� ����� �	
 ��
	� �����$�� �����
������� 	� %�	������� (�*	� ��
��� ������ 	� MWL '������	�� 	���
���������� 	����� �
� 	� M,N � ��
 �	� ����!�
� 	� M,L� �

\
� �� ������� �������� 	� MWL� ������� ���� �����
��� < ���'��
�$ MFN: + = < �
������ �� ������
 �� �
������ ��� �����
� \ ��
 ���� ��� M � 	�	�
� *�	�o

TypeΓ(M) =β A ⇔ Γ 
 M : A.

�� � ����� �����%����	���
 ��� 8����

@>



"��
��	
�$ � %�	������� �����
���� 5
 ���&	�� �4
 L ���
�

� �����
����	�
� �� '$�� �����
��
 	� � ���
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46��� &� $��� ���
�� �����
����	�
 �	
 � ������ �������� 	�� ' 
��	�	�� ����

��������
��� �����
����� &� '$�� ��	$ 	� ��������� �������� �� �������� 	��
�$� ���
������������ 	��� "Y ��
 MFN:� �� ����o

;������ ���I I�	� � �����
���� j~+ = � ������ ��!�	�
 �� ������ ��� �����
� ��
 ��
����� ����
 �7;0:X � �3-.1:X < ������ ��
���
 	� M,L < ��
 ���� �����
���� MFN: + = �
������ ��!�	�
 �� ������ ��� �����
� ��
 ���� ��� ��
 ��
�	��
�
 ���� $��� ��� � �3-.1:X <
������ ��
���
 	� MWL� I�	� S ��� ��	�'��	�� "
 �����$�� �����
���
 �!��� �� ����o

OK(〈 〉) = ��BD � 	� ���� �����
�
OK(Γ, x : A) = TypeΓ(A) ∈ {�����	����	����}

TypeΓ(x) = �$� OK(Γ) ��
 x : A ∈ Γ 	�	� A ���
*� 5
Y
D
TypeΓ(����) = �$� OK(Γ) 	�	� 	��� ���
*� 5
Y
D
TypeΓ(	���) = �$� OK(Γ) 	�	� 	���� ���
*� 5
Y
D
TypeΓ(	����) = 5
Y
D
TypeΓ(M N) = 
�(TypeΓ(M) = C) ��
 (TypeΓ(N) = D)

����


� C �β Πx : A.B ��
 A =β D
���� B[N/x] ���� 5
Y
D

���� 5
Y
D
TypeΓ(λx : A.M) = 
�(TypeΓ,x:A(M) = B)

����

� TypeΓ(Πx : A.B) ∈ {����� 	���� 	����}
���� Πx : A.B ���� 5
Y
D

���� 5
Y
D
TypeΓ(Πx : A.B) = 
�(TypeΓ(A) = s1) ��
 (TypeΓ,x:A(B) = s2)

��
 s1, s2 ∈ {����� 	���� 	����}
����


� (s1, s2) ∈ { �	����	������	���������� �����������}
���� s2 ���� 5
Y
D

���� 5
Y
D

 �'� ���������� ��� >?8@ ���� ��,���� ��� �!�!���#&�

Z� ������������� �	
 	� ���	���	� �GjLV ��
 �PREDω �� ���
� LMW ����
 ��	��	�
!�o

S = ����� 	���� 	����,
A = �����	���� 	����	����,
R = �	���� 	����� ������ ������ �	���������.

��


S = ����� ���� 	���p� 	���s,
A = �����	���p� ����	���s,
R = ���������������	���p���	���p�������	���p�	���p�,

������������������������	���p ������.

���� ���� ����
 	� ������ 	�� ���	$����� 	� ��� ��
 	���p ���	����� 	� ������ 	�� ���
����
< ���� 	� ��� ����
 	�� ���
�� A1 → A2 → ... → An → α� �� 	� α ��	�'��	�� ��
 	� 	���p

����
 	�� ���
�� A1 → A2 → ... → An → Ω ���� 	� Ω ����* �	
 ����
 	� L
���� �&
4����
� 	���� 	�� ���	$���� < ��
 	���� 	� 	���p ����
 	� ������ 	�� ��	�'��	*� �� 	��� ����
��
������ 	� ���	��� 	�� ���
���� 	�� ��	�����*� �� ��
��� ���	��� 	���� ����
 	� ����

A2



S = �����	���,
A = �����	���,
R = ������������������	������	����	������	���������.

;������ ���� ? ��	$ ���	$��
� �� 	���
 �����$	��� ��� 	� ���	��� �PREDω �	� ���
 
��� 	�� ��	�����*�� ����
 	� ���
��� �� ��
��� ���	��� 	���� H ��

H(����) = ����,
H(���) = ����,

H(	���p) = 	���,
H(	���s) = 	���.

;������ ���� " � ���
���� �� 	����� ��� ��	
�	�
!�� �	�� �#���� 	$��� ���	��
��� ���
��
(λPROPω) ����
 	� ��
��� ���	��� 	���� ��

S = �����	���,
A = �����	���,
R = �������������	�����������	����	����.

.��?#���

;������ ���' [� �������� 	�� ���
���
�� � n � o TERM(CC) → TERM(λPROPω)� ��
����o

[	���] = 	���,
[����] = ����,

[x] = x, ���� x ��	�'��	��
[Πx : A.B] = [B], �$� A : ����, B : 	���,

= ���
*� Πx : [A]. [B],
[λx : A.M ] = [M ] �$� A : ����,M : B : 	���, (�
� �$��
� B),

= ���
*� λx : [A]. [B],
[PM ] = [P ] �$� A : ����,Π : B : 	���, (�
� �$��
� A,B),

= ���
*� [P ][M ].

��
 �� '$�� 	�� �����$�� ���
���
�� �������� �� ����� ��
 	� ����o

������� ��* YA#�,�� Z[\[? ]C�#�$� Z[\\^ �� 
CC ����� �	
 ������ �� ����!��� �	� ���
���
	�� ��	�����*� ��
 
λPROPω ��	��	�
!� �	
 ������ �� ����!��� �	�� λPROPω� 	�	� �!�
	� ����o

Γ 
CC M : A ⇒ [Γ] 
λPROPω [M ] : [A]

������� ��' YA#�,�� Z[\[? ]C�#�$� Z[\\^ " ���
���� 	�� ��	�����*� ����
 ���	���	
���
�	� ���	��� λPROPω�

&� '$�� 	�� �����$�� ���
���
�� ��
 	� �����$�� ���
���� �� !���
����
������ 	� �� 
�	��� λPROPω� �� ����������� �	
 ����
 �������� ��
 ���
��*� �
�� ��� ��	� ��������
�� ��$����� 	� ���
��� 	�� ��	�����*�� �� �����
!��� �	
 ��
 � ���
���� 	�� ��	�����*�
����
 �������� x�� !����	��
�	
�$ 	�� ���	���	�� λPROPω ��� �� !��
��	���� ����
 	�o

• `� ������ 	�� 	���� 	�� λPROPω �� �����	�
 K� ����

K ::= ����|K ⇒ K.

• "
 ��	�'��	�� ���	$��
� ��� ������� �� ����
 ������
 ���	$����� ������

Γ 
 M : A : 	��� ⇒ Γ′ 
 M : A : 	���,

���� Γ′ ���	����	�
 ��� 	
� ���*��
� x : B ∈ Γ �
� 	
� ������ Γ 
 B : 	����

A?



[� !�������� 	
� ��	�'��	�� �� ��� ������� V ���� �
� 	
� ��	�'��	�� ��������
� ��
 V ����

�
� 	
� ��	�'��	�� ��	�������	��� ���� ρ �� ����
 ��� ���	����� �
� 	� ��*	� ������ ��

ξ �� ����
 ��� ���	����� �
� 	� ���	���� ��	��	�
!�� [� !���
����
������ ���� 	� ���	���
���	����� �
� ����	�	� �	�� �����
�	
�� �
��
������ �
�� �
� 	�� ��*	� �� ���������� �	

����
 C� ������� �� !�������� ��
 	� �����
� 	�� λPROPω� �� Γ1 ��� �� ���
�!�
 	
� ���* 
��
� 	�� ��	���	*� ��	�������	*� ��
 �� Γ2 ��� �� ���
�!�
 	
� ���*��
� 	�� ��	�'��	*� 
����������� [� ���� �	
 � ���	����� ξ ��
������4 	� �����
� Γ1 +��
 �� ���'���%� �� ξ |= Γ1�
�$� �
� �$�� a : A ∈ Γ1, ξa ���	���� ����� 	�� ��������� 	�� ���	���	�� λPROPω�

;������ ���* \
� Γ 
 M : A ���%���� ��� �������
��� ���7�
��� [[−]] : 	�� (λPROPω) →
Sets �� ����o

@� \
� 	����� �!�� [[����]] = 2 ��
 [[k1 → k2]] = [[k1]] → [[k2]]� �
� k1, k2 ∈ K�

a� \
� ��	�������	��� ��	� ξ ��� ���	����� ��	�'��	*� ��	�������	*�� 	�	�
� *�	�
ξ |= Γ� I!�

[[a]]ξ = ξ(a),
[[Πx : A.B]]ξ = 1, �$� ∀a ∈ [[A]], [[B]]ξ(x:=a) = 1,

= ���
*� 0, �
� A : 	���, B : ����,
[[A → B]]ξ = [[A]]ξ → [[B]]ξ, �
� A,B : ����,

[[PQ]]ξ = [[P ]]ξ [[Q]]ξ,
[[λa : A.P ]]ξ = �a ∈ [[A]]ξ . [[P ]]ξ(x:=a).

B� J��� �
 ��������
� ���������	�
 �� C�

���� �∈ U.V (a) �������� �����������	
�� ���$�	����

������� ��- �$� Γ 
 M : A 	�	� �
� �$�� ���	����� ξ �� ξ |= Γ� 
�!��
 [[M ]]ξ ∈ [[A]]ξ�

������� ��* `� ���	��� λPROPω ����
 �������� ��
 �������� ��
 � ���
���� 	�� ��	� 
����*� ����
 ��������

:#�J��Q� \
� �$�� ���	����� ξ 
�!��
 [[⊥]]ξ = 0� J��� �
 ���	
����
� 
������
��� 	� ����
�����
�� �������� �$� 
 M :⊥� 	�	� 0 ∈ 0� �0�090 �

>�2#��������

)� ��	� ����$	
� �� ����������� �	
 � �����$	��� ��	�������	
��� ���
��� �#���� 	$���
�	� ���
��� 	�� ��	�����*� ��� ���	$��
� �� 	���
 ����
 �� ������ ���'����� ��
������
�� ����� �	
 ����
 ����	�� �� ��$�!��� ���'����	� ���� ��* �	� ���
�� ��� ����
 ����	��
�� �����
!����� �	�� ��	�
������ �	� ���
��� 	�� ��	�����*�� ��������

������� ��E ? �����$	��� ��	�������	
��� ���
��� �#���� 	$��� �	� ���
��� 	�� �� 
	�����*� ��� ���	$��
� �� 	���
 ����
 �� ������ ���'�����

:#�J��Q� �{:09:;1 @AfA� [���* �������� �	
 ��� x /∈ FV (φ)� 	�	� �
 ���	$��
� ∀x : A .φ
��
 A → φ ��� ������� �� �
�!��
�	��� �	� ���
��� 	�� ��	�����*�� �� ����������
��
��� 	� �����
�

Γ := A : ���, a : A,φ : ����, α : ����→ ����, z : P (∀x : A .φ).

�� ������������� �� '����� 	�� �����
�� t �
� 	� �� 
�!��
 ∃β : ����.P (β→φ)� �� ��� 
	�!���� �
�	� 	�	�
� t ��� ��$�!�
� )	�� ���
��� 	�� ��	�����*� ����� ���
�� 	� ���� 
�
� ��
 � ���	$��
� ��� �
�!���%��	�
� �������� �� �$����� ��� �����
� A �	� ���� 	��

A8



β� x������ �� '$�� 	� Γ �����
�� ��	� Γ′ 	� �����
� 	�� ���
���� 	�� ��	�����*��
Γ′ = A : ����, a : A,φ : ����, α : ����→ ����, z : P (Πx : A.φ)� 	�	�
� *�	� 	��
�$o

Γ′ 
 λγ : ����. λh : (Πβ : ����. P (γ → φ) → β). hAz : ∃β : ����.P (β → φ).

�

%���� ��H )	� ���
�� �GjLV� �
� x /∈ FV (φ)�

P : A → ����, φ : ���� � ((∃x : A.Px) ⇒ (∀x : A.φ) ⇒ φ),

���$ �	� ���
��� 	�� ��	�����*�� ������ �� ��$���
 ���� M 	�	�
�� *�	�o

A : ����, P : A → ����, φ : ���� 
 M : (∃x : A.Px) → (A → φ) → φ).
:#�J��Q� )	� �����
� 	�� ��*	�� �����	����� �
� 	� ���
�� �GjLV ������� ��� �!�
�����
 ��	�'��	� �� 	��� A� �������� ��� ����* �� ��	�����$�� ���� ��� �� 	��� A�
��������� ��� ����* �� �!� ��
 �����
��� ��	���	�� �	� ���
��� 	�� ��	�����*�� ��	� �
���� M ≡ λz : (∃x : A.Px). λy : (A → φ). y(px)� ����

p : (∃x : A.φ) → A ��
 p :≡ λz : (∃x : A.φ). zA(λx : A.λy : φ. x).

x����� �$� ����* �� �������� �	
 
�!��
 	� ∃x : A.φ� 	�	� ����* �� ��	�����$�� ��� ��
	��� A� �� 	�� �
������ 	�� p�

�

A@





������� 4

/ ������ ��� �-���

4	! �&�(.#�

)� trz ���
�� � ��
���� 	�� ��*���� 	���� ����
 � ����o

s ::= Set | Type | Ext

X ::= z | k | t
A,B ::= s | X | ΠX :A.B | λX :A.B | AB

| Ind(X :A){A} | Constr(n,A) | Elim[A′](A :B �B){A}

J��� �� ��������� ��
 �	� ��
$��
� a� � ��*��� 	���� ��� �$��
 ���	��	
�� �
$��
��
��	��� 	�� ���� ��
 	�� 	����� ? ��*��� ���%�
 	��� ���� +W2;71=o Set� Type  	� �����
��	��	�
!��� �	� ∗ ��
 �  ��
 Ext� (
� �����	
��� ��
 �� '$�� 	� ������ 	�� � ���
�����
Set ����
 � 	���� 	�� 	����� Type � 	���� 	�� �������

�*� 	���� ��
 Ext � 	���� 	�� Type�

`� ������ 	�� ��������� ��	�'��	*� ���� ���� A ���'���%�	�
 �� FV(A) ��
 ���%�	�

�� ����o

FV(s) = ∅
FV(X) = {X }
FV(ΠX :A.B) = FV(A) ∪ (FV(B) − {X })
FV(λX :A.B) = FV(A) ∪ (FV(B) − {X })
FV(AB) = FV(A) ∪ FV(B)
FV(Ind(X :A){A}) = FV(A) ∪ (FV(A) − {X })
FV(Constr(n,A)) = FV( �A)
FV(Elim[A′](A :B �B){A}) = FV(A′) ∪ FV(A) ∪ FV(B) ∪ FV( �B) ∪ FV(A)
FV(A) = ∪iFV(Ai)

������� ���%� 	��� ���� ���'��
�����o

A → B ≡ ΠX :A.B �� X �∈ FV(B)
B �A ≡ B A1A2. . .An

Π �X : �A.B ≡ ΠX1 :A1.ΠX2 :A2. . . . ΠXn :An. B

λ �X : �A.B ≡ λX1 :A1. λX2 :A2. . . . λXn :An. B

��* �� � ���'���%���� 	�� ��������� ��� ������

&� '$�� 	� �����$�� ��
 	�� ���
��� 	�� ������
�*� ��	�����*� ��� ��������� �	�
����������� ��
$��
�� 	� �����
�� �	�
!��� ���%��	�
 �� ����o

• Πx :A.B ��� ���%�
 	������ ����	*������ ��� ����� �

• λx :A.B ��� ���%�
 �����	���
�

� V
 	��� 
�
#+����
� 	�
 �
 �������
 ��
 %�$��

" ���
�� �
� �� ������

A"



• �k ��� ���%�
 	�� �
������ ���� ���� �� ���

• Ind(X :A){ �A} ��� ���%�
 ���� ������
�� 	���

• Constr(n,A) ��� ���%�
 ���� ��	�������	� 	���� �

• Elim[A′](A :B �B){A} ��� ���%�
 	�� �������
�� ����� �	�� ��	�������	� ���� �	�
 
!�����

������� ���%� 	�� ��	
��	$�	��� �� ����o

s[Z �→ R] ≡ s

X[Z �→ R] ≡
{

X �� X �= Zi� �
� �$�� i
Ri �� X = Zi� �
� �$��
� i

(ΠX :A.B)[Z �→ R] ≡
{

ΠX :A[Z �→ R]. B[Z �→ R] � ���� +8=
ΠY :A[Z �→ R]. B[X �→ Y ][Z �→ R] � ���� +88=

(λX :A.B)[Z �→ R] ≡
{

λX :A[Z �→ R]. B[Z �→ R] � ���� +8=
λY :A[Z �→ R]. B[X �→ Y ][Z �→ R] � ���� +88=

(AB)[Z �→ R] ≡ A[Z �→ R]B[Z �→ R]

(Ind(X :A){A})[Z �→ R] ≡
{

Ind(X :A[Z �→ R]){A[Z �→ R]} � ���� +8=
Ind(Y :A[Z �→ R]){A[X �→ Y ][Z �→ R]} � ���� +88=

(Constr(n,A))[Z �→ R] ≡ Constr(n,A[Z �→ R])

(Elim[A′](A :B B){A})[Z �→ R] ≡ Elim[A′[Z �→ R]](A[Z �→ R] :B[Z �→ R]B[Z �→ R])
{A[Z �→ R]}

��* �
 ��� ���
�	*��
� ��� �
�!���%��	�
 �����$�� ����
 �


�����	��� +8= X �= Zi� �
� �$�� i� ��
 X �∈ FV(R)
�����	��� +88= X = Zi� �
� �$��
� i� � X ∈ FV(R)

��
 Y ����
 �
� ��
�����
� ��	�'��	�� ��� �������� �	
 ��� �����	$	�
 �� ������� ����

4	* ���$ 2&'��1 (%.�(� � ')�

)����� ��� ����
 � ��*��� 	���� �� ����
 �
�����
��� �������� �����
 �� ���������� ��

�� �������� 	
� ����������
� �$	� ��� 	
� ������ ����	�
 ������	� ��� �!��� ��	��� �����
*�	� 	��
�$ �� �������� �� ���	
������� ����� 	�� ��*���� �� ������	���� ��
�$��
��
��
������ �� �������� 	
� β� η ��
 ι ��������� ���� ��
 	� �!��� 
��	�	�� ��	��� 	�� �����

$� �� "#��!��� �-�����

i����	� ��� �!��� ∼ ��	��� ���� 	�� ��*����� Y�	X ����	��� ���%���� 	� �!��� ∼∗ ����
�� ��� ������ ����� �� 	�� ��$!
�	� ��� 
������
�� �
� �$�� ��� A � A′ ��
 ������ ���� B�
B′ � 	� �����$	�o

A ∼ A′ ⇒ A;B ∼∗ A′;B
B ∼ B′ ⇒ A;B ∼∗ A;B′

\
� �� ����
 ������	� �	� ��*��� 	���� ��� �!��� ∼� �� ^ ��	�'��	��� A,A′, B,B′, Q,Q′

���
 ��
 A� B ������ ��� ������ �����
o

AB



A ∼ A′ ⇒ ΠX :A.B ∼ ΠX :A′. B
B ∼ B′ ⇒ ΠX :A.B ∼ ΠX :A.B′

A ∼ A′ ⇒ λX :A.B ∼ ΠX :A′. B
B ∼ B′ ⇒ λX :A.B ∼ ΠX :A.B′

A ∼ A′ ⇒ AB ∼ A′ B
B ∼ B′ ⇒ AB ∼ AB′

A ∼ A′ ⇒ Ind(X :A){A} ∼ Ind(X :A′){A}
�A ∼∗ �A′ ⇒ Ind(X :A){A} ∼ Ind(X :A){A′}
A ∼ A′ ⇒ Constr(i, A) ∼ Constr(i, A′)
Q ∼ Q′ ⇒ Elim[Q](A :B �B){A} ∼ Elim[Q′](A :B �B){A}
A ∼ A′ ⇒ Elim[Q](A :B �B){A} ∼ Elim[Q](A′ :B �B){A}
B ∼ B′ ⇒ Elim[Q](A :B �B){A} ∼ Elim[Q](A :B′ �B){A}

$� � ��!,�,��

"
 β� η ��
 ι �������� ����
 �
 �
���	���� ���'�	�� �!���
�� 	�	�
�� *�	�o

(λX :A.B)A′ →β B[X �→ A′]

λX :A.B X →η B
��� X �∈ FV(B)�

Elim[A′](Constr(I,B) �A′ :B �B){A} →ι

ΦX,I(Ci, Ai, λ �X : �B′. λY :B �X.Elim[A′](Y :B �X){A}) �A′

����� B = Ind(X :B′){C} '�� B′ = Π �X : �B′.Set�

? ���$�	��� Φ ���%�	�
 ��o

ΦX,I(X �A′, A,B) ≡ A
ΦX,I(ΠX ′ :A′. B′, A,B) ≡ λX ′ :A′.ΦX,I(B′, AX ′, B)
ΦX,I((Π �X ′ : �A′.X �B′) → B′, A,B) ≡ λY :(Π �X ′ : �A′. I �B′).

ΦX,I(B′, AY (λ �X ′ : �A′. B �B′ (Y �X ′)), B)

"��%���� ������ 	� ����o

@� `� �!��� �χ �� 	� �������	
�� ��
 ��	�'�	
�� �����
�� 	�� �!���� →χ �
� χ ∈
{β, η, ι }�

a� M2 �βηι ����
 � ����� 	�� →β� →η ��
 →ι�

B� M2 �βηι ����
 	� �������	
�� ��
 ��	�'�	
�� �����
�� 	�� �����$�� �������

d� &� 	�� ���'��
��� → ��
 � �������� 	� →βηι ��
 �βηι ��	��	�
!��

$� �$ ;�����!

"��%���� 	�� �!��� 
��	�	�� =χ � � ����� �����!�	�
 ��� 	�� �!��� →χ � ���� χ ∈ {β, η, ι }�
��
 	� �!��� = �� 	�� ����� 	�
*� �������������
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$�$�� A��������� �#�!
������

• [�	
��� ��
�����
� +L218789: j//0;;:5/:1=�

X �= Yi X �∈ FV(Ai) X �∈ FV(Bi) �3�� '45
 i�

posX(Π �Y : �A.X �B)

• Y��$ ��
�����
 ��	�������	�� +�:.. z2056:6 ,2517;0/72;1=�

X �∈ FV(Ai) �3�� '45
 i�

wfcX(X �A)

X �= X ′ X �∈ FV(A′) wfcX(B)
wfcX(ΠX ′ :A′. B)

posX(A) wfcX(B)
wfcX(A → B)

• &
���� 	���� ��	�������	� +WO-.. /2517;0/72; 7FN:=

? ���$�	��� 1O-.. ��!�	�
 �� ���$��	�� ��� ��	�'��	�� �� � ���� ����
 ��������� ���
�
������  �$�� ��	�'��	� 	�� �
������� �����
 �� �!�
 	��� W:7  ��
 	� �*�� �$��
�
������� ����
 ��� ��������� ��� �
�������  � �
������ �� ���
�$�
 ��� 	�� ��������
��	�'��	� < ���$��	�� ��� �*���� �	�� ���$�	���  	�	� � ���$�	��� ��
�	��
�

����� 	
���

Δ 
 A′
i : Set �3�� '45
 i�

Δ 
 smallX(Π �X ′ : �A′.X �A)

• )��$�	��� ψ�

^���
����
��	�
 �
� 	�� ����!� 	�� ����������� ������
�$ ��
������ 	�����

ΨX,I(X �A′, A,B) ≡ A �A′ B
ΨX,I(ΠX ′ :A′. B′, A,B) ≡ ΠX ′ :A′.ΨX,I(B′, A,B X ′)
ΨX,I((Π �X ′ : �A′.X �B′) → B′, A,B) ≡ ΠY : (Π �X ′ : �A′. I �B′).Π �X ′ : �A′.

A �B′ (Y �X ′) → ΨX,I(B′, A,B Y )

• (�������� ��
�$��
�

�� ��
 ��� ���	����� �	�
!��� 	�� ��*����� ����
 �
� !���
�� ���	�������

Δ 
 ε : (ε : ε)
Δ 
 A : B Δ 
 �A : ( �X : �B[X �→ A])

Δ 
 A; �A : (X; �X : B; �B)

$�$� B��!������ �!� ��!��
��

(X : A) ∈ Δ
Δ 
 X : A Δ 
 Set : Type Δ 
 Type : Ext

$�$�$ ;���#�!��! �.���

Δ 
 X : A A = A′
Δ 
 X : A′

AC



$�$�' ��������C !%!�
��� �!� �%!
��,�

Δ 
 A : s1 Δ,X : A 
 B : s2 (s1, s2) ∈ R
Δ 
 ΠX :A.B : s2

Δ,X : A 
 B : B′ Δ 
 ΠX :A.B′ : s

Δ 
 λX :A.B : ΠX :A.B′
Δ 
 A : ΠX :B′. A′ Δ 
 B : B′

Δ 
 AB : A′[X �→ B]

���� R =

⎧⎨
⎩

(Set,Set), (Type,Set), (Ext,Set),
(Set,Type), (Type,Type), (Ext,Type),
(Set,Ext), (Type,Ext)

⎫⎬
⎭

$�$�D ��!,�,���� �
������

Δ 
 A : Type A = Π �X : �B.Set
Δ,X : A 
 Ai : Set wfcX(Ai) �3�� '45
 i�

Δ 
 Ind(X :A){A} : A

A = Ind(X :A′){A} Δ 
 A : A′

Δ 
 Constr(n,A) : An[X �→ A]

B = Ind(X :B′){A′} B′ = Π �X : �B′.Set

Δ 
 �B : ( �X : �B′) Δ 
 A : B �B Δ 
 A′ : Π �X : �B′. B �X → Set
Δ 
 Ai : ΨX,B(A′

i, A
′,Constr(i, B)) �3�� '45
 i�

Δ 
 Elim[A′](A :B �B){A} : A′ �B A

B = Ind(X :B′){A′} B′ = Π �X : �B′.Set

Δ 
 �B : ( �X : �B′) Δ 
 A : B �B Δ 
 A′ : Π �X : �B′. B �X → Type
Δ 
 Ai : ΨX,B(A′

i, A
′,Constr(i, B)) Δ,X : B′ 
 smallX(A′

i) �3�� '45
 i�

Δ 
 Elim[A′](A :B �B){A} : A′ �B A

4	5 7�$�89�3&)� $%� '�:((�� $+"3,
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	��� �
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 �	� �
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'� 	��
t:5�-O85 �:;5:; ��:;5Ad�� ��	�� ������� �� ���������	��� �
� 	� ��*��� nflint � ����

����	�
 �	�� ������� 	�� WE-2 C� #,0 �WE-2Ca�� ���%�
 �� ����
���� �	
 �
 ��������
� 	��
�����$	� �����
 �� ������ �� ���$�� '���� ��� ��
���� ���*� 	� ���	��� 	���� ��
 �

�������� ����
 ���� �	��$ ������������� ��!� ���� 	�� ������ 	�� ��	�	������

? ������
�
��	�	� 	�� ����!�� 	���� ��
 � �����
��	�	� 	�� 	���� ����
 ������	�	��
����������
� �
� 	�� ���� ��
��� 	�� ���	���	�� 	���� 	�� nflint � (��
��*� �
 	���
 ����

�����
��� �� ���� =αβη�

 �)���� � <:#&$���������� �&� ��?��&� !"#��= *�7�8�� 
&����5��� � ���4��? 9�9� 
�E��� ���� ���� A �
� ���� ����L7&&��
�� ΔP

• �4
� 
���
�46�� �
� 9�� ��7�8�� ���� B 
E
���� ��
� Δ 
 A : B?

• � ����
�E��� E�
� ��� B 
E
���� ��
� Δ 
 A : B0

 �)���� � <>&��J�$����� ��� !"#��= @� Δ 
 A : B �
� Δ 
 A : B′? 
�
� B = B′0

`� �����$	� �������	� �
����� �	
� �!���
� �������� ��
 	
� �������� �� 	�� ����!�
	����� `� �������	� ���'���� ��
 ,E0;/E s211:; 
�!���� ���� �
� ���$ �
�	���������
������

A>



 �)���� ' <.��+&��= (�
� Δ 
 A : B0 @� A � A1 �
� A � A2? 
�
� ��7�8�� E�
�
���� A′ 
E
���� ��
� A1 � A′ �
� A2 � A′0

 �)���� * <@AB��A2C4

D�= (�
� Δ 
 A1 : B �
� Δ 
 A2 : B0 @� A1 = A2? 
�
�
��7�8�� E�
� ���� A′ 
E
���� ��
� A1 � A′ �
� A2 � A′0

 �)���� - <;�,����� ��� :�����)�= @� Δ 
 A : B �
� A� A′? 
�
� Δ 
 A′ : B0

I��� ���� A ����	�
 �
������ ����� �� ��� ��$�!�
 ���� A′ 	�	�
�� *�	� A → A′� I���
���� A ����	�
 �
��������������� �� ��$�!�
 �����
�� ���
� B 	�	�
� *�	� A� B� I���
���� A ����	�
 ��8��7 �
��������������� �� ����
 �����
����
��
��� ��
 ��� ��$�!�
 $��
��
��������� → ������*� ��� �� ���
�$�
 ��� ��	�� 	�� ����

`� 	����	��� ���
�
���� ��*���� �����
����
 �	
 �$�� ��
�$ ������*� ��� ���
�$ ���
���� ���$ �
�	������� ��� 	����	�%�	�
�

 �)���� E <Z����� 8��&��$&#&����= @� Δ 
 A : B? 
�
� � ���� A �4�
� ��8��7 �
�� 
�������������0
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\ 9 	� ����� 
��������� �� 	� λ�

[ 9 	� ����� 
��������� �� 	� Π�
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% ���� � ����
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% / ������ +���� ��� ����,

% ���� 0 �����
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� ����������� ��� 	��
��
��	�	� 	�� !���	*� 	�� ���� x�� �
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�
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� � ������ 	���� �����$%�
 	��� ����� ��
 	��� 	����� �� ��
�	��� �� ���� ���
'���
�������
�� 	���� ��
 ������ ���
�� ������
�� ����� ������� �� �
�����	��� ��
 �� �����
��
 �� 	����� ��
 �����*� ������� �� ��
���	��� 	�� ��
� ���	��	
�� �����

�� ����� ��� ���$��
���� I�	� � ��	�������	�� → ��
 ��	� �	
 �#� ����
 � 	����
	�� 
��
�*� ��
��*�� `�	� 	� → !���
����
��	�
 ��
 �
� �� �����
 	�o �#� → �#�� ���
����
 � 	���� 	�� �����	����� ��� �#� �� �#�� ���$ ��
 �� �����
 	� �#� → A��J� 	� �����
����
 � 	���� 	�� �����
���� ��	������$	�� �$�� �	��� 
��
���� ��
������ I�	� 	*�� �
�
������ � ����� ��	�����$%�
 �����	���
�� )��
���
 �� ��	�����$����� p�����
������q
�����	���
� ����

fun x : nat ⇒ (mult x x)
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 	� O0.7 �!�
 ��� ��
����= ���$ �������� ������ �� ��	�����$����� ��	��� 
����	� �$�� �� 
��
���� ��
������ \
� ���$��
���� �

fun x : nat ⇒ (x = x)
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��$
�
 ��� ��	������� L� �� 	��
�$ �������� �	� ������	
�$ �� L+S= 
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!��� �� �$�� 
��
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�$ ���� �	� ��*��� 	�� N,8/� 	� OD� ��
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 ��� ���
�� ���	���
	�	� ��	� ���*��
 ��� ��$��� 	�� ��$�� 	�� ���� ��� ��	
����������� ��������
� �
� 	�
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������� O ��� �����
 �	�� & �����
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 ������� I��
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 � 	���� 	�� ����
����
*�� ������ ��������$	� ��
 ������ �������
���� 
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��� ��
����� P22.:-5 ��
����� ���	��� �	��

`� �����$�� �49� �������� �� 	� !�
�
�	���� ��� �����
���� ������ ���������� ��
 	�
���� �����
 �� �!��� 	���� ���
�� �� ���$ �����	��� �	
 	� W:7 �!��� 	��� W:7 �� ��������
�� ������� ������� �!���� $��
�� �49� �	� ��*��� 	�� N,8/� ��	$ 	� ���� ����
� ��	��
	�� W:7 ��
 	�� L;2N� ��� 
����!�� ��� ���
'$����	� ������� NL3D<6= �
� �$�� �����
� 8�
"���$%���� W 	� ������ 	�� ��9�� 	� ����� ���%�	�
 �� ����o

S 
�������� �� {Prop, Set, Type(i)|i �	� ℵ}

��* 	� ���� �!��� 	
� ���� 
�
�	�	��o

Prop : Type(0), Set : Type(0) ��
 Type(i) : Type(i + 1).
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x������ ��� 	�� �����$ 	�� !���	� �!���� 2�JC P 2�JC�

"A



.��,��?�

��	�� ��� 	� �49�� � ��*��� ������ ���
�!�
 �	������ ��� ���*���� ��	
������� �	� ���
'$� 
���� ��	�� �
 �	������ ������ �� ���*���� ������������ ��
����� ��	
�������� ���$ ������
��
 ��	
������� ��� �!�	�%��	�
 �� ������
���� ��
����� +��	� 	�� ��
�� 	�� 	���� � ����
��� 	��� ��	�������	�� � ��	��	��
��� 	��=�

`�&�

"
 ���
 ��	�����$%��	�
 ��� ��	�'��	��� ���
�$ �����	�� ��	�������	��� �
�
����� �
�� 
����� 	��
��� ��������
� ��
��*� +��
�$��
� p.:7 85q= ��
 ��������� ��� ���	��	
��� $�� 
#��� �
 	���
 ��� ������� �� �
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 ��� ��	�'��	� ��
 M� v ����
 ���
� 	�	� 	�o ��
 �75� NP 2? h� ����
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�$ ���������� �	� `� `� �����$��

��������� �� 	� ����	� f,C� ��g 	�� �����	��
��*� �����*��

.���&��"����

? �
������ �����	�
��%�
 ��� 	� ��
�	��$� ������ 	� +7 7@ 7a 7B ��� 75= �� 
���������
�� 	� + ��� + ��� +7 7@= 7a= ��� 75=� "
 ��������� ��
 	� '��� �����	�
��%��� ��� 	� ���
$�
�	�
 *�	� 	� f��
 �75� NPi? ] → � → bg 
��������� �� 	� f��
 �75� NPi? ;] → ;�
→ b>>g� ������ 
���������� ����
 ��
 �
 ��
�$��
�

�
� �$�� x y : A,B � λ x y : A,B

��

�
� �$�� x : A,�
� �$�� y : A,B � λ x : A, λy : A, B

���",���� >���+���?� �� ����	�� �
� 	
� ��������� ��	�'��	��� �	�� ��
���� λx : T,U
��
 f��
 �75� NP2? hg �
 ��
�����
� 	�� S �	� v ����
 ������������ (�����
$%��	�

�� 	��� ����	�� 6: t;08�5 �	� ���	��
�� ���� �����

:���$��/����� ������ �� ����	�� �
� 	�� ��	
��	$�	��� ���� ���� 7 �	
� ���������
��
�����
� 	�� ��	�'��	�� S �� ��� ��� 0 �!��� ���	������ 	�� ��� �;Nj�>�

""



'���' H
�� �� �.��

�� ��	
������� 	�� ������� 	����� �
 ���
 �����
�	�
 �	��� ������� 	�� 	����� I��� ���$
��
������� �� ���� 	�� 	���� ���� ����	$	�
 ��� ��� ���
'$���� 	� ����� ���	����	�
 ���
��� ���
�� ���
'$���� ��
 ��� 	��
��� �� ���������� ���� ��	$ 	� ���
'$����	��

!&#�$� � ��$�� #�����& `� 	��
�� +� �
���= �����
� ����
 ��� �
�	�	������ ���	� ��� �� 
�*��
� ��	�'��	*�� &�� ������ ���� ��	�'��	�� S ����
 ��	� ��� �������� ��� ��$
�	�

�� SoM +���� ` ����
 	����=� ��	� ���� ��
����� ��� ��$
�	�
 �� So�7oM� \
� �� ��������
��
��� 	� �����
�� !���
����
���� $��
�	��� \
� ���$��
���� 	� �SoM� Fo0� �o|� ����

��� �����
�� ���$ ������� �����!� �	��� ��
����� 	�� ��	�'��	*� ���� �	� �����
�
�
�� �����
 �� ����
 ��
��� ��
 �
���
	��� �$� �$��
� Γ ���%�
 �$��
� S� ��$
���� fN
�
� Γg� \�$
��	�� +SoM= �	� Γ� �������� �	
 ��	� SoM ����
 ��� ������� �	� Γ ��	�
�	
 ��$�!�
 �$��
� 7 	�	�
� *�	� So�7oM ����
 ���� ��
���� �	� Γ� �$� 	� Γ ���%�
 ��

�$��
� So�7oM� 	�	� ��$
���� ������ ��
 �	
 +So�7oM= �	� Γ� ����
 ���
���� ��
���
�	
 	� �����
� �����
 �� ����
 ���*� ��
������

������� � �����
���� ��� ���
���� Γ ��
 Δ +Γ ⊂ Δ= ���%�	�
 �� � 
�
�	�	�o ��
 �75�
��

L&�
� N? 
	�� 2 �
� ��� �? �7� ;NP2> �4�
� �
� Γ? 
�
� 
� ;NP2> �4�
� �
� Δ �
�
�7� ;NPk�P2> �
� Γ 
�
� ;NPk�P2> �
� Δ�

`����� ��� ��	�'��	� S �����	�
 �������� �	� Γ �$� 	� �����
� Γ ���
�!�
 ��� ������
FoM 	�	�
� *�	� 	� S ����
 �������� �	� `�

����+/��&� ���
�� !�
�
%����	� ���
��� ���*��
� +�	������ ��
 ���
��� �������
�=� �����

������ �� ���������� ��� ���
�� ���
'$���� �� I�� ���
'$���� ����
 ��� �
�	�	������
���	� ��� ���*��
� ���
�*� ����$	��� "
 ���*��
� ����
 ��	� �������
� ��	� p'��
���q
��
����� ��� ����
 ���	������
� ��� ���	$ ��
������� ������ ���$ ������ ��
 ��
����
������
�*� ��	
��
������

&�� ������� �� ������
��	�� �	� ���
'$���� ��� iHH�K ;Γ>;GP2>� ��� �������
 �	
 	�
/ �����	�	�
 �� �!�
 	��� ` ���$ ��
����� �� �$��
� �����
� Γ� I��� ��
��� ��
����
�� ������
$%�	�
 �	� ���
'$���� ��� bC-;Γ>;GPk�P2>� ��� �������
 �	
 	� / ����
 ���
�	����$ ��� 
�!��
 ���� �� �$��
� �����
� Γ� 	�� ������ � 	
�� 	�	� ����
 7 ��
 � 	����
M�

)	� ���	��� 	�� ,2K ��
���� � ��
���� 	�� 
��
�*� ��
��*� �!�
 �� ����o

�������!� ��� � 1�� �#

% ; � ���

% 1 � ��� .& ����

��* � ��
���� 	�� ��������� ��	$ L:-52 ����
 � ����o

9�'�	��� ���� *� �����- 3������ �4 � ��� �#

����� � ����

% ; #& �

% 1 � #& 1 *���� � �-

����

I�� �����	
�� ����� �
� 	�� �������� ��	$ L:-52� ����
 	� ����� 	�� ��	�'�	
��	�	��
	�� ���������o

8���� ����(�	�� � 
	���� � �$ � < � # � < ��

��		
�

����	� � �= ���� �= ����� �� %. >= ���	 ���� ������

����	� ) �= ���� *����(�(1� � )-= ���	 ���� ������

:���

"B



	� ����� �	� ������� 	�� ������$�	���� �� ����� 	�� N,8/ ��� �
����%�
 	� ,2K ��$
�	�

�� ����o

����(�	�� #


�� � � � ��� #&

���(��� *
�� �? � ��� #& �? < � # � < �?-

*����(�(; �-

*
�� *) � ���- *� � ) < � # � < )- #&

��(��� *1 *� < )--

*
�� �? � ��� #& 1 *) < �- # �?-

*
(����� 1 �- *� < 1 )- *����(�(1� � )--

�

� 
	���� � � � ���$ � < � # � < �

5	* 6�&�'&��1 $%� 2� " )%(%�

\
� 	�� ��	�	���� 	�� '
'�
����*� 	�� ����
*� ��� 	� ���	��� ,2K �	� ��*��� 	���� 5>857
����	�!���� � �
������ G��l������ �	� ��*��� ���������	
���� j,-O.� (
� �����	
�$�
� �*�
��� ��	�� 	�� �
������� ���	����	�
 ��� ��� ��!���o

• �4a�7b67�9 ������
 ���	
�$ 	� ��!��� 	�� ,2K ��
 �������$%�	�
 	
� ���	
��� ���$����
��!� �� ����
 m������? )�
������� :	���? n�����
 � V���
 ��
 ��	
�	��!�� �����
�����	���
� ��� 	� ��!��� ��#�H-��K� ���	����	�
 ��� abC ������� �*�
���

• ��
7
54�c9 ���
�!�
 �����	���
� ��� ������	�
 ��� 	� G��l������ �������� �� 	�
���$�� ��� 	� ��!��� ,2K ��� ����
 ��� ���������� "
 �����	���
� 	�� ��	�	������
	��� ����� 	�� ,2K �	��� ��	��	�
!��� ����� 	�� 5>857� ��	$ ��� ��	$����� ����������
���	����	�
 ��� cBd ������� �*�
���

? �����
�� �
������ ��� ��	�	����
 �����	�� ��	���	� 	
� ������� 	�� ,2K �	�� ��*���
	���� ��
 � �����
�� ��	�
��$ 	�� '
'�
����*� ��
�� �� ��
��	���	� 	���� �
� 	��� ����
������o

• `� ���	��� ,2K ����
 �
� ��
���	
�� ��� 	� ��*��� 	���� 5>857� \
� ���$��
���
����	���%�
 ���
'��� ������
���� 	����� +O070-. 8560/789:= ��
 ���
'��� �������
��
��
��� �����	������ ��������� ��$�!��� �	�
!��� �	� ,2K 	� ����� ��	� ��� �������
�� ��
���	��� �	�� 5>857� ��	� � ��
���� 	��� ����
 	������ �
�
���	
��� ���	� ���
 
	��	�
 ��
 	������ �
�
���	
�� �������
�� �	�� 5>857� (��$��
��� 	�	�
�� �����	����
�	�� � ��
���� 	�� ��������� �	� ����
�� ��
���	
�� 
��
�*��

• "
 ������� 	���� 	�� ,2K �
�
����� ���� ��� ��	��� 	�� ��*���� 	���� 5>857� I��
���$��
��� ����
 �	
 �	� ,2K �� 
�!��
 Γ 
 A : Set 	�	� 
�!��
 ��
 Γ 
 A : Type� �$	

��� �� ���'����
 �	�� 5>857� ? 
�
�	�	� ��	� �!�
 !���
����
���� ����	$ �	� '
'�
�����
����
*� 	�� ,2K� ��!� �
� 	�� ��
��� 	�� 
��	�	�� V:8P58�� �������� � ��	�
��$ ��	*�
	�� ���� �	� ��*��� 5>857 !��
$%�	�
 �����
���	� �
�������

• _��� 	�� �
�
��*� 	�� ��� ���	��$	�� ��
 ��� 	� �	
��� ��� ����
 �����
���	�
�$��
�� ������� �� �����
 �� ������ �� 	� !��
� ��
��!���� �� ����
 �
� ���� � �
������
��	�	������

&� '$�� 	�� �����$�� ��$����� 	� ���� ��
 	� ��	��	�
!� �������	� 	�� ,2K� �� ��� 
!�������� �	�� ��	����
� ����
*� ��
 ��
�������� ���������� �	� ��*��� 	���� 5>857�

"#



5	4 =�(�� ) $+" �

? '
'�
����� 	�� '��
�*� 	���� 	�� ��*���� 	���� ����
 � �����$	�o

• `� ���� ����
 ���� '��
��� 	���� �� �����
��� �	�
!��� 	�� ��	�������	� ���

����

� 1��

�# ���*�����1��-3����4

����(���

� @������ .& 1��� � �� .& @������� � �

����(���

� @������ .& 1��� � �� .& @������� � �

����(����

� @������ .& 2)��� � �� .& @������� � �

��

� 2���

�# 6	����*?$����-

• `� ���� ����
 � '��
��� 	���� 	�� P22.:-5 	
�*� ���	 ��
 
���	�


		�

� 1��

�# ���*
		��1��-3
		�$
		�4

����

� 
		�

�# 6	����*?$
		�-


����

� 
		�

�# 6	����*A$
		�-


		�(����

� @��
		� .& 2)��� � ���� .& � 
���� .& @
�
		�� � 


�# B��
		� .& 2)��� B
�� ����� B
?�� 
����� B
�
		��

C���+B
?�
		�� � 
?, *
�
		�- 3
 = 
?4


		�(���

� @��
		� .& 2)��� � ���� .& � 
���� .& @
�
		�� � 


�# B��
		� .& 1��� B
�� ����� B
?�� 
����� B
�
		��

C���+B
?�
		�� � 
?, *
�
		�- 3
 = 
?4


		�(���

� @��
		� .& 2)��� � ���� .& � 
���� .& @
�
		�� � 


�# B��
		� .& 1��� B
�� ����� B
?�� 
����� B
�
		��

C���+B
?�
		�� � 
?, *
�
		�- 3
 = 
?4

• " ��� ����
 � '��
��� 	���� 	�� 
��
�*� ��
��*� ��
 ��	�����$%�	�
 ��� 	� �����
��
 	� W0//:12; W� `� ����� ���'���%�	�
 �� 	� ��$��� p"q ��
 �!
 �� 	�� ��
��� pCq�

���

� 1��

�# ���*����1��-3���= ��� .& ���4

���(��� � ���(����

� @����� .& 2)��� � ; .& *@������ � � .& � *1 �-- .& @������ � �

�# B�� ���.&2)��� B
� � ;� B
?� @������� � .& �*1 �-� B������

C���+B�?����� � �?,*�����- 3 
 = B������ B�(D�� �� 
? � �(D4

���(���

� @����� .& 1��� � ; .& *@������ � � .& � *1 �-- .& @������ � �

�# B�� ���.&1��� B
� � ;� B
?� @������� � .& �*1 �-� B������

"C



C���+B�?����� � �?,*�����- 3 
 = B������ B�(D�� �� 
? � �(D4

���(���

� @����� .& 1��� � ; .& *@������ � � .& � *1 �-- .& @������ � �

�# B�� ���.&1��� B
� � ;� B
?� @������� � .& �*1 �-� B������

C���+B�?����� � �?,*�����- 3 
 = B������ B�(D�� �� 
? � �(D4

;

� ���

�# 6	����*?$ ���-

1 � ��� .& ���

�# 6	����*A$ ���-

• `� 
���� �	� 	� ����� ��� ����
 ��	�
�������

C���)(���

� 1��

C���)(���(���

� @��C���)(��� .& 1��� @��C���)(���� � �

C���)(���(���

� @��C���)(��� .& 1��� @��C���)(���� � �

C���)(���(����

� @��C���)(��� .& 2)��� @��C���)(���� � �

• `� ��	����� � ����
 � �
������
� 	�� '��
�*� 	���� �	� � �	�� ����� 	� ���� �� ����
����� ����
 � 185Q.:725 '��
��� 	���� ��	����� � � �� 	�� ������ 	� ���� �	�
!���
���'���%�	�
 �� �	
� ��	����� � �

�������)

� @5�2)��� 5 .& 5 .& 1��

�# B5�2)��� B��5� ���*�������)�5 .& 1��-3�������) �4

�������)(���

� @5�2)��� @��5� @��@�?�5�

�������) 5 � �? .& 1��� � � *��
�(�������) 5 �- .&

@)�5� @���������) 5 � )� � ) �

�������)(���

� @5�2)��� @��5� @��@�?�5�

�������) 5 � �? .& 1��� � � *��
�(�������) 5 �- .&

@)�5� @���������) 5 � )� � ) �

�������)(����

� @5�2)��� @��5� @��@�?�5�

�������) 5 � �? .& 2)��� � � *��
�(�������) 5 �- .&

@)�5� @���������) 5 � )� � ) �

��
�(�������)

� @5�2)��� @��5� �������) 5 � �

• `� ������ � �
��
 � ����	��� 	�� � ��%� �� ��� ���� �	�
!���� 	� ���	�

	���	�

� 1�� .& 1��

	���	�(����

� @5�1��� @��	���	� 5 .& 2)��� *@��5� � *1	�� 5 �-- .&

� * 	�� 5- .& @	�	���	� 5� � 	

 	��

� @5�1��� 	���	� 5

1	��

� @5�1��� 5 .& 	���	� 5

• M2 ��� � �� 
�������� �� 	� � � �� ����
 	� �
���
	� $���
��� 	�� � ��
 k�

">



���

� 1�� .& 1�� .& 1��

�# B5�1��� BE�1���

���*����1��-35 .& ��� $ E .& ��� 4

���(���

� @5�1��� @E�1��� @��	� 5 E .& 1���

*@��5� � *��� 5 E �-- .& *@
�E� � *��� 5 E 
-- .&

@��	� 5 E� � �

���(���

� @5�1��� @E�1��� @��	� 5 E .& 1���

*@��5� � *��� 5 E �-- .& *@
�E� � *��� 5 E 
-- .&

@��	� 5 E� � �

���(����

� @5�1��� @E�1��� @��	� 5 E .& 2)���

*@��5� � *��� 5 E �-- .& *@
�E� � *��� 5 E 
-- .&

@��	� 5 E� � �

���

� @5�1��� @E�1��� 5 .& ��� 5 E

�# B5�1��� BE�1��� 6	����*?$ ��� 5 E-

���

� @5�1��� @E�1��� E .& ��� 5 E

�# B5�1��� BE�1��� 6	����*A$ ��� 5 E-

• `� ���� � �� 	� ����� ��$
�	�
 �� A∗B� ����
 	� �
������ 	�� � ��
 k� `� %����� ����
� � � � 	�� - ��
 P ����
 � ��	��	�
!�� ��	�������	�� ��
 �� ���	���� �� ��$
�	�

(a, b)

��	�

� 1�� .& 1�� .& 1��

�# B5�1��� BE�1���

���*��	��1��-35 .& E .& ��	�4

����

� @5�1��� @E�1��� 5 .& E .& ��	� 5 E

�# B5�1��� BE�1���

6	����*?$ ��	� 5 E-

��	�(���

� @5�1��� @E�1��� @����	� 5 E .& 1��� *@��5� @
�E� �

*���� 5 E � 
-- .& @����	� 5 E� � �

��	�(���

� @5�1��� @E�1��� @����	� 5 E .& 1��� *@��5� @
�E� �

*���� 5 E � 
-- .& @����	� 5 E� � �

��	�(����

� @5�1��� @E�1��� @����	� 5 E .& 2)��� *@��5� @
�E� �

*���� 5 E � 
-- .& @����	� 5 E� � �


��

� @5�1��� @E�1��� ��	� 5 E .& 5

�# B5�1��� BE�1��� B�� ��	� 5 E�

C���+B����	� 5 E� 5,

*����	� 5 E-

3B'�5� B)�E� '4

���

� @5�1��� @E�1��� ��	� 5 E .& E

�# B5�1��� BE�1��� B�� ��	� 5 E�

C���+B����	� 5 E� E,

*����	� 5 E-

3B'�5� B)�E� )4

• [������ �
� �����
�� '��
�*� 	�����

B2



�	������	�

� 1��

�# ���*�	������	��1��-

3�	������	�$�	������	�$�	������	�4

�	������	�(���

� @���	������	� .& 1��� � C� .& � 8� .& � �� .& @���	������	�� � �

�	������	�(���

� @���	������	� .& 1��� � C� .& � 8� .& � �� .& @���	������	�� � �

�	������	�(����

� @���	������	� .& 2)��� � C� .& � 8� .& � �� .& @���	������	�� � �

C�

� �	������	�

�# 6	����*?$�	������	�-

8�

� �	������	�

�# 6	����*A$�	������	�-

��

� �	������	�

�# 6	����*F$�	������	�-

5	5 6& $�(���1 ��� ��$%' &%.�$��1 � '��1

k��
��� ������� 	�� ��	�������	
��� ��
 	�� ���	��
���� ���
���o

• `� ���	 ����
 ���
��*� � ���	��� ��� ����
 �$�	� �������

2���

� 1��

�# ���*2����1��-32���4

2���(���

� @��1��� � .& 2��� .& �

2���(���

� @��1��� � .& 2��� .& �

2���(����

� @��2)��� � .& 2��� .& �

�

� 2���

�# 6	����*?$ 2���-

������


� 2���

�# 6	����*?$ 2���-

• ��	��	�
!�� 	� ����	 ����
 � ���	��� ��� ����
 �$�	� #������

9����

� 1��

�# ���*9�����1��-34

9����(���

� @��1��� 9���� .& �

9����(���

� @��1��� 9���� .& �

9����(����

� @��2)��� 9���� .& �

• `� ��� � ����
 ���
��*� � $����� 	�� ��

B?



�	�

� 1�� .& 1��

�# B��1��� � .& 9����

�	�(�� � @��1��� � .& � .& 1��

• `� ��� � � ����
 � ����� 	�� � ��
 k� `� ���� � � ��� ��������� ����
 � �����
��
	�� ��� � �� �� 72 N ����
 �����
�� 	�� � ��
 	� K ����
 � �����
�� 	�� k� �������
����� ��
 ����� ����
 � ��*	� ��
 ���	��� ���'��� 	�� ������ ��	��	�
!��

���

� 1�� .& 1�� .& 1��

�# B�A�1��� B�F�1��� ���*����1��-3�A .& �F .& ���4

���(���

� @5�1��� @E�1��� @��1���

*5 .& E .& �- .& ��� 5 E .& �

���(���

� @5�1��� @E�1��� @��1���

*5 .& E .& �- .& ��� 5 E .& �

���(����

� @5�1��� @E�1��� @��2)���

*5 .& E .& �- .& ��� 5 E .& �

�	��

� @5�1��� @E�1��� 5 .& E .& ��� 5 E

��	�A

� @'�1��� @)�1��� ��� ' ) .& 1��

��	�F

� @'�1��� @)�1��� ��� ' ) .& 1��

• `� �� � � ����
 � 	��� 	�� � ��
 k�

	�

� 1�� .& 1�� .& 1��

�# B�A�1��� B�F�1��� ���*G�1��-3�A .& G$ �F .& G4

	�(���

� @5�1��� @E�1��� @��1��� *5 .& �- .& *E .& �- .& 	� 5 E .& �

	�(����	�

� @5�1��� @E�1��� 5 .& 	� 5 E

	�(����	�

� @5�1��� @E�1��� E .& 	� 5 E

• M2 �

 � � ��
�$%�
 	�� 
��������� 	�� � ��
 k�

�



� 1�� .& 1�� .& 1��

�

(��
�

� 1�� .& 1�� .& 1��

�

(�)�

� @'�1��� @)�1��� �

 ' ) .& 1��

�

(�����

� @'�1��� @)�1��� @D�1��� �

 ' ) .& �

 ) D .& 1��

• `� �� ��	� 	��	 �  ! ���*��
 ��	� �	
 	� � ���  ����
 ������� ��	� �	
 	� ∼� ���

 ����
 �������

�9(����(���� � 1�� .& 1�� .& 1�� .& 1��

B8



• `� 	" � �� ��
�$%�
 	�� ������ ���� x �� 	��� A� ���� 	� A �!�
 	��� Set� 	� �����

������
�� 	� ��	������� P � `� 	"� � �  ��	��	�
!� ��
�$%�
 	�� ������ ���� x ��
	��� A 	� ����� 
������
�� ��
 	� ��� ��	�������	� P ��
 Q�

�'

� @5�2)��� *5 .& 1��- .& 1��

�'F

� @5�2)��� *5 .& 1��- .& *5 .& 1��- .& 1��

�'F(���

� @5�2)��� @��5 .& 1��� @:�5 .& 1��� @�?�1���

*@'�5� � ' .& : ' .& �?- .& �'F 5 � : .& �?

�'(���

� @5�2)��� @��5 .& 1��� @�?�1���

*@'�5� � ' .& �?- .& �' 5 � .& �?

�'(����	

� @5�2)��� @��5 .& 1��� @'�5� � ' .& �' 5 �

�'(����	F

� @5�2)��� @��5 .& 1��� @:�5 .& 1���

@'�5� � ' .& : ' .& �'F 5 � :

���

� @5�2)��� *5 .& 1��- .& 1��

• "
 �����
��� ��������	�� +�
�
�$ �
 ��*	�� 	$���= ������� ��$
��	�
 �� ����o 
�����
"#�$ � "� ������� �
 �����
���� ��������	�� ���%��	�
 ��o ��� �

����

� @5�2)��� @��5 .& 1��� @'�5� *@'�5� � '- .& � '

���

� @5�2)��� @��5 .& 1��� @E�1��� *@)�5� E .& � )- .& E .& @'�5� � '

• M2 	� � " � ��
�$%�
 	�� 
��	�	�� ��	$ V:8P58�� 	�� x ��
 y� `� x ��
 y �����
 ��
�!��� 	�� ��
� 	���� " ��
���� ����
 ������
��� ��
 ���*��
 	�� �������	
�� 
�
�	�	�
	�� 
��	�	��� "
 $���� 
�
�	�	�� +�����	���� ��	�'�	
��	�	�= 	�� 
��	�	�� ��	$ V:8P58�
�����
�����	�
 �	� ����!�
��

��

� @��1��� � .& � .& 1��

�# B��1��� B���� ���*G�� .& 1��-3G �4

��(���

� @5�1��� @'�5� @��5 .& 1��� � ' .& @)�5� �� 5 ' ) .& � )

��(���

� @5�1��� @'�5� @��5 .& 1��� � ' .& @)�5� �� 5 ' ) .& � )

��(����

� @5�1��� @'�5� @��5 .& 2)��� � ' .& @)�5� �� 5 ' ) .& � )

��
�(�����

� @��1��� @���� �� � � �

�# B��1��� B���� 6	����*?$ �� � �-

�
����

� @5�1��� @6�1��� 5 .& *5 .& 9����- .& 6

�)�(��

� @5�1��� @'�5� @)�5� �� 5 ' ) .& �� 5 ) '

�����(��

� @5�1��� @'�5� @)�5� @D�5�

�� 5 ' ) .& �� 5 ) D .& �� 5 ' D

B@




(�����

� @5�1��� @E�1��� @
�5 .& E�

@'�5� @)�5� �� 5 ' ) .& �� 5 *
 '- *
 )-

�)�(�	�(��

� @5�1��� @'�5� @)�5�

�	�(�� 5 ' ) .& �� 5 ) ' .& �	�(�� 5 ' ) .& �� 5 ' )

�)�(��

� �)�(�����

�# B5�1��� B'�5� B)�5� B�� �� 5 ' )�

C���+B)?�5�B���� 5 ' )?� �� 5 )? ',

*� � �� 5 ' )-

3 ��
�(����� 5 ' 4

�����(��

� �����(�����

�# B5�1��� B'�5� B)�5� BD�5� B�� �� 5 ' )� B�?� �� 5 ) D�

C���+B)?�5� B�?��� 5 D )?� �� 5 ' )?,

*�?� �� 5 ) D-

3 � 4

�)�(�	�(��

� �)�(�	�(�����

�# B5�1��� B'�5� B)�5� B�A� �	�(�� 5 ' )� B�F� �� 5 ) '�

C���+B)?�5�B�F��� 5 )? '� �	�(�� 5 )? ) .& �� 5 )? ),

*�F��� 5 ) '-

3B�� �	�(�� 5 ) )� ��
�(����� 5 )4

��(���(�

� @5�1��� @'�5� @��5 .& 1��� � ' .& @)�5�

�� 5 ) ' .& � )

��(���(�

� @5�1��� @'�5� @��5 .& 1��� � ' .& @)�5�

�� 5 ) ' .& � )

��(����(�

� @5�1��� @'�5� @��5 .& 2)��� � ' .& @)�5�

�� 5 ) ' .& � )


(�����F

� @5A�1��� @5F�1��� @E�1���

@
�5A .& 5F .& E� @'A�5A� @)A�5A� @'F�5F� @)F�5F�

�� 5A 'A )A .& �� 5F 'F )F .& �� E *
 'A 'F- *
 )A )F-


(�����H

� @5A�1��� @5F�1��� @5H�1��� @E�1���

@
�5A .& 5F .& 5H .& E� @'A�5A� @)A�5A� @'F�5F� @)F�5F� @'H�5H� @)H�5H�

�� 5A 'A )A .& �� 5F 'F )F .& �� 5H 'H )H .&

�� E *
 'A 'F 'H- *
 )A )F )H-


(�����I

� @5A�1��� @5F�1��� @5H�1��� @5I�1��� @E�1���

@
�5A .& 5F .& 5H .& 5I .& E� @'A�5A� @)A�5A� @'F�5F� @)F�5F�

@'H�5H� @)H�5H� @'I�5I� @)I�5I�

�� 5A 'A )A .& �� 5F 'F )F .& �� 5H 'H )H .& �� 5I 'I )I .&

�� E *
 'A 'F 'H 'I- *
 )A )F )H )I-


(�����J

� @5A�1��� @5F�1��� @5H�1��� @5I�1��� @5J�1��� @E�1���

@
�5A .& 5F .& 5H .& 5I .& 5J .& E�

@'A�5A� @)A�5A� @'F�5F� @)F�5F� @'H�5H� @)H�5H�

@'I�5I� @)I�5I� @'J�5J� @)J�5J�

BA



�� 5A 'A )A .& �� 5F 'F )F .& �� 5H 'H )H .&

�� 5I 'I )I .& �� 5J 'J )J .&

�� E *
 'A 'F 'H 'I 'J- *
 )A )F )H )I )J-

x
$
���� 
�
�	�	�� 	�� �������
��� ���	$����o

������
��

� 1�� .& 1��

�# B��1��� 	� � *�	� �-

���(�	�(�	�

� @��1��� ������
�� � .& *�	� � .& 9����- .& �

���(9����

� ������
�� 9����

���(2���

� ������
�� 2���

���(	�

� @5�1��� @E�1��� ������
�� 5 .& ������
�� E .&

������
�� *	� 5 E-

���(���

� @5�1��� @E�1��� ������
�� 5 .& ������
�� E .&

������
�� *��� 5 E-

���(�	�

� @5�1��� ������
�� 5 .& ������
�� *�	� 5-

���(���

� @5�1��� @E�1��� ������
�� 5 .& ������
�� E .&

������
�� *5 .& E-

�	�(�	�

� @��1��� ������
�� � .& �	� *�	� �- .& �

�	�(	�

� @5�1��� @E�1��� �	� *	� 5 E- .& ��� *�	� 5- *�	� E-

�	�(���

� @5�1��� @E�1��� ������
�� 5 .& �	� *��� 5 E- .&

	� *�	� 5- *�	� E-

�	�(���

� @5�1��� @E�1��� ������
�� 5 .& �	� *5 .& E- .& ��� 5 *�	� E-

���(����

� @5�1��� @E�1��� ������
�� 5 .& *5 .& E- .& 	� *�	� 5- E

���������� ������� �
� ������ ��� ���
�!��� �����
����� ���
����

• `� ��% � � ���%�
 	� ��������� 	�� �	�
!���� 	�� ������� A 	� ����� 
������
���
	� ��	������� P � ��	��	�
!�� 	� ��%� � �  ���%�
 	� ��������� 	�� �	�
!���� 	��
A 	� ����� 
������
��� ��
 	� ��	������� P ��
 	� ��	������� Q�

���

� @5�1��� *5 .& 1��- .& 1��

�'���

� @5�1��� @��5 .& 1��� @'�5� � ' .& ��� 5 �

���F

� @5�1��� *5 .& 1��- .& *5 .& 1��- .& 1��

B"



���F(���

� @5�1��� @��5 .& 1��� @:�5 .& 1���

@�?����F 5 � : .& 1��� *@'�5� @��� '� @��: '� �?

*�'���F 5 � : ' � �-- .& @�����F 5 � :� �? �

���F(���

� @5�1��� @��5 .& 1��� @:�5 .& 1���

@�?����F 5 � : .& 1��� *@'�5� @��� '� @��: '� �?

*�'���F 5 � : ' � �-- .& @�����F 5 � :� �? �

���F(����

� @5�1��� @��5 .& 1��� @:�5 .& 1���

@�?����F 5 � : .& 2)��� *@'�5� @��� '� @��: '� �?

*�'���F 5 � : ' � �-- .&@�����F 5 � :� �? �

�'���F

� @5�1��� @��5 .& 1��� @:�5 .& 1���

@'�5� � ' .& : ' .& ���F 5 � :

• `� ��%& � � ����
 ��� ���	� ��������� 	�� ���������� ��� ���������� �����$���
���� 	� P �!�
 	*�� 	��� W:7� "����� ��
 �
� 	� ��%&� � �  �

���1 � @5�1��� *5 .& 1��- .& 1��

���1(��� � @5�1��� @��5 .& 1��� @�?����1 5 � .& 1���

*@'�5� @��� '� �? *�'���1 5 � ' �-- .& @�����1 5 �� �? �

���1(��� � @5�1��� @��5 .& 1��� @�?����1 5 � .& 1���

*@'�5� @��� '� �? *�'���1 5 � ' �-- .& @�����1 5 �� �? �

���1(���� � @5�1��� @��5 .& 1��� @�?����1 5 � .& 2)���

*@'�5� @��� '� �? *�'���1 5 � ' �-- .& @�����1 5 �� �? �

�'���1

� @5�1��� @��5 .& 1��� @'�5� � ' .& ���1 5 �

���1F

� @5�1��� *5 .& 1��- .& *5 .& 1��- .& 1��

�'���1F

� @5�1��� @��5 .& 1��� @:�5 .& 1��� @'�5�

� ' .& : ' .& ���1F 5 � :

• "
 ���'���� 	�� 18Q�

��	�A(���

� @5�1��� @��5 .& 1��� ��� 5 � .& 5

��	�F(���

� @5�1��� @��5 .& 1��� @����� 5 �� � *��	�A(��� 5 � �-

• "
 ���'���� 	�� 18QW� I�� �	�
!��� y ���� ���������� (x : A(Px)) ����
 	� %����� ����
�	�
!���� - �� 	��� � ��
 	�� �����
��� E �	
 	� - 
������
�� 	� L� `�	� 	� ����&� �

� ����
 	� - ��
 	� ����&� � � ����
 � �����
�� 	�� +L -=�

��	�1A

� @5�1��� @��5 .& 1��� ���1 5 � .& 5

��	�1F

� @5�1��� @��5 .& 1��� @'����1 5 �� � *��	�1A 5 � '-

• ����	��� t22.:-5 	
�*��

���
		�

� 1�� .& 1�� .& 1��

���
		�(���

BB



� @5�1��� @E�1��� @�����
		� 5 E .& 1���

*@��5� � *��
� 5 E �-- .& *@
�E� � *����� 5 E 
-- .&

@�����
		� 5 E� ��

���
		�(���

� @5�1��� @E�1��� @�����
		� 5 E .& 1���

*@��5� � *��
� 5 E �-- .& *@
�E� � *����� 5 E 
-- .&

@�����
		� 5 E� ��

���
		�(����

� @5�1��� @E�1��� @�����
		� 5 E .& 2)���

*@��5� � *��
� 5 E �-- .& *@
�E� � *����� 5 E 
-- .&

@�����
		� 5 E�� �

�����

� @5�1��� @E�1��� E .& ���
		� 5 E

��
�

� @5�1��� @E�1��� 5 .& ���
		� 5 E

���	�

� 1�� .& 1�� .& 1��

���	�(���

� @5�1��� @E�1��� @�����	� 5 E .& 1���

*@��5� � *����
� 5 E �-- .& *@
�E� � *������� 5 E 
-- .&

@�����	� 5 E� � �

���	�(���

� @5�1��� @E�1��� @�����	� 5 E .& 1���

*@��5� � *����
� 5 E �-- .& *@
�E� � *������� 5 E 
-- .&

@�����	� 5 E� � �

���	�(����

� @5�1��� @E�1��� @�����	� 5 E .& 2)���

*@��5� � *����
� 5 E �-- .& *@
�E� � *������� 5 E 
-- .&

@�����	� 5 E� ��

����
�

� @5�1��� @E�1��� 5 .& ���	� 5 E

�������

� @5�1��� @E�1��� E .& ���	� 5 E

• `� ������ ����$	�� ��� ��
�$%��� �� $��� ���
� 	� ������ 	�� ��
����� �	�
!����
��� �������

6�	���

� @1�1��� @1K�1��� @��1 .& 1K .& 1���

*@'�1� ��� 1K *B)�1K� � ' )-- .& ��� *1 .& 1K-

*B
�1 .& 1K� @D�1� � D *
 D--

6�	���F

� @1�1��� @1K�1��� @�K�1 .& 1K .& 1���

*@'�1� ���1 1K *B)�1K� �K ' )-- .& ���1 *1 .& 1K-

*B
�1 .& 1K� @D�1� �K D *
 D--


		�(��	���

� @1�1��� @�A�1 .& 1��� @�F�1 .& 1���

*@'�1� ���
		� *�A '- *�F '-- .& ��� *1 .& 
		�-

*B
�1 .& 
		�� @'�1� 	� *��� *�� 
		� *
 '- ����-

*�A '-- *��� *�� 
		� *
 '- 
����- *�F '---

• `� ���	������ 	�� 	���� +wS/ D= ����
 ��	� ��� �����
�� 	
�� �� 	��� �� ��	� 	� �$���o
p�������!� C'� +5�1��, � 1�� �# !���� � 5 .& C'� 5 % ���	� � C'� 5q�

C'�

� 1�� .& 1��

B#



�# 	���	�

���	�

� @5�1��� C'� 5

�# 1	��

!����

� @5�1��� 5 .& C'� 5

�#  	��

�'����

� @��1��� 9���� .& �

�
����(���

� @5�1��� @6�1��� 5 .& �	� 5 .& 6

• "
 ������� 	�� ��% ���$ �� 	��� MFN:�

���2

� @5�2)��� *5 .& 2)��- .& 1��

���2(���

� @5�2)��� @��5 .& 2)��� @�?����2 5 � .& 1���

*@'�5� @��� '� �? *�'���2 5 � ' �-- .& @�����2 5 �� �? �

���2(���

� @5�2)��� @��5 .& 2)��� @�?����2 5 � .& 1���

*@'�5� @��� '� �? *�'���2 5 � ' �-- .& @�����2 5 �� �? �

�'���2

� @5�2)��� @��5 .& 2)��� @'�5� � ' .& ���2 5 �

(����$	�� 	� 	����	��� ����$	
 	�� '
'�
������ 	�� ���	��
���� ��
 ��	�������	
���
���
���� ��	���$
�
 	
� ������� �
� 	�� ��
��� 	�� ���*� ��
������ ����� �����
�����	�

� ���	$ �
�	������� �������� ��
 � ���	$ �
�	������� ��������

• ? ��!� 	�� ���	$ �
�	�������� ��������� �� 	��� W:7�

5��

� @5�1��� *5 .& 5 .& 1��- .& 5 .& 1��

5��(��!

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @'�5� 5�� 5 � ' .& @)�5� � ) ' .& 5�� 5 � )

5��(����	

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @'�5� *@)�5� � ) ' .& 5�� 5 � )- .& 5�� 5 � '

5��(���

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��5 .& 1��� *@'�5� *@)�5� � ) ' .&

5��(����

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��5 .& 2)���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& 5�� 5 � )- .&

*@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @'�5� 5�� 5 � ' .& � '

5��(���

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��5 .& 1���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& 5�� 5 � )- .&

*@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @'�5� 5�� 5 � ' .& � '

• &�� ������
����� ����!� 	�� D// ;:/7 ��
 D// ;:/�

5��(����

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��5 .& 2)���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @'�5� 5�� 5 � ' .& � '

• &�� �!��� ����
 ���	$ �
�	������� �� �$�� �	�
!��� 	�� ����
 �������$�
���

BC



����(
	�����

� @5�1��� *5 .& 5 .& 1��- .& 1��

����(
	�����(���

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� ����(
	����� 5 � .& @��5 .& 1���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @��5� � �

����(
	�����(���

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� ����(
	����� 5 � .& @��5 .& 1���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @��5� � �

• )��	$ �
�	������� �������� �	�� 	��� W:7�

����(
	�����(�������	�(�)��

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� ����(
	����� 5 � .& @��5 .& 2)���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @��5� � �

����(
	�����(�������	�

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� ����(
	����� 5 � .& @��5 .& 1���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @��5� � �

����(
	�����(���

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� ����(
	����� 5 � .& @��5 .& 1���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @��5� � �

• Y�	������ �	������ ��������

9�'(9

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��5 .& 1���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @'�5� 5�� 5 � ' .& � '

9�'

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� ����(
	����� 5 � .& @��5 .& 1���

*@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '- .& @'�5� � '

�# B5�1��� B��5 .& 5 .& 1��� B��
�����(
	����� 5 �� B��5 .& 1���

B9�@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '� B'�5� 9�'(9 5 � � 9 ' *��
 '-

• �����
�� �	
 � ������ pH:.. 32056:6 8560/7825q 
������
�� 	�� 
��	�	� 	�� �	������
��������

5��(��!(���

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��@��5� 5�� 5 � � .& 1���

*@'�5� @��@)�5� � ) ' .& 5�� 5 � )� *@)�5� @��� ) '� � ) *� ) �-- .&

� ' *5�� 5 � ' �-- .& @��5� @��5�� 5 � �� � � �

9�'(9(��

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��5 .& 1��� @9�@'�5�

*@)�5� � ) ' .& � )- .& � '� @'�5� @��5�� 5 � '�

�� *� '- *9 ' *B)�5� B��� ) '� 9�'(9 5 � � 9 )

*5��(��! 5 � ' � ) �---

*9�'(9 5 � � 9 ' �-

9�'(9(��!

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� ����(
	����� 5 � .& @��5 .& 1��� @9�@'�5�

*@)�5� � ) ' .& � )- .& � '� *@'�5� @
�@)�5� � ) ' .& � )� @��@)�5�

� ) ' .& � )� *@)�5� @��� ) '� �� *� )- *
 ) �- *� ) �-- .&

�� *� '- *9 ' 
- *9 ' �-- .&

@'�5� @��5�� 5 � '� @��5�� 5 � '�

�� *� '- *9�'(9 5 � � 9 ' �- *9�'(9 5 � � 9 ' �-

9�'(��

� @5�1��� @��5 .& 5 .& 1��� @��
�����(
	����� 5 �� @��5 .& 1���

B>



@9�@'�5� *@)�5� � ) ' .& � )- .& � '�

*@'�5� @
�@)�5� � ) ' .& � )� @��@)�5� � ) ' .& � )�

*@)�5� @��� ) '� �� *� )- *
 ) �- *� ) �-- .&

�� *� '- *9 ' 
- *9 ' �-- .&

@'�5� �� *� '- *9�' 5 � ��
 � 9 '-

*9 ' *B)�5� B��� ) '� 9�' 5 � ��
 � 9 )--

• ������� �$�� �	� %����

5��(����(F

� @5�1��� @E�1��� @����	� 5 E .& ��	� 5 E .& 1��� @��5 .& E .& 2)���

*@'�5� @'K�E� *@)�5� @)K�E� � *���� 5 E ) )K-

*���� 5 E ' 'K- .& � ) )K- .& � ' 'K- .&

@'�5� @'K�E� 5�� *��	� 5 E- � *���� 5 E ' 'K- .& � ' 'K

����(
	�����(�������	�(�)��(F

� @5�1��� @E�1��� @����	� 5 E .& ��	� 5 E .& 1��� @��5 .& E .& 2)���

*@'�5� @'K�E� *@)�5� @)K�E� � *6	����*?$ ��	�- 5 E ) )K-

*���� 5 E ' 'K- .& � ) )K- .& � ' 'K- .&

����(
	����� *��	� 5 E- � .& *@'�5� @'K�E� *@)�5� @)K�E� �

*���� 5 E ) )K- *���� 5 E ' 'K- .& � ) )K- .& � ' 'K- .&

@��5� @
�E� � � 


5	> 0&�9.%$��1 ?�@A�

)� ��	� 	� ������ ��	�����$%���� 	��� 
��
���� ��
������ ���� ����	���� �	��� '��
 
���� 	������ �� '$�� 	� ����� fog ��
 	� 10//:112; fdg� I	�
� ���%��	�
 � ��������� �
���������
������ ��
��	
��� �!���
�� ��$�

��(1

� @'����� @)����� �� ��� ' ) .& �� *1 '- *1 )-

• ? ���$�	��� 	�� �������������

����

� ��� .& ���

�# B������

C���+B������ ���,

*�����-

3

;=

B������ B�(D����� �

4

����(1�

� @������ �� ��� � *���� *1 �--

��(���(1

� @������ @������ �� ��� *1 �- *1 �- .& �� ��� � �

• "
 ������
�� 	�� ������������ ��
��$	���

�	�(��(1

� @������ @������ �	� *�� ��� � �- .&

�� ��� *1 �- *1 �- .& C���)(���

��1���

� ��� .& 1��

;(1

� @������ �� ��� ; *1 �- .& C���)(���

�(1�

� @������ �� ��� � *1 �- .& 9����

#2



• ? �������� ��	$ L:-52�

����

� ��� .& ��� .& ���

�# B������ B������

C���+B������ ���,

*�����-

3

�=

B������ B�(D����� 1 �(D

4

����(�(;

� @������ �� ��� � *���� � ;-

����(;(�

� @������ �� ��� *���� � ?- �

����(1�(�

� @������ @������

���*G���� .& 1��-3G *1 *���� � �--4*1 *���� � �--

����(�(1�

� @������ @������

���*G���� .& 1��-3G *1 *���� � �--4*���� � *1 �--

• " ���������
����� ��	$ L:-52�

����

� ��� .& ��� .& ���

�# B������ B������

C���+B������ ���,

*�����-

3

;=

B������ B�(D����� ���� � �(D

4

����(�(;

� @������ ���*G���� .& 1��-3G ;4 *���� � ;-

����(�(1�

� @������ @������

���*G���� .& 1��-3G *���� *���� � �- �-4 *���� � *1 �--

• "�
���� 	�� �
������� �
� 	��� 
��
����� h�!��
 �	
 m − n = 0 �$� n ≥ m

�����

� ��� .& ��� .& ���

�# B������ B������

C���+B������ ��� .& ���,

*�����-

3

B������ ;=

B������ B�(D���� .& ���� B������

C���+B������ ���,

*�����-

3

1 �=

B������ B�(D����� �(D �

4

4 �

• "�
���� 	�� �����
������ �
�	$����� ������
�$�

#?



��

� ��� .& ��� .& 1��

�# B������

���*������ .& 1��-3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4

��(���

� @������ @����� .& 1��� � � .&

*@������ �� � � .& � � .& � *1 �-- .& @�K����� �� � �K .& � �K

��(1

� @������ @������ �� � � .& �� � *1 �-

��(�

� @������

���*������ .& 1��-3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4 �

��

� ��� .& ��� .& 1��

�# B������ B������ �� *1 �- �

��

� ��� .& ��� .& 1��

�# B������ B������ �� � �

��

� ��� .& ��� .& 1��

�# B������ B������ �� � �

• `���
���� ���	���� �
� 	��� 
��
���� ��
������

���(����

� @������ @����� .& 1��� � ; .& *@������ � *1 �-- .& � �

• "�
���� 	�� �
���� ���������

���(�	�
��(���

� @����� .& ��� .& 1��� *@������ � ; �- .&

*@������ � *1 �- ;- .& *@������ @������ � � � .&

� *1 �- *1 �-- .& @������ @������ � � �

���������� �
 '��
��� 
�
�	�	�� ��
���	
�*� �!����� ��	$ L:-52�

• x
�	$��
� �	��� 
��
���� ��
����� +@=�

K �������	
�� 
�
�	�	��

��(��
�

� @������ �� � �

�# ��(�

K &�	�'�	
�� 
�
�	�	��

��(�����

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4�

�# B������ B������ B������ B���� � �� B�?��� � ��

��(��� � *B������ �� � �- �

*B�?����� B�?K��� � �?� B������� � �?� ��(1 � �? ����- � �?

K "�
���� 	�� �
$	���� 	�� �������� ��
 	�� ������������

��(�(1

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

#8



*1 �-

��(�(1�

� @������

���*������ .& 1��-3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4*1 �-

��(;(�

� @������

���*������ .& 1��-3�� ;= @������ �� � .& �� *1 �-4 �

��(����(�

� @������

���*������ .& 1��-3�� *���� �-= @������ �� � .& �� *1 �-4�

��(1�(��

� @������ @������ �� *1 �- � .&

���*������ .& 1��-3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4�

��(1(�

� @������ @������ �� *1 �- *1 �- .&

���*������ .& 1��-

3�� *���� *1 �--= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� *1 �--

��(����

� @������ @������ �� � � .& �� *���� �- *���� �-

K )����
�� �� 	� ������

��(1�(;

� @������ �� *1 �- ; .& C���)(���

��(�(;(��

� @������ �� � ; .& �� ��� ; �

K h�
�	�	�� ����	
�*� ��
��*�

��(1�(�

� @������ �� *1 �- � .& 9���� 1 �-- .& @������ @������

��� � .& � � �

K ��	
�����	�
�� 
�
�	�	��

��(�����)�

� @������ @������ �� � � .& �� � � .& �� ��� � �

K &
� �
�
���	
�� ��!� �
� 	�� �����

�� �� ���
��$ 	� �
$	��� �	��� 
��
����
��
������

��(����(���

� @����� .& ��� .& 1��� *@������ � ��� �- .&

*@������ @������ �� � � .& � � � .&

� *��� �- *��� �-- .& @������ @������ �� � � .& � � �

• x
�	$��
� �	��� 
��
���� ��
����� +a=�

K &� �������	
�� 
�
�	�	��

��(����
�

� @������ �	� *�� *1 �- �-

K )!��� ��	��� 	�� V: ��
 	�� V7�

��(��(1

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(�(1�(��

� @������ @������ �� � *1 �- .&

#@



���*������ .& 1��-

3�� *���� *1 �--= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� *1 �--

��(��(�(1�

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

��(�	�(��

� @������ @������ �� � � .& �� � � .& 9����

��(�	�(��

� @������ @������ �� � � .& �� � � .& C���)(���

K ������	����

��(��)�

� @������ @������ �� � � .& �� � � .& 9����

K x
$	��� ��
 ���������

��(�(1�

� @������

���*������ .& 1��-3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4 *1 �-

��(1

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

��(�(1

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 *1 �--= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

��(1(�

� @������ @������ �� *1 �- *1 �- .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(;(1�

� @������

���*������ .& 1��-

3�� *1 ;-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

��(�(;

� @������ �	� *�� *1 �- ;-

K ���������

1(����

� @������ @������ �� � � .&

���*G���� .& 1��-3G �4*1 *���� �--

��(����

� @������ @������ �� *1 �- � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� �-

��(����(�(�

� @������ �� ��� � .& �� *���� �- �

K h�
�	�	�� �
� 	� ��	�'�	
��	�	��

#A



��(�����

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4 �

��(��(�����

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4 �

��(��(�����

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4 �

��(��(	�(��

� @������ @������ �� � � .&

���*G�1��-3�� � � .& G= �� ��� � � .& G4

��(��(����

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4�

K x
!�	������

��(	�(��

� @������ @������

���*G�1��-3�� � � .& G= �� � � .& G4

���(�	���(	����

� @������ @������ �	� *�� ��� � �- .&

���*G�1��-3�� � � .& G= �� � � .& G4

K )����
�� �� 	� ������

���(;(��

� @������ �	� *�� ��� ; �- .& �� ; �

��(;(���

� @������ �� ; � .& �� ��� ; � .& 9����

• x
�	$��
� �	��� 
��
���� +B=�

K x
$	��� ��
 ���������

��(1�(;

� @������

���*������ .& 1��-

3�� *1 ;-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

��(1�(�

� @������

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

��(�(1

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 *1 �--= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

��(1(�

� @������ @������ �� *1 �- *1 �- .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(1

� @������ @������ �� *1 �- � .&

���*G�1��-3�� � � .& G= �� ��� � � .& G4

��(����

#"



� @������ @������ �� � *1 �- .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� �-

K h�
�	�	� 	�� �� �������	
��	�	���

��(����
�

� @������ �	� *�� � �-

�# ��(����
�

K h�
�	�	� 	�� ������	�����

��(��)�

� @������ @������ �� � � .& �	� *�� � �-

�# B������ B������ ��(��)� � �

K x
�	$��
� p������	���q � p������	��� � ���q�

��(�	�(��

� @������ @������ �� � � .& �	� *�� � �-

��(�	�(��

� @������ @������ �� � � .& �� � � .& 9����

��(1(��

� @������ @������ �� *1 �- � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(1(��

� @������ @������ �� � *1 �- .& �� � �

��(��(1

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(��(1

� @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*1 �-

K &�	�'�	
��	�	�

��(��(�����

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(��(�����

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(�����

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(�����(1

� @������ @������ @������ �� *1 �- � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

#B



3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

K )����
�� �� 	� ������

��(;(��

� @������

���*G�1��-3�� � ; .& G= �� ��� ; � .& G4

K ���������� ��
 )��'�	�	�	��

����(��(���(�

� @������ @������ @������ �� *���� � �- *���� � �- .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

����(��(�	����(�

� @������ @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 *���� � �--= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

• ��* ���������� ������� �
� 	�� �������� �	�� ��
���	
�� L:-52�

K �����
�� �	
 ����� ����
 ����	��� �	�
!��� �
� 	�� ���������

����(?(�

� @������ ���*G���� .& 1��-3G �4 �

����(?(�

� @������ ���*G���� .& 1��-3G *���� � ;-4 �

K &�	�'�	
��	�	� 	�� ���������

����(�	��

� @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *���� � �-4

*���� � �-

K (����	�
�
�	
��	�	�

����(1��(�1�

� @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *1 *���� � �--4

*���� � *1 �--

����(���	�

� @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *���� � *���� � �--4

*���� *���� � �- �-

����(�������

� @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *���� � *���� � �--4

*���� � *���� � �--

����(���	�(��!����

� @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *���� *���� � �- �-4

*���� � *���� � �--

K ����������

##



����(���(�

� @������ @������ @������ �� ��� *���� � �- *���� � �- .& �� ��� � �

����(��(���(�

� @������ @������ @������ �� *���� � �- *���� � �- .& �� � �

����(��(���(�

� @������ @������ @������ �� *���� � �- *���� � �- .& �� � �

K )��'�	�	�	� �	
� �
�	$��
��

����(��(�	����(�

� @������ @������ @������ �� � � .& �� *���� � �- *���� � �-

����(��(�	����(�

� @������ @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *���� � �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

��(����(�

� @������ @������ �� � *���� � �-

��(����(�

� @������ @������

���*������ .& 1��-

3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

��(����(�����

� @������ @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

��(����(�����

� @������ @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

����(��(�	����(�

� @������ @������ @������ �� � � .& �� *���� � �- *���� � �-

����(��(��(�	����

� @������ @������ @������ @������ �� *1 �- � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *���� *1 �- �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

����(��(�	����

� @������ @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *���� � �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

����(��(��(�	����

� @������ @������ @������ @������ �� � � .& �� *1 �- � .&

���*������ .& 1��-

3�� *���� *1 �- �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

����(��(�	����

� @������ @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *1 *���� � �--= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

K _����	� ��	
�	��
��

����(��(;

#C



� @������ @������

�� ��� *���� � �- ; .& ��� *�� ��� � ;- *�� ��� � ;-

����(��(	��

� @������ @������ �� ��� *���� � �- *��� ���- .&

���
		� *��� *�� ��� � ���- *�� ��� � *��� ���---

*��� *�� ��� � *��� ���-- *�� ��� � ���--

K (���������� 
�
�	�	��

����(�������(F(��(I

� @������ @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *���� *���� � �- *���� � �--4

*���� *���� � �- *���� � �--

K �������� ���$� �	�� ��������o 	� ���� ���� ����
 ���� �
�
���	
��� ��
����
�
� 	� ���� � ������ ����
 �������
��� �� ���� 	�� ���$� ��* 	� ���� ��� ����
�

����(���

� ��� .& ��� .& ���

����(����

� ��� .& ��� .& ���

����(����(����

� ��� .& ��� .& 1��

• )	� ����!�
�� ���������� �
 ������� �
� 	�� �
������ ��	$ 	�� ��
���	
�� L:-52�

K `� ����� �	�� '�����	�
 ���
$ �	�� �
������� ����
 ����	��� �	�
!����

�����(�(;

� @������

���*G���� .& 1��-3G �4*����� � ;-

K &�	$���� �� 	�� �������

�����(1�(�

� @������ @������ �� � � .&

���*G���� .& 1��-

3G *1 *����� � �--4

*����� *1 �- �-

����(	
(�����

� @'�����

���*G���� .& 1��-

3G *���� '-4

*����� ' *1 ;--

K x
����
�������

�����(�(�

� @������

���*G���� .& 1��-3G ;4*����� � �-

K ����������

�����(����(�����(�(��!����

� @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *����� � �-4

*����� *���� � �- *���� � �--

K )��!�	
�� �� 	� �����

#>



����(�����

� @������ @������ @������ �� ��� � *���� � �- .& �� ��� � *����� � �-

�����(����

� @������ @������

���*G���� .& 1��- 3G *����� *���� � �- �-4 �

��(����(�����

� @������ @������ �� � � .&

���*G���� .& 1��- 3G �4 *���� � *����� � �--

��(����(�����(�

� @������ @������ �� � � .&

���*G���� .& 1��- 3G *���� � *����� � �--4 �

B���� LMNOPQRNS TU QS VRWQXYS�

B
����3��	��43A4

��(�����

� @������ @������

���*������ .& 1��-

3�� *����� � �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

��(�����

� @������ @������ �� � � .& �� ; � .& �� *����� � �- �

��(;(�����(��

� @������ @������ �� ; *����� � �- .& �� � �

�	�(��(�����(?

� @)����� @'����� �	� *�� ' )- .& �� ��� *����� ) '- ;

• k��
��� ������� 	�� ��
���	
��� L:-52 �
� 	�� ���������
���� ����
 �
o

K h�
�	�	�� 	�� ����� �
� 	�� ���������
�����

����(?(�

� @������ ���*G���� .& 1��-3G *���� � ;-4 ;

����(?(�

� ��� .& ���*G���� .& 1��-3G ;4 ;

K ��
���
�	
�� 
�
�	�	�

����(����(�����(�

� @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *���� *���� � �- �-4

*���� *���� � �- *���� � �--

����(����(�����(�

� @������ @������ @������

�� ��� *���� � *���� � �-- *���� *���� � �- *���� � �--

����(�����(�����(�

� @������ @������ @������

�� ��� *���� *����� � �- �- *����� *���� � �- *���� � �--

K (����	�
�
�	
��	�	�

����(���	�(��!����

� @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

3G *���� *���� � �- �-4

*���� � *���� � �--

����(���	�

� @������ @������ @������

���*G���� .& 1��-

C2



3G *���� � *���� � �--4

*���� *���� � �- �-

K &�	�'�	
��	�	�

����(�	��

� @������ @������

���*G���� .& 1��-3G *���� � �-4 *���� � �-

K �����
�� �	
 	� ��� ����
 	� ����	��� �	�
!��� 	�� ���������
������

����(A(�

� @������ ���*G���� .& 1��-3G *���� � ;-4 �

����(A(�

� @������ ���*G���� .& 1��-3G *���� � *1 ;--4 �

K )��'�	�	�	� �� ���� 	� �
$	����

����(;(��

� @������ @������

���*G�1��-3�� ��� � ; .& G= �� � *���� � �- .& G4

����(��(�	����(�

� @������ @������ @������

�� � � .& �� *���� � �- *���� � �-

����(��(�	����(�

� @������ @������ @������ �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *���� � �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

����(��(�	����

� @������ @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&

���*������ .& 1��-

3�� *���� � �-= @������ �� � .& �� *1 �-4

*���� � �-

����(1(��(�	����(�

� @������ @������ @������ �� � � .& �� *���� *1 �- �- *���� *1 �- �-

����(��(�	����(�

� @������ @������ @������ �� � � .& �� ; � .& �� *���� � �- *���� � �-

����(1(��(���(�

� @������ @������ @������ �� *���� *1 �- �- *���� *1 �- �- .&

���*������ .& 1��-

3�� �= @������ �� � .& �� *1 �-4

�

K �����
�� �	
 	� n| → 2 ∗ n ��
 n| → 2n + 1 ����
 �
���
	$ ��	��� 	����

	��(�!��(���

� @������ @������

�	� *�� ��� *���� *���� *1 *1 ;-- �- *1 ;-- *���� *1 *1 ;-- �--

K h�
�	�	� 	�� ��������� 	�� ���$� �
� 	� O0.7� `� ���� ���� ����
 ���� �
�
��� 
	
��� ��
���� �
� 	� ���� � ������ ����
 �������
��� �� ���� 	�� ���$� ��* 	�
���� ��� ����
�

����(���

� ��� .& ��� .& ��� .& ���

����(���(��'

� @������ @������ @������ �� ��� *���� � *���� � �-- *����(��� � � �-

����(����

� ��� .& ��� .& ���

C?



����(����(����

� @������ @������ �� ��� *���� � �- *����(���� � �-

• [������ �
� �����
�� ������� ��
 �
� ���%�	��� ����!��� ���� �� �������


������

� *��� .& 1��- .& ��� .& ��� .& 1��

�# B����� .& 1��� B������

���*
���������� .& 1��-

3
������ �= @������ 
������ � .& � � .& 
������ *1 �-4


��(���

� @����� .& 1��� @������ 
������ � � �

�# B����� .& 1��� B������ 6	����*?$ 
������ � �-


��(1

� @����� .& 1��� @������ @������ 
������ � � � .& � � .& 
������ � � *1 �-

�# B����� .& 1��� B������ 6	����*A$ 
������ � �-


������(���

� @����� .& 1��� @������ @����� .& 1��� � � .&

*@������ 
������ � � � .& � � .& � � .& � *1 �-- .& @������


������ � � � .& � �


��(��

� @����� .& 1��� @������ @������ �� ��� � � .& 
������ � � �

�# B����� .& 1��� B������ B������ B���� ��� � ��

��(��� ��� � *B�K����� 
������ � �K �- *
������ � �- � �


������(��

� @����� .& 1��� @������ @������ 
������ � � � .& �� � �

�# B����� .& 1��� B������ B������ B��
������ � � ��


������(��� � � *B������ �� � �-

*��(� �- *B������ B�K�
������ � � �� B��
��������� � ��

B�?�� �� ��(1 � � ��
������- � �


������(1�(�

� @����� .& 1��� @������ @������ 
������ � � � .& �� *1 �- � .&


������ � *1 �- �


������(�����

� @����� .& 1��� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .&


������ � � � .& 
������ � � �

�'����(
������

� *��� .& 1��- .& ��� .& ��� .& 1��

�'����(1

� @:���� .& 1��� @������ @������ �'����(
������ : � � .&

�'����(
������ : � *1 �-

�'����(��

� @:���� .& 1��� @������ @������ �� � � .& : � .&

�'����(
������ : � *1 �-

�'����(
������(���

� @:���� .& 1��� @������ @����� .& 1���

*@������ �'����(
������ : � � .& � � .& � *1 �-- .&

C8



*@������ �� � � .& : � .& � *1 �-- .& @������

�'����(
������ : � � .& � �

�'����(��(1

� @:���� .& 1��� @������ @������ �'����(
������ : � � .& �� *1 �- �

�'����(��

� @:���� .& 1��� @������ @������ �'����(
������ : � � .& �� � �

�'����(1(��

� @:���� .& 1��� @������ @������ �'����(
������ : � *1 �- .& �� � �

��(���

� ��� .& ��� .& ��� .& 1��

��(���(����	

� @������ @������ @������ �� � � .& �� � � .& ��(��� � � �

��(���(��

� @������ @������ @������ ��(��� � � � .& �� � �

��(���(�(1�

� @������ @������ @������ ��(��� � *1 �- � .&

	� *��(��� � � �- *�� ��� � �-

��(���(1

� @������ @������ @������ ��(��� � � � .& ��(��� � *1 �- �

��(���(1�(�

� @������ @������ @������ ��(��� *1 �- � � .& ��(��� � � �


������(��(���

� @����� .& 1��� @������ @������ 
������ � � � .& @������

��(��� � � � .& � �

��(���(
������

� @����� .& 1��� @������ @������ �� � � .& *@������

��(��� � � � .& � �- .& 
������ � � �

�'����(��(���

� @:���� .& 1��� @������ @������ �'����(
������ : � � .&

�'F ��� *B������ ��(��� � � �- *B������ : �-

��(���(�'����

� @:���� .& 1��� @������ @������ @������ ��(��� � � � .& : � .&

�'����(
������ : � �


������(	�(�'����

� @����� .& 1��� @:���� .& 1��� @������ @������ �� � � .&

*@������ ��(��� � � � .& 	� *� �- *: �-- .& 	� *
������ � � �-

*�'����(
������ : � �-


������(�	�(�'����

� @����� .& 1��� @:���� .& 1��� @������ @������ 
������ � � � .&

*@������ ��(��� � � � .& � � .& �	� *: �-- .&

�	� *�'����(
������ : � �-

�(���

C@



� *��� .& 1��- .& *��� .& 1��- .& ��� .& ��� .& ��� .& 1��

���(;

� @����� .& 1��� @:���� .& 1��� @��������� �(��� � : ���� ���� ;

���(1

� @����� .& 1��� @:���� .& 1��� @��������� @������ @������ @������

�(��� � : ���� � � .& 
������ � *1 �- � .& : � .&

�(��� � : ���� � *1 �-

�(���(���

� @����� .& 1��� @:���� .& 1��� @��������� @����� .& ��� .& 1���

� ���� ; .& *@������ @������ @������ �(��� � : ���� � � .&

� � � .& 
������ � *1 �- � .& : � .& � � *1 �-- .&

@������ @������ �(��� � : ���� � � .& � � �

���(��

� @����� .& 1��� @:���� .& 1��� @��������� @������ @������

�(��� � : ���� � � .& �� ���� �

�!�������)

� *��� .& 1��- .& ��� .& 1��

�!���(;

� @:���� .& 1��� �!�������) : ; .& : ;

• [������ �
� 	�� ������
�
��	�	� ���%�	���� �	�
!���� �� �������

;(	�(1

� @������ ���	� *��� ��� *B������ �� ��� *1 �- �-- *�� ��� ; �-

��(���(���

� @������ @������ ���
		� *�� ��� � �- *�	� *�� ��� � �--

���(��(���

� @������ @������ ������
�� *�� ��� � �-

• k��
��� ������� �
� 	� �����
�� ��
��*�� �	�� ��
���	
�� L:-52� ����
 �
 �����$	�o

K )����
�� ��
��*� ��	$ L:-52o

D��	�

� @������ ���
		� *�� ��� � ;- *�� ; �-

��(��(��(���

� @������ @������ ���	� *���
		� *�� � �- *�� ��� � �-- *�� � �-

��(��(��(���

� @������ @������ ���	� *���
		� *�� � �- *�� ��� � �-- *�� � �-

��(��(���

� @������ @������ ���
		� *�� � �- *�� � �-

��(��(1(���

� @������ @������ ���
		� *�� � �- *�� � �-

��(��(���

� @������ @������ ���
		� *�� � �- *�� � �-

��(��(���

� @������ @������ ���
		� *�� � �- *�� � �-

��(��(��(���

� @������ @������ �� � � .& ���
		� *�� � �- *�� ��� � �-

K ��������
� �
� 	�� ������
�
��	�	�o

CA



���(��

� @'����� @)����� ������
�� *�� ' )-

���(��

� @'����� @)����� ������
�� *�� ' )-

���(��

� @'����� @)����� ������
�� *�� ' )-

���(��

� @'����� @)����� ������
�� *�� ' )-

�	�(��F

� @������ @������ �	� *�� ��� � �- .& 	� *�� � �- *�� � �-

�	�(��F

� @'����� @)����� �	� *�� ' )- .& �� ' )

�	�(��F

� @'����� @)����� �	� *�� ' )- .& �� ' )

�	�(��F

� @'����� @)����� �	� *�� ' )- .& �� ' )

�	�(��F

� @'����� @)����� �	� *�� ' )- .& �� ' )

• [������ �
� 	� �������	
��� �	�� ��
���	
�� L:-52o


���

� ��� .& ���

�# B������

C���+B������ ���,

*�����-

3

1 ;=

B�K����� B�(D����� ���� *1 �K- �(D

4


���(��

� @������ @������ �� � � .& �� *
��� �- *
��� �-


���(���(?

� @������ �� ��� *
��� �- ; .& �	�(�� ��� ; *
��� �- .& �� ��� ; *
��� �-

��(;(
���

� @������ �� ; *
��� �-

C"





������� >

0�����������

>	! �2,��(� &�

? ����
�
��$ ��
 	� ������$���	� 	�� �������� �������� ����#�%��	�
 �	� ����o

• &���	����� � �$�'�� ���
����� �
 ���������� 	�� �� 	����� ��
 	� ��	��	�
!� ���	� 
��	� ���
���� &���	����� ������ ��
 � �!��� ��� �!��� ��	��� 	��� 	� ���	���	�
�$�'�� ���
���� +� ���
���= �� ���� 	� ���� 	��� �	� �$�'�� ��'� +� �	�� ��'�
���
��� ��	��	�
!�=�

• &���	����� � ��*��� 	���� 5>857 �� �����
�� �� 	� ���	��� ���������� ,2K� I�
��
�����$��
� �� ��������� ��
 �� ��
������� �
 �
�
���� 	���� *�	� 	� ���	��� ,2K
�� ���	�����
 	� '$�� �
� 	�� ��$�	��� '
'�
����*� ��� ������� �
� 	� ��*��� 	����
5>857�

• ����	�!���� ��� ��������� ��� ��	�
�$%�
 ������� 	�� ,2K �	� ��*��� 	���� 5>857�
&� 	� ��������� ��	� ��	�
�$�	���� ���	$ ��� ���$�� ����� 	�� ����
*� 	�� ,2K
���� ���%��	�
 �
 '��
��� 	���
� � ���	��
��� ��
 ��	�������	
�� ���
�� ��
 � ��
� 
��	
�� L:-52�

• `� ����� 	�� ����
*� ���� 	� ���	��� ��	���	�� ��	$
����� ���	�!� ��	�
�$�	���
�� 	� !��
� ��� 	�� ������� 	�� ����
*� ��
��� �
���*��
� ��
 �������*��
��

>	* 7��� ,$��1 
&�2,�

)	�!�� 	�� ����	���� ������	
��� �����$��
�� ����
 � ���
������ ���� ������������� �� 
�	���	�� ����!�� 	�� ��
��
�	��� ��	����
��� �*�
��� )����� ���� 	�	�
�� ���	���	�� ��
����
 � ����!�� 	�� �*�
�� ��
 	�� 
�
�	�	�� 	��� �
�� ��*	� ��	�
���	��� �	�� ��	$�����
	��
�� ���
���

&� 	� ���
������ �
�� '
'�
������ ����
*�� ����	�
 ��� '��� �
� 	�� ���������� 	��
�	�!�� 	�� ���
������� ���� 	�	�
�� ���	���	��� ? ������	
�� ������� �
� 	�� ����������
���� 	�	�
�� ���	���	�� ���
���'$��
o

• Z� ����	���� � '
'�
����� �� $���� !���
��� �������� ���� � ����
�� ��
���	
�� 
��
 
�*� ��
 �������� ��
��*�� � ��
���	
�� ������	
�*�� � ������ �������� �����

• Z� ��
�	�� ��
 �� �����
���� �
� ��	$����� ��*��� ������
��*�� ? ��*��� ��	� ��
���	���� 	�� ���
$���� ��*��� �	�� ����� �� ��	����		�%��	�
 ���� �
 ���
��� ���$���
	�� ��!
��� ��*���� ���������	
�����

• Z� ��
�	�� ��
 �� �����
���� ��	$����� �
� ��*��� ���������	
���� �#���� ��
�� 
���� � ����� �� ����	������	�
 	� ��*��� 	���� ��
 �� ��	�
�$%�	�
 �	� ��*���
������
��*��

C#



• Z� ����
 ����
���$���� ��
 ����	��� 	�� '
'�
������ ����
*� ��� ����	�!���� �	��
������� �������� *�	� �� ��	��������	�
 ����	��� �	
� ��$���� ��	������� ������ 
���� ���� �� �����$���	��

• )����	
�� ����
 ������ �� '��	
���� � ��������� 	�� ��*���� 	���� ��� ������
$�	���
�� ��	� 	�� �������� J��� 
$���� ��
 ��� 	
� ��	����
� ��������� �����	
�$ ���
�*�
�
'��	����� ��$�!��� �	�� �����
��� ��� ��	���� 	��� ������
������ `���� ������	�	�
����
 � ��$�	��� ���� ���������� !�
�
���� 	�� �
���$	��� �	�
 *�	� �� �����	�

��	
���	$ ��� 	�� !���	� �� ��������

CC



	
��

���1!�

�t-;:AB� G� L� t-;:56;:Q7� pV-OP6- ,-./0.8 H87E MFN:1q� 85 W� DP;-O1TF� u�l� {-PP-F
-56 M�W�w� l-8P-0O� :6872;1� !#�$I��X �- =�B�G �� ��KJ��C� dG�C�GC� 92.� a�
jS32;6 v589:;187F L;:11� @AAB�

�t-;:C@� G� t-;:56;:Q7 -56 G� {:09:;1� pL;223 D11817-571 v185Q u:N:56:57 MFN: WF1 
7:O1q� 85 D� s2P85125 -56 D� |2;25T29� :6872;1� !#�$I��X �- i���K#�C$ aC#H�� 
��B� 92.� 44� /E-N7:; @f� NN� @@dAn@aBf� w.1:98:; W/8:5/: L0P.81E:;1� t�|�� aCC@�

�,u:9CB� ME: ,2K u:9:.2NO:57 M:-O� pME: ,2K L;223 D11817-57 s:3:;:5/: l-50-.q� |:; 
1825 c�d� vsVo ����#''���(�����(
�'� z:P;0-;F aCCB�

�,E-8Cd� wOO-50:. ,E-8..20S� L-1/-. l-520;F -56 t;052 L-Q-52� bC/C,�J��B iJJ,�G#����H
p��U qIrCG��/C �#K,� }w6878251 jXsw4VV�� @f ;0: W}:Q08:;� cbCCe L-;81� zsDr,w�
aCCd� M;-51.-7:6 PF z;-5/81/2 D.P-/:7:� l-;T D56;:H� l-;785 D5.-03� ,E;8172 
NE:; t;2H5:� u-986 ,-1N:;125� {-5Q ,E:5� G-;;F ,E2O1TF� s0/E8;- u-77-� W:7E
u:.-/T5:;� L-7;8/T u2-5:� D56;:-1 w6:;� l-50:. z-E56;8/E� y21E0- {077O-5�
ME:2 G252E-5� �-98:; V:;2F� l-;T01 l277.� D.-5 W/EO877� L-0. W7:/T.:;� L:;687-
W7:9:51� z;-5/281 ME2O-11:7�

�w56:C@� G:;P:;7 t� w56:;725� i s#�UCK#��G#, <����$�G���� �� =�B�G� G-;/20;7�D/-6:O8/
L;:11� aCC@�

�z;:QfC� z;8:6;8/E V06H8Q {277.2P z;:Q:� 2UC D���$#����H �- i���UKC��GP i ,�B�G� 
K#�UCK#��G#, C������ ���� �UC G��GCJ� �- ��KIC�� r2;7EH:17:;5 v589:;187F L;:11�
w9-51725� 4..85281� @AfC� M;-51.-7:6 PF y� V� D01785�

�{:09Ab� G� {:09:;1� pME: ,-./0.01 23 ,2517;0/78251 -56 G8QE:; j;6:; V2Q8/q� 85 LE� u:
{;227:� :6872;� 2UC ����� !�"#�$ <H�K��JU�HK� 92.� f 23 �#U�C�H $� �C���C $C
=�B���C� NN� @BAn@A@� v589:;187}: ,-7E2.8K0: 6: V209-85� D/-6:O8-� V209-85 .- 
r:09:� t:.Q80O� @AAb�

�G0:7Cd� {}:;-;6 G0:7� {8..:1 ~-E5 -56 ,E;81785: L-0.85 l2E;85Q� pME: ,2K L;223
D11817-57o D M072;8-.q� ,2K |:;1825 f� vsVo ����#''���(�����(
�'���'

��������(����� z:P;0-;F aCCd�

�L-N-CB� r8T2.-21 L-N-1NF;20� u8O87;821 |F78582781 -56 |-18.:821 ~207-9-1� pV2Q8/ 
:5E-5/:6 7FN: 1F17:O1o L;2Q;-OO85Q .-5Q0-Q: 10NN2;7 32; ;:-12585Q -P207 1:/0 
;87F -56 27E:; N;2Q;-O N;2N:;78:1q� 85 t�U A#�UC,,C��G =�B�G d�KJ�H��K ;A=dot>�
N� 322� ME:11-.258T8� {;::/:� y0.F aCCB�

�L8:;fA� t:5�-O85 L8:;/:� W/277 u8:7�:5 -56 WN8;2 l8/E-F.29� pL;2Q;-OO85Q 85 G8QE:; 
2;6:; MFN:6 V-OP6- ,-./0.8q� M:/E58/-. s:N2;7 ,lv ,W fA @@@� ,-;5:Q8: l:. 
.25 v589:;817F� l-;/E @AfA�

�WE-2Ca� �� WE-2� t� W-E-� |� M;832529 -56 r� L-N-1NF;20� pD MFN: WF17:O 32; ,:;78R:6
t85-;8:1q� 85 A��GCC$��BH �- �UC l[�U i���#, d�KJ�H��K �� A���G�J,CH �- A�� 
B�#KK��B =#�B�#BCH ;AqA= lool>� NN� a@cnaBa� L2;7.-56� js� vWD� y-50-;F
aCCa�

C>



��:;5Ad� t� �:;5:;� h�C 2UuC���C $CH ���H���G����H <�$�G��/CH� LE�u� 7E:181� v589:;187}:
L-;81 |44� L-;81� z;-5/:� l-F @AAd�

�Y���Cd� \
*���� Y���	���� p&�����	
�� _��
��q� )���
*��
� �
� 	� �$���� 	�� &� 
����	
��� _��
���� )!��� ?���	������� &�!� ��
 &�!� i�����
�	*�� ���
��
&�	��'
� (���	�!����� aCCd�

�(���Cd� &
!$��� �� (������
$���� px
�����	
�� �������o i�������� ���� ��*����
	���� �� �
������� �	�� �
�	������� ��	����
��� �*�
��q� "�	*'�
�� aCCd� �� 
���	��
� `�!�������� _��
��
����

����	CB� ($��� ���	��
$���� ��
 Z���� (���������� p[����� \����*� (��������	
 
����q� )���
*��
� �
� 	� �$���� \�*���� (��������	
���� hh� )!��� ?���	�� 
����� &�!� ��
 &�!� i�����
�	*�� ���
�� &�	��'
� (���	�!����� aCCB�

>2


