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Περίληψη 
 
 

Αντικείµενο της διπλωµατικής εργασίας είναι η ασύρµατη κατανεµηµένη 
υλοποίηση ενός νευροασαφούς ταξινοµητή προτύπων και η εκπαίδευση του µε τη  
χρήση ενισχυτικής µάθησης. Απώτερος σκοπός είναι η δηµιουργία µίας φορητής 
συσκευής που θα λαµβάνει πληροφορίες από έναν ασθενή, µέσω αισθητήρων που θα 
φέρει πάνω του, και θα εξάγει συµπεράσµατα για την κατάσταση του. 

Συγκεκριµένα, στο κεφάλαιο 1 γίνεται εισαγωγή στην ασαφή λογική, τις αρχές 
της ασαφούς συλλογιστικής και τα ασαφή συστήµατα. Στο κεφάλαιο 2 εισάγονται 
βασικές έννοιες των νευρωνικών δικτύων και περιγράφεται η λειτουργία ενός 
ταξινοµητή  προτύπων. Επιπλέον, γίνεται εισαγωγή στο πρόβληµα της οµαδοποιησης 
προτύπων και στην ενισχυτική µάθηση. Στο κεφάλαιο 3 εξετάζεται µία προσέγγιση 
στο πρόβληµα της οµαδοποίησης προτύπων βασισµένη σε µία παραλλαγή του 
αλγορίθµου FCM. Στο κεφάλαιο 4 αναλύεται η αρχιτεκτονική του νευροσασαφούς 
µοντέλου που θα χρησιµοποιηθεί, βασισµένη στο σύστηµα SupFuNIS. Στο κεφάλαιο 
5 περιγράφεται η διαδικασία της µάθησης, βασισµένη σε µία προσαρµογή των 
αλγορίθµων REINFORCE στην αρχιτεκτονική του µοντέλου που χρησιµοποιήθηκε. 
Στο κεφάλαιο 6 περιγράφεται  το γραφικό περιβάλλον και η λειτουργία του 
προγράµµατος. Στο κεφάλαιο 7 παρατίθενται τα πειραµατικά αποτελέσµατα που 
προέκυψαν από τη χρήση του συστήµατος. 

 
 

Λέξεις Κλειδιά 
 
ασαφής λογική, νευρωνικά δίκτυα, νευροασαφή συστήµατα, ταξινόµηση προτύπων, 
ενισχυτική µάθηση, αλγόριθµοι REINFORCE, SuPFuNIS 
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Abstract 

 
 

The purpose of the present diploma thesis is implementing a wireless distributed 
fuzzy-neural classification system and training the system using reinforcement 
learning techniques. The main purpose is programming a mobile device so as to 
collect data from sensors and use the data to infer a diagnosis relevant to the medical 
condition of  a patient. 

Specifically, Chapter 1 introduces fuzzy logic and fuzzy systems. Chapter 2 is 
an introduction to neural networks and pattern classification. Clustering and 
reinforcement learning are also introduced on this chapter. Chapter 3 describes a 
fuzzy clustering algorithm based on the FCM algorithm. Chapter 4 analyses the 
architecture of the classification system. Chapter 5 describes the reinforcement 
learning algorithm used, based on REINFORCE algorithms. Chapter 6 describes the 
user-interface of the resulting implementation. Finally, the results of the simulation 
experiments are presented on Chapter 7. 
 
 
 
 
 
 

Key Words 
 
fuzzy logic, neural networks, fuzzy-neural systems, pattern classification, 
reinforcement learning, REINFORCE, SuPFuNIS 
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Εισαγωγή 

 
Σκοπός της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η δηµιουργία µίας φορητής 

συσκευής η οποία θα λειτουργεί ως αυτο-εκπαιδεύοµενο σύστηµα διάγνωσης. Η 
συσκευή θα δέχεται δεδοµένα από αισθητήρες που θα βρίσκονται πάνω στο σώµα 
ενός ασθενούς και θα επιτελεί δύο λειτουργίες. Η πρώτη είναι η διάγνωση : To 
σύστηµα θα πρέπει βάσει των τιµών των βιοσηµάτων που δέχεται από τους 
αισθητήρες να εξάγει συµπεράσµατα για την κατάσταση του ασθενούς. Η δεύτερη 
είναι η αυτο-εκπαίδευση : To σύστηµα θα είναι σε θέση να χρησιµοποιεί τα δεδοµένα 
αυτά για την εκπαίδευση του, ώστε να αυξάνει µακροπρόθεσµα την ακρίβεια των 
διαγνώσεων του. Στην πράξη, τα παραπάνω θα επιτευχθούν µε τη δηµιουργία ενός 
νευροασαφούς ταξινοµητή προτύπων και την εκπαίδευση του µε τη χρήση τεχνικών 
ενισχυτικής µάθησης. 

Η επιλογή να βασιστεί το σύστηµα σε ένα νευροασαφή ταξινοµητή προτύπων 
έγινε για του εξής λόγους : 
• Η διάγνωση µπορεί να θεωρηθεί ως µία ειδική περίπτωση διαδικασίας 
ταξινόµησης, κατά την έννοια ότι κάθε ο ασθενής, βάσει ενός αριθµού 
παραµέτρων (βιοσηµάτων), κατατάσσεται σε έναν προκαθορισµένο αριθµό 
κατηγοριών (πχ. υγιής η ασθενής). Κατά συνέπεια είναι εύλογη η χρήση ενός 
ταξινοµητή προτύπων. 

• Το σύστηµα πρέπει να είναι σε θέση να ταξινοµεί πρότυπα τα οποία δεν έχει 
γνωρίσει. Κατά συνέπεια είναι ενδεδειγµένη η χρήση νευρωνικών δικτύων λόγω 
της γενικευτικής ικανότητας τους. 

• Η διαδικασία εµπεριέχει λεκτική περιγραφή πολλών παραµέτρων, καθώς και έναν 
τρόπο συλλογισµού που προσεγγίζει την ανθρώπινη σκέψη. Γίνεται λοιπόν χρήση 
της ασαφούς λογικής για να αντιστοιχιστούν τα παραπάνω σε αριθµητικά µεγέθη. 

 
Το νευροασαφές σύστηµα που θα χρησιµοποιηθεί θα βασιστεί στο σύστηµα 

SupFuNIS[4]. To εν λόγω µοντέλο χρησιµοποιεί τη συνηθισµένη αρχιτεκτονική ενός 
νευροασαφούς συστήµατος µε ένα κρυµµένο στρώµα κανόνων, παρουσιάζει όµως 
ορισµένες ιδιαιτερότητες. Κατ� αρχάς, χρησιµοποιεί ένα εκπαιδευόµενο  
ασαφοποιητή εισόδου, ο οποίος µετατρέπει τα αριθµητικά δεδοµένα εισόδου σε 
ασαφή σύνολα. Κατά τον τρόπο αυτό, όλες οι πληροφορίες που διαδίδονται από το 
στρώµα εισόδου προς το στρώµα κανόνων είναι ασαφείς. Ακολούθως, υπολογίζει την 
ενεργοποιήσεις των κόµβων χρησιµοποιώντας ένα µηχανισµού σύνθεσης βασισµένου 
σε κάποιο κριτηρίου οµοιότητας ασαφών συνόλων, εν αντιθέσει µε τη συνηθισµένη 
προσέγγιση να χρησιµοποιείται ο τελεστής min για να βρεθεί η τελική ενεργοποίηση. 
Τέλος, για τον υπολογισµό των εξόδων δε χρησιµοποιείται η συνηθισµένη µέθοδος 
του κέντρου βάρους, αλλά µία παραλλαγή της, η µέθοδος της ποσοτικής απο-
ασαφοποιησης.  

Για τη διαδικασία της εκπαίδευσης, κρίθηκε αναγκαία η χρήση τεχνικών 
ενισχυτικής µάθησης, καθώς ο ταξινοµητής δέχεται µία σειρά από πρότυπα εισόδου 
προς ταξινόµηση, χωρίς να έχει καµµία ένδειξη για το σε ποια κατηγορία ανήκει το 
καθένα από αυτά. Ο αλγόριθµος που χρησιµοποιήθηκε για την εκπαίδευση, 
βασίστηκε σε µία προσαρµογή των µεθόδων της οικογένειας αλγορίθµων 
REINFORCE[8] στα ιδιαίτερα χαρακτηριστικά του µοντέλου µας. Η επιλογή αυτή 
έγινε λαµβάνοντας υπ�όψην δύο βασικές ιδιαιτερότητες που παρουσιάζει το 
πρόβληµα της ταξινόµησης σε σχέση µε τα συνηθισµένα προβλήµατα ενισχυτικής 
µάθησης. Αφ�ενός είναι πρόβληµα συσχετιστικό, δηλαδή το ζητούµενο είναι η 
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αντιστοίχηση κάθε διανύσµατος εισόδου σε ένα διάνυσµα εξόδου, και αφ� ετέρου,  
είναι πρόβληµα στο  οποίο το ενισχυτικό σήµα καθοριζεται µόνο από την πιο 
πρόσφατη ενέργεια του δικτύου. Οι αλγόριθµοι REINFORCE εκµεταλλεύονται τα 
δύο αυτά χαρακτηριστικά, παρέχοντας αυξηµένες επιδόσεις.  

Ο τελικός στόχος της εργασίας είναι η υλοποίηση του παραπάνω νευροασαφούς 
ταξινοµητή σε λογισµικό, και η λειτουργία και εκπαίδευση του σε ένα µικρό,  φορητό 
υπολογιστή (Personal Digital Assistant/P.D.A.). Ο χρήστης της τελικής εφαρµογής θα 
συνδέεται αρχικά µε ένα εξυπηρετητή (server) από τον οποίο θα λαµβάνει ασύρµατα 
τα δεδοµένα του προβλήµατος. Εν συνεχεία, θα δέχεται βιοσήµατα ασθενών από 
αισθητήρες και βάσει αυτών θα εκετελεί τη διάγνωση και την εκπαιδευση. 
Αναλυτικότερα, η διαδικασία αποτελείται από τρία συνολικά στάδια : 
• Κατά το πρώτο, γίνεται η αρχικοποίηση του ταξινοµητή στον εξυπηρετητή.  
Προαιρετικά, κατά το στάδιο αυτό παρέχεται στο χρήστη και η δυνατότητα να 
χρησιµοποιήσει επιβλεπόµενη µάθηση για να εκπαιδεύσει το σύστηµα για έναν 
ορισµένο αριθµό εποχών, διευκολύνοντας έτσι τη διαδικασία της ενισχυτικής 
µάθησης επακολουθεί. 

•  Στη συνέχεια, ο χρήστης του P.D.A., συνδέεται µε τον εξυπηρετητή και λαµβάνει 
ασύρµατα τις τιµές των βαρών που αποτελούν το δίκτυο, καθώς και το σύνολο 
δεδοµένων (dataset) του προβλήµατος. 

• Τέλος, το P.D.A. λαµβάνει τιµές από αισθητήρες που βρίσκονται πάνω σε έναν 
ασθενή. Βάσει των τιµών αυτών εκτελεί διάγνωση, ενώ στη συνέχεια τις 
χρησιµοποιεί για να ανανεώσει τα βάρη του δικτύου µε τη χρήση του αλγορίθµου 
ενισχυτικής µάθησης που χρησιµοποιείται. Η διαδικασία επαναλαµβάνεται κάθε 
φορά που το P.D.A  λαµβάνει νέες τιµές από τους αισθητήρες. 
 
Όπως γίνεται εµφανές, το λογισµικό που αποτελεί την εφαρµογή αποτελείται 

απο τέσσερα επιµέρους τµήµατα: 
• Το λογισµικό του εξυπηρετητή, το οποίο περιλαµβάνει τους αλγορίθµους 
αρχικοποιησης του δικτύου και της εκπαίδευσης µε επιβλεπόµενη µάθηση. 

• Το λογισµικό του P.D.A., το οποίο περιλαµβάνει τον αλγόριθµο ενισχυτικής 
µάθησης. 

• Το λογισµικό που αφορά τη λειτουργία των αισθητήρων. 
• Το λογισµικό που επιτελεί την ασύρµατη επικοινωνία µεταξύ όλων των 
παραπάνω συσκευών. 

 
Τέλος,  ανεξάρτητα από τα παραπάνω, στο πλαίσιο της παρούσας εργασίας 

εξετάζεται και ένας αλγόριθµος ασαφούς οµαδοποίησης προτύπων (fuzzy clustering). 
O αλγόριθµος υλοποιεί µια παραλλαγή του γνωστού αλγορίθµου FCM (Fuzzy-C-
Means), βασισµένη σε µία γενίκευση της έννοιας της ασαφούς επικάλυψης (fuzzy 
cover) ενός ασαφούς συνόλου. 

Στο κείµενο που ακολουθεί αναπτύσσονται οι µέθοδοι που χρησιµοποιήθηκαν, 
περιγράφεται η λειτουργία του τελικού συστήµατος, και παρατίθενται τα 
αποτελέσµατα που εξάγονται µε τη χρήση του. Αναλυτικά, στο κεφάλαιο 1 γίνεται 
εισαγωγή στην ασαφή λογική, τις αρχές της ασαφούς συλλογιστικής και τα ασαφή 
συστήµατα. Στο κεφάλαιο 2 εισάγονται βασικές έννοιες των νευρωνικών δικτύων και 
περιγράφεται η λειτουργία ενός ταξινοµητή  προτύπων. Επιπλέον, γίνεται εισαγωγή 
στο πρόβληµα της οµαδοποιησης προτύπων και στην ενισχυτική µάθηση. Στο 
κεφάλαιο 3 εξετάζεται µία προσέγγιση στο πρόβληµα της οµαδοποίησης προτύπων 
βασισµένη σε µία παραλλαγή του αλγορίθµου FCM. Στο κεφάλαιο 4 αναλύεται η 
αρχιτεκτονική του νευροσασαφούς µοντέλου που θα χρησιµοποιηθεί, βασισµένη στο 
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σύστηµα SupFuNIS. Στο κεφάλαιο 5 περιγράφεται η διαδικασία της µάθησης, 
βασισµένη σε µία προσαρµογή των αλγορίθµων REINFORCE στην αρχιτεκτονική 
του µοντέλου που χρησιµοποιήθηκε. Στο κεφάλαιο 6 περιγράφεται  το γραφικό 
περιβάλλον και η λειτουργία του προγράµµατος. Στο κεφάλαιο 7 παρατίθενται τα 
πειραµατικά αποτελέσµατα που προέκυψαν από τη χρήση του συστήµατος. Τέλος, 
στο CD που συνοδεύει το κείµενο παρατίθεται ο πλήρης κώδικας Java που υλοποιεί 
το σύστηµα που περιγράφηκε παραπάνω. 
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Κεφάλαιο 1  
 

Ασαφής Λογική 
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1 ΑΣΑΦΗΣ ΛΟΓΙΚΗ 
 
Όπως έγινε σαφές από την εισαγωγή, σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η 

δηµιουργία ενός συστήµατος που θα χρησιµεύει στην ιατρική διάγνωση, της οποίας 
το πρόβληµα παρουσιάζει δύο ιδιαιτερότητες.  

Η διάγνωση από τη φύση της είναι µία διαδικασία που εκτός από καθαρά 
αριθµητικά µεγέθη (παλµοί της καρδίας, αρτηριακή πίεση, αιµατοκρίτης κλπ.), 
εµπεριέχει και άλλες παραµέτρους, οι οποίες δεν είναι δυνατόν να αντιστοιχιστούν 
µονοσήµαντα σε κάποια αριθµητική τιµή (όπως το αν ο ασθενής είναι νέος σε ηλικία,  
ή αν βρίσκεται σε καλή φυσική κατάσταση, ή αν είναι περισσότερο ή λιγότερο 
άρρωστος). Χρειάζεται λοιπόν ένας τρόπος για να αντιστοιχιστούν οι παράµετροι 
αυτές, που δίνονται µε τρόπο περιγραφικό, σε αριθµητικά µεγέθη.  

Επιπλέον, κατά τη διάγνωση, το σύστηµα καλείται, λαµβάνοντας υπόψην του τις 
παραµέτρους που δίνονται, να βγάλει συµπεράσµατα προσεγγίζοντας κατά το 
δυνατόν τη συλλογιστική που θα ακολουθούσε ένας άνθρωπος. Πρέπει δηλαδή να 
είναι σε θέση να επεξεργαστεί περιγραφικά δεδοµένα και να βγάλει συµπεράσµατα 
από αυτά βάσει της γνώσης που έχει για το πρόβληµα.  

Τα παραπάνω καθιστούν κατάλληλο εργαλείο για την επίλυση του προβλήµατος 
την ασαφή συλλογιστική, της οποίας οι βασικές έννοιες αναπτύσσονται στο κεφάλαιο 
αυτό. Αρχικά ορίζονται τα ασαφή σύνολα, τα οποία αποτελούν τη βάση της θεωρίας. 
Στη συνέχεια, περιγράφεται ο µηχανισµός του ασαφούς συλλογισµού. Τέλος 
δείχνεται πώς ο µηχανισµός αυτός αξιοποιείται στη δηµιουργία ασαφών συστηµάτων.  

 
 

1.1 Ασαφή σύνολα 
 

1.1.1 Εισαγωγή 
Η έννοια του συνόλου κατέχει κεντρική θέση στην επιστήµη των Μαθηµατικών 

και αποτελεί θεµελιώδη σύλληψη πάνω στην οποία δοµείται το οικοδόµηµα των 
Μαθηµατικών και γενικότερα όλων των θετικών επιστηµών. Όπως ακριβώς δεν 
µπορεί κανείς να ορίσει µε αυστηρό τρόπο το τί είναι αριθµός ή ευθεία, έτσι δε 
µπορεί να ορίσει αυστηρά και το τί είναι σύνολο. Ο άνθρωπος µαθαίνει και κατανοεί 
τις έννοιες αυτές όχι µόνο µέσω ορισµών αλλά κυρίως µέσω παραδειγµάτων. Έτσι, 
χρειαζόµαστε να επιστρατεύσουµε την ικανότητά µας αυτή για να αντιληφθούµε την 
έννοια του συνόλου.  

Έστω λοιπόν το σύνολο Χ και τυχαίο στοιχείο x. Τότε είναι προφανές ότι µόνο 
ένα από τα παρακάτω µπορεί να ισχύει : 

 
Το x ανήκει στο Χ  ή το x δεν ανήκει στο Χ  
 
και συµβολικά : 
 

Xx ∈  ή Xx ∉  
 
Τα µαθηµατικά στηρίζονται κατά βάση στη συνολοθεωρία και αυτή στηρίζεται 

εξ�ολοκλήρου σε ένα αξίωµα βασισµένο στη διχοτοµία (ανήκει ή δεν ανήκει). 
Αµφισβητώντας τη διχοτοµία, η κλασική συνολοθεωρία καταρρέει από τα θεµέλια 
της και τη θέση της παίρνει µία άλλη προσέγγιση, η θεωρία των ασαφών συνόλων.  
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1.1.2 Βασικοί ορισµοί 
Ένα σύνολο Χ περιγράφεται µε δύο τρόπους : 

 
• Απαριθµώντας τα στοιχεία του (µόνο για σύνολα µε πεπερασµένο αριθµό 
στοιχείων) : 

{ }nxxxX ,...,, 21=  
 

• Ορίζοντας µία κοινή ιδιότητα που πρέπει να πληρούν τα στοιχεία του συνόλου. 
Βάσει αυτού του δεύτερου τρόπου, εξετάζονται όλα τα στοιχεία που ανήκουν στο 
υπερσύνολο αναφοράς. Εκείνα που πληρούν την κοινή ιδιότητα ανήκουν στο 
σύνολο, ενώ εκείνα που δεν την πληρούν, δεν ανήκουν.  
 
Η έννοια του ασαφούς συνόλου βασίζεται στην ιδέα ότι ένα στοιχείο δεν είναι 

απαραίτητο να καθοριστεί µονοσήµαντα αν ανήκει ή όχι σε ένα σύνολο, αλλά µπορεί 
να ανήκει στο σύνολο σε κάποιο βαθµό που προσδιορίζεται από µία συνάρτηση 
συµµετοχής µ, η οποία παίρνει τιµές στο διάστηµα [0,1]. Έτσι, θεωρώντας ένα 
υπερσύνολο αναφοράς Χ, ένα ασαφές σύνολο Α ορίζεται ως εξής : 

 
( ){ }]1,0[:)(,|)(, →∈= ΑΑ XxXxxxA µµ  

 
Είναι φανερό ότι βάσει του ορισµού αυτού, ένα κλασικό σύνολο µπορεί να 

θεωρηθεί ως µία ειδική περίπτωση ενός ασαφούς συνόλου στο οποίο η συνάρτηση 
συµµετοχής παίρνει µόνο τις τιµές {0,1}.  

 
 

 
Σχ.1.1: Γραφική παράσταση ασαφούς συνόλου Α και της αντίστοιχης συνάρτησης συµµετοχής  

 
 
Ένα ασαφές σύνολο Α συµβολίζεται : 
 

∑
=

ΑΑΑ =++=
n

i
iinn xxxxxxA

1
11 /)(/)(.../)( µµµ  

 
αν είναι πεπερασµένο και : 
 

∫ Α=
X

xxA /)(µ  

 
αν είναι άπειρο . 
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Έστω το υπερσύνολο αναφοράς Χ και Α ένα ασαφές υποσύνολο του Χ. Τότε :   

 
• Το κλασικό υποσύνολο Supp(A) του Χ καλείται στήριγµα (support) του 

ασαφούς υποσυνόλου όταν και µόνο όταν : 
• supp(A) { }0)(: ≥∈= Α xXx µ  
• Το κλασικό υποσύνολο ALa του Χ καλείται α-τοµή (α-cut) του ασαφούς 

υποσυνόλου Α, όταν και µόνο όταν : 
 

{ }axXxALa ≥∈= Α )(: µ  
 
Εάν XBA ⊆, ,τότε : 
 
• BA = , όταν και µόνο όταν )()( xx Bµµ =Α  
• BA ⊆ , όταν και µόνο όταν )()( xx Bµµ ≤Α  
• BA ⊂ , όταν και µόνο όταν )()( xx Bµµ ≤Α και υπάρχει Xy ∈ τέτοιο ώστε    

)()( yy Bµµ <Α  
 
 

1.1.3 Οι τρείς θεµελιώδεις πράξεις των ασαφών συνόλων 
Κυρίαρχο ρόλο στην έννοια του ασαφούς συνόλου παίζει η συνάρτηση 

συµµετοχής (membership function), πάνω στην οποία δοµούνται οι τρείς  θεµελιώδεις 
πράξεις των ασαφών συνόλων:  

 
• Τοµή : ( ) ( ){ })(),(min)(,|)(, xxxXxxxBAC BACC µµµµ =∈=∩=  
• Ένωση  : ( ) ( ){ })(),(max)(,|)(, xxxXxxxBAC BACC µµµµ =∈=∪=    
• Συµπλήρωµα : ( ){ })(1)(,|)(, xxXxxxA AAA

C
CC µµµ −=∈=  

 
Στο σχήµα 1.2 φαίνεται παράδειγµα της ένωσης και της τοµής δύο ασαφών συνόλων 
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Σχ.1.2: ∆ύο ασαφή σύνολα , η τοµή τους και η ένωσή τους 
Για τις πράξεις αυτές ισχύουν οι γνωστές από τα κλασικά σύνολα ιδιότητες :  
 
• De Morgan 
• Αντιµετάθεση  
• Προσεταιρισµός 
• Επιµερισµός 
 
 
 

1.1.4 Συναρτήσεις συµµετοχής  
Όπως φάνηκε από τους παραπάνω ορισµούς, ένα ασαφές σύνολο περιγράφεται 

πλήρως από τη συνάρτηση συµµετοχής του. Αν και υπάρχουν άπειρες πιθανές µορφές 
της συνάρτησης αυτής, τρεις είναι οι συχνότερα χρησιµοποιούµενες : 

  
i. Τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής  

H τριγωνική συνάρτηση συµµετοχής προσδιορίζεται από τρείς παραµέτρους 
{a,b,c}. Ορίζεται από τη σχέση 

 






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−
−
−
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ii. Τραπεζοειδής συνάρτηση συµµετοχής  
Κατά αναλογία µε την τριγωνική, η τραπεζοειδής συνάρτηση συµµετοχής 

προσδιορίζεται από τέσσερις παραµέτρους {a,b,c,d}, και δίνεται από τη σχέση:  
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iii. Συνάρτηση συµµετοχής Gauss  

Η συνάρτηση συµµετοχής Gauss είναι η συχνότερα χρησιµοποιούµενη 
συνάρτηση συµµετοχής. Προσδιορίζεται από δύο παραµέτρους, το κέντρο c και τη 
διασπορά  σ και δίνεται από τη σχέση : 

 

e
x

x σ
σ

µ 2
)(1 2

)(
−

−=  
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1.2 Ασαφής συλλογιστική 

 
Ασαφής συλλογιστική ονοµάζεται η µεθοδολογία εξαγωγής ασαφών 

συµπερασµάτων. Η ασαφής συλλογιστική βασίζεται σε τρείς θεµελιώδεις έννοιες :  
 
• Γλωσσικές µεταβλητές  
• Γενικευµένος κανόνας του θέτειν και του αναιρείν  
• Ασαφείς σχέσεις  
 
Οι τρείς αυτές έννοιες ορίζονται παρακάτω. 
 

1.2.1 Γλωσσικές µεταβλητές  και γλωσσικοί διαµορφωτές  
Γλωσσική µεταβλητή είναι µια µεταβλητή η οποία παίρνει τιµές που εκφράζονται  

µε λέξεις σε φυσική γλώσσα, σε αντιδιαστολή µε τις απλές µεταβλητές, των οποίων 
οι τιµές εκφράζονται µε αριθµούς. Παραδείγµατα γλωσσικών µεταβλητών είναι η 
ηλικία, το µέγεθος, η ταχύτητα, το βάρος. Παραδείγµατα αντίστοιχων τιµών είναι 
{µικρός, µεσαίος, µεγάλος}. Οι τιµές αυτές των γλωσσικών µεταβλητών 
παριστάνονται µε τη χρήση ασαφών συνόλων και γι�αυτό ονοµάζονται επίσης και 
ασαφείς µεταβλητές. ∆ηλώνονται, ως εξής :  

 
«Χ είναι Α»  , π.χ   
« η θερµοκρασία είναι υψηλή » 
«η ταχύτητα είναι χαµηλή» 
 
Μαθηµατικά, µια γλωσσική µεταβλητή περιγράφεται από την πεντάδα : 
< x , T(x) , U , G , M >  
όπου :  
• x : Tο όνοµα της µεταβλητής  
• T(x) : Το σύνολο των τιµών της  
• U : Το υπερσύνολο αναφοράς πάνω στο οποίο δοµείται το T(x) 
• G : Ένας συντακτικός κανόνας που παράγει τα ονόµατα των τιµών της x, 
δηλαδή τα ονόµατα των ασαφών συνόλων               

• M : Ένας σηµασιολογικός κανόνας που αποδίδει νόηµα στα ονόµατα 
 

 
Σχ.1.3: Γλωσσική µεταβλητή «ηλικία» και συναρτήσεις συµµετοχής των τιµών της 
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Γλωσσικός διαµορφωτής ονοµάζεται ένας τελεστής που εφαρµοζόµενος σε µία 
τιµή ( ασαφές σύνολο ) µίας γλωσσικής µεταβλητής, µεταβάλλει το νόηµα της. Έτσι, 
εάν Α είναι το σύνολο τιµών της γλωσσικής µεταβλητής, τότε εφαρµόζοντας στα 
στοιχεία αυτού τον γλωσσικό τροποποιητή m προκύπτει ένα άλλο σύνολο τιµών Β = 
m(A). Τυπικοί γλωσσικοί διαµορφωτές είναι : 

 
       πολύ Α :  ( ) ( )2

)( )(xxύ ΑΑ = µµπολ  

       σχεδόν Α : ( ) ( ) 2/1
)( )(xxό ΑΑ = µµ νσχεδ  

       όχι Α :      ( ) )(1)( xx΄ό ΑΑ −= µµ χι  
 
 

1.2.2 Γενικευµένοι Κανόνες του Θέτειν και του Αναιρείν ( Modus ponens  και 
Modus Tollens )  

Είναι γνωστό ότι η κλασική λογική βασίζεται εξ�ολοκλήρου σε «λογικές 
ταυτολογίες». Οι κυριότερες από αυτές, στις οποίες ανάγονται όλες οι υπόλοιπες, 
είναι οι εξης : 

 
Modus Ponens :  ( ){ } BBAA →→∧    ( Κανόνας του θέτειν )  
 
Modus Tollens :  ( ){ } ABBA ~~ →∧→    ( Κανόνας του αναιρείν )  
 
Συλλογισµός :  ( ) ( ){ } ( )CACBBA →→→∧→    ( Αλυσίδα ) 
 
Αντιθετοαντιστροφή :  ( ) ( )ABBA ~~ →→→  
 
Οι κανόνες αυτοί αποτελούν τη βάση της κλασικής λογικής. Στην περίπτωση 

όµως της ασαφούς λογικής, είναι δυνατόν µία υπόθεση να µην ταυτίζεται µε την 
υπόθεση της συνεπαγωγής αλλά να της  µοιάζει αρκετά. Στην περίπτωση αυτή δε 
µπορεί να εφαρµαστεί ο κανόνας του θέτειν (Modus Ponens). Προκύπτει λοιπόν η 
ανάγκη ο κανόνας να γενικευθεί , ώστε να βρίσκει εφαρµογή και όταν τα Α, Β είναι 
ασαφή σύνολα.  

Ο τροποποιηµένος (ασαφής) κανόνας που προκύπτει ονοµάζεται γενικευµένος 
τρόπος του θέτειν (Generalized Modus Ponens / GPM) και έχει την ακόλουθη µορφή:  

 
Συνεπαγωγή : ΕΑΝ x = A, TOTE y = B 
Γεγονός : x = A΄  
Συµπέρασµα :  y = Β΄ 
 
όπου Α , A΄, Β και Β΄ είναι ασαφή σύνολα. 
Ο κανόνας αυτός ονοµάζεται επίσης και ασαφής κανόνας του θέτειν (fuzzy 

Modus Ponens).  
Ο τροποποιηµένος αυτός κανόνας µιµείται πολύ περισσότερο τον ανθρώπινο 

τρόπο σκέψης από ότι ο κλασικός, αφού λειτουργεί όχι µόνο κάτω από συνθήκες 
ταυτότητας, αλλά και κάτω από συνθήκες οµοιότητας. Το γεγονός αυτό έχει πολύ 
µεγάλη σηµασία γιατί µειώνει δραστικά τον αριθµό κανόνων που επιβάλλεται να 
υπάρχει στη βάση γνώσης ενός ευφυούς συστήµατος απόφασης ή ελέγχου.  
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Μια επέκταση του GMP είναι η εξής : 
 
Συνεπαγωγή : R1 : ΕΑΝ 1x είναι 1A ΚΑΙ... ΚΑΙ  nx είναι nA , ΤΟΤΕ y  είναι B  
Γεγονός : 1x είναι '

1A ΚΑΙ... ΚΑΙ  nx είναι '
nA   

Συµπέρασµα :  y  είναι Β΄ 
 
Όπου iA , '

iA  , B και 'B  είναι ασαφή σύνολα .   
 
Μερικά εµπειρικά κριτήρια εφαρµογής του GMP, δηλαδή κριτήρια που 

συνδέουν το 'B µε το iA , είναι τα ακόλουθα : 
 
 
 
Κριτήριο Γεγονός : x είναι Α΄ Συµπέρασµα : y είναι Β΄ 

 
1 x είναι Α y είναι B 
2.1 x είναι πολύ Α y είναι πολύ B 
2.2 x είναι πολύ Α y είναι B 
3.1 x είναι περίπου Α y είναι περίπου B 
3.2 x είναι περίπου Α y είναι B 
4.1 x είναι όχι Α y είναι άγνωστο 
4.2 x είναι όχι Α y είναι όχι B 

 
 
 
 
Κατ� αναλογία µε τον GMP προκύπτει ο γενικευµένος κανόνας του αναιρείν 

(Generalized Modus Tollens), ο οποίος έχει τη µορφή : 
 
Συνεπαγωγή : ΕΑΝ x είναι A, TOTE y είναι Β 
Γεγονός : y είναι Β΄  
Συµπέρασµα :  x είναι Α΄ 
 
Ο κανόνας µεταπίπτει στον αντίστοιχο κλασικό όταν Α΄= ~Α , Β΄=~Β.  Οδηγεί 

σε αντίστροφο συλλογισµό (οδηγούµενο από το στόχο συµπέρασµα), ο οποίος 
εφαρµόζεται συνήθως σε προβλήµατα διάγνωσης (έµπειρα διαγνωστικά συστήµατα). 

Μερικά εµπειρικά κριτήρια εφαρµογής του κανόνα :  
 
 
Κριτήριο Γεγονός : y είναι Β΄  Συµπέρασµα : x είναι Α΄ 

 
5 y είναι όχι B x είναι όχι Α 
6 y είναι όχι πολύ B x είναι όχι πολύ Α 
7 y είναι περίπου B x είναι περίπου Α 
8.1 y είναι B x είναι άγνωστο 
8.2 y είναι B x είναι Α 

 
 



 25

1.2.3 Ασαφείς σχέσεις  
Οι ασαφείς σχέσεις αποτελούν γενίκευση των συνήθων ( κοφτών ) σχέσεων και 

µας δίνουν τη δυνατότητα να χειριστούµε προβλήµατα στα οποία υπάρχει 
αβεβαιότητα ή αµφιβολία , όπως π.χ.  «το x είναι περίπου ίσο µε το y» ή «το x είναι 
αρκετά όµοιο µε το y». Από µαθηµατική σκοπιά, οι ασαφείς σχέσεις 
χρησιµοποιούνται για τη µοντελοποίηση ασαφών συνεπαγωγών και τη συλλογιστική 
µε αυτές. Βρίσκουν εφαρµογή σε όλες τις περιοχές ασαφούς συλλογιστικής, όπως 
αναγνώριση προτύπων, λήψη αποφάσεων, αυτόµατος έλεγχος κλπ. 

 
 

i. Ασαφής σχέση  
Εστω Χ και Υ υπερσύνολα αναφοράς .Τότε , µε τον όρο «ασαφής σχέση R» 

εννοούµε ένα ασαφές σύνολο στο Καρτεσιανό Γινόµενο 
{ }YyXxyxYX ∈∈=× ,|),( , το οποίο σύνολο χαρακτηρίζεται από τη συνάρτηση 

συµµετοχής Rµ  : 
 

]1,0[: →×YXRµ  
 
Στην ειδική περίπτωση που  Χ = Υ έχουµε µία ασαφή σχέση επί του Χ. Η 

συνάρτηση συµµετοχής ),( yxRµ  παριστάνει για κάθε ζεύγος ),( yx  το βαθµό 
σύνδεσης ανάµεσα στα x και y . 

 
 

ii. Ασαφής σχεσιακή µήτρα  
 
Αν τα υπερσύνολα αναφοράς Χ , Υ είναι πεπερασµένα , δηλαδή },...{ 1 nxxX =  

και },...,{ 1 nyyY = , τότε µία ασαφής σχέση R στο YX ×  παριστάνεται και 
χρησιµοποιείται ως µήτρα nm×  : 

  
[ ]),( jiR yxR µ=  

 
Η µήτρα αυτή ονοµάζεται ασαφής σχεσιακή µήτρα και τα στοιχεία της έχουν 

τιµές µεταξύ 0 και 1. 
 

iii. Πράξεις µεταξύ ασαφών σχέσεων 
Οι πράξεις µεταξύ ασαφών σχέσεων ορίζονται κατ� αναλογία µε τις πράξεις των 

ασαφών συνόλων. Έτσι , για τις ασαφείς σχέσεις 1R  και 2R  στο YX × έχουµε : 
 
Τοµή 21 RR ∩ : { }),(),,(min

2121
yxyx RRRR µµµ =∩  

Ένωση 21 RR ∪ : { }),(),,(max
2121

yxyx RRRR µµµ =∪  
Συµπλήρωµα cR1 : ),(1

11
yxRRc µµ −=  

Έγκλειση 21 RR ⊆  : ),(),(
21

yxyx RR µµ ≤  
 
Οι πράξεις αυτές έχουν τις γνωστές ιδιότητες. 
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iv. Ασαφείς κανόνες  

Ένας ασαφής κανόνας (συνεπαγωγή) : 
BA →  

όπου Α και Β τα ασαφή σύνολα : 
 

( ){ }XxxxA iii ∈= Α |)(,µ  και ( ){ }YyyyB jjBj ∈= |)(,µ  
 
µπορεί να παρασταθεί µε µια ασαφή σχέση : 
 

( ) ( ){ }YyXxyxyxR jijiRji ∈∈= ,|,,, µ  
 
Το (i,j) στοιχείο της σχεσιακής µήτρας υπολογίζεται µε τη χρήση διάφορων 

κανόνων. Οι πιο συνηθισµένοι από αυτούς είναι : 
 
Αριθµητικός κανόνας Zadeh : ( ) { })(),(1,1min, jijiR yxyx ΒΑ−= µµµ  
 
Κανόνας Mamdani : ( ) ( ))(),(min, jijiR yxyx ΒΑ= µµµ  
 
Κανόνας µεγίστου (Ζadex ) : ( ) ( ){ })(),(min),(1max, jiijiR yxxyx ΒΑΑ−= µµµµ  
 
 

v. Κανόνας ασαφούς συλλογιστικής Max-Min 
Ο κανόνας ασαφούς συλλογιστικής max-min οφείλεται στον Zadeh και παρέχει 

έναν πολύ χρήσιµο τρόπο εξαγωγής συµπερασµάτων µέσα σε αβεβαιότητα. Η 
διατύπωσή του έχει ως εξής :  

 
∆ίνονται τα ασαφή σύνολα : 
 

( ){ }XxxxA iii ∈= Α |)(,µ  και ( ){ }YyyyB jjBj ∈= |)(,µ  
 
και µία ασαφής σχέση επί του YX × , δηλαδή : 
 

( ) ( ){ }YyXxyxyxR jijiRji ∈∈= ,|,,, µ  
 
Τότε µε δεδοµένα τα Α και R , το Β δίνεται από τη σχέση : 
 

RAB o=  
 
όπου : ( ) ( ){ }),(),(minmax yxxx RB µµµ Α=  και το o  συµβολίζει τον τελεστή σύνθεσης 
max-min .  

 
Η σύνθεση max-min είναι ένα από τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα της ασαφούς 

συλλογιστικής γιατί παρέχει ένα µαθηµατικό τρόπο υλοποίησης του γενικευµένου 
κανόνα του θέτειν (modus ponens). 
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1.3 Ασαφή συστήµατα 

 
1.3.1 Αρχιτεκτονική ασαφών συστηµάτων  

Η γενική αρχιτεκτονική των ασαφών συστηµάτων εικονίζεται στο σχήµα 1.4 και 
περιλαµβάνει τέσσερις µονάδες : 

 
 

Σχ.1.4: Γενική αρχιτεκτονική ασαφούς συστήµατος 
 
 
 
1. Mία βάση κανόνων της µορφής ΕΑΝ ΤΟΤΕ (ασαφής βάση γνώσης). Η βάση 

αυτή, περιέχει συνήθως, εκτός από τους ασαφείς κανόνες, και ένα τµήµα βάσης 
αριθµητικών δεδοµένων τα οποία απαιτούνται για τη διαδικσία εξαγωγής των 
αποτελεσµάτων. Οι κανόνες της βάσης γνώσης λαµβάνονται συνήθως από 
εµπειρογνώµονες και πολλές φορές από διαδικασίες προσοµοίωσης.  

2. Μία ασαφή συλλογιστική µονάδα (µηχανισµό εξαγωγής συµπερασµάτων). Η 
µηχανή αυτή αποτελεί τον πυρήνα του ασαφούς συστήµατος και περιέχει τη λογική 
λήψης αποφάσεων (π.χ. γενικευµένο κανόνα συναγωγής, κανόνα σύνθεσης min-max, 
κ.λπ). 

3. Μία µονάδα ασαφοποίησης (ασαφοποιητική µονάδα διεπαφής), η οποία 
µετατρέπει τα δεδοµένα εισόδου σε ασαφή σύνολα. Η µονάδα αυτή παραλαµβάνει τις 
µη ασαφείς τιµές εισόδου του συστήµατος, απεικονίζει τις περιοχές µεταβολής των 
τιµώς αυτών σε κατάλληλα υπερσύνολα αναφοράς και τέλος µετατρέπει τις τιµές 
αυτές σε ασαφή (ή γλωσσική) µορφή. 

4. Μία µονάδα απο-ασαφοποίησης (απο-ασαφοποιητική µονάδα διεπαφής), η 
οποία µετατρέπει τα ασαφή συµπεράσµατα/αποφάσεις σε σαφώς καθορισµένη 
µορφή. Η µονάδα αυτή απεικονίζει τις περιοχές µεταβολής των τιµών εξόδου σε 
κατάλληλα υπερσύνολα αναφοράς και µετατρέπει τα δεδοµένα εξόδου σε 
ντετερµινιστική (µη ασαφή  µορφή), για παραπέρα χρήση από επόµενα συστήµατα ή 
διεργασίες απόφασης. 

Παρακάτω αναλύονται καθένα από αυτά τα στοιχεία.  
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1.3.2 Μονάδα ασαφοποίησης  

Ένας ασαφοποιητής υλοποιεί µία απεικόνιση από το σύνολο των πραγµατικών 
τιµών εισόδου στο ασαφές σύνολο Α του υπερσυνόλου αναφοράς Χ. Η απεικόνιση 
αυτή γίνεται µε δύο τρόπους : 

 
i. Μονότιµος ασαφοποιητής  

Στον µονότιµο ασαφοποιητή (singleton fuzzifier), το ασαφές σύνολο Α έχει 
στήριγµα , δηλαδή suppA=x , δηλαδή :  

 





≠
=

=Α xx
xx

x
',0
',1

)'(µ  

 
Αυτό σηµαίνει µοναδιαία συνάρτηση συµµετοχής σε αυτό . 

 
ii. Μη µονότιµος ασαφοποιητής 

Σε αυτή την περίπτωση θεωρούµε ότι )(xΑµ =1 και ότι το )'(xΑµ  µικραίνει όσο 
το 'x  αποµακρύνεται από το x . Παράδειγµα :  

 








 −−−=Α 2
)'()'(exp)'(

σ
µ xxxxx

T

 

 
όπου 2σ  είναι µία παράµετρος που καθορίζει τη µορφή του )'(xΑµ . Αυτό σηµαίνει 
ότι υπάρχει τιµή του x  που έχει τη µέγιστη συνάρτηση συµµετοχής (ίση µε 1) στο 
ασαφές σύνολο Α, αλλά όσο αποµακρυνόµαστε από την τιµή αυτή , τόσο µειώνεται η 
τιµή της συνάρτησης συµµετοχής στο Α. Στην πράξη χρησιµοποιείται συνήθως ο 
µονότιµος ασαφοποιητής, ενώ ο µη µονότιµος είναι καταλληλότερος όταν οι είσοδοι 
υπόκεινται σε θόρυβο. 

 
 

1.3.3 Μονάδα απο-ασαφοποίησης  
Απο-ασαφοποίηση είναι η διαδικασία της µετατροπής ενός ασαφούς συνόλου σε 

µία τιµή 0w  η οποία είναι η έξοδος του συστήµατος. Οι κυριότερες µέθοδοι απο-
ασαφοποίησης είναι οι εξής :  

 
i. Μέθοδος κέντρου βάρους  

Στη µέθοδο αυτή, η οποία είναι γνωστή ως µέθοδος COG (Center Of Gravity), η 
τιµή 0w  δίνεται από τη σχέση : 

∑
∑

Β

Β

=

i
i

i
ii

w

ww
w

)(

)(
0 µ

µ
 

 
ii. Μέθοδος µέσης τιµής µεγίστων  

Στη µέθοδο αυτή το 0w δίνεται από :  
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m

w
w i

i∑
=0  

όπου jw  είναι η τιµή που αντιστοιχεί στο j µέγιστο της συνάρτησης συµµετοχής. 
Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως µέθοδος MOM (Mean Of Maxima). 

 
 

iii. Μέθοδος του ύψους  
Η µέθοδος αυτή υπολογίζει το 0w  ως µία µέση τιµή µε βάρη ih  των 

αντιπροσωπευτικών σηµείων iw του Β.  

∑
∑

=

i
i

i
ii

h

hw
w0  

Η επιλογή των αντιπροσωπευτικών σηµείων iw  εξαρτάται από το εκάστοτε 
πρόβληµα και τη µορφή της συνάρτησης συµµετοχής. 

 
iv. Τροποποιηµένη µέθοδος κέντρου βάρους  

Αποτελεί παραλλαγή της µεθόδου κέντρου βάρους. Το 0w  δίνεται από τη σχέση: 
 

[ ]

∑
∑

Β

Β

=

i
ii

i
iii

w

ww
w

δµ

δµ

/)(

/)(
0  

 
όπου το iδ  χαρακτηρίζει το σχήµα της συνάρτησης συµµετοχής. 
 
 

1.3.4  Ασαφής βάση γνώσης  
Η ασαφής βάση γνώσης αποτελείται από µία σειρά κανόνων ΕΑΝ - ΤΟΤΕ (IF - 

THEN) της µορφής : 
 
R1 : ΕΑΝ 1x είναι lA1 ΚΑΙ... ΚΑΙ  nx είναι l

nA  , ΤΟΤΕ y είναι lB  
 

όπου l
iA και lB είναι ασαφή σύνολα επί των RX ⊂ και RY ⊂  αντίστοιχα και 

[ ]T
nxxx ,...1= και y είναι γλωσσικές µεταβλητές.  

Εύκολα αποδεικνύεται ότι η παραπάνω µορφή των κανόνων εµπεριέχει τις 
περιπτώσεις των : 

 
• Κανόνων µε ελλιπείς συνθήκες  
• Κανόνων µε Ή (OR) στις συνθήκες τους  
• ∆ηλώσεων γεγονότων (αφήνοντας το τµήµα της συνθήκης κενό) 
• Κανόνων µε ΕΚΤΟΣ ΕΑΝ  (UNLESS)   
• Μη ασαφών κανόνων  
 
Οι ασαφείς κανόνες κατασκευάζονται είτε από εµπειρογνώµονες, είτε από 

αλγορίθµους εκπαίδευσης βασισµένους σε δεδοµένα µετρήσεων. 
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Για τον προσδιορισµό της µορφής των l

iA και lB , υπάρχουν οι ακόλουθες 
µέθοδοι :  

 
• Αν οι κανόνες καθορίζονται από εµπειρογνώµονα, πρέπει αυτός να καθορίσει 

τη µορφή τους. 
• Αν οι κανόνες καθορίζονται µε βάση τα δεδοµένα µετρήσεων, τότε 

χρησιµοποιούµε κάποια αυθαίρετη µορφή (συνήθως τριγωνικές, Gauss και 
τραπεζοειδείς). Κάθε τέτοια συνάρτηση συνοδεύεται από κάποιες παραµέτρους οι 
οποίες πρέπει να καθοριστούν βάσει των πειραµατικών δεδοµένων. 

 
 

1.3.5 Μηχανισµός ασαφούς συλλογισµού  
Ο κυριότερος µηχανισµός ασαφούς συλλογισµού είναι η µέθοδος Mamdani, η 

οποία λειτουργεί ως εξής : 
Θεωρούµε µία ασαφή βάση γνώσης που αποτελείται από 2 κανόνες και 2 

εισόδους. 
 
Κανόνας 1 : ΕΑΝ x είναι 1A ΚΑΙ y είναι 1B ΤΟΤΕ z είναι 1C  
Κανόνας 2 : ΕΑΝ x είναι 2A ΚΑΙ y είναι 2B ΤΟΤΕ z είναι 2C  
Όπου 1A , 2A , 1B , 2B , 1C και 2C είναι ασαφή σύνολα . 
 
Θεωρώντας ένα διάνυσµα εισόδου ),( 00 yx , η διαδικασία συλλογισµού 

ακολουθεί τα εξής βήµατα :  
 
• Βήµα 1 : Υπολογίζουµε την δύναµη (προσαρµοστικότητα) κάθε κανόνα για το 

διάνυσµα εισόδου : 
 
Προσαρµοστικότητα κανόνα 1 :  { })()(min 001

11

yx
BA µµµ =  

Προσαρµοστικότητα κανόνα 2 :  { })()(min 002
22

yx
BA µµµ =  

 
• Βήµα 2 : Εφαρµόζουµε την προσαρµοστικότητα που προκύπτει από το Βήµα 

1 στα ασαφή σύνολα της εξόδου κάθε κανόνα για να λάβουµε το συµπέρασµα του 
κανόνα : 

 
Συµπέρασµα κανόνα 1 : { } Zzzx

CC
∈∀= ,)(,min)(

1
'
1

10 µµµ  

Συµπέρασµα κανόνα 2 : { } Zzzx
CC

∈∀= ,)(,min)(
2

'
2

20 µµµ  
 
• Βήµα 3 : Συνδυάζουµε τα αποτελέσµατα των κανόνων για να λάβουµε το 

συνολικό (τελικό) αποτέλεσµα . 
 
Ολικό αποτέλεσµα : { })(),(min)( '

2
'
1

zzz
CCC µµµ =  
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Γενικεύοντας τα παραπάνω γία m εισόδους και n κανόνες, ορίζουµε την 
προσαρµοστικότητα του i κανόνα ως εξής :  





= )(),(),...,(min 1

1
yxx ii

m
i BmAAi µµµµ  

Όπου i
m

i AA 11 ,... −  είναι τα ασαφή σύνολα εισόδου και i
mB  το ασαφές σύνολο 

εξόδου του κανόνα i, ενώ το τελικό συµπέρασµα δίνεται από τη σχέση :  
 { })(),...,(),(min)( ''

2
'
1

zzzz
nCCCC µµµµ =  

 
Αντικαθιστώντας τον τελεστή min µε άλλους τελεστές, προκύπτουν 

διαφορετικοί µηχανισµοί συλλογισµού. 
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Κεφάλαιο 2 
 

Νευρωνικά ∆ίκτυα 
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2 ΝΕΥΡΩΝΙΚΑ ∆ΙΚΤΥΑ 
 
Στο κεφάλαιο αυτό εισάγονται οι βασικές έννοιες που σχετίζονται µε το 

αντικείµενο της εργασίας. Συγκεκριµένα γίνεται αρχικά µία εισαγωγή στα νευρωνικά 
δίκτυα και στις ιδιότητες που τα καθιστούν κατάλληλα για την επίλυση του 
προβλήµατος µας. Στη συνέχεια δίνονται οι βασικές αρχές στις οποίες βασίζεται η 
λειτουργία των ταξινοµητών προτύπων. Ακολουθεί µία εισαγωγή στις βασικές αρχές 
της οµαδοποίησης προτύπων (clustering) και της ενισχυτική µάθησης. 

 
 

2.1 Βασικές έννοιες 
 
2.1.1 Εισαγωγή 

Τα νευρωνικά δίκτυα (Ν∆) εκτελούν υπο-συµβολική επεξεργασία πληροφορίας, 
η οποία βασίζεται στη λειτουργία του ανθρώπινου εγκεφάλου και επικαλούνται την 
ιδέα της µοντελοποίησης του µαύρου κουτιού, χρησιµοποιώντας µοντέλα του 
ανθρώπινου εγκεφάλου τα οποία εµπνέονται από τη βιολογία και τη 
νευροφυσιολογία.  

Για τη χρήση των µοντέλων αυτών διατίθενται µέθοδοι που υλοποιούν 
πολύπλοκες συναρτήσεις και λειτουργίες. Για την εφαρµογή των µεθόδων αυτών δεν 
απαιτείται ρητή γνώση, σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει κατά την εφαρµογή 
συµβολικών µεθόδων της τεχνητής νοηµοσύνης, οι οποίες βασίζονται στη λογική. 
Στα συµβολικά συστήµατα τεχνητής νοηµοσύνης, η γνώση παριστάνεται ρητά π.χ. µε 
κανόνες. Στην υποσυµβολική προσέγγιση δε δίνεται η υπό εξέταση σχέση ρητά, αλλά 
κωδικοποιείται στη δοµή του νευρωνικού δικτύου.  

Τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα, είναι συστήµατα µεγάλης κλίµακας τα οποία 
περιέχουν ένα µεγάλο αριθµό µη γραµµικών επεξεργαστών ειδικού τύπου, οι οποίοι 
καλούνται νευρόνια. Κάθε νευρωνικό δίκτυο χαρακτηρίζεται από µια κατάσταση, ένα 
σύνολο εισόδων µε βάρη που προέρχονται από άλλα νευρόνια και µία εξίσωση, η 
οποία περιγράφει τη δυναµική λειτουργία του Ν∆. Τα βάρη του Ν∆ ανανεώνονται 
(παίρνουν δηλαδή νέες τιµές) µέσω µίας διαδικασίας εκπαίδευσης, η οποία 
πραγµατοποιείται µε την ελαχιστοποίηση κάποιας συνάρτησης κόστους, 
ανανεώνοντας βήµα προς βήµα τα βάρη. Οι βέλτιστες τιµές των βαρών 
αποθηκεύονται (ως δυνάµεις των διασυνδέσεων µεταξύ των νευρονίων) και 
χρησιµοποιούνται κατά την εκτέλεση της εργασίας για την οποία προορίζεται το Ν∆. 
Τα Ν∆ είναι κατάλληλα για προβλήµατα στα οποία ο συνήθης υπολογισµός δεν είναι 
αποδοτικός, π.χ. µηχανική όραση, αναγνώριση προτύπων, αναγνώριση φωνής, 
αυτόµατο έλεγχο κ.λπ. 

 
 

2.1.2 Το µοντέλο του τεχνητού νευρονίου 
Η δοµική µονάδα των τεχνητών νευρωνικών δικτύων είναι, όπως  

προαναφέρθηκε, το νευρόνιο. Το βασικό µοντέλο τεχνητού νευρονίου, 
δηµιουργήθηκε από τους McCulloch � Pitts και έχει τη δοµή που φαίνεται στο σχήµα 
2.1  
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Σχ.2.1: Βασικό µοντέλο τεχνητού νευρονίου 
 
 
Το νευρόνιο αυτό είναι η θεµελιώδης µονάδα επεξεργασίας της πληροφορίας και 

αποτελείται από τα εξής βασικά στοιχεία :  
 
• Ένα σύνολο κλάδων διασύνδεσης  
• Ενα κόµβο γραµµικής άθροισης  
• Μια συνάρτηση ενεργοποίησης (µη γραµµική)  
 
Σε κάθε κλάδο διασύνδεσης (σύναψη), αντιστοιχεί ένα βάρος (weight). Ανάλογα 

µε το αν η τιµή του βάρους αυτού είναι θετική ή αρνητική, η σύναψη χαρακτηρίζεται 
διεγερτικού ή αναχαιτιστικού τύπου αντίστοιχα. Τα σήµατα εισόδου κάθε κλάδου 
πολλαπλασιασµένα µε το βάρος που αντιστοιχεί στον κλάδο αυτό, εισάγονται στον 
κόµβο άθροισης. Ο κόµβος άθροισης δηλαδή, λειτουργεί ως µια µονάδα γραµµικού 
συνδυασµού των σηµάτων εισόδου. Η τιµή της εξόδου του κόµβου άθροισης, 
ελαττωµένη κατά µία τιµή θ (κατώφλι) εφαρµόζεται στη συνάρτηση ενεργοποίησης 
(squashing function), η οποία περιορίζει το εύρος τιµών της εξόδου του νευρονίου σε 
ένα πεπερασµένο εύρος τιµών (συνήθως [0,1] ή  [-1,1]).   

Σύµφωνα µε τα παραπάνω λοιπόν, η έξοδος του νευρονίου περιγράφεται από τις 
παρακάτω εξισώσεις :  

 

∑
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i
ii xwu
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και  
 

)( θ−= ufy  0, >θ   
 

όπου ),...,2,1( nixi =  είναι οι είσοδοι κάθε κόµβου, ),...,2,1( niwi =  τα βάρη που 
αντιστοιχούν σε κάθε κόµβο, u είναι η είσοδος του κόµβου άθροισης, θ η τιµή 
κατωφλιού, f(.) η συνάρτηση ενεργοποίησης και y η έξοδος του νευρονίου.  

Προφανώς, καθοριστικό ρόλο για τη συµπεριφορά του νευρονίου έχει η 
συνάρτηση ενεργοποίησης, η οποία έχει συνήθως µία από τις ακόλουθες µορφές :  
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i. Συνάρτηση κατωφλίου  
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Το αντίστοιχο νευρόνιο έχει τις εξισώσεις : 
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ii. Συνάρτηση γραµµική κατά τµήµατα  
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Η συνάρτηση αυτή παριστάνει ένα γραµµικό ενισχυτή µε κορεσµό και 

µεταπίπτει στη λογική κατωφλίου, αν η απoλαβή του ενισχυτή γίνει πάρα πολύ 
µεγάλη (θεωρητικά άπειρη)  

 
iii. Σιγµοειδής συνάρτηση  

Η σιγµοειδής συνάρτηση είναι η ευρύτερα χρησιµοποιούµενη συνάρτηση 
ενεργοποίησης και µπορεί να οριστεί µε πολλούς τρόπους. Ένας από αυτούς είναι η 
λογιστική συνάρτηση : 
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Για διαφορετικές τιµές του λ παίρνουµε συναρτήσεις ενεργοποίησης µε 

διαφορετική κλίση. 
Οι παραπάνω µορφές της συνάρτησης ενεργοποίησης φαίνονται στο σχήµα 2.2 

 

 
 
Σχ.2.2: Συνήθεις µορφές της συνάρτησης ενεργοποίησης 
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2.1.3 Αρχιτεκτονική νευρωνικών δικτύων  
Το µοντέλο του τεχνητού νευρονίου που παρουσιάστηκε παραπάνω αποτελεί τη 

δοµική µονάδα κάθε νευρωνικού δικτύου και κάθε νευρωνικό δίκτυο αποτελείται από 
ένα πλήθος τέτοιων νευρονίων οργανωµένων σε στρώµατα. Κατά συνέπεια το κύριο 
χαρακτηριστικό που διαφοροποιεί ένα νευρωνικό δίκτυο από ένα άλλο είναι η 
τοπολογική δοµή του, δηλαδή το πλήθος των στρωµάτων νευρονίων και ο τρόπος µε 
τον οποίο αυτά συνδέονται µεταξύ τους. Ανάλογα µε την τοπολογία αυτή, τα 
νευρωνικά δίκτυα χωρίζονται σε δύο βασικές κατηγορίες. 

 
i. Νευρωνικά δίκτυα προσοτροφοδότησης  (feedforward) 

Η απλούστερη περίπτωση ενός τέτοιου νευρωνικού δικτύου, του οποίου τα 
νευρόνια είναι οργανωµένα σε στρώµατα, είναι το δίκτυο του σχήµατος 2.3. Το 
δίκτυο αυτό χαρακτηρίζεται νευρωνικό δίκτυο προσοτροφοδότησης  ενός  στρώµατος 
(το στρώµα εισόδου δεν προσµετράται καθώς δε γίνεται σε αυτό κανένας 
υπολογισµός). Ένα τέτοιο δίκτυο συσχετίζει ουσιαστικά ένα πρότυπο εισόδου µε ένα 
αντίστοιχο πρότυπο εξόδου και αποθηκεύει την πληροφορία στα βάρη.  

 
 

 
 
Σχ.2.3: Μονοστρωµατικό νευρωνικό δίκτυο προσοτροφοδότησης 

 
 
Σε µία γενικευµένη εκδοχή του παραπάνω µοντέλου, ένα νευρωνικό δίκτυο 

προσοτροφοδότησης περιέχει, µεταξύ του στρώµατος εισόδου και του στρώµατος 
εξόδου, ένα ή περισσότερα ενδιάµεσα στρώµατα νευρονίων τα οποία 
χαρακτηρίζονται «κρυµµένα στρώµατα». Τα δίκτυα αυτά ονοµάζονται 
πολυστρωµατικά Ν∆ προσοτροφοδότησης. Οι τιµές των κόµβων εισόδου εισέρχονται 
στο πρώτο κρυµµένο στρώµα, οι έξοδοι του πρώτου ως είσοδοι στο δεύτερο κ.ο.κ, 
έως ότου το σήµα καταλήξει τελικά στο στρώµα εξόδου, το οποίο υπολογίζει τη 
συνολική απόκριση του δικτύου στο πρότυπο εισόδου που του δόθηκε.  

Ανάλογα µε το αν κάθε κόµβος ενός στρώµατος του δικτύου συνδέεται µε κάθε  
κόµβο των γειτονικών στρωµάτων ή όχι, το δίκτυο χαρακτηρίζεται πλήρως ή µερικά 
διασυνδεδεµένο αντίστοιχα. Στο σχήµα 2.4 φαίνεται ένα παράδειγµα Ν∆ 
προσοτροφοδότησης µε ένα στρώµα εισόδου 8 κόµβων, ένα κρυµµένο στρώµα 4 
κόµβων και ένα στρώµα εξόδου µε 2 κόµβους.  
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Σχ.2.4: Πολυστρωµατικό νευρωνικό δίκτυο προσοτροφοδότησης 8-4-2 
 
 

ii. Νευρωνικά δίκτυα ανατροφοδότησης  (recurrent) 
Ένα Ν∆ το οποίο περιέχει τουλάχιστον ένα βρόχο, ο οποίος ανακυκλώνει 

πληροφορία µέσω του ίδιου ή των προηγούµενων στρωµάτων, ονοµάζεται 
αναδροµικό Ν∆ ή Ν∆ ανατροφοδότησης. Η ύπαρξη βρόχων ανατροφοδότησης έχει ως 
αποτέλεσµα, όταν ένα πρότυπο εισόδου εισέρχεται στο αναδροµικό Ν∆, να µην 
παράγεται µία έξοδος σε ένα πεπερασµένο αριθµό βηµάτων όπως συµβαίνει στα Ν∆ 
προσοτροφοδότησης. Αντί αυτού, δρα κατά κυκλικό τρόπο και ενεργοποιεί 
επαναληπτικά τα ίδια στρώµατα. Κατά τον τρόπο αυτό, αν το Ν∆ είναι ευσταθές, θα 
ταλαντωθεί για κάποιο πεπερασµένο χρονικό διάστηµα και θα καταλήξει σε µία 
τελική σταθερή κατάσταση. ∆ιαφορετικά, αν το Ν∆ είναι ασταθές, οι ταλαντώσεις θα 
συνεχιστούν επ� αόριστο. Συνεπώς, κατά την εκπαίδευση ενός τέτοιου δικτύου 
επιδιώκουµε να βρούµε το σύνολο των συνοπτικών βαρών που του επιτρέπουν να 
σταθεροποιεί τις επιθυµητές τιµές εξόδου.  

Στο σχήµα 2.5 φαίνεται ένα παράδειγµα Ν∆ ανατροφοδότησης µε ένα κρυµµένο 
στρώµα. Το δίκτυο αυτό είναι ένα χαρακτηριστικό παράδειγµα δικτύου τύπου 
Hopfield. Οι συνδέσεις ανατροφοδότησης µπορούν να ξεκινούν είτε από το κρυµµένο 
στρώµα είτε από το στρώµα εξόδου. Η ύπαρξη των βρόχων αυτών έχει ιδιαίτερα 
ευεργετική επίδραση στην ικανότητα µάθησης και στη συνολική συµπεριφορά του 
Ν∆ .  
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Σχ.2.5: Νευρωνικό δίκτυο ανατροφοδότησης µε ένα κρυµµένο στρώµα 

 
 
 

2.1.4 Μάθηση 
Η µάθηση είναι µία θεµελιακή ικανότητα των νευρωνικών δικτύων, η οποία τους 

επιτρέπει να µαθαίνουν από το περιβάλλον τους και να βελτιώνουν τη συµπεριφορά 
τους µε το πέρασµα του χρόνου. Η µάθηση αναφέρεται στη διεργασία επίτευξης µίας 
επιθυµητής συµπεριφοράς µέσω της ανανέωσης των τιµών των συναπτικών βαρών. 
Αλγόριθµος µάθησης είναι ένα προκαθορισµένο σύνολο καλά ορισµένων κανόνων 
επίλυσης του προβλήµατος µάθησης του Ν∆. Ανάλογα µε το περιβάλλον στο οποίο 
εργάζεται κάθε Ν∆, οι αλγόριθµοι µάθησης που χρησιµοποιούνται για την 
εκπαίδευσή του χωρίζονται σε τρείς βασικές κατηγορίες : 

 
i. Επιβλεπόµενη µάθηση 

Η επιβλεπόµενη µάθηση βασίζεται σε δύο κύρια συστατικά : Το δάσκαλο και το 
σύστηµα µάθησης . 

Το κύριο χαρακτηριστικό της επιβλεπόµενης µάθησης είναι η ύπαρξη ενός 
εξωτερικού δασκάλου, ο οποίος είναι σε θέση να διδάξει στο Ν∆ τις επιθυµητές 
εξόδους που αντιστοιχούν σε ένα σύνολο εισόδων. Όταν το Ν∆ λαµβάνει ως είσοδο 
ένα διάνυσµα εισόδου, ο δάσκαλος δίνει στο Ν∆ µία έξοδο η οποία παριστάνει τη 
βέλτιστη ενέργεια που πρέπει να κάνει το δίκτυο. Η διαδικασία µάθησης συνίσταται 
στο να ανανεώνει το Ν∆ τα βάρη του κατά τέτοιο τρόπο ώστε σταδιακά η 
συµπεριφορά του να προσεγγίζει τη συµπεριφορά του δασκάλου.  

Για να επιτευχθεί αυτό ορίζουµε µία συνάρτηση σφάλµατος  : 
 

2)(2/1 dyEJ −•=  
 

όπου y είναι η έξοδος που δίνει ως αποτέλεσµα το Ν∆,  d  είναι η έξοδος που δίνει ο 
δάσκαλος ως προτεινόµενη λύση και w είναι το σύνολο των παραµέτρων του δικτύου 
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που ανανεώνονται κατά τη διαδικασία της µάθησης. Προφανώς, σκοπός της µάθησης 
είναι να µειωθεί σταδιακά η τιµή της συνάρτηση αυτής.  

Για την εκπαίδευση ενός δικτύου βάσει αυτής της συνάρτησης χρησιµοποιούνται 
κυρίως δύο αλγόριθµοι : Ο αλγόριθµος Ελαχίστου Μέσου Τετραγώνου και ο 
αλγόριθµος Ανάστροφης ∆ιάδοσης . 

 
ii. Ενισχυτική µάθηση  

Κατά την ενισχυτική µάθηση, το Ν∆ τροφοδοτείται µε πρότυπα εισόδου αλλά 
δεν του δίνονται και οι επιθυµητές αποκρίσεις στο κάθε πρότυπο. Αντί αυτού, όταν το 
δίκτυο παράγει µία έξοδο, του δίνεται ως απάντηση ένας δείκτης που αποτιµά την 
συµπεριφορά του. 

Η βασική ιδέα στην οποία βασίζεται η ενισχυτική µάθηση είναι ότι αν µία 
ενέργεια του συστήµατος ακολουθείται από κάποιας µορφής επιβράβευση, η τάση 
του συστήµατος να παράγει αυτή την ενέργεια ενισχύεται. Αντίθετα, αν κάποια 
ενέργειά του ακολουθείται από κάποιας µορφής τιµωρία, η τάση του να παράγει την 
ενέργεια αυτή εξασθενεί . 

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, η ενισχυτική µάθηση λειτουργεί ως εξής :  
 
• Το δίκτυο δέχεται ως ερέθισµα ένα διάνυσµα εισόδου και παράγει ως 

αποτέλεσµα µία έξοδο, όπως αυτή προκύπτει µε τις τρέχουσες τιµές των βαρών.  
• Το σύστηµα αξιολογεί την έξοδο και παράγει ως µέτρο της αξιολόγησης 

αυτής ένα ενισχυτικό σήµα, το οποίο τροφοδοτείται στο δίκτυο. 
• Με βάση το ενισχυτικό σήµα, το σύστηµα τείνει να αυξάνει τα βάρη εκείνα 

που συµβάλλουν στην καλή συµεριφορά και να µειώνει εκείνα που προκαλούν κακή 
συµπεριφορά. 

• Το δίκτυο αναζητά ένα σύνολο βαρών τα οποία τείνουν να αποφεύγουν να 
λαµβάνουν αρνητικά ενισχυτικά σήµατα.  

 
Η ενισχυτική µάθηση χωρίζεται σε συσχετιστική και µη-συσχετιστική. Στην 

πρώτη περίπτωση, το σύστηµα, εκτός από το ενισχυτικό σήµα, τροφοδοτείται και µε 
άλλες πληροφορίες από τις οποίες πρέπει να µάθει µια απεικόνιση µε τη µορφή 
αιτίου-αποτελέσµατος. Αντίθετα, στη δεύτερη περίπτωση, το δίκτυο τροφοδοτείται 
αποκλειστικά µε το ενισχυτικό σήµα και σκοπός του δικτύου είναι να µάθει 
αποκλειστικά µία µοναδική βέλτιση ενέργεια και όχι να συσχετίσει διάφορες 
ενέργειες µε διαφορετικά ερεθίσµατα.  

 
iii. Μη επιβλεπόµενη µάθηση (αυτο-οργανούµενη µάθηση)  

Σε αυτό τον τύπο µάθησης δεν χρησιµοποιείται εξωτερικός δάσκαλος για να 
επιβλέψει την εκπαίδευση του Ν∆. Το δίκτυο, αντί να µάθει συγκεκριµένα ζευγάρια 
εισόδου � εξόδου, µαθαίνει ένα µέτρο της ποιότητας της παράστασης. Οι ελεύθερες 
παράµετροι του δικτύου, προσαρµόζονται έτσι ώστε να µεγιστοποιηθεί το µέτρο 
αυτό. Πρακτικά αυτό που συµβαίνει είναι ότι το δίκτυο συντονίζεται στις στατιστικές 
οµαλότητες των δεδοµένων εισόδου και δηµιουργεί εσωτερικά παραστάσεις για την 
κωδικοποίηση των ιδιοτήτων εισόδου. Βάσει αυτών παράγει αυτόµατα νέες 
κατηγορίες.  

Η µη επιβλεπόµενη µάθηση µπορεί να συνδυαστεί µε την επιβλεπόµενη µάθηση 
σε ένα πολυστρωµατικό δίκτυο προσοτροφοδότησης εκπαιδευόµενο µε τον 
αλγόριθµο ανάστροφης διάδοσης για να επιταχύνει τη διαδικασία µάθησης.  
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2.1.5 Εφαρµογές 
Ανάλογα µε τη δοµή και τον αλγόριθµο µάθησής του, ένα νευρωνικό δίκτυο 

είναι ικανό να λύσει ένα πλήθος προβληµάτων όπως : 
 
• Προσέγγιση συναρτήσεων : Θεωρoύµε µία άγνωστη µη γραµµική συνάρτηση 

)(xfy = , όπου T
nxxx ],...,[ 1=  το διάνυσµα µεταβλητών εισόδου και Υ είναι µία 

βαθµωτή µεταβλητή εξόδου. ∆ίνοντας στο σύστηµα ένα σύνολο ζευγών εισόδου � 
εξόδου, το πρόβληµα είναι να βρεθεί νευρωνικό δίκτυο το οποίο να αναπαριστά τη 
συνάρτηση. Το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί µε τη χρήση επιβλεπόµενης µάθησης. 

• Πρόβληµα αντιστοίχισης : Χωρίζεται σε δύο υποκατηγορίες. Στο πρόβληµα 
αυτοσυσχέτισης, το Ν∆ αποθηκεύει ένα σύνολο διανυσµάτων που του έχουν 
παρουσιαστεί. Στη συνέχεια, του δίνονται ως είσοδοι ελλειπείς ή παραµορφωµένες 
από θόρυβο παραλλαγές των  αρχικών διανυσµάτων και το Ν∆ καλείται να τις 
συσχετίσει µε τα αποθηκευµένα πρότυπα. Το πρόβληµα της ετεροσυσχέτισης έγκειται 
στην αντιστοίχηση ενός διανύσµατος εισόδου µε ένα διάνυσµα εξόδου. Τα 
προβλήµατα αυτά λύνονται µε ενισχυτική και επιβλεπόµενη µάθηση αντίστοιχα. 

• Ταξινόµηση προτύπων : Εδώ ζητείται να ταξινοµηθεί ένας δεδοµένος αριθµός 
εισόδων ( προτύπων ) σε ένα σταθερό σύνολο δεδοµένων κατηγοριών. Το πρόβληµα 
αυτό µπορεί να λυθεί τόσο µε επιβλεπόµενη όσο και µε µη επιβλεπόµενη µάθηση. 
Στην πρώτη περίπτωση το νευρωνικό δίκτυο εκπαιδεύεται µε ένα σύνολο ζευγών 
«πρότυπο εισόδου - κατηγορία » και ακολούθως καλείται να ταξινοµήσει πρότυπα 
που δεν έχει δει προηγουµένως. Μη επιβλεπόµενη µάθηση µπορεί να χρησιµοποιηθεί 
όταν δεν διατίθεται προγενέστερη γνώση των κατηγοριών στις οποίες πρόκειται να 
ταξινοµηθούν τα πρότυπα εισόδου. 

• Πρόβληµα οµαδοποίησης προτύπων (clustering) : Το πρόβληµα της 
οµαδοποίησης προτύπων είναι ένα πρόβληµα µη επιβλεπόµενης ταξινόµησης 
προτύπων στο οποίο δεν είναι διαθέσιµα πρότυπα εκπαίδευσης. Οι αλγόριθµοι 
ταξινοµούν τα πρότυπα σε οµάδες µέσω της φυσικής αντιστοίχισης, σύµφωνα µε 
ορισµένα µέτρα οµοιότητας. 

 
 

2.2 Ταξινόµηση προτύπων 
 

2.2.1 Το πρόβληµα της ταξινόµησης 
Το πρόβληµα της ταξινόµησης προτύπων αφορά την ταξινόµηση ενός 

διανύσµατος εισόδου σε ένα σταθερό σύνολο κατηγορίων. Πρόκειται δηλαδή 
ουσιαστικά για ένα πρόβληµα απεικόνισης. Το πρόβληµα αυτό µπορεί να λυθεί ή µε 
επιβλεπόµενη µάθηση (µε την παρουσίαση ζευγών εισόδου -εξόδου), ή µε ενισχυτική 
µάθηση, ή µε µη επιβλεπόµενη µάθηση (πρόβληµα οµαδοποίησης προτύπων).  

 
2.2.2 Το απλό PERCEPTRON  

 Το Ν∆ τύπου Perceptron αποτελεί το απλούστερο Ν∆ που χρησιµοποιείται για 
την ταξινόµηση προτύπων εισόδου σε µία κατηγορία µεταξύ n δεδοµένων 
κατηγοριών, µε τον περιορισµό  οι κατηγορίες αυτές να είναι γραµµικά διαχωρίσιµες 
(δύο κατηγορίες ονοµάζονται γραµµικά διαχωρίσιµες όταν τα πρότυπα που ανήκουν 
σε αυτές µπορούν να διαχωριστούν µεταξύ τους από ένα υπερεπίπεδο).  Στο σχήµα 
2.6 φαίνεται η δοµή του απλούστερου δυνατού perceptron  . 
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Σχ.2.6: Perceptron ενός νευρονίου 

 
 
 
Η έξοδος του perceptron δίνεται από τις σχέσεις  : 
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Ο σκοπός του perceptron είναι να ταξινοµήσει τα πρότυπα εισόδου nxxx ...,, 21  σε 

µία από τις δύο κατηγορίες Κ1 ή Κ2. Αυτό επιτυγχάνεται εκχωρώντας ένα σηµείο 
[ ]T

nxxx ...,, 21 στην κατηγορία Κ1, αν η έξοδος είναι 1 και στην κατηγορία Κ2, αν η 
έξοδος είναι -1. Η διδασκαλία του perceptron γίνεται παρουσιάζοντάς του καλά 
παραδείγµατα από κάθε κατηγορία. 

Η αρχή λειτουργίας του ταξινοµητή προτύπων µε δύο εισόδους φαίνεται στο 
σχήµα 2.7. 
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Σχ.2.7: Γραµµικός διαχωρισµός δύο κατηγοριών σε χώρο δύο διαστάσεων 
 
 
 
 
Οποιοδήποτε σηµείο βρίσκεται πάνω από τη διαχωριστική γραµµή αποδίδεται 

στην κατηγορία Κ1, διαφορετικά αποδίδεται στην κατηγορία Κ2. Ο αλγόριθµος 
εκπαίδευσης στηρίζεται στο γεγονός ότι εφόσον οι κλάσεις είναι γραµµικά 
διαχωρίσιµες, υπάρχει ένα διάνυσµα βαρών w τέτοιο ώστε : 

  
0≥xwT  , όταν το x ανήκει στην Κ1 
0<xwT  , όταν το x ανήκει στην Κ2 

 
Κατά ανάλογο τρόπο, το perceptron είναι σε θέση να ταξινοµήσει τα πρότυπα σε 

περισσότερες από δύο κατηγορίες. Αυτό επιτυγχάνεται µε την προσθήκη 
περισσότερων του ενός κόµβων εξόδου . 

 
2.2.3 Πολυστρωµατικό perceptron 

Η ικανότητα ταξινόµησης προτύπων του perceptron περιορίζεται σηµαντικά από 
το γεγονός ότι οι κατηγορίες των προτύπων πρέπει να είναι γραµµικά διαχωρίσιµες. 
Ωστόσο, υπάρχουν προβλήµατα, ακόµα και πολύ απλά, τα οποία δεν ικανοποιούν 
αυτό τον περιορισµό (χαρακτηριστικότερο παράδειγµα αυτής της κατηγορίας είναι το 
πρόβληµα XOR). Ο περιορισµός αυτός αίρεται µε την προσθήκη κρυµµένων 
στρωµάτων. Αποδεικνύεται ότι ένα Ν∆ µε δύο κρυµµένα στρώµατα (σχήµα 2.8) 
µπορεί να ταξινοµήσει περιοχές αυθαίρετου σχήµατος. Πραγµατικά, το πρώτο 
κρυµµένο στρώµα παράγει επίπεδα ταξινόµησης τα οποία δεν υπερβαίνουν το  
πλήθος των κόµβων του. Τα επίπεδα αυτά συνδυάζονται από τα νευρόνια εξόδου και 
παράγουν κυρτές περιοχές. Προσθέτοντας ένα ακόµα κρυµµένο στρώµα κόµβων, 
αυτό συνδυάζει τα επίπεδα που δέχεται από τους κόµβους του πρώτου κρυµµένου 
στρώµατος και στέλνει κυρτές περιοχές στα νευρόνια του στρώµατος εξόδου, τα 
οποία παράγουν περιοχές στο χώρο των προτύπων οποιουδήποτε σχήµατος. Η 
πολυπλοκότητα αυτών των περιοχών περιορίζεται µόνο από τον αριθµό κόµβων του 
δικτύου. 

Το πολυστρωµατικό perceptron παρουσιάζει την ικανότητα της γενίκευσης, την 
ικανότητα δηλαδή να ταξινοµεί πρότυπα τα οποία δεν έχει γνωρίσει (µε την 
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προϋπόθεση βέβαια ότι τα πρότυπα αυτά λαµβάνονται από τον ίδιο πληθυσµό µε 
εκείνα που χρησιµοποιήθηκαν για την εκπαίδευσή του και συνεπώς παρουσιάζουν 
ανάλογες ιδιότητες). Η γενίκευση επιτυγχάνεται ανιχνεύοντας τις ιδιότητες αυτές του 
προτύπου εισόδου που είναι σηµαντικές και έχουν κωδικοποιηθεί στους εσωτερικούς 
κόµβους. Η γενικευτική ικανότητα επιτρέπει επίσης στο Ν∆ να ταξινοµεί και ελλιπή, 
παραµορφωµένα ή  αλλοιωµένα από θόρυβο, πρότυπα. 
 

 
Σχ.2.8: Πολυστρωµατικό Perceptron µε δύο κρυµµένα στρώµατα 
 
 
 

Η γενικευτική ικανότητα του δικτύου επηρεάζεται από τους ακόλουθους 
παράγοντες : 

 
• Το µέγεθος και την καταλληλότητα του συνόλου εκπαίδευσης  
• Την αρχιτεκτονική του δικτύου  
• Την πολυπλοκότητα του θεωρούµενου προβλήµατος  
 
Στην πράξη προσπαθούµε να βελτιώσουµε την ποιότητα της γενίκευσης 

επιλέγοντας το πιο κατάλληλο σύνολο εκπαίδευσης. Η καλύτερη αρχιτεκτονική του 
δικτύου επιλέγεται µε προσεκτική µελέτη του υπό εξέταση προβλήµατος.  
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2.3 Οµαδοποίηση προτύπων (Clustering) 
 

2.3.1 Το πρόβληµα της οµαδοποίησης προτύπων 
Η οµαδοποίηση προτύπων είναι µια κοινή τεχνική της στατιστικής ανάλυσης 

δεδοµένων, η οποία χρησιµοποιείται σε πολλούς τοµείς όπως : στην µάθηση, στην 
αναγνώριση προτύπων, στην εξόρυξη δεδοµένων, στην επεξεργασία εικόνας και στη 
βιοπληροφορική.  

Οµαδοποίηση προτύπων είναι η ταξινόµηση παρόµοιων αντικειµένων σε οµάδες, 
ώστε τα µέλη που ανήκουν σε κοινές οµάδες να µοιράζονται κάποια κοινά 
χαρακτηριστικά, συνήθως να είναι γειτονικά, βάσει κάποιου κριτηρίου απόστασης. 

Από τη σκοπιά της µάθησης, η οµαδοποίηση προτύπων µπορεί να θεωρηθεί µία 
διαδικασία µη επιβλεπόµενης µάθησης. 

 
 

2.3.2 Είδη οµαδοποίησης προτύπων  
Οι αλγόριθµοι οµαδοποίησης προτύπων χωρίζονται σε ιεραρχικούς (hierarchical) 

και διαµεριστικούς (partitional). Με τους ιεραρχικούς αλγορίθµους, οι επόµενες 
οµάδες (clusters) βρίσκονται χρησιµοποιώντας τις ήδη υπάρχουσες, ενώ οι 
διαµεριστικοί αποφασίζουν για όλες τις οµάδες ταυτόχρονα. 

Επιπλέον, οι ιεραρχικοί αλγόριθµοι χωρίζονται σε συσσωρευτικούς 
(agglomerative) και διαιρετικούς (divisive). Οι συσσωρευτικοί αλγόριθµοι ξεκινούν 
θεωρώντας κάθε στοιχείο ως ξεχωριστή οµάδα και συνενώνουν διαδοχικά τις αρχικές 
οµάδες σε µεγαλύτερες. Οι διαιρετικοί ξεκινούν θεωρώντας ολόκληρο το σύνολο 
δεδοµένων ως µια οµάδα και διασπούν την οµάδα αυτή σε  µικρότερες.  

 
 
2.3.3 Ιεραρχικοί αλγόριθµοι 

Οι «ιεραρχικοί αλγόριθµοι οµαδοποίησης προτύπων» συσσωµατώνουν ή 
διασπούν µία ιεραρχία από  οµάδες. Η ιεραρχία αυτή αναπαρίσταται συνήθως µε ένα 
δένδρο του οποίου τα φύλλα αποτελούν τα µεµονωµένα στοιχεία, ενώ η ρίζα 
παριστάνει µία οµάδα που περιέχει όλα τα στοιχεία. Οι συσσωρευτικοί αλγόριθµοι 
ξεκινούν από τα φύλλα του δέντρου, ενώ οι διαιρετικοί από την κορυφή του. 
Κόβοντας το δένδρο σε συγκεκριµένο ύψος παίρνουµε µια οµαδοποίηση 
συγκεκριµένης ακρίβειας . 

 Οι συσσωρευτικοί αλγόριθµοι λειτουργούν ως εξής :  
 
• Κάθε στοιχείο του συνόλου δεδοµένων S θεωρείται αρχικά ξεχωριστή οµάδα                             

δίνοντας ένα σύνολο οµάδων L  όπου   },...,,{ 21 nSSSL =  
• Υπολογίζεται, βάσει κάποιας συνάρτησης κόστους, το ζεύγος των οµάδων 

που έχει µικρότερο κόστος συνένωσης ( έστω iS και jS  οι επιλεγόµενες οµάδες ). 
• Τα iS και jS  αφαιρούνται  από το L. 
• Τα iS και jS  συνενώνονται σε ένα νέο κόµβο ijS , ο οποίος θεωρείται 

πατέρας των iS , jS  στο δέντρο που προκύπτει. 
• Επαναλαµβάνεται η διαδικασία µέχρι να µείνει µόνο ένα στοιχείο στο L .  
 
Κατά ανάλογο τρόπο λειτουργούν και οι διαιρετικοί αλγόριθµοι, µόνο που σε 

αυτούς θεωρείται ως αρχική οµάδα µία οµάδα που περιλαµβάνει όλα τα στοιχεία και 
κάθε φορά αφαιρείται από αυτή το στοιχείο µε τη µεγαλύτερη τιµή κόστους. 
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Όπως φαίνεται από την περιγραφή των παραπάνω αλγορίθµων, καθοριστική για 
τη συµπεριφορά των ιεραρχικών αλγορίθµων είναι η επιλογή της συνάρτησης 
κόστους. Συνήθως, ως τέτοια χρησιµοποιείται η απόσταση µεταξύ δύο οµάδων. Η 
απόσταση αυτή µπορεί να οριστεί µε πολλούς διαφορετικούς τρόπους. Οι κυριότεροι 
είναι :  

  
• Η µέγιστη απόσταση µεταξύ των στοιχείων των δύο οµάδων (complete 

linkage clustering) 
},:),(max{ ByAxyxd ∈∈  

• Η ελάχιστη απόσταση µεταξύ των στοιχείων των δύο οµάδων (single linkage 
clustering) 

},:),(min{ ByAxyxd ∈∈  
• Η µέση απόσταση µεταξύ των στοιχείων των δύο οµάδων (average linkage 

clustering) 

∑∑
∈ ∈Ax By

yxd
BcardAcard

),(
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1  

 
• Το άθροισµα της συνολικής απόκλισης των στοιχείων που αποτελούν µία 

οµάδα (intra-cluster variance) 
• Η αύξηση της απόκλισης για τις οµάδες που συνενώνονται (κριτήριο Ward). 
 
 
Κάθε συνένωση συµβαίνει µεταξύ οµάδων µε µεγαλύτερη απόσταση από ότι η 

προηγούµενη και έτσι, µπορεί κανείς να σταµατήσει ή όταν οι οµάδες είναι πολύ 
αποµακρυσµένες για να ενωθούν (κριτήριο απόστασης), ή όταν ο αριθµός τους είναι 
επαρκώς µικρός (κριτήριο πλήθους). 

 
 
 

2.3.4 ∆ιαµεριστικοί αλγόριθµοι 
 

2.3.4.1 Αλγόριθµος k-µέσων  
Ο αλγόριθµος των k-µέσων αποδίδει το κάθε πρότυπο στην οµάδα της οποίας το 

κέντρο βρίσκεται πλησιέστερα σε αυτό. Ως κέντρο κάθε  οµάδας θεωρείται ο µέσος 
όρος των στοιχείων που ανήκουν σε αυτή (δηλαδή οι συντεταγµένες του είναι ο 
αριθµητικός µέσος όλων των στοιχείων της οµάδας για κάθε διάσταση). 

Ο αλγόριθµος λειτουργεί ως εξής : 
 
• Επιλέγονται µε τυχαίο τρόπο k οµάδες και υπολογίζονται τα κέντρα τους (ή 

επιλέγονται απ�ευθείας k τυχαία σηµεία ως κέντρα) 
• Κάθε σηµείο του συνόλου δεδοµένων αποδίδεται στην οµάδα που αντιστοιχεί 

στο  πλησιέστερο κέντρο 
• Επαναϋπολογίζονται τα νέα κέντρα 
• Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι τα κέντρα να σταθεροποιηθούν (ή να 

ικανοποιηθεί κάποιο άλλο κριτήριο σύγκλισης)  
 
Το κύριο πλεονέκτηµα αυτού του αλγορίθµου είναι η απλότητα και η ταχύτητα, 

που κάνουν εύκολη την εφαρµογή του σε µεγάλα σύνολα δεδοµένων. Ωστόσο δεν 
δίνει σταθερά τα ίδια αποτελέσµατα µε κάθε τρέξιµο. Αντίθετα, το τελικό 



 46

αποτέλεσµα επηρεάζεται σηµαντικά από την (τυχαία) αρχικοποίηση. Επιπλέον, ο 
αλγόριθµος µεγιστοποιεί την µέση απόσταση µεταξύ των οµάδων (ή ελαχιστοποιεί τη 
µέση απόσταση µεταξύ των στοιχείων της ίδιας οµάδας), αλλά δεν εξασφαλίζει ότι η 
λύση που δίνεται δεν είναι απλά ένα τοπικό ελάχιστο ( ή αντίστοιχα µέγιστο ). 

 
 

2.3.4.2 Οµαδοποίηση QT (Quality Threshold)  
Ο αλγόριθµος QT είναι µία εναλλακτική µέθοδος οµαδοποίησης προτύπων. 

Είναι πολυπλοκότερος υπολογιστικά από τον αλγόριθµο k-µέσων, αλλά δεν απαιτεί 
να προσδιοριστεί εκ των προτέρων ο αριθµός των οµάδων και επιστρέφει τα ίδια 
αποτελέσµατα  σε κάθε εκτέλεσή του. 

Ο αλγόριθµος λειτουργεί ως εξής : 
 
• Επιλέγεται µία µέγιστη ακτίνα για τις οµάδες  
• ∆ηµιουργείται µία οµάδα για κάθε στοιχείο του συνόλου δεδοµένων, το οποίο 

περιλαµβάνει το ίδιο το στοιχείο και όσα γειτονικά του βρίσκονται σε απόσταση 
µικρότερη από αυτήν που προσδιορίστηκε ως ακτίνα της οµάδας 

• Η µεγαλύτερη σε µέγεθος οµάδα (αριθµό στοιχείων που περιλαµβάνει) 
αποθηκεύεται ως τελική και τα στοιχεία που περιλαµβάνει αφαιρούνται από το 
σύνολο δεδοµένων  

• Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µε το νέο σύνολο δεδοµένων . 
 
Στα παραπάνω, η απόσταση µεταξύ ενός σηµείου και ενός συνόλου σηµείων 

υπολογίζεται ως το µέγιστο της απόστασης του σηµείου από όλα τα στοιχεία του 
συνόλου (complete linkage distance). 

 
2.3.4.3 Οµαδοποίηση  FCM (Fuzzy c-means clustering) 

Ένα από τα προβλήµατα του αλγορίθµου k-µέσων είναι ότι αποδίδει το κάθε 
στοιχείο του συνόλου δεδοµένων σε µία ακριβώς οµάδα (hard partitioning). Ωστόσο, 
µπορεί κανείς να θεωρήσει ότι τα στοιχεία που βρίσκονται στα άκρα της οµάδας ή 
κοντά σε άλλες οµάδες, δεν ανήκουν στην οµάδα στον ίδιο βαθµό που ανήκουν 
εκείνα που βρίσκονται κοντά στο κέντρο της.  

Το πρόβληµα αυτό αντιµετωπίζει η ασαφής οµαδοποίηση. Βάσει αυτής, κάθε 
στοιχείο δεν ανήκει σε µία µοναδική οµάδα, αλλά ανήκει σε όλες τις οµάδες, σε 
κάποιο διαφορετικό βαθµό στην κάθε µία (κατ� αναλογία µε ότι συµβαίνει στην 
ασαφή λογική). Το στοιχείο x δηλαδή, ανήκει στην οµάδα k σε βαθµό )(xuk . 
Συνήθως ισχύει : 

 
1)( =∀ ∑

k
k xux  

 
Ώστε το )(xuk  να υποδηλώνει την πιθανότητα το x να ανήκει στη συγκεκριµένη 

οµάδα. 
Με τον αλγόριθµο fuzzy c-means, το κέντρο µίας οµάδας υπολογίζεται ως ο 

µέσος όρος όλων των στοιχείων του συνόλου δεδοµένων, πολλαπλασιασµένου του 
καθενός µε το βαθµό στον οποίο ανήκει στη συγκεκριµένη οµάδα, δηλαδή : 
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O βαθµός στον οποίο ένα στοιχείο ανήκει σε µία οµάδα, υπολογίζεται ως το 

αντίστροφο της απόστασής του από το κέντρο της : 
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Στη συνέχεια, οι συντελεστές αυτοί κανονικοποιούνται και ασαφοποιούνται 

βάσει κάποιας πραγµατικής παραµέτρου m >1, ώστε το άθροισµά τους να είναι 1  
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Για µ = 2 , η  παραπάνω σχέση κανονικοποιεί γραµµικά τους συντελεστές ώστε 

το άθροισµά τους να γίνει 1. Καθώς το m πλησιάζει το 1, στην πλησιέστερη στο 
κέντρο οµάδα αποδίδεται πολύ µεγαλύτερος συντελεστής από ότι στις υπόλοιπες και 
η συµπεριφορά του αλγορίθµου προσεγγίζει αυτή του αλγορίθµου k-µέσων. 

Ο τρόπος µε τον οποίο λειτουργεί ο αλγόριθµος µοιάζει αρκετά µε τον 
αλγόριθµο k-µέσων : 

 
• Επιλέγεται ένας αριθµός οµάδων 
• Αποδίδεται τυχαία σε κάθε στοιχείο ένα βαθµός στον οποίο ανήκει σε κάθε 

οµάδα 
• Υπολογίζεται το κέντρο κάθε οµάδας βάσει του προηγούµενου τύπου  
• Για κάθε στοιχείο υπολογίζεται ο βαθµός στον οποίο ανήκει στην κάθε οµάδα, 

βάσει των νέων κέντρων 
• Η διαδικασία επαναλαµβάνεται µέχρι ο αλγόριθµος να συγκλίνει.  
 
Ο αλγόριθµος καταφέρνει ταυτόχρονα να µεγιστοποιήσει τη µέση απόσταση 

µεταξύ των οµάδων  και ταυτόχρονα να ελαχιστοποιήσει τη µέση απόσταση µεταξύ 
των στοιχείων της ίδιας οµάδας. Ωστόσο, παρουσιάζει τα ίδια προβλήµατα µε τον 
αλγόριθµο k-µέσων. Συγκεκριµένα, τα µέγιστα και τα ελάχιστα είναι τοπικά και τα 
αποτελέσµατα εξαρτώνται σηµαντικά από την αρχικοποίηση που γίνεται. 

 
 
 

2.4 Ενισχυτική µάθηση 
 

2.4.1 Το πρόβληµα της ενισχυτικής µάθησης 
Όπως φάνηκε από τα παραπάνω, τα νευρωνικά δίκτυα µπορούν να εκπαιδευθούν 

και να χρησιµοποιηθούν σε ένα ευρύ φάσµα εφαρµογών που εκτείνονται από την 
βελτιστοποίηση συναρτήσεων µέχρι τα προβλήµατα αυτόµατου ελέγχου. Σε πολλές 
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από τις παραπάνω εφαρµογές χρησιµοποιείται µε ιδιαίτερη αποτελεσµατικότητα η 
επιβλεπόµενη µάθηση.  

Ωστόσο, η χρήση της επιβλεπόµενης µάθησης περιορίζεται από το γεγονός ότι 
απαιτεί να παρουσιάζονται στο εκπαιδευόµενο δίκτυο ζεύγη εισόδων-εξόδων. 
Χρειάζεται δηλαδή να παρέχουµε στο δίκτυο ένα σύνολο ερωτήσεων µαζί µε τις 
σωστές απαντήσεις.  

Σε ένα µεγάλο πλήθος προβληµάτων, οι απαντήσεις αυτές δεν είναι εκ των 
προτέρων διαθέσιµες. Για παράδειγµα, σε ένα σύστηµα αυτόµατου πιλότου, το 
ζητούµενο είναι το σύστηµα, λαµβάνοντας υπόψη του τα δεδοµένα των αισθητήρων 
κάθε στιγµή, να αποφασίζει για τις ενέργειές του. Σε µία τέτοια περίπτωση, δεν είναι 
εκ των προτέρων γνωστό ποιά είναι η σωστή ενέργεια σε κάθε κατάσταση του 
συστήµατος, συνεπώς η επιβλεπόµενη µάθηση δε µπορεί να βοηθήσει.  

Εξαιτίας της ανεπάρκειας της επιβλεπόµενης µάθησης σε τέτοιου είδους 
εφαρµογές, έχει δοθεί έµφαση τα τελευταία χρόνια σε µία διαφορετική προσέγγιση, 
την ενισχυτική µάθηση. Ο όρος είναι δανεισµένος από την ψυχολογία, αλλά 
χρησιµοποιείται εδώ µε αρκετά διαφορετική έννοια. Από θεωρητική άποψη, η 
ενισχυτική µάθηση µπορεί να θεωρηθεί ένας συνδυασµός των αρχών του δυναµικού 
προγραµµατισµού και της επιβλεπόµενης µάθησης. Στην πράξη, κατά την προσέγγιση 
αυτή  δίνεται στο δίκτυο ένας στόχος που πρέπει να επιτύχει. Το σύστηµα µαθαίνει 
πώς να επιτύχει αυτό το στόχο µέσω δοκιµών, αλληλεπιδρώντας µε ένα δυναµικό 
περιβάλλον και µαθαίνοντας από τα λάθη του.  

 
2.4.2 Μοντέλο συστήµατος ενισχυτικής µάθησης 

Το βασικό µοντέλο ενός συστήµατος ενισχυτικής µάθησης είναι αυτό που 
φαίνεται στο σχήµα 2.9 

 

 
Σχ.2.9:  Βασικό µοντέλο συστήµατος ενισχυτικής µάθησης 

 
 
Σε κάθε χρονική στιγµή, το σύστηµα δέχεται ως είσοδο i κάποια ένδειξη της 

κατάστασης s του περιβάλλοντος. Βάσει αυτής της εισόδου, το σύστηµα επιλέγει 
κάποια ενέργεια a, η οποία αποτελεί και την έξοδο του συστήµατος. Η ενέργεια αυτή 
αλλάζει την κατάσταση στην οποία βρίσκεται το  περιβάλλον. Η νέα αυτή κατάσταση 
του περιβάλλοντος δίνεται ως είσοδος στο σύστηµα την επόµενη χρονική στιγµή.  
Επιπλέον το σύστηµα λαµβάνει και ένα ενισχυτικό σήµα r. Το ενισχυτικό σήµα είναι 
ένα βαθµωτό µέγεθος, η τιµή του οποίου αξιολογεί την πιο πρόσφατη ενέργεια του 
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συστήµατος. Σκοπός του συστήµατος είναι να βρει µία συµπεριφορά τέτοια ώστε να 
αυξάνει το άθροισµα της τιµής των ενισχυτικών σηµάτων που λαµβάνει σε βάθος 
χρόνου. 

Με αυστηρότερη διατύπωση, το πρόβληµα αποτελείται από τα εξής στοιχεία :  
 

• Ένα διακριτό σύνολο S  των πιθανών καταστάσεων στις οποίες µπορεί να 
βρεθεί το περιβάλλον   

• Ένα διακριτό σύνολο Α των ενεργειών που µπορεί να επιλέξει το σύστηµα σε 
κάθε χρονική στιγµή  

• Ένα σύνολο βαθµωτών ενισχυτικών σηµάτων που µπορεί να λάβει το 
σύστηµα (συνήθως το διάστηµα [0,1])  

 
Σκοπός του συστήµατος είναι να βρει µία πολιτική (policy) π απεικόνισης 

καταστάσεων σε ενέργειες, τέτοια ώστε να αυξάνει τη µακροπρόθεσµη τιµή του 
ενισχυτικού σήµατος που λαµβάνει, βάσει κάποιου από τα κριτήρια που θα 
αναλυθούν παρακάτω. Το περιβάλλον είναι εν γένει µη ντετερµινιστικό, δηλαδή 
όντας το σύστηµα στην ίδια κατάσταση και επιλέγοντας την ίδια ενέργεια σε δύο 
διαφορετικές περιπτώσεις, δεν λαµβάνει υποχρεωτικά το ίδιο ενισχυτικό σήµα. 
Ωστόσο, το περιβάλλον θεωρείται στατικό, δηλαδή η πιθανότητα να λάβει το 
σύστηµα µία συγκεκριµένη τιµή ενισχυτικού σήµατος για µία συγκεκριµένη 
απεικόνιση κατάστασης � ενέργειας, δεν αλλάζει µε το χρόνο.  

 
2.4.3 Κριτήρια  βέλτιστης συµπεριφοράς  

Όπως αναφέρθηκε, σκοπός του συστήµατος είναι να µεγιστοποιήσει το άθροισµα 
των ενισχυτικών σηµάτων που λαµβάνει σε βάθος χρόνου, βάσει κάποιου κριτηρίου. 
Αν και το κριτήριο αυτό µπορεί να είναι µοναδικό για κάθε πρόβληµα, τρία είναι τα 
συχνότερα χρησιµοποιούµενα στην πράξη : 

 
 

i. Πεπερασµένου χρόνου  
Ξεκινώντας κάποια δεδοµένη στιγµή, το σύστηµα προσπαθεί να µεγιστοποιήσει 

την αναµενόµενη τιµή του αθροίσµατος των ενισχυτικών σηµάτων που θα λάβει τις 
επόµενες h στιγµές, δηλαδή την ποσότητα : 
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όπου tr  η τιµή του ενισχυτικού σήµατος που λαµβάνει το σύστηµα τη στιγµή t.  

 
ii. Άπειρου χρόνου µε γεωµετρική µείωση του ενισχυτικού σήµατος 

Εδώ το σύστηµα προσπαθεί να µεγιστοποιήσει την αναµενόµενη τιµή του 
αθροίσµατος των ενισχυτικών σηµάτων που θα λάβει µακροπρόθεσµα, αλλά η 
βαρύτητα των µελλοντικών τιµών του ενισχυτικού σήµατος µειώνεται γεωµετρικά µε 
την πάροδο του χρόνου,  δηλαδή µας ενδιαφέρει η ποσότητα : 
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όπου  0 < γ < 1 . 
 
iii. Μέσης ανταµοιβής 

Tο σύστηµα προσπαθεί να µεγιστοποιήσει τη µέση τιµή του ενισχυτικού 
σήµατος που λαµβάνει µακροπρόθεσµα, δηλαδή την ποσότητα : 
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Από τα τρία αυτά µοντέλα, το δεύτερο είναι το γενικότερο και αυτό θα 

χρησιµοποιηθεί στους αλγορίθµους που θα αναλυθούν παρακάτω. 
 
 

2.4.4 Συνάρτηση αξιολόγησης (Value Function) και εξίσωση Bellman 
Έχοντας προσδιορίσει το κριτήριο του οποίου την τιµή θέλουµε να 

µεγιστοποιήσουµε, αποµένει να βρούµε την πολιτική βάσει της οποίας θα επιτύχουµε 
αυτή τη µεγιστοποίηση. Μια ευθεία προσέγγιση στο πρόβληµα θα ήταν να 
αναζητήσουµε το χώρο όλων των πιθανών πολιτικών και να επιλέξουµε εκείνη που 
δίνει τη µέγιστη τιµή σε αυτό το κριτήριο. Η προσέγγιση αυτή ωστόσο δεν είναι 
δυνατόν να ακολουθηθεί γιατί : 

 
• Ο χώρος των δυνατών πολιτικών δεν είναι κατ� ανάγκη πεπερασµένος. Ακόµη 

όµως και αν είναι, συνήθως το µέγεθός του είναι τέτοιο που η εξαντλητική 
αναζήτησή του καθίσταται απαγορευτική από άποψη χρόνου  

• Το περιβάλλον είναι γενικά στοχαστικό, κάτι που επιβάλλει να ακολουθηθεί 
κάθε πολιτική πολλές φορές για να εκτιµηθεί η µέση ανταµοιβή που δίνει.  

 
Για τους λόγους αυτούς ακολουθείται µία διαφορετική προσέγγιση, αυτή της 

συνάρτησης αξιολόγησης. Ορίζουµε ως κόστος (value) µίας κατάστασης την 
αναµενόµενη τιµή που θα λάβει η ποσότητα R αν το σύστηµα ξεκινήσει από την 
κατάσταση s και ακολουθήσει την πολιτική π. ∆ηλαδή:  

 
{ }π,|)( sRsV Ε=  

 
Εναλλακτικά, όταν το σύστηµα όντας στην κατάσταση s επιλέξει την ενέργεια a 

και εν συνεχεία ακολουθήσει την πολιτική π, ορίζεται η ποσότητα : 
 

{ }π,,|),( asRasQ Ε=  
 
Είναι προφανές ότι αν βρεθεί η τιµή του Q για τη βέλτιστη πολιτική, το 

πρόβληµα ουσιαστικά λύνεται, καθώς το µόνο που αποµένει είναι να επιλέγουµε σε 
κάθε κατάσταση την ενέργεια µε το µέγιστο κόστος. 

Για να το επιτύχουµε αυτό µε τη χρήση της V, χρειαζόµαστε ένα µοντέλο του 
περιβάλλοντος, µε τη µορφή πιθανοτήτων ),|'( assP . Το µέγεθος αυτό εκφράζει την 
πιθανότητα να µεταβεί το σύστηµα στην κατάσταση s΄ αν όταν βρεθεί στην 
κατάσταση s επιλέξει την ενέργεια a. Με δεδοµένες αυτές τις πιθανότητες, µπορούµε 
να υπολογίσουµε το Q από τη σχέση : 
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 ∑= ),|'()'(),( assPsVasQ  
 
Εναλλακτικά µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε την προσέγγιση δράσης � 

κριτικής. Σύµφωνα µε αυτή, το µοντέλο χωρίζεται σε δύο µέρη. Εκείνο της δράσης, 
το οποίο επιλέγει σε κάθε κατάσταση του περιβάλλοντος την κατάλληλη ενέργεια και 
εκείνο της κριτικής, το οποίο υπολογίζει σε κάθε κατάσταση το κόστος της.  

Με δεδοµένη λοιπόν µία πολιτική, ο σκοπός είναι ο υπολογισµός του { }RΕ  

(όπου 






= ∑
∞

=0t
t

trER γ  ). Για γ=0 ο υπολογισµός είναι  απλός, καθώς το µόνο που 

χρειάζεται είναι να βρεθεί ο µέσος όρος  των άµεσων ενισχυτικών σηµάτων που 
λαµβάνει το σύστηµα. Η προσέγγιση αυτή ωστόσο δε µπορεί να γενικευθεί και για 
γ>0. Η λύση είναι να εκφραστεί το κόστος της κατάστασης αναδροµικά, βάσει της 
σχέσης : 

 
}|{}|{ 1++= ttt sRErsRE γ  

 
Η σχέση αυτή είναι γνωστή ως εξίσωση Bellman. Από αυτή, ακολουθώντας το 

συµβολισµό που χρησιµοποιήθηκε παραπάνω, προκύπτει ότι το κόστος µιας 
κατάστασης, ξεκινώντας από αυτήν και ακολουθώντας κάποια πολιτική π, είναι : 
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ενώ αν ακολουθηθεί η βέλτιστη πολιτική, το κόστος που προκύπτει για την 
κατάσταση s είναι : 
 

)'(*),|'(max)()(*
'

sVssPsRsV
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Αντικαθιστώντας τις αναµενόµενες τιµές του ενισχυτικού σήµατος µε τις 

συναρτήσεις αξιολόγησης  που υπολογίσαµε παραπάνω και χρησιµοποιώντας κάποια 
παραλλαγή της µέθοδου κλίσης σε συνδυασµό µε τη συνάρτηση τετραγωνικού 
σφάλµατος σε µοντέλα δράσης - κριτικής, προκύπτουν διάφοροι αλγόριθµοι εύρεσης 
της βέλτιστης πολιτικής. ∆ύο από τους πιο διαδεδοµένους εξετάζονται παρακάτω. 

 
2.4.5 Μάθηση  Χρονικής ∆ιαφοράς (Temporal Difference) 

Ο αλγόριθµος αυτός χρησιµοποιεί την προσέγγιση δράσης � κριτικής. Κατά την 
προσέγγιση αυτή το µοντέλο χωρίζεται σε δύο µέρη. Εκείνο της δράσης, το οποίο 
επιλέγει σε κάθε κατάσταση του περιβάλλοντος την κατάλληλη ενέργεια και εκείνο 
της κριτικής, το οποίο υπολογίζει σε κάθε κατάσταση το κόστος της.  

Ο κριτής χρησιµοποιεί το εξωτερικό ενισχυτικό σήµα για να απεικονίσει µία 
κατάσταση σε µία αναµενόµενη τιµή κόστους, δεδοµένης της πολιτικής που 
χρησιµοποιεί το µοντέλο δράσης. ∆ιατηρώντας σταθερή την πολιτική που ακολουθεί 
το µοντέλο δράσης, ο κριτής µαθαίνει τελικά τη συνάρτηση αξιολόγησης που 
αντιστοιχεί στην πολιτική αυτή. Στη συνέχεια διατηρώντας σταθερή τη συνάρτηση 
αξιολόγησης που έχει βρεί ο κριτής, προσπαθούµε να βρούµε µία νέα πολιτική που να 
µεγιστοποιεί αυτή τη συνάρτηση. Η διαδικασία αυτή συνεχίζεται εναλλάξ, µέχρι να 
συγκλίνει στη λύση.  

Το βασικό πρόβληµα λοιπόν του αλγορίθµου είναι να βρεθεί το κόστος µίας 
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πολιτικής. Θεωρώντας ότι το δίκτυο µεταβαίνει από την κατάσταση s στην 
κατάσταση s΄ µέσω της ενέργειας a και λαµβάνει για αυτή τη µετάβαση ενισχυτικό 
σήµα r, το κόστος της κατάστασης s ανανεώνεται βάσει της σχέσης (αλγόριθµος 
TD(0)): 

 
))()'(()(:)( sVsVrasVsV −++= γ  

 
όπου α ο ρυθµός µάθησης. Η βασική ιδέα αυτής της σχέσης είναι ότι η ποσότητα 

)'(sVr γ+  είναι ενδεικτική της τιµής της )(sV , αφoύ )'(sV  είναι το κόστος της 
κατάστασης στην οποία µεταβαίνει το σύστηµα και r το ενισχυτικό σήµα που 
λαµβάνει για αυτή τη µετάβαση. Κατά συνέπεια, η τιµή του  )(sV  προσαρµόζεται 
έτσι που να πλησιάσει την τιµή του )'(sVr γ+ . Αποδεικνύεται ότι ο αλγόριθµος 
αυτός συγκλίνει για κατάλληλη επιλογή του ρυθµού µάθησης.  

Γενίκευση του αλγορίθου TD(0) αποτελεί ο αλγόριθµος TD(λ). Βάσει αυτού 
ανανεώνεται το κόστος  όχι µόνο της προηγούµενης κατάστασης, αλλά και όλων των 
προηγούµενων, βάσει µίας ποσότητας e(u) που εκφράζει το πόσο πρόσφατα βρέθηκε 
το σύστηµα σε αυτή την κατάσταση. Η ανανέωση γίνεται σύµφωνα µε τη σχέση : 

 
)())()'(()(:)( uesVsVrauVuV −++= γ  

 
Το )(ue ορίζεται από τη σχέση : 
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Ο αλγόριθµος TD(λ), αν και υπολογιστικά πολυπλοκότερος του TD(0), συχνά 

συγκλίνει ταχύτερα για µεγάλες τιµές του  λ. 
 

2.4.6 Μάθηση Q  
Έστω ),(* asQ  το κόστος µίας κατάστασης s, αν επιλεγεί η ενέργεια a και στη 

συνέχεια ακολουθηθεί η βέλτιστη πολιτική. Προφανώς, µε αυτό το συµβολισµό 
ισχύει : 
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a
=  

 
Γράφοντας τη σχέση αυτή αναδροµικά έχουµε : 
 

∑
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όπου ),( asR  το ενισχυτικό σήµα που λαµβάνει το σύστηµα επιλέγοντας  στην 
κατάσταση s την ενέργεια a.  

Κατά αναλογία µε τη λογική του αλγορίθµου TD(λ), ο αλγόριθµος Q ανανεώνει 
τις τιµές βάσει της σχέσης : 
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)),()','(*max(),(:),( asQasQraasQasQ
a

−++= γ  

 
Και πάλι, µε κατάλληλη προσαρµογή του ρυθµού µάθησης, µπορούµε να 

επιτύχουµε τη σύγκλιση του  αλγορίθµου. 
 
 

2.4.7 Εξερεύνηση και εκµετάλλευση της υπάρχουσας γνώσης  
Όπως προαναφέρθηκε, µία θεµελιώδης διαφορά της ενισχυτικής µάθησης από 

την επιβλεπόµενη, είναι ότι το σύστηµα πρέπει να εξερευνήσει εκτεταµένα το 
περιβάλλον του. Το χαρακτηριστικό αυτό επιβάλλει να βρεθεί κατά την εκπαίδευση 
µία ισορροπία ανάµεσα στην τάση του συστήµατος να εξερευνεί το περιβάλλον του 
(exploration) και στην τάση να αξιοποιεί τη γνώση που έχει ήδη αποκτήσει 
(exploitation). Το πρόβληµα αυτό µελετάται συνήθως µέσω του προβλήµατος των n- 
κουλοχέρηδων. Το πρόβληµα αυτό είναι εξαιρετικά παραστατικό αλλά και σηµαντικό 
από ερευνητική άποψη, καθώς πολλά άλλα πολυπλοκότερα προβλήµατα ανάγονται 
σε αυτό.  

Θεωρούµε ότι έχουµε n-κουλοχέρηδες και δικαιούµαστε να παίξουµε συνολικά k 
φορές, επιλέγοντας οποιονδήποτε από τους n κάθε φορά. Παίζοντας το i-οστό 
µηχάνηµα, αυτό αποδίδει κέρδος 1 µε πιθανότητα ip  ή κερδος 0 µε πιθανότητα 

ip−1 . Οι πραγµατικές τιµές των πιθανοτήτων ip  είναι άγνωστες, όµως το σύστηµα 
µπορεί να κάνει µία εκτίµηση της τιµής αυτών των πιθανοτήτων. Το ερώτηµα είναι 
ποιά θα πρέπει να είναι η στρατηγική που θα ακολουθήσει το συστήµα, βάσει αυτών 
των εκτιµήσεων,  ώστε να µεγιστοποιήσει το συνολικό κέρδος. 

∆εδοµένου ότι το σύστηµα διατηρεί µία εκτίµηση των πιθανοτήτων, κάθε στιγµή 
υπάρχει µία πιθανότητα που η τιµή της θεωρείται µέγιστη. Η προσέγγιση των 
άπληστων αλγορίθµων είναι να επιλέγεται η αντίστοιχη µηχανή. Σε αυτή την 
περίπτωση, το σύστηµα  εκµεταλλεύεται  την υπάρχουσα γνώση  του  περιβάλλοντος 
(exploitation). Στην αντίθετη περίπτωση, το σύστηµα µπορεί να επιλέξει να παίξει σε 
µία από τις υπόλοιπες µηχανές. Σε αυτή την περίπτωση, το σύστηµα εξερευνά το 
περιβάλλον του, καθώς αυτό του επιτρέπει να βελτιώσει την αξιοπιστία των 
εκτιµήσεών του για τις τιµές των πιθανοτήτων.  

Ο τρόπος µε τον οποίο θα εξισορροπηθούν αυτές οι δύο εναλλακτικές 
προσεγγίσεις καθορίζεται από την τιµή του k. Για µικρές τιµές του k, η εκµετάλλευση 
της υπάρχουσας γνώσης είναι η πιο σωστή προσέγγιση. Για µεγάλες τιµές του k 
ωστόσο, η εξερεύνηση του περιβάλλοντος µπορεί να δώσει καλύτερα αποτελέσµατα, 
καθώς το σύστηµα εξερευνώντας µπορεί να ανακαλύψει ότι άλλα µηχανήµατα έχουν 
µεγαλύτερη πιθανότητα να αποδώσουν κέρδος από ότι εκείνο που αρχικά θεωρούσε 
βέλτιστο. Γενικά, η εξερεύνηση δίνει µικρότερο κέρδος βραχυπρόθεσµα, αλλά 
µεγαλύτερο µακροπρόθεσµα, καθώς σε βάθος χρόνου το σύστηµα εκµεταλλεύεται τη 
γνώση που προκύπτει από αυτή. 

Είναι εµφανές, ότι σε κάθε βήµα το σύστηµα πρέπει να επιλέξει ανάµεσα στο 
exploration και στο exploitation. Η επιλογή αυτή σε κάθε βήµα είναι µία σύνθετη 
διαδικασία που εξαρτάται από τις εκτιµήσεις του συστήµατος και από το πόσες 
δοκιµές ακόµα έχει διαθέσιµες. Το ερώτηµα αυτό µεταφέρεται και σε πολυπλοκότερα 
προβλήµατα ενισχυτικής µάθησης και η απάντησή του δεν είναι συνήθως δυνατό να 
δοθεί µε αυστηρά τεκµηριωµένο τρόπο, αλλά προκύπτει εµπειρικά για κάθε 
πρόβληµα.  
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Κεφάλαιο 3 
 

Οµαδοποίηση προτύπων µε τη χρήση ασαφών 
επικαλύψεων 
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3 ΟΜΑ∆ΟΠΟΙΗΣΗ ΠΡΟΤΥΠΩΝ ΜΕ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΑΣΑΦΩΝ 
ΕΠΙΚΑΛΥΨΕΩΝ 

 
3.1 Εισαγωγή 
        Η οµαδοποίηση προτύπων είναι µία από τις θεµελιώδεις ανθρώπινες γνωστικές 
δραστηριότητες και έχει χρησιµοποιηθεί εκτεταµένα στην αναγνώριση προτύπων. 
Ανάµεσα στις µεθόδους που χρησιµοποιούνται, η ασαφής οµαδοποίηση προτύπων 
(fuzzy clustering) προσεγγίζει το πρόβληµα αποδίδοντας το κάθε δείγµα σε όλες τις 
οµάδες (clusters), σε διαφορετικό όµως βαθµό στην καθεµία, αντί να το αποδώσει σε 
µία µόνο οµάδα. O αλγόριθµος fuzzy c-means (FCM) είναι µία από τις γνωστότερες 
προσεγγίσεις ασαφούς οµαδοποίησης και η χρήση του για διάφορες εφαρµογές έχει 
µελετηθεί  λεπτοµερώς. Η µέθοδος αυτή βασίζεται στη βελτιστοποίηση µίας 
συγκεκριµένης συνάρτησης κόστους και δουλεύει καλά όταν οι οµάδες είναι 
ισοτροπικές.  

Μία άλλη προσέγγιση στην ασαφή οµαδοποίηση είναι να επιλέγονται οι 
διαµερίσεις του συνόλου δεδοµένων από δυαδικές ασαφείς σχέσεις µεταξύ ζευγών 
δειγµάτων του συνόλου αυτού, χρησιµοποιώντας την τεχνική της µεταβατικής 
κλειστότητας.  Σε αυτή την προσέγγιση, κάθε οµάδα µπορεί να οριστεί ως ένα 
ασαφές σύνολο του οποίου τα στοιχεία είναι παρόµοια το ένα µε το άλλο και ο 
βαθµός οµοιότητας µεταξύ κάθε ζεύγους στοιχείων δεν είναι µικρότερος από ένα 
ορισµένο επίπεδο. Τα πλεονεκτήµατα αυτής της µεθόδου είναι ότι κάθε ασαφής 
σχέση ισοδυναµίας (µία σχέση που είναι ανακλαστική, συµµετρική και µεταβατική) 
δηµιουργεί µία διαµέριση (partition) σε κάθε a-τοµή και ο αριθµός των οµάδων δε 
χρειάζεται να προσδιοριστεί εκ των προτέρων.   

Το µειονέκτηµα ωστόσο, είναι ότι αυτές οι ασαφείς σχέσεις δεν είναι εύκολο να 
προσδιοριστούν, καθώς οι παραπάνω περιορισµοί είναι τόσο δεσµευτικοί που πολύ 
λίγες συναρτήσεις τους ικανοποιούν.  

Η προσέγγιση που περιγράφεται εδώ παρουσιάζει µια τροποποίηση της έννοιας 
της ασαφούς επικάλυψης (fuzzy cover) και περιγράφει µία νέα αντιµετώπιση στο 
πρόβληµα της οµαδοποίησης, βασισµένη σε δυαδικές ασαφείς σχέσεις. Σε αυτή την 
προσέγγιση, χρησιµοποιείται η έννοια της ασαφούς επικάλυψης και  συνάρτησης 
κόστους για να οµαδοποιήσει τα δεδοµένα στις κατάλληλες οµάδες.  

Ασαφής επικάλυψη είναι ένα ασαφές σύνολο στο οποίο η ασαφής σχέση κάθε 
σηµείου που ανήκει σε αυτήν, ως προς το κεντρικό σηµείο, είναι µεγαλύτερη από 
έναν ορισµένο βαθµό. Η δυαδική ασαφής σχέση στην περίπτωσή µας δεν 
περιορίζεται σε συµµετρικές, ανακλαστικές και µεταβατικές σχέσεις ισοδυναµίας, 
πράγµα το οποίο µας επιτρέπει να χρησιµοποιήσουµε καταλληλότερες ασαφείς 
σχέσεις οµοιότητας σε διαφορετικές εφαρµογές. Ενσωµατώνουµε λοιπόν τη 
συνάρτηση κόστους για να αναζητήσουµε τις βέλτιστες ασαφείς επικαλύψεις που 
µπορούν να καλύψουν ολόκληρο το σύνολο δεδοµένων. Η συνάρτηση κόστους 
αντανακλά τη φυσική οµαδοποίηση των ασαφών επικαλύψεων και κάνει τα 
αποτελέσµατα της οµαδοποίησης πιο εύλογα. Στη συνέχεια, ο προτεινόµενος 
αλγόριθµος εντοπίζει εκείνες τις ασαφείς επικαλύψεις που τα κέντρα τους 
δηµιουργούν στήριγµα για το σύνολο του συνόλου δεδοµένων. Τα κέντρα αυτά 
διαµορφώνουν το σκελετό των τελικών οµάδων, µετά τη συνένωση των ασαφών 
επικαλύψεων σε λογικές οµάδες. Ο αριθµός των τελικών οµάδων καθορίζεται από 
την ασαφή σχέση που έχουµε ορίσει και δε χρειάζεται να προσδιοριστεί εκ των 
προτέρων. Στη συνέχεια µελετάται το θεωρητικό πλαίσιο του αλγορίθµου Fuzzy 
Covers Clustering (FCC) και αναλύεται η µεθοδολογία που ακολουθεί.  
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3.2 Ασαφής επικάλυψη (fuzzy cover) 

Έστω ( ) λ≥= yxRxX jj ,|   ένα σύνολο  από δείγµατα, πεπερασµένου πλήθους, 
σε ένα πεδίο ορισµού D. Ο Zadeh ορίζει µία ασαφή σχέση ισοδυναµίας R για κάθε 
δείγµα X και ένα ασαφές υποσύνολο που βασίζεται στη σχέση και συµβολίζεται ως 

( ) ( )yxRxR jj ,= , όπου Xy ∈ . Για [ ]1,0∈λ , το λ-level-set που βασίζεται στη ασαφή 
σχέση R συµβολίζεται :  

 
 

( ) ( ) ( ){ }λλ ≥= yxRyxxR jjj ,|,          (1) 
 
 

όπου jx  είναι το κέντρο του υποσυνόλου αυτού.  
Στη διατύπωση αυτή, ( )jxRλ  είναι ένα υποσύνολο του συνόλου R , που ονοµάζεται 
ασαφής επικάλυψη του  jx  από τον Zadeh ή ασαφής διαµέριση από τον Ovchnnikov. 
Έστω jp  αντιπροσωπεύει µία ασαφή επικάλυψη µε κέντρο jx  τότε : 
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Η οµάδα ∑ είναι το δυναµοσύνολο του { }jp , που συµβολίζεται µε { }∑ jpP . 

Είναι φανερό ότι η οµοιοµορφία αυτής της διαµέρισης, δεν καθορίζει το πεδίο αλλά 
µόνο µία επικάλυψη. Στον παραδοσιακό ορισµό της ασαφούς επικάλυψης, η σχέση 
R  πρέπει να ικανοποιεί το µεταβατικό, ανακλαστικό και συµµετρικό χαρακτήρα της 
σχέσης ισοδυναµίας. Εδώ γενικεύουµε τον ορισµό της ασαφούς επικάλυψης, το οποίο 
σηµαίνει ότι θα µπορούσαν να χρησιµοποιηθούν περισσότερες σχέσεις. Ο ακόλουθος 
ορισµός αποσαφηνίζει την έννοια :  

 
Ορισµός 1 : (Ασαφής επικάλυψη) ∆εδοµένου ενός υποσυνόλου jρ  µε κέντρο jx  στο 
X  και  

 
( ) ( ){ }Xyxyhyxry jjj ∈≥== ,|,| λρ       (3) 

 
όπου λ  η τιµή του κατωφλιού, r  είναι η ασαφής σχέση µεταξύ ενός ζεύγους 
προτύπων,  h  είναι το κριτήριο απόστασης που έχει επιλεγεί για το συγκεκριµένο 
σύνολο δεδοµένων (ορίζεται παρακάτω) και οι τιµές και των δύο βρίσκονται στο 
διάστηµα [ ]1,0 . Η οικογένεια ∑ είναι το δυναµοσύνολο του { }jp  και 

jjX ρ∑= ∈ ||U , οπότε ∑ είναι ένα σύνολο από ασαφείς επικαλύψεις στο X .  

 
Σε αυτή την ασαφή επικάλυψη, µπορεί κανείς εύκολα να επιλέξει ένα ασαφές 

κριτήριο απόστασης h  για ένα σύνολο δεδοµένων, όπου το h  δεν χρειάζεται να 
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ικανοποιεί τη σχέση ισοδυναµίας. ∆είχνουµε εδώ τη βασική ιδέα, χρησιµοποιώντας 
δύο παραδείγµατα µε διαφορετικά κριτήρια απόστασης. 

 
Ένα πιθανό κριτήριο απόστασης, όπως φαίνεται στο σχήµα 3.1(a) , είναι το : 
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Σχ.3.1: ∆ύο ασαφείς επικαλύψεις διαφορετικού σχήµατος που διαµορφώνονται από διαφορετικά 
κριτήρια απόστασης (a) Υπερεπίπεδο (b) Έλλειψη 

 
 

όπου d(.) είναι η Ευκλίδεια απόσταση και ξ µία σταθερά. Το σχήµα της ασαφούς 
επικάλυψης που διαµορφώνεται βάσει αυτού του κριτηρίου είναι ένα υπερεπίπεδο 
(hyperplane). Το υπερεπίπεδο pPL  περνάει µέσα από το δείγµα p και είναι κάθετο στο 

op . Η διακεκοµένη γραµµή είναι το υπερεπίπεδο  pPL  µε το κανονικό διάνυσµα op . 
Αν ένα δείγµα  y ανήκει  σε αυτή την ασαφή επικάλυψη, τότε πρέπει να ικανοποιεί τη 
σχέση ( ) λξ ≥−= /),(exp)|( yPLdpyh p , διαφορετικά το δείγµα δεν ανήκει στην εν 
λόγω ασαφή επικάλυψη. Οι δύο συνεχείς γραµµές είναι τα όρια της ασαφούς 
επικάλυψης σε σχέση µε το κατώφλι λ και ο βαθµός της ασαφούς σχέσης των 
δειγµάτων µέσα σε αυτές τις γραµµές µε το κέντρο είναι µεγαλύτερος από λ.  

 
Στο σχήµα 3.1(b) φαίνεται ένα διαφορετικό κριτήριο : 
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Το κριτήριο αυτό ορίζει µία έλλειψη, το όριο της οποίας έχει βαθµό ασαφούς 

σχέσης ίσο µε λ.  
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Αυτές οι δύο µορφές ασαφών επικαλύψεων προκύπτουν από δύο διαφορετικά 
κριτήρια απόστασης. Είναι φανερό ότι το πλεονέκτηµα της προτεινόµενης 
προσέγγισης είναι ότι δεν περιορίζεται κατ�ανάγκη σε σχέσεις ισοδυναµίας. Ακόµα 
καταλληλότερες σχέσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν για την κατασκευή των 
ασαφών επικαλύψεων, τις οποίες εν συνεχεία θα χρησιµοποιήσουµε για την 
κατασκευή των τελικών οµάδων. Στην ακόλουθη παράγραφο περιγράφεται ο 
αλγόριθµος λεπτοµερώς.  

 
 

3.3. ∆ηµιουργία οµάδων µε τη χρήση των ασαφών επικαλύψεων 
Σε αυτή την παράγραφο περιγράφονται πολλές σηµαντικές ιδιότητες των 

ασαφών επικαλύψεων, καθώς και οι διαδικασίες βελτιστοποίησης που 
χρησιµοποιούνται στον προτεινόµενο αλγόριθµο. Στο σχήµα 3.2 φαίνεται η ελάχιστη 
σφαιρική επικάλυψη που µπορεί να ενσωµατώσει όλα τα στοιχεία του συνόλου 
δεδοµένων και της οποίας το κέντρο είναι το κέντρο της οµάδας. Κατά αυτό τον 
τρόπο µπορούµε εύκολα να επιλέξουµε ένα εύλογο κέντρο για την οµάδα, ακόµα και 
αν η κατανοµή είναι ασύµµετρη  και το κέντρο της αντίστοιχης ασαφούς επικάλυψης 
αποτελεί σηµείο του σκελετού (holding point) των τελικών οµάδων (η έννοια του 
holding point ορίζεται παρακάτω). 

 

 
Σχ.3.2: Σύνολο δεδοµένων που περικλείεται σε µία µόνο οµάδα 
 
 
Αν ωστόσο µία οµάδα δεν έχει σφαιρική κατανοµή , τότε δεν υπάρχει ένα 

µοναδικό τέτοιο σηµείο. Σε αυτή την περίπτωση τα σηµεία που αποτελούν το 
σκελετό της τελικής οµάδας λαµβάνονται από περισσότερες της µίας ασαφείς 
επικαλύψεις. Χαρακτηριστικό παράδειγµα των παραπάνω φαίνεται στο σχήµα 3.3. 
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Σχ.3.3: ∆ύο µη σφαιρικού σχήµατος οµάδες  
 
 
Είναι προφανές ότι δε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µία σφαιρικού σχήµατος 

ασαφή επικάλυψη, π.χ. την C1, για να περικλείσουµε το δεξιό cluster. Πολλά 
δείγµατα που δεν ανήκουν σε αυτή την οµάδα περιλαµβάνονται στο C1. Είναι λογικό 
να χρησιµοποιήσουµε 3 σφαιρικές ασαφείς επικαλύψεις ( )1

3
1
2

1
1 ,, PPP  για καλύψουµε 

όλα τα δείγµατα. Τα κέντρα αυτών αποτελούν το σκελετό της οµάδας. 
Σε αυτό το παράδειγµα, ο σκελετός της οµάδας µπορεί να εξαχθεί από τις 

ασαφείς επικαλύψεις. Με άλλα λόγια, αν µπορούµε να βρούµε τα δείγµατα που είναι 
πλησιέστερα στο σκελετό αυτό, τότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τα δείγµατα 
αυτά για να συµβολίσουµε την ίδια την οµάδα. Τα υπόλοιπα δείγµατα θα αποδωθούν 
αυτόµατα στις κατάλληλες οµάδες βάσει της απόστασης. Κατά συνέπεια, στον 
προτεινόµενο αλγόριθµο οµαδοποίησης, αναζητούµε πρώτα τα δείγµατα που θα 
χρησιµεύσουν ως σκελετός της οµάδας χρησιµοποιώντας τις ασαφείς επικαλύψεις. 

Ακολουθεί η περιγραφή των επιµέρους σταδίων της παραπάνω διαδικασίας (σε 
ψευδο-κώδικα) και η θεωρητική τεκµηρίωση του καθενός από αυτά τα στάδια . 

 
 
 
3.3.1 ∆ηµιουργία της ασαφούς επικάλυψης του κάθε δείγµατος  

Η διαδικασία που ακολουθείται σε αυτό το στάδιο είναι η ακόλουθη : 
 
 
 
 
 
 
Αλγόριθµος CFC ( Construct Fuzzy Covers ) 

 
• Θεωρούµε ένα σύνολο δεδοµένων },...,,{ 21 nxxxX =  
• Επιλέγουµε το κριτήριο απόστασης h  
• Επιλέγουµε το κατώφλι λ 
• Για κάθε δείγµα του Χ : 
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• Κατασκευάζουµε την αντίστοιχη ασαφή επικάλυψη }{ jpP =  , j=1,2,�,n 
• Βρίσκουµε τα στοιχεία που ανήκουν σε αυτή ( ){ }Xyxyhy jj ∈≥= ,|| λρ  

 
• Για κάθε ασαφή επικάλυψη που προκύπτει : 

• Βρίσκουµε όλες τις επικαλύψεις που περιέχουν ένα στοιχείο και 
δηµιουργούµε το σύνολο Α1 

• Βρίσκουµε όλες τις επικαλύψεις που είναι υποσύνολα άλλων και 
δηµιουργούµε το σύνολο Α2 

• Ορίζουµε 21 AAA ∪=  
• Το σύνολο }{

21 APAAA −=∪= ∑  περιέχει τις επικαλύψεις που θα 
χρησιµοποιηθούν στο επόµενο βήµα 

 
 

Σε αυτό το πρώτο βήµα χρησιµοποιούµε το κριτήριο απόστασης για να βρούµε 
τις ασαφείς επικαλύψεις. Το κατώφλι λ καθορίζει πόσα δείγµατα θα εµπεριέχονται σε 
κάθε µία από  αυτές. Μπορούν να χρησιµοποιηθούν εναλλακτικά δύο κριτήρια 
απόστασης. 

Το πρώτο είναι σφαιρικού σχήµατος : 

nj
d
d

xxh jk
kt ,...,2,1,1)|(

max

=−=       (4) 

 
 

όπου kx  είναι το κέντρο, maxd  είναι η µέγιστη απόσταση µεταξύ δύο οποιονδήποτε 
ζευγών στο Χ και  jkd  είναι η απόσταση µεταξύ των tx  και kx . Αυτό το σφαιρικού 
σχήµατος κριτήριο ικανοποιεί τη συµµετρική αλλά όχι τη µεταβατική ιδιότητα.  

Εναλλακτικά µπορεί να χρησιµοποιηθεί το υπερεπίπεδο : 
 

n
xPLd

xxh
jp

pj ,...,2,1,
),(

exp1

1)|( =









−+

= ξ

η

    (5) 

 
όπου pPL  είναι το υπερεπίπεδο που περνάει από το δείγµα px  και έχει κανονικό 

διάνυσµα  pox , ),( jp xPLd  είναι η απόσταση ανάµεσα στο δείγµα jx  και το 
υπερεπίπεδο pPL  και η είναι µία σταθερά. Αυτή η σχέση δεν ικανοποιεί ούτε τη 
συµµετρική, ούτε τη µεταβατική ιδιότητα.  

∆εδοµένου ότι τα χρησιµοποιούµενα κριτήρια δεν είναι απαραίτητο να 
ικανοποιούν τους 3 περιορισµούς των ασαφών σχέσεων ισοδυναµίας, µπορούµε να 
επιλέξουµε διαφορετικά τέτοια κριτήρια για διαφορετικά σύνολα δεδοµένων. Εδώ, το 
κατώφλι λ είναι σηµαντική παράµετρος, δεδοµένου ότι αν είναι πολύ µικρό, µία µόνο 
οµάδα θα εµπεριέχει ολόκληρο το σύνολο δεδοµένων, ενώ αν είναι πολύ µεγάλο θα 
δηµιουργηθούν πολλές περιττές οµάδες.  

Στον παραπάνω αλγόριθµο ορίζονται τα σύνολα 1A  και 2A , τα οποία θα 
αφαιρεθούν για να µειώσουν την πολυπλοκότητα τoυ αλγορίθµου. Οι σκιασµένες 
περιοχές του σχήµατος 3.4 δείχνουν τα 1A  και 2A  αντίστοιχα. 
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Σχ.3.4: Σύνολα Α1 και Α2 του αλγορίθµου CFC (a) Οµάδα ενός στοιχείου (b) Οµάδα που επικαλύπτει τις 
υπόλοιπες 

 
 
 
Υπάρχουν πολλές άλλες σχέσεις ισοδυναµίας που περιγράφονται από κλασικές 

ασαφείς σχέσεις. Ωστόσο, οι περισσότερες από αυτές έχουν πολλούς περιορισµόυς 
που περιορίζουν την έκταση τους. Εδώ θα χρησιµοποιήσουµε µια διευρυµένη ασαφή 
σχέση ισοδυναµίας που βασίζεται στον τελεστή t-norm, η οποία αποδεικνύεται ότι 
µπορεί να χρησιµοποιηθεί ως κριτήριο απόστασης. 

 
3.3.2 Εύρεση του ελάχιστου αριθµού επικαλύψεων που περικλείουν το 

σύνολο δεδοµένων 
H εύρεση του ελάχιστου αριθµού δειγµάτων επιτυγχάνεται µε την ακόλουθη 

διαδικασία : 
 
 
 
 
 
 
 
Aλγόριθµος MCS (Minimal Covers to include Samples) 
 

• Συµβολίζουµε τις επικαλύψεις που έδωσε ο προηγούµενος αλγόριθµος µε '
jp , 

j=1,2,�,K 
• Ορίζουµε το διάνυσµα ks }0{=  
• Ορίζουµε '

anchorp  εκείνο µε το µεγαλύτερο πλήθος στοιχείων 
• Σηµειώνουµε ότι έχουµε επισκευθεί το '

anchorp  
• Για όσο υπάρχει σύνολο Φ  επικαλύψεων που δεν έχουµε επισκευθεί και οι 
οποίες έχουν κοινά σηµεία µε το '

anchorp  
• Για κάθε στοιχείο του Φ 
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• Αν Φ∈'
pioneerp  και το || ''

anchorpioneer pp ∩  είναι το ελάχιστο 
• 1][ =pioneers  
• Σηµειώνουµε ότι έχουµε επισκευθεί το '

pioneerp  

• Ορίζουµε ως νέο '
anchorp  το '

pioneerp  
 

Ο σκοπός της παραπάνω διαδικασίας είναι να βρεθούν τα σηµεία που 
σχηµατίζουν το σκελετό των οµάδων (holding points), χρησιµοποιώντας τις ασαφείς 
επικαλύψεις που βρήκαµε παραπάνω. ∆εδοµένου ότι τα σηµεία αυτά βρίσκονται 
πάντα σε πυκνές περιοχές του συνόλου δεδοµένων, σηµειώνουµε αυτές τις περιοχές 
και στη συνέχεια εντοπίζουµε τα σηµεία που βρίσκονται κοντά τους και τα θεωρούµε 
σηµεία του σκελετού των οµάδων. Ο ορισµός του holding point είναι ο εξής : 

  
Ορισµός 2 : ∆εδοµένου ενός συνόλου ασαφών επικαλύψεων που περικλείουν το 

σύνολο δεδοµένων και ενός κατωφλίου λ, ορίζουµε τα κέντρα των επικαλύψεων ως 
holding points των πιθανών οµάδων, αν  ικανοποιούν τα εξής : 

 
• Ο αριθµός των οµάδων είναι ελάχιστος  
• Ο αριθµός των κοινών δειγµάτων µεταξύ δύο οµάδων είναι ελάχιστος 

 
Η πρώτη συνθήκη εξασφαλίζει ότι τα κέντρα βρίσκονται γύρω από πυκνές 

περιοχές του Χ. Η δεύτερη µειώνει την οµοιότητα µεταξύ δύο οµάδων.  
Όπως φαίνεται από τον ορισµό, τα σηµεία του σκελετού των οµάδων βρίσκονται 

πάντα σε πυκνές περιοχές του Χ. Αν µπορούµε να βρούµε ένα πεπερασµένο σύνολο 
επικαλύψεων που να περικλείει όλα τα στοιχεία του Χ, ορίζουµε το µέσο αριθµό 
στοιχείων σε κάθε µία ως :  

 

p
p n

nmean =          (6) 

 
όπου pn  είναι ο αριθµός των επικαλύψεων. Προφανώς, µικρότερο pn  σηµαίνει 
µεγαλύτερο pmean . Μπορούµε εύκολα να βρούµε το σκελετό των οµάδων 
µεγιστοποιώντας το pmean . Η προσέγγιση αυτή είναι ανάλογη µε το να βρούµε τον 
ελάχιστο αριθµό επικαλύψεων που περικλείουν όλα τα δείγµατα και αυτό είναι ένα 
κλασικό πρόβληµα vertex cover. ∆εδοµένου ότι αυτό είναι ένα NP-hard πρόβληµα, 
υπάρχουν πολλές µέθοδοι βελτιστοποίησης που µπορούν να το λύσουν.  

Το να λυθεί το πρόβληµα vertex cover είναι το ίδιο µε το να βρεθεί ο βέλτιστος 
αριθµός επικαλύψεων στον αλγόριθµό µας. Ο ορισµός του  vertex cover είναι ο εξής : 

 

{ }












∑
∑∈≥∑

∈i
ii sbAssw ||1,0,|min       (7) 

 
όπου ∑ είναι ένα σύνολο κόµβων και is  το χαρακτηριστικό διάνυσµα. Το iw  είναι 

ένα µη αρνητικό κόστος που σχετίζεται µε το ∑  και το οποίο είναι πάντα 1.0 στον 

αλγόριθµό µας, Α είναι ένας 0-1 πίνακας και 1=b . Το πρόβληµα αναζητά το 
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ελάχιστο κόστος για ένα σύνολο κόµβων. Η συνάρτηση κόστους εύρεσης βέλτιστων 
κόµβων γίνεται : 

 
 

bAs

ssw
t

lt
i

ii
lt

≥∑∈
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
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
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
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,ρρ

ρρµ
      (8) 

 
 
 

όπου tρ  και lρ  είναι δύο κόµβοι από το σύνολο ∑ . Υπάρχει ένας επιπλέον όρος 
στη σχέση, ο οποίος δηλώνει ότι η συνάρτηση κόστους θα πρέπει να περιλαµβάνει 
τον ελάχιστο αριθµό κοινών στοιχείων µεταξύ των κόµβων. O όρος αυτός σχετίζεται 
µε τη δεύτερη συνθήκη του ορισµού 2. 

Η παραπάνω εξίσωση είναι η συνάρτηση κόστους που θα χρησιµοποιηθεί για τον 
αλγόριθµό µας και τα τελικά κέντρα που ικανοποιούν τη συνάρτηση  αποτελούν το 
σκελετό των τελικών οµάδων. Η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου, στη χειρότερη 
περίπτωση, είναι : ( )( )∑∑∑ ×+Ο

=
||log||||

1
'K

j jρ , όπου Kjj ,...,2,1,' =∈ ∑ρ  

 
Τα κέντρα  των ασαφών επικαλύψεων που προκύπτουν από τον παραπάνω 

αλγόριθµο διαµορφώνουν το σκελετό των πιθανών οµάδων. Αλλά πολλές από αυτές 
τις πιθανές οµάδες θα συνενωθούν σε µία τελική οµάδα µε τον τρόπο που φαίνεται 
παρακάτω. 

 
 
 
 
3.3.3 Συνένωση των ασαφών επικαλύψεων σε οµάδες  
 
Αλγόριθµος SCC (Splice Covers into Clusters)  
 
Έστω {π} το σύνολο των τελικών οµάδων 
Αρχικά θέτουµε {π}={} και c=0 
Έστω }{ '

kρ , k=1,2,�,m που έδωσε ο αλγόριθµος MCS 
Κατατάσσουµε τα }{ '

kρ σε }{ ''
jρ , j=1,2,�,m έτσι ώστε ||...|||| ''''

2
''

1 mρρρ ≤≤≤  

1
'' πρ →m  

Για κάθε ''
jρ , j=m-1 έως 1 

 Αν υπάρχει uw πρ →'' και τα ''
jρ και ''

wρ  ικανοποιούν την (9) ή (10) 

  uj πρ →''  
 διαφορετικά  
  c=c+1 
  ck πρ ='  
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 Αποκτάµε m ασαφείς επικαλύψεις mρρρ ,...,, 21  χρησιµοποιώντας τον 
αλγόριθµο MCS, όπου κάθε µία αντιπροσωπεύει µία πιθανή τελική οµάδα. Σε αυτή 
την παράγραφο, συζητάµε πώς οι πιθανές οµάδες θα συνενωθούν στις τελικές οµάδες. 
Το κριτήριο συνένωσης που θα χρησιµοποιηθεί για να αποφασίστει πόσες πιθανές 
οµάδες θα συνενωθούν σε µία τελική, θα βασιστεί στο κριτήριο απόστασης που 
χρησιµοποιήθηκε στον αλγόριθµο CFC. Προκύπτουν δύο κριτήρια συνένωσης, για τα 
δύο κριτήρια απόστασης που µελετήθηκαν, αντίστοιχα.  

 
Για το σφαιρικό κριτήριο (4), iρ  και jρ  είναι δύο σφαιρικού σχήµατος ασαφείς 

επικαλύψεις. Για να συνενωθούν σε µία τελική οµάδα, πρέπει να έχουν κοινά 
στοιχεία. Επιπλέον πρέπει να ικανοποιούν και την ακόλουθη σχέση:  

 
{ }|||,|min||max jiji

ρρψρ ρρ ≥∩           (9) 
 
 

όπου 
ji ρρρ ∩   είναι µία ασαφής επικάλυψη, της οποίας το κέντρο είναι ένα από τα 

κοινά στοιχεία των iρ  και jρ  . ||
ji ρρρ ∩  είναι ο αριθµός των δειγµάτων που 

περικλείει το 
ji ρρρ ∩ . ψ  είναι µία σταθερά της οποίας η τιµή είναι µικρότερη από τη 

µονάδα αλλά κοντά σε αυτήν. H σχέση (9) υπολογίζει την πυκνότητα της ασαφούς 
επικάλυψης. Αν ο αριθµός των στοιχείων του 

ji ρρρ ∩  είναι παρόµοιος µε τον αριθµό 

των στοιχείων των iρ  και jρ , τότε είναι κοµµάτια της ίδιας οµάδας, διαφορετικά 
είναι ανεξάρτητα. Όλες οι σφαιρικού σχήµατος ασαφείς επικαλύψεις που 
ικανοποιούν το κριτήριο (9), µπορούν να συνενωθούν σε µία τελική οµάδα.  

 
Το αντίστοιχο κριτήριο συνένωσης σε περίπτωση που χρησιµοποιηθούν 

υπερεπίπεδα για  το σχήµα των ασαφών επικαλύψεων, είναι :  
 

( )( ) t
lt

lt
lt ≥

+
∩×∩∠

||||
||cos

ρρ
ρρρρ      

 (10) 
 
Όπου ( )lt ρρ ∩∠  είναι η γωνία µεταξύ iρ  και jρ . Αν η τιµή του (10) είναι 

µεγαλύτερη από ένα κατώφλι  t, τα iρ  και jρ  µπορούν να συνενωθούν. ∆ιαφορετικά 
είναι ανεξάρτητα. Η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου ως προς το χρόνο είναι στη 
χειρότερη περίπτωση ( )2mΟ , όπου m είναι o αριθµός των οµάδων που δίνει ο 
αλγόριθµος MCS. Παρότι η πολυπλοκότητα του αλγορίθµου ως προς το χρόνο 
εξαρτάται από το τετράγωνο του m, η εκτέλεση του αλγορίθµου δε χρειάζεται πολύ 
χρόνο, καθώς ο αριθµός των ασαφών επικαλύψεων που αποµένουν µετά την 
εκτέλεση του αλγορίθµου MCS είναι πολύ µικρότερος από το µέγεθος του αρχικού 
συνόλου δεδοµένων ( mKn >>≥ )  

Μετά τη διαδικασία αυτή, παίρνουµε τις τελικές οµάδες (c σε πλήθος). Αποµένει 
να αποτιµήσουµε την αξιοπιστία της οµαδοποίησης.  
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3.3.4 Καταλληλότητα του λ 

 
Όπως φάνηκε από τα παραπάνω, η απόδοση του αλγορίθµου καθορίζεται από 

την τιµή της παραµέτρου λ. Είναι συνεπώς αναγκαίο να καθοριστεί µία µέθοδος 
βάσει της οποίας θα επιλεγεί η τιµή του λ για την οποία ο αλγόριθµος παρουσιάζει τη 
βέλτιστη συµπεριφορά. Για πειράµατα που παρατίθενται στο κεφάλαιο 7 
χρησιµοποιήθηκαν 3 διαφορετικά τέτοια κριτήρια, τα οποία αναλύονται παρακάτω. 
 
Κριτήριο 1 
 

Βάσει του κριτηρίου αυτού, η αποτίµηση της καταλληλότητας του λ θα γίνει µε 
τη χρήση της σχέσης : 
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 (11)  
όπου wS  είναι η µέση απόσταση των στοιχείων που ανήκουν στην ίδια τελική οµάδα, 

bS  είναι η µέση απόσταση µεταξύ των στοιχείων που ανήκουν σε διαφορετικές 
οµάδες και md  είναι η µέση απόσταση µεταξύ των δειγµάτων του συνόλου 
δεδοµένων. 
 
 
 
 
Κριτήριο 2 
 

Το κρίτηριο αυτό, όπως και το προήγουµενο, βασίζεται στο λόγο της 
απόστασης µεταξύ των στοιχείων διαφορετικών οµάδων και της απόστασης µεταξύ 
στοιχείων της ίδιας οµάδας. Ωστόσο, εδώ οι αποστάσεις αυτές ορίζονται διαφορετικά. 
Συγκεκριµένα, θεωρώντας ότι για ορισµένη τιµή του λ προκύπτουν k οµάδες, η µέση 
απόσταση µεταξύ των οµάδων ορίζεται ως : 
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όπου ir  πλήθος των στοιχείων που περιλαµβάνει η i-οστή οµάδα, ic  το κέντρο της 
οµάδας αυτής, και x  το κέντρο όλων των στοιχείων που αποτελούν το σύνολο 
δεδοµένων.  

H απόσταση µεταξύ των στοιχείων της ίδιας οµάδας ορίζεται ως : 
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όπου 
icx  ένας πίνακας που περιλαµβάνει όλα τα στοιχεία της i-οστής οµάδας, και 

icx  
ένας πίνακας ίδιων διαστάσεων µε τον προηγούµεο του οποίου η κάθε στήλη 
απεικονίζει το κέντρο της οµάδας.  

Η τελική εκτίµηση της καταλληλότητας του λ δίνεται από την ποσότητα: 
 

)(
1)(

)1(
1)(

Kn
Wtrace

K
Btrace

−

−  

 
όπου n το πλήθος των στοιχείων που αποτελούν το σύνολο δεδοµένων. 
 
 
Κριτήριο 3 
 

Ως τελευταίο κριτήριο επιλέχθηκε η καµπύλη L-curve: Για κάθε τιµή του λ, 
υπολογίζεται για τις οµάδες που προκύπτουν η µέση απόσταση µεταξύ των στοιχείων 
κάθε οµάδας(inter-cluster variance) , και η µέση απόσταση µεταξύ στοιχείων που 
ανήκουν σε διαφορετικές οµάδες (intra-cluster variance). Στη συνέχεια, απεικονίζεται 
γραφικά η intra-cluster απόσταση συναρτήσει της inter-cluster απόστασης. Τέλος 
επιλέγεται ως βέλτιστη τιµή του λ εκείνη που αντιστοιχεί στο σηµείο εκείνο για το 
οποίο η κλίση της καµπύλης σταθεροποιείται. 

 
 
 
 

3.3.5 Υπολογισµός συνάρτησης συµµετοχής  
Τέλος µελετάµε το βαθµό συµµετοχής του δείγµατος jx  στην οµάδα iπ  

(membership) όπως αυτό προκύπτει από τον αλγόριθµο FCC. Ο βαθµός συµµετοχής 
ijµ  δίνεται από τη σχέση : 

 
( ) { } ( ){ }

nj
ci

xxhx kjijij
i

i
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,...,2,1
,...,2,1

,max,

=
=

==
∈ πρπµµ

     

 (12) 
 
όπου kx είναι το κέντρο του ι

κρ . Υπολογίζουµε το βαθµό αυτό στο { }ijuU =  
χρησιµοποιώντας τη (12). Τα σηµεία που αποτελούν το σκελετό των οµάδων στο Χ 
είναι τα δείγµατα για τα οποία 0.1=iju  
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Κεφάλαιο 4 
 

Νευροασαφές Σύστηµα Εξαγωγής Συµπερασµάτων 
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4 ΝΕΥΡΟ-ΑΣΑΦΕΣ ΣΥΣΤΗΜΑ ΕΞΑΓΩΓΗΣ 
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΩΝ  
 

Όπως αναφέρθηκε από την εισαγωγή, το κύριο αντικείµενο του συστήµατος 
είναι η εξαγωγή συµπερασµάτων. Αυτό θα επιτευχθεί µε τη χρήση ένος 
νευροασαφούς συστήµατος, βασισµένου στο νευροασαφές σύστηµα SupFunis. Στο 
παρόν κεφάλαιο εξετάζονται αρχικά ορισµένα γενικά χαρακτηριστικά των 
νευροασαφών συστηµάτων και ο τρόπος µε τον οποίο το συγκεκριµένο µοντέλο 
διαφοροποιείται από αυτά. Στη συνέχεια αναπτύσσεται λεπτοµερώς η αρχιτεκτονική 
του δικτύου και ο τρόπος εξαγωγής συµπερασµάτων. Τέλος, παρουσιάζεται ένας 
τρόπος εξαγωγής κανόνων από το εκπαιδευµένο δίκτυο (ο τρόπος µε τον οποίο θα 
γίνει η εκπαίδευση του δικτύου εξετάζεται σε επόµενο κεφάλαιο). 
 
 
4.1 Γενικά χαρακτηριστικά 
 

Η ανάπτυξη των νευροασαφών συστηµάτων γενικά, στηρίζεται σε ορισµένες 
κοινές απαιτήσεις, οι κυριότερες από τις οποίες είναι:  
 

• Να ενσωµατωθεί η γνώση που προκύπτει από τα δεδοµένα στην 
αρχιτεκτονική του δικτύου ώστε να επιταχύνεται η διαδικασία της µάθησης  

• Να σχεδιαστεί ένας κατάλληλος µηχανισµός σύνθεσης και συσσώρευσης 
συµπερασµάτων ο οποίος να είναι σε θέση να χειρίζεται ταυτόχρονα 
αριθµητικές και γλωσσικές εισόδους για να εξάγει τα συµπεράσµατα  

• Να ενσωµατωθεί ένας  µηχανισµός ο οποίος θα ρυθµίζει τις παραµέτρους του 
δικτύου βάσει της εκπαίδευσης από αριθµητικά δεδοµένα 

• Να εξάγει, από την γνώση που προκύπτει από την εκπαίδευση, µία βάση 
κανόνων  

 
Τα χαρακτηριστικά αυτά αναπτύσσονται εκτενέστερα παρακάτω : 
 
 
i. Ενσωµάτωση γνώσης που προκύπτει από δεδοµένα  

Τα περισσότερα υβριδικά µοντέλα ενσωµατώνουν γνώση που προκύπτει από τα 
δεδοµένα µε τη µορφή ασαφών κανόνων ΕΑΝ � ΤΟΤΕ, οι οποίοι απεικονίζονται στη 
δοµή του δικτύου. Αυτή η ενσωµάτωση της γνώσης επιτυγχάνεται θεωρώντας ότι τα 
στοιχεία, τόσο της υπόθεσης όσο και του συµπεράσµατος, παρουσιάζονται ως 
συναπτικά βάρη στο δίκτυο. Έχει αποδειχθεί ότι τα δίκτυα που βασίζονται στη γνώση 
απαιτούν µικρότερο σύνολο δεδοµένων εκπαίδευσης και επιτυγχάνουν καλύτερη 
γενίκευση. Όταν η γνώση αυτού του είδους προκύπτει από αριθµητικά δεδοµένα, 
συνηθίζεται να χρησιµοποιείται είτε οµαδοποίηση είτε διαµερισµός για να 
προκύψουν οι κανόνες. Με τη χρήση οµαδοποίησης, τα κέντρα των ασαφών κανόνων 
αρχικοποιούνται ως διανύσµα των οµάδων που προκύπτουν από το σύνολο 
δεδοµένων. Κατά συνέπεια, ο αλγόριθµος µάθησης πρέπει να ρυθµίζει αυτούς τους 
κανόνες βάσει των διαθέσιµων δεδοµένων εκπαίδευσης που περιγράφουν το 
πρόβληµα. Οι τεχνικές διαµέρισης διαιρούν αναδροµικά το σύνολο δεδοµένων 
εισόδου � εξόδου σε µικρότερες περιοχές βάσει κάποιου τοπικού κριτηρίου 
τετραγωνικού σφάλµατος. Από κάθε διαµέριση προκύπτει ένας κανόνας ΕΑΝ � 
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ΤΟΤΕ. Και στις δύο περιπτώσεις, η εύρεση του βέλτιστου αριθµού κανόνων 
ακολουθεί µία ευριστική προσέγγιση.  
 
ii. Σύνθεση και συσσώρευση αποτελεσµάτων  

Το θέµα της σύνθεσης δεδοµένων εισόδου µε βάση την ενσωµατωµένη βάση 
κανόνων, εξαρτάται από το αν τα χαρακτηριστικά των εισόδων είναι αριθµητικά ή 
γλωσσικά. Με αριθµητικές εισόδους, η συνηθισµένη προσέγγιση είναι να 
χρησιµοποιούνται τιµές που υπολογίζονται από τις συναρτήσεις συµµετοχής των 
ασαφών συνόλων που απεικονίζουν τα βάρη του δικτύου. Για το χειρισµό ασαφών 
εισόδων, γίνεται κβαντισµός του συνόλου αναφοράς σε προκαθορισµένα  ασαφή 
σύνολα.  
 
iii. Μάθηση  

Το θέµα αυτό αντιµετωπίζεται είτε µε τη µέθοδο κλίσης και παραλλαγές της, µη 
επιβλεπόµενη µάθηση, ενισχυτική µάθηση και ευριστικές µεθόδους, είτε µε 
γενετικούς αλγορίθµους.  
 
iv. Ερµηνεία κανόνων  

Η ερµηνεία των ασαφών βαρών επιτυγχάνεται αναθέτοντας σε κάθε  ένα από τα 
ασαφή βάρη µία γλωσσική τιµή η οποία καθορίζεται βάσει της σύγκρισης της 
οµοιότητας µε µία προκαθορισµένη συλλογή ασαφών συνόλων. Η προσέγγιση αυτή 
βοηθάει στη δηµιουργία µιας βάσης κανόνων που είναι εύκολα κατανοητή.  
Το νευροασαφές σύστηµα που θα χρησιµοποιηθεί στην εφαρµογή µας  είναι 
αναγκαίο να έχει τα εξής χαρακτηριστικά:  
 

• Να ενσωµατώνει ένα µηχανισµό ο οποίος θα είναι σε θέση να χειρίζεται κατά 
τον ίδιο τρόπο αριθµητικές και γλωσσικές εισόδους  

• Να περιορίζει κατά το δυνατόν τον αριθµό των παραµέτρων που χρειάζεται 
για να λύσει ένα πρόβληµα  

• Να ενσωµατώνει τη γνώση που προκύπτει είτε από τα δεδοµένα, είτε από την 
εµπειρία, στη δηµιουργία ενός συνόλου κανόνων της µορφής ΕΑΝ- ΤΟΤΕ  

• Να τροποποιεί τη βάση των κανόνων βάσει της γνώσης που προκύπτει από τα 
δεδοµένα  

• Να είναι σε θέση να ερµηνεύσει ένα εκπαιδευµένο νευροασαφές σύστηµα  
 

Το σύστηµα που περιγράφεται παρακάτω επιτυγχάνει σε µεγάλο βαθµό αυτούς 
τους στόχους. Χρησιµοποιεί τη συνηθισµένη αρχιτεκτονική ενός νευροασαφούς 
δικτύου που ενσωµατώνει κανόνες µορφής ΕΑΝ � ΤΟΤΕ ως κρυµµένο στρώµα. 
Αυτό επιτυγχάνεται αντιστοιχίζοντας τα µέλη της υπόθεσης των κανόνων µε τα 
προσυναπτικά βάρη του κρυµµένου στρώµατος και τα µέλη συµπεράσµατος µε τα 
µετασυναπτικά βάρη. Ωστόσο, παρουσιάζει κάποιες ιδιαιτερότητες που το 
διαφοροποιούν από τα υπόλοιπα νευροασαφή δίκτυα :  
 

• Χρησιµοποιεί έναν εκπαιδευµένο ασαφοποιητή εισόδου ο οποίος είναι 
υπεύθυνος για την ασαφοποίηση των αριθµητικών δεδοµένων. Κάθε 
αριθµητική είσοδος ασαφοποιείται βάσει µίας συνάρτησης Gauss που 
αντιστοιχεί σε κάθε χαρακτηριστικό του προβλήµατος.  

• Όλες οι πληροφορίες που διαδίδονται από το στρώµα εισόδου είναι ασαφείς. 
Κατά αυτό τον τρόπο, το µοντέλο χρησιµοποιεί ένα µηχανισµό σύνθεσης 
βασισµένο σε κάποιο κριτήριο οµοιότητας ασαφών συνόλων. Αυτό το 
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διαφοροποιεί από τη συνηθισµένη προσέγγιση να χρησιµοποιείται ο τελεστής 
min για να βρεθεί η τελική ενεργοποίηση.  

• Οι έξοδοι παράγονται µε τη µέθοδο της ποσοτικής απο-ασαφοποίησης 
(volume de-fuzzyfication), η οποία είναι παραλλαγή της συνηθισµένης 
µεθόδου κέντρου βάρους.  

 
Τα τέσσερα παραπάνω χαρακτηριστικά προσδίδουν στο µοντέλο ταυτόχρονα 

υψηλές επιδόσεις και οικονοµία παραµέτρων.  
 
 
 
4.2 Αρχιτεκτονική και τρόπος λειτουργίας  του µοντέλου 
 
Η αρχιτεκτονική του χρησιµοποιούµενου µοντέλου φαίνεται στο σχήµα 4.1. 
 

 
Σχ.4.1:  Αρχιτεκτονική του µοντέλου SupFuNIS 
 
 
 
 
 
 
Το µοντέλο εµπεριέχει ασαφείς κανόνες της µορφής  
 

Αν το x1 είναι ΧΑΜΗΛΟ και το x2 ΥΨΗΛΟ, τότε το y είναι ΜΕΣΑΙΟ 
 
όπου ΧΑΜΗΛΟ, ΜΕΣΑΙΟ, ΥΨΗΛΟ είναι ασαφή σύνολα που ορίζονται στο 
υπερσύνολο αναφοράς  των κόµβων εισόδου ή εξόδου αντίστοιχα. Οι κόµβοι εισόδου 
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αντιπροσωπεύουν µεταβλητές ή χαρακτηριστικά του πεδίου ορισµού και οι κόµβοι 
εξόδου µεταβλητές ή χαρακτηριστικά του πεδίου τιµών. 

Κάθε κρυµµένος κόµβος αντιπροσωπεύει έναν κανόνα και οι συνάψεις µεταξύ 
των κόµβων εισόδου και των κόµβων κανόνων αντιπροσωπεύουν τα προσυναπτικά 
βάρη του ασαφούς κανόνα. Κατά ανάλογο τρόπο, οι συνάψεις µεταξύ των κόµβων 
κανόνων και των κόµβων εξόδου αντιπροσωπεύουν τα µετασυναπτικά βάρη  του 
ασαφούς κανόνα.  
Ασαφή σύνολα που αντιστοιχούν  σε γλωσσικές µεταβλητές (όπως  ΧΑΜΗΛΟ,  
ΜΕΣΑΙΟ, ΥΨΗΛΟ), ορίζονται  στα υπερσύνολα αναφοράς  εισόδου και εξόδου και 
αντιπροσωπεύονται από συµµετρικές συναρτήσεις συµµετοχής Gauss που 
χαρακτηρίζονται απο το κέντρο και τη διασπορά τους.  

Κατά συνέπεια τα ασαφή βάρη ijw  από τους κόµβους εισόδου i  προς τους 

κόµβους κανόνων j  παριστάνονται απο το κέντρο c
ijw  και τη διασπορά σ

ijw  και 

συµβολίζονται ),( σ
ij

c
ijij www = . Κατά ανάλογο τρόπο, τα  µετασυναπτικά βάρη από 

τους κόµβους κανόνων j  προς τους κόµβους εξόδου k  συµβολίζονται µε 
),( σ

ij
c
ijij vvv = . Η γεγονοδηγούµενη γνώση ενσωµατώνεται κατά τον τρόπο αυτό 

απευθείας στην αρχιτεκτονική του δικτύου. 
Το δίκτυο µπορεί να δεχτεί ταυτόχρονα ως εισόδους αριθµητικές τιµές και 

ασαφείς ποσότητες. Οι αριθµητικές τιµές ασαφοποιούνται ώστε όλες οι είσοδοι του 
δικτύου να έχουν ασαφή χαρακτήρα. Καθώς και τα προσυναπτικά βάρη είναι επίσης 
ασαφείς µεταβλητές, χρειάζεται να καθοριστεί ο τρόπος µετάδοσης ενός ασαφούς 
σήµατος µέσω µίας ασαφούς σύναψης.  

Στις περισσότερες περιπτώσεις νευρωνικών δικτύων το σήµα εισόδου 
πολλαπλασιάζεται απευθείας µε µία ποσότητα ανάλογη του βάρους και οι τιµές που 
προκύπτουν αθροίζονται για να δώσουν την τιµή ενεργοποίησης ενός κόµβου. Στο 
συγκεκριµένο δίκτυο, για το σκοπό αυτό θα χρησιµοποιηθεί το µέτρο οµοιότητας. 
 
4.2.1 Μετάδοση του σήµατος στους κόµβους εισόδου  

Καθώς το διάνυσµα εισόδου ( )nxxxX ,...,, 21=  µπορεί να περιλαµβάνει είτε 
αριθµητικές είτε γλωσσικές µεταβλητές, υπάρχουν δύο είδη κόµβων στο στρώµα 
εισόδου.  

Οι γλωσσικοί κόµβοι δέχονται µία γλωσσική είσοδο που αναπαριστάται από 
ένα ασαφές σύνολο µε µία συνάρτηση συµµετοχής Gauss και µοντελοποιείται από το 
κέντρο c

ijw  και τη διασπορά σ
ijw . Αυτές οι συναρτήσεις συµµετοχής επιλέγονται από 

έναν προκαθορισµένο αριθµό ασαφών συνόλων, όπως φαίνεται στο σχήµα 4.2(a), 
όπου τρία ασαφή σύνολα εχουν οριστεί σε ένα υπερσύνολο αναφοράς  [-1,1]. Κατά 
αυτό τον τρόπο, η γλωσσική µεταβλητή ix  αναπαριστάται από ),( σ

i
c
ii xxx = . Το ίδιο 

αυτό σήµα ii xxS =)(  µεταδίδεται από τον γλωσσικό κόµβο, εφόσον οι είσοδοι δεν 
υφίστανται καµία επεξεργασία στο στρώµα εισόδου.  

Οι αριθµητικοί κόµβοι είναι εκπαιδευόµενοι ασαφοποιητές. ∆έχονται 
αριθµητικές εισόδους και τις ασαφοποιούν χρησιµοποιώντας ασαφή σύνολα Gauss. Η 
αριθµητική είσοδος ασαφοποιείται αντιµετωπίζοντάς την ως κέντρο c

ix  µίας 
συνάρτησης συµµετοχής Gauss µε ρυθµιζόµενη απόκλιση σ

ix . Αυτό φαίνεται στο 
σχήµα  4.2(b) όπου µία αριθµητική είσοδος µε τιµή 0.25 έχει ασαφοποιηθεί σε µία 
συνάρτηση συµµετοχής Gauss µε απόκλιση 0.5. Το σχήµα Gauss επιλέγεται για να 
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ταιριάξει µε το σχήµα των ασαφών συνόλων, καθώς αυτό διευκολύνει τους 
υπολογισµούς οµοιότητας που φαίνονται στο σχήµα 4.3.  
 
 
 

 
 
Σχ.4.2: (α)  Προκαθορισµένα ασαφή σύνολα για ασαφείς εισόδους. (b)  Παράδειγµα ασαφοποίησης 
αριθµητικής εισόδου. 
 
 
4.2.2 Μέτρο οµοιότητας  

∆εδοµένου ότι και το σήµα και τα βάρη είναι ασαφή σύνολα τα οποία 
αντιπροσωπεύονται από συναρτήσεις συµµετοχής Gauss, φαίνεται εύλογο να επιλεγεί 
ως σήµα προς µετάδοση ο βαθµός οµοιότητας των δύο ασαφών συνόλων. Ο βαθµός 
αυτός ορίζεται παρακάτω :  

Έστω δύο ασαφή σύνολα A και Β που περιγράφονται από συναρτήσεις 
συµµετοχής Gauss µε κέντρα 21,cc  και αποκλίσεις 21,σσ  : 
 
 

e cxx
2

11 )/)(()( σα −−=  

e cxxb
2

22 )/)(()( σ−−=  
 
 
Το πλήθος των στοιχείων του συνόλου Α ορίζεται ως εξής: 
 

∫∫
+∞

∞−

−−
+∞

∞−

== dxdxxaAC e cx 2
11 )/)(()()( σ  
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Σχ.4.2: Τεσσερις περιπτώσεις ως προς σχετικές τιµές των c1 , c2  , σ1 ,σ2. Περίπτωση 1: c1=c2  , σ1>σ2  
(a),c1=c2  , σ1=σ2 (b). Περίπτωση 2: c1>c2  , σ1=σ2 (c),c1<c2  , σ1=σ2 (d). Περίπτωση 3: c1>c2  , σ1>σ2 
(e),c1<c2  , σ1>σ2 (f). Περίπτωση 4:c1>c2  , σ1<σ2 (g),c1<c2  , σ1<σ2 (h). 
 
 
 
 

Η οµοιότητα ( )BA,ε  παριστάνει το βαθµό στον οποίο δύο ασαφή σύνολα Α και 
Β είναι ίσα : 
 

( ) )()(, Α⊂ΒΒ⊆Α=Β=Α= καιςβαθµςβαθµε όόBA  
 
Και µπορεί να δοθεί από τη σχέση : 
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( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) ]1,0[, ⊂

−+
=

∪
=

BACBCAC
BAC

BAC
BACBA

I

IIε  

 
Aνάλογα µε τις τιµές των 21,cc  και 2,1σσ , προκύπτουν τέσσερις διαφορετικές 
περιπτώσεις για τον υπολογισµό της οµοιότητας: 
Περίπτωση 1 : 21 cc =  
Περίπτωση 2 : 2121 , σσ =≠ cc  
Περίπτωση 3 : 2121 , σσ >≠ cc  
Περίπτωση 4 : 2121 , σσ <≠ cc  
 
Τα σηµεία στα οποία τέµνονται οι δύο καµπύλες είναι τα : 
 

2

1

2

1

1
21

1
σ
σ

σ
σ

+
+

=
cc

h  

 
και  
 

2

1

2

1

1
21

2
σ
σ

σ
σ

−
−

=
cc

h  

 
 
Για τον υπολογισµό του µέτρου οµοιότητας, θα χρησιµοποιήσουµε τον ορισµό της 
συνάρτησης σφάλµατος, η οποία ορίζεται ως εξής: 
  

dtxerf
x

te∫ −=
0

)2/1(

2
1

2

)(
π  

 
 
 
 
 
 
 
 
4.2.3 Μετάδοση σήµατος βασισµένη στην οµοιότητα 
 

Όπως φαίνεται παραστατικά στο σχήµα 4.4, το µοντέλο µεταδίδει το ασαφές 
σήµα εισόδου κατά µήκος ενός επίσης ασαφούς προσυναπτικού βάρους. Η ποσότητα 
που µεταδίδεται τελικά µέσω του βάρους αυτού στο στρώµα κανόνων του δικτύου 
είναι το µέτρο οµοιότητας µεταξύ του βάρους και του ασαφούς σήµατος εισόδου. 
Συµβολίζοντας το σήµα εισόδου ),()( σ

i
c
iii xxxSx ==  και το αντίστοιχο 

προσυναπτικό βάρος ),( σ
ij

c
ijij www =   η µεταξύ τους οµοιότητα θα είναι : 

( ) ( )
( ) ( ) ( )ijiiji

iji
ijiij wsCwCsC

wsC
ws

I

I

−+
== ,εε  
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Σχ.4.4: Μετάδοση ασαφούς σήµατος.  
 
 

Η µορφή που παίρνει η αναλυτική  έκφραση για τον υπολογισµό της οµοιότητας 
εξαρτάται από τη σχέση µεταξύ των c,σ και προκύπτουν 4 συνολικά περιπτώσεις : 
 
Περίπτωση 1 : c

ij
c
i wx = . Αν c

ij
c
i wx <  το ασαφές σύνολο σήµατος καλύπτεται πλήρως 

από το ασαφές βάρος c
ijw  όπως φαίνεται και στο σχήµα 4.3(a) και το µέτρο 

( ) ( )ijiiji wsCwsC II =  δίνεται από :  
 

( ) ( ) [ ] ππ σσσ

ijij
xxx

iiji xerferfxdxsCwsC e i
c
i =−∞−∞=== ∫

+∞

∞−

−− )()(
2)/)((

I  

 
Παρόµοια ( ) ( )ijiji wCwsC =I   αν c

ij
c
i wx >  και ( ) πσ

ijiji wwsC =I . 
 
Αν c

ij
c
i wx =  τα δύο σύνολα είναι ίσα όπως φαίνεται στο σχήµα 4.3(b). Συνοψίζοντας 

 

( )
( )
( )

( ) ( )







====
>=
<=

=
σσσσ

σσσ

σσσ

ππ
π
π

ijijijijiji

ijijijij

ijijii

iji

wxwxwCsC
wxwwC

wxxsC
wsC

,
,
,

I  

 
 
 
Περίπτωση 2 : σσ

ji
c
ij

c
i wxwx =≠ , . Στην περίπτωση αυτή υπάρχει ακριβώς ένα σηµείο 

τοµής 1h , όπως φαίνεται στo 4.3(c) 
Αν c

ij
c
i wx <   
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Περίπτωση 3 : σσ

ji
c
ij

c
i wxwx <≠ , . Σε αυτή την περίπτωση υπάρχουν δύο σηµεία 

τοµής 1h  και 2h . Θεωρούµε ότι 21 hh <  και σσ
ji wx <  οπότε έχουµε : 
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Όµοια είναι η έκφραση και αν σσ

ji wx >  
 
 
Περίπτωση 4 : σσ

iji
c
ij

c
i wxwx >≠ , . Όπως και στην περίπτωση 3 έχουµε δύο σηµεία 

τοµής 1h  και 2h  ( 21 hh < ). Θεωρώντας ότι σσ
ji wx <  έχουµε 
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Oµοίως υπολογίζεται η οµοιότητα και αν σσ
ji wx >  

 
 
4.2.4  Στρώµα κανόνων 

Υπολογίζοντας όλες τις τιµές οµοιότητας ),...,( 1 njjjE εε=  για τον κόµβο 
κανόνων j, αποτιµούµε την συµβατότητα του διανύσµατος εισόδου ),...,( 1 nssS =  και 
του διανύσµατος ),...,( 1 njjj wwW = . Κάθε κόµβος κανόνων συσσωρεύει ουσιαστικά 
αυτό το διάνυσµα, κατά τρόπο που η τιµή ενεργοποίησης που προκύπτει να 
αντικατοπτρίζει αυτή τη συµβατότητα. Με άλλα λόγια, ο βαθµός στον οποίο 
πυροδοτείται ο κανόνας, όπως αυτός παρουσιάζεται µέσα από την ενεργοποίηση του 
αντίστοιχου κόµβου, µετρά το βαθµό στον οποίο η είσοδος ),...,( 1 nssS =  αντιστοιχεί 
στο προσυναπτικό βάρος του κανόνα. 

Ο τελεστής min που χρησιµοποιείται συνήθως στα ασαφή συστήµατα, θα 
αντικατασταθεί εδώ µε τον τελεστή γινοµένου, µε σκοπό να αθροιστούν οι τιµές 
ενεργοποίησης ενός κόµβου κανόνων. Έτσι, η τιµή ενεργοποίησης jz  του κόµβου j 
είναι ένα γινόµενο βασισµένο στην οµοιότητα. Η διαφορισιµότητα της ποσότητας 
αυτής επιτρέπει στο σύστηµα να εκπαιδευτεί µε τη χρήση της µεθόδου κλίσης.  
 

Η τιµή ενεργοποίησης του j-οστού κανόνα είναι το ασαφές εσωτερικό γινόµενο, 
δηλαδή :  
 

∏∏
==

∈==
n

i
iji

n

i
iji wsz

11

]1,0[),(εε  

 
 

Ο τελεστής εσωτερικού γινοµένου παρουσιάζει τις εξής ιδιότητες : Παίρνει 
τιµές µεταξύ 0 και 1, είναι αύξουσα συνάρτηση, είναι συνεχής και παίρνει µη 
µοναδιαίες τιµές. Τα χαρακτηριστικά αυτά προσδίδουν βελτιωµένη συµπεριφορά στο 
µοντέλο.  

Η αντικατάσταση του τελεστή min από τον τελεστή γινοµένου παρουσιάζει το 
πλεονέκτηµα ότι δεν αγνοεί τη διάσταση του διανύσµατος εισόδου (όπως κάνει ο 
τελεστής min). Επιπλέον, παρέχει µία καλύτερη εκτίµηση της συνεκτικής ισχύος των 
εισόδων. Τέλος, παρουσιάζει αυξηµένη ικανότητα να διαχωρίσει τις εισόδους που 
µοιάζουν µε το διάνυσµα βάρους από εκείνες που διαφέρουν.  
Η συνάρτηση ενεργοποίησης του κόµβου κανόνων είναι γραµµική, και δίνεται από τη 
σχέση  : 

jj zzS =)(  
Συνεπώς οι τιµές µεταδίδονται χωρίς καµία µεταβολή στις µετασυναπτικές συνδέσεις. 
 
 
4.2.5 Στρώµα εξόδου  

Το σήµα κάθε κόµβου εξόδου υπολογίζεται µε την τροποποιηµένη µέθοδο 
αποασαφοποίησης του κέντρου βάρους. Ονοµάζοντας jkV  το χώρο των 
µετασυναπτικών βαρών και jkξ  τα βάρη που αντιστοιχούν στο iz , η τιµή του κ-
οστού κόµβου εξόδου δίνεται από τη σχέση : 
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όπου q ο αριθµός των κανόνων. Τα jkV  παριστάνουν ασαφή σύνολα Gauss, συνεπώς 

πσ
jkjk vV = . Τα βάρη jkξ  έχουν θεωρηθεί µοναδιαία, οπότε η τελική έκφραση 

γίνεται : 
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Ο απο-ασαφοποιητής αυτός υπολογίζει το κυρτό άθροισµα του συνόλου των 
µετασυναπτικών κέντρων. 
 
4.3 Εξαγωγή κανόνων από εκπαιδευµένο δίκτυο 
 

Για να ερµηνεύσουµε το σύνολο κανόνων, θεωρούµε ασαφείς διαµερίσεις 
(fuzzy interpretation sets), τέτοιες που να παρέχουν αναλυτική γλωσσική 
αναπαράσταση του συνόλου αναφοράς του προβλήµατος µας. Συνήθως, οι γλωσσικοί 
διαµορφωτές αναπαρίστανται από κανονικοποιηµένες συναρτήσεις συµµετοχής 
Gauss µε όµοιες διασπορές και ισαπέχοντα κέντρα. Ενδεικτικά δίνονται στο σχήµα 
4.5 δύο τέτοιες ασαφείς διαµερίσεις, µε τρεις και µε πέντε γλωσσικές µεταβλητές 
αντίστοιχα. 
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Σχ.4.5 Ασαφείς διαµερίσεις του συνόλου αναφοράς. 
 
 
 

Για να εξαχθεί ένας γλωσσικός κανόνας από ένα εκπαιδευµένο δίκτυο, βάσει 
των ασαφών διαµερίσεων που έχουν επιλεγεί, υπολογίζεται η ασαφής τοµή ανάµεσα 
σε κάθε προσυναπτικό µέρος του κανόνα και σε κάθε ασαφές σύνολο της ασαφούς 
διαµέρισης και αντίστοιχα ανάµεσα σε κάθε µετασυναπτικό µέρος του κανόνα και σε 
κάθε ασαφές σύνολο της ασαφούς διαµέρισης. Εν συνεχεία, το προσυναπτικό ή 
µετασυναπτικό µέρος του κανόνα συσχετίζεται µε την ασαφή διαµέριση, στην οποία 
παρουσιάζεται η µέγιστη τιµή της ασαφούς τοµής. Το σύνολο ενσωµατωµένων 
κανόνων που προκύπτει, µπορεί να παρασταθεί από ένα πίνακα ο οποίος θα έχει ως 
στήλες τις εισόδους και τις εξόδους του κανόνα και ως γραµµές τον ίδιο τον κανόνα. 
Αν σε αυτόν τον πίνακα παρατηρηθούν οµοιότητες ανάµεσα σε γραµµές του, αυτό 
σηµαίνει ότι το σύστηµα µπορεί να αναπαρασταθεί από µικρότερο αριθµό κανόνων.  

Αν παρατηρηθεί ότι υπάρχουν κανόνες που για τις ίδιες εισόδους παράγουν 
διαφορετικά αποτελέσµατα (γλωσσικές τιµές), τότε απαιτείται αύξηση του πλήθους 
των συνόλων της ασαφούς διαµέρισης που χρησιµοποιήθηκαν. Ο ελάχιστος αριθµός 
τέτοιων ασαφών διαµερίσεων του υπερσυνόλου αναφοράς, είναι εκείνος για τον 
οποίο δεν θα παρατηρούνται τέτοια φαινόµενα. Έτσι, η ερµηνεία των κανόνων 
διευκολύνεται µε άµεσο τρόπο, υιοθετώντας σαφείς τοµές σε συνδυασµό µε ασαφείς 
διαµερίσεις συγκεκριµένου αριθµού γλωσσικών τιµών.  
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Κεφάλαιο 5 
 

Μάθηση 
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5 ΜΑΘΗΣΗ  
 

Όπως έγινε σαφές από την εισαγωγή, ο κυριότερος στόχος της παρούσας 
εργασίας είναι να εµπλουτιστεί το νευροασαφές µοντέλο Supfunis µε τη δυνατότητα 
να εκπαιδεύει τον εαυτό του χρησιµοποιώντας τα πρότυπα εισόδου που του δίνονται 
προς ταξινόµηση. ∆εδοµένου ότι το σύστηµα δε γνωρίζει την κατηγορία στην οποία 
ανήκουν τα πρότυπα αυτά, είναι αναγκαίο η εκπαίδευση αυτή να γίνει µε τη χρήση 
ενισχυτικής µάθησης.  

Η έννοια της ενισχυτικής µάθησης περιλαµβάνει ένα ευρύ φάσµα 
προβληµάτων, που εκτείνονται από την προσέγγιση συναρτήσεων µέχρι τον 
αυτόµατο έλεγχο. Παρότι σε όλα αυτά τα προβλήµατα ακολουθούνται οι ίδιες 
βασικές αρχές, η έρευνα έχει δείξει ότι για µεγαλύτερη αποτελεσµατικότητα, πρέπει 
κανείς να εστιάσει στις ιδιαιτερότητες του εκάστοτε προβλήµατος.  

Στην περίπτωση του προβλήµατος της ταξινόµησης, οι κυριότερες 
ιδιαιτερότητες που παρουσιάζονται είναι οι εξής : 
 
• Το πρόβληµα είναι συσχετιστικό, δηλαδή το ζητούµενο είναι η απεικόνιση ενός 
διανύσµατος εισόδου σε ένα διάνυσµα εξόδου  

• Το ενισχυτικό σήµα καθορίζεται µόνο από την τελευταία ενέργεια (έξοδο) του 
δικτύου  
 

Τα δύο αυτά χαρακτηριστικά, σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι το νευροασαφές 
σύστηµα που θα χρησιµοποιηθεί βασίζεται σε ένα συνεκτικό δίκτυο, καθιστούν του 
αλγορίθµους της οικογένειας REINFORCE κατάλληλους για την εκπαίδευση του 
δικτύου. Οι αλγόριθµοι της εν λόγω οικογένειας αξιοποιούν τα παραπάνω 
χαρακτηριστικά συνδυάζοντας τις βασικές αρχές της ενισχυτικής µάθησης µε τη 
µέθοδο κλίσης. Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται µερικά βασικά χαρακτηριστικά 
των αλγορίθµων REINFORCE και γίνεται προσαρµογή τους στις ιδιαιτερότητες του 
προβλήµατος της ταξινόµησης και στην αρχιτεκτονική του µοντέλου που 
χρησιµοποιούµε. Επιπρόσθετα, γίνεται αναφορά στη δυνατότητα εκπαίδευσης του 
µοντέλου µε επιβλεπόµενη µάθηση.  
 
5.1 Παραδοχές και συµβολισµοί  

Τα παρακάτω θεωρούµε ότι αφορούν ένα συνεκτικό δίκτυο 
προσοτροφοδότησης, που αποτελείται από κόµβους οι οποίοι λειτουργούν 
στοχαστικά, ενώ θα εξετάσουµε  και την περίπτωση που υπάρχουν στο δίκτυο 
ντετερµινιστικοί κόµβοι. Το δίκτυο λαµβάνει ένα διάνυσµα εισόδου από το 
περιβάλλον, διαδίδει τις τιµές ενεργοποίησης µέσω των κόµβων του δικτύου και 
στέλνει τις τιµές που παράγονται από τους  κόµβους εξόδου  στον περιβάλλον για 
αξιολόγηση. Το κριτήριο αξιολόγησης είναι ένα βαθµωτό ενισχυτικό σήµα, το οποίο 
διαδίδεται εν συνεχεία σε όλους τους κόµβους του δικτύου. Στο σηµείο αυτό, ο κάθε 
κόµβος προσαρµόζει τα βάρη του, κατά τον τρόπο που καθορίζεται από τον 
αλγόριθµο µάθησης και εν συνεχεία η διαδικασία επαναλαµβάνεται. 

Ο συµβολισµός που θα χρησιµοποιηθεί είναι ο ακόλουθος : Έστω iy  η έξοδος 
του i-οστού κόµβου του δικτύου και ix  το διάνυσµα εισόδου που αντιστoιχεί στον 
κόµβο. Το ix  είναι ένα διάνυσµα του οποίου τα στοιχεία ( ix ) προέρχονται είτε από 
εξόδους άλλων κόµβων του δικτύου, είτε απευθείας από το περιβάλλον. Η έξοδος iy  
του i-οστού κόµβου του δικτύου προκύπτει από το διάνυσµα εισόδου ix  και τα βάρη 
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ijw  που συνδέουν την είσοδο µε την έξοδο. Για κάθε i, έστω iw  το διάνυσµα που 
αποτελείται από όλα τα ijw . Έστω W το διάνυσµα που αποτελείται από όλα τα βάρη 

ijw  του δικτύου. Κατά µία γενικότερη έννοια, το διάνυσµα iw  µπορεί να ιδωθεί ως το 
σύνολο των παραµέτρων που επηρεάζουν τη συµπεριφορά του i-οστού κόµβου του 
δικτύου, ενώ το W ως  το  σύνολο των παραµέτρων που επηρεάζουν τη συνολική 
συµπεριφορά του δικτύου.  

Επιπλέον, για κάθε  i, έστω { }iiiiii xwyxwg ,|Pr),,( ξξ == , δηλαδή  η ig  
είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που καθορίζει την τιµή της iy  
συναρτήσει των παραµέτρων του κόµβου και της εισόδου του. ∆εδοµένου ότι το 
διάνυσµα iw  περιέχει όλες τις παραµέτρους που σχετίζονται µε τη συµπεριφορά του 
i-οστού κόµβου, µπορόυµε ισοδύναµα να χρησιµοποιήσουµε το συµβολισµό 

{ }iiiii xWyxwg ,|Pr),,( ξξ ==  
Πρέπει να σηµειωθεί ότι οι τιµές πολλών από τα µεγέθη που αναφέρθηκαν, 

όπως  r, iy , ix εξαρτώνται από το χρόνο, πράγµα που δεν φαίνεται σαφώς στο 
συµβολισµό χάριν συντοµίας. Πάντως, στα παρακάτω, θεωρούµε ότι όπου 
περισσότερες από µία τέτοιες παράµετροι αναφέρονται στην ίδια σχέση, αναφέρονται 
στην ίδια χρονική στιγµή t. Θεωρούµε ότι κάθε χρονική στιγµή t αρχίζει τη στιγµή 
που µία νέα είσοδος ix παρουσιάζεται στο δίκτυο. 
 
5.2 Κριτήριο επίδοσης της ενισχυτικής µάθησης 

Προτού µελετηθεί ο κυρίως αλγόριθµος, πρέπει να οριστεί ένα µέτρο της 
επίδοσης του συστήµατος, του οποίου η βελτιστοποίηση θα είναι ο στόχος. Για ένα 
οποιοδήποτε σύστηµα, συσχετιστικό ή όχι, στο οποίο εκείνο που ενδιαφέρει είναι η 
άµεση ανταµοιβή, είναι εύλογο ως τέτοιο να χρησιµοποιηθεί η αναµενόµενη τιµή του 
ενισχυτικού σήµατος,  όπως αυτή υπολογίζεται βάσει των παραµέτρων του 
συστήµατος. Συνεπώς, ως µέτρο επίδοσης του δικτύου θα χρησιµοποιήσουµε το  

}|{ WrE , όπου το Ε υποδηλώνει αναµενόµενη τιµή, το r  είναι το ενισχυτικό σήµα 
και W ο πίνακας µε τα βάρη του δικτύου.  

Είναι αναγκαίο να χρησιµοποιηθεί η αναµενόµενη τιµή λόγω των εξής 
απροσδιόριστων παραµέτρων : 
 
• Του  διανύσµατος εισόδου το οποίο δίνει το περιβάλλον στο δίκτυο 
• Της εξόδου που το δίκτυο παράγει ως αποτέλεσµα αυτού του διανύσµατος 
εισόδου 

• Της τιµής του ενισχυτικού σήµατος για οποιοδήποτε ζεύγος εισόδου � εξόδου  
 
Πρέπει να σηµειωθεί ότι για να µελετήσουµε το }|{ WrE  ως ποσότητα 

ανεξάρτητη του χρόνου, πρέπει ο πρώτος και  τρίτος από τους παραπάνω παράγοντες 
να θεωρηθεί ότι καθορίζονται από στατικές κατανοµές και ότι η επιλογή του 
διανύσµατος εισόδου που δίνει το περιβαλλον δεν εξαρτάται από το χρόνο. Αν οι 
προϋποθέσεις αυτές δεν πληρούνται, το }|{ WrE  δίνεται ως συνάρτηση της 
παρούσας χρονικής στιγµής καθώς και των προηγούµενων. Ωστόσο, στην περίπτωση 
του προβλήµατος µας, οι δύο προϋποθέσεις αυτές ικανοποιούνται. 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι υπό αυτούς του όρους, το }|{ WrE  είναι µία καλά 
ορισµένη, ντετερµινιστική συνάρτηση του W, την οποία όµως το σύστηµα δεν 
γνωρίζει. Κατά συνέπεια, ο σκοπός του συστήµατος ενισχυτικής µάθησης είναι να 
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αναζητήσει όλο τον χώρο καταστάσεων και να βρει το W εκείνο που µεγιστοποιεί την 
τιµή του }|{ WrE . 
 
 
5.3 Αλγόριθµοι REINFORCE  

Θεωρούµε ένα δίκτυο που αντιµετωπίζει ένα συσχετιστικό πρόβληµα στο οποίο 
το ζητούµενο είναι η µεγιστοποίηση της αναµενόµενης τιµής του ενισχυτικού 
σήµατος. Υπενθυµίζεται ότι τα βάρη ενός τέτοιου δικτύου επαναπροσαρµόζονται σε 
κάθε βήµα ανάλογα µε την τιµή του ενισχυτικού σήµατος. 

Υποθέτουµε ότι ο αλγόριθµος µάθησης είναι τέτοιος που σε κάθε βήµα κάθε 
ένα από τα βάρη του δικτύου αυξάνεται κατά την ποσότητα : 
 

ijijijij ebrw )( −=∆ α  
 
όπου ijα  ο ρυθµός µάθησης, ijb  το reinforcement baseline και ijiij wge ∂∂= /ln  η 
characteristic eligibility  του ijw . Επιπλέον, υποθέτουµε ότι το το reinforcement 
baseline  ijb  είναι ανεξάρτητο απο το iy , δεδοµένων των W και ix  και ο ρυθµός 
µάθησης ijα  είναι µη αρνητικός και µπορεί να εξαρτάται µόνο από τα iw και t. (Στις 
περισσότερες περιπτώσεις το  ijα  θα θεωρείται σταθερό). Οι αλγόριθµοι µάθησης 
που θα έχουν την παραπάνω µορφή ονοµάζονται  REINFORCE, από τα αρχικά των 
λέξεων  
 
REward  Increment  =  ( Nonnegative  Factor ) ● ( Offset  Reinforcement ) ● ( 
Characteristic Eligibility )  
 

Η συµπεριφορά των αλγορίθµων αυτή της κατηγορίας καθορίζεται από το 
παρακάτω θεώρηµα : 
 

Για κάθε αλγόριθµο τύπου REINFORCE, το εσωτερικό γινόµενο των ποσοτήτων 
}|{ WWE ∆  και  }|{ WrEw∇  είναι µη αρνητικό. Επιπλέον, αν ijα >0 για κάθε i και j, 

το εσωτερικό γινόµενο είναι µηδενικό µόνο όταν 0}|{ =∇ WrEw . Επιπλέον, αν το 
aij =α  για κάθε i και  j, τότε }|{}|{ WrEWWE w∇=∆ α . 

 
Αυτό το αποτέλεσµα συσχετίζει την }|{ WrEw∇  (την παράγωγο του µέτρου 

απόδοσης στο χώρο των βαρών), µε το }|{ WWE ∆ , για κάθε αλγόριθµο τύπου 
REINFORCE. Πιο συγκεκριµένα, λέει ότι για κάθε τέτοιο αλγόριθµο η µεταβολή των 
βαρών του δικτύου  βρίσκεται προς την κατεύθυνση προς την οποία το µέτρο 
επίδοσης αυξάνει. Ισοδύναµα, για κάθε βάρος ijw η ποσότητα ijiij wgbr ∂∂− /ln)(  
αντιπροσωπεύει µία εκτίµηση της ποσότητας ijwWrE ∂∂ /}|{ . 

Είναι προφανές ότι ο τρόπος µε τον οποίο συµπεριφέρονται οι παραπάνω 
αλγόριθµοι καθορίζεται από το ενισχυτικό σήµα που λαµβάνει το σύστηµα, την 
επιλογή του reinforcement baseline και τον τρόπο υπολογισµού της characteristic 
eligibility κάθε παραµέτρου. Ο τρόπος µε τον οποίο θα υπολογιστούν κάθε µία από 
αυτές τις παραµέτρους στο σύστηµά µας αναλύεται παρακάτω. 
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5.3.1 Ενισχυτικό Σήµα 

Ο υπολογισµός του ενισχυτικού σήµατος που θα λαµβάνει το δίκτυο βασίζεται 
στον αλγόριθµο των k-πλησιέστερων γειτόνων (k-Nearest Neighbors / k-NN). Κατά 
συνέπεια, πρώτα περιγράφεται αυτός ο αλγόριθµος και στη συνέχεια, ο τρόπος 
υπολογισµού του ενισχυτικού σήµατος.  
 
 
5.3.1.1 Ο αλγόριθµος k-NN 

Έστω ένα σύνολο από πρότυπα n
N RxxxX ⊆= },...,,{ 21 , των οποίων η 

κατηγοριοποίηση είναι εκ των προτέρων γνωστή. Κατά συνέπεια κάθε ένα από τα 
παραπάνω πρότυπα θεωρείται ότι ανήκει σε µία ακριβώς από τις κλάσεις 

},...,,{ 21 pwwwW = . Εστω D η Ευκλίδεια απόσταση δύο προτύπων στο nR . 
Ο αλγόριθµος k-NN κατηγοριοποιεί ένα άγνωστο πρότυπο z, λαµβάνοντας υπόψη 
του την κατηγορία στην οποία ανήκουν οι k πλησιέστεροι γείτονες του (όπως αυτοί 
καθορίζονται µέσω της D). 
Έστω ότι siti ,...,2,1, =  είναι το πλήθος των γειτόνων (από τους k γείτονες του z) που 

ανήκουν στην κατηγορία i (προφανώς ισχύει ∑
=

=
p

i
i kt

1
). Τότε το άγνωστο πρότυπο 

αντιστοιχίζεται στην κατηγορία j αν ισχύει }{max
1

i
si

j tt
≤≤

=  

 
Η γενικότερη συµπεριφορά του αλγορίθµου καθορίζεται σε µεγάλο βαθµό από 

την επιλογή του  k. Έχει αποδειχθεί εµπειρικά ότι η βέλτιστη τιµή του k είναι 
Nk = , όπου Ν ο αριθµός των προτύπων που ανήκουν σε γνωστές κατηγορίες.  

 
 
5.3.1.2 Υπολογισµός Ενισχυτικού Σήµατος  

Θεωρούµε ότι ένα άγνωστο πρότυπο εισόδου x, αποδίδεται από το δίκτυο, 
βάσει της εξόδου του, στην κατηγορία j. Η τιµή του ενισχυτικού σήµατος που θα 
λάβει το σύστηµα για αυτή την έξοδο θα είναι :  
 

∑
=

== p

i
i

mm

t

t
k
tr

1

 

 
διατηρώντας το συµβολισµό που χρησιµοποιήθηκε παραπάνω. 

Είναι προφανές ότι µε τον τρόπο που ορίζεται το ενισχυτικό σήµα, η περιοχή 
τιµών του είναι το διάστηµα [0,1]. Το γεγονός αυτό µας δίνει τη δυνατότητα να το 
µεταφράσουµε άµεσα σε πιθανότητα.  
 
 
5.3.2 Επιλογή του Reinforcement Baseline 

Το θεώρηµα που παρουσιάστηκε παραπάνω ισχύει για κάθε τιµή του 
Reinforcement Baseline και συνεπώς δεν δίνει κανένα κριτήριο για την επιλογή του. 
Οµοίως, η περαιτέρω θεωρητική διερεύνηση του θέµατος δεν έχει καταλήξει σε σαφή 
συµπεράσµατα. Ωστόσο, η ερευνητική εµπειρία έχει δείξει ότι η επιλογή του 
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reinforcement baseline είναι καθοριστικής σηµασίας για την απόδοση του 
αλγορίθµου.  

Ένας από τους πιο συνηθισµένους τρόπους υπολογισµού της τιµής του ijb  
µπορεί να προκύψει µε τη µέθοδο reinforcement comparison (Sutton, 1984) η οποία 
βρίσκεται σε συµφωνία µε τους REINFORCE αλγορίθµους. Σύµφωνα µε αυτή την 
προσέγγιση, το ijb  αντικαθίσταται µε r΄, όποτε η σχέση γίνεται :  
 

ijijij erraw )( '−=∆ , 
 
όπου r΄ υπολογίζεται µέσω της σχέσης : 
 

)1()1()1()( '' −•−+−•= trtrtr γγ  , 10 ≤< γ  (exponential averaging ) 
 
Η τιµή αυτή του reinforcement baseline θα χρησιµοποιηθεί και στην περίπτωσή µας. 
 
5.3.3 Υπολογισµός της Characteristic Eligibility  
 
5.3.3.1 Συνάρτηση πιθανότητας κόµβων εξόδου 

Στην περίπτωση του συστήµατός µας, ο σκοπός του είναι η ταξινόµηση 
προτύπων σε κατηγορίες.Θεωρούµε ότι η ταξινόµηση επιτυγχάνεται µε τη δηµιουργία 
ενός δικτύου το οποίο έχει αριθµό εξόδων p, ίσο µε τον πλήθος  των κατηγοριών. Το 
κάθε πρότυπο εισόδου, θεωρείται ότι αποδίδεται στην κατηγορία της οποίας η 
αντίστοιχη έξοδος δίνει την µέγιστη τιµή (λογική winner takes all). 

Στην περίπτωση αυτή µπορούµε να θεωρήσουµε ότι η πιθανότητα το διάνυσµα 
εξόδου του δικτύου να πάρει την τιµή y είναι : 
 

∑
=

= p

k
k

i

y

yyg

1

)(  

 
όπου i ο κόµβος-νικητής που αντιστοιχεί στο εν λόγω διάνυσµα εξόδου.  
 
 

Υπολογίζοντας τις µερικές παραγώγους αυτής της πιθανότητας προς τον κάθε 
κόµβο εξόδου χωριστά, έχουµε : 
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όπου µε k συµβολίζεται ο τυχαίος κόµβος και µε i ο κόµβος-νικητής.  

Προσαρµόζοντας τα όσα ειπώθηκαν παραπάνω για τους αλγορίθµους 
REINFORCE στην αρχιτεκτονική του δικτύου µας, όπως αυτή αναλύθηκε στο 
κεφάλαιο 4 και κάνοντας τις παραδοχές ότι ο ρυθµός µάθησης και το reinforcement 
baseline είναι κοινά για όλους τους κόµβους του δικτύου, η ανανέωση των βαρών θα 
γίνεται βάσει των σχέσεων : 
 
 

c
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c
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c
ij w

ygbraww
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Έχοντας υπολογίσει παραπάνω το 
ky

yg
∂

∂ )(ln , µπορούµε να εκφράσουµε αυτές 

τις σχέσεις µε τη χρήση του κανόνα αλυσίδας, ως εξής : 
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Αποµένει να γίνει ο υπολογισµός των µερικών παραγώγων. 
 
 
5.3.3.2 Υπολογισµός µερικών παραγώγων  

Η µερική παράγωγος του k-οστού κόµβου της εξόδου ως προς το κέντρο και 
την απόκλιση των µετασυναπτικών βαρών δίνεται αντίστοιχα από τις σχέσεις : 
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Αντίστοιχα, η µερική παράγωγος του k-οστού κόµβου της εξόδου προς το 
κέντρο και την απόκλιση των προσυναπτικών βαρών, δίνεται από τις σχέσεις : 
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Τέλος, η µερική παράγωγος του k-οστού κόµβου της εξόδου, ως προς την 
απόκλιση της εισόδου, δίνεται από τη σχέση : 
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Για τον περαιτέρω υπολογισµό των ανωτέρω παραγώγων, χρειαζόµαστε τις 
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Έχουµε διαδοχικά :  
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΄Οπως φαίνεται από τις παραπάνω εκφράσεις, για τον υπολογισµό των 
παραγώγων πρέπει πρώτα να υπολογιστούν οι :  
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Για τον υπολογισµό των παραγώγων αυτών  πρέπει να διακρίνουµε, κατ΄ 
αντιστοιχία µε τα όσα αναλύθηκαν στο προηγουµενο κεφάλαιο, 4 περιπτώσεις 
ανάλογα µε τις τιµές των σσ
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c
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Η παράγωγος ως προς το σ
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και η παράγωγος ως προς το σ

ix  είναι : 
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Περίπτωση 2 : σσ
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εκφράσεις για τις µερικές παραγώγους. 
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5.4 Επιβλεπόµενη µάθηση 
 

Όπως αναφέρθηκε στην εισαγωγή, της εκπαίδευσης του δικτύου µε ενισχυτική 
µάθηση είναι δυνατό να προηγηθεί και ένα στάδιο εκπαίδευσης µε επιβλεπόµενη 
µάθηση. Η επιβλεπόµενη µάθηση θα βασιστεί στον αλγόριθµο ανάστροφης διάδοσης. 
Ο αλγόριθµος βασίζεται στην ελαχιστοποίηση του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος, 
δηλαδή της ποσότητας :  

2

1
2
1 )))(()(()( tyStdte k

p

k
k −= ∑

=
 

Στην παραπάνω σχέση τα d  και y είναι διανύσµατα που  συµβολίζουν την 
επιθυµητή και την πραγµατική έξοδο του δικτύου αντίστοιχα, για τη χρονική στιγµή t.  

∆εδοµένου ότι το επιθυµητό είναι η ελαχιστοποίηση του e, η  ανανέωση των 
βαρών θα γίνει βάσει των σχέσεων :  
 

)1(
)(

)()()1( −∆+
∂
∂−=+ tw

tw
tetwtw c

ijc
ij

c
ij

c
ij αη  

)1(
)(

)()()1( −∆+
∂
∂−=+ tv

tv
tetvtv c

jkc
jk

c
jk

c
jk αη  

)1(
)(

)()()1( −∆+
∂
∂−=+ tw

tw
tetwtw ij

ij
ijij

σ
σ

σσ αη  

)1(
)(

)()()1( −∆+
∂
∂−=+ tv

tv
tetvtv jk

jk
jkjk

σ
σ

σσ αη  

)1(
)(

)()()1( −∆+
∂
∂−=+ tx

tx
tetxtx i

i
ii

σ
σ

σσ αη  

 
 
όπου η είναι ο ρυθµός µάθησης, α ο παράγοντας ορµής και επιπλέον : 
 

)1()()1( −−=−∆ twtwtw c
ij

c
ij

c
ij  

)1()()1( −−=−∆ tvtvtv c
jk

c
jk

c
jk  

)1()()1( −−=−∆ twtwtw ijijij
σσσ  

)1()()1( −−=−∆ tvtvtv jkjkjk
σσσ  

)1()()1( −−=−∆ txtxtx jjj
σσσ  

 
 
 



 94

Ο υπολογισµός των µερικών παραγώγων θα γίνει από τις σχέσεις : 
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6 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ  
 
 

Στο κεφάλαιo αυτό περιγράφεται η λειτουργία του λογισµικού που αποτελεί την 
υλοποίηση των όσων αναπτύχθηκαν σε προηγούµενα κεφάλαια. Όπως φάνηκε από 
την εισαγωγή, η υλοποίηση αυτή αποτελείται από τρία επιµέρους στοιχεία : 
 
• Την εφαρµογή επιβλεπόµενης µάθησης του Server 
• Την εφαρµογή ταξινόµησης και ενισχυτικής µάθησης του P.D.A. 
• Την εφαρµογή προσοµοίωσης των αισθητήρων  
 
Καθένα από τα στοιχεία αυτά περιγράφεται αναλυτικά παρακάτω. 
 
 
6.1 Server 
 
6.1.1 Παράθυρο αρχικοποίησης 

Το παράθυρο στο οποίο γίνεται αρχικοποίηση του προβλήµατος φαίνεται στο 
σχήµα 6.1: 
 
 

 
Σχ.6.1: Παράθυρο αρχικοποίησης του Server 
 
 
Στο συγκεκριµένο παράθυρο ο χρήστης εισάγει τα δεδοµένα που χρειάζονται για την 
αρχικοποίηση του προβλήµατος και συγκεκριµένα :  
 
• Dataset : Το path και το όνοµα του αρχείου στο οποίο βρίσκεται το σύνολο  
δεδοµένων του προβλήµατος  
• Inputs : Τον αριθµό των εισόδων από τις οποίες αποτελείται κάθε πρότυπο 
• Rules : Τον αριθµό των κανόνων του δικτύου 
• Outputs : Τον αριθµό των κατηγοριών  
 
Στη συνέχεια ο χρήστης πατάει ΟΚ και µεταβαίνει στο παράθυρο εκπαίδευσης. 
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6.1.2 Παράθυρο εκπαίδευσης  
Στο παράθυρο του σχήµατος 6.2 λαµβάνουν χώρα δύο λειτουργίες : H 

εκπαίδευση του δικτύου και η αποστολή δεδοµένων στο P.D.A. 
 

 
Σχ.6.2: Παράθυρο εκπαίδευσης του Server 
 

Η εκπαίδευση του δικτύου γίνεται µε τη χρήση επιβλεπόµενης µάθησης. Για την 
εκπαίδευση πρέπει να προσδιοριστούν οι εξής παράµετροι : 
 
• Learning rate : Ο ρυθµός  µάθησης  
• Momentum : Ο παράγοντας αδράνειας  
• Number of Epochs & Accuracy : Το κριτήριο τερµατισµού της εκπαίδευσης 
   

Η εκπαίδευση συνεχίζεται είτε µέχρι να συµπληρωθεί ο αριθµός εποχών που 
προσδιορίζεται από το Number of  Epochs, είτε µέχρι το σύστηµα να επιτύχει  το 
ποσοστό σωστών κατηγοριοποιήσεων που προσδιορίζεται από το Accuracy. 

Είναι φανερό ότι µέσω αυτών των δύο παραµέτρων ο χρήστης µπορεί να 
επιλέξει ή να παραλείψει εντελώς το στάδιο της επιβλεπόµενης µάθησης (θέτοντας 
οποιοδήποτε από τα παραπάνω κριτήρια ίσο µε 0) ή να εκπαιδεύσει το σύστηµα εξ 
ολοκλήρου µε τη χρήση επιβλεπόµενης µάθησης (δίνοντας στα παραπάνω κριτήρια 
µεγάλες τιµές). Ωστόσο, το ενδιαφέρον της  εφαρµογής µας εστιάζεται σε 
περιπτώσεις που ένα δικτύο το οποίο έχει εκπαιδευτεί σε κάποιο βαθµό µε 
επιβλεπόµενη µάθηση εκπαιδεύεται περαιτέρω µε ενισχυτική µάθηση. Συνεπώς στις 
περισσότερες περιπτώσεις η τιµή του accuracy είναι σκόπιµο να οριστεί µεταξύ 60 % 
και 80 %.  

Εκτός των παραµέτρων που αφορούν τη διαδικασία της εκπαίδευσης, ο χρήστης 
πρέπει να προσδιορίσει στο πεδίο Port τον αριθµό της θύρας που θα χρησιµοποιηθεί 
για την αποστολή των δεδοµένων.  

 
Στη συνέχεια πατώντας OK αρχίζει η διαδικασία της εκπαίδευσης. Κατά τη 

διάρκεια της εκπαίδευσης εµφανίζονται στην οθόνη σε κάθε εποχή :  
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• O αύξων αριθµός της εποχής  
• Ο αριθµός σωστών κατηγοριοποιήσεων που πέτυχε το σύστηµα κατά την 
εποχή αυτή  
• Το τετραγωνικό σφάλµα για την εποχή αυτή  
 

Η εκπαίδευση συνεχίζεται µέχρι να ικανοποιηθεί ένα από τα δύο κριτήρια 
τερµατισµού (Number of Epochs / Accuracy). Όταν η διαδικασία της εκπαίδευσης 
ολοκληρωθεί, ο Server µεταπίπτει σε µία κατάσταση στην οποία περιµένει από 
Clients να συνδεθούν (εµφανίζεται το µήνυµα Waiting for connections�). Κάθε 
φορά που συνδέεται στο Server ένας πελάτης, αυτός του στέλνει τα βάρη του δικτύου 
και το σύνολο δεδοµένων του προβλήµατος και όταν βεβαιωθεί ότι ο πελάτης τα 
έλαβε, διακόπτει τη σύνδεση. Κατά τη διαδικασία αυτή, στην οθόνη εµφανίζονται 
διαδοχικά τα µηνύµατα :  
 
Client Connected�  
Sending Weights�  
Sending Dataset�  
Completed 
 

Ο Server παραµένει επ� αόριστον σε αυτή την κατάσταση αναµονής, 
επιτρέποντας σε απεριόριστο αριθµό πελατών να συνδεθούν µαζί του και να λάβουν 
τα δεδοµένα. 
 
 
6.2  P.D.A. 

Η εφαρµογή του P.D.A. αποτελεί το κυριότερο τµήµα της υλοποίησης, καθώς οι 
λειτουργίες της ταξινόµησης και της εκπαίδευσης, µε τη χρήση ενισχυτικής µάθησης, 
λαµβάνουν χώρα σε αυτό. Η εφαρµόγη αποτελείται από δύο επιµέρους τµήµατα :  
 
6.2.1 Παράθυρο επικοινωνίας µε τον Server 
 

Το παράθυρο αυτό φαίνεται στο σχήµα 6.3, και αποτελείται από τα εξής 
στοιχεία : 
 

 
Σχ.6.3: Παράθυρο επικοινωνίας του P.D.A. µε τον Server 
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• Loaded Problems : Ο κατάλογος µε τα προβλήµατα που βρίσκονται 
αποθηκευµένα στο P.D.A. Θεωρούµε ότι ένα πρόβληµα είναι αποθηκευµένο όταν το 
P.D.A. έχει αποθηκεύσει το όνοµά του, το σύνολο δεδοµένων που αντιστοιχεί σε 
αυτό και τα βάρη του (εν µέρει) εκπαιδευµένου, µε επιβλεπόµενη µάθηση, δικτύου 
που λαµβάνει από το Server. Στον κατάλογο αυτό προστίθεται αυτόµατα κάθε νέο 
πρόβληµα που το P.D.A. λαµβάνει από κάποιον Server και αφαιρείται αυτόµατα από 
αυτόν κάθε πρόβληµα που ο χρήστης επιλέγει να διαγράψει.  
• IP address : Η IP διέυθυνση του Server από τον οποίο το P.D.A. θα λάβει τα 
δεδοµένα του προβλήµατος 
• Port : Ο αριθµός της θύρας µέσω της οποίας το P.D.A. θα επικοινωνήσει µε 
το Server 
• Πεδίο µηνυµάτων :  Στο χώρο αυτό εµφανίζονται διάφορα µηνύµατα προς το 
χρήστη κατά τη λειτουργία της εφαρµογής 
• Receive : Πατώντας αυτό το πλήκτρο, το P.D.A. λαµβάνει ένα πρόβληµα από 
το Server. Κατά τη διάρκεια της επικοινωνίας µε το Server, εµφανίζονται στο πεδίο 
µηνυµάτων τα εξής : 
Establishing Connection� 
Connected� 
Receiving Weights� 
Receiving Dataset� 
Problem Received 
• Delete :  Πατώντας αυτό το πλήκτρο, το P.D.A. διαγράφει το επιλεγµένο 
πρόβληµα από τη λίστα µε τα διαθέσιµα προβλήµατα, καθώς και τα αρχεία που 
αντιστοιχούν στο σύνολο δεδοµένων του προβλήµατος και στο αποθηκευµένο δίκτυο. 
Κατά τη διαγραφή εµφανίζονται τα ακόλουθα µυνήµατα : 
Deleting Weights� 
Deleting Dataset�  
Problem Deleted�   
• Switch : Πατώντας αυτό το πλήκτρο, ο χρήστης διακόπτει την επικοινωνία µε 
το Server και µεταβαίνει στο παράθυρο επικοινωνίας µε τους αισθητήρες. 
 
6.2.2 Παράθυρο επικοινωνίας µε τους αισθητήρες  

Η επικοινωνία µε τους αισθητήρες, η διάγνωση και η εκπαίδευση του δικτύου 
λαµβάνουν χώρα στο παράθυρο που φαίνεται στο παρακάτω σχήµα 6.4 : 
 

 
Σχ.6.4: Παράθυρο επικοινωνίας του P.D.A. µε τους αισθητήρες 
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Το παράθυρο αυτό αποτελείται από τα εξής στοιχεία :  
 
• Ένα πεδίο στο οποίο επιλέγεται αν το P.D.A θα λαµβάνει τα δεδοµένα από 
ένα µοναδικό αισθητήρα ή από πολλαπλούς αισθητήρες. Ο χρήστης επιλέγει 
αντίστοιχα µεταξύ  single και multiple. 
• Ένα πεδίο στο οποίο προσδιορίζεται ο αριθµός της θύρας µέσω της οποίας θα 
γίνει η επικοινωνία µε τον αισθητήρα (ή τους αισθητήρες). Ο αριθµός αυτός µπορεί 
να είναι οποιοσδήποτε έγκυρος αριθµός θύρας. Στην περίπτωση που το P.D.A. 
λαµβάνει τα δεδοµένα από ένα µοναδικό αισθητήρα, η επικοινωνία µε αυτόν γίνεται 
µέσω αυτής της θύρας. Στην περίπτωση που υπάρχουν πολλαπλοί αισθητήρες, ο 
πρώτος επικοινωνεί µε το P.D.A. µέσω της θύρας αυτής και οι υπόλοιποι µέσω των 
επόµενων, κατά αύξοντα αριθµό θυρών.  
• Ένα πεδίο στο οποίο ο χρήστης επιλέγει το πρόβληµα. Ο κατάλογος των 
προβληµάτων µεταξύ των οποίων καλείται να επιλέξει ο χρήστης αυξοµοιώνεται 
ανάλογα µε νέα προβλήµατα που λαµβάνει το P.D.A. από τον Server ή τα 
προβλήµατα που ο χρήστης επιλέγει να διαγράψει. 
• Ένα πεδίο στο οποίο εµφανίζοται µηνύµατα προς το χρήστη κατά τη 
λειτουργία της εφαρµογής  
Classifying & Training � 
Saving Weights�  
• Ένα πεδίο στο οποίο εµφανίζονται µηνύµατα που αφορούν την εκπαίδευση 
του P.D.A.  
 

Αφού ο χρήστης προσδιορίσει τον αριθµό των αισθητήρων από τον οποίο θα 
λαµβάνει δεδοµένα, τον αριθµό της θύρας επικοινωνίας και το πρόβληµα, πατάει 
Start. To P.D.A. µεταπίπτει σε µία κατάσταση αναµονής, κατά την οποία περιµένει να 
συνδεθούν οι αισθητήρες (εµφανίζει το µήνυµα Waiting for sensors�). Όταν οι 
αισθητήρες συνδεθούν, εµφανίζεται το µύνηµα Sensors connected� και αρχίζει η 
λειτουργία του συστήµατος. 

Κατά τη λειτουργία συµβαίνουν τα εξής :  
• Το P.D.A. λαµβάνει ένα πρότυπο εισόδου από τον αισθητήρα (ή συνθέτει ένα 
πρότυπο εισόδου από τα δεδοµένα που λαµβάνει από τους πολλαπλούς αισθητήρες) 
• Χρησιµοποιώντας τις τρέχουσες τιµές των βαρών του δικτύου, παράγει µία 
έξοδο για το εν λόγω πρότυπο. Βάσει αυτής της εξόδου το πρότυπο κατατάσσεται σε 
κάποια κατηγορία  
• Εµφανίζει στην οθόνη έναν ακέραιο αριθµό µεταξύ 1 και p, ο οποίος 
αντιστοιχεί στην κατηγορία στην οποία κατατάσσεται το πρότυπο  
• Χρησιµοποιεί το πρότυπο για την ανανέωση των βαρών του δικτύου, βάσει 
όσων αναλύθηκαν στο κεφάλαιο 5 
• Υπολογίζει, µε τα νέα βάρη του δικτύου, τον αριθµό σωστών 
κατηγοριοποιήσεων και το τετραγωνικό σφάλµα για το σύνολο δεδοµένων που 
χρησιµοποιείται ως σύνολο αναφοράς 
• Εµφανίζει στην οθόνη τις δύο αυτές τιµές (µε αυτή τη σειρά)  

 
Η διαδικασία συνεχίζεται µέχρις ότου ο χρήστης να πατήσει Stop στο παράθυρο 

της εφαρµόγης (αν πατηθεί Stop σε κάποιον από τους αισθητήρες, το P.D.A. δε 
σταµατάει τη λειτουργία του αλλά µεταπίπτει σε κατάσταση αναµονής).  
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Όταν πατηθεί Stop, ο χρήστης έχει διαθέσιµες τις εξής επιλογές : 
 
• Start : Επανεκκίνηση της διαδικασίας «Κατηγοριοποίησης / Εκπαίδευσης» 
• Save : Αποθήκευση των νέων βαρών του δικτύου  
• Switch : Μετάβαση στο παράθυρο επικοινωνίας µε τον Server 
 
 
 
 
6.3 Αισθητήρες 
 

Σε συνθήκες πραγµατικής λειτουργίας, σκοπός της λειτουργίας του συστήµατος 
είναι να λαµβάνει δεδοµένα από αισθητήρες που θα είναι συνδεδεµένοι σε αυτό. Οι 
αισθητήρες αυτοί τοποθετηµένοι στον ασθενή θα λαµβάνουν βιοσήµατα και θα 
διοχετεύουν τις τιµές τους στις εισόδους του PDA. Εν συνεχεία, το PDA θα 
χρησιµοποιεί τις τιµές αυτές για να εξάγει συµπεράσµατα σχετικά µε την κατάσταση 
της υγείας του ασθενούς, αλλά και θα τις επεξεργάζεται βάσει των αλγορίθµων που 
αναλύθηκαν στο [5] για την αυτοεκπαίδευσή του.  

Ωστόσο, ο τρόπος αυτός λειτουργίας του συστήµατος παρουσίαζει αυξηµένες 
απαιτήσεις σε υλικό (hardware) και ξεφεύγει από τους σκοπούς της παρούσας 
εργασίας. Για το λόγο αυτό, η λειτουργία των αισθητήρων θα εξοµοιωθεί από 
λογισµικό που αναπτύχθηκε για αυτό το σκοπό. 

Το λογισµικό αυτό παρέχει στο P.D.A. τη δυνατότητα να λαµβάνει τα δεδοµένα  
ή από ένα µοναδίκο αισθητήρα ή από πολλαπλούς αισθητήρες (ίσους σε πλήθος µε 
τον αριθµό των εισόδων του εκάστοτε προβλήµατος). Στην πρώτη περίπτωση, ο 
µοναδικός αισθητήρας θα επιλέγει τυχαία ένα πρότυπο εισόδου από κάποιο σύνολο 
δεδοµένων που θα βρίσκεται αποθηκευµένο σε αυτόν και θα το στέλνει στο P.D.A.  
Στη δεύτερη περίπτωση, ο καθένας από τους n αισθητήρες, θα παράγει κάποια τυχαία 
τιµή (µέσα σε κάποιο εύρος τιµών που προσδιορίζει ο χρήστης) και θα τη στέλνει στο 
P.D.A. ως τιµή του. Εν συνεχεία το P.D.A. θα συνθέτει ένα πρότυπο εισόδου από τις 
τιµές που λαµβάνει από του n αισθητήρες και θα το χρησιµοποιεί για ταξινόµηση και 
εκπαίδευση.  

Είναι εµφανή τα πλεονεκτήµατα και τα µειονεκτήµατα που παρουσιάζει κάθε 
µία από τις παραπάνω προσεγγίσεις. Στην περίπτωση του µοναδικού αισθητήρα, τα 
δεδοµένα εισόδου που λαµβάνονται είναι περισσότερο κατάλληλα για τη λειτουργία 
του προβλήµατος, αφού επιλέγονται από ένα σύνολο ειδικά κατασκευασµένο για το 
σκοπό αυτό. Ωστόσο, η λειτουργία µε ένα µοναδικό αισθητήρα ξεφεύγει από τις 
πραγµατικές συνθήκες λειτουργίας, από άποψη του τρόπου που χρησιµοποιεί το 
διαθέσιµο υλικό. Αντίθετα, η λειτουργία µε πολλαπλούς αισθητήρες προσεγγίζει 
περισσότερο τις πραγµατικές συνθήκες λειτουργίας, από άποψη υλοποίησης. Ωστόσο, 
παρουσιάζει τον περιορισµό ότι, λόγω της ασύγχρονης µετάδοσης των τιµών των 
αισθητήρων, δεν είναι δυνατό να επιλεγούν οι τιµές αυτές από το ίδιο πρότυπο 
εισόδου για όλους τους αισθητήρες. Για το λόγο αυτό οι αισθητήρες είναι 
αναγκασµένοι να εκπέµπουν τυχαίες τιµές, σε ένα εύρος τιµών που τους 
προσδιορίζουµε. Είναι φανερό ότι για να επιλέξει κανείς το κατάλληλο εύρος τιµών 
για κάθε αισθητήρα, πρέπει να έχει οπτική αντίληψη του χώρου του προβλήµατος, 
πράγµα που περιορίζει αυτό τον τρόπο λειτουργίας σε προβλήµατα µε τρεις το πολύ 
διαστάσεις. 
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6.3.1 Μοναδικός αισθητήρας 

Το παράθυρο λειτουργίας της εφαρµoγής που εξοµοιώνει τη λειτουργία του 
µοναδικού αισθητήρα είναι αυτό που φαίνεται στο σχήµα 6.5 :  
 
 
 

 
Σχ.6.5: Παράθυρο µοναδικού αισθητήρα 
 
 
Ο χρήστης καλείται να ρυθµίσει τις εξής παραµέτρους :  
 
• Filename : Στο πεδίο αυτό, λοιπόν, ορίζεται το path και το όνοµα του αρχείου 
που περιέχει το σύνολο δεδοµένων του προβλήµατος 
• Inputs : Ο αριθµός των παραµέτρων που αποτελούν κάθε πρότυπο εισόδου 
του προβλήµατος  
• Rate : Το χρονικό διάστηµα που µεσολαβεί µεταξύ δύο διαδοχικών εκποµπών 
του αισθητήρα (σε msec) 
• IP address : Η IP διεύθυνση του P.D.A. στο οποίο ο αισθητήρας αποστέλλει 
τα δεδοµένα (στην περίπτωσή µας η IP διέυθυνση του P.D.A. στο τοπικό δίκτυο)  
• Port : Ο αριθµός της θύρας µέσω της οποίας θα γίνει η αποστολή των 
δεδοµένων  
 

Αφού προσδιορίσει τις παραµέτρους αυτές, ο χρήστης πατά Start και ο 
αισθητήρας αρχίζει την αποστολή δεδοµένων προς το P.D.A. Η αποστολή 
συνεχίζεται µέχρις ότου ο χρήστης να πατήσει Stop  ή µέχρι το P.D.A. να στείλει 
σήµα στον αισθητήρα ότι δε χρειάζεται να λάβει άλλα δεδοµένα. 
 
 
6.3.2 Πολλαπλοί αισθητήρες 

To παράθυρο της εφαρµογής που εξοµοιώνει τη λειτουργία καθενός από τους n 
αισθητήρες φαίνεται στο σχήµα 6.6 :  
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Σχ.6.6: Παράθυρο πολλαπλού αισθητήρα 
 
 
Στα πεδία εισόδου του ο χρήστης καλείται να προσδιορίσει τις εξής παραµέτρους :  
 
• From , to : Στα δύο αυτά πεδία καθορίζεται το εύρος των τυχαίων τιµών που 
στέλνει ο αισθητήρας (From : ελάχιστη τιµή, To : µέγιστη τιµή)  
• Rate : Ο ρυθµός µε τον οποίο οι αισθητήρες εκπέµπουν τα δεδοµένα. Ο 
ρυθµός αυτός είναι δυνατό να είναι διαφορετικός για κάθε αισθητήρα, αλλά εν γένει 
επιλέγεται κοινός για όλους τους αισθητήρες  
• IP address :  Η IP διεύθυνση του P.D.A.  
• Port : Η θύρα µέσω της οποίας ο αισθητήρας στέλνει τα δεδοµένα στο P.D.A.  
  

Στην περίπτωση της λειτουργίας µε πολλαπλούς αισθητήρες χρησιµοποιείται η 
εξής σύµβαση : Ο αισθητήρας που αντιστοιχεί στο πρώτο χαρακτηριστικό του 
διανύσµατος εισόδου µπορεί να επιλέξει αυθαίρετα τη θύρα στην οποία στέλνει τα 
δεδοµένα. Οι υπόλοιποι αισθητήρες όµως θα πρέπει να επιλέξουν τις επόµενες, κατά 
αύξοντα αριθµό, θύρες  για την αποστολή των δικών τους δεδοµένων. Αν δηλαδή ο 
πρώτος αισθητήρας εκπέµπει µέσω της θύρας x, ο δεύτερος πρέπει να εκπέµπει µέσω 
της θύρας  x+1,.... και ο  n-οστός µέσω της θύρας  x+(n-1). 

Εν συνεχεία ο χρήστης πατά Start και η αποστολή δεδοµένων αρχίζει, έως ότου 
διακοπεί ή από το πλήκτρο Stop ή µε εντολή του P.D.A..  
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Κεφάλαιο 7 
 

Πειραµατικά Αποτελέσµατα 
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7 ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
 
7.1 Εισαγωγή 
 

 Όπως φάνηκε από τα προηγούµενα κεφάλαια, το κύριο αντικείµενο της 
παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η δηµιουργία ενός συστήµατος διάγνωσης το 
οποίο θα είναι σε θέση να εκπαιδεύεται on-line από τα πειραµατικά δεδοµένα. Οι δύο 
βασικές λειτουργίες που πρέπει να επιτελεί το σύστηµα είναι:  

• Ταξινόµηση αγνώστων προτύπων σε προκαθορισµένες κατηγορίες.  
• Αυτο-εκπαίδευση του δικτύου on-line, µε τη χρήση των προτύπων που του 
δίνονται προς ταξινόµηση. 

 
Υπό ιδανικές συνθήκες, το κατά πόσο επιτυγχάνονται ή όχι τα παραπάνω, θα 

έπρεπε να διερευνηθεί χρησιµοποιώντας το σύστηµα σε πραγµατικές συνθήκες 
λειτουργίας. Ωστόσο, κάτι τέτοιο θα ήταν πρακτικά ανέφικτο, καθώς αφ΄ενός το 
σύστηµα δεν είναι σε θέση να εγγυηθεί από µόνο του για την ορθότητα των 
συµπερασµάτων του και συνεπώς θα έπρεπε η εκπαίδευση του να γίνει υπό την 
επίβλεψη γιατρών, αφ�ετέρου θα απαιτούνταν ένας µεγάλος αριθµός ασθενών των 
οποίων τα βιοσήµατα θα χρησιµοποιούνταν για την εκπαίδευση. Επιπλέον, είναι 
γενικά επιθυµό για έναν ταξινοµητή προτύπων να εξετάζεται η λειτουργία του  σε 
περισσότερα του ενός προβλήµατα, ώστε να διερευνάται η ικανότητά του να 
προσαρµόζεται στις ιδιαιτερότητες του κάθε προβλήµατος.  

Για τους παραπάνω λόγους, η ικανότητα µάθησης του δικτύου θα επιδειχθεί 
µέσω προσοµοίωσης, µε τη χρήση των εξής συνόλων δεδοµένων: 

• Iris Plants Classification  
• Wisconsin Breast Cancer Database  
• Spiral Dataset 
• Clouds Database 
• Ionosphere Database  

τα οποία περιγράφονται παρακάτω.  
 
 
7.2 Σύνολα δεδοµένων  
 
i. Iris Plants Classification 

Το σύνολο δεδοµένων αποτελείται από 150 πρότυπα. Το καθένα από αυτά 
χαρακτηρίζεται από 4 εισόδους, οι οποίες περιγράφουν γεωµετρικά χαρακτηριστικά 
ενός φυτού της ποικιλίας iris. Βάσει αυτών των χαρακτηριστικών εισόδου, το φυτό 
κατατάσσεται σε µία από τις 3 κατηγορίες:  Iris Setosa  , Iris Versicolour και Iris 
Virginica, µε 50 δείγµατα να αντιστοιχούν σε κάθε κατηγορία.  

Σηµειώνεται ότι η δεύτερη και η τρίτη κατηγορία µπορούν να διαχωριστούν 
γραµµικά από την πρώτη, όχι όµως και µεταξύ τους.  
 
ii. Wisconsin Breast Cancer Database  

Το σύνολο δεδοµένων αποτελείται από 683 δείγµατα µε 9 χαρακτηριστικά 
εισόδου το καθένα, βάσει των οποίων τα δείγµατα κατατάσσονται σε 2 κατηγορίες. 
Στην πρώτη κατηγορία αντιστοιχούν 451 δείγµατα ενώ στη δεύτερη 232 δείγµατα. Το 
κάθε δείγµα αφορά τα χαρακτηριστικά του όγκου που παρουσιάζει ένας ασθενής και 
η κατηγοριοποίηση κατατάσσει αυτό τον όγκο σε καλοήθη ή κακοήθη αντίστοιχα.  



 106

Οι δύο κατηγορίες είναι γραµµικά διαχωρίσιµες. 
 
iii. Spiral Database  

Το συγκεκριµένο σύνολο δεδοµένων αποτελείται από 1000 πρότυπα, µε δύο 
χαρακτηριστικά εισόδου το καθένα, τα οποία κατατάσσονται σε 2 κατηγορίες που 
περιέχουν από 500 πρότυπα η κάθε µία. Το σύνολο απεικονίζει σηµεία σε ένα 
επίπεδο τα οποία διαχωρίζονται από µία γραµµή σχήµατος σπιράλ.  
 
iv. Clouds Database 

Το σύνολο δεδοµένων Clouds αποτελείται από 5000 πρότυπα, που βάσει δύο 
χαρακτηριστικών εισόδου κατατάσσονται σε 2 κατηγορίες, µε 2500 δείγµατα να 
αντιστοιχούν σε κάθε κατηγορία. Τα δεδοµένα που το αποτελούν είναι 
δηµιουργηµένα µε τεχνητό τρόπο και δεν έχουν καµία φυσική σηµασία. 
 
v. Ionosphere Database  

To σύνολο δεδοµένων αποτελείται από 351 δείγµατα τα οποία ανήκουν σε 2 
κατηγορίες. Στην πρώτη ανήκουν 225 δείγµατα ενώ στη δευτερη 126 δείγµατα. Το 
κάθε δείγµα αποτελείται απο 34 χαρακτηριστικά. Τα δεδοµένα προκύπτουν από 
εκποµπή ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων και η κατηγοριοποίησή τους περιγράφει το αν 
διαπερνούν την ιονόσφαιρα ή όχι. 
 
 
7.3 Πειραµατική µέθοδος 
 
Για καθένα από τα παραπάνω σύνολα δεδοµένων θα διενεργηθούν δύο πειράµατα.  
 
7.3.1 Εκπαίδευση µε µέρος του συνόλου δεδοµένων. 

Κατά το πείραµα αυτό το σύνολο δεδοµένων θα χωριστεί σε δύο τµήµατα, 
καθένα από τα οποία θα περιλαµβάνει το 50% των προτύπων.  

Το πρώτο τµήµα, θα θεωρηθεί ότι περιλαµβάνει τα γνωστά πρότυπα (εκείνα 
δηλαδή των οποίων η κατηγοριοποίηση είναι ήδη γνωστή). Τα πρότυπα αυτά θα 
χρησιµοποιηθούν από τον αλγόριθµο των k-πλησιέστερων γειτόνων για τον 
υπολογισµό του ενισχυτικού σήµατος που λαµβάνει το δίκτυο, όπως αναλύθηκε στην 
παράγραφο 5.3.1. 

Το δεύτερο τµήµα, θα θεωρηθεί ότι περιλαµβάνει τα άγνωστα πρότυπα (εκείνα 
για τα οποία είναι άγνωστη η κατηγορία στην οποία ανήκουν). Τα πρότυπα αυτά θα 
χρησιµοποιηθούν για την εκπαίδευση του δικτύου.  

Η εκπαίδευση θα γίνει κατά on-line τρόπο : Το δίκτυο λαµβάνει ένα πρότυπο 
εισόδου το οποίο επιλέγεται τυχαία από τα άγνωστα πρότυπα και το κατατάσσει σε 
µία από τις προκαθορισµένες κατηγορίες. Στη συνέχεια ανανεώνει τα βάρη του 
σύµφωνα µε όσα αναπτύχθηκαν στο κεφάλαιο 5. Η διαδικασία αυτή 
επαναλαµβάνεται µέχρι να σταµατήσει η εκπαίδευση (είτε µε εντολή του χρήστη, είτε 
αυτόµατα βάσει του κριτηρίου που αναπτύσσεται παρακάτω).  

Η ικανότητα µάθησης του δικτύου ελέγχεται µε τη χρήση των γνωστών 
προτύπων. Συγκεκριµένα, στο τέλος κάθε εποχής, θα γίνεται υπολογισµός των 
σωστών ταξινοµήσεων που επιτυγχάνει το δίκτυο  για τα γνωστά πρότυπα και θα 
υπολογίζεται το συνολικό τετραγωνικό σφάλµα. Οι δύο αυτές ποσότητες 
απεικονίζονται γραφικά, συναρτήσει του αριθµού εποχών. (Είναι προφανές ότι µε τον 
τρόπο που γίνεται η εκπαίδευση, δεν έχει καµµία έννοια να χωριστεί η διαδικασία σε 
εποχές. Ωστόσο, στα παρακάτω θεωρούµε, καταχρηστικά, ότι µία εποχή 
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ολοκληρώνεται όταν παρουσιαστούν στο δίκτυο τόσα σε πλήθος άγνωστα πρότυπα, 
όσα είναι και αυτά που έχει αποθηκευµένα ως γνωστά. Η σύµβαση αυτή γίνεται µόνο 
για να είναι περισσότερο παραστατική η απεικόνηση των γραφικών παραστάσεων και  
δεν υπεισέρχεται κατά κανένα τρόπο στις διαδικασίες της ταξινόµησης και της 
εκπαίδευσης) 
 
 
7.3.2 Εκπαίδευση µε αλλοιωµένα πρότυπα  

Κατά το πείραµα αυτό, όλα τα πρότυπα του συνόλου δεδοµένων θεωρήθηκε ότι 
αποτελούν το σύνολο των γνωστών προτύπων. 

Ως σύνολο άγνωστων προτύπων χρησιµοποιήθηκαν τα πρότυπα του αρχικού 
συνόλου δεδοµένων, αλλοιωµένα όµως µε την προσθήκη θορύβου Gauss. 
Συγκεκριµένα, σε κάθε χαρακτηριστικό κάθε προτύπου του συνόλου δεδοµένων, 
προστέθηκε µία τυχαία ποσότητα, η τιµή της οποίας ακολουθούσε κατανοµή Gauss 
µε κέντρο 0 και τυπική απόκλιση το 5% της τιµής του. Τα αλλοιωµένα πρότυπα που 
προέκυψαν από αυτή τη διαδικασία αποθηκεύτηκαν ως σύνολο άγνωστων  προτύπων.  
Και πάλι η εκπαίδευση του δικτύου έγινε on-line, παρουσιάζοντας διαδοχικά στο 
δίκτυο πρότυπα, τυχαία επιλεγµένα, από το σύνολο των άγνωστων προτύπων. Ο 
υπολογισµός της αξιοπιστίας του δικτύου έγινε βάσει του αριθµού σωστών 
ταξονοµήσεων και του σφάλµατος αντικατάστασης για το γνωστό σύνολο 
δεδοµένων.  
 
7.4 Τερµατισµός της εκπαίδευσης 
 

Είναι γνωστό από ότι παρά τις αυξηµένες επιδόσεις που παρουσιάζουν οι 
αλγόριθµοι της οικογένειας REINFORCE, η σύγκλιση τους δεν είναι εξασφαλισµένη. 
Παρά τις έρευνες που έχουν γίνει προς αυτή  την κατεύθυνση, δεν έχει γίνει δυνατό 
να εξαχθούν σαφή θεωρητικά αποτελέσµατα και ως εκ τούτου είναι αναγκαίο η 
συµπεριφορά τους να µελετηθεί κατά περίπτωση, µέσω πειραµατικών δεδοµένων.  

Στην περίπτωση του αλγορίθµου που υλοποιήθηκε εδώ, παρατηρήθηκε ότι 
αυτός δε συγκλίνει σε κάθε εκτέλεσή του και για κάθε σύνολο δεδοµένων. Σε πολλές 
περιπτώσεις παρατηρήθηκε ότι η τιµή του τετραγωνικού σφάλµατος µεταβάλλεται 
κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης κατά τρόπο παρόµοιο µε αυτόν που φαίνεται στο 
σχήµα 7.1.  

Όπως είναι φανερό από το σχήµα, µπορεί κανείς να διαχωρίσει την εκπαίδευση, 
ως προς την τιµή του τετραγωνικού σφάλµατος αντικατάστασης, σε τρεις περιόδους : 

 
• Μια περίοδο (a) µείωσης του σφάλµατος : Κατά την περίοδο αυτή ο 
ταξινοµητής παρουσιάζει σταθερή βελτίωση των επιδόσεών του.  

• Μια περίοδο (b) αργής αύξησης του σφάλµατος : Κατά την περίοδο αυτή οι 
επιδόσεις του ταξινοµητή παραµένουν στάσιµες ή παρουσιάζουν µικρή 
βελτίωση. 

• Μια περίοδο (c) απότοµης αύξησης του σφάλµατος : Κατά την περίοδο αυτή 
οι επιδόσεις του ταξινοµητή µειώνονται σηµαντικά . 
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Σχ.7.1: Μεταβολή του τετραγωνικού σφάλµατος κατά την εκπαίδευση 
 

 
Προφανώς είναι επιθυµητό να διακοπεί η λειτουργία της εκπαίδευσης του 

ταξινοµητή προτού η τιµή του σφάλµατος αρχίσει να αυξάνεται απότοµα. Αν και δεν 
υπάρχει κάποιο σαφές κριτήριο βάσει του οποίου να µπορεί κανείς να διαχωρίσει το 
πότε η αύξηση του σφάλµατος γίνεται σηµαντική, διαπιστώθηκε εµπειρικά, 
παρατηρώντας ένα µεγάλο αριθµό πειραµάτων σε διαφορετικά σύνολα δεδοµένων, 
ότι τα ικανοποιητικότερα αποτελέσµατα τα παίρνουµε διακόπτοντας την εκπαίδευση 

όταν το σφάλµα υπερβεί την τιµή )(
2
1

min0min eee −+ , 

όπου 0e  η αρχική τιµή του τετραγωνικού σφάλµατος και mine  η ελάχιστη τιµή που 
έχει πάρει το σφάλµα ως εκείνη τη στιγµή.  
Αναλυτικότερα, η διαδικασία ελέγχου που ακολουθείται είναι η εξής : 

• Αποθηκεύεται η αρχική τιµή  0e  του τετραγωνικού σφάλµατος 
αντικατάστασης (πριν την εκπαίδευση). Επίσης θέτουµε 0min ee =  

• Για κάθε πρότυπο που λαµβάνει ο ταξινοµητής  
o Ανανεώνει τα βάρη του δικτύου  
o Υπολογίζει το τετραγωνικό σφάλµα e  

! Αν minee < τότε ee =min  

! Αν )(
2
1

min0min eeee −+≥    η εκπαίδευση διακόπτεται 

 
 

Σηµειώνεται ότι στις περιπτώσεις που δεν παρατηρήθηκε το παραπάνω φαινόµενο, η 
εκπαίδευση συνεχίστηκε για 500 εποχές. 
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7.5 Παράµετροι της εκπαίδευσης  
 
7.5.1 Ρυθµός µάθησης 
 

Σε όλα τα παρακάτω πειράµατα ο ρυθµός µάθησης ορίστηκε για όλα τα σύνολα 
δεδοµένων α=0.0001. ∆ιαπιστώθηκε ότι µεγαλύτερες τιµές του ρυθµού µάθησης 
δίνουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα σε αρχικά στάδια της εκπαίδευσης αλλά 
προκαλούν ασταθή συµπεριφορά αργότερα, ενώ µικρότερες τιµές καθυστερούν 
υπερβολικά τη διαδικασία. 
 
7.5.2 Σχέση µεταξύ exploration και exploitation 

 
Όπως αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 5, η τιµή της παραµέτρου γ  στη σχέση:  

)1()1()1()( '' −•−+−•= trtrtr γγ  
 
καθορίζει τη σχέση µεταξύ exploration και exploitation. Συγκεκριµένα, τιµές του γ  
κοντά στη µονάδα ενισχύουν το exploitation, ενώ µικρότερες τιµές δίνουν έµφαση 
στο exploration. 

Εµπειρικά διαπιστώθηκε ότι όταν η τιµή του γ  βρίσκεται κοντά στο 0, η τάση 
για exploration είναι υπερβολικά µεγάλη, µε αποτέλεσµα η λειτουργία του 
συστήµατος να είναι εξαιρετικά ασταθής. Τιµές κοντά στο 0.5 δίνουν ικανοποιητικά 
αποτελέσµατα σε αρχικά στάδια της εκπαίδευσης, αλλά προκαλούν αστάθεια καθώς 
οι επιδόσεις του συστήµατος βελτιώνονται. Τέλος, για τιµές κοντά στο 1 
παρατηρείται πιο αργή συµπεριφορά κατά το αρχικό στάδιο της εκπαίδευσης αλλά 
σταθερότερη συµπεριφορά καθώς οι επιδόσεις βελτιώνονται. 

Συνδυάζοντας τις παραπάνω διαπιστώσεις, έγινε η επιλογή να µεταβάλλεται η 
τιµή του γ  κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης. Συγκεκριµένα, κάθε φορά που 
υπολογίζεται το ποσοστό p σωστών ταξινοµήσεων που επιτυγχάνει το δίκτυο, η τιµή 
του γ  θα ανανεώνεται σύµφωνα µε τη σχέση : 
 








=

9.0

5.0
pγ

9.0,
9.05.0,

5.0,

>
≤≤

<

p
p

p
 

 
Κατά αυτό τον τρόπο, στο αρχικό στάδιο της εκπαίδευσης ακολουθείται µία 

ισορροπία µεταξύ exploration και exploitation. Καθώς όµως οι επιδόσεις του 
συστήµατος βελτιώνονται, δίνεται µεγαλύτερη έµφαση στο exploitation. 
 
 
7.6 Γραφικές παραστάσεις 
 

Στο σηµείο αυτό παρατίθενται οι γραφικές παραστάσεις που προέκυψαν κατά 
την εφαρµογή των δύο πειραµατικών µεθόδων στα σύνολα δεδοµένων που 
περιγράφηκαν παραπάνω. 
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7.6.1 Πειράµατα µε µέρος του συνόλου δεδοµένων 
 
Iris Plants Classification 
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Σχ 7.1: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Iris κατά την εκπαίδευση µε µέρος του συνόλου δεδοµένων 
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Wisconsin Breast Cancer  
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Σχ 7.2: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων  Wisconsin κατά την εκπαίδευση µε µέρος του συνόλου δεδοµένων 
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Spiral dataset 
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Σχ 7.3: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων spiral κατά την εκπαίδευση µε µέρος του συνόλου δεδοµένων 
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Clouds Database  
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Σχ 7.4: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Clouds κατά την εκπαίδευση µε µέρος του συνόλου δεδοµένων 
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Ionosphere Database  
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Σχ 7.5: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Ionosphere κατά την εκπαίδευση µε µέρος του συνόλου δεδοµένων 
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7.6.2 Πειράµατα µε αλλοιωµένα πρότυπα 
Iris 
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Σχ 7.6: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Iris κατά την εκπαίδευση µε αλλοιωµένα πρότυπα 
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Wisconsin 
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Σχ 7.7: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Wisconsin κατά την εκπαίδευση µε αλλοιωµένα πρότυπα 
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Spiral Dataset 
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Σχ 7.8: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Spiral κατά την εκπαίδευση µε αλλοιωµένα πρότυπα 
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Clouds Database 
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Σχ 7.9: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Clouds κατά την εκπαίδευση µε αλλοιωµένα πρότυπα 
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Ionosphere Database  
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Σχ 7.10: Μεταβολή του αριθµού σωστών ταξινοµήσεων και του τετραγωνικού σφάλµατος για το σύνολο 
δεδοµένων Ionosphere  κατά την εκπαίδευση µε αλλοιωµένα πρότυπα 
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7.7 Πίνακες αποτελεσµάτων 
 

Οι παραπάνω γραφικές παραστάσεις αποδεικνύουν ότι το βασικό ζητούµενο, 
δηλαδή η on-line εκπαίδευση του ταξινοµητή από τα πρότυπα που δέχεται προς 
ταξινόµηση, επιτυγχάνεται, καθώς το σύστηµα παρουσιάζει σηµαντική αύξηση των 
επιδόσεων του κατά τη διάρκεια της εκπαίδευσης.  

Τα κυριότερα στοιχεία που εξάγονται από τις παραπάνω γραφικές παραστάσεις, 
παρατίθενται συγκεντρωτικά στους πίνακες 7.1 και 7.2, στους οποίους φαίνονται 
στοιχεία που αφορούν την εκπαίδευση µε µέρος του συνόλου δεδοµένων και την 
εκπαίδευση µε αλλοιωµένα πρότυπα αντίστοιχα.  

Αναλυτικά, στους πίνακες παρατίθεται, για κάθε σύνολο δεδοµένων, ο αριθµός 
των προτύπων που το αποτελούν,  ο αριθµός και το ποσοστό σωστών ταξινοµήσεων 
που επιτυγχάνει το δίκτυο για το εν λόγω σύνολο, πριν και µετά την εκπαίδευση και η 
διάρκεια της εκπαίδευσης σε εποχές. 
 
 
 
Σύνολο 
δεδοµένων 

Αριθµός 
προτύπων 

Αριθµός 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
πριν την 
εκπαίδευση 

Ποσοστό(%) 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
πριν την 
εκπαίδευση 

Αριθµός 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
µετά την 
εκπαίδευση 

Ποσοστό(%) 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
µετά την 
εκπαίδευση 

∆ιάρκεια 
εκπαίδευσης 
(σε εποχές) 

Iris 75 31 41.3 72 96 388 
Spiral 500 255 51 452 90.4 356 
Clouds 2500 833 33.32 2136 85.44 188 
Wisconsin 341 120 35.19 326 95.6 353 
Ionosphere 175 72 41.14 154 88.0 312 
 
Πίνακας 7.1: Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα πειραµάτων µε µέρος του συνόλου δεδοµένων 
 
 
 
Σύνολο 
δεδοµένων 

Αριθµός 
προτύπων 

Αριθµός 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
πριν την 
εκπαίδευση 

Ποσοστό(%) 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
πριν την 
εκπαίδευση 

Αριθµός 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
µετά την 
εκπαίδευση 

Ποσοστό(%) 
σωστών 
ταξινοµήσεων 
µετά την 
εκπαίδευση 

∆ιάρκεια 
εκπαίδευσης 
(σε εποχές) 

Iris 150 88 58.66 145 96.66 500 
Spiral 1000 477 47.7 932 93.2 318 
Clouds 5000 1434 28.68 4338 86.76 281 
Wisconsin 681 173 25.4 624 91.63 500 
Ionosphere 351 134 38.17 315 89.74 500 
 
Πίνακας 7.2: Συγκεντρωτικά αποτελέσµατα πειραµάτων µε αλλοιωµένα πρότυπα 
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7.8 Πειραµατικά αποτελέσµατα οµαδοποίησης προτύπων 
 
Στην παράγραφο αυτή παρουσιάζονται τα πειραµατικά αποτελέσµατα του 
αλγορίθµου οµαδοποίησης προτύπων που αναπτύχθηκε στο κεφάλαιο 3. Τα 
αποτελέσµατα αυτά αφορούν την εφαρµογή του αλγορίθµου σε 5 σύνολα δεδοµένων, 
και συγκεκριµένα τα :  

• Iris Plants Classification  
• Wisconsin Breast Cancer Database  
• Spiral Dataset 
• Clouds Database 
• Ionosphere Database  

Για καθένα από τα παραπάνω σύνολα δεδοµένων διενεργήθηκαν 50 πειράµατα, για 
50 ισαπέχουσες τιµές του λ µεταξύ 0.50 και 0.99. Τα αποτελέσµατα του κάθε 
πειράµατος αξιολογήθηκαν µε τρία διαφορετικά κριτήρια, τα οποία αναπτύχθηκαν 
στη παράγραφο 3.4. Παρακάτω παρατίθενται οι γραφικές παραστάσεις που 
προκύπτουν από τις τιµές που έδωσαν τα κριτήρια αυτά. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.8.1 Κριτήριο 1 
 

iris

0

5

10

15

20

25

30

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95

 
Σχ 7.11 Aξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 1  για το σύνολο 
δεδοµένων Iris 
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wisconsin
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Σχ 7.12 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 1  για το σύνολο 
δεδοµένων Wisconsin 
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Σχ 7.13 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 1  για το σύνολο 
δεδοµένων Spiral 
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Σχ 7.14 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 1  για το σύνολο 
δεδοµένων Clouds 



 123

ionosphere
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Σχ 7.15 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 1  για το σύνολο 
δεδοµένων Ionosphere 
 
Επιλέγοντας για κάθε σύνολο δεδοµένων το λ που µεγιστοποιεί την τιµή του 
κριτηρίου παίρνουµε τα εξής αποτελέσµατα :  

• Iris : 18 οµάδες 
• Wisconsin : 21 οµάδες 
• Spiral : 44 οµάδες 
• Clouds : 51 οµάδες 
• Ionosphere : 28 οµάδες 

Oι παραπάνω αριθµοί κρίνονται γενικά υπερβολικά µεγάλοι (για όλα τα σύνολα 
δεδοµένων εκτός από το Ionosphere για το οποίο ο αριθµός 28 οµάδων κρίνεται 
ικανοποιητικός). Συνεπώς, το κριτήριο αυτό δεν είναι κατάλληλο για την επιλογή της 
βέλτιστης τιµής του λ. 
 
 
7.8.2 Κριτήριο 2 
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Σχ 7.16 Aξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 2  για το σύνολο 
δεδοµένων Iris 
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Σχ 7.17 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 2  για το σύνολο 
δεδοµένων Wisconsin 
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Σχ 7.18 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 2  για το σύνολο 
δεδοµένων Spiral 
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Σχ 7.19 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 2  για το σύνολο 
δεδοµένων Clouds 
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Σχ 7.20 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου 2  για το σύνολο 
δεδοµένων Ionosphere 
 
Από τις παραπάνω γραφικές παραστάσεις φαίνεται ότι οι τιµές που δίνει το 2ο 
κριτήριο παρουσιάζουν την τάση να αυξάνονται µε την αύξηση της τιµής του λ, 
τείνοντας στο άπειρο για τιµές κοντά στη µονάδα. Η τιµή που επιστρέφει το κριτήριο 
δεν παρουσιάζει λοιπόν κάποιο σαφές µέγιστο και συνεπώς δεν είναι δυνατή η 
εξαγωγή συµπερασµάτων από αυτήν. 
 
 
 
 
 
7.8.3 Κριτήριο 3 
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Σχ 7.21 Aξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου L-curve  για το σύνολο 
δεδοµένων Iris 
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Σχ 7.22 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου L-curve για το σύνολο 
δεδοµένων Wisconsin 
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Σχ 7.23 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου L-curve για το σύνολο 
δεδοµένων Spiral 
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Σχ 7.24 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου L-curve για το σύνολο 
δεδοµένων Clouds 
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Σχ 7.25 Αξιολόγηση πειραµάτων οµαδοποιησης προτύπων βάσει του κριτηρίου L-curve για το σύνολο 
δεδοµένων Ionosphere 
 
 
 
Οι παραπάνω γραφικές παραστάσεις απεικονίζουν την καµπύλη L-curve για τα 
διάφορα σύνολα δεδοµένων, χρησιµοποιώντας δύο διαφορετικούς ορισµούς της 
απόστασης για κάθε σύνολο. Είναι εµφανές ότι οι παραπάνω γραφικές παραστάσεις 
δεν παρουσιάζουν την απαιτούµενη µορφή, και συνεπώς δεν είναι δυνατή η εξαγωγή 
συµπερασµάτων από αυτές. 
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