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ΠΕΡΙΛΗΨΗ  
 
Η γραµµική κεραία που τροφοδοτείται στο κέντρο της είναι ένας πολύ βασικός τύπος 
κεραίας εκποµπής. Πρόκειται για ένα ευθύ, αγώγιµο, λεπτό καλώδιο µε το σηµείο 
τροφοδοσίας ακριβώς στο κέντρο του. Αυτός ο τύπος κεραίας έχει µελετηθεί διεξοδικά 
από θεωρητική, αριθµητική και πειραµατική άποψη, για πάρα πολλά χρόνια. Η βασική 
άγνωστη ποσότητα είναι το ρεύµα κατά µήκος της κεραίας, που ικανοποιεί µια 
µονοδιάστατη ολοκληρωτική εξίσωση. Ο τύπος αυτός της κεραίας µελετάται συχνά µε 
αριθµητικές µεθόδους και ιδίως µε µεθόδους ροπών (Moment Methods), εφαρµοσµένες 
σε ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Hallén και Pocklington. Οι εξισώσεις αυτές 
µπορούν να πάρουν δύο µορφές ανάλογα µε τον πυρήνα που επιλέγεται. Οι δύο 
πυρήνες αναφέρονται συνήθως ως ο ακριβής και ο προσεγγιστικός πυρήνας. ∆ύο από 
τις πιο διαδεδοµένες µοντελοποιήσεις για την τροφοδοσία της κεραίας, είναι το delta 
function generator (DFG) και το frill generator (FG). Ας υποθέσουµε ότι 
χρησιµοποιείται ο λεγόµενος προσεγγιστικός πυρήνας, πράγµα που είναι συνηθέστατο 
στην πράξη. Με τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα οι προαναφερθείσες 
ολοκληρωτικές εξισώσεις δεν έχουν λύση. Υπάρχουν δύο κατηγορίες συναρτήσεων 
βάσης (basis functions): οι subsectional (υποπεδίου) και οι entire-domain (ολικού 
πεδίου). Οι δυσκολίες που συναντώνται στη περίπτωση των subsectional basis 
functions περιγράφονται µε λεπτοµέρεια σε αρκετές πρόσφατες εργασίες - [3, 4, 6, 8]. 
Στις εργασίες αυτές αποδεικνύεται ότι και για το DFG αλλά και για το FG, η βασική 
συνέπεια της µη-επιλυσιµότητας είναι η εµφάνιση γρήγορων ταλαντώσεων κοντά στα 
άκρα της κεραίας. Στην περίπτωση του DFG, υπάρχουν ταλαντώσεις  και κοντά στο 
σηµείο τροφοδοσίας της κεραίας. Η έλλειψη ταλαντώσεων στην περίπτωση της 
µοντελοποίησης FG εξηγείται από την αναλυτική µελέτη της κεραίας απείρου µήκους. 
Σκοπός της παρούσας διπλωµατικής είναι µια παρόµοια µελέτη για την περίπτωση των 
entire-domain basis functions µε χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα. Η ιδιότητα της 
µη-επιλυσιµότητας δεν αναφέρεται στα περισσότερα σύγχρονα εγχειρίδια. Στην 
παρούσα εργασία πρώτα παρουσιάζουµε αναλυτικά τον τρόπο µε τον οποίο εξάγουµε 
τις εξισώσεις Hallén και Pocklington µε τη βοήθεια των εξισώσεων του Maxwell. Στη 
συνέχεια εφαρµόζουµε προσεκτικά τις  αριθµητικές µεθόδους στις προαναφερθείσες 
εξισώσεις κι ακολούθως εξετάζεται η συµπεριφορά των αριθµητικών λύσεων που 
προέκυψαν µε αυτό τον τρόπο. Οι µέθοδοι που χρησιµοποιούνται είναι η µέθοδος 
Galerkin και η µέθοδος point-matching, µε συνηµιτονικές συναρτήσεις ολικού πεδίου. 
∆είχνουµε ότι και σε αυτή την περίπτωση έχουµε επίσης ταλαντώσεις. Συζητάµε τις 
οµοιότητες και τις διαφορές µεταξύ της µοντελοποίησης DFG και FG, καθώς και 
µεταξύ των subdomain και entire-domain συναρτήσεων βάσης. Αναφερόµαστε επίσης 
στη σηµασία της παραµέτρου h/a (όπου h είναι το µισό µήκος της κεραίας και α είναι η 
ακτίνα της κεραίας). Εξηγούµε ότι (όπως και στην περίπτωση των subdomain 
συναρτήσεων βάσης), οι προαναφερθείσες ταλαντώσεις δεν οφείλονται σε λάθη 
roundoff. ∆είχνουµε ότι οι συνέπειες του roundoff µπορούν να γίνουν σοβαρές. Η 
διαφοροποίηση είναι σηµαντική διότι η επίδραση του roundoff µπορεί να αποφευχθεί 
από πιο ισχυρούς υπολογιστές, αλλά όχι και οι ταλαντώσεις που προαναφέραµε. 
Επιπλέον, µελετάται η αγωγιµότητα εισόδου και οι  συνθήκες κάτω από τις οποίες 
µπορούµε να πάρουµε αποδεκτές τιµές της, µε τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα. 
 
Λέξεις Κλειδιά 
Μέθοδος Galekrin, µέθοδος point-matching, µέθοδος ροπών, ολοκληρωτικές εξισώσεις 
συναρτήσεις βάσης entire domain, προσεγγιστικός πυρήνας  
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ABSTRACT 
 
The finite linear antenna, center-driven by a generator, constitute a typical type of 
scatterer. It’s a straight conducting thin wire with the driving point located at its centre. 
This antenna type has been extendedly studied for many years by experimental, 
numerical and analytical viewpoint. The unknown quantity is the current along the 
antenna’s length, which satisfies a one-dimensional integral equation. This antenna type 
is commonly studied through numerical methods and especially moment methods 
applied in Hallén and Pocklington type integral equations. Those equations take two 
forms depending on the choice of kernel. The two kernels are usually referred to as the 
exact and the approximate or reduced kernel. There are, also, two generator types 
commonly used: the delta function generator (DFG) and the frill generator (FG). 
 
Let us assume that the so-called approximate kernel is used, something that is really 
common. When using the approximate kernel, the integral equations have no solution.   
There are two categories of basis functions: the subsectional and the entire-domain 
basis functions. The difficulties met in the case of the subsectional basis functions are 
described in detail in several recent papers - [3, 4, 6, 8]. For both the DFG and the FG, 
the main consequence of nonsolvability is the appearance of rapid oscillations near the 
ends of the antenna. For the DFG case, but not for the FG case, there are also 
oscillations near the driving point. The lack of oscillations in the FG case is explained 
by studying the antenna of infinite length analytically.  
 
The scope of this thesis is a similar study when entire-domain basis functions are used, 
both for the DFG and FG cases. This property is not mentioned in most recent 
textbooks. In the present work we initially present analytically the way the equations 
derive from the Maxwell’s equations. Afterwards we carefully apply the numerical 
methods in Hallén and Pocklington type integral equations and the behavior of the 
numerical solution thus obtained is investigated. The methods we apply are the 
Galerkin method and the point-matching method, when entire domain basis functions 
are used. We show that, once again, oscillations do occur. We discuss similarities and 
differences between the DFG and the FG, and between entire-domain and subdomain 
basis functions. We also discuss the significance of the parameter h/a (where h is the 
antenna half-length and α is the antenna radius). We explain that (just as in the case of 
subdomain basis functions), the aforementioned oscillations are not due to roundoff 
errors. We then show that the effects of roundoff, which are separate, can also be severe. 
The distinction is important because effects due to roundoff can be avoided by more 
powerful computers, but not the aforementioned oscillations.  Moreover, the driving-
point impedance is studied and the circumstances under which we could take 
acceptable values, with the approximate kernel, are examined.  
 
 
Key Words 
Galekrin’s method, point-matching, Moment Methods, integral equation methods, 
entire domain basis function, approximate kernel 
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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 
Η διπλωµατική αυτή εργασία έρχεται να ολοκληρώσει τον κύκλο των επί πέντε ετών 
προσπαθειών µου στα πλαίσια της ακαδηµαϊκής µου φοίτησης στη σχολή 
Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Υπολογιστών. Αποτελεί επιστέγασµα των 
όσων έχω κατακτήσει τόσα χρόνια στο χώρο της εκπαίδευσης, µε συνδυασµό της δικής 
µου προσπάθειας και της αρωγής των καθηγητών µου. Η διπλωµατική αυτή εργασία 
αποτελεί καρπό έντονου προβληµατισµού, δηµιουργικής και συστηµατικής σκέψης, 
αναζήτησης και συνεργασίας. Ελπίζουµε ότι θα δώσει έναυσµα και θα αποτελέσει 
χρήσιµο εργαλείο για περαιτέρω επιστηµονική αναζήτηση. 
 
Το θέµα της εργασίας είναι µια ολοκληρωµένη µελέτη πάνω στη συµπεριφορά των 
αριθµητικών λύσεων, που προκύπτουν από την εφαρµογή µεθόδων ροπών στις 
εξισώσεις που περιγράφουν τη ρευµατική κατανοµή πάνω σε µια γραµµική κεραία. Το 
κοινό γνώρισµα των µεθόδων αυτών είναι η χρήση entire-domain συναρτήσεων βάσης 
για δύο µοντέλα τροφοδοσίας, delta function generator και frill generator. Κατά τη 
διάρκεια της εκπόνησης της εργασίας συναντήσαµε πολλές δυσκολίες και προέκυψαν 
πολλές καθυστερήσεις, όµως, κάθε φορά συνεχίζαµε, µε βάση  κάποιες αρχές, οι οποίες 
συνοψίζονται στα λόγια του A. C. Doyle: «Είναι πρωτεύων λάθος να 
θεωρητικολογούµε χωρίς να έχουµε όλες τις αποδείξεις. Προκαταλαµβάνει την 
απόφαση». Προσπαθήσαµε να µην εµπιστευτούµε τα αποτελέσµατα ενός αριθµητικού 
υπολογισµού, εκτός κι αν είχαν επικυρωθεί, τουλάχιστον εν µέρει, γεγονός το οποίο 
πολλές φορές µας οδηγούσε πιο πίσω για να βεβαιωθούµε για τα αποτελέσµατα. Ο 
έλεγχος της εγκυρότητας των αποτελεσµάτων πραγµατοποιήθηκε µε τη σύγκριση των 
αποτελεσµάτων µε αυτά που εξήγαγαν προηγούµενοι ερευνητές ή µε παρόµοια 
αποτελέσµατα που προέκυψαν χρησιµοποιώντας διαφορετική προσέγγιση, η οποία 
µπορεί να ήταν είτε αναλυτική είτε αριθµητική.  
 
Καταφέραµε να ολοκληρώσουµε την εργασία και να εξάγουµε τα συµπεράσµατα 
ξεπερνώντας πολλά εµπόδια, που οφείλονταν στην πολύπλοκη φύση του 
συγκεκριµένου προβλήµατος. Σε αυτή την προσπάθεια καταλυτική ήταν η συµβολή 
του καθηγητή µου κ. Γεωργίου Φικιώρη, τον οποίο ευχαριστώ θερµά για την 
εποικοδοµητική µας συνεργασία, τις πολύτιµες γνώσεις και τη βοήθεια που µου 
προσέφερε, δείχνοντας µου το σωστό δρόµο, όταν παρέκκλινα και θέτοντας µου τα 
σωστά ερωτήµατα, όταν υπήρχε στασιµότητα. Τέλος θα ήθελα να ευχαριστήσω την 
οικογένειά µου για τη στήριξη που µου προσέφερε, βοηθώντας µε να φτάσω σε αυτό το 
σηµείο και όλους όσοι συνέβαλλαν στην πραγµατοποίηση αυτής της εργασίας.  
 
 

Ασηµίνα Π. Μιχαλοπούλου 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Οι επιστήµονες και οι µηχανικοί χρησιµοποιούν αρκετές τεχνικές για την επίλυση 
προβληµάτων. Οι τεχνικές αυτές σε γενικές γραµµές µπορούν να ταξινοµηθούν σε 
πειραµατικές, αναλυτικές ή αριθµητικές. Τα πειράµατα είναι ακριβά, καταναλώνουν 
πολύ χρόνο και συνήθως δεν επιτρέπουν µεγάλη ελαστικότητα στη µεταβολή των 
παραµέτρων. Ακόµα και οι αριθµητικές µέθοδοι όµως, απαιτούν µια αναλυτική 
απλοποίηση µέχρι το σηµείο που θα είναι εύκολη η εφαρµογή τους.  Οι ακόλουθες 
αριθµητικές µέθοδοι είναι ανάµεσα στις πιο  διαδεδοµένες στον ηλεκτροµαγνητισµό: 

1) Μέθοδος της πεπερασµένης διαφοράς 
2) Μέθοδος ροπών 
3) Μέθοδος πεπερασµένου στοιχείου 
4) Μοντελοποίηση γραµµής µεταφοράς 
5) Μέθοδος Monte Carlo 

Η εφαρµογή των µεθόδων αυτών βέβαια δεν περιορίζεται στον ηλεκτροµαγνητισµό. 
Κάποιες από τις αριθµητικές µεθόδους συνδέονται µεταξύ τους και σε γενικές γραµµές 
όλες δίνουν προσεγγιστικές λύσεις ικανοποιητικής ακρίβειας. Η ανάγκη για 
αριθµητικές λύσεις στον ηλεκτροµαγνητισµό έχει εκφραστεί µε πολύ ωραίο τρόπο 
µέσα από τα λόγια των Paris και Hurd: «Τα περισσότερα από τα προβλήµατα που 
µπορούσαν να επιλυθούν αναλυτικά, έχουν επιλυθεί». Μέχρι το 1940, τα περισσότερα 
ηλεκτροµαγνητικά προβλήµατα είχαν λυθεί µε τις κλασσικές µεθόδους του χωρισµού 
των µεταβλητών και της λύσης ολοκληρωτικής εξίσωσης. Παρόλη την προσπάθεια και 
την εµπειρία που απαιτούνταν για την εφαρµογή αυτών των µεθόδων, µόνο µια µικρή 
γκάµα πρακτικών προβληµάτων µπορούσαν να ερευνηθούν εξαιτίας των πολύπλοκων 
γεωµετριών που καθόριζαν το εκάστοτε πρόβληµα. 
 
Αριθµητικές λύσεις ηλεκτροµαγνητικών προβληµάτων άρχισαν να εφαρµόζονται στα 
µέσα της δεκαετίας του ’60, εξαιτίας της διαθεσιµότητας σύγχρονων ψηφιακών 
υπολογιστών υψηλής ταχύτητας. Από τότε σηµαντική προσπάθεια έχει καταβληθεί για 
την επίλυση πολύπλοκων προβληµάτων σχετικών µε τον ηλεκτροµαγνητισµό για τα 
οποία οι αναλυτικές λύσεις σε κλειστή µορφή  είτε είναι δυσεπίλυτες είτε δεν υπάρχουν. 
 
Στην εργασία αυτή θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο των ροπών στην ολοκληρωτική 
εξίσωση του Hallén  και την ολοκληροδιαφορική του Pocklington, για την εύρεση της 
ρευµατικής κατανοµής µιας γραµµικής κεραίας που τροφοδοτείται στο κέντρο της, είτε 
µε delta function generator είτε µε frill generator. Πιο συγκεκριµένα, στις δύο 
εξισώσεις  θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο Galerkin µε συναρτήσεις βάσης entire-domain. 
Για κάθε εξίσωση υπάρχουν δύο πυρήνες, ο ακριβής και ο προσεγγιστικός. Όπως θα 
δούµε στο 2ο Κεφάλαιο, οι προαναφερθείσες εξισώσεις δεν έχουν λύση όταν 
χρησιµοποιείται ο προσεγγιστικός πυρήνας. Αυτή η ασυνήθιστη κατάσταση προκαλεί 
τα ακόλουθα ερωτήµατα : (α)Τι παρατηρεί κάποιος όταν εφαρµόζει  µια αριθµητική 
µέθοδο στις εξισώσεις αυτές που δεν έχουν λύση και (β) κατά πόσο τα συµπεράσµατα 
που προκύπτουν είναι ανεξάρτητα από τη µέθοδο που ακολουθήθηκε. Σκοπός µας είναι 
να δώσουµε απάντηση σε αυτά τα ερωτήµατα, µε την εφαρµογή της µεθόδου Galerkin. 
Για να ολοκληρώσουµε όµως τη µελέτη, συσχετίζουµε τα συµπεράσµατα µας µε αυτά 
που προέκυψαν από την εφαρµογή της ίδιας µεθόδου µε subdomain συναρτήσεις βάσης, 
διαπιστώνουµε ποια συµπεράσµατα είναι ανεξάρτητα της επιλογής συναρτήσεων 
βάσης και αποκτούµε έτσι µια πιο σφαιρική εικόνα για τη συµπεριφορά της 
αριθµητικής λύσης των προσεγγιστικών εξισώσεων του Hallén  και του  Pocklington. 
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Στη συνέχεια θέλοντας να προεκτείνουµε τα συµπεράσµατα µας, επιχειρούµε να 
εφαρµόσουµε στις ίδιες εξισώσεις τη µέθοδο point-matching  µε entire-domain basis 
functions.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1ο 
 
 

1.1 Εισαγωγή 
 
Η κεραία αποτελεί διάταξη που επιτυγχάνει τη σύζευξη του συστήµατος ασύρµατης 
µετάδοσης και του µέσου διάδοσης. Εποµένως κατά τη σχεδίαση του συστήµατος 
πρέπει να λαµβάνονται υπόψη τόσο τα χαρακτηριστικά των ηλεκτροµαγνητικών 
πεδίων, τα οποία εκπέµπονται ή λαµβάνονται από το µέσο διάδοσης, όσο και τα 
χαρακτηριστικά που εµφανίζει η κεραία ως στοιχείο του τηλεπικοινωνιακού 
συστήµατος. Η κεραία συνδέεται προς τον ποµπό ή το δέκτη µέσω γραµµής µεταφοράς, 
η οποία µπορεί να είναι οµοαξονικό καλώδιο, κυµατοδηγός, µικροταινιακή γραµµή ή 
ταινιογραµµή. Είναι επιθυµητή η επίτευξη της µέγιστης δυνατής µεταφοράς ισχύος 
µεταξύ της γραµµής µεταφοράς και της κεραίας, χωρίς παραµόρφωση. 
 
Μία κεραία µπορεί να περιγραφεί µέσω της ισοδύναµης αντίστασης εισόδου της. Αυτή 
ορίζεται ως η µιγαδική αντίσταση που εµφανίζει στους ακροδέκτες της ή ισοδύναµα, 
ως το πηλίκο της τάσης προς το ρεύµα που εµφανίζονται στο σηµείο τροφοδότησης της. 
Η αντίσταση εισόδου διαθέτει πραγµατικό και φανταστικό µέρος: 

 
Ζα = Rα + jXα                                                    (1.1) 

 
Το πραγµατικό µέρος αποτελείται από την αντίσταση ακτινοβολίας Rr µέσω της οποίας 
υπολογίζεται η ισχύς που ακτινοβολεί η κεραία, και την αντίσταση απωλειών RL µέσω 
της οποίας υπολογίζονται οι διάφορες απώλειες της κεραίας. 
 
Η αντίσταση εισόδου περιλαµβάνει δύο όρους, την ιδία αντίσταση της κεραίας και την 
αµοιβαία αντίσταση της κεραίας ως προς το περιβάλλον. Η ιδία αντίσταση της κεραίας 
µπορεί να µετρηθεί στο σηµείο τροφοδότησης της όταν αυτή λειτουργεί σε ελεύθερο 
χώρο, δηλαδή µακριά από άλλες κεραίες ή σκεδαστές που σκεδάζουν ή ανακλούν το 
µεταδιδόµενο σήµα. Η αµοιβαία αντίσταση της κεραίας περιγράφει την επίδραση της 
σύζευξης της υπό µέτρηση κεραίας µε κάθε άλλη πηγή ή σκεδαστή στον περιβάλλοντα 
χώρο. Στην ιδανική περίπτωση που η κεραία λειτουργεί σε ελεύθερο χώρο, απουσία 
παρεµβαλλόντων στοιχείων ή αντικειµένων, η αντίσταση εισόδου ταυτίζεται µε την 
ιδία αντίσταση της κεραίας. 
 
Η αντίσταση εισόδου µιας κεραίας εξαρτάται από πολλούς παράγοντες 
συµπεριλαµβανοµένων της συχνότητας λειτουργίας της, της γεωµετρίας της και της 
εγγύτητας των γύρω αντικειµένων. Εξαιτίας των πολύπλοκων γεωµετριών, µόνο ένας 
περιορισµένος αριθµός κεραιών έχουν διερευνηθεί αναλυτικά. Για πολλές άλλες η 
αντίσταση εισόδου έχει βρεθεί πειραµατικά. 
 
Η αντίσταση µιας κεραίας σε κάποιο σηµείο ορίζεται ως ο λόγος του ηλεκτρικού προς 
το µαγνητικό πεδίο σ’ αυτό το σηµείο. Εναλλακτικά, σε ένα ζεύγος ακροδεκτών 
ορίζεται ως ο λόγος της τάσης προς το ρεύµα κατά µήκος των ακροδεκτών. Υπάρχουν 
πολλές µέθοδοι που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να υπολογίσουµε την αντίσταση 
µιας κεραίας. Σε γενικές γραµµές µπορούν να ταξινοµηθούν σε τρεις κατηγορίες: 1) η 
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µέθοδος των οριακών συνθηκών, 2) η µέθοδος της γραµµής µεταφοράς, και 3) η 
µέθοδος του διανύσµατος Poynting. 
 
Η πρώτη κατηγορία είναι η πιο βασική και αντιµετωπίζει την κεραία σαν ένα 
πρόβληµα οριακών συνθηκών. Η λύση προκύπτει εφαρµόζοντας τις οριακές συνθήκες 
(συνήθως το εφαπτοµενικό ηλεκτρικό πεδίο µηδενίζεται στην αγώγιµη επιφάνεια). Η 
ρευµατική κατανοµή και τελικά η αντίσταση εισόδου (λόγος της εφαρµοσµένης 
ηλεκτρεγερτικής δύναµης προς το ρεύµα), προκύπτουν ως λύση του προβλήµατος. Το 
κύριο µειονέκτηµα αυτής της µεθόδου είναι ότι έχει περιορισµένες εφαρµογές. Μπορεί 
να εφαρµοστεί και να λυθεί ακριβώς, σε απλοποιηµένα  µόνο γεωµετρικά σχήµατα. 

 
Η µέθοδος της γραµµής µεταφοράς, αντιµετωπίζει την κεραία σα µια γραµµή 
µεταφοράς, και είναι πιο χρήσιµη για τη διπολική κεραία. Αν για τη λύση της 
χρησιµοποιεί οριακές συνθήκες εφαπτοµενικού ηλεκτρικού πεδίου, αυτή η τεχνική 
µπορεί να θεωρηθεί ότι ανήκει στην προηγούµενη κατηγορία. 

 
Η βασική προσέγγιση στη µέθοδο του διανύσµατος Poynting είναι να ολοκληρώσουµε 
το διάνυσµα Poynting (πυκνότητα ισχύος) σε µια κλειστή επιφάνεια. Η επιφάνεια που 
επιλέγεται συνήθως είναι είτε µια σφαίρα πολύ µεγάλης ακτίνας r ( r≥2D2/λ  όπου D 
είναι η µεγαλύτερη διάσταση της κεραίας) είτε µια επιφάνεια που συµπίπτει µε την 
επιφάνεια της κεραίας. Η µέθοδος της κλειστής επιφάνειας µεγάλης σφαίρας οδηγεί σε 
υπολογισµούς µόνο του πραγµατικού µέρους της αντίστασης εισόδου (αντίσταση 
ακτινοβολίας). Η µέθοδος που χρησιµοποιεί την επιφάνεια της κεραίας είναι η µέθοδος 
της επαγόµενης ηλεκτρεγερτικής δύναµης (induced emf). 
 
Στη θεωρία των κεντρικά τροφοδοτούµενων γραµµικών κεραιών, είναι συνηθέστατο να 
δεχόµαστε την ηµιτονική κατανοµή ρεύµατος  
 

0
0

(0)( ) sin | |
sin( / 2) 2

I LI z k z
k L

  = −    
                                                                           (1.2) 

 
όπου z  η απόσταση από το κέντρο της κεραίας, ( )I z (σε amperes) το ρεύµα κατά 
µήκος της (οπότε (0)I είναι το ρεύµα στο κέντρο της), L  το µήκος της κεραίας και 

0 2 /k ω µε π λ= =  ο κυµαταριθµός του µέσου που την περιβάλλει. Μπορούµε, για 
παράδειγµα, να υποθέσουµε καταρχήν άγνωστο το (0)I  και να το προσδιορίσουµε στη 
συνέχεια µε τη «µέθοδο επαγόµενης ηλεκτρεγερτικής δύναµης» [9, §5.2]. (Για την 
ακρίβεια, βρίσκουµε την αντίσταση εισόδου (0) /I V , όπου V  η τροφοδοτούσα τάση). 
 
Με την προσεγγιστική αυτή µέθοδο, βρίσκουµε άριστα αποτελέσµατα για κεραίες 
µήκους / 2L λ=  , αλλά όχι και για κεραίες µήκους L λ= . Για πολύ λεπτές κεραίες η 
ρευµατική κατανοµή υποτίθεται ότι είναι της µορφής (1.2).Για πεπερασµένης 
διαµέτρου κεραίες (συνήθως για διάµετρο d>0.05l), η ηµιτονοειδής ρευµατική 
κατανοµή είναι αντιπροσωπευτική αλλά όχι ακριβής.   
 
Ένας πιο ακριβής και πιο επιστηµονικός τρόπος για την εύρεση του ( )I z  και κατ’ 
επέκταση της αντίστασης εισόδου, είναι η χρήση ολοκληρωτικών εξισώσεων. 
Συγκεκριµένα, εφαρµόζοντας τις εξισώσεις Maxwell και τις κατάλληλες οριακές 
συνθήκες, καταλήγουµε σε ολοκληρωτικές εξισώσεις για το ( )I z . Για την ακρίβεια, θα 
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καταλήξουµε σε δύο εναλλακτικές εξισώσεις, την ολοκληρωτική του Hallén και την 
ολοκληρωτικο-διαφορική του Pocklington. Είναι σύνηθες, όµως, να χρησιµοποιούµε 
τον όρο «ολοκληρωτική εξίσωση» ακόµα και για ολοκληρωτικο-διαφορικές εξισώσεις. 
Η βασική διαφορά από τη µέθοδο της επαγόµενης ηλεκτρεγερτικής δύναµης είναι ότι η 
ρευµατική κατανοµή επί της γραµµικής κεραίας υπολογίζεται κατά την εφαρµογή της 
µεθόδου. Η αντίσταση εισόδου εξαρτάται από την τροφοδότηση της κεραίας. Η 
διέγερση της κεραίας δεχόµαστε ότι γίνεται µέσω πηγής τάσης. 
 
Οι ολοκληρωτικές αυτές εξισώσεις συνήθως λύνονται αριθµητικά µε µεθόδους ροπών 
(moment methods), τις οποίες παρουσιάζουµε στο 2ο Κεφάλαιο. Οι µέθοδοι ροπών  
είναι γενικότερα χρήσιµες στον Ηλεκτροµαγνητισµό—αποτελούν ένα σηµαντικό 
κεφάλαιο του λεγόµενου Υπολογιστικού Ηλεκτροµαγνητισµού (Computational 
Electromagnetics). Από την άλλη µεριά, οι παρούσες ολοκληρωτικές εξισώσεις 
παρουσιάζουν ορισµένες ιδιαίτερες—και συχνά παραγνωρισµένες—δυσκολίες.  
 
Ο περιορισµός αυτής της µεθόδου είναι συνήθως η ταχύτητα και η αποθηκευτική 
χωρητικότητα του υπολογιστή, καθώς απαιτεί πολλούς υπολογισµούς. Επιπλέον η 
χρήση της περιορίζεται σε κλασσικές γεωµετρίες. 
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1.2 Πραγµατικές κεραίες και το µοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου 
 
Μία «πραγµατική» κεραία εικονίζεται στο Σχήµα 1. Ο εξωτερικός αγωγός, διαµέτρου 
2b , οµοαξονικής γραµµής µεταφοράς καταλήγει σε αγώγιµο επίπεδο (ground plane), 
ενώ ο εσωτερικός αγωγός, διαµέτρου 2a , εξέχει και σχηµατίζει την µονοπολική κεραία 
µήκους / 2L . Η κεραία µας είναι λεπτή µε την έννοια ότι: 
 

0, 1a L k a<< <<                                                                                                 
 
Με τη θεωρία ειδώλων (τουλάχιστον για µικρά b a− ), η όλη διάταξη είναι ισοδύναµη 
µε µια διπολική, κεντρικά τροφοδοτούµενη, γραµµική κεραία µήκους L  και διαµέτρου 
2a . Αν θεωρήσουµε ότι το αγώγιµο επίπεδο βρίσκεται στο επίπεδο z=0, τότε το 
ακτινοβολούµενο πεδίο στο χώρο z>0 ισοδυναµεί µε το πεδίο ενός διπόλου µήκους L, 
ενώ στο χώρο z<0 το πεδίο είναι µηδενικό. Η συγκεκριµένη κεραία του σχήµατος έχει 
σφαιρικό καπάκι, αλλά συναντά κανείς και κεραίες µε επίπεδο καπάκι, ή και χωρίς 
καπάκι.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Σχήµα 1:Ένας απλός τύπος πραγµατικής κεραίας 
 
Η διάταξη του Σχήµατος 1 είναι από τις πιο απλές που βρίσκουµε στην πράξη. Ακόµα  
και για τη διάταξη αυτή, όµως, η κατάστρωση και επίλυση των εξισώσεων Maxwell 
δεν είναι εύκολη υπόθεση. Επιπλέον, στο Σχήµα 1 η κεραία και η τροφοδοτούσα 
γραµµή µεταφοράς αποτελούν ένα σύνθετο σύστηµα, ενώ συνήθως σκεφτόµαστε δύο 
ανεξάρτητα συστήµατα. Με άλλα λόγια, συνήθως αγνοούµε την αλληλεπίδραση της 
κεραίας µε την τροφοδοτούσα γραµµή µεταφοράς. (Αυτή η απλοποίηση καθίσταται 

2b

2a
/ 2L

 

αγώγιµο 
επίπεδο 

προς 
γεννήτρια 
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απαραίτητη στην περίπτωση στοιχειοκεραιών πολλών στοιχείων όπου είναι πρακτικά 
αδύνατον να ληφθούν υπόψη όλες οι αλληλεπιδράσεις.) 
 
Για τους πιο πάνω λόγους, θα εισάγουµε και θα µελετήσουµε ένα απλούστερο 
θεωρητικό µοντέλο, το λεγόµενο «σωληνοειδές δίπολο». Το σωληνοειδές δίπολο 
χρησιµεύει για την µοντελοποίηση όχι µόνον της κεραίας του Σχήµατος 1, αλλά και 
άλλων πραγµατικών κεραιών, όπως π. χ. της διπολικής κεραίας του Σχήµατος 2(α) που 
τροφοδοτείται από δισύρµατη γραµµή µεταφοράς, καθώς και της ισοδύναµης  διάταξης 
του Σχήµατος 2(β) πάνω από αγώγιµο επίπεδο. 
 
 

 
 

Σχήµα 2: ∆ύο ακόµα «πραγµατικές» κεραίες, (α) η διπολική κεραία τροφοδοτούµενη από δισύρµατη 
γραµµή µεταφοράς και (β) η ισοδύναµη διάταξη πάνω από αγώγιµο επίπεδο.  

 
 
Το σωληνοειδές δίπολο είναι  ένας τέλεια αγώγιµος µεταλλικός σωλήνας µε απείρως 
λεπτά τοιχώµατα. Ένα ερώτηµα που γεννιέται είναι γιατί να χρησιµοποιήσουµε το 
σωληνοειδές δίπολο ως µοντέλο για το πρόβληµα που θέλουµε να λύσουµε, κι όχι 
κάποιο άλλο µοντέλο που είναι πιο κοντά στις πραγµατικές κεραίες. Η απάντηση είναι 
ότι οι ολοκληρωτικές εξισώσεις είναι ακριβείς για το µοντέλο του σωληνοειδούς 
διπόλου. Αυτό είναι το πλεονέκτηµα του σωληνοειδούς διπόλου και είναι, καθαρά, 
θεωρητικής φύσεως. Για άλλα µοντέλα, ή για «πραγµατικές» κεραίες, οι 
ολοκληρωτικές µας εξισώσεις θα είναι προσεγγιστικές. ∆ηλαδή, για λεπτές κεραίες, η 
ύπαρξη ή µη καπακιών, η ακριβής φύση της τροφοδοσίας κτλ. είναι, τελικά, 
λεπτοµέρειες που δεν παίζουν ιδιαίτερο ρόλο και είναι γενικά σωστό να θεωρούµε την 
κεραία ξεχωριστά από την τροφοδοτούσα γραµµή µεταφοράς. Εδώ ακριβώς οφείλεται 
η επιτυχία του απλοποιηµένου µοντέλου. 
 
 

προς γεννήτρια 

αγώγιµο  
επίπεδο 

(α)                                                                                     (β) 
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1.3 Εξισώσεις Maxwell 
 
Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη της αριθµητικής µεθόδου στις εξισώσεις του Hallén 
και του  Pocklington, θα δούµε πώς εξάγονται οι εξισώσεις αυτές µε τη βοήθεια των 
εξισώσεων του Maxwell. Συγχρόνως θα υπενθυµίσουµε κάποιους από τους νόµους που 
διέπουν τα ηλεκτροµαγνητικά φαινόµενα. 
 
Για την ακρίβεια θα θεωρήσουµε ότι η κεραία βρίσκεται στο κενό έτσι ώστε να 
ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις: 
 

o oB H D Eµ και ε= =                                                                          (1.3) 
 
Η ταχύτητα του φωτός και η κυµατική αντίσταση του κενού χώρου δίνονται από τις 
σχέσεις: 
 

1
2( )o oc ο ο οµ ε ζ µ ε−= =                                                                    (1.4) 

 
Όταν µιλάµε για οµογενή ισότροπο χώρο που χαρακτηρίζεται από τις σταθερές µ και ε 
(µαγνητική αι ηλεκτρική διαπερατότητα) τότε µπορούµε να αντικαταστήσουµε το µο µε 
το µ και το εο µε το ε. Βέβαια και τα µεγέθη c και ζο θα πρέπει να υπολογιστούν ξανά 
χρησιµοποιώντας τα µ και ε. Θα χρησιµοποιήσουµε τα διανυσµατικά µεγέθη B και H 
για να γράψουµε τις εξισώσεις του Maxwell (στη γενική τους µορφή για 
χρονοµεταβλητά πεδία, στην περίπτωση που υπάρχουν µόνο τα J

ur
 και ρ): 

 
D ρ∇ ⋅ =
ur

                                                                                                    (1.5) 
0B∇ ⋅ =

ur
                                                                  (1.6) 

BE
t

∂∇× = −
∂

ur
ur

                                                                                             (1.7) 

DH J
t

∂∇× = +
∂

ur
uur ur

                                                (1.8) 

 
 
Τα µεγέθη J

ur
 και ρ αποτελούν την πυκνότητα ρεύµατος και την κατανοµή φορτίου 

αντίστοιχα. Οι ποσότητες αυτές που εµφανίζονται στις σχέσεις (1.5) και (1.8)  
ικανοποιούν την παρακάτω εξίσωση η οποία είναι γνωστή ως εξίσωση της συνέχειας 
και αποδεικνύεται µε τη βοήθεια των εξισώσεων (1.5) και (1.8) του Maxwell: 
 

J
t
ρ∂∇ ⋅ = −

∂

ur
                                                                                              (1.9) 

 
Οι δύο τελευταίες εξισώσεις του Maxwell καθώς και η εξίσωση της συνέχειας 
αποτελούν τις δυναµικές εξισώσεις για τον υπολογισµό των B

ur
 και E

ur
, όταν δίνεται η 

πυκνότητα ρεύµατος J
ur

. Από τις σχέσεις  (1.7) - (1.9) αποδεικνύονται εύκολα οι 
παρακάτω σχέσεις: 
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( ) 0B
t

∂ ∇ ⋅ =
∂

                                                                                          (1.10) 

 

( ) 0o E
t

ε ρ∂ ∇ ⋅ − =
∂

                                                                                 (1.11) 

 
Στις παραπάνω σχέσεις έχουµε υποθέσει ότι η σειρά της διαφόρισης µπορεί να 
εναλλαγεί. ∆ε θα ασχοληθούµε µε τέτοιας φύσεως µαθηµατικά προβλήµατα σε αυτό το 
κεφάλαιο. Οι σχέσεις (1.5) και (1.6) αποτελούν οριακές συνθήκες µε την έννοια των 
αρχικών συνθηκών. Αν ισχύουν σε κάποια σε κάποια συγκεκριµένη χρονική, ισχύουν 
για κάθε χρονική στιγµή. Λόγω της (1.6), η µαγνητική επαγωγή µπορεί να γραφεί ως 
περιστροφή ενός διανυσµατικού δυναµικού, καθώς για οποιαδήποτε διανυσµατική 
συνάρτηση ισχύει ( ) 0∇ ⋅ ∇× Α =

ur
. Εισάγουµε το µαγνητικό διανυσµατικό δυναµικό Α: 

 
B A= ∇×                                                                                                 (1.12) 

 
 Με τη βοήθεια της (1.7) µπορούµε εύκολα να δείξουµε ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση: 
 

0AE
t

∂ ∇× + = ∂ 
                                                                                     (1.13) 

 
Οπότε µπορούµε να εισάγουµε το βαθµωτό δυναµικό Φ, (καθώς για οποιαδήποτε 
βαθµωτή συνάρτηση ισχύει ( ) 0∇× ∇ ⋅Φ = , άρα θα ισχύει και ( ) 0∇× −∇ ⋅Φ = , που 
ικανοποιεί τη σχέση: 
 

AE
t

∂= − − ∇Φ
∂

                                                                                        (1.14) 

 
Αντικαθιστώντας τις εκφράσεις των B

ur
 και E

ur
όπως εµφανίζονται στις σχέσεις (1.12) 

και (1.14) αντίστοιχα στις σχέσεις (1.5) και (1.8) προκύπτουν οι ακόλουθες εξισώσεις: 
 

2
2

2 2

2
2

2 2

1

1

o

o

AA J
c t

c t t

µ

ρ
ε

∂∇ − = − + ∇Χ
∂
∂ Φ ∂Χ∇ Φ − = − −
∂ ∂

                                                                    (1.15) 

 

όπου      2

1 A
c t

∂ΦΧ = ∇ +
∂

                                                                                          (1.16) 

 
Σύµφωνα µε το θεώρηµα του Helmotz στη διανυσµατική ανάλυση, ένα διάνυσµα F

ur
 

είναι µοναδικά ορισµένο αν και µόνο αν έχουν καθοριστεί η περιστροφή ( F∇×
ur

) και η 
απόκλισή του ( F∇ ⋅

ur
). Στην εξίσωση (1.12) έχουµε καθορίσει µόνο το στροβιλισµό του 

A
ur

. Μπορούµε όµως να επιλέξουµε την απόκλιση του A
ur

, έτσι ώστε οι διαφορικές 
εξισώσεις (1.15) να έχουν την απλούστερη δυνατή µορφή. Παρατηρώντας προσεκτικά 
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τα αριστερά µέλη των εξισώσεων (1.15) είναι βολικό για ένα ικανοποιητικό αριθµό 
περιπτώσεων να επιλέξουµε: 
 

20X A c
t

∂Φ= ⇒ ∇ ⋅ = −
∂

                                                                         (1.17)     

 
Η παραπάνω εξίσωση είναι γνωστή ως συνθήκη του Lorentz. Με τη βοήθεια της (1.17), 
οι σχέσεις (1.15) παίρνουν την ακόλουθη µορφή: 
 

2
2

2 2

2
2

2 2

1

1

o

o

AA J
c t

c t

µ

ρ
ε

∂∇ − = −
∂
∂ Φ∇ Φ − = −
∂

                                                                             (1.18) 

 
 
Με την ανωτέρω επιλογή των συναρτήσεων δυναµικού, κάθε µία από τις διαφορικές 
εξισώσεις που ικανοποιούν τα δυναµικά, ικανοποιεί την αντίστοιχη κυµατική εξίσωση. 
Από αυτές προκύπτει ότι το διανυσµατικό δυναµικό εξαρτάται από την κατανοµή των 
πηγών ρεύµατος, ενώ το βαθµωτό δυναµικό εξαρτάται από την κατανοµή των πηγών 
φορτίου. Ασφαλώς οι δύο αυτές κατανοµές συνδέονται µέσω της εξίσωσης της 
συνέχειας, γεγονός άλλωστε που επιβεβαιώνει την αλληλεξάρτηση των A και Φ

ur
 

µέσω της συνθήκης του Lorentz. Οι εξισώσεις αυτές έχουν ως λύσεις κυµατικές 
συναρτήσεις. Ενδεικτικά και κυρίως για λόγους φυσικής ερµηνείας εξετάζεται η απλή 
περίπτωση χώρου χωρίς πηγές. Τότε η (1.18)  γράφεται: 
 

2
2

2 2

1 0
c t

∂ Φ∇ Φ − =
∂

                                                                                  (1.19) 

 
Αντίστοιχη είναι και η διανυσµατική διαφορική εξίσωση που ικανοποιείται από το 
διανυσµατικό δυναµικό:  
 

2
2

2 2

1 0AA
c t

∂∇ − =
∂

                                                                                   (1.20) 

 
Η πλέον απλή περίπτωση για τη λύση της (1.19) προκύπτει όταν το βαθµωτό δυναµικό 
είναι συνάρτηση µιας µόνο χωρικής µεταβλητής, δηλαδή ( , )z tΦ = Φ . Στην περίπτωση 
αυτή η γενική λύση της (1.19) είναι της µορφής 
 

( , ) ( / ) ( / )z t f t z c g t z cΦ = − + +                                                             (1.21) 
 
όπου f και g αυθαίρετες διπλά διαφορίσιµες συναρτήσεις. Η συνάρτηση ( / )f t z c−  
είναι κυµατική συνάρτηση που παριστάνει κύµα που οδεύει κατά τη θετική φορά του 
άξονα των z, ενώ η ( / )g t z c+  παριστάνει κύµα που οδεύει κατά την αρνητική φορά 
του άξονα z. Οι γενικές λύσεις των (1.19) και (1.20) προκύπτουν υπό τη µορφή των 
χωρικών ολοκληρωµάτων σε αναλογία προς τις αντίστοιχες λύσεις της εξίσωσης 
Poisson που προκύπτει από (1.18) στη στατική περίπτωση ( / 0t∂ ∂ = ).  
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Το τελικό αποτέλεσµα είναι: 
  

1 1( , , , ) ( ', ', ', / ) '
4 V

x y z t x y z t R c dV
R

ρ
πε

Φ = −∫                                      (1.22) 

 
1 1( , , , ) ( ', ', ', / ) '

4 V

A x y z t x y z t R c dV
R

ρ
πε

= −∫
ur

                                      (1.23) 

 

όπου ( ) ( ) ( )2 2 2' ' 'R x x y y z z= − + − + − . 
 
 
Είναι σηµαντικό να καταλάβει κανείς ότι οι (1.18) είναι δυναµικές εξισώσεις για το 
βαθµωτό και το διανυσµατικό δυναµικό, ενώ η (1.15) είναι µια οριακή συνθήκη. Όσο 
και αν φαίνεται ότι έχουµε τρεις εξισώσεις για τις ποσότητες A

ur
 και Φ (τις σχέσεις 

(1.17)-(1.18)), στην πραγµατικότητα η µια από αυτές είναι οριακή συνθήκη. Πιο 
συγκεκριµένα, για διάφορους λόγους, όπως το αναλλοίωτο των µετασχηµατισµών 
Lorentz, είναι βολικό να χρησιµοποιούµε τις σχέσεις (1.18) σαν τις δυναµικές 
εξισώσεις, και σα συνέπεια των εξισώσεων αυτών να δεχτούµε ότι το Χ ικανοποιεί, µε 
τη βοήθεια της εξίσωσης της συνέχειας, την παρακάτω οµογενή εξίσωση: 
 

2
2

2 2

1 0o J
c t t

ρµ∂ Χ ∂ ∇ Χ − = − ∇ ⋅ + = ∂ ∂ 
                                                     (1.24) 

 
Έτσι η (1.17) ισχύει κάθε φορά αρκεί να έχουµε σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή την 
οριακή συνθήκη: 
 

0X
t

∂Χ= =
∂

                                                                                              (1.25) 

 
Το γεγονός ότι υπάρχουν δύο οριακές συνθήκες εδώ αντί για µια που υπάρχει στην (1.5) 
οφείλεται στο γεγονός ότι στην (1.18) έχουµε δεύτερη χρονική παράγωγο ενώ η (1.17) 
περιέχει πρώτη χρονική παράγωγο. 
 
Παρά το γεγονός ότι οι εξισώσεις του Maxwell παραµένουν αναλλοίωτες κάτω από 
τους µετασχηµατισµούς του Lorentz αυτή η ιδιότητά τους στις περισσότερες 
περιπτώσεις δεν έχει καµιά σηµασία σε προβλήµατα µηχανικών. Αντίθετα το 
αναλλοίωτο κάτω από µετασχηµατισµούς χρόνου συχνά συναντάται. Σε αυτές τις 
περιπτώσεις είναι θεµιτό τις περισσότερες φορές να χρησιµοποιείται ο 
µετασχηµατισµός Fourier ως προς το χρόνο, έτσι ώστε να αντικαθίσταται η ανεξάρτητη 
µεταβλητή του χρόνου µε την παράµετρο ω δηλαδή την κυκλική συχνότητα. Πιο 
συγκεκριµένα ας θέσουµε: 
 

1( , ) ( , )
2

1( , ) ( , )
2

i t

i t

E r t E r e d

r t r e d

ω

ω

ω ω
π

ω ω
π

+∞
−

−∞
+∞

−

−∞

=

Φ = Φ

∫

∫
                                                                (1.26) 
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Το ( ),E r t είναι πραγµατική συνάρτηση που σηµαίνει ότι ισχύει η ακόλουθη σχέση: 
 

*( , ) ( , ) 0E r t E r t− =                                                                                (1.27) 
 

οπότε   *( , ) ( , ) 0i tE r E r e dωω ω ω
+∞

−

−∞

 − = ∫                                                                (1.28) 

 
 
Από τη σχέση (1.28) κι αν αναλογιστεί κανείς ότι η µηδενική συνάρτηση είναι η 
µοναδική µε µηδενικό µετασχηµατισµό Fourier προκύπτει εύλογα η παρακάτω σχέση: 
 
 

*( , ) ( , )E r E rω ω= −                                                                                 (1.29) 
 
Αύτη η συµµετρία ισχύει και για τα υπόλοιπα µεγέθη που έχουν εµφανιστεί παραπάνω 
όπως τα A

ur
, B
ur

, Φ, J
ur

, ρ κτλ. Επίσης συνηθίζεται λόγω αυτής της συµµετρίας να 
θεωρούµε µόνο θετικές τιµές του ω.    
  
Οι θεµελιώδεις εξισώσεις του Maxwell που χαρακτηρίζουν το ηλεκτροµαγνητικό πεδίο 
στην περίπτωση ηµιτονοειδούς χρονικής µεταβολής πηγών και πεδίων, µε τη βοήθεια 
του µετασχηµατισµού Fourier λαµβάνουν τη µορφή: 
 
 

D ρ∇ ⋅ =
ur

                                                                                                  (1.30) 
0B∇ ⋅ =

ur
                                                                                                  (1.31) 

E j Bω∇× = −
ur ur

                                                                                         (1.32) 
H J j Dω∇× = +
uur ur ur

                                              (1.33) 
 
Η υπόθεση αυτή, δηλαδή της ηµιτονοειδούς εξάρτησης από το χρόνο γίνεται για να 
ελαχιστοποιήσουµε τη χρονική εξάρτηση από τις εξισώσεις του Maxwell, συνεπώς να 
ελαττώσουµε τη χωρο-χρονική εξάρτηση σε χωρική εξάρτηση µόνο. Οµοίως η 
εξίσωση της συνέχειας γράφεται ως εξής: 
 

J jωρ∇ ⋅ = −
ur

                                                       (1.34) 
 
Το διανυσµατικό και το βαθµωτό δυναµικό δίνονται από τις ακόλουθες σχέσεις: 
 

B A= ∇×
ur ur

                                                                 (1.35) 
E j Aφ ω= −∇ −
ur ur

                                                      (1.36) 
 

Υποθέτοντας ότι εξακολουθούµε να δεχόµαστε τη συνθήκη του Lorentz οι εξισώσεις 
(1.17) και (1.18) µε την εφαρµογή του µετασχηµατισµού Fourier παίρνουν την 
ακόλουθη µορφή: 
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2 2A k A Jµ∇ + = −
ur ur ur

                                                                                   (1.37) 
                                                                                               

2 2k ρφ φ
ε

∇ + = −                                                     (1.38) 

                                                                                   
A jωµεφ∇ ⋅ = −
ur

                                                                                       (1.39) 
 
Αξίζει να παρατηρήσει κανείς ότι χρησιµοποιούµε σ’ αυτό το κεφάλαιο το  eiωt αντί για 
το e-iωt. 
 
Από την (1.36) προκύπτει ότι η έκφραση της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου 
συναρτήσει µόνο του διανυσµατικού δυναµικού δίνεται από τη σχέση: 
 

( )2E j A j A
k
ωω  = − − ∇ ∇ ⋅ 

 

ur ur ur
                                                                  (1.40) 

 
Οι γενικές λύσεις των κυµατικών εξισώσεων που προκύπτουν από τις παραπάνω 
εξισώσεις για το βαθµωτό δυναµικό και το διανυσµατικό δυναµικό στην περίπτωση 
ηµιτονοειδούς µεταβολής ως προς το χρόνο µεταπίπτουν στις 
 

1( , , ) ( ', ', ') '
4

jkR

V

ex y z x y z dV
R

ρ
πε

−

Φ = ∫
                 

 (1.41) 

( , , ) ( ', ', ') '
4

jkR

V

eA x y z J x y z dV
R

µ
π

−

= ∫
ur ur

                    (1.42) 
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1.4 Η συνάρτηση Green και οι συνθήκες εκποµπής 
Η σχέση µεταξύ των χρονικά εξαρτηµένων µεγεθών Ε, Β, Α, Φ µε τις αντίστοιχες 
χρονικά ανεξάρτητες ποσότητες που προκύπτουν από την εφαρµογή του 
µετασχηµατισµού Fourier, δεν είναι τόσο προφανής όσο φαίνεται. Ο λόγος είναι ο 
ακόλουθος. Οι κυµατικές εξισώσεις (1.18) για τις χρονικά εξαρτηµένες ποσότητες, 
είναι υπερβολικές, µε συνέπεια να έχουν µοναδικές λύσεις για δεδοµένες αρχικές 
συνθήκες. Αντίθετα, οι αντίστοιχες εξισώσεις για τις χρονικά ανεξάρτητες ποσότητες, 
είναι ελλειπτικές διαφορικές εξισώσεις κι έτσι χρειάζονται κάποιες οριακές συνθήκες 
για να µας δώσουν µοναδικές λύσεις. Αυτές οι επιπρόσθετες οριακές συνθήκες που 
απαιτούνται, είναι οι συνθήκες εκποµπής του Sommerfield. 
 
Στο σηµείο αυτό θα µελετήσουµε τη συνάρτηση του Green. Η συνάρτηση Green παίζει 
πολύ σηµαντικό ρόλο στη λύση ηλεκτροµαγνητικών προβληµάτων. Η συνάρτηση αυτή, 
είναι µια λύση στην περίπτωση σηµειακής πηγής (γραµµικής πηγής σε δισδιάστατα 
προβλήµατα). Ειδικότερα, αν η εξίσωση του προβλήµατος είναι: 
 

( ( )) ( )L f r g r= −   
 

όπου ( )f r , η άγνωστη συνάρτηση, L  γραµµικός τελεστής και ( )g r η κατανοµή της 
πηγής. Τότε η συνάρτηση Green είναι η λύση της: 
 

( ( , ')) ( ')L G r r r rδ= − −                                                                            (1.43) 
 
όπου ( ')r rδ − είναι η δ-συνάρτηση Dirac. 
 
Αν η συνάρτηση του Green ικανοποιεί τις ίδιες οριακές συνθήκες µε την ( )f r , η 
συνάρτηση ( )f r  µπορεί να εκφραστεί, χρησιµοποιώντας την G : 
 

( ) ( ') ( , ') '
V

f r g r G r r dv= ∫  

 
Η συνάρτηση του Green στον ελεύθερο χώρο, χωρίς όρια που ικανοποιεί την εξίσωση 
(1.43), εξαρτάται µόνο από τις συνθήκες εκποµπής. Η συνάρτηση του Green για την 
τρισδιάστατη βαθµωτή εξίσωση του Helmotz, ικανοποιεί: 
 

2 2 ( ')G k G r rδ∇ + = − −                                                                            (1.44) 
 
Από τη στιγµή που η συνάρτηση του Green οφείλεται σε σηµειακή πηγή, η G είναι 
σφαιρικά συµµετρική ως προς τη θέση της σηµειακής πηγής 'r . Εποµένως, αν η αρχή 
του συστήµατος συντεταγµένων τοποθετηθεί στο 'r , τότε η G είναι συνάρτηση µόνο 
του r  και η (1.44) γίνεται: 

 
2 2 ( )G k G rδ∇ + = −                                                                                  (1.45) 

 
Από τη στιγµή, που η ( )rδ είναι 0, εκτός από την αρχή των αξόνων, οι λύσεις της (1.45) 
είναι: 
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jkrCeG
r

±

=  

 
όπου C είναι µία σταθερά. ∆εδοµένης της χρονικής µεταβολής, µόνο η δεύτερη από τις 
δύο λύσεις είναι ένα κύµα που αποµακρύνεται από την πηγή. Η σταθερά C 
υπολογίζεται από τη σχέση (1.45) και την εφαρµογή του θεωρήµατος του 
Gauss, 1/ 4C π= , οπότε: 

  

4

jkreG
rπ

−

=  

 
Συνεπώς, αν r είναι η απόσταση από την αρχή των συντεταγµένων, η λύση γίνεται: 

 
'

4 '

jk r reG
r rπ

− −

=
−

                                                                                          (1.46) 

από όπου φαίνεται ότι η G είναι συµµετρική. 
 
Αν εφαρµόσουµε το θεώρηµα του Gauss, στη δισδιάστατη περίπτωση, όπως κάναµε 
και για το τρισδιάστατο πρόβληµα, προκύπτει ότι η σταθερά 1/ 4C j= . Η λύση G 
προκύπτει: 
 

(2)1 ( ' )
4 oG H k

j
ρ ρ= −  

 Πιο πάνω, είδαµε ότι απαλείψαµε τον όρο 
jkrCe

r
 από τη λύση της G . Να πούµε ότι ο 

πιο απλός τρόπος να γίνει αυτό είναι να προσθέσουµε τον απλό κανόνα: όλοι οι όροι 

που είναι ανάλογοι µε τις πηγές ,J ρ  και συµπεριφέρονται σαν το 
jkrCe

r
, όταν το 

r → ∞ , πρέπει να απαλείφονται. Ένας δεύτερος τρόπος είναι να εφαρµόσουµε τη 
συνθήκη εκποµπής του Sommerfield: 
 

lim 0
r

Qr ikQ
r→∞

∂ − = ∂ 
 

για οποιαδήποτε καθορισµένη κατεύθυνση. Στην παραπάνω σχέση το Q είναι µια 
βαθµωτή φυσική ποσότητα ή µια οποιαδήποτε ορθογώνια συνιστώσα µιας 
διανυσµατικής φυσικής ποσότητας. 
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1.5 Ολοκληρωτικές εξισώσεις 
 
Ολοκληρωτική εξίσωση είναι κάθε εξίσωση που περιλαµβάνει κάποια άγνωστη 
συνάρτηση Φ κάτω από το ολοκλήρωµα. Απλές µορφές ολοκληρωτικών εξισώσεων 
είναι οι µετασχηµατισµοί Fourier , Laplace και  Hankel. 
 
Οι γραµµικές ολοκληρωτικές εξισώσεις , που µελετώνται πιο συχνά χωρίζονται σε δύο 
κατηγορίες που έχουν πάρει το όνοµά τους από τους Fredholm και Volterra. Η µία 
κατηγορία, την οποία και θα παρουσιάσουµε εδώ, είναι οι εξισώσεις Fredholm πρώτου 
δεύτερου και τρίτου είδους: 
 

 ( ) ( , ) ( )
b

a

f x K x t t dt= Φ∫  (1.47) 

 ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

f x x K x t t dtλ= Φ − Φ∫  (1.48) 

 ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

f x a x x K x t t dtλ= Φ − Φ∫  (1.49) 

όπου λ είναι βαθµωτή ή µιγαδική παράµετρος. Οι συναρτήσεις ( )f x  και ( , )K x t  
καθώς και τα όρια ,a b  είναι γνωστά, ενώ η ( )xΦ  είναι άγνωστη. Η συνάρτηση  

( , )K x t  είναι γνωστή ως ο πυρήνας της ολοκληρωτικής εξίσωσης. 
 
Γενικά υπάρχουν πολλές µορφές ολοκληρωτικών εξισώσεων. ∆ύο από τις πιο 
δηµοφιλείς ολοκληρωτικές εξισώσεις είναι η ολοκληρωτική εξίσωση ηλεκτρικού 
πεδίου (electric-field integral equation EFIE) και η ολοκληρωτική εξίσωση µαγνητικού 
πεδίου (magnetic-field integral equation MFIE). H  EFIE εφαρµόζει τις οριακές 
συνθήκες στο εφαπτοµενικό ηλεκτρικό πεδίο, ενώ η MFIE τις εφαρµόζει στην 
εφαπτοµενική συνιστώσα του µαγνητικού πεδίου. Η EFIE έχει ισχύ και για κλειστές 
και για ανοιχτές επιφάνειες, ενώ η MFIE ισχύει µόνο για κλειστές επιφάνειες. Για 
προβλήµατα εκποµπής, µια δηµοφιλής  EFIE είναι η ολοκληρωτική εξίσωση 
Pocklington.  Μια εξίσωση που εφαρµόζει τις οριακές συνθήκες στο εφαπτοµενικό 
διανυσµατικό δυναµικό είναι η εξίσωση του Hallén. 

 
Στη συνέχεια θα εξάγουµε και θα εφαρµόσουµε τις δύο τρισδιάστατες ολοκληρωτικές 
εξισώσεις, που αναφέρονται ως ολοκληρωτική εξίσωση του Hallén και ολοκληρωτικο-
διαφορική εξίσωση του Pocklington. 
 
 

1.5.1 Ακριβής ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Pocklington 
 
Για να βρούµε την εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου πάνω στην 
επιφάνεια του σωληνοειδούς διπόλου χρησιµοποιούµε δύο τρόπους. Ο πρώτος τρόπος 
που θα παρουσιασθεί σε αυτή την ενότητα είναι να υπερθέσουµε τις συνεισφορές όλων 
των σηµείων που βρίσκονται πάνω στην επιφάνεια του σωληνοειδούς. Το διπλό 
ολοκλήρωµα που προκύπτει είναι το αριστερό µέλος της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Ο 
δεύτερος τρόπος προκύπτει από την οριακή συνθήκη για τη z- συνιστώσα του 
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ηλεκτρικού πεδίου ανάλογα µε το µοντέλο τροφοδοσίας που χρησιµοποιούµε και θα 
παρουσιασθεί στις επόµενες δύο ενότητες για δύο διαφορετικά µοντέλα τροφοδοσίας 
και είναι το δεξί µέλος της εξίσωσης. 
 
Εκφράζουµε το ( , )zE a z  (δηλαδή τη z -συνιστώσα του E

ur
 πάνω στην επιφάνεια της 

κεραίας) ως συνάρτηση του ( )I z . Ως συνήθως, βρίσκουµε τέτοιες εκφράσεις 
χρησιµοποιώντας το διανυσµατικό δυναµικό A

ur
. Θα χρησιµοποιήσουµε για το σκοπό 

αυτό τις σχέσεις (1.13) και (1.15). 
 
Εξαιτίας του ηλεκτρικού πεδίου, αναπτύσσεται ένα ολικό επιφανειακό ρεύµα Κ του 
οποίου η  φ -συνιστώσα είναι µηδέν λόγω συµµετρίας. Η z -συνιστώσα zK  είναι το 
άθροισµα ενός επιφανειακού ρεύµατος ,out ( )zK z  στο εξωτερικό µέρος του σωλήνα, 
αλλά και ενός ρεύµατος ,in ( )zK z  στο εσωτερικό του. Το ολικό ρεύµα ορίζεται ως 
 

,out ,in( ) 2 ( ) ( ) , / 2 / 2z zI z a K z K z L z Lπ  = + − < <                               (1.50)    
 
Λόγω συµµετρίας, η ( )I z  είναι άρτια συνάρτηση. Επειδή τα επιφανειακά ρεύµατα είναι 
γενικά συνεχή, στο άκρο / 2z L=  του σωληνοειδούς διπόλου θα έχουµε 

,out ,in( / 2) ( / 2)z zK L K L= − , οπότε 
 

( / 2) 0I L± =                                                                                            (1.51) 
 
δηλαδή το ρεύµα ( )I z  µηδενίζεται στα άκρα του σωλήνα. Σε ό,τι ακολουθεί, θέλουµε 
να προσδιορίσουµε το ( )I z  µέσω των εξισώσεων Maxwell και των οριακών συνθηκών. 

 
Χρησιµοποιούµε κυλινδρικές συντεταγµένες , , zρ φ  όπως φαίνεται και στο Σχήµα 3. 
Επειδή το ρεύµα έχει µόνο z -συνιστώσα, το A

ur
 θα έχει και αυτό µόνο  z -συνιστώσα. 

Αυτό φαίνεται από την (1.42). Λόγω συµµετρίας, το A
ur

 θα είναι ανεξάρτητο του φ . 
Έτσι, οι γενικές σχέσεις (1.40) και (1.42) γράφονται 
 

0

2
2
02 2

0

/ 22
2
02 2

0 / 2

( , ) ( , )

( )
4 2

z z

L jk R

L

jE z k A z
k z

j I z ek ad dz
k z a R

π

π

ωρ ρ

ω µ φ
π π

−

− −

 ∂= − + ∂ 
′ ∂ ′ ′= − + ∂ 

∫ ∫
                    (1.52) 

 
όπου η (1.50) χρησιµοποιήθηκε για το ολικό επιφανειακό ρεύµα 

,out ,in
( ')( ) ( )

2z z
I zK z K z
πα

′ ′+ = . Η (1.52) δίνει την z -συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου 

σε οποιοδήποτε σηµείο παρατήρησης ( , , )zρ φ . Το R  είναι η απόσταση του σηµείου 
παρατήρησης από το σηµείο πηγής (πάνω στην κεραία, µε κυλινδρικές συντεταγµένες 
( , , )a zφ′ ′ ), όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.  
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Σχήµα 3: Σηµείο παρατήρησης ( , , )zρ φ , σηµείο πηγής ( , ', ')a zφ , και απόσταση R µεταξύ τους. 

 
Ενώ το φ  εµφανίζεται στο δεξί µέλος της (1.52), αυτό είναι τελικά ανεξάρτητο του φ  
και µπορούµε να θέσουµε 0φ = . Ειδικεύουµε τώρα την  (1.52) για σηµεία 
παρατήρησης ( ,0, ) ( ,0, )z a zρ =  πάνω στην επιφάνεια της κεραίας (βλ. Σχήµα 4). 
Συνεπώς το σηµείο παρατήρησης έχει συντεταγµένες (α,0,z) ενώ το σηµείο πηγής 
( , , )a zφ′ ′ . 
 

         
( )

2 2 2 2 2 2 2

22 2 2 2 2

( ') ( ') ( ') ( cos ') sin ' ( ')

1 cos ' sin ' ( ') 2 (1 cos ') ( ')

R x x y y z z a a a z z

R a z z a z z

φ φ

φ φ φ

= − + − + − = − + + − ⇒

 = − + + − = − + − 

  

 
  
Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα   
 

2 1 cossin
2 2
φ φ−  = 
 

 

 
 
βρίσκουµε ότι η απόσταση R των ( ,0, )a z και ( , , )a zφ′ ′  δίνεται από τη σχέση 
         
 

2 2 2 '( ') 4 sin
2

R z z a φ = − +  
                                 

 (1.53) 

 
 

( , , )a zφ′ ′  
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Σχήµα 4: Για σηµεία παρατήρησης πάνω στην επιφάνεια της κεραίας, η απόσταση R  δίνεται από τη 

σχέση (8). Εδώ δείχνουµε προβολή στο επίπεδο z=0. Η προβολή του R  είναι 
'

2 sin
2

a
φ 
 
 

, µε µέγιστη 

τιµή 2α και ελάχιστη τιµή 0.  
 
Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε ένα διαφορετικό τρόπο, για να καταλήξουµε στην ίδια 
σχέση για την εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού πεδίου. 
 
 
 

            

 z

 y

x

   

2α

l/2

l/2

y

z

   

l/2

l/2

x
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 z

 y

(α) Γεωµετρία
(β) Ισοδύναµο ρεύµα

( ')zI z

Eπ
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πθ

ρθ

πρ
οσ
πίπ
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Σχήµα 5: Ένα επίπεδο κύµα προσπίπτει πάνω σε αγώγιµο σωλήνα 
 
 
 

a
a

R

( , , )a zφ′ ′

( ,0, )a z
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Για να εξάγουµε την ολοκληρωτική εξίσωση του Pocklington, θα αναφερθούµε στο 
σχήµα 5. Παρόλο που η διαδικασία είναι γενική µπορεί να χρησιµοποιηθεί είτε όταν ο 
αγωγός είναι ανακλαστήρας, είτε κεραία. Ας υποθέσουµε ότι ένα επίπεδο κύµα 
προσπίπτει στην επιφάνεια ενός αγωγού, όπως φαίνεται στο σχήµα 5, και αναφέρεται 
ως το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο ( )Eπ ρ . Όταν ο αγωγός είναι κεραία, το προσπίπτον 
κύµα παράγεται από την πηγή τροφοδοσίας στο διάκενο, όπως φαίνεται στο σχήµα 7. 
Ένα µέρος του προσπίπτοντος κύµατος επάγει στην επιφάνεια του αγωγού µια 
επιφανειακή πυκνότητα ρεύµατος Js (amperes ανά m2). Η επαγόµενη πυκνότητα 
ρεύµατος Js επανακτινοβολεί και παράγει ένα ηλεκτρικό πεδίο που αναφέρεται ως το 
ανακλώµενο ηλεκτρικό πεδίο ( )Eα ρ . Συνεπώς, σε οποιοδήποτε σηµείο του χώρου το 
ολικό ηλεκτρικό πεδίο είναι το άθροισµα του προσπίπτοντος και του ανακλώµενου 
πεδίου, ή: 
  

( ) ( ) ( )o aE E Eπρ ρ ρ= +                                                                    (1.54) 
 
όπου 
 

( )oE ρ =  ολικό ηλεκτρικό πεδίο 
( )Eπ ρ = προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο 
( )aE ρ =  ανακλώµενο ηλεκτρικό πεδίο 

 
Όταν το σηµείο παρατήρησης µετακινηθεί στην επιφάνεια του διπόλου (ρ =α) και το 
δίπολο είναι τέλειος αγωγός, το ολικό εφαπτοµενικό ηλεκτρικό πεδίο µηδενίζεται . Σε 
κυλινδρικές συντεταγµένες, το ηλεκτρικό πεδίο που ακτινοβολείται από το δίπολο έχει 
ακτινική συνιστώσα ( Eρ ) και εφαπτοµενική συνιστώσα ( zE ). Έτσι στην επιφάνεια του 
αγωγού η εφαπτοµενική συνιστώσα της (1.54) γίνεται 
 

( ) ( ) ( )o a
z z zE a E a E aπρ ρ ρ= = = + =  0=  

 
ή 
 

( ) ( )a
z zE a E aπρ ρ= = − =                                                                         (1.55) 

 
Γενικά, το ανακλώµενο ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται από την επαγόµενη πυκνότητα 
ρεύµατος Js  δίνεται από τη σχέση (1.40), ή: 
 

( )
2

2
2 2 2( )a jE j j k

k k z
ω ωρ ω  ∂ Α= − Α − ∇ ∇ ⋅ Α = − Α + ∂ 

 (1.56) 

 
Όµως για παρατηρήσεις στην επιφάνεια του διπόλου, µόνο η z-συνιστώσα της (1.56) 
χρειάζεται, και µπορούµε να γράψουµε 
 

2
2

2 2( )a z
z z

j
E k

k z
ωρ
 ∂ Α

= − Α + ∂ 
                                                               (1.57) 
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Σε κυλινδρικές συντεταγµένες το ηλεκτρικό πεδίο που ακτινοβολείται από τον αγωγό 
έχει µόνο ακτινική και αξονική συνιστώσα, όπως είπαµε και προηγουµένως  
( zE Eρ και  ). Αυτό φαίνεται κι από τις εξισώσεις (1.12) και (1.8) όπου: 
 

$1 1 zAH A aφ
µ µ ρ

∂= ∇× = −
∂

uur ur
                                                                       (1.58) 

 
και 
 

1E H
jωε

= ∇×
ur uur

                                                                                        (1.59) 

 
δηλαδή το E

ur
 θα έχει τη µορφή: 

 
$ $ $ $1 1( )zz z

H
E a E a E a H a

j j z
φ

ρρ ρ φρ
ωερ ρ ωε

∂∂= + = − +
∂ ∂

ur ur ur
                        (1.60) 

 
Γενικά, το σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο που παράγεται από την πυκνότητα ρεύµατος 

sJ
uur

 µπορεί να υπολογιστεί συναρτήσει του διανυσµατικού δυναµικού A
ur

 ξεκινώντας 
από την curl εξίσωση Maxwell και τη σχέση (1.12): 
 

( )

0

E j H

E j A

E j A

ωµ
ω

ω

∇× = − ⇒

∇× = − ∇× ⇒

 ∇× + = 

ur uur

ur ur

ur ur
                                                                            (1.61) 

 
Από τη διανυσµατική ταυτότητα ( ) 0∇× −∇Φ = , όπου Φ είναι µια βαθµωτή 
συνάρτηση που αναπαριστά ένα τυχαίο ηλεκτρικό βαθµωτό δυναµικό σα συνάρτηση 
θέσης, παίρνουµε µε αντικατάσταση στην (1.61) : 
 

E j Aω= − − ∇Φ
ur ur

                                                                                      (1.62) 
 
Παίρνοντας το στροβιλισµό της εξίσωσης (1.58) και χρησιµοποιώντας τη διανυσµατική 
ταυτότητα ( ) ( ) 2A A A∇× ∇× = ∇ ∇ ⋅ − ∇

ur ur ur
 παίρνουµε τη σχέση: 

 

( ) ( )
( ) ( ) 2

H A

H A A

µ

µ

∇× = ∇× ∇× ⇒

∇× = ∇ ∇ ⋅ − ∇

uur ur

uur ur ur                                                                    (1.63) 

 
Όµως εξισώνοντας µε τη εξίσωση του Maxwell H J j Eωε∇× = +

uur ur ur
 έχουµε: 

 

( ) 2A A J j Eµ ωµε∇ ∇ ⋅ − ∇ = +
ur ur ur ur

                                                              (1.64) 

 
Με αντικατάσταση της (1.62) στην παραπάνω σχέση: 
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( )2 2A k A J A jµ ωµε∇ + = − + ∇ ∇ ⋅ + Φ
ur ur ur ur

                                                  (1.65) 

 
όπου 2 2k ω µε= . Για διάφορους λόγους, αλλά κυρίως για απλοποίηση της (1.65), όπως 
έχουµε ξαναδεί, κάνουµε χρήση της συνθήκης του Lorentz σύµφωνα µε την οποία 
απαιτούµε: 
 

0A jωµε∇ ⋅ + Φ =
ur

                                                                                   (1.66) 
 
Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε την απόκλιση του διανυσµατικού δυναµικού A

ur
, η 

οποία είναι ανεξάρτητη από το στροβιλισµό του A
ur

 ως εξής: 
 

1
A j

A
j

ωµε

ωµε

∇ ⋅ = − Φ ⇒

Φ = − ∇ ⋅

ur

ur                                                                                   (1.67) 

 
Με εφαρµογή της συνθήκης του Lorentz η (1.65) γίνεται: 
 

2 2A k A Jµ∇ + = −
ur ur ur

                                                                                   (1.68) 
 
Λόγω της (1.62) και της (1.67), βρίσκουµε τελικά το σκεδαζόµενο ηλεκτρικό πεδίο που 
παράγεται από την πυκνότητα ρεύµατος sJ

uur
: 

 

( )

( )2

1

1

E j A j A

E j k A A

ω
ωµε

ωµε

= − − ∇ ∇ ⋅ ⇒

 = − + ∇ ∇ ⋅ 

ur ur ur

ur ur ur                                                               (1.69) 

 
Εφόσον µας ενδιαφέρει µόνο η επιφάνεια του αγωγού, µόνο η z-συνιστώσα του 
ηλεκτρικού πεδίου της (1.69) είναι χρήσιµη. ∆ηλαδή η (1.69) γίνεται: 
 

2
2

2

1 z
z z

AE j k A
zωµε

 ∂= − + ∂ 
                                                                    (1.70) 

 
Αποµένει λοιπόν για τον υπολογισµό του ( )aE ρ , να εκφράσουµε το διανυσµατικό 
δυναµικό zA , το οποίο θα βρούµε από τη λύση της εξίσωσης (1.68), κι αφού η 
πυκνότητα ρεύµατος έχει κατεύθυνση κατά µήκος του άξονα z ,  η (1.68) γράφεται: 
 

2 2
z z zA k A Jµ∇ + = −                                                                                 (1.71) 

 
Θεωρούµε ότι η πηγή βρίσκεται στο κέντρο του συστήµατος συντεταγµένων που 
χρησιµοποιούµε. Μία λύση για την παραπάνω εξίσωση (µορφή εξίσωσης Poisson), που 
ικανοποιεί τη συνθήκη εκποµπής, µπορεί να γραφεί στη  γενική µορφή:  
 



 37

  A J G= ∗                                                                                                (1.75) 
όπου J η ρευµατική πυκνότητα και  G η συνάρτηση του Green, που έχει τη µορφή: 
 

4

jkreG
rπ

−

=     

 
και  ο αστερίσκος συµβολίζει την πράξη της συνέλιξης. Εποµένως, θα έχουµε τη γενική 
λύση: 
 

'
4

jkr
z

z
V

J eA dV
r

µ
π

−

= ∫∫∫                                                                            (1.77) 

 
ή διανυσµατικά γράφουµε: 
 

'
4

jkr

V

eA J dV
r

µ
π

−

= ∫∫∫
ur ur

                                                                             (1.78) 

 
Στο πρόβληµα που µελετάµε, το οποίο περιγράφεται από τη γεωµετρία του σχήµατος 5, 
η πυκνότητα ρεύµατος είναι επιφανειακή. Χρησιµοποιώντας κυλινδρικές 
συντεταγµένες, η (1.78) γίνεται: 
 

/ 2

/ 2

' ' '
4 4

LjkR jkR

z z zS
L

e eJ ds J ad dz
R R

π

π

µ µ φ
π π

− −

− −

Α = =∫∫ ∫ ∫                            (1.79) 

 
Αν το δίπολο είναι πολύ λεπτό, η ρευµατική πυκνότητα Jz δεν είναι µια συνάρτηση της 
αζιµουθιακής γωνίας φ , και µπορεί να γραφεί ως: 
 

12 ( ') ( ')
2z z z zJ I z J I zπα
πα

= ⇒ =                                                           (1.80) 

 
όπου το ( ')zI z  υποτίθεται ότι είναι το ισοδύναµο γραµµικό ρεύµα που βρίσκεται σε 
ακτινική απόσταση ρ=α  από τον z −άξονα όπως φαίνεται στο Σχήµα 9(α). Έτσι η 
(1.79) γίνεται:   
 

/ 2

/ 2

1 ( ') ' '
4 2

L jkR

z z
L

eI z ad dz
a R

π

π

µ φ
π π

−

− −

Α =  
∫ ∫                                             (1.81) 

 
Το R  είναι η απόσταση του σηµείου παρατήρησης από το σηµείο πηγής (πάνω στην 
κεραία, µε κυλινδρικές συντεταγµένες ( , , )a zφ′ ′ ), όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.  
 
 

2 2 2( ') ( ') ( ')R x x y y z z= − + − + −                                                      (1.82) 
 
Για κυλινδρικές συντεταγµένες ισχύει cos , sin ,x r y r z zφ φ= = =  και συνεπώς η (1.82)
γίνεται: 
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2 2 2

2 2 2

( cos cos ') ( sin sin ') ( ')

2 cos( ') ( ')

R a a z z

a a z z

ρ φ φ ρ φ φ

ρ ρ φ φ

= − + − + −

= + − − + −
                  (1.83) 

 
 
όπου ρ είναι η ακτινική απόσταση από το σηµείο παρατήρησης και α η ακτίνα του 
διπόλου. 
 
Ενώ το φ  εµφανίζεται στο δεξί µέλος της (1.81), αυτό είναι τελικά ανεξάρτητο του φ  
και µπορούµε να θέσουµε 0φ = . Ειδικεύουµε τώρα την (1.81) για σηµεία 
παρατήρησης ( ,0, ) ( ,0, )z a zρ =  πάνω στην επιφάνεια της κεραίας (βλ. Σχήµα 4). 
Συνεπώς το σηµείο παρατήρησης έχει συντεταγµένες (α,0,z) ενώ το σηµείο πηγής 
( , , )a zφ′ ′ . 
 
 

 ( )

2 2 2

22 2 2

2 2

( cos ') ( sin ') ( ')

1 cos ' sin ( ') ( ')

2 (1 cos ') ( ')

R a a a z z

a z z

a z z

φ φ

φ φ

φ

= − + + −

 = − + + −

= − + −

 

 
 
Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα:   
 
 

2 1 cossin
2 2
φ φ−  = 
 

 

 
 
βρίσκουµε ότι η απόσταση R των ( ,0, )a z και ( , , )a zφ′ ′  δίνεται από τη σχέση: 
 
         

2 2 2 '( ') 4 sin
2

R z z a φ = − +  
 

                                                                 (1.84) 

 
 
Η (1.81) γίνεται:  
 

/ 2 / 2

/ 2 / 2

1( ) ( ') ' ' ( ') ( , ') '
2

L LjkR

z z z
L L

ea I z d dz I z K z z dz
R

π

π

ρ µ φ µ
π

−

− − −

 
Α = = = 

 
∫ ∫ ∫

        
(1.85) 

 
όπου   
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1( , ') '
2 4

jkRez z d
R

π

π

φ
π π

−

−

Κ = ∫                                                                         (1.86) 

 
Συνεπώς για σηµεία παρατήρησης στην επιφάνεια του διπόλου, η z-συνιστώσα του 
ανακλώµενου ηλεκτρικού πεδίου µπορεί να εκφραστεί ως:  
 

/ 22
2

2
/ 2

( ) ( ') ( , ') '
L

a
z z

L

j dE a k I z K z z dz
dz

ρ
ωε −

 
= = − + 

 
∫                                (1.87) 

 
η οποία χρησιµοποιώντας την (1.55) γίνεται: 
 

/ 22
2

2
/ 2

( ') ( , ') ' ( )
L

z z
L

j dk I z K z z dz E a
dz

π ρ
ωε −

 
− + = − = 

 
∫  

 
ή 
 

/ 22
2

2
/ 2

( ') ( , ') ' ( )
L

z z
L

dk I z K z z dz j E a
dz

πωε ρ
−

 
+ = − = 

 
∫                             (1.88) 

 
όπου η ( , ')K z z  δίνεται από την (1.86) . 
 
Η εξίσωση (1.88) αναφέρεται ως ολοκληρωτική εξίσωση Pocklington και µπορεί να 
χρησιµοποιηθεί για την εύρεση  του γραµµικού ρεύµατος του διπόλου και συνεπώς της 
ρευµατικής πυκνότητας, γνωρίζοντας το προσπίπτον ηλεκτρικό πεδίο στην επιφάνεια 
του διπόλου.  
 
Αν υποθέσουµε ότι το δίπολο είναι πολύ λεπτό (α<<λ) έτσι ώστε η (1.86) όπως θα 
δείξουµε σε επόµενο κεφάλαιο να µεταπίπτει στην: 
 

( , ') ( )
4

jkReK z z K R
Rπ

−

= =                                                                           (1.89) 

 
στην (1.88) µπορεί να γίνει εναλλαγή της ολοκλήρωσης µε τη διαφόριση:  
 

/ 2 2
2

2
/ 2

( ') ( , ') ' ( )
L

z z
L

I z k K z z dz j E a
z

πωε ρ
−

  ∂+ = − =  ∂  
∫  

 
η οποία µπορεί να εκφραστεί σε µια πιο βολική µορφή όπως θα δείξουµε σε επόµενο 
κεφάλαιο: 
 

( )( ) ( )
/ 2

22 2
5

/ 2

( ') 1 2 3 ' ( )
4

L jkR

z z
L

eI z jkR R a kaR dz j E a
R

πω ρ
π

−

−

 + − + = − = ∫
     

(1.90) 

 
όπου οι παρατηρήσεις γίνονται κατά µήκος του z −άξονα του διπόλου (ρ=0): 
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( )22 'R a z z= + −                                                                                  (1.91) 
 
Ας υποθέσουµε ότι το δίπολο µας τροφοδοτείται συµµετρικά από πηγή τάσης. Για να 
βρούµε την εξίσωση Pocklington πρέπει να γνωρίζουµε πώς να εκφράσουµε τη z- 
συνιστώσα του προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου Εz(α,z). Θα παρουσιάσουµε δύο 
µεθόδους που χρησιµοποιούνται για να µοντελοποιήσουν τη διέγερση της κεραίας κι 
αναπαριστούν το Εz(α,z) σε όλα τα σηµεία της επιφάνειας του διπόλου: Η µία 
αναφέρεται ως διέγερση delta-gap ή γεννήτρια delta-function και η άλλη ως το 
ισοδύναµο ρεύµα magnetic frill ή γεννήτρια magnetic-frill. Στη συνέχεια 
παρουσιάζονται οι δύο αυτές µέθοδοι και προκύπτει η αντίστοιχη εξίσωση Pocklington. 
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Σχήµα 7: Κυλινδρικό δίπολο και µοντελοποίηση τροφοδοσίας delta gap και magnetic frill 
 
 
 

1.5.1.1 Γεννήτρια δέλτα-συνάρτησης ή delta function generator 
 
Η µοντελοποίηση πηγής delta-gap είναι η απλούστερη και η πιο ευρέως 
χρησιµοποιούµενη από τις δύο, αλλά είναι κι η λιγότερο ακριβής, ειδικά όσον αφορά 
τις αντιστάσεις εισόδου. Χρησιµοποιώντας το διάκενο δέλτα υποθέτουµε ότι η 
διέγερση τάσης στους ακροδέκτες τροφοδοσίας είναι σταθερής τιµής V και 0 
οπουδήποτε αλλού.  
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Σχήµα 6: Το σωληνοειδές δίπολο. Η γεννήτρια δ -συνάρτησης διατηρεί δυναµικό V στο απειροστά  
µικρό διάκενο που βρίσκεται στο 0z = .  

 
 
Το σωληνοειδές δίπολο φαίνεται στο Σχήµα 6. Στο κέντρο 0z =  του σωλήνα, υπάρχει 
ένα απειροστά µικρό διάκενο (infinitesimal gap) στο οποίο βρίσκεται η λεγόµενη 
γεννήτρια δ -συνάρτησης (delta-function generator). Αυτή διατηρεί ένα δυναµικό 
V στο διάκενο, έτσι ώστε το βαθµωτό ηλεκτρικό δυναµικό ( , )zρΦ να ικανοποιεί τη 
σχέση: 
 

 ( ,0 ) ( ,0 )a a V+ −Φ − Φ =                                                                           (1.92) 
 
Η z -συνιστώσα zEπ  του διανύσµατος της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου, η οποία 
µπορεί να εκφραστεί σε συνάρτηση του zA , πρέπει να είναι 0 σε όλα τα σηµεία της 
επιφάνειας της κεραίας εκτός του διακένου. Στο διάκενο τροφοδοσίας, η zEπ  πρέπει να 
είναι ίση σε πλάτος και αντίθετη σε κατεύθυνση από τη z -συνιστώσα του 
ανακλώµενου ηλεκτρικού πεδίου a

zE . Εξ ορισµού: 
 

0
lim zV E dz

δ
π

δ
δ

→
−

= ∫                                                                                        (1.93) 

 
Συνεπώς  
 

( )zE V zπ δ=                                                                                              (1.94) 
 

z

2a

L

,in ( )zK z

γεννήτρια δ -συνάρτησης (πηγή) 

απείρως λεπτά, τέλεια 
αγώγιµα τοιχώµατα 

,out ( )zK z
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όπου δ(z) η δ-συνάρτηση του Dirac. Η  (1.94) προκύπτει από την (1.92) και την (1.36) 
µε γνωστές ιδιότητες της συνάρτησης ( )zδ  του Dirac. Υπενθυµίζουµε µερικές τέτοιες 
ιδιότητες στο Παράρτηµα Ε. 
 
Εισάγοντας την (1.94) στην (1.88) βρίσκουµε: 
 

/ 22
2
0 ex2

/ 2

( ) ( ) ( ),
2 2

L

oL

jVk L Lk K z z I z dz z z
z

δ
ζ−

 ∂ ′ ′ ′+ − = − < < ∂ 
∫               (1.95) 

 
όπου: 
  

2 2 24 sin ( '/ 2)

2 2 2 2

1( ) '
8 4 sin ( '/ 2)

jk z a

ex
eK z d
z a

π φ

π

φ
π φ

− +

−

=
+∫                                                 (1.96) 

 
Η (1.95) είναι γνωστή ως η ολοκληρωτική (για την ακρίβεια, ολοκληρωτικο-διαφορική) 
εξίσωση του Pocklington µε άγνωστο το ρεύµα ( )I z′ . To ex ( )K z z′−  είναι ο πυρήνας 
της ολοκληρωτικής εξίσωσης, ο οποίος εξαρτάται από τα z και z′  µόνο µέσω της 
διαφοράς z z′−  (όχι από τα z  και z′  ξεχωριστά). Τέτοιου είδους πυρήνες ονοµάζονται 
πυρήνες διαφοράς (difference kernels).  Και τα δύο µέλη της (1.95) εκφράζουν (εκτός 
από µια πολλαπλασιαστική σταθερά) την εφαπτοµενική συνιστώσα του ηλεκτρικού 
πεδίου πάνω στην κεραία. Κατά την εξαγωγή της (1.95) δεν έγινε καµία προσέγγιση 
και εποµένως η (1.95) είναι ακριβής για το µοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου. Με την 
εξαίρεση της κεραίας απείρου µήκους, όπου L = ∞ , η (1.95) δεν µπορεί να λυθεί σε 
κλειστή µορφή [23]. 

 

1.5.1.2 Γεννήτρια magnetic-frill 
 
Για να χρησιµοποιήσουµε αυτό το µοντέλο, το διάκενο τροφοδοσίας αντικαθίσταται 
από µαγνητική πυκνότητα ρεύµατος κυκλικής διεύθυνσης που υπάρχει πάνω σε ένα 
δακτύλιο µε εσωτερική ακτίνα a, που συνήθως επιλέγεται να είναι η ακτίνα του 
διπόλου, και εξωτερική ακτίνα b. Καθώς το δίπολο συνήθως τροφοδοτείται από 
γραµµές µεταφοράς, η εξωτερική ακτίνα b του δακτυλίου της γεννήτριας βρίσκεται 
χρησιµοποιώντας την έκφραση για την χαρακτηριστική αντίσταση της γραµµής 
µεταφοράς. 
 

( )ln /
2

o
c

o

b a
Z µ

ε π
=  

 
Θεωρούµε την οµοαξονική οπή που τερµατίζεται σε άπειρα αγώγιµο επίπεδο ως ένα 
δακτύλιο µαγνητικού ρεύµατος (frill of magnetic current), δηλαδή ως το µοντέλο του 
frill generator (σχήµα 7(β)) – [2]. Η θεώρηση αυτή αποτελεί συνδυασµό της αρχής της 
ισοδυναµίας των πεδίων και της θεωρίας ειδώλων – [1] – µ’ αυτό τον τρόπο προέκυψε 
άλλωστε το µοντέλο του σχήµατος 7(β). Σύµφωνα µε την αρχή της ισοδυναµίας, 
εφόσον ο δακτύλιος µαγνητικού ρεύµατος δηµιουργεί παρόµοιο πεδίο µε αυτό της 
οµοαξονικής οπής, µπορεί να την αντικαταστήσει σχηµατικά. Σύµφωνα µε τη θεωρία 
ειδώλων, το άπειρα αγώγιµο επίπεδο µπορεί να αντικατασταθεί από την προέκταση της 
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κυλινδρικής επιφάνειας και προς τις δύο κατευθύνσεις του επιπέδου που ορίζει ο 
δακτύλιος µαγνητικού ρεύµατος κατά ίσα µήκη. Έτσι προκύπτει το µοντέλο του 
σχήµατος 7(β). 
 
Η έννοια της ισοδύναµης πυκνότητας M

uur
 του µαγνητικού ρεύµατος (ως πηγή) δε 

διαφέρει από την έννοια της πυκνότητας του ηλεκτρικού ρεύµατος J
ur

 , αν εξαιρέσει 
κανείς ότι η πυκνότητα µαγνητικού ρεύµατος δεν αποτελεί φυσικό µέγεθος αλλά µια 
ισοδύναµη ποσότητα η οποία προέκυψε από την αρχή της ισοδυναµίας και διευκολύνει 
αρκετά τη διεξαγωγή των µαθηµατικών υπολογισµών. Αν εισάγουµε την πυκνότητα 
µαγνητικού ρεύµατος M

uur
και την πυκνότητα µαγνητικού φορτίου mρ  στις εξισώσεις 

του Maxwell, προκύπτουν οι εξισώσεις: 
 

m

E j H M
H j E J

E

H

ωµ
ωε

ρ
ε
ρ
µ

∇× = − −
∇× = +

∇ ⋅ =

∇ ⋅ =

                                                                               (1.97) 

 
Η λύση των εξισώσεων (1.97) είναι η υπέρθεση δύο λύσεων, της λύσης που προκύπτει 
αν  θεωρήσουµε µόνο τα ,J ρ  και της λύσης που προκύπτει αν θεωρήσουµε µόνο τα 

, mM ρ . Την πρώτη λύση τη µελετήσαµε στις παραγράφους 1.3 και 1.4. Στην 
περίπτωση που τα ,J ρ  απουσιάζουν, οι εξισώσεις του Maxwell µεταπίπτουν στις: 
 

0

m

E j H M
H j E

E

H

ωµ
ωε

ρ
µ

∇× = − −
∇× =
∇ ⋅ =

∇ ⋅ =

                                                                               (1.98) 

  
Τα πεδία λοιπόν που δηµιουργούνται από ισοδύναµο αρµονικό µαγνητικό ρεύµα σε µια 
οµογενή περιοχή από την οποία απουσιάζουν οι ηλεκτρικές πηγές 
( 0 0J ά Mαλλ= ≠
ur uur

), θα πρέπει να ικανοποιούν τη συνθήκη 0D∇ ⋅ =
ur

. Συνεπώς η 
διηλεκτρική µετατόπιση µπορεί να γραφεί ως περιστροφή ενός διανυσµατικού 
(ηλεκτρικού) δυναµικού F

ur
 που οφείλεται στην πυκνότητα µαγνητικού ρεύµατος M

uur
, 

δηλαδή D F= ∇×
ur ur

(για οποιαδήποτε διανυσµατική συνάρτηση είναι ( ( ) 0F∇ ⋅ ∇ × =
ur

) . 

Από τις παραπάνω σχέσεις, µπορούµε να εκφράσουµε τη συνιστώσα  FE
ur

 του 
ηλεκτρικού πεδίου που οφείλεται στο διανυσµατικό δυναµικό F

ur
 µε τη βοήθεια των 

εξισώσεων του Maxwell ως εξής: 
 

1
FE F

ε
= − ∇×

ur ur
                                                                                       (1.99) 

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση (1.98) του Maxwell, παίρνουµε τη συνιστώσα FH
uur

 του 
µαγνητικού πεδίου: 
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( )

1 1

0

F

F

F H
j

H j F

ε ωε

ω

− ∇× = ∇× ⇔

∇× + =

ur uur

uur ur
                                                                   (1.100) 

 
Από τη διανυσµατική ταυτότητα ( ) 0∇× ∇ ⋅Φ = , όπου Φ ένα τυχαίο βαθµωτό δυναµικό 

που είναι µια συνάρτηση θέσης, το άθροισµα FH j Fω+
uur ur

 µπορεί να γραφεί ως η κλίση 
ενός βαθµωτού (µαγνητικού) δυναµικού Φ ή ισοδύναµα του –Φ: 
 

F

F

H j F

H j F

ω
ω

+ = −∇Φ ⇔

= −∇Φ −

uur ur

uur ur                                                                              

(1.101) 
 
Για την πυκνότητα µαγνητικού ρεύµατος έχουµε την εξίσωση του Maxwell: 
 

F FE M j Hωµ∇× = − −
ur uur uur

                                                                          (1.102) 
 
από την οποία είναι φανερό ότι αναζητούµε το curl του FE

ur
. ∆ηλαδή στην εξίσωση 

(1.99) αρκεί να πάρουµε το curl και των δύο µελών κι έχουµε: 
 

2

1

1

FE F

F F

ε

ε

∇× = − ∇×∇× =

 − ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇ 

ur ur

ur ur                                                                          

(1.103) 
 
που προέκυψε από τη γνωστή ταυτότητα ( ) ( ) 2A A A∇× ∇× = ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇

ur ur ur
. Με 

αντικατάσταση των εξισώσεων (1.101) και (1.103) στην  (1.102), έχουµε τελικά: 
 

( ) ( )2 2F k F M F jε ωµε∇ + = − + ∇ ⋅ ∇ ⋅ + ∇ Φ
ur ur uur ur

                                       (1.104) 

 
όπου 2 2k ω µε= . Επιλέγοντας για διευκόλυνση  F jωµε∇ ⋅ = − Φ

ur
, η (1.104) 

απλοποιείται και παίρνει τη µορφή της ανοµοιογενούς εξίσωσης του Helmotz: 
 

 2 2F k F Mε∇ + = −
ur ur uur

                                                                              (1.105) 
 
η οποία λύνεται όπως η εξίσωση (1.71) , µε τη µόνη διαφορά ότι το διανυσµατικό 
δυναµικό F

ur
, όπως και η πυκνότητα M

uur
 του µαγνητικού ρεύµατος, έχει µόνο φ-

συνιστώσα. Χρησιµοποιώντας σφαιρικές συντεταγµένες, έχουµε την εξής λύση για την 
ανοµοιογενή κυµατική εξίσωση (1.105): 
 

4

jkR

V

eF M dV
R

ε
π

−

= ∫∫∫
ur uur

                                                                         (1.106) 
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όπου R  είναι η απόσταση του σηµείου παρατήρησης από την πηγή. Από τις εξισώσεις 
του Maxwell και τις σχέσεις (1.99), (1.101) και (1.69) βρίσκουµε το ηλεκτρικό και 
µαγνητικό πεδίο που προκύπτει από τα διανυσµατικά δυναµικά F

ur
 και A

ur
 αντίστοιχα: 

 
1

AH A
µ

= ∇×
uur ur

                                                                                        (1.107) 

(1.69)⇒ ( )21
AE j k A A

ωµε
 = − + ∇ ⋅ ∇ ⋅ 

ur ur ur
                                            (1.108) 

                                                       

(1.99)⇒ 1
FE F

ε
= − ∇×

ur ur
                                                                       (1.109) 

                                                                                                    

(1.101)⇒ ( )21
FH j k F F

ωµε
 = − + ∇ ⋅ ∇ ⋅ 

uur ur ur
                                          (1.110) 

                                                             
 
Από τη στιγµή που έχουµε βρει τους τύπους για τα διανυσµατικά δυναµικά F

ur
 και A

ur
 

(εξισώσεις (1.78) και (1.106) ) και µε τη βοήθεια των εξισώσεων (1.107) - (1.110), 
µπορούµε να βρούµε το συνολικό ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο ως επαλληλία των 
αντίστοιχων ηλεκτρικών και µαγνητικών πεδίων που δηµιουργούνται από τα  F

ur
 και A

ur
, 

δηλαδή: 
 

A FE E E= +
ur ur ur

 
 

( )21 1
Fj k A A E F

ωµε ε
 = − + ∇ ⋅ ∇ ⋅ − ∇× 

ur ur ur ur
                                           (1.111) 

 
A FH H H= +

uur uur uur
 

 

( )21 1j k F F A
ωµε µ

 = − + ∇ ⋅ ∇ ⋅ + ∇× 
ur ur ur

                                               (1.112) 

 
 Από τη στιγµή που θεωρούµε ότι υπάρχουν µόνο µαγνητικά ρεύµατα, παίρνουµε εξ 
ορισµού 0A ≡

ur
. Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις του Maxwell που έχουµε επισηµάνει 

σ’ αυτό το κεφάλαιο, τα ,E H
ur uur

 υπολογίζονται ανάλογα µε τα δεδοµένα και τις συνθήκες 
του προβλήµατος (εγγύς ή µακρινό πεδίο κ.τ.λ.). Στο σχήµα 8 παρουσιάζεται η ακριβής 
γεωµετρία του  magnetic frill, όπως θα χρησιµεύσει για τις µαθηµατικές πράξεις: 
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 y

'ρ
uur

>
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.       
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σηµείο παρατήρησης ρ'
ab

φ'
Μ

z'
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uur

R
ur

'R R−
ur uur
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>

>

 

Σχήµα 8: Γεωµετρία του magnetic frill 
 
 
Η γεωµετρία του προβλήµατος απεικονίζεται στο σχήµα 8, όπου ο δακτύλιος έχει 
εσωτερική ακτίνα α και εξωτερική b, ενώ είναι τοποθετηµένος εγκάρσια στον άξονα z, 
µε το κέντρο του να βρίσκεται στο z=z’. Για το δακτύλιο αυτό, και θεωρώντας τον ως 
τµήµα της οµοαξονικής γραµµής µεταφοράς που τροφοδοτεί την κεραία, θεωρούµε ότι 
το πεδίο στο χώρο µεταξύ της εσωτερικής και της εξωτερικής επιφάνειας είναι ΤΕΜ 
ρυθµός -[1,2]-  άρα και η κατανοµή του ηλεκτρικού πεδίου στο χώρο αυτό θα δίνεται 
από την εξίσωση: 
 

2 ln

V VE
b m
a

ρ

ρ

 =     
 
 

                                                                      (1.113) 

 
όπου V είναι η διαφορά δυναµικού µεταξύ της εσωτερικής και της εξωτερικής ακτίνας 
του δακτυλίου και φυσικά a bρ≤ ≤ . Συνεπώς η αντίστοιχη κατανοµή του µαγνητικού 
ρεύµατος, η οποία όπως προαναφέρθηκε θα δίνεται από τη θεωρία ειδώλων, θα είναι: 
 

ln

VM
b
a

ρ
Φ

−=
 
 
 

                                                                              (1.114) 

 
Με τη βοήθεια της εξίσωσης (1.106) βρίσκουµε µια σχέση που εκφράζει το µαγνητικό 
διανυσµατικό δυναµικό της γεωµετρίας του σχήµατος 8 και η οποία είναι: 
 

( ) ( )
'

4 '

jk R R
o

frill
surface

eF M dS
R R

ερ ρ
π

− −

=
−∫∫
ur uur

ur ur uur ur
ur uur                                                         (1.115) 
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όπου S  το εµβαδόν του δακτυλίου. 
 
Λόγω των απαιτήσεων του συγκεκριµένου προβλήµατος, δε θα επεκταθούµε στην 
αναζήτηση των εξισώσεων για το εγγύς και µακράν πεδίο που δηµιουργεί το  magnetic 
frill, αλλά θα αναζητήσουµε µόνο το πεδίο κατά µήκος του z − άξονα (ρ=0), 
θεωρώντας τη γραµµική κεραία που τροφοδοτείται από το magnetic frill κατά µήκος 
του z −άξονα. Πάνω στον z −άξονα λοιπόν παρουσιάζεται συµµετρία ως προς τη φ-
συνιστώσα, η οποία υποδεικνύει ότι θα πρέπει εξ ορισµού να θεωρήσουµε µηδενικό το 
ηλεκτρικό πεδίο κατά µήκος του z −άξονα, δηλαδή ( )0, 0E zρ ≡ . Επίσης για σηµεία 
παρατήρησης πάνω στον άξονα z  ( 0ρ = ) ισχύει η σχέση: 
 

2 2' ( ') 'R z z ρ= − +                                                                              (1.116) 
 
οπότε και το µαγνητικό δυναµικό στον z −άξονα θα δίνεται σύµφωνα µε τη σχέση 
(1.115) από την εξίσωση: 
 

'

(0, ) cos 0
4 'ln

b jk R
o

a

V eF z d d
b R
a

π

φ
π

ε φ φ ρ
π

−

−

 
= − ≡     

 

∫ ∫
ur

                               (1.117) 

 
Από την εξίσωση (1.112) και µε την αρχική προϋπόθεση ότι 0A ≡

ur
 βρίσκουµε για το 

µαγνητικό πεδίο ότι ισχύει  (0, ) 0H zφ ≡
uur

. Από την εξίσωση (1.111) και θεωρώντας 
κυλινδρικές συντεταγµένες, βρίσκουµε για το ηλεκτρικό πεδίο: 
 

0

1(0, ) ( )

1

2

z
o

o o

o

E z F

F F

F

φ

φ φ

φ

ρ

ρ
ε ρ ρ

ε ρ ε ρ

ε ρ
=

∂= −
∂

∂
= − −

∂
∂

= −
∂

                                                                     (1.118) 

 
όπου χρησιµοποιείται ο κανόνας του  l’Hospital για τον υπολογισµό του όρου που 

παρουσιάζει απροσδιοριστία της µορφής 0
0

. Με αντικατάσταση της εξίσωσης (1.117) 

στην (1.118) και αλλάζοντας τη σειρά διαφόρισης και ολοκλήρωσης, βγάζοντας έξω 
τους σταθερούς όρους, παίρνουµε την τελική µορφή της εξίσωσης για το ηλεκτρικό 
πεδίο του  magnetic frill: 
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               ( )

( )

( )

( )

'

0

2 22 2

2 22 2

1(0, ) cos
ln( / ) '

exp ' exp '

2ln( / ) ' '

b jkR

z
a

V eE z d d
b a R

jk z z a jk z z bV
b a z z a z z b

π

ϕ ϕ ρ
π ρ

  ∂=   ∂   
    − − + − − +       = − 
 − + − +
 

∫ ∫
     (1.119) 

 
Η εξίσωση (1.119) είναι αποτέλεσµα πολύ αυστηρών υπολογισµών, στους οποίους δεν 
έχει γίνει καµία προσέγγιση- [8]. Γι’ αυτόν το λόγο µπορεί να χρησιµοποιηθεί ακριβώς 
για την εξαγωγή αποτελεσµάτων που θα παρουσιάζουν πολύ µεγάλη ακρίβεια, µε τη 
βοήθεια αριθµητικών µεθόδων.  Από τις προηγούµενες σχέσεις, µπορούµε τώρα να 
γράψουµε την ολοκληρωµένη εξίσωση για το ρεύµα κεραίας µήκους L, 
τροφοδοτούµενης από  frill generator: 
 
Εισάγοντας την (1.119) στην (1.88) βρίσκουµε: 
 

/ 22
2
0 ex2

/ 2

( ) ( ) ( ),
2 2

L

L

L Lk K z z I z dz g z z
z −

 ∂ ′ ′ ′+ − = − < < ∂ 
∫                  (1.122)                           

 
 
όπου 
 

1 2

0 1 2

( )
2 ln( / )

jkR jkRikV e eg z
b a R Rζ

 
= − 

 
                                                        (1.123)                            

 
και 
  

2 2 24 sin ( '/ 2)

2 2 2 2

1( ) '
8 4 sin ( '/ 2)

jk z a

ex
eK z d
z a

π φ

π

φ
π φ

− +

−

=
+∫      

                              

1.5.2  Ακριβής ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Hallén 
 
Στην ενότητα αυτή, θα βρούµε µια εναλλακτική εξίσωση χωρίς το διαφορικό τελεστή 


2

2
2T k

z
∂= +
∂

. ∆είχνουµε στο Παράρτηµα Β ότι δεν είναι επιτρεπτό να περάσουµε τον 

τελεστή αυτό µέσα στο ολοκλήρωµα στην (1.88), (η δυσκολία αυτή οφείλεται στον 
λογαριθµικό απειρισµό του πυρήνα στο 0z = ), οπότε θα εργασθούµε αλλιώς. Η (1.95) 

µπορεί να ειδωθεί σαν διαφορική εξίσωση για την ποσότητα 
/ 2

ex
/ 2

( ) ( )
L

L

K z z I z dz
−

′ ′ ′−∫ . Η 

ποσότητα αυτή είναι—εκτός από µια πολλαπλασιαστική σταθερά—το διανυσµατικό 
δυναµικό ( , )zA a z  και είναι άρτια συνάρτηση του z . Η λύση της εξίσωσης είναι η 
λύση της οµογενούς συν µια µερική λύση. 
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1.5.2.1 Γεννήτρια δ-συνάρτησης 
 
Ας επαναλάβουµε την εξίσωση (1.57): 
 

2
2

2 2( )a z
z z

jE k
k z
ωρ  ∂ Α= − Α + ∂ 

                                   (1.124) 

                                                                                      
Έτσι, η z -συνιστώσα του προσπίπτοντος ηλεκτρικού πεδίου ( , )a

zE a zρ =  πάνω στον 
τέλεια αγώγιµο σωλήνα θα είναι παντού µηδέν εκτός από το 0z = , όπου θα απειρίζεται, 
σύµφωνα µε τη σχέση που προκύπτει από τις (1.55) και (1.94): 
 

( , ) ( ), / 2 / 2a
zE a z V z L z Lδ= − − < <                                                  (1.125) 

  
Εξισώνοντας τις (1.124) και (1.125) προκύπτει η διαφορική εξίσωση για το 
διανυσµατικό δυναµικό zA  κατά µήκος της κεραίας: 
 

2 2 2
2 2

2 2 2( ) ( )z z
j jk Vk A V z k A z
k z z
ω δ δ

ω
   ∂ ∂− + = − ⇒ + = −   ∂ ∂   

 (1.126) 

 
 
Η λύση της εξίσωσης για 0V = (οµογενής εξίσωση) είναι: 
 

'
1 2cos sinzA C kz C kz= +                                    (1.127) 

 
Καθώς το ρεύµα και το zA  είναι συµµετρικά ως προς τον άξονα z , πρέπει 2C =0, για 
να έχουµε άρτια λύση. Για να βρούµε µία µερική λύση της εξίσωσης (1.126), πρώτα 
παρατηρούµε ότι για 0z >  και 0z < , η λύση πρέπει να είναι της µορφής που φαίνεται 
από την (1.127). Κάνοντας χρήση της εξίσωσης Lorentz για τα δυναµικά (1.39) που 
µπορεί να πάρει τη µορφή: 
 

2( ) zj Az
k z
ω ∂Φ =

∂
 

 
η εξίσωση (1.92) γίνεται  
 

2 0
lim z z

z

A AjV
k z z
ω −

→

∂ ∂ = − ∂ ∂ 
                                     (1.128) 

 
Συνεπώς, µια µερική λύση της (1.126) µπορεί να βρεθεί απ’ ευθείας από τη διαφορική 
εξίσωση µε χρήση µετασχηµατισµού Fourier και είναι- [16]: 
 

'' sin | |
2z

k VA k z
jω

=                                                  (1.129) 
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Η λύση της εξίσωσης (1.126) εποµένως είναι: 
 

cos sin | |
2z
kVA C kz k z
jω

= +                                   (1.130) 

 
Εξισώνοντας την (1.130) µε την (1.85) προκύπτει: 
 

/ 2

/ 2

( ) ( ') ( , ') ' cos sin | |
2

L

z z
L

kVa I z K z z dz C kz j k zρ µ
ω−

Α = = = − ⇒∫   

/ 2

/ 2

( ') ( , ') ' cos sin | |
2

L

z ex
L

VI z K z z dz C kz j k zε
µ−

= − ⇒∫  

   
/ 2

/ 2

( ') ( , ') ' cos sin | |,
2 2 2

L

z ex
oL

V L LI z K z z dz C kz j k z z
ζ−

= − − < <∫             (1.131)  

                 

όπου  0
µζ
ε

=  είναι η γνωστή µας κυµατική αντίσταση του µέσου που περιβάλλει την 

κεραία. 
 
Η  (1.131) είναι ισοδύναµη µε την (1.95) και είναι γνωστή ως η ολοκληρωτική εξίσωση 
του Hallén. Τα δύο µέλη της (1.131) εκφράζουν (εκτός από µια πολλαπλασιαστική 
σταθερά) το διανυσµατικό δυναµικό πάνω στην κεραία. Η σταθερά C  βρίσκεται από 
τη συνθήκη (1.51). 
 
Ας εξηγήσουµε το τελευταίο αυτό σηµείο, δίνοντας µια σχέση για τη σταθερά C : Εάν 

(1) ( )I z , (2) ( )I z  ικανοποιούν τις δύο Fredholm-τύπου ολοκληρωτικές εξισώσεις: 
 

/ 2
(1)

ex
0/ 2

( ) ( ) sin | |,
2 2 2

L

L

jV L LK z z I z dz k z z
ζ−

′ ′ ′− = − < <∫                       (1.132) 

 
και  
 

/ 2
(2)

ex
/ 2

( ) ( ) cos ,
2 2

L

L

L LK z z I z dz kz z
−

′ ′ ′− = − < <∫                                  (1.133) 

 
αντίστοιχα, τότε η λύση της (1.131) που ικανοποιεί την (1.51) δίνεται από  
 

(1) (2)( ) ( ) ( )I z I z CI z= +    όπου  
(1)

(2)

( )
( )

I hC
I h

= −                                       (1.134) 

 
Πράγµατι, λοιπόν, η σταθερά C  µπορεί να βρεθεί από τη συνθήκη (1.51). 
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1.5.2.2 Γεννήτρια magnetic frill 
 
Η εξίσωση (1.122) είναι ολοκληροδιαφορική εξίσωση Pocklington, η οποία λόγω της 
µορφής της, δεν είναι δυνατόν να επιλυθεί άµεσα µε τη χρήση αριθµητικών µεθόδων, 
όπως γινόταν µε την ολοκληρωτική εξίσωση του Hallén. Σκοπός µας λοιπόν σ’ αυτή 
την παράγραφο είναι ο µετασχηµατισµός της εξίσωσης (1.122), που είναι άλλωστε της 

µορφής 
2

2
2 ( ) ( )k f z g z

z
 ∂ + = ∂ 

, έτσι ώστε να µπορούµε να εφαρµόσουµε σ’ αυτήν την 

αριθµητική µέθοδο Galerkin. Θα βρούµε πρώτα µία λύση της διαφορικής αυτής 
εξίσωσης, µε χρήση του µετασχηµατισµού Fourier (ΜΦ). Συµβολίζουµε µε F(ζ) το ΜΦ 
της f(z), οπότε: 
 

( ) ( ) j zF f z e dzζζ
∞

−

−∞

= ⋅∫                                                                          (1.135) 

 
και µε τη σχέση αντιστροφής παίρνουµε: 
 

 1( ) ( )
2

j zf z F e dζζ ζ
π

∞

−∞

= ⋅∫  (1.136) 

 
Με παρόµοιο τρόπο συµβολίζουµε ως ( )G ζ , το ΜΦ της συνάρτησης ( )g z . 

Παίρνοντας τώρα το ΜΦ της διαφορικής εξίσωσης 
2

2
2 ( ) ( )k f z g z

z
 ∂ + = ∂ 

 και 

λαµβάνοντας υπόψη ότι ο ΜΦ της ( )"f z  είναι ( )2Fζ ζ− , έχουµε: 
 
 ( )2 2 ( ) ( )k F Gζ ζ ζ− =  (1.137) 
 
οπότε η (1.136) µπορεί να γραφεί: 
 

 ( )2 2

1 ( )( )
2

j zG ef z d
k

ζζ ζ
π ζ

∞

−∞

⋅=
−∫  (1.138) 

 
Το τελευταίο όµως αυτό ολοκλήρωµα αποκλίνει, λόγω των πόλων, στα ζ=±k. Για να 
ξεπεράσουµε αυτό το πρώτο εµπόδιο, θεωρούµε αρχικά ότι { }Im 0k > . Για την 
εξίσωση του Pocklington, αυτό σηµαίνει ότι αρχικά θεωρούµε πως το µέσο που 
περιβάλλει την κεραία έχει απώλειες. Κάνοντας αυτή την παραδοχή, η εξίσωση (1.138) 
έχει νόηµα. Αν τώρα πάρουµε το όριο { }Im 0k →  έχουµε αντί της (1.138) την εξής 
σχέση:     
 

( )2 2

1 ( )( )
2

j z

C

G ef z d
k

ζζ ζ
π ζ

⋅=
−∫                                                                     (1.139) 
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Για να απλοποιήσουµε τη λύση µας, εισάγουµε στην εξίσωση (1.139) την αντίστροφη 
έκφραση (όπως στην  (1.136)): 
 

( ) ( ) j tG g t e dtζζ
∞

−

−∞

= ⋅∫                                                                            (1.140) 

 
και αλλάζουµε της σειρά ολοκλήρωσης ώστε: 
 

 

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2 2

2 2

1
2

1
2

1 ,
2

j z
j t

C

j z t

C

ef z g t e dt
k

eg t d dt
k

g t I k z t dt

ζ
ζ

ζ

π ζ

ζ
π ζ

π

∞
−

−∞

∞ −

−∞

∞

−∞

 
= ⋅  − 

 
= ⋅ − 

= ⋅ −

∫ ∫

∫ ∫

∫

 (1.141) 

 
 
όπου µε ( , )I k x  συµβολίζουµε το ολοκλήρωµα: 
 

 ( ) 2 2,
j x

C

eI k x d
k

ζ

ζ
ζ

=
−∫  (1.142) 

 
 
όπου 0k >  και x  πραγµατικό. Στην εξίσωση (1.142) ο δρόµος ολοκλήρωσης C είναι 
αυτός που παριστάνεται στο σχήµα. Υπολογίζουµε το ( , )I k x  χρησιµοποιώντας 
περιγραµµική ολοκλήρωση, ξεχωριστά για τις δύο περιπτώσεις όπου 0x >  και 0x < . 
Έτσι, αν 0x > , κλείνουµε το δρόµο ολοκλήρωσης στο άνω ηµιεπίπεδο. Με παρόµοιο 
τρόπο, αν 0x < , κλείνουµε το δρόµο ολοκλήρωσης στο κάτω ηµιεπίπεδο. Σχηµατικά 
παριστάνονται στο σχήµα.  Για 0x >  έχουµε λοιπόν: 
 

 

( )

( )( )

2 2
1

,

2 Re ;

j x

C

j x

jkx

eI k x d
k

ej s k
k k

j e
k

ζ

ζ

ζ
ζ

π ζ
ζ ζ

π

=
−

  = = − − +  

= −

∫

 (1.143) 

 
 
όπου µε ( ){ }Re ;s a kζ ζ =  συµβολίζουµε το ολοκληρωτικό υπόλοιπο της συνάρτησης 

( )a ζ  στο σηµείο kζ = . Για 0x <  έχουµε: 
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( )

( )( )

2 2
2

,

2 Re ;

j x

C

j x

jkx

eI k x d
k

ej s k
k k

j e
k

ζ

ζ

ζ
ζ

π ζ
ζ ζ

π −

=
−

  = = − − − +  

= −

∫

                                                 (1.144) 

 
Μαζί, οι εξισώσεις (1.143) και (1.144) µπορούν να γραφούν: 
 

 ( ), jk xjI k x e
k
π= −  (1.145) 

 
 
µε 0x <> . Η αντικατάσταση της (1.145) στην εξίσωση (1.141) δίνει: 
 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
2

2 2

jk z t

z
jk z t jk t z

z

f z g t e dt

j jg t e dt g t e dt
k k

π

∞
−

−∞
∞

− −

−∞

= ⋅

= − ⋅ − ⋅

∫

∫ ∫
                                        (1.146) 

 
Η εξίσωση (1.146), λοιπόν, µας δίνει µία λύση της αρχικής εξίσωσης 

2
2

2 ( ) ( )k f z g z
z

 ∂ + = ∂ 
 . Μπορούµε, όµως, να βρούµε και µια άλλη λύση, που να έχει 

πιο κοµψή µορφή και η οποία είναι καταλληλότερη για αριθµητική ολοκλήρωση. Αυτό 

γίνεται ως εξής: Παρατηρούµε ότι τα ολοκληρώµατα ( ) ( )

2

z
jk z tj g t e dt

k
−

−∞

− ⋅∫  και 

( ) ( )

2
jk t z

z

j g t e dt
k

∞
−− ⋅∫  έχουν τη µορφή: 

 
                    (σταθερά) jkze±×  
 
και εποµένως ικανοποιούν την οµογενή εξίσωση: 
 

         
2

2
2 ( ) 0k f z

z
 ∂ + = ∂ 

 

 

Μια ακόµα λύση 1( )f z  της εξίσωσης 
2

2
2 ( ) ( )k f z g z

z
 ∂ + = ∂ 

 προκύπτει αν 

αφαιρέσουµε τα ολοκληρώµατα αυτά από την ( )f z  που βρήκαµε µε τη σχέση (1.146): 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

0 0

0

2 2

1 sin

z z
jk z t jk t z

z

j jf z g t e dt g t e dt
k k

g t k z t dt
k

− −= − ⋅ + ⋅

= ⋅ −  

∫ ∫

∫
                                (1.147) 

 
Η πλήρης λύση της εξίσωσης (1.147) µπορεί λοιπόν να γραφεί ως: 
 

 ( )1 2
0

1( ) cos( ) sin( ) ( )sin
z

f z C kz C kz g t k z t dt
k

= + + −  ∫  (1.148) 

 
 
 Όπου 1 2,C C είναι αυθαίρετες µιγαδικές σταθερές. Από την εξίσωση (1.147) φαίνεται 
ότι η ( )f z  είναι άρτια (δηλαδή 1 1( ) ( )f z f z= −  ) µόνο αν και η ( )g z  είναι άρτια. Άρα 

για άρτια ( )g z , η πλήρης άρτια λύση της εξίσωσης 
2

2
2 ( ) ( )k f z g z

z
 ∂ + = ∂ 

 θα δίνεται 

από τη σχέση (1.148) όταν 2 0C =  . 
 
Μπορούµε να επαληθεύσουµε τον τελευταίο συλλογισµό µας για την εξαγωγή της 
σχέσης (1.147) ως εξής: γράφουµε τη σχέση (1.147), όπως παρακάτω: 
 

( ) ( ) ( )1
0 0

1 1sin( ) cos( ) cos( ) sin( )
z z

f z kz g t kt dt kz g t kt dt
k k

= ⋅ − ⋅∫ ∫              (1.149) 

 
και χρησιµοποιώντας τις παρακάτω σχέσεις: 
 

0

2

2
0

( ) ( )

( ) '( )

z

z

a t dt a t
z

a t dt a t
z

∂ =
∂

∂ =
∂

∫

∫
 

 

εύκολα µπορούµε να επαληθεύσουµε ότι για την εξίσωση 
2

2
2 ( ) ( )k f z g z

z
 ∂ + = ∂ 

 

ισχύει: 
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1 sin( ) sin( ) ( ) cos( ) '( ) cos( ) sin( ) ( )
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f z k kz kt g t dt kz kz g z
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kz kz g z kz k kz g z kz g z
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k f z g z
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= − +

∫

∫  
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οπότε πράγµατι ισχύει '' 2

1 1( ) ( ) ( )f z k f z g z+ = . 
  
 
Συνεπώς, στην  περίπτωση που το µοντέλο τροφοδοσίας είναι η γεννήτρια magnetic 
frill, τελικά προκύπτει ότι: 
 

// 22

eexx
// 22 00

11(( )) (( )) ccooss (( )) ssiinn (( )) ,,
22 22

LL zz

LL

LL LLKK zz zz II zz ddzz CC kkzz gg tt kk zz tt ddtt zz
kk−−

′′ ′′ ′′−− == ++ −− −− << <<∫∫ ∫∫              (1.150) 

 
Η (1.150) είναι ισοδύναµη µε την (1.122) και είναι γνωστή ως η ολοκληρωτική 
εξίσωση του Hallén [8]. Τα δύο µέλη της (1.150) εκφράζουν (εκτός από µια 
πολλαπλασιαστική σταθερά) το διανυσµατικό δυναµικό πάνω στην κεραία. Η σταθερά 
C  βρίσκεται από τη συνθήκη (1.51). Η g(t) δίνεται από τη σχέση (1.123) και ο 
πυρήνας Κex(z - z’,α) από τη σχέση (1.96). 
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1.6 Προσεγγιστικές ολοκληρωτικές εξισώσεις 
 
Ένα πρόβληµα µε τις  εξισώσεις τύπου Pocklington (1.88) για τα διάφορα µοντέλα 
τροφοδοσίας  και τις εξισώσεις τύπου Hallén, (1.131), (1.150)  είναι η πολυπλοκότητα  
του λεγόµενου «ακριβή πυρήνα» (exact kernel) ex ( )K z : Αυτός δίνεται από το 
ολοκλήρωµα της σχέσης (1.96). Στο εδάφιο αυτό βρίσκουµε, µε µια κατάλληλη 
προσέγγιση, έναν απλούστερο πυρήνα που χρησιµοποιείται συχνά: Στη σχέση (1.96), η 
απόσταση 2 | sin( / 2) |a φ′  µεταβάλλεται καθώς ολοκληρώνουµε, µε µέγιστη τιµή 

{ }max 2 | sin( / 2) | 2a a
φ

φ
′

′ =  και ελάχιστη τιµή { }min 2 | sin( / 2) | 0a
φ

φ
′

′ =  (βλ. Σχήµα 4). Η 

εν λόγω προσέγγιση είναι  2 | sin( / 2) |a aφ′ ≅ , δηλαδή προσεγγίζουµε όλες τις δυνατές 
αποστάσεις µε την ακτίνα a .  
 

l/2

l/2

2α

  

Gap

l/2

l/2

2α

Gap

  

(α) Στην επιφάνεια (β) Κατά µήκος του άξονα z

( ')zI z
( ')zI z

mz mz

'
nz

'
nz

 

Σχήµα 9: Το ισοδύναµο ρεύµα του διπόλου 

 
Συνεπώς, µε αυτή την προσέγγιση το ισοδύναµο ρεύµα γραµµικής κατανοµής 
υποτίθεται ότι βρίσκεται κατά µήκος του κεντρικού άξονα του διπόλου και τα σηµεία 
παρατήρησης επιλέγονται στην επιφάνεια του διπόλου ή ανάλογα, το ρεύµα 
τοποθετείται στην επιφάνεια του διπόλου και τα σηµεία παρατήρησης στον άξονα του 
διπόλου. Και οι δύο θεωρήσεις µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να βρούµε τo Iz(z’).  
Η ολοκλήρωση στην (1.96) γίνεται αµέσως και έτσι παίρνουµε το λεγόµενο 
«προσεγγιστικό πυρήνα» (approximate or reduced kernel)  
 

2 2

ap 2 2

1( ) , | |
4

jk z aeK z z L
z aπ

+

= <
+

                                                          (1.151) 

 
Η προσέγγιση µας είναι λογική επειδή η κεραία είναι λεπτή. Η (1.88) / (1.131),  (1.150) 
µε το ap ( )K z  στη θέση του ex ( )K z ονοµάζεται προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση 
(approximate integral equation) τύπου Pocklington / Hallén. Η απλοποίηση είναι 
προφανώς σηµαντική και ο ap ( )K z  χρησιµοποιείται ευρύτατα στην πράξη.  



 57

 
Έχει σηµασία να καταλάβουµε τη φυσική έννοια της προσέγγισής µας: Το αριστερό 
µέλος της (1.88) / (1.131),  (1.150)  εκφράζει το zE / zA στην κυλινδρική 
επιφάνεια aρ = . Με τον ακριβή πυρήνα, αυτό το zE / zA  οφείλεται  σε επιφανειακή 
κατανοµή ρεύµατος (πηγή) στην ίδια αυτή επιφάνεια aρ = . Αλλά µε τον 
προσεγγιστικό πυρήνα, η πηγή είναι µια γραµµική κατανοµή ρεύµατος, στον άξονα 

0ρ = . Με την προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση, λοιπόν, ζητάµε µια γραµµική 
κατανοµή ρεύµατος, το zE / zA  της οποίας, σε απόσταση a , συµπεριφέρεται όπως 
υπαγορεύει το δεξί µέλος της (1.88) / (1.131),  (1.150).  
 
Σηµειώνουµε τέλος ότι—σε αντίθεση µε τον ακριβή πυρήνα—ο προσεγγιστικός 
πυρήνας δεν απειρίζεται για 0z = . Εδώ δεν συντρέχουν οι λόγοι του Παραρτήµατος Β 
και στη βιβλιογραφία βρίσκουµε πολλές φορές το διαφορικό τελεστή T̂   µέσα στο 
ολοκλήρωµα της (1.95) [1].  Βέβαια το ap ( )K z  (ακριβέστερα: το πραγµατικό του µέρος) 
έχει µέγιστο για 0z =  και το µέγιστο αυτό γίνεται οξύτερο για λεπτότερες κεραίες.  
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1.7 Μη επιλυσιµότητα µε τον προσεγγιστικό πυρήνα 
 

1.7.1 Μοντελοποίηση  delta function 
 
Ας θεωρήσουµε την εξίσωση που µας δίνει το ρεύµα πάνω σε µια γραµµική κεραία 
τροφοδοτούµενη από delta-function generator µε τη µορφή της σχέσης (1.131). 
Γνωρίζουµε ότι µε τη χρήση του ακριβούς πυρήνα η εξίσωση αυτή έχει λύση. Θα 
δείξουµε ότι µε τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα η εξίσωση αυτή δεν έχει ακριβή 
λύση, δηλαδή  δεν υπάρχει συνάρτηση ( )I z  που να την ικανοποιεί. Οι µορφές των δύο 
πυρήνων φαίνονται παρακάτω: 
 

2 2 2

2 2

4 sin
2

ex 2
2 2 2

ap 2 2

1( ) , | |
8

4 sin( ) 2

1( ) , | |
4

jk z a

jk z a

eK z d z L
z aK z

eK z z L
z a

θ
π

π

ϑ
π θ

π

+

−

+


 = <
 += 

 = < +

∫
                       (1.152) 

 
Η µαθηµατική εξήγηση δεν είναι δύσκολη. Ας υποθέσουµε ότι χρησιµοποιήσουµε τον 
προσεγγιστικό πυρήνα και ότι κάποια συνάρτηση ( )I z  ικανοποιεί την (1.131). Τότε το 
αριστερό µέλος της εξίσωσης είναι διαφορίσιµο για 0z = . Από την άλλη µεριά, λόγω 
της απόλυτης τιµής z , το δεξί µέλος της δεν είναι διαφορίσιµο στο 0z =  . 
Καταλήξαµε λοιπόν σε άτοπο που δείχνει ότι µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, η εξίσωση  
του Hallén δεν έχει λύση. Επειδή οι εξισώσεις  (1.131) και (1.95) είναι ισοδύναµες, 
ούτε και η εξίσωση του Pocklington έχει λύση µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. 
Τονίζουµε ότι όλα αυτά δεν ισχύουν για τον ακριβή πυρήνα. ∆ηλαδή µε τον ακριβή 
πυρήνα το αριστερό µέλος της δεν είναι πάντα διαφορίσιµη συνάρτηση του z . 
Άλλωστε επειδή η «ακριβής ολοκληρωτική εξίσωση» περιγράφει, ακριβώς, το 
σωληνοειδές δίπολο του Σχήµατος 8, είναι λογικό να αναµένουµε την ύπαρξη λύσης. 
 
Η µη επιλυσιµότητα µε τον προσεγγιστικό πυρήνα έχει και φυσική εξήγηση: Όπως 
αναφέρθηκε και σε προηγούµενο παράγραφο, µε την προσεγγιστική ολοκληρωτική 
εξίσωση, ζητάµε µια αξονική (στον άξονα z ) κατανοµή ρεύµατος, το ηλεκτρικό πεδίο 
της οποίας, σε απόσταση a , συµπεριφέρεται ως δ-συνάρτηση. Είναι όµως γνωστό ότι 
µακριά από τη ρευµατική κατανοµή (πηγή), το πεδίο συµπεριφέρεται οµαλά. Εποµένως, 
δεν µπορεί να συµπεριφερθεί µε τον απότοµο τρόπο που υπαγορεύει η δέλτα 
συνάρτηση.  
 
Η µη επιλυσιµότητα παρουσιάζεται στα περισσότερα είδη κεραιών σύρµατος, που 
αναλύονται µε τον προσεγγιστικό πυρήνα, κι ήταν γνωστή τουλάχιστον από το 1952 
[24], αλλά δεν αναφέρεται στα περισσότερα σύγχρονα βιβλία κεραιών. Για τις 
αριθµητικές λύσεις είναι φανερό ότι δεν πρέπει να αναµένει κανείς «καταστάλαγµα». 
Αντιθέτως, είναι λογικό να περιµένει κανείς προβλήµατα για µεγάλα Ν.  
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1.7.2 Μοντελοποίηση  magnetic frill 
 
Ας θεωρήσουµε την εξίσωση που µας δίνει το ρεύµα πάνω σε µια γραµµική κεραία 
τροφοδοτούµενη από frill generator µε τη µορφή της σχέσης (1.150). Όπως έχει 
προαναφερθεί, αν χρησιµοποιηθεί ο ακριβής πυρήνας η εξίσωση έχει λύση. 
Ενδιαφέρον όµως έχει να δούµε αν συµβαίνει το ίδιο και µε τη χρήση του 
προσεγγιστικού πυρήνα - [4]. Οι µορφές των δύο πυρήνων δίνονται από την (1.152) . 
 
Για να απαντήσουµε στο παραπάνω ερώτηµα, θα χρησιµοποιήσουµε το ακόλουθο 
θεώρηµα – [12], που έχει να κάνει µε αναλυτικές συναρτήσεις, οι οποίες παριστάνονται 
από ολοκληρώµατα. Έστω συνάρτηση ( , )f z t , η οποία ακολουθεί τις ακόλουθες 
συνθήκες όταν το t  κινείται σε ένα µονοπάτι ολοκλήρωσης ( ),a b  και το z  είναι ένα 
τυχαίο σηµείο µιας περιοχής S : 

i. Η f  και η f
z

∂
∂

 είναι συνεχείς συναρτήσεις του t . 

ii. Η  f είναι αναλυτική συνάρτηση του z . 

iii. Η συνέχεια f
z

∂
∂

 της ως συνάρτηση του z  είναι οµοιόµορφη ως προς τη 

µεταβλητή t . 
 

Με αυτές τις συνθήκες η ( , )
b

a

f t z dt∫  είναι µια αναλυτική συνάρτηση του z  µε 

µοναδική παράγωγο τη συνάρτηση ( , )b

a

f t z dt
z

∂
∂∫  . 

 
Όπως παρατηρούµε από την εξίσωση (1.122) για frill generator το δεξί µέλος έχει 
πόλους τις ρίζες των παρονοµαστών δηλαδή z ia= ±  και z ib= ± . Με τη χρήση του 
προσεγγιστικού πυρήνα το αριστερό µέλος της σχέσης αυτής, και µε δεδοµένο ότι η 
συνάρτηση ( )I z  είναι ως φυσική ποσότητα αναλυτική συνάρτηση, παρατηρούµε ότι 
είναι µια αναλυτική συνάρτηση της µιγαδικής µεταβλητής z  µε την πιθανή εξαίρεση 
δύο γραµµικών τµηµάτων, τα οποία δίνονται από την εξίσωση 'z z ia= ± . Το καθένα 
από τα δύο αυτά γραµµικά τµήµατα έχει µήκος 2h  και είναι παράλληλο στον 
πραγµατικό άξονα. Επειδή όµως το δεξί µέλος έχει πόλους και στα σηµεία z ib= ± , µε 
συνέπεια να µην είναι αναλυτική σε αυτά τα σηµεία, κι επειδή τα σηµεία αυτά δε 
βρίσκονται πάνω στα προαναφερθέντα γραµµικά τµήµατα προκύπτει µια ασυµφωνία, η 
οποία πιστοποιεί το γεγονός ότι η εξίσωση του Pocklington  και κατά συνέπεια η 
εξίσωση του Hallén δεν έχει λύση. 
 
Με ένα εναλλακτικό τρόπο µπορεί κανείς να εξηγήσει την ιδιότητα της εξίσωσης να 
µην έχει λύση. Εξαιτίας του γεγονότος, ότι το αριστερό µέλος της εξίσωσης του Hallén  
είναι ο συγκερασµός της συνάρτησης του ρεύµατος και του πυρήνα, ο οποίος έχει τη 
µορφή της εξίσωσης , το µέλος αυτό συµπεριφέρεται για µεγάλες θετικές τιµές του 
z όπως η συνάρτηση exp( )z z . Με αναλυτική συνέχεια, θα πρέπει και το δεξί µέλος να 
συµπεριφέρεται µε την ίδια µορφή. Για να συµβεί αυτό η τιµή της σταθεράς C  θα 

πρέπει να είναι ( ) 1

0

( ) iktC ik g t e dt
∞

−= ∫  και αυτή είναι περίπου η τιµή της για το 
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πρόβληµα της κεραίας απείρου µήκους. Όπως έχει αποδειχθεί στο [8-eq. Β3] το δεξί 
µέλος της εξίσωσης δεν µπορεί να συµπεριφερθεί σύµφωνα µε τη συνάρτηση exp( )z z , 

αλλά συµπεριφέρεται σύµφωνα µε τη σχέση 
2

ik z

o

V e
ζ

οπότε εύλογα καταλήγουµε στο 

συµπέρασµα ότι η εξίσωση δεν έχει λύση. 
 
Με τον προσεγγιστικό πυρήνα το αριστερό µέλος, εκτός από µια πολλαπλασιαστική 
σταθερά, αποτελεί τη z -συνιστώσα της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου, πάνω στην 
κυλινδρική επιφάνεια που ορίζεται από τις εξισώσεις aρ =  και z h< . Η πηγή που 
παράγει αυτό το πεδίο είναι µια γραµµική κατανοµή ρεύµατος ( )I z , τοποθετηµένη 
πάνω στον άξονα των z  µεταξύ h  και h−  . Η µη επιλυσιµότητα της εξίσωσης δηλώνει 
ότι δεν υπάρχει γραµµική πηγή ( )I z  που να παράγει ένα πεδίο ίσο µε τη συγκεκριµένη 
έκφραση της ( )g z  που παρουσιάστηκε παραπάνω. Το αποτέλεσµα αυτό δεν είναι σε 
καµία περίπτωση µη αναµενόµενο, αφού πάνω σε µια επιφάνεια παρατήρησης 
κυλινδρική, µια γραµµική πηγή δεν µπορεί να προκαλέσει ένα αυθαίρετο πεδίο. Για να 
πιστοποιήσουµε την παραπάνω παρατήρηση, θα συζητήσουµε µε συντοµία ορισµένες 
οµοιότητες µε το κλασσικό πρόβληµα σύνθεσης (synthesis problem SP) – [26], όπου 
παρατηρεί κανείς µια γραµµική πηγή να παράγει ένα συγκεκριµένο και 
προδιαγεγραµµένο πεδίο εκποµπής. Το πρόβληµα της σύνθεσης περιγράφεται από µια 
ολοκληρωτική εξίσωση αλλά η επιφάνεια παρατήρησης είναι σφαιρική στο άπειρο κι 
όχι κυλινδρική σε πεπερασµένη απόσταση. Προκειµένου να έχουµε ένα επιλύσιµο 
πρόβληµα σύνθεσης, δεν πρέπει να καθορίζει κανείς αυθαίρετα το πεδίο εκποµπής. 
Έτσι, λοιπόν, η ολοκληρωτική εξίσωση του προβλήµατος σύνθεσης είναι πολύ πιθανό 
να µην έχει λύση. 
 
Στη βιβλιογραφία µπορεί κανείς να βρει αρκετές ολοκληρωτικές εξισώσεις, που 
χρησιµοποιούν προσεγγιστικό πυρήνα. Με όσα έχουµε αναφέρει ως τώρα, µάλλον, 
είναι σαφές ότι οι περισσότερες δεν έχουν λύση. Ωστόσο, οι ολοκληρωτικές εξισώσεις, 
που περιγράφουν ένα δίπολο απείρου µήκους, που τροφοδοτείται από frill generator 
αποτελούν εξαίρεση – [8]. 
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 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2ο 

 
ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΣΤΗΝ ΕΞΙΣΩΣΗ ΠΟΥ 
ΠΕΡΙΓΡΑΦΕΙ ΜΙΑ ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΚΕΡΑΙΑ 

2.1 Εισαγωγή 
 
Ο πιο απλός τύπος γραµµικής κεραίας ή σκεδαστή είναι το ευθύ κυλινδρικό δίπολο 
µήκους 2h  και ακτίνας a . Η ολοκληρωτική εξίσωση που ικανοποιείται από την 
κατανοµή ρεύµατος πάνω στο δίπολο, συνήθως, αναφέρεται ως εξίσωση του Hallén. 
Προεκτάσεις της εξίσωσης αυτής ή της αντίστοιχης ολοκληροδιαφορικής του 
Pocklington εµφανίζονται σε δοµές της καθηµερινές εφαρµογής όπως κυρτές 
γραµµικές κεραίες και συστοιχίες από γραµµικές κεραίες. Τέτοιες εξισώσεις συνήθως 
επιλύονται µε τη χρήση της µεθόδου των ροπών, που παρουσιάστηκε στο 2ο  Κεφάλαιο. 
Ωστόσο είναι πολύ σηµαντικό να καταλάβουµε διεξοδικά τις δυσκολίες που 
σχετίζονται µε την εφαρµογή τέτοιων αριθµητικών µεθόδων στις προαναφερθείσες 
εξισώσεις, για τα διάφορα µοντέλα τροφοδοσίας. Η τυφλή εφαρµογή των µεθόδων 
αυτών δίνει πολλές φορές θετικά αποτελέσµατα, όµως, η βαθιά κατανόηση των 
δυσκολιών αυτών µας ξεκαθαρίζει το αν µπορούµε να εµπιστευτούµε ή όχι τα 
αποτελέσµατα αυτά. Πιο συγκεκριµένα, είναι αρκετά σηµαντικό να ξέρουµε τα 
σφάλµατα, που ενδεχοµένως να παρουσιάζονται καθώς και τις πηγές των σφαλµάτων 
αυτών. 
 
Πριν προχωρήσουµε στην εφαρµογή της µεθόδου των ροπών µε entire domain basis 
functions στις ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Hallén και Pocklington, στο κεφάλαιο 
αυτό θα παρουσιάσουµε αναλυτικά τη µέθοδο των ροπών. Στη συνέχεια θα την 
εφαρµόσουµε σε µερικές απλές µορφές ολοκληρωτικών εξισώσεων µε subdomain basis 
functions. Κατόπιν, θα παρουσιάσουµε συνοπτικά τα συµπεράσµατα που προέκυψαν 
από την εφαρµογή της µεθόδου µε subdomain basis functions στις εξισώσεις του 
Hallén και του Pocklington και παρουσιάζονται πιο αναλυτικά σε πρόσφατες εργασίες 
–[3,8]. 
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2.2 Αριθµητικές µέθοδοι - Μέθοδοι ροπών 
 
Με την εξίσωση (1.131) του Hallén και ιδίως τις (1.132)-(1.134), έχουµε αναγάγει το 
πρόβληµά µας στην επίλυση ολοκληρωτικών εξισώσεων τύπου Fredholm:  
 

/ 2

/ 2

( , ') ( ') ' ( ), / 2 / 2
L

L

K z z J z dz f z L z L
−

= − < <∫                                        (2.7)                   

 
µε πυρήνα ( , ')K z z , άγνωστο ( ) (| | / 2)J z z L′ ′ < , και γνωστό ( )f z . Τέτοιου είδους 
εξίσωση παίρνουµε και µε την εναλλαγή T̂  και ολοκληρώµατος στην προσεγγιστική 
εξίσωση του Pocklington. Στο εδάφιο αυτό, λοιπόν, περιγράφουµε αριθµητικές 
µεθόδους για την επίλυση  τέτοιων εξισώσεων. Με ορισµένες τροποποιήσεις, τέτοιες 
µέθοδοι µπορούν να εφαρµοσθούν ακόµα και στην ολοκληρωτικο-διαφορική εξίσωση 
(1.95). 
 
Θα περιγράψουµε µια οικογένεια µεθόδων που οι ηλεκτρολόγοι µηχανικοί ονοµάζουν 
Μεθόδους Ροπών (Moment Methods—MoM). Οι µέθοδοι αυτές αποτελούν σηµαντικό 
εργαλείο του Υπολογιστικού  Ηλεκτροµαγνητισµού και, ειδικότερα, της σύγχρονης 
Θεωρίας Κεραιών. Η µέθοδος οφείλει την ονοµασία της στη διαδικασία της 
δηµιουργίας ροπών µε τον πολλαπλασιασµό µε συναρτήσεις βάρους και ολοκλήρωση, 
και έχει προέλθει από τη ρώσικη βιβλιογραφία. Στη ∆ύση, η πρώτη χρήση της 
ονοµασίας αυτής αποδίδεται στον Harrington. H µέθοδος έχει τρία βήµατα:  
 
ΜοΜ, Βήµα 1:  Αναπτύσσουµε τον άγνωστο ( )J z′ σε πεπερασµένο άθροισµα Ν  

συναρτήσεων βάσης (basis functions) 1 2( '), ( '),..., ( ')Ng z g z g z  µε άγνωστους συντελεστές 

nJ  : 

  1 1 2 2
1

( ') ( ') ( ') ( ') ... ( ')
N

n n N N
n

J z J g z J g z J g z J g z
=

≅ = + + +∑                         (2.8) 

   
 
Οι συναρτήσεις βάσης είναι γνωστές. Στην  (2.8) γράφουµε ≅  και όχι =  διότι η λύση 

( ')nJ z  της ολοκληρωτικής εξίσωσης  γενικά δεν µπορεί να γραφεί ακριβώς σαν 
υπέρθεση πεπερασµένου αριθµού συναρτήσεων βάσης. 
 
ΜοΜ, Βήµα 2: Αντικαθιστούµε την προσέγγιση (2.2) στην ολοκληρωτική εξίσωση 
(2.1). Παίρνουµε 
 

/ 2

1 / 2

( , ') ( ') ' ( ), / 2 / 2
LN

n n
n L

J K z z g z dz f z L z L
= −

≅ − < <∑ ∫                              (2.9) 

 
στην οποία γράψαµε ≅  διότι, γενικά, δεν υπάρχουν  αριθµοί nJ  που να ικανοποιούν 
την (2.3) για όλα τα z  µε | | / 2z L< . 



 63

 

Οι συναρτήσεις βάσης επιλέγονται έτσι ώστε κάθε ολοκλήρωµα  
/ 2

/ 2

( , ') ( ') '
L

n
L

K z z u z dz
−
∫  

στην (2.9) να µπορεί να υπολογιστεί βολικά, σε κλειστή µορφή ή τουλάχιστον 
αριθµητικά. Το µόνο που µένει είναι να βρούµε τους άγνωστους όρους nJ . 

 
ΜοΜ, Βήµα 3: Η ανάπτυξη της  ( )J z′  οδηγεί σε µια εξίσωση µε N  αγνώστους. Αυτό 
από µόνο του δεν αρκεί για να καθορίσουµε τους N  αγνώστους όρους nJ . Για την 
εξαγωγή των N  σταθερών όρων, είναι απαραίτητο να έχουµε N  γραµµικά 
ανεξάρτητες εξισώσεις. Για το λόγο αυτό παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο της (2.9),  
µε N  άλλες συναρτήσεις δοκιµής (testing functions) 1 2( ), ( ), , ( )Nw z w z w zK . Με άλλα 
λόγια, πολλαπλασιάζουµε την  µε *( )lw z , όπου το *  δηλώνει συζυγή, και 
ολοκληρώνουµε από / 2z L= −  έως / 2z L= . Παίρνουµε 
 

/ 2 / 2 / 2
* *

1 / 2 / 2 / 2

( , ') ( ') ' ( ) ( ) , 1, 2, ,
L L LN

n l n l
n L L L

J w K z z g z dz dz w z f z dz l N
= − − −

 
= = 

 
∑ ∫ ∫ ∫ K  (2.10) 

 
που γράφονται και ως  
 

ln
1

, 1,
N

n l
n

A J B l N
=

= =∑ K                                      (2.11) 

 
 
όπου  

/ 2 / 2
*

ln
/ 2 / 2

( ) ( , ') ( ') ' , 1 ,
L L

l n
L L

A w z K z z g z dz dz l n N
− −

 
= ≤ ≤ 

 
∫ ∫  (2.12) 

 
 
και  

/ 2
*

/ 2

( ) ( ) , 1,
L

l l
L

B w z f z dz l N
−

= =∫ K                          (2.13) 

 
 
Οι συναρτήσεις δοκιµής είναι και αυτές γνωστές. Οι εξισώσεις είναι σύστηµα 
γραµµικών εξισώσεων µε αγνώστους τα nJ . 
 
Το πρόβληµα λοιπόν έχει αναχθεί στη επίλυση του N N×  συστήµατος, όπου οι 
µιγαδικοί αριθµοί  lnA  και lB  βρίσκονται από τα ολοκληρώµατα στις (2.12) και (2.13). 
Στα περισσότερα πρακτικά προβλήµατα, οι ολοκληρώσεις δεν µπορούν να γίνουν σε 
κλειστή µορφή και γίνονται αριθµητικά. Προγράµµατα όπως το MATLAB και το 
MATHEMATICA διαθέτουν έτοιµες ρουτίνες επίλυσης συστηµάτων γραµµικών 
εξισώσεων, καθώς και αριθµητικής ολοκλήρωσης.  
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Οι ΜοΜ είναι οικογένεια µεθόδων διότι υπάρχουν πολλές επιλογές  των συναρτήσεων 
βάσης και δοκιµής. Οι επιτυχηµένες επιλογές απαιτούν γνώση των ιδιαίτερων 
χαρακτηριστικών κάθε προβλήµατος. Πολλές φορές βοηθούν και γενικότερες 
µαθηµατικές αρχές . 

2.2.1 Επιλογή συναρτήσεων βάσης 
 
Ένα πολύ σηµαντικό βήµα σε κάθε αριθµητική µέθοδο είναι η επιλογή των 
συναρτήσεων βάσης. Γενικά, κάποιος επιλέγει ως συναρτήσεις βάσης το σύνολο που 
έχει την ικανότητα να αναπαριστά µε ακρίβεια και να µοιάζει µε την άγνωστη 
συνάρτηση, ενώ ελαχιστοποιεί τον υπολογιστικό φόρτο που απαιτείται. ∆εν πρέπει να 
επιλέγουµε συναρτήσεις βάσης µε πιο οµαλές ιδιότητες από την άγνωστη συνάρτηση 
που αναπαριστάται. 
 
Οι συναρτήσεις βάσης, που θα χρησιµοποιηθούν για την ανάπτυξη του ρεύµατος 
µπορούν να επηρεάσουν πάρα πολύ την αποδοτικότητα και την ακρίβεια της λύσης. 
Κάποιοι παράγοντες που συνδέονται µε τις συναρτήσεις βάσης είναι: 1) ο αριθµός Ν 
των άγνωστων συντελεστών nI  που απαιτούνται για την απόκτηση λύσης µε την 
επιθυµητή αριθµητική ακρίβεια 2) ο υπολογιστικός φόρτος που χρειάζεται για τον 
υπολογισµό των συντελεστών του πίνακα αγωγιµοτήτων 3) Ο αριθµός των πεδιακών 
τιµών, που απαιτούνται, για να ικανοποιούνται οι οριακές συνθήκες µε επιθυµητή 
ακρίβεια και 4) ο τύπος της ολοκληρωτικής εξίσωσης που χρησιµοποιείται.  
 
Θεωρητικά, υπάρχουν πολλά πιθανά σύνολα συναρτήσεων βάσης. Παρόλα αυτά µόνο 
ένα περιορισµένος αριθµός χρησιµοποιείται στην πράξη. Αυτά τα σύνολα µπορούν να 
χωριστούν σε δύο γενικές κατηγορίες. Η πρώτη κατηγορία περιλαµβάνει τις subdomain 
basis functions (συναρτήσεις υποπεδίου) , που είναι µη µηδενικές µόνο σε ένα µέρος 
του πεδίου της συνάρτησης ( ')g x . Η δεύτερη κατηγορία περιλαµβάνει τις entire 
domain basis functions (συναρτήσεις ολικού πεδίου), που είναι µη µηδενικές σε όλο το 
πεδίο της άγνωστης συνάρτησης. Η  ανάπτυξη σε συναρτήσεις βάσης ολικού πεδίου 
είναι ανάλογη µε την πολύ γνωστή µέθοδο ανάπτυξης σε σειρές Fourier. 
 
 

2.2.1.1 Subdomain basis functions 
 
Από τους δύο τύπους συναρτήσεων βάσης, οι συναρτήσεις υποπεδίου είναι οι πιο 
συνηθισµένες. Σε αντίθεση µε τις συναρτήσεις ολικού πεδίου, αυτές µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν χωρίς πρότερη γνώση της φύσης της συνάρτησης, που πρέπει να 
αναπαραστήσουν. 
 
Η προσέγγιση υποπεδίου εµπλέκει την υποδιαίρεση του διπόλου σε Ν µη 
επικαλυπτόµενα διαστήµατα, όπως φαίνεται στο σχήµα 8.8(α). Τα segments φαίνονται 
να είναι συγγραµµικά και ίσου µήκους, παρόλο που καµία τέτοια συνθήκη δεν είναι 
απαραίτητη. Οι συναρτήσεις βάσης καθορίζονται σε συνδυασµό µε τα όρια ενός ή 
περισσοτέρων segments. Ίσως οι πιο συνηθισµένες από αυτές τις συναρτήσεις βάσης 
να είναι οι παλµικές συναρτήσεις (pulse functions).   
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α) Παλµικές συναρτήσεις (pulse functions) 
 
 
Το πιο απλό παράδειγµα συναρτήσεων βάσης είναι οι παλµικές συναρτήσεις που 
ορίζονται ως εξής: 
 

' '
11 '

( ')
0

n n
n

x x x
g x

ύαλλο
− ≤ ≤

= 


                                    (2.14) 

                                                                                          
 
Αυτές εικονίζονται στο Σχήµα 10(α). Στο σχήµα 10(β), δείχνουµε ότι η προσέγγιση 

1
( ') ( ')

N

n n n
n

J x a g x
=

=∑ , που είναι επαλληλία των ( ')ng x , έχει γενικά κλιµακωτή µορφή 

(ακριβέστερα: το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της ( ')nJ x  έχουν κλιµακωτή 
µορφή—οι συντελεστές na είναι µιγαδικοί). Θα δούµε και άλλα παραδείγµατα 
συναρτήσεων βάσης στη συνέχεια.  
 

  

  

x
(β) ( )n n

n

a g x∑

1 1( )n na g x− −
( )n na g x 1 1( )n na g x+ +

  

  1

xox 1x 1nx − nx Nx

(α) ( )ng x

 

Σχήµα 10: Στο πάνω σχήµα (α), δείχνουµε τις παλµικές συναρτήσεις ( )ng x . Στο κάτω σχήµα (β), 

δείχνουµε µια υπέρθεση ( ')nJ x παλµικών συναρτήσεων. Έχει κλιµακωτή µορφή.   

 
 
β)Τριγωνικές συναρτήσεις (triangular functions)  
 
Οι απλούστερες συναρτήσεις βάσης είναι οι παλµικές συναρτήσεις του Σχήµατος 11(α). 
Άλλες συναρτήσεις βάσης  είναι οι τριγωνικές  του Σχήµατος 12. 
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xox 1x nx 1nx + 1Nx +

(α) ( )ng x
1nx −
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xox 2nx +nx 1nx + 1Nx +

(β) ( )n n
n

a g x∑
1nx −2nx −

 

Σχήµα 11: Οι λεγόµενες τριγωνικές συναρτήσεις.  
 
Οι συναρτήσεις αυτές περιλαµβάνουν και δύο µισά τρίγωνα στα άκρα του διαστήµατος 
(αλλιώς ο γραµµικός συνδυασµός ( )NJ z θα µηδενιζόταν στα άκρα / 2z L= ± ). Το 

( ')nJ x  εδώ έχει τη µορφή τµηµατικά γραµµικής συνάρτησης.  
 
Η τριγωνική συνάρτηση ορίζεται ως εξής 
 

' '
' ' '1

1' '
1

' '
' ' '1

1' '
1

( ')

0

n
n n

n n

n
n n n

n n

x x x x x
x x

x xg x x x x
x x

ύαλλο

−
−

−

+
+

+

 − ≤ ≤ −
 −= ≤ ≤ −




                      (2.15) 

Η αναπαράσταση που προκύπτει (Σχήµα 11(β)) είναι πιο οµαλή από αυτή που 
προκύπτει µε χρήση των παλµικών συναρτήσεων µε το κόστος όµως της αυξηµένης 
υπολογιστικής πολυπλοκότητας. 
 
γ.Piecewise sinusoid function-Truncated cosine function 
 
Το να αυξήσουµε την πολυπλοκότητα των subdomain basis functions πέρα από το 
επίπεδο του «τριγώνου» µπορεί να µη δικαιολογείται από την πιθανή βελτίωση στην 
ακρίβεια. Παρόλα αυτά υπάρχουν περιπτώσεις όπου πιο εξειδικευµένες συναρτήσεις 
είναι χρήσιµες για άλλους λόγους. Για παράδειγµα, κάποιοι ολοκληρωτικοί τελεστές 
µπορούν να εκτιµηθούν χωρίς αριθµητική ολοκλήρωση, όταν η ολοκληρωτέα 
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συνάρτηση πολλαπλασιαστεί µε τη συνάρτηση sin( ')kx  η cos( ')kx , όπου το 'x  είναι η 
µεταβλητή ολοκλήρωσης. Σε τέτοια παραδείγµατα, σηµαντικά πλεονεκτήµατα στον 
υπολογιστικό χρόνο και στην ανεκτικότητα σε λάθη µπορούµε να αποκτήσουµε 
χρησιµοποιώντας συναρτήσεις βάσης, όπως τη συνάρτηση piecewise sinusoid, που 
εικονίζεται στο σχήµα 12 ή την truncated cosine, που εικονίζεται στο σχήµα 13. 
 
Οι συναρτήσεις Piecewise sinusoids ορίζονται ως εξής: 
 
Piecewise sinusoids 
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                                  (2.16)                         
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Σχήµα 12: Piecewise sinusoids subdomain functions 

 
Ενώ, οι  συναρτήσεις Truncated cosines ορίζονται ως εξής: 
 
Truncated cosine 
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Σχήµα 13: Truncated cosines subdomain functions 

 
 

 

2.2.1.2 Συναρτήσεις βάσης ολικού πεδίου (entire domain basis 
functions)  
 
Οι παλµικές και τριγωνικές συναρτήσεις παλµού είναι µη-µηδενικές µόνο σε ένα 
τµήµα του διαστήµατος ( / 2, / 2)L L− . Για το λόγο αυτόν λέγονται συναρτήσεις βάσεις 
υποπεδίου (subdomain basis functions) και λέµε ότι κάνουµε διακριτοποίηση 
(discretization) της εξίσωσης. Μπορούµε, όµως, να διαλέξουµε και συναρτήσεις ολικού 
πεδίου, που είναι µη µηδενικές σε ολόκληρο το διάστηµα ( / 2, / 2)L L−  (εκτός, ίσως, 
από µεµονωµένα σηµεία του διαστήµατος). Για παράδειγµα, οι συνηµιτονικές 
συναρτήσεις: 
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                                      (2.18) 
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του Σχήµατος16 είναι κατάλληλες όταν η λύση ( )J z  είναι άρτια και µηδενίζεται στα  
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Σχήµα 14:  Οι τρεις πρώτες συνηµιτονικές συναρτήσεις 1 2 3( ), ( ), ( )g x g x g x   της σχέσης . Όλες είναι 

άρτιες και µηδενίζονται στα άκρα
2
Lx = ± .  

 

άκρα 
2
Lx = ±  , όπως συµβαίνει για το ρεύµα σε µια κεραία. Το σύνολο αυτό των 

συναρτήσεων είναι ιδιαίτερα χρήσιµο για τη µοντελοποίηση της ρευµατικής κατανοµής 
σε ένα δίπολο, που γνωρίζουµε βασικά ότι έχει ηµιτονική κατανοµή. Το µεγαλύτερο 
πλεονέκτηµα των  entire domain basis functions  βρίσκεται στα προβλήµατα, όπου η 
άγνωστη συνάρτηση υποτίθεται από πριν ότι ακολουθεί κάποια γνωστή µορφή. Αυτές 
οι συναρτήσεις θα εξάγουν µια πιο αποδεκτή αναπαράσταση της άγνωστης 
συνάρτησης, χρησιµοποιώντας πολύ λιγότερους όρους στην ανάπτυξη της από όσους 
θα χρειάζονταν για τις  subdomain basis functions. Η αναπαράσταση µιας συνάρτησης 
µε τη χρήση συναρτήσεων ολικού πεδίου είναι παρόµοια µε την ανάπτυξη σε σειρές 
Fourier.  
 
Ως δεύτερο παράδειγµα αναφέρουµε την ανάπτυξη σε σειρά Fourier. Οι όροι που µας 
αφορούν είναι µόνο τα συνηµίτονα καθώς η άγνωστη συνάρτηση που θέλουµε να 
αναπαραστήσουµε είναι άρτια. Συνεπώς: 
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                                        (2.19) 

 
Οι συναρτήσεις φαίνονται στο Σχήµα 15: 
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Σχήµα 15:  Οι τρεις πρώτες συνηµιτονικές συναρτήσεις 0 1 2( ), ( ), ( )g x g x g x   της σχέσης  (2.19) . 
Όλες είναι άρτιες.  

 
 
Σαν τρίτο παράδειγµα αναφέρουµε τις συναρτήσεις: 
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                                                            (2.20)               

 
όπου 0 2 4( ), ( ), ( ),T x T x T x K τα γνωστά µας πολυώνυµα Chebyshev. Αυτά είναι 
κατάλληλα όταν η λύση ( )J z  είναι άρτια και απειρίζεται στα άκρα / 2z L= ± .  
 
Άλλες συναρτήσεις, όπως οι προηγούµενες, µπορούν να δηµιουργηθούν 
χρησιµοποιώντας πολυώνυµα Maclaurin, Legendre και Hermite ή άλλες βολικές 
συναρτήσεις.  
 
Κλείνοντας, θα µπορούσαµε να πούµε ότι οι συναρτήσεις βάσης υποπεδίου είναι πιο 
δηµοφιλείς, γιατί, προφανώς, είναι πιο εύκολο να χρησιµοποιηθούν και σε γενικές 
γραµµές δίνουν ανάλογη ακρίβεια σε µικρότερους υπολογιστικούς χρόνους. Μια 
εξήγηση γι’ αυτό είναι ότι η αναπαράσταση ολικού πεδίου απαιτεί ολοκλήρωση σε όλη 
τη δοµή της κεραίας για κάθε όρο Ν της σειράς. Η αναπαράσταση υποπεδίου, από την 
άλλη, περιλαµβάνει ολοκλήρωση των όρων που χρησιµοποιούνται για την 
αναπαράσταση του ρεύµατος µόνο σε ένα µικρό τµήµα του διπόλου (segment).  Επίσης, 
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οι πιθανότητες να αντιµετωπίσουµε έναν ill-conditioned πίνακα είναι µικρότερες, όταν 
χρησιµοποιούµε subdomain basis functions.    

2.2.2 Επιλογή του αριθµού των συναρτήσεων βάσης Ν 
 
 Μία ακόµα παράµετρος, που πρέπει να επιλεγεί, είναι ο αριθµός N . Γενικά, 
µεγαλώνοντας το N  αυξάνουµε (ή τουλάχιστον ελπίζουµε ότι αυξάνουµε) την 
ακρίβεια, σε βάρος όµως του υπολογιστικού κόστους. Πολλές φορές—ιδίως σε µεγάλα 
προβλήµατα—το N  επιλέγεται εκ των προτέρων µε εµπειρικά κριτήρια. Έτσι, για 
διακριτοποίηση, βρίσκουµε, συχνά, στη βιβλιογραφία κριτήρια, όπως «ο αριθµός 
σηµείων ανά µήκος κύµατος». Σε µικρότερα προβλήµατα, πολλές φορές, αυξάνουµε το 
N µέχρι η αριθµητική λύση να «κατασταλάξει» σε κάποια τελική τιµή. Αυτή η τελική 
τιµή είναι (ή ελπίζουµε να είναι) κοντά στην πραγµατική λύση της ολοκληρωτικής 
εξίσωσης. 
 
  

2.2.3 Επιλογή συναρτήσεων δοκιµής 
 
Το εσωτερικό γινόµενο ,w g   που αναφέρθηκε σε προηγούµενη παράγραφο είναι µία 
βαθµωτή πράξη που πρέπει να ικανοποιεί:   
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g g if g

=

+ = +

> ≠
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                                                             (2.21) 

 
όπου b  και c είναι βαθµωτά µεγέθη και ο αστερίσκος (*) σηµαίνει µιγαδικός συζυγής. 
Ένα τυπικό άλλα όχι µοναδικό εσωτερικό γινόµενο είναι το εξής: 
 

, *
S

w g w gds= ⋅∫∫                                                                                  (2.22) 

 
όπου w  είναι οι συναρτήσεις δοκιµής και  S  είναι η επιφάνεια της δοµής που 
αναλύουµε. Οι συναρτήσεις w και g  µπορεί να είναι και διανύσµατα. Η τεχνική αυτή 
όπως αναφέρθηκε και προηγουµένως είναι γνωστή ως Moment Method ή Method of 
Moments. 
 
Η µέθοδος αυτή εξαναγκάζει τις οριακές συνθήκες να ικανοποιούνται σε όλη την 
επιφάνεια που εξετάζουµε. Για να το καταφέρουµε αυτό, ορίζουµε ένα σύνολο από N  
συναρτήσεις δοκιµής { } 1 2, ,l Nw w w w= K . Σχηµατίζοντας τα εσωτερικά γινόµενα  
µεταξύ αυτών των συναρτήσεων και ορίζοντας: 
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η (2.9) γίνεται: 
 

1
, ( ) , 1, 2, ,

N

n l n l
n

J w F g w h l N
=

= =∑ K                                            (2.24) 

 
Το σύνολο των Ν εξισώσεων αυτών µπορεί να γραφεί και σε µορφή πίνακα ως εξής: 
 

[ ][ ] [ ]ln n lF J h=                                                                                         (2.25) 
 
όπου 
 

[ ]
1 1 1 2

ln 2 1 2 2

, ( ) , ( )

, ( ) , ( )

w F g w F g

F w F g w F g

 
 

=  
 
 

L

M M

                                                   (2.26) 

 

[ ] [ ]

11

2 2

,

,

,

n l

N N

w hJ
J w h

J h

J w h

  
  
  = =   
  
    

M M
 

 
Ο πίνακας της (2.25)  µπορεί να λυθεί ως προς nJ  µε αντιστροφή ή µε κάποια µέθοδο 
παραγοντοποίησης π.χ. LU παραγοντοποίηση. 
 

[ ] [ ] [ ]1
lnn lJ F h−=  

 
Η επιλογή των συναρτήσεων δοκιµής είναι σηµαντική καθώς τα στοιχεία  { }nw  πρέπει 
να είναι γραµµικά ανεξάρτητα, έτσι ώστε οι Ν εξισώσεις στην (2.24) να είναι γραµµικά 
ανεξάρτητες. Επίσης σε γενικές γραµµές θα ήταν καλύτερο να επιλέγουµε συναρτήσεις 
που ελαχιστοποιούν τους υπολογισµούς για την εύρεση του εσωτερικού γινοµένου. 
 

2.2.3.1 Μέθοδος Galerkin  
 
Η συνθήκη για γραµµική ανεξαρτησία µεταξύ των στοιχείων και το πλεονέκτηµα της 
υπολογιστικής απλότητας είναι, επίσης, σηµαντικά χαρακτηριστικά των συναρτήσεων 
βάσης. Εξαιτίας αυτού, συχνά χρησιµοποιούνται παρόµοιοι τύποι συναρτήσεων και για 
τις συναρτήσεις βάσης και για τις συναρτήσεις δοκιµής. Μια ειδική επιλογή 
συναρτήσεων είναι οι συναρτήσεις βάσης και δοκιµής να είναι ίδιες, ( ) ( )l lw z g z= . Η 
τεχνική αυτή ονοµάζεται µέθοδος Galerkin. 
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2.2.3.2 Τεχνική σηµειακής ισότητας (point - matching technique or 
collocation technique) 
 
Η τεχνική σηµειακής ισότητας ή µέθοδος point-matching είναι µία αριθµητική τεχνική 
που οι λύσεις της ικανοποιούν τις ηλεκτροµαγνητικές οριακές συνθήκες (π.χ. 
µηδενισµός των εφαπτοµενικών ηλεκτρικών πεδίων στην επιφάνεια ενός ηλεκτρικού 
αγωγού) µόνο σε διακριτά σηµεία. Μεταξύ αυτών των σηµείων οι οριακές συνθήκες 
µπορεί να µην ικανοποιούνται. 
 
Πρέπει να παρατηρήσουµε ότι στην (2.26) υπάρχουν 2N  όροι που πρέπει να 
υπολογιστούν. Κάθε όρος συνήθως απαιτεί δύο ή περισσότερες ολοκληρώσεις. 
Τουλάχιστον µια για τον υπολογισµό του ( )nF g και µια για τα εσωτερικά γινόµενα της 
(2.22). Όταν αυτές οι ολοκληρώσεις πρέπει να γίνουν αριθµητικά, που είναι και η 
συνήθης περίπτωση, τεράστιες ποσότητες υπολογιστικού χρόνου θα χρειαστούν. 
Υπάρχει παρόλα αυτά ένα µοναδικό σύνολο συναρτήσεων δοκιµής που µειώνουν τον 
αριθµό των απαιτούµενων ολοκληρώσεων. Αυτό είναι το σύνολο των δ-συναρτήσεων 
δοκιµής του Dirac:  
 

[ ] ( ) ( ) ( )1 2, ,l lw p p p p p pδ δ δ= − = − −      K                                    (2.27) 
 
όπου το lp  αναπαριστά ένα σηµείο στο οποίο θέλουµε να ικανοποιείται η οριακή 
συνθήκη. 
 
Χρησιµοποιώντας τις (2.22)  και (2.27), η  (2.24) γίνεται: 
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 (2.28) 

 
Εποµένως οι µόνες ολοκληρώσεις που αποµένουν είναι αυτές που ορίζονται από το 

( )nF g . Αυτή η απλοποίηση µπορεί να οδηγήσει σε λύσεις που δε θα ήταν πρακτικές 
αν χρησιµοποιούνταν άλλες συναρτήσεις δοκιµής. 
 
Μια σηµαντική παρατήρηση, όταν χρησιµοποιούµε τη µέθοδο point-matching είναι η 
τοποθέτηση των σηµείων ( lp ). Ενώ ισαπέχοντα σηµεία, συνήθως, οδηγούν σε καλά 
αποτελέσµατα, πολλά εξαρτώνται από τις συναρτήσεις βάσης που χρησιµοποιούνται. 
Όταν χρησιµοποιούµε συναρτήσεις βάσης υποπεδίου σε συνδυασµό µε point-matching, 
ένα σηµείο πρέπει να τοποθετηθεί σε κάθε segment, για να έχουµε γραµµική 
ανεξαρτησία. Η τοποθέτηση των σηµείων στο κέντρο των segments, συνήθως, παράγει 
τα καλύτερα αποτελέσµατα. Είναι σηµαντικό, το κάθε σηµείο να µη συµπίπτει µε την 
κορυφή του τριγώνου ή µιας παρόµοιας ασυνεχούς συνάρτησης, όπου οι συναρτήσεις 
βάσης δεν είναι διαφορίσιµες. Αυτό σε κάποιες περιπτώσεις µπορεί να προκαλέσει 
σφάλµατα. 
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2.3 Παρατηρήσεις 
 
Η λύση µιας ολοκληρωτικής εξίσωσης, που προκύπτει µε τη χρήση της µεθόδου των 
ροπών, περιλαµβάνει πολλούς παράγοντες κατά τη διαδικασία µετατροπής της αρχικής 
ολοκληρωτικής εξίσωσης σε γραµµικό σύστηµα ή σε µορφή πίνακα. Αυτό που είναι 
βασικό, όποιες κι αν είναι οι συναρτήσεις βάσης και δοκιµής, είναι η ανάπτυξη της 
ρευµατικής κατανοµής σε πεπερασµένο άθροισµα N  συναρτήσεων βάσης µε 
αγνώστους συντελεστές και ο υπολογισµός των εφαπτοµενικών πεδίων σε Μ σηµεία 
της δοµής που µελετούµε, όπου γενικά M N≥ . Όταν εφαρµόζεται η µέθοδος point-
matching, για παράδειγµα, 1N M N≤ ≤ + . Από την άλλη, η χρήση της µεθόδου 
Galerkin, όπου έχουµε ολοκλήρωση του εφαπτοµενικού πεδίου, είναι ουσιαστικά 
ισοδύναµη µε τη χρήση πολύ περισσότερων τιµών πεδίου, από αγνώστους, M N>> , 
µε τις N  εξισώσεις, τελικά, να προκύπτουν από το άθροισµα (ολοκλήρωση) των 
πεδιακών τιµών, µε κατάλληλο τρόπο. Η πραγµατική εφαρµογή της µεθόδου Galerkin 
µπορεί να επιτευχθεί αν η ολοκλήρωση γίνει έτσι ώστε M N≥ . 
 
Ένας επιπλέον παράγοντας, που πρέπει να ληφθεί υπόψη στη λύση ενός 
ηλεκτροµαγνητικού προβλήµατος, µέσω της µεθόδου των ροπών, είναι το σφάλµα που 
συνδέεται µε το αριθµητικό αποτέλεσµα. Μπορούµε να αναγνωρίσουµε δύο 
ανεξάρτητα σφάλµατα: 1) το σφάλµα µοντελοποίησης που πηγάζει από την 
προσέγγιση της πραγµατικής δοµής από µία συνήθως απλοποιηµένη δοµή για 
υπολογιστικούς σκοπούς, και 2) ένα σφάλµα αριθµητικού υπολογισµού, που 
αναπαριστά τη διαφορά µεταξύ των αποτελεσµάτων που προέκυψαν από υπολογισµό 
και την ακριβή λύση για τη δοµή που έχει επιλεγεί.  
 
Το σφάλµα µοντελοποίησης, µπορεί να εκτιµηθεί µόνο πειραµατικά. Το σφάλµα 
αριθµητικού υπολογισµού µπορεί να εκτιµηθεί συγκρίνοντας τα αριθµητικά 
αποτελέσµατα, καθώς το Ν προοδευτικά αυξάνει, για να πάρουµε το ρυθµό σύγκλισης 
της αριθµητικής λύσης. Σε γενικές γραµµές, µια συνάρτηση βάσης που µοιάζει µε την 
άγνωστη συνάρτηση που θέλουµε να υπολογίσουµε, ελαχιστοποιεί το σφάλµα για 
δεδοµένο αριθµό Ν των αγνώστων συντελεστών, ή επιτυγχάνει µια καθορισµένη 
ακρίβεια για µια ελάχιστη τιµή για το Ν. 
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2.4 Επίλυση ολοκληρωτικών και ολοκληροδιαφορικών εξισώσεων µε 
αριθµητικές µεθόδους 
 
Συχνά σε ηλεκτροµαγνητικά προβλήµατα συναντώνται ολοκληρωτικές και 
ολοκληροδιαφορικές εξισώσεις κάποιας τάξης µε συγκεκριµένες βασικές ιδιότητες, οι 
οποίες µπορούν να επιλυθούν αποτελεσµατικά µε τη χρήση απλών αριθµητικών 
µεθόδων, όπως η µέθοδος των ροπών. Θα αναφέρουµε παρακάτω τα βασικά 
χαρακτηριστικά αυτών των µεθόδων, καθώς και τις οµοιότητες και διαφορές που 
παρουσιάζουν. Για την ευκολότερη κατανόηση των αριθµητικών µεθόδων, θα δώσουµε 
παραδείγµατα απλών µονοδιάστατων εξισώσεων, των οποίων οι πυρήνες 
παρουσιάζουν λογαριθµικές ανωµαλίες. Η επιλογή αυτή δεν περιορίζει την ανάλυση, 
αλλά δίνεται η δυνατότητα γενίκευσης των αριθµητικών µεθόδων επειδή: 
� Πρακτικά σηµαντικές ηλεκτροµαγνητικές εξισώσεις µονοδιάστατων 

ηλεκτρικών πεδίων έχουν πυρήνα µε λογαριθµικές ανωµαλίες και αφού η φύση 
του πυρήνα υποδεικνύει βασικές ιδιότητες της ολοκληρωτικής εξίσωσης, τα 
σηµαντικά χαρακτηριστικά της απλούστερης εξίσωσης είναι παρόµοια µε αυτά 
των εξισώσεων του ηλεκτρικού πεδίου 

� Οι περισσότερες από αυτές τις εξισώσεις έχουν γνωστές ακριβείς λύσεις, 
γεγονός που δίνει τη δυνατότητα για εξακρίβωση της ακρίβειας των 
αριθµητικών λύσεων. 

Επίσης θα δείξουµε πώς αυτές οι τεχνικές µπορούν να εφαρµοσθούν σε εξισώσεις 
πραγµατικών προβληµάτων . 
 

2.4.1 Απλή λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης 
 
Ως εισαγωγικό παράδειγµα εφαρµόζουµε µία απλή αλλά αποτελεσµατική αριθµητική 
µέθοδο, τη µέθοδο ροπών µε subdomain basis functions, για τη στοιχειώδη 
ολοκληρωτική εξίσωση: 
 

1 ( ') ln ' ' ( )
2

w

w

I z z z dz E z
π −

− − =∫                                                              (2.30) 

 

όπου ( ')I z  είναι η άγνωστη συνάρτηση, 1 ln '
2

z z
π

− −  είναι ο πυρήνας και ( )E z  είναι 

η διέγερση. Η άγνωστη συνάρτηση, όπως είδαµε και προηγουµένως, προσεγγίζεται από 
ένα γραµµικό συνδυασµό γνωστών, γραµµικά ανεξάρτητων συναρτήσεων βάσης στο 
διάστηµα  ( ),w w− , ως εξής: 
 

1
( ) ( )

N

n n
n

I z I u z
=

=∑                                                                                      (2.31) 

 
όπου ( )u z  είναι ορθογώνιοι παλµοί, που ορίζονται από: 
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1,
( ) 2 2

0,

n n
n

z z z
u z

αλλου

∆ ∆ − < < += 


                                                               (2.32) 

 

Το διάστηµα  ( ),w w−  είναι χωρισµένο σε N ίσα τµήµατα µήκους 2w
N

∆ =  µε τα 

κέντρα τους στα σηµεία: 
 

1 , 1, 2,...,
2nz w n n N = − + ∆⋅ − = 

 
 

 
Λόγω της προσέγγισης αυτής η (2.30) γίνεται: 
 

1
( ) ( )

N

n n
n

I z E z
=

Ζ ≅∑                                                                                    (2.33) 

 
όπου:  
 

/ 2

/ 2

1( ) ln ' '
2

n

n

z

n
z

Z z z z dz
π

+∆

−∆

= − −∫                                                                (2.34) 

 
που µπορεί να ολοκληρωθεί άµεσα. Η εξίσωση εφαρµόζεται ακριβώς σε N  σηµεία  
που αποτελούν τα µέσα των τµηµάτων αυτών στο διάστηµα  ( ),w w− , και παίρνουµε 
ένα σύστηµα N  εξισώσεων µε N  αγνώστους nI : 
 

1

N

n mn m
n

I Z E
=

=∑                                                                                           (2.35) 

 
όπου 1, 2,...,m N=  , ( )m mE E z=  και ( )mn n mZ Z z=  τα οποία υπολογίζουµε. Προκύπτει: 
 

2 1 21 11 ln ln ( ) ( ) ln
2 2 4 1 2mn

m n
Z m n m n

m nπ
  − +∆  = − ∆ − − − − −    − −   

                  (2.36) 

 
 
 Η  (2.35) σε µορφή πινάκων γίνεται: 
 

[ ] [ ] [ ]mn n mZ I E⋅ =                                                                                     (2.37) 
 
Η λύση της (2.35) ή της (2.37) είναι οι συντελεστές nI , η γνώση των οποίων µας 
επιτρέπει να προσεγγίσουµε τη συνάρτηση ( )I z  από την εξίσωση (2.31). 
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Από την (2.36) παρατηρεί κανείς ότι ο πίνακας mnZ  εξαρτάται από τη διαφορά ( )m n−  

κι όχι από τα  m και n  ξεχωριστά, που σηµαίνει ότι ο [ ]mnZ  είναι πίνακας τύπου 
Toeplitz . Από τη στιγµή που ο πίνακας είναι συµµετρικός, ισχύει: 
 

mn m n n m m n n mZ Z Z Z Z− − − −= = = =  
 
Από όπου καταλήγουµε στο ότι υπάρχουν µόνο N  διακριτά στοιχεία στον πίνακα  
[ ]mnZ . Όλα τα άλλα στοιχεία µπορούν να βρεθούν από τη γνώση αυτών της πρώτης (ή 
τελευταίας) γραµµής ή της πρώτης (ή τελευταίας) στήλης. Αυτή η παρατήρηση µπορεί 
να χρησιµοποιηθεί για τη µείωση του χρόνου και της εργασίας που χρειάζεται για να 
υπολογιστούν τα στοιχεία του πίνακα. Αν επιλέξουµε να υπολογίσουµε τα στοιχεία της 
πρώτης γραµµής, τότε όλες οι άλλες µπορούν να προσδιοριστούν από: 
 

1, 1mn m nZ Z − +=  
 
Οι παραπάνω ιδιότητες είναι αποτελέσµατα: 
α) της εξάρτησης του πυρήνα από το 'z z−  
β)της άρτιας φύσης της συνάρτησης βάσης σε σχέση µε το κέντρο της 
γ)των παλµών ίσου πλάτους 
δ)της τοποθέτησης των  match points στα κέντρα των παλµών 
 
Μία τρίτη ενδιαφέρουσα ιδιότητα του πίνακα είναι ότι είναι ισχυρός πίνακας διαγώνια 
(diagonially strong). Αυτό σηµαίνει ότι το µέτρο κάθε διαγώνιου στοιχείου είναι 
µεγαλύτερο από το µέτρο κάθε µη διαγώνιου στοιχείου ( ),nn mnZ Z m n> ≠ . Συνήθως 
ο υπολογισµός του αντιστρόφου ενός τέτοιου πίνακα ή η επίλυση του σχετικού 
συστήµατος γραµµικών εξισώσεων είναι µια πολύ σταθερή διαδικασία. 
 
Για αυτή την ολοκληρωτική εξίσωση µε 2w ≠  και για συγκεκριµένες διεγέρσεις, 
έχουµε τις εξής λύσεις: 
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1

z z
w w w z

w

  ⋅ − ⋅  
     − 

 

 

 
Πίνακας 1: Λύση Ολοκληρωτικής εξίσωσης (2.30). 
 

2.4.2 Λύση ολοκληρωτικής εξίσωσης-Αριθµητικός υπολογισµός των 
στοιχείων του πίνακα  
 
Στην αριθµητική λύση της εξίσωσης (2.30) τα στοιχεία του πίνακα [ ]mnΖ  καθορίζονται 
από την (2.36). Όµως, σε πρακτικές ολοκληρωτικές εξισώσεις, τα ολοκληρώµατα που 
παρουσιάζονται, σπάνια µπορούν να υπολογιστούν αναλυτικά. Σε αυτές τις 
περιπτώσεις είναι αναγκαίο να χρησιµοποιήσουµε µεθόδους αριθµητικής ολοκλήρωσης 
αλλά πρέπει να εφαρµόζονται µε εξαιρετική προσοχή, ειδικά όταν ο πυρήνας του 
ολοκληρώµατος παρουσιάζει ανωµαλία. Μία ολοκληρωτική εξίσωση µε τέτοιο πυρήνα 
είναι η: 
 

 1 ( ') ( ') ' ( ),
4

h

h

I z K z z dz E z h z h
π −

− = − < <∫  (2.38) 

 
 
στην οποία ο πυρήνας είναι: 
 

 1 1( ') '
2

K z z d
R

π

π

φ
π −

− = ∫  (2.39) 

 

µε  ( )2 2 2' 4 sin
2

R z z a φ = − +  
 

 
Αν θεωρήσουµε τη συνάρτηση σταθερή ( )E z , η (2.38) είναι ουσιαστικά η εξίσωση για 
την πυκνότητα ρεύµατος πάνω σε αγώγιµη κεραία µήκους και ακτίνας 
τροφοδοτούµενης από σταθερό δυναµικό. Οι εξισώσεις (2.30) και (2.38) είναι της ίδιας 
µορφής αλλά έχουν διαφορετικούς πυρήνες. Έτσι η µόνη διαφορά στη διαδικασία 
επίλυσης έγκειται στον υπολογισµό των στοιχείων των πινάκων συντελεστών. 
 
Μια διαδικασία για την επίλυση της (2.38) πρέπει να περιλαµβάνει µια µέθοδο για τον 
αριθµητικό υπολογισµό του διπλού ολοκληρώµατος που προκύπτει, κάτι που αν δε 
γίνει προσεκτικά µπορεί να είναι κοπιαστικό. Η δυσκολία σε αυτή την περίπτωση είναι 
ότι η αριθµητική ολοκλήρωση του πυρήνα παρουσιάζει ανωµαλία στο 'z z= , δηλαδή 
ο πυρήνας συµπεριφέρεται λογαριθµικά: 
 
 
 ( ') ln 'K z z z z− → −  (2.40) 
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όταν ' 0z z− → . Για να ξεπεράσουµε αυτά τα προβλήµατα παρατηρούµε ότι: 
 
 

 ' 0
2

'1( ') ln
8z z

a

z z
K z z

a aπ− → 
 

 − 
−  →−  

 
 (2.41) 

 
 
και αντικαθιστούµε τον πυρήνα µε: 
 
 

 
' '1 1( ') ( ') ln ln

8 8
z z z z

K z z K z z
a a a aπ π

  −   −  − = − + −    
     

 (2.42) 

 
 
που προκύπτει αν προσθαφαιρέσουµε τον όρο (2.41) στον αρχικό πυρήνα. Είναι 
εµφανές ότι το δεξί µέλος της (2.42) ισούται µε ( ')K z z−  και παρουσιάζει δύο 
σηµαντικές ιδιότητες: α) ο όρος µέσα στις αγκύλες µεταβάλλεται πολύ αργά ώστε να 
µπορεί να ολοκληρωθεί αριθµητικά µε ευκολία. 
β) ο όρος εκτός των αγκυλών µπορεί να ολοκληρωθεί αναλυτικά. 
Ο υπολογισµός του πρώτου ολοκληρώµατος γίνεται µε τη βοήθεια του ελλειπτικού 
ολοκληρώµατος. Η περαιτέρω επίλυση της εξίσωσης ακολουθεί τη διαδικασία που 
δείξαµε προηγουµένως. 
 

2.4.3 Επίλυση ολοκληροδιαφορικής εξίσωση πρώτης τάξης  
 
 
Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζονται τεχνικές για την επίλυση  µιας 
ολοκληροδιαφορικής εξίσωσης. Έστω η  απλή εξίσωση 1ης τάξης: 
 

1 ( ') ln ' ' ( ), ( , )
2

w

w

d I z z z dz E z z w w
dzπ −

− − = ∈ −∫                                   (2.43) 

 
που έχει συνθήκη: 

 ( ) 0
w

w

I z dz
−

=∫  (2.44) 

 
 
Με ολοκλήρωση ως προς z η σχέση (2.43) µετατρέπεται στην: 
 

1 ( ') ln ' ' ( ) , ( , )
2

w

w

I z z z dz J z C z w w
π −

− − = + ∈ −∫                                  (2.45) 

 
όπου C  είναι µια άγνωστη σταθερά ολοκλήρωσης και : 
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0

( ) ( ') '
z

J z E z dz= ∫  (2.46) 

 
 
Η εξίσωση (2.43) θυµίζει διαφορική εξίσωση µε την απαραίτητη οριακή συνθήκη 
(2.44), ενώ το ζευγάρι των εξισώσεων (2.45) - (2.44) φαίνεται ως σύστηµα εξισώσεων 
µε αγνώστους I  και C . Αν εξαιρέσουµε το C , η (2.45) είναι η γνωστή µας εξίσωση 
(2.30). Βέβαια, η παρουσία του διαφορικού τελεστή στην (2.43) είναι ένα 
χαρακτηριστικό, που απαιτεί προσεκτική διερεύνηση. 
 
Ο ρόλος της σταθεράς C  στην (2.45) µπορεί να διαλευκανθεί µε ένα απλό παράδειγµα. 
Έστω ότι ( ) 1E z = , τότε ( )J z z=  και το δεξί µέλος της (2.45) γίνεται C z+ . Από τον 
πίνακα 1 είναι φανερό ότι 0 1( ) ( ) ( )I z CI z wI z= + . Για να ικανοποιήσουµε τη συνθήκη 
(2.44), η σταθερά πρέπει να είναι µηδέν, έτσι η λύση προκύπτει  1( ) ( )I z wI z= . 
 
Η λύση της (2.45) γίνεται µε τη µέθοδο των ροπών µε παρόµοιο τρόπο όπως η λύση 
της (2.30), αναπτύσσοντας το άγνωστο σε συναρτήσεις παλµών και ικανοποιώντας την 
(2.45) στα κέντρα των παλµών αυτών. Παίρνουµε λοιπόν: 
 

 
1

( ), 1,2,...,
N

n mn m
n

I Z C J z m N
=

− = =∑  (2.47) 

 
 
όπου mnZ  είναι τα στοιχεία (2.36). Η οριακή συνθήκη (2.44) γίνεται: 
 

 
1

0
N

n
n

I
=

∆ =∑  (2.48) 

 
 
Οι εξισώσεις (2.47) και (2.48) µπορούν να γραφούν και σε µορφή πινάκων ως εξής: 
 

 

11 12 13 1 1 1

21 22 23 2 2 2

1 2 3

1 ( )
1 ( )

1 ( )
0 0

N
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N N N NN M N

Z Z Z Z I J z
Z Z Z Z I J z

Z Z Z Z I J z
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−     
     −     
     =
     −     
     ∆ ∆ ∆ ∆     

L

L

M M M M M M M

L

 (2.49) 

 
 
Όπου ο ρόλος του C  ως αγνώστου είναι φανερός και είναι πλέον δυνατή η επίλυση του 
συστήµατος των 1N +  εξισώσεων. 
 

2.4.4 Επίλυση ολοκληροδιαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης 
 
Σε αυτή την παράγραφο παρουσιάζουµε τεχνικές για την επίλυση της 
ολοκληροδιαφορικής εξίσωσης 2ης τάξης: 



 81

 
2

2

1 ( ') ln ' ' ( ), ( , )
2

w

w

d I z z z dz E z z w w
dzπ −

− − = ∈ −∫                                 (2.50) 

 
Όπου η άγνωστη συνάρτηση ( )I z  πρέπει να ικανοποιεί τις οριακές συνθήκες: 
 
 ( ) ( ) 0I w I w= − =  (2.51) 
 
 
Το ενδιαφέρον µας για την εξίσωση (2.50) πηγάζει από το γεγονός ότι έχει 
χαρακτηριστικά ανάλογα µε αυτά που, συχνά, συναντούµε σε ολοκληρωτικές 
εξισώσεις στον ηλεκτροµαγνητισµό. Μια εξίσωση, για παράδειγµα, είναι αυτή που µας 
δίνει το άγνωστο ρεύµα σε µια κεραία µήκους 2w  διεγερµένης από ΤΕ ρυθµό, το 
οποίο µηδενίζεται στα άκρα της κεραίας. Αυτές τις εξισώσεις τις αντιµετωπίζουµε ως 
διαφορικές εξισώσεις µε άγνωστο το ολοκλήρωµα, οπότε η γενική λύση της εξίσωσης 
δίνεται από τη σχέση: 
 

 ( )1 ( ') ln ' ' ( ') ' ', ( , )
2

w z

w w

I z z z dz A Bz E z z z dz z w w
π − −

− − = + + − ∈ −∫ ∫  (2.52) 

 
 
Αν τα A  και B  ήταν γνωστά, η (2.52) θα είχε την ίδια µορφή µε την εξίσωση (2.30) 
και έτσι η άγνωστη συνάρτηση ( )I z  θα µπορούσε να βρεθεί από την ίδια  διαδικασία 
που χρησιµοποιήθηκε για την επίλυση της (2.30). Αφού τα A , B  είναι άγνωστα, η 
επίλυση του συστήµατος θα γίνει µε τη βοήθεια των οριακών συνθηκών. Αυτό θα 
φανεί στο παρακάτω παράδειγµα, όπου θα θεωρήσουµε ότι ( )E z a bz= +  . Σε αυτή την 
περίπτωση, η (2.52) γίνεται: 
 

2 31 ( ') ln ' ' ' ' , ( , )
2 2 6

w

w

z xI z z z dz A B z a b z w w
π −

− − = + + + ∈ −∫              (2.53) 

 
όπου 'A  και 'B  είναι οι νέες σταθερές. Με τη βοήθεια του πίνακα 1, η (2.53) µπορεί  
να επιλυθεί υπερθέτοντας τις αποκρίσεις που οφείλονται στις ανεξάρτητες διεγέρσεις 
του δεξιού µέλους της : 
 
  

 2 3

2 2

1( ) ( 2 )I z C Dz az bz
w z

= + + +
−

 (2.54) 

 
 
Από τη στιγµή που η (2.53) έχει τον ίδιο πυρήνα µε τις (2.45) και (2.30) που 
αναφέραµε σε προηγούµενη παράγραφο , δεν αποτελεί έκπληξη το γεγονός ότι η λύση  
παρουσιάζει ανωµαλία στο z w= ±  . Παρόλα αυτά  η οριακή συνθήκη (2.51) απαιτεί 
ότι η συνάρτηση ( )I z  µηδενίζεται για z w= ±  και αυτό είναι δυνατό µόνο αν η (2.54) 
µηδενίζεται σε αυτά τα σηµεία.  Εφαρµόζοντας αυτή τη συνθήκη προκύπτει η τελική 
λύση: 
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 2 2( ) ( 2 )I z w z a zb= − − −  (2.55) 
 
 
Όπου είναι εµφανές ότι η συνάρτηση ( )I z  µηδενίζεται στα σηµεία z w= ±  . 
  
Βέβαια η εξίσωση αυτή θα µπορούσε να λυθεί και πιο γενικά µε την τεχνική που 
ακολουθήσαµε στην προηγούµενη παράγραφο.  
 
Τέτοιου είδους εξισώσεις παρουσιάζονται µε αρκετές οµοιότητες στον 
ηλεκτροµαγνητισµό: λογαριθµικά ανώµαλοι πυρήνες, παρόµοιες οριακές συνθήκες, 
διαφορικοί τελεστές που εφαρµόζονται στα ολοκληρώµατα. Η προσεγγιστική µέθοδος 
µπορεί να γίνει επίσης µε τη χρησιµοποίηση διαφορετικών συναρτήσεων βάσης, 
subdomain η entire domain, αλλά και µε τη χρήση testing functions. 
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2.5 Συµπεράσµατα για τη µέθοδο Galerkin στην ακριβή και στην 
προσεγγιστική εξίσωση του Hallén (Pocklington) µε subdomain basis 
functions 
 

2.5.1 Delta function generator 
 
Γνωρίζουµε ότι η ολοκληρωτική εξίσωση του Hallén για την εύρεση του ρεύµατος σε 
πεπερασµένη γραµµική κεραία, κεντρικά τροφοδοτούµενη από µια γεννήτρια delta-
function λαµβάνει δύο µορφές, ανάλογα µε την επιλογή του πυρήνα. Οι δύο πυρήνες 
αναφέρονται συνήθως ως ο ακριβής και ο προσεγγιστικός. Με τον προσεγγιστικό 
πυρήνα, η εξίσωση δεν έχει λύση, όπως έχουµε αναφέρει σε προηγούµενο κεφάλαιο. 
Στην παράγραφο αυτή θα µελετήσουµε τα συµπεράσµατα που προέκυψαν από την 
εφαρµογή της µεθόδου Galerkin στις δύο µορφές της ολοκληρωτικής εξίσωσης, για 
παλµικές συναρτήσεις βάσης, και στη συνέχεια θα επιχειρήσουµε να τα συσχετίσουµε 
µε τα δικά µας συµπεράσµατα. 
 
Η ολοκληρωτική εξίσωση του  Hallén έχει την παρακάτω µορφή: 
 

 ( ') ( ') ' sin cos ,
2

h

oh

iK z z I z dz V k z C kz h z h
ζ−

− = + − < <∫  (2.56) 

 
Αριθµητικές µέθοδοι, και κυρίως η µέθοδος των ροπών, έχουν συχνά εφαρµοστεί στην 
(2.56). Στην πραγµατικότητα, η απ’ ευθείας αριθµητική λύση της (2.56), προτείνεται, 
συχνά, στα συγγράµµατα ως η προτιµώµενη µέθοδος για τον καθορισµό της 
ρευµατικής κατανοµής σε µια γραµµική κεραία. Παρόλο που σε πολλές περιπτώσεις, 
µπορούν να προκύψουν χρήσιµα αποτελέσµατα, χωρίς λεπτοµερή γνώση των 
δυσκολιών που σχετίζονται µε την εφαρµογή αριθµητικών µεθόδων στην (2.56), το να 
κατανοήσουµε τις δυσκολίες αυτές είναι σηµαντικό.  
 
Ακόµα και η πολύ απλή εξίσωση (2.56) παρουσιάζει σηµαντικές δυσκολίες και µε τον 
ακριβή και µε τον προσεγγιστικό πυρήνα. Στην τελευταία περίπτωση, οι πιο 
αξιοσηµείωτες δυσκολίες είναι συνέπεια της µη επιλυσιµότητας της εξίσωσης. Οι 
ερωτήσεις που θα επιχειρήσουµε να απαντήσουµε είναι: 1)Τι θα πάρουµε αν 
εφαρµόσουµε µια αριθµητική µέθοδο στην (2.56) και 2)Κάτω από ποιες συνθήκες, οι 
αριθµητικές λύσεις που προκύπτουν για τους δύο πυρήνες είναι ίδιες. 
 
Όπως έχουµε ξαναπεί, από τη στιγµή που η προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση δεν 
έχει λύση, σε γενικές γραµµές διαφορετικές µέθοδοι δίνουν διαφορετικά αποτελέσµατα. 
Συνεπώς για την περίπτωση της προσεγγιστικής ολοκληρωτικής εξίσωσης το πρώτο 
ερώτηµα έχει νόηµα για µια συγκεκριµένη αριθµητική µέθοδο. Η µέθοδος που 
χρησιµοποιείται, όπως είπαµε, είναι η µέθοδος Galerkin µε παλµικές συναρτήσεις 
βάσης. Επιπλέον, για να λάβουµε µια ικανοποιητική απάντηση στο δεύτερο ερώτηµα, 
τα µεγέθη { }Re ( )I z V  και { }Im ( )I z V  εξετάζονται ξεχωριστά. 
 
Τα κυριότερα αποτελέσµατα που θα παρουσιαστούν, έχουν προκύψει από την 
αναλυτική µελέτη του απλούστερου προβλήµατος της άπειρης κεραίας και την 
εφαρµογή της γνώσης που αποκτήθηκε έτσι, στην περίπτωση της πεπερασµένης 
κεραίας – [3]. Τα αποτελέσµατα αυτά, επιβεβαιώνονται και συµπληρώνονται από 
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αριθµητικά αποτελέσµατα. Το πλεονέκτηµα αυτής της προσέγγισης είναι ότι κάποιος 
µπορεί να καταλάβει µε σαφήνεια πώς εξαρτώνται οι αριθµητικές λύσεις από τις 
παραµέτρους. Στην περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, αυτή η εξάρτηση δεν είναι 
καθόλου προφανής. Επιπλέον οι αναλυτικές προβλέψεις δεν ενέχουν λάθη roundoff, 
στα οποία οι αριθµητικές λύσεις είναι πολύ επιρρεπείς.  
  
Στην περίπτωση της ακριβούς ολοκληρωτικής εξίσωσης για την άπειρη κεραία 
προκύπτει ότι: 
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ενώ στην περίπτωση της προσεγγιστικής εξίσωσης για την άπειρη κεραία : 
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 (2.58) 

 
Από την (2.58) φαίνεται ότι όταν το  πλάτος του παλµού oz  είναι µικρό, η αριθµητική 
µέθοδος έχει ως αποτέλεσµα ένα µεγάλο, καθαρά φανταστικό, γρήγορα ταλαντούµενο 
ρεύµα, για σηµεία στην κεραία όχι πολύ µακριά από το σηµείο τροφοδοσίας. Από την 
άλλη, µε το onz  σταθερό, µπορεί να αποδειχθεί ότι η αριθµητική µέθοδος οδηγεί σε 
πεπερασµένο πραγµατικό µέρος του ρεύµατος. Αυτό το πραγµατικό µέρος είναι πολύ 
κοντά στην αντίστοιχη ποσότητα για την ακριβή ολοκληρωτική εξίσωση και τα δύο 
µέρη γίνονται ίδια στο όριο 0ka → . 
 
Ας επιστρέψουµε στην πεπερασµένη κεραία. Υποθέτουµε ότι oz aλ λ<<  και θα 
συζητήσουµε τη συµπεριφορά της αριθµητικής λύσης σε συνάρτηση µε τα αναλυτικά 
αποτελέσµατα για την άπειρη κεραία. Για την ακριβή ολοκληρωτική εξίσωση, η 
αριθµητική λύση αναπαράγει τη λογαριθµική ανωµαλία στο { }Im ( )exI z V , όπως στην 
περίπτωση της άπειρης κεραίας. Για την προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση, τα 
µεγέθη { },Re ap nI V και { },Re ex nI V είναι πολύ κοντά, ενώ, κοντά στο σηµείο 

τροφοδοσίας οι τιµές του { },Im ap nI V  είναι µεγάλες και ταλαντώνονται ταχύτατα. 
Στην πραγµατικότητα, αυτές οι τιµές προσεγγίζονται πάρα πολύ από τις αντίστοιχες 
τιµές του { },Im ap nI V∞  για την περίπτωση της άπειρης κεραίας και την ασυµπτωτική 
διατύπωση (2.58). 
 
Οι παραπάνω ισχυρισµοί έχουν επιβεβαιωθεί από εκτεταµένους αριθµητικούς 
υπολογισµούς. Στα σχήµατα 1 και 2 - [3] -  παρουσιάζονται κάποια χαρακτηριστικά 
αποτελέσµατα, για 200N = , 0.25h λ = και α/λ=0.007022 έτσι ώστε 5.6oa z = , που 
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είναι σχετικά µεγάλο. Στο [3,σχ. 1] φαίνεται το { }Re nI V , µε ευθεία γραµµή για την 
ακριβή εξίσωση και διακεκοµµένη για την προσεγγιστική. Αν εξαιρέσουµε την περιοχή 
z h=  (ή 200n = ), οι δύο λύσεις µοιάζουν να είναι αρκετά κοντά. Στο [3,σχ. 2] 
παρουσιάζονται τα φανταστικά µέρη. Στη λύση για την περίπτωση του ακριβούς 
πυρήνα, είναι φανερή µια συµπεριφορά που µοιάζει µε λογαριθµική ανωµαλία. Για την 
περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, µόνο οι τιµές του { },Im ap nI V  µεταξύ 0 και 
0.01 φαίνονται. Οι υπόλοιπες τιµές είναι µεγάλες κι εκτός κλίµακας.  
 
Για την περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, ταλαντώσεις παρατηρούνται στις 
καµπύλες και των δύο σχηµάτων [3,σχ. 1-2], κοντά στο άκρο z h= . Οι ταλαντώσεις 
εδώ είναι µικρότερες από αυτές του φανταστικού µέρους κοντά στο 0. Φυσικά, αυτό το 
φαινόµενο δε συµβαίνει στην περίπτωση της κεντρικά τροφοδοτούµενης άπειρης 
κεραίας, η οποία δεν έχει άκρα. Παρόµοιες ταλαντώσεις, συµβαίνουν όταν η 
αριθµητική µέθοδος εφαρµόζεται στην ολοκληρωτική εξίσωση για την πεπερασµένη 
unloaded receiving antenna. Συνεπώς, το φαινόµενο αυτό δεν µπορεί να αποδοθεί στο 
delta function generator.  
 
Τώρα θα µελετήσουµε µε µεγαλύτερη λεπτοµέρεια την οµοιότητα πραγµατικών µερών 
των αγωγιµοτήτων εισόδου, { },0Re exI V  και { },0Re apI V , υποθέτοντας ότι ο λόγος 

0 /z λ είναι µικρός και ίδιος για τις δύο περιπτώσεις. Όταν ο λόγος  h λ  είναι σταθερός, 
η διαφορά των δύο πραγµατικών µερών, γίνεται µικρότερη, όταν ο λόγος a λ  γίνεται 
µικρότερος, όπως και στην περίπτωση της άπειρης κεραίας. Όταν ο λόγος a λ  είναι 
σταθερός, και τα δύο πραγµατικά µέρη παρουσιάζουν µεγάλη εξάρτηση από το λόγο 
h λ , και το ίδιο κάνει και η διαφορά τους. Αριθµητικοί υπολογισµοί µε 

0.5h λ ≤ δείχνουν ότι, µε την εξαίρεση µιας περιοχής κοντά στο σηµείο συντονισµού, 
οι δύο λύσεις έρχονται πιο κοντά όσο ο λόγος h λ  γίνεται µεγαλύτερος. Η αιτία για 
την οποία συµβαίνει αυτό είναι ότι η διαφορά µεταξύ των δύο πυρήνων γίνεται 
λιγότερο έντονη όταν το h λ γίνεται µεγαλύτερο. Στην περιοχή κοντά στο σηµείο 
συντονισµού, η τιµή του h λ  είναι πιο κρίσιµη. Κοντά στο σηµείο συντονισµού, ή 
όταν το h λ  είναι µικρό και το a λ  είναι µεγάλο, η διαφορά µεταξύ των 

{ },0Re exI V και { },0Re apI V µπορεί να είναι σηµαντική. 
 
Πρακτικά και το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής είναι 
ίσης σηµασίας. Μια ερώτηση που προκύπτει µετά την εξέταση της συµπεριφοράς της 
λύσης για µεγάλο N , είναι ποια είναι η καλύτερη επιλογή του N . Το σύνηθες 
κριτήριο όταν εφαρµόζουµε αριθµητικές µεθόδους είναι να µεγαλώνουµε το N  µέχρι 
η λύση να συγκλίνει σε µια ικανοποιητική τελική τιµή. Για τον ακριβή πυρήνα, αυτό το 
κριτήριο είναι χρήσιµο µόνο αν αγνοήσουµε τις τιµές του { },Im ex nI V  όταν το n  είναι 

πολύ µικρό. Συγκεκριµένα, από τη στιγµή που { }Im (0)exI V = −∞ , κριτήρια όπως η 
σύγκλιση της αντίστασης εισόδου δεν πρέπει να χρησιµοποιούνται για τον ακριβή 
πυρήνα. 
 
Για τον προσεγγιστικό πυρήνα, το παραπάνω κριτήριο δεν µπορεί να χρησιµοποιηθεί. 
Από τη στιγµή που παρουσιάζονται ταλαντώσεις κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας, όταν 

/ /oz aλ λ<<  ή /N h a>> , είναι απαραίτητο να επιλέξουµε πλάτος παλµού 
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/ /oz aλ λ≥
%

 ή /N h a≤
%

 όταν ζητείται το { }Im ( )I z V . Η βέλτιστη λύση για το N  
πρέπει να είναι αυτή που δίνει τα πλησιέστερα αποτελέσµατα σε αυτά που προκύπτουν 
µε τον ακριβή πυρήνα. Καθορισµός της τιµής αυτής από πριν δεν είναι δυνατός. Το 
κριτήριο της εγγύτητας των λύσεων µπορεί να διαµορφωθεί µε διαφορετικούς τρόπους. 
Για παράδειγµα, οι λύσεις µπορούν να θεωρηθούν κοντά, όταν τα φανταστικά µέρη 
των αγωγιµοτήτων εισόδου είναι κοντά, ή όταν το { },Im ex nI V  είναι κοντά στο 

{ },Im ap nI V  για 1 n N<< << . 
 
Κλείνοντας, θα αναφερθούµε στα λάθη roundoff, εστιάζοντας στις ιδιότητες του 
πίνακα A του προκύπτοντος συστήµατος. Ο πίνακας προκύπτει από τη διακριτοποίηση 
µιας ολοκληρωτικής εξίσωσης Fredholm πρώτου είδους, και τέτοιοι πίνακες είναι 
τυπικά ill conditioned. Ο συνηθισµένος κανόνας ότι όσο πιο οµαλός είναι ο πυρήνας 
τόσο πιο ill-conditioned είναι το σύστηµα, µπορεί να εφαρµοστεί στην περίπτωσή µας: 
o ( )exK z  παρουσιάζει λογαριθµική ανωµαλία στο 0z =  για οποιαδήποτε τιµή του ka , 
και γι’ αυτό δεν έχουµε σοβαρό ill conditioning. Με άλλα λόγια, ένας τυπικός 
σύγχρονος υπολογιστής µπορεί µε ευκολία να λύσει τα συστήµατα που προκύπτουν 
από την εφαρµογή της µεθόδου στην εξίσωση (2.56) ακόµα κι αν το N  είναι σχετικά 
µεγάλο. 
 
Στην περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα, η κατάσταση είναι διαφορετική. Ο 
πυρήνας ( )apK z είναι αναλυτική συνάρτηση του z , αλλά το πραγµατικό του µέρος έχει 
κορυφή στο 0z =  όταν 1ka << . Αριθµητικές έρευνες (ειδικότερα, υπολογισµοί του L1 
condition number) δείχνουν ότι η παράµετρος / oa z  ή /Na h  µπορεί να ληφθεί 
χοντρικά ως µέτρο του ill conditioning.   
 
Η ανάλυση που προηγήθηκε για  τον προσεγγιστικό πυρήνα, δείχνει ότι οι ταλαντώσεις 
που παρατηρήθηκαν δεν οφείλονται σε λάθη roundoff, και ότι θα συνέβαιναν ακόµα 
και σε έναν υπολογιστή µε άπειρο µήκος λέξης. Επίσης έχει αποδειχθεί -[3]-  ότι τα 
ίδια αποτελέσµατα, µε πεπερασµένο N , για το φανταστικό µέρος προκύπτουν και µε 
διαφορετική επιλογή συναρτήσεων βάσης και δοκιµής υποπεδίου. 
 
Για να συνοψίσουµε, για την πεπερασµένη κεραία και τον προσεγγιστικό πυρήνα, 
κάποια από τα βασικά συµπεράσµατα είναι: 

1) Η αναπόφευκτη εµφάνιση ταλαντώσεων κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας για το 
{ }Im nI V  όταν ο αριθµός N  των παλµικών συναρτήσεων ικανοποιεί 

/N h a>> . 
2) Παρόµοια αποτελέσµατα έχουµε και µε επεκτάσεις σε άλλες αριθµητικές 

µεθόδους (άλλη επιλογή συναρτήσεων βάσης /δοκιµής) 
3) Παρόµοια αποτελέσµατα έχουµε και για την αντίστοιχη εξίσωση του 

Pocklington 
 
Παρόλο που περιµένουµε κάποια αφύσικη συµπεριφορά, όχι εξαιτίας του σφάλµατος 
roundoff, όταν εφαρµόζουµε µια αριθµητική µέθοδο σε µια ολοκληρωτική εξίσωση 
χωρίς λύση, είναι εκπληκτικό το γεγονός ότι σε µεγάλο βαθµό ακριβείας, το πλάτος 
των προαναφερθέντων ταλαντώσεων αυξάνει εκθετικά µε το N . Οι µεγάλες 
ταλαντώσεις είναι συνέπεια των ιδιοτήτων του προσεγγιστικού πυρήνα και της µορφής 
του δεξιού µέλους της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Άλλωστε γνωρίζουµε ότι αν µια 
εξίσωση είναι πολύπλοκη κι ειδικά αν ο πυρήνας είναι peaked, όπως στη συγκεκριµένη 
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περίπτωση, τότε ο αριθµός των υπολογισµών των ολοκληρωτέων ποσοτήτων αυξάνει 
σηµαντικά κι αν το N γίνει µεγαλύτερο τότε οι ολοκληρωτέοι συντελεστές 
ταλαντώνονται και γι’ αυτό είναι πιο δύσκολο να υπολογιστούν. 
 
Σε εφαρµογές, ποσότητες όπως η αγωγιµότητα εισόδου, που προκύπτουν από το 
πραγµατικό και το φανταστικό µέρος του ρεύµατος, είναι ποσότητες που µας 
ενδιαφέρουν. Με τον ακριβή πυρήνα, η κυριότερη δυσκολία στον καθορισµό τέτοιων 
ποσοτήτων είναι το γεγονός ότι { }Im (0) /I V = −∞ , ένα χαρακτηριστικό που τελικά θα 
εµφανιστεί σε µια απ’ ευθείας αριθµητική λύση. Για την περίπτωση του 
προσεγγιστικού πυρήνα, η κατάσταση είναι πιο πολύπλοκη. Το πλάτος του παλµού 

0 /z λ  δε µπορεί να επιλεγεί πάρα πολύ µικρό και σπάνια βρίσκουµε στη βιβλιογραφία 

0 /z λ  πολύ µικρό. Αντιθέτως, κάποιος πρέπει να επιλέξει το 0 /z λ  σύµφωνα µε το 
κριτήριο 0/ / /a z hλ λ λ≤ <<

%
 ,ή να επιλέξει το N  σύµφωνα µε τη συνθήκη 

1 /N h a<< ≤
%

 . Η επιλογή του N  είναι προτιµότερο να βασιστεί στη σηµαντική 
παράµετρο h a  παρά στον αριθµό σηµείων ανά µήκος κύµατος. Όταν το N  είναι µέσα 
στο προαναφερθέν πεδίο, χρήσιµες τιµές µπορούν να ληφθούν σε πολλές περιπτώσεις.    
 
 

2.5.2 Magnetic frill generator 
 
Η ολοκληρωτική εξίσωση του  Hallén µε frill generator έχει την παρακάτω µορφή: 
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Από τη µελέτη της άπειρης κεραίας προκύπτει ότι η λύση της ολοκληρωτικής εξίσωσης 
προκύπτει: 
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               (2.59) 

 
Η εξίσωση (2.59) είναι η λύση της  προσεγγιστικής εξίσωσης του Hallén – [8]. Μπορεί 
κανείς να εφαρµόσει το µετασχηµατισµό Fourier στην αντίστοιχη εξίσωση του 
Pocklington και φυσικά να καταλήξει στο συµπέρασµα ότι η (2.59) είναι η λύση και 
αυτής της εξίσωσης. Η ίδια λύση ισχύει τόσο για τον προσεγγιστικό όσο και για τον 
ακριβή πυρήνα, όπου βέβαια στη θέση του ( ),K aζ  , εννοείται ο αντίστοιχος πυρήνας. 
Μπορεί να αποδειχθεί - [8] - ότι οι λύσεις που προκύπτουν στις περιπτώσεις του 
ακριβή και του προσεγγιστικού πυρήνα είναι πολύ κοντά η µία στην άλλη και ότι οι 
δύο ποσότητες γίνονται ίδιες όταν πάρουµε το όριο 0ka → . 
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Το αξιοσηµείωτο σε αυτή την περίπτωση είναι ότι ακόµα και στην περίπτωση του 
προσεγγιστικού πυρήνα το ολοκλήρωµα της (2.59) συγκλίνει οπότε η εξίσωση που 
περιγράφει την κατανοµή ρεύµατος για το δίπολο απείρου µήκους έχει λύση. Από [8,eq. 
18] και γνωρίζοντας την ασυµπτωτική συµπεριφορά το oK  µπορούµε να κάνουµε την 
παρακάτω προσέγγιση: 
 

( ) 1 1, ,
2 2

a
apK a e

a
ζζ

π ζ
−  καθώς ζ → +∞  

 
Όταν λοιπόν apK K=  στην (2.59), ο παρονοµαστής της υπό ολοκλήρωση ποσότητας 
είναι εκθετικά πολύ µικρός και το ίδιο ισχύει και για τον αριθµητή. Αλλά αφού b a>  
ολόκληρη η ποσότητα που βρίσκεται µέσα στο ολοκλήρωµα συµπεριφέρεται όπως η 

συνάρτηση 2

1
ζ

 µε συνέπεια το ολοκλήρωµα να συγκλίνει. Αυτό το συµπέρασµα 

έρχεται σε αντίθεση µε την περίπτωση του delta-function generator,  που όπως είδαµε ο 
παρονοµαστής της αντίστοιχης υπό ολοκλήρωσης ποσότητας είναι εκθετικά πολύ 
µικρός έτσι ώστε ολόκληρη η ποσότητα να είναι εκθετικά πολύ µεγάλη και το 
αντίστοιχο ολοκλήρωµα να αποκλίνει. Έτσι, λοιπόν, για την απείρου µήκους κεραία 
και µε τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα οι εξισώσεις του Hallén και του 
Pocklington δεν έχουν λύση για την περίπτωση του delta-function generator, ενώ 
υπάρχει λύση στην περίπτωση του frill generator και έχει τη µορφή της σχέσης (2.59). 
Μέχρι τώρα ήταν σχεδόν φανερό ότι οι περισσότερες ολοκληρωτικές εξισώσεις µε τη 
χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα δεν είχαν λύση. Η περίπτωση αυτή δείχνει να 
αποτελεί εξαίρεση. 
 
Στη συνέχεια θα περάσουµε στο πεπερασµένο δίπολο και θα δούµε τι προκύπτει από 
την εφαρµογή της µεθόδου Galekrin µε subdomain συναρτήσεις βάσης, κι ειδικότερα 
ορθογώνιους παλµούς στη εξίσωση τύπου Hallén (Pocklington). Μετά από µελέτη της 
συµπεριφοράς των αριθµητικών λύσεων, έχουν προκύψει τα ακόλουθα : 

1) Αν υποθέσουµε ότι το N  κυµαίνεται από πολύ µικρές µέχρι µεγάλες τιµές οι 
ταλαντώσεις πρωτοπαρουσιάζονται όταν το N  γίνεται µεγαλύτερο από τη 
σηµαντική παράµετρο /h a . Γίνονται πιο γρήγορες καθώς το N  αυξάνει. 

2) Για σταθερό /h λ , /a λ και N  οι τιµές των ταλαντώσεων αλλάζουν πολύ λίγο 
αν αλλάξουµε το /b λ . (Το κυριότερο φαινόµενο αν αλλάξουµε το λόγο /b λ  
είναι µια αλλαγή του φανταστικού µέρους { },Im ap nI V  κοντά στο 0n = ). 
Επιπλέον, οι τιµές των ταλαντώσεων είναι αριθµητικά κοντά στις αντίστοιχες 
τιµές για την περίπτωση του  delta-function generator.  

 
Σε πολλές εφαρµογές, κάποιος µπορεί να ενδιαφέρεται µόνο για την αγωγιµότητα στο 
σηµείο τροφοδοσίας – πραγµατικό και φανταστικό µέρος – κι όχι για τη ρευµατική 
κατανοµή. Σε αυτές τις περιπτώσεις µπορεί κανείς να αγνοήσει τις ταλαντώσεις κοντά 
στα άκρα του διπόλου και να χρησιµοποιήσει τιµές του N  µεγαλύτερες του /h a . 
Αυτή η «ελαστικότητα» (σε σύγκριση µε την περίπτωση του delta-function generator 
όπου η συνθήκη /N h a<

%  είναι απαραίτητη, όταν ζητείται η αγωγιµότητα εισόδου) και 
πάλι δε λύνει το πρόβληµα της εύρεσης της βέλτιστης τιµής για το N . 
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Ταλαντώσεις παρόµοιες µε αυτές που παρατηρούνται για τη µέθοδο που παρουσιάσαµε, 
συµβαίνουν, επίσης, στις εξισώσεις του Hallén και του Pocklington κι όταν άλλες 
συναρτήσεις βάσης και δοκιµής χρησιµοποιούνται. 
 
Τα βασικότερα συµπεράσµατα για ένα δίπολο κεντρικά τροφοδοτούµενο από magnetic 
frill generator, για τις  εξισώσεις του Hallén και του Pocklington µε τον προσεγγιστικό 
πυρήνα είναι τα ακόλουθα: 
 

• Για το δίπολο απείρου µήκους τόσο η  προσεγγιστική εξίσωση του Hallén όσο 
και η  προσεγγιστική εξίσωση του Pocklington έχουν λύση (σε αντίθεση µε το 
delta-function generator που όπως είδαµε καµία από τις δύο εξισώσεις δεν έχει 
λύση). 

• Για το δίπολο πεπερασµένου µήκους, σε αντίθεση µε την περίπτωση της 
άπειρης κεραίας, οι εξισώσεις του  Hallén και του Pocklington δεν έχουν λύση. 
Για να το αποδείξουµε αυτό ήταν απαραίτητο να επεκτείνουµε και να 
τροποποιήσουµε το θεώρηµα αναλυτικής συνέχειας το οποίο δεν εφαρµόζεται 
ευθέως. Εξηγήσαµε το γεγονός ότι από φυσική άποψη δεν υπάρχει λύση. 

• Για το δίπολο απείρου µήκους και την εφαρµογή της µεθόδου Galerkin µε 
παλµικές συναρτήσεις βάσης στην εξίσωση του Hallén, αποδεικνύεται 
αναλυτικά ότι η αριθµητική λύση παρουσιάζει σύγκλιση στην πραγµατική λύση 
στο όριο του µηδενικού παλµού βάσεως (στο delta-function generator η 
αριθµητική λύση αποκλίνει σε αυτό το όριο, όπως είδαµε πριν, και γρήγορες 
ταλαντώσεις εµφανίζονται στο σηµείο τροφοδοσίας οι οποίες πλησιάζουν αυτές 
του πεπερασµένου διπόλου. 

• Αν εφαρµόσουµε τη µέθοδο του Galerkin µε  παλµικές συναρτήσεις βάσης στο 
πεπερασµένο δίπολο είναι λογικό να περιµένει κανείς, κοντά στο σηµείο 
τροφοδοσίας, οι αριθµητικές λύσεις να προσεγγίζουν τις αντίστοιχες του 
διπόλου απείρου µήκους. Πιο συγκεκριµένα, δεν πρέπει να περιµένουµε 
ταλαντώσεις κοντά στο σηµείο εφαρµογής της τάσης. 

• Αντίθετα, θα περίµενε κανείς οι αριθµητικές λύσεις να εµφανίζουν ταλαντώσεις 
κοντά στα άκρα του διπόλου, όπως στις περισσότερες περιπτώσεις 
ολοκληρωτικών εξισώσεων αυτής της µορφής. Η σηµαντικότερη παράµετρος 
φαίνεται να είναι εδώ ο αριθµός των συναρτήσεων βάσης, διαιρεµένος µε τον 
παράγοντα /h a  κι όχι ο αριθµός των σηµείων ανά µήκος κύµατος όπως θα 
περίµενε κανείς. 

• Τέλος, η προαναφερθείσα παράµετρος φαίνεται να σχετίζεται στενά µε το 
condition number του πίνακα του συστήµατος. 

 
 
Όλα τα αριθµητικά αποτελέσµατα που συζητήθηκαν προηγουµένως δεν ενέχουν λάθη 
roundoff. Οι ταλαντώσεις κοντά στο z h=  δεν οφείλονται σε roundoff error. Συνεπώς, 
οι ταλαντώσεις δεν εξαρτώνται από το συγκεκριµένο hardware και λογισµικό και δε 
µπορούν να αντιµετωπιστούν µε πιο ισχυρούς υπολογιστές.  
 
Πιο συγκεκριµένα, οι ταλαντώσεις δεν οφείλονται στο ill conditioning του πίνακα. 
Παρόλα αυτά, όπως συµβαίνει στις ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Fredholm πρώτου 
είδους, το ill conditioning του πίνακα είναι ένα σηµαντικό φαινόµενο. Οι τιµές του 1-
norm condition number c του πίνακα του προκύπτοντος συστήµατος για διάφορες τιµές 
των N , /h λ , /a λ , είναι πολύ µεγάλες, κάτι που φανερώνει σοβαρό ill-conditioning 
του πίνακα. Για ικανοποιητικά µεγάλο N , και σε ένα υψηλό βαθµό προσέγγισης, ο c 
αυξάνει εκθετικά µε το µέγεθος του πίνακα N . Για σταθερό N , ο c είναι µια ταχύτατα 
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αυξανόµενη συνάρτηση του /a h . Επιπλέον για διαφορετικές τιµές του /h λ  και /a λ  
έχουµε τον ίδιο c, από τη στιγµή που το /h a  είναι σταθερό. Έτσι, για µια ακόµα φορά 
το /h a  είναι η σηµαντική παράµετρος. Με τον ακριβή πυρήνα το ill conditioning είναι 
πολύ λιγότερο, αυξάνει µε µικρότερο ρυθµό µε το N  και το /h a  δεν είναι  σηµαντική 
παράµετρος. 
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2.6 Θεωρία Αριθµητικών σφαλµάτων υπολογιστή - Roundoff 
 
Όταν ένας υπολογιστής επεξεργάζεται αριθµούς και εκτελεί πράξεις µεταξύ τους, οι 
αριθµοί αυτοί και τα αποτελέσµατα προσεγγίζονται µε αποκοπή, δηλαδή είτε µε κοπή 
των τελευταίων δεκαδικών είτε µε στρογγυλοποίηση. Συγκεκριµένα ο υπολογιστής 
αποθηκεύει πρώτα τους αριθµούς σε ένα πεπερασµένο αριθµό θέσεων µνήµης. Άρα 
τους παριστάνει προσεγγιστικά µε ένα πεπερασµένο αριθµό ψηφίων και µετά, καθώς 
εκτελεί τις πράξεις,  τα αποτελέσµατα πάλι αποθηκεύονται µε αποκοπή. Τα σφάλµατα 
αποκοπής (roundoff errors) που προκύπτουν συσσωρεύονται και τα τελικά 
αποτελέσµατα µπορεί να είναι πολύ διαφορετικά από τα ακριβή. Από αυτά δηλαδή, 
που προκύπτουν, αν χρησιµοποιούσαµε άπειρη ακρίβεια στην παράσταση των αριθµών 
και στις πράξεις. Το φαινόµενο αυτό εντείνεται, αν λάβουµε υπόψη το τεράστιο πλήθος 
πράξεων που εκτελεί ένας σύγχρονος υπολογιστής για να λύσει προβλήµατα µεγάλης 
κλίµακας µε τις διάφορες αριθµητικές µεθόδους. 
 
Στην αριθµητική κινητής υποδιαστολής, ένας πραγµατικός αριθµός a  παριστάνεται σε 
δεκαδική µορφή µε: 
 

1 2(0. ...) 10ka d d= ± ⋅   
 
όπου 1 2, ,...d d  είναι ακέραιοι αριθµοί, µε 0 9id≤ ≤  για κάθε i , και 1 0d ≠ . Ένας 
υπολογιστής µε ακρίβεια s  σηµαντικών ψηφίων αποθηκεύει τον a  µε αποκοπή στη 
µορφή: 
 

' ' '
1 2( ) (0. ... ) 10k

sa fl a d d d → = ± ⋅  
 
όπου '

1 0d ≠ . Ο αριθµός ' ' '
1 2(0. ... )sd d d±  καλείται δεκαδικό µέρος του a  και το k  

εκθέτης του a , µε 1 2k k k− ≤ ≤ , όπου 1 2,k k  είναι τα όρια που εξαρτώνται από τον 
υπολογιστή. Τα s δεκαδικά ψηφία ' ' '

1 2... sd d d  καλούνται σηµαντικά ψηφία του a .  
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2.7 Condition- Ευστάθεια συστήµατος 
 
Η έννοια του condition είναι σηµαντική στα εφαρµοσµένα µαθηµατικά. Αν µικρές 
αλλαγές των δεδοµένων κάποιου προβλήµατος οδηγούν πάντα σε σχετικά µικρές 
αλλαγές στη λύση του προβλήµατος, τότε λέµε ότι το πρόβληµα είναι well-conditioned 
(καλής κατάστασης). Αν µικρές αλλαγές στα δεδοµένα κάποιου προβλήµατος µπορούν 
κάποιες φορές να οδηγήσουν σε απαράδεκτα µεγάλες αλλαγές στη λύση του 
προβλήµατος, τότε λέµε ότι το πρόβληµα είναι ill-conditioned (κακής κατάστασης).Ο 
λόγος για τη µεγάλη σηµασία αυτής της έννοιας είναι προφανής: Σε εφαρµοσµένα 
προβλήµατα, τα δεδοµένα είναι σχεδόν πάντα ανακριβή, εξαιτίας αριθµητικών 
σφαλµάτων και σφαλµάτων µοντελοποίησης. Έτσι, είναι ουσιώδες για εµάς να 
γνωρίζουµε τι επίδραση έχουν στη λύση του προβλήµατος αυτές οι ανακρίβειες των 
δεδοµένων.  
 
Θεωρούµε το condition της λύσης x  του συστήµατος εξισώσεων Ax b= , συναρτήσει 
των δεδοµένων b και A . Θέλουµε να δούµε πόσο αλλάζει η λύση x  - ας υποθέσουµε 
από x  ως x xδ+ - όταν αλλάζουν τα δεδοµένα b και A - ας υποθέσουµε b bδ+  και 
A Aδ+ .  
 
Θεώρηµα (condition εξισώσεων) 
 
Θεωρούµε το Α nonsingular και µε ⋅  εννοούµε οποιαδήποτε διανυσµατική νόρµα και 
την αντίστοιχή της φυσική νόρµα πίνακα. Ας υποθέσουµε ότι το x  λύνει το σύστηµα 
Ax b= , ενώ το  x xδ+  λύνει το σύστηµα ( )( )A A x x b bδ δ δ+ + = +  για κάποιες 
µεταβολές bδ  και Aδ , των δεδοµένων. Υποθέτουµε ότι η µεταβολή Aδ  είναι αρκετά 
µικρή έτσι ώστε να ισχύει 1a < , όπου ( ) 1a A Aδ −=  ή ( )1a A Aδ−= . Τότε η αλλαγή 

xδ  στη λύση ικανοποιεί: 
 

( )
x b A

M c A
x b A

δ δ δ 
≤ ⋅ ⋅ +  

 
 

 
όπου 1/(1 )M a= −  και 1( )c A A A−=  είναι το λεγόµενο condition number (δείκτης 
κατάστασης) του Α. 
 
Απόδειξη 
 
Καθώς  1a < , συνεπάγεται ότι ο A Aδ+  είναι nonsingular και δίνει ένα όριο στη 
νόρµα του αντιστρόφου του. Καθώς ο A Aδ+  είναι  nonsingular, η λύση x xδ+ στο 
διαταραγµένο πρόβληµα  υπάρχει. Στην πραγµατικότητα το xδ  από µόνο του λύνει: 
 

( )A A x b b Ax Ax b Axδ δ δ δ δ δ+ = + − − = −  
 
έτσι ώστε: 
 

( ) ( )1x A A b Axδ δ δ δ−= + −  
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Εφαρµόζοντας το άνω όριο, σε αυτή τη σχέση για το xδ  παίρνουµε: 
 

( )

1

1

x M A b Ax

M A b A x

δ δ δ

δ δ

−

−

≤ ⋅ ⋅ −

≤ ⋅ ⋅ +
 

 
Συνεπώς: 
 

1

1

x b
M A A

x x

b
M A A

b A

δ δ
δ

δ
δ

−

−

 
≤ ⋅ ⋅ +  

 
 

≤ ⋅ ⋅ +  
 

 

 
καθώς το  b Ax=  συνεπάγεται ότι b A x≤ . Απλοποιώντας, παίρνουµε: 
 

( )
x b A

M c A
x b A

δ δ δ 
≤ ⋅ ⋅ +  

   
 

όπως απαιτείται για την ολοκλήρωση της απόδειξης. 
 
Για να κατανοήσουµε τι λέει αυτό το θεώρηµα σχετικά µε το condition, ας υποθέσουµε 
ότι αποφασίζουµε να µετρήσουµε το µέγεθος των αλλαγών yδ στις ποσότητες 

y εξετάζοντας το 
y

y
δ

- κοιτάζοντας το ολικό µέγεθος των αλλαγών, σε σχέση µε το 

ολικό µέγεθος των αρχικών ποσοτήτων. Μετά το θεώρηµα συγκρίνει τις αλλαγές στη 
λύση x  σε σχέση µε αυτές  των δεδοµένων b και A . Αν η αλλαγή Aδ  του A  είναι 
αρκετά µικρή, η σταθερά M στο θεώρηµα είναι κοντά στο 1. Σε αυτή την περίπτωση 
το όριο της αλλαγής x xδ  δε θα είναι πολύ µεγαλύτερο από τις αλλαγές στα 
δεδοµένα αν ο condition number: 
 

1( )c A A A−=  
 
δεν είναι πολύ µεγάλο. Αυτό σηµαίνει ότι ένα µέτριο condition number εγγυάται ότι οι 
εξισώσεις είναι well-conditioned: Μικρές αλλαγές στα δεδοµένα προκαλούν σχετικά 
µικρές αλλαγές στη λύση. Αν το ( )c A  είναι µεγάλο, παρόλα αυτά, οι αλλαγές στο x  
που προκαλούνται από τις αλλαγές στα δεδοµένα µπορεί να είναι πολύ µεγαλύτερες 
από τις αλλαγές των δεδοµένων (το αν αυτό όντως συµβαίνει εξαρτάται από το 
συγκεκριµένο b αλλά είναι συνήθως σωστό να θεωρούµε ένα τέτοιο σύστηµα ως ill-
conditioned). 
 
Το νόηµα του condition number ( )c A µπορεί να εξεταστεί κι από άλλη οπτική γωνία. 
Αν ο Α είναι nonsingular, γνωρίζουµε  ότι κι ο R A+  είναι nonsingular για όλα τα 
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R που ικανοποιούν τη σχέση 11/R A−< . Μπορούµε να αναδιατυπώσουµε την 
απαίτηση για το R : 
 

1 ( )R A c A<  
 

Αυτό σηµαίνει ότι ο A Aδ+  είναι nonsingular αν ισχύει 1
( )

A
A c A

δ
< . Για να το 

θέσουµε διαφορετικά, αν ο A Aδ+  είναι singular, τότε  1
( )

A
A c A

δ
≥   και συνεπώς 

( )
A

c A
Aδ

≥ . 

 
Στην πραγµατικότητα, το ( )c A  - ακριβέστερα ο αντίστροφός του - µετράει πόσο 
απέχει ο Α από τον πλησιέστερο singular πίνακα.  
 
Είναι ατυχές -για πρακτικούς σκοπούς- το γεγονός ότι δεν είναι εύκολο να 
αναγνωρίσουµε έναν ill-conditioned πίνακα Α - δηλαδή πίνακα µε µεγάλο condition 
number- απλά κοιτώντας µόνο τον Α. Καλά υπολογιστικά προγράµµατα για τη λύση 
του Ax b= , συνήθως παρέχουν στο χρήστη µια εκτίµηση του ( )c A  από πληροφορίες 
που συγκεντρώνουν κατά τη διάρκεια του υπολογισµού, αλλά είναι σπάνια πιθανό να 
υπολογίσουµε το ( )c A  χωρίς τέτοια υπολογιστική βοήθεια εκτός από απλές 
περιπτώσεις.  
 
Παράδειγµα  
 
Υποθέτουµε ότι ο πίνακας C  είναι πίνακας που αποτελείται από µετρήσεις τριών 
µεγεθών, όπου  C  : 
 

1.02 2.03 4.20
0.25 0.51 1.06
1.74 3.46 7.17

C
 
 =  
  

 

  
όπου κάθε µέτρηση µπορεί να ενέχει πειραµατικό σφάλµα µεγέθους 0.015. Για να 
καθορίσουµε την τάξη του C , βρίσκουµε µια µορφή του µε απαλοιφή Gauss. 
Ξεκινώντας από την πρώτη στήλη του πίνακα παίρνουµε: 
 

1.00 1.99 4.12
0 0.013 0.03
0 0.003 0.005

 
 − 
  

 

 
Αν δεχτούµε αυτούς τους αριθµούς µπορούµε να συνεχίσουµε για να βρούµε ότι η 
τάξη του πίνακα είναι 3. ∆εδοµένου του γεγονότος ότι οι αριθµοί µας περιέχουν 
πειραµατικά λάθη, αυτές οι δύο τελευταίες γραµµές µοιάζουν ύποπτα µε 0. Στη 
πραγµατικότητα, ο ελαφρά διαταραγµένος πίνακας: 
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1.02 2.03 4.20

' 0.26 0.517451... 1.070588...
1.74 3.462941... 7.164706...

C
 
 =  
  

 

 
οδηγεί ακριβώς στον: 
 
 

1.00 1.99 4.12
0 0 0
0 0 0

 
 
 
  

  

 
Από τη στιγµή που η µεγαλύτερη αλλαγή σε οποιοδήποτε στοιχείο από τον C στον 'C  
είναι 0.010588... 0.015< , το όριο του πειραµατικού σφάλµατος, τα δεδοµένα στον 

'C είναι εξίσου καλά µε αυτά στον C , του οποίου η τάξη ήταν 3 κι όχι 1. Από την 
οπτική του condition number, από τη στιγµή που 12.37C

∞
=  ενώ ο  'C  είναι singular 

και ' 0.028...C C
∞

− =  γνωρίζουµε ότι το condition number ( )c C  για τη νόρµα 

∞
⋅ είναι το λιγότερο 12.37 / 0.028 441≥ . Στην πραγµατικότητα, µεταβάλλοντας 

παρόµοια µε πριν  µόνο την τρίτη γραµµή του C , µπορούµε να βρούµε έναν ακόµα πιο 
κοντινό singular  πίνακα και να καταλήξουµε στο ότι ( ) 1502c C ≥ . Με τη χρήση του 
MATLAB ή παρόµοιου λογισµικού για την εύρεση του αντιστρόφου του C, µπορούµε 
να βρούµε ότι  ( ) 6885c C ≈  και ότι η απόσταση ∞ − νόρµας από τον πιο κοντινό 
singular  πίνακα είναι περίπου 0.0018 και του πιο κοντινού πίνακα τάξης 1 είναι 
περίπου 0.006.  
 
Θα µπορούσαµε να πούµε ότι δύο λάθη υπεισέρχονται στην επίλυση ενός συστήµατος: 
1)η ανακρίβεια εισαγωγής των δεδοµένων του πίνακα (εδώ  συµµετέχει το roundoff 
error) και 2)η διαδικασία απαλοιφής για την επίλυση του συστήµατος (εδώ συµµετέχει 
ο condition number του πίνακα). Μετά την παραπάνω ανάλυση, θα προσπαθήσουµε να 
συσχετίσουµε το βαθµό ευστάθειας (condition number) του συστήµατος που έχουµε να 
επιλύσουµε, µε το πεπερασµένο µήκος ψηφιολέξης και το roundoff error. Είδαµε 
προηγουµένως ότι ο αντίστροφος του condition number του πίνακα του συστήµατος 
είναι ένας δείκτης του πόσο απέχει ο πίνακας από τον πλησιέστερο singular πίνακα. 
Κατανοούµε, συνεπώς, ότι όσο πιο µεγάλος είναι ο condition number, τόσο πιο ill-
conditioned είναι το σύστηµα. Επόµενο είναι και το ότι όσο πιο µεγάλος είναι ο 
condition number, τόσο µεγαλύτερη επίδραση στη λύση του συστήµατος είναι δυνατόν 
να προκαλέσουν, µικρές διαταραχές στα δεδοµένα του προβλήµατος. Αν συνδυάσουµε 
τα παραπάνω µε το roundoff error θα δούµε ότι από ένα σηµείο και µετά, όσο αυξάνει 
ο condition number του συστήµατος, τόσο µεγαλύτερες αλλαγές είναι δυνατόν να 
προκαλέσει το σφάλµα αυτό στη λύση του συστήµατος, µεταβάλλοντας έστω κι 
ελάχιστα τα δεδοµένα του προβλήµατος. Σε πολλές περιπτώσεις το σφάλµα roundoff 
µπορεί να γίνει ο κυρίαρχος παράγοντας και να καλύψει την πραγµατική συµπεριφορά 
της αριθµητικής λύσης, κάτι το οποίο δεν είναι επιθυµητό και πρέπει σε όλες τις 
περιπτώσεις να αποφεύγεται. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3ο  

 
Τόσο η εξίσωση του Hallén όσο και η εξίσωση του Pocklington είναι γνωστές εδώ και 
αρκετές δεκαετίες ενώ η επίλυσή τους µε τη µέθοδο των ροπών έχει επιχειρηθεί ήδη 
από τα µέσα της δεκαετίας του ’60. Στο κεφάλαιο αυτό θα δούµε τις δυσκολίες που 
παρουσιάζονται και τα λάθη που εµφανίζονται στην περίπτωση της γραµµικής κεραίας 
που τροφοδοτείται από delta-function generator και από magnetic frill generator . Θα 
δούµε ότι στην περίπτωση του delta-function generator οι πιο σηµαντικές δυσκολίες 
έχουν να κάνουν µε την εµφάνιση µεγάλων διακυµάνσεων στην τιµή του ρεύµατος 
κοντά στα άκρα και στο σηµείο τροφοδοσίας της κεραίας όταν στην ολοκληρωτική 
εξίσωση χρησιµοποιείται ο προσεγγιστικός πυρήνας. Στην περίπτωση του frill 
generator µεγάλες διακυµάνσεις εµφανίζονται στα άκρα της κεραίας. Ο 
σηµαντικότερος λόγος φαίνεται να είναι το γεγονός ότι η εξίσωση που µας δίνει την 
κατανοµή ρεύµατος πάνω στην κεραία δεν έχει λύση. Η ιδιότητα αυτή των εξισώσεων 
που θα επιχειρήσουµε να επιλύσουµε αριθµητικά στο κεφάλαιο αυτό, δηλαδή να µην 
έχουν λύση όταν χρησιµοποιούµε τον προσεγγιστικό πυρήνα, είναι γνωστή από το 
1952, ωστόσο σπάνια αναφέρεται στα σύγχρονα εγχειρίδια. Το βασικό εργαλείο 
µελέτης θα είναι το µοντέλο του σωληνοειδούς διπόλου που είχαµε αναπτύξει στο 1ο  
κεφάλαιο. 
 
Στο 1ο κεφάλαιο αποδείξαµε τις εξισώσεις που µας δίνουν το ρεύµα πάνω σε µια 
γραµµική κεραία που τροφοδοτείται από delta function generator ή από frill generator. 
Στο κεφάλαιο αυτό η περίπτωση του διπόλου που τροφοδοτείται από κάποιο από τα 
παραπάνω µοντέλα τροφοδοσίας, θα µελετηθεί αναλυτικά. Η αρχική µορφή της 
εξίσωσης είναι η ακόλουθη: 
 

/ 22
2

2
/ 2

( ') ( ') ' ( )
L

z
L

dk I z K z z dz g z
dz −

 
+ − = 

 
∫                                                    (3.1) 

 
 
όπου  για delta function generator  η ( )g z  δίνεται από τη σχέση: 

( ) ( ),
2 2o

jVk L Lg z z zδ
ζ

= − < <                                                                 (3.2) 

 
ενώ για frill generator η δίνεται από τη σχέση: 
 

1 2

0 1 2

( )
2 ln( / )

jkR jkRikV e eg z
b a R Rζ

 
= − 

 
                                                            (3.3) 

    
όπου  2 2

1R z a= +   και    2 2
2R z b= +   .                                                       

 
όπου V είναι τάση που αντιστοιχεί στη δεδοµένη κατανοµή ρεύµατος και που αποτελεί 
την πηγή του διπόλου. Στη σχέση , b  είναι η εξωτερική ακτίνα της κατανοµής του 
µαγνητικού ρεύµατος ή αλλιώς η ακτίνα του εξωτερικού αγωγού της οµοαξονικής 
γραµµής µεταφοράς, ζο είναι η χαρακτηριστική αντίσταση του κενού µε τιµή ζο=376.73 
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Ω και k c
ω= . Θα θεωρήσουµε τέλος τις συνήθεις υποθέσεις, δηλαδή 1ka <<  και 

a h<< . 
 
Παράλληλα, λύνοντας τις παραπάνω διαφορικές εξισώσεις καταλήξαµε στις παρακάτω 
καθαρά ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου  Hallén: 
 

/ 2

/ 2

( ') ( ') ' cos sin | |,
2 2 2

L

ex z
oL

V L LK z z I z dz C kz j k z z
ζ−

− = − − < <∫                        (3.4) 

      
/ 2

ex
/ 2 0

1( ) ( ) cos ( )sin ( ) ,
2 2

L z

L

L LK z z I z dz C kz g t k z t dt z
k−

′ ′ ′− = + − − < <∫ ∫  (3.5) 

   
 
όπου C είναι µια σταθερά η οποία υπολογίζεται από τη παρακάτω οριακή συνθήκη: 
 
 ( ) 0I h± =  (3.6) 
 
 
Οι παραπάνω εξισώσεις παίρνουν δύο µορφές οι οποίες εξαρτώνται από την επιλογή 
του πυρήνα ( )K z  της ολοκληρωτικής εξίσωσης. Οι δύο πυρήνες που 
χρησιµοποιούνται είναι γνωστοί ως ακριβής και προσεγγιστικός πυρήνας. Με τη χρήση 
του ακριβούς πυρήνα η ολοκληρωτική εξίσωση έχει λύση, αφού η εξίσωση προέκυψε 
µε τη χρήση των εξισώσεων του Maxwell και της σχέσης που µας δίνει το 
διανυσµατικό δυναµικό, που παράγεται από δεδοµένη κατανοµή ρεύµατος. Αντίθετα, 
µε τη χρήση του προσεγγιστικού πυρήνα, η εξίσωση δεν έχει λύση, όπως αποδείξαµε 
στο 1ο Κεφάλαιο. Η αριθµητική µέθοδος εφαρµόζεται στην προσεγγιστική 
ολοκληρωτική εξίσωση, αφού τη συµπεριφορά του προσεγγιστικού πυρήνα θέλουµε να 
µελετήσουµε. Η αριθµητική µέθοδος που χρησιµοποιούµε είναι η µέθοδος Galerkin µε 
συνηµιτονικές entire domain συναρτήσεις βάσης. Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο αυτή και 
για τους δύο τύπους ολοκληρωτικής εξίσωσης, Hallén και Pocklington, για κεραία 
πεπερασµένου µήκους. Θα προκύψει έτσι ένα σύστηµα πεπερασµένου αριθµού 
αλγεβρικών εξισώσεων. Με τη βοήθεια του MATLAB, θα επιχειρήσουµε να 
επιλύσουµε το παραπάνω σύστηµα και να παραστήσουµε γραφικά τα αποτελέσµατα.  
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3.1 Μέθοδος Galerkin για την εξίσωση Hallén 

3.1.1 Εισαγωγή 
 
Έχει γίνει αρκετή συζήτηση πάνω σε δυσκολίες που συναντά κανείς όταν προσπαθεί να 
λύσει ολοκληρωτικές εξισώσεις που σχετίζονται µε την κατανοµή ρεύµατος πάνω σε 
γραµµικές κεραίες- [18,19,20]. Στην παράγραφο αυτή, θα ασχοληθούµε µε την 
προσεγγιστική εξίσωση του Hallén, θα µελετήσουµε τις δυσκολίες που σχετίζονται µε 
την αριθµητική επίλυσή της και θα δείξουµε ότι οι απλές σχετικά εξισώσεις (3.4) και  
(3.5)  παρουσιάζουν αξεπέραστες δυσκολίες, οι οποίες ως επί το πλείστον είναι 
συνέπεια του γεγονότος ότι δεν έχουν λύση. Το ερώτηµα που τίθεται είναι τι παρατηρεί 
κανείς όταν εφαρµόσει µία αριθµητική µέθοδο στις εξισώσεις (3.4) και (3.5). Αφού η 
προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση δεν έχει λύση, διαφορετικές αριθµητικές 
µέθοδοι παράγουν διαφορετικά αποτελέσµατα. Η µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε 
εδώ είναι η µέθοδος Galerkin  µε entire domain basis functions. Θα εξετάσουµε 
ξεχωριστά τα µεγέθη { }Re ( ) /I z V  και { }Im ( ) /I z V δηλαδή το πραγµατικό και το 
φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας της κεραίας. 
 

3.1.2 Delta function generator 

3.1.2.1 Εφαρµογή της µεθόδου Galerkin 
 
Έστω ( )appI z  η άγνωστη κατανοµή ρεύµατος στην προσεγγιστική ολοκληρωτική 
εξίσωση του Hallén µε το delta function generator. Για τη διευκόλυνσή µας, θα 
χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο ( )I z . Ακόµη θεωρούµε τις ποσότητες ( )1 ( )I z και 

( )2 ( )I z  που ικανοποιούν τις παρακάτω εξισώσεις: 
 

 ( )1 1( ') ( ') ' sin ,
2

h

oh

K z z I z dz V k z h z h
ζ−

− = − ≤ ≤∫  (3.24) 

 ( )2( ') ( ') ' cos ,
h

h

K z z I z dz kz h z h
−

− = − ≤ ≤∫  (3.25) 

 
όπου ( ')K z z−  θεωρούµε τον προσεγγιστικό πυρήνα που ορίζεται από τη σχέση (1.151)
. 
 
Για να βρούµε µια αριθµητική λύση για την (3.4), αρχικά, εφαρµόζουµε τη µέθοδο των 
ροπών στις εξισώσεις (3.24) και (3.25). Καθώς θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο Galerkin µε 
συναρτήσεις βάσης ολικού πεδίου, θα πρέπει να καθορίσουµε ποιες θα είναι οι 
συναρτήσεις αυτές. Μια πρώτη σκέψη ήταν να χρησιµοποιήσουµε τις συνηµιτονικές 
συναρτήσεις βάσης που έχουν τη µορφή (2.18), καθώς µηδενίζονται στα άκρα του 
διπόλου, όπως και η άγνωστη συνάρτηση ( )I z . Επειδή, όµως, όπως παρατηρούµε από 
τις εξισώσεις (3.24) και (3.25), µε τις συναρτήσεις βάσης θα αναπαραστήσουµε τις 
άγνωστες συναρτήσεις ( )1 ( )I z  και ( )2 ( )I z  κι όχι την άγνωστη συνάρτηση ( )I z , δε µας 
ενδιαφέρει οι συναρτήσεις βάσης να µηδενίζονται στα άκρα του σωληνοειδούς διπόλου. 
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Ένας επιπλέον λόγος, που συνηγορεί στην επιλογή συναρτήσεων βάσης που δε 
µηδενίζονται στα άκρα του διπόλου είναι ότι χρειαζόµαστε µια συνθήκη για την 
εύρεση του C , και η συνθήκη αυτή είναι η ( ) 0I h± = , που σε διαφορετική περίπτωση 
θα ίσχυε για κάθε C . Για όλους τους παραπάνω λόγους καταλήξαµε στις συναρτήσεις 
Fourier που δίνονται από την εξίσωση: 
 

 ( ') cosn
n zf z

h
π =  

 
 (3.26) 

 
 
Θέτουµε λοιπόν: 
 

 ( ) ( )1 1

0
( ') ( ')

N

n n
n

I z I f z
=

≅ ∑  (3.27) 

 

 ( ) ( )2 2

0
( ') ( ')

N

n n
n

I z I f z
=

≅ ∑  (3.28) 

 
Η αντικατάσταση των σχέσεων (3.27) και (3.28) στις εξισώσεις (3.24) και (3.25) 
αντίστοιχα, ο πολλαπλασιασµός µε ( )lf z  και η ολοκλήρωση από z h= −  ως z h=  
όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, παράγει τα δύο ακόλουθα συστήµατα 
εξισώσεων : 
 

 ( ) ( )1 1

0
, 0,1,...,

N

ln n l
n

A I B l N
=

= =∑  (3.29) 

 

 ( ) ( )2 2

0
, 0,1,...,

N

ln n l
n

A I B l N
=

= =∑  (3.30) 

 
Στα συστήµατα εξισώσεων (3.29) και (3.30) οι συντελεστές lnA  είναι, όπως έχουµε 
δείξει στο προηγούµενο κεφάλαιο διπλά ολοκληρώµατα, που έχουν την παρακάτω 
µορφή: 
 

 ( ') ( ) ( ') ' , 0 ,
h h

ln n l
h h

A f z f z K z z dz dz n l N
− −

= − < <∫ ∫  (3.31) 

 
Επειδή όµως ισχύει ότι ( ) ( )K z K z= − , έχουµε για τους συντελεστές lnA : 
 
 ln nlA A=  (3.32) 
 
Αυτό συνεπάγεται ότι δε χρειάζεται να υπολογίσουµε όλους τους συντελεστές, αλλά 
µόνο αυτούς για τους οποίους ισχύει l n≥  και οι υπόλοιποι θα προκύψουν από τη 
σχέση (3.32).  
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Οι συντελεστές ( )1
lB  και ( )2

lB  δίνονται από ολοκληρώµατα τα οποία µπορούν να 
υπολογιστούν αναλυτικά κι έχουν την ακόλουθη µορφή: 
 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1cos cos cos cos
2

1 1cos cos
2 2

sin sin

h h

l
h h

h h

h h

l z l z l zB kz dz kz kz dz
h h h

l lz k dz z k dz
h h

h hkh l kh l
kh l kh l

π π π

π π

π π
π π

− −

− −

      = ⋅ = − + +            

      = − + +            

= − + +
− +

∫ ∫

∫ ∫  (3.33) 

 

Οι οποίοι για khl
π

= ±  παίρνουν την τιµή ( )1 2lB h=  . 

Έτσι λοιπόν µπορούµε να ορίσουµε το ( )1
lB  για οποιαδήποτε ακέραια τιµή του l  

σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

sin sin ,

2 ,
l

h h khkh l kh l l
kh l kh l

B
khh l

π π
π π π

π

 − + + ≠ ± − += 
 = ±

 (3.34) 

 
Για τον υπολογισµό του ( )2

lB  έχουµε: 
 

 

( )2

0

0

0

0

sin cos

sin cos sin cos

1 sin sin
2

1 sin sin
2

h

l
h

h

h

h

h

l zB A k z dz
h

l z l zA kz dz A kz dz
h h

l lA z k z k dz
h h

l lA z k z k
h h

π

π π

π π

π π

−

−

−

 = ⋅  
 

   = − ⋅ + ⋅   
   

       = − + + −       
       

       + + + −              

∫

∫ ∫

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( )1 cos 1 cos

dz

Ah Ahkh l kh l
kh l kh l

π π
π π

= − + + − −      + −

 (3.35) 

 

όπου 
2 o

iVA
ζ

= . 

Οι οποίοι για khl
π

= ± , µε χρήση της ταυτότητας 2 1 cos 2sin
2

aa −= , παίρνουν την τιµή 

( )2 0lB =  . 
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Έτσι λοιπόν µπορούµε να ορίσουµε το ( )2
lB  για οποιαδήποτε ακέραια τιµή του l  

σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 cos 1 cos ,

0,
l

Ah Ah khkh l kh l l
kh l kh l

B
khl

π π
π π π

π

 − + + − − ≠ ±       + −= 
 = ±

 

 
Με τη βοήθεια του προγράµµατος του MATLAB του οποίου ο κώδικας περιέχεται στο 
παράρτηµα Α της εργασίας υπολογίζουµε τα µεγέθη ( )1

nI  και ( )2
nI  και αφού τα βρούµε 

υπολογίζουµε τη σταθερά C  µε τη βοήθεια της σχέσης: 
 

( ) ( )

( )

( )

1 2

1

2

( ) 0 ( ) ( ) 0

( )
( )

I h I h C I h

I hC
I h

± = ⇒ ± + ⋅ ± = ⇒

±=
±

                                               (3.36) 

 
Η οποία προέκυψε από την απαίτηση το ρεύµα να µηδενίζεται στα άκρα της κεραίας. Η 
τελική αριθµητική λύση δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
 

 ( ) ( )1 2

0 0
( ') ( ') ( ')

n n

N N

n n n
n n

I z I f z I CI f z
= =

 = = + ∑ ∑  (3.37) 

 
 
Έτσι, λοιπόν, πρέπει κανείς να επιλύσει δύο ( ) ( )1 1N N+ × +  συµµετρικά συστήµατα 

για να υπολογίσει τα µεγέθη ( )1
nI  και ( )2

nI  και στη συνέχεια να υπολογίσει τη σταθερά 
C  από τη σχέση (3.36). Εφαρµόζοντας τα παραπάνω µπορούµε να λύσουµε τα δύο 
συστήµατα και να βρούµε µια τιµή για το ρεύµα µε τη βοήθεια τη σχέσης (3.37) για 
διάφορες τιµές του N , του λόγου a

λ  και του λόγου h
λ  όπου λ  το µήκος κύµατος 

που δίνεται από τον τύπο c
f

λ = . ∆ηλαδή θα υπολογίσουµε αριθµητικά το πραγµατικό 

και το φανταστικό µέρος της κατανοµής ρεύµατος πάνω στην κεραία για διάφορες 
τιµές του µήκους της κεραίας h , το οποίο είναι συγκρίσιµο µε το µήκος κύµατος λ  
και της ακτίνας του σωληνοειδούς διπόλου a , η οποία είναι πολύ µικρότερη του 
µήκους κύµατος λ  για το συγκεκριµένο µοντέλο. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το 

µέγεθος (0)I
V  είναι προσεγγιστικά η αγωγιµότητα εισόδου της κεραίας. Οι 

ολοκληρώσεις γίνονται έτσι ώστε το σφάλµα ολοκλήρωσης να είναι όσο το δυνατόν 
µικρότερο. Στο παράρτηµα ∆ θα παρουσιάσουµε τις γραφικές παραστάσεις του 
πραγµατικού και του φανταστικού µέρους της αγωγιµότητας της κεραίας για διάφορες 
τιµές του N  και για διάφορες τιµές του λόγου h

λ . Η ακτίνα του σωληνοειδούς 

διπόλου θα είναι αρκετά µικρότερη από το µήκος κύµατος. 
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3.1.2.2 Η συµπεριφορά των αριθµητικών λύσεων και η σχέση της µε 
το condition number του πίνακα A  
 
Ύστερα από εκτεταµένους υπολογισµούς για διάφορες τιµές των χαρακτηριστικών 
παραµέτρων του προβλήµατος καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι δεν µπορούµε έτσι 
απλά να εκτιµήσουµε τις κατάλληλες τιµές του N  για τις οποίες η εφαρµογή της 
αριθµητικής µεθόδου πάνω στις ολοκληρωτικές εξισώσεις που µελετάµε, µας δίνουν 
αξιόπιστα αποτελέσµατα, σε σχέση πάντα µε όσα έχουµε παρατηρήσει για τη άπειρη 
κεραία, καθώς και για τον ακριβή πυρήνα µε subdomain basis functions.  
 
Θα µελετήσουµε ξεχωριστά το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος των συντελεστών 

nI , δηλαδή τα { }Re nI και { }Im nI . Μέσα από προσεκτική µελέτη, παρατηρήσαµε ότι 

το { }Im nI , από κάποια τιµή του N  και µετά αρχίζει να αποκλίνει µε ρυθµό συνεχώς 
αυξανόµενο, όπως φαίνεται στα σχήµατα 1, 3 του παραρτήµατος ∆, καθώς αυξάνει το  
N . Για σταθερό N  διαπιστώναµε ότι υπάρχει κάποια συγκεκριµένη τιµή του n  για 
την οποία άρχιζε το { }Im nI να αποκλίνει. Και η τιµή αυτή για σταθερό λόγο /h a , 
παρέµενε σταθερή, ακόµα κι αν άλλαζε το N . Η κρίσιµη τιµή αυτή βρέθηκε (βλ. σχ. 
17, παράρτηµα ∆) ότι είναι περίπου 0.6 /h a . Συνεπώς για 0.6 /N h a≥ , το 

{ }Im nI αρχίζει να αποκλίνει για 0.6 /n h a= , µε συνεχώς αυξανόµενο ρυθµό καθώς 
αυξάνει το n . Καταλήγουµε, δηλαδή, στο συµπέρασµα ότι η κρίσιµη τιµή του N για 
την οποία οι λύσεις που µας δίνει η αριθµητική µέθοδος για το φανταστικό µέρος του 
ρεύµατος είναι αξιόπιστες είναι χοντρικά η τιµή 0.6 /h a , όπου h  το µήκος του διπόλου 
και a  η ακτίνα του.  επίσης, παρατηρήσαµε ότι για σταθερό λόγο /h a , η τελική τιµή 
του φανταστικού µέρους των συντελεστών nI διπλασιάζεται αν διπλασιάσουµε τις 
παραµέτρους h  και a , τριπλασιάζεται αν τις τριπλασιάσουµε κ.λ.π. ∆ηλαδή αν για 
δεδοµένο /h a  η τιµή αυτή είναι NI , για 2 / 2h a  είναι 2 NI , για 3 / 3h a  είναι 3 NI  κ.ο.κ.  
 
Το ίδιο, όµως δεν ισχύει και για το { }Re nI . ∆ηλαδή δεν µπορούµε να πούµε ότι 

υπάρχει µία συγκεκριµένη τιµή του N από την οποία και µετά το { }Re nI  αρχίζει να 
αποκλίνει. Η τιµή για την οποία αποκλίνει είναι σταθερή για σταθερό /h a , ακόµα και 
αν µεταβάλλουµε τα ,h a , αλλά δεν είναι ανάλογη του /h a . Βέβαια, η τιµή αυτή είναι 
σε κάθε περίπτωση  µεγαλύτερη του 0.6 /h a , αλλά δεν µπορούµε εκ των προτέρων να 
την προσδιορίσουµε. Συνεπώς, µια επιλογή του N , 0.6 /N h a≤

%
 µπορεί να µας δώσει 

αξιόπιστα αποτελέσµατα και για το { }Re nI , αφού δεν έχει αρχίσει ακόµα να αποκλίνει. 
 
Τώρα θα δούµε πώς επεκτείνονται τα παραπάνω συµπεράσµατα στην κατανοµή του 
ρεύµατος ( )I z , αφού πρώτα µελετήσουµε προσεκτικά τα αποτελέσµατα που 
προέκυψαν. Όπως και πριν θα µελετήσουµε ξεχωριστά την περίπτωση του 
πραγµατικού ( )I z και του φανταστικού ( )I z , δηλαδή των { }Re ( )I z και { }Im ( )I z  .  

Για το { }Im ( )I z , µπορούµε να πούµε ότι για N  µεγαλύτερο του 0.6 /h a , αρχίζει να 
έχει ταλαντώσεις σε όλο το µήκος του διπόλου, οι οποίες ταλαντώσεις έχουν 
µεγαλύτερο πλάτος κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας της κεραίας, 0z = .  Βέβαια για 
σχετικά µικρό /h a  δεν µπορούµε να διακρίνουµε σε ποιο σηµείο αρχίζουν αυτές οι 
ταλαντώσεις καθώς, τα nI αρχίζουν να αποκλίνουν πριν προλάβουν να 
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«κατασταλάξουν». ∆ηλαδή για µικρό /h a , το { }Im ( )I z παρουσιάζει ταλαντώσεις απ’ 

την αρχή και δεν προλαβαίνει να οµαλοποιηθεί, ενώ για µεγάλο /h a  το { }Im ( )I z  
προλαβαίνει να γίνει οµαλό και για 0.6 /N h a≥  αρχίζει να έχει ταλαντώσεις οι οποίες 
γίνονται πιο πυκνές και µεγαλώνει το πλάτος τους, καθώς αυξάνει το N . Επιπλέον η 
τιµή του (0)I συνεχώς µειώνεται (σχ. 7, 9, 10, 11 παράρτηµα ∆). 
 
Για το { }Re ( )I z  αυτό που παρατηρούµε είναι ότι, όταν το { }Re nI αρχίζει να αποκλίνει,  

το { }Re ( )I z  αρχίζει να έχει µικρού πλάτους ταλαντώσεις σε όλο του το µήκος οι 
οποίες είναι πιο έντονες στα άκρα του διπόλου. Όπως είπαµε και πριν, οι ταλαντώσεις 
στο πραγµατικό µέρος εµφανίζονται αργότερα από τις ταλαντώσεις του φανταστικού 
µέρους. Επίσης, όσο πιο µεγάλο είναι το /h a , τόσο πιο ευδιάκριτο είναι το σηµείο από 
το οποίο αρχίζουν οι ταλαντώσεις, διότι το  { }Re ( )I z  έχει προλάβει να γίνει οµαλό. 
 
Όπως έχουµε δει, για 0.6 /n h a= , το { }Im nI  αρχίζει να αποκλίνει µε συνεχώς 
αυξανόµενο ρυθµό. Αν το συνδυάσουµε µε το γεγονός ότι η ρευµατική κατανοµή 
προκύπτει από τον πολλαπλασιασµό των nI  µε τις συναρτήσεις βάσης (3.26)  µε βάση 
τη σχέση (3.37) µπορούµε να εξηγήσουµε τις ταλαντώσεις που παρατηρούνται στο 

{ }Im ( )I z . Οι συναρτήσεις βάσης που χρησιµοποιούµε, όπως βλέπουµε από το σχήµα 

15, στο µηδέν έχουν πάντα τιµή 1. Όταν πολλαπλασιαστούν µε τα { }Im nI , των οποίων 
το µέτρο για 0.6 /n h a≥  αυξάνει µε ταχύτατο ρυθµό, µε αρνητικό πρόσηµο, είναι 
επόµενο για 0z =  η τιµή του (0)I  συνεχώς να µειώνεται, ενώ παράλληλα οι 
συναρτήσεις βάσης µε 0.6 /n h a≥  να έχουν περισσότερο βάρος στη ρευµατική 
κατανοµή. Αν σκεφτούµε ότι οι συναρτήσεις βάσης όσο αυξάνει το n , παρουσιάζουν 
πιο πυκνές ταλαντώσεις, είναι λογικό, τελικά, το { }Im ( )I z  να παρουσιάζει 
ταλαντώσεις σε όλο το µήκος του διπόλου. Από την άλλη, στα άκρα του διπόλου οι 
συγκεκριµένες συναρτήσεις βάσης έχουν εναλλάξ τιµή 1 και –1. Εποµένως, όταν 
πολλαπλασιαστούν µε τα  { }Im nI , οι πολύ µεγάλες τιµές στις οποίες φτάνουν τα 

{ }Im nI αναιρούνται και δεν προκαλούν ταλαντώσεις στα άκρα του διπόλου.  
 
Το { }Re nI , από την άλλη, αποκλίνει αποµακρυνόµενο από το 0, µε τιµές θετικές και 
αρνητικές εναλλάξ, ενώ για τις συναρτήσεις βάσης ισχύουν αυτά που είπαµε 
προηγουµένως. Συνεπώς για 0z = , οι µεγάλες τιµές του { }Re nI  αναιρούνται µε 
αποτέλεσµα να µην έχουµε έντονες ταλαντώσεις στο σηµείο τροφοδοσίας. Για z h= ± , 
οι τιµές του { }Re nI µετά τον πολλαπλασιασµό µε τις συναρτήσεις βάσης γίνονται από 
ένα σηµείο και µετά όλες αρνητικές, κάτι το οποίο δηµιουργεί ταλαντώσεις στο 

{ }Re ( )I z κοντά στο z h= ±  . Οι µικρές ταλαντώσεις που παρατηρούνται σε όλο το 
µήκος του διπόλου είναι συνέπεια του γεγονότος ότι από κάποιο σηµείο και µετά το 

{ }Re nI αρχίζει να αποκλίνει (µε ρυθµό όχι τόσο ταχύτατο όσο το { }Im nI ) και 
αποκτούν µεγαλύτερο βάρος (οι συντελεστές τους έχουν µεγαλύτερο µέτρο) στη 
ρευµατική κατανοµή οι συναρτήσεις βάσης µε µεγαλύτερο n , οι οποίες παρουσιάζουν 
πολύ πυκνές ταλαντώσεις. 
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Στο σχήµα 16 φαίνεται η γραφική παράσταση του condition number του πίνακα A  
συναρτήσει του N  για  / 0.25h λ =  και / 0.01a λ = , δηλαδή για / 25h a = , για 

/ 0.125h λ =  και / 0.005a λ = , δηλαδή επίσης για / 25h a =  και για / 0.25h λ =  και 
/ 0.005a λ = , δηλαδή για / 50h a = . Όπως είδαµε στο 2ο Κεφάλαιο ο condition number 

είναι ένας δείκτης της ευστάθειας του συστήµατος. 
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Figure : logarithmic condition number, 

h = 0.25, h/a = 25→

h = 0.125, h/a = 25→

← h = 0.25, h/a = 50

 

Σχήµα 16: Ο condition number του πίνακα Α για / 25h a =  (µπλε και πράσινη γραµµή) και 
/ 50h a = (κόκκινη γραµµή) 

 
Από το σχήµα 16 παρατηρούµε ότι ο condition number αυξάνει εκθετικά συναρτήσει 
του Ν και προκύπτουν οι ευθείες του σχήµατος. Επίσης, για σταθερό /h a , οι ευθείες 
του condition number συναρτήσει του N  είναι παράλληλες και πολύ κοντά η µία στην 
άλλη. Παρατηρούµε ότι διπλασιάζοντας τα  /h λ  και /a λ , αλλά διατηρώντας το /h a  
σταθερό, η τιµή του condition number για σταθερό N , αλλάζει ελάχιστα, ενώ η 
αλλαγή είναι σηµαντική αν αλλάξουµε το /h a . 
 
Για να συσχετίσουµε τα όσα αναφέραµε παραπάνω για την κρίσιµη τιµή του Ν, µε τον 
condition number, παρατηρούµε από το σχήµα 16 ότι για όλες τις τιµές των 
παραµέτρων ,h a και 0.6 /N h a=  η τιµές του condition number είναι πολύ κοντά. Για 
παράδειγµα για / 10h a =  είναι ( ) 1.74c A = , για / 25h a =  είναι ( ) 1.85c A = , ενώ για 

/ 50h a =  είναι  ( ) 1.92c A =  . ∆ιαπιστώνουµε ότι η τιµή του condition number για το 
συγκεκριµένο Ν αυξάνει µε µικρό ρυθµό όταν αυξάνει το /h a . Παρατηρούµε επίσης 
ότι η κρίσιµη τιµή του N , µπορεί να µεταφραστεί σε µία κρίσιµη περιοχή τιµών του 
condition number µέσω του σχήµατος, δηλαδή µπορούµε να κάνουµε µια εκτίµηση για  
ποια τιµή του condition number και µετά θα έχουµε µη αποδεκτά αποτελέσµατα κατά 
την εφαρµογή της αριθµητικής µεθόδου.  
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3.1.2.3 Σύγκριση αποτελεσµάτων για entire domain basis functions και 
subdomain basis functions 
 
Θα επιχειρήσουµε να συγκρίνουµε τα συµπεράσµατα µας µε αυτά που προέκυψαν από 
την εφαρµογή της µεθόδου Galerkin µε subdomain basis functions και ειδικότερα 
παλµικές συναρτήσεις. Παρατηρήσαµε ότι: 

• Κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας, όπως στην περίπτωση των subdomain basis 
functions που οι τιµές του { }Im ( )I z  είναι µεγάλες και ταλαντώνονται ταχύτατα 
για /N h a>> , έτσι και στη δική µας περίπτωση οι τιµές του 

{ }Im ( )I z παρουσιάζουν ταλαντώσεις που για 0.6 /N h a>>  είναι µεγάλες και 
πυκνές. Βέβαια στη δική µας περίπτωση οι ταλαντώσεις επεκτείνονται και στο 
υπόλοιπο δίπολο χωρίς να είναι τόσο µεγάλες, κάτι που δεν παρατηρείται στην 
περίπτωση των subdomain basis functions. Τέλος για subdomain basis functions 
παρατηρούνται ταλαντώσεις και στα άκρα του διπόλου για /N h a>> (όχι τόσο 
µεγάλες όσο αυτές κοντά στο 0z = ) κάτι που δε διακρίνουµε στην περίπτωση 
των entire domain basis functions. 

• Στη µέθοδο µε τα subdomain basis functions το { }Re ( )I z  εµφανίζει 

ταλαντώσεις στα άκρα, παρόµοιες µε τις ταλαντώσεις του { }Im ( )I z κοντά στο 

z h= ± . Στη δική µας µέθοδο το { }Re ( )I z εµφανίζει, επίσης, ταλαντώσεις στα 
άκρα του διπόλου, εµφανίζει, όµως, και µικρότερες ταλαντώσεις σε όλο το 
µήκος του διπόλου, κάτι που δεν παρατηρείται για subdomain basis functions.  

• Στη µέθοδο µε subdomain basis functions για /N h a= , ανεξαρτήτως ,h a , 
έχουµε σταθερό condition number. Έτσι και στη δική µας µέθοδο για  

0.6 /N h a= , ανεξαρτήτως ,h a , το condition number παραµένει, σχεδόν, 
σταθερό. 

 

3.1.3 Magnetic frill generator 

3.1.3.1 Εφαρµογή της µεθόδου Galerkin µε entire-domain basis 
functions 
 
Η διαδικασία που ακολουθούµε στην περίπτωση που θεωρούµε ότι η κεραία 
τροφοδοτείται από magnetic frill generator δεν διαφέρει από αυτή της προηγούµενης 
παραγράφου. 
 
Έστω ( )appI z  η άγνωστη κατανοµή ρεύµατος στην προσεγγιστική ολοκληρωτική 
εξίσωση. Για τη διευκόλυνσή µας, θα χρησιµοποιήσουµε το σύµβολο ( )I z  . Ακόµη 
θεωρούµε τις ποσότητες ( )1 ( )I z και ( )2 ( )I z  που ικανοποιούν τις παρακάτω εξισώσεις: 
 

 ( )1

0

1( ') ( ') ' ( ) sin ( ) ,
h z

h

K z z I z dz g t k z t dt h z h
k−

− = − − ≤ ≤∫ ∫  (3.38) 

 ( )2( ') ( ') ' cos ,
h

h

K z z I z dz kz h z h
−

− = − ≤ ≤∫  (3.39) 
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όπου ( ')K z z−  θεωρούµε τον προσεγγιστικό πυρήνα που ορίζεται από τη σχέση . 
 
Για να βρούµε µια αριθµητική λύση για την, αρχικά, εφαρµόζουµε τη µέθοδο των 
ροπών στις εξισώσεις (3.38) και (3.39). Θα  εφαρµόσουµε τη µέθοδο Galerkin µε 
συναρτήσεις βάσης ολικού πεδίου, που όπως είδαµε στην παράγραφο 2.5.1 θα είναι οι  
συναρτήσεις Fourier που δίνονται από την εξίσωση: 
 

 ( ') cosn
n zf z

h
π =  

 
 (3.40) 

 
 
Θέτουµε λοιπόν: 
 

 ( ) ( )1 1

0
( ') ( ')

N

n n
n

I z I f z
=

≅ ∑  (3.41) 

 

 ( ) ( )2 2

0
( ') ( ')

N

n n
n

I z I f z
=

≅ ∑  (3.42) 

 
Η αντικατάσταση των σχέσεων (3.41) και (3.42) στις εξισώσεις (3.38) και (3.39) 
αντίστοιχα, ο πολλαπλασιασµός µε ( )lf z  και η ολοκλήρωση από z h= −  ως z h=  
όπως είδαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, παράγει τα δύο ακόλουθα συστήµατα 
εξισώσεων : 
 

 ( ) ( )1 1

0
, 0,1,...,

N

ln n l
n

A I B l N
=

= =∑  (3.43) 

 

 ( ) ( )2 2

0
, 0,1,...,

N

ln n l
n

A I B l N
=

= =∑  (3.44) 

 
Στα συστήµατα εξισώσεων (3.43) και (3.44) οι συντελεστές lnA  είναι όπως έχουµε 
δείξει στο προηγούµενο κεφάλαιο διπλά ολοκληρώµατα, που έχουν την παρακάτω 
µορφή: 
 

 ( ') ( ) ( ') ' , 0 ,
h h

ln n l
h h

A f z f z K z z dz dz n l N
− −

= − < <∫ ∫  (3.45) 

 
Επειδή, όµως, ισχύει ότι ( ) ( )K z K z= − , έχουµε για τους συντελεστές lnA : 
 
 ln nlA A=  (3.46) 
 
Αυτό συνεπάγεται ότι δε χρειάζεται να υπολογίσουµε όλους τους συντελεστές αλλά 
µόνο αυτούς για τους οποίους ισχύει l n≥  και οι υπόλοιποι θα προκύψουν από τη 
σχέση (3.46).  
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Οι συντελεστές ( )1
lB  και ( )2

lB  δίνονται από ολοκληρώµατα τα οποία µπορούν να 
υπολογιστούν αναλυτικά κι έχουν την ακόλουθη µορφή: 
 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1cos cos cos cos
2

1 1cos cos
2 2

sin sin

h h

l
h h

h h

h h

l z l z l zB kz dz kz kz dz
h h h

l lz k dz z k dz
h h

h hkh l kh l
kh l kh l

π π π

π π

π π
π π

− −

− −

      = ⋅ = − + +            

      = − + +            

= − + +
− +

∫ ∫

∫ ∫  (3.47) 

 

Οι οποίοι για khl
π

= ±  παίρνουν την τιµή ( )1 2lB h=  . 

Έτσι λοιπόν µπορούµε να ορίσουµε το ( )1
lB  για οποιαδήποτε ακέραια τιµή του l  

σύµφωνα µε την παρακάτω σχέση: 
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

sin sin ,

2 ,
l

h h khkh l kh l l
kh l kh l

B
khh l

π π
π π π

π

 − + + ≠ ± − += 
 = ±

 (3.48) 

 
Για το ( )2

lB  έχουµε: 
 

 ( )2

0

1 ( )sin ( ) cos
h z

l
h

l zB g t k z t dtdz
k h

π
−

 = − ⋅  
 ∫ ∫  (3.49) 

 

όπου 
1 2

0 1 2

( )
2 ln( / )

jkR jkRikV e eg t
b a R Rζ

 
= − 

 
, 2 2

1R t a= +  και 2 2
2R t b= +   .                          

 
 
 
Με τη βοήθεια του προγράµµατος του MATLAB, του οποίου ο κώδικας περιέχεται στο 
Παράρτηµα Α της εργασίας υπολογίζουµε τα µεγέθη ( )1

nI  και ( )2
nI  και αφού τα βρούµε, 

υπολογίζουµε τη σταθερά C  µε τη βοήθεια της σχέσης: 
 

( ) ( )

( )

( )

1 2

1

2

( ) 0 ( ) ( ) 0

( )
( )

I h I h C I h

I hC
I h

± = ⇒ ± + ⋅ ± = ⇒

±=
±

                                               (3.50) 

 
Η οποία προέκυψε από την απαίτηση το ρεύµα να µηδενίζεται στα άκρα της κεραίας. Η 
τελική αριθµητική λύση δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
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 ( ) ( )1 2

0 0
( ') ( ') ( ')

n n

N N

n n n
n n

I z I f z I CI f z
= =

 = = + ∑ ∑  (3.51) 

 
 
Έτσι, λοιπόν, πρέπει κανείς να επιλύσει δύο ( ) ( )1 1N N+ × +  συµµετρικά συστήµατα 

για να υπολογίσει τα µεγέθη ( )1
nI  και ( )2

nI  και στη συνέχεια να υπολογίσει τη σταθερά 
C  από τη σχέση (3.50). Εφαρµόζοντας τα παραπάνω µπορούµε να λύσουµε τα δύο 
συστήµατα και να βρούµε µια τιµή για το ρεύµα µε τη βοήθεια τη σχέσης (3.51) για 
διάφορες τιµές του N , του λόγου a

λ  και του λόγου h
λ  όπου λ  το µήκος κύµατος 

που δίνεται από τον τύπο c
f

λ = . ∆ηλαδή θα υπολογίσουµε αριθµητικά το πραγµατικό 

και το φανταστικό µέρος της κατανοµής ρεύµατος πάνω στην κεραία για διάφορες 
τιµές του µήκους της κεραίας h , το οποίο είναι συγκρίσιµο µε το µήκος κύµατος λ  
και της ακτίνας του σωληνοειδούς διπόλου a , η οποία είναι πολύ µικρότερη του 
µήκους κύµατος λ  για το συγκεκριµένο µοντέλο. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το 

µέγεθος (0)I
V  είναι προσεγγιστικά η αγωγιµότητα εισόδου της κεραίας. Οι 

ολοκληρώσεις γίνονται, έτσι ώστε το σφάλµα ολοκλήρωσης να είναι όσο το δυνατόν 
µικρότερο. Παρακάτω θα παρουσιάσουµε τις γραφικές παραστάσεις του πραγµατικού 
και του φανταστικού µέρους της αγωγιµότητας της κεραίας για διάφορες τιµές του N  
και για διάφορες τιµές του λόγου h

λ . Η ακτίνα του σωληνοειδούς διπόλου θα είναι 

αρκετά µικρότερη από το µήκος κύµατος. 
 

3.1.3.2 Η συµπεριφορά των αριθµητικών λύσεων και η σχέση της µε 
το condition number του πίνακα A  
 
Ύστερα από εκτεταµένους υπολογισµούς για διάφορες τιµές των χαρακτηριστικών 
παραµέτρων του προβλήµατος, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι δεν µπορούµε έτσι 
απλά να εκτιµήσουµε τις κατάλληλες τιµές του N  για τις οποίες η εφαρµογή της 
αριθµητικής µεθόδου πάνω στην ολοκληρωτική εξίσωση που µελετάµε, µας δίνει 
αξιόπιστα αποτελέσµατα. 
 
Θα µελετήσουµε ξεχωριστά το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος των συντελεστών 

nI , δηλαδή τα { }Re nI και { }Im nI . Μέσα από προσεκτική µελέτη, παρατηρήσαµε ότι 

το { }Im nI ,από κάποια τιµή του N  και µετά αρχίζει να αποκλίνει (σχ.2, 4 παράρτηµα 
∆). Την τιµή αυτή δεν µπορούµε να την προκαθορίσουµε, αλλά είναι σταθερή για 
σταθερό /h a . Βέβαια, η τιµή αυτή είναι σε κάθε περίπτωση είναι αρκετά µεγαλύτερη 
του 0.6 /h a . 
 
Το ίδιο ισχύει και για το { }Re nI . ∆ηλαδή δεν µπορούµε να πούµε ότι υπάρχει µία 

συγκεκριµένη τιµή του N από την οποία και µετά { }Re nI  αρχίζει να αποκλίνει. Η τιµή 
για την οποία αποκλίνει είναι σταθερή για σταθερό /h a , ακόµα και αν µεταβάλλουµε 
τα ,h a , αλλά δεν είναι ανάλογη του /h a . Βέβαια, η τιµή αυτή είναι σε κάθε 
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περίπτωση  µεγαλύτερη του 0.6 /h a , αλλά δεν µπορούµε εκ των προτέρων να την 
προσδιορίσουµε. Συνεπώς, µια επιλογή του N , 0.6 /N h a≤

%
 µπορεί να µας δώσει 

αξιόπιστα αποτελέσµατα και για το { }Re nI , αφού δεν έχει αρχίσει ακόµα να αποκλίνει. 
 
Τώρα θα δούµε πώς επεκτείνονται τα παραπάνω συµπεράσµατα στην κατανοµή του 
ρεύµατος ( )I z , αφού πρώτα µελετήσουµε προσεκτικά τα αποτελέσµατα που 
προέκυψαν. Όπως και πριν θα µελετήσουµε ξεχωριστά την περίπτωση του 
πραγµατικού ( )I z και του φανταστικού ( )I z , δηλαδή των { }Re ( )I z και { }Im ( )I z  .  

Για το { }Im ( )I z , µπορούµε να πούµε ότι για κάποια τιµή του N  αρχίζει να έχει µικρές 
ταλαντώσεις σε όλο το µήκος του διπόλου, εκτός από τα σηµεία κοντά στο 0z = , οι 
οποίες ταλαντώσεις έχουν µεγαλύτερο πλάτος κοντά στα άκρα του διπόλου, z h= ± .  
Βέβαια για σχετικά µικρό /h a  δεν µπορούµε να διακρίνουµε σε ποιο σηµείο αρχίζουν 
αυτές οι ταλαντώσεις καθώς, τα nI αρχίζουν να αποκλίνουν, πριν προλάβουν να 
«κατασταλάξουν». ∆ηλαδή, για µικρό /h a , το { }Im ( )I z παρουσιάζει ταλαντώσεις απ’ 

την αρχή και δεν προλαβαίνει να οµαλοποιηθεί, ενώ για µεγάλο /h a  το { }Im ( )I z  
προλαβαίνει να γίνει οµαλό και για κάποιο N  αρχίζει να έχει ταλαντώσεις, οι οποίες 
γίνονται πιο πυκνές και µεγαλώνει το πλάτος τους, καθώς αυξάνει το N . Επιπλέον, η 
τιµή του (0)I παραµένει σταθερή και δεν επηρεάζεται από τις ταλαντώσεις (σχ. 8, 12 
παράρτηµα ∆). 
 
Για το { }Re ( )I z  αυτό που παρατηρούµε είναι ότι, όταν το πραγµατικό µέρος των  nI  
αρχίζει να αποκλίνει, αρχίζει να έχει µικρού πλάτους ταλαντώσεις σε όλο του το µήκος, 
οι οποίες είναι πιο έντονες στα άκρα του διπόλου. Επίσης, όσο πιο µεγάλο είναι το 

/h a , τόσο πιο ευδιάκριτο είναι το σηµείο από το οποίο αρχίζουν οι ταλαντώσεις, διότι 
το  { }Re ( )I z  έχει προλάβει να γίνει οµαλό. 
 
Όπως έχουµε δει, για κάποιο 0.6 /n h a> , το { }Im nI  αρχίζει να αποκλίνει. Αν το 
συνδυάσουµε µε το γεγονός ότι η ρευµατική κατανοµή προκύπτει από τον 
πολλαπλασιασµό των nI  µε τις συναρτήσεις βάσης (3.26) µε βάση τη σχέση (3.37) 
µπορούµε να εξηγήσουµε τις ταλαντώσεις που παρατηρούνται στο { }Im ( )I z . Οι 
συναρτήσεις βάσης που χρησιµοποιούµε, όπως βλέπουµε από το σχήµα 15, στο µηδέν 
έχουν πάντα τιµή 1. Όταν πολλαπλασιαστούν µε τα { }Im nI , τα οποία αποκλίνουν µε 
εναλλάξ θετική και αρνητική τιµή, είναι επόµενο για 0z =  η τιµή του (0)I  να 
παραµένει σταθερή καθώς το N αυξάνει, γιατί οι µεγάλες τιµές των 

{ }Im nI αναιρούνται. Αν σκεφτούµε ότι οι συναρτήσεις βάσης όσο αυξάνει το n , 
παρουσιάζουν πιο πυκνές ταλαντώσεις και οι συναρτήσεις αυτές λόγω των 
µεγαλύτερων συντελεστών τους, { }Im nI , έχουν µεγαλύτερη βαρύτητα στην εύρεση 

της ρευµατικής κατανοµής,  είναι λογικό τελικά το { }Im ( )I z  να παρουσιάζει µικρές 
ταλαντώσεις σε όλο το µήκος του διπόλου. Από την άλλη, στα άκρα του διπόλου οι 
συγκεκριµένες συναρτήσεις βάσης έχουν εναλλάξ τιµή 1 και –1. Εποµένως όταν 
πολλαπλασιαστούν µε τα  { }Im nI , από ένα σηµείο και µετά όλα τα γινόµενα γίνονται 
αρνητικά γεγονός το οποίο δηµιουργεί ταλαντώσεις κοντά στα z h= ± . 
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Το { }Re nI , από την άλλη, αποκλίνει αποµακρυνόµενο από το 0 µε τιµές θετικές και 
αρνητικές εναλλάξ, ενώ για τις συναρτήσεις βάσης ισχύουν αυτά που είπαµε πριν. 
Συνεπώς, για 0z =  , οι µεγάλες τιµές του { }Re nI  αναιρούνται µε αποτέλεσµα να µην 
έχουµε έντονες ταλαντώσεις στο σηµείο τροφοδοσίας. Για z h= ± , οι τιµές του 

{ }Re nI µετά τον πολλαπλασιασµό µε τις συναρτήσεις βάσης γίνονται από ένα σηµείο 

και µετά όλες αρνητικές, κάτι το οποίο δηµιουργεί ταλαντώσεις στο { }Re ( )I z κοντά 
στο z h= ±  . Οι µικρές ταλαντώσεις που παρατηρούνται σε όλο το µήκος του διπόλου 
είναι συνέπεια του γεγονότος ότι από κάποιο σηµείο και µετά το { }Re nI αρχίζει να 
αποκλίνει και αποκτούν µεγαλύτερο βάρος (οι συντελεστές τους έχουν µεγαλύτερο 
µέτρο) στη ρευµατική κατανοµή οι συναρτήσεις βάσης µε µεγαλύτερο n , οι οποίες 
παρουσιάζουν πολύ πυκνές ταλαντώσεις. 
 
Στο σχήµα 16 φαίνεται η γραφική παράσταση του condition number του πίνακα A  
συναρτήσει του Ν , που ισχύει και στην περίπτωση του frill generator, καθώς τα 
στοιχεία του πίνακα Α δίνονται από την ίδια σχέση (3.45).  
 
Από το σχήµα παρατηρούµε ότι ο condition number αυξάνει εκθετικά συναρτήσει του 
N  και προκύπτουν οι ευθείες του σχήµατος. Επίσης, για σταθερό /h a , οι ευθείες του 
condition number συναρτήσει του N  είναι παράλληλες και πολύ κοντά η µία στην 
άλλη. Παρατηρούµε ότι διπλασιάζοντας τα  /h λ και /a λ , αλλά διατηρώντας το /h a  
σταθερό, η τιµή του condition number  για σταθερό  N , αλλάζει ελάχιστα, ενώ η 
αλλαγή είναι σηµαντική αν αλλάξουµε το /h a . 
 

3.1.3.3 Σύγκριση αποτελεσµάτων για entire domain basis functions και 
subdomain basis functions 
 
Θα επιχειρήσουµε να συγκρίνουµε τα συµπεράσµατα µας µε αυτά που προέκυψαν από 
την εφαρµογή της µεθόδου Galerkin µε subdomain basis functions και ειδικότερα µε 
παλµικές συναρτήσεις. Παρατηρήσαµε ότι: 

• Στην περίπτωση των subdomain basis functions οι ταλαντώσεις του { }Im ( )I z  
παρουσιάζονται µόνο στα άκρα του διπόλου, για N µεγαλύτερο από τη 
σηµαντική παράµετρο /h a  και γίνονται πιο γρήγορες καθώς το N αυξάνει. Με 
τη δική µας µέθοδο ναι µεν οι ταλαντώσεις είναι πιο έντονες στα άκρα και δεν 
εµφανίζονται ταλαντώσεις κοντά στο 0z = , αλλά έχουµε και µικρού πλάτους 
ταλαντώσεις στο υπόλοιπο µήκος του διπόλου. Η τιµή του (0)I παραµένει 
σταθερή για σταθερό λόγο /h a , όσο και να αυξήσουµε το Ν. 

• Στη µέθοδο µε τα subdomain basis functions το { }Re ( )I z  εµφανίζει 

ταλαντώσεις στα άκρα , παρόµοιες µε τις ταλαντώσεις του { }Im ( )I z κοντά στο 

z h= ± . Στη δική µας µέθοδο το { }Re ( )I z εµφανίζει, επίσης, ταλαντώσεις στα 
άκρα του διπόλου, εµφανίζει, όµως, και µικρότερες ταλαντώσεις σε όλο το 
µήκος του διπόλου, κάτι που δεν παρατηρείται για τις subdomain basis 
functions.  
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• Στη µέθοδο µε τις subdomain basis functions για σταθερό /h a , ανεξαρτήτως 
,h a , έχουµε σταθερό condition number . Στη δική µας µέθοδο για /h a  

σταθερό έχουµε τιµές του condition number που είναι πολύ κοντά αλλά 
παρουσιάζουν µια µικρή εξάρτηση από το λόγο /h a  . 

 
 

3.1.4 Σύγκριση αποτελεσµάτων για delta function generator και  frill 
generator 
 
Για τη διευκόλυνση της µελέτης θα συµβολίσουµε µε ( )dI z  την προσεγγιστική 
ρευµατική κατανοµή που προκύπτει για delta function generator, ενώ µε ( )frI z  θα 
συµβολίσουµε την προσεγγιστική ρευµατική κατανοµή που προκύπτει από τη 
µοντελοποίηση frill generator. Μέσα από τη µελέτη µας πάνω στην ολοκληρωτική 
εξίσωση του Hallén για τα δύο µοντέλα τροφοδοσίας, delta function generator και 
magnetic frill generator, καταλήξαµε στα παρακάτω συµπεράσµατα: 

• Το φανταστικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής, { }Im ( )dI z , για 0.6 /N h a>> , 

παρουσιάζει έντονες ταλαντώσεις στο 0z =  ενώ το  { }Im ( )frI z  για κάποια 
τιµή του N  και µετά εµφανίζει ταλαντώσεις κοντά στα z h= ± , που είναι 
µικρότερου πλάτους από τις προαναφερθείσες. Η τιµή του (0)dI µειώνεται, 
συνεχώς, όσο αυξάνει το N  , ενώ η τιµή του (0)frI  µένει σχεδόν σταθερή όσο 

αυξάνει το N . Τόσο το { }Im ( )dI z  όσο και το { }Im ( )frI z  για µεγάλο 
N εµφανίζουν ταλαντώσεις σε όλο το µήκος του διπόλου, µικρότερες από 
αυτές που παρουσιάζονται για 0z =  και z h= ±  αντίστοιχα.  

• Οι τιµές του { }Re ( )dI z και του { }Re ( )frI z είναι πάρα πολύ κοντά και οι 
κατανοµές έχουν την ίδια µορφή. Με σταθερό /h a , για την ίδια τιµή του Ν και 
µετά αρχίζουν να εµφανίζουν ταλαντώσεις στα άκρα, οι οποίες επεκτείνονται 
και στο υπόλοιπο δίπολο. 

• Τέλος, µπορούµε να πούµε για την εξίσωση του Hallén, ότι και οι δύο 
µοντελοποιήσεις έχουν τον ίδιο condition number (δείκτη κατάστασης) όπως 
φαίνεται και στο σχήµα 16, καθώς έχουν κοινό πίνακα Α, τα στοιχεία του 
οποίου δίνονται από τη σχέση (3.45). 
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3.2 Μέθοδος Galerkin για την εξίσωση Pocklington 
 
Στην παράγραφο αυτή θα ασχοληθούµε µε την προσεγγιστική εξίσωση του 
Pocklington, θα µελετήσουµε τις δυσκολίες που σχετίζονται µε την αριθµητική επίλυσή 
της και θα δείξουµε ότι η απλή σχετικά εξίσωση παρουσιάζει αξεπέραστες δυσκολίες 
οι οποίες, ως επί το πλείστον, είναι συνέπεια του γεγονότος ότι η εξίσωση δεν έχει 
λύση. Το ερώτηµα που τίθεται είναι τι παρατηρεί κανείς όταν εφαρµόσει µία 
αριθµητική µέθοδο στην εξίσωση. Αφού η προσεγγιστική ολοκληρωτική εξίσωση δεν 
έχει λύση, διαφορετικές αριθµητικές µέθοδοι παράγουν διαφορετικά αποτελέσµατα. Η 
µέθοδος που θα χρησιµοποιήσουµε εδώ είναι η µέθοδος Galerkin  µε entire domain 
basis functions. Θα εξετάσουµε ξεχωριστά τα µεγέθη { }Re ( ) /I z V  και { }Im ( ) /I z V  
δηλαδή, το πραγµατικό και στο φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας της κεραίας, όπως 
και προηγουµένως. 
 
Έστω ( )apI z   η άγνωστη κατανοµή ρεύµατος στην προσεγγιστική ολοκληρωτική 
εξίσωση. Χρησιµοποιούµε το σύµβολο ( )I z , για διευκόλυνση. Η εξίσωση που θα 
µελετήσουµε έχει την παρακάτω µορφή: 
 
 

 
2

2
2 ( ') ( ') ' ( ),

h

h

k K z z I z dz g z z h
z −

 ∂ + − = < ∂ 
∫  (3.52) 

 
 
όπου η συνάρτηση ( )g z  για delta function generator ισούται µε: 
 

( ) ( )
o

iVkg z zδ
ζ

=                                                                                        (3.53) 

 
και για frill generator: 
 

( )

2 2 2 2

2 2 2 2
( )

2 ln

ik z a ik z b

o

iVk e eg z
b a z a z bζ

+ + 
= − 

 + +  
                                            (3.54) 

 
Ο προσεγγιστικός πυρήνας δίνεται από την παρακάτω σχέση: 
 

  
( ')1( )

4 ( ')

ikR z zeK z
R z zπ

−

=
−

                                                                             (3.55) 

 
 
όπου: 
 

  2 2( )R z z a= +                                                                                     (3.56) 
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Όπως έχουµε ξαναπεί στο προηγούµενο κεφάλαιο, σε αντίθεση µε τον ακριβή πυρήνα, 
ο προσεγγιστικός πυρήνας δεν απειρίζεται για 0z = . Εδώ, λοιπόν, δε συντρέχουν οι 
λόγοι του Παραρτήµατος Β και ο διαφορικός τελεστής µπορεί να περάσει µέσα στο 
ολοκλήρωµα της εξίσωσης (3.52). Βέβαια ο προσεγγιστικός πυρήνας έχει µέγιστο για 

0z =  και το µέγιστο αυτό γίνεται οξύτερο για λεπτότερες κεραίες. Παρακάτω θα 
περιγράψουµε τη διαδικασία διαφόρισης του πυρήνα. 
 
Εάν ( ( )), ( ( ))f f R z g g R z= =  
 
τότε ισχύει: 
 

f f R
z R z

∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂
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και µε ' hh
R

∂=
∂

: 
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Με 2, ' , ''ikR ikR ikRf e f ike f k e= = = −  και 2 3
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R R R
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Εποµένως: 
 

2 2 2 2 2 2
2

2 2 3 4 5

1 3 3( ) ( )
4

ikRe k ik k z ikz zG z k K z
z R R R R Rπ

   ∂ ++ = + − − +   ∂   
                   (3.57) 

 
Άλλη µορφή προκύπτει χρησιµοποιώντας 2 2 2z R a= −  
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                     (3.58) 

 
Έτσι η νέα εξίσωση Pocklington προκύπτει για  to delta function generator: 
 

( ') ( ') ' ( ),
h

oh

iVkG z z I z dz z z hδ
ζ−

− = <∫                                                   (3.59) 

 
και για το frill generator: 
 

( )
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∫                 (3.60) 

 
όπου η ( )G z  δίνεται από την (3.57) ή την (3.58).  
 
Για να βρούµε µια αριθµητική λύση για την (3.52) αρχικά εφαρµόζουµε τη µέθοδο των 
ροπών στην εξίσωση. Για τη µέθοδο Galerkin µε entire domain basis functions θέτουµε: 
 

 
1

1
( ) ( ),

N

n n
n

I z I f z z h
+

=
≅ <∑  (3.61) 

 
 
όπου οι συναρτήσεις βάσης είναι: 
 

 ( )2 1
( ) cos , , 1, 2,..., 1

2n

n z
f z z h n N

h
π− 

= < = + 
 

 (3.62) 

 
 
Αυτές οι συναρτήσεις είναι κατάλληλες ως basis functions διότι το άγνωστο ρεύµα 
είναι άρτια συνάρτηση που µηδενίζεται για z h= ± . Πιο συγκεκριµένα: 
 
(α) Κάθε άρτια συνάρτηση ( )g z µπορεί να γραφεί ως: 
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1

( ) ( ) ,n n
n

g z a f z z h
∞

=
= <∑  (3.63) 

δηλαδή το σύνολο { }1 2( ), ( ),...f z f z είναι πλήρες για τις άρτιες συναρτήσεις. Αυτό 
∆είχνεται στο παράρτηµα Γ. 
 
(β) Τα ( )nf z  µηδενίζονται για z h= ±  και εποµένως η προσέγγιση (3.62) πλεονεκτεί 
έναντι της συνηθισµένης (για το διάστηµα [ ],h h− ) σειράς Fourier 

1

1
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n zI z h
h
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=
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Η αντικατάσταση της σχέσης (3.62) στην εξίσωση (3.59), ο πολλαπλασιασµός µε 

( )lf z  και η ολοκλήρωση από h−  ως h  όπως είδαµε στην προηγούµενη παράγραφο 
παράγει το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων: 
 

 
1

1
, 1,2,... 1

N

ln n l
n

A I B l N
+

=
= = +∑  (3.64) 

 
Στο σύστηµα εξισώσεων (3.64), οι συντελεστές lnA  υπολογίζονται από την παρακάτω 
σχέση: 
 
  

 ( ') ( ') ( ) ' , 1 , 1
h h

nl n l
h h

A G z z f z f z dz dz n l N
− −

= − ≤ ≤ +∫ ∫  (3.65) 

 
Από τις εξισώσεις (3.56), (3.57) και (3.58) παρατηρούµε ότι ισχύει  ( ) ( )G z G z= − , 
Συνεπώς θα ισχύει και: 
 
 ln nlA A=  (3.66) 
 
άρα δε χρειάζεται να υπολογίσουµε όλους τους συντελεστές lnA , αλλά µόνο αυτούς για 
τους οποίους ισχύει l n≤ , και οι υπόλοιποι συντελεστές προκύπτουν από τη σχέση 
(3.66). 
 
Οι συντελεστές lB  για delta function generator δίνονται παρακάτω: 
 

 ( ) ( ) (0) , 1,..., 1
h

l l l
o o oh

iVk iVk iVkB z f z dz f l Nδ
ζ ζ ζ−

= = = = +∫  (3.67) 

 
ενώ για  frill generator έχουµε το αριθµητικό ολοκλήρωµα: 
 

 ( ) ( ) , 1,..., 1
h

l l
h

B g z f z dz l N
−

= = +∫  (3.68) 

όπου το ( )g z  δίνεται από τη σχέση (3.54). 
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Με τη βοήθεια προγράµµατος του MATLAB,  του οποίου ο κώδικας περιέχεται στο 
Παράρτηµα Α της εργασίας υπολογίζουµε το µέγεθος nI  και αφού το βρούµε 
υπολογίζουµε το προσεγγιστικό ρεύµα ( )I z  από τη σχέση (3.61).  
 
Έτσι, λοιπόν, πρέπει κανείς να επιλύσει ένα ( ) ( )1 1N N+ × + συµµετρικό Toeplitz 
σύστηµα για να υπολογίσει το nI . Εφαρµόζοντας τα παραπάνω µπορούµε να λύσουµε 
το σύστηµα και να βρούµε µια τιµή για το ρεύµα µε τη βοήθεια τη σχέσης (3.61) για 
διάφορες τιµές του N , του λόγου a

λ  και του λόγου h
λ  όπου λ το µήκος κύµατος 

που δίνεται από τον τύπο c
f

λ = . ∆ηλαδή, θα υπολογίσουµε αριθµητικά το πραγµατικό 

και το φανταστικό µέρος της κατανοµής ρεύµατος πάνω στην κεραία για διάφορες 
τιµές του µήκους της κεραίας, το οποίο είναι συγκρίσιµο µε το µήκος κύµατος, της 
ακτίνας του σωληνοειδούς διπόλου α, η οποία είναι πολύ µικρότερη του µήκους 
κύµατος για το συγκεκριµένο µοντέλο. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι το µέγεθος (0)I

V  

είναι προσεγγιστικά η αγωγιµότητα εισόδου της κεραίας. Οι ολοκληρώσεις γίνονται 
έτσι ώστε το σφάλµα ολοκλήρωσης να είναι όσο το δυνατόν µικρότερο. Παρακάτω θα 
παρουσιάσουµε τις γραφικές παραστάσεις του πραγµατικού και του φανταστικού 
µέρους της αγωγιµότητας της κεραίας για διάφορες τιµές του Ν και για διάφορες τιµές 
του λόγου h

λ . Η ακτίνα α του σωληνοειδούς διπόλου θα είναι αρκετά µικρότερη από 

το µήκος κύµατος. 
 

3.2.1 Η συµπεριφορά της αριθµητική λύσης και η σχέση της µε το 
condition number του πίνακα 
 
 
Αυτό που θα µπορούσαµε να πούµε για την εξίσωση του Pocklington, είναι ότι τα 
αποτελέσµατα που προέκυψαν ακολουθούν τη λογική των αποτελεσµάτων της 
εφαρµογής της µεθόδου Galerkin στην εξίσωση του Hallén. ∆ηλαδή, µετά από 
εκτεταµένη µελέτη, δεν παρατηρήσαµε διαφοροποίηση των αποτελεσµάτων. Συνεπώς, 
τα συµπεράσµατα της παραγράφου, για τη ρευµατική κατανοµή ( )I z  ισχύουν και εδώ, 
όπως φαίνεται και στα σχήµατα 5, 6 του Παραρτήµατος ∆. 
 
Αυτό που διαφοροποιείται ανάµεσα στις δύο εξισώσεις είναι o condition number του 
πίνακα Α της εξίσωσης. Παρακάτω, παρουσιάζουµε ένα συγκριτικό σχήµα που δείχνει 
τον condition number συναρτήσει του Ν, για τις δύο εξισώσεις και στη συνέχεια το 
σχολιάζουµε. 
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Figure : comparison of logarithmic condition number, 

Hallen equation, h = 0.25, h/a = 25→

← h = 0.25, h/a = 25, Pocklington equation

 

Σχήµα 17: Ο condition number του πίνακα Α για / 25h a =  της εξίσωσης του Hallén (πράσινη γραµµή) 
και της εξίσωσης του Pocklington (µπλε γραµµή). 

 
Από το σχήµα παρατηρούµε ότι ο condition number της εξίσωσης Pocklington δεν 
αυξάνεται µε τόσο γρήγορο ρυθµό όσο ο αντίστοιχος της Hallén για σταθερό λόγο 

/h a . Κι ενώ για κάποιο διάστηµα είναι µεγαλύτερος από αυτόν της  Hallén, σε κάποιο 
σηµείο ταυτίζονται και στη συνέχεια ο condition number της εξίσωσης Pocklington 
παραµένει πολύ µικρότερος. Αυτό ήταν κάτι το αναµενόµενο, αν σκεφτούµε ότι ο 
πυρήνας της Pocklington είναι πιο peaked σε σχέση µε τον πυρήνα της Hallén  στα 
σηµεία 'z z= (µιλάµε πάντα για προσεγγιστικούς πυρήνες), που σηµαίνει ότι τα 
διαγώνια στοιχεία του πίνακα της πρώτης  εξίσωσης είναι πιο ισχυρά, δηλαδή ο 
πίνακας  Α της Pocklington είναι πιο ισχυρός διαγώνια (diagonially strong). Αυτό 
συνεπάγεται ότι  ο πίνακας αυτός θα είναι λιγότερο ill-conditioned από τον αντίστοιχο 
πίνακα της εξίσωσης του Hallén, σύµφωνα µε τα όσα έχουµε πει στο 2ο  Κεφάλαιο. 
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3.3 Μέθοδος point-matching για την εξίσωση του Hallén 
 
 
Η µέθοδος που εφαρµόζουµε στη συνέχεια είναι η µέθοδος point-matching για την 
εξίσωση του Hallén. Η περιγραφή της µεθόδου αυτής προκύπτει σύµφωνα µε την 
παράγραφο (2.2.3.2). Η εξίσωση του Hallén έχει τη µορφή : 
 

1 2( ') ( ') ' ( ) ( ) ,
h

h

K z z I z dz g z C g z h z h
−

− = + ⋅ − ≤ ≤∫                               (3.69) 

 

όπου 2h  είναι το µήκος της κεραίας, 1( ) sin
2 o

ig z V k z
ζ

=  για delta function generator 

και
1 2

0 1 2

( )
2 ln( / )

jkR jkRikV e eg z
b a R Rζ

 
= − 

 
 ,όπου  2 2

1R z a= +   και    2 2
2R z b= +  , για                       

frill generator, ενώ 2 ( ) cosg z kz=  και στις δύο περιπτώσεις. 
 
Για να βρούµε µια αριθµητική λύση της , πρώτα εφαρµόζουµε τη µέθοδο των ροπών 
στην εξίσωση αυτή. Για τη µέθοδο point-matching µε την επιλογή συνηµιτονικών 
συναρτήσεων βάσης ολικού πεδίου που είναι άρτιες και µηδενίζονται στα άκρα του 
διπόλου θέτουµε: 
 

1

1
( ') ( ')

N

n n
n

I z I f z
+

=
≅ ∑                                                                                    (3.70) 

 
όπου οι συνηµιτονικές συναρτήσεις είναι: 
 

( )2 1
( ') cos

2n

n z
f z

h
π− 

=  
 

                                                                       (3.71) 

 
Αν αντικαταστήσουµε την εξίσωση  στην  κι  αλλάξουµε τη σειρά της ολοκλήρωσης 
και του αθροίσµατος, προκύπτει: 
 

1

1

( ') ( ') ' ( )
hN

n n
n h

I K z z f z dz g z
+

= −

− ≅∑ ∫                                                             (3.72) 

 
Βρίσκουµε 1N +  ισαπέχοντα σηµεία στο διάστηµα [ ]0,h , (matching points), και 
ικανοποιούµε την  στα σηµεία αυτά. Παρακάτω, θα δούµε πώς επιλέγουµε τα σηµεία 
αυτά. Παίρνουµε λοιπόν το σύστηµα: 
 
           

1

1 1
1

( ) ( ), , 1,..., 1
N

n ln l l
n

I A g z Cg z l n N
+

=
= + = +∑                                       (3.73) 

 
όπου:  
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( ') ( ') ' , 1 , 1
h

l n l n
h

A K z z f z dz l n N
−

= − ≤ ≤ +∫                                           (3.74) 

 
Η (3.73) είναι ένα ( ) ( )1 1N N+ × +  σύστηµα µε αγνώστους 1 2, ,..., NI I I Cκαι . 
 

1

1
1 2

, 1,...
( ) 1, 2,..., 1

( ), 1

N
l n n

l
n l

A I n N
g z l N

C g z n N

+

=

= 
= = + 

− ⋅ = + 
∑                             (3.75) 

 
και σε µορφή πίνακα: 
 

11 12 13 1 2 1 1 11

21 22 23 2 2 2 1 22

1 2 3 2 1

1,1 1,2 1,3 1, 1 2 1 1 1

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

N

N

N N N NN N NN

N N N N N N N

A A A A g z g zI
A A A A g z g zI

A A A A g z g zI
A A A A g z g zC+ + + + + + +

−    
    −    
     =
    −    
    −     

L

L

M M M M M MM

L

            (3.76) 

 
Ένα ζήτηµα που µας απασχόλησε ιδιαίτερα ήταν η επιλογή των σηµείων, στα οποία θα 
ικανοποιήσουµε την εξίσωση. Σε αυτό το σηµείο, πρέπει να τονίσουµε ότι παρόλο που 
η µέθοδος point-matching είναι η απλούστερη µέθοδος στον υπολογισµό, δεν είναι 
δυνατό να καθορίσουµε, εκ των προτέρων για µια συγκεκριµένη εξίσωση ποια 
matching points είναι τα κατάλληλα-[18-ch.4]. Ακριβές αποτέλεσµα εξασφαλίζεται 
µόνο αν γίνει δικαιολογηµένη επιλογή των matching points. Επίσης πρέπει να 
επισηµάνουµε ότι η µέθοδος point-matching εξαρτάται σε µεγάλο βαθµό από τα 
matching points-[18-ch.4, 14, 15]. Έχει αποδειχθεί πειραµατικά ότι η απόκλιση ή η 
σύγκλιση της απλής µεθόδου point-matching εξαρτάται αποφασιστικά από την 
τοποθέτηση των matching-points - [14]. Στην περίπτωση που µελετάµε, επιλέξαµε τα 
σηµεία να είναι ισαπέχοντα στο διάστηµα [ ]0,h . Επιλέγουµε τα σηµεία να βρίσκονται 

στο [ ]0,h , που είναι το µισό µήκος της κεραίας, για να αποκτήσουµε εξισώσεις που 
είναι γραµµικά ανεξάρτητες.  
 
Μία επιλογή θα µπορούσε να είναι τα δύο από τα σηµεία αυτά να είναι τα άκρα του 
διαστήµατος 0  και h , και τα υπόλοιπα να ισοκατανέµονται στο υπόλοιπο διάστηµα 

έτσι ώστε ( )1
l

l h
z

N
−

= . Μία άλλη επιλογή θα µπορούσε να είναι να χωρίσουµε το 

προαναφερθέν διάστηµα σε 1N +  υποδιαστήµατα και ως matching points να ορίσουµε 

τα µέσα των διαστηµάτων αυτών, έτσι ώστε 
( )1

2
1l

l h
z

N

−
=

+
. Άλλες επιλογές θα 

µπορούσαν να είναι τα δεξιά ή τα αριστερά άκρα των 1N +  υποδιαστηµάτων. Βέβαια 
δεν είναι απαραίτητο τα σηµεία να ισοκατανέµονται στο διάστηµα που µας ενδιαφέρει, 
δηλαδή, για παράδειγµα, θα µπορούσαµε να επιλέξουµε περισσότερα σηµεία κοντά στο 
µέσο και στα άκρα της κεραίας, αφού εκεί περιµένουµε ότι θα υπάρχει πρόβληµα. Για 
να επιβεβαιώσουµε  αυτό που ισχυριστήκαµε παραπάνω, δηλαδή, την εξάρτηση της 
µεθόδου από τα matching points, να πούµε ότι µε διαφορετική επιλογή matching points 
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στην εφαρµογή της µεθόδου point matching στην εξίσωση του Hallén, παίρναµε  
διαφορετικά αποτελέσµατα.   Για να ελέγξουµε την ορθότητα των παραπάνω επιλογών, 
θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο αυτή σε µια ολοκληρωτική εξίσωση της οποίας 
γνωρίζουµε την ακριβή λύση εκ των προτέρων. Η ολοκληρωτική εξίσωση αυτή είναι η : 
 

1

1

ln ' ( ') ' ( )x x I x dx f x
−

− =∫                                                                (3.77) 

 
Για να προσοµοιώσουµε την εξίσωση του Hallén, θέτουµε 2( ) 1f x C x= ⋅ +  και η 
γίνεται: 
 

 
1

2

1

ln ' ( ') ' 1x x I x dx Cx
−

− = +∫  (3.78) 

 

Βρίσκουµε από τον πίνακα 1 ότι η λύση της 
1

2

1

ln ' ( ') 'x x I x dx x
−

− =∫  είναι 

2

2

1 1( ) 1 2
2ln 21

I x x
xπ

 = − −  −
, ενώ η λύση της 

1

1

ln ' ( ') ' 1x x I x dx
−

− =∫  είναι 

2

1( )
ln 2 1

I x
xπ

= −
−

. Συνεπώς η λύση της (3.78) είναι: 

 
 

2

2 2

2

2

2

2

1 1 1( ) 1 2
2ln 21 ln 2 1

1 1( ) 2
2ln 2 ln 21

1 12
2ln 2 ln 21

I x C x
x x

CI x C Cx
x

CCx C
x

π π

π

π

 = − − − ⇒  − −
 = − − −  −
 = − + − −  −

                           (3.79) 

 
 
Θέλουµε η λύση να µηδενίζεται στα άκρα του διπόλου, δηλαδή ( ) 0I h± = . Συνεπώς ο 
παράγοντας που βρίσκεται µέσα σε αγκύλη πρέπει να έχει τη µορφή: 
 

 ( )2' 1C x⋅ −                                                                                               (3.80) 
 
όπου C’ τυχαία σταθερά.  
Εξισώνοντας τον παράγοντα µέσα στην αγκύλη µε την (3.80) προκύπτει: 
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( ) ( )

' 2
121 2ln 2 ln 2'

2ln 2 ln 2
1 1 1 21

12ln 2 ln 2 2ln 2 1ln 2 2

C C
CC CCC C

C C

= 
⇔ = − − ⇔= − − 

 + = − ⇔ = − = −  +  +

                 (3.81) 

  

Εποµένως ( )
4'

2ln 2 1
C = −

+
 και από την  προκύπτει ότι η ακριβής λύση της 

ολοκληρωτικής εξίσωσης είναι: 
 

( )
2 2

2

2

'(1 ) ' 2 1( ) 1
2ln 2 11

C x C xI x x
x π ππ

− −= = − =
+−

                                         (3.82) 

 
 
όπου είναι εµφανές ότι ισχύει η συνθήκη ( 1) 0Ι ± =  . 
 
Εφαρµόζουµε λοιπόν την µέθοδο ροπών στην εξίσωση (3.78), της οποίας γνωρίζουµε 
την ακριβή λύση , µε συναρτήσεις βάσης τις συνηµιτονικές συναρτήσεις και τεχνική 
point-matching. Ως matching points δοκιµάσαµε πολλές επιλογές ανάµεσα στις οποίες 
ήταν και αυτές που προαναφέραµε και καταλήξαµε στο συµπέρασµα ότι για όλες τις 
επιλογές, η µέθοδος παρουσίαζε µεγάλο σχετικό σφάλµα ( της τάξης του 80%) κοντά 
στα 1x = ±  , το οποίο δε µειωνόταν καθώς αυξανόταν το N . Παρόµοια συµπεράσµατα 
για τη µέθοδο point matching µε entire domain basis functions έχουν διατυπωθεί και σε 
άλλες εργασίες – [10]. 
 
Αυτό που µας ώθησε να εξετάσουµε τη συγκεκριµένη µέθοδο, εφαρµόζοντας την σε 
µια ολοκληρωτική εξίσωση µε γνωστή λύση, ήταν ότι τα αποτελέσµατα που µας έδινε 
όταν την εφαρµόζαµε στην ολοκληρωτική εξίσωση του Hallén δεν είχαν κάποια λογική 
συνέχεια και δεν µπορούσαµε να βγάλουµε κάποια συµπεράσµατα. Επιπλέον θέλαµε 
να ελέγξουµε την ορθότητα των matching points, έτσι ώστε να κάνουµε την καλύτερη 
δυνατή επιλογή, διότι παρατηρούσαµε ότι άλλη επιλογή σηµείων µας έδινε τελείως 
διαφορετικά αποτελέσµατα (σχ. 13 παράρτηµα ∆). 
 
Μετά τη µελέτη της δοκιµαστικής εξίσωσης άρχισαν να µας δηµιουργούνται 
αµφιβολίες σχετικά µε την ορθότητα της µεθόδου point matching µε συναρτήσεις 
βάσης ολικού πεδίου. Αυτή η εξέλιξη φαίνεται αναµενόµενη διαισθητικά, αν 
σκεφτούµε ότι οι συναρτήσεις που χρησιµοποιούµε έχουν τιµή µη µηδενική σε όλο το 
µήκος του διπόλου, ενώ ουσιαστικά η µέθοδος point matching ικανοποιεί την εξίσωση 
σε λίγα µόνο σηµεία του διπόλου. Πρέπει να πούµε ότι η µέθοδος αυτή καθώς 
αυξάνουµε το Ν, συγκλίνει και για τις τέσσερις επιλογές σηµείων µε διαφορετικό 
βέβαια ρυθµό. Να συµπληρώσουµε ότι, όταν εφαρµόσαµε τη µέθοδο αυτή στην 
εξίσωση της µορφής: 
 

1

1

ln ' ( ') ' ( )x x I x dx f x
−

− =∫  
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όπου ( ) 1f x =  ή 2( )f x x= , για να προσοµοιώσουµε την εξίσωση του Pocklington, η 
µέθοδος δεν συνέκλινε για όλες τις επιλογές των matching points, αλλά µόνο για 

( )1
2
1l

l h
z

N

−
=

+
 και ( 1)

1l
l hz
N
−=
+

, δηλαδή τα µέσα και τα αριστερά άκρα των 

διαστηµάτων (σχ. 16 παράρτηµα ∆). Επιβεβαιώνεται, λοιπόν, το ότι η επιλογή των 
matching points είναι καθοριστική για τη σύγκλιση της µεθόδου. 
 
Για να εξελίξουµε τη µέθοδο αυτή, σκεφτήκαµε ότι θα µπορούσαµε να ικανοποιήσουµε 
την ολοκληρωτική εξίσωση σε περισσότερα σηµεία για σταθερό αριθµό συναρτήσεων 
βάσης N . Σε αυτή την περίπτωση, ο αριθµός των συναρτήσεων δοκιµής, έστω M , θα 
υπερβαίνει τον αριθµό N των συναρτήσεων βάσης και συνεπώς, ο πίνακας της 
µεθόδου ροπών δε θα είναι τετραγωνικός και άρα µη αντιστρέψιµος µε την κοινή 
έννοια. Παρόλα αυτά, η λύση µπορεί να βρεθεί µε την τεχνική των ελαχίστων 
τετραγώνων. Η τεχνική αυτή δίνει το ελάχιστο τετραγωνικό σφάλµα, για τα matching 
points, σε αντίθεση µε το µηδενικό σφάλµα όταν ο αριθµός των συναρτήσεων βάσης 
και δοκιµής είναι ίδιος.  
 

3.3.1 Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων – Μελλοντική έρευνα 
 
Έστω Ax b=  ένα γραµµικό σύστηµα m n× . Στις εφαρµογές (π.χ. στη µοντελοποίηση) 
οι συντελεστές A  και b  αντιστοιχούν συνήθως σε µετρήσεις και το x  σε παραµέτρους 
του µοντέλου, τις οποίες θέλουµε να εκτιµήσουµε, οπότε ισχύει m n>> . Υποθέτουµε 
ότι το µοντέλο είναι γραµµικό ως προς τις παραµέτρους. Ένα τέτοιο σύστηµα Ax b= , 
µε m n>>  είναι συνήθως αδύνατο, οπότε έχουµε για κάθε nx ∈  : 
 

( )Ax b xε= +  
 
όπου το διάνυσµα ( )xε  είναι το σφάλµα ή  το υπόλοιπο. Ο σκοπός είναι τότε να 
επιλεγεί το x  έτσι ώστε το ( )xε  να είναι το µικρότερο δυνατό. Στη µέθοδο ελαχίστων 
τετραγώνων ελαχιστοποιούµε τη συνάρτηση σφάλµατος: 
 

 2 2

2 2

1 1( ) ( )
2 2

F x x Ax bε= = −  (3.83) 

όπου 2⋅  η Ευκλείδια νόρµα. Η F γράφεται: 

 1 1( )
2 2

T T T TF x x A Ax b Ax b b= − +  (3.84) 

και είναι άρα τετραγωνική µε πίνακα TA A , διάνυσµα TA b και σταθερά 1
2

Tb b . 

Θεώρηµα. Ο πίνακας TA A  είναι συµµετρικός και θετικός. Οι τρεις ακόλουθες 
προτάσεις είναι ισοδύναµες: 
α) Ο πίνακας TA A  είναι θετικά ορισµένος 
β) Ο πίνακας TA A  είναι οµαλός 
γ) Οι στήλες του A  είναι γραµµικά ανεξάρτητες, οπότε m n≥ . 
Αν ισχύει µια από αυτές τις τρεις προτάσεις, τότε η F έχει ένα µοναδικό σηµείο 
ελαχίστου x  που είναι η λύση του οµαλού συστήµατος: 
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 T TA A x A b=  (3.85) 
Το σηµείο x καλείται εκτίµηση του x  µε τη µέθοδο των Ελαχίστων Τετραγώνων και 
οι εξισώσεις  καλούνται κανονικές εξισώσεις.  
 
Απόδειξη.  Ο πίνακας TA A  είναι προφανώς  συµµετρικός ( )TT TA A A A= . Έστω jA η 
στήλη j  του A . Έχουµε: 
 

2
2

2
2

0T T
j j

j

x A Ax Ax A x= = ≥∑  

που δείχνουν ότι ο  TA A  είναι θετικός και οι προτάσεις α, β, γ είναι ισοδύναµες. 
 
Παρατηρήσεις. Στην πράξη το m  είναι συνήθως πολύ µεγαλύτερο του n  (πολλές 
µετρήσεις) και οι στήλες του A  γραµµικά ανεξάρτητες. Το σύστηµα µπορεί να λυθεί 
µε τη µέθοδο του Gauss. 
 
Εφαρµογή-Βέλτιστη προσαρµογή συνάρτησης 
 
Έστω µια συνάρτηση της µορφής: 
 

1

( ) ( )
n

j j
j

g x c f x
=

=∑   

όπου jf είναι γνωστές συναρτήσεις και jc είναι άγνωστοι συντελεστές που ζητάµε να 
εκτιµήσουµε. Έστω ( , ), 1,...,i ix y i m=  m σηµεία του επιπέδου. Το πρόβληµα είναι να 
προσδιορίσουµε τους συντελεστές jc έτσι ώστε οι τιµές ( )if x   της f  στα σηµεία ix να 
απέχουν το ελάχιστο δυνατό από τα iy . Έχουµε έτσι: 
 

1

( ) ( )
n

i j j i i
j

g x c f x y ε
=

= = +∑  

και ελαχιστοποιούµε το άθροισµα των τετραγώνων των διαφορών ή σφαλµάτων, iε . 
Προκύπτει εδώ το σύστηµα: 
 

Ac y ε= +  
 
όπου ( ) ( ), ( ), ( ),ij ij j i i jA a a f x y y c c= = = =  
και εφαρµόζοντας τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, το βέλτιστο c είναι η λύση 
του συστήµατος: 
 

T TA A c A y=  
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Στην περίπτωσή µας  έχουµε 
1

1

( ') ( ') ' ( )
hN

n n
n h

I K z z f z dz g z
+

= −

− ≅∑ ∫ , όπου nI  οι άγνωστοι 

συντελεστές και ( ') ( ') '
h

n
h

K z z f z dz
−

−∫  οι γνωστές συναρτήσεις, ενώ 

1 2( ) ( ) ( )g z g z Cg z= +  και ο πίνακας Α φαίνεται στο σύστηµα , ενώ ( )y g z= . 
 
Τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από αυτή τη µέθοδο πλησιάζουν τα αποτελέσµατα 
από την εφαρµογή της µεθόδου Galerkin στην εξίσωση του Hallén, καθώς αυξάνει ο 
αριθµός των συναρτήσεων δοκιµής Μ σε σχέση µε τον αριθµό των συναρτήσεων 
βάσης Ν (σχ. 14 παράρτηµα ∆). Παρόλα αυτά, διατηρούµε επιφύλαξη σχετικά µε την 
ορθότητα της µεθόδου, καθώς η εφαρµογή κι αυτής στην δοκιµαστική εξίσωση 
παρουσιάζει µεγάλο σχετικό σφάλµα στα άκρα, το οποίο δεν µειώνεται καθώς 
αυξάνουµε το Ν. Βέβαια και αυτή η µέθοδος, όπως και η προηγούµενη, συγκλίνει 
καθώς αυξάνουµε το Ν (σχ. 15 παράρτηµα ∆). Επίσης η µέθοδος αυτή δεν παρουσιάζει 
τόσο µεγάλη εξάρτηση από τα matching points που επιλέγουµε (σχ. 13, 14 παράρτηµα 
∆). Σε αυτό το σηµείο θα µπορούσαµε να πούµε ότι αυτό το θέµα θα µπορούσε να 
αποτελέσει έναυσµα για µελλοντική έρευνα, καθώς η µέθοδος point-matching είναι 
απλή και ταχύτατη σε σχέση µε τη µέθοδο Galerkin. Συνάµα, το σηµείο αυτό, δηλαδή, 
το κατά πόσο θα µπορούσε η µέθοδος αυτή να είναι επαρκής για την εξαγωγή 
αποδεκτών αποτελεσµάτων στην περίπτωση που οι συναρτήσεις βάσης είναι entire-
domain, αποτελεί ένα πολύ ενδιαφέρον ζήτηµα για διερεύνηση.   
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3.4 MATLAB 
 
Όπως αναφέρθηκε και στο προηγούµενο κεφάλαιο, οι εφαρµογές όλων των αριθµητικών 
µεθόδων στις ολοκληρωτικές εξισώσεις που περιγράφηκαν, υλοποιήθηκαν µε τη βοήθεια 
του MATLAB, έκδοση 7. Το MATLAB, ως γλώσσα προγραµµατισµού και εργαλείο 
οπτικοποίησης δεδοµένων, προσφέρει µεγάλη γκάµα δυνατοτήτων για τη λύση 
προβληµάτων στον τοµέα της µηχανικής και της επιστήµης γενικότερα. 
 
Στο παράρτηµα Α, παρουσιάζουµε τα προγράµµατα που υλοποιήσαµε µε MATLAB, κι 
εδώ θα περιγράψουµε κάποιες από τις συναρτήσεις και εντολές που χρησιµοποιήσαµε.  
 
Συνάρτηση Είδος Περιγραφή 
cos τριγωνοµετρική 

συνάρτηση 
Συνηµίτονο 

sin  τριγωνοµετρική 
συνάρτηση 

Ηµίτονο 

exp εκθετική συνάρτηση e 
log εκθετική συνάρτηση φυσικός λογάριθµος 
log10 εκθετική συνάρτηση λογάριθµος µε βάση το 10 
sqrt εκθετική συνάρτηση Ρίζα 
abs µιγαδική συνάρτηση απόλυτο ή µέτρο 
imag µιγαδική συνάρτηση φανταστικό µέρος µιγαδικού 
real µιγαδική συνάρτηση πραγµατικό µέρος µιγαδικού 
format long 
e 

εντολή 16 ψηφία και εκθέτης 

zeros κατασκευή πινάκων κατασκευή πίνακα µε όλα τα στοιχεία του µηδενικά 
linspace κατασκευή πινάκων κατασκευή πίνακα µε επιλογή πρώτου στοιχείου, 

τελευταίου στοιχείου και αριθµό ενδιάµεσων 
στοιχείων 

num2str συνάρτηση µετατροπή αριθµού σε string 
tic συνάρτηση χρόνου εκκίνηση του χρονοµέτρου 
toc συνάρτηση χρόνου διακοπή του χρονοµέτρου 
inv(A) συνάρτηση πινάκων αντίστροφος πίνακα 
cond(A) συνάρτηση πινάκων condition number πίνακα 
lu(A) συνάρτηση πινάκων lu παραγοντοποίηση 
trapz συνάρτηση 

ολοκλήρωσης 
ολοκλήρωση µε κανόνα τραπεζίου 

quadl συνάρτηση 
ολοκλήρωσης 

Ολοκλήρωση 

dblquad συνάρτηση 
ολοκλήρωσης 

διπλή ολοκλήρωση 

plot συνάρτηση γραφική αναπαράσταση δεδοµένων 
figure object handles παράθυρο για την παρουσίαση γραφικών 
uicontrol object handles αντικείµενο για τη διεπαφή προγράµµατος- χρήστη 
 
Επίσης παρακάτω παρουσιάζεται η υλοποίηση των βασικών πράξεων µεταξύ πινάκων και 
µεταξύ πινάκων και βαθµωτών αριθµών. 
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Πράξη στοιχείο προς στοιχείο Αναπαράσταση δεδοµένων 
[ ]1 2 ... na a a a= , [ ]1 2 ... nb b b b= , 

c = <βαθµωτός> 
Πρόσθεση πίνακα µε βαθµωτό [ ]1 2 ... na c a c a c a c+ = + + +  
Πολλαπλασιασµός πίνακα µε 
αριθµό 

[ ]1 2* * * ... *na c a c a c a c=  

Πρόσθεση πινάκων [ ]1 1 2 2 ... n na b a b a b a b+ = + + +  
Πολλαπλασιασµός πινάκων [ ]1 1 2 2.* * * ... *n na b a b a b a b=  
∆ιαίρεση πινάκων [ ]1 1 2 2. / / / ... /n na b a b a b a b=  
∆ύναµη [ ]1 2.^ ^ ^ ... ^na c a c a c a c=  
 [ ]1 2.^ ^ ^ ... ^ nc a c a c a c a=  
 [ ]1 1 2 2.^ ^ ^ ... ^n na b a b a b a b=  
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3.5 Εφαρµογή αριθµητικής µεθόδου-Παρατηρήσεις 
 
Ένα πρόβληµα που συναντήσαµε κατά την εφαρµογή της αριθµητικής µεθόδου 
Galerkin στις ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Hallén και Pocklington, ήταν ο πολύ 
µεγάλος υπολογιστικός χρόνος που απαιτούσε η χρήση της συνάρτησης dblquad. Η 
συγκεκριµένη συνάρτηση του MATLAB υλοποιεί διπλή ολοκλήρωση, κάτι που σε 
συνδυασµό µε την επιθυµία µας για αρκετά υψηλή ακρίβεια και την πολυπλοκότητα 
των ολοκληρωτέων ποσοτήτων δικαιολογεί τον µεγάλο υπολογιστικό χρόνο. Για να 
αντιµετωπίσουµε αυτό το πρόβληµα καταφύγαµε στο σύνθετο τύπο του τραπεζίου. 
 

3.5.1 Σύνθετος τύπος τραπεζίου 
 
Έστω [ ]2 ,g C a b∈  και { } 0

N
i ix =  1N +  ισαπέχοντα σηµεία του [ ],a b  µε 0 , Nx a x b= = , 

1i iC x x+= − . Στη σύνθετη µέθοδο τραπεζίου εφαρµόζουµε διαδοχικά τον τύπο 
Τραπεζίου σε κάθε υποδιάστηµα [ ]1,i ix x−  του[ ],a b . Παίρνουµε έτσι: 
 
  

 

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

1
1

1 2 1

1

1

( )
2

1 1...
2 2
1 1
2 2

b N

i i
ia

o N N

N

o N i
i

Cg x dx g g E g T g E g

C g g g g g E g

C g g g E g T g E g

−
=

−

−

=

= + − = −

 = + + + + + − 
 
 = + + − = − 
 

∑∫

∑

 (3.86) 

                                          
 

όπου 
3

1
( ) "( )

12

N

i
n

CE g g µ
=

= ∑ ,  ( )b a
C

N
−

=  και [ ]1, , 1,...,i i ix x i Nµ −∈ =  

 
Επίσης ισχύει: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

o o

N N

i i

g g x g a
g g x g b
g g x g a iC

= =
= =

= = +
 

 
Το σφάλµα της σύνθετης µεθόδου του τραπεζίου ικανοποιεί: 
 

( )
3 3 2

1
"( ) " ( ) "

12 12 12

N

i
n

C C CE g g N g b a gµ
∞ ∞

=
≤ ≤ = −∑  

 
Αυτή η ανισότητα δείχνει ότι η σύνθετη µέθοδος τραπεζίου συγκλίνει µε σφάλµα της 
τάξης του 2C , όταν 0C →  δηλαδή όταν N → ∞ . 
 
Στη δική µας περίπτωση το διπλό ολοκλήρωµα που θέλουµε να υπολογίσουµε 
αριθµητικά έχει την παρακάτω µορφή: 
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 ( ') ( ) ( ') '
h h

n l
h h

K z z f z f z dzdz
− −

−∫ ∫  (3.87) 

 
Θέλουµε να υπολογίσουµε το εσωτερικό ολοκλήρωµα µε τη µέθοδο του τραπεζίου που 
περιγράψαµε παραπάνω, γι’ αυτό θέτουµε:  
 
 

 ( ) ( , ') ( ') ( ) ( ') ( )
h h

n l
h h

I g g z z dz K z z f z f z dz T g
− −

= = − ≅∫ ∫  (3.88) 

 
Το διάστηµα ολοκλήρωσης είναι [ ],h h− , άρα σύµφωνα µε τα προηγούµενα: 

2hC
N

=  

0 , Nz h z h= − =  
( , ') ( , ')
( , ') ( , ')
( , ') ( , ')

o o

N N

n n

g g z z g h z
g g z z g h z
g g z z g h nC z

= = −
= =
= = − +

 

 
Άρα από την (3.86) παίρνουµε: 
 

( )
1

1

1 1
2 2

N

o N i
i

T g C g g g
−

=

 = + + 
 

∑  

 
και η (3.87) γίνεται: 
 
  

 ( ) '
h

h

T g dz
−
∫  (3.89) 

 
 
όπου ( , ') ( ') ( ) ( ')n lg z z K z z f z f z= −  
 
Συνεπώς τώρα µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τη συνάρτηση quadl για τον 
υπολογισµό του απλού ολοκληρώµατος που προκύπτει και το χρονικό κέρδος είναι 
σηµαντικό.  
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3.6 Αγωγιµότητα εισόδου 
 
Η αντίσταση (αγωγιµότητα) εισόδου µιας κεραίας είναι µια πολύ σηµαντική 
παράµετρος, που χρησιµοποιείται για να καθορίσει την αποδοτικότητα της κεραίας. Για 
να βρούµε την αντίσταση (αγωγιµότητα) εισόδου ενός διπόλου, το πρώτο πράγµα που 
πρέπει να κάνουµε είναι να λύσουµε την ολοκληρωτική εξίσωση, για την εύρεση της 
κατανοµής του ρεύµατος. Αυτό επιτυγχάνεται όπως έχουµε δει, χρησιµοποιώντας είτε 
την εξίσωση του Pocklington είτε την εξίσωση του Hallén. Επιπλέον, µπορούµε για 
κάθε µια από τις παραπάνω εξισώσεις να χρησιµοποιήσουµε είτε µοντελοποίηση 
τροφοδοσίας delta-function είτε magnetic frill. Από τη στιγµή που θα υπολογίσουµε τη 
ρευµατική κατανοµή, χρησιµοποιώντας κάποια από τις τέσσερις µορφές εξισώσεων 
που προκύπτουν, η αντίσταση (αγωγιµότητα)  εισόδου µπορεί να καθοριστεί από τη 
σχέση: 
 

 in
in in

in

IVZ Y
I V

 = = 
 

 (3.90) 

 
 

3.6.1 Μελέτη για την άπειρη κεραία 
 
Όταν εφαρµόζουµε τη µέθοδο των ροπών, στην εξίσωση τύπου Hallén για 
πεπερασµένου µήκους δίπολο, µπορούµε να επιλέξουµε ανάµεσα σε δύο πυρήνες, τον 
ακριβή και τον προσεγγιστικό. Έτσι, αν συνδυάσουµε τον κάθε πυρήνα µε καθένα από 
τα δύο µοντέλα τροφοδοσίας, προκύπτουν τέσσερις πιθανές ολοκληρωτικές εξισώσεις. 
∆ύο από αυτές τις εξισώσεις, αυτές που περιλαµβάνουν τον προσεγγιστικό πυρήνα, 
οδηγούν σε µη επιλύσιµες ολοκληρωτικές εξισώσεις όπως έχουµε δει. Κι ενώ η χρήση 
του προσεγγιστικού πυρήνα είναι πολύ διαδεδοµένη, το περίεργο θέµα της µη 
επιλυσιµότητας δηµιουργεί το πρόβληµα της επιλογής των συναρτήσεων βάσης και 
δοκιµής, καθώς και του αριθµού τους. Όταν ο αριθµός των συναρτήσεων είναι πολύ 
µεγάλος, παρατηρούνται ταλαντώσεις κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας και /ή  κοντά στα 
άκρα της κεραίας. (Τέτοιες ταλαντώσεις δεν παρατηρούνται στην περίπτωση του 
ακριβούς πυρήνα). 
 
Στην περίπτωση της άπειρης κεραίας, από τις τέσσερις πιθανές εξισώσεις, µόνο µια 
είναι µη επιλύσιµη κι όχι δύο. Οι τρεις επιλύσιµες εξισώσεις, όπως έχουµε δει, έχουν 
ακριβή λύση που παίρνει τη µορφή ολοκληρώµατος που συγκλίνει. Επιπλέον, κάθε 
τέτοιο ολοκλήρωµα είναι η λύση και της αντίστοιχης εξίσωσης του Pocklington. Όταν 
η µέθοδος του µετασχηµατισµού Fourier εφαρµοστεί στην εξίσωση που δεν έχει λύση, 
οδηγεί σε ολοκλήρωµα που αποκλίνει. Με την άπειρη κεραία, συνεπώς, µπορούµε να 
χρησιµοποιήσουµε ακριβείς λύσεις και όχι κάποια αριθµητική µέθοδο. 
 
Στη συνέχεια, µπορούµε να υπολογίσουµε τις τιµές των αγωγιµοτήτων εισόδου 
(πραγµατικό και φανταστικό µέρος), από τις δύο επιλύσιµες εξισώσεις που 
περιλαµβάνουν frill generator, και µόνο το πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας 
εισόδου από τις εξισώσεις που προέκυψαν µε delta-function generator. Θα 
προσπαθήσουµε να συσχετίσουµε τις γνώσεις αυτές µε τα αποτελέσµατα της δικής µας 
αριθµητικής µεθόδου, για το πεπερασµένο δίπολο. 
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Για την περίπτωση του ακριβούς πυρήνα και του delta-function generator, το 
φανταστικό µέρος του ρεύµατος κοντά στο σηµείο τροφοδοσίας είναι άπειρο. Κατά 
συνέπεια, το φανταστικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου είναι άπειρο και δεν µπορεί 
να υπολογιστεί ακριβώς. Το πραγµατικό µέρος δίνεται από τη σχέση: 
  

 ( )

( ) ( ) ( ),
2 2 2 2 2 2 2 2

0

4 k

ex
o o o

k dG
k J a k Y a k

δ
ζ

πζ ζ ζ ζ
∞ =

 − − + −  
∫  (3.91)            

 
 Για την περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα και του delta-function generator, η 
εξίσωση δεν έχει λύση. Παρόλα αυτά, το πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου, 
µπορεί να υπολογιστεί, ακολουθώντας µια συγκεκριµένη µέθοδο – [6 ]: 
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ζ ζ
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 − − + −  
∫  (3.92) 

 
Βέβαια, η τιµή αυτή είναι µάλλον ανεξάρτητη της µεθόδου που ακολουθήθηκε. 
 
Για την περίπτωση του ακριβούς πυρήνα και του frill generator η αγωγιµότητα εισόδου 
µπορεί να βρεθεί από τη σχέση: 
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−∫  (3.93) 

 
 
Και τέλος, για τον προσεγγιστικό πυρήνα και frill generator η αγωγιµότητα εισόδου 
προκύπτει από τη σχέση: 
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−∫  (3.94) 

 
 
Αν θεωρήσουµε την οριακή περίπτωση στην οποία b a→ , η οποία αναφέρεται ως 
«small frill limit», µπορεί κάποιος να περιµένει ότι το ρεύµα που οφείλεται σε αυτό το 
απειροστά µικρό frill generator είναι το ίδιο µε το ρεύµα που προκαλείται από το delta-
function generator. Αυτό σε γενικές γραµµές, όµως, δε συµβαίνει. Αυτό που συµβαίνει 
είναι ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις: 
 
 ( ) ( ) ( )2

, ,ex smfr exG G O aδ
∞ ∞− =  (3.95) 

 
 
 ( ) ( )

, ,ap smfr exG G δ
∞ ∞=  (3.96) 
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Από την (3.95) παρατηρούµε ότι τα δύο πραγµατικά µέρη της αγωγιµότητας για τον 
ακριβή πυρήνα µε διαφορετικό µοντέλο τροφοδοσίας, είναι πολύ κοντά το ένα στο 
άλλο. Η διαφορά τους αυτή µηδενίζεται για πολύ µικρές τιµές της ακτίνας α του 
διπόλου. Από την (3.96) φτάνουµε σε ένα αναπάντεχο αποτέλεσµα: αν 
1)αντικαταστήσουµε το small-frill από το delta-function generator και 
2)αντικαταστήσουµε τον προσεγγιστικό από τον ακριβή πυρήνα, το πραγµατικό µέρος 
της αγωγιµότητας εισόδου µένει αµετάβλητο. Κάθε µια από τις παραπάνω µεταβολές 
ξεχωριστά, όµως, µεταβάλλει το πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας. 
 
Από τα αριθµητικά αποτελέσµατα για την αγωγιµότητα εισόδου µε βάση τα όσα 
αναφέρθηκαν, προκύπτουν κάποια συµπεράσµατα.  

• Οι ποσότητες ,apG δ
∞  και ,exG δ

∞ , που δεν εξαρτώνται από το b , είναι αρκετά 
κοντά για µικρή ακτίνα α και η διαφορά τους αυξάνεται καθώς αυξάνεται το α/λ. 

• Οι ποσότητες ,ap frG∞  και ,ex frG∞ , που εξαρτώνται από το b , για σταθερό λόγο α/λ 
µειώνονται καθώς αυξάνει ο λόγος /b λ . 

• Για σταθερό / 0.01a λ = ,και / 0.03b λ < , οι ποσότητες ,apG δ
∞ , ,exG δ

∞ , ,ap frG∞  και 

,ex frG∞  είναι πολύ κοντά και καθώς αυξάνει περαιτέρω το /b λ , οι διαφορές 
αυξάνουν, όχι όµως µε µεγάλο ρυθµό. 

• Το µέτρο των ποσοτήτων ,ap frB∞  και ,ex frB∞ , για σταθερό λόγο / 2b a = , αυξάνει 
καθώς αυξάνει το /a λ , όπως και η διαφορά τους. Η διαφορά τους για σταθερό 

/a λ , µειώνεται  καθώς το /b a αυξάνει. 
• Μετά από αριθµητική και αναλυτική µελέτη για τις διάφορες περιπτώσεις, έχει 

αποδειχθεί ότι τα πραγµατικά µέρη των αγωγιµοτήτων εισόδου G  είναι πολύ 
κοντά το ένα στο άλλο, ενώ τα φανταστικά µέρη B  µπορεί να διαφέρουν 
σηµαντικά. 

 
 

3.6.2 Μέθοδος Galerkin για τη εξίσωση του Hallén µε entire-domain basis 
functions 
 
Κατά τη διάρκεια της µελέτης µας, επικεντρωθήκαµε στις δυσκολίες που σχετίζονται 
µε την εφαρµογή της µεθόδου ροπών σε µια ολοκληρωτική εξίσωση για entire domain 
basis functions και πώς τα αποτελέσµατα που προέκυψαν, συνάδουν µε συµπεράσµατα 
από εφαρµογή άλλων µεθόδων στην ολοκληρωτική εξίσωση. Ένα ερώτηµα που µπορεί 
να δηµιουργηθεί όµως είναι κατά πόσο και αν ναι, κάτω από ποιες συνθήκες, αυτή η 
µέθοδος µπορεί να µας δώσει αποδεκτά αποτελέσµατα για την αγωγιµότητα εισόδου 
µιας κεραίας. 
 
Για να υπολογίσουµε την αγωγιµότητα εισόδου µιας κεραίας µε τη βοήθεια κάποιας 
αριθµητικής µεθόδου, αρχικά πρέπει να εφαρµόσουµε τη µέθοδο αυτή στην 
ολοκληρωτική εξίσωση που µας δίνει το ρεύµα. Στη δική µας περίπτωση, θα 
εφαρµόσουµε συγκεκριµένα τη µέθοδο των ροπών στην ολοκληρωτική εξίσωση για τη 
εύρεση της ρευµατικής κατανοµής. Και από τη στιγµή που θα βρεθεί η ρευµατική 
κατανοµή, η αντίσταση (αγωγιµότητα) εισόδου µπορεί να καθοριστεί από τη σχέση: 
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(0)

in
in in

in

IV V IZ Y
I I V V

 = = = = 
 

 (3.97) 

 
όπου (0)I , το ρεύµα στο σηµείο τροφοδοσίας της κεραίας. 
 
 
Στην περίπτωση του delta function generator, όπως έχουµε δει, η σηµαντική 

παράµετρος φαίνεται να είναι 0.6 h
a

, δηλαδή για 0.6 hn
a

<  τα φανταστικά µέρη των 

nI φαίνεται να συγκλίνουν, αλλά για 0.6 hn
a

=  αρχίζουν να αποκλίνουν µε αυξανόµενο 

ρυθµό. Συνεπώς αν επιλέξουµε το Ν έτσι ώστε να ισχύει 0.6 hN
a

< , µπορούµε να 

πάρουµε αποδεκτά αποτελέσµατα για το φανταστικό µέρος της αγωγιµότητα εισόδου. 

Για το πραγµατικό µέρος δεν ισχύει κάτι αντίστοιχο, καθώς το 0.6 h
a

 δεν είναι η 

σηµαντική παράµετρος. Βέβαια αυτό που έχουµε παρατηρήσει είναι ότι το πραγµατικό 
µέρος των nI , αρχίζει να αποκλίνει για n  µεγαλύτερο από αυτό για το οποίο αποκλίνει 

το φανταστικό µέρος, δηλαδή για 0.6 hn
a

> , χωρίς να µπορούµε να καθορίσουµε πιο 

είναι αυτό, εκ των προτέρων.  Εποµένως, αν δε θέλουµε να εφαρµόσουµε τη µέθοδο 

για κάποιο h
a

 και κάποιο Ν, να δούµε για ποιο n  αρχίζει να αποκλίνει, και να 

εφαρµόσουµε πάλι τη µέθοδο για 1N n= − , κάτι που είναι χρονοβόρο, µπορούµε να 
αρκεστούµε στην προηγούµενη επιλογή για το φανταστικό µέρος, δηλαδή και εδώ να 

επιλέξουµε το Ν έτσι ώστε 0.6 hN
a

< . Τα αποτελέσµατα που θα προκύψουν δε 

διαφέρουν πολύ. Όπως µπορεί να υποθέσει κανείς, όσο πιο µεγάλο είναι το h
a

, τόσο 

πιο καλή θα προκύψει η αγωγιµότητα εισόδου µε την επιλογή 0.6 hN
a

< , γιατί τόσο 

πιο καλή θα είναι η σύγκλιση των nI  µέχρι εκείνο το σηµείο. 
 
Στην περίπτωση του magnetic frill generator αυτό που µπορούµε να πούµε µε 
βεβαιότητα είναι ότι δεν παρατηρούνται ταλαντώσεις κοντά στο 0z = , όπως 
περιµέναµε άλλωστε να συµβαίνει. Αυτό είναι πολύ ενθαρρυντικό για τον καθορισµό 
της αγωγιµότητας εισόδου της κεραίας τόσο του πραγµατικού όσο και του 
φανταστικού µέρους. Βέβαια, δεν πρέπει, κανείς να παραβλέψει το γεγονός ότι και 
στην περίπτωση του magnetic frill generator, τα nI  για συγκεκριµένο Ν, αρχίζουν να 
αποκλίνουν για κάποιο n , το οποίο (όπως και στην περίπτωση του πραγµατικού 
µέρους των nI  για delta function generator) , δεν µπορούµε να το καθορίσουµε από 
πριν, αλλά µόνο µετά από εφαρµογή της µεθόδου. Το σίγουρο είναι πως µε την επιλογή 

0.6 hN
a

< , τα nI (πραγµατικό και φανταστικό µέρος) δεν έχουν αρχίσει να αποκλίνουν 

και µπορούν να µας δώσουν ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Όπως και πριν, όσο πιο 
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µεγάλο είναι το h
a

, τόσο πιο καλή θα προκύψει η αγωγιµότητα εισόδου µε την επιλογή 

0.6 hN
a

< , γιατί τόσο πιο καλή  είναι η σύγκλιση των nI  µέχρι εκείνο το σηµείο. 

 
Κάποια αποτελέσµατα παρουσιάζονται παρακάτω: 
 

20
0.6 / 36

/ 60
N

N h a
h a

= 
⇒ < == 

 
delta function 

generator 
magnetic frill 

generator 

πραγµατικό µέρος αγωγιµότητας 
εισόδου G  

31.373 10−⋅  31.372 10−⋅  

φανταστικό µέρος αγωγιµότητας 
εισόδου B  

33.964 10−− ⋅  33.485 10−− ⋅  

 
 Από τον παραπάνω πίνακα παρατηρούµε, όπως είχαµε δει και στη µελέτη για την 
άπειρη κεραία, ότι οι ποσότητες G  είναι πολύ κοντά, µε συµφωνία δύο σηµαντικών 
ψηφίων, ενώ οι ποσότητες B διαφέρουν περισσότερο. Στο παραπάνω παράδειγµα 
ισχύει / 0.01a λ = ,και / 0.023 0.03b λ = < , οπότε επιβεβαιώνεται και από τη µελέτη 
της άπειρης κεραίας η συµφωνία του πραγµατικού µέρους των αγωγιµοτήτων. Ένα 
ακόµα παράδειγµα ακολουθεί, µόνο για το πραγµατικό µέρος των αγωγιµοτήτων: 
 

30
0.6 / 30

/ 50
N

N h a
h a

= 
⇒ = == 

 
delta function 

generator 
magnetic frill 

generator 

πραγµατικό µέρος αγωγιµότητας εισόδου 
G  

38.77 10−⋅  38.78 10−⋅  

 
Όπου για ακόµα µια φορά φαίνεται η συµφωνία delta function generator και magnetic 
frill generator, όσον αφορά το πραγµατικό µέρος της αγωγιµότητας εισόδου, µε σωστή 
επιλογή του Ν. 
 
Παρακάτω, θα συγκρίνουµε τις τιµές της αντίστασης που προέκυψαν από τη µέθοδο 
µας για κάποιες τιµές των παραµέτρων, µε τις τιµές αντιστάσεων άλλων µεθόδων µε τις 
ίδιες παραµέτρους – [17] : 
 

0.25
0.007

h
a

=
=

 
Αντίσταση 
εισόδου 

Μέθοδος Galerkin µε entire domain basis functions για τον 
προσεγγιστικό πυρήνα (delta function generator) 

20
0.6 /

/ 35.7
N

N h a
h a

= 
⇒ <= 

 

 
100 35.3j+  

Nikol  και Ridd 95.5 38.3j+  

Chang και Wait 99.5 36.8j+  
King, Sandler και Wu 89.0 35.0j+  
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0.25
0.007022

h
a

=
=

 
Αντίσταση 
εισόδου 

Μέθοδος Galerkin µε entire domain basis functions για τον 
προσεγγιστικό πυρήνα (delta function generator) 

20
0.6 /

/ 35.6
N

N h a
h a

= 
⇒ <= 

 

 
100.11 35.3j+  

Yokoyama 115.7 24.8j+  

Fikioris και Wu (delta function generator) 110.3 28.5j+  
Fikioris, Lionas και Lioutas (frill generator-ακριβής πυρήνας) 96.5 42.6j+  
Μέθοδος Galerkin µε entire domain basis functions για τον 
προσεγγιστικό πυρήνα (frill generator-προσεγγιστικός πυρήνας) 

20
0.6 /

/ 35.6
N

N h a
h a

= 
⇒ <= 

 

95.7 39.9j+  

 
 

0.25
0.01

h
a

=
=

 
Αντίσταση 
εισόδου 

Μέθοδος Galerkin µε entire domain basis functions για τον 
προσεγγιστικό πυρήνα 

14
0.6 /

/ 25
N

N h a
h a

= 
⇒ <= 

 

 
103.2 28.6j+  

Yokoyama 117.8 17.8j+  

Fikioris και Wu  110.9 21.5j+  
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α – Κώδικας MATLAB 
 
Για τη διευκόλυνση της εκτέλεσης του προγράµµατος, δηµιουργήσαµε ένα graphical 
user interface, µε τη βοήθεια του Guide του MATLAB. Το πρόγραµµα του MATLAB 
καθώς και ο τρόπος εισαγωγής δεδοµένων στο πρόγραµµα  παρουσιάζονται παρακάτω: 
 

 
 
 
Στο πρώτο textbox εισάγουµε τον αριθµό N  που αντιστοιχεί στον αριθµό των 1N +  
συναρτήσεων βάσης, που χρησιµοποιούµε για να αναπαραστήσουµε τη ρευµατική 
κατανοµή. Στο δεύτερο textbox εισάγουµε το µήκος της κεραίας, σε µήκη κύµατος, 
ενώ στο τρίτο την ακτίνα του διπόλου, επίσης, σε µήκη κύµατος. Στο τέταρτο textbox 
εισάγουµε την εξωτερική ακτίνα b του magnetic frill σε µήκη κύµατος. Στο πέµπτο 
textbox εισάγουµε τον τύπο της εξίσωσης, που θα χρησιµοποιήσουµε για την εύρεση 
της κατανοµής του ρεύµατος, δηλαδή την ολοκληρωτική εξίσωση τύπου Hallén ή την 
ολοκληροδιαφορική εξίσωση τύπου Pocklington. Στο επόµενο textbox εισάγουµε τον 
τύπο της γεννήτριας που θα µοντελοποιήσει την τροφοδοσία, delta-function ή frill 
generator και στο τελευταίο, τη µέθοδο ροπών που θα χρησιµοποιήσουµε, δηλαδή 
Galerkin ή point-matching. Με την ενεργοποίηση του κουµπιού µε την ένδειξη submit, 
το πρόγραµµα παίρνει τα δεδοµένα που έχουµε εισάγει και εµφανίζει τις γραφικές 
παραστάσεις του πραγµατικού και του φανταστικού µέρους της έντασης του ρεύµατος, 
καθώς και του πραγµατικού και φανταστικού µέρους των nI , στην περίπτωση του 
προσεγγιστικού πυρήνα. Το κουµπί reset επαναφέρει τις αρχικές επιλογές, ενώ το 
κουµπί quit τερµατίζει  τη διεπαφή προγράµµατος χρήστη.  
 
 
 
%generating code for the graphical user interface 
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function varargout = asigui(varargin) 
 
% Begin initialization code  
gui_Singleton = 1; 
gui_State = struct('gui_Name',       mfilename, ... 
                   'gui_Singleton',  gui_Singleton, ... 
                   'gui_OpeningFcn', @asigui_OpeningFcn, ... 
                   'gui_OutputFcn',  @asigui_OutputFcn, ... 
                   'gui_LayoutFcn',  [] , ... 
                   'gui_Callback',   []); 
if nargin && ischar(varargin{1}) 
    gui_State.gui_Callback = str2func(varargin{1}); 
end 
  
if nargout 
    [varargout{1:nargout}] = gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
else 
    gui_mainfcn(gui_State, varargin{:}); 
end 
  
% End initialization code  
  
  
% --- Executes just before asigui is made visible. 
function asigui_OpeningFcn(hObject, eventdata, handles, varargin) 
 
% Choose default command line output for asigui 
handles.output = hObject; 
guidata(hObject, handles); 
X=imread('7.jpg'); 
image(X); 
axis off 
 
initialize_gui(hObject, handles, false); 
  
% --- Outputs from this function are returned to the command line. 
function varargout = asigui_OutputFcn(hObject, eventdata, handles)  
 
varargout{1} = handles.output; 
  
  
function N_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
N=str2double(get(hObject,'String')); 
if isnan(N) 
    set(hObject, 'String', 0); 
    errordlg('Input must be a number','Error'); 
end 
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% Save the new Ν value 
handles.inputdata.N = N; 
guidata(hObject,handles); 
  
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function N_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
  
  
function L_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
L=str2double(get(hObject,'String')); 
if isnan(L) 
    set(hObject, 'String', 0); 
    errordlg('Input must be a number','Error'); 
end 
  
% Save the new length value 
handles.inputdata.L = L; 
guidata(hObject,handles); 
  
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function L_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
  
  
function a_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
a=str2double(get(hObject,'String')); 
if isnan(a) 
    set(hObject, 'String', 0); 
    errordlg('Input must be a number','Error'); 
end 
  
% Save the new radius value 
handles.inputdata.a = a; 
guidata(hObject,handles); 
  
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function a_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
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if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white') 
end 
  
  
function b_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
b=str2double(get(hObject,'String')); 
if isnan(b) 
    set(hObject, 'String', 0); 
    errordlg('Input must be a number','Error'); 
end 
  
% Save the new radius value 
handles.inputdata.b = b; 
guidata(hObject,handles); 
  
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function b_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
 
 function met1_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
met1=(get(hObject,'String')); 
  
% Save the new value 
handles.inputdata.met1 = met1; 
guidata(hObject,handles); 
  
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function met1_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
  
  
function met2_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
met2=(get(hObject,'String')); 
  
% Save the new value 
handles.inputdata.met2 = met2; 
guidata(hObject,handles); 
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% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function met2_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
  
function met3_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
met3=(get(hObject,'String')); 
  
% Save the value 
handles.inputdata.met3 = met3; 
guidata(hObject,handles); 
  
% --- Executes during object creation, after setting all properties. 
function met3_CreateFcn(hObject, eventdata, handles) 
 
if ispc && isequal(get(hObject,'BackgroundColor'), 
get(0,'defaultUicontrolBackgroundColor')) 
    set(hObject,'BackgroundColor','white'); 
end 
 
  
% --- Executes on button press in submit. 
function submit_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
k_approx(handles.inputdata.N,handles.inputdata.L,handles.inputdata.a,handles.inputdat
a.b,handles.inputdata.met1,handles.inputdata.met2,handles.inputdata.met3); 
  
% --- Executes on button press in quit. 
function quit_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
close all; 
  
% --- Executes on button press in reset. 
function reset_Callback(hObject, eventdata, handles) 
 
initialize_gui(gcbf, handles, true); 
 
%αρχικοποίηση δεδοµένων 
function initialize_gui(fig_handle, handles, isreset) 
 
if isfield(handles, 'inputdata') && ~isreset 
    return; 
end 
  
handles.inputdata.N  = 10; 
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handles.inputdata.L  = 0.5; 
handles.inputdata.a  = 0.01; 
handles.inputdata.b  = 0.02; 
handles.inputdata.met1  = 'Hallen equation'; 
handles.inputdata.met2  = 'delta-function generator'; 
handles.inputdata.met3  = 'point matching method'; 
  
set(handles.N, 'String', handles.inputdata.N); 
set(handles.L, 'String', handles.inputdata.L); 
set(handles.a, 'String', handles.inputdata.a); 
set(handles.b, 'String', handles.inputdata.b); 
set(handles.met1, 'String', handles.inputdata.met1); 
set(handles.met2, 'String', handles.inputdata.met2); 
set(handles.met3, 'String', handles.inputdata.met3); 
  
% Update handles structure 
guidata(handles.figure1, handles); 
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%Η επόµενη συνάρτηση καλείται όταν πατήσουµε το κουµπί submit και επεξεργάζεται 
τα δεδοµένα που έχουµε εισάγει για την εξαγωγή των γραφικών παραστάσεων της 
ρευµατικής κατανοµής 
 
function k_approx(N,L,a,b,met1,met2,met3) 
  
w=1; 
V=1; 
ko=2*pi/w; 
zo=376.73; 
x=8000; 
  
%Αρχικοποίηση πινάκων 
I=zeros(N+2,1); 
Iz=zeros(x+1,1); 
  
if strncmp(met1,'Hallen equation',4)& strncmp(met3,'Galerkin',4) 
  
%Υπολογισµός του πίνακα Α των συντελεστών του In για τη Hallén Galerkin 
tic  
A=coeff1(a,N,L,ko,met1); 
G2=g2(N,L,ko,zo,met3); 
     
%Συνθήκη για την επιλογή generator 
if strncmp(met2,'delta-function generator',4) 
G=delta(V,zo,ko,N,L,met3); 
elseif strncmp(met2,'frill generator',4) 
G=frill(N,L,V,zo,b,a,ko,met3); 
elseif strncmp(met2,'plane wave',4) 
G=plane(V,zo,N,L,prec,met3); 
end 
  
%Υπολογισµός των αγνώστων In και C, µε λύση του γραµµικού συστήµατος  
[L1,U1] = lu(A); 
I1(1:N+1,1) = U1\(L1\G); 
I2(1:N+1,1)=U1\(L1\G2); 
In1=I1(1:N+1,1); 
In2=I2(1:N+1,1); 
  
%Υπολογισµός του I(z) κατά µήκος της γραµµικής κεραίας 
zn=zeros(x+1,1); 
Q=waitbar(0,'Please wait while processing...'); 
for d=0:1:x 
      waitbar(d/x); 
      z=L*(d/x-0.5); 
      zn(d+1,1)=z; 
      Iz1(d+1,1)=current(z,N,L,In1); 
      Iz2(d+1,1)=current(z,N,L,In2); 
end 
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C=-(Iz1(1,1)/Iz2(1,1)) 
Iz=Iz1+C*Iz2; 
Izr=real(Iz); 
Izm=imag(Iz); 
In=In1+C*In2; 
Re=real(In/V); 
Im=imag(In/V); 
magn=sqrt(Izr.^2+Izm.^2); 
close(Q); 
  
  
%Γραφικές παραστάσεις του In και του I(z) 
figure; 
plot(0:N,Re), xlabel(' n '),ylabel('Re (In)'), 
title ({[met1,', ',met2,', ',met3];['Figure 1:real part of In/V, '];['N = ',num2str(N),… 
',h/a = ',num2str(L/(2*a))]}); grid on 
 
figure; 
plot(0:N,Im),xlabel('n '),ylabel('Im (In)'),  
title ({['Figure 2:imaginary part of In/V, '];['N = ',num2str(N),',h/a = … 
',num2str(L/(2*a))]}); grid on 
  
figure; plot(zn,Izr), xlabel(' z '),ylabel('Re (I(z))'), title (['Figure 3:Method solution,…  
real ',' ,N = ',num2str(N)]);grid on 
 
figure; plot(zn,Izm), xlabel(' z '),ylabel('Im (I(z))'), title (['Figure 4:Method solution,… 
imaginary',' ,N = ',num2str(N)]);grid on 
 
%Υπολογισµός του πίνακα Α των συντελεστών του In για τη Hallén point-matching 
elseif strncmp(met1,'Hallen equation',4)&(strncmp(met3,'point matching',4)) 
 
tic 
A=pm_coeff(a,N,L,ko,met1); 
A(1:N+1,N+1)=g2(N,L,ko,zo,met3); 
  
%Συνθήκη για την επιλογή generator 
if strncmp(met2,'delta-function generator',4) 
G=delta(V,zo,ko,N,L,met3); 
elseif strncmp(met2,'frill generator',4) 
G=frill(N,L,V,zo,b,a,ko,met3); 
elseif strncmp(met2,'plane wave generator',4) 
G=plane(V,zo,N,L,prec,met3); 
end 
  
%Υπολογισµός των αγνώστων In και C, µε λύση του γραµµικού συστήµατος  
[L2,U] = (lu(A)); 
I = (U\(L2\G)); 
C=I(N+1,1) 
In=I(1:N,1) 
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Re=real(In/V); 
Im=imag(In/V); 
  
%Υπολογισµός του I(z) κατά µήκος της γραµµικής κεραίας 
zn=zeros(x+1,1); 
Q=waitbar(0,'Please wait while processing...'); 
for d=0:1:x 
      waitbar(d/x); 
      z=L*(d/x-0.5); 
      zn(d+1,1)=z; 
      Iz(d+1,1)=pm_current(z,N,L,In); 
end 
Izr=real(Iz); 
Izm=imag(Iz); 
magn=sqrt(Izr.^2+Izm.^2); 
close(Q); 
  
  
%Γραφικές παραστάσεις του In και του I(z) 
figure; 
plot(1:N,Re), xlabel(' n '),ylabel('Re (In)'), 
title ({[met1,', ',met2,', ',met3];['Figure 1:real part of In/V, '];['N = ',num2str(N),… 
',h/a = ',num2str(L/(2*a))]}); grid on 
 
figure; 
plot(1:N,Im),xlabel('n '),ylabel('Im (In)'),  
title ({['Figure 2:imaginary part of In/V, '];['N = ',num2str(N),',h/a = … 
',num2str(L/(2*a))]}); grid on 
  
figure; plot(zn,Izr), xlabel(' z '),ylabel('Re (I(z))'), title (['Figure 3:… 
Method solution, real ',' ,N = ',num2str(N)]);grid on 
 
figure; plot(zn,Izm), xlabel(' z '),ylabel('Im (I(z))'), title (['Figure 4:… 
Method solution, imaginary',' ,N = ',num2str(N)]);grid on 
     
%Υπολογισµός του πίνακα Α των συντελεστών του In για την Pocklington  point-
matching και Galerkin 
 
elseif strncmp(met1,'Pocklington equation',4)& … 
(strncmp(met3,'Galerkin',4)|strncmp(met3,'point matching',4)) 
     
tic 
A=coeff2(a,N,L,ko,met1,met3); 
  
%Συνθήκη για την επιλογή generator 
if strncmp(met2,'delta-function generator',4) 
G=p_delta(N,V,ko,zo); 
elseif strncmp(met2,'frill generator',4)& strncmp(met3,'Galerkin',4) 
G=p_frill(V,ko,N,zo,L,b,a); 
elseif strncmp(met2,'frill generator',4)& strncmp(met3,'point matching',4) 



 147

G=pm_frill(V,zo,b,a,ko,L,N); 
end 
  
[L2,U] = lu(A); 
In(1:N+1,1) = U\(L2\G); 
Re=real(In/V); 
Im=imag(In/V); 
  
%Υπολογισµός του I(z) κατά µήκος της γραµµικής κεραίας 
zn=zeros(x+1,1); 
Q=waitbar(0,'Please wait while processing...'); 
for d=0:1:x 
      waitbar(d/x); 
      z=L*(d/x-0.5); 
      zn(d+1,1)=z; 
      Iz(d+1,1)=p_current(z,N,L,In); 
end 
Izr=real(Iz); 
Izm=imag(Iz); 
magn=sqrt(Izr.^2+Izm.^2); 
close(Q); 
  
  
%Γραφικές παραστάσεις του In και του I(z) 
figure; 
plot(1:N+1,Re), xlabel(' n '),ylabel('Re (In)'),… 
title ({[met1,', ',met2,', ',met3];['Figure 1:real part of In/V, '];['N = ',num2str(N),… 
',h/a = ',num2str(L/(2*a))]}); grid on 
 
figure; 
plot(1:N+1,Im),xlabel('n '),ylabel('Im (In)'),  
title ({['Figure 2:imaginary part of In/V, '];['N = ',num2str(N),',h/a = … 
',num2str(L/(2*a))]}); grid on 
  
figure; plot(zn,Izr,'b-'), xlabel(' z '),ylabel('Re (I(z))'), title (['Figure 3:… 
Method solution, real ',' ,N = ',num2str(N)]);grid on 
 
figure; plot(zn,Izm,'b-'), xlabel(' z '),ylabel('Im (I(z))'), title (['Figure 4:… 
Method solution, imaginary',' ,N = ',num2str(N)]);grid on 
  
end 
toc 
 
%Υπολογισµός του πίνακα των συντελεστών για τη Hallén Galerkin µε συνδυασµό 
quadl και σύνθετης µεθόδου του τραπεζίου 
 
function Aln = coeff1(a,N,L,ko,met1) 
  
P=waitbar(0,'Please wait while processing...'); 
M=600;  
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Aln=zeros(N+1,N+1); 
  
for l=1:1:N+1 
    waitbar(l/(N+1)); 
   for n=1:1:N+1 
     
      if (n>=l)  
      Aln(l,n) = quadl(@trapez,-(L/2),L/2,1.e-10,[],ko,a,n,l,L,M,met1); 
      elseif (n<l)  
      Aln(l,n)=Aln(n,l); 
      end 
 
   end  
end  
close(P); 
 
%Υπολογισµός του πίνακα των συντελεστών για την Pocklington Galerkin (σύνθετη 
µέθοδο του τραπεζίου) και point-matching 
 
function Aln = coeff2(a,N,L,ko,met1,met3) 
  
M=400; 
P=waitbar(0,'Please wait while processing...'); 
Aln=zeros(N+1,N+1); 
  
for l=1:1:N+1 
    waitbar(l/(N+1)); 
    for n=1:1:N+1     
  
    if strncmp(met3,'point matching',4)  
    zl=((l-1)*(L/2))/(N+1);      
    Aln(l,n) = quadl(@pm_kernel,-(L/2),L/2,1.e-7,[],ko,zl,a,n,L,met1); 
    elseif (n>=l)  
    A(1) = ((0.5)*trapez(-L/2,ko,a,n,l,L,M,met1)+(0.5)*trapez(L/2,ko,a,n,l,L,M,met1)); 
        for j=2:1:(M) 
             s=-(L/2)+(j-1)*(L/M); 
             A(j) = A(j-1)+ trapez(s,ko,a,n,l,L,M,met1) ;    
        end 
    Aln(l,n) = A(j)*(L/M);  
    elseif (n<l)  
    Aln(l,n)=Aln(n,l); 
    end 
     
    end  
end 
close(P); 
 
%Συνάρτηση υπολογισµού του πίνακα των συντελεστών για τη Hallén point-matching 
 
function Aln = pm_coeff(a,N,L,ko,met1) 
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P=waitbar(0,'Please wait while processing...'); 
Aln=zeros(N+1,N+1); 
  
for l=1:1:(N+1) 
    waitbar(l/((N+1))); 
   for n=1:1:N 
      zl=((L/2)*(l-1))/((N)); 
      h=L/2;   
      Aln(l,n) = quadl(@pm_kernel,-L/2,L/2,1.e-10,[],ko,zl,a,n,L,met1);  
     end 
end  
close(P); 
 
 
function K = g_kernel(t,z,ko,a,n,l,L,met1) 
  
if strncmp(met1,'Pocklington equation',4) 
T1 = fn(z,n,L); 
T2 = fn(t,l,L);     
R=(t-z).^2+a^2; 
x=(R).^(1/2); 
K = ((exp(i*ko*(x)))./(4*pi*((x).^5))).*(ko^2*(a^2).*(R)+(1-i*ko.*(x)).*(2*(R)-… 
3*(a^2))).*T1.*T2;   
  
elseif strncmp(met1,'Hallen equation',4) 
T1 = fn1(z,n,L); 
T2 = fn1(t,l,L);  
K = (exp(i*ko*sqrt((t-z).^2+a^2)))./(4*pi*sqrt((t-z).^2+a^2)); 
K=K.*(T1.*T2); 
end 
  
 
function K = pm_kernel(z,ko,zl,a,n,L,met1) 
  
T = fn(z,n,L); 
R=(zl-z).^2+a^2; 
x=sqrt(R); 
  
if strncmp(met1,'Hallen equation',4) 
K = ((exp(i*ko*x))./(4*pi*x)); 
K=K.*T; 
end 
  
if strncmp(met1,'Pocklington equation',4) 
K=((exp(i*ko*(x)))./(4*pi*((x).^5))).*((ko^2)*(a^2)*(R)+(1-i*ko*(x)).*(2*(R)-… 
3*(a^2))); 
K=K.*T; 
end 
 



 150

 
function y=g2(N,L,ko,zo,met3) 
  
y=zeros(N+1,1); 
h=L/2; 
  
for l=1:1:(N+1) 
       if strncmp(met3,'point matching',4) 
       zl=((L/2)*(l-1))/((N));  
       y(l,1)=-cos(ko*zl); 
       elseif strncmp(met3,'Galerkin',4) 
       y(l,1)=(sin(ko*h-(l-1)*pi)*h)/(ko*h-(l-1)*pi)+(sin(ko*h+(l-1)*pi)*h)/(ko*h+… 
       (l-1)*pi); 
       end 
end 
 
function G=delta(V,zo,ko,N,L,met3) 
  
G=zeros(N+1,1); 
x=(i/(2*zo))*V; 
h=L/2; 
  
for l=1:1:(N+1) 
               
      if strncmp(met3,'point matching',4) 
      zl=((L/2)*(l-1))/(N);   
      G(l,1)=x*sin(ko*abs(zl)); 
      else 
      G(l,1)=(x*(1-cos(ko*h-(l-1)*pi))*h)/(ko*h-(l-1)*pi)+(x*(1-cos(ko*h+(l-1) …      
      *pi))*h)/(ko*h+(l-1)*pi);   
      end 
  
end 
 
function Gf=frill(N,L,V,zo,b,a,ko,met3) 
  
Gf=zeros(N+1,1); 
  
for l=1:1:(N+1) 
    if strncmp(met3,'point matching',4) 
       zl=((L/2)*(l-1))/(N); 
       Gf(l,1)=quadl(@fr,0,zl,[],[],V,zo,b,a,ko,zl); 
    else 
       Gf(l,1)=dblquad(@gdfr,-(L/2),L/2,0,1,1.e-10,@quadl,V,ko,zo,b,a,l,L); 
    end 
  
end 
 
function H=fr(t,V,zo,b,a,ko,zl) 
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H = (((i*V)/(2*zo*log(b/a)))*sin(ko*(zl-… 
t))).*((exp(i*ko*sqrt(t.^2+a^2)))./(sqrt(t.^2+a^2))-… 
(exp(i*ko*sqrt(t.^2+b^2)))./(sqrt(t.^2+b^2))); 
  
   
function y=gdfr(z,u,V,ko,zo,b,a,l,L) 
  
T = (((i*V)/(2*zo*log(b/a)))).*((exp(i*ko*sqrt((u*z).^2+a^2)))./(sqrt((u*z).^2+… 
       a^2))-(exp(i*ko*sqrt((u*z).^2+b^2)))./(sqrt((u*z).^2+b^2))); 
K1=z.*sin(ko*z.*(1-u)); 
K2=fn1(z,l,L); 
y = T.*K1.*K2;    
 
 
function Aln=trapez(t,ko,a,n,l,L,M,met1) 
  
if  strncmp(met1,'Hallen equation',4) 
A(1,:) = ((0.5)*g_kernel(t,-L/2,ko,a,n,l,L,met1)+(0.5)*g_kernel(t,L/2,ko,a,n,l,L,met1)); 
        for i=2:1:(M) 
        s=-(L/2)+(i-1)*(L/M); 
        A(i,:) = A(i-1,:)+ g_kernel(t,s,ko,a,n,l,L,met1) ;    
        end 
Aln = A(i,:)*(L/M); 
  
elseif strncmp(met1,'Pocklington equation',4) 
A(1) = ((0.5)*g_kernel(t,-L/2,ko,a,n,l,L,met1)+(0.5)*g_kernel(t,L/2,ko,a,n,l,L,met1)); 
          for i=2:1:(M) 
          s=-(L/2)+(i-1)*(L/M); 
          A(i) = A(i-1)+ g_kernel(t,s,ko,a,n,l,L,met1) ;    
          end 
Aln = A(i)*(L/M); 
  
end 
 
function H=p_delta(N,V,ko,zo) 
  
for l=1:1:N+1 
H(l,1) = i*V*ko/zo; 
end 
 
function H=p_frill(V,ko,N,zo,L,b,a) 
  
for l=1:1:N+1 
H(l,1) = quadl(@blfr,-L/2,L/2,1.e-10,[],V,ko,zo,b,a,l,L); 
end 
 
function y=blfr(t,V,ko,zo,b,a,l,L) 
  
H = (((i*V*ko)/(2*zo*log(b/a)))).*((exp(i*ko*sqrt(t.^2+a^2)))./(sqrt(t.^2+a^2))-… 
(exp(i*ko*sqrt(t.^2+b^2)))./(sqrt(t.^2+b^2))); 
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T = fn(t,l,L); 
y = (H .*T); 
  
 
function G=pm_frill(V,zo,b,a,ko,L,N)  
  
G=zeros(N+1,1); 
for l=1:1:N+1 
     zl=((l-1)*(L/2))/(N+1); 
     x1=sqrt(zl.^2+a^2); 
     x2=sqrt(zl.^2+b^2); 
G(l,1) = (((i*V*ko)/(2*zo*log(b/a)))).*((exp(i*ko*(x1)))./(x1)-(exp(i*ko*(x2)))./(x2));       
end 
 
function T=fn(z,n,L) 
  
T=cos((2*n-1)*pi*z/L); 
 
function T=fn1(z,n,L) 
  
T=cos(((n-1)*pi*z/(L/2))); 
 
function Iz=current(z,N,L,In) 
  
for k=1:1:N+1 
    f(k,1)=cos((k-1)*pi*z/(L/2)); 
end 
Iz=(In.')*f; 
 
function Iz=p_current(z,N,L,In) 
  
for k=1:1:N+1 
    f(k,1)=cos((2*k-1)*pi*z/(L)); 
end 
Iz=(In.')*f; 
 
 
function Iz=pm_current(z,N,L,In) 
  
for k=1:1:N 
    f(k,1)=cos((2*k-1)*pi*z/(L)); 
end 
Iz=(In.')*f; 
 
function v=plane(V,zo,N,L,met1) 
  
v=zeros(N+1,1); 
h=(i*V/(zo)); 
if strncmp(met3,'point matching',4) 
v(1:N+1,1)=h; 
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else  
    for l=1:1:N+1 
         if l==1 
         v(l,1)=h*L; 
         else 
         v(l,1)=0; 
         end 
    end 
end 
 

 
%∆ηµιουργία κώδικα για την εύρεση του condition number του πίνακα Α 
 
Στο παρακάτω σχήµα φαίνεται ο τρόπος εισαγωγής των δεδοµένων στο πρόγραµµα και 
στη συνέχεια ακολουθεί ο κώδικας για τη γραφική αναπαράσταση του condition 
number: 
 

 
 
 
function K =con_num(a,L,M,met1,met3) 
  
w=1; 
V=1; 
ko=2*pi/w; 
zo=376.73; 
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for t=1:2 
    L(t)=t.*L;  
    a(t)=t.*a;  
    P=waitbar(0,'Please wait while processing...'); 
     
   if strncmp(met1,'Hallen equation',4) 
for N=1:M+1 
waitbar(N/(M+1));  
tic 
A=coeff1(a(t),N,L(t),ko,prec,met1); 
u=cond(A,1); 
K(t,N)=log10(u); 
end 
  
   elseif strncmp(met1,'Pocklington equation',4) 
for N=1:M+1 
waitbar(N/(M+1));    
tic 
A=coeff2(a(t),N,L(t),ko, met3); 
u=cond(A,1); 
K(t,N)=log10(u); 
end 
  
   end 
close(P); 
  
end 
  
figure; plot(2:N+1,K(1,:),2:N+1,K(2,:)) 
xlabel('N') 
ylabel('condition number'); 
title('condition number'); 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β  - Απειρισµός του ακριβούς πυρήνα-
Εναλλαγη διαφορικού τελεστή και ολοκλήρωσης  
 
Για µικρά z ισχύει: 
 

ex 1( ) ln | |K z zβ                                                                                                        (Β.1) 
 
όπου 1β  µια σταθερά. Για να δείξουµε την (Β.1), προσθέτουµε και αφαιρούµε την 
ποσότητα: 
 

2 2 2

1 1( )
2 4 sin ( / 2)

z d
z a

π

π

ξ φ
π φ−

′=
′+∫

                                                                      (Β.2) 
  
στο δεξί µέλος της (8). Το ( )zξ µπορεί να υπολογισθεί, ακριβώς, µε τη βοήθεια του 
συµπληρωµένου ελλειπτικού ολοκληρώµατος (complete elliptic integral) K  [25] και 
από τις ιδιότητες του K  [24] βρίσκουµε ότι, για µικρά z , 1( ) ln | |z zξ β  ( 1β  
σταθερά). Η  ζητούµενη σχέση (Β.1) έπεται από το ότι, για µικρά z , το υπόλοιπο 

ex ( ) ( )K z zξ− παραµένει φραγµένο.        
 
Λόγω της (Β.1), η δεύτερη παράγωγος 2 2

ex ( ) /K z z∂ ∂ συµπεριφέρεται ως 21/ z  για 
µικρά z . Άρα, η δεύτερη αυτή παράγωγος δεν είναι ολοκληρώσιµη και εποµένως δεν 
επιτρέπεται η εναλλαγή του διαφορικού τελεστή Τ και του ολοκληρώµατος στην 
εξίσωση του Pocklington. Σηµειώνουµε ότι το επιχείρηµα που αναπτύξαµε δεν 
εφαρµόζεται στην περίπτωση του προσεγγιστικού πυρήνα που παραµένει φραγµένος 
για µικρά z .                                                                       
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ  - Πληρότητα των ( )nf z  για άρτιες 
συναρτήσεις 
 
Στο πρόβληµα Sturm-Liouville: 
 
 '' ( ) ( ) 0,z z h z hλΦ − Φ = − < <            (Γ.1)  
µε συνθήκη: 
 
 ( ) ( ) 0h hΦ − = Φ =                                  (Γ.2)  
 
η διαφορική εξίσωση έχει λύση: 
 
 ( ) ( )( ) cos sinz A z B zλ λΦ = − + −  (Γ.3)  

 
Από την (Γ.2) παίρνουµε ( )sin 0B zλ− =  οπότε 0B = (Περίπτωση 1) ή 

,m m
h
πλ− = =ακέραιος (Περίπτωση 2). 

 
Περίπτωση 1: Εάν 0B =  τότε ( )( ) cosz A zλΦ = −  και η (Γ.2) δίνει 

(2 1) ,
2

h n nπλ− = − =ακέραιος. Εποµένως οι συναρτήσεις: 

 

 ( )2 1
( ) cos , 1, 2,...

2n

n z
f z n

h
π− 

= = 
 

  (Γ.4)  

 
 
είναι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές 

( ) ( ) 2
1 2 1

, 1, 2,...
2n

n
n

h
π

λ
− 

= − = 
 

 

 

Περίπτωση 2: Εάν m
h
πλ− =  τότε ( ) cos sinm z m zz A B

h h
π π   Φ = +   

   
 και η (Γ.2)  

δίνει 0A = . Εποµένως οι συναρτήσεις: 
 

 ( ) sin , 1,2,...m
m zg z m

h
π = =  

          (Γ.5)  

 
 

είναι ιδιοσυναρτήσεις που αντιστοιχούν στις ιδιοτιµές ( )
2

1 , 1,2,...m
m m
h
πλ  = − =  

 . 

(Για όλα τα ,m n  ισχύει ( ) ( )1 2
n mλ λ≠ ) 
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Έχουµε λοιπόν βρει όλες τις ιδιοσυναρτήσεις του προβλήµατος. Σύµφωνα µε τη 
θεωρία Sturm-Liouville – [ ] κάθε συνάρτηση ( )F z  (µε ( )F z  και  '( )F z τµηµατικά 
συνεχείς) µπορεί να γραφτεί ως: 
 

 
1 1

( ) ( ) ( )n n m m
n m

F z A f z B g z
∞ ∞

= =
= +∑ ∑                                      (Γ.6)  

 
 

όπου ( ) ( ) , ( ) ( ) , , 1, 2,...
h h

n n m m
h h

A F z f z dz B F z g z dz m n
− −

= = =∫ ∫  

 

Εάν η ( )F z   είναι άρτια, τότε 0mB =  οπότε 
1

( ) ( )n n
n

F z A f z
∞

=
=∑ . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆ – Γραφικές Παραστάσεις- Σχόλια 
 
 
Με τη χρήση του κώδικα του MATLAB, που είδαµε στο παράρτηµα Α, µπορούµε να 
εξάγουµε µε ακρίβεια τις τιµές του ρεύµατος κατά µήκος της γραµµικής κεραίας, η 
οποία τροφοδοτείται είτε από delta function generator είτε από magnetic frill generator 
και να πάρουµε τις γραφικές παραστάσεις του ρεύµατος. Παρακάτω θα παραθέσουµε 
ορισµένες γραφικές παραστάσεις των συντελεστών nI  και της ρευµατικής κατανοµής 

( )I z , χρησιµοποιώντας τον προσεγγιστικό πυρήνα, όπως επίσης θα δείξουµε 
ξεχωριστά το πραγµατικό και το φανταστικό µέρος των παραπάνω ποσοτήτων, 
κάνοντας ορισµένες παρατηρήσεις και επισηµαίνοντας κάποια προβλήµατα που 
παρουσιάζονται. Παίρνοντας ως δεδοµένα 40, / 0.01,N a λ= = / 0.25, / 2.3h b aλ = =  
και χρησιµοποιώντας την εξίσωση του Hallén µε τη µέθοδο Galerkin, έχουµε τις εξής 
γραφικές παραστάσεις, όπου τα σχήµατα 1 αναφέρονται στη µοντελοποίηση delta 
function, τα σχήµατα 2 στη µοντελοποίηση magnetic frill , µε (α) συµβολίζουµε τις 
γραφικές παραστάσεις του { }Re nI , µε (β) τις γραφικές παραστάσεις του { }Im nI , µε (γ) 
το πραγµατικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής και τέλος µε (δ) το φανταστικό µέρος 
της αντίστοιχης ρευµατικής κατανοµής: 
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Figure 2:imaginary part of In/V, 
N = 40,h/a = 25
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N = 40,h/a = 25
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Figure :Method solution, imaginary ,N = 40
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Στη συνέχεια θα παρουσιάσουµε τις γραφικές παραστάσεις για δεδοµένα 

40, / 0.005α λΝ = = , / 0.125, / 2.3h b aλ = = . Τα σχήµατα 3 αφορούν το delta function 
generator ενώ τα σχήµατα 4, το frill generator. Mε (α) συµβολίζουµε τις γραφικές 
παραστάσεις του { }Re nI , µε (β) τις γραφικές παραστάσεις του { }Im nI , µε (γ) το 
πραγµατικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής και τέλος µε (δ) το φανταστικό µέρος της 
αντίστοιχης ρευµατικής κατανοµής: 
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Figure 2:imaginary part of In/V, 
N = 40,h/a = 25
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Figure 2:imaginary part of In/V, 
N = 40,h/a = 25
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Τα αποτελέσµατα των γραφικών παραστάσεων 1-4 βεβαιώνουν αυτά που έχουµε 
αναφέρει στο 3ο Κεφάλαιο. Οι ταλαντώσεις στα άκρα της κεραίας ή στο σηµείο 
τροφοδοσίας (για το φανταστικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής για delta-function 
generator) είναι αναµενόµενες, λόγω του γεγονότος  ότι η εξίσωση του Hallén δεν έχει 
λύση για τον προσεγγιστικό πυρήνα. Προβλήµατα κατά την εφαρµογή της αριθµητικής 
µεθόδου παρουσιάζονται συνήθως όταν ο αριθµός των συναρτήσεων βάσης Ν ξεπερνά 
το χαρακτηριστικό λόγο 0.6 /h a  της κεραίας. Τα προβλήµατα αυτά εµφανίζονται 
αρχικά µόνο στο φανταστικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής, ενώ αργούν να 
εµφανισθούν στο πραγµατικό µέρος (πολύ µεγαλύτερο Ν απ’ ότι στο φανταστικό). 
Εκφράζονται ουσιαστικά ως µεταφορά των ταλαντώσεων από το άκρο ή το µέσο της 
κεραίας προς το υπόλοιπο τµήµα της. Οφείλονται σε αδυναµίες της αριθµητικής 
µεθόδου, η οποία στην ουσία δεν µπορεί να παρακάµψει τη µη επιλυσιµότητα της 
προσεγγιστικής ολοκληρωτικής εξίσωσης του Hallén. Η µαθηµατική εξήγηση αυτών 
των προβληµάτων είναι ότι για µεγάλο Ν, το condition number του πίνακα A 
αυξάνεται σχεδόν γραµµικά, δηµιουργώντας τα παραπάνω αριθµητικά προβλήµατα. 
Από τα σχήµατα 1(β) και 3(β) παρατηρούµε ότι το { }Im nI αρχίζει να «πέφτει» για την 
ίδια τιµή και για τις δύο κατανοµές, καθώς έχουν κοινή την παράµετρο /h a . Στα 
επόµενα σχήµατα θα δούµε τα αποτελέσµατα µε τα ίδια δεδοµένα, δηλαδή 

40, / 0.01,N a λ= = / 0.25, / 2.3h b aλ = = , αλλά µε χρήση της εξίσωσης του 
Pocklington. Τα σχήµατα 5 αφορούν το delta function generator ενώ τα σχήµατα 6, το 
frill generator. Mε (α) συµβολίζουµε τις γραφικές παραστάσεις του { }Re nI , µε (β) τις 

γραφικές παραστάσεις του { }Im nI , µε (γ) το πραγµατικό µέρος της ρευµατικής 
κατανοµής και τέλος µε (δ) το φανταστικό µέρος της αντίστοιχης ρευµατικής 
κατανοµής: 
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Figure 1:real part of In/V, 

N = 40,h/a = 25
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N = 40,h/a = 25
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Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατα για την εξίσωση του Pocklington ελάχιστα 
διαφέρουν από αυτά για την εξίσωση του Hallén, όπως άλλωστε ήταν αναµενόµενο. 
Να τονίσουµε ότι  αν ήταν λίγο καλύτερη η ακρίβεια του υπολογισµού των διπλών 
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ολοκληρωµάτων  σε λογικό υπολογιστικό χρόνο, τα αποτελέσµατα θα ταυτίζονταν. 
Αυτό συµβαίνει εξαιτίας του προγράµµατος του MATLAB, του οποίου οι αλγόριθµοι 
για τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων δεν είναι πολύ ελαστικοί και αξιόπιστοι, ενώ 
συγχρόνως απαιτούν µεγάλους υπολογιστικούς χρόνους, Γι’ αυτό και πολλές φορές 
αναγκαστήκαµε να αντικαταστήσουµε τους αλγορίθµους αυτούς µε δικούς µας πιο 
ευέλικτους, όπως η σύνθετη µέθοδος τραπεζίου και η σύνθετη µέθοδος του Simpson . 
 
Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να τονίσουµε ότι τα αποτελέσµατα αυτά είναι ανεξάρτητα 
της µεθόδου ολοκλήρωσης και µεθόδου επίλυσης συστήµατος. ∆οκιµάσαµε 
τουλάχιστον τρεις αλγορίθµους ολοκλήρωσης, δηλαδή τη σύνθετη µέθοδο τραπεζίου, 
τη σύνθετη µέθοδο του Simpson, τον αλγόριθµο της MATLAB, συνδυασµό τους 
καθώς και ολοκλήρωση µε αλλαγή µεταβλητής, αλλά και τρεις µεθόδους επίλυσης 
συστηµάτων, την άµεση αριθµητική λύση που παρέχει το MATLAB µε χρήση του 
αντιστρόφου πίνακα και τη µέθοδο απαλοιφής Gauss. Τα αποτελέσµατα που 
προέκυψαν δε διέφεραν µεταξύ τους. 
 
Στη συνέχεια θα παραθέσουµε κάποιες γραφικές παραστάσεις από την εφαρµογή της 
µεθόδου Galerkin στην  εξίσωση του Hallén µε 0.6 /N h a<< .Από τα διαγράµµατα 
αυτά διαπιστώνουµε ότι τόσο το φανταστικό όσο και το πραγµατικό µέρος των 
κατανοµών του ρεύµατος είναι οµαλά σε αυτή την περίπτωση. Τα δεδοµένα  είναι 

20, / 0.0025,N a λ= = / 0.25, / 2.3h b aλ = = . Τα σχήµατα 7 αφορούν το delta 
function generator ενώ τα σχήµατα 8, το frill generator. Mε (α) συµβολίζουµε τις 
γραφικές παραστάσεις του { }Re nI , µε (β) τις γραφικές παραστάσεις του { }Im nI , µε (γ) 
το πραγµατικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής και τέλος µε (δ) το φανταστικό µέρος 
της αντίστοιχης ρευµατικής κατανοµής: 
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Figure 2:imaginary part of In/V, 
N = 20,h/a = 100
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Figure 2:imaginary part of In/V, 
N = 20,h/a = 100
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Figure :Method solution, imaginary ,N = 20
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Στη συνέχεια παραθέτουµε στα σχήµατα 9 το πραγµατικό (α) και το φανταστικό (β) 
µέρος της κατανοµής του ρεύµατος µε τα ίδια δεδοµένα, για delta function generator, 
αλλά για Ν=30. Παρατηρούµε ότι παραµένουν οµαλά όπως αναµενόταν. 
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Οι γραφικές παραστάσεις που ακολουθούν, προέκυψαν από την εφαρµογή της µεθόδου 
Galerkin στην  εξίσωση του Hallén, µε delta function generator, για την εύρεση της 
ρευµατικής κατανοµής µε 0.6 /N h a> .Από τα διαγράµµατα αυτά διαπιστώνουµε ότι 
µόνο το πραγµατικό µέρος της κατανοµής του ρεύµατος είναι οµαλό σε αυτή την 
περίπτωση. Τα δεδοµένα  είναι 30, / 0.01,N a λ= = / 0.4h λ = . Mε (α) συµβολίζουµε 
τις γραφικές παραστάσεις του { }Re nI , µε (β) τις γραφικές παραστάσεις του { }Im nI  , µε 
(γ) το πραγµατικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής και τέλος µε (δ) το φανταστικό 
µέρος της αντίστοιχης ρευµατικής κατανοµής: 
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Θα δούµε ότι για  N  λίγο µεγαλύτερο από 0.6 /h a  , δηλαδή 40N = και / 60h a = , το 
µόνο που δεν είναι οµαλό όπως περιµέναµε άλλωστε είναι το φανταστικό µέρος της 
κατανοµής του ρεύµατος για delta function generator. Χρησιµοποιήσαµε µεγάλο /h a  
για να έχουν προλάβει τα αποτελέσµατα να οµαλοποιηθούν. Τα σχήµατα 11 αφορούν 
το delta function generator ενώ τα σχήµατα 12, το frill generator. Mε (α) συµβολίζουµε 
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τις γραφικές παραστάσεις του { }Re nI , µε (β) τις γραφικές παραστάσεις του { }Im nI  , µε 
(γ) το πραγµατικό µέρος της ρευµατικής κατανοµής και τέλος µε (δ) το φανταστικό 
µέρος της αντίστοιχης ρευµατικής κατανοµής: 
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Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τις γραφικές παραστάσεις µόνο του { }Im ( )I z για τη 
µέθοδο point-matching των (Σχ.13) και τη µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων (Σχ.14) 
µε δεδοµένα 15, / 0.25, / 0.01N h aλ λ= = = , 6M N= ⋅  για την περίπτωση του delta 
function generator.  Με (α) συµβολίζουµε τα αποτελέσµατα για matching points 

( 1)
l

l hz
N
−= , µε (β) για ( )

1l
l hz

N
=

+
, µε (γ) για ( 0.5)

1l
l hz

N
−=

+
 και µε (δ) για ( 1)

1l
l hz
N
−=
+

: 
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Αυτό που µπορούµε να παρατηρήσουµε από τα σχήµατα 13, είναι η  µεγάλη εξάρτηση 
της µεθόδου point-matching από τα match points. Ακόµα µπορούµε να πούµε ότι για 
καµία από τις επιλογές σηµείων δεν ισχύει η σηµαντική παράµετρος /h a . Αντιθέτως, 
από τα σχήµατα 14, για τα οποία ισχύει 6M N= ⋅ , διαπιστώνουµε ότι οι γραφικές 
παραστάσεις του φανταστικού µέρους της κατανοµής ελάχιστα διαφοροποιούνται για 
διαφορετικά match points. Και σε αντίθεση µε την τεχνική point-matching, στην 
τεχνική των ελαχίστων τετραγώνων, µε τα δεδοµένα που προαναφέραµε, για µια ακόµα 
φορά η σηµαντική παράµετρος είναι ο λόγος /h a . Επίσης, να προσθέσουµε ότι τα 
αποτελέσµατα της µεθόδου ελαχίστων τετραγώνων όσο αυξάνει το Μ, πλησιάζουν τα 
αποτελέσµατα της µεθόδου Galerkin. Στη συνέχεια παρουσιάζουµε τις γραφικές 
παραστάσεις που παρουσιάζουν τη σύγκλιση της µεθόδου point-matching για τη 
δοκιµαστική εξίσωση τύπου Hallén (Ν=150)  της παραγράφου 3.3 (σχήµατα 15) και 
για τη δοκιµαστική εξίσωση τύπου Pocklington (Ν=100)  της ίδιας παραγράφου 

(σχήµατα 16). Με (α) συµβολίζουµε τα αποτελέσµατα για matching points ( 1)
l

l hz
N
−= , 

µε (β) για ( )
1l

l hz
N

=
+

, µε (γ) για ( 0.5)
1l

l hz
N
−=

+
 και µε (δ) για ( 1)

1l
l hz
N
−=
+

: 
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Σχ.15 (γ) 
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Από τα προηγούµενα σχήµατα παρατηρούµε, ότι στις γραφικές παραστάσεις 15, τα 

nΙ συγκλίνουν και για τις 4 επιλογές σηµείων. Γρηγορότερη σύγκλιση ως προς το C, 
(του οποίου η ακριβής τιµή είναι C=- 0.83812), έχει η µέθοδος (α) µε C=-0.83872 για 
N=150 και ακολουθεί η µέθοδος  (β) µε C=-0.83874. Από τις γραφικές παραστάσεις 16, 
είναι εµφανές ότι µόνο η µέθοδοι (γ) και (δ) συγκλίνουν για Ν=100. 
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Στις επόµενες γραφικές παραστάσεις θα παρουσιάσουµε, εν συντοµία, πως καταλήξαµε 
στη χοντρική τιµή 0.6 /h a , ως το σηµείο που αρχίζει να «πέφτει» το φανταστικό µέρος 
του  nΙ . 
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Από το σχήµα 17(α) για / 25h a = παρατηρούµε µε προσεκτική µελέτη των τιµών του  

nΙ , ότι το φανταστικό µέρος του nΙ , αρχίζει να φθίνει για n=13 ως n=15, δηλαδή για 

[ ]0.52 / ,0.6 /h a h a . Από το σχήµα 17 (β) η αρχή του φαινοµένου αυτού τοποθετείται 

στο διάστηµα [ ]0.53 / ,0.6 /h a h a  για / 30h a =  και στο διάστηµα [ ]0.56 / ,0.6 /h a h a  

για / 50h a = . Από το σχήµα 17 (γ) το αντίστοιχο διάστηµα είναι [ ]0.5 / ,0.7 /h a h a  για 

/ 10h a =  και τέλος, [ ]0.56 / ,0.72 /h a h a  για / 12.5h a =  . Από αυτή τη µελέτη, για 
διάφορες τιµές των παραµέτρων Ν και /h a , προέκυψε ότι το διάστηµα (που είναι η 
τοµή των παραπάνω διαστηµάτων), στο οποίο πρωτοεµφανίζεται αυτό το φαινόµενο, 
είναι το [ ]0.56 / ,0.6 /h a h a  και χοντρικά παίρνουµε το πάνω όριο του διαστήµατος, το 
οποίο είναι 0.6 /h a . 
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ε - Χρήσιµες ιδιότητες της συνάρτησης 
δέλτα του Dirac 
 
H «συνάρτηση» δέλτα ( )zδ  του Dirac είναι µηδέν εκτός εάν 0z = . Επιπλέον γνωστές 
ιδιότητές της είναι 
 

0, 0
( )

, 0
z

z
z

δ
≠

= ∞ =
                                                                                                       (Ε.1) 

1( ) ( ) ( 0
| |

kz z k
k

δ δ= >  ή 0)k <                                                                                (Ε.2) 

( ) ( ) (0) ( )f z z f zδ δ=                                                                                                    (Ε.3) 

( ) ( ) (0) ( 0)
b

b

f z z dz f bδ
−

= >∫                                                                                     (Ε.4) 

 
όπου ( )f z  είναι οµαλή συνάρτηση του z . Όπως φαίνεται από τη γνωστή σχέση: 
 

( ) ( )d H z z
dz

δ= όπου
1, 0

( )
0, 0

z
H z

z
>

=  <
                                                                (Ε.5) 

 
η συνάρτηση δέλτα µας επιτρέπει να παραγωγίζουµε και ασυνεχείς συναρτήσεις. Για 
παράδειγµα, 
 

[ ]{ }
[ ] [ ]

cos , 0
cos 2 ( ) 1

cos , 0

sin 2 ( ) 1 cos 2 ( ) sin | | 2 ( )

kz zd d kz H z
kz zdz dz

k kz H z kz z k k z zδ δ

> 
= − − < 

= − − + = − +
                                      (Ε.6)     

 
όπου χρησιµοποιήσαµε το γνωστό κανόνα παραγώγισης του γινοµένου δύο 
συναρτήσεων, την (Ε.5) και την (Ε.3). Στη τελευταία έκφραση (Ε.6), ο πρώτος όρος 
είναι η «κλασσική» παράγωγος (που παίρνουµε µε το συνήθη τρόπο, για όλα τα σηµεία 
εκτός από το σηµείο ασυνέχειας). Στον πρώτο αυτόν όρο, προσθέτουµε µια συνάρτηση 
δέλτα πολλαπλασιασµένη µε το ύψος (εδώ 2) της ασυνέχειας. 
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