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Περίληψη 
 

Στην παρούσα διπλωµατική εργασία επιτελείται µια µελέτη αλγορίθµων προσαρµογής 

καµπυλών, τόσο κλασικών, όπως παραδείγµατος χάρη ο Μετασχηµατισµός Hough, όσο και 

ενός πρωτότυπου αλγορίθµου ο οποίος παρουσιάζεται στην εργασία [8]. Αναλυτικότερα, 

πραγµατοποιήθηκε διεξοδική βιβλιογραφική µελέτη του Μετασχηµατισµού Hough, αλλά 

και αλγορίθµων προσαρµογής καµπυλών που χρησιµοποιούν ελαχιστοποίηση των 

αποστάσεων µε σύγκλιση. Οι αλγόριθµοι αυτοί, εν συνεχεία, εφαρµόστηκαν σε φηµισµένες 

τοιχογραφίες που έχουν ανασκαφεί στο Ακρωτήρι Σαντορίνης και ανάγονται στην Ύστερη 

εποχή του Χαλκού γύρω στο 1650π.Χ. Η εφαρµογή είχε σκοπό την αναζήτηση 

συγκεκριµένων προτύπων στα περιγράµµατα των τοιχογραφιών Θαλάσσιοι Νάρκισσοι και 

Λάτρεις, ώστε να ελεγχθεί η υπόθεση οι τοιχογραφίες αυτές σχεδιάστηκαν µε χρήση 

προκατασκευασµένων καµπυλογράφων που αντιστοιχούν σε γεωµετρικά πρότυπα µε 

µεγάλη ακρίβεια. Στα περιγράµµατα των ιδίων τοιχογραφιών εφαρµόστηκε και η 

µεθοδολογία που παρουσιάζεται στο [8]. Τα τελικά αποτελέσµατα θα µπορούσαν να 

χαρακτηριστούν εντυπωσιακά : Οι κλασικοί αλγόριθµοι έδειξαν προσαρµογή τεσσάρων 

υπερβολών  και µιας γραµµικής σπείρας στα περιγράµµατα των τοιχογραφιών αυτών. Ο 

νέος αλγόριθµος [8] έδωσε πολύ ικανοποιητικότερα αποτελέσµατα, επιβεβαιώνοντας ότι το 

συντριπτικά µεγαλύτερο µέρος των περιγραµµάτων των τοιχογραφιών αυτών αντιστοιχεί 

στα πέντε ανωτέρω γεωµετρικά σχήµατα, µε εξαιρετική ακρίβεια (µέσο λάθος 

προσαρµογής µικρότερο του 1/3 του χιλιοστού). Το µεγάλο µέσο µήκος των τµηµάτων των 

περιγραµµάτων των τοιχογραφιών που αντιστοιχούνε ή σε κάποια από τις τέσσερις 

υπερβολές ή στην σπείρα του Αρχιµήδη, υποδηλώνει αντίστοιχα πολύ µεγάλη πιθανότητα 

όλες οι τοιχογραφίες να σχεδιάστηκαν µε την χρήση των πέντε αντιστοίχων 

προκατασκευασµένων καµπυλογράφων. 

 
Λέξεις κλειδιά: Ανίχνευση ακµών εικόνας, ανάλυση ακµών σε αρχαιολογικές εικόνες, 
ταίριασµα καµπυλών σε ακµές αρχαιολογικών ευρηµάτων, στατιστικό ταίριασµα σχεδίων.  
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Abstract 
 

In the present thesis is carried out a study of algorithms of curves fitting, so classic, for 

example the Transformation of Hough, as and an original algorithm which is presented in 

the paper [8]. In details, extensive bibliographic study of Transformation of Hough made, 

and also of curves fitting which use minimization of distance with convergence. These 

algorithms were applied in a number of renowned wall paintings excavated at Akrotiri 

Santorinis and are reduced in the Late Bronze Age around 1650B.C. This application had 

aim to search specific models of the wall paintings Sea Daffodils and Adorants. So to 

examine if the hypothesis that this wall paintings were drawn with the use of prefabricated 

geometric curves that corresponded in geometrical models with exceptional accuracy. In the 

outlines of the same wall paintings was applied also the methodology that is present in the 

paper [8]. The final result could be characterized impressive: The classic algorithms showed 

fitting for four hyperbola and a linear spiral in the outlines of the wall paintings. The new 

algorithm [8] gave much more satisfactory results, confirming that the bigger part of this 

outlines correspond in five above geometrical models, with exceptional accuracy (average 

error of fitting less than 1/3 mm) The big average length of the parts of the outlines of the 

wall paintings that correspond or in one of the four hyperbola or in the linear spiral , 

indicates very big probability that all the wall paintings were drawn with the use of the five 

corresponding prefabricated geometric curves (stencils).  

 

Key words: Edge detection, archaeological image edge analysis, curve fitting, statistical 
pattern matching.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 
 

 

1.1 Εισαγωγή 

 

Στη νότια ακτή του νησιού Θήρα, στις Κυκλάδες, βρίσκεται ένας από τους 

σηµαντικότερους αρχαιολογικούς χώρους της Ελλάδας, το Ακρωτήρι. Πρόκειται για έναν 

προϊστορικό οικισµό ο οποίος ανακαλύφθηκε θαµµένος κάτω από την τέφρα του 

ηφαιστείου. 

 

1.2 Ιστορικά στοιχεία 

 

Οι πρώτες εγκαταστάσεις στο Ακρωτήρι χρονολογούνται από την Ύστερη Νεολιθική 

Εποχή, τουλάχιστον από την 4η χιλιετία π.Χ. Κατά την Πρώιµη Εποχή του Χαλκού, 3η 

χιλιετία π.Χ,. υπήρχε οικισµός στο Ακρωτήρι. Κατά την Μέση και την Πρώιµη Ύστερη 

Εποχή του Χαλκού, 20ος -17ος αιώνας π.Χ., ο οικισµός αυτός επεκτάθηκε και αναδείχθηκε 

σε ένα από τα σηµαντικότερα αστικά κέντρα και λιµάνια του Αιγαίου.[1] Αν λάβουµε 

υπόψη µας και την µεγάλη του έκταση, την άριστη πολεοδοµική του οργάνωση, το 

αποχετευτικό του δίκτυο, τα περίτεχνα πολυόροφα κτίρια µε τις έξοχες τοιχογραφίες, την 

πλούσια επίπλωση και οικοσκευή καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι η περιοχή είχε µεγάλη 

ανάπτυξη. 

Επιπλέον, τα διάφορα προϊόντα που βρέθηκαν µέσα στα κτίρια δείχνουν ότι το 

Ακρωτήρι διατηρούσε στενές σχέσεις µε την Μινωική Κρήτη, καθώς επίσης βρισκόταν και 

σε επικοινωνία µε την Ηπειρωτική Ελλάδα, τα ∆ωδεκάνησα, την Κύπρο, τη Συρία και την 

Αίγυπτο. 

Υπολογίζεται ότι ο οικισµός εγκαταλείφθηκε απότοµα στα τέλη του 17ου αιώνα π.Χ 

εξαιτίας των ισχυρών σεισµών. Ακολούθησε η έκρηξη του ηφαιστείου. Τα ηφαιστειακά 

υλικά που κάλυψαν την πόλη του Ακρωτηρίου και ολόκληρο το νησί προστάτευσαν έως 

σήµερα τα κτίρια και το περιεχόµενό τους, όπως έγινε και στην Ποµπηία της Ιταλίας. 
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1.3  Ανασκαφές 

 

Τα πρώτα στοιχεία για την κατοίκηση του Ακρωτηρίου κατά την προϊστορική εποχή 

άρχισαν να έρχονται στο φως από το δεύτερο ήµισυ του 19ου αιώνα, ωστόσο οι πρώτες 

συστηµατικές ανασκαφές ξεκίνησαν εκεί το 1967 από τον καθηγητή Σπ. Μαρινάτο, οι 

οποίες µετά το θάνατό του συνεχίστηκαν υπό την επίβλεψη του καθηγητή Χρ. Ντούµα. 

Ο συνοικισµός αυτός που ανακαλύφθηκε είναι ένας από τους καλύτερα διατηρηµένους 

αρχαιολογικούς χώρους. Επειδή ήταν σκεπασµένος µε ένα παχύ στρώµα ηφαιστειακής 

τέφρας διατηρήθηκε θαυµάσια και αποτελεί µια από τις κυριότερες µαρτυρίες της αστικής 

οργάνωσης και οικιακής αρχιτεκτονικής. 

 Το πολεοδοµικό σύστηµα του οικισµού χαρακτηρίζεται από πυκνή διάταξη, 

ορθογωνικό σχεδόν δίκτυο πλακόστρωτων δρόµων µε αποχετευτικούς αγωγούς, καθώς και 

κτίρια µε δύο ή τρεις ορόφους χωρίς αυλή ή φωταγωγούς. 

 

 
 

Ορισµένα ανεξάρτητα οικοδοµήµατα, ιδιαίτερα επιµεληµένης κατασκευής, από 

πελεκηµένους λίθους, γνωστά σήµερα µε την ονοµασία Ξεστή, είχαν πιθανότατα µια ειδική 

λειτουργία διοικητική ή θρησκευτική. Τα υπόλοιπα κτίρια έχουν ορισµένα κοινά 

χαρακτηριστικά στοιχεία: πρόσοψη οδοντωτή, µία µοναδική είσοδο από το δρόµο σε µια 

γωνιά του κτιρίου, κεντρική σκάλα στο προθάλαµο, πολλές δευτερεύουσες σκάλες, µικρά 

δωµάτια στο ισόγειο τα οποία χρησίµευαν για αποθήκες ή εργαστήρια και τέλος χώρους 

διαµονής πιο ευρύχωρους στον όροφο. [1] 

Τα πιο εντυπωσιακά όµως ευρήµατα, που έκανε την αποκάλυψη του Ακρωτηρίου 

παγκοσµίως γνωστή, ήταν η παρουσία, σε όλα σχεδόν τα κτίρια του οικισµού, 

τοιχογραφιών. Όλα τα κτίρια που έχουν ερευνηθεί µέχρι στιγµής, παρουσιάζουν άριστες 

ποιοτικά τοιχογραφίες, οι οποίες στόλιζαν κατά κύριο λόγο το δεύτερο όροφο των κτιρίων, 

και σώζονται σε  πολύ καλή κατάσταση. Αυτό είναι ένα φαινόµενο µοναδικό στην 
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προϊστορία του Αιγαίου, καθώς δίνεται η δυνατότητα στους ερευνητές να µελετήσουν την 

εποχή αυτή από τα ίδια τα εικονιστικά ντοκουµέντα. 

 

1.4 Σηµαντικότερα µνηµεία και αρχιτεκτονικά ευρήµατα  

 

Ξεστή 3: Πρόκειται για ένα µεγάλο τριώροφο κτίριο µε δεκατέσσερα δωµάτια σε κάθε 

όροφο. Πολλά από τα δωµάτια συνδέονται µε πολύθυρα και είναι τοιχογραφηµένα. Σε ένα 

από αυτά υπάρχει «δεξαµενή καθαρµών», χώρος που θεωρείται ιερός. Οι πιο 

ενδιαφέρουσες από τις τοιχογραφίες είναι εκείνες των Κροκοσυλλεκτριών και του Βωµού. 

Από τις αρχιτεκτονικές ιδιορρυθµίες του κτιρίου και από τα θέµατα των τοιχογραφιών 

συµπεραίνουµε ότι στην Ξεστή 3 πρέπει να τελούνταν κάποιες τελετές. 

Ξεστή 4: Η Ξεστή 4 είναι το µεγαλύτερο οικοδόµηµα  που ανασκάφτηκε ως τώρα. Τα 

θραύσµατα των τοιχογραφιών που ήλθαν στο φως ως σήµερα ανήκουν σε µια σύνθεση που 

στόλιζε το κλιµακοστάσιο της εισόδου και απεικονίζουν ποµπή δωροφόρων ανδρών σε 

φυσικό µέγεθος να ανεβαίνουν σε βαθµίδες κλίµακας. Πρόκειται πιθανότητα για δηµόσιο 

κτίριο όπως αποδεικνύουν το ασυνήθιστα µεγάλο του µέγεθος, η εντυπωσιακή εξωτερική 

του εµφάνιση και ο τοιχογραφικός του διάκοσµος. 

Τοµέας Β: Περιλαµβάνει πιθανότητα δύο ξεχωριστά κτίρια προσκολληµένα το ένα στο 

άλλο. Από τα κτίρια αυτά προήλθαν οι τοιχογραφίες των Αντιλοπών, των Πυγµάχων και 

των Πιθήκων. Η τελευταία απεικονίζει µια σύνθεση µε πιθήκους να σκαρφαλώνουν σε 

βράχους στις όχθες ενός ποταµού. 
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∆υτική οικία: Είναι ένα σχετικά µικρό αλλά καλά οργανωµένο κτίριο. Στο ισόγειο 

υπάρχουν αποθήκες τροφίµων, εργαστηριακοί χώροι, µαγειρείο και εγκατάσταση µύλου.  Ο 

πρώτος όροφος καταλαµβάνεται από ένα ευρύχωρο δωµάτιο, µια αποθήκη σκευών και 

τροφίµων, ένα αποχωρητήριο και από δύο συνεχόµενους τοιχογραφηµένους χώρους. Από 

αυτούς, ο ένας διακοσµείται µε τις δύο τοιχογραφίες των Ψαράδων, την τοιχογραφία της 

Ιέρειας και τη διάσηµη µικρογραφική ζωφόρο του Στόλου που περιτρέχει τους τέσσερις 

τοίχους του. Ενώ ο άλλος χώρος διακοσµείται µε τις οκτώ τοιχογραφίες των Θαλαµίσκων 

Πλοίων. Πρόκειται για µία λεπτοµέρεια της µικρογραφικής ζωφόρου που επαναλαµβάνεται 

οκτώ φορές µε µικρές παραλλαγές στους τοίχους του.  

 

 
 

Συγκρότηµα ∆: Αποτελείται από τέσσερα κτίρια. Ένα δωµάτιο του ανατολικού κτιρίου 

βρέθηκε διακοσµηµένο µε την τοιχογραφία της Άνοιξης. Εδώ ο ζωγράφος απέδωσε µε 

ιδιαίτερη ευαισθησία ένα βραχώδες τοπίο µε ανθισµένους ερυθρούς κρίνους ανάµεσα στους 

οποίους πετούν χελιδόνια. 

Οικία των Γυναικών: Πρόκειται για ένα µεγάλο διώροφο οικοδόµηµα, του οποίου το 

πιο ενδιαφέρον αρχιτεκτονικό στοιχείο είναι ο φωταγωγός στο κέντρο του. Στο κτίριο αυτό 

βρέθηκε η τοιχογραφία των Γυναικών και των Παπύρων στην οποία οφείλει και το όνοµά 

του.  [1] 
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1.5 Οι Τοιχογραφίες της Θήρας 

 

Οι τοιχογραφίες της Θήρας, χάρη στην άριστη συντήρησή τους, έχουν αναγνωριστεί ως 

ορόσηµο στην ιστορία της παγκόσµιας τέχνης και έχουν µελετηθεί εκτενώς. Επιπλέον, ως 

µνηµειακά έργα τέχνης, ήταν οι καλύτεροι αντιπρόσωποι για τη µετάδοση ενός αριθµού 

µηνυµάτων : στα ιδιωτικά σπίτια ίσως ενεργούσαν ως στοιχεία γοήτρου, γεγονός που 

ενίσχυε την κοινωνική θέση των χρηστών τους, ενώ στα δηµόσια κτίρια ίσως 

εξυπηρετούσαν ιδεολογικούς σκοπούς (τελετουργικά, θρησκεία κλπ).  

Χάρη στο απέραντο θεµατικό ρεπερτόριό τους, έχουµε την δυνατότητα σήµερα να 

γνωρίζουµε τον πολιτισµό της εποχής, αφού τα θέµατά τους τα αντλούσαν από την φύση 

και την καθηµερινή ζωή, χωρίς να αποκλείονται και κάποιες αναφορές σε τελετουργίες, 

όπως στην τοιχογραφία της νεαρής «ιέρειας».  Γενικά οι τοιχογραφίες θεωρούνται πλούσια 

πηγή πληροφοριών για την πανίδα και τη χλωρίδα, για τις κατασκευές (σκάφη, κτίρια), για 

διάφορες λεπτοµέρειες όπως το ντύσιµο και τη κόµµωση και για τις καθηµερινές 

δραστηριότητες. 

Τα κύρια χαρακτηριστικά των τοιχογραφιών της Θήρας είναι η ελευθερία της 

έκφρασης και του χρώµατος. Στις περισσότερες τοιχογραφίες συναντάµε την απεικόνιση 

ενός κεντρικού θέµατος, όπως παραδείγµατος χάρη ο ψαράς, η πυγµαχία και οι βράχοι µε 

τα κρίνα. Ωστόσο δεν λείπουν και µεγαλύτερες συνθέσεις όπου εικονίζονται ολόκληρες 

πολιτείες, η θάλασσα, τα καράβια, δελφίνια και άνθρωποι. 

 

 
 

 Τα χρώµατα που χρησιµοποίησαν οι καλλιτέχνες ποικίλουν. Έτσι έχουµε µορφές µε 

γαλάζια µαλλιά και κόκκινα κορµιά, κόκκινους, κίτρινους και γαλάζιους βράχους  και 

γαλάζιους πίθηκους. Στο σύνολό της η χρωµατική κλίµακα περιλαµβάνει τα παραπάνω 

χρώµατα σε διάφορες αποχρώσεις, ενώ συµπληρώνεται µε την χρήση του µαύρου.[2] 
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1.6 Μελέτη των τοιχογραφιών 

 

Οι µεγάλες ποσότητες τοιχογραφιών που αποκαλύφθηκαν γενικά στα ερείπια του 

Ακρωτηρίου, καθώς επίσης και οι τυποποιηµένες µορφές στις οποίες ορισµένες 

λεπτοµέρειες δόθηκαν, οδήγησαν τους αρχαιολόγους στο να τις εξετάσουν 

συστηµατικότερα. Οι αρχαιολόγοι παρατήρησαν ότι σε αρκετές τοιχογραφίες υπάρχουν 

ορισµένες επαναλήψεις στις ακµές των διάφορων τοιχογραφιών αλλά ο βαθύτερος λόγος 

για αυτές τις επαναλήψεις ήταν εντελώς άγνωστος, καθώς επίσης και η πραγµατική µέθοδος 

µε την οποία αυτές οι τοιχογραφίες σχεδιάστηκαν. Φαίνεται ότι η µέθοδος κατασκευής των 

τοιχογραφιών είναι µοναδική στην ιστορία των τεχνών αφού αυτές φανερώνουν µια υψηλή 

ικανότητα σχεδιασµού, καθώς επίσης και προηγµένη αίσθηση της γεωµετρίας και της 

τεχνολογίας.  

Η άποψη αυτή ενισχύεται και από την διαπίστωση ότι αυτά τα έργα ζωγραφικής είναι 

νωπογραφίες και έχουν δηµιουργηθεί µε χρώµατα τα οποία τοποθετούνται επάνω σε 

κονίαµα τοίχου όσο ακόµη αυτός είναι νωπός. Βασικός όµως παράγοντας της τεχνικής της 

νωπογραφίας, για να πάρουµε καλά αποτελέσµατα είναι η ικανότητα της πολύ γρήγορης 

και σίγουρης ζωγραφικής εκτελέσεως, αφού σε σύγκριση µε άλλες ζωγραφικές τέχνες η 

παρούσα δεν επιτρέπει δισταγµό και διορθώσεις.  Αυτό µας οδηγεί στο να υποθέσουµε ότι ο 

καλλιτέχνης, για να µπορέσει να ανταποκριθεί σε αυτήν την τεχνική και να χαράξει µε όση 

µεγαλύτερη ακρίβεια µπορούσε τις ιδιαίτερα σταθερές γραµµές των περιγραµµάτων των 

αντικειµένων της συνθέσεώς του και σε περιορισµένο χρόνο, θα έπρεπε να είχε στην 

διάθεσή του έναν αριθµό πολύ καλά προκατασκευασµένων καµπυλών που αντιστοιχούν σε 

γεωµετρικά αρχέτυπα. Αυτές οι παρατηρήσεις µας κάνουν να υποθέσουµε ότι πιθανώς 

κάποια γεωµετρικά πρότυπα (stencils) µπορεί να χρησιµοποιήθηκαν τουλάχιστον για τον 

σχεδιασµό ορισµένων καµπυλών. 

Ύστερα από την εκτενή ανάλυση των σχεδίων των συνθέσεων των εσωτερικών τοίχων 

του Ξεστή 3 παρατηρήσαµε και αποδείξαµε ότι ένα µεγάλο σύνολο των τοιχογραφιών 

δηµιουργήθηκαν µε την χρήση προκατασκευασµένων stencils που έχουν την µορφή των 

γραµµικών σπειρών και των κωνικών τοµών (παραβολών, ελλείψεων και υπερβολών). Με 

βάση την απόδειξη αυτή συµπεραίνουµε ότι οι καλλιτέχνες των τοιχογραφιών του 1600 

π.Χ. της Θήρας είχαν κάποια γνώση της γεωµετρίας. Αυτό είναι ιδιαίτερα εντυπωσιακό, 

αφού αν λάβουµε υπόψη µας ότι η πρώτη αναφορά στις κωνικές τοµές γίνεται περίπου το 

300 π.Χ. από τον Ευκλείδη και ότι η πρώτη γνωστή σπείρα είναι αυτή του Αρχιµήδη κατά 
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το 250 π.Χ.  συµπεραίνουµε ότι ήδη πριν 3600 έτη οι άνθρωποι γνώριζαν πως να 

κατασκευάσουν γεωµετρικά πρωτότυπα.    

 

1.7 Σκοπός της εργασίας  

 

Ο σκοπός της παρούσας διπλωµατικής εργασίας είναι η προσπάθεια να δείξουµε ότι 

ένα σύνολο από τις τοιχογραφίες της Θήρας δεν είναι σχεδιασµένες µε το χέρι αλλά έχουν 

δηµιουργηθεί από την χρήση µερικών προκατασκευασµένων γεωµετρικών προτύπων. Για 

την επίτευξη του σκοπού αυτού χρησιµοποιήθηκαν δυο αλγόριθµοι εύρεσης καµπυλών, ο 

µετασχηµατισµός Hough και ένας πρωτότυπος αλγόριθµος εύρεσης καµπυλών σε εικόνες 

(κεφάλαια 2,3 και 4) και τα αποτελέσµατα της εφαρµογής των αλγορίθµων αυτών δίνονται 

στο κεφάλαιο 5.    
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

 
2.1 Προσδιορισµός του όρου curve fitting 

 

Με τον όρο curve fitting αναφερόµαστε στην τεχνική που εφαρµόζεται για την εύρεση 

µιας καµπύλης στις ακµές ενός αντικειµένου µιας ψηφιακή εικόνας. Η εύρεση της θέσης 

και ο προσδιορισµός της µορφής των γραµµών και των ακµών στις ψηφιακές εικόνες είναι 

ένας από τους σηµαντικότερους τοµείς της ψηφιακής επεξεργασίας εικόνων. Πολλές 

εφαρµογές στο χώρο της αυτόµατης αναγνώρισης προτύπων, καθώς και άλλων πεδίων όπως 

της ροµποτικής, βασίζονται στην χρήση µεθόδων αυτής της κατηγορίας.  

Σήµερα πολλές είναι οι τεχνικές που έχουν αναπτυχθεί για τον προσδιορισµό της 

µορφής των γραµµών. Ο µετασχηµατισµός Hough αποτελεί µια από τις πιο γνωστές 

τεχνικές και χρησιµοποιείται ευρέως για τον προσδιορισµό σε ψηφιακές εικόνες  

ευθύγραµµων τµηµάτων και γενικά παραµετρικά εκφραζόµενων καµπυλών. 

 

2.2 Ακµές 

 

2.2.1 Γενικά 

 

Οι ακµές αποτελούν βασικό χαρακτηριστικό γνώρισµα των εικόνων. Περιέχουν 

χρήσιµες πληροφορίες για τα όριο των αντικειµένων της εικόνας, τα οποία µπορούν να 

χρησιµοποιηθούν για την ανάλυσή της, για την αναγνώριση και τη περιγραφή του 

αντικειµένου και για τις εφαρµογές φίλτρων σε εικόνες. Παρά το γεγονός ότι οι ακµές είναι 

πολύ σηµαντικές στην επεξεργασία και στην ανάλυση των ψηφιακών εικόνων, δεν υπάρχει 

ακόµα κάποιος ακριβής και ευρέως αποδεκτός µαθηµατικός ορισµός των ακµών. Αυτό 

εξηγείται από την πολυπλοκότητα των περιεχοµένων της εικόνας και από την παρέµβαση 

του οπτικού συστήµατος στην ανθρώπινη αντίληψη για τα όρια των αντικειµένων. 

 

2.2.2 Έννοια των ακµών 

 

Αν υποθέσουµε ότι µια εικόνα αποτελείται από διάφορα αντικείµενα που βρίσκονται σε 

κάποιο φόντο και χωρίζονται µεταξύ τους µε ασυνέχειες στην τιµή της φωτεινής έντασης, 

τότε το σηµείο όπου η µεταβολή της φωτεινής έντασης είναι τοπικά µέγιστη ορίζεται ως 
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ακµή. Το σύνολο των συνδεόµενων σηµείων ακµής αποτελεί το περίγραµµα ενός 

αντικειµένου. Σε κάθε σηµείο του περιγράµµατος µπορεί να ορισθεί ο προσανατολισµός 

του σε σχέση µε το σύστηµα συντεταγµένων του επιπέδου της εικόνας. Η φωτεινή ένταση 

παρουσιάζει τη µέγιστη µεταβολή της στην κάθετη στο περίγραµµα κατεύθυνση.  

 

2.2.3 Ανίχνευση ακµών  

 

Η ανίχνευση ακµών αποτελεί το πρώτο στάδιο εφαρµογή της επεξεργασίας εικόνας. Η 

ανίχνευση µπορεί να γίνει είτε µε την βοήθεια του διανύσµατος των δύο πρώτων µερικών 

παραγώγων της φωτεινής έντασης, δηλαδή της κλίσης, είτε µε την βοήθεια του 

αθροίσµατος των δύο δεύτερων µερικών παραγώγων της φωτεινής έντασης, δηλαδή µε τον 

Λαπλασιανό τελεστή. Ο τελεστής αυτός είναι ισοτροπικός. Αυτό σηµαίνει ότι η απόκρισή 

του είναι ανεξάρτητη από τον προσανατολισµό του περιγράµµατος. Η ιδιότητα αυτή είναι 

σηµαντική για την ακρίβεια του εντοπισµού των περιγραµµάτων. 

Μερικές από τις µεθόδους ανίχνευσης ακµών παρουσιάζονται παρακάτω: 

 

α. Μέθοδος της κλίσης  

Το διάνυσµα της κλίσης της φωτεινής έντασης ( )y,xI , έχει ως συνιστώσες τις δύο 

πρώτες µερικές παραγώγους: 
T

yx
T ]I I [  ]y I  xI [  y)I(x, =∂∂∂∂=∇      (2.1) 

Για την ανίχνευση των ακµών χρησιµοποιείται το µέτρο του διανύσµατος της κλίσης: 

2
y

2
x I  I  ),( +=∇ yxI           (2.2) 

Αποδεικνύεται ότι το µέτρο του διανύσµατος της κλίσης ικανοποιεί την ιδιότητα της 

ισοτροπικότητας. Η κατεύθυνση του διανύσµατος της κλίσης δίνεται από την γωνία: 

x

y

I
I

arctan =θ            (2.3) 

και η κλίση της φωτεινής έντασης σε µια δοσµένη κατεύθυνση φ είναι: 

ϕϕϕ sin I  cos I  yx +=I    (2.4) 

Η κλίση της φωτεινής έντασης είναι µέγιστη στην κατεύθυνση του διανύσµατος της 

κλίσης και µηδενική στην κάθετη σε αυτήν κατεύθυνση. Σηµεία ακµής ανιχνεύονται 

ακριβώς στην κατεύθυνση που η κλίση είναι µέγιστη, οπότε είναι ίση µε το µέτρο του 
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διανύσµατος ),( yxI∇ .Τα σηµεία ακµής ανιχνεύονται ως τα τοπικά µέγιστα του µέτρου 

του διανύσµατος της κλίσης και βρίσκονται στην κατεύθυνση αυτού του διανύσµατος. 

Για την ανίχνευση των ακµών υπάρχουν αρκετοί γνωστοί τελεστές που υλοποιούν τις 

εξισώσεις του µέτρου (σχέση (2.2)) και της φάσης (σχέση (2.3)), συνελισσόµενοι µε την 

εικόνα. ∆ύο από αυτούς τους τελεστές είναι ο τελεστής Prewitt και ο τελεστής Sobel. Αυτοί 

µπορούν να εκφραστούν µε την µορφή µητρώων συνέλιξης ή µασκών και είναι οι 

ακόλουθοι: 

Τελεστής  Prewitt  :      (2.5) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1-  1-  1-
0    0    0 
1     1    1 

      U    
1   0   1-
1   0   1-
1   0   1-

  yκαιxU

Τελεστής  Sobel    :     (2.6) 
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

1-  2-  1-
0    0    0 
1     2    1 

      U    
1   0   1-
2   0   2-

1   0   1-
  yκαιxU

Αφού υπολογίσουµε το µέτρο της παραγώγου ),( yxI∇ , συγκρίνεται µε κάποιο 

κριτήριο (κατώφλι) και το αποτέλεσµα της σύγκρισης προσδιορίζει αν το σηµείο ( )y,x  

ανήκει ή όχι σε κάποια ακµή. 

Όταν το επίπεδο του κατωφλίου είναι υψηλό, γίνεται µια συντηρητική ανίχνευση των 

απότοµων µεταβολών της εικόνας µε αποτέλεσµα να ελαττώνεται η επίδραση του θορύβου 

και ταυτόχρονα όµως να αµελούνται µικρές λεπτοµέρειες των ακµών οι οποίες γίνονται 

λεπτότερες. Αντίθετα , όταν το επίπεδο του κατωφλίου είναι χαµηλό, οι ακµές διατηρούν 

τις λεπτοµέρειές τους αλλά παραµένει ταυτόχρονα και η επίδραση του θορύβου.  

 

β. Μέθοδος δεύτερων παραγώγων 

Οι ακµές µπορούν να θεωρηθούν ως τοπικά µέγιστα της πρώτης παραγώγου της 

εικόνας. Οπότε µπορούµε να συµπεράνουµε ότι ο µηδενισµός των τιµών του αθροίσµατος 

των δύο δεύτερων παραγώγων θα δίνει τα σηµεία των ακµών. Ο τελεστής που µας δίνει το 

άθροισµα αυτό είναι ο Λαπλασιανός και ορίζεται ως εξής: 

     ),( 2

2

2

2
2

y
I

x
IyxI

∂
∂

+
∂
∂

=∇     (2.7) 

Ο τελεστής αυτός είναι ισοτροπικός όταν ισχύει yxxy II = . Η µορφή της µάσκας του 

τελεστή αυτού είναι η ακόλουθη: 
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 Τελεστής  Laplace :        (2.8)    
0    1   0
1    4   1
0    1   0

  
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=LU

Τα µειονέκτηµα του Λαπλασιανού τελεστή είναι ότι δεν δίνει καµία πληροφορία για 

κατεύθυνση των ακµών και ότι ενισχύει το θόρυβο περισσότερο από ότι οι τελεστές που 

χρησιµοποιούν την πρώτη παράγωγο. Για τη µείωση του θορύβου χρησιµοποιείται συνήθως 

πριν από τον Λαπλασιανό τελεστή κάποιο φίλτρο εξοµάλυνσης. 

 

Παραδείγµατα ανίχνευσης ακµών 

 

Στις παρακάτω εικόνες (Εικόνες 2.1, 2.3 και 2.5) για την ανίχνευση των ακµών τους, 

χρησιµοποιήσαµε τις δύο προαναφερθείσες µεθόδους ανίχνευσης (µέθοδος κλίσης και 

µέθοδος των δεύτερων παραγώγων).  

Τα αποτελέσµατα που πήραµε από την εφαρµογή των τελεστών Prewitt, Sobel και 

Laplace φαίνονται στις εικόνες 2.2, 2.4 και 2.6. 

 
Εικόνα 2.1: Αρχική εικόνα 

 
 

     
(α)                                           (β)                                                (γ) 

Εικόνα 2.2 : (α)Μέθοδος κλίσης τελεστής Prewitt, (β) Μέθοδος κλίσης τελεστής  Sobel 
(γ)Μέθοδος δεύτερων παραγώγων τελεστής Laplace 
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Εικόνα 2.3: Αρχική εικόνα 

   
(α)                                                  (β)                                             (γ) 

Εικόνα 2.4 : (α)Μέθοδος κλίσης τελεστής Prewitt, (β) Μέθοδος κλίσης τελεστής  Sobel 
(γ)Μέθοδος δεύτερων παραγώγων τελεστής Laplace 

 
 

   
Εικόνα 2.5: Αρχική εικόνα 
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(α)                                                 (β)                                                         (γ) 

Εικόνα 2.6 : (α)Μέθοδος κλίσης τελεστής Prewitt, (β) Μέθοδος κλίσης τελεστής  Sobel 
(γ)Μέθοδος δεύτερων παραγώγων τελεστής Laplace 

 

2.2.4 Κατωφλίωση 

  

Οι περισσότεροι µέθοδοι ανίχνευσης ακµών χρησιµοποιούν κάποιο κριτήριο για να 

προσδιορίσουν αν ένα σηµείο ανήκει ή όχι σε µια ακµή. Το κριτήριο αυτό είναι ο 

προσδιορισµός ενός κατωφλίου (Threshold). 

 Η εφαρµογή των τεχνικών κατωφλίου σε µια ψηφιακή εικόνα (σε απόχρωση του γκρι) 

βασίζεται στην υπόθεση ότι τα pixels ενός αντικειµένου της εικόνας µπορούν να 

διαχωριστούν από αυτά του φόντου (background) µε βάση τις τιµές των αποχρώσεών τους.  

Για τον προσδιορισµό των δύο κύριων αποχρώσεων του γκρι, µε τη χρήση ενός κατωφλίου 

η εικόνα µετατρέπεται σε εικόνα δύο κύριων αποχρώσεων µε τη χρήση µιας µοναδικής 

τιµής κατωφλίου για όλα τα pixels της. Η τεχνική αυτή χρησιµοποιείται για την µετατροπή 

µιας εικόνας σε δυαδική. Συνήθως οι µέθοδοι ενός απόλυτου κατωφλίου πρέπει να 

εφαρµόζονται σε εκείνες τις εικόνες στις οποίες είναι ξεκάθαρη η διαφορά µεταξύ των 

αποχρώσεων του αντικειµένου µε το φόντο.[3] 

Αν προσδιορίσουµε µε µια κατάλληλη µέθοδο την τιµή του κατωφλίου Τ, τότε 

µπορούµε να διαχωρίσουµε την εικόνα και να την µετατρέψουµε σε δυαδική σύµφωνα µε 

την σχέση: 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
Tn)e(m,   0, 
T  n)e(m,    1,

  ),(
αν
αν

nmE   (2.9) 
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όπου (m,n) οι συντεταγµένες του pixel e(m,n). Οπότε στην τελική δυαδική εικόνα τα pixels 

του αντικειµένου θα έχουν την τιµή 1 ενώ τα pixels του φόντου την τιµή 0. 

 Η διαδικασία αυτή αναφέρεται στις µεθόδους του απολύτου κατωφλίου. Αν όµως η 

εικόνα περιέχει αντικείµενα µε διαφορετικές φωτεινότητες µεταξύ τους, τότε σε αυτήν την 

περίπτωση θα πρέπει να ορίσουµε περισσότερα από ένα κατώφλια. Ο αριθµός των 

κατωφλίων εξαρτάται από την φωτεινότητα. Αν υπάρχουν n διαφορετικές τιµές 

φωτεινότητας τότε ο αριθµός των κατωφλίων θα είναι n-1. Και αν  είναι 

τα κατώφλια, τότε η τελική εικόνα µετά την κατωφλίωση προκύπτει από την σχέση: 

1-n1,2,...,i , Ti =

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥

≤≤
≤

=

1-n1-n

212

11

T  n)e(m,     ,L 

T  n)e(m,T   ,L
T  n)e(m,   ,L

  ),(

αν

αν
αν

M
nmE     (2.10) 

 

2.3 Μετασχηµατισµός Hough 

 

2.3.1 Γενικά 

 

Ο µετασχηµατισµός Hough είναι µια µέθοδος ανίχνευσης ευθείων γραµµών και 

καµπυλών σε εικόνες απόχρωσης του γκρι.[4] Στην µέθοδο αυτή εισάγεται αρχικά η µορφή 

των καµπυλών που αναζητούνται και στην συνέχεια η µέθοδος παράγει την οµάδα των 

καµπυλών αυτής της µορφής που εµφανίζονται στην εικόνα που επεξεργαζόµαστε. Ο 

µετασχηµατισµός Hough αναζητεί για µέγιστα στον παραµετρικό χώρο. Εποµένως 

συµπεραίνουµε ότι κάθε σχήµα το οποίο µπορεί να περιγραφεί παραµετρικά είναι 

κατάλληλο για τεχνικές που χρησιµοποιούν τον µετασχηµατισµό αυτόν. 

 

2.3.2 Αναζήτηση ευθειών γραµµών 

 

Ας υποθέσουµε ότι αναζητούµε ευθείες γραµµές σε µια δυαδική εικόνα η οποία έχει 

µέγεθος N = N1 x N2 pixels. Η πιο απλή προσέγγιση είναι να βρούµε όλες τις πιθανές 

γραµµές οι οποίες καθορίζονται από ένα ζευγάρι σηµείων (pixels) και να ελέγξουµε αν 

κάποιο υποσύνολο από pixels της δυαδικής εικόνας ανήκει σε αυτές τις γραµµές. Ο 

µέγιστος αριθµός των πιθανών αυτών γραµµών είναι N(N-1)/2. Στην χειρότερη περίπτωση 

θα πρέπει κάθε pixel της εικόνας να ελεγχθεί για το αν ανήκει σε κάποια γραµµή. Η 
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υπολογιστική πολυπλοκότητα στην περίπτωση αυτή, της απλής µεθόδου είναι της τάξης 

Ο(Ν3), η οποία είναι απαγορευτική για µια πρακτική εφαρµογή. [5] 

Ο µετασχηµατισµός Hough χρησιµοποιεί παραµετρική περιγραφή απλών γεωµετρικών 

σχηµάτων (καµπυλών) µε σκοπό να ελαττώσει την υπολογιστική πολυπλοκότητα της 

αναζήτησής τους σε µια δυαδική εικόνα. Το βασικό του χαρακτηριστικό, για τον 

προσδιορισµό ευθειών, είναι η σχέση σηµείου-ευθείας. Ένα οποιοδήποτε σηµείο µπορεί να 

οριστεί είτε από ένα ζεύγος συντεταγµένων, είτε ως το σηµείο τοµής ενός συνόλου ευθειών 

οι οποίες διέρχονται από αυτό. Η βασική ιδέα του µετασχηµατισµού γίνεται φανερή αν 

θεωρήσουµε ένα σύνολο συνευθειακών σηµείων και εξετάσουµε τις ευθείες που διέρχονται 

από καθένα από αυτά τα σηµεία. Τότε θα παρατηρήσουµε ότι από όλες τις ευθείες υπάρχει 

µόνο µία που διέρχεται από όλα τα σηµεία. Η δυαδικότητα σηµείου-ευθείας ισχύει και 

αντιστρόφως.  

  Για την αναζήτηση ευθειών γραµµών χρησιµοποιείται η ακόλουθη εξίσωση: 

 

baxy +=  (2.11) 

 

Κάθε σηµείο του επιπέδου ][ yx−  αντιστοιχεί σε µια ευθεία στο παραµετρικό επίπεδο 

 το οποίο προκύπτει από όλα τα ζεύγη [ ba− ] ( )b,a  που ικανοποιούν την σχέση (2.11). Ο 

προσδιορισµός των συνευθειακών σηµείων του επιπέδου [ ]yx−  πραγµατοποιείται 

ανιχνεύοντας τα σηµεία του επιπέδου [ ]ba−  από τα οποία διέρχονται περισσότερες από µία 

ευθείες.  

Στην σχέση όµως (2.11) τα όρια των τιµών ( )b,a  είναι µη πεπερασµένα. Αυτό σηµαίνει 

ότι για να µπορέσουµε να προσδιορίσουµε στο επίπεδο [ ]ba−  τις ευθείες του επιπέδου [ ]yx−  

που είναι παράλληλες στον άξονα y απαιτούνται άπειρα ζεύγη τιµών . Το πρόβληµα 

αυτό λύθηκε µε την προσέγγιση των Duda και Hart [6] οι οποίοι αντικατέστησαν το επίπεδο 

 µε το επίπεδο  των πολικών παραµέτρων µιας ευθείας. Στην περίπτωση αυτή 

µπορεί να χρησιµοποιηθεί αντί της εξίσωσης (2.11) η σχέση : 

( b,a )

] ][ ba− [ r−θ

θθ sincos yxr +=   (2.12) 

 

Η παραπάνω σχέση περιγράφει µια γραµµή µε προσανατολισµό θ σε απόσταση r από 

την αρχή των αξόνων, η οποία φαίνεται  και στο Σχήµα 2.1 
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Σχήµα 2.1 : Πολική αναπαράσταση ευθείας γραµµής 

 

Μια ευθεία η οποία διέρχεται από ένα σηµείο ( )11 y,x  αναπαριστά µια ηµιτονοειδή 

καµπύλη θ+θ= sinycosxr 11  στο παραµετρικό επίπεδο [ ]r−θ . Συνευθειακά σηµεία  

 µιας δυαδικής εικόνας αντιστοιχούν σε διατοµή µιας ηµιτονοειδούς καµπύλης στο 

επίπεδο [ . Το εύρος των παραµέτρων 

( ii y,x )
]r−θ ( )r−θ  δίνεται από τις σχέσεις: 

 

2
2

2
1

2
2

2
1 Ν  Ν  r    Ν  Ν +≤≤+−           (2.13.α) 

 

2
      

2
πθπ

≤≤−                                       (2.13.β) 

 

για δυαδική εικόνα µεγέθους N1 x N2 . 

Αν χρησιµοποιήσουµε µια µέθοδο ανίχνευσης ακµών η οποία µας δίνει και την 

διεύθυνσή τους φ(x,y), όπως η µέθοδος  που χρησιµοποιεί τον τελεστή Sobel, τότε 

µπορούµε να διευκολύνουµε τον υπολογισµό του µετασχηµατισµού Hough. Έτσι λοιπόν, η 

χρήση της κλίσης των ακµών µπορεί να περιορίσει την πολυπλοκότητα του 

µετασχηµατισµού µας στην τάξη Ο(Ν). Ωστόσο θα πρέπει να φροντίσουµε να αποφευχθεί η 

χρήση θορυβωδών εκτιµήσεων της διεύθυνσης ακµής, αφού κάτι τέτοιο µειώνει την 

απόδοση του αλγορίθµου. 
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2.3.3 Παραδείγµατα αναζήτησης ευθειών γραµµών µε την χρήση του 

µετασχηµατισµού Hough 

 

Στο σηµείο αυτό εφαρµόσαµε τον µετασχηµατισµό Hough στις εικόνες 2.1, 2.3 και 2.5 

µε σκοπό την ανίχνευση σε αυτές ευθείες γραµµές καθώς επίσης και για να ελέγξουµε κατά 

πόσο ο µετασχηµατισµός αυτός µπορεί να δώσει ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Για την 

υλοποίηση του µετασχηµατισµού Hough χρησιµοποιήσαµε τα αποτελέσµατα της 

ανίχνευσης ακµών που πήραµε µε την µέθοδο των δεύτερων παραγώγων. 

Στις παρακάτω εικόνες (Εικόνες 2.7,2.8, 2.9) φαίνονται τα αποτελέσµατα που πήραµε 

από τον µετασχηµατισµό του Hough. Οι εικόνες 2.7α, 2.8α και 2.9α απεικονίζουν τις 

ηµιτονοειδείς καµπύλες στο παραµετρικό επίπεδο, οι οποίες αντιπροσωπεύουν τις ευθείες 

γραµµές της εικόνας, ενώ στις εικόνες  2.7β, 2.8β και 2.9β απεικονίζουν τις ευθείες γραµµές 

που ανιχνεύθηκαν.    

 

θ

ρ

-50 0 50

-300

-200

-100

0

100

200

300

 
          (α)                                                            (β) 

Εικόνα : 2.7 
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θ

ρ
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          (α)                                                             (β) 

Εικόνα : 2.8 

 

 

θ

ρ

-50 0 50

-400

-200

0

200

400

          
(α)                                                             (β) 

Εικόνα : 2.9 

 

Από την παρατήρηση των εικόνων διαπιστώνουµε ότι ο µετασχηµατισµός Hough δεν 

δίνει ακριβή αποτελέσµατα, καθώς και ότι σε ορισµένες περιπτώσεις έχει ανιχνεύσει 

ευθείες γραµµές ενώ στην πραγµατικότητα δεν υπάρχουν.  

 

2.3.4 Αναζήτηση καµπυλών 

 

Ο µετασχηµατισµός Hough µπορεί να γενικευτεί έτσι ώστε να χρησιµοποιηθεί για την 

εύρεση οποιασδήποτε καµπύλης που µπορεί να περιγραφεί από ένα σύνολο παραµέτρων.[5] 
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Έτσι, παραδείγµατος χάριν, για την ανίχνευση σε µια εικόνα ενός κύκλος 

χρησιµοποιούµε την ακόλουθη παραµετρική µορφή της καµπύλης : 

 

( ) ( ) 222 rbyax =−+−    (2.14) 

 

Οι παράµετροι του Hough είναι η ακτίνα r και οι συντεταγµένες του κέντρου ( )b,a . 

Επειδή ο κύκλος µετασχηµατίζεται σε ένα σύνολο τριών παραµέτρων, όπως φαίνεται από 

την εξίσωσή του, ο παραµετρικός χώρος του Hough απαιτεί µια τρισδιάστατη παραµετρική 

µήτρα . Ο µετασχηµατισµός Hough πραγµατοποιείται µε τον ακόλουθο τρόπο: 

Έστω ότι  είναι ένα υποψήφιο pixel της δυαδικής ακµής στην εικόνα. Οι 

συντεταγµένες του κέντρου  ενός κύκλου ακτίνας 

( b,a,rP )
)

)
( ii y,x

( b,a Rr =  ο οποίος διέρχεται από 

το (  βρίσκονται πάνω σε κύκλο της µορφής: )ii y,x

θ+= cosRaxi     (2.15) 

θ+= sinRbyi      (2.16) 

όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήµα 2.2.α. Για κάθε ακτίνα r, , οι 

συντεταγµένες  υπολογίζονται από τις εξισώσεις (2.15) και (2.16) και τα αντίστοιχα 

στοιχεία της µήτρας  αυξάνονται κατά ένα. Αυτά τα σηµεία ανήκουν σε µια 

κωνική επιφάνεια. Η διαδικασία αυτή επαναλαµβάνεται για κάθε υποψήφιο pixel της 

δυαδικής εξόδου του ανιχνευτή ακµών. Τα στοιχεία της µήτρας 

maxrr0 <<

( b,a )
)( b,a,rP

( )b,a,rP  τα οποία έχουν 

µια τελική τιµή µεγαλύτερη από ένα συγκεκριµένο κατώφλι, δηλώνουν τους κύκλους που 

υπάρχουν στην έξοδο του ανιχνευτή ακµών. 

  

 
Σχήµα 2.2 : (a) Ο τόπος των κέντρων των κύκλων που διέρχονται από το (xi, yi). (b) Κέντρα κύκλων 

 που διέρχονται από το (xi, yi) και είναι εφαπτόµενοι στο αντίστοιχο σηµείο της ακµής   
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Ο υπολογισµός του µετασχηµατισµού Hough διευκολύνεται αρκετά αν είναι διαθέσιµη 

η διεύθυνση ακµής φ(xi,yi). Κυρίως αν το στοιχείο της τοπικής ακµής είναι εφαπτόµενο σε 

κάθε κύκλο ακτίνας R που διέρχεται από το ( )ii y,x , όπως φαίνεται στο σχήµα 2.2.β. Τότε, 

µόνο δύο τέτοια κέντρα κύκλου ( )00 b,a  και  ( )11 b,a  είναι επιτρεπτά και µόνο τα 

αντίστοιχα στοιχεία στην µήτρα ( )b,a,rP  θα πρέπει να ανανεωθούν. Επειδή η διεύθυνση 

ακµής φ(xi,yi) είναι συνήθως θορυβώδης, είναι επιτρεπτή µια συγκεκριµένη ανοχή θ0 στις 

σχέσεις (2.15) και (2.16), και µόνο τα κέντρα των κύκλων τα οποία αντιστοιχούν στα τόξα 

Α0Β0, Α1Β1 επιτρέπεται να ανανεωθούν στην µήτρα ( )b,a,rP .  

Με παρόµοια ανάλυση µπορεί να γίνει και η ανίχνευση σε µια εικόνα κωνικών τοµών 

παραδείγµατος χάριν η ανίχνευση µιας έλλειψης.[7]. Η παραµετρική εξίσωση που 

χρησιµοποιούµε είναι η ακόλουθη: 

 

( ) ( )
1    2

2

2

2

=
−

+
−

b
yy

a
xx cc       (2.17) 

 

Στην περίπτωση αυτή οι παράµετροι του Hough είναι οι συντεταγµένες του κέντρου 

(xc,yc), τα a,b που είναι τα µήκη του µεγάλου και του µικρού άξονα αντίστοιχα της 

έλλειψης και η γωνία θ όπου είναι ο προσανατολισµός του µεγάλου άξονα. Επειδή η 

έλλειψη µετασχηµατίζεται σε ένα σύνολο πέντε παραµέτρων ο παραµετρικός χώρος του 

Hough απαιτεί µια παραµετρική µήτρα πέντε διαστάσεων . Ο 

µετασχηµατισµός Hough πραγµατοποιείται µε την ίδια διαδικασία που ακολουθήσαµε και 

στον κύκλο µε την διαφορά ότι αντί των εξισώσεων (2.16) και (2.17) χρησιµοποιούµε τις 

παρακάτω οι οποίες αναφέρονται στην έλλειψη : 

( )θ,b,a,y,xP cc

 

θ+= cosaxx ci      (2.18) 

θ+= sinbyy ci      (2.19) 

 

2.3.5 Συµπεράσµατα 

 

Από την παραπάνω ανάλυση διαπιστώνουµε ότι η γενίκευση του µετασχηµατισµού 

Hough για την εύρεση καµπυλών σε µια εικόνα έχει ως αποτέλεσµα την αύξηση των 

παραµέτρων της µήτρας του. Όσο ο αριθµός των παραµέτρων είναι µικρός, όπως συµβαίνει 
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στον κύκλο όπου είναι µόλις τρεις, η χρήση του µετασχηµατισµού αυτού δεν είναι 

απαγορευτική. Αντίθετα αν ο αριθµός αυτός αυξηθεί, όπως συµβαίνει στις κωνικές τοµές 

όπου φτάνουµε τις πέντε παραµέτρους, η χρήση του µετασχηµατισµού Hough γίνεται πολύ 

αργή αφού η υπολογιστική πολυπλοκότητα είναι µεγάλη. 

Στην διαπίστωση αυτή καταλήξαµε και ύστερα από εφαρµογή του µετασχηµατισµού Hough 

σε τοιχογραφίες του Ακρωτηρίου µε σκοπό την ανίχνευση σε αυτές ελλείψεων και 

υπερβολών. Επειδή το µέγεθος της εικόνας των τοιχογραφιών είναι πολύ µεγάλο, η 

εφαρµογή κατέληξε στο να είναι αρκετά χρονοβόρα και επιπλέον τα αποτελέσµατα της 

ανίχνευσης που πήραµε δεν ήταν ιδιαίτερα ακριβή. Συγκεκριµένα, ο µετασχηµατισµός και 

για τις δύο εικόνες που εξετάσαµε χρειάστηκε µέρες εκτέλεσης για να επιστρέψει 

αποτελέσµατα. Από τα δε αποτελέσµατα που επέτρεψε, τα περισσότερα ήταν ψευδή ή/και 

µη βέλτιστα τοποθετηµένες καµπύλες. Ένα άλλο µειονέκτηµα του µετασχηµατισµού Hough 

είναι ότι δεν µπορεί να προσφέρει τοποθετήσεις καµπυλών µε ακρίβεια µικρότερη του 

pixel, καθώς βασίζεται στην τοποθέτηση των σηµείων των καµπύλων πάνω στις ακµές της 

εικόνας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 
 

3.1 Γενικά  

 

Στο κεφάλαιο αυτό θα παρουσιάσουµε την βασική δοµή του πρωτότυπου αλγορίθµου 

που χρησιµοποιήσαµε προκειµένου να δείξουµε ότι κάποιες από τις τοιχογραφίες της 

Θήρας δηµιουργήθηκαν από την χρήση προκατασκευασµένων γεωµετρικών προτύπων 

(stencils). ∆ηλαδή θα αναφερθούµε στον τρόπο µε τον οποίο γίνεται η επιλογή ενός stencil 

και πως κρίνουµε ότι αυτή η επιλογή ταιριάζει βέλτιστα σε µια καµπύλη της τοιχογραφίας.  

Για την καλύτερη κατανόηση του πρωτότυπου αλγορίθµου, είναι σκόπιµο πρώτα από 

όλα να διευκρινίσουµε ορισµένες έννοιες που χρησιµοποιούµε, όπως αντικείµενο 

τοιχογραφίες κλπ. 

 

3.2 ∆ιευκρίνιση εννοιών 

 

3.2.1 Καθορισµός της έννοιας αντικείµενο της τοιχογραφίας  

 

Παρατηρήσαµε ότι η κάθε θεµατική µονάδα αποτελείται από διάφορα σχεδιασµένα 

αντικείµενα. Για παράδειγµα, η γυναικεία φιγούρα που απεικονίζεται στην παρακάτω 

εικόνα (Εικόνα 2.1) αποτελείται από σχεδιαστικά στοιχεία, όπως: (α) η καµπούρα, (β) η 

συνεχής γραµµή του αριστερού βραχίονα η οποία συνεχίζεται µέχρι τον καρπό (γ) η 

συνεχής γραµµή που αποτελείται από το µέτωπο και την άνω γραµµή της µύτης, (δ) το 

κεφάλι, (ε) η εξωτερική πλευρά της κοτσίδας, κλπ. [8] 

Οι γραµµές που σχηµατίζονται από τις ακµές του κάθε τέτοιου σχεδιαστικού στοιχείου 

θεωρούνται αντικείµενα. Για παράδειγµα, το στοιχείο (β) στην προαναφερθείσα εικόνα 

αντιστοιχεί σε δύο αντικείµενα, όπου το κάθε ένα είναι µια συνεχής καµπύλη, όπως 

φαίνεται και στην εικόνα 2.1 
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Εικόνα 2.1 

Με αυτό τον τρόπο, το αντικείµενο µπορεί να θεωρηθεί πως είναι ένα υποσύνολο της 

γραµµής που σχηµατίζεται από τις ακµές της τοιχογραφίας και πως αντιπροσωπεύει µια 

θεµατική ενότητα. Από µαθηµατικής άποψης, η καµπύλη που αποτελεί το αντικείµενο 

πρέπει να είναι συνεχής και τα άκρα της να είναι ασυνέχειες του συνόρου ή της πρώτης 

παραγώγου του. Πιο προσεκτική εξέταση των διαφόρων αντικειµένων µας δείχνει ότι τα 

αντικείµενα είναι µια αλληλουχία από συνεχείς οµαλές συναρτήσεις, µε βάση τις οποίες 

µπορούµε πλέον να ορίσουµε την έννοια του µέρους αντικειµένου. 

 

3.2.2 Καθορισµός τµήµατος αντικειµένου  

 

Υποθέτουµε ότι η τοιχογραφία δεν έχει υποστεί καµία φθορά και επιπλέον ότι όλα  τα 

περιγράµµατα των αντικειµένων είναι συνεχή και περιγράφονται από την τµηµατικά δύο 

φορές διαφορίσιµη µονοπαραµετρική διανυσµατική εξίσωση ( ) ( ) ( ) jtyitxtr
rr
⋅+⋅=  . Τότε, 

ένα τµήµα αντικειµένου καθορίζεται να είναι ένα υποσύνολο από τµήµατα καµπύλης, του 

οποίου τα σηµεία αρχής και τέλους είναι ένα από τα ακόλουθα: 

(1) Η αρχή ή το τέλος του αντικειµένου, (2) Ένα σηµείο όπου η δεύτερη παράγωγος του 

 είναι ασυνεχής, (3) Ένα σηµείο όπου η τιµή της ορίζουσας ( )tr '' ( )
( )

( )
( )ty
ty

  
tx
tx

C
''

'

''

'

=  αλλάζει 

πρόσηµο. Η έννοια του τµήµατος αντικειµένου είναι κρίσιµη, διότι αν ο καλλιτέχνης 
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πράγµατι χρησιµοποίησε τα stencils, τότε, κάθε φορά που τοποθετούσε το stencil στον 

τοίχο και χάραζε µια γραµµή θεωρούµε ότι αυτός δηµιουργούσε ένα τµήµα αντικειµένου. 

 

3.2.3 Προσδιορισµός του τµήµατος αντικειµένου σε όλες τις θεµατικές ενότητες των 

τοιχογραφιών 

 

Σε αυτήν την υποενότητα εισάγονται µαθηµατικές µέθοδοι για τον προσδιορισµό των 

σηµείων τέλους του κάθε τµήµατος αντικειµένου. Αυτό είναι ένα κρίσιµο πρόβληµα, αφού 

αν ο καλλιτέχνης χρησιµοποίησε stencils για να σχεδιάσει τις τοιχογραφίες, τότε αυτός κάθε 

φορά που τοποθετούσε το stencil στο τοίχο και σχεδίαζε µια συγκεκριµένη οµαλή γραµµή 

ακολουθώντας το stencil, δηµιουργούσε µε αυτόν τον τρόπο ένα καλά καθορισµένο τµήµα 

αντικειµένου. Για τον λόγο αυτόν, αν κάποιος θέλει να δείξει ότι πράγµατι έτσι είναι η 

περίπτωση, τότε θα πρέπει να καθορίσει ένα περιορισµένο αριθµό συγκεκριµένων stencils 

που ταιριάζουν καλά µε το όλο σύνολο των τµηµάτων αντικειµένων. 
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oL sL

ε

ό , 

τ υ  τ

ε ν

Αν  είναι το µήκος ενός αυθαίρετου 

αντικειµένου τότε επιλέγουµε ένα κατάλληλο 

µικρό ποσοστό του , έστω . Στην 

συνέχεια, µε σκοπό να επισηµανθούν τα σηµ ία 

όπου υπάρχει αλλαγή του stencil µαζί µε 

αλλαγή της κοιλότητας, προχωρούµε ως εξής : 

∆ιαιρούµε όλα τα ντικείµενα σε διαδοχικά 

υποσύνολα από pixel µήκους sL , ελαφρώς 

επικαλυπτ µενα OVL  pixels  υπολογίζουµε 

πολυώνυµο τρί  ή µεγαλύτερο  βαθµού ο 

οποίο ταιριάζ ι καλύτερα σε κάθε έ α τέτοιο 

υποσύνολο. Κατά αυτόν τον τρόπο λαµβάνουµε ένα σύνολο από διαδοχικά ελαφρώς 

επικαλυπτόµενα πολυώνυµα τρίτου (ή µεγαλύτερου) βαθµού si NiS ,...,2,1,

oL

α

και

ου

= , τα οποία 

 αντικείµενο, όπως φαίνεται και στην Εικόνα 2.2. Παρατηρούµε επίσης, ότι 

όλα τα µικρά κενά των διάφορων αντικειµένων εξαιτίας της φθοράς ξεπερνιούνται µε αυτήν 

την διαδικασία. Καλές επιλογές για το sL  και το OVL  είναι : 

Εικόνα 2.2  

καλύπτουν κάθε

 
[ ]
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όπου για κάθε Rx∈ ,   αντιπροσωπεύει ένα αναπόσπαστο µέρος του x. Γειτονικές τιµές 

του  και του  προσφέρουν παρόµοια και ικανοποιητικά αποτελέσµατα.  

[ ]x

sL OVL

Έπειτα, υπολογίζουµε τα πιθανά σηµεία καµπής των πολυωνύµων  και τα 

λαµβάνουµε υπόψη ως ξεχωριστά σηµεία των τµηµάτων των αντικειµένων. Τα σηµεία 

καµπής καθορίζονται µέσω της καθιερωµένης µεθόδου η οποία περιγράφεται στην ενότητα 

3.2.2, καθορισµός του τµήµατος αντικειµένου περίπτωση 3.  

iS

Σε αυτό το σηµείο θα πρέπει να τονίσουµε ότι αν και µπορεί να επιτευχθεί µια πολύ 

καλή πολυωνυµική προσέγγιση για όλα τα αντικείµενα µε την βοήθεια της 

προαναφερθείσας τεχνικής, είναι σαφές ότι αυτά τα πολυώνυµα δεν αποτελούν τα stencils, 

αφού οι τιµές των παραµέτρων τους διαφέρουν πολύ από το ένα τµήµα αντικειµένου στο 

άλλο. 

 

3.3 Εξέταση αν ένα τµήµα αντικειµένου αντιστοιχεί σε ένα stencil 

 

3.3.1 Επιλογή ενός κατάλληλου stencil για κάθε τµήµα αντικειµένου και µιας 

αρχικής εκτίµησης των παραµέτρων του  

 

Θεωρούµε ένα σχεδιασµένο τµήµα αντικειµένου, του οποίου η ψηφιακή εικόνα 

αποτελείται από  pixels. Τα pixels αυτά περιγράφονται από µια ακολουθία 

διανυσµάτων 

PN

PP
i Nir ...,,2,1, = , η οποία ξεκινάει από ένα σηµείο αναφοράς και δείχνει στο 

κέντρο του κάθε pixel, ενώ ο άνω δείκτης P συµβολίζει το κάθε τµήµα. Υποθέτουµε ότι 

κάποιος θέλει να εξετάσει αν αυτό το τµήµα αντικειµένου είναι το επιτυχές αποτέλεσµα της 

προσπάθειας ενός καλλιτέχνη να χαράξει ένα γεωµετρικό πρωτότυπο, το οποίο 

περιγράφεται από µια παραµετρική διανυσµατική εξίσωση ( Π|θMr ), όπου θ  είναι η 

ανεξάρτητη µεταβλητή, το  είναι το σύνολο των παραµετρικών καµπυλών και ο άνω 

δείκτης M συµβολίζει το πρότυπο. Για παράδειγµα, η πολική παραµετρική εξίσωση της 

γραµµικής σπείρας είναι : 

Π

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) jkyikxr M ( )
rr

00000000 sincos φθθθθϕθθθθθ +−⋅−⋅+++−⋅−⋅+=Π  

όπου R∈θ είναι η ανεξάρτητη µεταβλητή (η πολική γωνία) και { }0000 ,,,, θφkyx=Π  είναι 

το σύνολο των παραµέτρων της σπείρας. 
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Στην συνέχεια, υπολογίζουµε το βέλτιστο σύνολο παραµέτρων oΠ  και τις αντίστοιχες 

τιµές της ακολουθίας της ανεξάρτητης µεταβλητής , έτσι ώστε το 

διάνυσµα 

P
i Ni ...,,2,1, =θ

( o
i

Mr Π|θ ) να ταιριάζει καλύτερα στο P
ir  σύµφωνα µε την επιλεγµένη νόρµα L. 

Αλγόριθµοι οι οποίοι το επιτυγχάνουν αυτό είναι οι γνωστοί  αλγόριθµοι συζυγούς 

ανάδελτα (conjugate gradient) ή η πιο εύκολα εφαρµόσιµη µέθοδος Nelder-Mead, η οποία 

αρχίζει από ένα πειραµατικό σύνολο τιµών του Π  και αφήνει το Π  να συγκλίνει στο oΠ  

έτσι ώστε η L να ελαχιστοποιηθεί. Για παράδειγµα, για ένα δοσµένο τµήµα αντικειµένου 

P
ir  και ένα συγκεκριµένο πιθανό stencil το οποίο περιγράφεται από το Mr  

ελαχιστοποιούµε την ποσότητα  

( ) ( )( )∑∑ −+−=−=
=

PP N

i

M
i

P
i

M
i

P
i

N

i

M
i

P
i yyxxrrE 22

1
2  

Για όλα τα αποκτηθέντα τµήµατα αντικειµένου της κάθε τοιχογραφίας, έχουµε εφαρµόσει 

την προαναφερθείσα διαδικασία, λαµβάνοντας υπόψη κάθε φορά ότι το Mr  είναι : η 

σπείρα του Αρχιµήδη, η σπείρα ξετυλίγµατος, η εκθετική σπείρα και οι τρεις κωνικές τοµές. 

Με αυτόν τον τρόπο, για κάθε τµήµα αντικειµένου της τοιχογραφίας και για κάθε πιθανό 

stencil έχουµε λάβει ένα σύνολο αντίστοιχων αρχικών παραµέτρων που προσφέρουν ένα 

αρχικό αλλά όχι ακόµη βέλτιστο, ελάχιστο σφάλµα. Η µη ελαχιστοποίηση οφείλεται στην 

ουσιαστικά αναποτελεσµατική διαδικασία της ελαχιστοποίησης. Ο σχετικά µεγάλος 

αριθµός των παραµετρικών καµπυλών, καθώς επίσης και ο πολύ µεγάλος αριθµός  pixels 

 του τµήµατος του αντικειµένου εισάγουν µια αξιοσηµείωτη πολυπλοκότητα στην 

διαδικασία ελαχιστοποίησης, η οποία κάνει τον χρησιµοποιούµενο αλγόριθµο να συγκλίνει 

σε ένα τοπικό ελάχιστο κοντά  στο απόλυτο ελάχιστο, αλλά διαφορετικό από αυτό. Αυτό 

γίνεται σχεδόν πάντα στην πράξη, ανεξάρτητα του τύπου του χρησιµοποιούµενου 

αλγορίθµου ελαχιστοποίησης. Έτσι, για κάθε τµήµα του υπό συζήτηση αντικειµένου της 

τοιχογραφίας, κάποιος µπορεί να προσδιορίσει το πιθανό stencil που αντιστοιχεί στο 

ελάχιστο σφάλµα µεταξύ των έξι τιµών σφαλµάτων που υπολογίζονται µε την 

προαναφερθείσα διαδικασία. Αυτό το ελάχιστο σφάλµα πρωτότυπου αποτελεί ένα πρώτο 

υποψήφιο stencil, το οποίο ο καλλιτέχνης πιθανόν χρησιµοποίησε για να σχεδιάσει το 

συγκεκριµένο τµήµα αντικειµένου. Το αντίστοιχο βέλτιστο σύνολο παραµέτρων είναι µια 

πρώτη εκτίµηση των χαρακτηριστικών αυτού του υποψήφιου stencil. 

PN
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Σηµείωση ότι ο µετασχηµατισµός Hough πρόσφερε επίσης αρκετά πρόχειρα 

αποτελέσµατα στην προσπάθεια να καθορίσουµε τα stencils και αποκτήσαµε µια πρώτη 

εκτίµηση των παραµέτρων τους [Hough 1962]. Γενικά, το πρόβληµα που αντιµετωπίζουµε 

σε αυτήν την εργασία, δεν είναι ένα τυπικό πρόβληµα curve fitting όπως αυτά που 

αντιµετωπίστηκαν στα [Werman 1995], [Craig 1999], [Voss 1997],       [Ahn 2002], 

[Sarfraz 2002]. Απεναντίας κάποιος µπορεί να καθορίσει το υπό συζήτηση πρόβληµα ως 

ακολούθως: Να προσπαθήσει να υπολογίσει πιθανά πρωτότυπα που χρησιµοποιήθηκαν από 

τον καλλιτέχνη για να σχεδιάσει µια συγκεκριµένη ζωγραφιά , να διευκρινίσει τις αρχικές 

παραµέτρους και να αποδείξει τα αντίστοιχα stencils που χρησιµοποιήθηκαν για το 

σχεδιασµό των ζωγραφιών µε την µέγιστη δυνατή ακρίβεια. 

 

3.3.2 Επιβεβαίωση των stencils και βελτιστοποίηση των παραµέτρων του για κάθε 

τµήµα αντικειµένου 

 

Σε αυτό το τµήµα θα εισάγουµε µια µέθοδο µε σκοπό να αποφασίσουµε οριστικά εάν 

το προηγούµενο κατ’ εκτίµηση πρωτότυπο ελάχιστου σφάλµατος αντιστοιχεί πράγµατι στο 

υπό συζήτηση τµήµα του αντικειµένου και επιπλέον να λάβουµε µια ακριβέστερη εκτίµηση 

των παραµέτρων του. 

Έτσι, εξετάζουµε ένα πιθανό stencil ( )o
i

Mr Π|θ , όπου oΠ  είναι η αρχική εκτίµηση των 

παραµέτρων του, όπως υπολογίστηκε στην υποενότητα 3.3.1. Τονίζουµε ότι µεταξύ αυτών 

των παραµέτρων, υπάρχει ένα υποσύνολο το οποίο καθορίζει την µορφή των πρωτοτύπων, 

ενώ οι υπόλοιπες παράµετροι καθορίζουν τη θέση τους στο σχέδιο. Για παράδειγµα, το k 

καθορίζει τη µορφή της γραµµικής σπείρας, το  την ακριβή µορφή της σπείρας 

ξετυλίγµατος, τα 

or

βα ,  τη µορφή της εκθετικής σπείρας, τα a, b τη µορφή της έλλειψης ή 

της υπερβολής και τα a, b, c τη µορφή της παραβολής. Θα αναφερόµαστε σε αυτές τις 

παραµέτρους µε το όνοµα “αρχικές παραµέτρους” των πρωτοτύπων. 

Στην συνέχεια για κάθε ένα από τα έξι πιθανά stencil µε τις βέλτιστες αρχικές 

παραµέτρους του  , καθορίζουµε µια υποπεριοχή γύρω από τις τιµές του , µε σκοπό 

να επιτευχθεί η βέλτιστη εκτίµηση αυτών των τιµών σε αυτήν την υποπεριοχή. Για λόγους 

διαύγειας, θα κατασκευάσουµε αυτήν την υποπεριοχή πρώτα σε ένα συγκεκριµένο 

παράδειγµα: Πράγµατι, ας υποθέσουµε ότι το πιθανό υπό συζήτηση stencil είναι µια 

υπερβολή µε κατ’ εκτίµηση βέλτιστες αρχικές παραµέτρους , . Έπειτα καθορίζουµε 

o
pΠ o

pΠ

oa ob
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δύο διαστήµατα γύρω τους, τα ( ) ( )[ ]a
o

a
o papa +⋅−⋅ 1,1   και ( ) ( )[ ]b

o
b

o pbpb +⋅−⋅ 1,1  , 

όπου ,  είναι κατάλληλοι επιλεγµένοι παράγοντες. Όλα τα εκτελεσµένα πειράµατα 

έδειξαν ότι µια πολύ ικανοποιητική επιλογή για την παρούσα εφαρµογή είναι 

. Επιπλέον καθορίζουµε τµήµατα αυτών των διαστηµάτων για να 

λαµβάνουµε δύο ακολουθίες 

ap bp

25.0== ba pp

aI , bI  των  και  σηµείων, αντιστοίχως, έτσι ώστε 

 και . Στην συνέχεια, µέσω του καρτεσιανού γινοµένου 

aK bK

ao Ia ∈ bo Ib ∈ ba II ×  αυτών των 

δύο ακολουθιών λαµβάνουµε ba KK ⋅  τιµές για τις αντίστοιχες αρχικές παραµέτρους της 

υπερβολής. 

Κάθε ζευγάρι ( )ba II µλ ,  αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριµένο πρωτότυπο υπερβολής στο 

οποίο το υπό συζήτηση τµήµα αντικειµένου πρέπει να ταιριάζει βέλτιστα. Για να επιτευχθεί 

αυτό το βέλτιστο ταίριασµα η ακόλουθη Λήµµα θα αποδειχθεί χρήσιµη:  

 

ΛΗΜΜΑ 1 

 

Θεωρούµε δύο ξεχωριστές καµπύλες Ν-σηµείων στο ίδιο σχέδιο, έστω )  και      

 µε αυθαίρετο προσανατολισµό. Υποθέτουµε ότι κάποιος θέλει να εκτιµήσει τη 

βέλτιστη γωνία περιστροφής θ και τη βέλτιστη µετατόπιση συντεταγµένων  έτσι 

ώστε να ταιριάζει η καµπύλη )  στην καµπύλη )  µε την έννοια των ελαχίστων 

τετραγώνων. Ισοδύναµα, αν )  είναι το αποτέλεσµα της περιστροφής και της 

µετατόπιση της καµπύλης ) , απαιτούµε η ποσότητα 

,( ii yx
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,( 00 yx
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είναι ελάχιστη. Μετά θέτουµε τις αντίστοιχες µερικές παραγώγους ίσες µε το µηδέν και µε 

ανάλυση λαµβάνουµε: 
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y

1
0 *1 δ , 

( )

( )∑

∑

=

=

⋅+⋅

⋅−⋅
= N

i
iiii

N

i
iiii

QyPx

PyQx

1

1)tan(
δδ

δδ
θ , όπου 

)cos()sin( θθδ ⋅+⋅−= iii xyx , )sin()cos( θθδ ⋅+⋅= iii xyy , ∑
=

−=
N

j
iji PP

N
P

1

1δ ∑
=

−=
N

j
iji QQ

N
Q

1

1δ   
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ΛΗΜΜΑ 2    

 

Τώρα µε σκοπό να ταιριάξουµε το δοσµένο τµήµα αντικειµένου των  pixels  

στην καλύτερη θέση του προτύπου του πιθανού stencil, συνεχίζουµε ως εξής : 

L ),( ii yx

1. Συχνά, τα L pixels του τµήµατος του αντικειµένου όπως λαµβάνονται από την µέθοδο 

της κατάτµησης, είναι πολύ πυκνά και τοποθετούνται σε λάθος µέρος, έτσι ώστε να είναι 

πολύ δύσκολο να επιτευχθεί µία προς µία αντιστοιχία µεταξύ αυτών των pixels και σηµείων 

του πιθανού stencil. Για να αντιµετωπίσουµε αυτήν την δυσκολία, επιλέγουµε N pixels του 

τµήµατος αντικειµένου έτσι ώστε τα δύο διαδοχικά pixels να χωρίζονται από ένα µικρό 

αριθµό pixels του τµήµατος αντικειµένου, όπως τρία ή τέσσερα. Παρακάτω όταν 

αναφερόµαστε στο N-pixel του τµήµατος του αντικειµένου εννοούµε το προαναφερθέν 

υποσύνολο των pixels του τµήµατος αντικειµένου. Στην συνέχεια, υπολογίζουµε την 

Ευκλείδεια απόσταση για όλα τα ζεύγη των διαδοχικών pixels του τµήµατος αντικειµένου· 

υποθέτουµε ότι  είναι η Ευκλείδεια απόσταση ανάµεσα στο jP
jd th  και στο j+1th pixel του 

τµήµατος του αντικειµένου και ότι ( )ΛΜ,D  είναι η Ευκλείδεια απόσταση µεταξύ των δύο 

σηµείων Μ και Λ. 

2. Θεωρούµε ένα αυθαίρετο πιθανό stencil µε ανεξάρτητη µεταβλητή t. Κατόπιν 

δηµιουργούµε ένα σύνολο σηµείων, τα οποία ανήκουν στο πιθανό stencil, αρχίζοντας από 

το t0 και τελειώνοντας στο te , το οποίο είναι όσο το δυνατόν πιο πυκνό. Με άλλα λόγια, 

στην αρχή δηµιουργείται µια ακολουθία σηµείων του πιθανού stencil , , 

τέτοια ώστε δύο διαδοχικά σηµεία να έχουν πολύ µικρή απόσταση, πολύ µικρότερη από τις 

διαστάσεις του pixel.  

( )i
s tP [ ]ei ttt ,0∈

3. Για κάθε σηµείο n της ακολουθίας ( )is tP , δηµιουργούµε Ν-κορυφές πολυγωνικής 

γραµµής (poly-line) αρχίζοντας από το υπό συζήτηση σηµείο ( )n
s tP , το οποίο το καλούµε  

 , και όπου οι επόµενες κορυφές καθορίζονται ως εξής : nM1

Η δεύτερη κορυφή  είναι το σηµείο nM 2 ( )k
s tP , για το οποίο ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις : 

( )( ) Pn
k

s dMtPD 11, ≥ ,  ( )( ) Pn
k

s dMtPD 111 , <−  (3.1) 

( )( ) ( )( )n
k

sPPn
k

s MtPDddMtPD 11111 ,, −−≤−  (3.2) 
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Ξεκάθαρα, αν η πρώτη ανισότητα ισχύει, ενώ  ( )( ) ( )( )n
k

sPPn
k

s MtPDddMtPD 11111 ,, −−>−  

τότε  ( )12 −= k
sn tPM

Στην συνέχεια, η  κορυφή ορίζεται επαγωγικά µέσω τις αναλογικές σχέσεις :  n
jM

( )( ) P
j

n
jk

s dMtPD 11, −− ≥ ,  ( )( ) P
j

n
jk

s dMtPD 111 , −−− <  

Αν ( )( ) ( )( )n
jk

sP
j

P
j

n
jk

s MtPDddMtPD 11111 ,, −−−−− −≤−  τότε  είναι n
jM ( )k

s tP , διαφορετικά αν 

( )( ) ( )( )n
jk

sP
j

P
j

n
jk

s MtPDddMtPD 11111 ,, −−−−− −>−  τότε  είναι . n
jM ( )1−k

s tP

4. Για όλα τα n εφαρµόζουµε το προαναφερθέν Λήµµα όπου )  είναι οι 

συντεταγµένες των κέντρων των Ν pixels που ανήκουν στο υπό συζήτηση τµήµα του 

αντικειµένου, ενώ  είναι οι συντεταγµένες των πρότυπων των κορυφών 

. Με αυτόν τον τρόπο για κάθε σηµείο 

,( ii yx

),( ii QP

n
N

nn MMM ...,,, 21 ( )n
s tP  του συγκεκριµένου πιθανού 

stencil λαµβάνουµε το σφάλµα  περιγράφοντας τον τρόπο που το τµήµα του 

αντικειµένου ταιριάζει καλύτερα στη συγκεκριµένη πρότυπη πολυγωνική γραµµή (poly-

line). Σαφώς η ελαχιστοποίηση του , για όλα τα σηµεία 

nE2

nE2 ( )n
s tP για τα οποία µπορεί να 

κατασκευαστεί πρότυπη πολυγωνική γραµµή, προτείνει την θέση, δηλαδή την τιµή του n 

για την οποία το τµήµα του υπό συζήτηση αντικειµένου ταιριάζει καλύτερα στο 

συγκεκριµένο πιθανό stencil. Η αντίστοιχη ελάχιστη τιµή του  είναι µέτρο του πόσο 

καλά ταιριάζουν αυτά τα δύο σύνολα σηµείων. 

nE2

Σε αυτό το σηµείο µπορούµε ξεκάθαρα να υπολογίσουµε την γωνία της περιστροφής 

και την παράλληλη µετατόπιση που κάποιος πρέπει να εφαρµόσει στην ακολουθία των 

σηµείων )  που ανήκουν στο συγκεκριµένο τµήµα αντικειµένου, έτσι ώστε αυτό να 

ταιριάζει καλύτερα στο πιθανό stencil µε αρχικές παραµέτρους 

,( ii yx

( )ba II µλ ,  µε άµεση 

εφαρµογή των Ληµµάτων 2 και 1. Αυτή η διαδικασία θα δώσει επίσης το αντίστοιχο 

ελάχιστο µέσο σφάλµα  καθώς επίσης και την ακριβή θέση του ταιριάσµατος. µλε ,

Η ελαχιστοποίηση της τιµής του µλε ,  για όλα τα ζευγάρια των αρχικών παραµέτρων 

( )ba II µλ ,  προσφέρει µια καλύτερη και πολύ πιο αξιόπιστη εκτίµηση των βέλτιστων αρχικών 

παραµέτρων του υπό συζήτηση stencil. 
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Η περιοδικά επαναλαµβανόµενη εφαρµογή αυτής της διαδικασίας που χρησιµοποιεί 

συνεχώς µικρότερου µεγέθους και συνεχώς λεπτότερες υποπεριοχές των αντίστοιχων 

διαστηµάτων  προσφέρει σύγκλιση µε βέλτιστες αρχικές παραµέτρους του 

εξεταζόµενου πιθανού stencil. 

ba II ,

Ανάλογη διαδικασία µε την προαναφερθείσα εφαρµόζεται και στα άλλα πέντε πιθανά 

stencil, προκειµένου να συνδέσουµε µε κάθε τµήµα αντικειµένου και κάθε πιθανό stencil τις 

καλύτερες παραµέτρους στο ταίριασµα και το αντίστοιχο ελάχιστο σφάλµα, το οποίο είναι 

ένα πραγµατικό µέτρο του τρόπου που το συγκεκριµένο πιθανό stencil ταιριάζει καλύτερα 

µε το υπό συζήτηση τµήµα αντικειµένου. Κατ’ αυτό τον τρόπο, κάποιος συνδέει τις έξι 

τιµές του σφάλµατος στο ταίριασµα µε κάθε τµήµα του αντικειµένου και τα αντίστοιχα έξι 

σύνολα των παραµέτρων. 

Για όλα τα τµήµατα αντικειµένου, υπάρχει ένα ευδιάκριτο ελάχιστο σφάλµα µεταξύ 

των έξι τιµών σφάλµατος που ταιριάζουν καλύτερα. Θεωρούµε ότι το πρωτότυπο που 

αντιστοιχεί σε αυτό το ελάχιστο σφάλµα είναι του πρότυπου του stencil που ο καλλιτέχνης 

χρησιµοποίησε για να σχεδιάσει τα αντίστοιχα τµήµατα αντικειµένου το 1650π.Χ. 

Τέλος τονίζουµε ότι για όλα τα τµήµατα αντικειµένου της γνωστής τοιχογραφίας 

“Κροκοσυλλέκτριες ” εµφανίστηκε ελάχιστο σφάλµα µόνο για τρεις τύπους stencils : για 

την υπερβολή, την έλλειψη και την γραµµική σπείρα. Αυτό σηµαίνει ότι ο καλλιτέχνης 

χρησιµοποίησε stencils που αντιστοιχούν µόνο σε αυτούς τους τρεις τύπους καµπυλών. 

  

3.3.3 Προσδιορισµός του συνόλου των stencils που χρησιµοποιήθηκαν για τον 

σχεδιασµό των τοιχογραφιών 

 

Πρώτα από όλα ταξινοµούµε όλα τα τµήµατα αντικειµένου σύµφωνα µε το αν αυτά 

ταιριάζουν καλύτερα µε υπερβολή ή µε έλλειψη ή µε γραµµική σπείρα. Περιµένουµε ότι ο 

καλλιτέχνης χρησιµοποίησε ένα περιορισµένο αριθµό stencils για να σχεδιάσει τις 

τοιχογραφίες. Από την άλλη µεριά, ας υποθέσουµε ότι δύο τµήµατα αντικειµένου 

σχεδιάστηκαν χρησιµοποιώντας το ίδιο stencil, έστω την υπερβολή, µε αρχικές 

παραµέτρους . Αν κάποιος εφαρµόσει την µεθοδολογία που εισάγεται στις 

υποενότητες 3.3.1 και 3.3.2 σε αυτά τα δύο τµήµατα αντικειµένου τότε θα λάβει δύο 

διαφορετικά ζεύγη αρχικών παραµέτρων, τα οποία ταιριάζουν βέλτιστα στην υπερβολή, 

κοντά στα  αλλά διαφορετικά από αυτά. Αυτή η απόκλιση οφείλεται πιθανότατα στις 

11,ba

11,ba
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µικρές τυχαίες  µετακινήσεις του πινέλου, στο µεταβλητό πλάτος της γραµµής, στις φθορές 

που οι τοιχογραφίες έχουν υποστεί, στην πεπερασµένη ανάλυση των εικόνων και αλλού. 

Εποµένως θα πρέπει να καταβληθεί ειδική προσπάθεια προκειµένου να καθοριστεί ο 

αριθµός των διαφορετικών stencils που ο καλλιτέχνης χρησιµοποίησε καθώς επίσης και µια 

συνεπείς εκτίµηση των αρχικών παραµέτρων αυτών των stencils. Με σκοπό να επιτευχθεί 

αυτό συνεχίζουµε ως ακολούθως : 

Ας θεωρούµε πρώτα όλα τα τµήµατα αντικειµένου τα οποία αντιστοιχούν στο stencil 

της υπερβολής, όπως περιγράφηκε στην ενότητα 3.3.2. Στο επίπεδο  τοποθετούµε 

όλες τις αρχικές παραµέτρους, οι οποίες ταιριάζουν καλύτερα στην υπερβολή, σε κάθε 

µέρος του αντικειµένου ξεχωριστά. Με αυτόν τον τρόπο λαµβάνουµε τέσσερα σύνολα 

σηµείων, όπου κάθε ένα σύνολο αποτελείται από τα συνεχόµενα σηµεία. Είναι λογικό να 

υποθέσουµε ότι κάθε τέτοιο σύνολο αντιστοιχεί σε ένα διαφορετικό stencil υπερβολής. 

Έστω Ν1, Ν2, Ν3, Ν4 είναι ο αριθµός σηµείων κάθε συνόλου· τονίζουµε ακόµη µια φορά 

ότι κάθε τέτοιο σηµείο αντιστοιχεί σε ένα συγκεκριµένο µέρος αντικειµένου και στο 

ζευγάρι των αρχικών παραµέτρων της υπερβολής που ταιριάζει περισσότερο σε αυτό. 

Προκειµένου να υπολογιστούν οι παράµετροι για κάθε ένα από τα τέσσερα stencils 

ενεργούµε όπως στην ενότητα 3.3.2 : 

( ba, )

Για κάθε ένα από τα τέσσερα σύνολα καθορίζουµε µια ορθογώνια περιοχή η οποία 

περιέχει όλα τα σηµεία του συνόλου και µετά καθορίζουµε ένα πυκνό χώρισµα ba II ×  της 

περιοχής. Για κάθε τµήµα σηµείων ( )ba II µλ ,  υπολογίζουµε το συνολικό σφάλµα 

 , όπου  είναι το µέσο σφάλµα προσέγγισης του j∑
=

=
1

1
,,

N

j

jagg
µλµλ εγ j

µλε ,
th  τµήµατος 

αντικειµένου της υπερβολής µε αρχικές παραµέτρους ( )ba II µλ ,  . Το ελάχιστο αυτού του 

συναθροιστικού σφάλµατος για όλα τα τµήµατα σηµείων ( )ba II µλ ,  λαµβάνεται υπόψη για να 

καθορίσει τις τελικές “αρχικές παραµέτρους” του πρώτου stencil της υπερβολής. Όµοια, 

υπολογίζουµε και τις τελικές “αρχικές παραµέτρους” των τριών άλλων stencils της 

υπερβολής. 

Με χρήση της παραπάνω διαδικασίας για παρόµοιες γραµµές µπορούµε να δείξουµε ότι 

υπάρχου δύο διαφορετικά ελλειπτικά stencils και µπορούµε να υπολογίσουµε τις τελικές 

“αρχικές παραµέτρους” τους. 

Η περίπτωση της γραµµικής σπείρας είναι παρόµοια και πραγµατικά απλούστερη 

επειδή υπάρχει µόνο µία αρχική παράµετρος, k. Σχετική ανάλυση δείχνει ότι υπάρχει µια 
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µεγάλη κατηγορία τµηµάτων αντικειµένων η οποία αντιστοιχεί στο stencil της γραµµικής 

σπείρας. 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 
 

4.1 Γενικά 

 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουµε τα ακριβή stencils που βρήκαµε µετά την 

εφαρµογή του πρωτότυπου αλγορίθµου σε κάποιες από τις τοιχογραφίες της Θήρας. 

∆ηλαδή θα αναφερθούµε στα είδη των γεωµετρικών αρχέτυπων που βρήκαµε και που 

πιθανότατα χρησιµοποιήθηκαν και θα δώσουµε και τις τιµές των αρχικών τους 

παραµέτρων.  

 

4.2 Γενική περιγραφή της σπείρας 

 

Οποιαδήποτε σπείρα µπορεί να θεωρηθεί ότι είναι ένας κύκλος του οποίου η ακτίνα 

αυξάνεται µονότονα. Η γενική εξίσωση της σπείρας είναι : 

 

))(sin(*)(Ry)(y
))(cos(*)(Rx)(x

00

00

φ−θαθ+=θ
φ−θαθ+=θ  

 

όπου  είναι οι συντεταγµένες του κέντρου της σπείρας, 00  , yx )(θR  είναι µια οποιαδήποτε  

αύξουσα συνάρτηση του θ  και )(θα  είναι µια οποιαδήποτε συνάρτηση του θ ,  ενώ το 0φ  

εξηγεί µια πιθανή περιστροφή της σπείρας. Οι πιο γνωστές σπείρες είναι οι ακόλουθες, και 

οι εξισώσεις τους είναι γραµµένες έτσι ώστε να περιλαµβάνουν την περίπτωση που εξετάζει 

ένα τµήµα της αντίστοιχης σπείρας το οποίο δεν ξεκινά απαραιτήτως από το 0=θ . 

1. Η σπείρα του Αρχιµήδη. Ένας απλός ορισµός της είναι ότι πρόκειται για την σπείρα 

της οποίας η ακτίνα εξαρτάται γραµµικά από την επίκεντρη γωνία. Πιο αυστηρά, η σπείρα 

αυτή χαρακτηρίζεται από το γεγονός ότι η ακτίνα της )(R θ  είναι µια γραµµική συνάρτηση 

της πολικής γωνίας θ , δηλαδή : 

( )0k)(R θ−θ⋅=θ  και ( )0)( θθθα −=   

όπου  είναι µια πραγµατική σταθερά. k

 2. Η σπείρα ξετυλίγµατος ακτίνας . Η σπείρα αυτή παράγεται από το ξετύλιγµα ενός 

νήµατος γύρω από ένα καρφί (γενικά ενός σταθερού σηµείου). Αυτή η σπείρα φαίνεται να 

είναι η απλούστερη που µπορεί κάποιος να σχεδιάσει. Η εξισώσεις που την περιγράφουν 

είναι : 

0r
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( ) ( )200 1 θθθ −+= rR       και     ( ) ( ) ( )00 arctan θθθθθα −−−=  

 

3. Η εκθετική ή λογαριθµική σπείρα., της οποίας η ακτίνα αυξάνεται εκθετικά µε τη  

επίκεντρο γωνία θ  και ικανοποιεί τις : 
( )0)( θθβθ −⋅⋅= eaR ,   ( )0)( θθθα −=  

όπου βα ,  είναι θετικές σταθερές. 

 

4.3 Γενική περιγραφή των κωνικών τοµών 

 

Η γενική εξίσωση των κωνικών τοµών σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι :  

022 =+++++ FEyDxCxyByAx   

όπου  και 0 . Η διακρίνουσα  

καθορίζει το είδος τους (έλλειψη, υπερβολή ή παραβολή). 

R∈FEDCBA ,,,,, 222 >++ CBA 24 CBA −⋅⋅=∆

Η έλλειψη µπορεί να θεωρηθεί ως το αποτέλεσµα της προβολής ενός κύκλου επάνω σε 

ένα επίπεδο µη παράλληλο στο επίπεδο του  κύκλου. Ισοδύναµα µπορεί να θεωρηθεί ως ο 

γεωµετρικός τόπος των σηµείων που έχουν σταθερό άθροισµα αποστάσεων από δύο 

σταθερά σηµεία, τα οποία καλούνται συνήθως εστίες της έλλειψης. Η έλλειψη προκύπτει 

όταν η διακρίνουσα στην παραπάνω εξίσωση είναι µεγαλύτερη από το µηδέν . 0>∆

Η υπερβολή µπορεί να θεωρηθεί ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων των οποίων η 

απόλυτη διαφορά από δύο σταθερά σηµεία, που ονοµάζονται εστίες, είναι σταθερή. Αν η 

διακρίνουσα είναι αρνητική , τότε η γενική εξίσωση των κωνικών τοµών  περιγράφει 

µια υπερβολή. 

0<∆

Τέλος όταν η διακρίνουσα είναι ίση µε το µηδέν 0=∆  τότε έχουµε µια παραβολή. Η 

παραβολή ορίζεται ως ο γεωµετρικός τόπος των σηµείων που έχουν ίση απόσταση από ένα 

σηµείο και µια γραµµή. 

 

4.4 Καθορισµός των stencils που βρέθηκαν 

 

Με βάση τον αλγόριθµο τον οποίο αναφέραµε στο κεφάλαιο 3 σχετικά µε την µέθοδο 

που ακολουθήσαµε για την εύρεση καµπυλών σε εικόνες και την γνώση µας για τις 

εξισώσεις της γραµµικής σπείρας και των κωνικών τοµών καταλήξαµε ύστερα από 

εφαρµογή τους στο ότι ορισµένες τοιχογραφίες της Θήρας έχουν κατασκευαστεί µε την 
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χρήση προκατασκευασµένων καµπυλών (stencils). Συγκεκριµένα βρέθηκε ότι ο 

καλλιτέχνης προκειµένου να σχεδιάσει ορισµένα θέµατά του όπως τις Κροκοσυλλέκτριες, 

το φυτό Κρόκος και άλλα, χρησιµοποίησε επτά stencils. ∆ύο ελλείψεις, τέσσερις υπερβολές 

και την σπείρα του Αρχιµήδη (γραµµική σπείρα). Τα γεωµετρικά αυτά αρχέτυπα 

απεικονίζονται στην παρακάτω Εικόνα 4.1: 

 

              
(α)                                                                                     (β) 

 
(γ) 

Εικόνα 4.1: (α)∆ύο ελλείψεις , (β) Τέσσερις υπερβολές και (γ) η γραµµική σπείρα 

 

Οι αρχικοί παράµετροι αυτών των stencils καθώς επίσης και τα χρώµατα τα οποία 

αντιστοιχήσαµε σε κάθε ένα από αυτά προκειµένου να τα ξεχωρίσουµε κατά την 

απεικόνισή τους αναγράφονται στον Πίνακα 4.1. 
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Πίνακας 4.1 

 

Είδος του stencil Αντίστοιχο χρώµα  Αρχικοί παράµετροι [cm] 

υπερβολή 1 βαθύ κόκκινο (magenta) a = 14.24 b = 20.12 

υπερβολή 2 Πράσινο (green) a = 4.11 b = 6.29 

υπερβολή 3 µπλε (blue) a= 7.86 b=17.63 

υπερβολή 4 γαλάζιο (cyan) a= 2.09 b= 2.52 

έλλειψη 1 κίτρινο (yellow) a= 4.64 b= 6.03 

έλλειψη 2 µοβ (purple) a=10.85 b= 7.96 

γραµµική σπείρα κόκκινο (red) k=0.169 
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

 
5.1 Γενικά 

 

Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της εφαρµογής του πρωτότυπου 

αλγορίθµου εύρεσης καµπυλών πάνω σε δύο τοιχογραφίες του Ακρωτηρίου της Θήρας. Οι 

τοιχογραφίες µε τις οποίες ασχοληθήκαµε απεικονίζονται στις εικόνες 5.1 (Θαλάσσιοι 

Νάρκισσοι) και 5.2 (Λάτρεις). 

Για την εγκυρότητα των αποτελεσµάτων τονίζουµε ότι ο αλγόριθµος εύρεσης 

καµπυλών εφαρµόστηκε µόνο στις ακµές των αντικειµένων των τοιχογραφιών οι οποίες δεν 

έχουν υποστεί καµία σηµαντική φθορά, και όχι για τα τµήµατα των τοιχογραφιών που 

έχουν ανακατασκευαστεί και συντηρηθεί από ειδικούς. 

 
Εικόνα 5.1 
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Εικόνα 5.2 

 

5.2 Αποτελέσµατα εφαρµογής στην πρώτη τοιχογραφία (Εικόνα 5.1) 

 

Ύστερα από εφαρµογή της µεθοδολογίας που αναφέραµε στο κεφάλαιο 3 για την 

εύρεση καµπυλών τα αποτελέσµατα που πήραµε για την Εικόνα 5.1 είναι αυτά που 

φαίνονται στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 5.3). 

Με βάση µιας πρώτης εκτίµησης από την παρατήρηση της εικόνας, µπορούµε να 

διαπιστώσουµε ότι ο καλλιτέχνης χρησιµοποίησε στο µεγαλύτερο ποσοστό ένα stencil για 

να σχεδιάσει την τοιχογραφία και πιο συγκεκριµένα την υπερβολή 1 (χρώµα βαθύ κόκκινο). 

Ωστόσο σε αυτήν την τοιχογραφία βρέθηκαν και άλλα αξιοπρόσεκτα αποτελέσµατα όπως 

της σπείρας (κόκκινο χρώµα) και της υπερβολής 3 (χρώµα µπλε) για τα οποία θα 

αναφερθούµε πιο αναλυτικά.  
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Εικόνα 5.3 

 

Στην συνέχεια παραθέτουµε τα πιο σηµαντικά αποτελέσµατα που βρέθηκαν από το 

ταίριασµα, καθώς επίσης και αναλυτικούς πίνακες οι οποίοι περιέχουν στοιχεία σχετικά µε 

τα σφάλµατα (µέσο και ελάχιστο σφάλµα) και τα µήκη των τµηµάτων των αντικειµένων. 

Στις εικόνες που ακολουθούν (Εικόνα 5.4 και 5.5) φαίνονται ορισµένες λεπτοµέρειες 

που πήραµε για το πρώτο φυτό (δηλαδή για το φυτό που βρίσκεται στα αριστερά της 

τοιχογραφίας, Εικόνα 5.1). Πιο συγκεκριµένα σε αυτήν την τοιχογραφία βρήκαµε ότι το 

πρώτο άνθος από αριστερά, Εικόνα 5.4, είναι σχεδιασµένο µε την χρήση της υπερβολής 1 

και µόνο για την άνω πλευρά του δεξιού σέπαλου βρήκαµε ότι χρησιµοποιήθηκε η σπείρα. 

Ακόµη, στην Εικόνα 5.5 φαίνεται καθαρά πως αυτοί οι µίσχοι δεν κατασκευάστηκαν από 

τον καλλιτέχνη µε ελεύθερο χέρι, αλλά µε την χρήση stencils, και συγκεκριµένα για τον 

µίσχο στα αριστερά  της υπερβολή 1, ενώ για τον µίσχο ο οποίος βρίσκεται στα δεξιά έγινε 

χρήση της υπερβολής 3.  
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       Εικόνα 5.4                                                                                 Εικόνα 5.5 

 

Ο Πίνακας 5.1 περιέχει όλα τα αποτελέσµατα της εφαρµογής που πήραµε για το πρώτο 

φυτό της τοιχογραφίας. 

 

Πίνακας 5.1 

 

 

  

Όνοµα του τµήµατος 

αντικειµένου 

(περιγραφή) 

Μήκος τµήµατος 

αντικειµένου(cm)

Min 

error 

(pixels) 

Max 

error 

(pixels) 

 

1 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, πλευρά πετάλου 

αριστερά 

11,0756 1,259140 4,116854  
Υπερβολή 1 

(magenta)  

2 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, πλευρά  

πετάλου δεξιά 

14,6093  1,087069 2,933388  
Υπερβολή 1 

(magenta)  
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3 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, αριστερό 

σέπαλο πλευρά πάνω 

9,4472 0,886535 2,071756  
Υπερβολή 1 

(magenta)  

4 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, αριστερό 

σέπαλο πλευρά κάτω 

12,0627 1,328709 3,534802  
Υπερβολή 1 

(magenta)  

5 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά πάνω 

9,7612  1,494246 3,893663  Σπείρα (red)  

6 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά κάτω 

9,7794 1,488895 3,959237 
Υπερβολή 1 

(magenta)  

20,5463 1,409867 3,331192 

23,4696 1,384660 3,932994 7 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, αριστερή 

πλευρά µίσχου 12,3589 1,297245 2,742840 

Υπερβολή 1 

(magenta)  

18,8383 1,228079 3,408162 

14,3047 1,940731 5,767709 8 

Πρώτο φυτό, άνθος 

πρώτο, δεξιά πλευρά 

µίσχου 22,3798 1,902215 4,152957 

Υπερβολή 1 

(magenta)  

9 

Πρώτο φυτό, άνθος 

δεύτερο, πλευρά 

πετάλου δεξιά 

10,9914 1,238424 3,033060 
Υπερβολή 1 

(magenta)  

10 

Πρώτο φυτό, άνθος 

δεύτερο, δεξί σέπαλο 

πλευρά πάνω 

8,0789 0,926880 2,296881 
Υπερβολή 1 

(magenta)  

11 

Πρώτο φυτό, άνθος 

δεύτερο, δεξί σέπαλο 

πλευρά κάτω 

9,4965 1,164422 3,022748 
Υπερβολή 1 

(magenta)  

12 

Πρώτο φυτό, άνθος 

τρίτο, πλευρά πετάλου 

δεξιά 

13,7643 1,447576 4,010147 
Υπερβολή 1 

(magenta)  

13 

Πρώτο φυτό, άνθος 

τρίτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά πάνω 

8,2292 0,793131 1,784818 
Υπερβολή 1 

(magenta) 
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14 

Πρώτο φυτό, άνθος 

τρίτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά κάτω 

9,7122 0,817291 2,489095 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

21,8973 1,256678 2,902183 

20,7792 1,850159 4,973377 15 

Πρώτο φυτό, άνθος 

τρίτο, αριστερή πλευρά 

µίσχου 18,2600 1,253713 3,693594 

Υπερβολή 3 

(blue) 

16 

Πρώτο φυτό, αριστερά 

κάτω, φύλλο πάνω, 

πλευρά πάνω  

14,6323 1,536878 3,565437 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

17 

Πρώτο φυτό, αριστερά 

κάτω, φύλλο µεσαίο, 

πλευρά πάνω 

15,3564 1,074713 3,453436 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

18 

Πρώτο φυτό, αριστερά 

κάτω, φύλλο µεσαίο, 

πλευρά κάτω 

9,6614 1,229021 3,516769 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

19 

Πρώτο φυτό, αριστερά 

κάτω, φύλλο κάτω, 

πλευρά πάνω 

10,0173 0,872456 1,779794 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

8,1979 0,996319 2,556267 
20 

Πρώτο φυτό, αριστερά 

κάτω, φύλλο κάτω, 

πλευρά κάτω 8,5190 0,663708 1,332430 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

9,3613 0,844949 2,596872 
21 

Πρώτο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο πάνω, 

πλευρά πάνω 9,7783 1,281726 3,121657 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

22 

Πρώτο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο πάνω, 

πλευρά κάτω 

12,8515 2,074498 3,775601 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

7,0854 0,650720 2,073414 
23 

Πρώτο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο µεσαίο, 

πλευρά πάνω 7,0196 0,735790 1,685504 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

24 

Πρώτο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο µεσαίο, 

πλευρά κάτω 

8,7256 0,876898 2,304248 
Υπερβολή 1 

(magenta) 
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25 

 Πρώτο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο κάτω, 

πλευρά πάνω 

6,9466 1,238379 2,864183 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

26 

 Πρώτο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο κάτω, 

πλευρά κάτω 

10,5514 1,543998 3,667937 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

 

( 1cm = 33,65 pixels , όπου 33,65 είναι η ανάλυση της εικόνας 5.1) 

 

Όµοια για το δεύτερο φυτό, δηλαδή αυτό που βρίσκεται δεξιά της τοιχογραφίας 

(Εικόνα 5.1), τα αποτελέσµατα που πήραµε είναι ιδιαίτερα σηµαντικά. Μερικά από αυτά 

παρουσιάζονται στις παρακάτω εικόνες (Εικόνα 5.6, 5.7 και 5.8) και αναλυτικά στον 

Πίνακα 5.2. 

Η εικόνα 5.6 αντιστοιχεί στο πρώτο άνθος του υπό συζήτηση φυτού και όπως 

διακρίνουµε δηµιουργήθηκε µε την χρήση της υπερβολής 1 και της υπερβολής 3.  Στην 

εικόνα 5.7 (δεύτερο άνθος) χρησιµοποιήθηκαν και πέρα από το stencils της υπερβολή 1 και 

αυτό της υπερβολής 2 για το οποίο το αποτέλεσµα, όπως µπορούµε να διαπιστώσουµε και 

από τον πίνακα 2, είναι πολύ εντυπωσιακό.  

                      
Εικόνα 5.6           Εικόνα 5.7 
 

 
Εικόνα 5.8 
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Ο Πίνακας 5.2 που ακολουθεί περιέχει όλα τα αποτελέσµατα της εφαρµογής που 

πήραµε για το δεύτερο φυτό της τοιχογραφίας. 

 

Πίνακας 5.2 

  

Όνοµα του τµήµατος 

αντικειµένου 

(περιγραφή) 

Μήκος τµήµατος 

αντικειµένου(cm)

Min 

error 

(pixels) 

Max 

error 

(pixels) 

 

9,4067 1,357378 3,093569 
1 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

πρώτο, πλευρά πετάλου 

αριστερά 9,9989 1,030320 2,564873 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

2 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

πρώτο, αριστερό 

σέπαλο πλευρά πάνω 
9,1715 0,996617 2,471076 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

3 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

πρώτο, αριστερό 

σέπαλο πλευρά κάτω 

10,0731 1,569522 3,067179 
Υπερβολή 3 

(blue) 

4 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

πρώτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά πάνω 

7,0294 1,073032 4,238086 
Υπερβολή 3 

(blue) 

5 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

πρώτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά κάτω 
6,9324 0,838573 2,981148 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

9,8958 1,280906 2,935665 
6 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

δεύτερο, πλευρά 

πετάλου αριστερά 9,3120 1,184520 3,249822 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

7 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

δεύτερο, πλευρά 

πετάλου δεξιά 

13,7358 1,629886 3,726069 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

8 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

δεύτερο, αριστερό 

σέπαλο πλευρά πάνω 

9,0985 1,225480 2,767604 
Υπερβολή 1 

(magenta) 
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9 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

δεύτερο, αριστερό 

σέπαλο πλευρά κάτω 

12,0227 2,168491 4,326616 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

10 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

δεύτερο, δεξί σέπαλο 

πλευρά πάνω 
7,2576 1,387145 3,435031 

Υπερβολή 2 

(green) 

11 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

δεύτερο, δεξί σέπαλο 

πλευρά κάτω 
7,1421 1,282499 3,160630 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

12 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

τρίτο, πλευρά πετάλου 

αριστερά 
12,6275 1,552569 4,358397 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

13 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

τρίτο, πλευρά πετάλου 

δεξιά 
15,6581 1,218564 2,939202 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

14 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

τρίτο, αριστερό σέπαλο 

πλευρά πάνω 
8,9698 0,967493 2,538842 Σπείρα (red) 

15 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

τρίτο, αριστερό σέπαλο 

πλευρά κάτω 
11,1208 0,834857 2,401985 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

16 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

τρίτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά πάνω 
7,7117 1,102522 2,743040 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

17 

∆εύτερο φυτό, άνθος 

τρίτο, δεξί σέπαλο 

πλευρά κάτω 
9,4323 1,114026 3,297755 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

14,4518 1,656534 3,965496 

9,8648 1,475450 3,354528 18 

∆εύτερο φυτό, 

αριστερά κάτω, φύλλο 

πάνω, πλευρά πάνω  7,4835 1,929331 3,542568 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

7,2377 1,065648 2,613676 
19 

∆εύτερο φυτό, 

αριστερά κάτω, φύλλο 

πάνω, πλευρά κάτω 7,5704 1,905705 3,767716 

Υπερβολή 3 

(green) 
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9,0053 0,887979 3,279574 
20 

∆εύτερο φυτό, 

αριστερά κάτω, φύλλο 

µεσαίο, πλευρά πάνω 7,9686 1,549168 3,432204 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

7,2306 1,000386 2,421756 
21 

∆εύτερο φυτό, 

αριστερά κάτω, φύλλο 

µεσαίο, πλευρά κάτω 7,1577 1,316532 3,698506 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

22 

∆εύτερο φυτό, 

αριστερά κάτω, φύλλο 

τρίτο, πλευρά πάνω 

11,8922 1,916368 3,941448 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

23 

∆εύτερο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο πάνω, 

πλευρά πάνω 

10,1870 0,684126 1,986854 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

24 

∆εύτερο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο πάνω, 

πλευρά κάτω 

14,0028 1,346440 3,712360 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

7,9408 1,131541 2,425148 
25 

∆εύτερο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο µεσαίο, 

πλευρά πάνω 7,3179 1,294587 3,2392282 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

26 

∆εύτερο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο κάτω, 

πλευρά πάνω 

12.5457 1.161277 2.776480 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

10.4180 1.538178 4.332022 
27 

∆εύτερο φυτό, δεξιά 

κάτω, φύλλο κάτω, 

πλευρά κάτω 15.0521 1.599844 3.429734 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

 

( 1cm = 33,65 pixels , όπου 33,65 είναι η ανάλυση της εικόνας 5.1)  

 

Συνοψίζοντας αναφέρουµε ότι στην τοιχογραφία της εικόνας 5.1 βρέθηκαν 53 τµήµατα 

αντικειµένων τα οποία αντιστοιχούν σε τέσσερα από τα επτά stencils που βρέθηκαν και 

συγκεκριµένα αντιστοιχούν στις υπερβολές 1, 2 και 3 και στη σπείρα. 
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5.3 Αποτελέσµατα εφαρµογής στην δεύτερη τοιχογραφία (Εικόνα 5.2) 

 

Για την εύρεση των καµπυλών στην τοιχογραφία της γυναικείας φιγούρας (Εικόνα 5.2) 

ακολουθήσαµε την ίδια διαδικασία µε αυτήν της προηγούµενης τοιχογραφίας. Τα 

αποτελέσµατα που πήραµε είναι αυτά που απεικονίζονται στην Εικόνα 5.9  

 
Εικόνα 5.9 

 

Και σε αυτήν την τοιχογραφία διαπιστώνουµε ότι ο καλλιτέχνης την σχεδίασε έχοντας 

στην διάθεσή του προκατασκευασµένα stencils. Για να γίνει πιο εµφανές αυτό δίνουµε στην 

συνέχεια ορισµένες εικόνες (Εικόνα 5.10, 5.11 και 5.12), στις οποίες αποδεικνύεται η 

ύπαρξη stencils στην γυναικεία φιγούρα καθώς επίσης και ένας αναλυτικός πίνακας ο 

οποίος περιέχει, όπως και οι προηγούµενοι, στοιχεία σχετικά µε τα σφάλµατα στο 

ταίριασµα των stencils και τα µήκη των τµηµάτων των αντικειµένων.    
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Εικόνα 5.10                                                                                Εικόνα 5.11 

 
Εικόνα 5.12 

 

Πιο συγκεκριµένα παρατηρώντας την Εικόνα 5.10 και σε συνδυασµό µε τα στοιχεία 

του πίνακα 5.3, καταλήγουµε στο συµπέρασµα ότι ο καλλιτέχνης της τοιχογραφίας 

σχεδίασε τα βασικά χαρακτηριστικά του προσώπου µε την χρήση των stencils αφού 

βρέθηκε ότι τα σφάλµατα είναι αρκετά µικρά.  

Στην Εικόνα 5.11 φαίνεται ότι το αριστερό χέρι της γυναικείας φιγούρας 

δηµιουργήθηκε µε την χρήση της υπερβολής 1. Πρόκειται για ένα αποτέλεσµα το οποίο το 

έχουµε συναντήσει και σε άλλες τοιχογραφίες µε γυναικείες φιγούρες όπως στην 

τοιχογραφία µε τις Κροκοσυλλέκτριες, όπου τα αντίστοιχα τµήµατα των χεριών 

δηµιουργήθηκαν µε το ίδιο stencil. 

Στην συνέχεια δίνεται ο Πίνακας 5.3 µε όλα τα αποτελέσµατα της εφαρµογής που 

πήραµε για την τοιχογραφία της Εικόνας 5.2. 
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Πίνακας 5.3 

 

  

Όνοµα του τµήµατος 

αντικειµένου 

(περιγραφή) 

Μήκος τµήµατος 

αντικειµένου(cm)

Min 

error 

(pixels) 

Max 

error 

(pixels) 

 

1 
Σκουλαρίκι εσωτερική 

πλευρά 
9,8489 0,955188 2,449174 Σπείρα (red) 

2 
Σκουλαρίκι εξωτερική 

πλευρά 
12,4499 1,169807 2,817839 Σπείρα (red) 

6,5169 0,529887 1,297384 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

1,1578 0,482362 1,831241 

1,9267 0,846985 1,909364 

1,6990 0,609151 2,420527 

4,6456 1,033073 2,179884 

3 

 
Προφίλ προσώπου 

1,6889 0,407356 0,949255 

Σπείρα (red) 

2,9972 0,690473 1,533621 

2,4760 0,542159 1,562921 4 
Εσωτερική µεριά 

αφτιού 

1,8533 0,676555 2,830123 

Σπείρα (red) 

5 Άνω πλευρά φρυδιού 7,3414 0,850907 2,376673 
Υπερβολή 4 

(cyan) 

6 Κάτω πλευρά φρυδιού  6,7929 0,672309 1,633077 
Υπερβολή 3 

(blue) 

7 Άνω πλευρά µατιού 3,0749 0,643703 1,588136 Σπείρα (red) 

8 Κάτω πλευρά µατιού 2,8251 0,317868 1,327763 Σπείρα (red) 
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1,4423 0,485279 1,342184 

1,6926 0,253836 0,678781 

1,7422 0,275616 1,350553 

1,7983 0,520960 1,366965 

1,7122 0,434573 1,033168 

0,9504 0,377343 0,825516 

9 

Οι αφέλειες (το τµήµα 

που είναι ακριβώς πάνω 

από το µάτι) 

0,6791 0,291033 0,592324 

Σπείρα (red) 

2,6369 0,421098 1,483839 

2,2270 0,697306 2,211639 10 

Μπούκλα µπροστά 

στην φράντζα 

(εξωτερική  πλευρά) 
3,5926 0,443700 1,160032 

Σπείρα (red) 

8,8825 1,255998 2,867547 
11 

Εξωτερική πλευρά 

κοτσίδας  7,3156 1,423721 2,996238 
Σπείρα (red) 

8,5827 0,717028 1,602425 
12 

Εσωτερική πλευρά 

κοτσίδας  9,0473 0,810294 3,841065 

Υπερβολή 2 

(green) 

9,6509 0,894214 3,112020 
13 

Το τµήµα µαλλιών στο 

πίσω µέρος του 

κεφαλιού 8,7213 1,118131 3,005208 

Υπερβολή 3 

(blue) 

6,9437 0,781711 2,653587 
14 

Το τµήµα των µαλλιών 

µετά την κοτσίδα 10,9030 1,099046 2,822747 
Σπείρα (red) 

19,9357 1,294545 3,847599 
Υπερβολή 1 

(magenta) 

11,1648 1,208359 3,977027 

8,7281 0,973633 3,235561 
Σπείρα (red) 15 

Η συνεχής γραµµή του 

λαιµού, στήθους και 

κοιλιάς  

8,2306 0,881003 2,138380 
Υπερβολή 1 

(magenta) 
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14,9179 1,262223 2,931986 
16 

∆εξιά πλευρά του πέτου 

του πουκαµίσου 15,3075 1,301039 2,845107 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

15,0429 0,739014 2,534836 

12,5908 1,392884 3,447272 17 
Αριστερή πλευρά του 

πέτου του πουκαµίσου 
15,7267 0,777783 2,306636 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

21,1466 1,849002 4,749737 
18 

Αριστερό µανίκι 

πουκαµίσου, εξωτερική 

πλευρά  10,3331 1,180031 3,708280 

Υπερβολή 3 

(blue) 

19 
Πάνω πλευρά 

αριστερού χεριού   
18,8457 1,073617 2,811498 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

20 
Κάτω πλευρά 

αριστερού χεριού   
17,3074 1,315599 3,659130 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

 7,4875 0,746111 2,064036 Υπερβολή 2 

10,3895 1,287163 3,066521 21 

∆εξί µανίκι 

πουκαµίσου, εσωτερική 

πλευρά 11,3236 0,998932 2,801430 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

7,9872 1,045785 2,778205 
22 ∆εξί πλευρό γυναίκας  

8,5666 0,766552 2,251139 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

23 
Αριστερή πλευρά 

φούστας κάτω τµήµα 
18,3635 1,623821 3,355649 

Υπερβολή 3 

(blue) 

11.2571 1.489557 3.229935 
24 

Αριστερή πλευρά 

φούστας άνω τµήµα 
9.6671 0.967941 2.591706 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

7,0972 0,944061 2,945388 

15,9233 1,056581 3,155543 25 ∆εξιά πλευρά φούστας  

13,0225 1,038254 2,505453 

Υπερβολή 1 

(magenta) 

 

( 1cm = 44,33 pixels , όπου 44,33 είναι η ανάλυση της εικόνας 5.2) 
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Συνοψίζοντας αναφέρουµε ότι στην τοιχογραφία της εικόνας 5.2 βρέθηκαν 25 τµήµατα 

αντικειµένων τα οποία αντιστοιχούν σε πέντε stencils (συγκεκριµένα αντιστοιχούν στις 

υπερβολές 1, 2, 3 και 4 και στη σπείρα). 
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