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    Περίληψη

Τα τελευταία χρόνια το πρόβλημα της δρομολόγησης στα μεταφορικά δίκτυα γίνεται ολοένα και πιο επίκαιρο. Αντικείμενο αυτής της διπλωματικής είναι η δρομολόγηση με μέσα μαζικής μεταφοράς στο δίκτυο της Αττικής, δηλαδή δεδομένου του μεταφορικού δικτύου της Αττικής, μίας αφετηρίας και ενός προορισμού, η εύρεση μονοπατιού από την αφετηρία προς τον προορισμό που να είναι “ βέλτιστο “ ή κοντά στο “ βέλτιστο “.

Για τον σκοπό αυτό μελετάμε τους κυριότερους αλγόριθμους δρομολόγησης, τους κλασσικούς αλλά και τις σύγχρονες προσεγγίσεις. Η μελέτη γίνεται αρχικά από μαθηματική πλευρά ωστόσο το κύριο σημείο ενδιαφέροντος είναι η επάρκεια που εμφανίζουν αυτοί οι αλγόριθμοι από πρακτική πλευρά κατά την εφαρμογή τους σε πραγματικά μεταφορικά δίκτυα. Το ενδιαφέρον μας είναι στραμμένο στο υπολογιστικό κόστος, τις απαιτήσεις σε μνήμη, την ποιότητα της λύσης που δίνεται, την ευκολία στην υλοποίηση και την δυνατότητα επέκτασης των αλγορίθμων για την επίλυση παραλλαγών του shortest- path προβλήματος. Εξετάζονται ακόμα οι δομές δεδομένων προκειμένου και εντοπίζονται εκείνες που οδηγούν σε ταχύτερη υλοποίηση των αλγορίθμων δρομολόγησης.

Γίνεται επίσης μελέτη της έννοιας του δικτύου, των βασικών του χαρακτηριστικών, των μέτρων και των δυνατών τρόπων απεικόνισής του. Αναλύονται οι ιδιαιτερότητες των μεταφορικών δικτύων, οι βασικότερες διαφορές τους από τα randomly generated δίκτυα και οι κυριότεροι παράγοντες- χαρακτηριστικά του δικτύου που επιδρούν στην επίδοση των αλγορίθμων κατά τη δρομολόγηση σ’ ένα μεταφορικό δίκτυο.

Γίνεται υλοποίηση των αλγορίθμων Dijkstra και A- Star, πειραματική αποτίμησή τους και διερεύνηση της επίδρασης των ευριστικών τεχνικών στην επίδοση των δύο αλγορίθμων. Εξετάζουμε πώς η γεωγραφική απόσταση ως ευριστική συνάρτηση μπορεί να καθοδηγήσει την αναζήτηση στην περίπτωση του A- Star και πώς η χρήση των hubs στην περίπτωση του Dijkstra μπορεί να μας οδηγήσει γρηγορότερα στην εύρεση συντομότερου μονοπατιού. Γίνεται σύγκριση μεταξύ του Dijkstra, του A- Star και του Dijkstra με χρήση hubs σε ότι αφορά το υπολογιστικό κόστος και το κόστος των μονοπατιών που δίνει ως λύση καθένας από τους αλγορίθμους στο μεταφορικό δίκτυο των Αθηνών. 




               Λέξεις Κλειδιά

Αλγόριθμοι δρομολόγησης, μεταφορικό δίκτυο, Dijkstra, Α- Star, ευριστικές τεχνικές, hubs 
              Abstract
The navigation problem in transportation is becoming more and more well- timed over the past years. The subject of this diploma thesis is navigation by means of public transport in the transportation network of Attica. That is to say, that given the transportation network of Attica, a source and a destination, we are searching for a path from the source to the destination that is best.

For this purpose we are studying the most important navigation algorithms, both the classic ones and the innovative approaches. The study is being conducted from a mathematical point of view, nevertheless our main point of interest is the degree of efficiency that these algorithms appear to have when they are implemented in realistic transportation networks. Our interest is focused on the computation time, the memory demands, the quality of the solution given, the convenience of the implementation and the capability of changing the algorithms to solve other variations of the shortest- path problem. We are testing a number of data structures in order to spot those that can lead navigation algorithms to a faster implementation.

Moreover, we are studying the concept of a network, its basic features, its measures and the possible ways of representing it. We are conducting an analysis of the special features of transportation networks, their basic differences from randomly generated networks and the most important factors- characteristics of a network that have an effect on the algorithms’ performance when navigation takes place in a transportation network.

We are implementing the Dijkstra algorithm and A- Star algorithm and experimentally evaluate both of them. We are also observing the effect heuristic techniques have on the performance of the two algorithms. We are looking into how geographic distance as a heuristic function can guide the search as far as the A- Star algorithm is concerned. We are also looking into how the use of hubs as far as the Dijkstra algorithm is concerned can lead to a faster solution of the shortest- path problem. We are comparing the Dijkstra, the A- Star algorithm and the Dijkstra algorithm combined with the use of hubs as far as computational cost is concerned. We are also taking into account the cost of the paths produced as a solution from each of the above algorithms in the transportation networks of Athens.
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1
Εισαγωγή

1.1 Εισαγωγή 
Το πρόβλημα της δρομολόγησης είναι από τα πλέον μελετημένα προβλήματα βελτιστοποίησης ροής και βρίσκει ενδιαφέρουσες εφαρμογές σε πολλούς χώρους όπου εμπλέκονται δίκτυα, μέσα στα οποία τίθεται θέμα μετακίνησης. Οι διαφορετικές τεχνικές σχεδίασης αλγορίθμων έχουν οδηγήσει στην ανάπτυξη μίας ποικιλίας αλγορίθμων δρομολόγησης, των οποίων η συμπεριφορά έχει αποτιμηθεί τόσο θεωρητικά όσο και πειραματικά. Η τελευταία αυτή αποτίμηση έχει οδηγήσει στο συμπέρασμα ότι η επίδοση των αλγορίθμων δρομολόγησης από πρακτικής πλευράς εξαρτάται άμεσα από τον βαθμό στον οποίο συμβαδίζουν με τις απαιτήσεις και τους περιορισμούς που υπαγορεύονται κατά την μετακίνηση μέσα στο δίκτυο κάποιας συγκεκριμένης κατηγορίας αλλά και από το κατά πόσο λαμβάνουν υπ' όψιν τους και είναι σε θέση να αξιοποιήσουν εποικοδομητικά τη δομή του δικτύου. 

Μερικά από τα δίκτυα στα οποία απαντώνται συχνά προβλήματα δρομολόγησης με ιδιαίτερο ενδιαφέρον, είναι τα δίκτυα υπολογιστών, τα τηλεπικοινωνιακά δίκτυα, τα συγκοινωνιακά δίκτυα και τα δίκτυα βιομηχανικής παραγωγής. Στα δίκτυα υπολογιστών  λ.χ. η δρομολόγηση αφορά την μετάδοση μηνυμάτων μεταξύ υπολογιστών που ανήκουν στο ίδιο δίκτυο ή σε διαφορετικά δίκτυα. O τομέας των δικτύων υπολογιστών είναι ένας ταχέως αναπτυσσόμενος τομέας . Ενδεικτικά αναφέρουμε ως ένα από τα πιο σύγχρονα προβλήματα  δρομολόγησης σ' αυτόν τον χώρο τη δρομολόγηση πολυμέσων των οποίων οι υπηρεσίες χρησιμοποιούνται όλο και περισσότερο από διάφορες εφαρμογές media. Π.χ. το backbone πολυμέσων ( MBone ) του Internet χρησιμοποιείται για την μεταφορά  πραγματικού χρόνου audio και video για ειδήσεις, ψυχαγωγία κ.ο.κ. Ανάλογα παραδείγματα μπορούμε να αναφέρουμε και για τα υπόλοιπα δίκτυα που προαναφέρθηκαν. 

Στην εργασία αυτή, ωστόσο, θα επικεντρώσουμε το ενδιαφέρον μας στη δρομολόγηση σε συγκοινωνιακά δίκτυα. Η εργασία δεν προϋποθέτει από τον αναγνώστη εξειδικευμένες γνώσεις σε ότι αφορά το αντικείμενο. Οι αλγόριθμοι δρομολόγησης θα εξηγηθούν αναλυτικά, το ίδιο και η μοντελοποίηση του συγκοινωνιακού δικτύου. Μετά από μία σύντομη αξιολόγηση των αλγορίθμων, θα επιλεγούν κάποιοι από αυτούς για να τρέξουν στα πλαίσια της εφαρμογής που θα δημιουργήσουμε η οποία αφορά τη δρομολόγηση στο συγκοινωνιακό δίκτυο μέσων μαζικής μεταφοράς της Αθήνας.
1.2 Ορισμός του προβλήματος

Το πρόβλημα που επιλύει η εφαρμογή αυτή μπορεί να περιγραφεί σύντομα ως εξής : Δεδομένου του δικτύου μέσων μαζικής μεταφοράς και αν είναι γνωστά  η αφετηρία και ο προορισμός αναζητούμε ένα μονοπάτι από την αφετηρία προς τον προορισμό που να είναι " βέλτιστο " ή κοντά στο " βέλτιστο ".
1.3 Η δρομολόγηση στα μεταφορικά δίκτυα

Η μελέτη της βιβλιογραφίας μας οδήγησε σε κάποιες παρατηρήσεις σχετικά με τη δρομολόγηση στα μεταφορικά δίκτυα. Εντοπίσαμε τις παραμέτρους που συναντώνται συχνά αλλά και κάποιες ενδιαφέρουσες κατευθύνσεις προς τις οποίες έχει στραφεί η έρευνα στον τομέα των δικτύων μεταφοράς τα τελευταία χρόνια.

Η φύση της εφαρμογής στα μεταφορικά δίκτυα είναι τέτοια που κάνει απαραίτητη την χρήση διαδικασιών που να είναι ευέλικτες και επαρκείς, τόσο σε ότι αφορά τον χρόνο τρεξίματος όσο και σε ότι αφορά τις απαιτήσεις σε μνήμη. Επειδή δεν υπάρχει ο " βέλτιστος " αλγόριθμος για κάθε είδος προβλήματος μεταφορών, η έρευνα στοχεύει στον σχεδιασμό και την υλοποίηση "ad hoc" διαδικασιών που είναι ικανές να συλλάβουν τις ιδιαιτερότητες των προβλημάτων προς επίλυση. Μία μεγάλη κατηγορία των διαδικασιών αυτών συμμορφώνεται προς τις απαιτήσεις που έχουμε εμείς από την εφαρμογή και συνήθως επιλύει το πρόβλημα υπό κάποιους περιορισμούς και υποθέσεις που γίνονται για να φθάσουμε γρηγορότερα στη λύση. Οι διαδικασίες αυτές ανήκουν στην κατηγορία των πληροφορημένων αλγορίθμων και συνήθως χρησιμοποιούν κάποια ευριστική συνάρτηση. Μέσω αυτής αξιολογούν τις επόμενες πιθανές καταστάσεις και επιλέγουν την καλύτερη.

Ιδιαίτερα σημαντικός είναι ο τρόπος με τον οποίο γίνεται η μοντελοποίηση του δικτύου. 

Οι κόμβοι σε τέτοια δίκτυα έχουν διαφορετικά επίπεδα σημασίας γεγονός που μπορούν να αξιοποιήσουν οι ευριστικοί αλγόριθμοι. Υπάρχει εδώ μία αμφίδρομη σχέση αλληλεπίδρασης ανάμεσα στο δίκτυο και τον τρόπο που μοντελοποιείται και τους αλγόριθμους που επιλέγονται για την εφαρμογή και τυχόν ευριστικές συναρτήσεις που χρησιμοποιούν. Δηλαδή, ο τρόπος που επιλέγουμε να μοντελοποιήσουμε το δίκτυο (λ.χ. τα ιεραρχικά επίπεδα στα οποία το οργανώνουμε ) μπορούν να καθοδηγήσουν την επιλογή των heuristics που θα εφαρμόσουμε στους αλγόριθμους και αντίστροφα, αν έχουμε κατά νου κάποια heuristics που θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε στην εφαρμογή, μπορούμε να μοντελοποιήσουμε το δίκτυο έτσι ώστε να τα αξιοποιεί στο μέγιστο. Εδώ θα δοθεί η περιγραφή διαφόρων σχετικών εργασιών και του τρόπου με τον οποίο αντιμετωπίζουν παρόμοια ζητήματα.

1.4 Διάρθρωση της εργασίας
Ο τόμος διαρθρώνεται σε 6 κεφάλαια. Τα πρώτα 3 κεφάλαια συγκροτούν το θεωρητικό μέρος της εργασίας. Εδώ αναλύονται οι βασικοί αλγόριθμοι δρομολόγησης και επιχειρείται ανάλυση της έννοιας του δικτύου- με ιδιαίτερη έμφαση στα μεταφορικά δίκτυα. Το κεφάλαιο 4 αποτελεί συνδετικό κρίκο ανάμεσα στο θεωρητικό τμήμα της εργασίας και την εφαρμογή. Σ’ αυτό, καταλήγουμε στους προς υλοποίηση αλγόριθμους αφού έχει προηγουμένως ολοκληρωθεί η απαραίτητη θεωρητική μελέτη. Τα κεφάλαια 5 και 6 αναφέρονται στο πρακτικό τμήμα της εργασίας, δηλαδή στην υλοποίηση και όσα είναι απαραίτητα για την πραγματοποίησή της. Στο κεφάλαιο 7 αναφέρονται τα συμπεράσματα.

Το κεφάλαιο 1 αποτελεί μία εισαγωγή στο πρόβλημα της δρομολόγησης στα δίκτυα. Εδώ ορίζεται το πρόβλημα της δρομολόγησης και αναφέρονται οι κύριοι τομείς στους οποίους απαντάται. Επίσης, γίνονται κάποιες παρατηρήσεις για τις ιδιαιτερότητες που εμφανίζει το πρόβλημα της δρομολόγησης στα μεταφορικά δίκτυα και τις κατευθύνσεις προς τις οποίες έχει στραφεί η έρευνα λόγω αυτών των ιδιαιτεροτήτων. Τέλος, αναφέρεται αναλυτικά ο τρόπος με τον οποίο δομείται η εργασία.

Στο κεφάλαιο 2 περιγράφονται οι βασικότεροι αλγόριθμοι δρομολόγησης- τόσο οι κλασσικοί όσο και οι πιο σύγχρονοι. Εξηγείται η αρχή της βελτιστοποίησης και η μέθοδος απόδοσης ετικέτας. Γίνεται ανάλυση των αλγορίθμων δρομολόγησης που χρησιμοποιούν τη μέθοδο απόδοσης ετικέτας, αλλά και των αλγορίθμων που χρησιμοποιούν τοπολογική ταξινόμηση, κατώφλι καθώς και των αλγορίθμων επέκτασης γράφων. Ακόμα, γίνεται περιγραφή του πληροφορημένου αλγόριθμου αναζήτησης Α- Star. Τέλος, διερευνάται το πώς η χρήση διαφορετικών δομών δεδομένων μπορεί να επηρεάσει θετικά ή αρνητικά την απόδοση των αλγορίθμων, αναφέρονται τυχόν ευριστικά τεχνάσματα που μπορούν να βελτιώσουν την απόδοση των αλγορίθμων αυτών και δίνονται παραδείγματα εκτέλεσης για τους βασικότερους αλγόριθμους.

Στο κεφάλαιο 3 δίνεται ο ορισμός του δικτύου και τα βασικά στοιχεία του. Επίσης, αναφέρονται οι βασικές έννοιες ενός δικτύου και τα μέτρα  και αναλύονται οι τρόποι με τους οποίους μπορεί να αναπαρασταθεί. Αναφέρονται οι ιδιαιτερότητες των μεταφορικών δικτύων και η κατεύθυνση προς την οποία έχει στραφεί η έρευνα για τη βελτιστοποίηση της δρομολόγησης στα μεταφορικά δίκτυα. Δίνονται οι κυριότερες κατηγορίες προβλημάτων δρομολόγησης σε μεταφορικά δίκτυα και οι συνήθεις διαδικασίες που συναντάμε σ’ αυτά. Ακόμα, αναφέρονται οι βασικές διαφορές μεταξύ πραγματικών και randomly generated δικτύων καθώς και οι παράγοντες που επιδρούν στην επίδοση των αλγορίθμων δρομολόγησης σε ένα δίκτυο. Προκύπτει έτσι ένα απόσταγμα των δύο προηγούμενων θεωρητικών κεφαλαίων το οποίο οδηγεί   στην επιλογή των αλγορίθμων, που θεωρήθηκαν ως καταλληλότεροι για τη δρομολόγηση στο μεταφορικό δίκτυο της εργασίας μας. Αναφέρονται τα κριτήρια που οδήγησαν σ’ αυτήν την επιλογή, τα πλεονεκτήματα αλλά και τα μειονεκτήματα των επιλεχθέντων αλγορίθμων.

Στο κεφάλαιο 4 περιγράφεται η μοντελοποίηση του δικτύου της εφαρμογής μας και οι βασικές παραδοχές που τη συνοδεύουν. Περιγράφεται αναλυτικά η βάση δεδομένων που τροφοδοτεί την εφαρμογή και δίνεται το διάγραμμα οντοτήτων- συσχετίσεων. Γίνονται κάποιες παρατηρήσεις πάνω στα δεδομένα και αναφέρονται διορθωτικές εργασίες που κρίθηκαν απαραίτητες για να γίνει η βάση δεδομένων συνεπής. Τέλος, αναφέρονται τα κριτήρια με βάση τα οποία έγινε η επιλογή των hubs για το μεταφορικό δίκτυο της εφαρμογής και η αναπαράστασή τους στη βάση δεδομένων.

Το κεφάλαιο 5 περιέχει την περιγραφή της υλοποίησης. Εξηγούνται οι βασικές κλάσεις που ορίστηκαν για την υλοποίηση και περιγράφονται αναλυτικά οι αλγόριθμοι, ο τρόπος με τον οποίο υλοποιήθηκαν και οι παραλλαγές τους.

Στο κεφάλαιο 6 αναφέρονται τα συμπεράσματα που προέκυψαν από την εκτέλεση των αλγορίθμων, γίνεται μία σύγκριση μεταξύ τους αλλά και μία σύγκριση μεταξύ των θεωρητικώς αναμενόμενων αποτελεσμάτων σε σχέση με τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την εφαρμογή.

2
Οι βασικότεροι αλγόριθμοι δρομολόγησης- Κλασσικοί αλγόριθμοι και σύγχρονες κατευθύνσεις
2.1 Εισαγωγή

2.1.1 Βασικές έννοιες

Στην εργασία αυτή παρουσιάζουμε  και αναλύουμε τους σημαντικότερους αλγόριθμους δρομολόγησης, δίνοντας ιδιαίτερη έμφαση σε εκείνους που παρουσιάζουν βέλτιστη συμπεριφορά σε πραγματικά δίκτυα μέσων μαζικής μεταφοράς.

Για να μπορέσουμε να διατυπώσουμε με σαφήνεια το πρόβλημα που θα μας απασχολήσει σ' αυτήν την εργασία, είναι απαραίτητη η προηγούμενη γνώση μερικών βασικών ορισμών, οι οποίοι δίνονται παρακάτω :

Γράφος : Ένας γράφος G= (V, E) αποτελείται από ένα μη- κενό, πεπερασμένο σύνολο κορυφών V και ένα σύνολο ακμών E=< { (u, v) όπου u, v ε V και u <>v}. Θεωρούμε ότι ο γράφος αποτελείται από n κορυφές και e ακμές. Οι κορυφές ή οι ακμές ενός γράφου χαρακτηρίζονται από ένα μοναδικό όνομα που ονομάζεται επιγραφή ή ετικέτα (label ). Κάθε ακμή είναι ένα ζεύγος κορυφών. Αν ο γράφος είναι κατευθυνόμενος, τότε το ζεύγος κορυφών είναι διατεταγμένο με την πρώτη κορυφή να ονομάζεται κεφαλή και τη δεύτερη να ονομάζεται ουρά.

Δίκτυο : Ένα δίκτυο N= (G, w) είναι ένας κατευθυνόμενος γράφος μαζί με μία (πραγματική) συνάρτηση βάρους w : Ε --> R, δηλαδή είναι ένας γράφος κάθε ακμή του οποίου χαρακτηρίζεται από έναν αριθμό ο οποίος ονομάζεται βάρος (ακμής) και είναι μία από τις τιμές της συνάρτησης w.[JOH97]

Μονοπάτι : Ένα μονοπάτι από την κορυφή u στην κορυφή v στον γράφο G είναι μία πεπερασμένη ακολουθία p= (u=v1, v2, ..., vk=υ) κορυφών του G για τις οποίες ισχύει ( vi, vi+1)  ε Ε για i=1, 2, ..., k-1, όπου k>0. Είναι δυνατόν κάποιες κορυφές να επαναλαμβάνονται στο p, αλλά αν αυτό δε συμβαίνει ( εκτός ίσως από u= υ), το μονοπάτι λέγεται στοιχειώδες. Αν είναι u= υ, το μονοπάτι ονομάζεται κύκλος.  Είναι φανερό ότι για οποιεσδήποτε κορυφές u, υ υπάρχει ένα μονοπάτι ( ή κύκλος ) στον G αν και μόνο αν υπάρχει ένα στοιχειώδες μονοπάτι από την u στην υ στον G.[JOH97]

Βάρος Μονοπατιού : To βάρος του μονοπατιού p είναι το άθροισμα των βαρών των ακμών που το αποτελούν :

w(p) = Σ w(vi,vi+1)

Ορίζουμε το βάρος συντομότερου μονοπατιού από την u στην υ ως εξής :


 {min {w(p) : u--> υ}, αν υπάρχει μονοπάτι από την  u στην υ

δ(u, υ)=  { oo, αλλιώς.[CLR+01]

Συντομότερο Μονοπάτι :  Ένα συντομότερο μονοπάτι από την u στην υ ορίζεται ως οποιοδήποτε μονοπάτι p μεταξύ των δύο κορυφών με βάρος w(p)= δ(u, υ). Δηλαδή, ένα συντομότερο μονοπάτι από την u στην υ είναι οποιοδήποτε μονοπάτι με ελάχιστο βάρος σε σχέση με τα υπόλοιπα μονοπάτια μεταξύ των δύο κορυφών ή άπειρο βάρος στην περίπτωση που δεν υφίσταται μονοπάτι μεταξύ των συγκεκριμένων κορυφών.

Συνέπεια του ορισμού του συντομότερου μονοπατιού όπως δόθηκε παραπάνω, είναι ότι υπάρχει συντομότερο μονοπάτι από την u στην υ αν και μόνο αν υπάρχει στοιχειώδες μονοπάτι μεταξύ των δύο αυτών κορυφών ( αναφερόμαστε σε μονοπάτια με θετικά βάρη ). Επιπλέον, όπως θα δούμε και στη συνέχεια της εργασίας, οποιοδήποτε τμήμα ενός συντομότερου μονοπατιού είναι επίσης ένα συντομότερο μονοπάτι.[JOH97]

Δένδρο συντομότερων μονοπατιών : Ένα δένδρο συντομότερων μονοπατιών με ρίζα s είναι ένας κατευθυνόμενος υπογράφος G'= (V', E'), όπου V'<=V και E'<=E, έτσι ώστε :

1. V' είναι το σύνολο των κορυφών που είναι προσβάσιμες από την s στον G,

2. O G' αποτελεί ένα δένδρο με ρίζα s, και

3. Για όλες τις κορυφές υ ε V', το μοναδικό απλό μονοπάτι ( μονοπάτι χωρίς επαναλήψεις ακμών ή κορυφών ) από την s στην υ στον G', είναι  συντομότερο μονοπάτι από την s στην υ στον G.[CLR+01]

Μπορούμε πλέον να διατυπώσουμε το πρόβλημα στο οποίο επικεντρώνεται η εργασία μας, το οποίο αναφέρεται ως single- pair shortest path πρόβλημα και ορίζεται ως εξής :

Single- pair shortest path πρόβλημα : Δεδομένου ενός γράφου G= (V, E) , αν δοθεί κορυφή- αφετηρία u και κορυφή- προορισμός υ, να βρεθεί συντομότερο μονοπάτι από την u στην υ.

Το πρόβλημα αυτό αποτελεί υπο- πρόβλημα του single- source shortest path προβλήματος, του οποίου ακολουθεί ο ορισμός :

Single- source shortest path πρόβλημα : Δεδομένου ενός γράφου G= (V, E), να βρεθεί συντομότερο μονοπάτι από δεδομένη κορυφή- αφετηρία u προς κάθε άλλη κορυφή υ του G.

Τέλος, για λόγους πληρότητας αλλά και επειδή ένας από τους αλγορίθμους που το επιλύουν είναι από τους βασικότερους αλγόριθμους συντομότερων μονοπατιών, αναφέρουμε και τον ορισμό του all- pairs shortest paths προβλήματος :

All- pairs shortest path πρόβλημα : Δεδομένου ενός γράφου G= (V, E), να βρεθεί συντομότερο μονοπάτι μεταξύ των κορυφών u και υ, για κάθε ζεύγος κορυφών u, υ.[CLR+01]

2.1.2 Η αρχή της βελτιστοποίησης
Πριν περάσουμε στους αλγόριθμους δρομολόγησης, μπορούμε να κάνουμε μία γενική παρατήρηση σε ότι αφορά τις βέλτιστες διαδρομές η οποία αναφέρεται ως αρχή της βελτιστοποίησης και ισχύει ανεξάρτητα από την τοπολογία ή την κίνηση του δικτύου.

Έστω γράφος G= ( N, A). Αν η κορυφή k βρίσκεται πάνω στη βέλτιστη διαδρομή από την κορυφή I προς την κορυφή j, τότε η βέλτιστη διαδρομή από την k  προς την j είναι τμήμα της ίδιας διαδρομής. Πράγματι, έστω α το τμήμα της βέλτιστης διαδρομής από την I προς την k και b το τμήμα  της βέλτιστης διαδρομής από την κορυφή k προς την j. Αν υπήρχε καλύτερη της b διαδρομή  από την k προς την j, θα μπορούσε να αντικαταστήσει την b βελτιώνοντας έτσι την διαδρομή από την I προς την j. Αυτό όμως είναι άτοπο, αφού έχουμε υποθέσει ότι η διαδρομή a-b από την I προς την j είναι βέλτιστη.

Μία βασική ιδιότητα που απορρέει από την αρχή της βελτιστοποίησης είναι ότι όλες οι βέλτιστες διαδρομές από μία πηγή προς οποιονδήποτε προορισμό σχηματίζουν δένδρο με ρίζα την πηγή. Το δένδρο αυτό είναι γνωστό ως δένδρο συντομότερων μονοπατιών,(θα δώσουμε τον ορισμό του λίγο αργότερα ) και δεν είναι απαραιτήτως μοναδικό. 

Σκοπός των (περισσότερων ) αλγορίθμων δρομολόγησης είναι να κατασκευάσουν ένα τέτοιο δένδρο. Τότε, το συντομότερο μονοπάτι από την αφετηρία προς κάποιον προορισμό είναι γνωστό μέσω του δένδρου και αφού ένα δένδρο δεν περιέχει βρόχους είναι πεπερασμένο. ( οπότε το πρόβλημα που μελετάμε είναι επιλύσιμο στη γενική περίπτωση και το δένδρο υποδεικνύει το συντομότερο μονοπάτι από την αφετηρία προς τον προορισμό, με την προϋπόθεση βέβαια ότι ο προορισμός είναι προσεγγίσιμος από την αφετηρία ).

2.2 Μέθοδος απόδοσης ετικέτας

Είδαμε παραπάνω ότι κάθε ακμή ή κορυφή ενός γράφου χαρακτηρίζεται από έναν αριθμό ο οποίος αναφέρεται ως ετικέτα. Η ετικέτα δεν δίνεται μαζί με τον γράφο αλλά αποδίδεται στις κορυφές ( ή ακμές ) του μέσω μίας μεθόδου η οποία είναι γνωστή ως labeling method και στην οποία αναφερόμαστε στη συνέχεια αναλυτικά διότι αποτελεί κεντρική διαδικασία σε δύο βασικούς αλγορίθμους που επιλύουν το single- source- shortest- path πρόβλημα- τους αλγορίθμους του Dijkstra και των Bellman- Ford.

Κατά τη μέθοδο αυτή κατασκευάζεται ένα δένδρο το οποίο όταν τερματίσει η μέθοδος αποτελεί δένδρο συντομότερων μονοπατιών διότι συνίσταται από τα συντομότερα μονοπάτια από την κορυφή- αφετηρία s προς κάθε άλλη κορυφή i.[ZHA01] Για κάθε κορυφή i, τρία είναι τα είδη πληροφορίας που μας ενδιαφέρουν και συνεπώς κρατάμε :

Η ετικέτα απόστασης (distance label), d(i), που αποτελεί άνω όριο της απόστασης συντομότερου μονοπατιού από την κορυφή- αφετηρία s προς την κορυφή i, κατά την τρέχουσα επανάληψη.

Η κορυφή- γονέας, p(i), που είναι η κορυφή που προηγείται άμεσα της κορυφής i στο δένδρο.

Η κατάσταση κορυφής, S(i), η οποία μπορεί να είναι μία από τις παρακάτω :

1. Δεν έχει ακόμα προσεγγιστεί (unreached). Στην κατηγορία αυτή ανήκουν όσες κορυφές δεν έχουν ακόμα σαρωθεί. Οι ετικέτες απόστασης των κορυφών αυτών συνήθως τίθενται ίσες με άπειρο (είναι αόριστες ).

2. Με προσωρινή ετικέτα ( temporarily labeled ή απλά labeled). Εδώ ανήκει μία κορυφή όταν αναμένεται περαιτέρω βελτίωση για το συντομότερο μονοπάτι προς αυτήν. Συνεπώς, οι ετικέτες απόστασης των κορυφών της εν λόγω κατηγορίας έχουν τιμές μεγαλύτερες ( ή ίσες ) της απόστασης συντομότερου μονοπατιού προς αυτές. 

3. Με μόνιμη ετικέτα (permanently labeled ή scanned). Μία κορυφή αποκτά μόνιμη ετικέτα, όταν γνωρίζουμε ότι το τρέχον συντομότερο προς αυτήν μονοπάτι είναι και το απόλυτο συντομότερο μονοπάτι που θα επιτευχθεί. Οι ετικέτες απόστασης των κορυφών αυτής της κατηγορίας αντιπροσωπεύουν τις τελικές και βέλτιστες αποστάσεις συντομότερων μονοπατιών προς τις κορυφές αυτές και είναι προφανώς ελάχιστες.

Στην αρχή των επαναλήψεων της μεθόδου απόδοσης ετικέτας, αρχικοποιείται ένα κατευθυνόμενο δένδρο και τα d(i), p(i) και S(i) παίρνουν κατάλληλες αρχικές τιμές για την κορυφή- αφετηρία s και κάθε άλλη κορυφή i. Το κύριο τμήμα της μεθόδου απόδοσης ετικέτας είναι η διαδικασία σάρωσης κορυφής, η περιγραφή της οποίας ακολουθεί :

Procedure ScanningOperation (i )


 

 begin

  for all successor nodes of i do

   if d( i ) + l (i, j ) < d( j ) then

    begin

     d( j ) = d( i ) + l( i, j );   

      p( j )= i ;

       S( j )= labeled;

    end

  S( i ) = permanently labeled;

end

ή ισοδύναμα

Procedure Scan(i);


for all (i,j) ε E do



if d[i] + l[i,j] < d[j] then




d[j] <-- d[i] + l[i,j];




S[j]<-- labeled;




p[j]<-- i;



S[i]<-- scanned;

End

Στη διαδικασία ScanningOperation(i), όταν σαρώνεται μία κορυφή i, εξετάζεται για κάθε κορυφή- διάδοχό της j,  αν μπορεί να μειωθεί η ετικέτα απόστασής της, d(j). Αν αυτό μπορεί να γίνει, η d(j) αποκτά τη νέα μικρότερη τιμή και το δένδρο ενημερώνεται με αλλαγή της γονικής κορυφής της j σε i, δηλαδή p(j)=i. Επιπλέον η κορυφή j αποκτά προσωρινή ετικέτα, ενώ αφού εξετασθούν όλοι οι κόμβοι- διάδοχοί της, η κορυφή i αποκτά μόνιμη ετικέτα. H διαδικασία Scan(i) είναι ισοδύναμη της ScanningOperation(i), διαφέρει μόνο ως προς τον τρόπο παρουσίασης. Ο έλεγχος των κορυφών- διαδόχων της i, ισοδυναμεί με έλεγχο για κάθε ακμή (i, j). Η Scan(i) δίνεται  μόνο επειδή  η μέθοδος απόδοσης ετικέτας παρουσιάζεται με αυτόν τον τρόπο στον αλγόριθμο των Bellman- Ford που θα δούμε αργότερα.[CGR93]

Κατά τον τερματισμό όλων των επαναλήψεων και επομένως της μεθόδου απόδοσης ετικέτας, το δένδρο που έχει κατασκευαστεί είναι ένα δένδρο συντομότερων μονοπατιών.

Ας σημειωθεί ότι η μέθοδος απόδοσης ετικέτας τερματίζει αν και μόνο αν ο G δεν έχει κύκλους αρνητικού κόστους, προσβάσιμους από την κορυφή- αφετηρία. Πάντως, η μέθοδος μπορεί εύκολα να τροποποιηθεί έτσι ώστε αν συμβαίνει κάτι τέτοιο, να βρίσκει έναν κύκλο αρνητικού κόστους και να τερματίζει, όπως θα δούμε αργότερα στον αλγόριθμο Bellman- Ford.

2.3 Αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν τη μέθοδο απόδοσης ετικέτας ( labeling algorithms )
2.3.1 O αλγόριθμος του Dijkstra
2.3.1.1 Περιγραφή του αλγορίθμου
Από το συνδυασμό της μεθόδου απόδοσης ετικέτας με διαφορετικές στρατηγικές για την επιλογή της επόμενης προς σάρωση κορυφής (με προσωρινή ετικέτα), προκύπτουν διάφοροι αλγόριθμοι για την επίλυση του προβλήματος συντομότερων μονοπατιών.

Μία από τις πιο δημοφιλείς στρατηγικές επιλογής είναι η " Best- First- Search". Κατ' αυτήν, επιλέγεται από το σύνολο των κορυφών με προσωρινή ετικέτα, η κορυφή με την ελάχιστη  ( προσωρινή ) ετικέτα απόστασης. Σε συνδυασμό με την μέθοδο απόδοσης ετικέτας, η εν λόγω στρατηγική δίνει τον αλγόριθμο του Dijkstra, στον οποίο αναφερόμαστε αναλυτικά στη συνέχεια.

Ο αλγόριθμος του Dijkstra λύνει το single- source shortest- paths πρόβλημα στην περίπτωση που τα βάρη όλων των ακμών είναι μη- αρνητικά., δηλαδή αν ισχύει w( u, υ) >=0 για κάθε ακμή ( u, υ) ε E. [CLR+01] Έστω s η κορυφή- αφετηρία. Ο αλγόριθμος του Dijkstra κρατά σε ένα σύνολο S τις κορυφές που έχουν ήδη συνδεθεί προς την κορυφή s με το συντομότερο μονοπάτι. Η κορυφή s ανήκει στο σύνολο S και για κάθε άλλη κορυφή υ ε S, είναι d[υ]= δ( s, υ). O αλγόριθμος επανειλημμένα επιλέγει την κορυφή u ε V-S με την ελάχιστη ετικέτα απόστασης, εισάγει την u στο S και εφαρμόζει την διαδικασία σάρωσης την οποία περιγράψαμε αναλυτικά στο τμήμα της Labeling Method. Στην περίπτωση που υπάρχουν περισσότερες από μία κορυφές που δεν ανήκουν στο S  και έχουν ελάχιστη ετικέτα απόστασης, τότε επιλέγεται τυχαία μία από αυτές. 

Αφού επιλεγεί κορυφή u με ελάχιστη ετικέτα, γίνεται μέλος του συνόλου S. Αυτό είναι πιθανό να έχει ως αποτέλεσμα το συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή s στην κορυφή j ( που δεν είναι μέλος του S ) να μικρύνει, δηλαδή να αλλάξει η ετικέτα απόστασης της j. Αν αυτό δε συμβεί, το συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή s στην j προφανώς επικαλύπτεται με το μονοπάτι από την s στην u.

Ακολουθεί ψευδοκώδικας για τον αλγόριθμο του Dijkstra, όπου υποθέτουμε ότι όλες οι κορυφές στο V-S κρατούνται σε μία ουρά προτεραιότητας, ταξινομημένες σε αύξουσα σειρά σύμφωνα με τις ετικέτες απόστασής τους. Η ουρά προτεραιότητας αποτελεί έναν ειδικό τύπο ουράς και θα αναφερθούμε σ' αυτήν αναλυτικά, αργότερα. [CLR+01]
DIJKSTRA (G, j, s)

1 for each vertex υ ε V[G]

2 
do d[υ] (οο
3
     p[υ] <-- NIL
4 d[s] <-- 0
5 S <--0
6 Q <-- V[G]
7 while Q< >0

8
do u<-- EXTRACT-MIN(Q)
9
S<-- SU{u}
10
for each vertex j ε Adj[u] do

11

if d[j] > d[u] + w(u, j) then

12

begin

13


d[j] <-- d[u] + w(u,j)



p[j] <--u


end
Στις γραμμές 1-3, τα d, p παίρνουν κατάλληλες αρχικές τιμές για την κορυφή- αφετηρία και όλες τις άλλες κορυφές. Η γραμμή 5 αρχικοποιεί το S ως το κενό σύνολο, ενώ η 6 αρχικοποιεί την ουρά προτεραιότητας Q, έτσι ώστε να περιέχει όλες τις κορυφές στο V- S= V- O= V. Στις γραμμές 7- 13 εκτελείται ένας βρόχος while μέσα στον οποίο συμβαίνουν τα εξής :

Εξάγεται από την ουρά προτεραιότητας Q, ( επομένως από το σύνολο V- S), κορυφή u με ελάχιστη ( προσωρινή ) ετικέτα απόστασης  και εισάγεται στο σύνολο S. ( Πρώτη, εξάγεται από το V και εισάγεται στο S, η κορυφή- αφετηρία s.) Για κάθε κορυφή- διάδοχο j της u, ελέγχεται αν περνώντας από την κορυφή u επιτυγχάνεται μείωση της ετικέτας της j (δηλαδή αν το συντομότερο μονοπάτι προς την j είναι διαμέσου της u ). Αν συμβαίνει κάτι τέτοιο, ενημερώνεται κατάλληλα η ετικέτα απόστασης της j καθώς και η γονική κορυφή της στο δένδρο συντομότερων μονοπατιών. 

Παρατηρούμε ότι μετά τη γραμμή 6 δεν γίνεται εισαγωγή κορυφών στην Q, ενώ σε κάθε εκτέλεση του while- βρόχου εξάγεται μία ακριβώς κορυφή από την Q και εισάγεται στο S. Επομένως, ο while- βρόχος επαναλαμβάνεται ακριβώς |V| φορές, οπότε η ετικέτα απόστασης ελέγχεται και χρειαστεί ενημερώνονται τόσο αυτή όσο και η γονική κορυφή μία ακριβώς φορά για κάθε κορυφή.

Το γεγονός αυτό που σχετίζεται άμεσα με τον «κανόνα» βάσει του οποίου ο αλγόριθμος του Dijkstra επιλέγει κορυφές, αποτελεί το βασικό πλεονέκτημα του αλγορίθμου αυτού έναντι των άλλων αλγορίθμων συντομότερων μονοπατιών. Έτσι, καθώς κατασκευάζεται το δένδρο από τον αλγόριθμο του Dijkstra, μία κορυφή αποκτά «μόνιμη ετικέτα» τη φορά, δηλαδή σε κάθε επανάληψη του while- βρόχου. Όταν όμως μία κορυφή αποκτήσει «μόνιμη ετικέτα», το συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή- αφετηρία s προς αυτήν είναι γνωστό και δεν επιδέχεται αλλαγές.

Στο πρόβλημα που εξετάζουμε, θέλουμε να βρούμε το συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή- αφετηρία προς μία μόνο άλλη κορυφή- προορισμό. Λόγω της παραπάνω ιδιότητάς του, ο αλγόριθμος του Dijkstra είναι προφανώς ιδιαίτερα ελκυστικός υποψήφιος διότι μπορεί να τερματιστεί δίνοντάς μας το συντομότερο μονοπάτι προς την κορυφή- προορισμό, αμέσως μόλις η κορυφή- προορισμός αποκτήσει «μόνιμη ετικέτα».(Δεν χρειάζεται να έχει δημιουργηθεί ολόκληρο το δένδρο συντομότερων μονοπατιών ).

Αντίθετα, οι υπόλοιποι αλγόριθμοι εγγυώνται ότι το μονοπάτι προς οποιοδήποτε προορισμό είναι το συντομότερο μόνο αφού κατασκευαστεί ολόκληρο το δένδρο συντομότερων μονοπατιών.

2.3.1.2 Παράδειγμα εκτέλεσης του αλγορίθμου  
Θεωρούμε τον γράφο που εικονίζεται παρακάτω με κορυφή αφετηρία s και κόστη που είναι σημειωμένα δίπλα σε καθεμία από τις ακμές του αντιστοίχως. Θα τρέξουμε τον αλγόριθμο του Dijkstra πάνω σ’ αυτόν τον γράφο :

Αρχικά, για καθεμία από τις κορυφές, η ετικέτα της τίθεται ίση με oo, ενώ στο πεδίο γονικής κορυφής εκχωρείται η τιμή NIL. Έτσι, μετά την εκτέλεση των γραμμών 1-3, θα είναι :

D[s]=d[u]=d[v]=d[x]=d[y]=0 και p[s]=p[u]=p[x]=p[y]=NIL. 

Στην γραμμή 4, η ετικέτα της κορυφής- αφετηρίας παίρνει την τιμή0 (ως αφετηρία). Ενώ στην γραμμή 5 το σύνολο S αρχικοποιείται ως το κενό σύνολο.

Μετά την εκτέλεση της εντολής στην γραμμή 6, στην ουρά προτεραιότητας βρίσκονται όλες οι κορυφές του γράφου, με την κορυφή- αφετηρία s να βρίσκεται στην κεφαλή ( αφού έχει την μικρότερη ετικέτα ). Αφού η ουρά δεν είναι άδεια, μπαίνουμε στο while- loop.

Στην 1η εκτέλεση της δομής επανάληψης, εξάγεται από την ουρά προτεραιότητας Q, η κορυφή- αφετηρία s ( αφού d[s]=0=min) και εισάγεται στο σύνολο S. Ελέγχουμε αν οι ετικέτες των γειτονικών κορυφών της s, u και x, μπορούν να μειωθούν, πράγμα που ισχύει. Έτσι, η κορυφή u αποκτά ετικέτα 7  και η κορυφή x ετικέτα 5. Η κορυφή s είναι τώρα γονική κορυφή τόσο της u όσο και της x. 

Στην 2η επανάληψη, εξάγεται από την Q η κορυφή x, δεδομένου ότι αυτή διαθέτει τώρα την ελάχιστη ετικέτα σε σχέση με όλες τις υπόλοιπες κορυφές και προστίθεται στο σύνολο S. Ελέγχουμε τη γειτονική κορυφή της, y, οπότε και η ετικέτα της y τίθεται ίση με 7 ( γονική κορυφή της y γίνεται τώρα η x ) και την γειτονική κορυφή της, u, για την οποία όμως δεν μπορεί να επιτευχθεί ετικέτα βέλτιστη απ’ αυτήν που ήδη διαθέτει. 

Στην 3η επανάληψη, παρατηρούμε ότι υπάρχουν δύο κορυφές με ελάχιστη ετικέτα ( ίση με 7), οι u και y. Επιλέγουμε τυχαία μεταξύ τους την y, η οποία εξάγεται από την ουρά προτεραιότητας Q και εισάγεται στο S. Ελέγχουμε την γειτονική κορυφή της, v, που αποκτά ετικέτα ίση με 15 ενώ ως γονική κορυφή της τίθεται η y. 

Στην 4η επανάληψη, εξάγεται από την Q η κορυφή u και εισάγεται στο S. Ελέγχουμε αν η ετικέτα της γειτονικής κορυφής της, v, μπορεί να βελτιωθεί, πράγμα που συμβαίνει. Έτσι, στην ετικέτα της v ανατίθεται η τιμή 8 και γονική κορυφή της είναι τώρα η u.

Στην 5η επανάληψη, εξάγεται από την Q, η μοναδική κορυφή που έχει απομείνει σ’ αυτήν , v.

Η συνθήκη Q<>0 του while-loop στον έλεγχο που ακολουθεί αποτιμάται ως ψευδής. Έτσι, η δομή επανάληψης τερματίζει και η εκτέλεση του αλγορίθμου του Dijkstra έχει πλέον ολοκληρωθεί. Το δένδρο που προκύπτει αν συνδέσουμε τις κορυφές με τα παιδιά τους, όπως αυτά έχουν καθορισθεί κατά την εκτέλεση του αλγορίθμου, είναι δένδρο συντομότερων μονοπατιών. Το συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή- αφετηρία s προς όλες τις άλλες κορυφές είναι τώρα καθορισμένο και το κόστος του μονοπατιού προς καθεμία από αυτές είναι γνωστό και ίσο με την τιμή της ετικέτας d για κάθε κορυφή. Στα σχήματα που ακολουθούν απεικονίζεται η εκτέλεση του αλγορίθμου. Η αριστερότερη κορυφή είναι η αφετηρία. Όταν μία κορυφή προστίθεται στο σύνολο των «υπολογισμένων» κορυφών, σημειώνεται με πράσινο χρώμα. Με πράσινο χρώμα σημειώνονται και οι ακμές που συνδέουν κάθε κορυφή με τον γονιό της.
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2.3.1.3 Βελτιώσεις πάνω στον Dijkstra
Παραπάνω είδαμε ότι ο αλγόριθμος του Dijkstra επιλέγει τον κόμβο με την ελάχιστη ετικέτα απόστασης από το σύνολο V-S και τον κάνει μέλος του συνόλου S. Με τον τρόπο αυτό χτίζεται σταδιακά το συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή- αφετηρία προς όλες τις υπόλοιπες κορυφές. Στον αρχικό αλγόριθμο του Dijkstra οι κορυφές του συνόλου V-S δεν είναι ταξινομημένες. Αυτό πρακτικά σημαίνει ότι για να βρούμε τον κόμβο με την ελάχιστη ετικέτα απόστασης πρέπει  να ελέγχουμε τις ετικέτες όλων των κόμβων σε κάθε επανάληψη, πράγμα που είναι ασύμφορο. Μία βελτίωση του αρχικού αλγορίθμου του Dijkstra λοιπόν θα ήταν να κρατήσει τους κόμβους με προσωρινή ετικέτα σε μία δομή δεδομένων με τέτοιο τρόπο ώστε οι κόμβοι να είναι ταξινομημένοι με αύξουσα διάταξη των ετικετών απόστασής τους. Δομές δεδομένων που προσφέρονται για το σκοπό αυτό είναι η ουρά προτεραιότητας για την οποία θα μιλήσουμε αναλυτικά στη συνέχεια. αλλά και τα buckets.[ZHA01] Τα buckets είναι σύνολα των οποίων τα στοιχεία είναι ταξινομημένα. Το bucket I αποθηκεύει όλους τους κόμβους των οποίων οι ετικέτες απόστασης βρίσκονται μέσα σε ορισμένο διάστημα. Μπορούμε να αναπαραστήσουμε όλους τους κόμβους ενός bucket με μία διπλά συνδεδεμένη λίστα. Οι operations που συνηθέστερα εμφανίζονται σε κάθε ενημέρωση απόστασης ενός κόμβου που βρίσκεται σε bucket περιλαμβάνουν : έλεγχο αν το bucket είναι άδειο, προσθήκη ή διαγραφή ενός στοιχείου από το bucket. Για την ολοκλήρωση καθεμίας από αυτές  τις operations μία διπλά συνδεδεμένη λίστα απαιτεί χρόνο μόνο O(1). 

Η πρώτη υλοποίηση του αλγορίθμου του Dijkstra με χρήση buckets (DKB) έγινε από τον Dial. Στην υλοποίηση αυτή, οι κόμβοι τοποθετούνται σε buckets ανάλογα με την τιμή της ετικέτας απόστασής τους. Έτσι, το bucket I περιέχει όλους τους κόμβους με προσωρινή ετικέτα απόστασης ίση με i. Τα buckets αριθμούνται και ελέγχονται με τη σειρά έως ότου βρεθεί το πρώτο μη κενό bucket. Εξ’ ορισμού, όλοι οι κόμβοι σ’ αυτό το bucket θα έχουν ελάχιστη ετικέτα απόστασης. Οι κόμβοι αυτοί αποκτούν κατά τη διάρκεια της διαδικασίας scanning ένας προς ένας μόνιμη ετικέτα οπότε και διαγράφονται από το bucket. Καθώς η ( προσωρινή ) ετικέτα απόστασης ενός κόμβου μειώνεται μέχρι να πάρει την ελάχιστη τιμή της οπότε και γίνεται μόνιμη, αλλάζει και η θέση του κόμβου στα buckets. Έτσι, αν η ετικέτα απόστασης ενός κόμβου αλλάξει από d(1) σε d(2),η θέση του κόμβου θα πρέπει να ενημερωθεί κατάλληλα, δηλαδή ο κόμβος θα μετακινηθεί από το bucket d(1) στο bucket d(2).  Η διαδικασία αυτή επαναλαμβάνεται μέχρις ότου όλοι οι κόμβοι αποκτήσουν μόνιμη ετικέτα. 

Για την υλοποίηση αυτή του αλγορίθμου του Dijkstra από τον Dial απαιτούνται nC+1 buckets στην χειρότερη περίπτωση, αν C είναι το μέγιστο μήκος ακμής του δικτύου. Έτσι, αν τα n, C είναι μεγάλα,  το μέγεθος της απαιτούμενης για την υλοποίηση μνήμης καθιστά σχεδόν απαγορευτική την υλοποίηση. Συνεπώς, οι προσπάθειες στρέφονται στην εύρεση τρόπου μείωσης των απαιτήσεων σε μνήμη χωρίς ωστόσο αυτό να οδηγεί σε απώλεια πληροφορίας. Έχει αποδειχθεί ότι είναι δυνατόν να κρατήσουμε όλους τους κόμβους με προσωρινή ετικέτα σε C+1 μόνο buckets. Κάτι τέτοιο μπορεί να γίνει αν χρησιμοποιήσουμε overflow bag ή approximate buckets στην υλοποίηση. Επίσης, μπορούμε να υλοποιήσουμε τον αλγόριθμο και με χρήση double buckets. Ας δούμε με λίγα λόγια τι συμβαίνει σε καθεμία απ' αυτές τις περιπτώσεις :
2.3.1.3.1 O αλγόριθμος του Dijkstra υλοποιημένος με χρήση buckets και overflow bag(DKM)
O αριθμός των buckets που χρειαζόμαστε σ’ αυτήν την υλοποίηση είναι  μόνο a< (C+1), όπου το a είναι μία παράμετρος εισόδου. Η μείωση στον αριθμό των buckets οφείλεται στο ότι δεν κρατάμε όλους τους κόμβους στα buckets αλλά μόνο εκείνους των οποίων οι προσωρινές ετικέτες απόστασης βρίσκονται μέσα σε ένα ορισμένο διάστημα. Το διάστημα αυτό καθορίζεται από την τρέχουσα ελάχιστη ετικέτα απόστασης a(i) που ποικίλει ανάλογα με το στάδιο στο οποίο βρίσκεται ο αλγόριθμος, i. Έτσι, οι κόμβοι που περιέχονται στα buckets στο I- οστό στάδιο του αλγορίθμου είναι όσοι έχουν ετικέτα απόστασης μέσα στο διάστημα [a(i), a(i) +a -1] ενώ όλοι οι υπόλοιποι κόμβοι κρατούνται σε ένα σύνολο που λέγεται overflow bag. Τα I και a(i) παίρνουν αρχική τιμή 0. Όταν όλοι οι κόμβοι στο συγκεκριμένο διάστημα έχουν αποκτήσει μόνιμη ετικέτα και έχουν διαγραφεί από τα buckets, το I αυξάνει κατά ένα και το a(i) τίθεται ίσο με τη (νέα) ελάχιστη ετικέτα απόστασης. Οι κόμβοι των οποίων οι ετικέτες απόστασης βρίσκονται στο καινούριο διάστημα μετακινούνται από το overflow bag στα αντίστοιχα buckets τους και ξεκινά εκ νέου η scanning process.

Εδώ, οι απαιτήσεις σε μνήμη μειώνονται διότι ο αλγόριθμος κάθε φορά «βλέπει» ένα υποσύνολο μόνο του συνόλου των κόμβων και αγνοεί τους κόμβους που βρίσκονται στο overflow bag. Ο τρόπος με τον οποίο επιλέγεται το υποσύνολο των κόμβων που θα τοποθετηθούν στα buckets συμφωνεί με τη στρατηγική «Best- First Search» που χρησιμοποιεί ο αλγόριθμος Dijkstra. Έτσι, κάθε φορά τοποθετούνται στα buckets οι κόμβοι με τις ελάχιστες  προσωρινές ετικέτες απόστασης (τοπικά) και η υλοποίηση οδηγεί σε βέλτιστη λύση. Ουσιαστικά, η υλοποίηση αξιοποιεί το γεγονός ότι η ολικά βέλτιστη λύση στον Dijkstra προκύπτει από τις τοπικά βέλτιστες λύσεις. Φθάνει στην ολικά βέλτιστη λύση βρίσκοντας τις τοπικά βέλτιστες λύσεις κατά ομάδες κόμβων. Λόγω της (σειριακής) επεξεργασίας των κόμβων κατά ομάδες, απαιτούνται λιγότερα buckets με αποτέλεσμα την μείωση των απαιτήσεων σε μνήμη.

2.3.1.3.2 Ο αλγόριθμος του Dijkstra υλοποιημένος με approximate buckets (DKA) 
Στην υλοποίηση του αλγορίθμου του Dijkstra με approximate buckets, οι κόμβοι τοποθετούνται σε buckets ανάλογα με το διάστημα στο οποίο βρίσκεται η ετικέτα απόστασής τους. Έτσι, το bucket I περιέχει εκείνους τους κόμβους με προσωρινή ετικέτα των οποίων οι ετικέτες απόστασης βρίσκονται στο διάστημα [ I*b, (I+1)*b-1], όπου το b είναι μία επιλεγμένη σταθερά. Χρησιμοποιούμε τον όρο approximate για τα buckets σ' αυτήν την υλοποίηση διότι αντίθετα από την περίπτωση του DKB, εδώ οι τιμές των ετικετών απόστασης σε ένα bucket δεν είναι ακριβώς οι ίδιες αλλά βρίσκονται μέσα στο διάστημα που δώσαμε προηγουμένως. Οι κόμβοι που βρίσκονται σε κάθε bucket κρατούνται σε μία FIFO ουρά. Ο αλγόριθμος DKA απαιτεί ένα σύνολο από largerInteger(C/b)+1 buckets. Η πολυπλοκότητα χειρότερης περίπτωσης είναι Ο(mb+n(b+C/b)).

Μπορούμε να δούμε ότι σ' αυτήν την υλοποίηση μειώνουμε πάλι τον αριθμό των buckets που χρειαζόμαστε και μάλιστα  περισσότερο από ότι στην υλοποίηση με overflow bag, ωστόσο, επειδή σε κάθε bucket αντιστοιχούν περισσότεροι από ένας κόμβοι, χρειάζεται να ψάξουμε για τον κόμβο με την ελάχιστη ετικέτα σε ένα bucket. Έτσι, ένας κόμβος μπορεί να σαρωθεί περισσότερες από μία φορές, αλλά είναι φανερό από τον τρόπο που οριοθετείται το διάστημα στο οποίο ανήκει ότι δεν μπορεί να σαρωθεί πάνω από b φορές. Η υλοποίηση αυτή ανταλλάσσει ταχύτητα με χώρο. Η ομαδοποίηση κόμβων  με διαφορετικές τιμές ετικέτας στα buckets έχει ως αποτέλεσμα την εξοικονόμηση χώρου, επειδή όμως πρέπει να ψάξουμε για τον κόμβο με την ελάχιστη ετικέτα στο bucket μειώνεται και η ταχύτητα.

2.3.1.3.3 O αλγόριθμος του Dijkstra υλοποιημένος με χρήση double buckets (DKD)
Ο αλγόριθμος του Dijkstra με χρήση double buckets αποτελεί συνδυασμό των ιδεών των δύο παραπάνω αλγορίθμων, DKM και DKA. Σ’ αυτήν την υλοποίηση κρατούνται δύο επίπεδα buckets, το χαμηλό και το υψηλό. Στο χαμηλό επίπεδο κρατούνται d buckets. Σε ένα bucket               d(j)-L*d αυτού του επιπέδου κρατούνται οι κόμβοι με ετικέτες απόστασης μέσα στο διάστημα [ L*d, (L+1)*d-1]. Στο υψηλό επίπεδο, υπάρχει καταρχήν ένα μη κενό bucket με τον μικρότερο δείκτη L, ενώ στο τυχόν bucket I του ιδίου επιπέδου περιέχονται οι κόμβοι με ετικέτες στο διάστημα [I*d, (I+1)*d-1]. Κατά τη διάρκεια της scanning process εξετάζονται οι κόμβοι που βρίσκονται στα buckets χαμηλού επιπέδου. Όταν όλοι οι κόμβοι στα buckets χαμηλού επιπέδου σαρωθούν, η τιμή του L αυξάνει και οι κόμβοι που βρίσκονται στα μη κενά buckets υψηλού επιπέδου μετακινούνται στα buckets χαμηλού επιπέδου και η scanning process ξεκινά ξανά.

Εδώ διακρίνουμε τους κόμβους σε δύο κατηγορίες με διαφορετική προτεραιότητα, χρησιμοποιώντας ένα κατώφλι για την ετικέτα απόστασής τους. Δηλαδή, χρησιμοποιούμε την ιδέα που πρωτοείδαμε στην DKM υλοποίηση. Στη θέση όμως του overflow bag, χρησιμοποιούμε ένα δεύτερο level buckets στα οποία οι κόμβοι είναι ήδη ταξινομημένοι.

2.3.2 Αλγόριθμος Bellman- Ford
2.3.2.1 Περιγραφή του αλγορίθμου
O αλγόριθμος Bellman- Ford λύνει το single- source shortest- path πρόβλημα, στην πιο γενική περίπτωση, που τα βάρη των ακμών μπορούν να είναι αρνητικά. [CLR+01]Έστω κατευθυνόμενος γράφος G= (V, E), με αφετηρία s και συνάρτηση βάρους w : E --> R. O αλγόριθμος Bellman- Ford επιστρέφει μία λογική τιμή που δείχνει αν υπάρχει ή όχι κύκλος αρνητικού βάρους που είναι προσβάσιμος από την αφετηρία s. Αν υπάρχει τέτοιος κύκλος, η λογική τιμή που επιστρέφει ο αλγόριθμος είναι FALSE, υποδεικνύοντας έτσι ότι δεν υπάρχει λύση. Αντίθετα, αν δεν υπάρχει τέτοιος κύκλος, ο αλγόριθμος επιστρέφει την τιμή TRUE και κατασκευάζει το δένδρο συντομότερων μονοπατιών.

Ο Bellman- Ford χρησιμοποιεί τη μέθοδο απόδοσης ετικέτας όπως την παρουσιάσαμε μέσω της διαδικασίας Scan(i). Δηλαδή, μειώνει προοδευτικά την (προσωρινή) ετικέτα d[υ] της κορυφής υ, που αντιπροσωπεύει το βάρος συντομότερου μονοπατιού από την αφετηρία s προς κάθε κορυφή υ ε V, μέχρις ότου επιτευχθεί το βάρος του απόλυτα συντομότερου μονοπατιού δ(s, υ). Ωστόσο, σε αντίθεση με τον αλγόριθμο του Dijkstra, κάθε ακμή εξετάζεται | V| -1 φορές και επομένως στη γενική περίπτωση κάθε κορυφή σαρώνεται ( γίνεται scanned) περισσότερες από μία φορές. Συνεπώς, το δένδρο που κατασκευάζει ο αλγόριθμος Bellman- Ford είναι δένδρο συντομότερων μονοπατιών μόνο όταν τελειώσει το τρέξιμο του αλγορίθμου και η ετικέτα που αντιστοιχεί σε μία κορυφή είναι η  «μόνιμη» ετικέτα της κατά τον τερματισμό του αλγορίθμου. Έτσι, μπορούμε να αποφανθούμε για το συντομότερο μονοπάτι από μία κορυφή- αφετηρία προς μία κορυφή- προορισμό μόνο αφού τερματίσει ο αλγόριθμος Bellman- Ford, και όχι μόλις η κορυφή- προορισμός σαρωθεί για πρώτη φορά, όπως συμβαίνει στον αλγόριθμο του Dijkstra.

Ακολουθεί περιγραφή του αλγορίθμου Bellman- Ford, με τη μορφή ψευδοκώδικα :

BELLMAN- FORD (G, w, s)

1 for each vertex υ ε V[G]

2
do d[υ] <-- oo

3
     p[υ] <--NIL

4 d[s]<-- 0

5 for i<-- 1 to | V[G] | -1

6
do for each edge (u, υ) ε Ε[G]

7

do if d[υ]> d[u] + w(u, υ) then

8

begin




d[υ]<-- d[u] + w(u, υ) 




p[υ]<--u



end

9 for each edge (u, υ) ε E[G]

10 
do if d[υ]> d[u] + w(u, υ) then



return FALSE

11 return TRUE

Στις γραμμές 1-4, ο αλγόριθμος εκτελεί τις κατάλληλες αρχικοποιήσεις για την τιμή d της κορυφής- αφετηρίας και τις τιμές των d, p των άλλων κορυφών. Ακολουθεί ένα for- loop στις γραμμές 5-8 που επαναλαμβάνεται | V| -1 φορές. Σε καθεμία απ' αυτές τις επαναλήψεις συμβαίνουν τα εξής :

Εξετάζονται όλες οι ακμές του γράφου και ελέγχεται αν μπορεί να μειωθεί η προσωρινή ετικέτα που αντιστοιχεί στην κορυφή- ουρά κάθε ακμής. Αν κάτι τέτοιο συμβαίνει, ενημερώνεται η προσωρινή ετικέτα της κορυφής- ουράς με τη νέα τιμή και αλλάζει κατάλληλα ο γονιός της  στο υπό κατασκευή δένδρο συντομότερων μονοπατιών. 

Στις γραμμές 9-10 ελέγχεται για κάθε ακμή αν ισχύει η εξής σχέση : d[υ]> d[u] + w(u, υ). Αν ισχύει, μπορεί να αποδειχθεί ότι ο γράφος περιέχει κύκλο αρνητικού βάρους που είναι προσβάσιμος από την κορυφή- αφετηρία, οπότε και ο αλγόριθμος επιστρέφει την τιμή FALSE. Διαφορετικά, φθάνουμε στην γραμμή 11, οπότε ο αλγόριθμος επιστρέφει ΤRUE, έχοντας κατασκευάσει το δένδρο συντομότερων μονοπατιών.
2.3.2.2 Μία παραλλαγή- Ο αλγόριθμος Bellman- Ford- Moore
Μία υλοποίηση του αλγορίθμου που οφείλεται στους Bellman, Ford και Moore και επομένως αναφέρεται ως αλγόριθμος Bellman- Ford- Moore αποτελεί συνδυασμό της μεθόδους απόδοσης ετικέτας με την στρατηγική " First- In- First- Out" (FIFO).

[CGR93]Για την υλοποίηση αυτής της στρατηγικής, οι κορυφές με ετικέτα κρατούνται σε μία FIFO ουρά. Η επόμενη «προς σάρωση» κορυφή  αφαιρείται από την κεφαλή της ουράς, ενώ όταν μία κορυφή αποκτά ετικέτα προστίθεται στο τέλος της ουράς. Ο αλγόριθμος εκτελεί | V | -1 περάσματα στην ουρά. Κάθε πέρασμα ορίζεται επαγωγικά. Η ουρά αρχικοποιείται με την προσθήκη της κορυφής- αφετηρίας s σ' αυτήν και αυτό είναι το πέρασμα 0. Για i>0, το i- οστό πέρασμα συνίσταται στην επεξεργασία των κορυφών που προστέθηκαν στην ουρά κατά το αμέσως προηγούμενο πέρασμα, i-1. Ο αλγόριθμος των Bellman- Ford- Moore έχει όριο χειρότερης περίπτωσης Ο( nm)- το οποίο παρεπιμπτόντως είναι το καλύτερο γνωστό όριο για τους αλγορίθμους της κατηγορίας- ωστόσο, στην πράξη τρέχει σχετικά αργά. Η βελτίωση της επίδοσής του όμως είναι δυνατή, αν τροποποιηθεί ελαφρώς με βάση την παρατήρηση που ακολουθεί :

Έστω ότι μόλις αφαιρέσαμε μια κορυφή υ από την ουρά, ενώ μία γονική- κορυφή της υ, η u (u=p(υ)), βρίσκεται στην ουρά. Ας υποθέσουμε ότι η ετικέτα d[υ] ενημερώθηκε για τελευταία φορά όταν σαρώθηκε η κορυφή u και τέθηκε ίση με d[u] + w(u, υ) και ότι μετά απ' αυτό η ετικέτα d[u] μειώθηκε, με αποτέλεσμα η u να προστεθεί ξανά στην ουρά. Προφανώς, είναι μάταιο να σαρώσουμε την υ σ' αυτό το σημείο, διότι γνωρίζουμε ότι η ετικέτα της θα μειωθεί αργότερα, όταν σαρωθεί η κορυφή u. 

Αν λοιπόν, με την χρήση μίας δομής ελέγχου, φροντίσουμε να επιτρέπεται η σάρωση μίας κορυφής μόνο αν καμία από τις πιθανές γονικές κορυφές της δεν βρίσκεται στην ουρά, είναι δυνατόν να αποφύγουμε περιττές σαρώσεις. Το ευριστικό αυτό τέχνασμα αναφέρεται ως parent- checking heuristic και μπορεί να επεκταθεί. Θα μπορούσαμε, λ.χ., να ελέγξουμε όλους τους προγόνους μίας κορυφής στο τρέχον δένδρο. Αυτό όμως έχει υπολογιστικό κόστος το οποίο είναι πιθανόν να αντισταθμίζει το κέρδος που προκύπτει από την εφαρμογή του ευριστικού τεχνάσματος. Μία συμβιβαστική εναλλακτική λύση θα ήταν να αφαιρούμε περιοδικά από την ουρά όλες τις κορυφές των οποίων ένας τουλάχιστον πρόγονος βρίσκεται στην ουρά. [CGR93]
Η πειραματική αποτίμηση του αλγορίθμου Bellman- Ford- Moore χωρίς και με την εφαρμογή του ευριστικού τεχνάσματος έχει δείξει ότι το ευριστικό τέχνασμα για ευρύ πεδίο τιμών του κόστους των ακμών προσφέρει πλεονέκτημα. Αυτό είναι αποτέλεσμα της μείωσης του αριθμού σαρώσεων ανά κορυφή, που προκαλεί η εφαρμογή του τεχνάσματος. Οι πειραματικές παρατηρήσεις οδηγούν στο συμπέρασμα ότι στις περισσότερες περιπτώσεις, ο αλγόριθμος  με το ευριστικό τέχνασμα κάνει λιγότερες σαρώσεις ανά κορυφή, ενώ δεν είναι σχεδόν ποτέ αξιοπρόσεκτα πιο 

αργός από τον αρχικό αλγόριθμο των Bellman- Ford- Moore.
2.3.2.3 Παράδειγμα εκτέλεσης
2.3.2.3.1 Εκτέλεση του κλασσικού αλγορίθμου Bellman- Ford
Θεωρούμε τον γράφο του σχήματος που ακολουθεί με κορυφή- αφετηρία s και κόστος για καθεμία από τις ακμές που είναι σημειωμένο δίπλα της. Θα τρέξουμε τον αλγόριθμο Bellman- Ford πάνω σ' αυτόν τον γράφο.

Ο γράφος που επιλέξαμε δεν περιέχει κύκλους αρνητικού κόστους εν γένει, οπότε δεν υπάρχει κύκλος αρνητικού κόστους προσβάσιμος από την κορυφή- αφετηρία s. Η επιλογή έγινε χωρίς βλάβη της γενικότητας προκειμένου να επιδείξουμε την εκτέλεση του αλγορίθμου όταν αυτός επιστρέφει αποτέλεσμα που δεν είναι άλλο από το δένδρο συντομότερων μονοπατιών που κατασκευάζεται κατά την εκτέλεσή του. Ας σημειωθεί ότι στην περίπτωση που ο γράφος πάνω στον οποίο τρέχει ο Bellman- Ford περιέχει κύκλο αρνητικού κόστους, προσβάσιμο από την αφετηρία s, ο αλγόριθμος επιστρέφει FALSE και δεν είναι δυνατή η κατασκευή του δένδρου συντομότερων μονοπατιών.

Στις γραμμές 1-4 γίνονται οι κατάλληλες αρχικοποιήσεις. Έτσι, οι ετικέτες όλων των κορυφών- πλην της κορυφής- αφετηρίας- τίθενται ίσες με οο, ενώ το πεδίο γονικής κορυφής παίρνει την τιμή NIL για καθεμία από αυτές. Τέλος, η ετικέτα της κορυφής- αφετηρίας τίθεται ίση με 0.

Από την γραμμή 5 ως και την γραμμή 8 εκτείνεται μία επαναληπτική δομή η οποία εκτελείται v-1=5-1=4 φορές. Σε κάθε επανάληψη, ελέγχονται όλες οι ακμές προκειμένου να εντοπιστεί και να μειωθεί η ετικέτα των κορυφών όταν αυτό είναι δυνατό. Παράλληλα, ενημερώνεται κατάλληλα και η τιμή του πεδίου της γονικής κορυφής. Ας δούμε αναλυτικά τι συμβαίνει.

Επιλέγουμε να ελέγξουμε τις ακμές με λεξικογραφική διάταξη. Κάτι τέτοιο γίνεται χωρίς βλάβη της γενικότητας αφού το αποτέλεσμα που προκύπτει από την εκτέλεση δεν εξαρτάται από τη σειρά με την οποία γίνεται ο έλεγχος των ακμών, ούτε τοπικά ( σε κάθε επανάληψη ) και συνεπώς ούτε συνολικά ( στο τέλος της εκτέλεσης της δομής επανάληψης).

Στην πρώτη εκτέλεση της επαναληπτικής δομής, ο έλεγχος στις ακμές (u,v), (u, x), ..., (y,z) δεν επιτυγχάνει μείωση στις ετικέτες των αντίστοιχων κορυφών που αποτελούν τις ουρές των εν λόγων ακμών. Επίσης, δεν έχουμε καμία αλλαγή και του πεδίου γονικής κορυφής των κορυφών αυτών αφού η συνθήκη της γραμμής 7 είναι ψευδής για όλες αυτές τις ακμές. Η συνθήκη όμως έιναι αληθής για τις ακμές ( s,u) και (s,x) οπότε η d[u] τίθεται ίση με 6 και η d[x] ίση με 7. Γονική κορυφή τόσο για την u όσο και για την x είναι τώρα η κορυφή s.

Στην δεύτερη εκτέλεση, η συνθήκη είναι αληθής για την ακμή ( u,v) οπότε d[v]=11και p[v]=u. Επίσης, αληθεύει για την ακμή (u, y), οπότε d[y]=2 και p[y]=u. Ακόμα, αληθεύει για την ακμή (x, v) οπότε έχουμε περαιτέρω μείωση της ετικέτας της κορυφής v που παίρνει την τιμή 4, με κορυφή- γονέα την x, δηλαδή τελικά d[v]=4 και p[v]=x. Για όλες τις υπόλοιπες ακμές, η συνθήκη είναι ψευδής.

Στην τρίτη εκτέλεση, η συνθήκη αληθεύει για την ακμή (v, u) οπότε d[u]=2 και p[u]=v. Όλες οι υπόλοιπες ετικέτες παραμένουν ως έχουν διότι η συνθήκη είναι ψευδής για όλες τις άλλες ακμές.

Στην τέταρτη και τελευταία εκτέλεση, η συνθήκη αληθεύει για την (u, y). Έτσι, d[y]=-2 και p[y]=u. Δεν αληθεύει όμως για καμία άλλη ακμή οπότε δεν γίνονται άλλες ενημερώσεις.

Στις γραμμές 9-10, ο αλγόριθμος αναζητεί κύκλους αρνητικού κόστους. Καθώς η συνθήκη της γραμμής 10 είναι ψευδής για καθεμία από τις ακμές του γράφου, ο αλγόριθμος προχωρά στην γραμμή 11 και επιστρέφει την τιμή TRUE που υποδεικνύει ότι υπάρχει λύση. Συνδέοντας καθεμία από τις κορυφές με τα παιδιά τους, σχηματίζεται το δένδρο συντομότερων μονοπατιών που είναι στην ουσία το αποτέλεσμα που επιστρέφει ο αλγόριθμος Bellman- Ford. Τώρα, τα συντομότερα μονοπάτια από την κορυφή- αφετηρία s προς τις άλλες κορυφές του γράφου και τα αντίστοιχα κόστη τους είναι γνωστά.
 Στα σχήματα που ακολουθούν απεικονίζεται βήμα- βήμα η εκτέλεση όπως την περιγράψαμε. Αφετηρία είναι η αριστερότερη κορυφή. Βλέπουμε πώς διαμορφώνονται οι ετικέτες κάθε κορυφής σε κάθε βήμα. Οι σημειωμένες με πράσινο χρώμα ακμές υποδεικνύουν τον γονέα των αντίστοιχων κορυφών.
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2.3.2.3.2 Εφαρμογή του ευριστικού τεχνάσματος των Bellman- Ford- Moore πάνω στο παράδειγμα εκτέλεσης 

Ο γράφος που χρησιμοποιήθηκε για την επίδειξη εκτέλεσης του αλγορίθμου των Bellman- Ford αποτελείται μόλις από 5 κορυφές. Κατά συνέπεια, η χρήση του ευριστικού τεχνάσματος, στο οποίο αναφερθήκαμε ως parent- checking- heuristic στην προηγούμενη παράγραφο, είναι περιττή. Ωστόσο, αν υποθέσουμε ότι χρησιμοποιούμε την ουρά του αλγορίθμου των Bellman- Ford- Moore και θεωρήσουμε ως γονικές κορυφές των x, v, u, y τις κορυφές s, x, v, u αντιστοίχως, λαμβάνοντας υπ’ όψιν το parent- checking- heuristic οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι :

Δεν έχει νόημα η σάρωση της κορυφής x, όσο στην ουρά των “ προς σάρωση  “ κορυφών βρίσκεται η κορυφή s. 

Δεν έχει νόημα η σάρωση της  v, όσο στην ουρά βρίσκεται η x, ( ή κατ’ επέκταση η s, αν επεκταθούμε ώστε το heuristic να περιλαμβάνει όλες τις κορυφές- προγόνους της κορυφής που εξετάζουμε κάθε φορά ).

Δεν έχει νόημα η σάρωση της κορυφής u, όσο στην ουρά βρίσκεται η κορυφή v ( ή κατ’ επέκταση οι s, x ).

Δεν έχει νόημα η σάρωση της κορυφής y, όσο στην ουρά βρίσκεται η u ( ή οι κορυφές s, x, v).

Όσα αναφέραμε παραπάνω συμβαίνουν διότι : 

Όσο στην ουρά των  «προς σάρωση» κορυφών βρίσκεται η κορυφή s,  η ετικέτα της κορυφής x ( επομένως και των κορυφών v, u, y) ενδέχεται να μειωθεί.

Όσο στην ουρά βρίσκεται η κορυφή x, η ετικέτα της v ( συνεπώς και των κορυφών u, y ) ενδέχεται να μειωθεί. 

Όσο στην ουρά βρίσκεται η κορυφή v, η ετικέτα της u ( άρα και της y) είναι πιθανό να μειωθεί. 

Όσο στην ουρά βρίσκεται η κορυφή u, η ετικέτα της y  είναι πιθανό να μειωθεί.
2.4 Δημοφιλείς αλγόριθμοι εύρεσης συντομότερων μονοπατιών
2.4.1 Αλγόριθμοι Επέκτασης Γράφου ή The Graph Growth Algorithms
Οι αλγόριθμοι αυτής της κατηγορίας είναι δύο και στην πραγματικότητα υλοποιούν την ίδια ιδέα αλλά με λίγο διαφορετικό τρόπο διότι χειρίζονται τα σύνολα στα οποία διακρίνονται οι κορυφές χρησιμοποιώντας διαφορετικές δομές δεδομένων. [CGR93]Ο πρώτος αλγόριθμος υλοποιήθηκε από τους Pape  και Levit οι οποίοι εισήγαγαν και χρησιμοποίησαν μία δομή δεδομένων που ονομάζεται deque και αποτελείται από μία στοίβα συνδεδεμένη με μία ουρά. Λίγο αργότερα, ο Pallottino έκανε μία νέα προσέγγιση χρησιμοποιώντας αντί της deque, την δομή two- queue που αποτελείται από δύο ουρές σε σύνδεση. Επιπλέον, διατύπωσε το κοινό πλαίσιο μέσα στο οποίο οι δύο παραπάνω αλγοριθμικές προσεγγίσεις αντιμετωπίζουν το πρόβλημα :

Ας θεωρήσουμε ένα σύνολο κορυφών W στο οποίο περιέχονται κορυφές με ετικέτα και για το οποίο κάνουμε τις εξής παραδοχές : Όταν μία κορυφή προστεθεί στο W, παραμένει εκεί. Αν υπάρχουν κορυφές με ετικέτα αλλά καμιά από αυτές δεν βρίσκεται στο W, τότε κάποιες από αυτές πρέπει να προστεθούν σ' αυτό. Κορυφές μπορούν να προστεθούν στο W ακόμα κι αν αυτό ήδη περιέχει κορυφές με ετικέτα.

Στους αλγορίθμους των Pape- Levit και του Pallottino, ορίζουμε το W ως το σύνολο των κορυφών που έχουν σαρωθεί μία τουλάχιστον φορά. Όταν δεν υπάρχει καμία κορυφή με ετικέτα στο W, τότε προστίθεται μία σ' αυτό. Οι αλγόριθμοι αυτοί κρατούν το σύνολο των κορυφών με ετικέτα ως δύο υποσύνολα, τα S1 και S2. To σύνολο S1 περιέχει τις κορυφές με ετικέτα που έχουν σαρωθεί μία τουλάχιστον φορά ενώ το σύνολο S2 περιέχει όλες τις υπόλοιπες, δηλαδή κορυφές με ετικέτα που όμως δεν έχουν ακόμα σαρωθεί και κορυφές που δεν έχουν ακόμα προσεγγιστεί και επομένως η τιμή της ετικέτας τους είναι ακόμα αόριστη. Από τα παραπάνω είναι φανερό ότι για τα σύνολα S1, S2 και W ισχύει :

S1<=W και S2<= V-W

Η επόμενη προς σάρωση κορυφή επιλέγεται κάθε φορά από το S1 εκτός αν αυτό είναι άδειο, οπότε επιλέγεται από το S2 και προστίθεται στο W. Λόγω του τρόπου με τον οποίο γίνεται η επιλογή, το σύνολο S1 ονομάζεται σύνολο υψηλής προτεραιότητας ενώ το S2 σύνολο χαμηλής προτεραιότητας.

Ο αλγόριθμος των Pape- Levit χειρίζεται αυτά τα σύνολα χρησιμοποιώντας την δομή δεδομένων deque. H deque είναι μία ουρά στην οποία μπορούμε να κάνουμε εισαγωγή σε οποιοδήποτε άκρο. Aποτελείται από μία LIFO στοίβα στην οποία κρατάμε τις κορυφές του συνόλου S1 και μία FIFO ουρά όπου κρατάμε τις κορυφές του συνόλου S2. Αρχικά, η στοίβα είναι άδεια και η ουρά περιέχει την κορυφή s. Η επόμενη προς σάρωση κορυφή αφαιρείται από την κορυφή της στοίβας αν αυτή δεν είναι άδεια ή από την κεφαλή της ουράς διαφορετικά. Μία κορυφή που αποκτά ετικέτα, ωθείται στην κορυφή της στοίβας αν έχει σαρωθεί ξανά ή στο τέλος της ουράς αλλιώς. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν και η στοίβα και η ουρά είναι άδειες. Λόγω της χρήσης της στοίβας, η υλοποίηση αυτή έχει εκθετική πολυπλοκότητα χειρότερης περίπτωσης ως προς το πλήθος των κορυφών. 

Η παραπάνω υλοποίηση μπορεί να βελτιωθεί αν αντί της LIFO στοίβας χρησιμοποιηθεί μία FIFO ουρά. Έτσι, δημιουργείται μία νέα δομή δεδομένων γνωστή ως two- queue της οποίας η χρήση στην υλοποίηση του εν λόγω αλγορίθμου συνιστά τη νέα προσέγγιση του Pallottino. Δηλαδή, ο αλγόριθμος του Pallottino κρατά τα σύνολα S1 και S2 σε δύο FIFO ουρές, Q1 και Q2. Η επόμενη προς σάρωση κορυφή αφαιρείται από την κεφαλή της ουράς Q1 αν η Q1 δεν είναι άδεια ή από την κεφαλή της ουράς Q2 αλλιώς. Μία κορυφή που αποκτά ετικέτα προστίθεται στο τέλος της Q1 αν έχει σαρωθεί ξανά, διαφορετικά προστίθεται στο τέλος της Q2. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν και οι δύο ουρές αδειάσουν και στη χειρότερη περίπτωση τρέχει σε πολυωνυμικό χρόνο.

Θα δώσουμε τώρα τον πυρήνα των δύο αλγορίθμων που δεν είναι άλλος από την διαδικασία κατασκευής ενός δένδρου συντομότερων μονοπατιών και θα δούμε ποιες είναι οι βασικές λειτουργίες που χρησιμοποιεί, τι συμβαίνει όταν οι λειτουργίες αυτές υλοποιούνται στον αλγόριθμο των Pape- Levit και  τι όταν υλοποιούνται στον αλγόριθμο του Pallottino[ZHA01] :

Procedure ShortestPathTreeConstruction(s)

 begin

  Queue_Initialization(Q);

    for i=1 to n do

     d[i]=+ infinite;

     d[s]=0;

     while (Q!=Null) do


Queue_Removal(Q, i);


for each successor node j of node i do


 if d[j] > d[i] + w(i, j) then


  begin


    d[j] = d[i] + w(i, j)


    Queue_Insertion(Q, j)


  end

 end

Οι 4 βασικές λειτουργίες της παραπάνω διαδικασίας είναι :

H Queue_Initialization(Q) που αρχικοποιεί την ουρά Q, η Q= Null ? που ελέγχει αν η ουρά είναι άδεια, και οι Queue_Removal(Q, i) και Queue_Insertion(Q, j).

Στον αλγόριθμο των Pape- Levit που χρησιμοποιεί την deque, η Queue_Removal(Q, i) αφαιρεί την κορυφή i από την κορυφή της στοίβας S αν η στοίβα δεν είναι άδεια ή από την κεφαλή της ουράς Q' αλλιώς. Στον αλγόριθμο του Pallottino που χρησιμοποιεί την two- queue, η Queue_Removal(Q, i) αφαιρεί την κορυφή i  από την κεφαλή της πρώτης από τις ουρές αν δεν είναι άδεια ή από την κεφαλή της δεύτερης ουράς διαφορετικά.  

Η πιο σημαντική διαφορά όμως μεταξύ των δύο αλγορίθμων εντοπίζεται στην Queue_Insertion(Q, j). Στον αλγόριθμο των Pape- Levit  η λειτουργία αυτή ωθεί την κορυφή j στην κορυφή της στοίβας S αν η κορυφή έχει σαρωθεί ξανά ή στο τέλος της ουράς Q διαφορετικά. Στον αλγόριθμο του Pallottino,  η Queue_Insertion(Q, j) εισάγει την κορυφή j στην κεφαλή της πρώτης ουράς αν η κορυφή έχει σαρωθεί ξανά ή στην κεφαλή της δεύτερης αν η κορυφή δεν έχει ξανασαρωθεί.

Στο σημείο αυτό, έχοντας συζητήσει για την διαδικασία κατασκευής του δένδρου συντομότερων μονοπατιών και με βάση τον τρόπο που ορίζεται το σύνολο W, είναι φανερό ότι και στους δύο αλγόριθμους αυτής της ενότητας όταν δεν υπάρχουν κορυφές με ετικέτα στο W, το τρέχον δένδρο που ορίζεται από τις κορυφές του συνόλου W είναι δένδρο συντομότερων μονοπατιών για τον υπογράφο ( του γράφου- εισόδου ) που ορίζεται από το W. Και οι δύο αλγόριθμοι επεκτείνουν το W μόνο όταν δεν υπάρχουν κορυφές με ετικέτα σ' αυτό. Σ' αυτήν την περίπτωση προστίθεται ακριβώς μία κορυφή  υ με ετικέτα στο W και έως την επόμενη φορά που δεν θα υπάρχουν κορυφές με ετικέτα στο W κατασκευάζεται το δένδρο συντομότερων μονοπατιών που αντιστοιχεί στον υπογράφο που ορίζεται από τις κορυφές του W U {υ}. Από τον τρόπο με τον οποίο οι δύο αυτοί αλγόριθμοι κατασκευάζουν το δένδρο συντομότερων μονοπατιών ( επεκτείνοντας το σύνολο W, τον υπογράφο που αντιστοιχεί σ' αυτό και το δένδρο συντομότερων μονοπατιών στη συνέχεια ) οι δύο αλγόριθμοι που περιγράψαμε ονομάζονται  «αλγόριθμοι επέκτασης γράφου». [CGR93]

2.4.2 Ο αλγόριθμος Κατωφλίου ( Threshold algorithm)
O αλγόριθμος αυτός αποτελεί έναν συνδυασμό ιδεών που συναντήσαμε στους αλγορίθμους των Bellman- Ford- Moore, του Dijkstra και του γράφου που επαυξάνεται.[CGR93] Ο αλγόριθμος Κατωφλίου χωρίζει το σύνολο των κορυφών με ετικέτα σε δύο υποσύνολα, που ονομάζονται NOW και NEXT και κρατούνται σε δύο FIFO ουρές. Στην αρχή κάθε επανάληψης του αλγορίθμου, το σύνολο NOW είναι άδειο. Ο αλγόριθμος πήρε το όνομα αυτό διότι κρατά μία παράμετρο κατωφλίου t η οποία αρχικά τίθεται ίση με το ζυγισμένο μέσο όρο της ελάχιστης και της μέσης ετικέτας απόστασης των κορυφών που βρίσκονται στο NEXT. Σε κάθε επανάληψη, μεταφέρονται κορυφές υ, των οποίων οι ετικέτες απόστασης είναι μικρότερες ή ίσες από την παράμετρο κατωφλίου( δηλαδή είναι d[υ] <= t ), από το σύνολο NEXT στο  σύνολο NOW και σαρώνονται οι κορυφές στο NOW. Οι κορυφές που αποκτούν ετικέτα κατά την επανάληψη, προστίθενται στο NEXT. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν το NEXT είναι άδειο στο τέλος μίας επανάληψης. 
2.4.3 Αλγόριθμοι Τοπολογικής Ταξινόμησης
Είδαμε ότι ένας πιθανός τρόπος να βελτιώσουμε τη συμπεριφορά του αλγορίθμου των Bellman- Ford είναι να επιτρέπουμε τη “ σάρωση “ μιας κορυφής μόνο όταν καμία από τις  πιθανές γονικές κορυφές της δεν βρίσκεται στην ουρά των “ προς σάρωση “ κορυφών.[CGR93] Αναφέραμε το τέχνασμα αυτό ως parent- checking heuristic και αποφανθήκαμε ότι αν δεν έχει μεγάλο υπολογιστικό κόστος μπορεί να βελτιώσει την συμπεριφορά του αλγορίθμου διότι μας αποτρέπει από περιττές σαρώσεις κορυφών.

Η ιδέα αυτή μπορεί να γενικευτεί οπότε παίρνει την εξής μορφή :  'Έστω ότι οι κορυφές υ και w έχουν ετικέτα και ότι υπάρχει μονοπάτι από την υ στην w. Είναι προτιμότερο να σαρώσουμε την υ πριν από την w, διότι γνωρίζουμε ότι η ετικέτα d[w] είναι μεγαλύτερη από την συντομότερη απόσταση από την κορυφή- αφετηρία s στην w. 

Οι Goldberg και Radzik έχουν αναπτύξει έναν αλγόριθμο που αξιοποιεί την παραπάνω ιδέα. Τον αλγόριθμο αυτό περιγράφουμε αμέσως τώρα κάνοντας την παραδοχή ότι ο G δεν έχει κύκλους μηδενικού ή αρνητικού κόστους για να απλοποιήσουμε την περιγραφή του.

Ο αλγόριθμος των Goldberg και Radzik κρατά των σύνολο των κορυφών με ετικέτα σε δύο σύνολα, A και Β. Κάθε κορυφή με ετικέτα βρίσκεται ακριβώς σε ένα σύνολο. Αρχικά Α= Ο και Β={s}. Στην αρχή κάθε περάσματος, ο αλγόριθμος χρησιμοποιεί το σύνολο B για να υπολογίσει το σύνολο Α των κορυφών προς σάρωση κατά τη διάρκεια του περάσματος, και αρχικοποιεί εκ νέου το Β ως το κενό σύνολο. Το Α είναι ένα γραμμικά διατεταγμένο σύνολο. Κατά τη διάρκεια του περάσματος, στοιχεία αφαιρούνται ανάλογα με τη διάταξη του Α και σαρώνονται. Οι νέες κορυφές με ετικέτα προστίθενται στο Β. Ένα πέρασμα τελειώνει όταν το Α αδειάσει. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν το Β είναι άδειο στο τέλος ενός περάσματος. Ο αλγόριθμος κατασκευάζει το Α από το Β με τον ακόλουθο τρόπο :

1. Για κάθε κορυφή υ ε Β από την οποία δεν φεύγει κάποια ακμή με αρνητικό ανηγμένο κόστος, διαγράφουμε την υ από το B και σημειώνουμε ότι έχει σαρωθεί.

2. Έστω Α το σύνολο των κορυφών που είναι προσβάσιμες από το Β. Σημειώνουμε όλες τις κορυφές του Α ως κορυφές με ετικέτα.

3. Εφαρμόζουμε τοπολογική ταξινόμηση για να ταξινομήσουμε το Α έτσι ώστε για κάθε ζεύγος κορυφών υ και w στο Α τέτοιο ώστε το (υ, w ) να ανήκει στον ανηγμένο γράφο, η υ προηγείται της w και γι' αυτό η υ θα σαρωθεί πριν την w.

O αλγόριθμος πετυχαίνει το ίδιο όριο με τον αλγόριθμο των Bellman- Ford- Moore.

Επειδή ο αλγόριθμος των Goldberg και Radzik χρησιμοποιεί τον αλγόριθμο τοπολογικής ταξινόμησης αναφέρουμε σύντομα τις προϋποθέσεις υπό τις οποίες μπορεί να χρησιμοποιηθεί η τοπολογική ταξινόμηση καθώς και τι επιτυγχάνει. Ο αλγόριθμος τοπολογικής ταξινόμησης εφαρμόζεται σε κατευθυνόμενους ακυκλικούς γράφους. Οι ακυκλικοί γράφοι χρησιμοποιούνται συχνά για να υποδείξουν προτεραιότητα μεταξύ των κορυφών και ότι αυτές αντιπροσωπεύουν ανάλογα με την εφαρμογή. Στόχος της τοπολογικής ταξινόμησης είναι να διατάξει γραμμικά τις κορυφές γράφου G, έτσι ώστε αν ο G περιέχει μία ακμή (υ, w), τότε η κορυφή υ να εμφανίζεται πριν από την w στην διάταξη. Δηλαδή, η τοπολογική ταξινόμηση διατάσσει τις κορυφές του γράφου κατά μήκος μίας οριζόντιας γραμμής έτσι ώστε όλες οι κατευθυνόμενες ακμές να πηγαίνουν από αριστερά προς τα δεξιά. Προφανώς, ο γράφος πρέπει να είναι ακυκλικός διότι διαφορετικά η γραμμική διάταξη δεν είναι δυνατή. Ο αλγόριθμος τοπολογικής ταξινόμησης χρησιμοποιεί την αναζήτηση κατά βάθος και μπορεί εν συντομία να περιγραφεί ως εξής[CLR+01] :

TOPOLOGICAL- SORT(G)

1. call DFS(G) to compute finishing times f[υ] for each vertex υ
2. as each vertex is finished, insert it onto the front of a linked list

3. return the linked list of vertices
2.5 O αλγόριθμος Floyd- Warshall
Οι αλγόριθμοι που είδαμε μέχρι στιγμής επιλύουν το single- source shortest- paths πρόβλημα. Για λόγους πληρότητας και επειδή είναι ένας από τους βασικούς αλγορίθμους συντομότερων μονοπατιών θα αναφερθούμε τώρα στον αλγόριθμο των Floyd- Warshall, ο οποίος όμως επιλύει το all- pairs shortest- paths πρόβλημα. Στο πρόβλημα αυτό, δεδομένου ενός κατευθυνόμενου γράφου G= (V, E), αναζητούμε συντομότερα μονοπάτια μεταξύ των κορυφών u και υ, για κάθε ζεύγος κορυφών u, υ. 

Είναι φανερό ότι το πρόβλημα που εμείς εξετάζουμε, δηλαδή η εύρεση συντομότερου μονοπατιού μεταξύ ενός ζεύγους κορυφών, μίας κορυφής- αφετηρίας και μίας κορυφής- προορισμού αποτελεί υποπρόβλημα του all- pairs shortest- paths προβλήματος.

Ο αλγόριθμος των Floyd- Warshall ακολουθεί τις αρχές του δυναμικού προγραμματισμού. [CLR+01]ότι ο γράφος G= (V, E) αναπαρίσταται από έναν πίνακα διπλανών κορυφών και όχι από μία λίστα γειτονικών κορυφών, όπως είδαμε στους αλγορίθμους που έχουμε συζητήσει μέχρι τώρα. Η είσοδος του αλγορίθμου είναι ένας πίνακαςW, n x n, που αντιπροσωπεύει τα βάρη ακμών κατευθυνόμενου γράφου G, με n κορυφές. Δηλαδή, W= [ wij], όπου

         { 0




       , αν i= j

Wij= { το βάρος της κατευθυνόμενης ακμής ( i, j), αν i<>j και (i, j) ε Ε

         { 0




        , αν i <> j και (i, j) ε/ Ε.

Ο γράφος μπορεί να περιέχει ακμές αρνητικού βάρους, αλλά υποθέτουμε ότι δεν περιέχει κύκλους αρνητικού βάρους.

Η έξοδος του αλγορίθμου είναι ένας n x n πίνακας D=[ dij ], όπου dij είναι το βάρος συντομότερου μονοπατιού από την κορυφή I στην κορυφή j. Δηλαδή, όταν ο αλγόριθμος τερματίσει, ισχύει dij= δ(i,j), όπου δ(i, j) είναι το βάρος συντομότερου μονοπατιού από την κορυφή I στην κορυφή j. Επιπλέον, χρειάζεται να υπολογίσουμε όχι μόνο τα βάρη των συντομότερων μονοπατιών, αλλά και έναν πίνακα κορυφών- γονιών Π= [πij], όπου το πij είναι nil αν i=j ή αν δεν υπάρχει μονοπάτι από την i στην j, ή διαφορετικά το πij είναι κορυφή- γονιός της κορυφής j σε ένα συντόμοτερο προς αυτήν μονοπάτι από την i. 

Ο αλγόριθμος θεωρεί τις  «ενδιάμεσες» κορυφές ενός συντομότερου μονοπατιού, όπου " ενδιάμεση " κορυφή ενός απλού μονοπατιού p= < v1, v2,...,vl > είναι οποιαδήποτε κορυφή του p εκτός των v1 και vl, δηλαδή οποιαδήποτε κορυφή του συνόλου < v2, v3, ..., vl-1 >.

O αλγόριθμος των Floyd- Warshall βασίζεται στην ακόλουθη παρατήρηση. Έστω ότι οι κορυφές του  G είναι το σύνολο V= { 1,2,..., n}, και ας θεωρήσουμε ένα υποσύνολο {1, 2, ..., k} των κορυφών για κάποιο k. Για οποιοδήποτε ζεύγος κορυφών i, j ε V, ας θεωρήσουμε όλα τα μονοπάτια από το i στο j των οποίων οι ενδιάμεσες κορυφές προέρχονται όλες από το {1, 2, ..., k}, και έστω p μονοπάτι ελαχίστου βάρους ανάμεσά τους. ( To μονοπάτι p είναι απλό, αφού υποθέσαμε ότι ο G δεν περιέχει κύκλους αρνητικού βάρους.) Ο αλγόριθμος των Floyd- Warshall αξιοποιεί τη σχέση ανάμεσα στο μονοπάτι p και τα συντομότερα μονοπάτια από το i στο j με όλες τις ενδιάμεσες κορυφές στο σύνολο {1, 2, 3, ..., k-1}. Η σχέση εξαρτάται από το αν  είναι ή όχι το k ενδιάμεση κορυφή στο μονοπάτι p.

Αν το k δεν είναι ενδιάμεση κορυφή στο μονοπάτι p, τότε όλες οι ενδιάμεσες κορυφές του μονοπατιού p είναι στο σύνολο {1, 2, ..., k-1}.΄Έτσι, ένα συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή i προς την κορυφή j με όλες τις ενδιάμεσες κορυφές στο σύνολο { 1, 2, ..., k-1} είναι επίσης συντομότερο μονοπάτι από το i προς το j με όλες τις ενδιάμεσες κορυφές στο σύνολο {1, 2, ..., k}.

Αν το k είναι ενδιάμεση κορυφή του μονοπατιού p, τότε «σπάμε» το p σε i ~~~>(p1) k ~~> (p2) j. Τότε, σύμφωνα με το Λήμμα 25.1, το p1 είναι ένα συντομότερο μονοπάτι από το i στο k με όλες τις ενδιάμεσες κορυφές στο σύνολο {1, 2, ..., k}. Στην πραγματικότητα, η κορυφή k δεν είναι ενδιάμεση κορυφή στο μονοπάτι p1, και έτσι το p1 είναι ένα συντομότερο μονοπάτι από το i στο k με όλες τις ενδιάμεσες κορυφές στο σύνολο {1, 2, ..., k-1}. Oμοίως, το p2 είναι ένα συντομότερο μονοπάτι από την κορυφή k προς την κορυφή  j με όλες τις ενδιάμεσες κορυφές στο σύνολο { 1, 2, ..., k-1}.

Μία αναδρομική λύση για το all- pairs shortest- paths πρόβλημα

Έστω dij(k) το βάρος συντομότερου μονοπατιού από την κορυφή I προς την κορυφή j με όλες τις ενδιάμεσες κορυφές να ανήκουν στο σύνολο {1, 2, ..., k}. Όταν k=0, ένα μονοπάτι από την κορυφή I προς την κορυφή j στο οποίο δεν μετέχουν ακμές με αρίθμηση υψηλότερη από 0, δεν έχει καθόλου ενδιάμεσες ακμές. Έτσι, αποτελείται από μία ακμή το πολύ και επομένως dij(0)= wij. Με βάση τις παρατηρήσεις της προηγούμενης παραγράφου, μπορούμε να δώσουμε τον ακόλουθο αναδρομικό ορισμό :

{wij,  αν k=0,





(1)

dij(k) =  {min( dij(k-1), dik(k-1) + dkj(k-1),  αν k>=1.

Ο πίνακας D(n)= ( dij(n) ) δίνει την τελική απάντηση- dij(n) = δ(i, j) για όλα τα i,j ε V- διότι όλες οι ενδιάμεσες κορυφές είναι στο σύνολο { 1, 2, ..., n }.

Εφαρμόζοντας αναδρομικά την σχέση (1), μπορούμε να υπολογίσουμε τις τιμές dij(k) με αύξουσα σειρά των τιμών k χρησιμοποιώντας την ακόλουθη διαδικασία που είναι ο ψευδοκώδικας που αντιστοιχεί στον αλγόριθμο των Floyd- Warshall :

FLOYD- WARSHALL (W)

1 n<-- rows[W]

2 D(0) <-- W

3 for k<--1 to n

4
do for i<--1 to n

5

do for j<--1 to n

6


dij(k) <-- min ( dij(k-1), dik(k-1) + dkj(k-1) )

7 return D(n)

Στην γραμμή 1, το n αρχικοποιείται στην τιμή του πλήθους των γραμμών του πίνακα W. Στην γραμμή 2, o πίνακας D τίθεται ίσος με τον πίνακα των βαρών των ακμών του γράφου, W, σύμφωνα με το πρώτο σκέλος της σχέσης (1). Στις γραμμές 3-5 έχουμε τρία εμφωλευμένα for- loops μέσα στα οποία βρίσκεται η γραμμή 6 που υπολογίζει τις τιμές των στοιχείων του πίνακα D με βάση το δεύτερο σκέλος της σχέσης (1). Τα for- loops των γραμμών 4 και 5 μας επιτρέπουν να κινούμαστε στις γραμμές και τις στήλες του πίνακα D αντιστοίχως. To for- loop της γραμμής 3 επιτρέπει την ενημέρωση των στοιχείων του D με αύξουσα σειρά των τιμών k. Δηλαδή, για k=1 η κορυφή 1 μπορεί να είναι ενδιάμεση στο μονοπάτι μας ( επιτρέπεται να περάσουμε από την κορυφή 1), για k=2 επιτρέπεται και η κορυφή 2 να είναι ενδιάμεση στο μονοπάτι μας ( μπορούμε να περάσουμε και από αυτήν), και κ.ο.κ.  Η γραμμή 7 επιστρέφει τον πίνακα D, με τα βάρη συντομότερων μονοπατιών μεταξύ όλων των ζευγών των κορυφών.

Ο χρόνος που τρέχει ο αλγόριθμος των Floyd- Warshall καθορίζεται από τα τριπλά φωλιασμένα for loops των γραμμών 3-6. Κάθε εκτέλεση της γραμμής 6 παίρνει χρόνο Ο(1). Ο αλγόριθμος έτσι τρέχει σε χρόνο Θ(n3). O κώδικας είναι αυστηρός, χωρίς περίπλοκες δομές δεδομένων, και έτσι η σταθερά που κρύβεται στην παράσταση Θ είναι μικρή. Έτσι, ο αλγόριθμος των Floyd- Warshall είναι αρκετά πρακτικός ακόμα και για γράφους- εισόδους μεσαίου μεγέθους.

2.6 Ο αλγόριθμος Α- Star
Ο αλγόριθμος Α-Star ανήκει στην κατηγορία των πληροφορημένων αλγορίθμων αναζήτησης. Οι αλγόριθμοι αυτοί χρησιμοποιούν κάποια  ευριστική συνάρτηση με τη βοήθεια της οποίας αξιολογούν τις επόμενες πιθανές καταστάσεις και επιλέγουν την καλύτερη από αυτές. [ΣΤ04]
Ο αλγόριθμος Α- Star είναι αποτέλεσμα συνδυασμού της άπληστης αναζήτησης με την αναζήτηση με βάση το κόστος. Πραγματοποιεί μία ταξινόμηση των καταστάσεων (κορυφών) με βάση τη συνάρτηση f(k)= g(k) + h(k). Η συνάρτηση g αντιπροσωπεύει το κόστος για να φθάσουμε από την κορυφή- αφετηρία στην κορυφή k, ενώ η συνάρτηση h είναι μία ευριστική συνάρτηση που εκτιμά την απόσταση από την κορυφή k στην οποία βρισκόμαστε μέχρι την κορυφή- προορισμό. To πόσο χρήσιμη θα είναι η h, εξαρτάται από 

το πόσο καλή είναι η εκτίμηση που κάνει. Ο περιορισμός που την διέπει είναι ότι απαγορεύεται  για κάθε κορυφή- στόχο ( προορισμό) η h να παίρνει την τιμή 0. Επίσης, για να δουλεύει καλά ο Α- Star θα πρέπει η συνάρτηση h να είναι «αισιόδοξη», δηλαδή να μην υπερεκτιμά την απόσταση μέχρι τον προορισμό. 

 Με βάση τα όσα είπαμε παραπάνω, είναι φανερό ότι η συνάρτηση f είναι ουσιαστικά μία εκτίμηση της καλύτερης λύσης που οδηγεί από την κορυφή- αφετηρία στην κορυφή- προορισμό διαμέσου της κορυφής k και με την προϋπόθεση που μόλις αναφέραμε για την h, η συνάρτηση f(k) δεν υπερεκτιμά το πραγματικό κόστος της βέλτιστης λύσης που περνά από την κορυφή k. Η ιδιότητα αυτή της f αποτελεί εγγύηση ότι ο Α- Star θα βρει πάντοτε λύση και μάλιστα θα βρει πρώτα τη βέλτιστη λύση. Είναι, δηλαδή, ο αλγόριθμος Α- Star, πλήρης και βέλτιστος. Ακολουθεί περιγραφή του Α- Star με ψευδοκώδικα :

Αλγόριθμος Α- Star
•
Δημιούργησε μία ουρά ( queue ) που αρχικά έχει τη ρίζα ( root ).

•
Έως ότου η ουρά είναι άδεια ή ο στόχος έχει βρεθεί, έλεγξε αν το πρώτο στοιχείο είναι ο στόχος.


Αν είναι μην κάνεις τίποτα.

Αν δεν είναι, τότε :



βγάλε το πρώτο στοιχείο
βάλε τα παιδιά του πρώτου στοιχείου πίσω στην ουρά
ταξινόμησε όλη την ουρά με βάση την f(s) ( ο καλύτερος κόμβος μπροστά )
•
Αν έχει βρεθεί ο στόχος, τότε έχουμε επιτυχία, αλλιώς, αποτυχία.

Με τον αλγόριθμο A- Star μπορούμε να πετύχουμε βελτίωση της συμπεριφοράς του Dijkstra στη μέση περίπτωση. Η βελτίωση αυτή οφείλεται στο γεγονός ότι για να κατασκευάσουμε το συντομότερο μονοπάτι από την αφετηρία s προς τον προορισμό d, χρησιμοποιούμε την αρχική εκτίμηση για να φθάσουμε από την s στη γειτονική κορυφή της x- g- αλλά και την εκτίμηση για να φθάσουμε από την x στην d. Δηλαδή, χρησιμοποιούμε καθολική πληροφορία για το γράφο για να κατευθύνουμε την αναζήτηση του συντομότερου μονοπατιού από την s στην d.

Κάνοντας χρήση της παραπάνω τεχνικής, ο αλγόριθμος A- Star τρέχει πολύ γρήγορα για τους δύο παρακάτω λόγους :

Το δένδρο του συντομότερου μονοπατιού μεγαλώνει προς την κατεύθυνση της κορυφής- προορισμού, d.

Η αναζήτηση του συντομότερου μονοπατιού μπορεί να τερματιστεί μόλις η κορυφή- προορισμός d προστεθεί στο δένδρο συντομότερων μονοπατιών, δηλαδή δεν χρειάζεται να κατασκευαστεί μέχρι τέλους το δένδρο συντομότερων μονοπατιών οπότε εξοικονομείται υπολογιστικός χρόνος. [JMN98]
To μόνο πρόβλημα που μπορεί να δημιουργηθεί είναι το εξής :

Επειδή ο αλγόριθμος A- Star χειρίζεται τις κορυφές με βάση την τιμή της συνάρτησης f, υπάρχει μία περίπτωση ο αλγόριθμος να μην τερματίσει ποτέ. Αυτό μπορεί να συμβεί αν υπάρχουν άπειρες κορυφές με τιμή της συνάρτησης f μικρότερη του κόστους της καλύτερης λύσης. Τότε, ο αλγόριθμος δεν θα βρει ποτέ τη λύση. Ωστόσο, η περίπτωση αυτή είναι οριακή, απαντάται σπάνια και αν εμφανισθεί είναι δυνατόν να την ανιχνεύσουμε και να αποφύγουμε τη χρήση του αλγορίθμου A- Star.
3

Δίκτυα- Βασικές έννοιες και τρόποι αναπαράστασης
3.1 Ορισμός δικτύου
Γενικός Ορισμός : Ένα δίκτυο είναι ένα σύστημα γραμμικών χαρακτηριστικών που συνδέονται σε διασταυρώσεις και κόμβους. Οι κόμβοι μέσα σε ένα δίκτυο συνδέονται μέσω του γραμμικού χαρακτηριστικού που ονομάζεται ακμή. Δηλαδή, κάθε ακμή αντιστοιχεί σε ένα ζεύγος κόμβων (i, j) και συνδέει τον κόμβο i με τον κόμβο j. 

Τυπικά, ένα δίκτυο ορίζεται ως ένας κατευθυνόμενος γράφος G= (N, E) που αποτελείται από ένα σύνολο κόμβων Ν= | n| και ένα σύνολο ακμών E= |m|, αν n είναι ο αριθμός των ακμών και m ο αριθμός των κόμβων.

Δίκτυο μέσων μεταφοράς : Σε ένα δίκτυο μέσων μεταφοράς, οι κόμβοι αντιστοιχούν σε στάσεις των γραμμών των μέσων μεταφοράς που απαρτίζουν το δίκτυο. Οι ακμές μεταξύ των κόμβων  ενώνουν διαδοχικές στάσεις, δηλαδή είναι τμήματα της διαδρομής που ακολουθούν μία ή περισσότερες γραμμές που εξυπηρετούν τις στάσεις- κόμβους.

Ένα μεταφορικό δίκτυο απεικονίζεται συνήθως μέσα στο πλαίσιο ενός γεωγραφικού πληροφοριακού συστήματος (GIS), οπότε κάθε κόμβος αντιστοιχεί σε μία τοποθεσία με γεωγραφικές συντεταγμένες.

Τα μεταφορικά δίκτυα παρίστανται συνήθως από ζυγισμένους γράφους. Δηλαδή, δίπλα από κάθε ακμή υπάρχει μία αριθμητική τιμή γνωστή και ως βάρος. Η τιμή αυτή αποτελεί το κόστος για να διασχίσουμε την ακμή και μπορεί να αναφέρεται σε χρόνο, απόσταση μεταξύ των δύο κόμβων, σε άλλες παραμέτρους ή συνηθέστερα σε συνδυασμό των παραπάνω και άλλων παραμέτρων οπότε και αναφέρεται ως «γενικευμένο κόστος».

3.2 Βασικά στοιχεία ενός δικτύου – Ορισμοί
3.2.1 Βασικά στοιχεία
Τα βασικά στοιχεία ενός δικτύου που συνήθως συναντάμε στα γεωγραφικά πληροφοριακά συστήματα (GIS)  είναι τα μονοπάτια, οι κύκλοι, οι στάσεις , τα κέντρα και οι στροφές.

Μονοπάτι : Μονοπάτι σ’ έναν γράφο και επομένως σε ένα δίκτυο είναι μία πεπερασμένη ακολουθία από διαδοχικούς κόμβους και διαδοχικές ακμές που εναλλάσσονται και στην οποία κάθε ακμή εμφανίζεται μόνο μία φορά. Σε ένα δίκτυο μεταφοράς, ένα μονοπάτι είναι μία ακολουθία διαδοχικών στάσεων.

Συντομότερο Μονοπάτι : Συντομότερο μονοπάτι ( shortest path) που είναι και το ζητούμενο της εργασίας είναι το μονοπάτι με το ελάχιστο κόστος από έναν κόμβο- αφετηρία προς έναν κόμβο- προορισμό. Πρακτικά λοιπόν, το να βρούμε ένα συντομότερο μονοπάτι σημαίνει να βρούμε την ακολουθία εκείνη τοποθεσιών που μας οδηγεί από την αφετηρία στον προορισμό με το λιγότερο κόστος. 

Μονοπάτι- Κύκλος : Ένας κύκλος είναι ένα κλειστό μονοπάτι, δηλαδή ένα μονοπάτι στο οποίο η αφετηρία και ο προορισμός συμπίπτουν.

Στάση : Μία στάση είναι μία τοποθεσία που επισκεπτόμαστε σε ένα μονοπάτι ή κύκλο.

Κέντρο : Ένα κέντρο είναι μία τοποθεσία στην οποία παρέχονται κάποια αγαθά ή υπηρεσίες. Κάτι τέτοιο είναι πιθανό να ενδιαφέρει σ’ ένα γεωγραφικό σύστημα πληροφοριών ωστόσο δεν ενδιαφέρει άμεσα το δικό μας μεταφορικό δίκτυο.

Στροφή : Στροφή σε ένα δίκτυο είναι η μετάβαση από μία ακμή του δικτύου σε μία άλλη.
3.3 Βασικές έννοιες
Οι βασικές έννοιες που μας ενδιαφέρουν σε ένα δίκτυο είναι οι εξής :

Σύνδεσμοι : Οι σύνδεσμοι ενός δικτύου, δηλαδή οι ακμές του, μας ενδιαφέρουν ιδιαιτέρως διότι αυτές καθορίζουν ποιοι κόμβοι είναι προσβάσιμοι, από ποιους κόμβους είναι προσβάσιμοι καθώς και τα δυνατά μονοπάτια που οδηγούν από έναν κόμβο σε κάποιον άλλον. Ενδιαφέρει επίσης και η παράμετρος της κατεύθυνσης ενός συνδέσμου που καθορίζει ποιος κόμβος είναι η κεφαλή και ποιος η ουρά του συνδέσμου αφού σε πολλά δίκτυα οι σύνδεσμοι δεν είναι δικατευθυνόμενοι με αποτέλεσμα  τα δίκτυα αυτά να αναπαρίστανται από γράφους  κατευθυνόμενους, δηλαδή γράφους που δηλώνουν την κατεύθυνση των συνδέσμων τους.

Συνδεδιμότητα (Connectivity) : Με τον όρο συνδεσιμότητα αναφερόμαστε στο χαρακτηριστικό του δικτύου που μετρά την “προσπάθεια “ ,δηλαδή τον ελάχιστο αριθμό συνδέσμων  που απαιτούνται για να φθάσουμε από όλους τους κόμβους σε όλους τους υπόλοιπους κόμβους.

Προσβασιμότητα (Accessibility) : Η προσβασιμότητα ( accessibility ) είναι το χαρακτηριστικό του δικτύου που αποτελεί μέτρο της “προσπάθειας” που απαιτείται για να φθάσουμε σε όλους ή σε κάποιους κόμβους από έναν συγκεκριμένο κόμβο.

Μονοπάτια- Fundamental circuits : Τα μονοπάτια είναι από τις βασικότερες έννοιες που ενδιαφέρουν σε ένα δίκτυο. Το αντικείμενο άλλωστε αυτής της διπλωματικής είναι η εύρεση συντομότερων μονοπατιών. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει για κάποια δίκτυα η έννοια των fundamental circuits. Πρόκειται για κλειστά μονοπάτια που δεν περιέχουν άλλα κλειστά μονοπάτια.
3.4 Μέτρα δικτύου
Στην προσπάθεια να «ποσοτικοποιηθούν» κατά το δυνατόν τα χαρακτηριστικά ενός δικτύου, έτσι ώστε να είναι δυνατή η σύγκριση μεταξύ δικτύων αλλά κυρίως η εξαγωγή συμπερασμάτων για τη συμπεριφορά ενός δικτύου ανάλογα με τα χαρακτηριστικά του, ορίζονται κάποια μεγέθη που αποτελούν «μέτρα» για το δίκτυο. Εδώ ορίζουμε τα σημαντικότερα μεγέθη που αποτελούν μέτρα ενός δικτύου που είναι τα εξής :

Δείκτης Βήτα ( Beta Index ) : Ο δείκτης αυτός συγκρίνει τον αριθμό των συνδέσμων με τον αριθμό των κόμβων σε ένα δίκτυο.

Δείκτης Γάμμα (Gamma Index ) : Ο δείκτης Γάμμα συγκρίνει τον πραγματικό αριθμό συνδέσμων με τον μέγιστο αριθμό συνδέσμων.

Δείκτης Άλφα ( Alpha Index ) : Συγκρίνει τον αριθμό των πραγματικών (fundamental ) “ circuits “ με τον μέγιστο αριθμό όλων των δυνατών fundamental circuits.

Associated Number ( ή Koenig Number ) : Μετρά την προσβασιμότητα ( ή  κεντρικότητα ) ενός κόμβου από τον αριθμό των συνδέσμων που απαιτούνται για να συνδεθεί αυτός ο κόμβος με τον ( τοπολογικά ) πιο απομακρυσμένο κόμβο του δικτύου.

Δείκτης Shimbel ( Shimbel Index ) : Μετρά τον ελάχιστο αριθμό συνδέσμων που είναι απαραίτητοι για να συνδεθεί ένας κόμβος με όλους τους κόμβους στο δίκτυο.

Διάμετρος δικτύου : Είναι ο αριθμός των συνδέσμων σε ένα συντομότερο μονοπάτι μεταξύ του ζεύγους των πιο απομακρυσμένων κόμβων. Η διάμετρος ενός δικτύου είναι απαραίτητη για να αναγνωρίσουμε τον αριθμό των πολλαπλασιασμών πινάκων ( με χρήση πίνακα διπλανών κορυφών ) που απαιτούνται για να «συμπληρώσουμε» τα «κουτιά» στον «πίνακα- λύση» (π.χ. για να εξασφαλίσουμε ότι όλοι οι κόμβοι είναι άμεσα ή έμμεσα συνδεδεμένοι μεταξύ τους όταν μας ενδιαφέρει η προσβασιμότητα των κόμβων του δικτύου. Συγκεκριμένα, για να υπολογίσουμε κάτι τέτοιο πρέπει να υψώσουμε τον πίνακα διπλανών κορυφής σε εκθέτη ίσο με την διάμετρο.)

Bαθμός κόμβου : Είναι το άθροισμα των ( άμεσων ) συνδέσμων που συνδέουν έναν κόμβο με τους γειτονικούς του. Μπορεί να υπολογιστεί αν αθροίσουμε τις γραμμές ή τις στήλες του πίνακα (άμεσων ) συνδέσμων. Το όριο του σχετίζεται με την έλλειψη θεώρησης των έμμεσων συνδέσμων.

3.5 Οπτική απεικόνιση δικτύου
Για να απεικονίσουμε οπτικά ένα δίκτυο κάνουμε συνήθως τα εξής :

Σε κάθε κόμβο αντιστοιχίζουμε έναν αριθμό που χρησιμεύει για να τον αναγνωρίζουμε από τους υπόλοιπους και ο οποίος τοποθετείται στο εσωτερικό του κύκλου που απεικονίζει τον κόμβο.

Κάθε ακμή απεικονίζεται ως ένα ευθύγραμμο τμήμα που ενώνει δύο κόμβους. Η κατεύθυνση του βέλους δηλώνει τη διάταξη των κόμβων στην ακμή. Επίσης, δίπλα από κάθε ακμή εμφανίζεται ένας αριθμός που είναι το κόστος για να διασχίσουμε τη συγκεκριμένη ακμή.

 Ο γράφος G= (N, E) που φαίνεται παρακάτω είναι ένα δίκτυο και θα τον χρησιμοποιήσουμε για να δείξουμε τους τρόπους με τους οποίους μπορεί να αναπαρασταθεί ένα δίκτυο :
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3.6 Τρόποι αναπαράστασης δικτύων
Αφού είδαμε την οπτική αναπαράσταση ενός δικτύου, ήρθε η ώρα να δούμε πώς αυτό αναπαρίσταται σε έναν ηλεκτρονικό υπολογιστή. Ο τρόπος με τον οποίο επιλέγουμε να αναπαραστήσουμε ένα δίκτυο είναι ζωτικής σημασίας για το performance των αλγορίθμων που εφαρμόζονται σε αυτό. Η επιλογή γίνεται με βάση το μέγεθος του δικτύου ( δηλαδή τον αριθμό κόμβων του γράφου) και με το αν πρόκειται για αραιό ή πυκνό δίκτυο ( θα αναφερθούμε σ’ αυτό αναλυτικότερα στη συνέχεια). 

Για να αναπαραστήσουμε ένα δίκτυο ουσιαστικά χρησιμοποιούμε μία δομή δεδομένων. Από την επιλογή της δομής αυτής επηρεάζεται η ταχύτητα κάποιων αλγορίθμων και από αυτήν εξαρτάται άμεσα και ο αποθηκευτικός χώρος που θα χρειαστεί για την αναπαράσταση στον υπολογιστή.

Παρακάτω αναφέρουμε και αναλύουμε τους βασικούς τρόπους αναπαράστασης ενός δικτύου :

3.6.1 Πίνακας γειτνίασης κόμβων ( ή πίνακας διπλανών κορυφών)
Θεωρούμε τον γράφο G=(N, E) του παραπάνω σχήματος. Ο πίνακας γειτνίασης είναι εν γένει ένας n X n πίνακας Α (G), για τον οποίο ισχύει :

A(G)= [aij], όπου aij={ κόστος ακμής, αν (υi, υj)  ε Ε


                     {  0, αλλιώς.

Οι γραμμές και οι στήλες του πίνακα γειτνίασης αντιστοιχούν στους κόμβους του δικτύου. Σύμφωνα με τον ορισμό του πίνακα A(G), μηδενικό στοιχείο στην i- οστή γραμμή και την j- οστή στήλη του πίνακα υποδεικνύει ότι δεν υπάρχει ακμή (i, j) από τον κόμβο i προς τον κόμβο j. Μη μηδενικό στοιχείο στην i- οστή γραμμή και την j- οστή στήλη του πίνακα υποδεικνύει ότι η ακμή (i, j) υπάρχει και δηλώνει την αριθμητική τιμή του κόστους της ακμής αυτής. [ZΑΧ98]
Ο χώρος που απαιτείται για την αποθήκευση ενός πίνακα διπλανών κορυφών είναι a*n^2 για ένα δίκτυο n κόμβων, όπου a σταθερά. 

Η αναπαράσταση με πίνακα διπλανών κορυφών είναι η πιο βασική μορφή αναπαράστασης δικτύου. Είναι η ευκολότερη στην υλοποίηση και η καταλληλότερη για πυκνά δίκτυα. Ο πίνακας γειτνίασης για τον γράφο του σχήματός μας έχει ως εξής :
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3.6.2 Πίνακας πρόσπτωσης κόμβων – ακμών
Θεωρούμε τον γράφο G=(N, E) του σχήματος. Για να κατασκευάσουμε τον πίνακα πρόσπτωσης πρέπει να αριθμήσουμε τις m ακμές του. Έτσι, θα είναι Ε= (l1, l2, l3, …, lm). O πίνακας πρόσπτωσης κόμβων- ακμών είναι ένας n x m πίνακας Β(G) για τον οποίο ισχύει :

B(G)= [bij], όπου bij= { 1, αν η ακμή lj προσπίπτει στον υi


         { 0, αλλιώς

Οι γραμμές του πίνακα πρόσπτωσης αντιστοιχούν στους κόμβους του δικτύου, ενώ οι στήλες του αντιστοιχούν στις ακμές του δικτύου.

Μηδενικό στοιχείο στην i-οστή γραμμή και j- οστή στήλη του πίνακα υποδεικνύει ότι η ακμή με αρίθμηση j δεν προσπίπτει στον κόμβο υi. Μη μηδενικό στοιχείο στην ίδια θέση, υποδεικνύει ότι η ακμή με αρίθμηση j προσπίπτει στον κόμβο υi. [ZΑΧ98]
Ο αποθηκευτικός χώρος που απαιτείται για έναν πίνακα πρόσπτωσης είναι b*n*m, όπου n ο αριθμός κόμβων του δικτύου, m ο αριθμός ακμών και b σταθερά. Η αναπαράσταση με πίνακα πρόσπτωσης είναι εύκολη στην υλοποίηση και ενδείκνυται για πυκνά δίκτυα.

Στον γράφο του παραδείγματός μας, ο αριθμός που έχουμε αντιστοιχίσει σε κάθε ακμή φαίνεται δίπλα της μέσα σε παρένθεση.O γράφος αυτός είναι ένας ζυγισμένος γράφος. Έτσι, στη θέση της μονάδας στην περίπτωση που η ακμή ακμή lj προσπίπτει στον υi εμφανίζεται το κόστος της ακμής. Επιπλέον, ο γράφος είναι και κατευθυνόμενος, δηλαδή κάθε ακμή είναι κατευθυνόμενη από την κεφαλή προς την ουρά. Το κόστος για την κορυφή- ουρά του γράφου εμφανίζεται στον πίνακα με θετικό πρόσημο ενώ για την κορυφή- κεφαλή με αρνητικό.

Με βάση την αρίθμηση που θεωρήσαμε και τις παραπάνω παραδοχές  κατασκευάζουμε τον πίνακα πρόσπτωσης που αντιστοιχεί στον γράφο μας και ο οποίος έχει ως εξής :
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3.6.3 Λίστες γειτνίασης κόμβων ( ή λίστα διπλανών κορυφών )
Θεωρούμε τον γράφο G=(N, E). Σε κάθε έναν από τους κόμβους του αντιστοιχίζουμε μία λίστα. Στην μορφή αυτή αναπαράστασης η i- οστή λίστα αντιστοιχεί στον i- οστό κόμβο οπότε περιέχει όλους τους γειτονικούς κόμβους του κόμβου i, δηλαδή όλους τους κόμβους που συνδέονται με τον i μέσω κάποιας ακμής.

Η λίστα μπορεί να υλοποιηθεί ως σειριακή ή ως συνδεδεμένη. Αν ο αριθμός κόμβων της λίστας είναι καθορισμένος εκ των προτέρων  υλοποιείται ως δομή στατική, διαφορετικά αν θέλουμε να υπάρχει δυνατότητα η λίστα να επεκταθεί ή να συρρικνωθεί κατά την εκτέλεση του προγράμματος υλοποιείται ως δυναμική.

Η πιο ευέλικτη από τις παραπάνω είναι η συνδεδεμένη, δυναμική λίστα. Σ’ αυτήν, για κάθε κόμβο κρατάμε τον αριθμό που λειτουργεί ως αναγνωριστικό του ( identifier) και σε ένα άλλο πεδίο τον δείκτη προς τον επόμενο κόμβο. 

Απαιτούνται n κόμβοι για την αναπαράσταση των κεφαλών και 2*m επιπλέον κόμβοι. Η αναπαράσταση με λίστα διπλανών κορυφών ενδείκνυται αν ο γράφος είναι αραιός. Ακολουθεί η απεικόνιση τις λίστας γειτνίασης που αντιστοιχεί στον γράφο του σχήματός μας :
[1] -> 2
4
[2] -> 3
4
[3] -> 5
[4] -> 2
3 5
[5] -> 3

3.6.4 Αναπαράσταση forward και reverse star 
Για την αναπαράσταση αυτή αποθηκεύουμε τις ακμές που ξεκινούν από τους κόμβους του γράφου ή καταλήγουν σε αυτούς αντιστοίχως, χρησιμοποιώντας μονοδιάστατους πίνακες. [ZHA01] Ξεκινάμε να περιγράψουμε πώς γίνεται η αναπαράσταση forward star και στη συνέχεια θα αναφερθούμε λίγο πιο σύντομα και στην αναπαράσταση reverse star που γίνεται με όμοιο τρόπο. Προκειμένου να φτιάξουμε την αναπαράσταση forward star ενός γράφου, αριθμούμε τις ακμές του έτσι ώστε να δημιουργηθεί μία διάταξη της λίστας ακμών. Ο τρόπος με τον οποίο αριθμούνται οι ακμές έχει ως εξής : 
Πρώτα, αριθμούνται οι ακμές που ξεκινούν από τον κόμβο 1, στη συνέχεια οι ακμές που ξεκινούν από τον κόμβο 2 κ.ο.κ. Αν από έναν κόμβο ξεκινούν περισσότερες από μία ακμές, η σειρά με την οποία αριθμούνται είναι τυχαία.

Ακολούθως, τα δεδομένα που αφορούν τις ακμές αποθηκεύονται σε σειριακά σε μονοδιάστατους πίνακες. Οι πίνακες αυτοί είναι 4 και είναι οι παρακάτω :

Ο πίνακας με τους αύξοντες αριθμούς, ο πίνακας κόμβων από τους οποίους ξεκινούν οι ακμές- Starting_Node [ ]-, ο πίνακας κόμβων στους οποίους καταλήγουν οι ακμές – Ending_Node [ ]- και ο πίνακας που περιέχει τα κόστη των ακμών – Cost [ ].

Έτσι, αν για παράδειγμα σε μία ακμή (i, j) αντιστοιχίσουμε τον αριθμό 3, τότε ο αριθμός του κόμβου από τον οποίο ξεκινά, ο αριθμός του κόμβου που καταλήγει και το κόστος της θα αποθηκευτούν αντιστοίχως στις Starting_Node [3], Ending_Node  [3] και Cost [3].

Ακόμα, για κάθε κόμβο του γράφου κρατάμε έναν δείκτη. Στην τυχούσα κορυφή i αντιστοιχεί ο δείκτης pointer(i). Για τον λόγο αυτό έχουμε ένα πίνακα όπου κρατάμε τους αριθμούς- identifiers των κόμβων και έναν πίνακα με τις αριθμητικές τιμές που τους αντιστοιχούν. Σε κάθε κόμβο αντιστοιχεί, από τους αριθμούς των ακμών που ξεκινούν από αυτόν, ο μικρότερος αριθμός. Στην περίπτωση που δεν υπάρχει ακμή που να ξεκινά από την κορυφή i, ο pointer(i) τίθεται ίσος με  τον pointer(i+1), ενώ για λόγους ακεραιότητας θέτουμε pointer(1)=1 και pointer(n+1)= m+1.

Η αναπαράσταση forward star μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να καθορίσει επαρκώς το σύνολο των ακμών που φεύγουν από οποιαδήποτε κορυφή του γράφου. 

Mε βάση τις παραπάνω παραδοχές και αφού αριθμήσουμε τις εξερχόμενες από κάθε κορυφή του γράφου ακμές, η αναπαράσταση forward star  του γράφου μας έχει ως εξής :
	α/α ακμής
	Starting_node
	Ending_node
	Cost
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	2
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	4
	2
	4
	2

	5
	3
	5
	2

	6
	4
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	5
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	5
	3
	7


Στον παραπάνω πίνακα φαίνεται η λίστα των ακμών όπως διατάσσονται στην αναπαράσταση forward star ενώ ακολουθεί ο πίνακας με τους δείκτες προς κάθε ακμή στην ίδια αναπαράσταση :
	Κόμβος
	Αριθμός ακμής

	1
	1

	2
	3

	3
	5

	4
	6

	5
	9

	6
	10


Σε πλήρη αντιστοιχία με την αναπαράσταση forward star, η αναπαράσταση reverse star μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να καθορίσει επαρκώς το σύνολο των εισερχομένων ακμών προς οποιαδήποτε κορυφή. Κατασκευάζεται με όμοιο τρόπο με την αναπαράσταση forward star μόνο που τώρα οι εισερχόμενες σε κάθε ακμή κορυφές είναι αυτές που αριθμούνται.

Οι πίνακες που ακολουθούν δείχνουν την αναπαράσταση reverse star του γράφου μας. Στον πρώτο εικονίζεται η λίστα των ακμών ενώ ο δεύτερος είναι ο πίνακας με τους δείκτες :
	α/α ακμής
	Starting_node
	Ending_node
	Cost

	1
	1
	2
	3

	2
	4
	2
	1

	3
	2
	3
	6

	4
	4
	3
	4

	5
	5
	3
	7

	6
	1
	4
	5

	7
	2
	4
	2

	8
	3
	5
	2

	9
	4
	5
	6


	α/α ακμής
	Starting_node
	Ending_node
	Cost

	1
	1
	2
	3

	2
	4
	2
	1

	3
	2
	3
	6

	4
	4
	3
	4

	5
	5
	3
	7

	6
	1
	4
	5

	7
	2
	4
	2

	8
	3
	5
	2

	9
	4
	5
	6


Είναι φανερό ότι όταν χρησιμοποιούμε την αναπαράσταση forward star και την αναπαράσταση reverse star  για να παραστήσουμε ένα δίκτυο, ένα σημαντικό ποσό πληροφοριών απ’ αυτές που αποθηκεύονται στον υπολογιστή είναι οι ίδιες, δηλαδή υπάρχει ένα σημαντικό ποσό διπλότυπων πληροφοριών. 

Για να αποφευχθεί κάτι τέτοιο, μπορούμε να κρατήσουμε έναν μόνο πίνακα που καλείται trace. Ο πίνακας αυτός αποθηκεύει τους αριθμούς των ακμών στην forward star αναπαράσταση με σειρά που αντιστοιχεί στην σειρά με την οποία οι ακμές αυτές εμφανίζονται στην αναπαράσταση reverse star.

Για παράδειγμα, η δεύτερη ακμή στην αναπαράσταση reverse star είναι η ακμή (4,2) της οποίας ο αριθμός στην αναπαράσταση forward star είναι το 6. Έτσι, trace(2)=6. Η πέμπτη ακμή στην αναπαράσταση reverse star είναι η (5,3) της οποίας ο αριθμός ακμής στην αναπαράσταση forward star είναι ο 9. Δηλαδή, έχουμε trace(5)=9. Με τον ίδιο τρόπο μπορούμε να υπολογίσουμε όλα τα στοιχεία του πίνακα trace του οποίου το μέγεθος θα είναι m, όσο δηλαδή και το πλήθος των ακμών του δικτύου.

Ο χώρος που απαιτείται για την αποθήκευση στον υπολογιστή ενός δικτύου με n κόμβους και m ακμές με χρήση της αναπαράστασης forward και reverse star είναι an + bm, όπου τα a, b είναι σταθερές.

Το πλεονέκτημα της αναπαράστασης forward και reverse star έναντι των άλλων τρόπων αναπαράστασης είναι ότι εξοικονομεί χώρο. Η αναπαράσταση αυτή μπορεί να γίνει αντικείμενο χειρισμού εύκολα και είναι κατάλληλη τόσο για πυκνά όσο και για αραιά δίκτυα.

3.7 Σύγκριση των τρόπων αναπαράστασης
Συνοψίζοντας όλα όσα είδαμε παραπάνω μπορούμε να αποφανθούμε τα εξής για τους τρόπους αναπαράστασης ενός δικτύου :
· πιο βασικός τρόπος αναπαράστασης είναι ο πίνακας διπλανών κορυφών. Το πλεονέκτημά του είναι ότι είναι ο ευκολότερος στην υλοποίηση. Ωστόσο «κοστίζει» σε αποθηκευτικό χώρο γι’ αυτό και είναι ο πλέον κατάλληλος για πυκνά δίκτυα.

· Για τον πίνακα κόμβων-ακμών ισχύει ότι και για τον πίνακα διπλανών κορυφών. Ωστόσο, είθισται να χρησιμοποιείται ο πίνακας διπλανών κορυφών.

· Η λίστα διπλανών κορυφών μιας κορυφής περιέχει όλες τις γειτονικές της κορυφές . Ο τρόπος αυτός αναπαράστασης είναι ιδιαίτερα αποδοτικός για αραιούς γράφους.

Στη forward και reverse star αναπαράσταση αποθηκεύουμε τις ακμές που ξεκινούν από κάθε κορυφή σε έναν μονοδιάστατο πίνακα και έχουμε πίνακες με μέγεθος ίσο με τον αριθμό των κορυφών του δικτύου. 4Ο τρόπος αυτός αναπαράστασης είναι ο πλέον επαρκής διότι εξοικονομεί χώρο. Είναι ο κατάλληλος τόσο για αραιά όσο και για πυκνά δίκτυα. Για τον λόγο αυτό είναι ο τρόπος αναπαράστασης που ενδείκνυται για την βελτιστοποίηση της επίδοσης της πλειοψηφίας των αλγορίθμων σε μεταφορικά δίκτυα. [ZHA01]
3.8 Έρευνα στα μεταφορικά δίκτυα
Μέχρι εδώ συζητήσαμε για τους τρόπους με τους οποίους μπορεί να αναπαρασταθεί ένα δίκτυο και είδαμε τις βασικότερες έννοιες καθώς και τα μεγέθη που συνήθως χρησιμοποιούνται ως «μέτρα» ενός δικτύου.

Τώρα, θα επικεντρώσουμε στα μεταφορικά δίκτυα. Πιο συγκεκριμένα, θα αναφέρουμε συνοπτικά κάποιες παρατηρήσεις για το πρόβλημα της δρομολόγησης σε μεταφορικά δίκτυα. Επίσης, θα επιχειρήσουμε να συνοψίσουμε τις παραμέτρους που εμφανίζονται συχνά όταν μελετάμε τη δρομολόγηση σε ένα μεταφορικό δίκτυο και επίσης θα αναφερθούμε στις βασικότερες κατευθύνσεις προς τις οποίες έχει στραφεί η έρευνα στον τομέα των δικτύων μεταφοράς τα τελευταία χρόνια.

3.8.1 Δρομολόγηση σε μεταφορικά δίκτυα
Η φύση της εφαρμογής στα μεταφορικά δίκτυα είναι τέτοια που κάνει απαραίτητη τη χρήση διαδικασιών που να είναι ευέλικτες και επαρκείς σε ότι αφορά τον χρόνο τρεξίματος των αλγορίθμων που χρησιμοποιούνται για τη δρομολόγηση,  αλλά και σε ότι αφορά τις απαιτήσεις σε μνήμη του υπολογιστικού συστήματος που χρησιμοποιούμε.

Είναι κοινά αποδεκτό ότι δεν υπάρχει  «βέλτιστος» αλγόριθμος για τη δρομολόγηση σε κάθε μεταφορικό δίκτυο. Στη γενική περίπτωση, προσπαθούμε να κάνουμε δρομολόγηση χρησιμοποιώντας του αλγόριθμους που μας παρέχει η θεωρία, βασισμένοι μόνο στον ορισμό του προβλήματος και χωρίς εξωτερικές παρεμβάσεις και παραδοχές. 

Ωστόσο, πολλές φορές το μέγεθος του δικτύου αλλά και οι ιδιαιτερότητες των δικτύων είναι τέτοιες που η αποκλειστική και πιστή εφαρμογή των αλγορίθμων ουσιαστικά να καθιστούν το πρόβλημα ανεπίλυτο. Ή πολλές φορές για πρακτικούς λόγους θέλουμε να καθοδηγήσουμε την αναζήτηση για να φθάσουμε γρηγορότερα στη λύση του προβλήματος.

Για τους παραπάνω λόγους, η έρευνα στον τομέα των μεταφορικών δικτύων στοχεύει στον σχεδιασμό και την υλοποίηση “ ad- hoc “ διαδικασιών, δηλαδή διαδικασιών που είναι ικανές να συλλάβουν τις ιδιαιτερότητας του προβλήματος  όπως αυτές διαμορφώνονται στο δίκτυο που επιχειρούμε να κάνουμε δρομολόγηση. 

Το ζητούμενο είναι οι διαδικασίες αυτές να συμμορφώνονται με τις απαιτήσεις που έχουμε εμείς από την εφαρμογή και να επιλύουν το πρόβλημα υπό κάποιους περιορισμούς και υποθέσεις που κάνουμε για να φθάσουμε γρηγορότερα στη λύση. Οι διαδικασίες αυτές ανήκουν στην κατηγορία των πληροφορημένων αλγορίθμων αναζήτησης και συνήθως χρησιμοποιούν «ευριστικές» τεχνικές.

3.8.2 Ευριστικές τεχνικές
Με τον όρο «ευριστικές» τεχνικές εννοούμε ακριβώς τις τεχνικές εκείνες που χρησιμοποιούμε για να καθοδηγήσουμε «έξυπνα» την αναζήτηση προς την κατεύθυνση εκείνη που θεωρούμε ότι θα οδηγήσει γρηγορότερα σε λύση. Οι τεχνικές αυτές είτε ταξινομούν την σειρά με την οποία εξετάζονται οι πιθανές λύσεις με κάποιο κριτήριο- χωρίς να μειώνουν την ικανότητα του αλγορίθμου να βρει λύση- είτε περιορίζουν τον χώρο αναζήτησης – αναζητώντας τη λύση μέσα στον νέο, πολύ μικρότερο χώρο. 

Ο τρόπος με τον οποίο γίνεται αυτή η καθοδήγηση είναι μέσω κάποιας συνάρτησης που αναφέρεται ως «ευριστική» και εκτιμά την «αξία» της κάθε πιθανής κατάστασης. Μετά από αυτήν την αξιολόγηση των επόμενων πιθανών καταστάσεων επιλέγεται η καλύτερη.

3.8.3 Μοντελοποίηση δικτύου
Ιδιαίτερα σημαντικός είναι ο τρόπος με τον οποίο γίνεται η μοντελοποίηση του δικτύου. Με τον όρο αυτό εννοούμε τον τρόπο με τον οποίο οργανώνουμε τους κόμβους στο δίκτυο, τα χαρακτηριστικά τους που επιλέγουμε να αναπαραστήσουμε αλλά και τις κατηγορίες στις οποίες διακρίνονται αυτοί οι κόμβοι με βάση κάποια κριτήρια. Σ’ αυτό το τελευταίο θα σταθούμε σ’ αυτήν την παράγραφο.

Ο στόχος είναι να υπάρχει μία «καλή» σχέση ανάμεσα στη μοντελοποίηση και στα heuristics, δηλαδή τις «ευριστικές» τεχνικές που χρησιμοποιούν οι αλγόριθμοι που θα «τρέξουν» στο δίκτυο.

Οι κόμβοι στα μεταφορικά δίκτυα έχουν συνήθως διαφορετικά επίπεδα σημασίας. Δηλαδή, υπάρχουν κόμβοι που είναι πιο κεντρικοί, που ενώνουν γραμμές ή αποτελούν σημεία ιδιαίτερου ενδιαφέροντος για λόγους που ποικίλλουν ανάλογα με το μεταφορικό δίκτυο και για τον λόγο αυτό είναι περισσότερο «σημαντικοί» από τους υπόλοιπους κόμβους στο δίκτυο. Με λίγα λόγια, οι κόμβοι στα μεταφορικά δίκτυα μπορούν να διακριθούν σε διαφορετικά επίπεδα ανάλογα με τη σημασία τους και στόχος μας είναι οι «ευριστικοί» αλγόριθμοι που θα χρησιμοποιήσουν να αξιοποιήσουν αυτό το γεγονός.

Εδώ λοιπόν, εντοπίζεται μία σχέση αλληλεπίδρασης ανάμεσα στο δίκτυο και τον τρόπο που μοντελοποιείται και τους αλγόριθμους που επιλέγονται προς εφαρμογή και τις «ευριστικές» τεχνικές που αυτοί χρησιμοποιούν. 

Δηλαδή, ο τρόπος που επιλέγουμε να μοντελοποιήσουμε το δίκτυο ( λ.χ. τα ιεραρχικά επίπεδα στα οποία το οργανώνουμε ) μπορούν να καθοδηγήσουν την επιλογή των heuristics που θα εφαρμόσουμε στους αλγορίθμους και αντίστροφα, αν έχουμε κατά νου ποια heuristics θέλουμε να χρησιμοποιήσουμε στην εφαρμογή, μπορούμε να μοντελοποιήσουμε το δίκτυο έτσι ώστε να επωφελείται από την εφαρμογή τους στο μέγιστο.

3.8.4 Συνήθεις εφαρμογές- διαδικασίες που συναντάμε σε δίκτυα
Στις παραγράφους που ακολουθούν περιγράφουμε μερικές από τις πιο συνηθισμένες εφαρμογές που συναντάμε σε μεταφορικά δίκτυα. Οι περισσότερες από αυτές αφορούν σε οδικά δίκτυα, ωστόσο αναφερόμαστε σ’ αυτές γιατί τα δίκτυα στα οποία εφαρμόζονται παρουσιάζουν μεγάλες ομοιότητες με το δίκτυο της εργασίας μας. Αυτό γιατί πρόκειται για δίκτυα στα οποία εκτελείται δρομολόγηση και τα οποία  περιέχουν γεωγραφική πληροφορία που η δρομολόγηση λαμβάνει υπ’ όψιν της. Με κατάλληλες προσαρμογές, οι διαδικασίες αυτές μπορούν να απαντηθούν και σε ένα δίκτυο σαν το δικό μας. Ας δούμε ποιες είναι αυτές οι διαδικασίες :
3.8.4.1 Διαδικασία Geocoding
Η διαδικασία αυτή δημιουργεί μία σχέση ανάμεσα σε χωρικά (locational) δεδομένα σε μία βάση δεδομένων και σε δεδομένα διευθύνσεων δρόμου τα οποία συνήθως εμφανίζονται υπό τη μορφή πίνακα.

Σε πολλές εφαρμογές, υπάρχουν δεδομένα διευθύνσεων που διατίθενται μόνο υπό την μορφή πίνακα. Το geocoding λοιπόν παρέχει έναν πολύ βολικό μηχανισμό για την εγκαθίδρυση μίας σχέσης βάσης δεδομένων μεταξύ γεωγραφικών τοποθεσιών και διευθύνσεων. 

Υπάρχουν πολλά παραδείγματα geocoding. Για παράδειγμα, οι διευθύνσεις            πελατών μπορούν να χρησιμοποιηθούν  για να δημιουργηθούν χάρτες που ομαδοποιούν τους πελάτες ανάλογα με την αγοραστική τους συμπεριφορά. Ή στον τομέα της εγκληματολογίας μετά  από διαδικασίες ανάλυσης, οι διευθύνσεις στις οποίες γίνονται εγκλήματα μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να δημιουργήσουν χάρτες με «επικίνδυνα» σημεία.

3.8.4.2 Διαδικασία location- allocation
Η διαδικασία αυτή είναι μία διαδικασία καθορισμού των βέλτιστων τοποθεσιών για έναν αριθμό από facilities που βασίζεται σε κάποια κριτήρια και ταυτόχρονα πραγματοποιεί ανάθεση του πληθυσμού σ’ αυτές τις facilities. 

Η ανάλυση location- allocation συνήθως χρησιμοποιείται τόσο στον δημόσιο όσο και στον ιδιωτικό τομέα. Ο καθορισμός τοποθεσιών για καταστήματα, εστιατόρια, τράπεζες, εργοστάσια και αποθήκες ανήκει στον ιδιωτικό τομέα. Αντίστοιχα στον δημόσιο τομέα, η επιλογή τοποθεσιών για βιβλιοθήκες, νοσοκομεία, ταχυδρομεία και σχολεία μπορεί να υποστηριχθεί από τα αποτελέσματα ανάλυσης που προκύπτουν από location- allocation μοντέλα.

3.8.4.3 Business logistics
Για πολλές επαγγελματικές εφαρμογές, η βελτιστοποίηση της δρομολόγησης οχημάτων και δημιουργίας προγραμμάτων προς παράδοση, είναι ζωτικής σημασίας. Τα business logistics ασχολούνται με τη βελτιστοποίηση αυτού του είδους. Για το λόγο αυτό, τα  γεωγραφικά πληροφοριακά συστήματα ( GIS ) συνιστούν ιδανικό περιβάλλον για αναλύσεις που σχετίζονται με τα business logistics.
3.8.4.5 Χωρική αλληλεπίδραση και μοντελοποίηση βαρύτητας ( Spatial interaction and gravity modeling )
Η αλληλεπίδραση μεταξύ διαφορετικών τοποθεσιών στον γεωγραφικό χώρο και η μαθηματική μοντελοποίηση αυτής της αλληλεπίδρασης είναι σημαντικές για τομείς εφαρμογών όπως είναι η ανάλυση των μεταφορών. Τα μοντέλα βαρύτητας είναι μοντέλα που χρησιμοποιούνται συχνά για να υποστηρίξουν αυτές τις αναλύσεις. Η μοντελοποίηση βαρύτητας μπορεί να υποστηριχθεί μέσω ανάλυσης δικτύου σε GIS περιβάλλον.
3.8.4.6 Δυναμική τμηματοποίηση
Η δυναμική τμηματοποίηση είναι ένα συγκεκριμένο μοντέλο δικτύου που χρησιμοποιείται για να αναπαραστήσει, να αναλύσει, να αναζητήσει και να παρουσιάσει γραμμικά χαρακτηριστικά. Η βασική διαφορά ανάμεσα στη δυναμική τμηματοποίηση και την αναπαράσταση δικτύου όπως κλασικά τη γνωρίζουμε είναι ότι η δυναμική τμηματοποίηση έχει την ευελιξία να συνδέσει ένα χαρακτηριστικό με ένα τμήμα ακμής ή περισσότερων ακμών (λ.χ.  μέσω του καθορισμού ενός δρομολογίου. )

Η δυναμική τμηματοποίηση χρησιμοποιείται συχνά για την μοντελοποίηση γραμμικών χαρακτηριστικών όπως είναι οι λεωφόροι, οι ενεργειακές γραμμές , οι δρόμοι πόλεων και οι τηλεφωνικές γραμμές.

3.8.5 Ενδιαφέρουσες κατηγορίες προβλημάτων δρομολόγησης σε μεταφορικά δίκτυα

Στην παράγραφο αυτή, θα αναφερθούμε στις πιο σημαντικές κατηγορίες προβλημάτων δρομολόγησης που μπορεί να συναντήσει κανείς στα μεταφορικά δίκτυα. Οι κατηγορίες αυτές υποδεικνύουν την κατεύθυνση προς την οποία έχει στραφεί η έρευνα τα τελευταία χρόνια στον τομέα των μεταφορών :
3.8.5.1Προβλήματα συντομότερων μονοπατιών πολλών κριτηρίων (multicriteria shortest- paths problems )

Στα περισσότερα προβλήματα δρομολόγησης στον τομέα των μεταφορικών δικτύων, οι σύνδεσμοι διακρίνονται από δύο ή και περισσότερα χαρακτηριστικά όπως μήκος, κόστος, χρόνος κ.λ.π. Σε κάποια από τα προβλήματα αυτά είναι δυνατόν και θέλουμε να ενοποιήσουμε τα χαρακτηριστικά αυτά σε ένα και μοναδικό χαρακτηριστικό το οποίο αναφέρεται ως «γενικευμένο κόστος» και προκύπτει από συνδυασμό των παραπάνω επιμέρους χαρακτηριστικών. Στην περίπτωση αυτή αναζητούμε μονοπάτια με ελάχιστο «γενικευμένο κόστος».

Ωστόσο, σε κάποιες περιπτώσεις, ο συγκερασμός των χαρακτηριστικών είτε δεν είναι εφικτός είτε δεν εξυπηρετεί οπότε και πρέπει να αντιμετωπίσουμε τα χαρακτηριστικά ως διακεκριμένα για να βρούμε βέλτιστες λύσεις.

Ας φανταστούμε για παράδειγμα ότι βρισκόμαστε σε ένα δίκτυο με πολλαπλά μέσα μαζικής μεταφοράς στο οποίο σύνολα ακμών που αντιπροσωπεύουν υπο- μονοπάτια του προς εύρεση μονοπατιού από την αφετηρία προς τον προορισμό συνοδεύονται από τα εξής μεγέθη : χρονικό κόστος και οικονομικό κόστος.

Σε ένα τέτοιο δίκτυο μπορεί να αναζητούμε το μονοπάτι με το μικρότερο χρονικό κόστος, δηλαδή το συντομότερο «χρονικά» μονοπάτι του οποίου επιπλέον το οικονομικό κόστος να μην ξεπερνά κάποιο καθορισμένο ποσό. 

Στο πρόβλημα αυτό είναι φανερό ότι δεν επιτρέπεται ο συγκερασμός των χαρακτηριστικών διότι ενώ θέλουμε μονοπάτι με το ελάχιστο χρονικό κόστος δεν μας ενδιαφέρει το οικονομικό κόστος να είναι ελάχιστο παρά μόνο μικρότερο από κάποια ορισμένη τιμή. Είναι φανερό ότι το χρονικό και το οικονομικό κόστος εδώ πρέπει να αντιμετωπιστούν ως δύο ξεχωριστά χαρακτηριστικά.

Τα προβλήματα αυτού του είδους είναι γνωστά ως multicriteria shortest-paths προβλήματα. Το απλούστερο από αυτά είναι το πρόβλημα των δύο κριτηρίων που διατυπώνεται ως εξής :

Δοθέντος ενός γράφου G= (Ν, Α) υποθέτουμε ότι δύο μέτρα cij και wij συνδέονται με κάθε ακμή ( i, j) ε Α, τα οποία ονομάζονται κόστος και βάρος της ακμής (i, j ) αντίστοιχα. Έστω P το σύνολο ακμών σ' ένα μονοπάτι από μία δεδομένη αφετηρία προς έναν δεδομένο προορισμό και έστω C(P) και W(P), δηλαδή το κόστος και το βάρος του P δύο συναρτήσεις του κόστους και του βάρους, αντιστοίχως, των ακμών του P :

C(P)= f({cij : (i,j) ε P }), W(P)= g({wij : (i,j) ε P}).

Έστω Π η οικογένεια όλων των εφικτών υποσυνόλων των ακμών, δηλαδή οι ακμές στα μονοπάτια από τη δεδομένη αφετηρία προς τον δεδομένο προορισμό. Το P ε Π είναι ένα dominated path αν υπάρχει μονοπάτι P' ε Π τέτοιο ώστε C(P)>= C(P'), W(P)>= W(P') και τουλάχιστον μία αυστηρή ανισότητα ισχύει. Διαφορετικά, το P λέγεται ότι είναι non dominated ή efficient. To πρόβλημα των δύο κριτηρίων είναι να βρεθεί η υπο- οικογένεια που αποτελείται από όλα τα efficient μονοπάτια από την δεδομένη αφετηρία προς τον δεδομένο προορισμό.

3.8.5.2 Dynamic shortest- path προβλήματα
Ένα από τα πιο βασικά χαρακτηριστικά που ενδιαφέρουν σχεδόν πάντα σε προβλήματα δρομολόγησης σε μεταφορικά δίκτυα είναι ο χρόνος. Η κατηγορία προβλημάτων που λαμβάνουν υπ’ όψιν τους τον χρόνο είναι γνωστή ως κατηγορία των dynamic shortest- path προβλημάτων.

Στα προβλήματα αυτά, το κυριότερο μέγεθος είναι ο χρόνος μεταφοράς ή καθυστέρηση dij(t) το οποίο συνδέεται με την ακμή ( i, j ) με τον εξής τρόπο :

Αν t είναι ο χρόνος αναχώρησης από την κορυφή i, τότε t + dij(t) είναι ο χρόνος άφιξης στην κορυφή j. Η καθυστέρηση λαμβάνεται υπ' όψιν ανεξάρτητα από τυχόν άλλα μέτρα που επιβαρύνουν την ακμή, π.χ. το κόστος cij και το βάρος wij για το πρόβλημα των δύο κριτηρίων. 

Ωστόσο, ο χρόνος μπορεί να υπεισέρχεται στα προβλήματα αυτού του είδους και με διαφορετικούς τρόπους : Μπορεί να υπάρχει η δυνατότητα αναμονής στις κορυφές. Στην περίπτωση αυτή, θεωρούμε το κόστος αναμονής wi(t), που αντιπροσωπεύει το κόστος αναμονής στην κορυφή i, τη χρονική στιγμή t. 

Έχουν ορισθεί και αναλυθεί διάφορα μοντέλα για τα dynamic shortest path προβλήματα που ποικίλλουν ανάλογα με τις ιδιότητες των συναρτήσεων καθυστέρησης, τη δυνατότητα αναμονής στις κορυφές και την επιλογή του χρόνου αναχώρησης από την κορυφή- αφετηρία.

Έτσι, οι συναρτήσεις καθυστέρησης μπορούν να είναι διακριτές ή συνεχείς. Η αναμονή μπορεί να μην επιτρέπεται ή μπορεί να επιτρέπεται : σε οποιαδήποτε κορυφή ή μόνο στην κορυφή- αφετηρία.

Τέλος, υπάρχουν μοντέλα που απευθύνονται σε dynamic shortest path προβλήματα για καθορισμένο χρόνο αναχώρησης και μοντέλα για προβλήματα που εξετάζουν όλους τους δυνατούς χρόνους αναχώρησης.

3.8.6 Ιδιαιτερότητες των μεταφορικών δικτύων

3.8.6.1 Η FIFO συμπεριφορά στα μεταφορικά δίκτυα
Καθοριστικός παράγοντας για την πολιτική επιλογής μετακινήσεων από τους επιβάτες σε ένα μεταφορικό δίκτυο είναι το αν οι ακμές τους εμφανίζουν FIFO συμπεριφορά. Ας δούμε όμως τι είναι η FIFO συμπεριφορά :

Λέμε ότι η ακμή (i, j) ενός δικτύου εμφανίζει FIFO συμπεριφορά όταν το να φύγει κανείς από την κορυφή i κάποια χρονική στιγμή th εγγυάται ότι θα φθάσει νωρίτερα στην κορυφή j κινούμενος κατά μήκος της ακμής (i, j) από κάποιον που θα φύγει από την κορυφή i τη χρονική στιγμή tk που έπεται της th. Μαθηματικά διατυπωμένο το παραπάνω έχει ως εξής :

th + dij(th) <= tk + dij(tk), για κάθε th < tk
Ένα δίκτυο με πολλαπλά μέσα μαζικής μεταφοράς, καθένα από τα οποία έχει διαφορετικές ταχύτητες προφανώς δεν εμφανίζει FIFO συμπεριφορά και αυτό είναι εύκολο να το διαπιστώσουμε με ένα παράδειγμα. 

Ας υποθέσουμε ότι σ’ ένα μεταφορικό δίκτυο από μία δεδομένη αφετηρία προς έναν δεδομένο προορισμό υπάρχουν δύο λεωφορειακές γραμμές, μία απλή και μία express, προφανώς γρηγορότερη από την απλή. Αν η πολιτική των επιβατών είναι να επιβιβάζονται στο πρώτο από τα λεωφορεία που περνούν από την αφετηρία του ταξιδιού τους, τότε είναι πιθανό ένας επιβάτης2 που ξεκίνησε αργότερα από κάποιον επιβάτη1 και πήρε το λεωφορείο express να φθάσει γρηγορότερα στον κοινό προορισμό σε σχέση με τον επιβάτη1, ο οποίος ναι μεν ξεκίνησε νωρίτερα αλλά πήρε το απλό λεωφορείο. Για ένα τέτοιο δίκτυο λέμε λοιπόν ότι δεν ισχύει η FIFO ιδιότητα.

Επομένως, σε δίκτυα με πολλαπλά μέσα μεταφοράς, επειδή καθένα από αυτά έχει διαφορετική ταχύτητα προφανώς η FIFO ιδιότητα δεν ισχύει ( θεωρώντας ότι η μετακίνηση γίνεται κατά μήκος μίας γραμμής και μη λαμβάνοντας υπ’ όψιν μας τυχόν μετεπιβιβάσεις ).

3.8.6.2 Λίγα λόγια για την συμπεριφορά των επιβατών κατά τη μετακίνησή τους σε μεταφορικά δίκτυα
Παραπάνω είδαμε κάποιες από τις πιο σημαντικές παραμέτρους τις οποίες λαμβάνουμε υπ’ όψιν όταν θέλουμε να κάνουμε δρομολόγηση σ’ ένα μεταφορικό δίκτυο. Μία πολύ σημαντική παράμετρος που δεν έχουμε μέχρι στιγμής συζητήσει είναι η συμπεριφορά των επιβατών όταν κινούνται σε μεταφορικά δίκτυα. Η συμπεριφορά αυτή έχει μελετηθεί και έχει δειχθεί ότι δεν μπορεί να αναπαρασταθεί από ένα κλασσικό μονοπάτι.

Στα περισσότερα μεταφορικά δίκτυα, ο ακριβής χρόνος άφιξης των μέσων μεταφοράς δεν είναι γνωστός, γνωστή είναι συνήθως είναι η συχνότητα με την οποία περνούν. 

Έχει δειχθεί ότι όταν οι επιβάτες περιμένουν σε μία στάση για να ξεκινήσουν ( ή   να συνεχίσουν ) το ταξίδι τους, επιλέγουν εκ των προτέρων ένα υποσύνολο από τις γραμμές που περνούν από τη στάση αυτή, που λέγεται “ ελκυστικό σύνολο “. Η πολιτική των επιβατών είναι να μην επιβιβάζονται σε μέσα που εξυπηρετούν μη- ελκυστικές γραμμές αλλά στο πρώτο μέσο που φθάνει στη στάση και εξυπηρετεί κάποια ελκυστική γραμμή.

Έτσι, αν θέλουμε να σχεδιάσουμε την “ a priori “ πολιτική του επιβάτη όπως καθορίζεται από τα ελκυστικά σύνολα, θα πρέπει να θεωρήσουμε ένα σύνολο υπο- μονοπατιών που φεύγουν από την ίδια κορυφή- αφετηρία και φθάνουν σε συνεχόμενες ( subsequent ) στάσεις κατά μήκος των ελκυστικών συνόλων. 

Ακόμα, θα πρέπει να θεωρήσουμε και άλλα υπομονοπάτια που φεύγουν από τις νέες στάσεις και χρησιμοποιούν τα “ ελκυστικά σύνολα “, κ.ο.κ. μέχρι την κορυφή- προορισμό. Κάθε μονοπάτι από την αφετηρία προς τον προορισμό που χρησιμοποιεί μόνο ελκυστικές γραμμές είναι μία από τις  “ εναλλακτικές “ λύσεις που έχει ένας επιβάτης για το ταξίδι του.

Ο γράφος που ορίζεται από το σύνολο των “ εναλλακτικών “ λύσεων ονομάζεται υπερ- μονοπάτι. Η πιθανότητα με την οποία ένας επιβάτης θα ταξιδέψει κατά μήκος ενός από τα μονοπάτια του υπερ- μονοπατιού εξαρτάται από τις αφίξεις των μέσων στις στάσεις. 

Το “ αναμενόμενο κόστος “ ενός τέτοιου υπερ- μονοπατιού είναι το μέσο κόστος των μονοπατιών που ανήκουν σ’ αυτό. Η μοντελοποίηση ενός μεταφορικού δικτύου όπως αυτό που σκιαγραφήσαμε παραπάνω, με υπερ- μονοπάτια, μπορεί να γίνει με χρήση υπερ- γράφων που αποτελούν γενίκευση των κλασσικών κατευθυνόμενων γράφων.

3.9 Βασικές διαφορές μεταξύ πραγματικών και randomly generated δικτύων
Ένα μεγάλο κομμάτι της έρευνας που αφορά στη δρομολόγηση γινόταν στο παρελθόν σε randomly generated δίκτυα, δηλαδή σε δίκτυα όπου τα βάρη των ακμών παράγονταν  από γεννήτριες συναρτήσεις ψευδοτυχαίων αριθμών. Η πειραματική αποτίμηση των αλγορίθμων συντομότερων μονοπατιών διεξαγόταν επί το πλείστον σε τέτοιου είδους δίκτυα. Αντιθέτως, δεν είχε γίνει πολλή δουλειά για την μελέτη της υπολογιστικής συμπεριφοράς των αλγορίθμων δρομολόγησης σε πραγματικά μεταφορικά δίκτυα. Τα τελευταία χρόνια ωστόσο η κατεύθυνση είναι η έρευνα να διεξάγεται κατά το δυνατόν σε πραγματικά μεταφορικά δίκτυα. [ΖΝ98]
Αυτό γιατί τα πραγματικά μεταφορικά δίκτυα διαφέρουν από τα τυχαία με τρόπους που μπορούν να επηρεάσουν το performance κάποιων από τους προς μελέτη αλγόριθμους δρομολόγησης. Οι διαφορές αυτές λοιπόν είναι οι παρακάτω [JMN] :

· Κάθε δίκτυο χαρακτηρίζεται από ένα μέγεθος που είναι γνωστό ως βαθμός συνδεσιμότητας ( degree of connectivity) και το οποίο καθορίζεται από τον λόγο ακμών προς κόμβους ( arc-to-node ratio ). Οι γεννήτριες παραγωγής των random generated δικτύων εφάρμοζαν μια διαδικασία για την δημιουργία του δικτύου  που οδηγούσε στην κατασκευή του με τρόπο ομογενή σε όλη του την έκταση. Αυτό όμως έχει ως αποτέλεσμα ο μέσος βαθμός συνδεσιμότητας σε ένα random generated δίκτυο να είναι πολύ μεγαλύτερος από τον μέσο βαθμό συνδεσιμότητας ενός δικτύου πραγματικού. Η διαφορά αυτή είναι ζωτικής σημασίας αφού ο αριθμός σαρώσεων κατά την κατασκευή του δένδρου συντομότερων μονοπατιών από έναν αλγόριθμο δρομολόγησης συνδέεται άμεσα με τον βαθμό συνδεσιμότητας.

· Τα πραγματικά δίκτυα δεν είναι ομοιόμορφα. Το μεταφορικό δίκτυο μιας πόλης με πολλαπλά μέσα μεταφοράς λ.χ. μπορεί να μην είναι ιδιαίτερα πυκνό στο κέντρο της όπου η μεταφορά μπορεί να γίνεται με το ταχύτερο μέσο- δηλαδή το μετρό και να πυκνώνει καθώς απομακρυνόμαστε από το κέντρο αποτελούμενο από ένα μεγάλο πλήθος π.χ. λεωφορειακών γραμμών. Με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται η κυρίως μεταφορά από το γρήγορο μέσο-το μετρό και η διανομή από τα υπόλοιπα λιγότερο γρήγορα μέσα- τα λεωφορεία. Ανεξάρτητα από το αν αυτό αποτελεί καλή σχεδιαστική τεχνική ενός μεταφορικού δικτύου, γεγονός είναι ότι τα πραγματικά δίκτυα αποτελούν συνδυασμό διαφορετικών ειδών τοπολογίας που είναι αδύνατον να προσομοιωθεί εικονικά. Είναι φανερό ότι ένα randomly generated δίκτυο εκ κατασκευής δεν μπορεί να συμπεριλάβει τέτοιου είδους ιδιαιτερότητες που παρατηρούνται με τον έναν ή τον άλλον τρόπο σε όλα τα δίκτυα μεταφοράς.

· Τα βάρη των ακμών στα πραγματικά δίκτυα ενδέχεται να διαφέρουν      σημαντικά από αυτά στα random generated δίκτυα. Συνήθως τα βάρη των ακμών στα δίκτυα προσομοίωσης επιλέγονται ανεξάρτητα και ομοιόμορφα με αποτέλεσμα πολλές φορές να εμφανίζονται αναντιστοιχίες. Έτσι, μπορεί π.χ. ένας κόμβος σε ένα δίκτυο να  είναι «κοντά» - όπως αυτό καθορίζεται από το βάρος ακμής πάντα- σε δύο γειτονικούς κόμβους του που είναι όμως πολύ μακριά ο ένας από τον άλλον- πάλι όπως αυτό φαίνεται από το βάρος της ακμής που τους ενώνει. Κάτι τέτοιο όμως δεν είναι ρεαλιστικό. Με λίγα λόγια στα random generated δίκτυα, πολλές φορές δεν συμβαδίζει η τοπολογία με τα δεδομένα με αποτέλεσμα να επηρεάζεται η επίδοση κάποιων αλγορίθμων εις βάρος των υπολοίπων.

3.10 Παράγοντες που επιδρούν στην επίδοση ( performance ) των αλγορίθμων σε ένα δίκτυο
Αποτέλεσμα των διαφορών που περιγράψαμε παραπάνω μεταξύ των πραγματικών και των random generated δικτύων είναι τα αποτελέσματα των ερευνών σε random generated δίκτυα να μην είναι αρκούντως αξιόπιστα σε ότι αφορά το performance ( επίδοση ) των αλγορίθμων στα μεταφορικά δίκτυα. 

Αυτό γιατί το performance όλων των αλγορίθμων συντομότερων μονοπατιών επηρεάζεται λιγότερο ή περισσότερο από τα δεδομένα εισόδου. Στην παράγραφο που ακολουθεί θα περιγράψουμε τον τρόπο με τον οποίο εκφράζεται η ευαισθησία των αλγορίθμων στα δεδομένα εισόδου καθώς και μερικά από τα μεγέθη που την μετρούν.

3.10.1 Scaling factor
Είδαμε ότι στα δίκτυα, με κάθε ακμή ( σύνδεσμο ) συνδέεται ένας αριθμός που καλείται βάρος ή κόστος και ο οποίος εκφράζει το κόστος μετακίνησης ( γεωγραφικά, χρονικά κ.τ.λ. ) κατά μήκος αυτής της ακμής. Στις περισσότερες περιπτώσεις, το μήκος των ακμών σε μεταφορικά δίκτυα είναι ένας πραγματικός αριθμός. Τον αριθμό αυτό μπορούμε να μετατρέψουμε σε ακέραιο για να διευκολύνουμε το τρέξιμο των αλγορίθμων συντομότερων μονοπατιών στο δίκτυο. [ΖΝ98]
Αυτό μπορεί να γίνει αν πολλαπλασιάσουμε το μήκος ακμής με έναν κατάλληλο παράγοντα και στη συνέχεια κάνουμε στρογγυλοποίηση. Ο παράγοντας αυτός είναι γνωστός ως scaling factor και από την τάξη μεγέθους του εξαρτάται η ακρίβεια του μήκους ακμών στο δίκτυο. Έτσι, αν ο scaling factor είναι πολύ μικρός ενδέχεται να χάσουμε σημαντική πληροφορία (λ.χ. ακμές με παραπλήσια μήκη ακμών, θα αποκτήσουν το ίδιο μήκος ακμής με την επίδραση και της στρογγυλοποίησης, πράγμα που δεν είναι ρεαλιστικό και μπορεί να οδηγήσει σε λάθη ). Αντίθετα, αν χρησιμοποιήσουμε πολύ μεγάλο scaling factor μπορεί να δημιουργηθούν υπερχειλίσεις που στη γενική περίπτωση προκαλούν προβλήματα στους αλγορίθμους. Συνεπώς, ο scaling factor λοιπόν πρέπει να είναι τέτοιος που να μην εξομοιώνει τα μήκη των ακμών αλλά και να μην τα παριστά με υπερβολικά μεγάλη, άχρηστη ακρίβεια.

Αφού είδαμε τα κριτήρια που πρέπει να ικανοποιεί η επιλογή του scaling factor ας δούμε πώς αυτός επιδρά στην επίδοση των αλγορίθμων. Σε κάποιες υλοποιήσεις, το μέγιστο μήκος ακμής παίζει σημαντικό ρόλο. Λ.χ. στην υλοποίηση του Dijkstra με χρήση buckets, ο αριθμός των buckets που θα χρησιμοποιηθούν εξαρτάται άμεσα από το μέγιστο μήκος ακμής στο δίκτυο. 

Συνοψίζοντας λοιπόν, ο τύπος του scaling factor και η στρογγυλοποίηση επιδρούν στην επίδοση των αλγορίθμων που «τρέχουν» σε ένα δίκτυο γι’ αυτό και πρέπει να γίνονται προσεκτικά. 

Στη γενική περίπτωση, αύξηση του scaling factor έχει ως συνέπεια αύξηση του cpu time. Ο βαθμός αύξησης ποικίλει ανάλογα με την υλοποίηση και το σύνολο δεδομένων.

3.10.2 Ποιος είναι ο κόμβος- αφετηρία
Σε πολλές μελέτες έχει γίνει προσπάθεια να εκτιμηθεί η «προβλεψιμότητα» ενός αλγορίθμου, δηλαδή το κατά πόσο μπορούμε να προβλέψουμε την επίδοσή του σε οποιοδήποτε δίκτυο. Για να συμβαίνει κάτι τέτοιο, πρέπει ο αλγόριθμος να είναι όσο το δυνατόν λιγότερο «προκατειλημμένος» και ανεξάρτητος από την ταυτότητα των δεδομένων τα οποία επεξεργάζεται. [ΖΝ98]
Η ιδιότητα αυτή των αλγορίθμων μπορεί να μελετηθεί με τον ακόλουθο τρόπο : Θεωρούμε ένα δίκτυο και 50 κόμβους που θα χρησιμοποιήσουμε ως αφετηρίες για να τρέξουμε τους αλγόριθμους συντομότερων μονοπατιών. Για κάθε μία από τις κορυφές-αφετηρίες, τρέχουμε καθέναν από τους αλγορίθμους συντομότερων μονοπατιών πολλές φορές (π.χ. 100 φορές ) για να εξασφαλίσουμε αξιοπιστία των αποτελεσμάτων. Στη συνέχεια υπολογίζουμε τον λόγο του μέγιστου προς τον μέσο χρόνο τρεξίματος για κάθε κορυφή- αφετηρία και κάθε αλγόριθμο ξεχωριστά. Προφανώς, το δίκτυο και ο scaling factor παραμένουν σταθερά. 

Ο λόγος του μεγίστου προς τον μέσο χρόνο τρεξίματος για έναν κόμβο- αφετηρία αποτελεί μέτρο της σταθερότητας επίδοσης του αλγορίθμου στον οποίο αντιστοιχεί. Έτσι, μεγάλος λόγος μεγίστου προς μέσο χρόνο τρεξίματος για έναν αλγόριθμο σημαίνει ότι η επίδοση του αλγορίθμου δεν είναι ιδιαιτέρως σταθερή και εξαρτάται από το ποιος είναι ο κόμβος- αφετηρία. 

Στην εργασία μας, δεδομένου ότι μελετάμε το one- to- one shortest path πρόβλημα, δηλαδή το πρόβλημα εύρεσης μονοπατιού προς έναν μόνο και όχι όλους τους πιθανούς προορισμούς χρησιμοποιώντας την ίδια λογική πιθανολογούμε ότι αφού επηρεάζει την επίδοση το ποιος είναι ο κόμβος- αφετηρία , πιθανόν να επηρεάζει και το ποιος είναι ο κόμβος- προορισμός. 

Προφανώς, αναζητούμε προς εφαρμογή αλγορίθμους με σχετικά χαμηλό λόγο μεγίστου προς μέσο χρόνο τρεξίματος, δηλαδή κόμβους με σχετικά σταθερή επίδοση των οποίων η συμπεριφορά χαρακτηρίζεται από «προβλεψιμότητα».

3.10.3 Μέγεθος δικτύου
Με τον όρο αυτό εννοούμε τον αριθμό των κόμβων που απαρτίζουν το δίκτυο. Είναι φανερό ότι σε ένα μεταφορικό δίκτυο μέσων μεταφοράς μπορούμε να έχουμε λιγότερους ή περισσότερους κόμβους. Αυτό εξαρτάται από το ποιες γραμμές θα συμπεριλάβουμε στο δίκτυο. Μπορεί να συμπεριλάβουμε μόνο τις κυριότερες οπότε το μέγεθος του δικτύου θα είναι μικρό ή εκτός από αυτές να συμπεριλάβουμε και άλλες, λιγότερο κύριες οπότε και το μέγεθος του δικτύου μεγαλώνει. 

Ο βαθμός στον οποίο επιδρά το μέγεθος του δικτύου ποικίλει από αλγόριθμο σε αλγόριθμο και επιπλέον εξαρτάται και από το με ποιο τρόπο υλοποιείται ο αλγόριθμος αυτός.

Έτσι, λ.χ. ο αλγόριθμος του Dijkstra, όπως τον ξέρουμε, σε ένα δίκτυο μεγάλου μεγέθους δεν έχει καθόλου καλή επίδοση γι’ αυτό και αντενδείκνυται η χρήση του. Αντίθετα, η εφαρμογή του Dijkstra στο ίδιο αυτό δίκτυο με χρήση όμως buckets εμφανίζει καλή επίδοση και για το λόγο αυτό η υλοποίηση αυτή είναι μία από αυτές που προτείνονται για δίκτυα μεγάλου μεγέθους.

3.11 Σύγκριση των αλγορίθμων
Στηριζόμενοι σε μελέτες που έχουν γίνει σε πραγματικά – και όχι random generated δίκτυα- και λαμβάνοντας υπ’ όψιν μας όλα τα παραπάνω θα κάνουμε μία πρώτη αποτίμηση των αλγορίθμων συντομότερων μονοπατιών. Η αποτίμηση αυτή αναφέρεται σε πραγματικά δίκτυα αλλά είναι γενική, δεν συμπίπτει εξ’ ολοκλήρου με την αποτίμηση για το δίκτυο της εργασίας μας που γίνεται στο  επόμενο κεφάλαιο. Υπενθυμίζουμε ότι μας ενδιαφέρει η ταχύτητα και η σταθερότητα επίδοσης σε δίκτυα με διαφορά μήκη ακμών και με μεγέθη που ποικίλουν.

Δύο αλγόριθμοι που εμφανίζουν πολύ καλή επίδοση για το one- to-all shortest path πρόβλημα είναι οι αλγόριθμοι PAPE ΚΑΙ TWO_Q. Είναι και οι δύο πολύ γρήγοροι τόσο σε μεγάλα όσο και σε μικρά δίκτυα και ο βαθμός στον οποίο επιδρά πάνω τους το ποιος είναι ο κόμβος- αφετηρία είναι αμελητέος. Επιπλέον, η επίδοσή τους δεν επηρεάζεται από το πεδίο τιμών του μήκους ακμών στο δίκτυο. Μάλιστα, ο αλγόριθμος TWO_Q έχει πολυωνυμικό χρόνο στην χειρότερη περίπτωση έναντι του αλγορίθμου του PAPE που εμφανίζει χρόνο εκθετικό. Το γεγονός αυτό δίνει στον αλγόριθμο ΤWO_Q ένα ελαφρύ προβάδισμα.

Στην περίπτωση που θέλουμε να υπολογίσουμε το μονοπάτι προς έναν ή κάποιους κόμβους ( one- to- one, one-to- some) πρόβλημα αντίστοιχα, ο αλγόριθμος του Dijkstra αποτελεί την καλύτερη επιλογή. Αυτό διότι όπως έχουμε δει αναλυτικά στο κεφάλαιο των αλγορίθμων ο Dijkstra σταματά την κατασκευή του δένδρου συντομότερων μονοπατιών μόλις ο κόμβος- προορισμός προστεθεί σ’ αυτό. Έτσι, αν φθάσουμε ο κόμβος- προορισμός βρίσκεται σχετικά «κοντά» στην αφετηρία,  η υπολογιστική διαδικασία μπορεί να τερματιστεί αμέσως μόλις ο κόμβος- προορισμός προστεθεί στο δένδρο συντομότερων μονοπατιών οπότε εξοικονομείται χρόνος. Η υλοποίηση του Dijkstra με την καλύτερη επίδοση είναι αυτή που χρησιμοποιεί buckets, ποια buckets εξαρτάται από το μέγιστο μήκος ακμής στο δίκτυο. Γενικά, χρησιμοποιούνται approximate buckets ενώ αν το μήκος ακμής ξεπερνά κάποια τάξη μεγέθους πολύ χρήσιμα μπορούν να αποδειχθούν και τα double buckets.

Τέλος, ας αναφέρουμε ότι πρέπει να αποφεύγονται οι αλγόριθμοι Bellman- Ford και Bellman- Ford-Moore με το parent- checking ευριστικό τέχνασμα διότι εμφανίζουν μεγάλους λόγους μεγίστου προς μέσο χρόνο, δηλαδή η επίδοσή τους επηρεάζεται πολύ από το ποιος είναι ο κόμβος αφετηρία . Επίσης, πρέπει να αποφεύγεται η απλή υλοποίηση του αλγορίθμου του Dijkstra. [ΖΝ98]
3.12 Επιλογή αλγορίθμων προς υλοποίηση
3.12.1 Κριτήρια επιλογής
Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, το αντικείμενο της εργασίας αυτής είναι η δρομολόγηση με μέσα μαζικής μεταφοράς στο μεταφορικό δίκτυο της Αθήνας. Το πρόβλημα δηλαδή που καλούμαστε να επιλύσουμε μπορεί να διατυπωθεί σύντομα ως εξής :

Δεδομένου του δικτύου μέσων μαζικής μεταφοράς της Αθήνας και αν είναι γνωστά η αφετηρία και ο προορισμός, αναζητούμε ένα μονοπάτι από την αφετηρία προς τον προορισμό που να είναι βέλτιστο ή “κοντά” στο βέλτιστο.

Για την επίλυση του προβλήματος αυτού που είναι επί της ουσίας ένα shortest- path πρόβλημα μελετήσαμε στα προηγούμενα κεφάλαια τους κυριότερους αλγόριθμους δρομολόγησης, κλασσικούς και μη.

Τους μελετήσαμε από μαθηματική πλευρά, προκειμένου να έχουμε μία εικόνα για την επίδοση που εμφανίζουν θεωρητικά. Ωστόσο, μας ενδιαφέρει κυρίως η επάρκειά τους από πρακτική πλευρά κατά την εφαρμογή τους σε πραγματικά μεταφορικά δίκτυα. Πιο συγκεκριμένα, αυτά που μας ενδιαφέρουν περισσότερο είναι ο χρόνος τρεξίματος καθενός από τους αλγορίθμους δρομολόγησης και οι απαιτήσεις του σε μνήμη. Επίσης, μας ενδιαφέρουν η ποιότητα λύσης που δίνεται, η ευκολία στην υλοποίηση αλλά και η δυνατότητα επέκτασής τους για την επίλυση άλλων παραλλαγών του shortest- path προβλήματος. Ακόμα, εξετάσαμε ποιες είναι οι δομές δεδομένων που ενδείκνυται να χρησιμοποιήσουμε για την ταχύτερη υλοποίηση αυτών των αλγορίθμων.

Επιπλέον, προκειμένου να υλοποιήσουμε την δρομολόγηση απαραίτητη ήταν η μοντελοποίηση του δικτύου των μέσων μαζικής μεταφοράς. Για το σκοπό αυτό, εξετάσαμε αναλυτικά την έννοια και τα βασικά χαρακτηριστικά των δικτύων εν γένει αλλά και των μεταφορικών δικτύων ειδικότερα. Στο σημείο αυτό εντοπίσαμε ότι η χρήση “ευριστικών” τεχνικών μπορεί να αποδειχθεί πολύ χρήσιμη διότι οι “ευριστικές”  τεχνικές στοχεύοντας, είτε στον περιορισμό του χώρου του προβλήματος είτε στην “αξιοποίηση” της τοπολογίας του δικτύου είτε σε συνδυασμό των δύο, συλλαμβάνουν τις ιδιαιτερότητες του προβλήματος και τις αξιοποιούν έτσι ώστε να οδηγηθούμε σε πιο γρήγορες λύσεις.

Έχοντας λοιπόν κατά νου όλα τα παραπάνω κριτήρια, και με βάση τις τελευταίες μελέτες που έχουν δημοσιευθεί, καταλήξαμε στους αλγόριθμους που θεωρήσαμε ως τους καταλληλότερους προς υλοποίηση για τη δρομολόγηση στο μεταφορικό δίκτυο της εργασίας μας.

Οι αλγόριθμοι αυτοί είναι ο αλγόριθμος του Dijkstra και ο αλγόριθμος A-Star.

3.12.2 Επιλεχθέντες αλγόριθμοι
3.12.2.1 Ο αλγόριθμος του Dijkstra
O αλγόριθμος του Dijkstra, αν και είναι από τους παλαιότερους αλγόριθμους δρομολόγησης, δεν έχει ακόμα ξεπεραστεί. Αντιθέτως, οι μελέτες που αφορούν σε πραγματικά μεταφορικά δίκτυα καταλήγουν στο συμπέρασμα ότι ο αλγόριθμος του Dijkstra και οι αλγόριθμοι οι βασισμένοι σ’ αυτόν, όσο κι αν διαφέρουν ως προς τη δομή δεδομένων που χρησιμοποιούν, ξεπερνούν τους περισσότερους αλγόριθμους δρομολόγησης σε one- to- one ή one- to- all shortest- path προβλήματα. [ΖΝ98], [CGR93], [JMN]
Το μεγάλο πλεονέκτημα του αλγορίθμου του Dijkstra είναι ότι σε κάθε βήμα του ένας κόμβος αποκτά μόνιμη ετικέτα. Έτσι, το συντομότερο μονοπάτι από την αφετηρία προς τον μόλις “ υπολογισμένο” κόμβο είναι γνωστό. Αμέσως λοιπόν μόλις ο κόμβος- προορισμός “υπολογιστεί”, το συντομότερο μονοπάτι προς αυτόν είναι γνωστό, οπότε και μπορεί να τερματιστεί ο αλγόριθμος. Η ιδιότητα αυτή που εμφανίζει ο Dijkstra μας εξοικονομεί από πολύ χρόνο και άσκοπη επεξεργασία δεδομένων διότι δεν χρειάζεται να υπολογίσουμε και όλους τους υπόλοιπους “μη υπολογισμένους” κόμβους. Όταν ο κόμβος- προορισμός “υπολογιστεί”, το συντομότερο μονοπάτι που μας ενδιαφέρει είναι ήδη υπολογισμένο και αποδεδειγμένα αμετάβλητο. Ειδικά, αν ο κόμβος- προορισμός βρίσκεται “κοντά” στον κόμβο- αφετηρία, το κέρδος από άποψη χρόνου και επεξεργασίας είναι μεγάλο.
Ο αλγόριθμος τρέχει σε χρόνο πολυωνυμικό  O(n2) στην απλή εκδοχή του, ενώ τρέχει σε χρόνο O(nlogn) αν αντί για απλό πίνακα χρησιμοποιήσουμε ουρά προτεραιότητας. Επομένως και θεωρητικά ο χρόνος τρεξίματος είναι πολύ καλός.

Το μόνο μειονέκτημα που εμφανίζει o Dijkstra σε σχέση με τις απαιτήσεις που καθορίσαμε στην προηγούμενη παράγραφο, είναι ότι δεν περιορίζει τον “χώρο” του προβλήματος, δηλαδή ψάχνει προς όλες τις κατευθύνσεις χωρίς να αποφεύγει αυτές από τις οποίες δεν μπορούν να προκύψουν επιθυμητά αποτελέσματα.

Αρχικά μία σκέψη ήταν να εφαρμοστεί ο αλγόριθμος του Dijkstra ως δι- κατευθυνόμενος, δηλαδή να υπολογίζουμε ένα μονοπάτι από την αφετηρία και ένα από τον προορισμό και τα δύο υπό υπολογισμό μονοπάτια να συναντώνται σχηματίζοντας το ζητούμενο συντομότερο μονοπάτι. 

Ωστόσο, οι περισσότερες μελέτες αποφαίνονται ότι η δι-κατευθυνόμενη αναζήτηση δεν είναι πρακτική στην υπολογιστική μελέτη πραγματικών μεταφορικών δικτύων, γι’ αυτό και αποφασίσαμε να μην υλοποιήσουμε κάτι τέτοιο. Αντί γι’ αυτό, αποφασίσαμε να υλοποιήσουμε τον αλγόριθμο του Dijkstra σε δύο παραλλαγές. Η πρώτη είναι ο Dijkstra με χρήση ουράς προτεραιότητας, όπου δεν λαμβάνει χώρα περιορισμός του “χώρου” του προβλήματος. Η δεύτερη είναι ο Dijkstra σε συνδυασμό με χρήση hubs που κατευθύνουν την αναζήτηση. Έτσι, θα πάρουμε δύο λύσεις, μία με το ευριστικό πλεονέκτημα και μία χωρίς αυτό και θα έχουμε και την ευκαιρία να τις συγκρίνουμε.

3.12.2.2 Ο αλγόριθμος Α- Star
Όταν το υποκείμενο δίκτυο είναι Ευκλείδειο, όπως είναι αυτό της εργασίας μας όπως θα εξηγήσουμε σε επόμενο κεφάλαιο, μπορούμε να βελτιώσουμε την συμπεριφορά του αλγόριθμου του Dijkstra στην μέση περίπτωση. [ΖΝ98], [CGR93], [JMN]
Οι γράφοι του Ευκλείδη ορίζονται ως εξής : Oι κορυφές του γράφου αντιστοιχούν σε σημεία στο Rd και το βάρος κάθε ακμής είναι ανάλογο προς την Ευκλείδια απόσταση μεταξύ των κορυφών της. Τυπικά, κατά την επίλυση προβλημάτων σε τέτοιους γράφους, η ενυπάρχουσα γεωμετρική πληροφορία αγνοείται από τους κλασσικούς αλγόριθμους εύρεσης μονοπατιών.

Η ιδέα λοιπόν για τη βελτίωση του αλγορίθμου του Dijkstra από την οποία προκύπτει ο A- Star είναι απλή και μπορεί να περιγραφεί ως εξής:

 Για να χτίσουμε συντομότερο μονοπάτι από τo s στο t, χρησιμοποιούμε την αρχική εκτίμηση απόστασης για την γειτονική κορυφή όπως η x, για παράδειγμα από το s στο x ( όπως πριν) συν την Ευκλείδια απόσταση από το x στο t. Έτσι, χρησιμοποιούμε καθολική πληροφορία για το γράφο για να κατευθύνουμε την αναζήτησή μας για το συντομότερο μονοπάτι από το s στο t. 

Για να το διατυπώσουμε αυτό, θεωρούμε ότι D(x,y) είναι η Ευκλείδια απόσταση μεταξύ των x, y και l(x, y) είναι το συντομότερο μονοπάτι από το x στο y στο γράφο. Το μήκος του μονοπατιού συνήθως είναι ίσο με το άθροισμα των μηκών των ακμών που αποτελούν το μονοπάτι : το βάρος μιας ακμής (x, y) ορίζεται ως D(x, y). Τώρα, σε κάθε γειτονική κορυφή ανατίθεται η ακόλουθη τιμή : min w{ l(s, w) + D(w, x)} + D(x, t).

 Ο αλγόριθμος που προκύπτει τρέχει πολύ γρηγορότερα από τον αλγόριθμο του Dijkstra σε συνηθισμένους γράφους και οι λόγοι είναι οι εξής :

· To δένδρο του συντομότερου μονοπατιού μεγαλώνει προς την κατεύθυνση του t.

· H αναζήτηση του συντομότερου μονοπατιού μπορεί να τερματιστεί μόλις το t προστεθεί στο δένδρο συντομότερου μονοπατιού.

 Η ορθότητα του αλγορίθμου πηγάζει από το γεγονός ότι το D(x, y) είναι ένα χαμηλότερο όριο του l(x, t). 

Ο αλγόριθμος Α-Star επελέγη λοιπόν προς υλοποίηση ως μία βελτιωμένη εκδοχή του Dijkstra που αξιοποιεί και την γεωγραφική πληροφορία που μας δίνει η γνώση του μεταφορικού δικτύου. Δηλαδή, ενσωματώνει τα πλεονεκτήματα που αναφέραμε για τον Dijkstra και επιπλέον καθοδηγεί την αναζήτηση προς τον κόμβο- προορισμό με τον τρόπο που περιγράψαμε παραπάνω. 

Για όλους αυτούς τους λόγους είναι ένας από τους αλγόριθμους που οι περισσότερες μελέτες προτείνουν προς εφαρμογή ιδιαίτερα στην περίπτωση της αναζήτησης σε στατικά μεταφορικά δίκτυα, όπως είναι και το δικό μας.

Οι αλγόριθμοι που επελέγησαν παραπάνω αποτελούν τον πυρήνα της εφαρμογής που υλοποιήθηκε στα πλαίσια αυτής της διπλωματικής. Ένας ακόμα από τους λόγους που επελέγησαν ήταν ότι είναι επεκτάσιμοι, ότι δηλαδή μπορούν να τροποποιηθούν ώστε να συμπεριλάβουν και επιπλέον παραμέτρους. Ενδεικτικά αναφέρουμε ότι μπορούν να χρησιμοποιηθούν λ.χ. και για δίκτυα ανεξάρτητα προς τον χρόνο.

Στα κεφάλαια που ακολουθούν ασχολούμαστε με την υλοποίηση η οποία  περιλαμβάνει αναπαράσταση του μεταφορικού δικτύου που τροφοδοτεί με τα απαραίτητα δεδομένα τους αλγορίθμους που επιλέξαμε και εφαρμογή των επιλεγμένων αλγορίθμων πάνω σ’ αυτό για τον υπολογισμό συντομότερων μονοπατιών.
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Η βάση δεδομένων
4.1 Εισαγωγή
Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφουμε αναλυτικά τη μοντελοποίηση του δικτύου μέσων μαζικής μεταφοράς της Αθήνας. Το δίκτυο της Αθήνας είναι αυτό που χρησιμοποιήσαμε για να “τρέξουμε” τους αλγόριθμους για τους οποίους καταλήξαμε με βάση τις έρευνες που έχουν γίνει σε ότι αφορά τα πραγματικά μεταφορικά δίκτυα ότι είναι οι πιο κατάλληλοι για εφαρμογή. 

To υλικό το πήραμε από μία βάση δεδομένων που δημιουργήθηκε από τον Γιάννη Ηλιάδη στα πλαίσια της δικής του διπλωματικής εργασίας. Η βάση αυτή περιέχει κάποια πραγματικά δεδομένα από το μεταφορικό δίκτυο των Αθηνών στα οποία έχουν πραγματοποιηθεί κατάλληλες αλλαγές και διορθώσεις. Οι διεργασίες αυτές έγιναν με σκοπό η βάση να είναι συνεπής έτσι ώστε τα καταληκτικά συμπεράσματα μετά την εφαρμογή των αλγορίθμων στα δεδομένα της να είναι αξιόπιστα.

Θα ξεκινήσουμε λοιπόν το κεφάλαιο περιγράφοντας αναλυτικά το σχήμα της βάσης δεδομένων και δίνοντας τα βασικά στοιχεία μοντελοποίησης που υπάρχουν πίσω απ' αυτήν. Θα συνεχίσουμε μιλώντας για το πώς δημιουργήθηκε η βάση και πώς έγινε ο καθαρισμός των δεδομένων της και θα κλείσουμε αναφερόμενοι στην επιλογή των hubs που θεωρήσαμε για το μεταφορικό δίκτυο των Αθηνών για τις ανάγκες ενός μέρους της υλοποίησηςκαι τη σχέση τους με τη βάση δεδομένων.Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται η αναλυτική μελέτη του συστήματός NaviMoz. Αρχικά γίνεται η ανάλυση των λειτουργικών απαιτήσεων από το σύστημα με το διαχωρισμό του σε επιμέρους υποσυστήματα. Στη συνέχεια παρουσιάζονται αναλυτικά οι εφαρμογές που υλοποιούν το σύστημα.
4.2 Μοντελοποίηση του δικτύου και βάση δεδομένων

4.2.1 Περιγραφή της βάσης δεδομένων
Η βάση δεδομένων περιλαμβάνει τους πίνακες που ακολουθούν παρακάτω. Για καθέναν απ’ αυτούς τους πίνακες δίνονται αναλυτικά τα πεδία που περιλαμβάνει :

DIMOI: Ο πίνακας αυτός περιέχει όλους τους δήμους της γεωγραφικής περιοχής στην οποία εκτείνεται το μεταφορικό δίκτυο της εφαρμογής μας, δηλαδή περιέχει όλους τους δήμους της Αττικής.

Τα πεδία που περιέχει ο πίνακας αυτός είναι τα εξής :

DIMOS_ID (INTEGER) : Ένα Id που αναθέτει το σύστημα 
ΝΑΜΕ (VARCHAR2(50)) : To όνομα του δήμου

ΖΟΝΕ (VARCHAR2(2)) : Η ζώνη στην οποία βρίσκεται ο δήμος αυτός

Το πεδίο DIMOS_ID είναι πρωτεύον κλειδί στον εν λόγω πίνακα.

NEES_TELIKES_STASEIS: O πίνακας αυτός περιέχει όλες τις στάσεις που υπάρχουν στο σύστημα και περιλαμβάνει τα παρακάτω πεδία:
STASI_ID (NUMBER) : Ένα Id που αναθέτει το σύστημα

NAME (VARCHAR2(32)): Το όνομα της στάσης

XPOS (FLOAT(126)) : Η x- συντεταγμένη της στάσης στο σύστημα

YPOS (FLOAT(126)) : Η y- συντεταγμένη της στάσης στο σύστημα

ZONE (VARCHAR2(32)) : Η ζώνη στην οποία βρίσκεται

DIMOS_ID (NUMBER): Ο δήμος στον οποίο ανήκει γεωγραφικά η στάση

To STASI_ID είναι το κλειδί αυτού του πίνακα, ενώ το πεδίο DIMOS_ID είναι ξένο κλειδί του NEES_TELIKES_STASEIS που αναφέρεται στον πίνακα DIMOI.

GRAMMES : O πίνακας αυτός περιέχει όλες τις γραμμές που υπάρχουν στο σύστημα

GRAMMI_ID (NUMBER): Ένα Id που αναθέτει το σύστημα

NAME (VARCHAR2(32)): Το όνομα της γραμμής

AFETIRIA (NUMBER): Το Id της στάσης που αποτελεί την αφετηρία

TERMA (NUMBER): Το Ιd της στάσης που αποτελεί το τέρμα

TYPE (VARCHAR2(32)): Ο τύπος της γραμμής ( λεωφορείο, τρόλλεϋ, μετρό)

Tο πεδίο GRAMMI_ID είναι το πρωτεύον κλειδί ενώ τα πεδία AFETIRIA, TERMA είναι ξένα κλειδιά που αναφέρονται στον πίνακα NEES_TELIKES_STASEIS.

DIMOI_GRAMMES: Ο πίνακας αυτός περιέχει όλες τις γραμμές που διέρχονται από κάποιον δήμο

DIMOS_ID (NUMBER):Το Id του δήμου ( από τον πίνακα Dimoi )

LINE_ID (NUMBER): To Id της γραμμής ( από τον πίνακα Grammes)

Εδώ το πρωτεύον κλειδί είναι το ζεύγος ( DIMOS_ID, LINE_ID). Το DIMOS_ID είναι ξένο κλειδί που αναφέρεται στον πίνακα DIMOI. To LINE_ID είναι ξένο κλειδί που αναφέρεται στον πίνακα GRAMMES.

NEES_TELIKES_GRAMMES_STASEIS: O πίνακας αυτός περιέχει όλες τις στάσεις κάποιας γραμμής

STASI_ID (NUMBER):Το Ιd της στάσης ( από τον πίνακα Staseis )

GRAMMI_ID (NUMBER): To Ιd της γραμμής ( από τον πίνακα Grammes )
WALK_LINK (VARCHAR2 (20)): Ένα πεδίο που δηλώνει αν η στάση συνδέεται με κάποια άλλης γραμμής μέσω περπατήματος
NEW_KEY (VARCHAR2(20)): Πεδίο που δημιουργείται από τον συνδυασμό των πεδίων ( STASI_ID, GRAMMI_ID).
Το πεδίο NEW_KEY λειτουργεί ως πρωτεύον κλειδί στον πίνακα. Το πεδίο STASI_ID είναι ξένο κλειδί που αναφέρεται στον πίνακα NEES_TELIKES_STASEIS. Το πεδίο GRAMMI_ID είναι ξένο κλειδί που αναφέρεται στον πίνακα GRAMMES.

NEES_TELIKES_DIADROMES: Ο πίνακας αυτός περιέχει όλες τις συνδέσεις μεταξύ στάσεων που γίνονται με κάποιο μέσο μεταφοράς (και όχι με περπάτημα).

DIADROMI_ID (NUMBER) : Ένα Id που αναθέτει το σύστημα

STASI_FROM (NUMBER): Το Id της στάσης που αποτελεί την εκκίνηση της διαδρομής

STASI_FROM_IN_LINE (NUMBER) : Ο αύξοντας αριθμός της στάσης πάνω στην γραμμή 

STASI_TO (NUMBER): Το Id της στάσης που αποτελεί την κατάληξη της διαδρομής

STASI_TO_IN_LINE (NUMBER): Ο αύξοντας αριθμός της στάσης πάνω στην γραμμή

LINE_ID (NUMBER): Το Id της γραμμής που συνδέει τις στάσεις

DIRECT_FLAG (NUMBER) : Το πεδίο αυτό δηλώνει την κατεύθυνση ( από την αφετηρία προς το τέρμα ή το αντίστροφο).
NEW_KEY (VARCHAR2 (30)): Το πεδίο αυτό δημιουργείται από τον συνδυασμό των πεδίων (stasi_from, stasi_to, line_id).
To πρωτεύον κλειδί είναι το πεδίο DIADROMI_ID. Τα STASI_FROM, STASI_TO είναι ξένα κλειδιά που αναφέρονται στον πίνακα NEES_TELIKES_STASEIS ενώ το LINE_ID είναι ξένο κλειδί που αναφέρεται στον πίνακα GRAMMES.
TELIKA_HUBS: Ο πίνακας αυτός περιλαμβάνει όλους του δυνατούς συνδυασμούς των επιλεγμένων hubs ανά 2.
ZEUGOS_ID (NUMBER): Ένας αριθμός που αναθέτει το σύστημα.

FIRST_HUB (NUMBER): Το hub- αφετηρία του μονοπατιού, ένα από τα επιλεγμένα hubs.

SECOND_HUB (NUMBER): To hub- προορισμός στο μονοπάτι. Είναι ένα από τα επιλεγμένα hubs.

XRONOS (FLOAT(126):  Το κόστος για να πάμε από το hub- αφετηρία στο hub- προορισμό.

PATH (VARCHAR2 (2000)): Το μονοπάτι που οδηγεί από την αφετηρία στον προορισμό. Περιλαμβάνει τις  γραμμές- στάσεις από τις οποίες περνά κανείς διαδοχικά  κατά την μετακίνησή του από το hub – αφετηρία προς το hub- προορισμό. 

Το πεδίο ZEUGOS_ID είναι πρωτεύον κλειδί. Τα πεδία FIRST_HUB, SECOND_HUB είναι ξένα κλειδιά που αναφέρονται στον πίνακα NEES_TELIKES_STASEIS.
4.2.2 Το διάγραμμα οντοτήτων- συσχετίσεων

[image: image8.emf]NEES_TELIKES_STASEIS

PK STASI_ID

NAME

XPOS

YPOS

ZON

DIMOS_ID

DIMOI

PK DIMOS_ID

NAME

ZONE

DIMOI_GRAMMES

DIMOS_ID

LINE_ID

GRAMMES

PK GRAMMI_ID

NAME

AFETIRIA

TERMA

TYPE

NEES_TELIKES_GRAMMES_STASEIS

PK NEW_KEY

STASI_ID

GRAMMI_ID

WALK_LINK

NEES_TELIKES_DIADROMES

PK DIADROMI_ID

STASI_FROM

STASI_FROM_IN_LINE

STASI_TO

STASI_TO_IN_LINE

LINE_ID

DIRECT_FLAG

NEW_KEY

TELIKA_HUBS

PK ZEUGOS_ID

FIRST_HUB

SECOND_HUB

XRONOS

PATH


4.2.3 Μοντελοποίηση του δικτύου – Βασικές παραδοχές
Tο δίκτυο των Αθηνών είναι ένα δίκτυο που περιλαμβάνει πολλές γραμμές διαφόρων μέσων μαζικής μεταφοράς. Καθεμία από τις γραμμές αυτές αποτελείται από μία σειρά στάσεων, διαγράφει ένα δρομολόγιο στο γεωγραφικό χώρο καθώς διέρχεται διαδοχικά από αυτές τις στάσεις και εξυπηρετεί τις περιοχές που τις περιέχουν. Δηλαδή, οι βασικές οντότητες του μεταφορικού δικτύου είναι δύο : οι γραμμές και οι στάσεις. Ας φανταστούμε τώρα το μεταφορικό δίκτυο των Αθηνών να απεικονίζεται ως ένας γράφος. Τα βασικά στοιχεία ενός γράφου είναι οι κόμβοι και οι ακμές του. Για εμάς, κάθε στάση μίας γραμμής θα αντιστοιχεί σε έναν κόμβο του γράφου ενώ κάθε σύνδεσμος μεταξύ δύο διαδοχικών στάσεων μίας γραμμής, δηλαδή ένα στοιχειώδες τμήμα της γραμμής, συνιστά μία ακμή του γράφου. Τέλος, μία ακολουθία από συνδέσμους που εξυπηρετούνται από κάποιο μέσο μαζικής μεταφοράς συνιστά μία γραμμή.

Προκειμένου να μοντελοποιηθούν όλα τα παραπάνω δημιουργούνται τρείς πίνακες στην βάση δεδομένων : ο πίνακας STASEIS που μοντελοποιεί τις στάσεις, ο πίνακας GRAMMES που περιλαμβάνει τις γραμμές και ο πίνακας DIADROMES που περιλαμβάνει τις συνδέσεις μεταξύ των στάσεων σε καθεμία από τις γραμμές του δικτύου. Δηλαδή :

· πίνακας STASEIS περιλαμβάνει όλες τις στάσεις όλων των μεταφορικών μέσων.

· πίνακας GRAMMES περιλαμβάνει όλες τις γραμμές, δηλαδή όλες τις ακολουθίες ακμών που δημιουργούν μία γραμμή που εξυπηρετείται από κάποιο μεταφορικό μέσο. 

· Ο πίνακας DIADROMES περιλαμβάνει όλες τις συνδέσεις μεταξύ των στάσεων σε καθεμία από τις γραμμές του δικτύου. Δηλαδή, περιλαμβάνει όλες τις ακμές του δικτύου και τη σειρά με την οποία αυτές συνδέονται προκειμένου να μοντελοποιήσουν μία γραμμή

Μία άλλη σημαντική παράμετρος της μοντελοποίησης είναι η σύνδεση του μεταφορικού δικτύου με τον γεωγραφικό χώρο. Το μεταφορικό δίκτυο της Αθήνας εκτείνεται σε ολόκληρο το λεκανοπέδιο Αττικής. Κάθε γραμμή εμφανίζει μία μορφή στον γεωγραφικό αυτό χώρο και το σύνολο των γραμμών ορίζει την μορφολογία του δικτύου. Η μορφολογία αυτή είναι ιδιαίτερης σημασίας διότι πολλές ευριστικές τεχνικές που αφορούν σε μεταφορικά δίκτυα αξιοποιούν την γνώση που συνδέεται μ’ αυτήν ακριβώς τη μορφολογία. Επιπλέον, οι αλγόριθμοι που έχουμε επιλέξει προς υλοποίηση κάνουν την επιλογή των κόμβων με βάση τα βάρη των ακμών, τα οποία δίνονται από τη γεωγραφική απόσταση μεταξύ των στάσεων.

Για όλους τους παραπάνω λόγους, είναι φανερό ότι είναι απαραίτητο να προσδιοριστούν τα χωρικά δεδομένα του δικτύου, πράγμα που έγινε με τον εξής τρόπο :

Ο γεωγραφικός χώρος στον οποίο εκτείνεται το μεταφορικό δίκτυο χωρίστηκε σε επιμέρους περιοχές, τις ζώνες. Κάθε ζώνη περιλαμβάνει ένα σύνολο μικρότερων περιοχών καθεμία από τις οποίες αποτελεί ένα δήμο και οριοθετείται από τα όρια του δήμου αυτού. Για την αποθήκευση όλων αυτών των πληροφοριών δημιουργήθηκαν :

· Ο πίνακας DIMOI που περιλαμβάνει όλους τους δήμους από τους οποίους περνούν γραμμές που ανήκουν στο μεταφορικό μας δίκτυο.

· Ο πίνακας DIMOI_GRAMMES που καταγράφει τις γραμμές που διέρχονται από έναν δήμο, συσχετίζοντας έτσι τις γραμμές με τους δήμους. 

Τέλος, ένα από τα βασικότερα ζητήματα της μοντελοποίησης είναι ο τρόπος με τον οποίο μοντελοποιήθηκαν οι στάσεις που ανήκουν σε περισσότερες από μία γραμμές. Επειδή στον πίνακα STASEIS κάθε στάση συμμετέχει μόνο μία φορά ανεξάρτητα από το αν ανήκει σε περισσότερες από μία γραμμές δημιουργήσαμε έναν ξεχωριστό πίνακα, που αναφέρεται ως GRAMMES_STASEIS, στον οποίο κάθε στάση περιέχεται τόσες φορές όσες είναι και οι διαφορετικές γραμμές που διέρχονται από αυτήν. Με τον τρόπο αυτό δημιουργείται μία νέα οντότητα  που ονομάζεται Γραμμή_Στάση. Η οντότητα αυτή είναι ιδιαιτέρως σημαντική για τη μοντελοποίηση, τόσο που για την υλοποίηση δημιουργήσαμε μία κλάση ειδικά γι’ αυτήν. Η κλάση αυτή ονομάζεται επίσης Γραμμή_Στάση και οι αλγόριθμοι που έχουμε επιλέξει για την επίλυση του προβλήματος χειρίζονται επί της ουσίας αντικείμενα αυτής της κλάσης. 

Αφού είδαμε λοιπόν πώς καθοδηγεί η μοντελοποίηση τον σχεδιασμό της βάσης δεδομένων, ας δούμε τις βασικές παραδοχές που υπάρχουν πίσω απ' αυτήν τη μοντελοποίηση.

Είδαμε προηγουμένως ότι το αντικείμενο που χειρίζονται οι αλγόριθμοί μας είναι η Γραμμή_Στάση. Δηλαδή, καθένας από τους αλγορίθμους που εκτελούνται κατά την υλοποίηση, δημιουργεί συντομότερο μονοπάτια από την αφετηρία στο τέρμα, επιλέγοντας κόμβους που χαρακτηρίζονται μοναδικά από το ζεύγος (γραμμή, στάση).

Οι δυνατότητες που υπάρχουν κατά τη μετακίνηση από κόμβο σε κόμβο πάνω στον γράφο που απεικονίζει το δίκτυο : είτε κινούμαστε μεταξύ διαδοχικών κόμβων της ίδιας γραμμής είτε κάνουμε “μετεπιβίβαση”, δηλαδή αλλάζουμε γραμμή. Η μετεπιβίβαση είναι εφικτή σε στάσεις που ανήκουν σε περισσότερες από μία γραμμές. Με τον όρο αυτό επί της ουσίας εννοούμε ότι παραμένουμε στην ίδια στάση αλλά αλλάζουμε γραμμή. Δηλαδή δεν μετακινούμαστε γεωγραφικά αλλά περιμένουμε να περάσουμε από την ίδια στάση η επόμενη γραμμή με την οποία έχουμε επιλέξει να συνεχίσουμε τη διαδρομή μας.

Μπορούμε να φανταστούμε ένα δίκτυο στο οποίο κάθε στάση “ απεικονίζεται” τόσες φορές όσες και οι γραμμές στις οποίες συμμετέχει. Οι στάσεις αυτές συνδέονται μεταξύ τους με “ ψευδοακμές” που έχουν σταθερό και ορισμένο από εμάς κόστος που ονομάζεται  “ κόστος μετεπιβίβασης”. Την τιμή του κόστους αυτού την έχουμε επιλέξει εμείς λαμβάνοντας υπ’όψιν τα πραγματικά βάρη των υπόλοιπων ακμών έτσι ώστε να μην επηρεάσουμε τους αλγορίθμους υπέρ ή κατά των μετεπιβιβάσεων. 

Συνοψίζοντας λοιπόν, οι βασικές παραδοχές κατά τη μετακίνηση από κόμβο σε κόμβο στο δίκτυο είναι οι εξής:

· Όσο κινούμαστε πάνω στην ίδια γραμμή, το κόστος για να πάμε από έναν κόμβο σε έναν άλλον είναι το βάρος της ακμής που το συνδέει.

· ΄Όταν πραγματοποιούμε μετεπιβίβαση, δηλαδή παραμένουμε στην ίδια στάση αλλά αλλάζουμε γραμμή, το κόστος για την αλλαγή μεταξύ των γραμμών είναι το “κόστος μετεπιβίβασης”.

Οι αλγόριθμοι που εφαρμόζουμε στο μεταφορικό μας δίκτυο επιλέγουν τον “επόμενο” κόμβο για το συντομότερο μονοπάτι, χρησιμοποιώντας συναρτήσεις του βάρους των ακμών και συνυπολογίζοντας το κόστος τυχόν μετεπιβιβάσεων. Συνεπώς, η αξιοπιστία των βαρών των ακμών είναι ιδιαίτερα κρίσιμη για την διεξαγωγή ορθών αποτελεσμάτων. Δηλαδή, για να καταλήξουμε στα αναμενόμενα με βάση τις μελέτες αποτελέσματα, οι τιμές των βαρών των ακμών πρέπει να είναι τέτοιες που να συγκροτούν ένα ρεαλιστικό μεταφορικό δίκτυο. Χρειαζόμαστε λοιπόν μία συνάρτηση αξιόπιστη, που να υπολογίζει τα βάρη μεταξύ των ακμών με ρεαλιστικό τρόπο.

Το δίκτυο των μέσων μαζικής μεταφοράς στο λεκανοπέδιο Αττικής είναι ένα δίκτυο που εκτείνεται στο γεωγραφικό χώρο, δηλαδή ένα δίκτυο του οποίου κάθε στάση είναι ένα πραγματικό σημείο στον χάρτη της Αττικής. Η θέση κάθε τέτοιου σημείου καθορίζεται από τις συντεταγμένες του.

Θεωρούμε λοιπόν ότι το μεταφορικό μας δίκτυο είναι ένα δίκτυο Ευκλείδειο, δηλαδή ένα δίκτυο στο οποίο τα βάρη των ακμών μεταξύ των στάσεων δίνονται από τις τιμές των γεωγραφικών αποστάσεων μεταξύ των στάσεων. Οι αποστάσεις αυτές καθορίζονται από τις συντεταγμένες των στάσεων.

Η παραδοχή ότι το δίκτυο είναι Ευκλείδειο δε βρίσκεται πολύ μακριά από την πραγματικότητα, αντίθετα συλλαμβάνει μία από τις πιο βασικές παραμέτρους της που είναι η γεωγραφική απόσταση. Το κόστος για να πάμε από ένα σημείο σε ένα άλλο είναι πάντοτε ανάλογο της απόστασης μεταξύ των σημείων, αν οι υπόλοιπες παράμετροι παραμένουν σταθερές (π.χ. μεταφορικό μέσο, συχνότητα δρομολογίων κ.λ.π.)

Καταλήγουμε με τον τρόπο αυτό στη βασική παραδοχή που αφορά στα βάρη των ακμών του δικτύου μας και η οποία διατυπώνεται ως εξής :

· Το μεταφορικό δίκτυο της εργασίας μας είναι ένα Ευκλείδειο δίκτυο, δηλαδή ένα δίκτυο στο οποίο τα βάρη των ακμών μεταξύ των στάσεων είναι ανάλογο των γεωμετρικών αποστάσεων μεταξύ των στάσεων αυτών.

Η παραπάνω παραδοχή εμπεριέχει δύο ακόμα παραδοχές :

· Όλα τα μεταφορικά μέσα έχουν την ίδια ταχύτητα κατά τη μετακίνηση στο δίκτυο.

· Όλες οι γραμμές έχουν την ίδια συχνότητα δρομολογίων.

Ίδια ταχύτητα για όλα τα μεταφορικά μέσα σημαίνει πρακτικά ότι κανένα μεταφορικό μέσο δεν υπερτερεί έναντι κάποιου άλλου. 

Ίδια συχνότητα δρομολογίων σημαίνει ότι όλες οι γραμμές διέρχονται με την ίδια συχνότητα από τις στάσεις και επομένως καμία γραμμή δεν είναι πιο “ συμφέρουσα “ από τις άλλες.

Συνοψίζοντας λοιπόν, μπορούμε να πούμε ότι η υλοποίηση με χρήση των δεδομένων που ακολουθούν τη μοντελοποίηση που περιγράψαμε παραπάνω και τις παραδοχές της, επιλύει το πρόβλημα εύρεσης συντομότερου μονοπατιού ( single source shortest path ) σε Ευκλείδειο δίκτυο, στο οποίο όλα τα μέσα μεταφοράς έχουν την ίδια ταχύτητα και την ίδια συχνότητα δρομολογίων.
4.2.4 Δημιουργία της βάσης και καθαρισμός των δεδομένων
Με μία προσεκτική ματιά στα πεδία των πινάκων της βάσης που μοντελοποιεί το δίκτυο, διαπιστώνουμε ότι για την τροφοδοσία της βάσης με τα απαραίτητα δεδομένα δύο εργασίες είναι απαραίτητες :

· Η ανάκτηση των αλφαριθμητικών δεδομένων, που αφορά τις στάσεις, τα ονόματα των στάσεων, τις γραμμές στις οποίες οι στάσεις αυτές συμμετέχουν, τις γραμμές, τα ονόματά τους, τους δήμους από τους οποίους διέρχονται κ.ο.κ.

· Ο προσδιορισμός των χωρικών δεδομένων, δηλαδή των ορίων των δήμων, της μορφής των γραμμών στο χώρο και κυρίως ο προσδιορισμός των συντεταγμένων καθεμίας από τις στάσεις.

Η ανάκτηση των αλφαριθμητικών δεδομένων έγινε με χρήση κατάλληλου προγράμματος που ανέκτησε τα απαραίτητα δεδομένα από το site του OASA. 

Για τον προσδιορισμό των χωρικών δεδομένων ορίστηκε αυθαίρετα ένα σύστημα συντεταγμένων. Ως αρχή (0,0) του συστήματος ορίστηκε η στάση Συντάγματος ενώ στη συνέχεια εκτελέστηκε “ πρόχειρη” ψηφιοποίηση με το χέρι. Με τον τρόπο αυτό, γέμισαν με συντεταγμένες κάποιες στάσεις- βασικά σημεία στον χάρτη ενώ οι υπόλοιπες συντεταγμένες παράχθηκαν “ κατά προσέγγιση “ από έναν αλγόριθμο “ παραγωγής συντεταγμένων”. Όλα τα παραπάνω έγιναν από τον Γιάννη Ηλιάδη στα πλαίσια της δικής του διπλωματικής εργασίας από την οποία πήραμε τη βάση αρχικά.

Ωστόσο, κατά την επεξεργασία των δεδομένων της βάσης από τους επιλεγμένους αλγορίθμους, για τη δημιουργία συντομότερου μονοπατιού, διαπιστώθηκαν κάποια προβλήματα. Για την απρόσκοπτη λειτουργία του προγράμματος λοιπόν, ήταν απαραίτητος ένας καθαρισμός των δεδομένων. Επιπλέον, ο προσδιορισμός των hubs για τα οποία θα μιλήσουμε αναλυτικά στην επόμενη παράγραφο είχε ως αποτέλεσμα την ενοποίηση ομάδων στάσεων, δηλαδή ομάδων από stasi_ids σε ένα μοναδικό κάθε φορά stasi_id.

Είδαμε ότι τα βάρη των ακμών δίνονται από τις γεωμετρικές αποστάσεις μεταξύ των στάσεων. Οι αποστάσεις αυτές δεν είναι αποθηκευμένες στη βάση δεδομένων αλλά υπολογίζονται κατά την εκτέλεση των αλγορίθμων.

Διαπιστώθηκε ότι πολλές εγγραφές στον πίνακα STASEIS  είχαν τιμή null  στο πεδίο των συντεταγμένων x και y. Το γεγονός αυτό δημιουργεί πρόβλημα καθώς καθιστά αδύνατο τον υπολογισμό των βαρών των αντίστοιχων ακμών. Για τον λόγο αυτό, κάναμε μία διορθωτική επέμβαση στη βάση με τον εξής τρόπο :

Εκτελώντας ένα query στον πίνακα DIADROMES εντοπίσαμε τα line_ids των γραμμών που περιλαμβάνουν τουλάχιστον δύο διαδοχικές στάσεις με null συντεταγμένες. Βρήκαμε ότι 97 από τις 319 γραμμές της βάσης περιείχαν τέτοιες στάσεις. Επίσης, διαπιστώσαμε για κάποιες μεμονωμένες γραμμές ότι έλειπαν τμήματά τους από τον πίνακα DIADROMES. Δηλαδή, οι διαδρομές που ακολουθούσαν οι γραμμές αυτές δεν ήταν σωστά περασμένες στον πίνακα DIADROMES, διότι  έλειπαν πολλές ενδιάμεσες στάσεις και οι συνδέσεις μεταξύ τους. Τόσο οι 97 γραμμές της πρώτης κατηγορίας όσο και οι μεμονωμένες “ προβληματικές “ γραμμές της δεύτερης κατηγορίας διαγράφηκαν απ΄ όλους τους πίνακες της βάσης όπου εμφανίζονταν.

Σε ότι αφορά τα hubs η κύρια επεξεργασία που έγινε στη βάση δεδομένων είναι η ενοποίηση ομάδων στάσεων σε μοναδικές στάσεις. Συγκεκριμένα, για καθένα από τα 7 πρώτα hubs του καταλόγου των hubs που ακολουθεί σε επόμενη παράγραφο, πραγματοποιήθηκε ενοποίηση περισσότερων του ενός στάσεων, με κριτήρια γεωγραφικά.

Μετά από όλες αυτές τις αλλαγές και ενημερώσεις στην βάση, κάναμε έναν έλεγχο για να βεβαιωθούμε για την ακεραιότητα τον δεδομένων στην βάση. Το σημαντικότερο κομμάτι αυτού του ελέγχου είχε να κάνει με τους πίνακες STASEIS, GRAMMES_STASEIS και DIADROMES , διότι αυτοί είναι οι πίνακες που τροφοδοτούν με δεδομένα τους αλγόριθμους που υλοποιήσαμε. Πραγματοποιήθηκαν λοιπόν τα εξής :

· Έλεγχος αν κάθε grammi_id του πίνακα GRAMMES_STASEIS αντιστοιχεί σε ένα line_id του πίνακα DIADROMES και το αντίστροφο.

· Έλεγχος αν κάθε stasi_id του πίνακα STASEIS αντιστοιχεί σε ένα stasi_to ή stasi_from του πίνακα DIADROMES  και το αντίστροφο.

· Έλεγχος αν κάθε stasi_id του πίνακα STASEIS αντιστοιχεί σε ένα stasi_id του πίνακα GRAMMES_STASEIS και το αντίστροφο.

· Έλεγχος για το αν οι διαδρομές κάθε γραμμής εμφανίζονται ακέραιες και ολοκληρωμένες στον πίνακα DIADROMES. Ο έλεγχος αυτός έγινε με χρήση κατάλληλου ερωτήματος στους πίνακες DIADROMES και GRAMMES_STASEIS.

4.3 Βάση δεδομένων και hubs
4.3.1 Ta hubs σε συνάρτηση με το μεταφορικό δίκτυο Αθηνών
Ένας από τους στόχους αυτής της διπλωματικής εργασίας είναι να διερευνήσει το κατά πόσο κάποιες ευριστικές τεχνικές μπορούν να οδηγήσουν σε γρηγορότερη λύση του προβλήματος εύρεσης συντομότερου μονοπατιού. Στα πλαίσια αυτής της διερεύνησης λοιπόν, αποφασίστηκε να οριστούν αυθαίρετα κάποια hubs στο μεταφορικό δίκτυο της Αττικής. Τα hubs αυτά χρησιμοποιούνται σε ένα τμήμα της υλοποίησης των αλγορίθμων για το οποίο θα μιλήσουμε αναλυτικά στο επόμενο κεφάλαιο.

Ας δούμε όμως τι είναι τα hubs:

 Τα hubs είναι κομβικά σημεία στο δίκτυο από γεωγραφική άποψη. Συνήθως είναι σημεία από τα οποία ξεκινούν- και αντίστοιχα καταλήγουν- πολλές γραμμές και στα οποία κατά κανόνα πραγματοποιείται μεγάλος αριθμός μετεπιβιβάσεων.

Το πλεονέκτημα που προσφέρει η χρήση των hubs είναι ότι μας επιτρέπει να “ σπάσουμε “ το πρόβλημα της μετακίνησης από σημεία σε σημείο σε μικρότερα υπο- προβλήματα. Επιπλέον όμως, ο τρόπος με τον οποίο “ σπάει” το πρόβλημα είναι τέτοιος που αξιοποιεί γεωγραφική πληροφορία αλλά και γνώση της μορφολογίας του δικτύου.

Η χρήση των hubs σύμφωνα με τη βιβλιογραφία είναι μία από τις δημοφιλέστερες ευριστικές τεχνικές που μπορούν να εφαρμοσθούν για την επίλυση μεταφορικών προβλημάτων σε δίκτυα. Αυτό συμβαίνει διότι υποχρεώνοντας το δρομολόγιο να περάσει από κάποιο hub καθοδηγείται η αναζήτηση, περιορίζεται ο “χώρος” του προβλήματος και επομένως αυξάνουν οι πιθανότητες να οδηγηθούμε σε γρηγορότερη λύση. Όλα αυτά βέβαια με την προϋπόθεση ότι η επιλογή των hubs γίνεται με κριτήρια κατάλληλα.

Θα αναφερθούμε με μεγαλύτερη λεπτομέρεια στα πλεονεκτήματα που προκύπτουν από την χρήση των hubs στο επόμενο κεφάλαιο. Εδώ, θα μιλήσουμε για τον τρόπο με τον οποίο έγινε η επιλογή τους για το μεταφορικό μας δίκτυο και για τη δημιουργία του πίνακα  telika_hubs στη βάση.

Αρχικά, εντοπίζουμε τους κόμβους- στάσεις με μεγάλο βαθμό (nodedegree). Ο βαθμός ενός κόμβου σ’ έναν γράφο δίνεται από το πλήθος των ακμών που διέρχονται απ’ αυτόν. Συνεπώς, ο βαθμός ενός κόμβου- στάσης στο μεταφορικό μας δίκτυο  είναι ίσος με το πλήθος των γραμμών που διέρχονται απ’ τη συγκεκριμένη στάση.

Ο εντοπισμός των στάσεων αυτών γίνεται με την βοήθεια ενός προγράμματος Java. Το πρόγραμμα αυτό για καθεμία από τις στάσεις του δικτύου ( stasi_ids στον πίνακα STASEIS ) υπολογίζει τον αριθμό των γραμμών που διέρχονται από αυτές εκτελώντας ένα κατάλληλο query στον πίνακα GRAMMES_STASEIS. Στη συνέχεια, εντοπίζει και εμφανίζει τις στάσεις που έχουν βαθμό μεγαλύτερο  ή ίσο του 12. Η έξοδος δηλαδή του συγκεκριμένου προγράμματος είναι όλες οι στάσεις από τις οποίες διέρχονται τουλάχιστον 12 διαφορετικές γραμμές.

Από το πρόγραμμα αυτό εντοπίζονται περίπου 55 στάσεις.

Για καθεμία απ’ αυτές  εκτελώντας  κατάλληλο ερώτημα στην βάση βρήκαμε το όνομά της, τον δήμο στον οποίο ανήκει και τις συντεταγμένες της. Γνωρίζουμε λοιπόν τα  πεδία : STASEIS.STASI_ID, STASEIS.NAME, STASEIS.DIMOS_ID, STASEIS.XPOS, STASEIS.YPOS)  για καθεμία από τις στάσεις της εξόδου του προγράμματος.

Μελετώντας προσεκτικά  τις συντεταγμένες των επιμέρους στάσεων  αλλά και τις περιοχές όπου αυτές συγκεντρώνονται διαπιστώνουμε ότι :

· Οι περισσότερες στάσεις- υποψήφια hubs βρίσκονται στους δήμους Αθηνών, Πειραιά και Κηφισιάς. Το αποτέλεσμα αυτό είναι αναμενόμενο σε ότι αφορά τον δήμο Αθηνών και οφείλεται στο ότι οι περισσότερες γραμμές ξεκινούν από στάσεις- σημεία του κέντρου των Αθηνών. Εξάλλου, ο δήμος Αθηναίων όπως εμφανίζεται στη μοντελοποίηση καλύπτει γεωγραφικά ένα μεγάλο κομμάτι του χάρτη. Αντιστοίχως, οι δήμοι Κηφισιάς και Πειραιά είναι επίσης αναμενόμενο να συγκεντρώνουν κομβικά σημεία καθώς αποτελούν «κέντρα» της ευρύτερης περιοχής στην οποία ανήκουν γεωγραφικά. 

· Πολλές από τις στάσεις- υποψήφια hubs βρίσκονται πολύ κοντά μεταξύ τους. Συγκεκριμένα, κάποιες βρίσκονται τόσο κοντά που σχεδόν συμπίπτουν. Αυτό σε μερικές περιπτώσεις φαίνεται και από το όνομα των στάσεων, που δηλώνουν ότι πρόκειται για σημεία παραπλήσια. Λ.χ. η πλατεία Αττικής που είναι ένα υποψήφιο hub εμφανίζεται με το όνομα PL.ATTIKIS ή AFETIRIA PL.ATTIKIS. Αντίστοιχα, το Σύνταγμα εμφανίζεται ως STATHMOS_SYNTAGMATOS, SYNTAGMA και PLATEIA SYNTAGMATOS. Είναι φανερό ότι πρόκειται σχεδόν για το ίδιο σημείο για το οποίο      χρησιμοποιήθηκαν διαφορετικά ονόματα για να δηλωθεί ότι η αφετηρία ή το τέρμα των γραμμών που καταλήγουν εκεί δεν είναι ακριβώς οι ίδιες.

· Ένας μεγάλος αριθμός στάσεων με μεγάλο βαθμό δεν είναι ακριβώς οι ίδιες με αυτές στις οποίες αναφερθήκαμε προηγουμένως, ωστόσο είναι στάσεις αρκετά κοντινές τους και βρίσκονται ανάμεσα στα μεγάλα κομβικά σημεία του δικτύου. Μία τέτοια στάση είναι λ.χ. η FILELLINON που βρίσκεται πολύ κοντά στο SYNTAGMA ή η AKADIMIA. Οι στάσεις αυτές μπορούν να διακριθούν “ποιοτικά”  σε δύο κατηγορίες : αυτές που επίσης είναι κομβικά σημεία εκκίνησης πολλών γραμμών και τις οποίες πρέπει να συμπεριλάβουμε στα hubs (π.χ. AKADIMIA) και εκείνες που απλώς εμφανίζονται με μεγάλο βαθμό επειδή όλες οι γραμμές που ξεκινούν από τα hubs περνούν και από αυτές λόγω της γεωγραφικής τους θέσης(π.χ. FILELLINON). Οι τελευταίες αυτές δεν έχει νόημα να συμπεριληφθούν στα hubs. 

· Τέλος, παρατηρούμε ότι υπάρχουν μεγάλα τμήματα γεωγραφικών περιοχών που δεν εμφανίζουν κόμβους- στάσεις με υψηλό βαθμό. Π.χ. δεν εμφανίζονται στάσεις με υψηλό βαθμό στα Νότια Προάστια. Αυτό ωστόσο δεν συμβαίνει επειδή δεν υπάρχουν κομβικά σημεία στις επιμέρους αυτές περιοχές, απλώς ο βαθμός τους είναι μικρότερος από αυτόν που εμφανίζουν τα κομβικά σημεία του κέντρου, γι’ αυτό και δεν εντοπίζονται από το πρόγραμμά μας.

4.3.2 Επιλογή των hubs
Συνοψίζοντας όλα τα παραπάνω τα κριτήρια που χρησιμοποιούμε τελικά για να επιλέξουμε τα hubs είναι τα εξής :

· βαθμός κόμβου.

· Γεωγραφικά κριτήρια.

· Α priori κριτήρια που σχετίζονται με τη γνώση που έχουμε για κομβικά σημεία του μεταφορικού δικτύου.

Λαμβάνοντας υπ’ όψιν όλα τα παραπάνω κάνουμε την επιλογή των hubs ακολουθώντας τα παρακάτω βήματα :

· Εντοπίζουμε τους κόμβους στάσεις με βαθμό μεγαλύτερο του 12. Για όσες από αυτές ανήκουν στον δήμο Αθηναίων κάνουμε τα εξής :

· Διαλέγουμε εκείνες που έχουν τον υψηλότερο βαθμό και για τις οποίες επιπλέον από τη γνώση που έχουμε για το δίκτυο της Αθήνας, αποτελούν τα κεντρικότερα σημεία μετεπιβίβασης από τα οποία ξεκινούν οι περισσότερες γραμμές.

· Όσες απ΄ αυτές αναφέρονται στο ίδιο περίπου γεωγραφικό σημείο αλλά υπάρχουν στον πίνακα STASEIS  ως διαφορετικές στάσεις, τις ενοποιούμε σε μία μοναδική στάση. Το ίδιο κάνουμε και για στάσεις- hubs των άλλων βασικών περιοχών, όπως π.χ. ο Πειραιάς, που εμφανίζουν την ίδια ιδιότητα. 

· Μεταξύ των στάσεων με υψηλό βαθμό που είναι κοντά σε ήδη επιλεγμένα hubs και βρίσκονται γεωγραφικά ανάμεσά τους, κάνουμε πολύ προσεκτική επιλογή. Κρατάμε μόνο εκείνες για τις οποίες γνωρίζουμε ότι είναι σημεία από τα οποία ξεκινούν επίσης πολλές γραμμές και που επομένως πληρούν την βασική ιδιότητα ενός hub, ενώ αγνοούμε τις υπόλοιπες. Λ.χ. επιλέγουμε την AKADIMIA ως hub αλλά όχι τη FILELLINON.

Επιπλέον :

· Επιλέγουμε στάσεις- hubs και για τη σύνδεση μεταξύ περιοχών που δεν καλύπτονται από τα ήδη επιλεγμένα και δεν συγκαταλέγονται στην έξοδο του προγράμματος της Java. Εδώ, αξιοποιούμε τη μοντελοποίηση που έχει γίνει από τον Γιάννη Ηλιάδη, ο οποίος έχει χωρίσει το μεταφορικό δίκτυο σε ζώνες. 

· Για όποια ζώνη δεν εκπροσωπείται από κάποιο hub, εκτελούμε αναζήτηση στάσεων με “τοπικά” υψηλό βαθμό. 

· Ελέγχουμε τα σημεία στον χάρτη στα οποία αντιστοιχούν οι στάσεις αυτές και επιλέγουμε τις καταλληλότερες από γεωγραφική άποψη, δηλαδή εκείνες που λόγω της θέσης τους είναι πιο εύκολα προσβάσιμες από περισσότερες προαστιακές περιοχές.

Με τον τρόπο αυτό, προκύπτει ένα σύνολο από hubs σχετικά ομοιόμορφο, που καλύπτει τα βασικότερα σημεία του κέντρου αλλά και κάνει δυνατή τη σύνδεση μεταξύ προαστιακών περιοχών μεταξύ τους αλλά και με το κέντρο.
4.3.3 Κατάλογος των hubs

Ακολουθεί κατάλογος από τα επιλεγμένα hubs :
	NEW_SYNTAGMA

	NEW_PEIRAIAS

	NEW_KIFISIA

	NEW_DAFNI

	NEW_ATTIKI

	AG. MELETIOS

	4Ι CHOLARGOY

	AKADIMIA

	PL. KYPSELIS

	PALAMA

	PALAMIDIOY

	KOYMOYNDOYROY

	ST. ETHNIKIS AMYNAS

	ZIRINEIO

	AGIA PARASKEVI

	CHALANDRI

	ARGYROYPOLI

	AIGALEO


4.3.4 Δημιουργία του πίνακα TELIKA_HUBS
Ο πίνακας telika_hubs είναι ένας πίνακας που δημιουργήθηκε για τις ανάγκες μίας από τις παραλλαγές του Dijkstra κατά την υλοποίηση. Στον πίνακα αυτό βρίσκονται προϋπολογισμένα τα μονοπάτια που συνδέουν μεταξύ τους τα hubs. Για το σκοπό αυτό “τρέξαμε” τον αλγόριθμο του Dijkstra για κάθε διακριτό συνδυασμό των επιλεγμένων hubs. O πίνακας telika_hubs περιλαμβάνει 308 εγγραφές και αποτελείται από τα ακόλουθα πεδία :

ZEUGOS_ID (NUMBER): Ένας αριθμός που αναθέτει το σύστημα. Αποτελεί το πρωτεύον κλειδί του πίνακα.

FIRST_HUB (NUMBER): Το hub- αφετηρία του μονοπατιού, ένα από τα επιλεγμένα hubs.

SECOND_HUB (NUMBER): To hub- προορισμός στο μονοπάτι. Είναι ένα από τα επιλεγμένα hubs.

XRONOS (FLOAT(126):  Το κόστος για να πάμε από το hub- αφετηρία στο hub- προορισμό.

PATH (VARCHAR2 (2000)): Το μονοπάτι που οδηγεί από την αφετηρία στον προορισμό. Περιλαμβάνει τις  γραμμές- στάσεις από τις οποίες περνά κανείς διαδοχικά  κατά την μετακίνησή του από το hub – αφετηρία προς το hub- προορισμό. Είναι αποθηκευμένο στον πίνακα σε μορφή text.

Εδώ ολοκληρώνεται η περιγραφή της βάσης που τροφοδοτεί τους αλγόριθμούς μας με δεδομένα οπότε μπορούμε πλέον να περάσουμε στην περιγραφή της υλοποίησης των αλγορίθμων.

5

Η υλοποίηση

5.1 Εισαγωγή
Στο κεφάλαιο αυτό θα μιλήσουμε αναλυτικά για την εφαρμογή που πραγματοποιήθηκε στα πλαίσια αυτής της εργασίας. Ως καταλληλότεροι προς εφαρμογή αλγόριθμοι για την εύρεση συντομότερου μονοπατιού στο δίκτυο της Αθήνας, επελέγησαν ο αλγόριθμος του Dijkstra και ο αλγόριθμος Α-Star. 

Έτσι, πραγματοποιήθηκαν 3 υλοποιήσεις :

· Ο αλγόριθμος του Dijkstra με χρήση ουράς προτεραιότητας.

· Ο αλγόριθμος του Dijkstra με χρήση ουράς προτεραιότητας και επιπλέον χρήση hubs.

· αλγόριθμος A-Star.

Καθεμία από τις παραπάνω υλοποιήσεις θα περιγραφούν αναλυτικά στις παραγράφους που ακολουθούν. 

Θα ξεκινήσουμε κάνοντας μία εισαγωγή στις βασικές κλάσεις που χρησιμοποιούνται και από τις 3 παραλλαγές : την κλάση GrammiStasi και την κλάση PriorityQueue (ουρά προτεραιότητας).
Στο κεφάλαιο αυτό αρχικά αναπτύσσονται οι σημαντικότεροι αλγόριθμοι του συστήματος. Στη συνέχεια δίνονται κάποιες πληροφορίες για τις λεπτομέρειες υλοποίησης του συστήματος με περιγραφή των κλάσεων αυτού. Τέλος, αναφέρονται τα προγραμματιστικά εργαλεία που χρησιμοποιήθηκαν για την ανάπτυξη του συστήματος και δίνονται πληροφορίες για την εγκατάστασή του. 
5.2 Περιγραφή των βασικών κλάσεων
5.2.1 Η κλάση GrammiStasi

H κλάση Γραμμή_Στάση μοντελοποιεί με μοναδικό τρόπο καθεμία από τις στάσεις του δικτύου, συμπεριλαμβανομένων και των “ψευδοστάσεων”, δηλαδή των στάσεων που περιλαμβάνονται περισσότερες από μία φορά στο δίκτυο, έχουν ίδιο stasi_id και συντεταγμένες αλλά διαφορετικό grammi_id αφού συμμετέχουν σε περισσότερες από μία γραμμές.

Ο κατασκευαστής της κλάσης δέχεται 4 παραμέτρους που αντιστοιχούν στα :

Stasi_id, grammi_id, xpos και ypos. 

Επιπλέον στην κλάση περιλαμβάνονται  τα εξής μέλη :

· timeWeGetThere : Εδώ αποθηκεύεται ο χρόνος που χρειάζεται για να φθάσει κανείς από την αφετηρία στον τρέχοντα κόμβο κατά την εφαρμογή του Dijkstra.

· totalTime : Εδώ αποθηκεύεται ο απαιτούμενος χρόνος για να φθάσει κανείς από την αφετηρία στον τρέχοντα κόμβο κατά την εφαρμογή του A-Star. 

· father : Εδώ αποθηκεύεται ο κόμβος- γονιός του τρέχοντα κόμβου στο δένδρο συντομότερων μονοπατιών. Ο γονιός είναι επίσης ένα αντικείμενο της κλάσης GrammiStasi.

Tέλος, η κλάση περιλαμβάνει μία μέθοδο, την  timeToGo. H μέθοδος αυτή δέχεται ένα αντικείμενο της κλάσης ως παράμετρο, υπολογίζει την γεωγραφική απόσταση της τρέχουσας GrammiStasi από την παράμετρο και την επιστρέφει ως τιμή της μεθόδου.
5.2.2 Η κλάση PriorityQueue
Η κλάση αυτή μοντελοποιεί την δομή δεδομένων που είναι γνωστή ως ουρά προτεραιότητας. Η ουρά προτεραιότητας είναι μία ουρά, δηλαδή μία FIFO δομή, στην οποία  τα στοιχεία εμφανίζονται ταξινομημένα. Η ουρά προτεραιότητας που κατασκευάζεται απ’ αυτήν την κλάση ταξινομεί τα αντικείμενα της κλάσης GrammiStasi σε αύξουσα σειρά με βάση το timeWeGetThere ( για τις υλοποιήσεις του Dijkstra) και το totalTime ( για την υλοποίηση του A- Star).

O κατασκευαστής της κλάσης δημιουργεί έναν πίνακα 10 θέσεων στον οποίο αποθηκεύονται αντικείμενα της κλάσης GrammiStasi. Ο πίνακας αρχικά είναι κενός. Η κλάση περιλαμβάνει τις εξής μεθόδους :

· insert

· correctPosition

· getMinGrammiStasi

· correctPositionDownwards

· isEmpty

· findIfThisGrammiStasiExists

· putInRightPosition   

     Aς δούμε τι κάνει καθεμία απ’ αυτές αναλυτικά :

H insert εισάγει ένα νέο στοιχείο στην ουρά. Αρχικά, ελέγχει την ουρά για υπερχείλιση. Αν υπάρχει υπερχείλιση, κατασκευάζει μία νέα ουρά διπλάσιου μεγέθους, αντιγράφει σ’ αυτήν τα στοιχεία της προηγούμενης και εισάγει το νέο στοιχείο στην καινούρια ουρά. Τέλος, καλεί την correctPosition για να αναδιατάξει τα στοιχεία στη νέα ουρά έτσι ώστε να παραμείνει η απαιτούμενη αύξουσα διάταξη.

H correctPosition ελέγχει αν μία GrammiStasi βρίσκεται στη σωστή θέση στο δένδρο. Μπορούμε να φανταστούμε την ουρά προτεραιότητας ως σωρό, δηλαδή ένα δένδρο στο οποίο οι κόμβοι είναι ταξινομημένοι σύμφωνα με τις ετικέτες τους. Η correctPosition ελέγχει αν ο κόμβος (GrammiStasi) που δέχεται ως παράμετρο βρίσκεται σε σωστή θέση σε σχέση με τον κόμβο- γονιό του στο δένδρο. Αν όχι, εναλλάσσει τον κόμβο με τον γονιό του, έτσι ώστε το δένδρο να παραμείνει σωρός. Ο έλεγχος γίνεται με βάση την τιμή της ετικέτας του κόμβου.

Η getMinGrammiStasi παίρνει το μικρότερο στοιχείο από το σωρό και το επιστρέφει ως τιμή. Στη συνέχεια, καλεί την correctPositionDownwards  για να γίνουν οι απαραίτητες αναδιατάξεις στο σωρό.

Η correctPositionDownwards ελέγχει τη σχέση ενός κόμβου στο δένδρο με το αριστερό καιτο δεξί παιδί του, διορθώνει δηλαδή το δένδρο “προς τα κάτω”, προκειμένου το δένδρο να παραμείνει σωρός.

Η isEmpty ελέγχει αν η ουρά  είναι άδεια. Αν ισχύει κάτι τέτοιο επιστρέφει την τιμή false.

H findIfThisGrammiStasiExists ελέγχει αν η GrammiStasi με grammi_id και stasi_id  αυτά που δέχεται ως παραμέτρους, υπάρχει ήδη στην ουρά. Αν υπάρχει, την επιστρέφει αλλιώς επιστρέφει null.

Η putInRightPosition δέχεται ως παράμετρο μία GrammiStasi και εντοπίζει τη θέση της στην ουρά. Στη συνέχεια πραγματοποιεί την απαραίτητη αναδιάταξη στο δένδρο προκειμένου αυτό να διατηρήσει την ιδιότητα του σωρού.
5.3 Υλοποίηση των επιλεγμένων αλγορίθμων
5.3.1 Είσοδος- Έξοδος- Παρουσίαση αποτελεσμάτων
Η είσοδος, η έξοδος και η παρουσίαση των αποτελεσμάτων είναι κοινή για καθεμία από τις 3 υλοποιήσεις. Οι αλγόριθμοι δέχονται ως είσοδο μία στάση- αφετηρία, αντικείμενο της κλάσης GrammiStasi. Δηλαδή, δέχονται ως είσοδο μία GrammiStasi που περιλαμβάνει το stasi_id, το grammi_id και τις συντεταγμένες xpos και ypos της αφετηρίας. Επίσης, δέχονται το stasi_id του προορισμού.

H έξοδος είναι ένα συντομότερο μονοπάτι μεταξύ της στάσης- αφετηρίας και της στάσης- προορισμού. Το μονοπάτι αυτό είναι αποθηκευμένο σε έναν πίνακα του οποίου τα στοιχεία είναι αντικείμενα της κλάσης GrammiStasi. 

Οι αλγόριθμοι παρουσιάζουν το μονοπάτι αυτό σε δύο φάσεις : 

· Αρχικά, εμφανίζονται τα περιεχόμενα του πίνακα που περιέχει αποθηκευμένο το μονοπάτι. Δηλαδή, εμφανίζεται η ακολουθία των διαδοχικών στάσεων από τις οποίες περνά ο επιβάτης μαζί με τις γραμμές μέσω των οποίων φθάνει εκεί. 

· Σε δεύτερη φάση, τα περιεχόμενα του πίνακα απεικονίζονται γραφικά σε ένα παράθυρο. Το παράθυρο αυτό εμφανίζει το δρομολόγιο του επιβάτη. Συγκεκριμένα, απεικονίζονται οι στάσεις αφετηρίας και προορισμού με τα ονόματά τους, όλες οι υπόλοιπες στάσεις από τις οποίες περνά ο επιβάτης και σημειώνονται τα σημεία στα οποία πραγματοποιούνται μετεπιβιβάσεις. Στο κάτω μέρος του παραθύρου, εμφανίζεται κείμενο που πληροφορεί τον επιβάτη για το όνομα  καθενός από τα σημεία μετεπιβίβασης και την αλλαγή των γραμμών που πρέπει εκεί να πραγματοποιήσει.
5.3.2 Επικοινωνία των αλγορίθμων με τη βάση δεδομένων
Σε καθεμία από τις υλοποιήσεις είναι απαραίτητη η επικοινωνία της εφαρμογής με τη βάση δεδομένων για την τροφοδοσία της εφαρμογής με τα απαραίτητα δεδομένα. Η βάση δεδομένων της εργασίας μας είναι απομακρυσμένη, δηλαδή δεν είναι μία βάση τοπικά αποθηκευμένη στον υπολογιστή από τον οποίο τρέχουμε το πρόγραμμα. Για τον λόγο αυτό, η επικοινωνία γίνεται διαδικτυακά.

Η εφαρμογή για την επικοινωνία με τη βάση δεδομένων χρησιμοποιεί μία μέθοδο, την getConnectionToDatabase. H μέθοδος αυτή ελέγχει και εγκαθιστά την επικοινωνία με την βάση, επιστρέφοντας στην εφαρμογή ένα αντικείμενο τύπου Connection.

5.3.3 Υλοποίηση του αλγορίθμου του Dijkstra με χρήση ουράς προτεραιότητας
H εφαρμογή του αλγορίθμου του Dijkstra με ουρά προτεραιότητας είναι η βασικότερη που υλοποιήθηκε στα πλαίσια αυτής της διπλωματικής. Οι άλλες δύο υλοποιήσεις ουσιαστικά προέκυψαν απ’ αυτήν με μικρές αλλαγές. Ας θυμηθούμε καταρχήν πως υπολογίζει ο αλγόριθμος του Dijkstra ένα συντομότερο μονοπάτι, δοθείσης της αφετηρίας. 
Ο αλγόριθμος του Dijkstra χωρίζει τους κόμβους σε δύο σύνολα :

· ένα σύνολο με τους κόμβους που αποκτώντας μόνιμη ετικέτα εντάσσονται στο μονοπάτι ( σύνολο S )

· ένα σύνολο κόμβων με ετικέτα προσωρινή των οποίων η ελάχιστη απόσταση από τον κόμβο- αφετηρία δεν έχει ακόμα υπολογιστεί ( σύνολο V- S, όπου V το σύνολο των κόμβων του δικτύου ). 
Αρχικά, ο κόμβος- αφετηρία τοποθετείται στο σύνολο S. Στη συνέχεια, εντοπίζονται οι κόμβοι που είναι για τον κόμβο αυτόν γειτονικοί, δηλαδή που συνδέονται με αυτόν μέσω κάποιας ακμής. Για καθέναν απ’ αυτούς  υπολογίζεται η ετικέτα του που στην περίπτωσή μας είναι η γεωγραφική απόσταση από τον τρέχοντα κόμβο που βρίσκεται στο S. Επίσης, ενημερώνεται το πεδίο του γονέα τους ώστε να δείχνει στον τρέχοντα κόμβο. Οι γειτονικοί αυτοί κόμβοι τοποθετούνται σε μία ουρά προτεραιότητας ταξινομημένη σε αύξουσα σειρά με βάση τη γεωγραφική απόσταση. 

Απ’ αυτούς, ο αλγόριθμος επιλέγει αυτόν με την ελάχιστη απόσταση και τον τοποθετεί στο S. Στη συνέχεια, εντοπίζονται οι γειτονικοί κόμβοι του νέου κόμβου, υπολογίζονται οι ετικέτες τους και η διαδικασία συνεχίζεται όπως και πριν. Όταν στο σύνολο S, προστεθεί ο κόμβος- προορισμός, ο αλγόριθμος τερματίζει. 

Ξεκινώντας από τον κόμβο- προορισμό και κάνοντας backtracking με βάση το πεδίο του γονέα μέχρι τον κόμβο- αφετηρία, έχουμε το υπολογισμένο συντομότερο μονοπάτι. 

Ας δούμε πώς απεικονίζονται όλα τα παραπάνω στην υλοποίηση. Ξεκινάμε με μία εισαγωγή στις μεθόδους που αυτή περιλαμβάνει. Έτσι,

οι μέθοδοι που περιλαμβάνονται στην υλοποίηση εκτός από τη main είναι οι εξής :

· getNeighborGrammiStasi

· searchGrammiStasi

· getConnectionToDatabase

H getNeighborGrammiStasi δέχεται ως παράμετρο ένα αντικείμενο GrammiStasi που αποτελεί τον τρέχοντα κόμβο, εντοπίζει τους γειτονικούς του κόμβους και τους επιστρέφει σε έναν πίνακα result στη main. O τρόπος με τον οποίο πραγματοποιούνται όλα αυτά έχει ως εξής :
Αρχικά, εγκαθίσταται επικοινωνία με τη βάση με κλήση της μεθόδου getConnectionToDatabase ( και εφόσον είμαστε συνδεδεμένοι στο διαδίκτυο). Στη συνέχεια, εκτελούνται δύο ερωτήματα στη βάση. To πρώτο ερώτημα μας φέρνει την επόμενη στάση- κόμβο που βρίσκεται στην ίδια γραμμή με τον τρέχοντα κόμβο. Το δεύτερο μας επιστρέφει τις γραμμές που περιλαμβάνουν την ίδια στάση. Και για τα δύο ερωτήματα γίνεται ανάκτηση και των υπόλοιπων απαραίτητων στοιχείων, οπότε το τελικό αποτέλεσμα είναι οι κόμβοι – αντικείμενα της κλάσης GrammiStasi που είναι γειτονικοί του τρέχοντος κόμβου, είτε επειδή είναι οι επόμενοι στην ίδια γραμμή είτε επειδή απεικονίζουν την ίδια στάση αλλά σε διαφορετικοί γραμμή ( οπότε και είναι υποψήφιοι για μετεπιβίβαση).

Ας σημειωθεί ότι χαρακτηριστικό της υλοποίησης μας είναι πως κάθε φορά που θέλουμε να φέρουμε τους γειτονικούς κόμβους είναι απαραίτητη η επικοινωνία με τη βάση. Αυτό είναι βασικό από πρακτική πλευρά σε ότι αφορά το χρόνο τρεξίματος του αλγορίθμου διότι όπως θα αναφέρουμε αργότερα και στα συμπεράσματα η τόσο συχνή επικοινωνία με τη βάση για την ανάκτηση αποτελεσμάτων είναι χρονοβόρα.

Η searchGrammiStasi ελέγχει αν η τρέχουσα GrammiStasi έχει ήδη “ υπολογιστεί “, δηλαδή αν βρίσκεται ήδη στο σύνολο S. Αν συμβαίνει κάτι τέτοιο, επιστρέφει null. Διαφορετικά, ελέγχει αν η τρέχουσα GrammiStasi ανήκει στο σύνολο των κόμβων με προσωρινή ετικέτα οπότε και την επιστρέφει. Αν τίποτα από τα παραπάνω δεν συμβαίνει, σημαίνει ότι το αντικείμενο GrammiStasi στο οποίο αναφερόμαστε δεν έχει ακόμα δημιουργηθεί, οπότε η μέθοδος το δημιουργεί μέσω του κατασκευαστή της κλάσης GrammiStasi και το επιστρέφει.

Τέλος, η getConnectionToDatabase ελέγχει και εγκαθιστά την επικοινωνία με την απομακρυσμένη βάση.

Ας δούμε τώρα, τι συμβαίνει με τη main :

 Η main δέχεται αρχικά ένα αντικείμενο της κλάσης GrammiStasi που αποτελεί τον κόμβο- αφετηρία και ένα stasi_id που δηλώνει την ταυτότητα της στάσης του κόμβου- προορισμού και κάνει τα παρακάτω :

· Αρχικά, προσθέτει στο σύνολο V-S ( των κόμβων με προσωρινή ετικέτα ) τον κόμβο- αφετηρία και αρχικοποιεί το πεδίο timeWeGetThere , δηλαδή το πεδίο που κρατά το κόστος για να φθάσουμε στον συγκεκριμένο κόμβο στην τιμή 0. Το σύνολο V-S υλοποιείται ως ένα ArrayList το οποίο αναφέρεται ως labeledGrammiStasiList και φέρει τις ιδιότητες της ουράς προτεραιότητας, είναι δηλαδή ένα αντικείμενο της κλάσης PriorityQueue. 

· Στη συνέχεια, και εφόσον η ουρά προτεραιότητας δεν είναι άδεια γίνονται τα εξής :

· Εντοπίζεται ο κόμβος με την ελάχιστη ετικέτα στην ουρά προτεραιότητας.

· Ο κόμβος αυτός προστίθεται στο σύνολο S που είναι το σύνολο των ήδη “υπολογισμένων” κόμβων, δηλαδή των κόμβων που έχουν ήδη προστεθεί στο μονοπάτι. Το σύνολο αυτό υλοποιείται ως ένα ArrayList που ονομάζεται pathGrammiStasiList.

· Ελέγχεται αν ο κόμβος που μόλις “υπολογίστηκε” είναι ο κόμβος- προορισμός. Αν συμβαίνει κάτι τέτοιο, ο αλγόριθμος τερματίζει. 

· Αν όχι, καλείται η getNeighborGrammiStasi που επιστρέφει τους γειτονικούς κόμβους του κόμβου που μόλις υπολογίστηκε.

Για καθέναν από τους γειτονικούς αυτούς κόμβους συμβαίνουν τα παρακάτω :

· Στο πεδίο newTime ανατίθεται το άθροισμα της τιμής του κόστους για την πρόσβαση στον γονικό κόμβο ( μόλις υπολογισμένος κόμβος ) και το βάρος της ακμής ανάμεσα στον κόμβο αυτό και τον τρέχοντα γείτονα του οποίου υπολογίζουμε την ετικέτα. Έτσι, το πεδίο newTime περιέχει το κόστος για την πρόσβαση του κόμβου- γείτονα που εξετάζουμε.

· Αν επιπλέον, ο κόμβος αυτός ανήκει σε διαφορετική γραμμή, προσθέτουμε στο newTime και ένα κόστος μετεπιβίβασης ( που είναι ίδιο για όλες τις μετεπιβιβάσεις).

Στη συνέχεια, πραγματοποιείται η γνωστή μας από το θεωρητικό κομμάτι διαδικασία relaxation με τον εξής τρόπο :

Αν η τιμή του κόστους πρόσβασης στον κόμβο- γείτονα υπό εξέταση είναι μεγαλύτερη από το newTime, τότε :

· Ενημερώνεται το αντίστοιχο πεδίο timeWeGetThere στο οποίο ανατίθεται η τιμή του newTime.

· Eνημερώνεται το πεδίο father που κρατά τον γονικό κόμβο.

· Με βάση τη νέα τιμή γίνεται αναδιάταξη στην ουρά προτεραιότητας labeledGrammiStasiList.

Συνοψίζοντας, μπορούμε να πούμε ότι η πρώτη αυτή υλοποίηση υπολογίζει το συντομότερο μονοπάτι με εφαρμογή του αλγορίθμου του Dijkstra με ουρά προτεραιότητας. Υπενθυμίζουμε- για να γίνει εμφανής η διαφοροποίηση του κριτηρίου στη δεύτερη υλοποίηση- ότι οι ετικέτες με βάση τις οποίες γίνεται η επιλογή δίνονται για κάθε κόμβο από τη γεωγραφική απόσταση ανάμεσα σ’ αυτόν και τον κόμβο- αφετηρία.

5.3.4 Υλοποίηση του αλγορίθμου Α- Star με χρήση ουράς προτεραιότητας
Η εφαρμογή του αλγορίθμου A- Star με χρήση ουράς προτεραιότητας έγινε με σκοπό να διερευνηθεί πώς η χρήση ευριστικών τεχνικών μπορεί να επηρεάσει το performance της υλοποίησης.

Ο αλγόριθμος Α- Star είναι ένας αλγόριθμος που ενσωματώνει την χρήση ευριστικού τεχνάσματος το οποίο επιχειρεί να αξιοποιήσει γνώση και πληροφορία κατευθείαν από το μεταφορικό δίκτυο. Έτσι, το κριτήριο επιλογής του επόμενου κόμβου εμπεριέχει μία ευριστική συνάρτηση. Για να δουλεύει ωστόσο σωστά ο αλγόριθμος θα πρέπει η ευριστική αυτή συνάρτηση να μην κάνει υπερεκτίμηση.

Στην προηγούμενη υλοποίηση, είδαμε ότι κάθε κόμβος αποκτά ετικέτα ίση με την ετικέτα του κόμβου- γονέα του συν τη γεωγραφική απόσταση που τον χωρίζει από αυτόν.

Εδώ, η ετικέτα για κάθε κόμβο είναι άθροισμα δύο συνιστωσών :

· H πρώτη συνιστώσα είναι αυτή που υπολογίστηκε στην πρώτη υλοποίηση και μόλις περιγράψαμε παραπάνω, δηλαδή το timeWeGetThere.

· H δεύτερη συνιστώσα είναι μία  ευριστική συνάρτηση. Εμείς θεωρούμε ως τέτοια τη γεωγραφική απόσταση του τρέχοντος κόμβου από τον κόμβο προορισμό. Η συνάρτηση αυτή θεωρήθηκε ως η πλέον κατάλληλη, δεδομένου ότι είναι μία συνάρτηση που λαμβάνει υπ’ όψιν της την κατάσταση- στόχο που για  εμάς είναι ο κόμβος προορισμός και δεδομένου ότι το μεταφορικό δίκτυο της εργασίας μας είναι ένα Ευκλείδειο δίκτυο. Επιπλέον, είναι μία συνάρτηση που δίνει μια ρεαλιστική εκτίμηση της απόστασης από τον στόχο οπότε είναι απίθανο να οδηγήσει σε λάθη.

Η υλοποίηση αυτή πολύ λίγο απέχει από την προηγούμενη. Έτσι, κρατήσαμε όλα όσα έχουμε κάνει και περιγράψαμε στην πρώτη υλοποίηση με μία διαφορά :

Η ταξινόμηση στην ουρά προτεραιότητας αλλά και το relaxation δεν γίνονται με βάση την τιμή του timeWeGetThere αλλά με βάση την τιμή ενός νέου πεδίου που αναφέρεται ως totalTime. Το πεδίο αυτό είναι μέλος της κλάσης GrammiStasi και δίνεται από το άθροισμα του timeWeGetThere και της ευριστικής συνάρτησης, δηλαδή για κάθε κόμβο της γεωγραφικής του απόστασης από τον κόμβο- προορισμό.

5.3.5 Υλοποίηση του αλγορίθμου του Dijkstra με χρήση hubs
H υλοποίηση αυτή συνδυάζει την εφαρμογή του αλγορίθμου του Dijkstra με την χρήση ενός δημοφιλούς ευριστικού τεχνάσματος που είναι η χρήση hubs. Στόχος είναι να διερευνηθεί η επίδραση του περιορισμού του χώρου του προβλήματος, που επιτυγχάνεται με τη χρήση hubs ως ευριστικού τεχνάσματος, στο performance της υλοποίησης.

Έτσι, για την υλοποίηση αυτή, θεωρούμε ότι το μονοπάτι που οδηγεί τον επιβάτη από τον κόμβο- αφετηρία στον κόμβο- προορισμό αποτελείται από τα εξής τρία τμήματα :

· Το μονοπάτι από τον κόμβο- αφετηρία προς το πλησιέστερο γεωγραφικά hub προς αυτήν. 

· To μονοπάτι από τον κόμβο- προορισμό προς το πλησιέστερο σ’ αυτόν hub γεωγραφικά.

· Το μονοπάτι που συνδέει το πρώτο hub ( το πλησιέστερο στην αφετηρία) με το δεύτερο hub (το πλησιέστερο στον προορισμό).

Από τη σύνθεση των τριών προηγούμενων μονοπατιών με την κατάλληλη σειρά και κατεύθυνση προκύπτει το ζητούμενο από την αφετηρία προς τον προορισμό μονοπάτι.

Για την εύρεση των δύο πρώτων μονοπατιών εφαρμόσαμε τον αλγόριθμο του Dijkstra όπως περιγράφηκε στην πρώτη υλοποίηση. Ωστόσο, εδώ δεν θεωρήθηκε δεδομένο το πλησιέστερο προς τον κόμβο- αφετηρία (ή προορισμό αντιστοίχως) hub αλλά αφήσαμε τον αλγόριθμο να το επιλέξει.

 Έτσι, το hub- προορισμός για καθένα από τα δύο μονοπάτια είναι η πρώτη στάση που προστίθεται στο σύνολο των υπολογισμένων κόμβων και  επιπλέον ανήκει στο σύνολο των επιλεγμένων από εμάς hubs για τα οποία μιλήσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο.

Για την εύρεση του μονοπατιού μεταξύ των δύο hubs απλώς κάναμε ένα ερώτημα στον πίνακα telika_hubs στη βάση δεδομένων. Ανακτήσαμε δηλαδή, την τιμή του πεδίου monopati από τον πίνακα telika_hubs στον οποίο είναι αποθηκευμένο το μονοπάτι μεταξύ των δύο hubs σε μορφή text.

H παραπάνω υλοποίηση εκτός από το πλεονέκτημα της χρήσης του ευριστικού τεχνάσματος των hubs έχει ένα ακόμα μεγάλο πλεονέκτημα για τη δική μας εργασία. Περιορίζει πολύ τον αριθμό των ερωτημάτων στη βάση δεδομένων για την ανάκτηση των γειτονικών κόμβων αφού ένα μεγάλο μέρος του μονοπατιού είναι ήδη προϋπολογισμένο. Επειδή η ανάκτηση δεδομένων από τη βάση είναι διαδικασία χρονοβόρα η μείωση των ερωτημάτων έχει ως αποτέλεσμα τη βελτίωση του χρόνου μέσα στον οποίο ο αλγόριθμος τερματίζει.

5.4 Η γλώσσα προγραμματισμού που χρησιμοποιήθηκε στην υλοποίηση
Ο υπολογισμός συντομότερων μονοπατιών είναι μία δημοφιλής και κλασσική περιοχή έρευνας στην επιστήμη των Υπολογιστών, την εφαρμοσμένη έρευνα και τα γεωγραφικά συστήματα πληροφοριών (GIS).  Η βιβλιογραφία πάνω στα συντομότερα μονοπάτια είναι πολύ μεγάλη και έχει γίνει εκτεταμένη έρευνα και σύγκριση των επιδόσεων διαφόρων γλωσσών προγραμματισμού για εφαρμογές με ταυτόσημα σύνολα δεδομένων και ταυτόσημες παραμέτρους εισόδου. Οι γλώσσες οι υποψήφιες για χρήση στην υλοποίησή μας ήταν η Java και η C++. Μετά από μία μικρή έρευνα παρατηρήσαμε τα εξής :

H Java είναι μία αντικειμενοστραφής γλώσσα προγραμματισμού, κατάλληλη για εφαρμογές γενικού περιεχομένου που διαθέτει τη σημασιολογία για απλά αντικείμενα και την χαρακτηρίζει η  φορητότητα από πλατφόρμα σε πλατφόρμα. Επιπλέον δίνει τη δυνατότητα δημιουργία πινάκων τυχαίας μορφής και παρέχει ασφάλεια.

Τα χαρακτηριστικά αυτά ωστόσο έχουν ένα κόστος : επιδρούν αρνητικά στην επίδοση των εφαρμογών της Java. Σε πολλές συγκρίσεις στη βιβλιογραφία, η Java έχει συγκριθεί με τη C++ και άλλες γλώσσες υψηλού επιπέδου και τα συμπεράσματα των συγκρίσεων αυτών δεν ήταν ευνοϊκά γι’ αυτήν. Πρόσφατα όμως, ένας συνδυασμός από virtual machines και βελτιστοποίησης των μεταγλωττιστών είχε ως αποτέλεσμα η επίδοση της Java να είναι πολύ κοντά σ’ αυτήν της C++ και άλλων γλωσσών που δεν εξαρτώνται από την πλατφόρμα.

Ένα πρόγραμμα Java απαιτεί μόνο λίγα Kilobytes χώρου στο δίσκο ( και αντίστοιχα μεγέθη στη RAM) ενώ δεν χρειάζεται να “κατέβουν” ή να εγκατασταθούν βιβλιοθήκες που δεν χρησιμοποιούνται από το πρόγραμμα. Οι εφαρμογές C++ και Visual Basic απ’ την άλλη πλευρά, απαιτούν κατ’ ελάχιστο μία run- time βιβλιοθήκη όλων των στάνταρ συναρτήσεων που ενδέχεται να καλέσουν.

Επιπλέον, ο χρόνος «φόρτωσης» δεν μας απασχολεί διότι η φόρτωση των προγραμμάτων γίνεται τοπικά και κατά συνέπεια το μέγεθος του εκτελέσιμου προγράμματος δεν είναι περιοριστικός παράγοντας ή παράγοντας με σημαντική επίδραση στην επίδοση των προγραμμάτων. 

Η μόνη σημαντική διαφορά στην επίδοση μεταξύ ενός προγράμματος Java που τρέχει με ένα JIT και μίας εφαρμογής σε C++  είναι το ποσό του χρόνου που απαιτείται για να γίνει η αρχική μετάφραση του αρχείου κλάσης και των τύπων των βελτιστοποιήσεων που διεξάγονται. 

Με βάση τις παραπάνω παρατηρήσεις καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι δεν υπάρχει σημαντικό όφελος από την χρήση της C++ έναντι της Java και αποφασίσαμε να γράψουμε την εφαρμογή σε Java.

Χρησιμοποιήσαμε την έκδοση 1.4.1_01 για την οποία υπήρχαν διαθέσιμοι οι απαραίτητοι drivers για την επικοινωνία της εφαρμογής Java με τη βάση που την τροφοδοτεί με δεδομένα Oracle 10i.
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Αποτελέσματα- Συμπεράσματα
6.1 Εισαγωγή
Στη βιβλιογραφική μελέτη των αλγορίθμων εύρεσης συντομότερου μονοπατιού, που αποτελεί το πρώτο και θεωρητικό μέρος της παρούσας διπλωματικής, συγκεντρώσαμε τους δημοφιλέστερους αλγορίθμους συντομότερων μονοπατιών, δίνοντας ιδιαίτερη έμφαση σε εκείνους που παρουσιάζουν “ βέλτιστη “ συμπεριφορά κατά την εφαρμογή τους σε πραγματικά μεταφορικά δίκτυα.

Με βάση τις μελέτες και τις πειραματικές αποτιμήσεις των αλγορίθμων αυτών όπως απαντώνται στη βιβλιογραφία καταλήξαμε σε δύο από τους “ βέλτιστους “ για το πρόβλημά μας αλγόριθμους δρομολόγησης.

Οι αλγόριθμοι αυτοί δεν είναι άλλοι από τον Dijkstra και τον A- Star ενώ επιπλέον υλοποιήσαμε τον Dijkstra και με τη χρήση hubs προκειμένου να δείξουμε πώς οι ευριστικές τεχνικές μπορούν να καθοδηγήσουν αποτελεσματικά την αναζήτηση και να οδηγήσουν σε εξοικονόμηση χρόνου.
Στο κεφάλαιο αυτό παρουσιάζεται ο έλεγχος του συστήματος μέσω ενός λεπτομερούς σεναρίου εκτέλεσης.
6.2 Αποτελέσματα
Προκειμένου να δούμε αν τα θεωρητικώς αναμενόμενα αποτελέσματα επιβεβαιώνονται και στην πράξη, υλοποιήσαμε τους δύο παραπάνω αλγορίθμους και την παραλλαγή του Dijkstra και “τρέξαμε “ ενδεικτικά τους αλγορίθμους αυτούς στο μεταφορικό δίκτυο της Αττικής. Τα δρομολόγια που επιλέξαμε ήταν τέτοια ώστε να πραγματοποιείται μετακίνηση απ’ άκρη σ’ άκρη στο μεταφορικό δίκτυο. Στους παρακάτω πίνακες εμφανίζονται ενδεικτικά κάποια από τ’ αποτελέσματα που προέκυψαν. Ο πρώτος πίνακας αναφέρεται στους χρόνους τρεξίματος καθεμίας από τις παραλλαγές ενώ ο δεύτερος πίνακας στο κόστος των μονοπατιών που έδωσε ως λύση καθεμία απ’ αυτές :
	Dijkstra- simple
	A- Star
	Dijkstra- Hubs

	(sec)
	(sec)
	(sec)

	64
	28
	34

	116
	113
	61

	189
	243
	52

	258
	372
	10

	171
	267
	39

	106
	107
	32

	145
	213
	32

	49
	16
	32

	102
	157
	68

	173
	133
	31


	Dijkstra- simple
	A- Star
	Dijkstra- Hubs

	κόστος
	κόστος
	κόστος

	16.703
	16.703
	24.914

	21.278
	21.278
	27.491

	30.390
	30.390
	37.350

	35.669
	35.669
	47.122

	28.934
	28.934
	36.104

	19.020
	19.020
	24.827

	19.104
	19.104
	29.533

	17.670
	17.670
	22.648

	20.403
	20.403
	26.829


6.3 Συμπεράσματα
6.3.1 Σύγκριση του Dijkstra με τον A- Star
Όπως έχουμε αναφέρει σε προηγούμενο κεφάλαιο, ο Α- Star αποτελεί βελτίωση του αλγορίθμου του Dijkstra  για δύο λόγους :

· Ενσωματώνει τα πλεονεκτήματα του Dijkstra. Συγκεκριμένα, κάθε φορά ένας κόμβος αποκτά μόνιμη ετικέτα, όπως και στον Dijkstra. Αυτό σημαίνει ότι ο αλγόριθμος μπορεί να τερματιστεί δίνοντάς μας το υπολογισμένο συντομότερο μονοπάτι, αμέσως μόλις ο κόμβος- προορισμός “ υπολογιστεί “, δηλαδή αποκτήσει μόνιμη ετικέτα. 

· Επιπλέον , αξιοποιεί την γεωγραφική πληροφορία που μας δίνει η γνώση του μεταφορικού δικτύου για να καθοδηγήσει την αναζήτηση προς τον κόμβο- προορισμό, με λίγα λόγια το υπό κατασκευή δένδρο συντομότερων μονοπατιών μεγαλώνει προς την κατεύθυνση του κόμβου- προορισμού.

Χρησιμοποιώντας δηλαδή ο A- Star μία ευριστική συνάρτηση, πετυχαίνει να μας οδηγήσει πιο γρήγορα στον προορισμό απ’ ότι ο Dijkstra. Ωστόσο, για να συμβεί κάτι τέτοιο, θα πρέπει να έχουμε μία καλή και αξιόπιστη γνώση της γεωγραφίας του δικτύου που θα αντανακλάται στην ευριστική συνάρτηση, διαφορετικά η ευριστική συνάρτηση δεν θα αποδώσει τα αναμενόμενα αποτελέσματα. 

Από τον παραπάνω πίνακα αποτελεσμάτων, φαίνεται ότι ο Α- Star δεν επιτυγχάνει καλύτερα αποτελέσματα από τον Dijkstra σε αρκετές περιπτώσεις σε ότι αφορά το υπολογιστικό κόστος. Το γεγονός αυτό εν μέρει οφείλεται στο ότι τα δεδομένα που έχουμε για το δίκτυο δεν είναι όσο χρειάζεται ακριβή, ώστε να επιτευχθεί φανερή βελτίωση. 

Ο κύριος λόγος όμως που ο A- Star δεν πετυχαίνει τα αναμενόμενα αποτελέσματα είναι η μορφή του δικτύου. Το μεταφορικό δίκτυο της Αθήνας είναι ένα δίκτυο ακτινωτό. Η καλύτερη στρατηγική που μπορεί να ακολουθήσει κανείς για τη μετακίνησή του σε ένα τέτοιο δίκτυο είναι να κατευθυνθεί από την αφετηρία προς το γεωγραφικό κέντρο του δικτύου και από κει προς τον προορισμό. 

Ο A- Star όμως λόγω της λογικής που ακολουθεί δεν κατευθύνει προς τον κέντρο αλλά κατευθείαν προς τον προορισμό. Κάτι τέτοιο για ακτινωτά δίκτυα είναι ασύμφορο. Ο A- Star μας μετακινεί συνεχώς προς περιοχές που βρίσκονται ενδιαμέσως αφετηρίας- προορισμού με αποτέλεσμα να γίνονται συνεχώς μετεπιβιβάσεις αφού οι περισσότερες γραμμές του δικτύου ενώνουν την περιφέρεια με το κέντρο και όχι τις προαστιακές περιοχές μεταξύ τους. Αποτέλεσμα είναι ο A- Star να φθάνει στη λύση αλλά καθυστερημένα.

Σε ότι αφορά το κόστος των μονοπατιών που δίνει ως λύση είναι το ίδιο με το κόστος των μονοπατιών που δίνει ο Dijkstra.
6.3.2 Σύγκριση απλού Dijkstra και Dijkstra με χρήση hubs
Προκειμένου να αποκτήσουμε μία ιδέα για το πώς μία ευριστική τεχνική μπορεί να καθοδηγήσει την αναζήτηση και να μας φέρει πιο γρήγορα στο αποτέλεσμα, υλοποιούμε μία παραλλαγή του αλγορίθμου του Dijkstra, τον Dijkstra με χρήση hubs. Για τον σκοπό αυτό, θεωρούμε κάποια κομβικά σημεία του δικτύου ως hubs και προϋπολογίζουμε τα μονοπάτια μεταξύ τους. Στη συνέχεια, βρίσκουμε το πλησιέστερο hub τόσο από την αφετηρία όσο και από τον προορισμό, κρατάμε τα μονοπάτια από την αφετηρία και τον προορισμό τα μονοπάτια προς τα συγκεκριμένα αυτά hubs, κάνουμε ανάκτηση του μονοπατιού μεταξύ των hubs που εντοπίσαμε και ενώνουμε τα τρία αυτά επιμέρους μονοπάτια προκειμένου να καταλήξουμε στο τελικό μονοπάτι μεταξύ αφετηρίας και προορισμού.

Όπως φαίνεται από τα αποτελέσματα του προηγούμενου πίνακα, με τον τρόπο αυτό επιτυγχάνεται σημαντική εξοικονόμηση υπολογιστικού χρόνου, δηλαδή χρησιμοποιώντας τα hubs καταλήγουμε στο ζητούμενο μονοπάτι πολύ πιο γρήγορα απ’ ότι με χρήση του απλού Dijkstra.

Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι το μεγαλύτερο μέρος του ζητούμενου μονοπατιού- αυτό μεταξύ των δύο hubs- είναι ήδη υπολογισμένο και το μόνο που χρειάζεται είναι να γίνει ανάκτησή του. Έτσι, ο αλγόριθμος του Dijkstra χρειάζεται να εξετάσει πολύ λιγότερους κόμβους απ’ ότι όταν πρέπει να δημιουργήσει ολόκληρο το μονοπάτι από την αφετηρία προς τον προορισμό από την αρχή, όπως συμβαίνει με την εφαρμογή του απλού Dijkstra.

Από τα αποτελέσματα, είναι φανερό ότι είναι επιτυχής και η εκλογή των hubs στο δίκτυο. Δηλαδή, η ευριστική αυτή τεχνική φέρνει αποτελέσματα επειδή τα hubs είναι επιλεγμένα με κατάλληλο τρόπο, πράγμα που σημαίνει ότι τα κριτήρια με τα οποία επιλέξαμε τα hubs είναι σωστά. Επομένως, η εφαρμογή της ευριστικής τεχνικής με τα hubs μπορεί να βελτιώσει αισθητά τον χρόνο στον οποίο καταλήγουμε στο ζητούμενο αποτέλεσμα.

Ωστόσο, αυτό έχει ένα αντίκτυπο στην ποιότητα των μονοπατιών. Τα μονοπάτια που δίνει ως λύση ο Dijkstra με τη χρήση hubs είναι εν γένει διαφορετικά απ’ αυτά που δίνει ο απλός Dijkstra. Όπως είναι φανερό από τ’ αποτελέσματα του δεύτερου πίνακα, τα μονοπάτια που δίνει ως λύση ο ευριστικός αλγόριθμος είναι στη γενική περίπτωση χειρότερα από αυτά που δίνει ο απλός Dijkstra αφού εμφανίζουν μία αύξηση του κόστους κατά περίπου 20%.

Συμπερασματικά, με τη χρήση hubs καταλήγουμε γρηγορότερα από υπολογιστική άποψη στο αποτέλεσμα αλλά το τίμημα που πληρώνουμε είναι η αύξηση του κόστους των μονοπατιών.

6.4 Μελλοντικές κατευθύνσεις
Η δρομολόγηση στα μεταφορικά δίκτυα είναι ένα από τα πιο δημοφιλή και επίκαιρα προβλήματα. Στόχος είναι η ανάπτυξη διαδικασιών που να είναι ευέλικτες και επαρκείς σε ότι αφορά τον χρόνο τρεξίματος αλλά και τις απαιτήσεις σε μνήμη.

Η έρευνα λοιπόν είναι στραμμένη προς τον σχεδιασμό και την υλοποίηση “ ad hoc “ διαδικασιών που συλλαμβάνουν τις ιδιαιτερότητες των μεταφορικών δικτύων και αξιοποιούν τη γνώση της γεωγραφικής πληροφορίας για να καθοδηγήσουν έξυπνα την αναζήτηση και να φθάσουν σε γρηγορότερα στη λύση.

Σε ότι αφορά την υλοποίηση, γίνονται προσπάθειες να δημιουργηθούν δομές δεδομένων που βελτιστοποιούν την επίδοση των αλγορίθμων ελαχιστοποιώντας τον χρόνο τρεξίματος. Με τον ίδιο στόχο, γίνονται προσπάθειες τα δεδομένα να οργανώνονται κατά το δυνατόν στη μνήμη RAM όπου η επεξεργασία είναι ταχύτατη.
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