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Περίληψη

    Το 1978 ο Ρώσος μαθηματικός V.L.Kharitonov απέδειξε ότι προκειμένου να αποφανθούμε για την ευστάθεια μιας οικογένειας πολυωνύμων, των οποίων οι συντελεστές κυμαίνονται μεταξύ δύο ακραίων θετικών τιμών, αρκεί να ελέγξουμε την ευστάθεια τεσσάρων μόνο πολυωνύμων – των λεγομένων πολυωνύμων Kharitonov.

    Στην παρούσα διπλωματική εργασία δίνουμε δύο εναλλακτικές αποδείξεις του Θεώρηματος Kharitonov και επιπλέον επεκτείνουμε τα αποτελέσματα εξετάζοντας πόσο μπορούν να μεταβληθούν οι συντελεστές μιας οικογένειας πολυωνύμων ώστε κάθε πολυώνυμο που ανήκει σε αυτήν να παραμένει ευσταθές.

    Πιο συγκεκριμένα, στο Πρώτο Μέρος της εργασίας παραθέτουμε μια βιβλιογραφική επισκόπηση των σημαντικότερων αποτελεσμάτων που αφορούν τόσο το Θεώρημα Kharitonov, όσο και κάποιες επεκτάσεις και γενικεύσεις αυτού.

    Στο Δεύτερο Μέρος παρουσιάζουμε το απαραίτητο μαθηματικό υπόβαθρο. Σε αυτό περιέχονται οι προτάσεις και τα θεωρήματα που χρησιμοποιούνται στη συνέχεια της εργασίας και επομένως η αναφορά τους κρίνεται αναγκαία.

    Στο Τρίτο Μέρος δίνουμε την πρώτη απόδειξη του Θεώρηματος Kharitonov υιοθετώντας μια διαφορετική, καινούρια προσέγγιση. Ειδικότερα, εκμεταλλεύομαστε τις συνθήκες Kuhn-Tucker για ένα πρόβλημα ελαχίστου με ανισοτικούς περιορισμούς καθώς και την Πρόταση 1 του μαθηματικού υποβάθρου που παρουσιάστηκε στο Δεύτερο Μέρος.

    Μια δεύτερη απόδειξη του Θεώρηματος Kharitonov δίνεται στο Τέταρτο Μέρος της εργασίας, όπου χρησιμοποιούμε την Πρόταση 2 που αναφέρθηκε στο μαθηματικό υπόβαθρο.

    Τέλος, στο Πέμπτο Μέρος προσδιορίζουμε τη μέγιστη μεταβολή των συντελεστών μιας οικογένειας πολυωνύμων ώστε κάθε πολυώνυμο αυτής να παραμένει ευσταθές. Αρχικά, βασιζόμενοι στις συνθήκες Kuhn-Tucker, παρουσιάζουμε τη διαδικασία οργάνωσης υπολογισμού προς αυτήν την κατεύθυνση και στη συνέχεια απλοποιούμε περαιτέρω το συγκεκριμένο πρόβλημα. Ακολούθως, παραθέτουμε ένα αριθμητικό παράδειγμα προς διασαφήνιση και καλύτερη κατανόηση των παραπάνω αποτελεσμάτων.

     Στο σημείο αυτό θα ήθελα να ευχαριστήσω θερμώς τον Καθηγητή Νικόλαο Μαράτο για την αμέριστη βοήθειά του στην παρούσα εργασία αλλά και τη γενικότερη καθοδήγησή του κατά τη διάρκεια ολόκληρου του πανεπιστημιακού έτους.
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Abstract

    In 1978, the Russian mathematician V.L.Kharitonov proved a powerful theorem which stated that in order to derive the stability for a family of polynomials, with each coefficient varying independently in a specified interval, only four polynomials suffice to be checked.

    This paper provides two alternative proofs of the Kharitonov Theorem. Moreover, we examine the extent to which the coefficients of a family of polynomials are allowed to vary so that every polynomial in the family remains stable.

    In the first part of the paper, we cite some of the most important results presented in the literature regarding the Kharitonov Theorem and its extensions and generalizations.

    In the second part we present the mathematical background, the propositions and theorems of which are often used throughout the paper.

    The first proof of the Kharitonov Theorem is given in the third part where we make a new, different approach by using the Kuhn-Tucker conditions for a minimization problem with inequality constraints as well as Proposition 1 from the mathematical background of the second part. 

    The fourth part presents a second proof of the Kharitonov Theorem. In particular, we take advantage of Proposition 2 which is stated in the second part.

    Finally, in the fifth part we determine the maximum variation of the coefficients of a family of polynomials so that every polynomial in the family remains stable. Initially, we base the organization of our computation on the Kuhn-Tucker conditions and afterwards we considerably simplify the specific problem. We then provide a numerical example which clarifies the previous results.

    At this point, I would like to express my gratitude to Professor Nikolaos Maratos for all his valuable help to the present dissertation as well as his guidance during the whole academic year. 
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Μέρος Πρώτο: Εισαγωγή - Βιβλιογραφική Επισκόπηση

    Η μελέτη της ευστάθειας των πολυωνύμων είναι θεμελιώδης για την ανάλυση πολλών προβλημάτων αυτόματου ελέγχου. Για παράδειγμα, η ευστάθεια (ή αστάθεια) ενός δοσμένου συστήματος καθορίζεται από τις ρίζες του χαρακτηριστικού του πολυωνύμου, ή ισοδύναμα, του παρανομαστή της συνάρτησης μεταφοράς. Αν οι συντελεστές του πολυωνύμου είναι γνωστοί, τότε η ευστάθεια του μπορεί εύκολα να ελεγθεί με τη βοήθεια δημοφιλών κριτηρίων και μεθόδων (Routh, Hurwitz, Schur-Kohn κ.ά.). Η δυσκολία παρουσιάζεται όταν δεν γνωρίζουμε με ακρίβεια τους συντελεστές. Αυτή είναι αναπόφευκτα και η περίπτωση για κάθε πραγματικό σύστημα αφού προσεγγίσεις, γραμμικοποιήσεις και απλοποιήσεις χρησιμοποιούνται συχνά κατά τη διαδικασία της εξαγωγής ενός εύχρηστου μοντέλου που θα περιγράφει το εν λόγω σύστημα.

     Έτσι το πραγματικό πρόβλημα έγκειται στη μελέτη της ευστάθειας της ακόλουθης οικογένειας πολυωνύμων:
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Δεν είναι πρακτικό φυσικά να ελέγξουμε την ευστάθεια κάθε μέλους της παραπάνω οικογένειας. Γι’ αυτό το πρόβλημα εστιάζεται στο κατά πόσον είναι εφικτό να αποφανθούμε για την ευστάθεια όλης της οικογένειας εξετάζοντας μόνο ένα υποσύνολο των πολυωνύμων.

    Το σημαντικότερο αποτέλεσμα αναφορικά με τα παραπάνω είναι το θεώρημα του Kharitonov [2], σύμφωνα με το οποίο η ευστάθεια τεσσάρων «ακραίων» πολυωνύμων είναι ταυτόχρονα ικανή και αναγκαία προκειμένου να αποφανθούμε για την ευστάθεια όλης της οικογένειας. Έκτοτε πλήθος αποδείξεων και γενικεύσεων έχουν γραφτεί. Οι [4], [5], [6], [13] χρησιμοποιούν κλασσική γραμμική άλγεβρα, οι [7], [8], [9], [10], [12] βασίζονται σε ιδιότητες των διαγραμμάτων Nyquist, ενώ η [14] κάνει χρήση της εξίσωσης του Lyapunov. Στην παρούσα διπλωματική εργασία υιοθετούμε μια καινούρια, διαφορετική προσέγγιση (βλ. Τρίτο Μέρος) και αποδεικνύουμε το εν λόγω θεώρημα εκμεταλλευόμενοι τις συνθήκες Kuhn-Tucker για ένα πρόβλημα ελαχίστου με ανισοτικούς περιορισμούς. Μάλιστα, στο Τέταρτο Μέρος της εργασίας, βασιζόμενοι σε μία πρόταση του άρθρου [4], δίνουμε μία δεύτερη απόδειξη του θεωρήματος Kharitonov.

    Η σημασία του θεωρήματος έγκειται στη δραστική μείωση του υπολογιστικού κόστους που υπεισέρχεται στον καθορισμό της ευστάθειας όλης της οικογένειας καθώς τα πολυώνυμα που καλούμαστε να εξετάσουμε είναι μόλις τέσσερα. Έτσι, σημαντική έρευνα έχει γίνει και προς την κατεύθυνση της επέκτασης του θεωρήματος και σε άλλες περιοχές του αριστερού μιγαδικού ημιεπιπέδου, τις λεγόμενες περιοχές Kharitonov, τις οποίες θα ορίσουμε αμέσως μετά.

    Αρχικά, συμβολίζουμε με D μια περιοχή του ανοιχτού αριστερού μιγαδικού ημιεπιπέδου και με 
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 το σύνολο των πολυωνύμων των οποιών όλες οι ρίζες βρίσκονται εντός της περιοχής D. Στη συνέχεια, θεωρούμε την οικογένεια των πολυωνύμων: 
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και το σύνολο (όλων) των «ακραίων» πολυωνύμων:
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Ο ορισμός της περιοχής Kharitonov είναι ο ακόλουθος:

Ορισμός: Μια περιοχή 
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 που ανήκει στο αριστερό μιγαδικό ημιεπιπέδο λέγεται περιοχή Kharitonov αν 
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    Από τα παραπάνω συμπεραίνουμε ότι το πλήθος των «ακραίων» πολυωνύμων, των οποίων τις θέσεις των ριζών καλούμαστε να εξετάσουμε προκειμένου να αποφανθούμε για όλα τα πολυώνυμα της οικογένειας 
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, όπου n είναι ο βαθμός ενός τυχαίου πολυωνύμου. Για μεγάλα n είναι προφανές ότι το υπολογιστικό κόστος γίνεται σημαντικό.

    Παρ’ όλα αυτά, οι Y.C.Soh και Y.K.Foo, αναφερόμενοι στην περιοχή Kharitonov 
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 που φαίνεται στο Σχήμα 1, απέδειξαν σε δύο άρθρα τους ([7], [8]) ότι προκειμένου να εξετάσουμε αν 
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, αρκεί να ελέγξουμε αν (μόνο) ένα υποσύνολο των «ακραίων» πολυωνύμων έχει ρίζες εντός της περιοχής 
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                    Σχήμα 1: Η γραμμοσκιασμένη περιοχή Kharitonov 
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    Πιο συγκεκριμένα, στο πρώτο άρθρο τους [7] οι δύο συγγραφείς θεώρησαν ότι η γωνία φ (με 
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 ειδικά επιλεγμένα «ακραία» πολυώνυμα του συνόλου 
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 έχουν τις ρίζες τους εντός της περιοχής Kharitonov 
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, ανεξαρτήτως του βαθμού n των πολυωνύμων της οικογένειας 
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    Στο δεύτερο άρθρο τους [8], οι Soh και Foo απέδειξαν ότι 
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 ειδικά επιλεγμένα «ακραία» πολυώνυμα του συνόλου 
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    Τέλος, οι ίδιοι συγγραφείς επέκτειναν τα συμπεράσματά τους για οποιαδήποτε περιοχή Kharitonov D. Ειδικότερα, απέδειξαν [8] ότι ο αριθμός των «ακραίων» πολυωνύμων που πρέπει να εξετάσουμε προκειμένου να αποφανθούμε για όλη την οικογένεια 
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Μέρος Δεύτερο: Μαθηματικό Υπόβαθρο

    Στο δεύτερο μέρος παρουσιάζουμε το απαραίτητο μαθηματικό υπόβαθρο, του οποίου οι προτάσεις και τα θεωρήματα χρησιμοποιούνται στη συνέχεια της εργασίας.

Πρόταση 1 (βλ. [3]):  Έστω ότι τα πολυώνυμα με μιγαδικούς συντελεστές
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Υποθέτουμε ότι είτε 
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Τότε κάθε πολυώνυμο που εκφράζεται ως κυρτός συνδυασμός των 
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Πόρισμα 1: Αν δύο Hurwitz πολυώνυμα με πραγματικούς συντελεστές έχουν το ίδιο άρτιο μέρος ή το ίδιο περιττό μέρος, τότε κάθε πολυώνυμο που εκφράζεται ως κυρτός συνδυασμός των δύο αυτών πολυωνύμων θα είναι Hurwitz.

Πρόταση 2 (βλ. [4]): Έστω 
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 πολυώνυμα που εμφανίζουν μόνο άρτιο μέρος, δηλαδή 
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Έστω ακόμη 
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 πολυώνυμα που εμφανίζουν μόνο περιττό μέρος, δηλαδή
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Θεωρούμε ότι τα πολυώνυμα 
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 είναι επίσης Hurwitz.

Θεώρημα 1 (Stodola): Σύμφωνα με το θεώρημα Stodola (το οποίο παρέχει μία αναγκαία συνθήκη για την ευστάθεια ενός πολυωνύμου), εάν ένα πολυώνυμο είναι Hurwitz τότε όλοι οι συντελεστές του έχουν το ίδιο πρόσημο. Εάν έστω και ένας συντελεστής μηδενίζεται ή έχει διαφορετικό πρόσημο από τους υπόλοιπους, το πολυώνυμο είναι ασταθές.

Θεώρημα 2 (Αναγκαίες συνθήκες πρώτης τάξης ή συνθήκες Kuhn-Tucker για προβλήματα ελαχιστοποίησης με ανισοτικούς περιορισμούς): Θεωρούμε το γενικό πρόβλημα ελαχιστοποίησης με m ανισοτικούς περιορισμούς:
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Αν οι f και
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 είναι συνεχώς διαφορίσιμες και αν 
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 τέτοιο ώστε να ισχύουν οι εξής συνθήκες (συνθήκες Kuhn-Tucker):
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Μέρος Τρίτο: Πρώτη Απόδειξη του Θεωρήματος Kharitonov
    Πριν προχωρήσουμε στη διατύπωση και απόδειξη του θεωρήματος Kharitonov, θα θεωρήσουμε το ακόλουθο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού:
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Μια λύση επομένως του προβλήματος (BP) είναι:

                
[image: image150.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image151.wmf]*

*

,  

αν 0

, 

αν 0

iii

iii

xlc

xuc

ìü

=³

ïï

íý

=£

ïï

îþ

  , 
[image: image152.wmf]1,2,...,

in

=

                                                              (1.8)

Ακολουθεί η διατύπωση και απόδειξη του Θεωρήματος Kharitonov.

Θεώρημα 5 (Kharitonov): Έστωσαν τα εξής τέσσερα πολυώνυμα (πολυώνυμα Kharitonov):
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Τότε κάθε πολυώνυμο της οικογένειας 
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 είναι Hurwitz εάν και μόνον εάν τα τέσσερα άνωθι πολυώνυμα Kharitonov είναι Hurwitz.

Σημείωση: Με 
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 συμβολίζουμε τα διανύσματα των συντελεστών των τεσσάρων πολυωνύμων Kharitonov, δηλαδή:
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Απόδειξη: Κατ’αρχήν ορίζουμε τα διανύσματα:
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Τα τέσσερα πολυώνυμα Kharitonov 
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και τα διανύσματα των συντελεστών 
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Τότε λόγω της (3) προκύπτει:
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Θεωρούμε το σύνολο:
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Τότε προφανώς 
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    Έστω ότι τα τέσσερα πολυώνυμα Kharitonov 
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    Διακρίνουμε τις ακόλουθες πέντε περιπτώσεις:
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, δηλαδή κάποιος κυρτός συνδυασμός των δύο πολυωνύμων Hurwitz 
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 έχει ρίζα επί του φανταστικού άξονα, άτοπο λόγω του Πορίσματος 1 αφού τα δύο άνωθι πολυώνυμα έχουν το ίδιο άρτιο μέρος.

(γ) Έστω ότι η τρίτη ανισότητα ισχύει στο 
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, δηλαδή κάποιος κυρτός συνδυασμός των δύο πολυωνύμων Hurwitz 
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 έχει ρίζα επί του φανταστικού άξονα, άτοπο λόγω του Πορίσματος 1 αφού τα δύο άνωθι πολυώνυμα έχουν το ίδιο άρτιο μέρος.

(δ) Έστω ότι η τέταρτη ανισότητα ισχύει στο 
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, δηλαδή κάποιος κυρτός συνδυασμός των δύο πολυωνύμων Hurwitz 
[image: image357.wmf]*

1

(,)

sa

f

 και 
[image: image358.wmf]*

3

(,)

sa

f

 έχει ρίζα επί του φανταστικού άξονα, άτοπο λόγω του Πορίσματος 1 αφού τα δύο άνωθι πολυώνυμα έχουν το ίδιο περιττό μέρος.

(ε) Έστω ότι η πέμπτη ανισότητα ισχύει στο 
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, δηλαδή κάποιος κυρτός συνδυασμός των δύο πολυωνύμων Hurwitz 
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 έχει ρίζα επί του φανταστικού άξονα, άτοπο λόγω του Πορίσματος 1 αφού τα δύο άνωθι πολυώνυμα έχουν το ίδιο περιττό μέρος.

    Επομένως αποδείξαμε ότι αν τα τέσσερα πολυώνυμα Kharitonov είναι Hurwitz, τότε 
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Θεωρούμε την μονοπαραμετρική οικογένεια πολυωνύμων
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Μέρος Πέμπτο: Προσδιορισμός της μέγιστης μεταβολής των συντελεστών του πολυωνύμου  φ(s,α(τ))

    Στο πέμπτο και τελευταίο μέρος της εργασίας εξετάζουμε πόσο μπορούν να μεταβληθούν οι συντελεστές 
[image: image486.wmf]i

a

, 
[image: image487.wmf]0,1,...,

in

=

 της οικογένειας πολυωνύμων 
[image: image488.wmf]21

0121

(,)...

nn

nn

saaasasasas

f

-

-

=+++++
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           (8)

Με βάση το βοηθητικό πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού (BP) που είδαμε στο Τρίτο Μέρος και ειδικότερα τη σχέση (1.8) οι λύσεις  
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Θέτοντας 
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Επομένως οι δύο πρώτες ανισότητες της (8) γράφονται:
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Οι δύο τελευταίες ανισότητες της (8) γράφονται:
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Σημείωση: Στα παραπάνω θεωρήσαμε ότι αν 
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Επομένως η (8) γράφεται ισοδύναμα:
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Αναζητούμε την ελάχιστη τιμή του 
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[image: image632.wmf]{

,

min

sw



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image633.wmf]s

:
[image: image634.wmf]22

(())(|()|),

even

even

papt

wsw

-

TT

£



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image635.wmf]2222

(())(|()|)

odd

odd

qaqt

wwsww

-

TT

£



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image636.wmf]}

 (P3)  

Η ύπαρξη του 
[image: image637.wmf]*

s

 είναι εξασφαλισμένη, διότι διαφορετικά όλα τα πολυώνυμα της οικογένειας  
[image: image638.wmf](,())

sa

ft

 θα ήταν Hurwitz 
[image: image639.wmf]t

"

και 
[image: image640.wmf]()()

aF

tt

"Î

, άτοπο. Άρα το 
[image: image641.wmf]*

s

 υπάρχει και έχει πεπερασμένη τιμή.

Πρόταση 3: Έστω ότι το 
[image: image642.wmf]_

(,)

sa

f

 είναι Hurwitz και 
[image: image643.wmf]0

t

¹

. Ας είναι 
[image: image644.wmf]*

s

 το γενικό ελάχιστο του προβλήματος (P3) και 
[image: image645.wmf]**

ts

=

. Τότε 
[image: image646.wmf]*

[0,)

tt

"Î

 και 
[image: image647.wmf]()()

aF

tt

"Î

, κάθε πολυώνυμο της οικογένειας 
[image: image648.wmf](,())

sa

ft

 δεν θα έχει φανταστική ρίζα.

Απόδειξη: Η παραπάνω πρόταση είναι άμεση συνέπεια του ορισμού του γενικού ελαχίστου, της σχέσης (9) και των ισοδυναμιών της σελίδας 29.
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Διακρίνουμε τις ακόλουθες τέσσερις περιπτώσεις:
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Η (10.2) λόγω της (11.1) γράφεται:
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Άρα η (11.3) γράφεται:
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και εκ των (11.2), (11.4) προκύπτει ότι:
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Τότε, αν υπάρχουν, τα 
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 ικανοποιούν τις (10.1) έως (10.8).

Τα παραπάνω απλοποιούνται περαιτέρω διότι οι ρίζες της (12.2) δε χρειάζεται να περιληφθούν στον υπολογισμό των (13.1) και (13.2). Πράγματι, αν 
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 έχει φανταστική ρίζα, άτοπο γιατί έχουμε υποθέσει ότι είναι Hurwitz.

Άρα ο υπολογισμός των (13.1) και (13.2) γράφεται απλούστερα ως εξής:
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Τότε, αν υπάρχουν, τα 
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Η (10.2) λόγω της (15.1) γράφεται:
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Άρα η (15.3) γράφεται:
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και εκ των (15.2) και (15.4) προκύπτει ότι:
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Τότε, αν υπάρχουν, τα 
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 ικανοποιούν τις (10.1) έως (10.8).

Τα παραπάνω απλοποιούνται περαιτέρω διότι οι ρίζες της (16.2) δε χρειάζεται να περιληφθούν στον υπολογισμό των (17.1) και (17.2). Πράγματι, αν 
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 έχει φανταστική ρίζα, άτοπο γιατί έχουμε υποθέσει ότι είναι Hurwitz.

Άρα ο υπολογισμός των (17.1) και (17.2) γράφεται απλούστερα ως εξής:
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Τότε, αν υπάρχουν, τα 
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Διακρίνουμε δύο υποπεριπτώσεις:
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  και η (19.2) τότε γράφεται:
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      και η (19.1) τότε γράφεται όπως η (19.4).
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Η (19.4), γραφόμενη ως διαφορά τετραγώνων, δίνει τις δύο ακόλουθες σχέσεις:
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Συλλέγοντας τα αποτελέσματα των περιπτώσεων (α), (β), (γ) και (δ) συμπεραίνουμε ότι το γενικό ελάχιστο του προβλήματος (P3) είναι το 
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Η (23.1) γράφεται:
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Η (23.2) γράφεται:
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Διακρίνουμε δύο υποπεριπτώσεις:
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Συνεπώς η περίπτωση (β) που διερευνήθηκε προηγουμένως είναι περιττό να εξετασθεί σαν ξεχωριστή περίπτωση διότι, για κάθε 
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 η (10.4) ισχύει με το ίσον, ενώ η (10.3) είναι αυστηρή ανισότητα. Η απόδειξη είναι όμοια με αυτήν της περίπτωσης (Α), από την οποία συνάγουμε ότι και η περίπτωση (γ) που διερευνήθηκε προηγουμένως είναι περιττό να εξετασθεί σαν ξεχωριστή περίπτωση.
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Αριθμητικό Παράδειγμα

    Το αριθμητικό παράδειγμα που παρατίθεται στη συνέχεια διασαφηνίζει τον παραπάνω τρόπο προσδιορισμού του γενικού ελαχίστου του προβλήματος (P3).
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Τότε η σχέση (21.1) γράφεται:
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Οι ρίζες της (26.1) είναι:
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Έχοντας υποθέσει ότι 
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Ομοίως η σχέση (21.2) γράφεται:
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Οι ρίζες της (26.2) είναι:
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Και σε αυτήν την περίπτωση δεκτές είναι οι πραγματικές ρίζες 
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Συγκεντρωτικά, οι πραγματικές ρίζες των (21.1) και (21.2) είναι:
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Συμβολίζουμε με 
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, δηλαδή η (22) ισχύει για όλες της πραγματικές ρίζες των (21.1) και (21.2). 
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Αναζητούμε την ελάχιστη τιμή του 
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Άρα, βάσει του Θεωρήματος 6, κάθε πολυώνυμο της οικογένειας 
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 είναι Hurwitz.

Πράγματι, ας πάρουμε το πολυώνυμο 
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Οι ρίζες του παραπάνω πολυωνύμου είναι:
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απ’ όπου συμπεραίνουμε οτι είναι Hurwitz.

Συμπεράσματα

    Στην παρούσα διπλωματική εργασία ασχοληθήκαμε με το θέμα της ευστάθειας μιας οικογένειας πολυωνύμων, των οποίων οι συντελεστές δύνανται να μεταβάλλονται μεταξύ δύο ακραίων θετικών τιμών.

    Πιο συγκεκριμένα, δώσαμε δύο εναλλακτικές αποδείξεις του Θεωρήματος Kharitonov σύμφωνα με το οποίο αρκεί να εξετασθεί η ευστάθεια τεσσάρων μόνο πολυωνύμων προκειμένου να αποφανθούμε για όλη την οικογένεια. Η καινοτομία αυτής της εργασίας συνίσταται στην προσέγγιση και απόδειξη του παραπάνω θεωρήματος μέσω των συνθηκών Kuhn-Tucker για ένα πρόβλημα ελαχίστου με ανισοτικούς περιορισμούς.

    Στη συνέχεια παρουσιάσαμε έναν τρόπο προσδιορισμού της μέγιστης μεταβολής των συντελεστών μιας οικογένειας πολυωνύμων ώστε κάθε πολυώνυμο αυτής να παραμένει ευσταθές κάνοντας και πάλι χρήση των συνθηκών Kuhn-Tucker.

    Τέλος, απλοποιήσαμε περαιτέρω τη διαδικασία οργάνωσης υπολογισμού που είχε προηγηθεί, παραθέτοντας ταυτόχρονα και ένα αριθμητικό παράδειγμα που διασαφηνίζει και καθιστά πιο κατανοητά τα παραπάνω αποτελέσματα. 
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