ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ

ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ TÏÌÅÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ CORELAB

Tractability of Constraint Satisfaction Languages using Algebra.

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ ôïõ Ðáíáãéþôç Âïýëãáñç

ÅðéâëÝðùí: ÓôÜèçò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò

Ðáíáãéþôçò Âïýëãáñçò ÁèÞíá,

2

ÅÈÍÉÊÏ ÌÅÔÓÏÂÉÏ ÐÏËÕÔÅŒÍÅÉÏ

ÔÌÇÌÁ ÇËÅÊÔÑÏËÏÃÙÍ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÊÁÉ ÌÇŒÁÍÉÊÙÍ ÕÐÏËÏÃÉÓÔÙÍ ÔÏÌÅÁÓ ÐËÇÑÏÖÏÑÉÊÇÓ CORELAB

Tractability of Constraint Satisfaction Languages using Algebra.

ÄÉÐËÙÌÁÔÉÊÇ ÅÑÃÁÓÉÁ ôïõ Ðáíáãéþôç Âïýëãáñç

ÅðéâëÝðùí: ÓôÜèçò ÆÜœïò ÊáèçãçôÞò

ÅãêñSSèçêå áðü ôçí ôñéìåëÞ åîåôáóôéêÞ åðéôñïðÞ ôçí .

........................................

ÆÜœïò Ó. ÊáèçãçôÞò

........................................

ÓåëëÞò Ô. ÊáèçãçôÞò

........................................

ÁöñÜôç Ö. ÊáèçãçôÞò

ÁèÞíá, .

................................... Ðáíáãéþôçò Âïýëãáñçò Çëåêôñïëüãïò Ìçœáíéêüò êáé Ìçœáíéêüò Çëåêôñïíéêþí Õðïëïãéóôþí

© (2006) Åèíéêü Ìåôóüâéï ÐïëõôåœíåSSï. All rights reserved.

ÐåñSSëçøç

ÐïëëÜ combinatorial ðñïâëÞìáôá ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ùò ðñïâëÞìáôá constraint satisfaction. ÁõôÞ ç êëÜóç ðñïâëçìÜôùí åSSíáé ãíùóôü ïôé åSSíáé NP-complete ãåíéêÜ, áëëÜ ðåñéïñSSæïíôáò ôéò ìïñöÝò ôùí constraints ìðïñïýìå íá ôá ëýóïõìå óôï P. ÁõôïSS ïé ðåñéïñéóìïSS ìðïñïýí åSSôå íá åSSíáé óôï ðïéÝò ìåôáâëçôÝò ðåñéïñSSæïõí ðïéÝò Üëëåò, åSSôå ðåñéïñSSæïíôáò ôéò ìïñöÝò ôùí óœÝóåùí ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé óôá constraints. ÁõôÞ ç éäÝá åSSíáé ðïõ èá ìåëåôçèåSS êáé óôç ðáñïýóá äéðëùìáôéêÞ. Èá áêïëïõèÞóïõìå ôéò éäÝåò ðïõ ðñïôÜèçêáí, áðü ôï 1978 ìÝœñé ôï 2005, êáé èá äïýìå ôéò éóœõñÝò óõíäÝóåéò ôïõ èÝìáôïò ìå ôçí universal algebra.

Ðåñéåœüìåíá

1 ÅéóáãùãéêÜ ÏñéóìïSS 8 1.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 1.2 ÂáóéêïSS ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.2.1 ÓœÝóåéò êáé ÓõíáñôÞóåéò . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.2.2 Constraint Satisfaction Problem . . . . . . . . . . . . 12 1.2.3 Ðñüâëçìá Ïìïìïñöéóìþí . . . . . . . . . . . . . . . . 12 1.3 ÐáñáäåSSãìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 1.3.1 ÃíùóôÜ ðñïâëÞìáôá óôç ãëþóóá ôïõ CSP . . . . . . . 13 1.3.2 ÁíáãùãÞ CSP ↔ GCP . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16 1.4 ÓõìðåñÜóìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2 Complexity of CSP 18 2.1 SNP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18 2.1.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3 űëãåâñá óôï CSP 20 3.1 Tractability óå Ãëþóóåò Ðåñéïñéóìþí. . . . . . . . . . . . . . 20 3.1.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20 3.1.2 ÐáñáäåSSãìáôá . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 3.2 Tractability óå Relational Clones. . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.2.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23 3.2.2 ÐáñáäåSSãìáôá - ÁðïôåëÝóìáôá . . . . . . . . . . . . . 24 3.2.3 ÿíáò äéáöïñåôéêüò ïñéóìüò ôùí relational clones. . . . 25 3.3 Tractability óå Ðïëõìïñöéóìïýò. . . . . . . . . . . . . . . . . 26 3.3.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26 3.3.2 ÐáñáäåSSãìáôá - ÁðïôåëÝóìáôá . . . . . . . . . . . . . 28 3.4 Tractability óå űëãåâñåò. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3.4.1 ÏñéóìïSS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 3.4.2 ÅéäéêÝò êëÜóåéò áëãåâñþí . . . . . . . . . . . . . . . . 31 3.4.3 ÄïìÝò óôéò Üëãåâñåò . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35 3.4.4 ÁõóôçñÜ \áðëÝò" åðSS Üëãåâñåò . . . . . . . . . . . . . . 38

ÐÅÑÉÅŒÏÌÅÍÁ 7

4 ÁðïäåSSîåéò 40 4.1 Ôï CSP óå äéóýíïëá - Schaefer . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 4.1.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40 4.1.2 Èåþñçìá êëÜóåùí ôïõ Rep(S) . . . . . . . . . . . . . 43 4.1.3 Ôï èåþñçìá äéœïôüìçóçò . . . . . . . . . . . . . . . . 50 4.2 Closure Properties of Constraints . . . . . . . . . . . . . . . . 53 4.2.1 ÅéóáãùãÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãéêÜ ÏñéóìïSS

Ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï èá ãíùñSSóïõìå ôï ðñüâëçìá ôï ïðïSSï ìåëåôÜìå. Ðñþôá èá êÜíïõìå ìéá ãñÞãïñç åéóáãùãÞ óôá áðïôåëÝóìáôá ìÝœñé ôþñá óôï ðñüâëçìá ðïõ ìåëåôÜìå. Èá äïýìå ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôïõ CSP, êáèþò êáé éóïäýíáìá ðñïâëÞìáôá. Íá óçìåéùèåSS ïôSS üôáí ëÝìå éóïäýíáìá äåí åííïïýìå ôçí éóïäõíáìSSá ìå ôçí Ýííïéá ôçò áíáãùãÞò áöïý ôüôå üëá ôá NP-complete ðñïâëÞìáôá åSSíáé éóïäýíáìá. Ìðïñïýìå íá ðïýìå ïôSS ìåëåôÜìå ôï CSP ìÝóù äéáöïñåôéêþí ðñéóìÜôùí, üðùò åSSíáé áõôü ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ýðáñîçò ïìïìïñöéóìïý. ÔÝëïò ãéá íá õðÜñîåé êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçò ãëþóóáò ôïõ CSP èá åêöñÜóïõìå ãíùóôÜ ðñïâëÞìáôá óôçí ãëþóóá ôïõ CSP áëëÜ êáé óôç ãëþóóá ôùí éóïäýíáìùí ìïñöþí ôïõ.

Ôï èÝìá ôçò äéðëùìáôéêÞò åSSíáé ï œáñáêôçñéóìüò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò åíüò ðñïâëÞìáôïò CSP âáóéæüìåíïé óôéò éäéüôçôåò ôçò Ãëþóóáò Ðåñéïñéóìþí, äçëáäÞ ôùí óœÝóåùí ðïõ œñçóéìïðïéïýìå ùò ðåñéïñéóìïýò. Åéäéêüôåñá èá áóœïëçèïýìå ðüôå ìðïñåSS íá ëõèåSS ôï ðñüâëçìá óôï P êáé ðüôå ãSSíåôáé NP-complete.

1.1 ÅéóáãùãÞ

Óå Ýíá CSP ï óêïðüò åSSíáé íá âñïýìå ìéá Üíáèåóç ôéìþí óå Ýíá äùóìÝíï óýíïëï ìåôáâëçôþí, ðïõ õðüêåéôáé óå ðåñéïñéóìïýò óôï ðïéÝò ôéìÝò ìðïñïýí íá áíáôåèïýí óõãœñüíùò óå óõãêåêñéìÝíá õðïóýíïëá ìåôáâëçôþí [26, 28]. ÿíá óõœíü ðáñÜäåéãìá åíüò ôÝôïéïõ ðñïâëÞìáôïò åSSíáé áõôü ôçò éêáíïðïéçóéìüôçôáò ðñïôáóéáêþí ôýðùí [15], ïðïý óôéò ìåôáâëçôÝò ðñÝðåé íá áíáôåèïýí boolean ôéìÝò êáé ïé ðåñéïñéóìïSS åSSíáé áðü ôéò ðñïôÜóåéò.

Ôï ìáèçìáôéêü õðüâáèñï ðïõ œñçóéìïðïéåSSôáé ãéá íá ðåñéãñáöåSS ôá CSPs Ýœåé óôåíïýò äåóìïýò ìå ðïëëÝò ðåñéïœÝò ôçò èåùñSSáò õðïëïãéóôþí êáé ôùí ìáèçìáôéêþí. ÓõíäÝåôáé ìå ôçí óœåóéáêÞ èåùñSSá âÜóåùí äåäïìÝíùí [16], ìå ëïãéêÞ êáé óõíïëïèåùñSSá [35], êáé ìå universal algebra. ÿíá survey áõôþí ôùí áðïôåëåóìÜôùí åSSíáé ôï [31].

Óå üôé åðáêïëïõèÞóåé èåùñïýìå ïôSS P ≠ NP , êáé êáëïýìå Ýíá ðñüâëçìá

1.1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ 9

tractable áí áíÞêåé óôï P. Ôï CSP åSSíáé ãíùóôü ïôSS åSSíáé NP-hard ãåíéêÜ [26, 28]. Ðáñüë’ áõôÜ, èÝôïíôáò üñéá óôéò ìïñöÝò ôùí ðåñéïñéóìþí Ýœåé áðïäåéœèåSS ïôé äéáóöáëSSæåé ôçí tractability [9, 21, 22, 24, 36].

ÿíá óçìáíôéêü áíïéœôü ðñüâëçìá óôçí ðåñéïœÞ åSSíáé íá œáñáêôçñéóôïýí áêñéâþò ïé ìüñöåò ôùí óœÝóåùí ðåñéïñéóìþí ïé ïðïSSåò äçìéïõñãïýí tractabe êëÜóåéò ðñïâëçìÜôùí. Áõôü ôï ðñüâëçìá åSSíáé óçìáíôéêü áðü èåùñçôéêÞ Üðïøç, áöïý âïçèÜåé óôïí êáèïñéóìü ôïõ ïñSSïõ ìåôáîý tractability êáé intractability óå Ýíá åõñý öÜóìá óõíäéáóôéêþí ðñïâëçìÜôùí Ýõñåóçò (ëýóçò). ÅSSíáé åðSSóçò óçìáíôéêü áðü ðñáêôéêÞò Üðïøçò, áöïý åðéôñÝðåé ôç äçìéïõñãSSá ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý ðåñéïñéóìþí ðïõ œñçóéìïðïéïýí ôç ãíþóç ôùí tracabe êëÜóåùí ðåñéïñéóìþí þóôå íá äSSíïõí ðéï áðïäïôéêÝò ôåœíéêÝò åðSSëõóçò [32, 25].

Ôï ðñüâëçìá ôïõ œáñáêôçñéóìïý ôùí tractable ðåñéðôþóåùí ëýèçêå åî ïëïêëÞñïõ óôçí åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ðïõ ïé ìåôáâëçôÝò ðáSSñíïõí Boolean ôéìÝò, áðü ôïí Schaefer ôï 1978 [33]. Ï Schaefer áðÝäåéîå ïôSS ãéá Boolean CSP (ôá ïðïSSá ïíüìáóå \ãåíéêåõìÝíá ðñïâëÞìáôá éêáíïðïéçóéìïôçôáò"), õðÜñœïõí áêñéâþò Ýîé äéáöïñåôéêÝò ïéêïãÝíåéò tractable ðåñéïñéóìþí, êáé ïðïéïäÞðïôå ðñüâëçìá ðïõ ðåñéÝœåé ðåñéïñéóìïýò åêôüò áõôþí ôùí Ýîé ïéêïãåíåéþí åSSíáé NP-complete. Áõôü ôï óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá åSSíáé ãíùóôü ùò ôï èåþñçìá äéœïôüìçóçò ôïõ Schaefer. Ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá äéœïôüìéóçò Ýœïõí áðïäåéœèåSS ãéá Üëëá óõíäéáóôéêÜ ðñïâëÞìáôá óå Boolean ðåäSSá ôéìþí ðïõ óœåôSSæïíôáé ìå ôï ðáñáðÜíù.

Ï Schaefer [33] Ýèåóå ôï åñþôçìá ôïõ åáí ç áíÜëõóç ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ìðïñïýóå íá åðåêôáèåSS óå ìåãáëýôåñá óýíïëá (äçëáäÞ ðáñáðÜíù áðü ìüíï äýï ôéìÝò). ÊÜðïéá ðñüïäïò óçìåéþèçêå óå áõôü ôï äñüìï ðñüóöáôá, êáé Ýíáò áñéèìüò áðü tractable ïéêïãÝíåéò ðåñéïñéóìþí áíáãíùñSSóôçêå, ïñéóìÝíùí ôüóï óå ðåðåñáóìÝíá üóï êáé Üðåéñá óýíïëá. ÓõããåêñéìÝíá, ïé Feder êáé Vardi [35] œñçóéìïðïSSçóáí ôåœíéêÝò áðü ëïãéêü ðñïãñáììáôéóìü êáé èåùñSSá óõíüëùí ùóôÝ íá áíáãíùñSSóïõí ôñåéò äéåõñçìÝíåò ïéêïãÝíåéåò áðü tractable ðåñéïñéóìïýò, ðïõ åSSíáé õðåñóýíïëá ôùí Ýîé ïéêïãåíåéþí ðïõ üñéóå ï Schaefer. Ìéá óåéñÜ paper ôïõ Jeavons êáé Üëëùí óõããñáöÝùí áðÝäåéîå ïôé ïðïéáäÞðïôå tractable êëÜóç ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíùí óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ìðïñåSS íá œáñáêôçñéóôåSS œñçóéìïðïéþíôáò áëãåâñéêÝò éäéüôçôåò óœÝóåùí [19, 23, 21, 22]. ÁõôÞ ç ìåèïäïëïãSSá œñçóéìïðïéÞèçêå áñãüôåñá áðü ôïí Bulatov þóôå íá ìðïñÝóåé íá ðåôýœåé ðëÞñç œáñáêôçñéóìü ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíùí óå óýíïëá ôñéþí óôïéœåSSùí [3]. ÔÝëïò, óå temporal êáé spatial ëãéêÞò ðñïâëÞìáôá ðïõ ðåñéÝœïõí ðåñéïñéóìïýò óå áðåéñïóýíïëá, áñêåôÝò tractable êëÜóåéò Ýœïõí âñåèåSS [29], ìÜëéóôá Ýœåé ðñïêýøåé Ýíá èåþñçìá äéœïôüìéóçò ãéá temporal reasoning ðñïâëÞìáôá ïñéóìÝíá óå äéáóôÞìáôá ðïõ åêöñÜæïíôáé ìå ôçí Üëãåâñá äéáóôçìÜôùí ôïõ Allen. ÿœåé åðSSóçò äåéœèåSS ðñüóöáôá ïôé ç ðïëõðëïêüôçôá óõãêåêñéìÝíùí ìïñöþí ðåñéïñéóìþí óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ôéìþí ìðïñïýí íá áíáëõèïýí œñçóéìïðïéþíôáò áëãåâñéêÝò éäéüôçôåò.[5]

Ðáñ’ üëá áõôÜ äåí õðÜñœåé áêüìá ðëÞñçò œáñáêôçñéóìüò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ôùí ðåñéïñéóìþí óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ìå ðáñáðÜíù áðü ôñSSá óôïéœåSSá, ïýôå ãéá ôõœáSSá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá.

ÐñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå ïôSS ôá ðéï óçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá óôïí ôïìÝá Ýãéíáí üôáí œñçóéìïðïéÞèçêáí äõíáôüôåñá êáé ðéï ãåíéêåõìÝíá ìáèçìáôéêÜ åñãáëåSSá. ÿôóé óôï èÝùñçìá äéœïôüìçóçò ôïõ Schaefer ìéëÜìå ãéá óõíôáêôéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ðïõ óSSãïõñá äåí ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéçèåSS óå ìç-Boolean ðåñéïñéóìïýò. Ãéá íá âñåèåSS ìéá ðéï éêáíïðïéçôéêÞ ãëþóóá êáé áíôSSóôïéœá ìáèçìáôéêÜ åñãáëåSSá Ýœïõí ãSSíåé äéÜöïñåò ðñïóðÜèåéò [11, 12, 35, 19, 21], ç äéðëùìáôéêÞ èá áóœïëçèåSS ðåñéóóüôåñï ìå ôéò ðñïóðÜèåéåò ðïõ ðñïóáíáôïëSSæïíôáé óôç œñÞóç ôùí áëãåâñéêþí éäéïôÞôùí ôùí ðåñéïñéóìþí [19, 21] ìå êïñýöùóç ôï [2] ðïõ öôÜíåé íá œáñáêôçñSSæåé áëãåâñéêÝò äïìÝò ùò ðñïò tractability.

Ôï ðñþôï âÞìá óå áõôÞ ôçí áëãåâñéêÞ èåþñçóç œñçóéìïðïéåSS ôçí ãíùóôÞ éäÝá ïôé äùóìÝíïõ åíüò áñœéêïý óõíüëïõ áðü ðåñéïñéóìïýò - óœÝóåéò, èá õðÜñœïõí ðåñéóóüôåñåò óœÝóåéò ïé ïðïSSåò èá ìðïñïýí íá ðñïóôåèïýí óôï óýíïëï œùñSSò íá áëëÜîåé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ÿœåé áðïäåéœèåSS ïôé ìðïñïýìå íá ðñïóèáSSóïõìå üëåò ôéò óœÝóåéò ðïõ ìðïñïýìå íá ðáñÜîïõìå áðü ôéò áñœéêÝò œñçóéìïðïéþíôáò áðëïýò êáíüíåò. Ôá ìåãáëýôåñá óýíïëá óœÝóåùí ðïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå œñçóéìïðïéþíôáò áõôïýò ôïõò êáíüíåò ïíïìÜæïíôáé relational clones [13]. űñá êáôáëÞãïõìå ïôé åSSíáé áñêåôü íá áíáëýóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ìüíï ôùí óõíüëùí óœÝóåùí ðïõ åSSíáé relational clones.

Ôï åðüìåíï âÞìá óôçí áëãåâñéêÞ áíôéìåôþðéóç åSSíáé ç ðáñáôÞñéóç ïôé ôá relational clones ìðïñïýí íá œáñáêôçñéóôïýí ðëÞñùò áðü ôïõò ðïëõìïñöéóìïýò ôïõò, ïé ïðïSSïé åSSíáé áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò óôï SSäéï óýíïëï ìå ôï ïðïSSï åSSíáé ïñéóìÝíåò ïé óœÝóåéò [21, 18]. ÿôóé üœé ìüíï ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜöïõìå ïéêïãÝíåéåò óœÝóåùí ðïõ áëëéþò èá Þôáí äýóêïëï íá ðåñéãñáöïýí, áëëÜ ìÝóù ôùí ðñÜîåùí ìðïñïýìå íá âñïýìå éäéüôçôåò ôùí óœÝóåùí ðïõ ìðïñïýí íá œñçóéìïðïéçèïýí ãéá áðïäïôéêïýò áëãüñéèìïõò. ÁõôÞ ç óœÝóç ìåôáîý relational clone êáé ðïëõìïñöéóìþí Ýœåé Þäç ðáSSîåé Ýíá óèìáíôéêü ñüëï óôçí áíáãíþñéóç ðïëëþí tractable êëÜóåùí êáé óôç äçìéïõñãSSá êáôÜëçëùí áðïäïôéêþí áëãïñéèìéêþí ëýóåùí ãéá áõôÝò [3, 1, 6, 4, 10, 19].

ĳìùò üðùò èá äïýìå ìðïñïýìå íá ðÜìå Ýíá âÞìá ðáñáêÜôù óõóœåôSSæïíôáò Üëãåâñåò êáé üœé ðïëõìïñöéóìïýò ìå ôï óýíïëï ôùí ðåñéïñéóìþí. ÿôóé ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå èåìåëåéþäç èåùñÞìáôá ãéá ˛nite Üëãåâñåò [17, 27, 34], êáé Ýôóé íá öôÜóïõìå óôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ [2].

1.2 ÂáóéêïSS ÏñéóìïSS

1.2.1 ÓœÝóåéò êáé ÓõíáñôÞóåéò

ÐáñáêÜôù èá äùèïýí ïé óçìáíôéêüôåñïé ïñéóìïSS ðïõ èá œñçóéìïðïéçèïýí ìåôÝðåéôá, ïé ïðïSSïé œñçóéìïðïéïýíôáé óõíåœüìåíá óôá åðüìåíá êåöÜëáéá.

1.2. ÂÁÓÉÊÏÉ ÏÑÉÓÌÏÉ 11

ÅéäéêÜ ïé œáñáêôçñéóìïSS ôùí óõíáñôÞóåùí åSSíáé åäþ óáí áíáöïñÜ êáé óå ìéá ðñþôç áíÜãíùóç ç ðåñéóóüôåñïé äåí œñåéÜæïíôáé.

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.1

ÓœÝóç: Ãéá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï A, êáé öõóéêü áñéèìü n, ôï óýíïëï üëùí ôùí n-Üäùí óôïéœåSSùí ôïõ A óõìâïëSSæåôáé ìå A^n. ÊÜèå õðïóýíïëï ôïõ A^n ïíïìÜæåôáé óœÝóç n ïñéóìÜôùí ðÜíù óôï A. Ôï óýíïëï üëùí ôùí ðåðåñáóìÝíùí óœÝóåùí óôï A óõìâïëSSæåôáé R_A. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.2

ÓõíÜñôçóç: Ìéá óõíÜñôçóç f áðü Ýíá óýíïëï A óå óýíïëï B, óõìâïëSSæåôáé ìå f : A → B, êáé åSSíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ A×B ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå a ∈ A õðÜñœåé áêñéâþò Ýíá b ∈ B ôÝôïéï þóôå ôï ⟨a.b⟩ ∈ f. Áí ⟨a, b⟩ ∈ f ãñÜöïõìå f(a) = b. Ìå =_A èá óõìâïëSSæïõìå ôçí éóüôçôá óôï A åíþ ìå ≠_A ôçí áíéóüôçôá. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.3

ÓõíÜñôçóç í-ïñéóìÜôùí: Ìéá óõíÜñôçóç í-ïñéóìÜôùí óå Ýíá óýíïëï A åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç f : A^n → A. Ôï óýíïëï üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí óôï A êáëåSSôáé O_A. Áí ⟨⟨a_1, a_2, . . . , a_n⟩, a_{n+1}⟩ ∈ f ãñÜöïõìå f(a_1, a_2, . . . , a_n) = a_{n+1}. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.4

ŒáñáêôçñéóìïSS óõíáñôÞóåùí: ÿóôù ìéá óõíÜñôçóç f í-ïñéóìÜôùí áðü ôï A_n → A.

• Ç f åSSíáé injective áí f(a) = f(a^′) ⇔ a = a^′. Áí n=1 ôüôå ç f êáëåSSôáé áíáäéÜôáîç.

• Áí f(a, a, . . . , a) = a ∀a ∈ A ôüôå ç f ëÝãåôáé idempotent.

• Áí õðÜñœåé êÜðïéïò äåSSêôçò i ∈ {1, 2, . . . , n} ôÝôïéïò þóôå ∀⟨a_1, a_2, . . . , a_n⟩ ∈ A^n Ýœïõìå f(a_1, a_2, . . . , a_n) = g(a_i), ìå g : A → A ìç óôáèåñÞ, ç f êáëåSSôáé ’essentially unary’. ÊÜèå óõíÜñôçóç ðïõ äåí áíÞêåé óå áõôÝò èá ëÝãåôáé essentially nonunary, óõìðåñéëáìâáíïìÝíùí ôùí óôáèåñþí.

• Áí n = 2 êáé ∀a_1, a_2, a_3 ∈ A Ýœïõìå f(f(a_1, a_2), a_3) = f(a_1, f(a_2, a_3)) (Ðñïóáéôåñéóôéêüôçôá Associativity) êáé f(a_1, a_2) = f(a_2, a_1) (Áíôéìåôáèåôéêüôçôá Commutativity), ôüôå ç f ëÝãåôáé AC óõíÜñôçóç.

• Áí n ≥ 3 êáé õðÜñœåé êÜðïéïò äÝéêôçò i ∈ {1, 2, . . . , n} ôÝôïéïò þóôå ∀a_1, a_2 . . . , a_n ∈ A ôÝôïéá þóôå |{a_1, a_2, . . . , a_n}| < n Ýœïõìå f(a_1, a_2, . . . , a_n) = a_i, áëëÜ ç f äåí åSSíáé ðñïâïëÞ, ôüôå ç f ëÝãåôáé çìéðñïâïëÞ.

• Áí n = 3 êáé ∀a, a^′ ∈ A Ýœïõìå f(a, a, a^′) = f(a, a^′, a) = f(a^′, a, a) = a , ôüôå ç f ëÝãåôáé óõíÜñôçóç ðëåéïíüôçôáò. Ç óõíÜñôçóç ðëåéïíüôçôáò óôï Á:

f(x, y, z) = {^{yify=z}_{xotherwise}

èá êáëåSSôáé ’dual discriminator’ óôï A êáé èá óõìâïëSSæåôáé ìå μ_A.

• Áí n = 3 êáé ∀a_1, a_2, a_3 ∈ A Ýœïõìå f(a_1, a_2, a_3) = a_1 +a_2 +a_3, üðïõ + åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç ìå n = 2 óôï A þóôå ⟨A, +⟩ íá åSSíáé ìéá ÁâåëéáíÞ 2-ïìÜäá, ôüôå ç f ïíïìÜæåôáé ’generalised parity operation’. □ 1.2.2 Constraint Satisfaction Problem

ÐëÝïí ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôï CSP.

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.2.1

Ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ãëþóóá ðåñéïñéóìþí óå Ýíá óýíïëï A åSSíáé Ýíá óýíïëï óœÝóåùí óôï óýíïëï A. Γ = {ρ_1, ρ_2, . . . , ρ_n} . □

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.2.2

Ðñüâëçìá éêáíïðïSSçóçò ðåñéïñéóìþí : Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé êÜèå ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ óôï A, ôï Ðñüâëçìá éêáíïðïSSçóçò ðåñéïñéóìþí CSP (Γ ) åSSíáé ôï óõíäõáóôéêü ðñüâëçìá áðüöáóçò ìå ÅSSóïäï: (V, A, C) üðïõ

• V åSSíáé Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí

• C åSSíáé Ýíá óýíïëï ðåñéïñéóìþí C_1, . . . , C_q.

ÊÜèå ðåñéïñéóìüò C_i ∈ C åSSíáé Ýíá æåõãÜñé (s_i, ρ_i) üðïõ

{ s_i åSSíáé ìéá ðëåéÜäá ìåôáâëçôþí ìåãÝèïõò m_i, ðïõ ïíïìÜæåôáé ôï ðåäSSï ôïõ ðåñéïñéóìïý.

{ ρ_i ∈ Γ åSSíáé ìéá óœÝóç m_i ìåôáâëçôþí ðÜíù óôï A, ðïõ ïíïìÜæåôáé óœÝóç ðåñéïñéóìïý.

ÿîïäï: Íáé, áí õðÜñœåé ëýóç, äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç f(x), áðü ôï V óôï A, ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå ðåñéïñéóìü (s_i, ρ_i) ∈ C, ìå s_i = (x_{i1}, . . . , x_{im}), ç ðëåéÜäá (f(x_{i1}), . . . , f(x_{im})) áíÞêåé óôï ρ_i. ĳœé, áëëéþò. □

1.2.3 Ðñüâëçìá Ïìïìïñöéóìþí

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.1

Relational structure: Ìéá \relational structure" åSSíáé Ýíá æåõãÜñé, ⟨V, E_i (i ∈ I)⟩, ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï V , êáé Ýíá óýóôçìá,

E_i, áðü ðåðåñáóìÝíåò óœÝóåéò óôï V , ðïõ äåéêôïäïôïýíôáé áðü ôá óôïéœåSSá ôïõ I. Ôï óýíïëï V êáëåSSôáé ôï ‘óýìðáí’ ôçò relational structure.

Ìéá relational structure S = ⟨V, E_i (i ∈ I)⟩ êáëåSSôáé ðåðåñáóìÝíç áí ôï V êáé ôï i åSSíáé ðåðåñáóìÝíá. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç èá ãñÜöïõìå ôï S ùò ⟨V, E_1, E_2, . . . , E_{|I|}⟩ □

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.2

rank function: Ç ‘rank function’ ìéáò relational structure ⟨V, E_i(i ∈ I)⟩, åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç ρ áðü ôï I óôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí áêáéñÝùí, Ýôóé þóôå ∀i ∈ I, ρ(i) åSSíáé ç ðïëáðëüôçôá ôçò E_i.

Ìéá relational structure S åSSíáé ðáñüìïéá ìå ìéá Üëëç áí Ýœïõí ôçí SSäéá rank function. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.3

ÏìïìïñöéóìïSS: ÿóôù S = ⟨V, E_i(i ∈ I)⟩ êáé S^′ = ⟨V^′, E_i^′ (i ∈ I)⟩ äýï ðáñüìïéåò relational structures, êáé Ýóôù ρ ç êïéíÞ ôïõò rank function.

ÿíáò ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí S óôçí S^′ åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç h : V → V^′ ôÝôïéá þóôå, ∀i ∈ I,

⟨v_1, v_2, . . . ., v_{ρ(i)}⟩ ∈ E_i ⇒ ⟨h(v_1), h(v_2), . . . , h(v_{ρ(i)})⟩ ∈ E^′_i.

Ôï óýíïëï üëùí ôùí ïìïìïñöéóìþí áðü ôï óýíïëï S óôï S^′ êáëåSSôáé Hom (S, S^′). □

Ôþñá ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå Ýíá éóïäýíáìï ìå ôï CSP ðñüâëçìá áõôü ôçò åýñåóçò ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý óýï relational structures. ÅðSSóçò êáëåSSôáé êáé ’general combinatorial problem’ (GCP).

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.4

Ðñüâëçìá ïìïìïñöéóìïý: Ôï ðñüâëçìá ïìïñöéóìïý åSSíáé ç êëÜóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ìå:

ÅSSóïäï: ÿíá æåõãÜñé áðü ðáñüìïéåò relational structures, ⟨S_1, S_2⟩. ÿîïäï: ÁðïäÝœåôáé áí õðÜñœåé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí äýï, áëëéþò äåí áðïäÝœåôáé. □

1.3 ÐáñáäåSSãìáôá

1.3.1 ÃíùóôÜ ðñïâëÞìáôá óôç ãëþóóá ôïõ CSP

Ó’ áõôü ôï ôìÞìá èá äåSSîïõìå ôçí éóïäõíáìSSá ôùí ðáñáðÜíù ðñïâëçìÜôùí êáé èá åêöñÜóïõìå ãíùóôÜ ìáò ðñïâëÞìáôá óôç ãëþóóá ôùí ðñïâëçìÜôùí. Óôá ðñïâëÞìáôá ãñÜöùí èá óõìâïëSSæïõìå ìå Δ ôïõò êüìâïõò {δ_1, δ_2, . . . δ_{|Δ|}} êáé E ôéò ðëåõñÝò {e_1, e_2, . . . , e_{|E|}. Åíþ V èá åSSíáé ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëÞôþí.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.1

Œñùìáôéóìüò ÃñÜöùí: Ç åSSóïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò œñùìáôéóìþí ãñÜöùí åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò G êáé Ýíáò áêÜéñåïò q. Ôï åñþôçìá åSSíáé åÜí ïé êüìâïé ôïõ G ìðïñïýí íá äåéêôïäïôçèïýí ìå q œñþìáôá Ýôóé þóôå ïé ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò íá Ýœïõí äéáöïñåôéêÜ œñþìáôá.

CSP: A = {1, . . . , q} ôá œñþìáôá V = {v_1, v_2, . . . , v_{|Δ|}} (ìéá ìåôáâëçôÞ ãéá êÜèå êüìâï), Γ = {≠_A} êáé C =}C_1, . . . , C_{|E|}} ìå C_i = ⟨e_i, ≠_A⟩ ãéá êÜèå e_i ∈ E ïé êüìâïé ôïõ ãñÜöïõ.

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ⟨G, K_q⟩, ìå K_q ôïí ðëÞñç ãñÜöï ìå q êüìâïõò. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.2

ÿõñåóç ÊëSSêáò: Ç åSSóïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ýõñåóçò êëSSêáò åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò G êáé Ýíáò áêÜéñåïò q. Ôï åñþôçìá åSSíáé åÜí õðÜñœåé êëSSêá ìåãÝèïõò q. CSP: A = {δ_1, δ_2, . . . , δ_{|Δ|}} üëïé ïé êüìâïé ôïõ G, V = {v_1, v_2, . . . v_k ïé åðéëåãìÝíåò êüìâïé ãéá ôçí êëSSêá , Γ = {E} ïé êüìâïé êáé C = {C_{1,1}, . . . , C_{|K|,|K|}} ìå C_{i,j} = áí i ≠ j ⟨⟨v_i, v_j ⟩, E⟩ áëëéþò ⟨⟨v_i, v_j ⟩, ≠_A⟩.

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ⟨K_q, G⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.3

Vertex Cover: Ç åSSóïäïò åäþ åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò G êáé áêÝñáéïò q. Ôï åñþôçìá åSSíáé áí õðÜñœåé V^′ ⊆ V ìå |V^′| ≤ k, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå ⟨v, w⟩ ∈ E Þ v ∈ V^′ Þ w ∈ V^′.

CSP: A = {δ_1, δ_2, . . . , δ_{|Δ|}}, V = {v_1, v_2, . . . , v_{|Δ|−q}}, Γ = {overlineE}, C = . . . C_{i,j} . . .i, j ≤ |Δ| − q, ìå C_{i,j} = ⟨⟨v_i, v_j ⟩, overline(E)⟩.

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ⟨K_{(|Δ|−q)}, G⟩ , ïðïý G ï óõìðëçñùìáôéêüò ãñÜöïò ⟨V, ≠_V −E⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.4

k-Dimesnional matching: Ç åSSóïäïò åäþ åSSíáé Ýíáò ìéá óœÝóç M ðïëëáðëüôçôáò k óå Ýíá óýíïëï Λ. Ôï åñþôçìá åSSíáé áí õðÜñœåé M^′ ⊆ M ìå |M^′| = |V |, Ýôóé þóôå ïðïéáäÞðïôå t_1, t_2 ∈ M^′ äåí óõìöùíïýí óå êáìSSá óõíôåôáãìÝíç.

ÏñSSæïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí ôçí ≠^′_M = M^2 − ⟨t_i, t_j ⟩ üôáí ôá ⟨t_i, t_j⟩ óõìöùíïýí óå êÜðïéá óõíôåôáãìÝíç.

CSP: A = M, V = {v_1, v_2, . . . , v_k}, Γ = {≠^′_M }, C = {. . . C_{i,j} . . .}i, j ≤ k, ìå C_{i,j} = ⟨⟨v_i, v_j ⟩, ≠^′_M ⟩.

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ⟨⟨V, ≠_V ⟩, ⟨M, ≠^′_M ⟩⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.5

Hamiltonian Circuit: Ç åSSóïäïò åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò G êáé æçôåSSôáé áí õðÜñœåé êýêëïò ï ïðïSSïò íá ðåñíÜåé áðü êÜèå êüìâï ìéá öïñÜ.

ÏñSSæïõìå C_V ìéá êõêëéêÞ áíáäéÜôáîÞ ôïõ V CSP: A = ïé êüìâïé, V = {v_1, v_2, . . . , v_{|Δ|}} ç óåéñÜ ìåôçí ïðïSSá ðåñíÜìå ôïõò êüìâïõò. Γ = {E, ≠_V } êáé C = {C_1, . . . , C_{|Δ|}} ìå C_i = ⟨⟨v_i , v_{(i+1) mod|Δ|}⟩, E⟩ , åðSSóçò âÜæïõìå constraints ãéá íá ìçí áíôéóôïéœïýí äýï êüìâïé óå SSäéá óåéñÜ. (C_{≠i,j} = ⟨⟨v_i, v_j ⟩, ≠_V ⟩).

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ⟨⟨V, C_V , ≠_v⟩, ⟨V, E, ≠_V ⟩⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.6

Bandwidth: Ç åSSóïäïò åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò G = ⟨Δ, E⟩ ìå Δ = { δ_1, δ_2, . . . , δ_{|Δ|}}, êáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò q. Ôï åñþôçìá åSSíáé åÜí õðÜñœåé ìéá ãñáììéêÞ äéÜôáîç ôïõ V ôÝôïéá þóôå ïé ãåéôïíéêïSS êüìâïé ôïõ ãñÜöïõ íá áðÝœïõí ôï ðïëý q óôç äéÜôáîç.

ÏñSSæïõìå B_q = {⟨v_i, v_j ⟩ ∈ V^2||i − j| ≤ q}.

CSP: A = ïé êüìâïé, V = {v_1, v_2, . . . , v_{|Δ|}} ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïSSá ôïõò äéáëÝãïõìå. Γ = {E, ≠_V } êáé C = {C_1, . . . ., C_{|E|}} ìå C_i = ⟨e_i, B_q⟩, åðSSóçò âÜæïõìå constraints ãéá íá ìçí áíôéóôïéœïýí äýï êüìâïé óå SSäéá óåéñÜ.

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ⟨⟨Δ, E, ≠_V ⟩, ⟨V, B_q , ≠_V ⟩⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.7

H-colorability: Ç åSSóïäïò åSSíáé äýï ãñÜöïé G = ⟨V, E⟩ êáé G^′ = ⟨Δ, E^′⟩. Ôï åñþôçìá åSSíáé áí õðÜñœåé áíôéóôïSSœéóç ôùí êüìâùí þóôå ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôïõ G íá ãSSíïíôáé ãåéôïíéêÝò óôïí G^′.

CSP: A = ïé êüìâïé ôïõ G^′, V = ïé êüìâïé ôïõ G^′. Γ = {E^′}. C = {. . . , C_{i,j} , . . .} C_i = ⟨⟨e_i⟩, E^′⟩, ∀e_i ∈ E.

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ⟨⟨V, E⟩, ⟨Δ, E^′⟩⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.8

Graph Isomorphism: Ç åSSóïäïò åSSíáé äýï ãñÜöïé G = ⟨V, E⟩ êáé G^′ = ⟨Δ, E^′⟩ ìå |V | = |Δ|. Ôï åñþôçìá åSSíáé áí õðÜñœåé áíôéóôïSSœéóç ôùí êüìâùí þóôå ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôïõ G íá ãSSíïíôáé ãåéôïíéêÝò óôïí G^′ êáé áíôSSóôïéœá ãéá ôéò ìç ãåéôïíéêÝò.

CSP: A = ïé êüìâïé ôïõ G^′, V = ïé êüìâïé ôïõ G^′. Γ = {E^′, E^′}. C = {. . . , C_{i,j} , . . .} C_{i,j} = åÜí ⟨v_i, v_j ⟩ ∈ E ⟨⟨v_i, v_j ⟩, E^′⟩, áëëéþò ⟨⟨v_i, v_j ⟩, E^′⟩.

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ⟨⟨V, E, E⟩, ⟨Δ, E^′, E^′⟩⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.9

Undirected Graph Reachability: Ç åSSóïäïò åSSíáé Ýíáò ãñÜöïò G = ⟨Δ, E⟩ êáé äýï êüìâïé v, w ∈ Δ. Ôï åñþôçìá åSSíáé áí õðÜñœåé Ýíá ìïíïðÜôé óôïí G ðïõ óõíäÝåé ôïõò äýï êüìâïõò.

Èá åêöñÜóïõìå ôï óõìðëçñùìáôéêü ðñüâëçìá:

CSP: A = {0, 1}, V = Δ, Γ = {=_Δ, ≠_Δ}. C = {. . . , C_{0,i} . . . , C_1}, ìå C_i = ⟨e_i, =_Δ⟩ êáé C_1 = ⟨⟨v, w⟩, ≠_Δ⟩.

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ⟨Δ, E, {⟨v, w⟩}⟩, ⟨{0, 1}, =_{{0,1}} , ≠_{{0,1}}⟩⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.10

Satis˛ability: Ç åSSóïäïò åSSíáé Ýíáò ôýðïò, F , óå ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ, äçëáäÞ Ýíá conjucntion áðü ðñïôÜóåéò, P . ÊÜèå ðñüôáóç óôï P åSSíáé ìéá dijunction áðü literals, ïðïý êÜèå literal åSSíáé åSSôå ìéá ìåôáâëçôÞ åSSôå ç ÜñíçóÞ ôçò. Ôï åñþôçìá åSSíáé áí õðÜñœåé áíÜèåóç áëçèïôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ F ôÝôïéåò ùóôÝ ç F íá ãSSíåôáé áëçèÞò.

ÏñSSæïõìå V ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí ôçò F , E_p = {⟨x_1, . . . , x_{ρ(p)}}, ìå x_1, . . . , x_{ρ(p)} ôçò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôçí ðñüôáóç p, êáé R_p ïé áíôSSóôïéœåò ðëåéÜäåò ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí óœÝóç p.

CSP: A = {0, 1} ,V = ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí, Γ = {. . . R_i . . .} ãéá êÜèå ðñüôáóç i, êáé C = {. . . , C_i, . . .} ìå C_i = ⟨⟨x_1, x_2, . . . , x_{ρ(i)}⟩, R_i⟩ ãéá êÜèå ðñüôáóç i.

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ⟨⟨V, E_p(p ∈ P )⟩, ⟨{0, 1}, R_p (p ∈ P )⟩⟩. □ 1.3.2 ÁíáãùãÞ CSP ↔ GCP

ÌåôÜ áðü üëá áõôÜ ôá ðáñáäåSSãìáôá åSSìáóôå Ýôïéìïé íá äåSSîïõìå êáé ôçí ðñïöáíç ðëÝïí áíáãùãÞ áðü ôï Ýíá ðñüâëçìá óôï Üëëï êáé íá ðéóèïýìå ãéá ôçí éóïäõíáìSSá ôïõò.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.2.1

CSP åêöñáóìÝíï ùò GCP: ÿóôù CSP ìå A,V ,C = {C_i} ìå C_i = ⟨t_i, R_i⟩ ìå ôï t_i íá åSSíáé ðëåéÜäá ìåôáâëçôþí êáé ôï R_i ìéá óœÝóç ∈ Γ . Ôï áíôSSóôïéœï GCP åSSíáé ôï åñþôçìá áí õðÜñœåé ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ⟨⟨V, {t_1}, {t_2}, . . . , {t_{|C|}}⟩,⟨A, R_1, R_2, . . . ., R_{|C|}⟩⟩. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.2.2

GCP åêöñáóìÝíï ùò CSP: ÿóôù ôï GCP ôï åñþôçìá åýñåóçò ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí äïìþí ⟨A, D_1, D_2, . . . , D_k⟩ êáé ⟨V, R_1, R_2, . . . , R_k⟩. Ôï áíôSSóôïéœï CSP Ýœåé A = A, V = V , êáé ãéá ôï ióôü óôïéœåSSï ôçò D_j Ýœåé ôï C_{{i,j}} = ⟨t_i, R_j ⟩ ìå t_i ôçí ióôÞ ðëåéÜäá ôïõ D_j , êáé áõôü ãéá êÜèå i, j. □ 1.4 ÓõìðåñÜóìáôá

ÌÝœñé ôþñá ãíùñSSóáìå ôï ðñüâëçìÜ ìáò êáé ôïí \óêïðü" ìáò, äçëáäÞ íá ìðïñÝóïõìå íá œáñáêôçñSSóïõìå ôï åêÜóôïôå ðñüâëçìá CSP áí åSSíáé óôï P Þ NP-complete ìå âÜóç ôéò éäéüôçôåò ôùí óœÝóåùí ðïõ ïñSSæïõí ôïõò ðåñéïñéóìïýò. ÅðSSóçò åSSäáìå Ýíá éóïäýíáìï ðñüâëçìá ôï GCP Þ ðñüâëçìá

1.4. ÓÕÌÐÅÑÁÓÌÁÔÁ 17

ïìïìïñöéóìïý ðïõ óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò äSSíåé ðéï ìéêñÝò åêöñÜóåéò êáé óSSãïõñá ðéï üìïñöåò áðü ìáèçìáôéêÞ Üðïøç.

ÌÝœñé ôþñá ìðïñïýìå íá êÜíïõìå Ýíá Ýõêïëï êáé ðñïöáíÞ äéáœùñéóìü ìå âÜóç ôç ãñáöÞ ôïõ GCP. ÿóôù GCP (A, B) íá åSSíáé ôï ðñüâëçìá áí õðÜñœåé ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ A óôçí B. ÿóôù ïôSS èÝëïõìå íá œáñáêôçñSSóïõìå ôï GCP (A, all) äçëáäÞ äåäïìÝíçò ìéáò óôáèåñÞò áëãåâñéêÞò äïìÞò A íá äïýìå áí õðÜñœåé ïìïìïñöéóìüò óå ïðïéáäÞðïôå Üëëç. ÁõôÞ ç êëÜóç ðñïâëçìÜôùí üóï ãåíéêÞ êáé áí öáSSíåôáé åSSíáé óôï P. ÓõãêåêñéìÝíá áí óêåöôïýìå ôï áíÜëïãï CSP ðñüâëçìá ç áëãåâñéêÞ äïìÞ A ìáò äSSíåé ðüóåò ìåôáâëçôÝò Ýœïõìå Ýóôù c (óôáèåñÜ) åíþ ç B ôéò ôéìÝò ðïõ ìðïñïýí íá ðÜñïõí n. Ðñïöáíþò ïé äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ôéìþí ôùí ìåôáâëçôþí åSSíáé n^c êáé Üñá ôï êüóôïò ôïõ brute force åSSíáé Ýíá ðïëõþíõìï ùò ðñïò n, Üñá óSSãïõñá ëýíåôáé óôï P.

Ôï âáóéêü åñþôçìá åSSíáé ôSS ãSSíåôáé óôçí ðåñSSðôùóç GCP (All, B), äçëáäÞ ìå óôáèåñÞ ôç äïìÞ B íá œáñáêôçñSSóïõìå ôï ðñüâëçìá üðïéá êáé íá åSSíáé ç äïìÞ A. (Áõôü ôï ðñüâëçìá ôï êáëïýìå êáé CSP (B). Áí ôá óôïéœåSSá ôïõ B åSSíáé c êáé ôá óôïéœåSSá ôïõ A n âëÝðïõìå ïôSS ôï êüóôïò ôçò brute force åSSíáé c^n ðïõ åSSíáé åêèåôéêü, Üñá ðñÝðåé íá âñïýìå ðéï Ýîõðíïõò áëãïñSSèìïõò áí ãSSíåôáé üíôùò êÜðïéåò áðü áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò íá ëõèïýí óôï P.

Áò óêåöôïýìå ôSS åSSíáé ôåëéêÜ ç áëãåâñéêÞ äïìÞ B. ÅSSíáé êÜðïéåò ôéìÝò ðïõ ìðïñïýí íá ðÜñïõí ïé ìåôáâëçôÝò ìáò êáé êÜðïéåò óœÝóåéò. ÔåëéêÜ áõôü ðïõ ìðïñïýìå íá åêìåôáëåõôïýìå åSSíáé éäéüôçôåò ôùí óœÝóåùí ðïõ ôéò êÜíïõí \ðéï Ýõêïëá õðïëïãéóôÝò". ÄçëáäÞ íá âñïýìå éäéüôçôåò ðïõ áí åêðëçñþíïõí ïé óœÝóåéò ôïõ B ìðïñïýìå íá êÜíïõìå êÜôé ðéï Ýîõðíï áðü brute force áëãïñSSèìïõò. Áõôü åSSíáé ôåëéêÜ ôï èÝìá ðïõ èá ìáò áðáóœïëÞóåé.

ÊåöÜëáéï 2

Complexity of CSP

2.1 SNP

2.1.1 ÅéóáãùãÞ

Ç ÊëÜóç SNP ðåñéÝœåé üëá ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí áðü ìéá õðáñîéáêÞ äåýôåñçò ôÜîçò ðñüôáóç ìå Ýíá êáèïëéêü ðñþôï ìÝñïò, óõãêåêñéìÝíá ìSSá ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò (∃S^′)(∀x)Φ(x, S, S^′), ïðïý Φ åSSíáé ìéá ðñþôçò ôÜîçò ðñüôáóç œùñSSò ðïóïäÝéêôåò. ÄçëáäÞ ç Φ åSSíáé ìéá ðñüôáóç ðïõ œñçóéìïðïéåSS óœÝóåéò áðü ôá óýíïëá S, S^′ ðïõ åöáñìüæïíôáé óôéò ìåôáâëçôÝò x, êáé Üñíçóç, ôï êáé êáé ôï Þ. Ôï ðñüâëçìá åSSíáé íá áðïöáóSSóïõìå áí ãéá êÜðïéá äïìÞ S ðïõ Ýœïõìå ùò åSSóïäï, õðÜñœåé ìéá äïìÞ S^′ ïñéóìÝíç óôï SSäéï ðåäSSï Ýôóé þóôå ãéá üëåò ôéò ôéìÝò ôïõ ðåäSSïõ ãéá üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ x åSSíáé áëçèÝò ïôSS éóœýåé Φ(x, S, S^′). Ôá áíáöåñüìáóôå óôéò óœÝóåéò ôïõ S ùò óœÝóåéò åéóüäïõ, åíþ óôéò óœÝóåéò ôïõ S^′ ùò õðáñîéáêÝò óœÝóåéò.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 2.1.1.1

Ôï 3SAT åêöñáóìÝíï ùò SNP: Ç äïìÞ åéóüäïõ S áðïôåëåSSôáé áðü ôÝóåñåéò ôñéáäéêÝò óœÝóåéò C_0, C_1, C_2, C_3 ïñéóìÝíåò óôï ðåäSSï {0, 1}, ïðïý C_i áíôéóôïéœåSS óôç äéÜæåõîç ôñéþí ìåôáâëçôþí ìå ôéò ðñþôåò i áðü áõôÝò ìå Üñíçóç. Ç õðáñîéáêÞ äïìÞ S^′ áðïôåëåSSôáé ìüíï áðü ìéá monadic óœÝóç T ôçí áðïíïìÞ áëçèåSSáò. Ç óœÝóç ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåSSôáé åSSíáé ïôSS ãéá êÜèå x_1, x_2, x_3 , áí C_0(x_1, x_2, x_3) ôüôå T (x_1) ∨ T (x_2) ∨ T (x_3), êáé ïìïSSùò ãéá ôá õðüëïéðá C_i ìå Üñíçóç ãéá ôá T (x_j ) áí j ≤ i. □

Áò áóœïëÞèïýìå ìå ôï ðáñáêÜôù åñþôçìá: ÐïéÝò õðïêëÜóåéò ôïõ NP Ýœïõí ôçí SSäéá õðïëïãéóôéêÞ äýíáìç üóç üëï ôï NP;

ÄçëáäÞ, ðïéÝò õðïêëÜóåéò ôïõ NP åSSíáé ôÝôïéåò ùóôå ãéá êÜèå ðñüâëçìá ðïõ áíÞêåé óôï NP íá õðÜñœåé Ýíá éóïäýíáìï ìå ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ ðñüâëçìá óôçí åí ëüãù õðïêëÜóç. ÓõãêåêñéìÝíá ëÝìå ïôSS äýï ðñïâëÞìáôá A êáé B åSSíáé éóïäýíáìá êáù áðü ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ áíáãùãÞ áí õðÜñœåé ìéá ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ áíáãùãÞ áðü ôï A óôï B, áëëÜ êáé áðü ôï B óôï A. Áðïäåéêíýåôáé ïôSS êÜèå ðñüâëçìá ôïõ NP åSSíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá

2.1. SNP 19

ðñüâëçìá óôï SNP êáù áðü ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ áíáãùãÞ. Áõôü óõìáSSíåé ïôé ãéá êÜèå ðñüâëçìá A óôï NP, õðÜñœåé Ýíá ðñüâëçìá B óôï SNP ôÝôïéï þóôå ìå ðïëõùíõìéêü œñüíï íá ðåñíÜìå áðü ôï A óôï B êáé áíôSSóôñïöá. ÌÜëéóôá áõôü éóœýåé êáé ãéá ðéï ðåñéïñéóìÝíåò êëÜóåéò ôïõ SNP. Èá áñœSSóïõìå èåùñþíôáò ïôé ïé óœÝóåéò éóüôçôáò êáé áíéóüôçôáò äåí åðéôñÝðïíôáé óå ìéá ðñþôçò ôÜîçò óœÝóç, áëëÜ ìüíï óœÝóåéò áðü ôçí äïìÞ åéóüäïõ S êáé ôçí õðáñîéáêÞ äïìÞ S^′. Ãéá ôçí êëÜóç monotone SNP œùñSSò áíéóüôçôåò, áðáéôïýìå ïôSS üëåò ïé åìöáíSSóåéò ôçò óœÝóçò åéóüäïõ C_i óôï Φ Ýœïõí ôçí SSäéá ðïëéêüôçôá (ç ðïëéêüôçôá ìéáò óœÝóçò åSSíáé èåôéêÞ áí ðåñéÝœåôáé óå Üñôéï áñéèìü áðü õðüðñïôÜóåéò ìå Üñíçóç, êáé áñíçôéêÞ äéáöïñåôéêÜ), óõìöùíïýìå áõôÞ ç ðïëéêüôçôá íá åSSíáé áñíçôéêÞ, ùóôÝ ôá C_i íá ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ðåñéïñéóìïSS, áðü ôçí Üðïøç ïôSS áí éóœýåé ç C_i ãéá ðåñéóóüôåñá óôïéœåSSá ôçò äïìÞò åéóüäïõ ìðïñåSS íá êÜíåé ôï ðñüâëçìá \ëSSãïôåñï éêáíïðïéÞóéìï". Ðáñáôçñïýìå ïôSS ôï 3SAT Ýœåé áõôÞ ôçí éäéüôçôá. Ãéá monadic SNP œùñSSò áíéóüôçôåò áðáéôïýìå ç õðáñîéáêÞ äïìÞ S^′ íá áðïôåëåSSôáé áðü monadic óœÝóåéò ìüíï. Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ôïõ 3SAT åìðéðôåé êáé óå áõôÞ ôçí êëÜóç. ÔÝëïò ãéá monotone monadic SNP ìå áíéóüôçôá, èåùñïýìå ïôSS ç ãëþóóá ðåñéÝœåé êáé ôçí éóüôçôá Üñá êáé ç éóüôçôá êáé ç áíéóüôçôá áíÞêïõí óôç Φ. (Áí èåùñÞóïõìå ïôSS ïé éóóüôçôåò êáé áíéóüôçôåò åìöáíSSæïíôáé ìå áñíçôéêÞ ðïëéêüôçôá, ôüôå ìüíï ïé áíéóüôçôåò äSSíïõí ìåãáëýôåñç äýíáìç óôç ãëþóóá, áöïý ç ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò \åÜí x = y ôüôå Φ(x, y)" ìðïñåSS íá áíôéêáôáóôáèåSS ìå \Φ(x, x)".)

ÊåöÜëáéï 3

űëãåâñá óôï CSP

ĳðùò Ýœïõìå Þäç áíáöÝñåé óêïðüò ìáò åSSíáé íá œáñáêôçñSSóïõìå ðñïâëÞìáôá CSP ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõò. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá äïýìå ðùò ìðïñïýìå íá ôá œáñáêôçñSSóïõìå ìÝóù áëãåâñéêþí äïìþí ðïõ ïñSSæïíôáé áðü áõôÜ. Óå êÜèå õðïåíüôçôá èá äïýìå äéáöïñåôéêÝò äïìÝò ðïõ ìðïñïýí íá ìáò äþóïõí ðëçñïöïñSSåò, ôåëéêÜ íá ðáSSñíïõìå ðëçñïöïñSSåò áðü ôéò Üëãåâñåò ðïõ ìðïñïýí íá ïñéóôïýí áðü ôá CSP.

3.1 Tractability óå Ãëþóóåò Ðåñéïñéóìþí.

3.1.1 ÏñéóìïSS

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.1.1.1

Tractable ðñüâëçìá: Èá ëÝìå Ýíá ðñüâëçìá tractable áí õðÜñœåé íôåôåñìéíéóôéêüò ðïëõïíõìéêïý œñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé üëåò ôéò ðéèáíÝò åéóüäïõò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.1.1.2

Tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ãéá êÜèå óýíïëï A, ìéá ðåðåñáóìÝíç ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ ⊆ R_A ëÝãåôáé tractable áí ôï CSP(Ã) åSSíáé tractable. Ìéá Üðåéñç ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ëÝãåôáé tractable áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëü ôçò åSSíáé tractable. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.1.1.3

NP-complete ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ ëÝãåôáé NP-complete áí ∃Δ ⊂ Γ ìå Δ ðåðåñáóìÝíï Ýôóé þóôå ôï CSP (Δ) íá åSSíáé NP-Complete. □

3.1. TRACTABILITY ÓÅ ÃËÙÓÓÅÓ ÐÅÑÉÏÑÉÓÌÙÍ. 21

3.1.2 ÐáñáäåSSãìáôá

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.1

Œñùìáôéóìüò ãñÜöùí: ĳðùò åSSäáìå ðéï ðÜíù ï q-Œñùìáôéóìüò ãñÜöùí åêöñÜæåôáé ìÝóù ôçò ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí {≠_q}. ÃíùñSSæïõìå üìùò ïôSS åíþ ãéá q/leq2 ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé óôï P åíþ áëëéþò åSSíáé NP-complete. űñá ç {≠_q} åSSíáé tractable ãéá q ≤ 2 äéáöïñåôéêÜ åSSíáé NP-complete. □

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.2

H-Colorability: Áõôü ôï ðñüâëçìá Ýœåé ðëÞñùò œáñáêôçñéóôåSS êáé óõãêåêñéìÝíá îÝñïõìå ïôSS ãéá H ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï üôáí åSSíáé bipartite Þ Ýœåé âñüãœï ôüôå ôï ðñüâëçìá åSSíáé tractable, áëëéþò åSSíáé NP-complete.

ÃíùñSSæïíôáò Þäç ïôé åäþ Γ = {E_H }, îÝñïõìå ïôSS ìéá óõììåôñéêÞ äéìåëÞò óœÝóç E åSSíáé tractable üôáí áíÞêåé óå bipartite ãñÜöï Þ óå Ýíá ãñÜöï ìå âñüãœï. □

Áí ìéá ðåðåñáóìÝíç Þ Üðåéñç ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ Ýœåé ôçí éäéüôçôá CSP (Γ ) åSSíáé tractable èá ïíïìÜæåôáé globally tractable. Åìöáíþò ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ðïõ åSSíáé glabally tractable åSSíáé tractable, ìå âÜóç ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, áëëÜ äåí åSSíáé Üìåóá åìöáíÝò ãéáôSS ôï áíôSSóôñïöï èá Ýðñåðå íá éóœýåé ãéá üëåò ôéò ìç ðåðåñáóìÝíåò ãëþóóåò. ÿóôù êÜðïéá Üðåéñç ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ , ìðïñåSS íá éóœýåé ïôSS ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï Δ ⊆ Γ õðÜñœåé Ýíáò ðïëõïíõìéêüò áëãüñéèìïò Alg(Δ) ðïõ åðéëýåé ôï CSP (Δ), áëëÜ äåí õðÜñœåé ãåíéêüò áëãüñéèìïò ðïëõïíõìéêïý œñüíïõ ðïõ íá ëýíåé ôï CSP (Γ ). Ðáñ’ üëá áõôÜ äåí ãíùñSSæïõìå ðáñáäåSSãìáôá ïðïý éóœýåé áõôü êáé õðïèÝôïõìå ïôé êÜèå tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí åSSíáé êáé globally tractable.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.3

Γ_{LIN} : ÿóôù A Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðåäSSï, êáé Ýóôù Γ_{LIN} ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ðïõ ðåñéÝœåé üëåò ôéò óœÝóåéò ïñéóìÝíåò óôï A ðïõ åSSíáé ëýóåéò óå êÜðïéï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï A. ÊÜèå óœÝóç óôï Γ_{LIN} , êáé Üñá êÜèå CSP (Γ_{LIN} ), ìðïñåSS íá áíáðáñáóôáèåSS áðü Ýíá óýíïëï ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï A. ÐñÜãìáôé áí ρ ∈ Γ_{LIN} , ôüôå åSSíáé ï œþñïò ëýóåùí åíüò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðáSSñíïõìå áðü ôá ðáñáêÜôù âÞìáôá:

1ü ÐÜñå Ýíá ôõœáSSï óôïéœåSSï a_0 = (a_{01}, . . . a_{0n}) ∈ ρ, êáé èÝóå ρ_0 = {b − a_0|b ∈ ρ}.

2ü Ãéá êÜèå ìÝëïò (a_1, . . . , a_n) ôïõ ρ_0, äçìéïýñãçóå ôçí åîSSóùóç: a_1x_1 + . . . + a_nx_n = 0, êáé âñÝò ìéá âÜóç r^⊥, ôïõ œþñïõ ëýóåùí ôïõ óõóôÞìáôïò åîéóþóåùí ðïõ ðñïÝêõøå.

3ü Ãéá êÜèå (b_1, . . . , b_n) ∈ ρ^⊥, äþóå ôçí åîSSóùóç b_1x_1 + . . . + b_nx_n = b_0, ïðïý b_0 = b_1a_{01} + . . . + b_na_{0n}.

Åöüóùí ôï CSP (Γ_{LIN} ) ìðïñåSS íá ëõèåSS óå ðïëõïíõìéêü œñüíï (ð.œ ìå Gaussian elimination), åSSíáé åðáêüëïõèï ïôSS ôï Γ_{LIN} åSSíáé (globally) tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí. □

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.1.2.1

Äéœïôüìçóçò ôïõ Schaefer: Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò åSSíáé ìéá áðü áõôÝò ðïõ äSSíïíôáé óôï êåöÜëáéï ôùí áðïäåSSîåùí. ĳìùò ìðïñïýìå áðü ôþñá íá åêöñÜóïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá óôç ãëþóóá ìáò:

Ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíç óôï A = {0, 1} åSSíáé tractable áí (ôïõëÜœéóôïí) Ýíá áðü ôá ðáñáêÜôù éóœýåé:

1. ÊÜèå óœÝóç óôï Γ ðåñéÝœåé Ýíá tuple ðïõ åSSíáé üëï 0.

2. ÊÜèå óœÝóç óôï Γ ðåñéÝœåé Ýíá tuple ðïõ åSSíáé üëï 1.

3. ÊÜèå óœÝóç óôï Γ ìðïñåSS íá ïñéóôåSS áðü Ýíá ôýðï óå conjuctive normal form ïðïý êÜèå conjuct Ýœåé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç.

4. ÊÜèå óœÝóç óôï Γ ìðïñåSS íá ïñéóôåSS áðü Ýíá ôýðï óå conjuctive normal form ïðïý êÜèå conjuct Ýœåé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ œùñSSò Üñíçóç.

5. ÊÜèå óœÝóç óôï Γ ìðïñåSS íá ïñéóôåSS áðü ìéá CNF ìå êÜèå conjuct íá ðåñéÝœåé ôï ðïëý 2 literal.

6. ÊÜèå óœÝóç óôï Γ åSSíáé ôï óýíïëï ëýóåùí åíüò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï ðåðåñáóìÝíï ˛eld GF (2).

Áëëéþò åSSíáé NP-complete. ⊠

ÂëÝðïõìå ëïéðüí ïôSS ôï CSP (B) üôáí ôï B ðåñéÝœåé ìüíï 2 óôïéœåSSá åSSíáé ðëÞñùò ïñéóìÝíï[33]. ÅðSSóçò üðùò áíáöÝñèçêå êáé óôçí åéóáãùãÞ ðëÝïí Ýœåé ðëÞñùò œáñáêôçñéóôåSS êáé ãéá 3 óôïéœåSSá [3]. ÁëëÜ ãéá ìåãáëýôåñï ðëçèÜñéèìï äåí Ýœïõìå ãåíéêÜ áðïôåëÝóìáôá áêüìá.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.4

Γ_{ZOA}: Ìéá áðü ôéò ðñþôåò ãëþóóåò ðåñéïñéóìþí ðïõ œáñáêôçñSSóôçêå ðëÞñùò (êáé äåí Þôáí ïñéóìÝíç óå boolean) Þôáí ç Γ_{ZOA} ôùí \0,1,all" óœÝóåùí ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé óôï [9]. Ôï óýíïëï Γ_{ZOA} ðåñéÝœåé üëåò ôéò óœÝóåéò ïñéóìÝíåò óå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï óýíïëï A ìå ôéò åîÞò ìïñöÝò:

1. ĳëåò ôéò ìïíáäéáSSåò óœÝóåéò

2. ĳëåò ôéò äéìåëåSSò ôçò ìïñöÞò A_1 × A_2 ìå A_1, A_2 ⊆ A.

3. ĳëåò ôéò äéìåëåSSò óœÝóåéò ôçò ìïñöÞò {(α, π(α)|α ∈ A_1} ãéá êÜðïéï õðïóýíïëï A_1 ôïõ A êáé êÜðïéá áíáäéÜôáîç π ôïõ A.

4. ĳëåò ôéò äéìåëåSSò óœÝóåéò ôçò ìïñöÞò {(a, b) ∈ A_1 ×A_2|a = a_1 ∨b = a_2} ãéá êÜðïéá õðïóýíïëá A_1, A_2 ôïõ A êáé êÜðïéá óôïéœåSSá a_1 ∈ A_1, a_2 ∈ A_2 ÿœåé äåéœèåSS óôï [9] üôé ôï CSP (Γ_{ZOA}) üœé ìüíï åSSíáé tractable áëëÜ êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå äéìåëÞ óœÝóç ρ ðñïóèáSSóïõìå ðïõ äåí åSSíáé óôï Γ_{ZOA} ôüôå ôï CSP (Γ_{ZOA} ∪ {ρ}) åSSíáé NP-complete. □

3.2 Tractability óå Relational Clones.

3.2.1 ÏñéóìïSS

Ãéá íá ðåñéãñÜøåé ôéò tractable ãëþóóåò ðåñéïñéóìþí ï Schaefer œñçóéìïðïSSçóå ôéò óõíôáêôéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ðïõ áíôéóôïéœïýóáí óå Boolean óœÝóåéò. Óå ìç Boolean óœÝóåéò ðñïöáíþò áõôÞ ç ìÝèïäïò äåí ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéçèåSS. Œñåéáæüìáóôå ëïéðüí ìéá åðáñêÞ ãëþóóá ïðïý ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôéò éäéüôçôåò ìéá ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí ðïõ åSSíáé õðÝõèõíåò ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí áíôSSóôïéœùí CSPs.

ÿíá œñÞóéìï ðñþôï âÞìá óôï íá áíôéìåôùðSSóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá åSSíáé íá óêåöôïýìå ðïéÝò ðñüóèáéôåò óœÝóåéò èá ðñïóôáéèïýí óå ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí œùñSSò íá áëëÜîïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óõãêåêñéìÝíçò êëÜóçò ðñïâëçìÜôùí. ÁõôÞ ç ôåœíéêÞ œñçóéìïðïéÞèçêå åõñÝùò óôçí áíÜëõóç Boolean CSPs [33], êáé óôçí áíÜëõóç temporal êáé spatial ðåñéïñéóìþí [29], êáé åéóÞœèçêå óôçí áíÜëõóç ðåñéïñéóìþí óå aritary ðåðåñáóìÝíá óýíïëá óôï [18].

Ãéá íá œñçóéìïðïéÞóïõìå áõç ôçí ôåœíéêÞ ðñþôá ïñSSæïõìå ìSSá ìÝèïäï ãéá íá ðáñÜãïõìå íÝåò óœÝóåéò áðü ôéò äùóìÝíåò. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò åSSíáé Ýíáò ôñüðïò ìÝóù ëïãéêþí ôýðùí êáé ôùí äùóìÝíùí óœÝóåùí íá ïñSSæïõìå íÝåò. Ãéá íá ïñSSóïõìå ôÝôïéïõò ëïãéêïýò ôýðïõò èá œñçóéìïðïéÞóïõìå ôç óõíçèéóìÝíç áíôéóôïéœSSá ìåôáîý óœÝóåùí êáé predicates: Ìéá óœÝóç áðïôåëåSSôáé áðü üëá ôá tuples ðïõ êÜíïõí ôï áíôSSóôïéœï predicate íá áëçèÝò. (Èá œñçóéìïðïéïýìå ôï SSäéï óýìâïëï ãéá ôéò áíôSSóôïéœåò óœÝóåéò êáé predicates, áöïý ôï óå ðïéü áíáöåñüìáóôå èá åSSíáé åìöáíÝò áðü ôá óõìöñáæüìåíá.)

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.2.1.1

Relational Clone: Ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ ⊆ R_A ëÝãåôáé relational clone áí ðåñéÝœåé üëåò ôéò óœÝóåéò ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ìå ðñïôáâÜèìéïõò ôýðïõò ðïõ œñçóéìïðïéïýí:

1. ÓœÝóåéò áðü ôï Γ ∪ {=_A}

2. óýæåõîç êáé

3. õðáñîéáêÞ ðïóïäåSSêôåò.

Ïé ðñïôïâÜèìéïé ôýðïé ðïõ œñçóéìïðïéïýí ìüíï óýæåõîç êáé õðáñîéáêïýò ðïóïäåSSêôåò ëÝãïíôáé primitive positive (pp) ôýðïé. □

Ãéá êÜèå ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ , õðÜñœåé Ýíá ìïíáäéêü realtional clone ðïõ ðåñéÝœåé ôç Γ , ôï ïðïSSï óõìâïëSSæåôáé ìå ⟨Γ ⟩ êáé êáëåSSôáé relational clone ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôç Γ . Ôï óýíïëï ⟨Γ ⟩ åìðåñéÝœåé üëåò ôéò óœÝóåéò ðïõ ïñSSæïíôáé áðü pp-ôýðïõò œñçóéìïðïéþíôáò óœÝóåéò óôï Γ ìáæSS ìå ôç óœÝóç ôçò éóüôçôáò.

3.2.2 ÐáñáäåSSãìáôá - ÁðïôåëÝóìáôá

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.2.2.1

ÊëåSSóéìï óå 2 äéìåëÞò óœÝóåéò: ÿóôù ç Boolean ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ = {R_1, R_2}, ïðïý R_1 = {(0, 1), (1, 0), (1, 1)} êáé R_2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}.

ÅSSíáé ðñïöáíÝò íá åëÝãîïõìå ïôSS êáèå Binary óœÝóç ìðïñåSS íá åêöñáóôåSS áðü Ýíá pp-ôýðï ðïõ ðåñéÝœåé ôá R_1 êáé R_2. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óœÝóç R_3 = {(0, 0), (1, 0), (1, 1)} ìðïñåSS íá åêöñáóôåSS áðü ôïí ôýðï R_3 = ∃yR_1(x, y) ∧ R_2(y, z). űñá ôï relational clone ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôç Γ , ⟨Γ ⟩, ðåñéÝœåé üëåò ôéò 16 äéìåëåSSò Binary óœÝóåéò.

ÌÜëéóôá ìðïñåSS íá áðïäåéœèåSS ïôSS ôï ⟨Γ ⟩ ðåñéÝœåé áêñéâþò áõôÝò ôéò Bool óœÝóåéò (ïðïéáóäÞðïôå ðïëëáðëüôçôáò) ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí óáí ìéá óýæåõîç ìïíáäéáSSùí Þ äéìåëþí Boolean óœÝóåùí [34]. □

ÕðÜñœïõí áñêåôïSS äéáöïñåôéêïSS áëëá éóïäýíáìïé ïñéóìïSS ôùí realtional clones [13], Ýíáò áðü áõôïýò œñçóéìïðïéÞèçêå óôï [18] ãéá íá áðïäåéœèåSS ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá. Åäþ äSSíåôáé ìéá áðüäåéîç ìå ôïí ïñéóìü ðïõ äþóáìå ðéï ðÜíù.

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.2.2.1

ÁíáãùãÞò óôç ðáñÜãïõóá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ãéá êÜèå óýíïëï óœÝóåùí Γ êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï Δ ⊆ ⟨Γ ⟩, õðÜñœåé ìéá ðïëõùíõìéêïý œñüíïõ áíáãùãÞ áðü ôï CSP (Δ) óôï CSP (Γ ). ⊠

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÿóôù Δ = {ρ_1, . . . , ρ_k} Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï óœÝóåùí ïñéóìÝíùí óôï ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, üðïõ êÜèå ρ_i ìðïñåSS íá åêöñáóôåSS ùò Ýíáò pp-ôýðïò ðïõ œñçóéìïðïéåSS ôéò óœÝóåéò áðü ôï Γ êáé ôçí óœÝóç éóüôçôáò óôï A , =_A. Ðáñáôçñïýìå ïôSS ìðïñïýìå íá óôáèåñïðïéÞóïõìå áõôÝò ôéò áíáðáñáóôÜóåéò.

ÿóôù (V, A, C) ∈ CSP (Δ) èá ôçí ìåôáôñÝøïõìå ùò åîÞò: Ãéá êÜèå ðåñéïñéóìü ⟨σ, ρ⟩ ∈ C, ìå s = (v_1, . . . , v_l) êáé ôï ρ åSSíáé áíáðáñáóôÞóéìï áðü Ýíá pp-ôýðï.

ρ(v_1, . . . , v_l) = ∃u_1, . . . , u_m(ρ_1(w^1, . . . , w^1_{l1} ) ∧ . . . ∧ ρ_n(w^n_1 , . . . , w^n_{ln} ))

üðïõ w^1, . . . , w^1_{l1} , . . . , w^n_1 , . . . , w^n_{ln} ∈ {v_1, . . . , v_l, u_1, . . . , u_m},

1. ðñïóèáSSôïõìå ôéò âïçèçôéêÝò ìåôáâëçôÝò u_1, . . . , u_m óôï V (áëëÜæïíôáò ïíüìáôá áí œñåéáôåSS ùóôÝ êáíÝíá íá ìçí åðáíáëáìâÜíåôáé)

2. ðñïóèáSSôïõìå ðåñéïñéóìïýò ⟨(w^1 , . . . , w^1_{l1} , . . . , w^n_1 , . . . , w^n_{ln} ), ρ_n⟩ óôï C.

3. Áöáéñïýìå ôï ⟨s, ρ⟩ áðü ôï C.

Ìðïñïýìå åýêïëá íá áðïäåSSîïõìå ïôSS ìå áõôÞ ôç äéáäéêáóSSá Ýœïõìå Ýíá éóïäýíáìï ðñüâëçìá óôï (V, A, C) êáé áíÞêåé óôï CSP (Γ ∪ {=_A}). ÌÜëéóôá åöüóùí üëåò ïé áíáðáñáóôÜóåéò óœÝóåùí áðü ôï Δ åSSíáé óôáèåñÝò áõôüò ï ìåôáóœçìáôéóìüò ìðïñåSS íá ãSSíåé óå ãñáììéêü œñüíï ùò ðñïò ôçí åSSóïäï. ÔÝëïò, üëïé ïé ðåñéïñéóìïSS ôçò ìïñöÞò ⟨(v_1, v_2), =_A⟩ ìðïñïýí íá áðáëçöèïýí áíôéêáèéóôþíôáò üëåò ôéò áíáöïñÝò óôçí v_1 ìå ôç v_2. Áõôüò ï ìåôáóœçìáôéóìüò ìðïñåSS åðSSóçò íá ãSSíåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ■

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.2.2.1

ÿíá óýíïëï óœÝóåùí Γ åSSíáé tractable áí êáé ìüíï áí ôï relational clone ⟨Γ ⟩ åSSíáé tractable. ÏìïSSùò , ôï Γ åSSíáé NP-complete áí êáé ìüíï áí ôï ⟨Γ ⟩ åSSíáé NP-complete. ⊡

Áõôü ôï áðïôÝëåóìá áðëïðïéåSS ôï ðñüâëçìá ôïõ œáñáêôçñéóìïý tractable ãëþóóùò ðåñéïñéóìþí óôï íá œáñáêôçñSSæïõìå relational clones.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.2.2.2

Γ_{ZOA}: Áò îáíáèõìçèïýìå ôçí tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ôùí 0 /1 /all óœÝóåùí, Γ_{ZOA}.

Ðáñáôçñïýìå ïôSS ãéá ïðïéïäÞðïôå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, ôï óýíïëï ôùí 0/1/all óœÝóåùí óôï A ðåñéÝœåé ìüíï ìïíáäéáSSåò êáé äéìåëÞò óœÝóåéò êáé Üñá åSSíáé ðåðåñáóìÝíç. ĳìùò, óýìöùíá ìå ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìá ïôSS ôï relational clone ⟨Γ_{ZOA}⟩ åSSíáé åðSSóçò tractable. Áõôü åSSíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï óœÝóåùí ðïõ ðåñéÝœåé óœÝóçò ïðïéáóäÞðïôå ðïëëáðëüôçôáò. Óôç ðñáãìáôéêüôçôá ôï óýíïëï ⟨Γ_{ZOA}⟩ åSSíáé áêñéâþò ïé óœÝóåéò ðïõ ïñSSæïíôáé óôï [24]. ÌÜëéóôáôï óýíïëï ôùí 0/1/all óœÝóåùí, Γ_{ZOA}, åSSíáé áêñéâþò ôï óýíïëï ôùí ìïíáäéáSSùí êáé äéìåëþí óœÝóåùí óôï relational clone ⟨Γ_{ZOA}⟩. □

3.2.3 ÿíáò äéáöïñåôéêüò ïñéóìüò ôùí relational clones.

ÅSSíáé áñêåôÜ åíäéáöÝñïí íá äïýìå ôïí ïñéóìü ðïõ äSSíåôáé åêôüò ôùí Üëëùí êáé óôá [18, 21] ðïõ äåí åSSíáé áðü ôïí êüóìï ôçò ðñïôïâÜèìéáò ëïãéêÞò áëëÜ áðü ôéò relational databases. ÓõãêåêñéìÝíá Ýœïõìå:

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.2.3.1

ÐñÜîåéò óå óœÝóåéò: ÏñSSæïõìå ôéò ðáñáêÜôù óœÝóåéò óôéò óœÝóåéò:

• ÿóôù R ìéá n-áäéêÞ êáé S ìéá m-áäéêÞ óœÝóç ïñéóìÝíåò óôï A. Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R × S ïñSSæåôáé íá åSSíáé ç (n + m)-áäéêÞ óœÝóç:

R × S = {⟨t[1], t[2], . . . , t[n + m]⟩|(⟨t[1], t[2], . . . , t[n]⟩ ∈ R)∧

(⟨t[n + 1], t[n + 2], . . . , t[n + m]⟩ ∈ S)}.

• ÿóôù R íá åSSíáé ìéá n-áäéêÞ óœÝóç ïñéóìÝíç óôï A. Êáé 1 ≤ i, j ≤ n.

Ç åðéëïãÞ éóüôçôáò σ_{i=j} (R) ïñSSæåôáé íá åSSíáé ç n-áäéêÞ óœÝóç:

σ_{i=j} (R) = {t ∈ R|t[i] = t[j]}.

• ÿóôù R íá åSSíáé ìéá n-áäéêÞ óœÝóç óå Ýíá óýíïëï A. ÿóôù i_1, . . . , i_m íá åSSíáé ìéá õðáêïëïõèSSá ôïõ 1, . . . , n. Ç ðñïâïëÞ π_{i1,...,im} (R) ïñSSæåôáé íá åSSíáé ç m-áäéêÞ óœÝóç:

π_{i1,...,im} (R) = {⟨t[i_1], . . . , t[i_m]⟩|t ∈ R}. □ ÅSSíáé ãíùóôü ïôSS ç óõíäéáóìÝíç œñÞóç äýï ðåñéïñéóìþí óå Ýíá CSP ìðïñåSS íá ðáñáœèåSS áí êÜíïõìå Ýíá join [7] óôïõò äýï ðåñéïñéóìïýò [16]. Ôï åðüìåíï áðïôÝëåóìá åSSíáé ìéá óõíÝðåéá ôïõ ïñéóìïý ôïõ join óå óœÝóåéò.

ËÇÌÌÁ 3.2.3.1

ÏðïéïäÞðïôå join ôùí óœÝóåùí R êáé S ìðïñåSS íá õðïëïãéóôåSS œñçóéìïðïéþíôáò ôï Êáñôåóéáíü ãéíüìåíï, ôéò ðñÜîåéò σ() êáé π() óôéò óœÝóåéò R êáé S. ⊞

ÿôóé ìðïñïýìå íá ïñSSóïõìå ôï ⟨Γ ⟩ ìå âÜóç ôéò ðáñáðÜíù óœÝóåéò.

3.3 Tractability óå Ðïëõìïñöéóìïýò.

3.3.1 ÏñéóìïSS

ÄåSSîáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ïôé ôï íá áíáëýóåéò ôçí ðïëõðëïêüôçôá ïðïéáóäÞðïôå ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí Þôáí áñêåôü íá óêåöôüìáóôå ìüíï ôá relational clones. Áõôü ìåéþíåé áñêåôÜ ôá åSSäç ôùí ãëùóóþí ðïõ áíáëýïõìå. ĳìùò, áìÝóùò ðñïêýðôåé ôï åñþôçìá ðþò ìðïñïýìå íá áíáðáñáóôÞóïõìå êáé íá ðåñéãñÜøïõìå ôá relational clones. Ãéá áñêåôÜ relational clones ôá ìüíá óýíïëá ðïõ ôá ðáñÜãïõí åSSíáé áñêåôÜ ðåñSSðëïêá, êáé óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò äåí Ýœïõí âñåèåSS óýíïëá ðïõ ôá ðáñÜãïõí.

Åõôõœþò üìùò öÜéíåôáé ïôSS õðÜñœåé Ýíáò åíáëáêôéêüò ôñüðïò íá áðåéêïíSSæïõìå êáé íá ðåñéãñÜöïõìå ôá relational clones, œñçóéìïðïéþíôáò ðñÜîåéò (óõíáñôÞóåéò). Åäþ ìðïñåSS ï áíáãíþóôçò íá áíáôñÝîåé óôï ðñþôï êåöÜëáéï ðïõ äSSíïíôáé ïé ïñéóìïSS ôùí óõíáñôÞóåùí. Ç ðáñáêÜôù ðáñïõóSSáóç áêïëïõèåSS ôá [27, 34]

Ðñþôá ðåñéãñÜöïõìå ìéá óçìáíôéêÞ áëãåâñéêÞ óœÝóç ìåôáîý ðñÜîåùí êáé óœÝóåùí. Ðáñáôçñïýìå ïôSS ïðïéáäÞðïôå ðñÜîç ïñéóìÝíç óôï A ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS ìå óõãêåêñéìÝíï ôñüðï óå ìéá ðñÜîç tuples ôïõ A. ÓõãêåêñéìÝíá

3.3. TRACTABILITY ÓÅ ÐÏËÕÌÏÑÖÉÓÌÏÕÓ. 27

ãéá ìéá m-áäéêÞ f êáé ìéá óõëïãÞ áðü tuples a_1, . . . a_m ∈ A^n, üðïõ a_i = (a_{1i}, . . . , a_{ni}), ïñSSæïõìå

f(a_1, . . . , a_m) = ((f(a_{11}, . . . , a_{1m}), . . . , f(a_{n1}, . . . , a_{nm}))

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.3.1.1

ÐïëõìïñöéóìïSS[13, 34]: Ìéá m-áäéêÞ ðñÜîç f ∈ O_A äéáôçñåSS ìéá náäéêÞ óœÝóç ρ ∈ R_A (Þ ç f åSSíáé ðïëõìïñöéóìüò ôçò r, Þ ç ρ åSSíáé áíáëïSSùôç ôçò f) åÜí f(a_1, . . . , a_m) ∈ ρ ∀a_1, . . . , a_m ∈ ρ.

Ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá Γ ⊆ R_A êáé F ⊆ O_A, Ýóôù:

P ol(Γ ) = {f ∈ O_A|f äéáôçñåSS êÜèå óœÝóç ôïõ Γ },

Inv(F ) = {ρ ∈ R_A|ρ åSSíáé áíáëïSSùôç ãéá êÜèå ðñÜîç áðü ôï F }. □ ÅðéóçìáSSíïõìå ïôSS ïé ôåëåóôÝò P ol êáé Inv äçìéïõñãïýí ìéá Galois correspondence ìåôáîý ôùí R_A êáé O_A. ÅéóáãùãÞ óôéò éäéïôçôåò áõôÞò ôçò óœÝóçò ìðïñïýí íá âñåèïýí óôï [13]. Ðñþôïí Ýœïõìå Inv(F ) = Inv(P ol(Inv(F ))), ãéá êÜèå óýíïëï áðü ðñÜîåéò F . Óýíïëá ôçò ìïñöÞò Inv(F ) åSSíáé áêñéâþò relational clones üðùò öáSSíåôáé óôï ðáñáêÜôù áðïôÝëåóìá:

ÐÑÏÔÁÓÇ 3.3.1.1

Ãéá êÜèå óýíïëï A, êáé êÜèå F ⊆ O_A, ôï óýíïëï Inv(F ) åSSíáé Ýíá relational clone. Áðü ôçí Üëëç êÜèå relational clone ìðïñåSS íá áíáðáñáóôáèåSS óôç ìïñöÞ Inv(F ) ãéá êÜðïéï F ⊆ O_A. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå Γ ⊆ R_A, ⟨Γ ⟩ = Inv(P ol(Γ )). ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá ïðïéïäÞðïôå Γ ⊆ R_A, ⟨Γ ⟩ = Inv(P ol(Γ )). ⊡ Œñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðÜíù ðïôáóç ìðïñïýìå íá ìåôáöñÜóïõìå ôï áñœéêü ðñüâëçìá ìáò ôïõ íá œáñáêôçñSSóïõìå tractable óýíïëá óœÝóåùí óå Ýíá éóïäýíáìï ðñüâëçìá ãéá óýíïëá áðü ðñÜîåéò. Ðñþôïí, ïñSSæïõìå ôé óçìáSSíåé ãéá Ýíá óýíïëï ðñÜîåùí íá åSSíáé tractable Þ NP-complete.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.3.1.2

Œáñáêôçñéóìüò óýíïëïõ ðñÜîåùí: Ôï F ⊆ O_A åSSíáé tractable åÜí ôï Inv(F ) åSSíáé tractable. ÁíôSSóôïéœá Ýíá óýíïëï F ⊆ O_A ëÝãåôáé NPcomplete åÜí ôï Inv(F ) åSSíáé NP-complete. □

Êáé Ýôóé ðëÝïí ôï áñœéêü ìáò ðñüâëçìá ìåôáóœçìáôSSæåôáé óôï åîÞò: Íá œáñáêôçñéóïôýí üëá ôá tractable óýíïëá ðñÜîåùí óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá.

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ç ðåñéãñáöÞ åíüò óõíüëïõ áðü ðñÜîåéò äSSíåé Ýíá óýíôïìï êáé óõíåðÞ ôñüðï íá ðåñéãñÜøïõìå ôï áíôSSóôïéœï relational clone, üðùò ôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá äåSSœíåé.

3.3.2 ÐáñáäåSSãìáôá - ÁðïôåëÝóìáôá

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.3.2.1

ÿêöñáóç ôïõ Γ_{ZOA} ìÝóù ðïëõìïñöéóìïý: Áò îáíáèõìçèïýìå ôç Γ_{ZOA} ôùí 0/1/all óœÝóåùí ðïõ ïñSSóôçêå óôï ðáñáðÜíù êáé åðåêôÜèçêå óôï ⟨Γ_{ZOA}⟩. ÁðïäåSSœèçêå óôï [21] üôé ôï ⟨Γ_{ZOA}⟩ åSSíáé áêñéâþò ç ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü üëåò ôéò óœÝóåéò ðïõ åSSíáé áíáëåSSùôåò ôçò \dual discriminator" ðñÜîçò d, ðïõ ïñSSæåôáé ùò:

d(x, y, z) = { y if y = z x otherwise

űñá áõôÞ ç Üðåéñç tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí, ðïõ åSSíáé áñêåôÜ äýóêïëï íá ðåñéãñáöèåSS ìå ëåðôïìÝñåéá, ìðïñåSS íá ðáñáóôáèåSS ðïëõ áðëÜ þò ôï óýíïëï ôùí óœÝóåùí ðïõ åSSíáé áíáëåSSùôåò ôïõ tractable óõíüëïõ ðñÜîåùí {d}. □

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, Ýœåé äåéœèåSS ïôé ç ðáñïõóSSá ìéáò ìïíáäéêÞò ðñÜãçò ðïõ éêáíïðïéåSS óõãêåêñéìÝíåò éäéïüôçôåò åSSíáé áñêåôÞ ãéá íá åSSíáé óSSãïõñç ç tractability üëïõ ôïõ óõíüëïõ ôùí ðñÜîåùí.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.3.2.2

Éäéüôçôá ðïõ áðïäåéêíýåé tractability: ÿóôù ìéá ðñÜîç f(x, y) ðïõ éêáíïðïéåSS ôéò ôñåéò ðáñáêÜôù óõíèÞåò íá êáëåSSôáé semilattice operation: (Íá óçìåéþóïõìå ïôSS œñçóéìïðïéåSSôáé êáé ï üñïò ACI - (associativity, commutativity, idepotency)).

• f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z) (associativity),

• f(x, y) = f(y, x) (commutativity),

• f(x, x) = x (idempotency).

Ôï èåþñçìá 16 ôïõ [20] áðïäåéêíýåé üôé ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, êÜé óýíïëï ðñÜîåùí F ⊆ O_A ðïõ ðåñéÝœåé ìéá semilatice ðñÜîç åSSíáé tractable. □

Óå áíôSSèåóç èá áóœïëçèïýìå ìå éäéüôçôåò óœÝóåùí ïé ïðïSSåò äåSSœíïõí NP-completeness ôùí ãëùóóþí ðåñéïñéóìþí.

ÐÑÏÔÁÓÇ 3.3.2.1

Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A êáé ïðïéïäÞðïôå Γ ⊆ R_A, áí ôï P ol(Γ ) ðåñéÝœåé essentially unary ðñÜîåéò ìüíï, ôüôå ôï CSP (Γ ) åSSíáé NP-complete. ⊡ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.3.2.3

NP-completeness ìÝóù ðïëõìïñöéóìïý: ÈåùñÞóôå óœÝóç N ïñéóìÝíç óôï óýíïëï {0, 1}, ðïõ ïñSSæåôáé áðü:

N = {0, 1}^3\{(0, 0, 0), (1, 1, 1)}.

ÌðïñåSS íá äåéœèåSS ïôSS ôï P ol({N}) ðåñéÝœåé ìüíï essentially operations êáé Üñá ôï CSP ({N}) åSSíáé NP-complete, áðü ôçí ðéï ðÜíù ðñüôáóç.

Åäþ íá ðïýìå ïôSS ôï CSP ({N}) áðïäåéœèçêå ðñþôá áðü ôïí Schaefer ïôSS Þôáí NP-complete, êáé åSSíáé ìéá åéäéêÞ ðåñSSðôùóç ôïõ NOT-ALL-EQUAL SATISFIABILITY problem [30, 15]. □

Ïé Boolean ðñÜîåéò, äçëáäÞ ïé ðñÜîåéò óôï A = {0, 1}, Ýœïõí ìåëåôçèåSS ðïëý êáëÜ [34]. ÓõãêåêñéìÝíá, åSSíáé ãíùóôü ïôSS áí ìéá Boolean ãëþóóá ðåñéïñéóìþí áí äåí áíÞêåé óå ìéá áðü ôéò Ýîé êëÜóåéò ðïõ üñéóå ï Schaefer, ôüôå üëïé ïé ðïëõìïñöéóìïSS ôçò åSSíáé essentially unary ðñÜîåéò. ÿôóé ìðïñïýìå íá åðáíáäéáôõðþóïõìå ôï èåþñçìá äéœïôüìçóçò ôïõ Schaefer þóôå íá ðÜñïõìå Ýíá ðëÞñç œáñáêôçñéóìü ôùí Boolean ðñÜîåùí.

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.3.2.1

ÿíá óýíïëï Boolean ðñÜîåùí åSSíáé tractable áí ðåñéÝœåé ìéá essentially nonunary ðñÜîç. Áëëéþò åSSíáé NP-complete. ⊡

3.4 Tractability óå űëãåâñåò.

3.4.1 ÏñéóìïSS

ÿœåé Þäç áðïäåéœèåSS óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ïôé ôï ðñüâëçìá ôçò áíÜëõóçò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ìéáò ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí ìðïñåSS íá ìåôáöñáóôåSS óôï ðñüâëçìá ôçò áíÜëõóçò ôçí ðïëõðëïêüôçôáò åíüò óõíüëïõ áðü ðñÜîåéò ïé ïðïSSåò äéáôçñïõ üëåò ôéò óœÝóåéò ôçò ãëþóóáò. Óôç ðåñSSðôùóç Boolean óõíüëïõ, åSSíáé áñêåôü ãéá íá áðïêôÞóïõìå Ýíáí ðëÞñç œáñáêôçñéóìü ôçò ðïëõðëïêüôçôáò, áëëÜ óå ìåãáëýôåñá óýíïëá œñåéáæüìáóôå äõíáôüôåñá áíáëõôéêÜ åñãáëåSSá. ĳðùò èá äïýìå óôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá:

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.1.1

ÐáñÜäåéãìá ðñÜîçò ðïõ äåí ìðïñïýìå íá œáñáêôçñSSóïõìå.: ÈåùñÞóôå ôç binary ðñÜîç ∘ óôï óýíïëï {0, 1, 2} ðïõ ïñSSæåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù ðSSíáêá Cayley: ∘ 0 1 2 0 0 1 1 1 1 1 0 2 2 2 2 ÁõôÞ ç ðñÜîç äåí åìðSSðôåé óå êáìSSá áðü ôéò ãíùóôÝò tractable êëÜóåéò êáé äåí åSSíáé essentially unary. Áñá äåí ìðïñïýìå íá êáèïñSSóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá áõôÞò ôçò ðñÜîçò œñçóéìïðïéþíôáò ôá åñãáëåSSá ðïõ Ýœïõìå ìÝœñé ôþñá. □

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá êÜíïõìå ôï ôåëåõôáSSï âÞìá ôçò áëãåâñéêÞò ìåèüäïõ, èá ðåñÜóïõìå áðü óýíïëá ðñÜîåùí óå Üëãåâñåò.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.1.1

űëãåâñá: Ìéá Üëãåâñá åSSíáé Ýíá äéáôåôáãìÝíï æÝõãïò A = (A, F ) ôÝôïéá þóôå ôï A íá åSSíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé F íá åSSíáé ìéá ïéêïãÝíåéá áðï ðåðåñáóìÝíåò ðñÜîåéò óïô A. Ôï óýíïëï A êáëåSSôáé ôï óýìðáí ôïõ A, êáé ïé ðñÜîåéò áðü ôï F êáëïýíôáé âáóéêÝò. Ìéá Üëãåâñá ìå ðåðåñáóìÝíï óýìðáí êáëåSSôáé ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá. □

Ãéá íá êÜíïõìå ôç ìåôÜâáóç áðü óýíïëá ðñÜîåùí óå Üëãåâñåò ðñÝðåé áðëÜ íá óçìåéþóïõìå ïôSS ôï óýíïëï ðñÜîåùí F óå Ýíá óôáèåñü óýíïëï A ìðïñåSS íá áíôéóôïéœéóôåSS óôçí Üëãåâñá (A, F ). űñá, èá ïñSSóïõìå ôSS óçìáSSíåé ìéá Üëãåâñá íá åSSíáé tractable ìå âÜóç ôï áí ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò åSSíáé tractable.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.1.2

Tractability óå Üëãåâñåò: Ìéá Üëãåâñá A = (A, F ) ëÝãåôáé tractable áí ç F åSSíáé tractable, êáé áíôSSóôïéœá ëÝãåôáé NP-complete áí ç F åSSíáé NP-complete. □

Œñçóéìïðïéþíôáò ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ìðïñïýìå ôþñá íá ìåôáöñÜóïõìå ôï èåþñçìá äéœïôüìçóçò ôïõ Schaefer óôï œáñáêôçñéóìü ôùí áëãåâñþí ðïõ ïñSSæïíôáé óå äéóýíïëá.

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.4.1.1

Ìéá Üëãåâñá ðïõ åSSíáé ïñéóìÝíç óå Ýáí óýìðáí äýï óôïéœåSSùí åSSíáé NP- Complete áí üëåò ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò ôçò åSSíáé essentially unary. Áëëéþò åSSíáé tractable. ⊡

Ôï ðñþôï ðñïôÝñçìá ôïõ íá œñçóéìïðïéïýìå Üëãåâñåò áíôSS áðü óýíïëá ðñÜîåùí åSSíáé ïôé ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå Ýôïéìç èåùSSá êáé äïìÝò Üëãåâñáò ùóôÝ íá ðÜñïõìå íÝá óõìðåñÜóìáôá ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí ãëùóóþí ðåñéïñéóìþí. ÿíá Üëëï ðñïôáSSñçìá åSSíáé ïôSS ïé ðåðåñáóìÝíåò Üëãåâñåò Ýœïõí Þäç ìåëåôçèåSSåêôåíþò, êáé õðÜñœåé Þäç óçìáíôéêÞ èåùñSSá ðÜíù óôéò äïìÝò ôçò [27, 34, 17]. ÌÝóù áõôþí ôùí éäåþí èá êáôáëÞîïõìå óå œñÞóéìá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí œáñáêôçñéóìü áëãåâñþí.

Óôç ìåëÝôç ìáò åSSíáé œñÞóéìï íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá óœÝóç éóïäõíáìSSáò ðïõ óõíäÝåé ôéò Üëãåâñåò ðïõ áíôéóôïéœïõí óôçí SSäéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí. ĳðùò ðñïåSSðáìå ïé áðåéêïíÞóåéò P ol, Inv Ýœïõí ôçí éäéüôçôá Inv(P ol(Inv(F ))) = Inv(F ), êáé Ýôóé ìðïñïýìå íá åðåêôåSSíïõìå ôï óýíïëï ðñÜîåùí F óôï óýíïëï P ol(Inv(F )) œùñSSò íá áëëÜæïõìå ôçí áíôSSóôïéœï óýíïëï ôùí áíáëïSSùôùí óœÝóåùí. Ôï óýíïëï P ol(Inv(F )) áðïôåëåSSôáé áðü üëåò ôéò ðñÜîåéò ðïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå áðü ôéò ðñÜîåéò ôçò F , ìáæSS ìå ôï óýíïëï ôùí ðñïâïëþí ìå ôçí ðñÜîç ôçò óýíèåóçò óõíáñôÞóåùí [13]. (Åáí ç f åSSíáé n-áäéêÞ ðñÜîç óôï A, êáé g_1, . . . , g_n åSSíáé k-áäéêÝò ðñÜîåéò óôï A, ôüôå ç óýíèåóç ôçò f êáé ôùí g_1, . . . , g_n åSSíáé ç k-áäéêÞ ðñÜîç h óôï A ðïõ ïñSSæåôáé ùò h(a_1, . . . , a_k) f(g_1(a_1, . . . , a_k), . . . , g_n(a_1, . . . , a_k)).)

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.1.3

ÐñÜîåéò üñïé: Ãéá ìSSá Üëãåâñá A = (A, F ), ìéá ðñÜîç f óôï A èá ëÝãåôáé ðñÜîç üñïò ôçò A åá f ∈ P ol(Inv(F )). Ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñÜîåùí üñùí ôçò A èá óõìâïëSSæåôáé ìå T erm(A). □

Äýï Üëãåâñåò ìå ôï SSäéï óýìðáí ïíïìÜæïíôáé éóïäýíáìïé þò ðñïò ôïõò üñïõò áí Ýœïõí ôï SSäéï óýíïëï ðñÜîåùí üñùí. Ðáñáôçñïýìå ïôé, ãéá ïðïéáäÞðïôå Üëãåâñá A = (A, F ), Ýœïõìå Inv(F ) = Inv(T erm(A)), Ýôóé äýï Üëãåâñåò åSSíáé éóïäýíáìåò ùò ðñïò ôïõò üñïõò áí êáé ìüíï åÜí Ýœïõí ôï SSäéï óýíïëï áðü áíáëåSSùôåò óœÝóåéò. Ùò áðïôÝëåóìá œñåéÜæåôáé íá œáñáêôçñSSóïõìå ôéò Üëãåâñåò ìÝœñé ôï åðSSðåäï éóïäõíáìSSáò üñùí.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.1.2

Œáñáêôçñéóìüò ïìÜäùí: Ìéá ïìÜäá åSSíáé ìéá Üëãåâñá ìå ôñåéò âáóéêÝò ðñÜîåéò: Ýíáí äõáäéêü ðïëëáðëáóéáóìü, ôç ìïíáäéáSSá ðñÜîç ôïõ áíôSSèåôïõ, êáé ìéá óôáèåñÞ ðñÜîç ôçò ìïíÜäáò [14]. ÿíá coset ìéáò ïìÜäáò åSSíáé ìéá óœÝóç ðïõ åSSíáé áíáëåSSùôç ôçò ôñéáäéêÞò ðñÜîçò üñïõ t(x, y, z) = xy^{−1}z. Áðïäåéêíýåôáé ïôé ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá ðåñéïñéóìþí áðïôåëåSSôáé áðü cosets ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò åSSíáé tractable. űñá ïðïéïäÞðïôå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá åSSíáé tractable, êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá ðïõ Ýœåé ôçí ôñéáäéêÞ ðñÜîç t ùò üñï åSSíáé åðSSóçò tractable. □

3.4.2 ÅéäéêÝò êëÜóåéò áëãåâñþí

Óå áõôü ôï ôìÞìá èá äåSSîïõìå ïôé, üôáí ìåëåôÜìå ôçí tractability ôùí ðåðåñáóìÝíùí áëãåâñþí, ìðïñïýìå íá ðåñéïñSSóïõìå ôçí ðñïóïœÞ ìáò óå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò - êëÜóåéò áðü Üëãåâñåò.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.2.1

Surjuctive (ÅðSS) Üëãåâñåò.: Êáëïýìå ìéá Üëãåâñá surjective (åðSS) áí üëåò ïé ðñÜîåéò üñïé åSSíáé surjective (åðSS). □

ÅSSíáé Ýõêïëï íá åëÝîïõìå áí ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá åSSíáé åðSS áí êáé ìüíï áí ïé ìïíáäéáSSïé ðñÜîåéò üñïé åSSíáé üëïé ep;i êáé Üñá áðïôåëïýí ìéá ïìÜäá ìåôáèÝóåùí.

ÿœåé äåéœèåSS óôï [18] ïôé ïðïéáóäÞðïôå ìïíáäéáSSïò ðïëõìïñöéóìüò ìðïñåSS íá åöáñìïóèåSS óôï óýíïëï ôùí óœÝóåùí œùñSSò íá áëëÜîåé ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôïõ óõíüëïõ.

ÐÑÏÔÁÓÇ 3.4.2.1

Ãéá Ýíá óýíïëï óœÝóåùí Γ , êáé ïðïéáäÞðïôå ìïíáäéáSSá ðñÜîç f ∈ P ol(Γ ), Ýóôù f(Γ ) íá åSSíáé ôï óýíïëï ôùí óœÝóåùí {f(ρ)|ρ ∈ Γ }, ïðïý f(ρ) = {f(a)|a ∈ ρ}. Ôï óýíïëï Γ åSSíáé tractable áí êáé ìüíï åÜí ôï f(Γ ) åSSíáé tractable, êáé ôï Γ åSSíáé NP-complete áí êáé ìüíï åÜí ôï f(Γ ) åSSíáé NPcomplete.

ÊÜèå Üëãåâñá A = (A, F ) ç ïðïSSá äåí åSSíáé åðSS èá Ýœåé ìéá ìïíáäéáSSá ðñÜîç üñï f ç ïðïSSá äåí èá åSSíáé åðSS, êáé Üñá èá Ýœåé ðåäSSï ôéìþí U, ïðïý U ⊂ A (áõóôçñü õðïóýíïëï). Ìå ôï íá åöáñìüóïõìå áõôÞ ôçí ðñÜîç óå üëåò ôéò óœÝóåéò óôï Inv(F ), üðùò ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí ðáñáðÜíù óœÝóç ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå Ýíá óýíïëï óœÝóåùí ïñéóìÝíùí óôï U œùñSSò íá áëëÜîïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá. Ç Üëãåâñá ðïõ áíôéóôïéœåSS óôéò íÝåò óœÝóåéò ìðïñåSS íá äåéœèåSS ïôSS åSSíáé ìéá term induced Üëãåâñá ôçò A, ç ïðïSSá ïñSSæåôáé áêïëïýèùò. ⊡

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.2.2

Term induced Üëãåâñá: ÿóôù A = (A, F ) ìéá Üëãåâñá, êáé Ýóôù U Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ A. Ç term induced Üëãåâñá A|_U ïñSSæåôáé ùò (U, T erm(A)|_U ), ïðïý T erm(A)|_U = {g|_U : g ∈ T erm(A) êáé ç g äéáôçñåSS ôï U}. □

Ìå ôçí åðéëïãÞ ìéáò ìïíáäéáSSáò ðñÜîçò üñïõ f ìå ðåäSSï ôéìþí U ìå ôï ìéêñüôåñï ðëçèÜñéèìï, ìðïñïýìå íá åSSìáóôå óSSãïõñïé ïôé ç term induced Üëãåâñá A|_U åSSíáé åðSS. űñá Ýœïõìå ôï åðüìåíï èåþñçìá:

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.2.1

ÁíáãùãÞ êÜèå Üëãåâñáò óå ìéá åðSS-Üëãåâñá: Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá A, õðÜñœåé Ýíá óýíïëï U ôÝôïé þóôå:

• ç Üëãåâñá A|_U åSSíáé åðSS êáé

• ç Üëãåâñá A åSSíáé tractable áí êáé ìüíï åÜí ç A|_U åSSíáé tractable, êáé åSSíáé NP-complete áíí ç A|_U åSSíáé NP-complete. ⊠ Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá áðïäåéêíýåé ïôSS ìðïñïýìå íá ðåñéïñSSóïõìå ôçí ðñïóïœÞ ìáò óå åðSS Üëãåâñåò. Ôï åðüìåíï èåþñçìá áðïäåéêíýåé ïôSS óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò áñêåSS íá åíäéáöåñüìáóôå ãéá áõôÝò ôéò åðSS Üëãåâñåò ïé ïðïSSåò åSSíáé êáé idempotent.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.2.3

Idempotent áðëïðïSSçóç: Èõìüìáóôå ïôSS ìéá ðñÜîç f ïñéóìÝíç óôï A, êáëåSSôáé idempotent üôáí éêáíïðïéåSS f(a, . . . , x) = x ãéá êÜèå x ∈ A. Ç ðëÞñçò idempotent áðëïðïSSçóç ìéáò Üëãåâñáò A = (A, F ) åSSíáé ç Üëãåâñá (A, T erm_{id}(A)), ïðïý T erm_{id}(A) áðïôåëåSSôáé ðü üëåò ôéò idempotent ðñÜîåéò áðü ôï T erm(A). □

Ðáñáôçñïýìå ïôé ìéá ðñÜîç f óå Ýíá óýíïëï A åSSíáé idempotent áíí äéáôçñåSS üëåò ôéò óœÝóåéò ôïõ óõíüëïõ Γ_{CON} = {{(a)}|a ∈ A}, ðïõ áðïôåëåSSôáé áðü üëåò ôéò ìïíáäéáSSåò åíüò óôïéœåSSïõ óœÝóåéò ôïõ A. űñá, Inv(T erm_{id}(A)) åSSíáé ôï relational clone ðïõ ðáñÜãåôáé áðü Inv(F ) ∪ Γ_{CON} .

Ãéá ôï åðüìåíï èåþñçìá œñåéáæüìáóôå ôï áêüëïõèï âïçèçôéêü ëÞììá ôïõ [34] ËÇÌÌÁ 3.4.2.1

ÿóôù A = ({a_1, a_2, . . . , a_k}, F ) íá åSSíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá ôçò ïðïSSáò ïé ìïíáäéÝåò ðñÜîåéò üñïé åSSíáé ìéá ïìÜäá ìåôáèÝóåùí G. Ôüôå ç óœÝóç ρ_G, ðïõ ïñSSæåôáé þò:

ρ_G = {(g(a_1), . . . , g(a_k))|g ∈ G},

áíÞêåé óôï Inv(F ). ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

Áðü ôçí ðñüôáóç 1.3 ôïõ [34] Ýœïõìå ïôSS ïé óœÝóåéò ôçò ìïñöÞò ρ_G äéáôçñïýíôáé áðü üëåò ôéò ðñÜîåéò ôçò Üëãåâñáò A êáé Üñá áíÞêïõí óôï Inv(F ). ■ ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.2.2

ÉóïäõíáìSSá idempotent Áëãåâñþí ìå ôéò áñœéêÝò: Ìéá ðåðåñáóìÝíç åðSS Üëãåâñá A åSSíáé tractable áíí ç ðëÞñç idempotent áðëïðïSSçóÞ ôçò A_0 åSSíáé tractable. ĳìïSSùò ãéá ôïí œáñáêôçñéóìü NP-complete. ⊠

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÿóôù A = (A, F ) íá åSSíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç åðSS Üëãåâñá, êáé Ýóôù A_0 íá åSSíáé ç ðëÞñçò idempotent áðëïðïSSçóç ôçò A.

ĳðùò ðáñáôçñÞóáìå ðéï ðÜíù, Inv(T erm(A_0)) åSSíáé ôï relational clone ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëï Inv(F ) ∪ Γ_{CON} , üðïõ Γ_{CON} = {{(a)}|a ∈ A}. űñá ç A_0 åSSíáé tractable áíí Inv(F )∪Γ_{CON} åSSíáé tractable, êáé A_0 åSSíáé NPcomplete áí êáé ìüíï áí Inv(F ) ∪ Γ_{CON} åSSíáé NP-complete. Óôçí õðüëïéðÞ áðüäåéîç èá äåSSîïõìå üôé ôï CSP (Inv(F ) ∪ Γ_{CON} ) åSSíáé óå ðïëõïíõìéêü œñüíï éóïäýíáìï ìå ôï CSP (Inv(F )).

Ðñïöáíþò, êÜèå åSSóïäïò ôçò ìïñöÞò CSP (Inv(F )) ìðïñåSS íá èåùñçèåSS åSSóïäïò ôçò ìïñöÞò CSP (Inv(F ) ∪ Γ_{CON} ), Üñá õðÜñœåé ìéá óôáèåñïý œñüíï áíáãùãÞ áðü ôï CSP (Inv(F )) óôï (CSP (Inv(F ) ∪ Γ_{CON} ).

Ãéá ôï áíôSSóôñïöï áðïôÝëåóìá, Ýóôù P = (V, A, C) ìéá åSSóïäïò ôçò ìïñöÞò CSP (Inv(F ) ∪ Γ_{CON} ) êáé Ýóôù P^′ íá åSSíáé ôï ðñüâëçìá ìå åSSóïäï (V^′, A, C^′), üðïõ V^′ = V ∪ {v_a|a ∈ A} (êÜèå ìéá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò v_a åSSíáé íÝá ìåôáâëçôÞ ôïõ V ). Ãéá íá áðïêôÞóïõìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò C^′, ðáSSñíïõìå ôéò áñœéêïýò ðåñéïñéóìïýò C ôïõ P, êáé áíôéêáèéóôïýìå êÜèå ìïíáäéáSSï ðåñéïñéóìü ôçò ìïñöÞò ⟨v, {(a)}⟩ ôïõ C ìå ôïí ðåñéïñéóìü ⟨(v, v_a), =_A⟩. ÔÝëïò ðñïóèáSSôïõìå ôïí ðåñéïñéóìü ⟨(v_{a1} , . . . , v_{ak} ), ρ_G⟩, ïðïý a_1, . . . , a_k åSSíáé ôá óôïéœåSSá ôïõ A (óå êÜðïéá óåéñÜ) êáé ρ_G åSSíáé ç óœÝóç ðïõ ïñSSóôçêå óôï ðáñáðÜíù ëÞììá. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï P^′ åSSíáé ìéá åSSóïäïò ôïõ CSP (Inv(F )) êáé ïôé áõôÞ ç êáôáóêåõÞ ìðïñåSS íá ãSSíåé óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Éóœõñéæüìáóôå ôþñá ïôSS ôï ðñüâëçìá P^′ Ýœåé ìéá ëýóç c, ôüôå õðÜñœåé ìSSá ëýóç ϕ ôÝôïéá þóôå ϕ(v_a) = a ãéá êÜèå a ∈ A. Ãéá íá áðïäåSSîïõìå ôïí éóœõñéóìü, ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ρ_G, õðÜñœåé ìéá g ∈ G ôÝôïéá þóôå ψ(v_a) = g(a) ãéá êÜèå a ∈ A. Áöïý ôï G åSSíáé ìéá ïìÜäá, ç áíôSSóôñïöç ðñÜîç g^{−1} ∈ G, ðïõ óçìáSSíåé ïôSS åSSíáé ìéá ðñÜîç üñïò ôçò A. Áõôü óçìáSSíåé ïôSS êáå óœÝóç óôï Inv(F ) åSSíáé áíáëåSSùôç ôçò g^{−1}, êáé Üñá ϕ = g^{−1}ψ åSSíáé åðSSóçò ìéá ëýóç óôï P^′, êáé Ýœåé ôçí éäéüôçôá g^{−1}ψ(v_a) = a ãéá êÜèå a ∈ A.

ÊÜèå ëýóç ϕ ç ïðïSSá éêáíïðïéåSS áõç ôç óõíèÞêç ðñïöáíþò éêáíïðïéåSS êáé üëïõ ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôçò C, êáé Üñá ï ðåñéïñéóìüò ôçò ϕ óôï V åSSíáé ìéá ëýóç ôïõ P. Áðü ôçí Üëëç, áí ψ åSSíáé ìéá ëýóç ôïõ P, ôüôå ç åðÝêôáóÞ ôçò ψ^′ óôï V^′ þóôå ψ^′(v_a) = a, ãéá êÜèå a ∈ A, åSSíáé ìéá ëýóç ôïõ P^′. űñá áõôÞ ç êáôáóêåõÞ åSSíáé ìéá ðïëõïíõìéêïý œñüíïõ áíáãùãÞ áðü ôï CSP (Inv(F )∪ Γ_{CON} ) óôï CSP (Inv(F )). ■

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåSS íá åêöñáóôåSS ìå üñïõò ôùí ãëùóóþí ðåñéïñéóìþí ùò:

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.4.2.1

ÿóôù Γ ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíç óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, êáé Ýóôù Γ_{CON} = {{(a)}|a ∈ A} íá åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìïíáäéáSSùí ìå Ýíá óôïéœåSSï óœÝóåùí óôï A.

Áí üëïé ïé ìïíáäéáSSïé ðïëõìïñöéóìïSS ôïõ Γ åSSíáé ìåôáèÝóåéò, ôüôå ôï Γ åSSíáé tractable áí êáé ìüíï áí ôï Γ ∪ Γ_{CON} åSSíáé tractable, êáé ôï SSäéï ãéá ôïí œáñáêôçñéóìü NP-complete. ⊡

Ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìÜ Ýœåé ùò åíäéáöÝñïõóá óõíÝðåéá ôç óýíäåóç ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ìå ôá ðñïâëÞìáôá åýñåóçò ëýóçò. ÿœïõìå ðåñéãñÜøåé ôï CSP ùò Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò, ìå åñþôçìá áí õðÜñœåé ìéá ëýóç. ĳìùò ôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá åýñåóçò ëýóçò, ðïëëÝò öïñÝò åìöáíSSæåôáé ðñáêôéêÜ. Èá äåSSîïõìå ôþñá ïôSS ïé tractable ðåñéðôþóåéò ôùí äýï ðñïâëçìÜôùí åSSíáé SSäéåò. (Ðáñáôçñïýìå ïôé ïé tractable ðåñéðôþóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò Ýõñåóçò ëýóçò åSSáíé áõôÝò ðïõ áíÞêïõí óôçí êëÜóç FP.)

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.4.2.2

ÿíá ðñüâëçìá áðüöáóçò CSP (G) åSSíáé tractable áí êáé ìüíï áí ôï áíôSSóôïéœï ðñüâëçìá Ýõñåóçò ëýóçò ìðïñåSS íá ëõèåSS óå ðïëõùíõìéêü œñüíï. ⊡

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

Ðñïöáíþò, áí ôï ðñüâëçìá Ýõñåóçò ëýóçò åSSíáé ðïëõùíõìéêü ôïüôå êáé ôï ðñüâëçìá áðüöáóçòå åSSíáé.

Ãéá ôï áíôSSóôñïöï, Ýóôù Γ Ýíá tractable óýíïëï óœÝóåùí ïñéóìÝíùí óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A. ÅðéëÝãïíôáò Ýíá ìïíáäéáSSï ðïëõìïñöéóìü f ôïõ Γ , ôïõ ïðïSSïõ ôï ðåäSSï ôéìþí U Ýœåé ôï ìéêñüôåñï ðëçèÜñéèìï, ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ôï áíôSSóôïéœï óõíïëï óœÝóåùí Γ^′ = f(Γ ) ïñéóìÝíùí óôï U, Ýôóé þóôå êÜèå ìïíáäéáSSïò ðïëìïñöéóìüò ôïõ Γ^′ íá åSSíáé ìåôÜèåóç. Áðü ôá ðáñáðÜíù ç Γ^′ åSSíáé åðSSóçò tractable.

Ôþñá èåùñïýìå ìéá åSSóïäï P = (V, U, C) ôïõ CSP (Γ ). Áðü ôçí åðéëïãÞ ôïõ Γ , ìðïñïýìå íá áðïöáóSSóïõìå óå ðïëõùíõìéêü œñüíï (ìå âÜóç ôï ìÝãåèïò ôçò P) áí áõôÞ ç åSSóïäïò Ýœåé ëýóç. ÿóôù ïôSS Ýœåé. Ôüôå ç åSSóïäïò P^′ = (V, U, C^′), ðïõ áðïêôïýìå áí áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå óœÝóç ðåñéïñéóìïý ρ ìå ôçí áíôSSóôïéœç óœÝóç f(ρ), Ýœåé åðSSóçò ëýóç, êáé ìÜëéóôá êÜèå ëýóç ôïõ P^′ åSSíáé ëýóç êáé ôïõ P.

Áöïý ôï P^′ Ýœåé ëýóç, óõíåðÜãåôáé ïôSS ãéá êÜèå v ∈ V õðÜñœåé êÜðïéï a ∈ A ãéá ôï ïðïSSï ìðïñïýìå íá ðñïóèáSSóïõìå ôïí ðåñéïñéóìü ⟨(v), {(a)}⟩ êáé íá Ýœïõìå áêüìç åðéëýóéìç åSSóïäï. űñá, áí áóœïëçèïýìå ìå ìSSá ìåôáâëçôÞ êÜèå öïñÜ, êáé êÜèå ðéèáíÞ ôéìÞ a ∈ A ãéá áõôÞ ôç ìåôáâëçôÞ, ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå Ýíáí ðåñéïñéóìü ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ êÜèå öïñá, êáé ôåëéêÜ ìéá ëýóç ãéá ôï P^′. ÅëÝãœïíôáò ãéá åðéëõóçìüôçôá óå êÜèéå ðéèáíÞ ôéìÞ üëùí ôùí ìåôáâëçôþí œñåéÜæåôáé íá ëýóïõìå ôï ðïëý |V ||U| öïñÝò åéóüäïõò ôïõ CSP (Γ^′ ∪ Γ_{CON} ), êáé Ýôóé ìðïñïýìå íá âñïýìå óå ðïëõùíõìéêü œñüíï óå óœÝóç ìå ôï P^′ ìéá ëýóç ôïõ. ■

3.4.3 ÄïìÝò óôéò Üëãåâñåò

Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ óœåôSSæïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá ìéá ðåðåñáóìÝíçò Üëãåâñáò ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí õðïáëãåâñþí êáé ôùí ïìïìïñöéêþí áðåéêïíSSóåùí ôçò [27, 13, 8]. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá íá áíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá ôçò áíÜëõóçò ôçò ðïëõðëïêüôçôò ìéá Üëãåâñáò óå Ýíá ðáñüìïéï ðñüâëçìá ðïõ åìðåñéÝœåé ìéá Üëãåâñá ìå ìéêñüôåñï óýìðáí.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.3.1

ÕðïÜëãåâñá: ÿóôù A = (A, F ) ìéá Üëãåâñá êáé B Ýíá õðïóýíïëï ôïõ A ôÝôïéï þóôå, ãéá êÜèå f ∈ F êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå b_1, . . . , b_n ∈ B, üðïõ n åSSíáé ç ðëçèéêüôçôá ôçò f, Ýœïõìå üôé f(b_1, . . . , b_n) ∈ B. Ôüôå ç Üëãåâñá B = (B, F |_B ) êáëÝéôáé õðïÜëãåâñá ôçò A, ïðïý F |_B ðåñéÝœåé ôïõò ðåñéïñéóìïýò üëùí ôùí ðñÜîåùí ôïõ F óôï B. Áí B ≠ A, ôüôå ôï B ëÝãåôáé áõóôçñÞ õðïÜëãåâñá. □

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.3.1

Œáñáêôçñéóìüò ìÝóù õðïÜëãåâñáò: ÿóôù A ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá.

1. Áí A åSSíáé tractable ôüôå êÜèå õðïÜëãåâñá ôçò åSSíáé åðSSóçò.

2. Áí ç A Ýœåé ìéá NP-complete õðïÜëãåâñá, åSSíáé êáé ç SSäéá NP-complete. ⊠ ÁÐÏÄÅÉÎÇ ÿóôù B = (B, F |_B ) ìéá õðïÜëãåâñá ôïõ A = (A, F ). ÅSSíáé åýêïëï íá åëÝãîïõìå áí Inv(F |_B ) ⊆ Inv(F ). űñá , CSP (Inv(F |_B )) ìðïñåSS íá áíáœèåSS óôï CSP (Inv(F )) óå óôáèåñü œñüíï. Ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá åSSíáé Üìåóåò óõíÝðåéåò ôçò ðáñáðÜíù áíáãùãÞò. ■

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.3.2

ÏìïìïñöéóìïSS áëãåâñþí: ÿóôù A_1 = (A_1, F_1) êáé A_2 = (A_2, F_2) ôÝôïéåò þóôå F_1 = {f^1_i |i ∈ I} êáé F_2 = {f^2_i |i ∈ I}, üðïõ ôá f^1_i , g^2_i åSSíáé n_i-áäéêÜ, ãéá êÜèå i ∈ I.

Ìéá áðåéêüíéóç ϕ : A_1 → A_2 êáåSSôáé ïìïìïñöéóìüò áðü ôï A_1 óôï A_2 åÜí:

ϕ(f^1_i (a_1, . . . , a_{ni} )) = f^2_i (ϕ(a_1), . . . , ϕ(a_{ni} ))

éóœýåé ãéá êÜèå i ∈ I êáé ãéá üëá ôá a_1, . . . , a_{ni} ∈ A_1.

Áí ç áðåéêüíéóç åSSíáé êáé åðSS, ôüôå ç A_2 ëÝãåôáé ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ôçò A_a. □

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.3.2

Œáñáêôçñéóìüò ìÝóù ïìïìïñöéêþí åéêüíùí: ÿóôù A ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá.

1. ÅÜí A åSSíáé tractable, ôüôå êÜèå ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ôïõ A åSSíáé.

2. ÅÜí ç A Ýœåé ìéá ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ðïõ åSSíáé NP-complete åSSíáé êáé ç SSäéá NP-complete. ⊠ ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÿóôù B = (B, F_B ) ìéá ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ôïõ A = (A, F_A) êáé Ýóôù ϕ ï áíôSSóôïéœïò ïìïìïñöéóìüò. Èá äåSSîïõìå ïôSS ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï Γ ⊆ Inv(F_B ), ôï CSP (Γ ) áíÜãåôáé óå ãñáììéêü œñüíï óôï CSP (Γ^′) ãéá êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï Γ^′ ⊆ Inv(F_A).

Ãéá ρ ∈ Inv(F_B ), èÝôïõìå ϕ^{−1}(ρ) = {a|ϕ(a ∈ ρ}. ÅSSíáé ðñïöáíÝò üôé ç ϕ^{−1}(ρ) åSSíáé áíáëåSSùôç ôçò SSäéáò ðïëëáðëüôçôáò ìå ôçí ρ. ÌðïñåSS Üìåóá íá áðïäåéœèåSS ïôé ϕ^{−1}(ρ) ∈ Inv(F_A). ÿóôù Γ^′ = {ϕ^{−1}(ρ)|ρ ∈ Γ }. Ôüôå Γ^′ åSSíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Inv(F_A).

ÐáSSñíïõìå ìéá åSSóïäï P = (V, B, C) ôïõ CSP (Γ ) êáé êáôáóêåõÜæïõìå ìéá åSSóïäï P^′ = (V, A, C^′) ôïõ CSP (Γ^′) üðïõ C^′ = {⟨s, ϕ^{−1}(ρ)|⟨s, ρ⟩ ∈ C}.

ÅÜí ψ åSSíáé ìéá ëýóç ôïõ P^′, ôüôå ç ϕψ åSSíáé ëýóç ôïõ P. ĳìïéá, áí ξ åSSíáé ìéá ëýóç ôïõ P, ôüôå ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç ψ : V → A ôÝôïéá þóôå ϕψ(v) = ξ(v) ãéá êÜèå v ∈ V åSSíáé ëýóç ôçò P^′. ■

Ôþñá èá äþóïõìå äýï ðáñáäåSSãìáôá œñÞóçò ôùí ðáñáðÜíù èåùñçìÜôùí œáñáêôçñéóìïý. Ôá ðáñáäåSSãìáôá äåSSœíïõí ïôé êáé ôá äýï áðïôåëÝóìáôá ìðïñïýí íá åSSíáé œñÞóéìá (áíåîÜñôçôá) ãéá íá œáñáêôéñSSóïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá óõãêåêñéìÝíùí áëãåâñþí áíÜãùíôáò ôï ðñüâëçìá óå ìéÜ Üëãåâñá ïñéóìÝíç óå ìéêñüôåñï óýíïëï.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.3.1

ŒñÞóç áëãåâñéêþí äïìþí ãéá NP-completeness: ÿóôù A íá åSSíáé ç idempotent Üëãåâñá ({0, 1, 2}, ∘), üðïõ ∘ åSSíáé ç áêüëïõèç óœÝóç:

∘ 0 1 2 0 0 1 1 1 1 1 0 2 2 2 2

Œñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ãéá ôéò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò, èá äåSSîïõìå ïôSS ç A åSSíáé NP-complete áêüìç êáé áí üëåò ïé õðïÜëãåâñÝò ôïõ åSSíáé tractable.

Ðáñáôçñïýìå ïôé, ïé éóüôçôåò 0∘2 = 1, 1∘2 = 0, 0∘1 = 1∘0 = 1 äåSSœíïõí, ïôSS ç A Ýœåé ìüíï ìéá áõóôçñÞ õðïÜëãåâñá ç ïðïSSá Ýœåé ìüíï Ýíá óôïéœåSSï, ôçí Üëãåâñá B = ({0, 1}, ∘|_{{0,1}} ). ÅSSíáé åýêïëï íá äåSSîïõìå üôé ç ∘|_{{0,1}} åSSíáé ìéá semilattice ðñÜîç óôï {0, 1}. ÿôóé, ç Üëãåâñá B åSSíáé tractable.

Áðü ôçí Üëëç, áò èåùñÞóïõìå ôçí Üëãåâñá C = (C, ∗), üðïõ C = {a, b} êáé ãéá üëá ôá x, y ∈ {a, b}, x∗y = x. ÅSSíáé åýêïëï íá äïýìå ïôSS ç áðåéêüíéóç ϕ : {0, 1, 2} → C ôÝôïéá þóôå ϕ(0) = ϕ(1) = a, êáé ϕ(2) = b, åSSíáé ïìïìïñöéóìïSS áðü ôï A óôï C. H C åSSíáé NP-complete,(üëåò ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò åSSíáé essentially unary êáé åSSìáóôå óôï {0, 1}). Êáé Üñá ç A åSSíáé NP-complete. □ ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.3.2

ŒñÞóç áëãåâñéêþí äïìþí ãéá NP-completeness: ÿóôù A íá åSSíáé ç idempotent Üëãåâñá ({0, 1, 2}, ∘), üðïõ ∘ åSSíáé ç áêüëïõèç óœÝóç:

∘ 0 1 2 0 0 1 1 1 0 1 1 2 1 1 2

Œñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá œáñáêôçñéóìïý ìÝóù õðïáëãåâñþí èá äåSSîïõìå ïôSS ç A åSSíáé NP-complete áêüìç êáé áí üëåò ïé ìéêñüôåñåò ïìïìïñöéêÝò áðåéêïíSSóåéò ôçò åSSíáé tractable.

Áöïý ïé Üëãåâñåò ìå ìüíï Ýíá óôïéœåSSï åSSíáé óSSãïõñá tractable, áñêåSS íá áóœïëçèïýìå ìå ôéò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò B ôçò A ðïõ Ýœïõí äýï óôïéœåSSá. ÿóôù B = ({a, b}, ∗) üðïõ ∗ åSSíáé ìéá äõáäéêÞ ðñÜîç óôï {a, b} êáé õðïèÝôïõìå ïôSS ç ϕ åSSíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò áðü ôï A óôï B. Ôüôå Ýœïõìå ϕ(x ∘ y) = ϕ(x) ∘ ϕ(y) ãéá üëá ôá x, y ∈ {0, 1, 2}.

ÿœïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò ôþñá:

1. ϕ(0) = ϕ(1) = a, ϕ(2) = b. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç Ýœïõìå:

a ∗ a = ϕ(0) ∗ ϕ(0) = ϕ(0 ∘ 0) = ϕ(0) = a

a ∗ b = ϕ(0) ∗ ϕ(2) = ϕ(0 ∘ 2) = ϕ(1) = a

b ∗ a = ϕ(2) ∗ ϕ(0) = ϕ(2 ∘ 0) = ϕ(1) = a

b ∗ b = ϕ(2) ∗ ϕ(2) = ϕ(2 ∘ 2) = ϕ(2) = b

ÅSSíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ∗ åSSíáé ìéá semilattice ðñÜîç óôï {a, b}. űñá ç B åSSíáé tractable.

2. ÿóôù ϕ(0) ≠ ϕ(1). Ôüôå Ýœïõìå ïôé ϕ(2) ∈ {ϕ(0), ϕ(1)}. ÿÜí ϕ(2) = ϕ(0), ôüôå:

ϕ(0) = ϕ(0 ∘ 0) = ϕ(0) ∗ ϕ(0) = ϕ(0) ∗ ϕ(2) = ϕ(0 ∘ 2) = ϕ(1).

Åíþ áí ϕ(2) = ϕ(1), ôüôå:

ϕ(0) = ϕ(1 ∘ 0) = ϕ(1) ∗ ϕ(0) = ϕ(2) ∗ ϕ(0) = ϕ(2 ∘ 0) = ϕ(1)

ÿôóé ç äåýôåñç ðåñSSðôùóç åSSíáé áäýíáôç, êáé áðïäåSSîáìå ïôSS üëåò ïé ìéêñüôåñåò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò ôïõ A åSSíáé tractable.

Áðü ôçí Üëëç, ç Üëãåâñá A Ýœåé ôçí õðïÜëãåâñá A^′ = ({0, 1}, ∘) ôÝôïéá þóôå x ∘ y = y ãéá üëá ôá x, y ∈ {0, 1}. ĳìùò ç A^′ åSSíáé NP-complete (üëåò ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò åSSíáé essentially unary êáé åSSìáóôå óôï {0, 1}) êáé Üñá êáé ç A åSSíáé NP-complete. □

3.4.4 ÁõóôçñÜ \áðëÝò" åðSS Üëãåâñåò

Ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ðñïçãïýìåíçò åíüôçôáò áðÝäåéîáí ïôSS ìéá tractable Üëãåâñá ðñÝðåé íá Ýœåé ôçí éäéüôçôá ïôSS üëåò ïé õðïÜëãåâñåò êáé ïé ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò ôçò åSSíáé tractable. Ïðüôå, ìéá ðñþôç åñþôçóç ðïõ Ýñœåôáé öõóéêÜ åSSíáé áí èá ìðïñïýóáìå íá œáñáêôçñSSóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá üëùí ôùí áëãåâñþí ðïõ äåí Ýœïõí ìéêñüôåñåò õðïÜëãåâñåò êáé ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò. Áí ìðïñïýóáìå íá œáñáêôçñSSóïõìå üëåò áõôÝò ôéò Üëãåâñåò èá ìðïñïýóå íá åSSíáé ìéá âÜóç áíáãùãÞò ãéá ïðïéïäÞðïôå Üëëï ðñüâëçìá.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.4.1

ÁðëÞ Üëãåâñá, áõóôçñÜ áðëÞ Üëãåâñá: Ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá èá ëÝãåôáé áðëÞ áí üëåò ïé ìéêñüôåñåò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò ôçò Ýœïõí ìüíï Ýíá óôïéœåSSï, êáé áõóôçñÜ áðëÞ áí üëåò åSSíáé áðëÞ êáé üëåò ïé áõóôçñÝò õðïÜëãåâñåò ôçò Ýœïõí åðSSóçò Ýíá óôïéœåSSï. □

ÿœïõìå Þäç áðïäåSSîåé ïôSS áñêåSS íá áóœïëçèïýìå ìå åðSS Üëãåâñåò. Óå áõôü ôï ôìÞìá èá ðÜñïõìå Ýíá ðëÞñç œáñáêôçñéóìü üëùí ôùí áõóôçñÜ áðëþí åðSS áëãåâñþí.^1 ÄåSSœíïõìå ïôé ïðïéáäÞðïôå Üëãåâñá áõôïý ôïõ ôýðïõ åSSíáé åSSôå tractable åSSôå NP-complete, êáé äSSíïõìå Ýíá ðëÞñç œáñáêôçñéóìü ôùí tractable ðåñéðôþóåùí. ÔÝôïéåò Üëãåâñåò åìðåñéÝœïõí üëåò ôéò åðSS Üëãåâñåò ìå óýï óôïéœåSSá, áëëÜ êáé ðïëëÝò Üëãåâñåò ìå ìåãáëýôåñï óýìðáí, Ýôóé ç äéœïôüìéóç åìðåñéÝœåé êáé ãåíéêåýåé ôï áðïôÝëåóìá ôïõ Schaefer ãéá Üëãåâñåò ìå óýï óôïéœåSSá.

Ãéá íá êáôáëÞîïõìå óôï áðïôÝëåóìá, œñçóéìïðïéïýìå ôç ðëÞñç ðåñéãñáöÞ ôùí ðåðåñáóìÝíùí áõóôçñÜ áðëþí áëãåâñþí áðü ôïí Szendrei. Ãéá íá ìðïñÝóïõìå íá áíáðáñáóôÞóïõìå ôá áðïôëÝóìáôá üìùò ðñÝðåé íá åéóÜãïõìå êÜðïéåò âáóéêÝò áëãåâñéêÝò Ýííïéåò.

Ìéá ïìÜäá ìåôáèÝóåùí G óôï óýíïëï A ëÝãåôáé regular áí, ãéá êÜèå a, b ∈ A, õðÜñœåé g ∈ G ôÝôïéï þóôå g(a) = b, êáé áí êÜèå ìçôáõôïôéêü ìÝëïò ôïõ G äåí Ýœåé óôáèåñü óçìåSSï. Ç G ëÝãåôáé primitive áí ç Üëãåâñá (A, G) åSSíáé áðëÞ.

ÿóôù A = (A, +) ìéá ðåðåñáóìÝíç ÁâåëéáíÞ ïìÜäá, êáé Ýóôù K Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðåäSSï. Ï ðåðåñáóìÝíïò äéáíõóìáôéêüò œþñïò óôï A ïñéóìÝíïò óôï K èá ãñÜöåôáé_K A = (A; +, K), ç ïìÜäá ôùí {x + a|a ∈ A} èá óõìâïëSSæåôáé ìå T (A), êáé ï åíäïìïñöéóì

1Íá ðáñáôçñÞóïõìå åäþ ïôSS ç ðëÞñçò idempotent áíáãùãÞ áõóôçñÜ áðëþí åðSS áëãåâñþí äåí åSSíáé ðÜíôá áõóôçñÜ áðëÞ. ÿôóé ðáSSñíïõìå Ýíá ëSSãï äõíáôüôåñï áðïôÝëåóìá œáñáêôçñSSæïíôáò üëåò ôéò áõóôçñÜ áðëÝò åðSS Üëãåâñåò, ïðü üôé áí œáñáêôçñSSæáìå ôéò áõóôçñÜ áðëÝò idempotent Üëãåâñåò.

ÊåöÜëáéï 4

ÁðïäåSSîåéò

4.1 Ôï CSP óå äéóýíïëá - Schaefer

Ó’ áõôü ôï êåöÜëáéï èá ðáñïõóéáóôïýí ïé áõôïýóéåò áðïäåSSîåéò áðü ôá paper ãéá äýï ëüãïõò. Ðñþôïí ðñïöáíþò ôçí êáôáíüçóÞ ôïõò, êáé äåýôåñïí ãéá íá ãSSíåé åìöáíÞò ç äéáöïñïðïSSçóç ìåôáîý ôùí ìáèçìáôéêþí åñãáëåSSùí ðïõ œñçóéìïðïéïýíôáé.

4.1.1 ÅéóáãùãÞ

Ôï CSP üôáí ïé ìåôáâëçôÝò ðáSSñíïõí ôéìÝò áðü Ýíá óýíïëï äýï óôïéœåSSùí Ýœåé ìåëåôçèåSS ðëÞñùò ùò ðñïò ôçí tractability Þäç áðü ôï 1978 áðü ôïí Thomas J. Schaefer. ÄçëáäÞ üôáí ôï A Ýœåé ðëçèÜñéèìï 2 ôï CSP (Γ ) ãíùñSSæïõìå áí åSSíáé P Þ NP-complete. ÐáñáêÜôù ãSSíåôáé ðáñïõóSSáóç ôçò áðüäåéîçò. ÁîSSæåé íá óçìåéùèåSS ïôSS ôï ðñüâëçìá óôï paper ôïõ Schaefer öáSSíåôáé óáí ìéá ãåíSSêåõóç ôïõ satis˛ability problem ìéá êáé ï ïñéóìüò êáé ôï åíäéáöÝñïí ãéá ôï áêüìá ðéï ãåíéêü CSP ðñïÞëèå ðéï ìåôÜ (áöïý ç áñœÞ Þôáí áõôü ôï paper). Ç ðáñïõóSSáóç ðáñáêÜôù èá ãSSíåé ìå ôçí áñœéêÞ óçìåéïëïãSSá, êáé üðïõ êñéèåSS áíáãêáSSï èá åêöñáóôåSS êáé óôç óçìåñéíÞ ãëþóóá ôïõ CSP. ÐáñáêÜôù ðáñïõóéÜæïíôáé ïé óõìâïëéóìïSS ðïõ èá œñçóéìïðïéçèïýí óôçí áðüäåéîç:

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.1

S-ôýðïò, S-éêáíïðïéçóéìüôçôá, SAT (S): ÿóôù S = {R_1, . . . R_m} Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï áðü ëïãéêÝò óœÝóåéò. (Ìéá ëïãéêÞ óœÝóç ïñSSæåôáé ùò Ýíá õðïóýíïëï ôïõ {0, 1}^κ). ÿóôù S-ôýðïò íá åSSíáé ìéá conjuction áðü ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò R_i(ξ_1, ξ_2, . . . .) , ïðïý ξ_1, ξ_2, . . . åSSíáé ìåôáâëçôÝò, ï áñéèìüò ôùí ïðïSSùí åSSíáé ç ðïëëáðëüôçôá ôçò R_i, i ∈ (1, . . . , m). Ôï íá áðïöáóSSóåéò áí Ýíáò S-ôýðïò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò åSSíáé ôï ðñüâëçìá Séêáíïðïéçóéìüôçôáò. ÓõìâïëSSæïõìå ìå SAT (S) ôï óýíïëï üëùí ôùí éêáíïðïéÞóéìùí S-ôýðùí. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.2

(0−1)-éêáíïðïéÞóéìç, áóèåíþò èåôéêÞ-áñíçôéêÞ, bijunctive,a‹ne:

• Ìéá óœÝóç R åSSíáé 0-éêáíïðïéÞóéìç (1-éêáíïðïéÞóéìç) áí ôï (0, . . . 0) ∈ R ((1, . . . 1) ∈ R).

• Ìéá óœÝóç åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ (áñíçôéêÞ) áí ç R(x_1, . . .) åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìç ìå Ýíá CNF ôýðï ï ïðïSSïò Ýœåé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç (œùñSSò Üñíçóç) óå êÜèå conjuct.

• Ìéá óœÝóç R åSSíáé bijunctive áí ç R(x_1, . . .) åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìç ìå Ýíá CNF ôýðï ðïõ Ýœåé 2 ìåôáâëçôÝò óå êÜèå conjuct.

• Ìéá óœÝóç R åSSíáé a‹ne áí R(x_1, . . .) åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìç ìå Ýíá óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï äéóýíïëï {0, 1}, äçëáäÞ áí R(x_1, . . .) åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ìéá conjuction áðü ôýðïõò ôçò ìïñöÞò ξ_1 ⊕ . . . ⊕ ξ_n = 0 êáé ξ_1 ⊕ . . . ⊕ ξ_n = 1 ìå ⊕ íá óõìâïëSSæåé ôçí ðñüóèåóç mod 2. □ ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.3

Ôýðïé: Ìå ôïí üñï ôýðïò èá åííïïýìå Ýíá êáëþò ïñéóìÝíï ôýðï áðü ìåôáâëçôÝò, óôáèåñÝò, ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò, ðáñåíèÝóåéò, óýìâïëá ëïãéêþí óœÝóåùí êáé õðáñîéáêïýò êáé êáèïëéêïýò ðïóïäåSSêôåò. Ç éäÝá åSSíáé íá ìðïñïýìå íá œñçóéìïðïéÞóïõìå ïðïéïäÞðïôå óõìâïëéóìü ìáò åSSíáé œñÞóéìïò ãéá ôçí Ýêöñáóç óœÝóåùí ìåôáîý ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí.

• ÌåôáâëçôÞ èá èåùñÞóïõìå Ýíá óôïéœåSSï áðü ôï óýíïëï {x, x_0, x_1 . . . , y, y_0 , . . . , z, . . . u , . . . v, . . .}.Ïé ìåôáâëçôÝò üðùò êáé ïé ôýðïé åSSíáé áëöáñéèìçôéêÜ (ðœ ôï x_{18} åSSíáé Ýíá áëöáñéèìçôéêü ôñéþí óõìâüëùí.

• ÓôáèåñÜ åSSíáé Ýíá áðü ôá óýìâïëá 0, 1 (1=áëçèÝò, 0 =øåõäÝò).

• Ëïãéêüò óýíäåóìïò åSSíáé Ýíá áðü ôá óýìâïëá ∨, ∧, ¬, →, ≡, ≠ ìå ôéò óõíÞèåéò óçìáóSSåò ôïõò

• ÊÜèå ëïãéêÞ óœÝóç R Ýœåé ôï áíôSSóôïéœï óýìâïëï ëïãéêÞò óœÝóçò

• Ïé ðïóïäåSSêôåò ∃x, ∀x Ýœïõí ôç óõíÞèç óçìáóSSá.

• Literal åSSíáé ìéá ìåôáâëçôÞ ç ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç. □ ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.4

V ar(A): Áí A åSSíáé Ýíáò ôýðïò, ôüôå ìå V ar(A) óõìâïëSSæïõìå ôï óýíïëï ôùí åëåýèåñùí (ðïõ äåí Ýœïõí ðïóïäåéœèåSS) ìåôáâëçôþí ðïõ åìöáíSSæïíôáé óôï A. Ìéá áíÜèåóç óôï A åSSíáé ìéá óõíÜñôçóç s : V ar(A) → {0, 1}. ËÝìå ïôSS ç áíÜèåóç s éêáíïðïéåSS ôï A áí ç s êÜíåé ôï A áëçèÝò. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.5

Sat(A): Sat(A) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí áíáèÝóåùí s ðïõ éêáíïðïéïýí ôï A. Äýï ôýðïé A êáé B åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìïé áí V ar(A) = V ar(B) êáé Sat(A) = Sat(B). □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.6

K^A_{i,V} : ÿóôù A ôýðïò ìå V ⊆ V ar(A), êáé i ∈ {0, 1}. Ôüôå K^A_{i,V} åSSíáé ç áíÜèåóç s : V ar(A) → {0, 1} ðïõ ïñSSæåôáé ùò s(ξ) = i áí êáé ìüíï áí ξ ∈ V . ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå áðëþò K_{i,V} ìå ôï A íá âãáSSíåé áðü ôá óõìöñáæüìåíá. Ôï K_i óõìâïëSSæåé ôçí áíÜèåóç ðïõ Ýœåé ôçí óôáèåñÞ ôéìÞ i (êáé ðÜëé ôï A âãáSSíåé áðü ôá óõìöñáæüìåíá). □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.7

A[^ξ_w]: Áí A Ýíáò ôýðïò, ξ ìéá ìåôáâëçôÞ, êáé w åSSíáé Ýíá literal, ôüôå A[^ξ_w] óõìâïëSSæåé ôïí ôýðï ðïõ óœçìáôSSæåôáé áðü ôï A áí áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå åìöÜíéóç ôçò ξ ìå ôï w. Áí V åSSíáé Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí, ôüôå A[^V_w ] óõìâïëSSæåé ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ìå w êÜèå åìöÜíéóçò ìåôáâëçôÞò ôïõ V . ÐïëëáðëÝò áíôéêáôáóôÜóåéò óõìâïëSSæïíôáé ìå åêöñÜóåéò üðùò A[^V_w ,^{V ′}_w′ ,^{V ′′}_w′′ ] êáé ìå íüçìá ðñïöáíÝò. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.8

Gen(S): Ôï óýíïëï ôùí õðáñîéáêÜ ðïóïäåéêôïýìåíùí S-ôýðùí ìå óôáèåñÝò óõìâïëSSæåôáé ìå Gen(S). ÓõãêåêñéìÝíá, Gen(S) åSSíáé ôï ìéêñüôåñï óýíïëï ôýðùí ôÝôïéùí þóôå:

• ∀R ∈ S, R(x_1, . . .) ∈ Gen(S).

• ∀A, B ∈ Gen(S) êáé üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò ξ, η ôá ðáñáêÜôù åSSíáé üëá óôï Gen(S) : A ∧ B, A[^ξ_η], A[^ξ_0], A[^ξ_1] êáé (∃ξ)A.

Ìå Gen^+(S) óõìâïëSSæïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí ôýðùí ðïõ åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìïé ìå êÜðïéï ôýðï ôïõ Gen(S). □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.9

[A]: Áí A åSSíáé Ýíá ôýðïò ôüôå ìå [A] óõìâïëSSæïõìå ôç ëïãéêÞ óœÝóç ðïõ ïñSSæåé ç A, üôáí ïé ìåôáâëçôÝò ðáSSñíïíôáé óå ëåîéêïãñáöéêÞ óåéñÜ. □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.10

Rep(S): ÔÝëïò óõìâïëSSæïõìå ìå Rep(S) := {[A] : A ∈ Gen(S)}. ÄçëáäÞ Rep(S) åSSíáé ôï óýíïëï ôùí óœÝóåùí ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ìå ðïóïäåéêôïýìåíïõò S-ôýðïõò ìå óôáèåñÝò. Ðáñáôçñïýìå üôé áí S ⊆ S^′, ôüôå Rep(S) ⊆ Rep(S^′). □

4.1.2 Èåþñçìá êëÜóåùí ôïõ Rep(S)

ÈÅÙÑÇÌÁ 4.1.2.1

Èåþñçìá êëÜóåùí ôïõ Rep(S): ÿóôù S Ýíá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ëïãéêþí óœÝóåùí. Áí ôï S éêáíïðïéåSS Ýíáí áðü ôïõò ðáñáêÜôù ðåñéïñéóìïýò (a) − (d) ðáñáêÜôù ôüôå ôï Rep(S) éêáíïðïéåSS ôïí SSäéï ðåñéïñéóìü. Áëëéþò ôï Rep(S) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí óœÝóåùí.

(a) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ

(b) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ

(c) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé a‹ne.

(d) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé bijunctive. ⊠ Ôï õðüëïéðï ôçò õðïåíüôçôáò åSSíáé ç áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò.

ËÇÌÌÁ 4.1.2.1

ÿóôù R ìéá ëïãéêÞ óœÝóç êáé A := R(x_1, . . .). Ôüôå ç R åSSíáé a‹ne áí êáé ìüíï áí ãéá êÜèå s_1, s_2, s_3 ∈ Sat(A), s_1 ⊕ s_2 ⊕ s_3 ∈ Sat(A). ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

Œñçóéìïðïéïýìå ôï áêüëïõèï ãåãïíüò, ðïõ áðïäåéêíýåôáé ìå áðëÞ ãñáììéêÞ Üëãåâñá. Áí K åSSíáé Ýíá ˛eld, ôüôå ôï D ⊆ K^n åSSíáé óýíïëï ëýóåùí åíüò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï K áí êáé ìüíï áí ∀b_1, b_2, b_3 ∈ D êáé ∀c_1, c_2, c_3 ∈ K ìå c_1 + c_2 + c_3 = 1, ôüôå c_1b_1 + c_2b_2 + c_3b_3 ∈ D. Óå ðåñSSðôùóç ðïõ ôï K åSSíáé ôï {0, 1}, áõôÞ ç óõíèÞêç åSSíáé éóïäýíáìç ìå \ôï Üèñïéóìá ïðïéùíäÞðïôå ôñéþí óôïéœåSSùí ôïõ D åSSíáé óôïéœåSSï ôïõ D." Áöïý ç R åSSíáé a‹ne áí êáé ìüíï åÜí A åSSíáé éóïäýíáìç ìå Ýíá óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï {0, 1}, ôï ëÞììá óõíåðÜãåôáé áðü áõôü ôï ãåãïíüò. ÅðSSóçò áðïäåéêíýåôáé ïôSS ï ðëçèéêüò áñéèìüò ìéáò a‹ne óœÝóçò åSSíáé äýíáìç ôïõ 2 ðïõ ìðïñåSS íá œñçóéìïðïéçèåSS ãéá íá áðïäåSSîåé üôé êÜðïéá óœÝóç äåí åSSíáé a‹ne. ■

Ôþñá èá åéóÜãïõìå óõìâïëéóìü ãéá ôï åðüìåíï ëÞììá: Áí ξ åSSíáé ìéá ìåôáâëçôÞ, œñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü ⟨ξ, i⟩ ãéá íá äçëþóïõìå ôï literal ξ áí i = 1 êáé ¬ξ áí i=0. ĳðùò óõíçèSSæåôáé, ôï α äçëþíåé ôï óõìðëçñùìáôéêü literal ôïõ α, äçëáäÞ ôï literal ⟨ξ, 1 − i⟩ üôáí α = ⟨ξ, i⟩. ËÝìå ïôSS ôï literal α = ⟨ξ, i⟩ åSSíáé óõìâáôü ìå Ýíá ôýðï A áí s(ξ) = i ãéá êÜðïéï s ∈ Sat(A). ËÝìå ïôé ç áíÜèåóç s óõìöùíåSS ìå ôï literal α áí α = ⟨ξ, s(ξ)⟩ ãéá êÜðïéá ìåôáâëçôÞ ξ. ÿíá óýíïëï áðü literals åSSíáé óõìâáôü áí äåí óõìðåñéëáìâÜíåé ôá α êáé α ãéá êÜðïéï literal α. Áí s åSSíáé ìéá áíÜèåóç êáé Q åSSíáé Ýíá óõíåðÝò óýíïëï áðü literal, óõìâïëSSæïõìå ìå s#Q ôçí áíÜèåóç ç ïðïSSá äéáöÝñåé áðü ôï s ìüíï óôï óýíïëï {ξ : ⟨ξ, 1 − s(ξ)⟩ ∈ Q}.

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.2.1

Imp_A(α): ÿóôù á Ýíá literal êáé Á Ýíáò ôýðïò. ÏñSSæïõìå Imp_A(α) íá åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí literals â ôÝôïéùí þóôå êÜèå s ∈ Sat(A) ðïõ óõìöùíåSS ìå ôï á óõìöùíåSS åðSSóçò êáé ìå ôï â. ÿôóé, ôï Imp_A(α) åSSíáé ôï óýíïëï ôùí literal ðïõ \åðÜãïíôáé" áðü ôï literal á. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí A = x ∨ y, ôüôå ⟨y, 1⟩ ∈ Imp_A(⟨x, 0⟩). □

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.2.2

Óýíïëï áëëáãÞò: ÿóôù A Ýíáò ôýðïò êáé s ∈ Sat(A). ÿíá óýíïëï áëëáãÞò ãéá ôï (A, s) åSSíáé Ýíá óýíïëï V ⊆ V ar(A) ôÝôïéï þóôå s ⊕ K_{1,V} ∈ Sat(A). ÄçëáäÞ, V åSSíáé Ýíá óýíïëï áëëáãþí ãéá ôï (A,s) áí êáé ìüíï áí ç áíÜèåóç ðïõ äéáöÝñåé áðü ôï s ìüíï óôï V éêáíïðïéåSS ôï Á. □

ËÇÌÌÁ 4.1.2.2

ÿóôù R ìéá ëïãéêÞ óœÝóç êáé A := R(x_1, . . .). Ôüôå ôá ðáñáêÜôù åSSíáé éóïäýíáìá:

(a) R åSSíáé bijunctive

(b) Ãéá êÜèå s ∈ Sat(A), áí V_1 êáé V_2 åSSíáé óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A,s) ôüôå åSSíáé êáé ôï V_1 ∩ V_2

(c) Ãéá êÜèå s ∈ Sat(A) êáé êÜèå literal á ôï ïðïSSï åSSíáé óõìâáôü ìå ôï A, s#Imp_A(α) ∈ Sat(A). ⊞ ÁÐÏÄÅÉÎÇ

(a) → (b) : ÿóôù ïôSS ç R åSSíáé bijunctive. ÿôóé, ôï A åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå êÜðïéï ôýðï B ï ïðïSSïò åSSíáé conjuction áðü ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò (α → β), ìå α, β literal. ÿóôù s ∈ Sat(A) äùóìÝíï êáé Ýóôù V_1, V_2 óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A, s). ÿóôù Q ôï ìéêñüôåñï óýíïëï literal ôÝôïéï þóôå:

• {⟨η, 1 − s(η)⟩ : η ∈ V_1 ∩ V_2} ∈ Q.

• üôáí α ∈ Q êáé (α → β) Þ (β → α) åSSíáé Ýíá conjuct ôïõ B ãéá êÜðïéï literal â, ôüôå β ∈ Q.

Ðñïöáíþò êÜèå áíÜèåóç t ∈ Sat(B) ç ïðïSSá äéáöÝñåé áðü ôï s óå üëá ôá V_1 ∩ V_2 ðñÝðåé íá óõìöùíåSS ìå êÜèå literal óôï Q. Åöüóùí s ⊕ K_{1,V1} åSSíáé ìéá ôÝôïéá áíÜèåóç, ôï Q åSSíáé óõìâáôü êáé äåí ìðïñåSS íá ðåñéÝœåé literal ⟨η, 1−s(η)⟩ ìå η /∈ V_2. Ïðüôå, s#Q = s⊕K_{1,V1∩V2} . ÅSSíáé åýêïëï íá äåSSîïõìå ïôé s#Q éêáíïðïéåSS êÜèå conjuct ôïõ B, êáé Üñá s#Q = s ⊕ K_{1,V1∩V2} ∈ Sat(B) = Sat(A). űñá V_1 ∩ V_2 åSSíáé Ýíá óýíïëï áëëáãÞò ãéá ôï (A, s).

(b) → (c) : ÿóôù ïôSS ôï (b) éóœýåé. ÿóôù s ∈ Sat(A), êáé Ýóôù α íá åSSíáé Ýíá literal óõìâáôü ìå ôï A. ÈÝëïõìå íá äåSSîïõìå ïôé s#Imp_A(α) ∈ Sat(A).

ÿóôù ïôé ôï s äåí åSSíáé óõìâáôü ìå ôï α, äçëáäÞ α = ⟨ξ, 1−s(ξ)⟩ ãéá êÜðïéá ìåôáâëçôÞ ξ. ÿóôù W := {η : ⟨η, 1 − s(η)⟩ ∈ Imp_A(α)} äçëáäÞ, W åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìåôáâëçôþí óôéò ïðïSSåò ôï ôï Imp_A(α) äéáöùíåSS ìå ôï s. Éóœõñéæüìáóôå ïôSS W = ∩{V : V åSSíáé Ýíá óýíïëï áëëáãþí ãéá ôï (A, s) êáé ξ ∈ V }. ÐñïóÝœïõìå ïôé êÜèå óýíïëï áëëáãþí ðïõ ðåñéÝœåé ôï ξ ðñÝðåé åðSSóçò íá ðåñéÝœåé êáé üëï ôï W , áöïý ôï W áðïôåëåSSôáé áðü üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ áíáãêáóôéêÜ ðñÝðåé íá áëëÜîïõí áí áëëÜîåé ôï ξ. Áðü ôçí Üëëç, áí êÜðïéá ìåôáâëçôç ç äåí ðåñéÝœåôáé óôï W , ôüôå õðÜñœåé êÜðïéá áíÜèåóç t þóôå t(ξ) ≠ s(ξ) áëëÜ t(η) = s(η), Ýôóé þóôå ôï ç äåí ðåñéÝœåôáé óôï óýíïëï áëëáãÞò {ζ : t(ζ) ≠ s(ζ)}. Áõôü áðïäõêíýåé ôïí éóœõñéóìü. Ôþñá ìå áëëåðÜëëçëåò œñÞóåéò ôçò õðüèåóçò (b), ôï W åSSíáé Ýíá óýíïëï áëëáãÞò ãéá ôï (A, s). ÿôóé, s ⊕ K_{1,W} = s#Imp_A(α) ∈ Sat(A).

(c) → (a) : ÕðïèÝôïõìå ïôé ãéá êÜèå s ∈ Sat(A) êáé êÜèå literal α ôï ïðïSSï åSSíáé óýìâáôï ìå ôï A, s#Imp_A(a) ∈ Sat(A). ÏñSSæïõìå B íá åSSíáé ç conjuction ôùí {(α → β) : α, β literal êáé β ∈ Imp_A(α)}. Óçìåéþíïõìå ïôé V ar(B) = V ar(A), áöïý ôï B Ýœåé ôï conjuct (ξ → ξ) ãéá êÜèå ξ ∈ V ar(A). Éóœõñéæüìáóôå ïôé ôï B åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï A, êáé Üñá ç R åSSíáé bijunctive. ÐñÝðåé íá äåSSîïõìå ïôSS Sat(B) = Sat(A). Ðñïöáíþò Sat(A) ⊆ Sat(B), áöïý êÜèå áíÜèåóç ðïõ éêáíïðïéåSS ôï A ðñÝðåé íá éêáíïðïéåSS êáé êÜèå conjuct ôïõ B. ÁðïìÝíåé íá äåSSîïõìå ïôé Sat(B) ⊆ Sat(A). ÿóôù ïôSS äåí éóœýåé, äçëáäÞ õðÜñœåé s_1 ∈ Sat(B)−Sat(A). ÅðéëÝãïõìå s_2 ∈ Sat(A) þóôå |W | åSSíáé ìÝãéóôï, ìå W = {η : s_1(η) = s_2(η)}. ÅðéëÝãïõìå ξ ∈ V ar(A)−W , êáé Ýóôù α := ⟨ξ, s_1(ξ)⟩. Ôï literal α åSSíáé óõìâáôü ìå ôï A, ãéáôSS áí ôï α Þôáí áóýìâáôï ìå ôï A, ôï B èá åSSœå Ýíá conjuct ðïõ èá åðéâåâáSSùíå ôï ãåãïíüò(äçëáäÞ, áí α = ⟨ξ, 0⟩ åSSíáé áóýìâáôï ìå ôï A, ôüôå ôï B Ýœåé Ýíá conjuct (¬ξ → ξ), êáé áí α = ⟨ξ, 1⟩ åSSíáé áóýìâáôï ìå ôï A, ôüôå ôï B Ýœåé Ýíá conjuct (ξ → ¬ξ)), êáé áõôü èá áíÜãêáæå s_2(ξ) = s_1(ξ). ÿóôù s_3 := s_2#Imp_A(α). áðü õðüèåóç ôï s_3 éêáíïðïéåSS ôï A. ÕðïóôçñSSæïõìå ïôSS ãéá êÜèå η ∈ W, s_3(η) = s_2(η). Ãéá íá ôï äïýìå áõôü, õðïèÝôïõìå η ∈ W ìå s_3(η) ≠ s_2(η). Áöïý ôþñá ⟨η, 1 − s_2(η)⟩ ∈ Imp_A(α), ôï B èá Ýœåé Ýíá conjuct (α → ⟨η, 1 − s_2(η)⟩), Þ éóïäýíáìá (⟨ξ, s_1(ξ)⟩ → ⟨η, 1 − s_1(η)⟩). Áõôü ôï conjuct äåí éêáíïðïéåSSôáé áðü ôï s_1, áíáéñþíôáò ôçí õðüèåóç ïôé ôï s_1 éêáíïðïéåSS ôï B. Áõôü áðïäõêíýåé ôïí éóœõñéóìü. ÿôóé ôï s_3 óõìöùíåSS ìå ôï s_1 óå üëá ôá W ∪ ξ. ôï ïðïSSï áíáéñåSS ôçí õðüèåóç ïôSS ôï s_2 ìåãéóôïðïéåSS ôï |W |. Êáé ìå áõôÞí ôçí åéò Üôïðï áðáãùãÞ ôåëåéþíåé ç áðüäåéîç. ■

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.2.3

i-êëåSSóéìï: ÿóôù A Ýíáò ôýðïò, Ýóôù i ∈ {0, 1}, êáé Ýóôù V ⊆ V ar(A). ÏñSSæïõìå ôï i-êëåSSóéìï ôïõ V óå óœÝóç ìå ôï A íá åSSíáé ôï óýíïëï Cl_{i,A}(V ) := {ξ ∈ V ar(A) : ∀s ∈ Sat(A) ôÝôïéï þóôå s|V ≡ i, s(ξ) ≡ i}. ÄçëáäÞ Cl_{0,A}(V ) (Cl_{1,A}(V )) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ áíáãêáóôéêÜ ãSSíïíôáé øåõäåSSò (áëçèåSSò) üôáí üëåò ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ V ãSSíïíôáé øåõäåSSò (áëçèåSSò). ÅSSíáé åýêïëï íá äïýìå ïôé V ⊆ Cl_{i,A}(V ), êáé ïôé V ⊆ V^′ óõíåðÜãåôáé Cl_{i,A}(V ) ⊆ Cl_{i,A}(V^′), ãéá êÜèå V, V^′ ⊆ V ar(A), i ∈ {0, 1}. Êáëïýìå ôï óýíïëï V ⊆ V ar(A) i-êëåéóôü óôï A áí V = Cl_{i,A}(V ). ÅðSSóçò êáëïýìå ôï V i-óõìâáôü óôï A áí õðÜñœåé êÜðïéï s ∈ Sat(A) ôÝôïéï þóôå s|V ≡ i. ËÝìå ïôé ôï V åSSíáé i-ìçêëåéóôü (i-áóýìâáôï) óôï A áí ôï V äåí åSSíáé i-êëåéóôü (i-óõìâáôü) óôï A. □

ËÇÌÌÁ 4.1.2.3

ÿóôù R ìéá ëïãéóêÞ óœÝóç êáé A := R(x_1, . . .). Ôüôå

• Ç R åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ áí êáé ìüíï áí üôáí V ⊆ V ar(A) åSSíáé 0-óõìâáôÞ êáé 0-êëåéóôÞ ãéá ôï A, K_{0,V} ∈ Sat(A)

• R åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ áí êáé ìüíï áí üôáí V ⊆ V ar(A) åSSíáé 1- óõìâáôÞ êáé 1-êëåéóôÞ ãéá A, K_{1,V} ∈ Sat(A). ⊞ ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÐñÝðåé íá áðïäåSSîïõìå ôï ðñþôï ìÝñïò. Ç áðüäåéîç ôïõ 2ïý âãáSSíåé üìïéá. Áí R åSSíáé êåíü, ôüôå ôï ëÞììá éóœýåé ðñïöáíþò, ïðüôå èåùñïýìå R ìç êåíü.

(⇒): ÿóôù ïôSS ôï R åSSíáé áóèåíþò èåôéêü. ÿôóé ôï A åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå êÜðïéo CNF ôýðï A^′ ï ïðïSSïò Ýœåé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç óå êÜèå conjuct. ÁñêåSS íá äåSSîïõìå ïôSS áí V ⊆ V ar(A^′) åSSíáé 0- óõìâáôü êáé 0-êëåéóôü ãéá ôï A^′, ôüôå K_{0,V} ∈ Sat(A^′). ÿóôù V åSSíáé Ýíá ôÝôïéï óýíïëï êáé õðïèÝôïõìå üôé K_{0,V} /∈ Sat(A^′). ÿóôù C Ýíá conjuct ôçò A^′ óôï ïðïSSï ç K_{0,V} áðïôõãœÜíåé. ÿóôù U ôü óýíïëï áðü ìåôáâëçôÝò œùñSSò Üñíçóç ôïõ C. Åöüóïí K_{0,V} áðïôõãœÜíåé óôï C, U ⊆ V . Áí ôï C äåí Ýœåé ìåôáâëçôÝò ìå Üñíçóç, ôüôå äåí éóœýåé ïôSS ôï V åSSíáé 0-óõìâáôü ãéá ôï A^′. Áëëéþò, Ýóôù ç ç ìüíç ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç óôï C. ÅSSíáé ðñïöáíÝò ïôé η ∈ Cl_{0,A}′ (U). ÅðSSóçò, áöïý K_{0,V} áðïôõãœÜíåé óôï C, η /∈ V . ÁëëÜ ôüôå ç V äåí åSSíáé 0-êëåéóôÞ óôï A^′. Áõôü áðïäåéêíýåé ôï ãåãïíüò ïôé K_{0,V} ∈ Sat(A^′).

(⇐): ÕðïèÝôïõìå K_{0,V} ∈ Sat(A) ãéá üëá ôá 0-êëåéóôÜ êáé 0-óõìâáôá óýíïëá V ⊆ V ar(A). ÿóôù A^′ íá åSSíáé ôï conjuction üëùí ôùí ðñïôÜóåùí {(ξ_1 ∨ . . . ∨ ξ_n) : ξ_1, . . . , ξ_n åSSíáé 0-ìçéêáíïðïéÞóéìá ãéá ôï A } ∪ {(¬η ∨ ξ_1 ∨ . . . ∨ ξ_ν ) : η ∈ Cl_{0,A}({ξ_1, . . . , ξ_ν })}. Åöüóïí êÜèå ìåôáâëçôÞ ðåñéÝœåôáé óôï SSäéï ôçò ôï 0-êëåSSóéìï, A^′ Ýœåé Ýíá conjuct (¬ξ ∨ ξ) ãéá êÜèå ξ ∈ V ar(A), êáé Üñá V ar(A^′) = V ar(A). Éóœõñéæüìáóôå ïôSS ôï A^′ åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï A. Ãéá íá äåSSîïõìå ïôé Sat(A) ⊆ Sat(A^′), õðïèÝôïõìå ïôé s /∈ Sat(A^′). ÿóôù C íá åSSíáé Ýíá conjuct ôçò A^′ óôï ïðïSSï ç s áðïôõãœÜíåé. Áí ôï C åSSíáé ôçò ìïñöÞò (ξ_1 ∨ . . . ∨ ξ_n) ôüôå s(ξ_1) = . . . = s(ξ_n) = 0 êáé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ A^′{ξ_1, . . . , ξ_n} åSSíáé 0-ìçóõìâáôü óôï A, Ýôóé, s /∈ Sat(A). Áëëéþò ôï C åSSíáé ôçò ìïñöÞò (¬η∨ξ_1 ∨. . .∨ξ_n), êáé Üñá s(η) = 1, s(ξ_1) = . . . = s(ξ_n) = 0. Ôüôå áðü ïñéóìü ôïõ A^′, η ∈ Cl_{0,A}(ξ_1, . . . , ξ_n), êáé Üñá s /∈ Sat(A). Áõôü áðïäåéêíýåé ïôé Sat(A) ⊆ Sat(A^′). ÌåôÜ äåSSœíïõìå ïôé Sat(A^′) ⊆ Sat(A). ÿóôù s /∈ Sat(A). ÿóôù V = {ξ : s(ξ) = 0}. Áðü ôçí éäéüôçôá ðïõ Ýœïõìå õðïèÝóåé ãéá ôçí A, ç V åSSíáé åSSôå 0-ìçóõìâáôÞ Þ 0-ìçêëåéóôÞ óôï A. Áí åSSíáé 0-ìçóõìâáôÞ, ôüôå (ξ_1 ∨ . . . ∨ ξ_n) åSSíáé conjuct ôçò A^′, üðïõ V = {ξ_1, . . . , ξ_ν }, êáé Üñá s /∈ Sat(A^′). Áí V åSSíáé 0-ìçêëåéóôÞ, Ýóôù η ∈ Cl_{0,A}(V ) − V . Ôüôå (¬η ∨ ξ_1 ∨ . . . ∨ ξ_n) åSSíáé Ýíá conjuct ôçò A^′, êáé Üñá s /∈ Sat(A^′). Áõôü áðïäåéêíýåé ïôé Sat(A^′) ⊆ Sat(A). űñá Sat(A) = Sat(A^′) êáé Üñá A^′ åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï A. Êáé ôåëéêÜ ç R åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ. ■

ËÇÌÌÁ 4.1.2.4

ÿóôù R ìéá ëïãéêÞ óœÝóç. Áí R äåí åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ, ôüôå Rep({R}) ∩{[x ≠ y], [x ∨ y]} ≠ ∅. Áí R äåí åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ, ôüôå Rep({R}) ∩ {[x ≠ y], [¬x ∨ ¬y]} ≠ ∅ . ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÿóôù R ìéá ëïãéêÞ óœÝóç ç ïðïSSá äåí åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ, êáé Ýóôù A := R(x_1, . . .). Áðü ðñïçãïýìåíï ëÞììá (åíüôçôá 4.1.2 óåëSSäá 46) õðÜñœåé Ýíá óýíïëï V ⊆ V ar(A) ôï ïðïSSï åSSíáé 1-óõìâáôü êáé 1-êëåéóôü ùóôÝ K_{1,V} /∈ Sat(A). ÿóôù V := V ar(A) − V . ÅðéëÝãïõìå W ⊆ V ôÝôïéï þóôå íá Ýœåé ôç ìåãáëýôåñç ðëçèéêüôçôá Ýôóé þóôå ôï K_{0,W} ∈ Sat(A). ÅSSíáé ðñïöáíÝò áðü ôïõò ïñéóìïýò ïôé 1 ≤ |W |⟨|V |. ÅðéëÝãïõìå ξ ∈ V − W , êáé Ýóôù s ìéá áíÜèåóç ðïõ éêáíïðïéåSS ôï A Ýôóé þóôå s|V ≡ 1 êáé s(ξ) = 0. ÿíá ôÝôïéï s õðÜñœåé ãéáôSS ôï V åSSíáé 1-êëåéóôü êáé 1-óõìâáôü. Ãéá j ∈ {0, 1} ïñSSæïõìå W_j := {η ∈ W : s(η) = j}, W_j := {η ∈ V ar(A) − W : s(η) = j}, êáé Ýóôù B := A[^{W0}_0 ,^{W1}_x ,^{W0}_y ,^{W1}_1 ]. W_1 åSSíáé ìç êåíü áöïý ôï |W | åSSíáé ìÝãéóôï. W_0 åSSíáé ìç êåíü áöïý ðåñéÝœåé ôï ξ. űñá ôá x êáé y õðÜñœïõí óôï B.

Ðñïöáíþò [B] ∈ Rep({R}). ÅðSSóçò, ôï [B] ðåñéÝœåé ôï (0, 1) êáé ôï (1, 0), ãéáôSS ôï A åSSíáé éêáíïðïéÞóéìï áðü K_{0,W} êáé ôï s ôáõôïœñüíùò. ÔÝëïò ôï [B] äåí ðåñéÝœåé ôï (0, 0) ëüãù ôïõ ïôé ôï |W | åSSíáé ìÝãéóôï. ÔåëéêÜ áíÜëïãá ìå ôï áí ôï (1, 1) ðåñéÝœåôáé óôï [B], ôï [B] åSSíáé åSSôå ôï [x ≠ y] Þ ôï [x ∨ y]. Áõôü áðïäåéêíýåé ôï ëÞììá óôçí ðåñSSðôùóç ðïõ ç R åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ. ĳìïéá êáé ãéá ôéò áóèåíþò èåôéêÝò. ■

ÐÏÑÉÓÌÁ 4.1.2.1

Áí ç S Ýœåé êÜðïéá óœÝóç ç ïðïSSá äåí åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ êáé ìéá ðïõ äåí åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ ôüôå [x ≠ y] ∈ Rep(S). ⊡

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÿóôù R, R^′ ∈ S ìå R ìç áóèåíþò èåôéêÞ êáé R^′ ìç áóèåíþò áñíçôéêÞ. ÿóôù ïôé [x ≠ y] /∈ Rep(S). Ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá, [x ∨ y] êáé [¬x∨¬y] åSSíáé óôï Rep(S). űñá ôï Rep(S) ðåñéÝœåé êáé ôï [(x∨y)∧(¬x∨¬y)], ôï ïðïSSï åSSíáé ôï [x ≠ y]. ■

ËÇÌÌÁ 4.1.2.5

ËÞìá áíôéêáôÜóôáóçò ìå Üñíçóç: ÿóôù [x ≠ y] ∈ Rep(S). Ôüôå ôï Gen^+(S) åSSíáé êëåéóôü óôç áíôéêáôÜóôáóç ìå Üñíçóç, äçëáäÞ, áí A ∈ Gen^+(S) êáé ξ, η åSSíáé ìåôáâëçôÝò, A[^ξ_{¬η}] ∈ Gen^+(S). ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

Aðü õðüèåóç Gen^+(S) ðåñéÝœåé ôïí ôýðï x ≠ y. ÐáñáôçñÞóôå ïôé A[^ξ_{¬η} ] åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå (∃u)(A[^ξ_u] ∧ η ≠ u), ìå u íá åSSíáé ìéá ìåôáâëçôÞ ç ïðïSSá äåí õðÜñœåé óôï A. űñá, A[^ξ_{¬η} ] ∈ Gen^+(S). ■

Ìå ôïí üñï \ëïãéêÞ óœÝóç 3 óôïéœåSSùí" åíïïýìå ìéá óœÝóç ìå áêñéâþò 3 óôïéœåSSá ïñéóìÝíç óôï 2^2. Ðñïöáíþò áõôÝò åSSíáé 4 ïé [x ∨ y], [¬x ∨ y], [x ∨ ¬y] êáé [¬x ∨ ¬y].

ËÇÌÌÁ 4.1.2.6

ÿóôù R ìéá óœÝóç ç ïðïSSá äåí åSSíáé a‹ne. Ôüôå ôï Rep({R, [x ≠ y]}) ðåñéÝœåé üëåò ôéò ëïãéêÝò óœÝóåéò 3 óôïéœåSSùí. ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÁñêåSS íá äåSSîïõìå ïôé ç Rep({R, [x ≠ y]}) ðåñéÝœåé êÜðïéá ôÝôïéá óœÝóç áöïý ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ìå Üñíçóç ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå üëåò ôéò Üëëåò.

ÿóôù A := R(x_1, . . .). Œñçóéìïðïéþíôáò ðñïçãïýìåíï ëÞììá (åíüôçôá 4.1.2 óåëSSäá 43) Ýóôù s_0, s_1, s_2 áíáèÝóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí ôï A Ýôóé þóôå ôï s_0⊕s_1⊕s_2 äåí éêáíïðïéåSS ôï A. Äçìéïõñãïýìå ôï A^′ áðü ôï A áíôéóôñÝöïíôáò êÜèå åìöÜíéóç ìåôáâëçôÞò óôï óýíïëï {η : s_0(η) = 1}. Œñçóéìïðïéþíôáò ôï ëÞììá ôçò áñíçôéêÞò áíôéêáôÜóôáóçò, A^′ ∈ Gen^+({R, [x ≠ y]}) . ÏñSSæïõìå s^′_j := s_i ⊕ s_0, ìå i = 1, 2. Ðáñáôçñïýìå ïôé ìéá áíÜèåóç t éêáíïðïéÝé ôï A^′ áí êáé ìüíï áí t ⊕ s_0 éêáíïðïéåSS ôï A. ÿôóé K_0 (äçëáäÞ ç áíÜèåóç 0 óå üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò), ïé s^′_1, s^′_2 éêáíïðïéïýí ôï A^′ , áëëÜ ç s^′_1 ⊕ s^′_2 üœé. Ãéá i, j = 0, 1, Ýóôù V_{i,j} := {ξ ∈ V ar(A^′) : s^′_1(ξ) = i êáé s^′_2(ξ) = j} êáé Ýóôù B := A[^{V0,0}_0 ,^{V0,1}_x ,^{V1,0}_y ,^{V1,1}_z ]. Ðñïöáíþò, B ∈ Gen^+({R, [x /∈ y]}). ÕðïèÝôïõìå œùñSSò áðþëåéá ôçò ãåíéêüôçôáò ïôSS x,y,z åìöáíSSæïíôáé óôï Â. (Áí êÜðïéï äåí åìöáíSSæåôáé, Ýóôù ôï x åSSóÜãïõìå Ýíá conjuct (∃w)(w ≠ x) áðëþò ãéá íá åìöáíéóôåSS.) Áðü ïôé Ýœïõìå ðåé ãéá ôï A^′, ôï [B] ðåñéÝœåé ôá (0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1) áëëÜ üœé ôï (1, 1, 0). ÕðïèÝôïõìå ïôSS Rep({R, [x ≠ y]}) äåí ðåñéÝœåé êáìSSá óœÝóç ôñéþí óôïéœåSSùí. Ôüôå ç [B] ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé ôï (0, 1, 0) Þ áëëéþò [(∃x)B] åSSíáé {(0, 0), (1, 1), (0, 1)}. ÅðSSóçò ôï [B] ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé ôá (1, 0, 0) Þ áëëéþò [(∃y)B] åSSíáé {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, êáé áõôÞ ç áíôSSèåóç ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç. ■

ËÇÌÌÁ 4.1.2.7

ÿóôù R ìéá ëïãéêÞ óœÝóç ç ïðïSSá äåí åSSíáé bijunctive. Ôüôå ôï Rep({R, [x ≠ y], [x ∨ y]}) ðåñéÝœåé ôç óœÝóç "áêñéâþò Ýíá áðü ôá x, y, z." ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÿóôù A := R(x_1, . . .). Óýìöùíá ìå ëÞìá (åíüôçôá 4.1.2 óåëSSäá 44) , õðÜñœåé s_0 ∈ Sat(A) êáé U, V ⊆ V ar(A) ôÝôïéá þóôå U êáé V åSSíáé óýíïëá áëëáãþí ãéá ôï (A, s), áëëÜ U ∩ V äåí åSSíáé óýíïëï áëëáãþí ãéá ôï (A, s). Äçìéïõñãïýìå ôï A^′ áðü ôï A áíôéóôñÝöïíôáò êÜèå åìöÜíéóç êÜèå ìåôáâëçôÞò óôï óýíïëï {η : s_0(η) = 1}. Œñçóéìïðïéþíôáò ôï ëÞììá ôçò áíôSSóôñïöçò áíôéêáôÜóôáóçò A^′ ∈ Gen^+({R, [x ≠ y]}). Ðáñáôçñïýìå ïôSS ôá U êáé V åSSíáé óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A^′, K_0), ïðïý K_0 åSSíáé ç áíÜèåóç ðïõ óå üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò áðïäSSäåé ôï 0, áëëÜ ôï U ∩ V äåí åSSíáé. (ÅðSSóçò ôï K_0 éêáíïðïéÝé ôçí A^′). ÏñSSæïõìå: B := A^′[^{V ar(A′)−(U∪V )}

0 ,^{U∩V}_x ,^{U−V}_y ,^{V −U}_z ].

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ãéá ôá óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A^′, K_0), ôï [B] ðåñéÝœåé ôá (0, 0, 0), (1, 1, 0) êáé (1, 0, 1) áëëÜ üœé ôï (1, 0, 0). Ôþñá ïñSSæïõìå ôï B^′ := B[^x_{¬x}] ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬y ∨ ¬z) ∧ (¬z ∨ ¬x). Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá ôçí áíôéêáôÜóôáóçò ìå áíôéóôñïöÞ, B^′ ∈ Gen^+({R, [x ≠ y], [x ∨ y]}). ÅSSíáé åýêïëï íá åëÝãîïõìå ïôé [B^′] = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. ÄçëáäÞ, [B^′] åSSíáé ç óœÝóç \áêñéâþò Ýíá áðü ôá x, y, z." ■

ËÇÌÌÁ 4.1.2.8

ÿóôù R ç ëïãéêÞ óœÝóç \áêñéâþò Ýíá áðü ôá x, y, z". Ôüôå Rep({R}) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí óœÝóåùí. ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÏñSSæïõìå:

A := (∃u_1, u_2, u_3, u_4, u_5, u_6)

(R(x, u_1, u_4) ∧ R(y, u_2, u_4) ∧ R(u_1, u_2, u_5) ∧ R(u_3, u_4, u_6) ∧ R(z, u_3, 0))

B := R(x, y, 0)

ÅSSíáé ðñïöáíÝò íá áðïäåSSîïõìå ïôSS ôï A åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï (x∨y∨ z) êáé ïôSS ôï B åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï x ≠ y. ÿóôù ç ëïãéêÞ óœÝóç Q äùóìÝíç ìå Q = [C] ãéá êÜðïéï ðñïôáóéáêü ôýðï C. Ìå ôï íá åéóÜãåé ìéá íÝá õðáñîéáêÜ ðïóïäåéêôïýìåíç ìåôáâëçôÞ ãéá êÜèå binary ëïãéêü óýíäåóìï ôïõ C, ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôïí ôýðï (∃y_1, . . . , y_m)D, éóïäýíáìç ìå ôçí C, ïðïý D åSSíáé ìéá conjuction ðñïôÜóåùí êÜèå ìéá áðü ôéò ïðïSSåò ìå ôï ðïëý 3 ìåôáâëçôÝò (êáé Üñá ç D ìðïñåSS íá åðåêôáèåSS óå CNF ìïñöÞ ìå ôï ðïëý 3 literal áíÜ conjuct.) ËåðôïìÝñåéåò áõôÞò ôçò äéáäéêáóSSáò ìðïñïýí íá âñåèïýí óôá [BBFMP] êáé [St]. Ôþñá åSSíáé ðñïöáíÝò, œñçóéìïðïéþíôáò ôïõò ôýðïõò A êáé B, íá ìåôáôñÝøïõìå ôï D óå Ýíáí éóïäýíáìï ôýðï óôï Gen({R}). Ðñïöáíþò Q ∈ Rep({R}). űñá Rep({R}) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí. ■ ÁÐÏÄÅÉÎÇ

Áðüäåéîç ôïõ áñœéêïý èåùñÞìáôïò.

Ðñþôá äåSSœíïõìå ïôé áí ç S äåí éêáíïðïéåSS êáìSSá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò (a) - (d) ôïõ ðñþôïõ èåùñÞìáôïò, Rep(S) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí óœÝóåùí. ÕðïèÝôïõìå ïôé ç S äåí éêáíïðïéåSS êáíÝíá áðü ôá (a) - (d). Ôüôå ôï S ðåñéÝœåé êÜðïéá óœÝóç R_1 ðïõ äåí åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ, êÜðïéá óœÝóç R_2 ðïõ äåí åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ, êÜðïéá R_3 ðïõ äåí åSSíáé a‹ne, êáé êÜðïéá R_4 ðïõ äåí åSSíáé bijunctive. Áêïëïõèþíôáò ôþñá ôçí ðïñåSSá ôùí ðñïçãïýìåíùí ëçììÜôùí [x ≠ y] ∈ Rep({R_1, R_2}), [x ∨ y] ∈ Rep({R_1, R_2, R_3}) êáé ôÝëïò Rep({R_1, R_2, R_3, R_4}) ðåñéÝœåé ôç óœÝóç "áêñéâþò Ýíá áðü ôá x,y,z" êáé Ýôóé åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí óœÝóåùí. ÿôóé ôï Rep(S) åSSíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí óœÝóåùí. ÁðïìÝíåé íá äåSSîïõìå ïôé áí ôï S éêáíïðïéåSS Ýíáí áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò (a)-(d) ôüôå ôï SSäéï éóœýåé êáé ãéá ôï Rep(S). (Åýêïëç áðüäåéîç ç ïðïSSá äåí œñåéÜæåôáé ãéá ðåñåôÝñù). ■

4.1.3 Ôï èåþñçìá äéœïôüìçóçò

ÈÅÙÑÇÌÁ 4.1.3.1

Èåþñçìá äéœïôüìçóçò óôï ðñüâëçìá éêáíïðïéçóéìüôçôáò: ÿóôù S Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ëïãéêþí óœÝóåùí. Áí ôï S éêáíïðïéåSS êÜðïéïõò áðü ôïõò ðáñáêÜôù ðåñéïñéóìïýò ôüôå ôï SAT (S) åSSíáé áðïöáóSSóéìï óå ðïëõïíõìéêü œñüíï. Áëëéþò ôï SAT (S) åSSíáé log-complete óôï NP.

(a) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé 0-éêáíïðïéÞóéìç.

(b) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé 1-éêáíïðïéÞóéìç.

(c) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé áóèåíþò èåôéêÞ

(d) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ.

(e) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé a‹ne.

(f) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé bijunctive. ⊠ ËÇÌÌÁ 4.1.3.1

ÿóôù S Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ëïãéêþí óœÝóåùí. Áí ôï S éêáíïðïéåSS Ýíáí áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò (a)-(d) ôïõ âáóéêïý èåùñÞìáôïò ôçò ðñïçãïýìåíçò õðïåííüôçôáò, ôüôå ôï SAT_C (S) åSSíáé áðïöáóSSóéìï óå ðïëõïíõìéêü œñüíï. Áëëéþò ôï SAT_C (S) åSSíáé log-complete óôï NP. ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

(a) ÕðïèÝóôå ïôSS êÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ. Ôüôå ôï SAT(S) åSSíáé áðïöáóSSóéìï ìå ôïí ðáñáêÜôù áëãüñéèìï:

• ÄùóìÝíïõ S-ôýðïõ Á, áíôéêáèéóôïýìå êÜèå conjuct ôïõ A ìå Ýíáí éóïäýíáìï CNF ôýðï A^′ ðïõ Ýœåé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç óå êÜèå conjuct.

• Áí êÜèå conjuct ôïõ A^′ ðåñéÝœåé ìéá ìåôáâëçôÞ œùñSSò Üñíçóç áðïäÝîïõ.

• Áëëéþò, Ýóôù (¬ξ) Ýíá conjuct ôïõ A^′. Áí ôï (ξ) åSSíáé åðSSóçò conjuct ôïõ A^′ ÁÐÅÑÉØÅ. Áëëéþò, êüøå êÜèå conjuct óôï ïðïSSï ôï ¬ξ åìöáíSSæåôáé êáé ôï î áðü êÜèå conjuct ðïõ åìöáíSSæåôáé œùñSSò Üñíçóç. (Áí ôï A^′ åSSíáé êåíü ÁÐÏÄÏŒÇ).

• ÐSSóù óôï 2.

(b) ĳôáí êÜèå óœÝóç åSSíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ åSSíáé ðáñüìïéá ìå ôçí (a). (c) ÕðïèÝôïõìå ïôé êÜèå óœÝóç óôçí S åSSíáé a‹ne. Ôüôå ãéá íá áðïöáóSSóïõìå áí Ýíáò äùóìÝíïò S-ôýðïò A åSSíáé éáêïíïðïéÞóéìïò, ìåôáôñÝðïõìå ôï A äå Ýíá éóïäýíáìï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï {0, 1} êáé ëýíïõìå ôï óýóôçìá ìå Gaussian elimination. (Ìåéþíïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò êáôÜ ìéá êÜèå öïñÜ ìÝœñé åSSôå üëåò ïé ìåôáâëçôÝò íá öýãïõí Þ íá êáôáëÞîïõìå óå 0 = 1.) Áõôüò åSSíáé ãíùóôüò ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò.

(d) ÕðïèÝôïõìå ïôSS êÜèå óœÝóç óôçí S åSSíáé bijunctive. Ôüôå ãéá íá áðïöáóSSóïõìå áí Ýíáò äùóìÝíïò S-ôýðïò åSSíáé éêáíïðïéÞóéìïò, ôïí ìåôáôñÝðïõìå óå éóïäýíáìï CNF ôýðï ìå ôï ðïëý 2 literal áíÜ conjuct êáé œñçóéìïðïéïýìå ôçí Davis-Putnam äéáäéêáóSSá [DP], ç ïðïSSá üðùò áíáöÝñåôáé êáé óôï [C] áðïöáóSSæåé ôçí éêáíïðïéçóéìüôçôá åíüò ôÝôïéïõ ôýðïõ óå ðïëõùíõìéêü œñüíï.

Óôá (a)- (d) ðÜíù, äþóáìå ðïëõùíõìéêïýò áëãïñSSèìïõò ãéá ôï SAT (S). Ãéá ôï SAT_C (S), äçëáäÞ áí ïé ôýðïé ðåñéÝœïõí óôáèåñÝò, åSSíáé ðñïöáíÝò ðùò ìåôáôñÝðïõìå ôïõò áëãïñSSèìïõò. ÕðïèÝóôå ôþñá ïôSS ôï S äåí éêáíïðïéåSS êáíÝíá áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò (a)- (d). Èá äåSSîïõìå ïôSS ôï SAT_C (S) åSSíáé NP-complete äåSSœíïíôáò SAT 3 ≤_{log} SAT_C (S), ïðïý SAT3 åSSíáé ôï óýíïëï áðï éêáíïðïéÞóéìïõò CNF ôýðïõò ðïõ Ýœïõí ôï ðïëý 3 literal áíá conjuct, Ýíá ðïëý ãíùóôü NP-complete ðñüâëçìá.

ÿóôù R_0, R_1, R_2, R_3 åSSíáé ïé 3 èÝóåùí ëïãéêÝò óœÝóåéò ðïõ ïñSSæïíôáé ùò R_0(x, y, z) ≡ (x ∨ y ∨ z), R_1(x, y, z) ≡ (¬x ∨ y ∨ z), R_2(x, y, z) = (¬x ∨ ¬y ∨ z), R_3(x, y, z) ≡ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z). Ãéá i = 0, 1, 2, 3 Ýóôù F_i(x, y, z) Ýíá ôýðïò óôï Gen(S) ðïõ åSSíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå ôïí R_i(x, y, z). ÔÝôïéïé ôýðïé õðÜñœïõí áðü ôï âáóéêü èåþñçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò õðïåíüôçôáò. ÄùóìÝíïõ åíüò CNF ôýðïõ Á ìå ôï ðïëý 3 literal óå êÜèå conjuct, äçìéïõñãïýìå Ýíáí éóïäýíáìï ôýðï A^′ áíôéêáèéóôþíôáò êÜèå conjuct ôïõ Á ìå Ýíáí áðü ôïõò ôýðïõò F_i ìå ôéò êáôÜëçëåò ìåôáâëçôÝò íá Ýœïõí áíôéêáôáóôáèåSS. Äçìéïõñãïýìå ôï A^{′′} áðü ôï A^′ äéáãñÜöïíôáò üëïõò ôïõò ðïóïäåSSêôåò, áöïý åSSìáóôå óSSãïõñïé ïôSS üëåò ïé ðïóïäåéêôïýìåíåò ìåôáâëçôÝò åSSíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò êáé áðü üëåò ôéò Üëëåò åëÝõèåñåò ìåôáâëçôÝò. Ðáñáôçñïýìå ïôSS ôï A^{′′} åSSíáé éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíï áí A åSSíáé éêáíïðïéÞóéìï. Äåí åSSíáé äýóêïëï íá äåSSîïõìå ïôSS ôï A^{′′} åSSíáé log-space õðïëïãSSóéìï áðü ôï Á. Áõôü áðïäõêíýåé ïôé SAT 3 ≤_{log} SAT_C (S) Ðñïöáíþò áöïý SAT_C (S) ∈ NP , åSSíáé åðáêüëïõèï ïôSS ôï ðñüâëçìá SAT_C (S) åSSíáé log-complete óôï NP. ■

ÏñSSæïõìå \œùñSSò-óôáèåñÝò" áíÜëïãá ôïõ Gen(S) êáé ôïõ Rep(S), ùò áêïõëïýèùò. ÿóôù Gen_{NC} (S) := {A ∈ Gen(S) : äåí åìöáíSSæïíôáé ìåôáâëçôÝò óôï A}, Rep_{NC} (S) := {[A] : A ∈ Gen_{NC} (S)}. Ç ëïãéêÞ óœÝóç R åSSíáé óõìðëçñùìáôéêÞ áí åSSíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá, äçëáäÞ áí ãéá êÜèå (a_1, . . . , a_m) ∈ R, (1 − a_1, . . . , 1 − a_m) ∈ R. Ôï áêüëïõèï ëÞììá êáèïñSSæåé ôç óœÝóç ìåôáîý ôùí SAT (S) êáé SAT_C (S).

ËÇÌÌÁ 4.1.3.2

Áí Rep_{NC} (S) ðåñéÝœåé ôá [x] êáé [¬x], ôüôå Rep(S) = Rep_{NC} (S), êáé Üñá SAT_C (S) êáé SAT (S) Ýœïõí ôçí SSäéá ðïëõðëïêüôçôá. ⊞

ĳðùò ôï åðüìåíï ëÞììá äåSSœíåé ç õðüèåóç ôïõ ëÞììáôïò áðïôõãœÜíåé ìüío óå ðïëý ðåñéïñéóìÝíåò óõíèÞêåò. ÿôóé ãéá ôá ðåñéóóüôåñá óýíïëá S, SAT (S) êáé SAT_C (S) Ýœïõí ôçí SSäéá ðïëõðëïêüôçôá.

ËÇÌÌÁ 4.1.3.3

ÿóôù S íá åSSíáé Ýíá óýíïëï áðü ìç êåíÝò ëïãéêÝò óœÝóåéò. Ôüôå ôïõëÜœéóôïí Ýíá áðü ôá áêüëïõèá éóœýåé:

(a) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç áðü ôï (0, . . . 0).

(b) ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé éêáíïðïéÞóéìç áðü ôï (1, . . . 1).

(c) [x] êáé [¬x] ðåñéÝœïíôáé óôï Rep_{NC} (S).

(d) [x ≠ y] ∈ Rep_{NC} (S).

ÌÜëéóôá, áí ôï (c) áðïôõãœÜíåé êáé ôï (d) éóœýåé, êÜèå óœÝóç ôçò S åSSíáé óõìðëçñùìáôéêÞ. ⊞

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÕðïèÝôïõìå üðùò õðüèçêå ðéï ðÜíù üôé üëåò ïé óœÝóåéò óôï S åSSíáé ìç êåíÝò. ÕðïèÝôïõìå ïôSS ôï (a) êáé ôï (b) áðïôõãœÜíïõí. Èá äåSSîïõìå ïôé ôï (c) Þ ôï (d) éóœýåé.

• Ðñþôç ðåñSSðôùóç. ÊÜèå óœÝóç óôï S åSSíáé 0- Þ 1-éêáíïðïéÞóéìç. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, áöïý ôá (a) êáé (b) áðïôõãœÜíïõí, õðÜñœåé êÜðïéï R_0 ∈ S ôï ïðïSSï åSSíáé 0-éêáíïðïéÞóéìï áëëÜ üœé 1-éêáíïðïéÞóéìï, êáé êÜðïéï R_1 ∈ S ôï ïðïSSï åSSíáé 1-éêáíïðïéÞóéìï áëëÜ üœé 0-éêáíïðïéÞóéìï. ÿóôù A_i := R_i(x_1 . . .), Ýœïõìå [A_i[^{V ar(Ai)}_x ]] = (i) ãéá i = 0, 1, Üñá, [x] êáé [¬x] åSSíáé óôï Rep_{NC} (S) ,êáé Üñá ôï (c) éóœýåé.

• Äåýôåñç ðåñSSðôùóç. Ôï S ðåñéÝœåé êÜðïéá ìç êåíÞ óœÝóç R ç ïðïSSá äåí åSSíáé ïýôå 0-éêáíïðïéÞóéìç ïýôå 1-éêáíïðïéÞóéìç. Óå áõôÞ ôçí ðåñSSðôùóç, Ýóôù A := R(x_1, . . .) êáé åðéëÝãïõìå s ∈ Sat(A). ÿóôù: B := A[^{s−1(0)}_{x0} ,^{s−1(1)}_{x1} ] Áöïý ôï R äåí åSSíáé 0 Þ 1-éêáíïðïéÞóéìï ôá x_0, x_1 õðÜñœïõí óôï B êáé ôï [B] åSSíáé åSSôå ôï (0, 1) Þ (0, 1), (1, 0). Áí éóœýåé ôï ðñþôï [(∃x_0)B] = [x] êáé [(∃x_1)B] = [¬x] êáé Üñá ôï (c) éóœýåé. Áëëéþò [B] = [x ≠ y] êáé éóœýåé ôï (d). űñá ôï (c) Þ ôï (d) éóœýïõí ðÜíôá.

4.2. CLOSURE PROPERTIES OF CONSTRAINTS 53

Ôþñá õðïèÝôïõìå ïôSS ôï (c) äåí éóœýåé åíþ ôï (d) éóœýåé. Éóœõñéæüìáóôå ïôé [x] /∈ Rep_{NC} (S). ÃéáôSS áí [x] ∈ Rep_{NC} (S), èá åSSœáìå [(∃x)(x ∧ x ≠ y)] = [¬y], åíþ ôï (c) äåí éóœýåé. ÏìïSSùò, [¬x] /∈ Rep_{NC} (S). ÿóôù ïôSS õðÜñœåé ìéá R ðïõ äåí åSSíáé óõìðëçñùìáôéêÞ. ÿóôù A := R(x_1, . . .) êáé åðéëÝãïõìå s ∈ Sat(A) ôÝôïéï þóôå s /∈ Sat(A), üðïõ s åSSíáé ç óõìðëçñùìáôéêÞ áíÜèåóç ôïõ s. ÏñSSæïõìå Ýíáí ôýðï B üðùò ðÜíù (óôç äåýôåñç ðåñSSðôùóç). Ôþñá ôï x_0 åìöáíSSæåôáé óôç B áëëéþò [B] = [x]. ÏìïSSùò êáé ôï x_1. ÿôóé V ar(B) = {x_1, x_2} êáé ôï [B] ðåñéÝœåé ôá (0, 1) áëëÜ üœé (1, 0). ĳìùò ôþñá ôï [B] ðñÝðåé íá ðåñéÝœåé ôï (0, 0), ãéáôSS áëëéþò ôï [(∃x_0)B] åSSíáé [x]. ÅðSSóçò ôï [B] ðåñéÝœåé ôï (1, 1) áëëéþò ôï [(∃x_1)B] åSSíáé ôï [¬x]. űñá [B] åSSíáé ôï [x → y]. ÁëëÜ ôüôå [∃x)((x → y) ∧ (x ≠ y))] åSSíáé ôï [y], êáé ìå åéò Üôïðï áðáãùãÞ ôåëåéþíåé ç áðüäåéîç. ■

ÔåëéêÜ ìðïñïýìå íá áðïäåSSîïõìå ôï èåþñçìá äéœïôüìçóçò ôïõ SAT (S).

ÁÐÏÄÅÉÎÇ

ÕðïèÝôïõìå ïôé äåí åSSíáé êÜèå óœÝóç óôçí S 0-éêáíïðïéÞóéìç Þ êÜóœÝóçèå ðñüôáóç 1-éêáíïðïéÞóéìç. ÄçëáäÞ ôá (a) − (b) ôïõ èåùñÞìáôïò áðïôõãœÜíïõí. Áðü ôï ðáñáðÜíù ëÞììá Ýœïõìå äýï ðåñéðôþóåéò íá åîåôÜóïõìå. • Ðñþôç ðåñSSðôùóç. [x] êáé [¬x] ∈ Rep_{NC} (S) Ôüôå ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå åýêïëá Ýíáí S-ôýðï ìå óôáèåñÝò áðü Ýíáí œùñSSò óôáèåñÝò êáé œñçóéìïðïéþíôáò ôá áðïôåëÝóìá ôïõ ðéï ðÜíù ëÞììáôïò (åíüôçôá 4.1.3 óåëSSäá 50) .

• Äåýôåñç ðåñSSðôùóç. [x ≠ y] ∈ Rep_{NC} (S), êáé êÜèå óœÝóç óôçí S åSSíáé óõìðëçñùìáôéêÞ.

ÿóôù Ýíáò S-ôýðïò ìå óôáèåñÝò êáé äùóìÝíï A. ÿóôù A^′ íá åSSíáé A^{′′} ∧(y_0 ≠ y_1), ïðïý A^{′′} åSSíáé ôï A áöïý áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå åìöÜíéóç ôïõ 0 áðü ôï y_0 êáé êÜèå åìöÜíéóç ôïõ 1 áðü ôï y_1, ìå y_0, y_1 íÝåò ìåôáâëçôÝò. űñá, A^′ åSSíáé Ýíáò S-ôýðïò œùñSSò óôáèåñÝò, êáé áðü óõìðëçñùìáôéêüôçôá ôï A^′ åSSíáé éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíï áí ôï A åSSíáé éêáíïðïéÞóéìï êáé ðÜëé öôÜíïõìå óôï æçôïýìåíï áðïôÝëåóìá ìå ôï ëÞììá ãéá ôï ðñüâëçìá ìå óôáèåñÝò. ■

4.2 Closure Properties of Constraints

4.2.1 ÅéóáãùãÞ

Óå áõôÞ ôçí áðüäåéîç ðëÝïí œñçóéìïðïéïýíôáé ðïëõìïñöéóìïSS. ÓõãêåêñéìÝíá áðïäõêíýåôáé ïôé ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ðåñéïñéóìþí

ÂéâëéïãñáöSSá

[1] Mak’tsev A. Bulatov. Constraints are tractable. Technical Report PRG- RR-02-05, Computing Laboratory, University of Oxford, Oxford, UK, 2002.

[2] P. Jeavons A. Bulatov and A.Krokhin. Classifying the complexity of constraints using ˛nite algebras. SIAM journal of Computing, 34:720{ 742, 2005.

[3] A.Bulatov. A dichotomy theorem for constraints on a three-element set. In Proceedings of the 43rd IEEE Symposium on Foundations of Computer Science —FOCS’02 (Vancouver,BC,Canada, 2002), pages 649{658, 2002.

[4] A.Krokhin A.Bulatov and P. Jeavons. The complexity of maximal constraint languages. In Proceedings of the 33rd ACM Symposium on Theory of Computing —STOC’01 (2001), pages 667{674, 2001.

[5] M. Bodirsky and J. Nesetril. Constraint satisfaction with countable homogeneous templates. In Proceedings of Computer Science Logic and the 8th Kurt Godel Colloquium, Lecture Notes in Comput. Sci. 2804, Springer-Verlag — (Berlin, 2003), pages 44{57, 2003.

[6] A. Bulatov and P. Jeavons. Tractable constraints closed under a binary operation. Technical Report PRG-TR-12-00, Computing Laboratory, University of Oxford, Oxford, UK, 2002.

[7] E.F. Codd. A relational model of data for large shared databanks.

Communications of the ACM, 13(6):377{387, 1970.

[8] P.M. Cohn. Universal Algebra. Harper & Row, 1965.

[9] M.C. Cooper, D.A. Cohen, and P.G. Jeavons. Characterising tractable constraints. Artificial Intelligence, 65:347{361, 1994.

[10] V. Dalmau. A new tractable class of constraint satisfaction problems.

In Proceedings of the 6th International Symposium on Artificial Intelligence and Mathematics, 2000.

[11] V. Dalmau. Constraint satisfaction problems in non-deterministic logarithmic space. In Proceedings of 29th International Colloquium on Automata, Languages and Programming —ICALP’02, Lecture Notes in Comput. Sci. 2380, Springer-Verlag (Berlin, 2002), pages 414{425, 2002.

[12] V. Dalmau and J. Pearson. Set functions and width 1 problems. In Proceedings of the 5th International Conference on Constraint Programming —CP’99, Lecture Notes in Comput. Sci. 1713, Springer-Verlag (Berlin, 1999), pages 159{173, 1999.

[13] K. Denecke and S. Wismath. Universal Algebra and Applications in Theoretical Computer Science. Champman and HALL/CRC Press,Boca Raton,FL, 2002.

[14] J. B. Fraleigh, editor. A first course in Abstract Algebra. Addison- Wesley Publishing Company, Inc., 1988.

[15] M. Garey and D.S. Johnson. Computers and Intractability: A Guide to the Theory of NP-Completeness. Freeman, San Francisco, CA., 1979.

[16] M. Gyssens, P.G. Jeavons, and D.A. Cohen. Decomposing constraint satisfaction problems using database techniques. Artificial Intelligence, 66(1):57{89, 1994.

[17] D. Hobby and R. McKenzie. The structure of ˛nite algebras. Contemporary Mathematics,AMS,Providence,RI, 76, 1988.

[18] P.G. Jeavons. On the algebraic structure of combinatorial problems. Technical Report CSD-TR-95-15, Computer Science Department, Royal Holloway, University of London, Egham , Surrey , UK, 1995. to appear in Theoretical Computer Science.

[19] P.G. Jeavons, D.A. Cohen, and M.C. Cooper. Constraints, consistency and closure. Artificial Intelligence, 101(1-2):251{265, 1998.

[20] P.G. Jeavons, D.A. Cohen, and M. Gyssens. A unifying framework for tractable constraints. In Proceedings 1st International Conference on Constraint Programming—CP’95 (Cassis, France, September 1995), volume 976 of Lecture Notes in Computer Science, pages 276{291. Springer-Verlag, 1995.

[21] P.G. Jeavons, D.A. Cohen, and M. Gyssens. Closure properties of constraints. Technical Report CSD-TR-96-15, Computer Science Department, Royal Holloway, University of London, Egham, Surrey, UK, 1996. also appears in Journal of the ACM.

[22] P.G. Jeavons and M.C. Cooper. Tractable constraints on ordered domains. Artificial Intelligence, 79(2):327{339, 1995.

[23] P. Jonsson and C. B-ackstr-om. A unifying approach to temporal constraint reasoning. Artificial Intelligence, 102:143{155, 1998.

[24] L. Kirousis. Fast parallel constraint satisfaction. Artificial Intelligence, 64:147{160, 1993.

[25] D. Lesaint, N. Azarmi, R. Laithwaite, and P. Walker. Engineering dynamic scheduler for work manager. BT Technology Journal, 16:16{ 29, 1998.

[26] A.K. Mackworth. Consistency in networks of relations. Artificial Intelligence, 8:99{118, 1977.

[27] R.N. McKenzie, G.F. McNulty, and W.F. Taylor. Algebras, Lattices and Varieties, volume I. Wadsworth and Brooks, California, 1987.

[28] U. Montanari. Networks of constraints: Fundamental properties and applications to picture processing. Information Sciences, 7:95{132, 1974.

[29] B. Nebel and H-J. Burckert. Reasoning about temporal relations: a maximal tractable subclass of Allen’s interval algebra. Journal of the ACM, 42:43{66, 1995.

[30] C.H. Papadimitriou. Computational Complexity. Addison-Wesley, 1994.

[31] J.K. Pearson and P.G. Jeavons. A survey of tractable constraint satisfaction problems. Technical Report CSD-TR-97-15, Royal Holloway, University of London, July 1997.

[32] L. Purvis and P. Jeavons. Constraint tractability theory and its application to the product development process for a constraint-based scheduler. Technical report, Xerox Corporation, Webster, NY, USA, December 1998. (Submitted to PACT’99).

[33] T.J. Schaefer. The complexity of satis˛ability problems. In Proceedings 10th ACM Symposium on Theory of Computing (STOC), pages 216{ 226, 1978.

[34] A. Szendrei. Clones in Universal Algebra, volume 99 of Seminaires de Mathematiques Superieures. University of Montreal, 1986.

[35] T.Feder and M.Vardi. The computational structure of monotone monadic snp and constraint satisfaction: A study through datalog and group theory. SIAM journal of Computing, 28:57{104, 1998.

[36] P. van Beek. On the minimality and decomposability of row-convex constraint networks. In Proceedings AAAI-92 (San Jose, CA), pages 447{452, 1992.