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Ðåñßëçøç

ÓõíäõáóôéêÜ ðñïâëÞìáôá óõíáíôÜìå óå ðïëëïýò ôïìåßò ôçò ðëçñïöïñéêÞò. Ãñáöïèå-
ùñçôéêÜ ðñïâëÞìáôá, ðñïâëÞìáôá éêáíïðïéçóéìüôçôáò, ðñïâëÞìáôá scheduling åßíáé
áðëþò ìåñéêÜ ðáñáäåßãìáôá óõíäõáóôéêþí ðñïâëçìÜôùí. ¼ëá áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá
ìðïñïýí íá áíôéìåôùðéóôïýí ùò õðïêëÜóåéò åíüò ãåíéêåõìÝíïõ óõíäõáóôéêïý ðñï-
âëÞìáôïò ôïõ Constraint Satisfaction Problem. ¸ôóé åñåõíþíôáò ôéò éäéüôçôåò ôïõ
Constraint Satisfaction Problem êåñäßæïõìå ãíþóç ãéá ìéá ðïëý ìåãÜëç êáé ÷ñÞóéìç
êëÜóç ðñïâëçìÜôùí.

Åäþ èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá áõôþí ôùí ðñïâëçìÜôùí. Óõãêå-
êñéìÝíá ç äéðëùìáôéêÞ ÷ùñßæåôáé óå 4 êåöÜëáéá. Óôï ðñþôï èá ãíùñßóïõìå ôï
ðñüâëçìá, áëëÜ êáé èá äïýìå åêöñÜóåéò Þäç ãíùóôþí ðñïâëçìÜôùí óôç ãëþóóá
ôïõ CSP þóôå íá ðåéóôïýìå ãéá ôç óçìáíôéêüôçôÜ ôïõ. Óôï äåýôåñï êåöÜëáéï èá
áó÷ïëçèïýìå ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò êëÜóçò ôùí ðñïâëçìÜôùí ðïõ ìðïñïýìå
íá åêöñÜóïõìå ìå CSP's. Èá äïýìå üôé Ý÷ïõìå éó÷õñÝò åíäåßîåéò üôé õðÜñ÷åé Ýíá
åßäïò äé÷ïôüìçóçò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò óå áõôÜ ôá ðñïâëÞìáôá. ÓõãêåêñéìÝíá åíþ
õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìáôá ðïõ åßíáé óôï P áëëÜ êáé ðñïâëÞìáôá NP-complete ìÜëëïí
äåí õðÜñ÷ïõí ðñïâëÞìáôá ðïõ åßíáé óôï åíäéÜìåóï. Óôï ôñßôï ìÝñïò ðïõ åßíáé êáé
ôï êýñéï ìÝñïò ôçò äéðëùìáôéêÞò èá äïýìå ðùò ìðïñïýìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå õðï-
êëÜóåéò CSPs ðïõ åßíáé tractable ðïõ ëýíïíôáé äçëáäÞ óå P. Èá öôÜóïõìå ôåëéêÜ íá
âñïýìå ìéá áíôéóôïß÷çóç ìåôáîý ó÷Ýóåùí êáé ðñÜîåùí êáé ôåëéêÜ íá ÷áñáêôçñßæïõìå
¶ëãåâñåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå êëÜóåéò ðñïâëçìÜôùí CSP ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêü-
ôçôÜ ôïõò, ìéá éäÝá ôïõ 2005 ðïõ öáßíåôáé üôé èá áíïßîåé íÝïõò äñüìïõò óôçí Ýñåõíá
óôïí ôïìÝá. ÔÝëïò èá êëåßóïõìå ìå ìéá ðáñïõóßáóç ôçò áðüäåéîçò ôïõ Schaefer ðïõ
ðñáêôéêÜ Üñ÷éóå ôçí Ýñåõíá óôï ôïìÝá ïðïý ÷áñáêôçñßæåé üëá ôá CSPs êÜôù áðü
ôïí ðåñéïñéóìü üôé Ý÷ïõìå óýìðáí äýï óôïé÷åßùí.
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Abstract

A very common class of problems in Computer Science are Combinatorial problems.
Among others graph, satis�ability, scheduling problems are combinatorial problems.
What is interesting is that all these problems can be expressed as subclasses of
a generalized combinatorial problem the Constraint satisfaction problem. As a
result, by examining the properties of the Constraint Satisfaction Problems we are
generating knowledge for a very large class of combinatorial problems.

In this thesis we will be concerned with the complexity of such problems. We
will do this in 4 chapters. In the �rst we will be introduced to the problem, and we
will see how we can reformulate known combinatorial problems in CSP problems.
In the second chapter we will consider the complexity of the problems expressible
as CSPs. We will be introduced to the dichotomy conjecture, which states that
every problem in CSP is either in P or NP-complete and we will discuss the results
that support the conjecture. In the third part, which is the main part of the thesis,
we will present the recent algebraic methods used in the �eld for characterizing
the tractability of these problems. We will �nd relations, operations and �nally
algebras that correspond to CSPs and we will characterize them as tractable or
not. Using Algebras for this characterization is a quite innovative idea introduced
in 2005, and it could give a boost to research. In the �nal chapter we will present
one of the �rst signi�cant results in the �eld Schaefer's theorem which characterizes
all the CSPs with a two-element universe.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãéêÜ Ïñéóìïß

Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá ãíùñßóïõìå ôï ðñüâëçìá ôï ïðïßï ìåëåôÜìå.
Ðñþôá èá êÜíïõìå ìéá ãñÞãïñç åéóáãùãÞ óôá áðïôåëÝóìáôá ìÝ÷ñé ôþñá.
Èá äïýìå ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôïõ CSP, êáèþò êáé éóïäýíáìá ðñïâëÞìáôá. Íá
óçìåéùèåß üôé üôáí ëÝìå éóïäýíáìá äåí åííïïýìå ôçí éóïäõíáìßá ìå ôçí Ýííïéá
ôçò áíáãùãÞò áöïý ôüôå üëá ôá NP-complete ðñïâëÞìáôá åßíáé éóïäýíáìá.
Ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ìåëåôÜìå ôï CSP ìÝóù äéáöïñåôéêþí ðñéóìÜôùí,
üðùò åßíáé áõôü ôïõ ðñïâëÞìáôïò ôçò ýðáñîçò ïìïìïñöéóìïý. ÔÝëïò ãéá íá
õðÜñîåé êáëýôåñç êáôáíüçóç ôçò ãëþóóáò ôïõ CSP èá åêöñÜóïõìå ãíùóôÜ
ðñïâëÞìáôá óôçí ãëþóóá ôïõ CSP áëëÜ êáé óôç ãëþóóá ôùí éóïäýíáìùí
ìïñöþí ôïõ.

Ôï èÝìá ôçò äéðëùìáôéêÞò åßíáé ï ÷áñáêôçñéóìüò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò
åíüò ðñïâëÞìáôïò CSP âáóéæüìåíïé óôéò éäéüôçôåò ôçò Ãëþóóáò Ðåñéïñé-
óìþí, äçëáäÞ ôùí ó÷Ýóåùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå ùò ðåñéïñéóìïýò. Åéäéêüôåñá
èá áó÷ïëçèïýìå ðüôå ìðïñåß íá ëõèåß ôï ðñüâëçìá óôï P êáé ðüôå ãßíåôáé
NP-complete.

1.1 ÅéóáãùãÞ

Óå Ýíá CSP ï óêïðüò åßíáé íá âñïýìå ìéá áíÜèåóç ôéìþí óå Ýíá äïóìÝíï
óýíïëï ìåôáâëçôþí, ðïõ õðüêåéôáé óå ðåñéïñéóìïýò óôï ðïéåò ôéìÝò ìðïñïýí
íá áíáôåèïýí óõã÷ñüíùò óå óõãêåêñéìÝíá õðïóýíïëá ìåôáâëçôþí [28, 30].
¸íá óõ÷íü ðáñÜäåéãìá åíüò ôÝôïéïõ ðñïâëÞìáôïò åßíáé áõôü ôçò éêáíïðïéçóé-
ìüôçôáò ðñïôáóéáêþí ôýðùí [15], ïðïý óôéò ìåôáâëçôÝò ðñÝðåé íá áíáôåèïýí
boolean ôéìÝò êáé ïé ðåñéïñéóìïß åßíáé áðü ôéò ðñïôÜóåéò.

Ôï ìáèçìáôéêü õðüâáèñï ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá ðåñéãñáöåß ôá CSPs
Ý÷åé óôåíïýò äåóìïýò ìå ðïëëÝò ðåñéï÷Ýò ôçò èåùñßáò õðïëïãéóôþí êáé ôùí
ìáèçìáôéêþí. ÓõíäÝåôáé ìå ôçí ó÷åóéáêÞ èåùñßá âÜóåùí äåäïìÝíùí [16], ìå
ëïãéêÞ êáé óõíïëïèåùñßá [37], êáé ìå universal algebra. ¸íá survey áõôþí
ôùí áðïôåëåóìÜôùí åßíáé ôï [33].

Óå üôé åðáêïëïõèÞóåé èåùñïýìå üôé P 6= NP , êáé êáëïýìå Ýíá ðñüâëçìá
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1.1. ÅÉÓÁÃÙÃÇ ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ ÏÑÉÓÌÏÉ

tractable áí áíÞêåé óôï P. Ôï CSP åßíáé ãíùóôü üôé åßíáé NP-hard ãåíéêÜ
[28, 30]. Ðáñüëá áõôÜ, ôï íá ôÝèïõí üñéá óôéò ìïñöÝò ôùí ðåñéïñéóìþí Ý÷åé
áðïäåé÷èåß üôé äéáóöáëßæåé ôçí tractability [9, 22, 23, 25, 38].

¸íá óçìáíôéêü áíïé÷ôü ðñüâëçìá óôçí ðåñéï÷Þ åßíáé íá ÷áñáêôçñéóôïýí
áêñéâþò ïé ìïñöÝò ôùí ó÷Ýóåùí ðåñéïñéóìþí ïé ïðïßåò äçìéïõñãïýí tractable
êëÜóåéò ðñïâëçìÜôùí. Áõôü ôï ðñüâëçìá åßíáé óçìáíôéêü áðü èåùñçôéêÞ
Üðïøç, áöïý âïçèÜåé óôïí êáèïñéóìü ôïõ ïñßïõ ìåôáîý tractability êáé in-
tractability óå Ýíá åõñý öÜóìá óõíäõáóôéêþí ðñïâëçìÜôùí åýñåóçò (ëýóçò).
Åßíáé åðßóçò óçìáíôéêü áðü ðñáêôéêÞò Üðïøçò, áöïý åðéôñÝðåé ôç äçìéïõñ-
ãßá ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý ðåñéïñéóìþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ôç ãíþóç
ôùí tractable êëÜóåùí ðåñéïñéóìþí þóôå íá äßíïõí ðéï áðïäïôéêÝò ôå÷íéêÝò
åðßëõóçò [34, 27].

Ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷áñáêôçñéóìïý ôùí tractable ðåñéðôþóåùí ëýèçêå åî
ïëïêëÞñïõ óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ïé ìåôáâëçôÝò ðáßñíïõí Boolean ôéìÝò,
áðü ôïí Schaefer ôï 1978 [35]. Ï Schaefer áðÝäåéîå üôé ãéá Boolean CSP (ôá
ïðïßá ïíüìáóå \ãåíéêåõìÝíá ðñïâëÞìáôá éêáíïðïéçóéìüôçôáò"), õðÜñ÷ïõí
áêñéâþò Ýîé äéáöïñåôéêÝò ïéêïãÝíåéåò tractable ðåñéïñéóìþí, êáé ïðïéïäÞ-
ðïôå ðñüâëçìá ðïõ ðåñéÝ÷åé ðåñéïñéóìïýò åêôüò áõôþí ôùí Ýîé ïéêïãåíåéþí
åßíáé NP-complete. Áõôü ôï óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá åßíáé ãíùóôü ùò ôï èåþ-
ñçìá äé÷ïôüìçóçò ôïõ Schaefer. Ðáñüìïéá áðïôåëÝóìáôá äé÷ïôüìçóçò Ý÷ïõí
áðïäåé÷èåß ãéá Üëëá óõíäõáóôéêÜ ðñïâëÞìáôá óå Boolean ðåäßá ôéìþí ðïõ
ó÷åôßæïíôáé ìå ôï ðáñáðÜíù.

Ï Schaefer [35] Ýèåóå ôï åñþôçìá ôïõ åÜí ç áíÜëõóç ôçò ðïëõðëïêüôç-
ôáò ìðïñïýóå íá åðåêôáèåß óå ìåãáëýôåñá óýíïëá (äçëáäÞ ðáñáðÜíù áðü
ìüíï äýï ôéìÝò). ÊÜðïéá ðñüïäïò óçìåéþèçêå óå áõôü ôï äñüìï ðñüóöáôá,
êáé Ýíáò áñéèìüò áðü tractable ïéêïãÝíåéåò ðåñéïñéóìþí áíáãíùñßóôçêå, ïñé-
óìÝíùí ôüóï óå ðåðåñáóìÝíá üóï êáé Üðåéñá óýíïëá. ÓõãêåêñéìÝíá, ïé
Feder êáé Vardi [37] ÷ñçóéìïðïßçóáí ôå÷íéêÝò áðü ëïãéêü ðñïãñáììáôéóìü
êáé èåùñßá óõíüëùí þóôå íá áíáãíùñßóïõí ôñåéò äéåõñõìÝíåò ïéêïãÝíåéåò
áðü tractable ðåñéïñéóìïýò, ðïõ åßíáé õðåñóýíïëá ôùí Ýîé ïéêïãåíåéþí ðïõ
üñéóå ï Schaefer. Ìéá óåéñÜ paper ôïõ Jeavons êáé Üëëùí óõããñáöÝùí
áðÝäåéîå üôé ïðïéáäÞðïôå tractable êëÜóç ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíùí óå ðåðå-
ñáóìÝíá óýíïëá ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóôåß ÷ñçóéìïðïéþíôáò áëãåâñéêÝò éäéü-
ôçôåò ó÷Ýóåùí [20, 24, 22, 23]. ÁõôÞ ç ìåèïäïëïãßá ÷ñçóéìïðïéÞèçêå áñ-
ãüôåñá áðü ôïí Bulatov þóôå íá ìðïñÝóåé íá ðåôý÷åé ðëÞñç ÷áñáêôçñéóìü
ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíùí óå óýíïëá ôñéþí óôïé÷åßùí [3].
ÔÝëïò, óå temporal êáé spatial ëïãéêÞò ðñïâëÞìáôá ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ðåñéïñé-
óìïýò óå áðåéñïóýíïëá, áñêåôÝò tractable êëÜóåéò Ý÷ïõí âñåèåß [31], ìÜëéóôá
Ý÷åé ðñïêýøåé Ýíá èåþñçìá äé÷ïôüìçóçò ãéá temporal reasoning ðñïâëÞìáôá
ïñéóìÝíá óå äéáóôÞìáôá ðïõ åêöñÜæïíôáé ìå ôçí Üëãåâñá äéáóôçìÜôùí ôïõ
Allen. ¸÷åé åðßóçò äåé÷èåß ðñüóöáôá üôé ç ðïëõðëïêüôçôá óõãêåêñéìÝíùí
ìïñöþí ðåñéïñéóìþí óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ôéìþí ìðïñïýí íá áíáëõèïýí
÷ñçóéìïðïéþíôáò áëãåâñéêÝò éäéüôçôåò.[5]

Ðáñüëá áõôÜ äåí õðÜñ÷åé áêüìá ðëÞñçò ÷áñáêôçñéóìüò ôçò ðïëõðëïêüôç-
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ôáò ôùí ðåñéïñéóìþí óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá ìå ðáñáðÜíù áðü ôñßá óôïé÷åßá,
ïýôå ãéá ôõ÷áßá ðåðåñáóìÝíá óýíïëá.

ÐñÝðåé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ôá ðéï óçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá óôïí ôï-
ìÝá Ýãéíáí üôáí ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí äõíáôüôåñá êáé ðéï ãåíéêåõìÝíá ìáèç-
ìáôéêÜ åñãáëåßá. ¸ôóé óôï èåþñçìá äé÷ïôüìçóçò ôïõ Schaefer ìéëÜìå ãéá
óõíôáêôéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ðïõ óßãïõñá äåí ìðïñåß íá
÷ñçóéìïðïéçèåß óå ìç-Boolean ðåñéïñéóìïýò. Ãéá íá âñåèåß ìéá ðéï éêáíï-
ðïéçôéêÞ ãëþóóá êáé áíôßóôïé÷á ìáèçìáôéêÜ åñãáëåßá Ý÷ïõí ãßíåé äéÜöïñåò
ðñïóðÜèåéåò [11, 12, 37, 20, 22], ç äéðëùìáôéêÞ èá áó÷ïëçèåß ðåñéóóüôåñï ìå
ôéò ðñïóðÜèåéåò ðïõ ðñïóáíáôïëßæïíôáé óôç ÷ñÞóç ôùí áëãåâñéêþí éäéïôÞ-
ôùí ôùí ðåñéïñéóìþí [20, 22] ìå êïñýöùóç ôï [2] ðïõ öôÜíåé íá ÷áñáêôçñßæåé
áëãåâñéêÝò äïìÝò ùò ðñïò tractability.

Ôï ðñþôï âÞìá óå áõôÞ ôçí áëãåâñéêÞ èåþñçóç ÷ñçóéìïðïéåß ôçí ãíù-
óôÞ éäÝá üôé äïóìÝíïõ åíüò áñ÷éêïý óõíüëïõ áðü ðåñéïñéóìïýò - ó÷Ýóåéò, èá
õðÜñ÷ïõí ðåñéóóüôåñåò ó÷Ýóåéò ïé ïðïßåò èá ìðïñïýí íá ðñïóôåèïýí óôï óý-
íïëï ÷ùñßò íá áëëÜîåé ç ðïëõðëïêüôçôá ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ¸÷åé áðïäåé÷èåß
üôé ìðïñïýìå íá ðñïóèÝóïõìå üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ ìðïñïýìå íá ðáñÜãïõìå
áðü ôéò áñ÷éêÝò ÷ñçóéìïðïéþíôáò áðëïýò êáíüíåò. Ôá ìåãáëýôåñá óýíïëá
ó÷Ýóåùí ðïõ ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå ÷ñçóéìïðïéþíôáò áõôïýò ôïõò êáíüíåò
ïíïìÜæïíôáé relational clones [13]. ¶ñá êáôáëÞãïõìå üôé åßíáé áñêåôü íá
áíáëýóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ìüíï ôùí óõíüëùí ó÷Ýóåùí ðïõ åßíáé rela-
tional clones.

Ôï åðüìåíï âÞìá óôçí áëãåâñéêÞ áíôéìåôþðéóç åßíáé ç ðáñáôÞñçóç üôé
ôá relational clones ìðïñïýí íá ÷áñáêôçñéóôïýí ðëÞñùò áðü ôïõò ðïëõìïñ-
öéóìïýò ôïõò, ïé ïðïßïé åßíáé áëãåâñéêÝò ðñÜîåéò óôï ßäéï óýíïëï ìå ôï ïðïßï
åßíáé ïñéóìÝíåò ïé ó÷Ýóåéò [22, 19]. ¸ôóé ü÷é ìüíï ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜ-
öïõìå ïéêïãÝíåéåò ó÷Ýóåùí ðïõ áëëéþò èá Þôáí äýóêïëï íá ðåñéãñÜöïõí,
áëëÜ ìÝóù ôùí ðñÜîåùí ìðïñïýìå íá âñïýìå éäéüôçôåò ôùí ó÷Ýóåùí ðïõ
ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá áðïäïôéêïýò áëãüñéèìïõò. ÁõôÞ ç ó÷Ýóç
ìåôáîý relational clone êáé ðïëõìïñöéóìþí Ý÷åé Þäç ðáßîåé Ýíá óçìáíôéêü
ñüëï óôçí áíáãíþñéóç ðïëëþí tractable êëÜóåùí êáé óôç äçìéïõñãßá êáôÜë-
ëçëùí áðïäïôéêþí áëãïñéèìéêþí ëýóåùí ãéá áõôÝò [3, 1, 6, 4, 10, 20].

¼ìùò üðùò èá äïýìå ìðïñïýìå íá ðÜìå Ýíá âÞìá ðáñáêÜôù óõó÷åôß-
æïíôáò Üëãåâñåò êáé ü÷é ðïëõìïñöéóìïýò ìå ôï óýíïëï ôùí ðåñéïñéóìþí.
¸ôóé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå èåìåëéþäç èåùñÞìáôá ãéá �nite Üëãå-
âñåò [18, 29, 36], êáé Ýôóé íá öôÜóïõìå óôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ [2].

1.2 Âáóéêïß Ïñéóìïß

1.2.1 Ó÷Ýóåéò êáé ÓõíáñôÞóåéò

ÐáñáêÜôù èá äïèïýí ïé óçìáíôéêüôåñïé ïñéóìïß ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
ìåôÝðåéôá: (åéäéêÜ ïé ïñéóìïß êëÜóåùí óõíáñôÞóåùí åßíáé åäþ êõñßùò ãéá
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1.2. ÂÁÓÉÊÏÉ ÏÑÉÓÌÏÉ ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ ÏÑÉÓÌÏÉ

áíáöïñÜ êáé äåí åßíáé áíáãêáßïé ìåôÝðåéôá åêôüò óõãêåêñéìÝíùí áðïôåëå-
óìÜôùí)

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.1
Ó÷Ýóç: Ãéá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï A, êáé öõóéêü áñéèìü n, ôï óýíïëï

üëùí ôùí n-Üäùí óôïé÷åßùí ôïõ A óõìâïëßæåôáé ìå An. ÊÜèå õðïóýíïëï
ôïõ An ïíïìÜæåôáé ó÷Ýóç n ïñéóìÜôùí ðÜíù óôï A. Ôï óýíïëï üëùí ôùí
ðåðåñáóìÝíùí ó÷Ýóåùí óôï A óõìâïëßæåôáé RA. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.2
ÓõíÜñôçóç: Ìéá óõíÜñôçóç f áðü Ýíá óýíïëï A óå óýíïëï B, óõìâïëß-

æåôáé ìå f : A→ B, êáé åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïõ A×B ôÝôïéï þóôå ãéá êÜèå
a ∈ A õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíá b ∈ B ôÝôïéï þóôå ôï (a, b) ∈ f . Áí (a, b) ∈ f
ãñÜöïõìå f(a) = b. Ìå =A èá óõìâïëßæïõìå ôçí éóüôçôá óôï A åíþ ìå 6=A

ôï äéÜöïñï. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.3
ÓõíÜñôçóç í-ïñéóìÜôùí: Ìéá óõíÜñôçóç í-ïñéóìÜôùí óå Ýíá óýíïëï

A åßíáé ìéá óõíÜñôçóç f : An → A. Ôï óýíïëï üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí óôï
A êáëåßôáé OA. Áí ((a1, a2, . . . , an), an+1) ∈ f ãñÜöïõìå f(a1, a2, . . . , an) =
an+1. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.1.4
×áñáêôçñéóìïß óõíáñôÞóåùí: ¸óôù ìéá óõíÜñôçóç f í-ïñéóìÜôùí

áðü ôï An → A.

• Ç f åßíáé injective áí f(a) = f(a′)⇔ a = a′. Áí n=1 ôüôå ç f êáëåßôáé
áíáäéÜôáîç.

• Áí f(a, a, . . . , a) = a ∀a ∈ A ôüôå ç f ëÝãåôáé idempotent.

• Áí õðÜñ÷åé êÜðïéïò äåßêôçò i ∈ {1, 2, . . . , n} ôÝôïéïò þóôå ∀(a1, a2,
. . . , an) ∈ An Ý÷ïõìå f(a1, a2, . . . , an) = g(ai), ìå g : A → A ìç
óôáèåñÞ, ç f êáëåßôáé 'essentially unary'. ÊÜèå óõíÜñôçóç ðïõ äåí
áíÞêåé óå áõôÝò èá ëÝãåôáé essentially nonunary, óõìðåñéëáìâáíïìÝíùí
ôùí óôáèåñþí.

• Áí n = 2 êáé ∀a1, a2, a3 ∈ A Ý÷ïõìå f(f(a1, a2), a3) = f(a1, f(a2, a3))
(Ðñïóáéôåñéóôéêüôçôá Associativity) êáé f(a1, a2) = f(a2, a1) (Áíôéìå-
ôáèåôéêüôçôá Commutativity), ôüôå ç f ëÝãåôáé AC óõíÜñôçóç.

• Áí n ≥ 3 êáé õðÜñ÷åé êÜðïéïò äåßêôçò i ∈ {1, 2, . . . , n} ôÝôïéïò þóôå
∀a1, a2 . . . , an ∈ A ôÝôïéá þóôå |{a1, a2, . . . , an}| < n Ý÷ïõìå f(a1, a2,
. . . , an) = ai, áëëÜ ç f äåí åßíáé ðñïâïëÞ, ôüôå ç f ëÝãåôáé çìéðñïâïëÞ.
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• Áí n = 3 êáé ∀a, a′ ∈ A Ý÷ïõìå f(a, a, a′) = f(a, a′, a) = f(a′, a, a) =
a, ôüôå ç f ëÝãåôáé óõíÜñôçóç ðëåéïíüôçôáò. Ç óõíÜñôçóç ðëåéïíüôç-
ôáò óôï Á:

f(x, y, z) =
{

y if y = z
x otherwise

èá êáëåßôáé 'dual discriminator' óôï A êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå µA.

• Áí n = 3 êáé ∀a1, a2, a3 ∈ A Ý÷ïõìå f(a1, a2, a3) = a1+a2+a3, üðïõ +
åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ìå n = 2 óôï A þóôå (A,+) íá åßíáé ìéá ÁâåëéáíÞ
2-ïìÜäá, ôüôå ç f ïíïìÜæåôáé \generalised parity operation".

¤

1.2.2 Constraint Satisfaction Problem

ÐëÝïí ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôï CSP.

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.2.1
Ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ãëþóóá ðåñéïñéóìþí óå Ýíá óýíïëï A åßíáé Ýíá

óýíïëï ó÷Ýóåùí óôï óýíïëï A. Γ = {ρ1, ρ2, . . . , ρn} . ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.2.2
Ðñüâëçìá éêáíïðïßçóçò ðåñéïñéóìþí : Ãéá êÜèå óýíïëï A êáé

êÜèå ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ óôï A, ôï Ðñüâëçìá éêáíïðïßçóçò ðåñéïñéóìþí
CSP (Γ ) åßíáé ôï óõíäõáóôéêü ðñüâëçìá áðüöáóçò ìå
Åßóïäï: (V,A,C) üðïõ

• V åßíáé Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí

• C åßíáé Ýíá óýíïëï ðåñéïñéóìþí C1, . . . , Cq.
ÊÜèå ðåñéïñéóìüò Ci ∈ C åßíáé Ýíá æåõãÜñé (si, ρi) üðïõ

{ si åßíáé ìéá ðëåéÜäá ìåôáâëçôþí ìåãÝèïõò mi, ðïõ ïíïìÜæåôáé ôï
ðåäßï ôïõ ðåñéïñéóìïý.

{ ρi ∈ Γ åßíáé ìéá ó÷Ýóç mi ìåôáâëçôþí ðÜíù óôï A, ðïõ ïíïìÜæå-
ôáé ó÷Ýóç ðåñéïñéóìïý.

¸îïäï: ÍÁÉ, áí õðÜñ÷åé ëýóç, äçëáäÞ ìéá óõíÜñôçóç f(x), áðü ôï V óôï
A, ôÝôïéá þóôå, ãéá êÜèå ðåñéïñéóìü (si, ρi) ∈ C, ìå si = (xi1, . . . , xim), ç
ðëåéÜäá (f(xi1), . . . , f(xim)) áíÞêåé óôï ρi. Ï×É, áëëéþò. ¤

1.2.3 Ðñüâëçìá Ïìïìïñöéóìþí

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.1
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1.3. ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ ÏÑÉÓÌÏÉ

Relational structure: Ìéá \relational structure" åßíáé Ýíá æåõãÜñé,
(V,Ei (i ∈ I)), ðïõ áðïôåëåßôáé áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï V , êáé Ýíá óýóôçìá,
Ei, áðü ðåðåñáóìÝíåò ó÷Ýóåéò óôï V , ðïõ äåéêôïäïôïýíôáé áðü ôá óôïé÷åßá
ôïõ I. Ôï óýíïëï V êáëåßôáé ôï `óýìðáí' ôçò relational structure.

Ìéá relational structure S = (V,Ei (i ∈ I)) êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíç áí ôï
V êáé ôï i åßíáé ðåðåñáóìÝíá. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç èá ãñÜöïõìå ôï S ùò
(V,E1, E2, . . . , E|I|) ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.2
rank function: Ç `rank function' ìéáò relational structure (V,Ei(i ∈

I)), åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ρ áðü ôï I óôï óýíïëï ôùí ìç áñíçôéêþí áêåñáßùí,
Ýôóé þóôå ∀i ∈ I, ρ(i) åßíáé ç ðïëëáðëüôçôá ôçò Ei.

Ìéá relational structure S åßíáé ðáñüìïéá ìå ìéá Üëëç áí Ý÷ïõí ôçí ßäéá
rank function. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.3
Ïìïìïñöéóìïß: ¸óôù S = (V,Ei(i ∈ I)) êáé S′ = (V ′, Ei

′ (i ∈ I))
äýï ðáñüìïéåò relational structures, êáé Ýóôù ρ ç êïéíÞ ôïõò rank function.

¸íáò ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí S óôçí S′ åßíáé ìéá óõíÜñôçóç h : V → V ′

ôÝôïéá þóôå, ∀i ∈ I,

(v1, v2, . . . ., vρ(i)) ∈ Ei ⇒ (h(v1), h(v2), . . . , h(vρ(i))) ∈ E′i.

Ôï óýíïëï üëùí ôùí ïìïìïñöéóìþí áðü ôï óýíïëï S óôï S′ êáëåßôáé
Hom (S, S′). ¤

Ôþñá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå Ýíá éóïäýíáìï ìå ôï CSP ðñüâëçìá áõôü
ôçò åýñåóçò ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý äýï relational structures. Åðßóçò êáëåßôáé
êáé \general combinatorial problem" (GCP).

ÏÑÉÓÌÏÓ 1.2.3.4
Ðñüâëçìá ïìïìïñöéóìïý: Ôï ðñüâëçìá ïìïìïñöéóìïý åßíáé ç êëÜóç

ôùí ðñïâëçìÜôùí áðüöáóçò ìå:
Åßóïäï: ¸íá æåõãÜñé áðü ðáñüìïéåò relational structures, (S1, S2).
¸îïäï: ÁðïäÝ÷åôáé áí õðÜñ÷åé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí äýï, áëëéþò
äåí áðïäÝ÷åôáé. ¤

1.3 Ðáñáäåßãìáôá

1.3.1 ÃíùóôÜ ðñïâëÞìáôá óôç ãëþóóá ôïõ CSP

Ó' áõôü ôï ôìÞìá èá äåßîïõìå ôçí éóïäõíáìßá ôùí ðáñáðÜíù ðñïâëç-
ìÜôùí êáé èá åêöñÜóïõìå ãíùóôÜ ìáò ðñïâëÞìáôá óôç ãëþóóá ôùí ðñï-
âëçìÜôùí. Óôá ðñïâëÞìáôá ãñÜöùí èá óõìâïëßæïõìå ìå ∆ ôïõò êüìâïõò
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ ÏÑÉÓÌÏÉ 1.3. ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ

{δ1, δ2, . . . δ|∆|} êáé E ôéò ðëåõñÝò {e1, e2, . . . , e|E|}. Åíþ V èá åßíáé ôï óý-
íïëï ôùí ìåôáâëçôþí.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.1
×ñùìáôéóìüò ÃñÜöùí: Ç åßóïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò ÷ñùìáôéóìþí ãñÜ-

öùí åßíáé Ýíáò ãñÜöïò G êáé Ýíáò áêÝñáéïò q. Ôï åñþôçìá åßíáé åÜí ïé êüìâïé
ôïõ G ìðïñïýí íá äåéêôïäïôçèïýí ìå q ÷ñþìáôá Ýôóé þóôå ïé ãåéôïíéêÝò êï-
ñõöÝò íá Ý÷ïõí äéáöïñåôéêÜ ÷ñþìáôá.

CSP: A = {1, . . . , q} ôá ÷ñþìáôá V = {v1, v2, . . . , v|∆|} (ìéá ìåôáâëçôÞ
ãéá êÜèå êüìâï), Γ = {6=A} êáé C = {C1, . . . , C|E|} ìå Ci = (ei, 6=A) ãéá
êÜèå ei ∈ E.

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí (G,Kq), ìå Kq ôïí ðëÞñç ãñÜöï
ìå q êüìâïõò. ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.2
Åýñåóç Êëßêáò: Ç åßóïäïò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò êëßêáò åßíáé Ýíáò

ãñÜöïò G êáé Ýíáò áêÝñáéïò q. Ôï åñþôçìá åßíáé åÜí õðÜñ÷åé êëßêá ìåãÝèïõò
q.

CSP: A = {δ1, δ2, . . . , δ|∆|} üëïé ïé êüìâïé ôïõ G, V = {v1, v2, . . . vk} ïé
åðéëåãìÝíïé êüìâïé ãéá ôçí êëßêá , Γ = {E} ïé êüìâïé êáé C = {C1,1, . . .
, C|K|,|K|} ìå Ci,j = áí i 6= j ((vi, vj), E) áëëéþò ((vi, vj), 6=A).

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí (Kq, G). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.3
Vertex Cover: Ç åßóïäïò åäþ åßíáé Ýíáò ãñÜöïò G êáé áêÝñáéïò q. Ôï

åñþôçìá åßíáé áí õðÜñ÷åé V ′ ⊆ V ìå |V ′| ≤ k, Ýôóé þóôå ãéá êÜèå (v, w) ∈ E
v ∈ V ′ Þ w ∈ V ′.

CSP: A = {δ1, δ2, . . . , δ|∆|}, V = {v1, v2, . . . , v|∆|−q}, Γ = {E}, C =
{. . . Ci,j . . .}i, j ≤ |∆| − q, ìå Ci,j = ((vi, vj), E).

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí (K(|∆|−q), G) , ïðïý G ï óõ-
ìðëçñùìáôéêüò ãñÜöïò (V, 6=V −E). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.4
k-Dimesnional matching: Ç åßóïäïò åäþ åßíáé Ýíáò ìéá ó÷Ýóç M

ðïëëáðëüôçôáò k óå Ýíá óýíïëï V . Ôï åñþôçìá åßíáé áí õðÜñ÷åé M ′ ⊆ M
ìå |M ′| = |V |, Ýôóé þóôå ïðïéáäÞðïôå t1, t2 ∈ M ′ äåí óõìöùíïýí óå êáìßá
óõíôåôáãìÝíç.

Ïñßæïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí ôçí 6=′
M= M2 − (ti, tj) üôáí ôá (ti, tj) óõì-

öùíïýí óå êÜðïéá óõíôåôáãìÝíç.
CSP: A = M , V = {v1, v2, . . . , vk}, Γ = {6=′

M}, C = {. . . Ci,j . . .}i, j ≤
k, i 6= j, ìå Ci,j = ((vi, vj), 6=′

M ) .
GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ((V, 6=V ), (M, 6=′

M )). ¤
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1.3. ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁÔÁ ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ ÏÑÉÓÌÏÉ

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.5
Hamiltonian Circuit: Ç åßóïäïò åßíáé Ýíáò ãñÜöïò G êáé æçôåßôáé áí

õðÜñ÷åé êýêëïò ï ïðïßïò íá ðåñíÜåé áðü êÜèå êüìâï ìéá öïñÜ.
Ïñßæïõìå CV ìéá êõêëéêÞ áíáäéÜôáîÞ ôïõ V
CSP: A = ïé êüìâïé, V = {v1, v2, . . . , v|∆|} ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá ðåñ-

íÜìå ôïõò êüìâïõò. Γ = {E, 6=V } êáé C = {C1, . . . , C|∆|} ìå Ci = ((vi

, v(i+1) mod|∆|), E) , åðßóçò âÜæïõìå constraints ãéá íá ìçí áíôéóôïé÷ïýí äýï
êüìâïé óå ßäéá óåéñÜ. (C 6=i,j = ((vi, vj), 6=V )).

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ((V,CV , 6=v), (V,E, 6=V )). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.6
Bandwidth: Ç åßóïäïò åßíáé Ýíáò ãñÜöïò G = (∆,E) ìå ∆ = { δ1, δ2,

. . . , δ|∆|}, êáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò q. Ôï åñþôçìá åßíáé åÜí õðÜñ÷åé ìéá
ãñáììéêÞ äéÜôáîç ôïõ V ôÝôïéá þóôå ïé ãåéôïíéêïß êüìâïé ôïõ ãñÜöïõ íá
áðÝ÷ïõí ôï ðïëý q óôç äéÜôáîç.

Ïñßæïõìå Bq = {(vi, vj) ∈ V 2||i− j| ≤ q}.
CSP: A = ïé êüìâïé, V = {v1, v2, . . . , v|∆|} ç óåéñÜ ìå ôçí ïðïßá ôïõò

äéáëÝãïõìå. Γ = {E, 6=V } êáé C = {C1, . . . ., C|E|} ìå Ci = (ei, Bq), åðßóçò
âÜæïõìå constraints ãéá íá ìçí áíôéóôïé÷ïýí äýï êüìâïé óå ßäéá óåéñÜ.

GCP: Åýñåóç ïìïìïñöéóìïý ìåôáîý ((∆,E, 6=V ), (V,Bq, 6=V )). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.7
H-colorability: Ç åßóïäïò åßíáé äýï ãñÜöïé G = (V,E) êáé G′ =

(∆,E′). Ôï åñþôçìá åßíáé áí õðÜñ÷åé áíôéóôïß÷çóç ôùí êüìâùí þóôå ãåéôï-
íéêÝò êïñõöÝò ôïõ G íá ãßíïíôáé ãåéôïíéêÝò óôïí G′.

CSP: A = ïé êüìâïé ôïõ G′, V = ïé êüìâïé ôïõ G′. Γ = {E′}. C =
{. . . , Ci, . . .} Ci = ((ei), E′), ∀ei ∈ E.

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ((V,E), (∆,E′)). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.8
Graph Isomorphism: Ç åßóïäïò åßíáé äýï ãñÜöïé G = (∆,E) êáé

G′ = (∆′, E′) ìå |V | = |∆|. Ôï åñþôçìá åßíáé áí õðÜñ÷åé áíôéóôïß÷çóç ôùí
êüìâùí þóôå ãåéôïíéêÝò êïñõöÝò ôïõ G íá ãßíïíôáé ãåéôïíéêÝò óôïí G′ êáé
áíôßóôïé÷á ãéá ôéò ìç ãåéôïíéêÝò.

CSP: A = ïé êüìâïé ôïõ G′, V = ïé êüìâïé ôïõ G. Γ = {E′, E′}.
C = {. . . , Ci,j , . . .} Ci,j = åÜí (vi, vj) ∈ E ((vi, vj), E′), áëëéþò ((vi, vj), E′).

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ((∆,E,E), (∆′, E′, E′)). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.9
Undirected Graph Reachability: Ç åßóïäïò åßíáé Ýíáò ãñÜöïò G =

(∆,E) êáé äýï êüìâïé v, w ∈ ∆. Ôï åñþôçìá åßíáé áí õðÜñ÷åé Ýíá ìïíïðÜôé
óôïí G ðïõ óõíäÝåé ôïõò äýï êüìâïõò.

Èá åêöñÜóïõìå ôï óõìðëçñùìáôéêü ðñüâëçìá:
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ ÏÑÉÓÌÏÉ 1.4. ÓÕÌÐÅÑÁÓÌÁÔÁ

CSP: A = {0, 1}, V = ∆, Γ = {=∆, 6=∆}. C = {. . . , C0,i . . . , C1}, ìå
Ci = (ei,=∆) êáé C1 = ((v, w), 6=∆).

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý (∆,E, {(v, w)}), ({0, 1},={0,1}, 6={0,1})). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.1.10
Satis�ability: Ç åßóïäïò åßíáé Ýíáò ôýðïò, F , óå ðñïôáóéáêÞ ëïãéêÞ,

äçëáäÞ Ýíá conjucntion áðü ðñïôÜóåéò, P . ÊÜèå ðñüôáóç óôï P åßíáé ìéá
disjunction áðü literals, ïðïý êÜèå literal åßíáé åßôå ìéá ìåôáâëçôÞ åßôå ç Üñ-
íçóÞ ôçò. Ôï åñþôçìá åßíáé áí õðÜñ÷åé áíÜèåóç áëçèïôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò
ôïõ F ôÝôïéåò þóôå ç F íá ãßíåôáé áëçèÞò.

Ïñßæïõìå V ôï óýíïëï ôùí ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí ôçò F , Ep = {(x1,
. . . , xρ(p)}, ìå x1, . . . , xρ(p) ôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ åìöáíßæïíôáé óôçí ðñüôáóç p,
êáé Rp ïé áíôßóôïé÷åò ðëåéÜäåò ðïõ éêáíïðïéïýí ôçí ó÷Ýóç p.

CSP: A = {0, 1} ,V = ôï óýíïëï ôùí ìåôáâëçôþí, Γ = {. . . Ri . . .} ãéá
êÜèå ðñüôáóç i, êáé C = {. . . , Ci, . . .} ìå Ci = ((x1, x2, . . . , xρ(i)), Ri) ãéá
êÜèå ðñüôáóç i.

GCP: Ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ((V,Ep(p ∈ P )), ({0, 1}, Rp(p ∈ P ))).
¤

1.3.2 ÁíáãùãÞ CSP ↔ GCP

ÌåôÜ áðü üëá áõôÜ ôá ðáñáäåßãìáôá åßìáóôå Ýôïéìïé íá äåßîïõìå êáé ôçí
ðñïöáíÞ ðëÝïí áíáãùãÞ áðü ôï Ýíá ðñüâëçìá óôï Üëëï êáé íá ðåéóèïýìå ãéá
ôçí éóïäõíáìßá ôïõò.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.2.1
CSP åêöñáóìÝíï ùò GCP: ¸óôù CSP ìå A,V ,C = {Ci} ìå Ci =

(ti, Ri) ìå ôï ti íá åßíáé ðëåéÜäá ìåôáâëçôþí êáé ôï Ri ìéá ó÷Ýóç ∈ Γ . Ôï
áíôßóôïé÷ï GCP åßíáé ôï åñþôçìá áí õðÜñ÷åé ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ((V,
{t1}, {t2}, . . . , {t|C|}),(A,R1, R2, . . . ., R|C|)). ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 1.3.2.2
GCP åêöñáóìÝíï ùò CSP: ¸óôù ôï GCP ôï åñþôçìá åýñåóçò ïìï-

ìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí äïìþí (A,D1, D2, . . . , Dk) êáé (V,R1, R2, . . . , Rk).
Ôï áíôßóôïé÷ï CSP Ý÷åé A = A, V = V , êáé ãéá ôï ióôü óôïé÷åßï ôçò Dj

Ý÷åé ôï C{i,j} = (ti, Rj) ìå ti ôçí ióôÞ ðëåéÜäá ôïõ Dj , êáé áõôü ãéá êÜèå i, j.
¤

1.4 ÓõìðåñÜóìáôá

ÌÝ÷ñé ôþñá ãíùñßóáìå ôï ðñüâëçìÜ ìáò êáé ôïí \óêïðü" ìáò, äçëáäÞ
íá ìðïñÝóïõìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôï åêÜóôïôå ðñüâëçìá CSP áí åßíáé óôï
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1.4. ÓÕÌÐÅÑÁÓÌÁÔÁ ÊÅÖÁËÁÉÏ 1. ÅÉÓÁÃÙÃÉÊÁ ÏÑÉÓÌÏÉ

P Þ NP-complete ìå âÜóç ôéò éäéüôçôåò ôùí ó÷Ýóåùí ðïõ ïñßæïõí ôïõò ðå-
ñéïñéóìïýò. Åðßóçò åßäáìå Ýíá éóïäýíáìï ðñüâëçìá ôï GCP Þ ðñüâëçìá
ïìïìïñöéóìïý ðïõ óå ìåñéêÝò ðåñéðôþóåéò äßíåé ðéï ìéêñÝò åêöñÜóåéò êáé
óßãïõñá ðéï üìïñöåò áðü ìáèçìáôéêÞ Üðïøç.

ÌÝ÷ñé ôþñá ìðïñïýìå íá êÜíïõìå Ýíá åýêïëï êáé ðñïöáíÞ äéá÷ùñéóìü ìå
âÜóç ôç ãñáöÞ ôïõ GCP. ¸óôù GCP (A,B) íá åßíáé ôï ðñüâëçìá áí õðÜñ÷åé
ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ A óôçí B. ¸óôù üôé èÝëïõìå íá
÷áñáêôçñßóïõìå ôï GCP (A, all) äçëáäÞ äåäïìÝíçò ìéáò óôáèåñÞò áëãåâñéêÞò
äïìÞò A íá äïýìå áí õðÜñ÷åé ïìïìïñöéóìüò óå ïðïéáäÞðïôå Üëëç. ÁõôÞ ç
êëÜóç ðñïâëçìÜôùí üóï ãåíéêÞ êáé áí öáßíåôáé åßíáé óôï P. ÓõãêåêñéìÝíá
áí óêåöôïýìå ôï áíÜëïãï CSP ðñüâëçìá ç áëãåâñéêÞ äïìÞ A ìáò äßíåé ðüóåò
ìåôáâëçôÝò Ý÷ïõìå Ýóôù c (óôáèåñÜ) åíþ ç B ôéò ôéìÝò ðïõ ìðïñïýí íá ðÜñïõí
n. Ðñïöáíþò ïé äéáöïñåôéêÝò ðåñéðôþóåéò ôéìþí ôùí ìåôáâëçôþí åßíáé nc êáé
Üñá ôï êüóôïò ôïõ brute force åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï ùò ðñïò n, Üñá óßãïõñá
ëýíåôáé óôï P.

Ôï âáóéêü åñþôçìá åßíáé ôß ãßíåôáé óôçí ðåñßðôùóç GCP (All, B), äçëáäÞ
ìå óôáèåñÞ ôç äïìÞ B íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôï ðñüâëçìá üðïéá êáé íá åßíáé ç
äïìÞ A. (Áõôü ôï ðñüâëçìá ôï êáëïýìå êáé CSP (B). Áí ôá óôïé÷åßá ôïõ
B åßíáé c êáé ôá óôïé÷åßá ôïõ A n âëÝðïõìå üôé ôï êüóôïò ôçò brute force
åßíáé cn ðïõ åßíáé åêèåôéêü, Üñá ðñÝðåé íá âñïýìå ðéï Ýîõðíïõò áëãïñßèìïõò
áí ãßíåôáé üíôùò êÜðïéåò áðü áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò íá ëõèïýí óôï P.

Áò óêåöôïýìå ôß åßíáé ôåëéêÜ ç áëãåâñéêÞ äïìÞB. Åßíáé êÜðïéåò ôéìÝò ðïõ
ìðïñïýí íá ðÜñïõí ïé ìåôáâëçôÝò ìáò êáé êÜðïéåò ó÷Ýóåéò. ÔåëéêÜ áõôü ðïõ
ìðïñïýìå íá åêìåôáëëåõôïýìå åßíáé éäéüôçôåò ôùí ó÷Ýóåùí ðïõ ôéò êÜíïõí
\ðéï åýêïëá õðïëïãéóôÝò". ÄçëáäÞ íá âñïýìå éäéüôçôåò ðïõ áí åêðëçñþíïõí
ïé ó÷Ýóåéò ôïõ B ìðïñïýìå íá êÜíïõìå êÜôé ðéï Ýîõðíï áðü brute force
áëãïñßèìïõò. Áõôü åßíáé ôåëéêÜ ôï èÝìá ðïõ èá ìáò áðáó÷ïëÞóåé.
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ÊåöÜëáéï 2

Complexity of CSP

2.1 SNP

2.1.1 ÅéóáãùãÞ

Ç ÊëÜóç SNP [26] ðåñéÝ÷åé üëá ôá ðñïâëÞìáôá ðïõ ìðïñïýí íá åêöñá-
óôïýí áðü ìéá õðáñîéáêÞ äåýôåñçò ôÜîçò ðñüôáóç ìå Ýíá êáèïëéêü ðñþôï
ìÝñïò, óõãêåêñéìÝíá ìßá ðñüôáóç ôçò ìïñöÞò (∃S′)(∀x)Φ(x, S, S′), ïðïý Φ
åßíáé ìéá ðñþôçò ôÜîçò ðñüôáóç ÷ùñßò ðïóïäåßêôåò. ÄçëáäÞ ç Φ åßíáé ìéá
ðñüôáóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ó÷Ýóåéò áðü ôá óýíïëá S, S′ ðïõ åöáñìüæïíôáé
óôéò ìåôáâëçôÝò x, êáé ôá ¬ ,∨ , ∧. Ôï ðñüâëçìá åßíáé íá áðïöáóßóïõìå áí
ãéá êÜðïéá äïìÞ S ðïõ Ý÷ïõìå ùò åßóïäï, õðÜñ÷åé ìéá äïìÞ S′ ïñéóìÝíç óôï
ßäéï ðåäßï Ýôóé þóôå ãéá üëåò ôéò áðïíïìÝò ôéìþí óôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ x íá
åßíáé áëçèÝò üôé éó÷ýåé Φ(x, S, S′). Èá áíáöåñüìáóôå óôéò ó÷Ýóåéò ôïõ S ùò
ó÷Ýóåéò åéóüäïõ, åíþ óôéò ó÷Ýóåéò ôïõ S′ ùò õðáñîéáêÝò ó÷Ýóåéò. Ç ôõðï-
ðïßçóç ôïõ SNP ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðáñáêÜôù (êáé åßíáé éóïäýíáìç)
èá åßíáé ∃S′∀x ∧i ¬(ai ∧ bi ∧ ci) ìå ai ∈ S êáé bi ∈ S′ êáé ðéèáíÜ ci ó÷Ýóåéò
éóüôçôáò, ìå ç ÷ùñßò ¬.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 2.1.1.1
ÌÞ ýðáñîç êýêëïõ ìåãÝèïõò 3 ùò SNP: Ç Ýêöñáóç èá Þôáí ∀x∀y∀z

¬(E(x, y)∧E(y, z)∧E(z, x)), (ìå ôéò ìåôáâëçôÝò íá áíôéóôïé÷ïýí óå êüìâïõò)
âëÝðïõìå ïôß äåí ÷ñåéÜæåôáé õðáñîéáêÞ äïìÞ áëëÜ áñêåß ìéá äïìÞ åéóüäïõ ìå
ìüíç ó÷Ýóç ôç ó÷Ýóç ãåéôíßáóçò, äçëáäÞ ôéò áêìÝò. ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 2.1.1.2
3-colourability: Åäþ ôï ðáñÜäåéãìá ãßíåôáé ëßãï ðéï ðåñßðëïêï. Ïé

ìåôáâëçôÝò áíôéóôïé÷ïýí óå êüìâïõò, êáé Ý÷ïõìå ôçí õðáñîéáêÞ äïìÞ S′ =
{M1,M2} ìå ôéò ìïíáäéáßåò ó÷ÝóåéòM1,M2 íá äßíïõí ôï ÷ñþìá åíüò êüìâïõ.
(¬M1(x)∧M2(x) ôï ðñþôï M1(x)∧¬M2(x) ôï äåýôåñï êáé M1(x)∧M2(x) ôï
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ôñßôï, ôï ¬M1(x)∧M2(x) äåí åðéôñÝðåôáé). ¸÷ïõìå ôçí áêüëïõèç Ýêöñáóç:

∃M1,M2∀x, y





¬(E(x, y) ∧ ¬M1(x) ∧M2(x) ∧ ¬M1(y) ∧M2(y))∧
¬(E(x, y) ∧M1(x) ∧ ¬M2(x) ∧M1(y) ∧ ¬M2(y))∧
¬(E(x, y) ∧M1(x) ∧M2(x) ∧M1(y) ∧M2(y))∧

¬(¬M1(x) ∧ ¬M2(x))

¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 2.1.1.3
Ôï 3SAT åêöñáóìÝíï ùò SNP: Ç äïìÞ åéóüäïõ S áðïôåëåßôáé áðü

ôÝóóåñåéò ôñéáäéêÝò ó÷Ýóåéò C0, C1, C2, C3 ïñéóìÝíåò óôï ðåäßï {0, 1}, ïðïý
Ci áíôéóôïé÷åß óôç äéÜæåõîç ôñéþí ìåôáâëçôþí ìå ôéò ðñþôåò i áðü áõôÝò ìå
Üñíçóç. Ç õðáñîéáêÞ äïìÞ S′ áðïôåëåßôáé ìüíï áðü ìéá monadic ó÷Ýóç T
ôçí áðïíïìÞ áëçèåßáò. Ç ó÷Ýóç ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåßôáé åßíáé üôé ãéá
êÜèå x1, x2, x3 , áí C0(x1, x2, x3) ôüôå T (x1)∨T (x2)∨T (x3), êáé ïìïßùò ãéá
ôá õðüëïéðá Ci ìå Üñíçóç ãéá ôá T (xj) áí j ≤ i. ¤

Áò áó÷ïëçèïýìå ìå ôï ðáñáêÜôù åñþôçìá: Ðïéåò õðïêëÜóåéò ôïõ NP
Ý÷ïõí ôçí ßäéá õðïëïãéóôéêÞ äýíáìç üóç üëï ôï NP;

ÄçëáäÞ, ðïéåò õðïêëÜóåéò ôïõ NP åßíáé ôÝôïéåò þóôå ãéá êÜèå ðñüâëçìá
ðïõ áíÞêåé óôï NP íá õðÜñ÷åé Ýíá éóïäýíáìï ìå ðïëõùíõìéêÞ áíáãùãÞ ðñü-
âëçìá óôçí åí ëüãù õðïêëÜóç. ÓõãêåêñéìÝíá ëÝìå üôé äýï ðñïâëÞìáôá A
êáé B åßíáé éóïäýíáìá êÜôù áðü ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ áí õðÜñ÷åé
ìéá ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ áðü ôï A óôï B, áëëÜ êáé áðü ôï B óôï
A. Áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå ðñüâëçìá ôïõ NP åßíáé éóïäýíáìï ìå Ýíá ðñü-
âëçìá óôï SNP êÜôù áðü ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ. Áõôü óçìáßíåé
üôé ãéá êÜèå ðñüâëçìá A óôï NP, õðÜñ÷åé Ýíá ðñüâëçìá B óôï SNP ôÝôïéï
þóôå ìå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï íá ðåñíÜìå áðü ôï A óôï B êáé áíôßóôñïöá.
ÌÜëéóôá áõôü éó÷ýåé êáé ãéá ðéï ðåñéïñéóìÝíåò êëÜóåéò ôïõ SNP. Èá áñ÷ß-
óïõìå èåùñþíôáò üôé ïé ó÷Ýóåéò éóüôçôáò êáé áíéóüôçôáò äåí åðéôñÝðïíôáé
óå ìéá ðñþôçò ôÜîçò ó÷Ýóç, áëëÜ ìüíï ó÷Ýóåéò áðü ôçí äïìÞ åéóüäïõ S êáé
ôçí õðáñîéáêÞ äïìÞ S′. Ãéá ôçí êëÜóç monotone SNP ÷ùñßò áíéóüôçôåò,
áðáéôïýìå üôé üëåò ïé åìöáíßóåéò ôçò ó÷Ýóçò åéóüäïõ ai óôï Φ ÷ñçóéìïðïéïý-
íôáé ÷ùñßò Üñíçóç, þóôå ôá ai íá ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ðåñéïñéóìïß, áðü
ôçí Üðïøç üôé áí éó÷ýåé ç ai ãéá ðåñéóóüôåñá óôïé÷åßá ôçò äïìÞò åéóüäïõ
ìðïñåß íá êÜíåé ôï ðñüâëçìá \ëéãüôåñï éêáíïðïéÞóéìï". Ðáñáôçñïýìå üôé ôï
3SAT Ý÷åé áõôÞ ôçí éäéüôçôá. Ãéá monadic SNP ÷ùñßò áíéóüôçôåò áðáéôïýìå
ç õðáñîéáêÞ äïìÞ S′ íá áðïôåëåßôáé áðü monadic ó÷Ýóåéò ìüíï. Ï ðáñáðÜíù
ïñéóìüò ôïõ 3SAT åìðßðôåé êáé óå áõôÞ ôçí êëÜóç. ÔÝëïò ãéá monotone
monadic SNP ìå áíéóüôçôá, èåùñïýìå üôé ç ãëþóóá ðåñéÝ÷åé êáé ôçí éóü-
ôçôá Üñá êáé ç éóüôçôá êáé ç áíéóüôçôá áíÞêïõí óôç Φ. (Áí èåùñÞóïõìå üôé
ïé éóüôçôåò êáé áíéóüôçôåò åìöáíßæïíôáé ìå áñíçôéêÞ ðïëéêüôçôá, ôüôå ìüíï
ïé áíéóüôçôåò äßíïõí ìåãáëýôåñç äýíáìç óôç ãëþóóá, áöïý ç ðñüôáóç ôçò
ìïñöÞò \åÜí x = y ôüôå Φ(x, y)" ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß ìå \Φ(x, x)".)
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¸ôóé Ý÷ïõìå ðÜñåé ôçí êëÜóç SNP, êáé áó÷ïëïýìáóôå ìå ôñåéò óõíôáêôé-
êïýò ðåñéïñéóìïýò, óõãêåêñéìÝíá monotonicity, monadicity êáé íá ìç ÷ñç-
óéìïðïéïýíôáé áíéóüôçôåò. Ãéá ôçí þñá èá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò êëÜóåéò ðñï-
âëçìÜôùí ðïõ äýï áðü áõôïýò ôïõò ðåñéïñéóìïýò éó÷ýïõí.

2.1.2 NP = monotone, monadic SNP ìå áíéóüôçôá

ÈÅÙÑÇÌÁ 2.1.2.1
NP = monotone, monadic SNP ìå áíéóüôçôá: ÊÜèå ðñüâëçìá óôï

NP Ý÷åé Ýíá éóïäýíáìï (êÜôù áðü ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ) ðñüâëçìá
óôï monotone monadic SNP ìå áíéóüôçôåò ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Ïé Hillebrand, Kanellakis, Mairson êáé Vardi [17] áðÝäåéîáí üôé ç monadic

Datalog ìå áíéóüôçôá ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá íá êùäéêïðïéçèåß óå ðï-
ëõùíõìéêü ÷ñüíï õðïëïãéóìþí ìéáò Turing machine, áêüìá êáé ìç íôåôåñ-
ìéíéóôéêÞò. ¸íá ðñüãñáììá Datalog åßíáé Ýíáò ôýðïò Φ ï ïðïßïò áðïôåëåßôå
áðü conjunction áðü ôýðïõò ôçò ìïñöÞò R0(x0) ← R1(x1) ∧ . . . ∧ Rk(xk),
üðïõ ôá xi ìðïñïýí íá Ý÷ïõí êïéíÝò ìåôáâëçôÝò. Ç ó÷Ýóç R0 äåí ìðïñåß
íá åßíáé ìéá ó÷Ýóç åéóüäïõ, êáé Üñá ðñÝðåé íá åßíáé monadic Þ íá Ý÷åé ðïë-
ëáðëüôçôá 0, åðßóçò ïé Ri ìðïñïýí íá åßíáé ó÷Ýóåéò áíéóüôçôáò. ÕðÜñ÷åé
ìéá óõãêåêñéìÝíç R0 ðïëëáðëüôçôáò ìçäÝí ç ïðïßá ðñÝðåé íá áðïññÝåé áðü
ôï ðñüãñáììá áí ôï ðñüãñáììá áðïäÝ÷åôáé ôçí åßóïäü ôïõ, êáé áõôü óç-
ìáßíåé üôé ç åßóïäïò äåí ãßíåôáé áðïäåêôÞ áðü Ýíá Datalog ðñüãñáììá áí
(∃R)(∀x)(Φ(R,S, x)∨¬R0). Ðáñáôçñïýìå üôé áõôüò ï ôýðïò F ′ åßíáé mono-
tone monadic SNP ìå áíéóüôçôá. Åäþ ôï S ðåñéãñÜöåé ôïí õðïëïãéóìü ìéáò
ìç íôåôåñìéíéóôéêÞò ìç÷áíÞò Turing, óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò ôçò åéóüäïõ, ôçí
ðåñéãñáöÞ ôçò êßíçóçò ôçò êåöáëÞò óôçí ôáéíßá ôçò ìç÷áíÞò, êáé ôéò êáôá-
óôÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò êáé ôùí ôéìþí óôçí ôáéíßá êáè' üëç ôç äéÜñêåéá ôïõ
õðïëïãéóìïý. Èá èÝëáìå ôþñá íá õðïèÝóïõìå üôé ï õðïëïãéóìüò áõôüò äåí
åßíáé ãíùóôüò áðü ôçí áñ÷Þ, äçëáäÞ, ìüíï ç åßóïäïò ôçò ìç÷áíÞò äßíåôáé.
ç êßíçóç ôçò êåöáëÞò êáé ïé ôéìÝò ôçò ôáéíßáò äåí åßíáé ãíùóôÝò êáé åßíáé
õðáñîéáêÜ ðïóïäåéêôïýìåíåò. Äõóôõ÷þò, áõôÞ ç ðåñéãñáöÞ ôçò êßíçóçò ôçò
êåöáëÞò äåí ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ìå monadic ó÷Ýóåéò, ãéáôß êáèïñßæåôáé áðü
ôçí åßóïäï ôçò ìç÷áíÞò. Áðïöåýãïõìå áõôÞ ôç äõóêïëßá èåùñþíôáò üôé ç
ìç÷áíÞ Turing åßíáé ÷ùñßò ìíÞìç (oblivious) äçëáäÞ ç êåöáëÞ êéíåßôáé óôï
÷þñï ðïõ áñ÷éêÜ õðÜñ÷åé ç åßóïäïò ìðñïò ðßóù êáé ôåëéêÜ áðïäÝ÷åôáé ìåôÜ
áðü nk âÞìáôá ãéá êÜðïéï k. Ìðïñïýìå ôüôå íá õðïèÝóïõìå üôé ç êßíçóç
ôçò êåöáëÞò äßíåôáé óáí ìÝñïò ôçò åéóüäïõ, áöïý ðñÝðåé íá åßíáé áíåîÜñ-
ôçôç ôùí ôéìþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ãéá åßóïäï óå ìéá ôÝôïéá ìç÷áíÞ ÷ùñßò
ìíÞìç. ¸ôóé ìüíï ïé êáôáóôÜóåéò ôçò ìç÷áíÞò êáé ïé ôéìÝò ôçò ôáéíßáò ðñÝ-
ðåé íá ðïóïäåéêôïèïýí õðáñîéáêÜ, äßíïíôáò Ýíáí monotone monadic SNP ìå
éóüôçôá ôýðï ï ïðïßïò åêöñÜæåé áí ç ìç÷áíÞ áðïäÝ÷åôáé ìéá óõãêåêñéìÝíç
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åßóïäï. ¸íáò óõãêåêñéìÝíïò õðïëïãéóìüò ôüôå ðåñéãñÜöåôáé ìå ôçí åðéëïãÞ
ôùí êáôáóôÜóåùí ôçò ìç÷áíÞò áëëÜ êáé ôùí ôéìþí ôçò ôáéíßáò, ïé ïðïßåò åê-
öñÜæïíôáé ìå monadic õðáñîéáêÝò ó÷Ýóåéò ïé ïðïßåò ìåôÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
óáí åßóïäïé óôï ðñüãñáììá Datalog. Ï ðåñéïñéóìüò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéåß-
ôáé åßíáé üôé áí ìéá êáôÜóôáóç Ý÷åé ÷áñáêôçñéóôåß ùò ç nk-ïóôÞ êáôÜóôáóç
(áõôü êáèïñßæåôáé áðü ôï íôåôåñìéíéóôéêü êïììÜôé ôçò ìç÷áíÞò), ôüôå ðñÝðåé
åðßóçò íá ÷áñáêôçñéóôåß êáé ùò êáôÜóôáóç áðïäï÷Þò (áõôü êáèïñßæåôáé áðü
ôï ìç íôåôåñìéíéóôéêü ìÝñïò ôçò ìç÷áíÞò). Ï monotone monadic SNP ìå
áíéóüôçôá ôýðïò äåí èá áðïññßðôåé áí äåí ðåñéãñÜöåé ìéá åßóïäï áêïëïõèïý-
ìåíç áðü ôç óùóôÞ êßíçóç ôçò êåöáëÞò êáé ôïí åðáêüëïõèï ÷ùñßò ìíÞìç
õðïëïãéóìü, åíþ èá áðïäÝ÷åôáé áí ï áñéèìüò ôùí êåëéþí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïý-
íôáé ãéá ôïí õðïëïãéóìü åßíáé ìéêñüôåñïò áðü nk, êáé èá áðïäÝ÷åôáé üôáí
áðïäÝ÷åôáé êáé ç ìç÷áíÞ. ¥

2.1.3 NP = monadic SNP ÷ùñßò áíéóüôçôá

ÈÅÙÑÇÌÁ 2.1.3.1
NP = monadic SNP ÷ùñßò áíéóüôçôá: ÊÜèå ðñüâëçìá óôï NP

Ý÷åé Ýíá éóïäýíáìï (êÜôù áðü ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ) ðñüâëçìá
óôï monadic SNP ÷ùñßò éóüôçôá ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Áöïý ç ýðáñîç åíüò éóïäýíáìïõ ðñïâëÞìáôïò óôï monotone monadic

SNP ìå áíéóüôçôá ãéá êÜèå ðñüâëçìá óôï NP Ý÷åé Þäç äåé÷èåß, åßíáé áñêåôü
íá áöáéñÝóïõìå ôéò áíéóüôçôåò ÷ñçóéìïðïéþíôáò üôé äåí Ý÷ïõìå monotonic-
ity.

Ãéá íá ãßíåé áõôü åéóÜãïõìå ìéá íÝá binary ó÷Ýóç åéóüäïõ ôçí eq. Ðñï-
óáñôïýìå óôïí ôýðï Ýíá conjunct ðïõ áðáéôåß ç eq íá åßíáé ç ó÷Ýóç éóüôçôáò
ìå ôçí éäéüôçôá üôé áí ìéá monadic ó÷Ýóç (åéóüäïõ Þ õðáñîéáêÞ) éó÷ýåé óå
êÜðïéá óôïé÷åßá, ôüôå ðñÝðåé íá éó÷ýåé êáé áí êÜðïéï óôïé÷åßï óå èÝóç ïñß-
óìáôïò áíôéêáôáóôáèåß áðü åá óôïé÷åßï ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå ôï áñ÷éêü ìÝóù
ôçò eq, ôÝëïò áíôéêáèéóôïýìå üëåò ôéò åìöáíßóåéò ôïõ x 6= y ìå ¬eq(x, y).
¸ôóé ï ôýðïò ðëÝïí äåí ðåñéÝ÷åé áíéóüôçôåò, áëëÜ ðåñéÝ÷åé ìéá ó÷Ýóç åéóü-
äïõ ç ïðïßá åìöáíßæåôáé êáé ìå èåôéêÞ êáé áñíçôéêÞ ðïëéêüôçôá, äçëáäÞ äåí
åßíáé ðëÝïí monotone. Ï ôýðïò ôåëéêÜ åßíáé monadic SNP ÷ùñßò áíéóüôçôá.
¥

2.1.4 NP = monotone SNP ÷ùñßò áíéóüôçôá

ÈÅÙÑÇÌÁ 2.1.4.1
NP = monotone SNP ÷ùñßò áíéóüôçôá: ÊÜèå ðñüâëçìá óôï NP

Ý÷åé Ýíá éóïäýíáìï (ìå ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ) ðñüâëçìá óôï mono-

22



ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. COMPLEXITY OF CSP 2.2. MMSNP

tone SNP ÷ùñßò áíéóüôçôá. ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Áöïý ç ýðáñîç åíüò éóïäýíáìïõ ðñïâëÞìáôïò óôï monotone monadic

SNP ìå áíéóüôçôá ãéá êÜèå ðñüâëçìá óôï NP Ý÷åé Þäç áðïäåé÷èåß, åßíáé
áñêåôü íá áöáéñÝóïõìå ôéò áíéóüôçôåò ÷Üíïíôáò ôç monadicity.

Ãéá íá ãßíåé áõôü, ç óêÝøç åßíáé ïôß ìå ôçí éóüôçôá êÜðïéá marked óôïé-
÷åßá äçìéïõñãïýí Ýíá succ ìïíïðÜôé ìå ôï pred íá åßíáé ôï transitive closure
ôïõ. ÅéóÜãïõìå ìéá ìïíáäéáßá ó÷Ýóç åéóüäïõ special, ìéá äéáäéêÞ ó÷Ýóç åé-
óüäïõ succ, ìéá ìïíáäéáßá õðáñîéáêÞ ó÷Ýóç marked, ìéá äéáäéêÞ õðáñîéáêÞ
ó÷Ýóç eq, êáé ìéá äéáäéêÞ õðáñîéáêÞ ó÷Ýóç pred. Áðáéôïýìå ôþñá ïôß êÜèå
special óïé÷åßï èá åßíáé marked, êáé êÜèå óôïé÷åßï ðïõ ó÷åôßæåôáé ìå Ýíá
marked óôïé÷åßï ìå ôçí succ èá åßíáé åðßóçò marked. Áðáéôïýìå ïôß ôï pred
åßíáé transitive, áëëÜ äåí ó÷åôßæïõìå êáíÝíá óôïé÷åßï äå ó÷åôßæåôáé ìå ôïí
åáõôü ôïõ, üôé äýï óôïé÷åßá ðïõ óõíäÝïíôáé ìå ôçí succ óõíäÝïíôáé êáé ìå ôçí
pred (ìå ôçí ßäéá öïñÜ), ïôß ç eq åßíáé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò, ïôß ïðïéáäÞðïôå
special óôïé÷åßá ó÷åôßæïíôáé ìå ôçí eq, êáé üôé áí äýï óôïé÷åßá ó÷åôßæïíôáé
áðü ôçí eq êáé áí êÜèå Ýíá ó÷åôßæåôáé ìå êÜðïéï Üëëï ìÝóù ôçò succ (ìå ôçí
ßäéá öïñÜ), ôüôå áõôÜ ôá äýï åðßóçò ó÷åôßæïíôáé áðü ôçí eq. ÔÝëïò, ðåñéïñß-
æïõìå ôïí áñ÷éêü ôýðï íá Ý÷åé ìüíï marked óôïé÷åßá, êáé áíôéêáèéóôïýìå ôï
x 6= y áðü 6= eq(x, y), êáé èåùñïýìå ïôß ìéá ó÷Ýóç éó÷ýåé óå êÜðïéá óôïé÷åßá
áí éó÷ýåé óå óôïé÷åßá ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôá áñ÷éêÜ ìÝóù ôçò eq. Íá óç-
ìåéþóïõìå åäþ ïôß ãéá óôïé÷åßá ðïõ åßíáé áíÜãêç íá åßíáé marked, ïé ó÷Ýóåéò
eq êáé pred ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ôï ðïëý ìå Ýíá ôñüðï, äßíïíôáò Ýíá succ
ìïíïðÜôé (êáé ôåëéêÜ ôçí eq, ìå pred ôçí transitive closure ôçò). ¥

2.2 MMSNP

2.2.1 ÅéóáãùãÞ

ÔåëéêÜ åßäáìå üôé (áí P 6= NP ) ïé êëÜóåéò monotone monadic SNP with
inequality, monadic SNP without inequality, êáé monotïne SNP without
inequality, åßíáé áêñéâþò éóïäýíáìåò ìå ôçí êëÜóç NP, áöïý ìÝóù áõôþí
ìðïñïýìå íá ðñïóïìïéþóïõìå ìéá Turing Machine. ¶ìåóï áðïôÝëåóìá ôùí
ðáñáðÜíù åßíáé ïôß êáé óôéò ôñåéò ðáñáðÜíù êëÜóåéò ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìï-
ðïéÞóïõìå äéáãùíïðïéÞóåéò áíÜëïãåò ìå áõôÞ ôïõ èåùñÞìáôïò ôïõ Ladner
êáé íá áðïäåßîïõìå ïôß ïé ðáñáðÜíù êëÜóåéò Ý÷ïõí ðñïâëÞìáôá ðïõ åßíáé óôï
NP áëëÜ äåí åßíáé ïýôå óôï P ïýôå NP-complete.

¼ìùò ôï ßäéï äåí éó÷ýåé áí èÝóïõìå êáé ôïõò ôñåéò ðåñéïñéóìïýò ôáõôü-
÷ñïíá. Óôï monotone monadic SNP without inequality (ðïõ ïíïìÜæïõìå
ãéá óõíôïìßá MMSNP), äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äéáãùíéïðïéÞ-
óåéò ôçò ìïñöÞò ôïõ Ladner ãéá íá ðÜñïõìå áíÜëïãá áðïôåëÝóìáôá. ¸ôóé
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2.2. MMSNP ÊÅÖÁËÁÉÏ 2. COMPLEXITY OF CSP

ç êëÜóç MMSNP åßíáé ìéá áñêåôÜ ìåãÜëç êëÜóç ðñïâëçìÜôùí ãéá ôá ïðïßá
ìðïñåß íá éó÷ýåé ç äé÷ïôüìéóç óå P êáé NP-complete Þ ôïõëÜ÷éóôïí äåí ìðï-
ñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï áíôßèåôï. ÌÜëéóôá ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå áðëïý-
óôåñá ôá MMSNP ùò åîÞò: Áí ìßá ó÷Ýóç (åßôå õðáñîéáêÞ åßôå åéóüäïõ)
åìöáíßæåôáé êáé èåôéêÞ êáé áñíçôéêÞ ôüôå ðñÝðåé íá åßíáé monadic.

Ôï áêüìá ðéï åíäéáöÝñïí åßíáé ïôß ðñáêôéêÜ ìå ôçí êëÜóç MMSNP üðùò
èá áðïäåßîïõìå ðáñáêÜôù õðïëïãßæïõìå ðñáêôéêÜ üôé ìðïñïýìå íá õðïëï-
ãßóïõìå ìå ôçí êëÜóç ðñïâëçìÜôùí ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ùò CSPs.
¶ñá ôåëéêÜ ç êëÜóç ðñïâëçìÜôùí CSP ü÷é ìüíï åßíáé ìéá êëÜóç ðïõ ðïëý
ðéèáíþò éó÷ýåé ç äé÷ïôüìéóç óå P êáé NP-complete áëëÜ åßíáé êáé ìéá áðü
ôéò ìåãáëýôåñåò êëÜóåéò ðïõ éó÷ýåé áõôü.

2.2.2 MMSNP ∼= CSP

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ïôß CSP ⊆ MMSNP . ¸óôù A ôï óýìðáí ôïõ
åí ëüãù CSP. ÅéóÜãïõìå ãéá êÜèå óôïé÷åßï a ôïõ óýìðáíôïò ìéá õðáñîéáêÞ
monadic ó÷Ýóç Ma(x) ìå óçìáóßá üôé ç ìåôáâëçôÞ x Ý÷åé ôçí ôéìÞ a ÔÝëïò
äçìéïõñãïýìå ôïí ôýðï Φ Ýôóé þóôå íá ðåñéÝ÷åé üëïõò ôïõò ðåñéïñéóìïýò êáé
íá áðáéôåß ïôß ìüíï ìéá ôéìÞ Ý÷åé áíáôåèåß óå êÜèå ìåôáâëçôÞ.

Ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé CSP ⊂ MMSNP äçëáäÞ üôé ç ó÷Ýóç åßíáé
áõóôçñÞ, êáé õðÜñ÷åé ðñüâëçìá ôïõ MMSNP ðïõ äåí ìðïñåß íá åêöñáóôåß
ùò CSP. Ðáñüëá áõôÜ ç õðïëïãéóôéêÞ äýíáìç ðïõ ðñïóöÝñïõí åßíáé ðñáêôéêÜ
ç ßäéá áöïý ìðïñïýìå ìå ðéèáíïôéêü ðïëõùíõìéêü áëãüñéèìï íá ðåñÜóïõìå
áðü ôï MMSNP óôï CSP. ( Ç áðüäåéîç åßíáé áñêåôÜ ðåñßðëïêç êáé äåí èá
ôçí áíáëýóïõìå åäþ áëëÜ ìðïñåß íá âñåèåß óôï [37]).
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ÊåöÜëáéï 3

¶ëãåâñá

¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé óêïðüò ìáò åßíáé íá ÷áñáêôçñßóïõìå ðñïâëÞ-
ìáôá CSP ùò ðñïò ôçí ðïëõðëïêüôçôÜ ôïõò. Óå áõôü ôï êåöÜëáéï èá äïýìå
ðùò ìðïñïýìå íá ôá ÷áñáêôçñßóïõìå ìÝóù áëãåâñéêþí äïìþí ðïõ ïñßæïíôáé
áðü áõôÜ. Óå êÜèå õðïåíüôçôá èá äïýìå äéáöïñåôéêÝò äïìÝò ðïõ ìðïñïýí íá
ìáò äþóïõí ðëçñïöïñßåò.

3.1 Ãëþóóåò Ðåñéïñéóìþí

3.1.1 Ïñéóìïß

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.1.1.1
Tractable ðñüâëçìá: Èá ëÝìå Ýíá ðñüâëçìá tractable áí õðÜñ÷åé

íôåôåñìéíéóôéêüò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áëãüñéèìïò ðïõ ëýíåé üëåò ôéò ðéèáíÝò
åéóüäïõò ôïõ ðñïâëÞìáôïò. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.1.1.2
Tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ãéá êÜèå óýíïëï A, ìéá ðåðåñáóìÝíç

ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ ⊆ RA ëÝãåôáé tractable áí ôï CSP(Ã) åßíáé tractable.
Ìéá Üðåéñç ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ëÝãåôáé tractable áí êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðï-
óýíïëü ôçò åßíáé tractable. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.1.1.3
NP-complete ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ ëÝ-

ãåôáé NP-complete áí ∃∆ ⊂ Γ ìå ∆ ðåðåñáóìÝíï Ýôóé þóôå ôï CSP (∆) íá
åßíáé NP-Complete. ¤
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3.1. ÃËÙÓÓÅÓ ÐÅÑÉÏÑÉÓÌÙÍ ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÁËÃÅÂÑÁ

3.1.2 Ðáñáäåßãìáôá

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.1
×ñùìáôéóìüò ãñÜöùí: ¼ðùò åßäáìå ðéï ðÜíù ï q-×ñùìáôéóìüò ãñÜ-

öùí åêöñÜæåôáé ìÝóù ôçò ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí {6=q}. Ãíùñßæïõìå üìùò üôé
åíþ ãéá q ≤ 2 ôï ðñüâëçìá ëýíåôáé óôï P åíþ áëëéþò åßíáé NP-complete.
¶ñá ç {6=q} åßíáé tractable ãéá q ≤ 2 äéáöïñåôéêÜ åßíáé NP-complete. ¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.2
H-Colorability: Áõôü ôï ðñüâëçìá Ý÷åé ðëÞñùò ÷áñáêôçñéóôåß êáé óõ-

ãêåêñéìÝíá îÝñïõìå üôé ãéá H ìç êáôåõèõíüìåíï ãñÜöï üôáí åßíáé bipartite
Þ Ý÷åé âñüã÷ï ôüôå ôï ðñüâëçìá åßíáé tractable, áëëéþò åßíáé NP-complete.

Ãíùñßæïíôáò Þäç ïôé åäþ Γ = {EH}, îÝñïõìå üôé ìéá óõììåôñéêÞ äéìåëÞò
ó÷Ýóç E åßíáé tractable üôáí áíÞêåé óå bipartite ãñÜöï Þ óå Ýíá ãñÜöï ìå
âñüã÷ï. ¤

Áí ìéá ðåðåñáóìÝíç Þ Üðåéñç ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ Ý÷åé ôçí éäéüôçôá
CSP (Γ ) åßíáé tractable èá ïíïìÜæåôáé globally tractable. Åìöáíþò ìéá
ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ðïõ åßíáé globally tractable åßíáé tractable, ìå âÜóç
ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü, áëëÜ äåí åßíáé Üìåóá åìöáíÝò ãéáôß ôï áíôßóôñïöï èá
Ýðñåðå íá éó÷ýåé ãéá üëåò ôéò ìç ðåðåñáóìÝíåò ãëþóóåò. ¸óôù êÜðïéá Üðåéñç
ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ , ìðïñåß íá éó÷ýåé üôé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóý-
íïëï ∆ ⊆ Γ õðÜñ÷åé Ýíáò ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò Alg(∆) ðïõ åðéëýåé
ôï CSP (∆), áëëÜ äåí õðÜñ÷åé ãåíéêüò áëãüñéèìïò ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ
ðïõ íá ëýíåé ôï CSP (Γ ). Ðáñüëá áõôÜ äåí ãíùñßæïõìå ðáñáäåßãìáôá ïðïý
éó÷ýåé áõôü êáé õðïèÝôïõìå ïôé êÜèå tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí åßíáé êáé
globally tractable.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.3
ΓLIN : ¸óôù A Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðåäßï, êáé Ýóôù ΓLIN ìéá ãëþóóá

ðåñéïñéóìþí ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ïñéóìÝíåò óôï A ðïõ åßíáé ëýóåéò
óå êÜðïéï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï A. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï ΓLIN , êáé
Üñá êÜèå CSP (ΓLIN ), ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß áðü Ýíá óýíïëï ãñáììéêþí
åîéóþóåùí óôï A. ÐñÜãìáôé áí ρ ∈ ΓLIN , ôüôå åßíáé ï ÷þñïò ëýóåùí åíüò
óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí åîéóþóåùí ðïõ ðáßñíïõìå áðü ôá ðáñáêÜôù âÞìáôá:

1ü ÐÜñå Ýíá ôõ÷áßï óôïé÷åßï a0 = (a01, . . . a0n) ∈ ρ, êáé èÝóå ρ0 = {b −
a0|b ∈ ρ}.

2ü Ãéá êÜèå ìÝëïò (a1, . . . , an) ôïõ ρ0, äçìéïýñãçóå ôçí åîßóùóç: a1x1 +
. . . + anxn = 0, êáé âñåò ìéá âÜóç r⊥, ôïõ ÷þñïõ ëýóåùí ôïõ óõóôÞ-
ìáôïò åîéóþóåùí ðïõ ðñïÝêõøå.

3ü Ãéá êÜèå (b1, . . . , bn) ∈ ρ⊥, äþóå ôçí åîßóùóç b1x1 + . . . + bnxn = b0,
ïðïý b0 = b1a01 + . . .+ bna0n.
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÁËÃÅÂÑÁ 3.1. ÃËÙÓÓÅÓ ÐÅÑÉÏÑÉÓÌÙÍ

Åöüóïí ôï CSP (ΓLIN ) ìðïñåß íá ëõèåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (ð.÷ ìå Gaus-
sian elimination), åßíáé åðáêüëïõèï üôé ôï ΓLIN åßíáé (globally) tractable
ãëþóóá ðåñéïñéóìþí. ¤

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.1.2.1
Äé÷ïôüìçóçò ôïõ Schaefer: (Ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò äßíåôáé óôï

ôåëåõôáßï êåöÜëáéï). ¼ìùò ìðïñïýìå áðü ôþñá íá åêöñÜóïõìå ôá áðïôåëÝ-
óìáôá óôç ãëþóóá ìáò:

Ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíç óôï A = {0, 1} åßíáé tractable áí
(ôïõëÜ÷éóôïí) Ýíá áðü ôá ðáñáêÜôù éó÷ýåé:

1. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï Γ ðåñéÝ÷åé Ýíá tuple ðïõ åßíáé üëï 0.

2. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï Γ ðåñéÝ÷åé Ýíá tuple ðïõ åßíáé üëï 1.

3. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï Γ ìðïñåß íá ïñéóôåß áðü Ýíá ôýðï óå conjunctive nor-
mal form ïðïý êÜèå conjunct Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç.

4. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï Γ ìðïñåß íá ïñéóôåß áðü Ýíá ôýðï óå conjunctive nor-
mal form ïðïý êÜèå conjunct Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ÷ùñßò Üñíçóç.

5. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï Γ ìðïñåß íá ïñéóôåß áðü ìéá CNF ìå êÜèå conjunct
íá ðåñéÝ÷åé ôï ðïëý 2 literal.

6. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï Γ åßíáé ôï óýíïëï ëýóåùí åíüò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí
åîéóþóåùí óôï ðåðåñáóìÝíï �eld GF (2).

Áëëéþò åßíáé NP-complete. ¥
ÂëÝðïõìå ëïéðüí üôé ôï CSP (B) üôáí ôï B ðåñéÝ÷åé ìüíï 2 óôïé÷åßá åßíáé

ðëÞñùò ïñéóìÝíï[35]. Åðßóçò üðùò áíáöÝñèçêå êáé óôçí åéóáãùãÞ ðëÝïí
Ý÷åé ðëÞñùò ÷áñáêôçñéóôåß êáé ãéá 3 óôïé÷åßá [3]. ÁëëÜ ãéá ìåãáëýôåñï
ðëçèÜñéèìï äåí Ý÷ïõìå ãåíéêÜ áðïôåëÝóìáôá áêüìá.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.1.2.4
ΓZOA: Ìéá áðü ôéò ðñþôåò ãëþóóåò ðåñéïñéóìþí ðïõ ÷áñáêôçñßóôçêå

ðëÞñùò (êáé äåí Þôáí ïñéóìÝíç óå boolean) Þôáí ç ΓZOA ôùí \0,1,all" ó÷Ý-
óåùí ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé óôï [9]. Ôï óýíïëï ΓZOA ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ó÷Ýóåéò
ïñéóìÝíåò óå êÜðïéï óõãêåêñéìÝíï óýíïëï A ìå ôéò åîÞò ìïñöÝò:

1. ¼ëåò ôéò ìïíáäéáßåò ó÷Ýóåéò

2. ¼ëåò ôéò äéìåëåßò ôçò ìïñöÞò A1 ×A2 ìå A1, A2 ⊆ A.

3. ¼ëåò ôéò äéìåëåßò ó÷Ýóåéò ôçò ìïñöÞò {(α, π(α)|α ∈ A1} ãéá êÜðïéï
õðïóýíïëï A1 ôïõ A êáé êÜðïéá áíáäéÜôáîç π ôïõ A.

4. ¼ëåò ôéò äéìåëåßò ó÷Ýóåéò ôçò ìïñöÞò {(a, b) ∈ A1×A2|a = a1∨b = a2}
ãéá êÜðïéá õðïóýíïëá A1, A2 ôïõ A êáé êÜðïéá óôïé÷åßá a1 ∈ A1,
a2 ∈ A2
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3.2. RELATIONAL CLONES ÊÅÖÁËÁÉÏ 3. ÁËÃÅÂÑÁ

¸÷åé äåé÷èåß óôï [9] üôé ôï CSP (ΓZOA) ü÷é ìüíï åßíáé tractable áëëÜ êáé
ãéá ïðïéáäÞðïôå äéìåëÞ ó÷Ýóç ρ ðñïóèáßóïõìå ðïõ äåí åßíáé óôï ΓZOA ôüôå
ôï CSP (ΓZOA ∪ {ρ}) åßíáé NP-complete. ¤

3.2 Relational Clones

3.2.1 Ïñéóìïß

Ãéá íá ðåñéãñÜøåé ôéò tractable ãëþóóåò ðåñéïñéóìþí ï Schaefer ÷ñçóéìï-
ðïßçóå ôéò óõíôáêôéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðñïôáóéáêþí ôýðùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýóáí
óå Boolean ó÷Ýóåéò. Óå ìç Boolean ó÷Ýóåéò ðñïöáíþò áõôÞ ç ìÝèïäïò äåí
ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß. ×ñåéáæüìáóôå ëïéðüí ìéá åðáñêÞ ãëþóóá ïðïý
ìðïñïýìå íá åêöñÜóïõìå ôéò éäéüôçôåò ìéáò ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí ðïõ åßíáé
õðåýèõíåò ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí áíôßóôïé÷ùí CSPs.

¸íá ÷ñÞóéìï ðñþôï âÞìá óôï íá áíôéìåôùðßóïõìå áõôü ôï ðñüâëçìá åßíáé
íá óêåöôïýìå ðïéåò ðñüóèåôåò ó÷Ýóåéò ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå óå ìéá ãëþóóá
ðåñéïñéóìþí ÷ùñßò íá áëëÜîïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôçò óõãêåêñéìÝíçò êëÜ-
óçò ðñïâëçìÜôùí. ÁõôÞ ç ôå÷íéêÞ ÷ñçóéìïðïéÞèçêå åõñÝùò óôçí áíÜëõóç
Boolean CSPs [35], êáé óôçí áíÜëõóç temporal êáé spatial ðåñéïñéóìþí [31],
êáé åéóÞ÷èç óôçí áíÜëõóç ðåñéïñéóìþí óå arbitrary ðåðåñáóìÝíá óýíïëá óôï
[19].

Ãéá íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÞ ôçí ôå÷íéêÞ ðñþôá ïñßæïõìå ìßá ìÝèïäï
ãéá íá ðáñÜãïõìå íÝåò ó÷Ýóåéò áðü ôéò äïóìÝíåò. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò åßíáé Ýíáò
ôñüðïò ìÝóù ëïãéêþí ôýðùí êáé ôùí äïóìÝíùí ó÷Ýóåùí íá ïñßæïõìå íÝåò.
Ãéá íá ïñßóïõìå ôÝôïéïõò ëïãéêïýò ôýðïõò èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç óõíçèé-
óìÝíç áíôéóôïé÷ßá ìåôáîý ó÷Ýóåùí êáé predicates: Ìéá ó÷Ýóç áðïôåëåßôáé
áðü üëá ôá tuples ðïõ êÜíïõí ôï áíôßóôïé÷ï predicate íá áëçèÝò. (Èá ÷ñçóé-
ìïðïéïýìå ôï ßäéï óýìâïëï ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ó÷Ýóåéò êáé predicates, áöïý
ôï óå ðïéï áíáöåñüìáóôå èá åßíáé åìöáíÝò áðü ôá óõìöñáæüìåíá.)

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.2.1.1
Relational Clone: Ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ ⊆ RA ëÝãåôáé re-

lational clone áí ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ìå
ðñïôáâÜèìéïõò ôýðïõò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí:

1. Ó÷Ýóåéò áðü ôï Γ ∪ {=A}
2. óýæåõîç êáé

3. õðáñîéáêïýò ðïóïäåßêôåò.

Ïé ðñùôïâÜèìéïé ôýðïé ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýí ìüíï óýæåõîç êáé õðáñîéáêïýò
ðïóïäåßêôåò ëÝãïíôáé primitive positive (pp) ôýðïé. ¤

Ãéá êÜèå ãëþóóá ðåñéïñéóìþí Γ , õðÜñ÷åé Ýíá ìïíáäéêü relational clone
ðïõ ðåñéÝ÷åé ôç Γ , ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé ìå 〈Γ 〉 êáé êáëåßôáé relational clone
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ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôç Γ . Ôï óýíïëï 〈Γ 〉 åìðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ
ïñßæïíôáé áðü pp-ôýðïõò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ó÷Ýóåéò óôï Γ ìáæß ìå ôç ó÷Ýóç
ôçò éóüôçôáò.

3.2.2 Ðáñáäåßãìáôá - ÁðïôåëÝóìáôá

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.2.2.1
Êëåßóéìï óå 2 äéìåëÞò ó÷Ýóåéò: ¸óôù ç Boolean ãëþóóá ðåñéïñé-

óìþí Γ = {R1, R2}, ïðïý R1 = {(0, 1), (1, 0), (1, 1)} êáé R2 = {(0, 0), (0, 1),
(1, 0)}.

Åßíáé ðñïöáíÝò íá åëÝãîïõìå üôé êÜèå Binary ó÷Ýóç ìðïñåß íá åêöñáóôåß
áðü Ýíá pp-ôýðï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôá R1 êáé R2. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ó÷Ýóç R3

= {(0, 0), (1, 0), (1, 1)} ìðïñåß íá åêöñáóôåß áðü ôïí ôýðï R3 = ∃yR1(x, y)∧
R2(y, z). ¶ñá ôï relational clone ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôç Γ , 〈Γ 〉, ðåñéÝ÷åé üëåò
ôéò 16 äéìåëåßò Binary ó÷Ýóåéò.

ÌÜëéóôá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ôï 〈Γ 〉 ðåñéÝ÷åé áêñéâþò áõôÝò ôéò Bool
ó÷Ýóåéò (ïðïéáóäÞðïôå ðïëëáðëüôçôáò) ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí óáí ìéá
óýæåõîç ìïíáäéáßùí Þ äéìåëþí Boolean ó÷Ýóåùí [36]. ¤

ÕðÜñ÷ïõí áñêåôïß äéáöïñåôéêïß áëëÜ éóïäýíáìïé ïñéóìïß ôùí relational
clones [13], Ýíáò áðü áõôïýò ÷ñçóéìïðïéÞèçêå óôï [19] ãéá íá áðïäåé÷èåß ôï
ðáñáêÜôù èåþñçìá. Åäþ äßíåôáé ìéá áðüäåéîç ìå ôïí ïñéóìü ðïõ äþóáìå ðéï
ðÜíù.

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.2.2.1
ÁíáãùãÞò óôç ðáñÜãïõóá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí: Ãéá êÜèå óýíïëï

ó÷Ýóåùí Γ êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ∆ ⊆ 〈Γ 〉, õðÜñ÷åé ìéá ðïëõùíõìé-
êïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ áðü ôï CSP (∆) óôï CSP (Γ ). ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
¸óôù ∆ = {ρ1, . . . , ρk} Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ó÷Ýóåùí ïñéóìÝíùí óôï

ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, üðïõ êÜèå ρi ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò Ýíáò pp-ôýðïò
ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß ôéò ó÷Ýóåéò áðü ôï Γ êáé ôçí ó÷Ýóç éóüôçôáò óôï A , =A.
Ðáñáôçñïýìå üôé ìðïñïýìå íá óôáèåñïðïéÞóïõìå áõôÝò ôéò áíáðáñáóôÜóåéò.

¸óôù (V,A,C) ∈ CSP (∆) èá ôçí ìåôáôñÝøïõìå ùò åîÞò: Ãéá êÜèå ðå-
ñéïñéóìü (σ, ρ) ∈ C, ìå s = (v1, . . . , vl) êáé ôï ρ åßíáé áíáðáñáóôÞóéìï áðü
Ýíá pp-ôýðï.

ρ(v1, . . . , vl) = ∃u1, . . . , um(ρ1(w1
1, . . . , w

1
l1) ∧ . . . ∧ ρn(wn

1 , . . . , w
n
ln))

üðïõ w1
1, . . . , w

1
l1
, . . . , wn

1 , . . . , w
n
ln
∈ {v1, . . . , vl, u1, . . . , um},

1. ðñïóèÝôïõìå ôéò âïçèçôéêÝò ìåôáâëçôÝò u1, . . . , um óôï V (áëëÜæïíôáò
ïíüìáôá áí ÷ñåéáóôåß þóôå êáíÝíá íá ìçí åðáíáëáìâÜíåôáé)
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2. ðñïóèÝôïõìå ðåñéïñéóìïýò ((w1
1, . . . , w

1
l1
, . . . , wn

1 , . . . , w
n
ln

), ρn) óôï C.

3. Áöáéñïýìå ôï (s, ρ) áðü ôï C.

Ìðïñïýìå åýêïëá íá áðïäåßîïõìå üôé ìå áõôÞ ôç äéáäéêáóßá Ý÷ïõìå Ýíá éóï-
äýíáìï ðñüâëçìá óôï (V,A,C) êáé áíÞêåé óôï CSP (Γ ∪ {=A}). ÌÜëéóôá
åöüóïí üëåò ïé áíáðáñáóôÜóåéò ó÷Ýóåùí áðü ôï ∆ åßíáé óôáèåñÝò áõôüò ï
ìåôáó÷çìáôéóìüò ìðïñåß íá ãßíåé óå ãñáììéêü ÷ñüíï ùò ðñïò ôçí åßóïäï. ÔÝ-
ëïò, üëïé ïé ðåñéïñéóìïß ôçò ìïñöÞò ((v1, v2),=A) ìðïñïýí íá áðáëåéöèïýí
áíôéêáèéóôþíôáò üëåò ôéò áíáöïñÝò óôçí v1 ìå ôç v2. Áõôüò ï ìåôáó÷çìáôé-
óìüò ìðïñåß åðßóçò íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. ¥

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.2.2.1
¸íá óýíïëï ó÷Ýóåùí Γ åßíáé tractable áí êáé ìüíï áí ôï relational clone

〈Γ 〉 åßíáé tractable. Ïìïßùò , ôï Γ åßíáé NP-complete áí êáé ìüíï áí ôï 〈Γ 〉
åßíáé NP-complete. ¥

Áõôü ôï áðïôÝëåóìá áðëïðïéåß ôï ðñüâëçìá ôïõ ÷áñáêôçñéóìïý tractable
ãëùóóþí ðåñéïñéóìþí óôï íá ÷áñáêôçñßæïõìå relational clones.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.2.2.2
ΓZOA: Áò îáíáèõìçèïýìå ôçí tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ôùí 0 /1

/all ó÷Ýóåùí, ΓZOA.
Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ïðïéïäÞðïôå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A, ôï óýíïëï ôùí

0/1/all ó÷Ýóåùí óôï A ðåñéÝ÷åé ìüíï ìïíáäéáßåò êáé äéìåëÞò ó÷Ýóåéò êáé Üñá
åßíáé ðåðåñáóìÝíç. ¼ìùò, óýìöùíá ìå ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìá üôé ôï relational
clone (ΓZOA) åßíáé åðßóçò tractable. Áõôü åßíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï ó÷Ýóåùí
ðïõ ðåñéÝ÷åé ó÷Ýóçò ïðïéáóäÞðïôå ðïëëáðëüôçôáò. Óôç ðñáãìáôéêüôçôá ôï
óýíïëï (ΓZOA) åßíáé áêñéâþò ïé ó÷Ýóåéò ðïõ ïñßæïíôáé óôï [25]. ÌÜëéóôá ôï
óýíïëï ôùí 0/1/all ó÷Ýóåùí, ΓZOA, åßíáé áêñéâþò ôï óýíïëï ôùí ìïíáäéáßùí
êáé äéìåëþí ó÷Ýóåùí óôï relational clone (ΓZOA). ¤

3.2.3 ¸íáò äéáöïñåôéêüò ïñéóìüò ôùí relational clones

Åßíáé áñêåôÜ åíäéáöÝñïí íá äïýìå ôïí ïñéóìü ðïõ äßíåôáé åêôüò ôùí Üëëùí
êáé óôá [19, 22] ðïõ äåí åßíáé áðü ôïí êüóìï ôçò ðñùôïâÜèìéáò ëïãéêÞò áëëÜ
áðü ôéò relational databases. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå:

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.2.3.1
ÐñÜîåéò óå ó÷Ýóåéò: Ïñßæïõìå ôéò ðáñáêÜôù ó÷Ýóåéò óôéò ó÷Ýóåéò:

• ¸óôù R ìéá n-áäéêÞ êáé S ìéá m-áäéêÞ ó÷Ýóç ïñéóìÝíåò óôï A. Ôï
êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R× S ïñßæåôáé íá åßíáé ç (n+m)-áäéêÞ ó÷Ýóç:

R× S = {(t[1], t[2], . . . , t[n+m])|((t[1], t[2], . . . , t[n]) ∈ R)∧
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((t[n+ 1], t[n+ 2], . . . , t[n+m]) ∈ S)}.

• ¸óôù R íá åßíáé ìéá n-áäéêÞ ó÷Ýóç ïñéóìÝíç óôï A. Êáé 1 ≤ i, j ≤ n.
Ç åðéëïãÞ éóüôçôáò σi=j(R) ïñßæåôáé íá åßíáé ç n-áäéêÞ ó÷Ýóç:

σi=j(R) = {t ∈ R|t[i] = t[j]}.

• ¸óôù R íá åßíáé ìéá n-áäéêÞ ó÷Ýóç óå Ýíá óýíïëï A. ¸óôù i1, . . . , im
íá åßíáé ìéá õðáêïëïõèßá ôïõ 1, . . . , n. Ç ðñïâïëÞ πi1,...,im(R) ïñßæåôáé
íá åßíáé ç m-áäéêÞ ó÷Ýóç:

πi1,...,im(R) = {(t[i1], . . . , t[im])|t ∈ R}.

¤
Åßíáé ãíùóôü üôé ç óõíäõáóìÝíç ÷ñÞóç äýï ðåñéïñéóìþí óå Ýíá CSP

ìðïñåß íá ðáñá÷èåß áí êÜíïõìå Ýíá join [7] óôïõò äýï ðåñéïñéóìïýò [16]. Ôï
åðüìåíï áðïôÝëåóìá åßíáé ìéá óõíÝðåéá ôïõ ïñéóìïý ôïõ join óå ó÷Ýóåéò.

ËÇÌÌÁ 3.2.3.1
ÏðïéïäÞðïôå join ôùí ó÷Ýóåùí R êáé S ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ÷ñçóéìï-

ðïéþíôáò ôï Êáñôåóéáíü ãéíüìåíï, ôéò ðñÜîåéò σ() êáé π() óôéò ó÷Ýóåéò R êáé
S. ¥

¸ôóé ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôï 〈Γ 〉 ìå âÜóç ôéò ðáñáðÜíù ó÷Ýóåéò.

3.3 Ðïëõìïñöéóìïß

3.3.1 Ïñéóìïß

Äåßîáìå óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ïôé ôï íá áíáëýóåéò ôçí ðïëõðëïêü-
ôçôá ïðïéáóäÞðïôå ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí Þôáí áñêåôü íá óêåöôüìáóôå ìüíï
ôá relational clones. Áõôü ìåéþíåé áñêåôÜ ôá åßäç ôùí ãëùóóþí ðïõ áíáëý-
ïõìå. ¼ìùò, áìÝóùò ðñïêýðôåé ôï åñþôçìá ðþò ìðïñïýìå íá áíáðáñáóôÞ-
óïõìå êáé íá ðåñéãñÜøïõìå ôá relational clones. Ãéá áñêåôÜ relational clones
ôá ìüíá óýíïëá ðïõ ôá ðáñÜãïõí åßíáé áñêåôÜ ðåñßðëïêá, êáé óå ìåñéêÝò
ðåñéðôþóåéò äåí Ý÷ïõí âñåèåß óýíïëá ðïõ ôá ðáñÜãïõí.

Åõôõ÷þò üìùò öáßíåôáé üôé õðÜñ÷åé Ýíáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò íá áðåéêï-
íßæïõìå êáé íá ðåñéãñÜöïõìå ôá relational clones, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ðñÜîåéò
(óõíáñôÞóåéò). Åäþ ìðïñåß ï áíáãíþóôçò íá áíáôñÝîåé óôï ðñþôï êåöÜëáéï
ðïõ äßíïíôáé ïé ïñéóìïß ôùí óõíáñôÞóåùí. Ç ðáñáêÜôù ðáñïõóßáóç áêïëïõ-
èåß ôá [29, 36]

Ðñþôá ðåñéãñÜöïõìå ìéá óçìáíôéêÞ áëãåâñéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ðñÜîåùí
êáé ó÷Ýóåùí. Ðáñáôçñïýìå üôé ïðïéáäÞðïôå ðñÜîç ïñéóìÝíç óôï A ìðïñåß íá
åðåêôáèåß ìå óõãêåêñéìÝíï ôñüðï óå ìéá ðñÜîç tuples ôïõ A. ÓõãêåêñéìÝíá
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ãéá ìéá m-áäéêÞ f êáé ìéá óõëëïãÞ áðü tuples a1, . . . am ∈ An, üðïõ ai =
(a1i, . . . , ani), ïñßæïõìå:

f(a1, . . . , am) = ((f(a11, . . . , a1m), . . . , f(an1, . . . , anm))

Þ ðéï ãñáöéêÜ ìðïñïýìå íá ôï äïýìå þò:

f(a1, . . . , am) =

a1, a2, . . . am

q q q



f( a11, a12, . . . a1m ) = b1

f(
... . . . ... )

...

f(
... . . . ... )

...
f( an1, an2, . . . anm ) = bn




= b

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.3.1.1
Ðïëõìïñöéóìïß[13, 36]: Ìéá m-áäéêÞ ðñÜîç f ∈ OA äéáôçñåß ìéá n-

áäéêÞ ó÷Ýóç ρ ∈ RA (Þ ç f åßíáé ðïëõìïñöéóìüò ôçò r, Þ ç ρ åßíáé áíáëëïßùôç
ôçò f) åÜí f(a1, . . . , am) ∈ ρ ∀a1, . . . , am ∈ ρ.

Ãéá ïðïéáäÞðïôå óýíïëá Γ ⊆ RA êáé F ⊆ OA, Ýóôù:

Pol(Γ ) = {f ∈ OA|f äéáôçñåß êÜèå ó÷Ýóç ôïõ Γ},

Inv(F ) = {ρ ∈ RA|ρ åßíáé áíáëëïßùôç ãéá êÜèå ðñÜîç áðü ôï F}.

¤
Åðéóçìáßíïõìå üôé ïé ôåëåóôÝò Pol êáé Inv äçìéïõñãïýí ìéá Galois corre-

spondence ìåôáîý ôùíRA êáéOA. ÅéóáãùãÞ óôéò éäéüôçôåò áõôÞò ôçò ó÷Ýóçò
ìðïñïýí íá âñåèïýí óôï [13]. Ðñþôïí Ý÷ïõìå Inv(F ) = Inv(Pol(Inv(F ))),
ãéá êÜèå óýíïëï áðü ðñÜîåéò F . Óýíïëá ôçò ìïñöÞò Inv(F ) åßíáé áêñéâþò
relational clones üðùò öáßíåôáé óôï ðáñáêÜôù áðïôÝëåóìá:

ÐÑÏÔÁÓÇ 3.3.1.1
Ãéá êÜèå óýíïëï A, êáé êÜèå F ⊆ OA, ôï óýíïëï Inv(F ) åßíáé Ýíá rela-

tional clone. Áðü ôçí Üëëç êÜèå relational clone ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß óôç
ìïñöÞ Inv(F ) ãéá êÜðïéï F ⊆ OA. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå Γ ⊆ RA, 〈Γ 〉 =
Inv(Pol(Γ )). ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá ïðïéïäÞðïôå Γ ⊆ RA, 〈Γ 〉 = Inv(Pol(Γ )).
¥

×ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ðÜíù ðñüôáóç ìðïñïýìå íá ìåôáöñÜóïõìå ôï áñ-
÷éêü ðñüâëçìá ìáò ôïõ íá ÷áñáêôçñßóïõìå tractable óýíïëá ó÷Ýóåùí óå Ýíá
éóïäýíáìï ðñüâëçìá ãéá óýíïëá áðü ðñÜîåéò. Ðñþôïí, ïñßæïõìå ôé óçìáßíåé
ãéá Ýíá óýíïëï ðñÜîåùí íá åßíáé tractable Þ NP-complete.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.3.1.2
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×áñáêôçñéóìüò óõíüëïõ ðñÜîåùí: Ôï F ⊆ OA åßíáé tractable åÜí
ôï Inv(F ) åßíáé tractable. Áíôßóôïé÷á Ýíá óýíïëï F ⊆ OA ëÝãåôáé NP-
complete åÜí ôï Inv(F ) åßíáé NP-complete. ¤

Êáé Ýôóé ðëÝïí ôï áñ÷éêü ìáò ðñüâëçìá ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôï åîÞò: Íá
÷áñáêôçñéóôïýí üëá ôá tractable óýíïëá ðñÜîåùí óå ðåðåñáóìÝíá óýíïëá.

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ç ðåñéãñáöÞ åíüò óõíüëïõ áðü ðñÜîåéò äßíåé Ýíá
óýíôïìï êáé óõíåðÞ ôñüðï íá ðåñéãñÜøïõìå ôï áíôßóôïé÷ï relational clone,
üðùò ôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá äåß÷íåé.

3.3.2 Ðáñáäåßãìáôá - ÁðïôåëÝóìáôá

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.3.2.1
¸êöñáóç ôïõ ΓZOA ìÝóù ðïëõìïñöéóìïý: Áò îáíáèõìçèïýìå ôç

ΓZOA ôùí 0/1/all ó÷Ýóåùí ðïõ ïñßóôçêå óôï ðáñáðÜíù êáé åðåêôÜèçêå óôï
(ΓZOA). Áðïäåß÷èçêå óôï [22] üôé ôï (ΓZOA) åßíáé áêñéâþò ç ãëþóóá ðå-
ñéïñéóìþí ðïõ áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ðïõ åßíáé áíáëëïßùôåò ôçò
\dual discriminator" ðñÜîçò d, ðïõ ïñßæåôáé ùò:

d(x, y, z) =
{

y if y = z
x otherwise

¶ñá áõôÞ ç Üðåéñç tractable ãëþóóá ðåñéïñéóìþí, ðïõ åßíáé áñêåôÜ äý-
óêïëï íá ðåñéãñÜöåé ìå ëåðôïìÝñåéá, ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ðïëý áðëÜ ùò ôï
óýíïëï ôùí ó÷Ýóåùí ðïõ åßíáé áíáëëïßùôåò ôïõ tractable óõíüëïõ ðñÜîåùí
{d}. ¤

Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, Ý÷åé äåé÷èåß ïôé ç ðáñïõóßá ìéáò ìïíáäéêÞò ðñÜîçò
ðïõ éêáíïðïéåß óõãêåêñéìÝíåò éäéüôçôåò åßíáé áñêåôÞ ãéá íá åßíáé óßãïõñç ç
tractability üëïõ ôïõ óõíüëïõ ôùí ðñÜîåùí.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.3.2.2
Éäéüôçôá ðïõ áðïäåéêíýåé tractability: ¸óôù ìéá ðñÜîç f(x, y) ðïõ

éêáíïðïéåß ôéò ôñåéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò íá êáëåßôáé semilattice operation:
(Íá óçìåéþóïõìå üôé ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï üñïò ACI - (associativity, com-
mutativity, idepotency)).

• f(x, f(y, z)) = f(f(x, y), z) (associativity),

• f(x, y) = f(y, x) (commutativity),

• f(x, x) = x (idempotency).

Ôï èåþñçìá 16 ôïõ [21] áðïäåéêíýåé üôé ãéá Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï
A, êáé óýíïëï ðñÜîåùí F ⊆ OA ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá semilatice ðñÜîç åßíáé
tractable. ¤
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Óå áíôßèåóç èá áó÷ïëçèïýìå ìå éäéüôçôåò ó÷Ýóåùí ïé ïðïßåò äåß÷íïõí
NP-completeness ôùí ãëùóóþí ðåñéïñéóìþí.

ÐÑÏÔÁÓÇ 3.3.2.1
Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A êáé ïðïéïäÞðïôå Γ ⊆ RA, áí ôï Pol(Γ )

ðåñéÝ÷åé essentially unary ðñÜîåéò ìüíï, ôüôå ôï CSP (Γ ) åßíáé NP-complete.
¥

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.3.2.3
NP-completeness ìÝóù ðïëõìïñöéóìïý: ÈåùñÞóôå ó÷Ýóç N ïñé-

óìÝíç óôï óýíïëï {0, 1}, ðïõ ïñßæåôáé áðü:

N = {0, 1}3\{(0, 0, 0), (1, 1, 1)}.

Ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé ôï Pol({N}) ðåñéÝ÷åé ìüíï essentially operations êáé
Üñá ôï CSP ({N}) åßíáé NP-complete, áðü ôçí ðéï ðÜíù ðñüôáóç.

Åäþ íá ðïýìå üôé ôï CSP ({N}) áðïäåß÷èçêå ðñþôá áðü ôïí Schaefer üôé
Þôáí NP-complete, êáé åßíáé ìéá åéäéêÞ ðåñßðôùóç ôïõ NOT-ALL-EQUAL
SATISFIABILITY problem [32, 15]. ¤

Ïé Boolean ðñÜîåéò, äçëáäÞ ïé ðñÜîåéò óôï A = {0, 1}, Ý÷ïõí ìåëåôçèåß
ðïëý êáëÜ [36]. ÓõãêåêñéìÝíá, åßíáé ãíùóôü üôé áí ìéá Boolean ãëþóóá
ðåñéïñéóìþí áí äåí áíÞêåé óå ìéá áðü ôéò Ýîé êëÜóåéò ðïõ üñéóå ï Schaefer,
ôüôå üëïé ïé ðïëõìïñöéóìïß ôçò åßíáé essentially unary ðñÜîåéò. ¸ôóé ìðï-
ñïýìå íá åðáíáäéáôõðþóïõìå ôï èåþñçìá äé÷ïôüìçóçò ôïõ Schaefer þóôå íá
ðÜñïõìå Ýíá ðëÞñç ÷áñáêôçñéóìü ôùí Boolean ðñÜîåùí.

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.3.2.1
¸íá óýíïëï Boolean ðñÜîåùí åßíáé tractable áí ðåñéÝ÷åé ìéá essentially

nonunary ðñÜîç. Áëëéþò åßíáé NP-complete. ¥

3.4 Tractability óå ¶ëãåâñåò

3.4.1 Ïñéóìïß

¸÷åé Þäç áðïäåé÷èåß óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá ïôé ôï ðñüâëçìá ôçò áíÜ-
ëõóçò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ìéáò ãëþóóáò ðåñéïñéóìþí ìðïñåß íá ìåôáöñáóôåß
óôï ðñüâëçìá ôçò áíÜëõóçò ôçí ðïëõðëïêüôçôáò åíüò óõíüëïõ áðü ðñÜîåéò
ïé ïðïßåò äéáôçñïýí üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ôçò ãëþóóáò. Óôç ðåñßðôùóç Boolean
óõíüëïõ, åßíáé áñêåôü ãéá íá áðïêôÞóïõìå Ýíáí ðëÞñç ÷áñáêôçñéóìü ôçò
ðïëõðëïêüôçôáò, áëëÜ óå ìåãáëýôåñá óýíïëá ÷ñåéáæüìáóôå äõíáôüôåñá áíá-
ëõôéêÜ åñãáëåßá. ¼ðùò èá äïýìå óôï åðüìåíï ðáñÜäåéãìá:

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.1.1
ÐáñÜäåéãìá ðñÜîçò ðïõ äåí ìðïñïýìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå.: Èåù-

ñÞóôå ôç binary ðñÜîç ◦ óôï óýíïëï {0, 1, 2} ðïõ ïñßæåôáé áðü ôïí ðáñáêÜôù
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ðßíáêá Cayley:
◦ 0 1 2
0 0 1 1
1 1 1 0
2 2 2 2

ÁõôÞ ç ðñÜîç äåí åìðßðôåé óå êáìßá áðü ôéò ãíùóôÝò tractable êëÜóåéò êáé
äåí åßíáé essentially unary. Áñá äåí ìðïñïýìå íá êáèïñßóïõìå ôçí ðïëõ-
ðëïêüôçôá áõôÞò ôçò ðñÜîçò ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá åñãáëåßá ðïõ Ý÷ïõìå ìÝ÷ñé
ôþñá. ¤

Óå áõôÞ ôçí åíüôçôá èá êÜíïõìå ôï ôåëåõôáßï âÞìá ôçò áëãåâñéêÞò ìå-
èüäïõ, èá ðåñÜóïõìå áðü óýíïëá ðñÜîåùí óå Üëãåâñåò.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.1.1
¶ëãåâñá: Ìéá Üëãåâñá åßíáé Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïòA = (A,F ) ôÝôïéá

þóôå ôï A íá åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé F íá åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá áðü
ðåðåñáóìÝíåò ðñÜîåéò óôï A. Ôï óýíïëï A êáëåßôáé ôï óýìðáí ôïõ A, êáé ïé
ðñÜîåéò áðü ôï F êáëïýíôáé âáóéêÝò. Ìéá Üëãåâñá ìå ðåðåñáóìÝíï óýìðáí
êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá. ¤

Ãéá íá êÜíïõìå ôç ìåôÜâáóç áðü óýíïëá ðñÜîåùí óå Üëãåâñåò ðñÝðåé áðëÜ
íá óçìåéþóïõìå üôé ôï óýíïëï ðñÜîåùí F óå Ýíá óôáèåñü óýíïëï A ìðïñåß
íá áíôéóôïé÷éóôåß óôçí Üëãåâñá (A,F ). ¶ñá, èá ïñßóïõìå ôß óçìáßíåé ìéá
Üëãåâñá íá åßíáé tractable ìå âÜóç ôï áí ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò åßíáé tractable.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.1.2
Tractability óå Üëãåâñåò: Ìéá Üëãåâñá A = (A,F ) ëÝãåôáé tractable

áí ç F åßíáé tractable, êáé áíôßóôïé÷á ëÝãåôáé NP-complete áí ç F åßíáé
NP-complete. ¤

×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ìðïñïýìå ôþñá íá ìåôáöñÜóïõìå
ôï èåþñçìá äé÷ïôüìçóçò ôïõ Schaefer óôï ÷áñáêôçñéóìü ôùí áëãåâñþí ðïõ
ïñßæïíôáé óå äéóýíïëá.

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.4.1.1
Ìéá Üëãåâñá ðïõ åßíáé ïñéóìÝíç óå åÜí óýìðáí äýï óôïé÷åßùí åßíáé NP-

Complete áí üëåò ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò ôçò åßíáé essentially unary. Áëëéþò
åßíáé tractable. ¥

Ôï ðñþôï ðñïôÝñçìá ôïõ íá ÷ñçóéìïðïéïýìå Üëãåâñåò áíôß áðü óýíïëá
ðñÜîåùí åßíáé ïôé ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýôïéìç èåùñßá êáé äïìÝò
Üëãåâñáò þóôå íá ðÜñïõìå íÝá óõìðåñÜóìáôá ãéá ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí
ãëùóóþí ðåñéïñéóìþí. ¸íá Üëëï ðñïôÝñçìá åßíáé üôé ïé ðåðåñáóìÝíåò Üëãå-
âñåò Ý÷ïõí Þäç ìåëåôçèåß åêôåíþò, êáé õðÜñ÷åé Þäç óçìáíôéêÞ èåùñßá ðÜíù
óôéò äïìÝò ôçò [29, 36, 18]. ÌÝóù áõôþí ôùí éäåþí èá êáôáëÞîïõìå óå ÷ñÞ-
óéìá áðïôåëÝóìáôá ãéá ôïí ÷áñáêôçñéóìü áëãåâñþí.
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Óôç ìåëÝôç ìáò åßíáé ÷ñÞóéìï íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò ðïõ
óõíäÝåé ôéò Üëãåâñåò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôçí ßäéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí. ¼ðùò
ðñïåßðáìå ïé áðåéêïíßóåéò Pol, Inv Ý÷ïõí ôçí éäéüôçôá Inv(Pol(Inv(F ))) =
Inv(F ), êáé Ýôóé ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôï óýíïëï ðñÜîåùí F óôï óýíïëï
Pol(Inv(F )) ÷ùñßò íá áëëÜæïõìå ôçí áíôßóôïé÷ï óýíïëï ôùí áíáëëïßùôùí
ó÷Ýóåùí. Ôï óýíïëï Pol(Inv(F )) áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò ðñÜîåéò ðïõ
ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå áðü ôéò ðñÜîåéò ôçò F , ìáæß ìå ôï óýíïëï ôùí ðñïâïëþí
ìå ôçí ðñÜîç ôçò óýíèåóçò óõíáñôÞóåùí [13]. (ÅÜí ç f åßíáé n-áäéêÞ ðñÜîç
óôï A, êáé g1, . . . , gn åßíáé k-áäéêÝò ðñÜîåéò óôï A, ôüôå ç óýíèåóç ôçò f êáé
ôùí g1, . . . , gn åßíáé ç k-áäéêÞ ðñÜîç h óôï A ðïõ ïñßæåôáé ùò h(a1, . . . , ak)
f(g1(a1, . . . , ak), . . . , gn(a1, . . . , ak)).)

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.1.3
ÐñÜîåéò üñïé: Ãéá ìßá Üëãåâñá A = (A,F ), ìéá ðñÜîç f óôï A èá

ëÝãåôáé ðñÜîç üñïò ôçò A åáí f ∈ Pol(Inv(F )). Ôï óýíïëï üëùí ôùí
ðñÜîåùí üñùí ôçò A èá óõìâïëßæåôáé ìå Term(A). ¤

Äýï Üëãåâñåò ìå ôï ßäéï óýìðáí ïíïìÜæïíôáé éóïäýíáìåò ùò ðñïò ôïõò
üñïõò áí Ý÷ïõí ôï ßäéï óýíïëï ðñÜîåùí üñùí. Ðáñáôçñïýìå ïôé, ãéá ïðïéá-
äÞðïôå Üëãåâñá A = (A,F ), Ý÷ïõìå Inv(F ) = Inv(Term(A)), Ýôóé äýï
Üëãåâñåò åßíáé éóïäýíáìåò ùò ðñïò ôïõò üñïõò áí êáé ìüíï åÜí Ý÷ïõí ôï ßäéï
óýíïëï áðü áíáëëïßùôåò ó÷Ýóåéò. Ùò áðïôÝëåóìá ÷ñåéÜæåôáé íá ÷áñáêôçñß-
óïõìå ôéò Üëãåâñåò ìÝ÷ñé ôï åðßðåäï éóïäõíáìßáò üñùí.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.1.2
×áñáêôçñéóìüò ïìÜäùí: Ìéá ïìÜäá åßíáé ìéá Üëãåâñá ìå ôñåéò âáóé-

êÝò ðñÜîåéò: Ýíáí äõáäéêü ðïëëáðëáóéáóìü, ôç ìïíáäéáßá ðñÜîç ôïõ áíôßèå-
ôïõ, êáé ìéá óôáèåñÞ ðñÜîç ôçò ìïíÜäáò [14]. ¸íá coset ìéáò ïìÜäáò åßíáé ìéá
ó÷Ýóç ðïõ åßíáé áíáëëïßùôç ôçò ôñéáäéêÞò ðñÜîçò üñïõ t(x, y, z) = xy−1z.
Áðïäåéêíýåôáé ïôé ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá ðåñéïñéóìþí áðïôåëåßôáé áðü cosets
ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò åßíáé tractable. ¶ñá ïðïéïäÞðïôå ðåðåñáóìÝíç
ïìÜäá åßíáé tractable, êáé êÜèå ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá ðïõ Ý÷åé ôçí ôñéáäéêÞ
ðñÜîç t ùò üñï åßíáé åðßóçò tractable. ¤

3.4.2 ÅéäéêÝò êëÜóåéò áëãåâñþí

Óå áõôü ôï ôìÞìá èá äåßîïõìå ïôé, üôáí ìåëåôÜìå ôçí tractability ôùí ðå-
ðåñáóìÝíùí áëãåâñþí, ìðïñïýìå íá ðåñéïñßóïõìå ôçí ðñïóï÷Þ ìáò óå åéäéêÝò
ðåñéðôþóåéò - êëÜóåéò áðü Üëãåâñåò.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.2.1
Surjuctive (Åðß) Üëãåâñåò.: Êáëïýìå ìéá Üëãåâñá surjective (åðß) áí

üëåò ïé ðñÜîåéò üñïé åßíáé surjective (åðß). ¤
Åßíáé åýêïëï íá åëÝãîïõìå áí ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá åßíáé åðß áí êáé

ìüíï áí ïé ìïíáäéáßïé ðñÜîåéò üñïé åßíáé üëïé åðß êáé Üñá áðïôåëïýí ìéá ïìÜäá
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ìåôáèÝóåùí.
¸÷åé äåé÷èåß óôï [19] ïôé ïðïéáóäÞðïôå ìïíáäéáßïò ðïëõìïñöéóìüò ìðïñåß

íá åöáñìïóèåß óôï óýíïëï ôùí ó÷Ýóåùí ÷ùñßò íá áëëÜîåé ôçí ðïëõðëïêüôçôá
ôïõ óõíüëïõ.

ÐÑÏÔÁÓÇ 3.4.2.1
Ãéá Ýíá óýíïëï ó÷Ýóåùí Γ , êáé ïðïéáäÞðïôå ìïíáäéáßá ðñÜîç f ∈ Pol(Γ ),

Ýóôù f(Γ ) íá åßíáé ôï óýíïëï ôùí ó÷Ýóåùí {f(ρ)|ρ ∈ Γ}, ïðïý f(ρ) =
{f(a)|a ∈ ρ}. Ôï óýíïëï Γ åßíáé tractable áí êáé ìüíï åÜí ôï f(Γ ) åßíáé
tractable, êáé ôï Γ åßíáé NP-complete áí êáé ìüíï åÜí ôï f(Γ ) åßíáé NP-
complete.

ÊÜèå Üëãåâñá A = (A,F ) ç ïðïßá äåí åßíáé åðß èá Ý÷åé ìéá ìïíáäéáßá
ðñÜîç üñï f ç ïðïßá äåí èá åßíáé åðß, êáé Üñá èá Ý÷åé ðåäßï ôéìþí U , ïðïý
U ⊂ A (áõóôçñü õðïóýíïëï). Ìå ôï íá åöáñìüóïõìå áõôÞ ôçí ðñÜîç óå
üëåò ôéò ó÷Ýóåéò óôï Inv(F ), üðùò ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç
ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå Ýíá óýíïëï ó÷Ýóåùí ïñéóìÝíùí óôï U ÷ùñßò íá áë-
ëÜîïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá. Ç Üëãåâñá ðïõ áíôéóôïé÷åß óôéò íÝåò ó÷Ýóåéò
ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé åßíáé ìéá term induced Üëãåâñá ôçò A, ç ïðïßá ïñßæåôáé
áêïëïýèùò. ¥

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.2.2
Term induced Üëãåâñá: ¸óôù A = (A,F ) ìéá Üëãåâñá, êáé Ýóôù

U Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïõ A. Ç term induced Üëãåâñá A|U ïñßæåôáé ùò
(U, Term(A)|U ), ïðïý Term(A)|U = {g|U : g ∈ Term(A) êáé ç g äéáôçñåß
ôï U}. ¤

Ìå ôçí åðéëïãÞ ìéáò ìïíáäéáßáò ðñÜîçò üñïõ f ìå ðåäßï ôéìþí U ìå ôï
ìéêñüôåñï ðëçèÜñéèìï, ìðïñïýìå íá åßìáóôå óßãïõñïé ïôé ç term induced
Üëãåâñá A|U åßíáé åðß. ¶ñá Ý÷ïõìå ôï åðüìåíï èåþñçìá:

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.2.1
ÁíáãùãÞ êÜèå Üëãåâñáò óå ìéá åðß-Üëãåâñá: Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíç

Üëãåâñá A, õðÜñ÷åé Ýíá óýíïëï U ôÝôïéï þóôå:

• ç Üëãåâñá A|U åßíáé åðß êáé

• ç Üëãåâñá A åßíáé tractable áí êáé ìüíï åÜí ç A|U åßíáé tractable, êáé
åßíáé NP-complete áíí ç A|U åßíáé NP-complete.

¥
Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá áðïäåéêíýåé üôé ìðïñïýìå íá ðåñéïñßóïõìå ôçí

ðñïóï÷Þ ìáò óå åðß Üëãåâñåò. Ôï åðüìåíï èåþñçìá áðïäåéêíýåé üôé óå ðïëëÝò
ðåñéðôþóåéò áñêåß íá åíäéáöåñüìáóôå ãéá áõôÝò ôéò åðß Üëãåâñåò ïé ïðïßåò
åßíáé êáé idempotent.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.2.3
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Idempotent áðëïðïßçóç: Èõìüìáóôå üôé ìéá ðñÜîç f ïñéóìÝíç óôï
A, êáëåßôáé idempotent üôáí éêáíïðïéåß f(x, . . . , x) = x ãéá êÜèå x ∈ A. Ç
ðëÞñçò idempotent áðëïðïßçóç ìéáò Üëãåâñáò A = (A,F ) åßíáé ç Üëãåâñá
(A, Termid(A)), ïðïý Termid(A) áðïôåëåßôáé áðü üëåò ôéò idempotent ðñÜ-
îåéò áðü ôï Term(A). ¤

Ðáñáôçñïýìå ïôé ìéá ðñÜîç f óå Ýíá óýíïëï A åßíáé idempotent áíí äéá-
ôçñåß üëåò ôéò ó÷Ýóåéò ôïõ óõíüëïõ ΓCON = {{(a)}|a ∈ A}, ðïõ áðïôåëåßôáé
áðü üëåò ôéò ìïíáäéáßåò åíüò óôïé÷åßïõ ó÷Ýóåéò ôïõ A. ¶ñá, Inv(Termid(A))
åßíáé ôï relational clone ðïõ ðáñÜãåôáé áðü Inv(F ) ∪ ΓCON .

Ãéá ôï åðüìåíï èåþñçìá ÷ñåéáæüìáóôå ôï áêüëïõèï âïçèçôéêü ëÞììá ôïõ
[36]

ËÇÌÌÁ 3.4.2.1
¸óôù A = ({a1, a2, . . . , ak}, F ) íá åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá ôçò

ïðïßáò ïé ìïíáäéáßåò ðñÜîåéò üñïé åßíáé ìéá ïìÜäá ìåôáèÝóåùí G. Ôüôå ç
ó÷Ýóç ρG, ðïõ ïñßæåôáé ùò:

ρG = {(g(a1), . . . , g(ak))|g ∈ G},

áíÞêåé óôï Inv(F ). ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Áðü ôçí ðñüôáóç 1.3 ôïõ [36] Ý÷ïõìå üôé ïé ó÷Ýóåéò ôçò ìïñöÞò ρG äéáôç-

ñïýíôáé áðü üëåò ôéò ðñÜîåéò ôçò Üëãåâñáò A êáé Üñá áíÞêïõí óôï Inv(F ).
¥

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.2.2
Éóïäõíáìßá idempotent Áëãåâñþí ìå ôéò áñ÷éêÝò: Ìéá ðåðåñá-

óìÝíç åðß Üëãåâñá A åßíáé tractable áíí ç ðëÞñçò idempotent áðëïðïßçóÞ
ôçò A0 åßíáé tractable. Ïìïßùò ãéá ôïí ÷áñáêôçñéóìü NP-complete. ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
¸óôù A = (A,F ) íá åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç åðß Üëãåâñá, êáé Ýóôù A0 íá

åßíáé ç ðëÞñçò idempotent áðëïðïßçóç ôçò A.
¼ðùò ðáñáôçñÞóáìå ðéï ðÜíù, Inv(Term(A0)) åßíáé ôï relational clone

ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëï Inv(F )∪ΓCON , üðïõ ΓCON = {{(a)}|a ∈ A}.
¶ñá ç A0 åßíáé tractable áíí Inv(F )∪ΓCON åßíáé tractable, êáé A0 åßíáé NP-
complete áí êáé ìüíï áí Inv(F )∪ΓCON åßíáé NP-complete. Óôçí õðüëïéðÞ
áðüäåéîç èá äåßîïõìå üôé ôï CSP (Inv(F ) ∪ ΓCON ) åßíáé óå ðïëõùíõìéêü
÷ñüíï éóïäýíáìï ìå ôï CSP (Inv(F )).

Ðñïöáíþò, êÜèå åßóïäïò ôçò ìïñöÞò CSP (Inv(F )) ìðïñåß íá èåùñçèåß
åßóïäïò ôçò ìïñöÞò CSP (Inv(F )∪ΓCON ), Üñá õðÜñ÷åé ìéá óôáèåñïý ÷ñüíï
áíáãùãÞ áðü ôï CSP (Inv(F )) óôï (CSP (Inv(F ) ∪ ΓCON ).
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Ãéá ôï áíôßóôñïöï áðïôÝëåóìá, Ýóôù P = (V,A,C) ìéá åßóïäïò ôçò ìïñ-
öÞò CSP (Inv(F ) ∪ ΓCON ) êáé Ýóôù P ′ íá åßíáé ôï ðñüâëçìá ìå åßóïäï
(V ′, A, C ′), üðïõ V ′ = V ∪ {va|a ∈ A} (êÜèå ìéá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò va åßíáé
íÝá ìåôáâëçôÞ ôïõ V ). Ãéá íá áðïêôÞóïõìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò C ′, ðáßñíïõìå
ôéò áñ÷éêïýò ðåñéïñéóìïýò C ôïõ P, êáé áíôéêáèéóôïýìå êÜèå ìïíáäéáßï ðå-
ñéïñéóìü ôçò ìïñöÞò (v, {(a)}) ôïõ C ìå ôïí ðåñéïñéóìü ((v, va),=A). ÔÝ-
ëïò ðñïóèÝôïõìå ôïí ðåñéïñéóìü ((va1 , . . . , vak

), ρG), ïðïý a1, . . . , ak åßíáé ôá
óôïé÷åßá ôïõ A (óå êÜðïéá óåéñÜ) êáé ρG åßíáé ç ó÷Ýóç ðïõ ïñßóôçêå óôï ðá-
ñáðÜíù ëÞììá. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï P ′ åßíáé ìéá åßóïäïò ôïõ CSP (Inv(F ))
êáé ïôé áõôÞ ç êáôáóêåõÞ ìðïñåß íá ãßíåé óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.

Éó÷õñéæüìáóôå ôþñá üôé ôï ðñüâëçìá P ′ Ý÷åé ìéá ëýóç c, ôüôå õðÜñ÷åé
ìßá ëýóç φ ôÝôïéá þóôå φ(va) = a ãéá êÜèå a ∈ A. Ãéá íá áðïäåßîïõìå
ôïí éó÷õñéóìü, ðáñáôçñïýìå üôé áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ρG, õðÜñ÷åé ìéá g ∈ G
ôÝôïéá þóôå ψ(va) = g(a) ãéá êÜèå a ∈ A. Áöïý ôï G åßíáé ìéá ïìÜäá, ç
áíôßóôñïöç ðñÜîç g−1 ∈ G, ðïõ óçìáßíåé üôé åßíáé ìéá ðñÜîç üñïò ôçò A.
Áõôü óçìáßíåé üôé êÜèå ó÷Ýóç óôï Inv(F ) åßíáé áíáëëïßùôç ôçò g−1, êáé Üñá
φ = g−1ψ åßíáé åðßóçò ìéá ëýóç óôï P ′, êáé Ý÷åé ôçí éäéüôçôá g−1ψ(va) = a
ãéá êÜèå a ∈ A.

ÊÜèå ëýóç φ ç ïðïßá éêáíïðïéåß áõôÞ ôç óõíèÞêç ðñïöáíþò éêáíïðïéåß êáé
üëïõ ôïõò ðåñéïñéóìïýò ôçò C, êáé Üñá ï ðåñéïñéóìüò ôçò φ óôï V åßíáé ìéá
ëýóç ôïõ P. Áðü ôçí Üëëç, áí ψ åßíáé ìéá ëýóç ôïõ P, ôüôå ç åðÝêôáóÞ ôçò
ψ′ óôï V ′ þóôå ψ′(va) = a, ãéá êÜèå a ∈ A, åßíáé ìéá ëýóç ôïõ P ′. ¶ñá áõôÞ
ç êáôáóêåõÞ åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêïý ÷ñüíïõ áíáãùãÞ áðü ôï CSP (Inv(F )∪
ΓCON ) óôï CSP (Inv(F )). ¥

Ôï ðáñáðÜíù èåþñçìá ìðïñåß íá åêöñáóôåß ìå üñïõò ôùí ãëùóóþí ðå-
ñéïñéóìþí ùò:

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.4.2.1
¸óôù Γ ìéá ãëþóóá ðåñéïñéóìþí ïñéóìÝíç óå Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï

A, êáé Ýóôù ΓCON = {{(a)}|a ∈ A} íá åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìïíáäéáßùí
ìå Ýíá óôïé÷åßï ó÷Ýóåùí óôï A.

Áí üëïé ïé ìïíáäéáßïé ðïëõìïñöéóìïß ôïõ Γ åßíáé ìåôáèÝóåéò, ôüôå ôï Γ
åßíáé tractable áí êáé ìüíï áí ôï Γ ∪ ΓCON åßíáé tractable, êáé ôï ßäéï ãéá
ôïí ÷áñáêôçñéóìü NP-complete. ¥

Ôï ðáñáðÜíù ðüñéóìÜ Ý÷åé ùò åíäéáöÝñïõóá óõíÝðåéá ôç óýíäåóç ôùí ðñï-
âëçìÜôùí áðüöáóçò ìå ôá ðñïâëÞìáôá åýñåóçò ëýóçò. ¸÷ïõìå ðåñéãñÜøåé
ôï CSP ùò Ýíá ðñüâëçìá áðüöáóçò, ìå åñþôçìá áí õðÜñ÷åé ìéá ëýóç. ¼ìùò
ôï áíôßóôïé÷ï ðñüâëçìá åýñåóçò ëýóçò, ðïëëÝò öïñÝò åìöáíßæåôáé ðñáêôéêÜ.
Èá äåßîïõìå ôþñá üôé ïé tractable ðåñéðôþóåéò ôùí äýï ðñïâëçìÜôùí åßíáé
ßäéåò. (Ðáñáôçñïýìå ïôé ïé tractable ðåñéðôþóåéò ôïõ ðñïâëÞìáôïò åýñåóçò
ëýóçò åßíáé áõôÝò ðïõ áíÞêïõí óôçí êëÜóç FP.)

ÐÏÑÉÓÌÁ 3.4.2.2
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¸íá ðñüâëçìá áðüöáóçò CSP (G) åßíáé tractable áí êáé ìüíï áí ôï áíôß-
óôïé÷ï ðñüâëçìá åýñåóçò ëýóçò ìðïñåß íá ëõèåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Ðñïöáíþò, áí ôï ðñüâëçìá åýñåóçò ëýóçò åßíáé ðïëõùíõìéêü ôüôå êáé ôï

ðñüâëçìá áðüöáóçò åßíáé.
Ãéá ôï áíôßóôñïöï, Ýóôù Γ Ýíá tractable óýíïëï ó÷Ýóåùí ïñéóìÝíùí óå

Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï A. ÅðéëÝãïíôáò Ýíá ìïíáäéáßï ðïëõìïñöéóìü f ôïõ
Γ , ôïõ ïðïßïõ ôï ðåäßï ôéìþí U Ý÷åé ôï ìéêñüôåñï ðëçèÜñéèìï, ìðïñïýìå
íá ðÜñïõìå ôï áíôßóôïé÷ï óýíïëï ó÷Ýóåùí Γ ′ = f(Γ ) ïñéóìÝíùí óôï U ,
Ýôóé þóôå êÜèå ìïíáäéáßïò ðïëõìïñöéóìüò ôïõ Γ ′ íá åßíáé ìåôÜèåóç. Áðü ôá
ðáñáðÜíù ç Γ ′ åßíáé åðßóçò tractable.

Ôþñá èåùñïýìå ìéá åßóïäï P = (V,U,C) ôïõ CSP (Γ ). Áðü ôçí åðéëïãÞ
ôïõ Γ , ìðïñïýìå íá áðïöáóßóïõìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï (ìå âÜóç ôï ìÝ-
ãåèïò ôçò P) áí áõôÞ ç åßóïäïò Ý÷åé ëýóç. ¸óôù üôé Ý÷åé. Ôüôå ç åßóïäïò
P ′ = (V,U,C ′), ðïõ áðïêôïýìå áí áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå ó÷Ýóç ðåñéïñé-
óìïý ρ ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ó÷Ýóç f(ρ), Ý÷åé åðßóçò ëýóç, êáé ìÜëéóôá êÜèå
ëýóç ôïõ P ′ åßíáé ëýóç êáé ôïõ P.

Áöïý ôï P ′ Ý÷åé ëýóç, óõíåðÜãåôáé üôé ãéá êÜèå v ∈ V õðÜñ÷åé êÜðïéï
a ∈ A ãéá ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá ðñïóèáßóïõìå ôïí ðåñéïñéóìü ((v), {(a)}) êáé
íá Ý÷ïõìå áêüìç åðéëýóéìç åßóïäï. ¶ñá, áí áó÷ïëçèïýìå ìå ìßá ìåôáâëçôÞ
êÜèå öïñÜ, êáé êÜèå ðéèáíÞ ôéìÞ a ∈ A ãéá áõôÞ ôç ìåôáâëçôÞ, ìðïñïýìå
íá ðÜñïõìå Ýíáí ðåñéïñéóìü ãéá êÜèå ìåôáâëçôÞ êÜèå öïñÜ, êáé ôåëéêÜ ìéá
ëýóç ãéá ôï P ′. ÅëÝã÷ïíôáò ãéá åðéëõóçìüôçôá óå êÜèå ðéèáíÞ ôéìÞ üëùí
ôùí ìåôáâëçôþí ÷ñåéÜæåôáé íá ëýóïõìå ôï ðïëý |V ||U | öïñÝò åéóüäïõò ôïõ
CSP (Γ ′ ∪ ΓCON ), êáé Ýôóé ìðïñïýìå íá âñïýìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï óå
ó÷Ýóç ìå ôï P ′ ìéá ëýóç ôïõ. ¥

3.4.3 ÄïìÝò óôéò Üëãåâñåò

Ôá áðïôåëÝóìáôá ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé åäþ ó÷åôßæïõí ôçí ðïëõðëïêüôçôá
ìéá ðåðåñáóìÝíçò Üëãåâñáò ìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá ôùí õðïáëãåâñþí êáé ôùí
ïìïìïñöéêþí áðåéêïíßóåùí ôçò [29, 13, 8]. Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, ìðïñïýìå
íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôÜ ôá áðïôåëÝóìáôá ãéá íá áíÜãïõìå ôï ðñüâëçìá
ôçò áíÜëõóçò ôçò ðïëõðëïêüôçôáò ìéá Üëãåâñáò óå Ýíá ðáñüìïéï ðñüâëçìá
ðïõ åìðåñéÝ÷åé ìéá Üëãåâñá ìå ìéêñüôåñï óýìðáí.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.3.1
ÕðïÜëãåâñá: ¸óôù A = (A,F ) ìéá Üëãåâñá êáé B Ýíá õðïóýíïëï

ôïõ A ôÝôïéï þóôå, ãéá êÜèå f ∈ F êáé ãéá ïðïéáäÞðïôå b1, . . . , bn ∈ B,
üðïõ n åßíáé ç ðëçèéêüôçôá ôçò f , Ý÷ïõìå üôé f(b1, . . . , bn) ∈ B. Ôüôå ç
Üëãåâñá B = (B,F |B) êáëåßôáé õðïÜëãåâñá ôçò A, ïðïý F |B ðåñéÝ÷åé ôïõò
ðåñéïñéóìïýò üëùí ôùí ðñÜîåùí ôïõ F óôï B. Áí B 6= A, ôüôå ôï B ëÝãåôáé
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áõóôçñÞ õðïÜëãåâñá. ¤

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.3.1
×áñáêôçñéóìüò ìÝóù õðïÜëãåâñáò: ¸óôù A ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãå-

âñá.

1. Áí A åßíáé tractable ôüôå êÜèå õðïÜëãåâñá ôçò åßíáé åðßóçò.

2. Áí çA Ý÷åé ìéá NP-complete õðïÜëãåâñá, åßíáé êáé ç ßäéá NP-complete.

¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
¸óôù B = (B,F |B) ìéá õðïÜëãåâñá ôïõ A = (A,F ). Åßíáé åýêïëï

íá åëÝãîïõìå áí Inv(F |B) ⊆ Inv(F ). ¶ñá , CSP (Inv(F |B)) ìðïñåß íá
áíá÷èåß óôï CSP (Inv(F )) óå óôáèåñü ÷ñüíï. Ôá ðáñáðÜíù áðïôåëÝóìáôá
åßíáé Üìåóåò óõíÝðåéåò ôçò ðáñáðÜíù áíáãùãÞò. ¥

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.3.2
Ïìïìïñöéóìïß áëãåâñþí: ¸óôù A1 = (A1, F1) êáé A2 = (A2, F2)

ôÝôïéåò þóôå F1 = {f1
i |i ∈ I} êáé F2 = {f2

i |i ∈ I}, üðïõ ôá f1
i , g

2
i åßíáé

ni-áäéêÜ, ãéá êÜèå i ∈ I.
Ìéá áðåéêüíéóç φ : A1 → A2 êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò áðü ôï A1 óôï A2

åÜí:
φ(f1

i (a1, . . . , ani)) = f2
i (φ(a1), . . . , φ(ani))

éó÷ýåé ãéá êÜèå i ∈ I êáé ãéá üëá ôá a1, . . . , ani ∈ A1.
Áí ç áðåéêüíéóç åßíáé êáé åðß, ôüôå ç A2 ëÝãåôáé ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ôçò

Aa. ¤

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.3.2
×áñáêôçñéóìüò ìÝóù ïìïìïñöéêþí åéêüíùí: ¸óôù A ìéá ðåðåñá-

óìÝíç Üëãåâñá.

1. ÅÜí A åßíáé tractable, ôüôå êÜèå ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ôïõ A åßíáé.

2. ÅÜí ç A Ý÷åé ìéá ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ðïõ åßíáé NP-complete åßíáé êáé
ç ßäéá NP-complete.

¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
¸óôù B = (B,FB) ìéá ïìïìïñöéêÞ åéêüíá ôïõ A = (A,FA) êáé Ýóôù φ

ï áíôßóôïé÷ïò ïìïìïñöéóìüò. Èá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï Γ ⊆
Inv(FB), ôï CSP (Γ ) áíÜãåôáé óå ãñáììéêü ÷ñüíï óôï CSP (Γ ′) ãéá êÜðïéï
ðåðåñáóìÝíï Γ ′ ⊆ Inv(FA).
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Ãéá ρ ∈ Inv(FB), èÝôïõìå φ−1(ρ) = {a|φ(a ∈ ρ}. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç
φ−1(ρ) åßíáé áíáëëïßùôç ôçò ßäéáò ðïëëáðëüôçôáò ìå ôçí ρ. Ìðïñåß Üìåóá
íá áðïäåé÷èåß ïôé φ−1(ρ) ∈ Inv(FA). ¸óôù Γ ′ = {φ−1(ρ)|ρ ∈ Γ}. Ôüôå Γ ′
åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïõ Inv(FA).

Ðáßñíïõìå ìéá åßóïäï P = (V,B,C) ôïõ CSP (Γ ) êáé êáôáóêåõÜæïõìå
ìéá åßóïäï P ′ = (V,A,C ′) ôïõ CSP (Γ ′) üðïõ C ′ = {(s, φ−1(ρ)|(s, ρ) ∈ C}.

ÅÜí ψ åßíáé ìéá ëýóç ôïõ P ′, ôüôå ç φψ åßíáé ëýóç ôïõ P. ¼ìïéá, áí ξ
åßíáé ìéá ëýóç ôïõ P, ôüôå ïðïéáäÞðïôå óõíÜñôçóç ψ : V → A ôÝôïéá þóôå
φψ(v) = ξ(v) ãéá êÜèå v ∈ V åßíáé ëýóç ôçò P ′. ¥

Ôþñá èá äþóïõìå äýï ðáñáäåßãìáôá ÷ñÞóçò ôùí ðáñáðÜíù èåùñçìÜôùí
÷áñáêôçñéóìïý. Ôá ðáñáäåßãìáôá äåß÷íïõí ïôé êáé ôá äýï áðïôåëÝóìáôá
ìðïñïýí íá åßíáé ÷ñÞóéìá (áíåîÜñôçôá) ãéá íá ÷áñáêôçñßóïõí ôçí ðïëõðëï-
êüôçôá óõãêåêñéìÝíùí áëãåâñþí áíÜãïíôáò ôï ðñüâëçìá óå ìßá Üëãåâñá
ïñéóìÝíç óå ìéêñüôåñï óýíïëï.

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.3.1
×ñÞóç áëãåâñéêþí äïìþí ãéá NP-completeness: ¸óôù A íá åßíáé

ç idempotent Üëãåâñá ({0, 1, 2}, ◦), üðïõ ◦ åßíáé ç áêüëïõèç ó÷Ýóç:

◦ 0 1 2
0 0 1 1
1 1 1 0
2 2 2 2

×ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ãéá ôéò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò, èá äåßîïõìå
üôé ç A åßíáé NP-complete áêüìç êáé áí üëåò ïé õðïÜëãåâñÝò ôïõ åßíáé
tractable.

Ðáñáôçñïýìå ïôé, ïé éóüôçôåò 0◦2 = 1, 1◦2 = 0, 0◦1 = 1◦0 = 1 äåß÷íïõí,
üôé ç A Ý÷åé ìüíï ìéá áõóôçñÞ õðïÜëãåâñá ç ïðïßá Ý÷åé ìüíï Ýíá óôïé÷åßï,
ôçí Üëãåâñá B = ({0, 1}, ◦|{0,1}). Åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé ç ◦|{0,1} åßíáé
ìéá semilattice ðñÜîç óôï {0, 1}. ¸ôóé, ç Üëãåâñá B åßíáé tractable.

Áðü ôçí Üëëç, áò èåùñÞóïõìå ôçí Üëãåâñá C = (C, ∗), üðïõ C = {a, b}
êáé ãéá üëá ôá x, y ∈ {a, b}, x∗y = x. Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç áðåéêüíéóç
φ : {0, 1, 2} → C ôÝôïéá þóôå φ(0) = φ(1) = a, êáé φ(2) = b, åßíáé ïìïìïñöé-
óìïß áðü ôï A óôï C. H C åßíáé NP-complete,(üëåò ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò åßíáé
essentially unary êáé åßìáóôå óôï {0, 1}). Êáé Üñá ç A åßíáé NP-complete.
¤

ÐÁÑÁÄÅÉÃÌÁ 3.4.3.2
×ñÞóç áëãåâñéêþí äïìþí ãéá NP-completeness: ¸óôù A íá åßíáé

ç idempotent Üëãåâñá ({0, 1, 2}, ◦), üðïõ ◦ åßíáé ç áêüëïõèç ó÷Ýóç:

◦ 0 1 2
0 0 1 1
1 0 1 1
2 1 1 2
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×ñçóéìïðïéþíôáò ôï èåþñçìá ÷áñáêôçñéóìïý ìÝóù õðïáëãåâñþí èá äåß-
îïõìå üôé ç A åßíáé NP-complete áêüìç êáé áí üëåò ïé ìéêñüôåñåò ïìïìïñ-
öéêÝò áðåéêïíßóåéò ôçò åßíáé tractable.

Áöïý ïé Üëãåâñåò ìå ìüíï Ýíá óôïé÷åßï åßíáé óßãïõñá tractable, áñêåß
íá áó÷ïëçèïýìå ìå ôéò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò B ôçò A ðïõ Ý÷ïõí äýï óôïé-
÷åßá. ¸óôù B = ({a, b}, ∗) üðïõ ∗ åßíáé ìéá äõáäéêÞ ðñÜîç óôï {a, b} êáé
õðïèÝôïõìå üôé ç φ åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò áðü ôï A óôï B. Ôüôå Ý÷ïõìå
φ(x ◦ y) = φ(x) ◦ φ(y) ãéá üëá ôá x, y ∈ {0, 1, 2}.

¸÷ïõìå ôéò åîÞò ðåñéðôþóåéò ôþñá:

1. φ(0) = φ(1) = a, φ(2) = b. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç Ý÷ïõìå:

a ∗ a = φ(0) ∗ φ(0) = φ(0 ◦ 0) = φ(0) = a

a ∗ b = φ(0) ∗ φ(2) = φ(0 ◦ 2) = φ(1) = a

b ∗ a = φ(2) ∗ φ(0) = φ(2 ◦ 0) = φ(1) = a

b ∗ b = φ(2) ∗ φ(2) = φ(2 ◦ 2) = φ(2) = b

Åßíáé åýêïëï íá äïýìå üôé ç ∗ åßíáé ìéá semilattice ðñÜîç óôï {a, b}.
¶ñá ç B åßíáé tractable.

2. ¸óôù φ(0) 6= φ(1). Ôüôå Ý÷ïõìå ïôé φ(2) ∈ {φ(0), φ(1)}. ÅÜí φ(2) =
φ(0), ôüôå:

φ(0) = φ(0 ◦ 0) = φ(0) ∗ φ(0) = φ(0) ∗ φ(2) = φ(0 ◦ 2) = φ(1).

Åíþ áí φ(2) = φ(1), ôüôå:

φ(0) = φ(1 ◦ 0) = φ(1) ∗ φ(0) = φ(2) ∗ φ(0) = φ(2 ◦ 0) = φ(1)

¸ôóé ç äåýôåñç ðåñßðôùóç åßíáé áäýíáôç, êáé áðïäåßîáìå üôé üëåò ïé ìéêñü-
ôåñåò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò ôïõ A åßíáé tractable.

Áðü ôçí Üëëç, ç Üëãåâñá A Ý÷åé ôçí õðïÜëãåâñá A′ = ({0, 1}, ◦) ôÝôïéá
þóôå x ◦ y = y ãéá üëá ôá x, y ∈ {0, 1}. ¼ìùò ç A′ åßíáé NP-complete (üëåò
ïé âáóéêÝò ðñÜîåéò åßíáé essentially unary êáé åßìáóôå óôï {0, 1}) êáé Üñá êáé
ç A åßíáé NP-complete. ¤

3.4.4 ÁðïôåëÝóìáôá

Ç ðñïçãïýìåíç õðïåíüôçôá Ýäåéîå üôé ìéá tractable Üëãåâñá ðñÝðåé íá
Ý÷åé ôçí éäéüôçôá üôé üëåò ïé õðïÜëãåâñåò êáé ïé ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò ôçò
åßíáé tractable. Ïðüôå, ìéá ðñþôç åñþôçóç ðïõ Ýñ÷åôáé öõóéêÜ åßíáé áí èá
ìðïñïýóáìå íá ÷áñáêôçñßóïõìå ôçí ðïëõðëïêüôçôá üëùí ôùí áëãåâñþí ðïõ
äåí Ý÷ïõí ìéêñüôåñåò õðïÜëãåâñåò êáé ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò. Áí ìðïñïýóáìå
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íá ÷áñáêôçñßóïõìå üëåò áõôÝò ôéò Üëãåâñåò èá ìðïñïýóå íá åßíáé ìéá âÜóç
áíáãùãÞò ãéá ïðïéïäÞðïôå Üëëï ðñüâëçìá.

ÏÑÉÓÌÏÓ 3.4.4.1
ÁðëÞ Üëãåâñá, áõóôçñÜ áðëÞ Üëãåâñá: Ìéá ðåðåñáóìÝíç Üëãåâñá èá

ëÝãåôáé áðëÞ áí üëåò ïé ìéêñüôåñåò ïìïìïñöéêÝò åéêüíåò ôçò Ý÷ïõí ìüíï Ýíá
óôïé÷åßï, êáé áõóôçñÜ áðëÞ áí åßíáé áðëÞ êáé üëåò ïé áõóôçñÝò õðïÜëãåâñåò
ôçò Ý÷ïõí åðßóçò Ýíá óôïé÷åßï. ¤

ÔåëéêÜ ãéá áõôÝò ôéò Üëãåâñåò áðïäåéêíýåôáé ôï åîÞò:

ÈÅÙÑÇÌÁ 3.4.4.1
×áñáêôçñéóìüò áðëþí åðß áëãåâñþí: Ìéá ðåðåñáóìÝíç áðëÞ åðß Üë-

ãåâñá åßíáé NP-complete áí üëåò ïé ðñÜîåéò üñïé åßíáé essentially unary.
Áëëéþò åßíáé tractable. ¥

¸íáò ôÝôïéïò ÷áñáêôçñéóìüò ãéá üëåò ôéò Üëãåâñåò èá óÞìáéíå ðñáêôéêÜ
üôé ôï ðñüâëçì ëýèçêå. Äõóôõ÷þò êÜôé ôÝôïéï äåí éó÷ýåé üìùò öáßíåôáé üôé
éó÷ýåé ôï áêüëïõèï:
Õðüèåóç: Ìéá ðåðåñáóìÝíç idempotent Üëãåâñá A åßíáé NP-complete áí
êÜðïéá õðïÜëãåâñÜ Ý÷åé ïìïìïñöéêÞ Üëãåâñá ôçò ïðïßáò üëåò ïé ðñÜîåéò åßíáé
Áëëéþò åßíáé tractable.

Åßíáé óçìáíôéêü üôé ãéá üëåò ôéò Þäç ÷áñáêôçñéóìÝíåò êëÜóåéò ðïõ äï-
êéìÜóôçêáí ç áðëÞ áõôÞ éäéüôçôá éó÷ýåé (ÓõìðåñéëáìâáíïìÝíùí ôùí áðïôå-
ëåóìÜôùí ôïõ Schaefer ôïõ 1978 áëëÜ êáé ôïõ Bulatov 2002). ÌÜëéóôá áí
ôåëéêÜ áðïäåé÷èåß ç õðüèåóç êáé áöïý Ý÷åé Þäç áðïäåß÷èåé üôé êÜèå Üëãåâñá
ìðïñåß íá áíá÷èåß óå idempotent ßóùò öôÜóïõìå óôï ôÝëïò ôïõ äñüìïõ ôïõ
÷áñáêôçñéóìïý.

¸íá Üëëï óçìáíôéêü áðïôÝëåóìá ðïõ áðïñÝåé áðü áõôÞ ôçí õðüèåóç åßíáé
üôé ìðïñïýìå óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï óå ó÷Ýóç ìå ôï Γ íá áðïöáóßóïõìå áí
åßíáé óôï P Þ NP-complete ìç÷áíéóôéêÜ. ÐñÜãìá åîáéñåôéêÜ ÷ñÞóéìï êáé
åíäéáöÝñïí áðü èåùñçôéêÞò ðëåõñÜò. ÄçëáäÞ ôï íá ìðïñåßò óå ðïëõùíõìéêü
÷ñüíï íá áðïöáóßæåéò áí Ýíá ðñüâëçìá ìðïñåß íá ëõèåß óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï
Þ ÷ñåéÜæåóáé áíáãêáóôéêÜ íá ðáò óôï NP.
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ÊåöÜëáéï 4

Èåþñçìá Schaefer

4.1 ÐëÞñçò áðüäåéîç

Ó' áõôü ôï êåöÜëáéï èá ðáñïõóéáóôïýí ïé áõôïýóéåò áðïäåßîåéò áðü ôá
paper ãéá äýï ëüãïõò. Ðñþôïí ðñïöáíþò ôçí êáôáíüçóÞ ôïõò, êáé äåýôåñïí
ãéá íá ãßíåé åìöáíÞò ç äéáöïñïðïßçóç ìåôáîý ôùí ìáèçìáôéêþí åñãáëåßùí
ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé.

4.1.1 ÅéóáãùãÞ

Ôï CSP üôáí ïé ìåôáâëçôÝò ðáßñíïõí ôéìÝò áðü Ýíá óýíïëï äýï óôïé-
÷åßùí Ý÷åé ìåëåôçèåß ðëÞñùò ùò ðñïò ôçí tractability Þäç áðü ôï 1978 áðü
ôïí Thomas J. Schaefer. ÄçëáäÞ üôáí ôï A Ý÷åé ðëçèÜñéèìï 2 ôï CSP (Γ )
ãíùñßæïõìå áí åßíáé P Þ NP-complete. ÐáñáêÜôù ãßíåôáé ðáñïõóßáóç ôçò
áðüäåéîçò. Áîßæåé íá óçìåéùèåß üôé ôï ðñüâëçìá óôï paper ôïõ Schaefer öáß-
íåôáé óáí ìéá ãåíßêåõóç ôïõ satis�ability problem ìéá êáé ï ïñéóìüò êáé ôï
åíäéáöÝñïí ãéá ôï áêüìá ðéï ãåíéêü CSP ðñïÞëèå ðéï ìåôÜ (áöïý ç áñ÷Þ
Þôáí áõôü ôï paper). Ç ðáñïõóßáóç ðáñáêÜôù èá ãßíåé ìå ôçí áñ÷éêÞ óç-
ìåéïëïãßá, êáé üðïõ êñéèåß áíáãêáßï èá åêöñáóôåß êáé óôç óçìåñéíÞ ãëþóóá
ôïõ CSP. ÐáñáêÜôù ðáñïõóéÜæïíôáé ïé óõìâïëéóìïß ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
óôçí áðüäåéîç:

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.1
S-ôýðïò, S-éêáíïðïéçóéìüôçôá, SAT (S): ¸óôù S = {R1, . . . Rm}

Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï áðü ëïãéêÝò ó÷Ýóåéò. (Ìéá ëïãéêÞ ó÷Ýóç ïñßæå-
ôáé ùò Ýíá õðïóýíïëï ôïõ {0, 1}κ). ¸óôù S-ôýðïò íá åßíáé ìéá conjunction
áðü ðñïôÜóåéò ôçò ìïñöÞò Ri(ξ1, ξ2, . . . .) , ïðïý ξ1, ξ2, . . . åßíáé ìåôáâëçôÝò,
ï áñéèìüò ôùí ïðïßùí åßíáé ç ðïëëáðëüôçôá ôçò Ri, i ∈ (1, . . . ,m). Ôï
íá áðïöáóßóåéò áí Ýíáò S-ôýðïò åßíáé éêáíïðïéÞóéìïò åßíáé ôï ðñüâëçìá S-
éêáíïðïéçóéìüôçôáò. Óõìâïëßæïõìå ìå SAT (S) ôï óýíïëï üëùí ôùí éêáíï-
ðïéÞóéìùí S-ôýðùí. ¤
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ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.2
(0−1)-éêáíïðïéÞóéìç, áóèåíþò èåôéêÞ-áñíçôéêÞ, bijunctive,a�ne:

• Ìéá ó÷Ýóç R åßíáé 0-éêáíïðïéÞóéìç (1-éêáíïðïéÞóéìç) áí ôï (0, . . . 0) ∈
R ((1, . . . 1) ∈ R).

• Ìéá ó÷Ýóç åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ (áñíçôéêÞ) áí ç R(x1, . . .) åßíáé ëïãéêÜ
éóïäýíáìç ìå Ýíá CNF ôýðï ï ïðïßïò Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå
Üñíçóç (÷ùñßò Üñíçóç) óå êÜèå conjunct.

• Ìéá ó÷Ýóç R åßíáé bijunctive áí ç R(x1, . . .) åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìç
ìå Ýíá CNF ôýðï ðïõ Ý÷åé 2 ìåôáâëçôÝò óå êÜèå conjunct.

• Ìéá ó÷Ýóç R åßíáé a�ne áí R(x1, . . .) åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìç ìå Ýíá
óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï äéóýíïëï {0, 1}, äçëáäÞ áí R(x1,
. . .) åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ìéá conjunction áðü ôýðïõò ôçò ìïñöÞò
ξ1⊕ . . .⊕ ξn = 0 êáé ξ1⊕ . . .⊕ ξn = 1 ìå ⊕ íá óõìâïëßæåé ôçí ðñüóèåóç
mod 2.

¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.3
Ôýðïé: Ìå ôïí üñï ôýðïò èá åííïïýìå Ýíá êáëþò ïñéóìÝíï ôýðï áðü

ìåôáâëçôÝò, óôáèåñÝò, ëïãéêïýò óõíäÝóìïõò, ðáñåíèÝóåéò, óýìâïëá ëïãéêþí
ó÷Ýóåùí êáé õðáñîéáêïýò êáé êáèïëéêïýò ðïóïäåßêôåò. Ç éäÝá åßíáé íá ìðï-
ñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ïðïéïäÞðïôå óõìâïëéóìü ìáò åßíáé ÷ñÞóéìïò ãéá
ôçí Ýêöñáóç ó÷Ýóåùí ìåôáîý ðñïôáóéáêþí ìåôáâëçôþí.

• ÌåôáâëçôÞ èá èåùñÞóïõìå Ýíá óôïé÷åßï áðü ôï óýíïëï {x, x0, x1 . . . ,
y, y0 , . . . , z, . . . u , . . . v, . . .}.Ïé ìåôáâëçôÝò üðùò êáé ïé ôýðïé åßíáé
áëöáñéèìçôéêÜ (ð÷ ôï x18 åßíáé Ýíá áëöáñéèìçôéêü ôñéþí óõìâüëùí).

• ÓôáèåñÜ åßíáé Ýíá áðü ôá óýìâïëá 0, 1 (1=áëçèÝò, 0 =øåõäÝò).

• Ëïãéêüò óýíäåóìïò åßíáé Ýíá áðü ôá óýìâïëá ∨,∧, ¬,→, ≡, 6= ìå ôéò
óõíÞèåéò óçìáóßåò ôïõò

• ÊÜèå ëïãéêÞ ó÷Ýóç R Ý÷åé ôï áíôßóôïé÷ï óýìâïëï ëïãéêÞò ó÷Ýóçò

• Ïé ðïóïäåßêôåò ∃x,∀x Ý÷ïõí ôç óõíÞèç óçìáóßá.

• Literal åßíáé ìéá ìåôáâëçôÞ ç ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç.

¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.4
V ar(A): Áí A åßíáé Ýíáò ôýðïò, ôüôå ìå V ar(A) óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï

ôùí åëåýèåñùí (ðïõ äåí Ý÷ïõí ðïóïäåé÷èåß) ìåôáâëçôþí ðïõ åìöáíßæïíôáé
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óôï A. Ìéá áíÜèåóç óôï A åßíáé ìéá óõíÜñôçóç s : V ar(A)→ {0, 1}. ËÝìå
üôé ç áíÜèåóç s éêáíïðïéåß ôï A áí ç s êÜíåé ôï A áëçèÝò. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.5
Sat(A): Sat(A) åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí áíáèÝóåùí s ðïõ éêáíïðïéïýí

ôï A. Äýï ôýðïé A êáé B åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìïé áí V ar(A) = V ar(B) êáé
Sat(A) = Sat(B). ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.6
KA

i,V : ¸óôù A ôýðïò ìå V ⊆ V ar(A), êáé i ∈ {0, 1}. Ôüôå KA
i,V åßíáé ç

áíÜèåóç s : V ar(A)→ {0, 1} ðïõ ïñßæåôáé ùò s(ξ) = i áí êáé ìüíï áí ξ ∈ V .
ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå áðëþò Ki,V ìå ôï A íá âãáßíåé áðü ôá óõìöñáæüìåíá.
Ôï Ki óõìâïëßæåé ôçí áíÜèåóç ðïõ Ý÷åé ôçí óôáèåñÞ ôéìÞ i (êáé ðÜëé ôï A
âãáßíåé áðü ôá óõìöñáæüìåíá). ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.7
A[ξw]: Áí A Ýíáò ôýðïò, ξ ìéá ìåôáâëçôÞ, êáé w åßíáé Ýíá literal, ôüôå

A[ξw] óõìâïëßæåé ôïí ôýðï ðïõ ó÷çìáôßæåôáé áðü ôï A áí áíôéêáôáóôÞóïõìå
êÜèå åìöÜíéóç ôçò ξ ìå ôï w. Áí V åßíáé Ýíá óýíïëï ìåôáâëçôþí, ôüôå
A[Vw ] óõìâïëßæåé ôï áðïôÝëåóìá ôçò áíôéêáôÜóôáóçò ìå w êÜèå åìöÜíéóçò
ìåôáâëçôÞò ôïõ V . ÐïëëáðëÝò áíôéêáôáóôÜóåéò óõìâïëßæïíôáé ìå åêöñÜóåéò
üðùò A[Vw ,

V ′
w′ ,

V ′′
w′′ ] êáé ìå íüçìá ðñïöáíÝò. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.8
Gen(S): Ôï óýíïëï ôùí õðáñîéáêÜ ðïóïäåéêôïýìåíùí S-ôýðùí ìå óôá-

èåñÝò óõìâïëßæåôáé ìå Gen(S). ÓõãêåêñéìÝíá, Gen(S) åßíáé ôï ìéêñüôåñï
óýíïëï ôýðùí ôÝôïéùí þóôå:

• ∀R ∈ S,R(x1, . . .) ∈ Gen(S).

• ∀A,B ∈ Gen(S) êáé üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò ξ, η ôá ðáñáêÜôù åßíáé üëá
óôï Gen(S) : A ∧B,A[ξη], A[ξ0], A[ξ1] êáé (∃ξ)A.

Ìå Gen+(S) óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí ôýðùí ðïõ åßíáé ëïãéêÜ
éóïäýíáìïé ìå êÜðïéï ôýðï ôïõ Gen(S). ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.9
[A]: Áí A åßíáé Ýíá ôýðïò ôüôå ìå [A] óõìâïëßæïõìå ôç ëïãéêÞ ó÷Ýóç ðïõ

ïñßæåé ç A, üôáí ïé ìåôáâëçôÝò ðáßñíïíôáé óå ëåîéêïãñáöéêÞ óåéñÜ. ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.1.10
Rep(S): ÔÝëïò óõìâïëßæïõìå ìå Rep(S) := {[A] : A ∈ Gen(S)}. Äç-

ëáäÞ Rep(S) åßíáé ôï óýíïëï ôùí ó÷Ýóåùí ðïõ ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ìå
ðïóïäåéêôïýìåíïõò S-ôýðïõò ìå óôáèåñÝò. Ðáñáôçñïýìå üôé áí S ⊆ S′, ôüôå
Rep(S) ⊆ Rep(S′). ¤
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4.1.2 Èåþñçìá êëÜóåùí ôïõ Rep(S)

ÈÅÙÑÇÌÁ 4.1.2.1
Èåþñçìá êëÜóåùí ôïõ Rep(S): ¸óôù S Ýíá ïðïéïäÞðïôå óýíïëï ëï-

ãéêþí ó÷Ýóåùí. Áí ôï S éêáíïðïéåß Ýíáí áðü ôïõò ðáñáêÜôù ðåñéïñéóìïýò
(a) − (d) ðáñáêÜôù ôüôå ôï Rep(S) éêáíïðïéåß ôïí ßäéï ðåñéïñéóìü. Áëëéþò
ôï Rep(S) åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí ó÷Ýóåùí.

(a) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ

(b) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ

(c) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé a�ne.

(d) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé bijunctive.

¥
Ôï õðüëïéðï ôçò õðïåíüôçôáò åßíáé ç áðüäåéîç áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò.

ËÇÌÌÁ 4.1.2.1
¸óôù R ìéá ëïãéêÞ ó÷Ýóç êáé A := R(x1, . . .). Ôüôå ç R åßíáé a�ne áí

êáé ìüíï áí ãéá êÜèå s1, s2, s3 ∈ Sat(A), s1 ⊕ s2 ⊕ s3 ∈ Sat(A). ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
×ñçóéìïðïéïýìå ôï áêüëïõèï ãåãïíüò, ðïõ áðïäåéêíýåôáé ìå áðëÞ ãñáì-

ìéêÞ Üëãåâñá. Áí K åßíáé Ýíá �eld, ôüôå ôï D ⊆ Kn åßíáé óýíïëï ëýóåùí
åíüò óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï K áí êáé ìüíï áí ∀b1, b2, b3 ∈ D
êáé ∀c1, c2, c3 ∈ K ìå c1 + c2 + c3 = 1, ôüôå c1b1 + c2b2 + c3b3 ∈ D. Óå ðå-
ñßðôùóç ðïõ ôï K åßíáé ôï {0, 1}, áõôÞ ç óõíèÞêç åßíáé éóïäýíáìç ìå \ôï
Üèñïéóìá ïðïéùíäÞðïôå ôñéþí óôïé÷åßùí ôïõ D åßíáé óôïé÷åßï ôïõ D." Áöïý
ç R åßíáé a�ne áí êáé ìüíï åÜí A åßíáé éóïäýíáìç ìå Ýíá óýóôçìá ãñáììéêþí
åîéóþóåùí óôï {0, 1}, ôï ëÞììá óõíåðÜãåôáé áðü áõôü ôï ãåãïíüò. Åðßóçò
áðïäåéêíýåôáé üôé ï ðëçèéêüò áñéèìüò ìéáò a�ne ó÷Ýóçò åßíáé äýíáìç ôïõ 2
ðïõ ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá íá áðïäåßîåé üôé êÜðïéá ó÷Ýóç äåí åßíáé
a�ne. ¥

Ôþñá èá åéóÜãïõìå óõìâïëéóìü ãéá ôï åðüìåíï ëÞììá: Áí ξ åßíáé ìéá ìå-
ôáâëçôÞ, ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü (ξ, i) ãéá íá äçëþóïõìå ôï literal ξ
áí i = 1 êáé ¬ξ áí i=0. ¼ðùò óõíçèßæåôáé, ôï α äçëþíåé ôï óõìðëçñùìáôéêü
literal ôïõ α, äçëáäÞ ôï literal (ξ, 1 − i) üôáí α = (ξ, i). ËÝìå üôé ôï literal
α = (ξ, i) åßíáé óõìâáôü ìå Ýíá ôýðï A áí s(ξ) = i ãéá êÜðïéï s ∈ Sat(A).
ËÝìå ïôé ç áíÜèåóç s óõìöùíåß ìå ôï literal α áí α = (ξ, s(ξ)) ãéá êÜðïéá
ìåôáâëçôÞ ξ. ¸íá óýíïëï áðü literals åßíáé óõìâáôü áí äåí óõìðåñéëáìâÜíåé
ôá α êáé α ãéá êÜðïéï literal α. Áí s åßíáé ìéá áíÜèåóç êáé Q åßíáé Ýíá óõíå-
ðÝò óýíïëï áðü literal, óõìâïëßæïõìå ìå s#Q ôçí áíÜèåóç ç ïðïßá äéáöÝñåé
áðü ôï s ìüíï óôï óýíïëï {ξ : (ξ, 1− s(ξ)) ∈ Q}.
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ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.2.1
ImpA(α): ¸óôù á Ýíá literal êáé Á Ýíáò ôýðïò. Ïñßæïõìå ImpA(α)

íá åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí literals â ôÝôïéùí þóôå êÜèå s ∈ Sat(A) ðïõ
óõìöùíåß ìå ôï á óõìöùíåß åðßóçò êáé ìå ôï â. ¸ôóé, ôï ImpA(α) åßíáé
ôï óýíïëï ôùí literal ðïõ \åðÜãïíôáé" áðü ôï literal á. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áí
A = x ∨ y, ôüôå (y, 1) ∈ ImpA((x, 0)). ¤

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.2.2
Óýíïëï áëëáãÞò: ¸óôù A Ýíáò ôýðïò êáé s ∈ Sat(A). ¸íá óýíïëï

áëëáãÞò ãéá ôï (A, s) åßíáé Ýíá óýíïëï V ⊆ V ar(A) ôÝôïéï þóôå s⊕K1,V ∈
Sat(A). ÄçëáäÞ, V åßíáé Ýíá óýíïëï áëëáãþí ãéá ôï (A,s) áí êáé ìüíï áí
ç áíÜèåóç ðïõ äéáöÝñåé áðü ôï s ìüíï óôï V éêáíïðïéåß ôï Á. ¤

ËÇÌÌÁ 4.1.2.2
¸óôù R ìéá ëïãéêÞ ó÷Ýóç êáé A := R(x1, . . .). Ôüôå ôá ðáñáêÜôù åßíáé

éóïäýíáìá:

(a) R åßíáé bijunctive

(b) Ãéá êÜèå s ∈ Sat(A), áí V1 êáé V2 åßíáé óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A,s)
ôüôå åßíáé êáé ôï V1 ∩ V2

(c) Ãéá êÜèå s ∈ Sat(A) êáé êÜèå literal á ôï ïðïßï åßíáé óõìâáôü ìå ôï
A, s#ImpA(α) ∈ Sat(A).

¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
(a) → (b) : ¸óôù üôé ç R åßíáé bijunctive. ¸ôóé, ôï A åßíáé ëïãéêÜ

éóïäýíáìï ìå êÜðïéï ôýðï B ï ïðïßïò åßíáé conjunction áðü ðñïôÜóåéò ôçò
ìïñöÞò (α→ β), ìå α, β literal. ¸óôù s ∈ Sat(A) äïóìÝíï êáé Ýóôù V1, V2

óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A, s). ¸óôù Q ôï ìéêñüôåñï óýíïëï literal ôÝôïéï
þóôå:

• {(η, 1− s(η)) : η ∈ V1 ∩ V2} ∈ Q.

• üôáí α ∈ Q êáé (α → β) Þ (β → α) åßíáé Ýíá conjunct ôïõ B ãéá
êÜðïéï literal â, ôüôå β ∈ Q.

Ðñïöáíþò êÜèå áíÜèåóç t ∈ Sat(B) ç ïðïßá äéáöÝñåé áðü ôï s óå üëá ôá
V1 ∩ V2 ðñÝðåé íá óõìöùíåß ìå êÜèå literal óôï Q. Åöüóïí s ⊕K1,V1 åßíáé
ìéá ôÝôïéá áíÜèåóç, ôï Q åßíáé óõìâáôü êáé äåí ìðïñåß íá ðåñéÝ÷åé literal
(η, 1−s(η)) ìå η /∈ V2. Ïðüôå, s#Q = s⊕K1,V1∩V2 . Åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå
ïôé s#Q éêáíïðïéåß êÜèå conjunct ôïõ B, êáé Üñá s#Q = s ⊕ K1,V1∩V2 ∈
Sat(B) = Sat(A). ¶ñá V1 ∩ V2 åßíáé Ýíá óýíïëï áëëáãÞò ãéá ôï (A, s).

(b)→ (c) : ¸óôù üôé ôï (b) éó÷ýåé. ¸óôù s ∈ Sat(A), êáé Ýóôù α íá åßíáé
Ýíá literal óõìâáôü ìå ôï A. ÈÝëïõìå íá äåßîïõìå ïôé s#ImpA(α) ∈ Sat(A).

49



4.1. ÐËÇÑÇÓ ÁÐÏÄÅÉÎÇ ÊÅÖÁËÁÉÏ 4. ÈÅÙÑÇÌÁ SCHAEFER

¸óôù ïôé ôï s äåí åßíáé óõìâáôü ìå ôï α, äçëáäÞ α = (ξ, 1−s(ξ)) ãéá êÜðïéá
ìåôáâëçôÞ ξ. ¸óôù W := {η : (η, 1 − s(η)) ∈ ImpA(α)} äçëáäÞ, W åßíáé
ôï óýíïëï üëùí ôùí ìåôáâëçôþí óôéò ïðïßåò ôï ImpA(α) äéáöùíåß ìå ôï
s. Éó÷õñéæüìáóôå üôé W = ∩{V : V åßíáé Ýíá óýíïëï áëëáãþí ãéá ôï
(A, s) êáé ξ ∈ V }. ÐñïóÝ÷ïõìå ïôé êÜèå óýíïëï áëëáãþí ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï
ξ ðñÝðåé åðßóçò íá ðåñéÝ÷åé êáé üëï ôï W , áöïý ôï W áðïôåëåßôáé áðü üëåò
ôéò ìåôáâëçôÝò ðïõ áíáãêáóôéêÜ ðñÝðåé íá áëëÜîïõí áí áëëÜîåé ôï ξ. Áðü
ôçí Üëëç, áí êÜðïéá ìåôáâëçôÞ ç äåí ðåñéÝ÷åôáé óôï W , ôüôå õðÜñ÷åé êÜðïéá
áíÜèåóç t þóôå t(ξ) 6= s(ξ) áëëÜ t(η) = s(η), Ýôóé þóôå ôï ç äåí ðåñéÝ÷åôáé
óôï óýíïëï áëëáãÞò {ζ : t(ζ) 6= s(ζ)}. Áõôü áðïäåéêíýåé ôïí éó÷õñéóìü.
Ôþñá ìå áëëåðÜëëçëåò ÷ñÞóåéò ôçò õðüèåóçò (b), ôï W åßíáé Ýíá óýíïëï
áëëáãÞò ãéá ôï (A, s). ¸ôóé, s⊕K1,W = s#ImpA(α) ∈ Sat(A).

(c) → (a) : ÕðïèÝôïõìå ïôé ãéá êÜèå s ∈ Sat(A) êáé êÜèå literal α ôï
ïðïßï åßíáé óõìâáôü ìå ôï A, s#ImpA(a) ∈ Sat(A). Ïñßæïõìå B íá åßíáé
ç conjunction ôùí {(α → β) : α, β literal êáé β ∈ ImpA(α)}. Óçìåéþ-
íïõìå ïôé V ar(B) = V ar(A), áöïý ôï B Ý÷åé ôï conjunct (ξ → ξ) ãéá êÜèå
ξ ∈ V ar(A). Éó÷õñéæüìáóôå ïôé ôï B åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï A, êáé Üñá
ç R åßíáé bijunctive. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé Sat(B) = Sat(A). Ðñïöáíþò
Sat(A) ⊆ Sat(B), áöïý êÜèå áíÜèåóç ðïõ éêáíïðïéåß ôï A ðñÝðåé íá éêáíï-
ðïéåß êáé êÜèå conjunct ôïõ B. ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå ïôé Sat(B) ⊆ Sat(A).
¸óôù üôé äåí éó÷ýåé, äçëáäÞ õðÜñ÷åé s1 ∈ Sat(B) − Sat(A). ÅðéëÝãïõìå
s2 ∈ Sat(A) þóôå |W | åßíáé ìÝãéóôï, ìå W = {η : s1(η) = s2(η)}. ÅðéëÝ-
ãïõìå ξ ∈ V ar(A)−W , êáé Ýóôù α := (ξ, s1(ξ)). Ôï literal α åßíáé óõìâáôü
ìå ôï A, ãéáôß áí ôï α Þôáí áóýìâáôï ìå ôï A, ôï B èá åß÷å Ýíá conjunct ðïõ
èá åðéâåâáßùíå ôï ãåãïíüò(äçëáäÞ, áí α = (ξ, 0) åßíáé áóýìâáôï ìå ôïA, ôüôå
ôï B Ý÷åé Ýíá conjunct (¬ξ → ξ), êáé áí α = (ξ, 1) åßíáé áóýìâáôï ìå ôï A,
ôüôå ôï B Ý÷åé Ýíá conjunct (ξ → ¬ξ)), êáé áõôü èá áíÜãêáæå s2(ξ) = s1(ξ).
¸óôù s3 := s2#ImpA(α). áðü õðüèåóç ôï s3 éêáíïðïéåß ôï A. Õðïóôçñß-
æïõìå üôé ãéá êÜèå η ∈ W, s3(η) = s2(η). Ãéá íá ôï äïýìå áõôü, õðïèÝôïõìå
η ∈W ìå s3(η) 6= s2(η). Áöïý ôþñá (η, 1− s2(η)) ∈ ImpA(α), ôï B èá Ý÷åé
Ýíá conjunct (α→ (η, 1− s2(η))), Þ éóïäýíáìá ((ξ, s1(ξ))→ (η, 1− s1(η))).
Áõôü ôï conjunct äåí éêáíïðïéåßôáé áðü ôï s1, áíáéñþíôáò ôçí õðüèåóç ïôé ôï
s1 éêáíïðïéåß ôï B. Áõôü áðïäåéêíýåé ôïí éó÷õñéóìü. ¸ôóé ôï s3 óõìöùíåß
ìå ôï s1 óå üëá ôá W ∪ξ. ôï ïðïßï áíáéñåß ôçí õðüèåóç üôé ôï s2 ìåãéóôïðïéåß
ôï |W |. Êáé ìå áõôÞí ôçí åéò Üôïðï áðáãùãÞ ôåëåéþíåé ç áðüäåéîç. ¥

ÏÑÉÓÌÏÓ 4.1.2.3

i-êëåßóéìï: ¸óôù A Ýíáò ôýðïò, Ýóôù i ∈ {0, 1}, êáé Ýóôù V ⊆ V ar(A).
Ïñßæïõìå ôï i-êëåßóéìï ôïõ V óå ó÷Ýóç ìå ôï A íá åßíáé ôï óýíïëï Cli,A(V )
:= {ξ ∈ V ar(A) : ∀s ∈ Sat(A) ôÝôïéï þóôå s|V ≡ i, s(ξ) ≡ i}. ÄçëáäÞ
Cl0,A(V ) (Cl1,A(V )) åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìåôáâëçôþí ðïõ áíáãêá-
óôéêÜ ãßíïíôáé øåõäåßò (áëçèåßò) üôáí üëåò ïé ìåôáâëçôÝò ôïõ V ãßíïíôáé
øåõäåßò (áëçèåßò). Åßíáé åýêïëï íá äïýìå ïôé V ⊆ Cli,A(V ), êáé ïôé V ⊆ V ′
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óõíåðÜãåôáé Cli,A(V ) ⊆ Cli,A(V ′), ãéá êÜèå V, V ′ ⊆ V ar(A), i ∈ {0, 1}. Êá-
ëïýìå ôï óýíïëï V ⊆ V ar(A) i-êëåéóôü óôï A áí V = Cli,A(V ). Åðßóçò
êáëïýìå ôï V i-óõìâáôü óôï A áí õðÜñ÷åé êÜðïéï s ∈ Sat(A) ôÝôïéï þóôå
s|V ≡ i. ËÝìå ïôé ôï V åßíáé i-ìçêëåéóôü (i-áóýìâáôï) óôï A áí ôï V äåí
åßíáé i-êëåéóôü (i-óõìâáôü) óôï A. ¤

ËÇÌÌÁ 4.1.2.3
¸óôù R ìéá ëïãéêÞ ó÷Ýóç êáé A := R(x1, . . .). Ôüôå

• Ç R åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ áí êáé ìüíï áí üôáí V ⊆ V ar(A) åßíáé
0-óõìâáôÞ êáé 0-êëåéóôÞ ãéá ôï A, K0,V ∈ Sat(A)

• R åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ áí êáé ìüíï áí üôáí V ⊆ V ar(A) åßíáé 1-
óõìâáôÞ êáé 1-êëåéóôÞ ãéá A,K1,V ∈ Sat(A).

¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
ÐñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ôï ðñþôï ìÝñïò. Ç áðüäåéîç ôïõ 2ïý âãáßíåé üìïéá.

Áí R åßíáé êåíü, ôüôå ôï ëÞììá éó÷ýåé ðñïöáíþò, ïðüôå èåùñïýìå R ìç êåíü.
(⇒): ¸óôù üôé ôï R åßíáé áóèåíþò èåôéêü. ¸ôóé ôï A åßíáé ëïãéêÜ

éóïäýíáìï ìå êÜðïéo CNF ôýðï A′ ï ïðïßïò Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå
Üñíçóç óå êÜèå conjunct. Áñêåß íá äåßîïõìå üôé áí V ⊆ V ar(A′) åßíáé 0-
óõìâáôü êáé 0-êëåéóôü ãéá ôï A′, ôüôå K0,V ∈ Sat(A′). ¸óôù V åßíáé Ýíá
ôÝôïéï óýíïëï êáé õðïèÝôïõìå üôé K0,V /∈ Sat(A′). ¸óôù C Ýíá conjunct
ôçò A′ óôï ïðïßï ç K0,V áðïôõã÷Üíåé. ¸óôù U ôï óýíïëï áðü ìåôáâëçôÝò
÷ùñßò Üñíçóç ôïõ C. Åöüóïí K0,V áðïôõã÷Üíåé óôï C, U ⊆ V . Áí ôï C äåí
Ý÷åé ìåôáâëçôÝò ìå Üñíçóç, ôüôå äåí éó÷ýåé üôé ôï V åßíáé 0-óõìâáôü ãéá ôï
A′. Áëëéþò, Ýóôù ç ìüíç ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç óôï C. Åßíáé ðñïöáíÝò ïôé
η ∈ Cl0,A′(U). Åðßóçò, áöïý K0,V áðïôõã÷Üíåé óôï C, η /∈ V . ÁëëÜ ôüôå ç V
äåí åßíáé 0-êëåéóôÞ óôï A′. Áõôü áðïäåéêíýåé ôï ãåãïíüò ïôé K0,V ∈ Sat(A′).

(⇐): ÕðïèÝôïõìå K0,V ∈ Sat(A) ãéá üëá ôá 0-êëåéóôÜ êáé 0-óõìâáôÜ
óýíïëá V ⊆ V ar(A). ¸óôù A′ íá åßíáé ôï conjunction üëùí ôùí ðñïôÜóåùí
{(ξ1 ∨ . . . ∨ ξn) : ξ1, . . . , ξn åßíáé 0-ìçéêáíïðïéÞóéìá ãéá ôï A } ∪ {(¬η ∨ ξ1 ∨
. . . ∨ ξν) : η ∈ Cl0,A({ξ1, . . . , ξν})}. Åöüóïí êÜèå ìåôáâëçôÞ ðåñéÝ÷åôáé óôï
ßäéï ôçò ôï 0-êëåßóéìï, A′ Ý÷åé Ýíá conjunct (¬ξ ∨ ξ) ãéá êÜèå ξ ∈ V ar(A),
êáé Üñá V ar(A′) = V ar(A). Éó÷õñéæüìáóôå üôé ôï A′ åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï
ìå ôï A. Ãéá íá äåßîïõìå ïôé Sat(A) ⊆ Sat(A′), õðïèÝôïõìå ïôé s /∈ Sat(A′).
¸óôù C íá åßíáé Ýíá conjunct ôçò A′ óôï ïðïßï ç s áðïôõã÷Üíåé. Áí ôï C
åßíáé ôçò ìïñöÞò (ξ1∨. . .∨ξn) ôüôå s(ξ1) = . . . = s(ξn) = 0 êáé áðü ôïí ïñéóìü
ôïõ A′{ξ1, . . . , ξn} åßíáé 0-ìçóõìâáôü óôï A, Ýôóé, s /∈ Sat(A). Áëëéþò ôï C
åßíáé ôçò ìïñöÞò (¬η∨ξ1∨. . .∨ξn), êáé Üñá s(η) = 1, s(ξ1) = . . . = s(ξn) = 0.
Ôüôå áðü ïñéóìü ôïõ A′, η ∈ Cl0,A(ξ1, . . . , ξn), êáé Üñá s /∈ Sat(A). Áõôü
áðïäåéêíýåé ïôé Sat(A) ⊆ Sat(A′). ÌåôÜ äåß÷íïõìå ïôé Sat(A′) ⊆ Sat(A).
¸óôù s /∈ Sat(A). ¸óôù V = {ξ : s(ξ) = 0}. Áðü ôçí éäéüôçôá ðïõ Ý÷ïõìå
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õðïèÝóåé ãéá ôçí A, ç V åßíáé åßôå 0-ìçóõìâáôÞ Þ 0-ìçêëåéóôÞ óôï A. Áí åßíáé
0-ìçóõìâáôÞ, ôüôå (ξ1∨. . .∨ξn) åßíáé conjunct ôçò A′, üðïõ V = {ξ1, . . . , ξν},
êáé Üñá s /∈ Sat(A′). Áí V åßíáé 0-ìçêëåéóôÞ, Ýóôù η ∈ Cl0,A(V )− V . Ôüôå
(¬η ∨ ξ1 ∨ . . . ∨ ξn) åßíáé Ýíá conjunct ôçò A′, êáé Üñá s /∈ Sat(A′). Áõôü
áðïäåéêíýåé ïôé Sat(A′) ⊆ Sat(A). ¶ñá Sat(A) = Sat(A′) êáé Üñá A′ åßíáé
ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï A. Êáé ôåëéêÜ ç R åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ. ¥

ËÇÌÌÁ 4.1.2.4
¸óôù R ìéá ëïãéêÞ ó÷Ýóç. Áí R äåí åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ, ôüôå

Rep({R}) ∩{[x 6= y], [x ∨ y]} 6= ∅. Áí R äåí åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ, ôüôå
Rep({R}) ∩ {[x 6= y], [¬x ∨ ¬y]} 6= ∅ . ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
¸óôù R ìéá ëïãéêÞ ó÷Ýóç ç ïðïßá äåí åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ, êáé Ýóôù

A := R(x1, . . .). Áðü ðñïçãïýìåíï ëÞììá (åíüôçôá 4.1.2 óåëßäá 51) õðÜñ÷åé
Ýíá óýíïëï V ⊆ V ar(A) ôï ïðïßï åßíáé 1-óõìâáôü êáé 1-êëåéóôü þóôå K1,V /∈
Sat(A). ¸óôù V := V ar(A) − V . ÅðéëÝãïõìå W ⊆ V ôÝôïéï þóôå íá Ý÷åé
ôç ìåãáëýôåñç ðëçèéêüôçôá Ýôóé þóôå ôï K0,W ∈ Sat(A). Åßíáé ðñïöáíÝò
áðü ôïõò ïñéóìïýò ïôé 1 ≤ |W |(|V |. ÅðéëÝãïõìå ξ ∈ V −W , êáé Ýóôù s ìéá
áíÜèåóç ðïõ éêáíïðïéåß ôï A Ýôóé þóôå s|V ≡ 1 êáé s(ξ) = 0. ¸íá ôÝôïéï s
õðÜñ÷åé ãéáôß ôï V åßíáé 1-êëåéóôü êáé 1-óõìâáôü. Ãéá j ∈ {0, 1} ïñßæïõìå
Wj := {η ∈ W : s(η) = j}, Wj := {η ∈ V ar(A) −W : s(η) = j}, êáé Ýóôù
B := A[W0

0 ,W1
x ,W0

y ,W1
1 ]. W1 åßíáé ìç êåíü áöïý ôï |W | åßíáé ìÝãéóôï. W0

åßíáé ìç êåíü áöïý ðåñéÝ÷åé ôï ξ. ¶ñá ôá x êáé y õðÜñ÷ïõí óôï B.
Ðñïöáíþò [B] ∈ Rep({R}). Åðßóçò, ôï [B] ðåñéÝ÷åé ôï (0, 1) êáé ôï (1, 0),

ãéáôß ôï A åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áðü K0,W êáé ôï s ôáõôï÷ñüíùò. ÔÝëïò ôï
[B] äåí ðåñéÝ÷åé ôï (0, 0) ëüãù ôïõ ïôé ôï |W | åßíáé ìÝãéóôï. ÔåëéêÜ áíÜëïãá
ìå ôï áí ôï (1, 1) ðåñéÝ÷åôáé óôï [B], ôï [B] åßíáé åßôå ôï [x 6= y] Þ ôï [x∨ y].
Áõôü áðïäåéêíýåé ôï ëÞììá óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç R åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ.
¼ìïéá êáé ãéá ôéò áóèåíþò èåôéêÝò. ¥

ÐÏÑÉÓÌÁ 4.1.2.1
Áí ç S Ý÷åé êÜðïéá ó÷Ýóç ç ïðïßá äåí åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ êáé ìéá ðïõ

äåí åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ ôüôå [x 6= y] ∈ Rep(S). ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
¸óôù R,R′ ∈ S ìå R ìç áóèåíþò èåôéêÞ êáé R′ ìç áóèåíþò áñíçôéêÞ.

¸óôù ïôé [x 6= y] /∈ Rep(S). Ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï ëÞììá, [x ∨ y] êáé
[¬x∨¬y] åßíáé óôï Rep(S). ¶ñá ôï Rep(S) ðåñéÝ÷åé êáé ôï [(x∨y)∧(¬x∨¬y)],
ôï ïðïßï åßíáé ôï [x 6= y]. ¥

ËÇÌÌÁ 4.1.2.5
ËÞììá áíôéêáôÜóôáóçò ìå Üñíçóç: ¸óôù [x 6= y] ∈ Rep(S). Ôüôå
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ôï Gen+(S) åßíáé êëåéóôü óôç áíôéêáôÜóôáóç ìå Üñíçóç, äçëáäÞ, áí A ∈
Gen+(S) êáé ξ, η åßíáé ìåôáâëçôÝò, A[ξ¬η] ∈ Gen+(S). ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Áðü õðüèåóç Gen+(S) ðåñéÝ÷åé ôïí ôýðï x 6= y. ÐáñáôçñÞóôå ïôé A[ξ¬η]

åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå (∃u)(A[ξu]∧ η 6= u), ìå u íá åßíáé ìéá ìåôáâëçôÞ ç
ïðïßá äåí õðÜñ÷åé óôï A. ¶ñá, A[ξ¬η] ∈ Gen+(S). ¥

Ìå ôïí üñï \ëïãéêÞ ó÷Ýóç 3 óôïé÷åßùí" åííïïýìå ìéá ó÷Ýóç ìå áêñéâþò
3 óôïé÷åßá ïñéóìÝíç óôï 22. Ðñïöáíþò áõôÝò åßíáé 4 ïé [x∨y], [¬x∨y], [x∨¬y]
êáé [¬x ∨ ¬y].
ËÇÌÌÁ 4.1.2.6

¸óôù R ìéá ó÷Ýóç ç ïðïßá äåí åßíáé a�ne. Ôüôå ôï Rep({R, [x 6= y]})
ðåñéÝ÷åé üëåò ôéò ëïãéêÝò ó÷Ýóåéò 3 óôïé÷åßùí. ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Áñêåß íá äåßîïõìå ïôé ç Rep({R, [x 6= y]}) ðåñéÝ÷åé êÜðïéá ôÝôïéá ó÷Ýóç

áöïý ìå ôçí áíôéêáôÜóôáóç ìå Üñíçóç ìðïñïýìå íá ðÜñïõìå üëåò ôéò Üëëåò.
¸óôù A := R(x1, . . .). ×ñçóéìïðïéþíôáò ðñïçãïýìåíï ëÞììá (åíüôçôá

4.1.2 óåëßäá 48) Ýóôù s0, s1, s2 áíáèÝóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí ôï A Ýôóé þóôå ôï
s0⊕s1⊕s2 äåí éêáíïðïéåß ôïA. Äçìéïõñãïýìå ôïA′ áðü ôï A áíôéóôñÝöïíôáò
êÜèå åìöÜíéóç ìåôáâëçôÞò óôï óýíïëï {η : s0(η) = 1}. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï
ëÞììá ôçò áñíçôéêÞò áíôéêáôÜóôáóçò, A′ ∈ Gen+({R, [x 6= y]}) . Ïñßæïõìå
s′j := si ⊕ s0, ìå i = 1, 2. Ðáñáôçñïýìå ïôé ìéá áíÜèåóç t éêáíïðïéåß ôï
A′ áí êáé ìüíï áí t ⊕ s0 éêáíïðïéåß ôï A. ¸ôóé K0 (äçëáäÞ ç áíÜèåóç 0
óå üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò), ïé s′1, s′2 éêáíïðïéïýí ôï A′ , áëëÜ ç s′1 ⊕ s′2 ü÷é.
Ãéá i, j = 0, 1, Ýóôù Vi,j := {ξ ∈ V ar(A′) : s′1(ξ) = i êáé s′2(ξ) = j}
êáé Ýóôù B := A[V0,0

0 ,
V0,1
x ,

V1,0
y ,

V1,1
z ]. Ðñïöáíþò, B ∈ Gen+({R, [x /∈ y]}).

ÕðïèÝôïõìå ÷ùñßò áðþëåéá ôçò ãåíéêüôçôáò üôé x,y,z åìöáíßæïíôáé óôï Â.
(Áí êÜðïéï äåí åìöáíßæåôáé, Ýóôù ôï x åéóÜãïõìå Ýíá conjunct (∃w)(w 6= x)
áðëþò ãéá íá åìöáíéóôåß.) Áðü ïôé Ý÷ïõìå ðåé ãéá ôï A′, ôï [B] ðåñéÝ÷åé ôá
(0, 0, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1) áëëÜ ü÷é ôï (1, 1, 0). ÕðïèÝôïõìå üôé Rep({R, [x 6=
y]}) äåí ðåñéÝ÷åé êáìßá ó÷Ýóç ôñéþí óôïé÷åßùí. Ôüôå ç [B] ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé
ôï (0, 1, 0) Þ áëëéþò [(∃x)B] åßíáé {(0, 0), (1, 1), (0, 1)}. Åðßóçò ôï [B] ðñÝðåé
íá ðåñéÝ÷åé ôá (1, 0, 0) Þ áëëéþò [(∃y)B] åßíáé {(0, 0), (0, 1), (1, 0)}, êáé áõôÞ
ç áíôßèåóç ôåëåéþíåé ôçí áðüäåéîç. ¥

ËÇÌÌÁ 4.1.2.7
¸óôù R ìéá ëïãéêÞ ó÷Ýóç ç ïðïßá äåí åßíáé bijunctive. Ôüôå ôï Rep({R,

[x 6= y], [x ∨ y]}) ðåñéÝ÷åé ôç ó÷Ýóç "áêñéâþò Ýíá áðü ôá x, y, z." ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
¸óôù A := R(x1, . . .). Óýìöùíá ìå ëÞììá (åíüôçôá 4.1.2 óåëßäá 49)
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, õðÜñ÷åé s0 ∈ Sat(A) êáé U, V ⊆ V ar(A) ôÝôïéá þóôå U êáé V åßíáé óý-
íïëá áëëáãþí ãéá ôï (A, s), áëëÜ U ∩ V äåí åßíáé óýíïëï áëëáãþí ãéá ôï
(A, s). Äçìéïõñãïýìå ôï A′ áðü ôï A áíôéóôñÝöïíôáò êÜèå åìöÜíéóç êÜèå
ìåôáâëçôÞò óôï óýíïëï {η : s0(η) = 1}. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôï ëÞììá ôçò
áíôßóôñïöçò áíôéêáôÜóôáóçò A′ ∈ Gen+({R, [x 6= y]}). Ðáñáôçñïýìå üôé ôá
U êáé V åßíáé óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A′,K0), ïðïý K0 åßíáé ç áíÜèåóç ðïõ
óå üëåò ôéò ìåôáâëçôÝò áðïäßäåé ôï 0, áëëÜ ôï U ∩ V äåí åßíáé. (Åðßóçò ôï
K0 éêáíïðïéåß ôçí A′). Ïñßæïõìå: B := A′[V ar(A′)−(U∪V )

0 ,U∩V
x ,U−V

y ,V−U
z ].

Ìå âÜóç ôá ðáñáðÜíù ãéá ôá óýíïëá áëëáãÞò ãéá ôï (A′,K0), ôï [B] ðåñéÝ-
÷åé ôá (0, 0, 0), (1, 1, 0) êáé (1, 0, 1) áëëÜ ü÷é ôï (1, 0, 0). Ôþñá ïñßæïõìå ôï
B′ := B[x¬x] ∧ (¬x ∨ ¬y) ∧ (¬y ∨ ¬z) ∧ (¬z ∨ ¬x). Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá
ôçí áíôéêáôÜóôáóçò ìå áíôéóôñïöÞ, B′ ∈ Gen+({R, [x 6= y], [x ∨ y]}). Åßíáé
åýêïëï íá åëÝãîïõìå ïôé [B′] = {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. ÄçëáäÞ, [B′]
åßíáé ç ó÷Ýóç \áêñéâþò Ýíá áðü ôá x, y, z." ¥

ËÇÌÌÁ 4.1.2.8
¸óôù R ç ëïãéêÞ ó÷Ýóç \áêñéâþò Ýíá áðü ôá x, y, z". Ôüôå Rep({R})

åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí ó÷Ýóåùí. ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Ïñßæïõìå:

A := (∃u1, u2, u3, u4, u5, u6)

(R(x, u1, u4) ∧R(y, u2, u4) ∧R(u1, u2, u5) ∧R(u3, u4, u6) ∧R(z, u3, 0))

B := R(x, y, 0)

Åßíáé ðñïöáíÝò íá áðïäåßîïõìå üôé ôï A åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï (x∨y∨
z) êáé üôé ôï B åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìï ìå ôï x 6= y. ¸óôù ç ëïãéêÞ ó÷Ýóç
Q äïóìÝíç ìå Q = [C] ãéá êÜðïéï ðñïôáóéáêü ôýðï C. Ìå ôï íá åéóÜãåé ìéá
íÝá õðáñîéáêÜ ðïóïäåéêôïýìåíç ìåôáâëçôÞ ãéá êÜèå binary ëïãéêü óýíäåóìï
ôïõ C, ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ôïí ôýðï (∃y1, . . . , ym)D, éóïäýíáìç ìå
ôçí C, ïðïý D åßíáé ìéá conjunction ðñïôÜóåùí êÜèå ìéá áðü ôéò ïðïßåò
ìå ôï ðïëý 3 ìåôáâëçôÝò (êáé Üñá ç D ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå CNF ìïñöÞ
ìå ôï ðïëý 3 literal áíÜ conjunct.) Ôþñá åßíáé ðñïöáíÝò, ÷ñçóéìïðïéþíôáò
ôïõò ôýðïõò A êáé B, íá ìåôáôñÝøïõìå ôï D óå Ýíáí éóïäýíáìï ôýðï óôï
Gen({R}). Ðñïöáíþò Q ∈ Rep({R}). ¶ñá Rep({R}) åßíáé ôï óýíïëï üëùí
ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí.

¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
Áðüäåéîç ôïõ áñ÷éêïý èåùñÞìáôïò.
Ðñþôá äåß÷íïõìå ïôé áí ç S äåí éêáíïðïéåß êáìßá áðü ôéò ðåñéðôþóåéò

(a) - (d) ôïõ ðñþôïõ èåùñÞìáôïò, Rep(S) åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí
ó÷Ýóåùí. ÕðïèÝôïõìå ïôé ç S äåí éêáíïðïéåß êáíÝíá áðü ôá (a) - (d). Ôüôå ôï
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S ðåñéÝ÷åé êÜðïéá ó÷Ýóç R1 ðïõ äåí åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ, êÜðïéá ó÷Ýóç R2

ðïõ äåí åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ, êÜðïéá R3 ðïõ äåí åßíáé a�ne, êáé êÜðïéá R4

ðïõ äåí åßíáé bijunctive. Áêïëïõèþíôáò ôþñá ôçí ðïñåßá ôùí ðñïçãïýìåíùí
ëçììÜôùí [x 6= y] ∈ Rep({R1, R2}), [x ∨ y] ∈ Rep({R1, R2, R3}) êáé ôÝëïò
Rep({R1, R2, R3, R4}) ðåñéÝ÷åé ôç ó÷Ýóç "áêñéâþò Ýíá áðü ôá x,y,z" êáé Ýôóé
åßíáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ëïãéêþí ó÷Ýóåùí. ¸ôóé ôï Rep(S) åßíáé ôï óýíïëï
üëùí ôùí ëïãéêþí ó÷Ýóåùí. ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå ïôé áí ôï S éêáíïðïéåß
Ýíáí áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò (a)-(d) ôüôå ôï ßäéï éó÷ýåé êáé ãéá ôï Rep(S).
(Åýêïëç áðüäåéîç ç ïðïßá äåí ÷ñåéÜæåôáé ãéá ðåñáéôÝñù). ¥

4.1.3 Ôï èåþñçìá äé÷ïôüìçóçò

ÈÅÙÑÇÌÁ 4.1.3.1
Èåþñçìá äé÷ïôüìçóçò óôï ðñüâëçìá éêáíïðïéçóéìüôçôáò: ¸óôù

S Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ëïãéêþí ó÷Ýóåùí. Áí ôï S éêáíïðïéåß êÜðïéïõò
áðü ôïõò ðáñáêÜôù ðåñéïñéóìïýò ôüôå ôï SAT (S) åßíáé áðïöáóßóéìï óå ðï-
ëõùíõìéêü ÷ñüíï. Áëëéþò ôï SAT (S) åßíáé log-complete óôï NP.

(a) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé 0-éêáíïðïéÞóéìç.

(b) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé 1-éêáíïðïéÞóéìç.

(c) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé áóèåíþò èåôéêÞ

(d) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ.

(e) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé a�ne.

(f) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé bijunctive.

¥

ËÇÌÌÁ 4.1.3.1
¸óôù S Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ëïãéêþí ó÷Ýóåùí. Áí ôï S éêáíïðïéåß

Ýíáí áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò (a)-(d) ôïõ âáóéêïý èåùñÞìáôïò ôçò ðñïçãïý-
ìåíçò õðïåííüôçôáò, ôüôå ôï SATC(S) åßíáé áðïöáóßóéìï óå ðïëõùíõìéêü
÷ñüíï. Áëëéþò ôï SATC(S) åßíáé log-complete óôï NP. ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
(a) ÕðïèÝóôå üôé êÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ. Ôüôå ôï

SAT(S) åßíáé áðïöáóßóéìï ìå ôïí ðáñáêÜôù áëãüñéèìï:

• ÄïóìÝíïõ S-ôýðïõ Á, áíôéêáèéóôïýìå êÜèå conjunct ôïõ A ìå Ýíáí
éóïäýíáìï CNF ôýðï A′ ðïõ Ý÷åé ôï ðïëý ìéá ìåôáâëçôÞ ìå Üñíçóç óå
êÜèå conjunct.
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• Áí êÜèå conjunct ôïõ A′ ðåñéÝ÷åé ìéá ìåôáâëçôÞ ÷ùñßò Üñíçóç áðïäÝ-
îïõ.

• Áëëéþò, Ýóôù (¬ξ) Ýíá conjunct ôïõ A′. Áí ôï (ξ) åßíáé åðßóçò conjunct
ôïõ A′ ÁÐÅÑÑÉØÅ. Áëëéþò, êüøå êÜèå conjunct óôï ïðïßï ôï ¬ξ
åìöáíßæåôáé êáé ôï î áðü êÜèå conjunct ðïõ åìöáíßæåôáé ÷ùñßò Üñíçóç.
(Áí ôï A′ åßíáé êåíü ÁÐÏÄÏ×Ç).

• Ðßóù óôï 2.

(b) ¼ôáí êÜèå ó÷Ýóç åßíáé áóèåíþò áñíçôéêÞ åßíáé ðáñüìïéá ìå ôçí (a).
(c) ÕðïèÝôïõìå ïôé êÜèå ó÷Ýóç óôçí S åßíáé a�ne. Ôüôå ãéá íá áðïöá-

óßóïõìå áí Ýíáò äïóìÝíïò S-ôýðïò A åßíáé éêïíïðïéÞóéìïò, ìåôáôñÝðïõìå ôï
A äå Ýíá éóïäýíáìï óýóôçìá ãñáììéêþí åîéóþóåùí óôï {0, 1} êáé ëýíïõìå
ôï óýóôçìá ìå Gaussian elimination. (Ìåéþíïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò êáôÜ ìéá
êÜèå öïñÜ ìÝ÷ñé åßôå üëåò ïé ìåôáâëçôÝò íá öýãïõí Þ íá êáôáëÞîïõìå óå
0 = 1.) Áõôüò åßíáé ãíùóôüò ðïëõùíõìéêüò áëãüñéèìïò.

(d) ÕðïèÝôïõìå üôé êÜèå ó÷Ýóç óôçí S åßíáé bijunctive. Ôüôå ãéá íá
áðïöáóßóïõìå áí Ýíáò äïóìÝíïò S-ôýðïò åßíáé éêáíïðïéÞóéìïò, ôïí ìåôá-
ôñÝðïõìå óå éóïäýíáìï CNF ôýðï ìå ôï ðïëý 2 literal áíÜ conjunct êáé
÷ñçóéìïðïéïýìå ôçí Davis-Putnam äéáäéêáóßá [DP], ç ïðïßá üðùò áíáöÝ-
ñåôáé êáé óôï [C] áðïöáóßæåé ôçí éêáíïðïéçóéìüôçôá åíüò ôÝôïéïõ ôýðïõ óå
ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.

Óôá (a)- (d) ðÜíù, äþóáìå ðïëõùíõìéêïýò áëãïñßèìïõò ãéá ôï SAT (S).
Ãéá ôï SATC(S), äçëáäÞ áí ïé ôýðïé ðåñéÝ÷ïõí óôáèåñÝò, åßíáé ðñïöáíÝò
ðùò ìåôáôñÝðïõìå ôïõò áëãïñßèìïõò. ÕðïèÝóôå ôþñá üôé ôï S äåí éêáíïðïéåß
êáíÝíá áðü ôïõò ðåñéïñéóìïýò (a)- (d). Èá äåßîïõìå üôé ôï SATC(S) åßíáé
NP-complete äåß÷íïíôáò SAT3 ≤log SATC(S), ïðïý SAT3 åßíáé ôï óýíïëï
áðü éêáíïðïéÞóéìïõò CNF ôýðïõò ðïõ Ý÷ïõí ôï ðïëý 3 literal áíÜ conjunct,
Ýíá ðïëý ãíùóôü NP-complete ðñüâëçìá.

¸óôù R0, R1, R2, R3 åßíáé ïé 3 èÝóåùí ëïãéêÝò ó÷Ýóåéò ðïõ ïñßæïíôáé ùò
R0(x, y, z) ≡ (x ∨ y ∨ z), R1(x, y, z) ≡ (¬x ∨ y ∨ z), R2(x, y, z) = (¬x ∨ ¬y ∨
z), R3(x, y, z) ≡ (¬x ∨ ¬y ∨ ¬z). Ãéá i = 0, 1, 2, 3 Ýóôù Fi(x, y, z) Ýíá ôýðïò
óôï Gen(S) ðïõ åßíáé ëïãéêÜ éóïäýíáìïò ìå ôïí Ri(x, y, z). ÔÝôïéïé ôýðïé
õðÜñ÷ïõí áðü ôï âáóéêü èåþñçìá ôçò ðñïçãïýìåíçò õðïåíüôçôáò. ÄïóìÝíïõ
åíüò CNF ôýðïõ Á ìå ôï ðïëý 3 literal óå êÜèå conjunct, äçìéïõñãïýìå Ýíáí
éóïäýíáìï ôýðï A′ áíôéêáèéóôþíôáò êÜèå conjunct ôïõ Á ìå Ýíáí áðü ôïõò
ôýðïõò Fi ìå ôéò êáôÜëçëåò ìåôáâëçôÝò íá Ý÷ïõí áíôéêáôáóôáèåß. Äçìéïõñ-
ãïýìå ôï A′′ áðü ôï A′ äéáãñÜöïíôáò üëïõò ôïõò ðïóïäåßêôåò, áöïý åßìáóôå
óßãïõñïé üôé üëåò ïé ðïóïäåéêôïýìåíåò ìåôáâëçôÝò åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý
ôïõò êáé áðü üëåò ôéò Üëëåò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò. Ðáñáôçñïýìå üôé ôï A′′

åßíáé éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíï áí A åßíáé éêáíïðïéÞóéìï. Äåí åßíáé äý-
óêïëï íá äåßîïõìå üôé ôï A′′ åßíáé log-space õðïëïãßóéìï áðü ôï Á. Áõôü
áðïäåéêíýåé ïôé SAT3 ≤log SATC(S) Ðñïöáíþò áöïý SATC(S) ∈ NP , åß-
íáé åðáêüëïõèï üôé ôï ðñüâëçìá SATC(S) åßíáé log-complete óôï NP. ¥
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Ïñßæïõìå \÷ùñßò-óôáèåñÝò" áíÜëïãá ôïõ Gen(S) êáé ôïõ Rep(S), ùò
áêïëïýèùò. ¸óôù GenNC(S) := {A ∈ Gen(S) : äåí åìöáíßæïíôáé ìåôáâëç-
ôÝò óôï A}, RepNC(S) := {[A] : A ∈ GenNC(S)}. Ç ëïãéêÞ ó÷Ýóç R åßíáé
óõìðëçñùìáôéêÞ áí åßíáé êëåéóôÞ ùò ðñïò óõìðëÞñùìá, äçëáäÞ áí ãéá êÜèå
(a1, . . . , am) ∈ R, (1 − a1, . . . , 1 − am) ∈ R. Ôï áêüëïõèï ëÞììá êáèïñßæåé
ôç ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí SAT (S) êáé SATC(S).

ËÇÌÌÁ 4.1.3.2
Áí RepNC(S) ðåñéÝ÷åé ôá [x] êáé [¬x], ôüôå Rep(S) = RepNC(S), êáé

Üñá SATC(S) êáé SAT (S) Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðïëõðëïêüôçôá. ¥
¼ðùò ôï åðüìåíï ëÞììá äåß÷íåé ç õðüèåóç ôïõ ëÞììáôïò áðïôõã÷Üíåé

ìüíï óå ðïëý ðåñéïñéóìÝíåò óõíèÞêåò. ¸ôóé ãéá ôá ðåñéóóüôåñá óýíïëá
S, SAT (S) êáé SATC(S) Ý÷ïõí ôçí ßäéá ðïëõðëïêüôçôá.

ËÇÌÌÁ 4.1.3.3
¸óôù S íá åßíáé Ýíá óýíïëï áðü ìç êåíÝò ëïãéêÝò ó÷Ýóåéò. Ôüôå ôïõëÜ-

÷éóôïí Ýíá áðü ôá áêüëïõèá éó÷ýåé:

(a) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áðü ôï (0, . . . 0).

(b) ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé éêáíïðïéÞóéìç áðü ôï (1, . . . 1).

(c) [x] êáé [¬x] ðåñéÝ÷ïíôáé óôï RepNC(S).

(d) [x 6= y] ∈ RepNC(S).

ÌÜëéóôá, áí ôï (c) áðïôõã÷Üíåé êáé ôï (d) éó÷ýåé, êÜèå ó÷Ýóç ôçò S åßíáé
óõìðëçñùìáôéêÞ. ¥

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
ÕðïèÝôïõìå üðùò õðüèçêå ðéï ðÜíù üôé üëåò ïé ó÷Ýóåéò óôï S åßíáé ìç

êåíÝò. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï (a) êáé ôï (b) áðïôõã÷Üíïõí. Èá äåßîïõìå ïôé ôï
(c) Þ ôï (d) éó÷ýåé.
• Ðñþôç ðåñßðôùóç. ÊÜèå ó÷Ýóç óôï S åßíáé 0- Þ 1-éêáíïðïéÞóéìç. Óå
áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, áöïý ôá (a) êáé (b) áðïôõã÷Üíïõí, õðÜñ÷åé êÜðïéï
R0 ∈ S ôï ïðïßï åßíáé 0-éêáíïðïéÞóéìï áëëÜ ü÷é 1-éêáíïðïéÞóéìï, êáé êÜðïéï
R1 ∈ S ôï ïðïßï åßíáé 1-éêáíïðïéÞóéìï áëëÜ ü÷é 0-éêáíïðïéÞóéìï. ¸óôù
Ai := Ri(x1 . . .), Ý÷ïõìå [Ai[

V ar(Ai)
x ]] = (i) ãéá i = 0, 1, Üñá, [x] êáé [¬x]

åßíáé óôï RepNC(S) ,êáé Üñá ôï (c) éó÷ýåé.
• Äåýôåñç ðåñßðôùóç. Ôï S ðåñéÝ÷åé êÜðïéá ìç êåíÞ ó÷Ýóç R ç ïðïßá äåí åß-
íáé ïýôå 0-éêáíïðïéÞóéìç ïýôå 1-éêáíïðïéÞóéìç. Óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç, Ýóôù
A := R(x1, . . .) êáé åðéëÝãïõìå s ∈ Sat(A). ¸óôù: B := A[s

−1(0)
x0 ,

s−1(1)
x1 ]

Áöïý ôï R äåí åßíáé 0 Þ 1-éêáíïðïéÞóéìï ôá x0, x1 õðÜñ÷ïõí óôï B êáé ôï
[B] åßíáé åßôå ôï (0, 1) Þ (0, 1), (1, 0). Áí éó÷ýåé ôï ðñþôï [(∃x0)B] = [x] êáé
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[(∃x1)B] = [¬x] êáé Üñá ôï (c) éó÷ýåé. Áëëéþò [B] = [x 6= y] êáé éó÷ýåé ôï
(d). ¶ñá ôï (c) Þ ôï (d) éó÷ýïõí ðÜíôá.

Ôþñá õðïèÝôïõìå üôé ôï (c) äåí éó÷ýåé åíþ ôï (d) éó÷ýåé. Éó÷õñéæüìáóôå
ïôé [x] /∈ RepNC(S). Ãéáôß áí [x] ∈ RepNC(S), èá åß÷áìå [(∃x)(x∧x 6= y)] =
[¬y], åíþ ôï (c) äåí éó÷ýåé. Ïìïßùò, [¬x] /∈ RepNC(S). ¸óôù üôé õðÜñ÷åé
ìéá R ðïõ äåí åßíáé óõìðëçñùìáôéêÞ. ¸óôù A := R(x1, . . .) êáé åðéëÝãïõìå
s ∈ Sat(A) ôÝôïéï þóôå s /∈ Sat(A), üðïõ s åßíáé ç óõìðëçñùìáôéêÞ áíÜèåóç
ôïõ s. Ïñßæïõìå Ýíáí ôýðï B üðùò ðÜíù (óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç). Ôþñá ôï
x0 åìöáíßæåôáé óôç B áëëéþò [B] = [x]. Ïìïßùò êáé ôï x1. ¸ôóé V ar(B) =
{x1, x2} êáé ôï [B] ðåñéÝ÷åé ôá (0, 1) áëëÜ ü÷é (1, 0). ¼ìùò ôþñá ôï [B]
ðñÝðåé íá ðåñéÝ÷åé ôï (0, 0), ãéáôß áëëéþò ôï [(∃x0)B] åßíáé [x]. Åðßóçò ôï [B]
ðåñéÝ÷åé ôï (1, 1) áëëéþò ôï [(∃x1)B] åßíáé ôï [¬x]. ¶ñá [B] åßíáé ôï [x→ y].
ÁëëÜ ôüôå [∃x)((x → y) ∧ (x 6= y))] åßíáé ôï [y], êáé ìå åéò Üôïðï áðáãùãÞ
ôåëåéþíåé ç áðüäåéîç. ¥

ÔåëéêÜ ìðïñïýìå íá áðïäåßîïõìå ôï èåþñçìá äé÷ïôüìçóçò ôïõ SAT (S).

ÁÐÏÄÅÉÎÇ
ÕðïèÝôïõìå ïôé äåí åßíáé êÜèå ó÷Ýóç óôçí S 0-éêáíïðïéÞóéìç Þ êÜèå

ó÷Ýóç 1-éêáíïðïéÞóéìç. ÄçëáäÞ ôá (a)− (b) ôïõ èåùñÞìáôïò áðïôõã÷Üíïõí.
Áðü ôï ðáñáðÜíù ëÞììá Ý÷ïõìå äýï ðåñéðôþóåéò íá åîåôÜóïõìå.
• Ðñþôç ðåñßðôùóç. [x] êáé [¬x] ∈ RepNC(S)
Ôüôå ìðïñïýìå íá áíôéêáôáóôÞóïõìå åýêïëá Ýíáí S-ôýðï ìå óôáèåñÝò áðü
Ýíáí ÷ùñßò óôáèåñÝò êáé ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôá áðïôÝëåóìá ôïõ ðéï ðÜíù ëÞì-
ìáôïò (åíüôçôá 4.1.3 óåëßäá 55) .
• Äåýôåñç ðåñßðôùóç. [x 6= y] ∈ RepNC(S), êáé êÜèå ó÷Ýóç óôçí S åßíáé
óõìðëçñùìáôéêÞ.
¸óôù Ýíáò S-ôýðïò ìå óôáèåñÝò êáé äïóìÝíï A. ¸óôù A′ íá åßíáé A′′∧(y0 6=
y1), ïðïý A′′ åßíáé ôï A áöïý áíôéêáôáóôÞóïõìå êÜèå åìöÜíéóç ôïõ 0 áðü
ôï y0 êáé êÜèå åìöÜíéóç ôïõ 1 áðü ôï y1, ìå y0, y1 íÝåò ìåôáâëçôÝò. ¶ñá, A′
åßíáé Ýíáò S-ôýðïò ÷ùñßò óôáèåñÝò, êáé áðü óõìðëçñùìáôéêüôáôá ôï A′ åßíáé
éêáíïðïéÞóéìï áí êáé ìüíï áí ôï A åßíáé éêáíïðïéÞóéìï êáé ðÜëé öôÜíïõìå
óôï æçôïýìåíï áðïôÝëåóìá ìå ôï ëÞììá ãéá ôï ðñüâëçìá ìå óôáèåñÝò. ¥
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