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�� �� � B �* :9:05G
<*0* 0/)E3 ),9 H-2:1<,), 1,/3 ,1 :9357.1= :93*-02: 1*8D= +@�::.= )-,8.1<D3,9 3* .++927,/3
023 *:4K@.1* *),8@.>,93 0,9= ;.>80.= 8*1 023 *3K7.:2 5 A0*3 0,9= .3:E<*0� 3,93 ;.3 ;>3,93
02 ;93*0A020* *),;D:<.9:2= 02= 7D:2= <35<2= ),9 .@D+H.1 < >* *3*4,-K B � 89-1A0.-2 *10 >* + 1 �
*90A 0, <.1,3D802<* .>3*1 2 ;93*0A020* 0E3 ;.;,<D3E3 3* H-2:1<,), 1,/30* 1 8*0K N,/@2:13 6
;2@*;5 <),-,/3 3* ;1)@*:1KL,30* 1 5 8* 1 3* <2 H-2:1<,), 1,/30* 1 ),0D B M . *90A 0,3 0-A), 7*
<),-,/:*3 3* )-,8/J,93 ;/, ;1*4,-.0 18D= *3*4,-D= ),9 3* ;.>H3,93 A<E= :0, >;1, ;.;,<D3, B
M . H-5:2 02= < >*= *)A 0 1= ;/, *3*4,-D= <),-.> 3* *)*@.147.> 0, 8, 13A ;.;,<D3, �� ���� HE->=
*90A 3* <),-.> 8, 13,), 127.> :023 K@@2 *3*4,-K 8*0K 0, H-A3, <.0*+@�00 1:2= 6 ;>3,30*= 023
;93*0A020* + 1* H-5:2 02= ;./0.-2= ),9 ,;2+.> :. @K7,= .80D@.:2= <. *3*4,-K :. ?.8-D<*:0,
;.>802 ����� ���� ���� �� � B

� .1:*+E+5 02= ������ @,+ 185= �� ������ K3,1?. 0, ;-A<, 6 <D:E 0,9 1:,<,-41:<,/ �����G
�
��� ��
��� � 6 + 1* 02 ;2< 1,9-+ >* ������ :9:02<K0E3 0/)E3 B .-5+,-* ;1*) 1:0�728. A0 1
0* ������ :9:05<*0* 0/)E3 <),-,/:*3 3* H-2:1<,), 127,/3 + 1* 02 :H.;>*:2 +@E::� 3 )-,G
+-*<<*0 1:<,/ ��� ��� � <. *3*4,-D= 8* 1 *3K7.:5 I 1 0 1<D= ),9 *30 1:0, 1H,/3 :. ������ 0/),9=
)-D).1 3* H-2: 1<,),127,/3 *8-1N�= < >* 4,-K 6 ;2@*;5 ;.3 <),-,/3 ,/0. 3* ;1)@*:1*:0,/3 ,/0.
8* 1 3* *+3,27,/3 B �93.)�= 6 .>3* 1 )-,4*3D= A0 1 <.0K 02 H-5:2 .3A= ;.;,<D3,9 *90A <),-.> <.
*:4K@.1* 3* *),;.:<.97.> .3� :9+H-A3E= )*-*<D3.1 ;.:<.9<D32 8K7. :0 1+<5 *8-1N�= 0A:2
<35<2 A:2 )-A8.10*1 3* H-2: 1<,),127.>B

�9: 18K 6 *3 8*1 0* ��������� :9:05<*0* @/3,93 0, )-AN@2<* 02= .1:*+E+5= *3*4,-�3 8* 1
*3K7.:2= <. *:4*@5 0-A), 6 2 @/:2 ),9 )-,0.>3,93 .>3*1 ),@/ ).-1,-1:0 185 B I ;1)@*:1*:<A=

3"



0E3 *3*4,-� 3 6 ),9 :0* ������ :9:05<*0* 0/)E3 ;.3 .) 10-D).0* 16 . >3*1 1; 1* >0.-* H-5:1<,=
+ 1*0 > ; >3.1 02 ;93*0A020* )-A:N*:2= :. ).-1.HA<.3* <35<2= *)A ).-1::A0.-* :2<.>* .3A=
)-,+-K<<*0,= )*-K@@2@* B �* ;.;,<D3* <,1KL,93 3* .+8@EN >L,30* 1 <D:* :0,3 8@K;, 02=
-,5= ;.;,<D3E3 A),9 +.331,/30*1B

2 ->728. 6 @, 1)A3 6 *)*-* >0202 2 *3K<.1?2 ;.;,<D3E3 <. ������ 8*1 <2 ������ 0/),9= 5 *8A<*
8*1 <. 0/),9= <. .3;1K<.:* H*-*802-1:0 18K B �, *),0D@.:<* 02= :9:02<*0 185= <.@D02= *90�3
0E3 :9:02<K0E3 *),8-9:0*@@�728. :0* ��� ���������� :9:05<*0* 0/)E3 ������� 6 ��� ���� B

� �� �� �� c���� �� c �� c��
�	� �gh 
���� �� c ������������ ����
��gh
��bgh

�* :9:05<*0* 0/)E3 .<4*3>L,93 0-.1= N*: 18D= ;,< 18D= 1;1A020.= *3K@,+* <. 0,3 0-A), <.
0,3 ,), >, H.1->L,30* 1 0 1= 9),7D:.1= �

•
�!������ � (3 <),-.> 3* *),;,7.> D+89-,= 0/),= :. D3*3 A-, ;.;,<D3,9 ).-1NK@@,30,=
. 6 0A0. , >; 1,= 0/),= *30 1:0, 1H.> :0,3 A-, + 1* 8K7. <.0K7.:2 �� ��� ����� � 0,9 . B

•
��������� � (3 <),-.> 3* *),;,7.> D+89-,= 0/),= :. D3*3 A-, 6 ;.;,<D3,9 ).-1NK@@,30,=
. 6 0A0. , >; 1,= 0/),= *30 1:0, 1H.> :0,3 A-, + 1* 8K7. ).-1NK@@,3 ),9 )-,8/)0.1 *)A
,), 1*;5),0. .)D80*:2 0,9 . B

•
�
�������
� � (3 <),-.> 3* *),;,7.> D+89-,= 0/),= :. D3*3 A-, 6 ;.;,<D3,9 ).-1NK@@,30,=
. 6 ),9 ).-1DH.1 ;/, A<,1.= 9),7D:.1= 6 0A0. , >; 1,= 0/),= *30 1:0, 1H.> :0,3 A-, + 1* 8K7.
).-1NK@@,3 ),9 )-,8/)0.1 *)A 023 *30 18*0K:0*:2 :0, . 8*1 :0,3 A-, 0E3 ;/, A<,1E3
9),7D:.E3 <. < >* 0->02 A<,1* <. 0 1= *-H 18D= 9)A7.:2

M . NK:2 0* )*-*)K3E 6 D3* ������ :/:02<* 0/)E3 .>3* 1 D3* :/:02<* :0, ,),>, 1:H >, <A3,
2 1; 1A020* �!������ B

(3K@,+* 6 E= ��� ���������� ,->L,30*1 0* :9:05<*0* A),9 <>* 5 ).-1::A0.-.= *)A 0 1= ;,< 1G
8D= 1; 1A020.= ;.3 1:H/,93 + 1* 8K),1* 5 A@* 0* ;.;,<D3* B � * ��� ���������� :9:05<*0* 0/)E3
).09H*>3,93 3* *9?5:,93 0,3 D@.+H, )K3E :02 ;,<5 8*1 0 1= @.10,9-+ >.= 0E3 ;.;,<D3E3 B O*-DG
H,93 D3*3 1:H9-A :0*0 18A <2H*31:<A 0A:, + 1* 023 )*-*05-2:2 0E3 *@@*+�3 02= 8*0K:0*:2=
0E3 ;.;,<D3E3 :023 ),-.>* 0,9 )-,+-K<<*0,= 6 A:, 8*1 + 1* 0,3 ).-1,-1:<A 0E3 @.10,9-+ 1�3
),9 <),-,/3 3* .80.@.:0,/3 :. D3* ;.;,<D3, 8K7. H-,3185 :0 1+<5 B

(3K@,+* <. 0, .>;,= 0E3 9),7D:.E3 0* :9:05<*0* ;1*8->3,30*1 :. �

•
����������� � (30 1:0,1H.> :. 9),7D:.1= ),9 <),-,/3 3* H-2:1<,), 127,/3 � 6 	 5 8*1
).-1::A0.-.= 4,-D= B � 1*4,-.0 18K 6 )-A8.10* 1 + 1* 9),7D:.1= + 1* 0 1= ,),>.= 1:H/,93 8*1 ,1
0-.1= ;,< 18D= 1;1A020.=

•
�� �� � (30 1:0,1H.> :. 9),7D:.1= ),9 <),-,/3 3* H-2:1<,), 127,/3 	 5 8* 1 ).- 1::A0.-.=
4,-D= B � 1*4,-.0 18K 6 )-A8.10* 1 + 1* 9),7D:.1= + 1* 0 1= ,), >.= 1:H/,93 ,1 ;,< 18D= 1;1A020.=
�!������ 8*1 �
�������
� B

•
������� � (30 1:0, 1H.> :. 9),7D:.1= ),9 <),-,/3 3* H-2: 1<,),127,/3 � 5 	 4,-D= B � 1*G
4,-.0 18K 6 )-A8.10*1 + 1* 9),7D:.1= + 1* 0 1= ,), >.= 1:H/,93 ,1 ;,< 18D= 1; 1A020.= �!������
8*1 ��������� B

•
������ � (30 1:0,1H.> :. 9),7D:.1= ),9 <),-,/3 3* H-2: 1<,),127,/3 <A3, 	 4,-K B � 1*4,G
-.0 18K 6 )-A8.10*1 + 1* 9),7D:.1= + 1* 0 1= ,), >.= 1:H/.1 <A3, 2 ;,<185 1;1A020* �!������ B

•

� ��� � (30 1:0, 1H.> :. 9),7D:.1= ),9 <),-,/3 3* H-2:1<,), 127,/3 <A3, 	 4,-K 8*1
<K@ 1:0* <. 02 :.1-K ),9 *)*30� 30* 1 :0, ).-1NK@@,3 A),9 9),@,+ >L.0*1 , 0/),= 02=
D84-*:2= B � 1*4,-.0 18K 6 )-A8.10* 1 + 1* 9),7D:.1= + 1* 0 1= ,), >.= ;.3 1:H/.1 8*< >* ;,< 185
1;1A020* B

3�



� 1= ).-1::A0.-.= 4,-D= 6 0* ;1K4,-* :9:05<*0* :93;9KL,93 0* H*-*802-1:0 18K A@E3 0E3
��� ���������� :9:02<K0E3 B I 8K7. 0/),= :93,;./.0* 1 8*1 *)A D3*3 �������� ),9 .>3* 1 .3;.1G
80 18A= 0E3 1; 1,050E3 8*1 02= 8*0K:0*:2= 02= <.0*N@205= ),9 4D-.1 0,3 0/), B �93*30�30*1
89->E= 0D::.-1= ��������� & 6 � 6 � 6 � ),9 *30 1:0,1H,/3 :. ;.;,<D3* <. ����������� 6 �� �� 6
������� 8*1 ������ :9<).-14,-K B

I 1 ��������� A)E= 8*1 0* *30 >:0,1H* :9:05<*0* :H.0 >L,30* 1 <D:E <1*= 1.-*-H 185= ;,<5= B
� D33,1* 02= 1.-*-H >*= D+8.10*1 :0, A0 1 8K7. ;.;,<D3, ;,<.>0* 1 *)A ;.;,<D3* ),9 , 0/),=
0,9= DH.1 �������� ),9 N->:8.0*1 :0, >; 1, 5 :. H*<2@A0.-* .) >).;* *)A 0,3 ;18A 0,9 B . 1*
)*-K;.1+<* 6 D3*= ;.>802= <. ������ 0/), <),-.> 3* ;.>H3.1 :. 8K7. ;.;,<D3* ),9 , 0/),= 0,9=
DH.1 ,), 1,;5),0. �������� 6 + 1*0 > , �������� � N->:8.0*1 :023 8,-945 02= 1.-*-H >*= B O *-A<,1* 6
D3*= ;.>802= <. ����������� 0/), <),-.> 3* ;.>H3.1 :. ;.;,<D3* ),9 , 0/),= 0,9= DH.1 <A3,
�������� & 6 + 1*0 > , �������� & N->:8.0* 1 :0, H*<2@A0.-, :2<.>, 02= 1.-*-H >*= B (905 1;1A020*
HK-1:. :0* )*-*)K3E :9:05<*0* 0,3 H*-*802-1:<A ��� ���������� B

� ���#�� ! �� � � 1.-*-H >* 0E3 ��������� B
�

� �

�

� �� �� a������f� ��
 	 c��	 �� c�
 	 h��
�

�	
������� 	 "�������� �����
�* ��� ���������� :9:05<*0* 0/)E3 .>3*1 1; 1* >0.-* H-5:1<* + 1* .4*-<,+D= ),9 ).-1@*<NK3,93
)-A:N*:2 :. *-H.>* 5 K@@* 0<5<*0* <35<2= 6 ;2@*;5 :. .4*-<,+D= ),9 *)* 10,/3 +@�::.=
<. H*-*802-1:0 18K A)E= ���������� 8*1  ��������� �	 ��� B � . *90A 0, )@*>: 1, , 1 ���������
H-2:1<,), 1,/30* 1 0A:, + 1* 023 *3K@9:2 02= -,5= 0E3 ;.;,<D3E3 ���� � � ��� ��
�
 � A:, 8*1
+ 1* 0,3 D@.+H, 0E3 @.10,9-+ 1�3 ),9 <),-,/3 3* .80.@.:0,/3 :. 8K),1, ;.;,<D3, B C 1; 18A0.-* 6
A0*3 0* ;.;,<D3* .>3*1 )-,:NK:1<* <D:E 8K), 1,9 ;.>802 0A0. , 0-A),= <. 0,3 ,), >, <),-.> 3*
H-2:1<,), 127.> 2 7D:2 <35<2= :023 ,), >* ;.>H3.1 , ;.>802= .?*-0K0* 1 K<.:* *)A 0,3 ��������
0,9 0/),9 0,9 ;.>802 B (3*@90 18A0.-* 6 *3 ,->:,9<. 0 1= @.10,9-+ >.=

read
6

write
6

swap
8*1

free
)K3E :0, ).-1.HA<.3, <>*= 7D:.1= <35<2= <. )-,4*35 :2<*:1,@,+ >* 0A0. + 1* 8K7. 0/),

;.;,<D3E3 1:H/.1 �� 
���� � �

•
������ � .) 10-D),30* 1 , 1 @.10,9-+ >.=

swap
8*1

free
B � @.10,9-+ >*

read
;.3 .) 10-D).0*1

+ 1*0 > 1:,;93*<.> <. ;1)@*:1*:<A 0E3 ;.;,<D3E3 B � @.10,9-+ >*
write

;.3 .) 10-D).0*1
.).1;5 *+3,.> 0* ������ ;.;,<D3* ),9 N->:8,30*1 5;2 :02 7D:2 <35<2= 8*1 )*-*N 1KL.1
0,3 ).-1,-1:<A 02= <2 1:H/,= 02= 1;1A020*= ��������� B � .30,@5 ���	 .80.@.> 8* 1
0 1= ;/, )-,2+,/<.3.= @.10,9-+ >.= ;1*02-�30*= 0,9= ).-1,-1:<,/= 0,9 :9:05<*0,= B �
@.10,9-+.>* ���� .>3*1 *:4*@5= 8*7�= ;.3 9)K-H,93 *30 >+-*4* 0,9 ;.>802 ),9 ) 17*3�=
3* .) 1H.1-5:,93 3* )-,:).@K:,93 0* ;.;,<D3* B

•
�� �� � .) 10-D),30* 1 , 1 @.10,9-+ >.=

write
6
swap

8*1
free

B � @.10,9-+ >*
write

.) 10-D).0*1
.).1;5 1:H/.1 2 1; 1A020* ��������� B � @.10,9-+ >*

read
;.3 .) 10-D).0* 1 8*7� = ;.3 1:H/.1

2 1;1A020* �
�������
� B � @.10,9+ >* ���� .>3*1 *:4*@5= + 1*0 > ;.3 9)K-H,93 *30 >+-*4*
0,9 ;.>802 ),9 ) 17*3�= 3* .) 1H.1-5:,93 3* )-,:).@K:,93 0* ;.;,<D3* B

•
������� � .) 10-D),30* 1 , 1 @.10,9-+ >.=

read
6
swap

8*1
free

B � @.10,9-+ >*
write

;.3 .) 1G
0-D).0* 1 8*7� = ;.3 1:H/.1 2 1;1A020* ��������� B � @.10,9-+ >*

read
.) 10-D).0* 1 + 1*0 >

3;



1:H/.1 2 1; 1A020* �
�������
� B � @.10,9-+ >*
free

;.3 .) 10-D).0*1 .).1;5 ;.3 .?*:4*G
@ >L.0* 1 A0 1 ;.3 9)K-H,93 K@@* *30 >+-*4* 0,9 ;.>802 ),9 ) 17*3�= 3* .) 1H.1-5:,93 3*
)-,:).@K:,93 0* ;.;,<D3* B

•
��������� � .) 10-D),30* 1 , 1 @.10,9-+ >.=

read
6
write

8*1
swap

B � @.10,9-+ >*
free

;.3
.) 10-D).0* 1 + 1*0 > ;.3 .?*:4*@ >L.0* 1 A0 1 ;.3 9)K-H,93 K@@* *30 >+-*4* 0,9 ;.>802 ),9
) 17*3�= 3* .) 1H.1-5:,93 3* )-,:).@K:,93 0* ;.;,<D3* B

� 	

 ����
 #�� 
����� 	 � 
�� 

O*-K@@2@* <. *90D= 0 1= )-,:)K7.1.= 6 2 ; 1* 1:720 185 *30 >@2J2 )E= 2 <35<2 .>3*1 <,3*;185 8*1
8*7,@ 185 ,30A020* + 1* D3* )-A+-*<<* ,;5+2:. :. < >* ;1*4,-.0 185 )-,:D++ 1:2 0E3 ������
0/)E3 B (3 .>3* 1 ;93*05 2 *3*)*-K:0*:2 0E3 ).-1.H,<D3E3 02= <35<2= <D:E 0,9 :9:05<*0,=
0/)E3 <. 0-A), �:0. 2 .18A3* 02= <35<2= 3* .>3*1 <,3*;185 8K7. H-,3185 :0 1+<5 8* 1 ,-*05
*)A 8K7. :2<.>, 0,9 )-,+-K<<*0,= 6 0A0. .>3*1 .4 180,> *)@, > :0*0 18,> D@.+H,1 + 1* 0, ),1.=
@.10,9-+ >.= .>3* 1 *:4*@.>= B (3 + 1* )*-K;.1+<* 2 .18A3* 02= <35<2= .?*:4*@ >L.1 )E= 9)K-H.1
<A3, D3*= ;.>802= :. < >* 7D:2 <35<2= 0A0. .>3* 1 *:4*@D= 0A:, 3* *@@K?.1 0, ).-1.HA<.3A 02=
A:, 8*1 3* *),;.:<.97.>B M . NK:2 *90,/= 0,9= :9@@,+ 1:<,/= 8*0*:8.9K:028*3 +@�::.=
)-,+-*<<*0 1:<,/ ),9 .3:E<*0� 3,93 0* ).-1.HA<.3* 02= <35<2= :0, :/:02<* 0/)E3 0,9= B
� <35<2 *3*)*->:0*0*1 <. D3* :/3,@, )-,;1*+-*4�3 ),9 :93;D,93 8K7. 7D:2 <35<2= <. 0,3
0/), 0E3 ).-1.H,<D3E3 02= B �, :/:02<* 0/)E3 H.1->L.0* 1 0, :/3,@, 0E3 )-,;1*+-*4�3 :*3
< >* ������ ,30A020* B I 1 8*3A3.= 0,9 :9:05<*0,= 0/)E3 *3*@*<NK3,93 3* .@D+?,93 *3 )@2-,/G
30* 1 , 1 *)*10,/<.3.= )-,F),7D:.1= *)A 0* ).-1.HA<.3* 02= <35<2= 8*1 <.0*NK@@,93 02 <35<2
8*0K@@2@* 6 ;2@*;5 ,1 8*3A3.= 0/)E3 ;1*;>;,93 )@2-,4,->* 8*0K 02 -,5 0,9 )-,+-K<<*0,= B

�0, :/:02<* 0E3 (		 ��� ��	 � $� ���� � �� ��' 6 ������ H-2:1<,), 1.>0* 1 2 1;D* 0E3 ��������
 ��� � B �* ��������  ��� � .>3*1 )-,;1*+-*4D= 02= <35<2= :02 <,-45

l@t
),9 ;2@�3,93 A0 1 :02

7D:2 <35<2=
l
N->:8,30* 1 *),728.9<D3* ;.;,<D3* 0/),9

t
B

� H*-*802-1:0 185 :93K-02:2
swap

4-,30 >L.1 3* *@@K?.1 0* ;.;,<D3* ;/, 7D:.E3 <35<2=
8*0*3*@@�3,30*= 0* ��������  ��� � ),9 *30 1:0, 1H,/3 :023 8*0K:0*:2 02= <35<2= )-13 023
8@5:2 02= 8* 1 )*-K+,30*= :02 7D:2 0,9= 3D* ),9 .>3* 1 :93.)5 <. 0* 3D* ).-1.HA<.3* 02=
<35<2= B

fun swap {t1 : type, t2 : type, l1 : addr, l2 : addr}
(pf1 : t1@l1, pf2 : t2@l2 | p1 : ptr(l1), p2 : ptr(l2))

: ′(t1@l2, t2@l1 |unit) =
let val tmp := !p1 in p1 := !p2; p2 := tmp end

� * ��������  ��� � <),-,/3 3* H-2: 1<,),127,/3 + 1* 3* ).-1+-KJ,93 ,@A8@2-* <,-45<*0*
02= ;,<5= 0E3 ).-1.H,<D3E3 02= <35<2= ),9 *30 1:0,1H,/3 :. ;,<D= ;.;,<D3E3 A)E= *)@K
:93;.;.<D3.= @ >:0.= B

dataview slseg (type, int, addr, addr) =
| (a : type, l : addr)SlsegNone (a, 0, 1, 1)
| (a : type, n : nat, first, next, last | first <> null)

SlsegSome(a, n + 1, f irst, last) of
((a, ptr(next)@first, slseg (a, n, l, null)))

viewdef sllist (a, n, l)= slseg (a, n, l, null)

� , :9++.3D= :/:02<* 0E3 ����� 0/)E3 �$� ���� 6 ����� 	� � H-2:1<,), 1.> ).- 1,-1:<,/= 02=
<,-45=

{l → t}
+ 1* 3* .84-K:.1 A0 1 2 7D:2 <35<2=

l
).-1DH.1 ;.;,<D3* 0/),9

t
B � 1*7D0.1

*-8.0K )@,/: 1, :/:02<* 0/)E3 <. ���� ���
� 0/),9= 8* 1 ,-1:<,/= *3*;-,< 18�3 0/)E3 A)E= ,
0/),= < >*= @ >:0*= 5 .3A= ;D30-,9 B
"�



List=µα. < S(1) > ∪ ∃[ρ | {ρ→ α}]. < S(2), int, ptr(ρ) >

Tree= µα. < S(1) > ∪ ∃[ρL, ρR | {ρL → α, ρR → α}]. < S(2), ptr(ρL), ptr(ρR) >

I1 ���� ���
� 0/), 1 .>3* 1 0/), 1 ),9 DH,93 <A3, D3* :0, 1H.>, B 1)K-H.1 ;2@*;5 < >* D3* )-,=
D3* *30 1:0, 1H >* *3K<.:* :0* *30 18.><.3* 02= +@�::*= <. ���� ���
� 0/), 8* 1 0,3 0/), 0,9= B
. 1* )*-K;.1+<* 6 :0, :/:02<* 0E3 ����� 0/)E3 6 , 0/),= 0,9 49:18,/ *-17<,/ 	 .>3*1 , 0/),=
S(1)

.3� , 0/),= 0,9 49:18,/ *-17<,/ � .>3*1 , 0/),=
S(2)

B
I 1 ).-1,-1:<, > 0E3 ������ 0/)E3 6 8* 1 89->E= 0, A0 1 ;.3 <),-,/3 0* ;.;,<D3* 0,9= 3*

;1)@*: 1*:0,/3 6.?*:4*@ >L.1 02 :93D).1* 02= <35<2= B �)E= 8*1 :0* :93572 ������ :9:05<*0* 6
D0: 1 8* 1 .;� D+ 13. )-,:)K7.1* 3* :93;9*:0,/3 ������ 8*1 <2 ������ 0/), 1B � . *90A 0, )@* >: 1,
D3* ����������� :/3,@, )-,;1*+-*4� 3 02= <35<2= *3*)*-1:0K D3* 0<5<* <35<2= ),9 ;.3
<),-.> ,/0. 3* *),;.:<.97.> ,/0. 8* 1 3* <.0*N@27,/3 ,1 0/), 1 0E3 ;.;,<D3E3 ),9 ).-1DH.1B

+ ��� ����� ��� � �� 
��
 #�� �� � 
��� � �� 
��

� *3*L502:2 <.7A;E3 + 1* 023 8*@/0.-2 H-5:2 02= <35<2= 8*0D@2?. .>0. :. H-5:2 �������
�
 �����
�� .>0. :. :9:05<*0* A),9 2 ;D:<.9:2 8*1 *),;D:<.9:2 02= <35<2= + >3.0*1 *)A 0,3
)-,+-*<<*0 1:05 B � ;1*H.>- 1:2 <35<2= <. ������� �
 �����
�� .>3*1 ),@/)@,82 8*1 ;*)*32-5 B
()*10,/30*1 :/37.02 D@.+H, 1 8*0K 0, H-A3, .80D@.:2= ),9 .) 1N*-/3,93 :2<*30 18K 023 *),G
;,0 18A020* 0E3 )-,+-*<<K0E3 B (30 >7.0* 6 2 -205 ;1*H.>- 1:2 02= <35<2= *)A 0, H-5:02 ;.3
.)2-.KL.1 0, H-A3, .80D@.:2= 0,9 )-,+-K<<*0,= B �@, 1 , 1 D@.+H,1 <),-,/3 3* + >3,93 :0*0 18K
8*0K 0, H-A3, <.0*+@�00 1:2= B M >* *)A 0 1= 8.30-18D= 1;D.= :. *905 023 8*0./793:2 .>3* 1 2
;1*H.>- 1:2 <35<2= :. .) >).;, ��� �
�� 6 ;2@*;5 :9@@,+D= ;.;,<D3E3 <. )*-A<,1* ;1K-8.1* LE5=
�0, @,+ 1:<A 0E3 ��� �
�� A@* 0* .3;1K<.:* *),0.@D:<*0* 0E3 9),@,+ 1:<�3 *),728./,30* 1
8*0K@@2@* :. ��� �
�� B � ,<*;,), >2:2 0E3 ;.;,<D3E3 8*1 2 <*L185 *),;D:<.9:5 0,9= <. 023
8*0*:0-,45 0,9 ��� �
� :9<NK@@.1 :023 8*@/0.-2 .8<.0K@@.9:2 0,9 .@./7.-,9 H� -,9 02= <35G
<2= B � ;1*H.>- 1:2 <35<2= :. .) >).;, ��� �
�� *),;.>H028. 1; 1* >0.-* *),;,0 185 8* 1 9 1,7.05728.
*8A<* 8*1 *)A +@�::.= <. H*@*-K :9:05<*0* 0/)E3 A)E= 2 � B

� *)A;.1?2 02= :93D).1*= 8* 1 02= *:4K@.1*= 02= H-5:2= 0E3 ��� �
�� 6 *)A 09),7.E-20 185
:8,) 1K 6 :. :93;9*:<A <. 023 *3K)09?2 *@+,->7<E3 ),9 .)D0-.)*3 023 *90A<*02 ;2< 1,9-G
+ >* 8*1 8*0*:0-,45 0,9= 6 *)*@@K::,30*= ,9:1*:0 18K 0,3 )-,+-*<<*0 1:05 6 ��
���' 6 �
���
 6�
���%� 8*0D:02:*3 0, @,+ 1:<A 0E3 ��� �
�� 1; 1* >0.-* ;2<,41@5 B

�, <A3, :2<*30 18A <.1,3D802<K .>3* 1 A0 1 2 ;D:<.9:2 8*1 *),;D:<.9:2 0E3 ��� �
� + >3.0* 1
<. 023 >;1* .30,@5 ,->L,30*= D3* 0<5<* 0,9 )-,+-K<<*0,= <A3, <D:* :0, ,),>, �L.1� 0, 3D,
��� �
� ���� �	� � �� 
	�� �� � �

letregion ρ in e

A),9
ρ
0, A3,<* 0,9 3D,9 ��� �
� B

� :/30*?2 *905 .) 1@DH728. �:0. 0, :/:02<* 3* .>3* 1 *:4*@D= A<E= ;.3 .>3* 1 *-8.0K
.9D@ 1802 E= )-,= 02 ;1*H.>- 1:2 <35<2= B

�*3 )*-K;.1+<* 6 ; >;.0* 1 < >* *3*;-,<185 :93K-02:2 ),9 <.0-K.1 *30 >:0-,4* *)A 8K), 1,3
*-17<A <DH-1 0, <2;D3 �:93K-02:2 �
���� �� ������ B �, :�<* 02= :93K-02:2= *),728./.0* 1
:. 8K),1, ��� �
�

ρ1
.3� 0* .3;1K<.:* *),0.@D:<*0* 0,9 9),@,+ 1:<,/ <*L> <. 0, 0.@ 18A

*),0D@.:<* :. 8K),1, K@@, ��� �
�
ρ2
B M . 0, 0D@,= 02= 8@5:2= 02= :93K-02:2= 0, ��� �
�

ρ2<),-.> 3* *),;.:<.97.> <*L> <. 0* ).-1.HA<.3K 0
9 .3� , 8�;18*= <),-.> 3* )*-*<.>3.1 :02
<35<2 :0, .3.-+A ��� �
�

ρ1
B

letregion ρ1 in

letregion ρ2 in

letrec count [ρ] (x :< int > at ρ) at ρ1 =
letn =π1(x) in
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if (n=0)
then ()
else count [ρ] (< n− 1 > at ρ)

in

count [ρ2](ρ2, < 10 > at ρ2)

� *),:/3;.:2 0E3 .30,@�3 ;2< 1,9-+ >*= 8* 1 8*0*:0-,45= 0E3 ��� �
�� <),-.> 3* *),4D-.1
*8A<* ) 1, *),;,0 185 H-5:2 02= <35<2= + 1*0 > 2 ; 1K-8.1* LE5= 0E3 ;.;,<D3E3 ),9 ).-1DH,30*1
:. 8K),1, ��� �
� ;.3 0*90 >L.0* 1 *)*-* >020* <. 02 ;1K-8.1* LE5= ),9 ,->L.1 :930*80 18K 2 .30,@5
letregion

B
�)E= DH.1 5;2 :2<.1E7.> <. H-5:2 0E3 ������ :9:02<K0E3 <),-.> 3* + >3.1 .?* 1-.0 18K

*),;,0 185 8* 1 *:4*@5= H-5:2 02= <35<2= B O -,:4D-,93 ;2@*;5 D3* )@* >: 1, :0, ,),>, ,
@,+ 1:<A= 0E3 ��� �
�� <),-.> 3* .4*-<,:0.> <. *:4K@.1* ������ 	� 6 � ����� B

� ;,<5 .@D+H,9
letregion ρ xρ in e

<),-.> 3* 8E;18,), 127.> <. *:4K@.1* <. ������
��� �
�� <D:E 0E3 .30,@�3

alloc()
8*1

free()
),9 ;2< 1,9-+,/3 8*1 8*0*:0-D4,93 D3* ��� �
�

*30 >:0, 1H* ������ 	� � B

letregion ρ x in e ≡
unpackρ, x= alloc() in
let z= ε in

freex; y

A),9
unpack

2 )-K?2 *),:/37.:2= 9)*-?1*8� 3 0/)E3 B
� 3* ������ ��� �
� ;.3 <),-.> 3* ;1)@*: 1*:0.> 8*1 )-D).1 3* *),;.:<.97.> )-13 0, 0D@,=

0,9 )-,+-K<<*0,= B I )-�0,= ).-1,-1:<A= .?*:4*@ >L.1 023 *8.-* 1A020* 02= <35<2= 8*7� =
0* ��� �
�� L,93 8*1 ).7* >3,93 <A3, :. D3*3 8@K;, 02 -,5= ;.;,<D3E3 0,9 )-,+-K<<*0,= B I
8@K;,= *90A= .>3* 1 8* 1 , <A3,= 1; 1,80502= 0,9 ��� �
� <. *)A@902 .?,9:>* )K3E :0* ;.;,<D3*
),9 ).-1DH.1B (30 >+-*4* 0,9 ��� �
� ;.3 9)K-H,93 :. K@@,9= 8@K;,9= 0,9 )-,+-K<<*0,= 6
8*71:0�30*= *:4*@5 023 *),;D:<.9:5 0,9 B I ;./0.-,= ).-1,-1:<A= .?*:4*@ >L.1 A0 1 A@* 0*
;.:<.9<D3* ��� �
�� 7* DH,93 8*0*:0-*4.> <. 0, 0D@,= 0,9 )-,+-K<<*0,= 8* 1 0, )-A+-*<<*
7* *),;.:<./:.1 A@2 02 <35<2 ),9 H-2: 1<,),>2:. 8*0K 023 .80D@.:5 0,9 B

+ �������� ��� ��	 
	
� 
�

(3K<.:* :0 1= ;/, )*-*)K3E )-,:.++ >:.1= 6 N->:8,30* 1 :9:05<*0* ),9 ;*3.>L,30* 1 1;D.= *)A
0,3 @,+ 1:<A 0E3 ��	�� ������� �����% 	� B � * ��	�� ������� .>3* 1 ,30A020.= 0,9 :9:05<*0,= 0/)E3
),9 8*7,->L,93 0,9= ).-1,-1:<,/= H-5:2= .3A= *30 18.1<D3,9 02= +@�::*= )-,+-*<<*0 1:<,/ B
�9357E= H-2:1<,), 1,/30* 1 + 1* 0,3 D@.+H, )-A:N*:2= :. 0<5<*0* <35<2= B . 1* 3* <),-D:.1
3* H-2: 1<,),127.> ) BH B D3*= ;.>802= ),9 ;.>H3.1 :. < >* 7D:2 <35<2= )-D).16 .80A= *)A 0,3 >; 1,
0,3 ;.>802 6 3* ;,7.> 8*1 0, ��	�� ����� 0,9 B

1)K-H,93 ;/, 0-A), 1 3* .3:E<*0E7,/3 0* ��	�� ������� :. D3* :/:02<* 0/)E <. *:4K@.1*
.>0. E= D3* 8*7,@ 18A ).-1NK@@,3 .>0. E= *30 18.><.3* <. ������ H*-*802-1:0 18K B

�023 ).->)0E:2 ),9 0* ��	�� ������� :931:0,/3 D3* 8*7,@ 18A ).-1NK@@,3 �������� 6 ; 1*; >;,G30* 1 *)A 0,9= 8*3A3.= 0,9 :9:05<*0,= 8*0K <58,= 02= -,5= 0E3 ;.;,<D3E3 B �, ).-1NK@@,3
0E3 ��	�� ������� .>3* 1 D3* ������ *30 18.><.3, 8* 1 , 0-A),= H.1- 1:<,/ 0,9 <,1KL.1 <. 0,3 0-A),
),9 H-2: 1<,),1,/30*1 , 1 )-,;1*+-*4D= 02= <35<2= :0* :9:05<*0* <. ��������  ��� � 5 �����
0/),9= B C) 1)@D,3 6 2 1;D* <),-.> 3* :93;9*:0.> <. ��� �
�� ;>3,30*= < 1* 09),7.E-20 185 <D7,;,
;1*H.>- 1:2= <35<2= B �A+E 0,9 ������ H*-*805-* 0,9 :9:05<*0,= 2 ;1*H.>- 1:2 0E3 ��� �
��
<),-.> 3* + >3.1 HE->= :930*80 18,/= ).-1,-1:<A= ���� � ��� �	� � �� 
	�� �� � B

� :93K-02:2 �
��� 6 ),9 )-13 ;A728. :. ).-1+-*45 ),9 *8,@,97,/:. 0, @,+ 1:<A 0E3
��� �
�� 6 .;� *),80K ;1*4,-.0 185 <,-45 �������� B 2*0K 02 ;2< 1,9-+ >* .3A= 3D,9 ��� �
� 6 8*G
0*:8.9KL.0*1 0, ��	�� �����

ρ
),9 *30 1:0, 1H.> :0, ��� �
� 8*1 , ��� ���

xρ

<D:E 0,9 ,), >,9
""



+ >3.0*1 2 )-A:N*:2 :0, ��� �
� B . 1* 3* 8*0*:0-*4.> D3* ��� �
� )-D).1 3* ;,7.> , ��� ��� 0,9
.3� :9+H-A3E= 0, ��	�� ����� 0,9 *),<*8-/3.0*1 *)A 0, ).-1NK@@,3 0E3 .3.-+�3 ��	�� ������� B

let newrgn ρ1 xρ1
in

let newrgn ρ2 xρ2
in

let count =
(fix count

[ρ : Rgn, ρcont : Rgn, e ≤ {ρU
1 , ρcontU}]

e⊕ ρL. xρ : ρ handle, x :< int > at ρ,
k : (e)→ 0 at ρ, letn =π1(x) in

let freergnxρ, in
if (n=0)

then k ()
else

letn′ =n− 1 in
let newrgn ρ′ xρ′ in

letx′ = < n′ > atxρ′ in

count[ρ′, ρcont, e] (x′
ρ, x′, k)

), atxρ1
in

let ten = < 10 > at xρ2
in

let newrgn ρ3 xρ3
in

let cont =
(λ({ρL

1 , ρL
3 ).

let freergnxρ3
, in

let freergnxρ1
, in

halt 0
) atxρ3

in

count [ρ2, ρ3, {ρ
L
1 , ρL

3 }] (xρ2
, ten, cont)

�023 ).->)0E:2 ),9 0* ��	�� ������� .>3* 1 ������ ,30A020.= <),-,/3 3* L,93 <A3, :0,9=
0/),9= < >*= +@�::*= �� ����� 5 3* *30 18*0,)0->L,30* 1 8*1 :0 1= .84-K:.1= 02= �� 
����� B �
7.�-2:2 0E3 ��	�� ������� E= ������ *30 18.1<D3E3 :93;9KL.0* 1 ./8,@* 8*1 <. 0 1= +.318D= 1;D.=
0E3 ��� ���������� :9:02<K0E3 8*1 0E3 ������ ��� �
�� B �, )@.,3D802<* 0,9 :93;9*:<,/ 0E3
0-1�3 <,30D@E3 .>3* 1 )E= )@D,3 , D@.+H,= 0E3 ;1*4A-E3 @.10,9-+ 1�3 < >*= +@�::*= <),-.> 3*
+ >3.1 *),8@.1:0 18K <D:E 0E3 ��	�� ������� 8*1 3* *),:93;.7.> *)A 0,9= ��������� 0E3 0/)E3 0E3
.84-K:.E3 02= +@�::*= B M � *90A 0,3 0-A), 2 H-5:2 <>*= *3*4,-K= .?*-0K0*1 *),8@.1:0 18K
*)A 023 /)*-?2 0,9 ��	�� ����� 02= B �, ��	�� ����� .>3*1 D3* ������ :0, 1H.>, ),9 .++9K0*1 *)A
<A3, 0,9 023 *:4*@5 )-A:N*:2 :0* ;.;,<D3* ),9 .@D+H.1B M),-,/3 6 @, 1)A3 6 3* 9)K-H,93
0*90AH-,3* ),@@D= *3*4,-D= + 1* 0, >; 1, ;.;,<D3, �) BH B D3* ��� �
�� 6 ; >3,30*= <.+*@/0.-2
.9.@ 1? >* :0,3 )-,+-*<<*0 1:05 B

I 1 0/), 1 0E3 0.@.:0�3 ),9 .4*-<AL,30* 1 )K3E :. ��� �
�� DH,93 1;1* >0.-, .3;1*4D-,3
�� ����� �

newrgn : U (Lunit ( L∃ρ. L(Lcap ρ⊗ Uhnd ρ))
freergn : U∀ρ. U (L(Lcap ρ⊗ Uhnd ρ)( Lunit)
new : U∀ρ. U∀α.U (L(Lcap ρ⊗ Uhnd ρ⊗ U uα)( L(Lcap ρ⊗ (ref ρ Uα)))
read : U∀ρ. U∀α.U (L(Lcap ρ⊗ U (ref ρ Uα))( L(Lcap ρ⊗ Uα))
write : U∀ρ. U∀α.U (L(Lcap ρ⊗ U (ref ρ Uα)⊗ Uα)( L(Lcap ρ⊗ Uunit))

A),9
(

, 8*0*:8.9*:05= 02= ������ :93K-02:2= 8* 1
⊗

, 8*0*:8.9*:05= 0,9 L./+,9=
�)E= ;2@�3.1 , 0/),= 0,9 0.@.:05

newrgn
2 ;2< 1,9-+ >* .3A= ������ ��� �
� 1:,;93*<.>

<. 023 8*0*:8.95 .3A= ;.;,<D3,9 9)*-?1*8,/ 0/),9 ),9 ).-1DH.1 D3* ������ ��	�� ����� 8*1
"�



D3*3 ��������� ��� ��� + 1* 0, 3D, ��� �
� B I 9)*-?1*8A= 0/),= .>3* 1 ������ 8*1 <),-.> 3*
H-2:1<,), 127.> <A3, < >* 4,-K .?*:4*@ >L,30*= A0 1 < >* 8@5:2 02=

newrgn
<),-.> 3* ;�:.1

<A3, D3* ������ ��	�� ����� + 1* 0, 3D, ��� �
� B �
 ������ ��	�� ����� .@D+H.1 023 )-A:N*:2 :0,
��� �
� ),9 + >3.0* 1 <D:E 0,9 ����������� ��� ��� B (3 8*1 , ��� ��� <),-.> 3* ;1)@*:1*:0.>
0, ��	�� ����� )*-*<D3.1 )K30* <,3*;18A 8*1 .++9K0* 1 023 *:4K@.1* )-A:N*:2 :0, ��� �
� ),9
.@D+H.1B � . 8K7. )-,:)K7.1* )-A:N*:2= :0, ��� �
� )-D).1 *)*-* >020* .80A= *)A 0,3 ��� ���
3* ;,7.> 8* 1 0, <,3*;18A ��	�� �����B I 1 0.@.:0D=

new
6

read
8*1

write
8*0*3*@�3,93 0,

��	�� ����� 8*1 0, *3*)*-K+,93 .?*:4*@ >L,30*= A0 1 :. 8K7. .3.-+A ��� �
� *30 1:0, 1H.> D3*
<,3*;18A ��	�� �����B I 0.@.:05=

free
8*0*3*@� 3.1 0, ��	�� ����� 8*1 ;.3 0, *3*)*-K+.1 <.

*),0D@.:<* 2 )-A:N*:2 :0, ��� �
� 3* .>3* 1 )@D,3 *3D4 1802 )*-K 023 )*-,9:>* 0,9 ��� ���
0,9 ��� �
� B

� �� �� ��h�	�
 
���� �� c ���������� ��bgh
�3* *)A 0* L205<*0* ),9 *)*:HA@2:. *)A 3E->= 0,9= <.@.020D= 0E3 ������ 8*1 ��� ����������
:9:02<K0E3 .>3* 1 0, )�= D3* ;.;,<D3, <. 0/), ),9 .) 10-D).1 8K), 1.= @.10,9-+ >.= <),-.> 3*
*),805:.1 0/), ),9 .) 10-D).1 8K), 1.= K@@.= @.10,9-+ >.= B � 6 <. 023 ,-,@,+ >* 0E3 ��� ����������
:9:02<K0E3 6 )� = D3* D3* ;.;,<D3, ),9 DH.1 0/), <. 8K), 1, �������� <),-.> 3* *),805:.1
8K), 1,3 K@@, �������� B � ;93*0A020* *905 .>3* 1 ),@/ :2<*30 185 + 1*0 > , �������� ;2@�3.1
023 8*0K:0*:2 0,9 ;.;,<D3,9 8*1 .>3*1 :,N*-A= ).-1,-1:<A= 3* )*-*<D3.1 2 8*0K:0*:2 .3A=
;.;,<D3,9 :0*7.-5 :. A@, 0, )-A+-*<<* B . 1* )*-K;.1+<* 6 *3 < >* *3*4,-K )-A8.10*1 3*
H-2:1<,), 127.> 0,) 18K <A3, + 1* *3K+3E:2 .>3*1 H-5: 1<, , 0/),= 02= 3* .>3*1 ����������� 
�:0. 3* <),-,/3 3* ;2< 1,9-+27,/3 ),@@K *30 >+-*4K �� ���
 � 8*1 3* <),-.> 2 *3K+3E:2 3*
+ >3.1 *)A ),@@K :2<.>* 02= -,5= 0,9 )-,+-K<<*0,= )*-K@@2@* �02 :93DH.1* 6 + 1* 3* <),-.>
3* H-2: 1<,),127.> 2 *3*4,-K )K@ 1 + 1* .++-*45 )-D).1 3* <.0*0-*).> :. ������ B

+ � ���
let!

� .1:*+E+5 <>*= D84-*:2= 2 ,),>* 7* *3*@*<NK3.1 3* .80.@.> 023 <.0*0-,)5 ;.3 .>3* 1 0.0-1<G
<D32 + 1*0 > <),-.> 3* ;2< 1,9-+5:.1 8.3K :023 *:4K@.1* 0,9 :9:05<*0,= B . 1* )*-K;.1+<* *3
D3*= ������ ;.>802= <.0*0-*).> :. ���������� 0A0. )-13 .)*3D@7.1 :023 *-H 185 0,9 8*0K:0*:2
)-D).1 3* .?*:4*@ 1:0.> A0 1 ;.3 9)K-H,93 K@@* .3.-+K ����������� *30 >+-*4K 0,9 B � 1*4,-.G
0 18K 6 .4A:,3 )@D,3 9)K-H,93 D3*= ������ ;.>802= 8*1 0,9@KH1:0,3 D3* ���������� *30 >+-*4, 6
.>3*1 ;93*05 2 *),;D:<.9:2 02= 7D:2= <35<2= :023 ,),>* ;.>H3.1 , ;.>802= HE->= 3* <),-.>
3* *),8@.1:0.> 0, .3;.HA<.3, 3* + >3.1 )-,:)K7.1* )-,:)D@*:5= 02= :0, <D@@,3 <D:E 0,9
����������� *30 1+-K4,9 B ()A 0* )*-*)K3E 6 + >3.0* 16 *8A<* 6 .<4*3D= A0 1 2 ;1K-8.1* LE5=
0,9 ;.;,<D3,9 <. 0, 3D, �������� )-D).1 3* 8*7,->L.0*1 -20K B (90A ,;2+.> :023 91,7D02:2
.84-K:.E3 ),9 8*7,->L,93 :930*80 18K 02 ;1K-8.1* L�2= 0,9 0-,),),12<D3,9 ;.;,<D3,9 B � .
*30 >7.02 ).->)0E:2 6 ;.3 <),-.> 3* .?*8-1NE7.> *3 1:H/,93 ,1 ).-1,-1:<, > ),9 *)*10,/30*1 �:0.
3* .)*3D@7.1 , 0/),= 0,9 ;.;,<D3,9 :023 *-H 185 0,9 8*0K:0*:2 B

� )-� 1<2 <,-45 02= D84-*:2= .<4*3>:028. :. +@�::* <. ���� *),0 ><2:2 HE->= ),@9<,-G
4 1:<A 8*1 <. ),@@D= :930*80 18D= ,<,1A020.= <. 02 � ����� ��� ��� � B

� A-,=
let!

.>H. ),@@K 8,13K <. 0,3 :9<N*0 18A
let

A-, �

let! (x) y= e1 in e2

�<,1* <. D3*3
let

A-, 6 )-�0* + >3.0*1 2 *),0 ><2:2 02= D84-*:2=
e1

8*1 0, *),0D@.:<K 02=
;.:<./.0* 1 :02 <.0*N@205

y
B �02 :93DH.1* *),0 1<K0* 1 2 D84-*:2

e2
:. ;1.9-9<D3, ).-1NK@@,3

),9 ).-1@*<NK3.1= 8*1 02 <.0*N@205
y
B (90A ),9 ;1*4,-,),1.> 0, 3D, A-, .>3* 1 , 0-A),= <.

0,3 ,), >, H-2: 1<,),1.>0* 1 2 <.0*N@205
x
� 2*0K 023 *),0 ><2:2 02=

e1
2 <.0*N@205

x
DH.1

<2 ������ 0/), .3� 8*0K 023 *),0 ><2:2 02=
e2

.)*3*80K 0,3 *-H 18A ������ 0/), 02= B �0,
A3,<* 02= *:4K@.1*= 6 8->728*3 *)*-* >020, 1 :2<*30 18,> ) .- 1,-1:<,>B 2*0 � *-H53 2 ;1*;18*: >*
<.0*0-,)5= .3A= ������ 0/),9 :. <2 ������ ;1*;>;.0* 1 :. A@* 0* :9:0*0 18K 0,9 0/),9 8*1 K-*
"�



;.3 .>3*1 1:,;/3*<2 <. *)@5 *@@*+5 0,9 �������� 0,9 *-H 18,/ 0/),9 B C) 1)@D,3 62 *),0 ><2:2
02=

e1
)-D).1 3* ,@,8@2-E7.> )@5-E= )-13 023 D3*-?2 0,9 9),@,+ 1:<,/ 02=

e2
���� ��
��	

��� ������ � B (90A .?*:4*@ >L.1 A0 1 ;.3 7* 9)K-H,93 .3.-+D= *3*4,-D= :0,
x
5 :. 8K), 1, *)A

0* :9:0*0 18K 0,9 <D:* :0,
e1

8*0K 023 D3*-?2 02= *),0 ><2:2= 0,9
e2
B � D@,= 6 *)A 0,3 0/),

0,9
e1

)-D).1 3* .?*:4*@ >L.0* 1 A0 1 ;.3 <),-.> 3* *),;-K:.1 0,
x
5 8K), 1, :9:0*0 18A 0,9 *)A

023 .<ND@.1* 0,9 B (90A .) 109+HK3.0* 1 *3 , 0/),= 0
9
e1

;.3 ).-1DH.1 ,),1,;5),0. <2 ������
:9:0*0 18A ),9 <),-.> 3* )-,8/J.1 *)A 02 <.0*0-,)5 0,9

x
:. <2 ������ 8*1 *3 .) >:2= ;.3 .>3* 1

:93K-02:2 8*7�= :. *905 023 ).->)0E:2 0,
x
<),-.> 3* �8-940.>� :*3 .@./7.-2 <.0*N@205 B

� )*-*)K3E @/:2 6 :023 )-,:)K7.1* 02= 3* .?*:4*@ >:.1 023 *:4K@.1* 6 *),;93*<�3.1 *-8.0K
023 .84-*:0 18A020* 02= +@�::*= 8* 1 ;.3 .).80.>3.0*1 ./8,@* :. +@�::.= ),9 9),:02->L,93
),@9<,-4 1:<A B

M . 02 N,57.1* 02= D84-*:2=
let!

<),-.> 3* +-*4.> 0, )-A+-*<<* ��� ),9 .3�3.1 0*
).-1.HA<.3* 0E3 *-H.>E3 .3A= ) >3*8* *-H.>E3

α
),9 ,1 ;.>80.= 0,9= ).-1DH,30*1 :02 <.0*N@205

files
8*1 0* *),728./.1 :0, .18,318A *-H.>,

“stdout”
B � *3K+3E:2 0E3 *-H.>E3 + >3.0* 1

)*-K@@2@* .3� 2 .++-*45 *-H >L.1 *4,/ DH,93 ,@,8@2-E7.> A@.= ,1 ;1*; 18*: >.= *3K+3E:2= B
�0, )*-K;.1+<* H-2:1<,), 1.>0*1 :/30*?2 � ����� B

cat files a=
let! (a) y=concat[lookup i a | i← files] in
update “stdout”y

�	
����� ���� �
I ),@9<,-4 1:<A= .>3* 1 D3* )*3>:H9-, .-+*@.>, )-,+-*<<*0 1:<,/ 8*1 +-5+,-* *3*L205728.
@/:2 ),9 3* 0,3 9),:02->L.1B � )*-,9:>* 0,9 ),@9<,-4 1:<,/ ).-1)@D8.1 023 8*0K:0*:2 8*G
7� = ;>3.1 02 ;93*0A020* 3* +-*4,/3 :93*-05:.1= )*-*<.0-18D= E= )-,= ������ 8*1 ����������� 
;.;,<D3* B � , :/:02<* )-D).16 @,1)A3 6 3* ;1*7D0.1 D3*3 .31* >, 0-A), H-5:2= A@E3 0E3 ;.;,G
<D3E3 B � . *90A 0, )@*>: 1, 2 *:4K@.1* 0,9 :9:05<*0,= + >3.0*1 8*1 )K@ 1 ; 1K0-202 B

� H-5:2 0E3 
� ����� 0/)E3 D;.1?. < 1* K@@2 )-,:D++ 1:2 0,9 )-,N@5<*0,= �� ���� � B I 1

� ������ .>3* 1 0/),1 ),9 :0D8,93 *3K<.:* :0,9= ������ 8*1 0,9= ����������� B I9:1*:0 18K
.>3* 1 0/), 1 , 1 ,), >,1 * >-,93 023 *)*+A-.9:2 0,9 <2 ;1)@*: 1*:<,/ 0E3 ������ 0/)E3 8*1 ;.3
;1*4,-,),1,/30*1 :2<*30 18K E= )-,= 0 1= 1; 1A020.= 0,9= *)A 0,9= ����������� 0/),9= B �
;1*4,-K 0,9= D+8.10* 1 :0, A0 1 2 ; 1K-8.1* L�2= 0,9= ).-1:0D@@.0* 1 :023 .<ND@.1* .3A= A-,9
)*-*)@5:1,9 <. 0, *-H 18A

let!
B

let! x= e1 in e2

2*1 )K@ 1 A)E= D3*=
let

A-,= 6 )-�0* *),0 1<K0* 1 0,
e1
6 ;.:<./.0* 1 :02 <.0*N@205

x
8*1

:02 :93DH.1* *),0 1<K0* 1 2 D84-*:2
e2

:. ;1.9-9<D3, ).-1NK@@,3 ),9 ).-1@*<NK3.1 8*1 02
<.0*N@205

x
B �<E= .;� 6 0, ).-1NK@@,3 :0, ,), >, *),0 1<K0*1 0,

e1
;.3 ;1*4D-.1 *)A 0,

).-1NK@@,3 :0, ,),>, *),0 1<K0* 1 0,
e2

<A3, E= )-,= 0,
x
B 2 K7. ������ 0/),= <.0*N@205=

),9 9)K-H.1 :0, ).-1NK@@,3 A),9 , A-,= ��� � *),0 1<K0*16 <.0*0-D).0* 1 :. 
� ����� 8*1 :0,
3D, ).-1NK@@,3 *),0 1<K0*1 2

e1
B �

e2
*),0 1<K0*1 :0, *-H 18A ).-1NK@@,3 <. 023 )-,:7582

02= <.0*N@205=
x
B �)E= 8*1 :0,3 8@*::18A

let!
.>3* 1 9),H-.E0 18, > :2<*30 18, > ).-1,-1:<, >B

� 1*02-.>0* 1 2 <.0*0-,)5 0E3 0/)E3 *)A ������ :. 
� ����� ;1*;>;.0* 1 :. A@, 0, NK7,= 0,9
0/),9 B C) 1)@D,3 6 , 0/),= 0,9

e1
5 8K), 1, *)A 0* :9:0*0 18K 0,9 ;.3 )-D).1 3* .>3*1 
� ����� B

� @/:2 ?.).-3K.1 0, )-AN@2<* 0,9 ),@9<,-4 1:<,/ 6 E:0A:, .>3* 1 ),@/ ;/:H-2:02 + 1*0 > ;.3
.) 10-D).1 023 .) 1@.80 185 <.0*0-,)5 0E3 0/)E3 8K), 1E3 ;.;,<D3E3 *@@K .).<N*>3.1 :0, :/3,@,
0E3 9),7D:.E3 .<),;>L,30*= 8* 1 023 :93/)*-?2 ������ 8*1 
� ����� 0/)E3 B �, :/:02<* 0/)E3
A),9 )-E0,.<4*3>:028*3 , 1 
� ����� 0/),1 �� ����� ;.3 9),:02->L.1 *),;D:<.9:2 0<2<K0E3
02= <35<2= 8* 1 :93.)�= ,1 :93*-05:.1= ;.3 *),0.@,/3 .) 18 >3;93, :2<.>, ),9 *)* 10.> 1; 1* >0.-2
)-,:,H5 B

"*



� , :/:02<* ;1*7D0.1 @ >:0.= 8*1 <),-.> *),;,0 18K 3* 8E;18,),15:.1 @.10,9-+ >.= )K3E :0 1=
@ >:0.= A)E= 2 *30 18*0K:0*:2 0,9 )-�0,9 :0, 1H.>,9 ��	 �� � 6 2 *30 18*0K:0*:2 3G 1,:0,/ :0,1G
H.>,9 ��	 � 8*1 2 *30*@@*+5 0E3 ).-1.H,<D3E3 ;/, :0, 1H.>E3 < >*= @ >:0*= ����	 � B

rplhd:∀t. t→ Llist t→ list t
rplhd hd′ hd :: tl=

hd′::tl

upd:∀t. int→ t→ Llist t→ list t
upd i o hd::tl=

if i= 0 then

rplhd o xs
else hd::upd (i− 1) o tl

swap:∀t. int→ int→→ Llist t→ list

swap i j xs=
let! x= xs!i in
let! y= xs!j in

upd i y (upd j x xs)

A),9 2 D84-*:2
x!i

;2@� 3.1 023 *3K+3E:2 0,9
i
G,:0,/ :0,1H.>,9 02= @ >:0*=

x

� � ���
let!

�� "�������� �� � ������*����
� )-,:)K7.1* + 1* H-5:2 0,9 8@*:18,/

let!
A-,9 :. :9:05<*0* ),9 9),:02->L,93 ),@9<,-G

4 1:<A 8*1 9)*-?1*85= 0/),9= *),;.>H028. .4 1805 :. +@�::.= <. ;1*H.>- 1:2 02= <35<2= <.
NK:2 0* ��� �
�� ������ 	� � B � . *905 023 ).->)0E:2 ;.3 <.@.0K0*1 2 <.0*0-,)5 8K7. 0/),9 02=
+@�::*= *@@K <A3, 0,9 0/),9 ),9 *30 1:0,1H.> :0, ��� �
�

ρ
8*1 0,9 ;.>802

r
),9 .?*:4*@ >L.1

)-A:N*:2 :. D3* ��� �
� �

let! (ρ) r= e1 in e2

I 0/),= .>3* 1 <,3*;18A= + 1* 8K7. ��� �
� �
��� ���� � B � .-<23.>* 0,9 A-,9
let!

)*-*<D3.1
>; 1* <. 0,3 8@*:18A ,-1:<A 0,9 A-,9 8*1 :9+H-A3E= + >3.0*1 )-,:)K7.1* 3* .)*3*;1*)-*+G
<*0.97,/3 ,1 :930*80 18, > ) .- 1,-1:<,> ; 1*:4*@ >L,30*= 023 *:4K@.1* 0,9 :9:05<*0,= B . 1*
3* *),4.9H7.> 2 ; 1*49+5 ����������� ��� �
�� D?E *)A 023 .<ND@.1* ),9 ,->L.1 0,

let!
,

0/),= 0,9
e1

;.3 .) 10-D).0*1 3* ).-1DH.1 0,3 0/), 0,9 ��� �
� )K3E :0, ,),>, .80.@.>0*1 2
<.0*0-,)5 B �A+E 02= /)*-?2= 0E3 ��� �
�� 8*1 02= ;D:<.9:2= 8*1 *),;D:<.9:2= <35<2= ,1
:93*-05:.1= + >3,30*1 .;� <2 *:4*@5 :2<.>* B . 1* 3* ?.).-*:0.> *90A 0, )-AN@2<* , 1 :93*-G
05:.1= 9),H-.�3,30* 1 3* 4D-,93 :0,3 0/), 0,9= 0/),9= 0E3 ���������� ��� �
�� ),9 0, :�<*
0,9= H-2:1<,), 1.>B I ).-1,-1:<A= 9@,), 1.>0*1 *)*+,-./,30*= 0, ����� ��� + 1* :93*-05:.1= <.
���������� ,->:<*0* B

�*3 )*-K;.1+<* 6 ; >;.0* 1 < >* :93K-02:2 ),9 ;1)@*: 1KL.1 D3* ;.;,<D3,
x
6 *),728./.1 0,

)-,8/)0E3 L./+,=
y
:. D3* ��� �
�

ρ′
8*1 :02 :93DH.1* *),728./.1 :. D3* *@@, ��� �
�

ρ
D3*

L./+,= <. 0,3 ;.>802 )-,= 0, ��� �
�
r′

8*1 0, L./+,=
y
B

λ[ρ](x : int, gen() : ∃ρ′. Lrgn(ρ′), r : Urgn(ρ))→
unpackρ, r′= gen() in
let! (r′) y= x L × x at r′ in
pack[ρ′, r′ L × y at r] as τres

A),9
pack

2 )-K?2 :/37.:2= 9)*-?1*8�3 0/)E3 8*1
unpack

2 )-K?2 *),:/37.:2= 9)*-?1*8�3
0/)E3 B
"�



� � ���
let!

�� "�������� �� ��	 
	
� 
�

� . +@�::.= <. :9:05<*0* 0/)E3 ),9 :93;9KL,93 :0, 1H.>* *)A 0,3 @,+ 1:<A 0E3 ��	�� �������
8*1 0* ��� ��������� :9:05<*0* �� 
����� 6 2 <.0KN*:2 *3K<.:* :. ������ 8*1 <2 ������ 0/),9=
*),80K ;1*4,-.0 18A 3A2<* B O@D,3 , D@.+H,= 0E3 @.10,9-+ 1�3 ),9 <),-,/3 3* .4*-<,:0,/3
)K3E :. D3* ;.;,<D3, .@D+H.0* 1 *)A 0* ��	�� ������� B I)A0. 6 + 1* A@,9= 0,9= 0/),9= )@23
0E3 ��	�� ������� 2 <.0*0-,)5 *)A ������ :. <2 ������ ;.3 7D0.1 :. 8 >3;93, 023 *:4K@.1* 0,9
:9:05<*0,= *-8.> 3* ;1*02-,/30* 1 , 1 ).- 1,-1:<,> 0E3 ��� ���������� :9:02<K0E3 6 ;2@*;5 D3*
;.;,<D3, <. <2 ������ 0/), ;.3 <),-.> 3* ).-1DH.1 :9:0*0 18K <. ������ 0/), B � *30 >7.02
<.0KN*:2 6 *)A <2 ������ :. ������ 0/), 6 .>3* 1 *:4*@5= :. 8K7. ).->)0E:2 B

��3*= ������ ;.>802= <*L> <. 023
swap

6 023 <,3*;185 .30,@5 ),9 <),-.> <. *:4K@.1* 3*
.4*-<,:0.> )K3E :0* ).-1.HA<.3K 0,9 6 ,->L.0*1 ./8,@* �

LRef τ ≡ ∃c. (Cap ρ τ⊗!Ptr ρ)

lrswap τ ≡
λx : LRef τ. λx : τ ′.
let ′ρ, cp′= r in

let < cp0, p0 > = cp in

let < p1, p2 > = dup p0 in

let !p′2= p2 in

let < c1, y > = swap p′2 < c0, x > in

< dρ,< c1, p1 >e, y >

�:,3 *4,-* 0* ��	�� ������� 6 D3*= 0.@.>E= ;1*4,-.0 18A= <2H*31:<A= .>3* 1 *)*-* >020,= B
�* ������ ��	�� ������� <.0*0-D),30* 1 :. ���������� 6 ),9 )@D,3 @D+,30* 1 ��
��� 6 *3 2 7D:2
<35<2= 023 ,), >* .@D+H,93 .>3* 1 ����������� B M � *90A 0,3 0-A), ;1*02-.>0* 1 , ).-1,-1:<A=
),9 .) 1NK@.1 ����������� ;.;,<D3* 3* <23 ).-1DH,93 ������ ;.;,<D3* B �9:18K 6 , 0/),= 02=
7D:2= <35<2= :023 ,), >* *3*4D-.0*1 0, ��	�� ����� )*-*<D3.1 :0*7.-A= 6 )*+E<D3,= B �* ��
���
��	�� ������� <),-,/3 .@./7.-* 3* ;1)@*:1*:0,/3 ;2< 1,9-+� 30*= ����� B �3* ��
��� ��	�� �����
<),-.> 3* + >3.1 ?*3K ������ 6 ),9 0�-* @D+.0* 1 ����� 6 *-8.> 3* *),8@.1:0.> 2 ).->)0E:2 3*
9)K-H.1 K@@2 ������ 6 ����� ��	�� ����� + 1* 0, >; 1, ;.;,<D3, B �
 ����� ��	�� ����� <),-.> 3*
.)*3D@7.1 :. 8*0K:0*:2 ������ B � .)*3*4,-K 0,9 A<E= )-D).1 3* + >3.1 <. 0-A), �:0. A@*
0* *30 >+-*4* ),9 )*-D<.13*3 :. 8*0K:0*:2 ������ 3* N->:8,30* 1 ?*3K :. :93.)5 8*0K:0*:2
<. 02 <35<2 B C),<D3E= 0, ����� ��	�� ����� )-D).1 3* + >3.1 ?*3K ������ 9),H-.�3,30*= 0*
;.;,<D3* 02= 7D:2= <35<2= :023 ,),>* ;.>H3.1 3* *),805:,93 ?*3K 0,3 0/), ),9 .>H*3 )-13
0, ��	�� ����� + >3.1 ����� B . 1* 023 9@,), >2:2 0E3 ).-1,-1:<�3 0E3 )*-*)K3E @.10,9-+ 1�3
H-2:1<,), 1.>0*1 D3* :/3,@, <. ������ :9<).-14,-K ),9 :9+8.30-�3.1 0* ��	�� ������� ),9 .>3* 1
:. 8*0K:0*:2 ����� 8*7� = 8* 1 0,3 0/), 0,9= )-13 *),805:,93 *905 023 8*0K:0*:2 B �,
:/3,@, *90A ;1*;>;.0* 1 *)A 0,9= 8*3A3.= 0,9 :9:05<*0,= 0/)E3 8*0K 02 -,5 0E3 ;.;,<D3E3 B

M . 023 )-,:7582 0E3 ����������� ��	�� ������� )@D,3 <),-,/3 3* ,-1:0,/3 8*1 ����������� 
;.>80.= 8*7�= 8* 1 ,1 )-K?.1= ),9 0,9= :93,;./,93 ������  ��� � �

Ref !τ ≡ !∃ρ. (!Frzn ρ !τ⊗!Ptr ρ)

read ≡
λx : LRef τ. λt0 : Thwd • .
let dρ, < f ′

a, l= r in

let < c1, t1 > = thaw < fa, t0 > voidrho in

let < c2, x > = swap l < c1, unit > in

let < c3, unit > = swap l < c1, x > in

let < fb, t2 > = refreeze < c3, t1 > in

< fb, t2 >

""



write ≡
λx : LRef τ. λz :!τ. λt0 : Thwd • .
let dρ, < f ′

a, l= r in

let < c1, t1 > =thaw < fa, t0 > voidrho in

let < c2, x > = swap l < c1, z > in

let < fb, t2 > = refreeze < c2, t1 > in

t2

	 [	 
 ������� $��% # `��(# �"#$%
�0,3 :/+H-,3, 8A:<, 6 A),9 0A:, 2 )*-*+E+5 A:, 8*1 2 .80D@.:2 0,9 8�;18* + >3.0*1 <.
8*0*3.<2<D3, 8*1 *3.?K-020, 0-A), 6 2 ;1*:4K@ 1:2 02= :9<N*0A020*= 0E3 0<2<K0E3 ),9 *)*-G
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:9+8.8-1<D32 +@�::* )-,+-*<<*0 1:<,/ 5 *)A 8K),1, 9),:/3,@, @,+ 185= 5 <*72<*0 18�3 B I 1
��



*),;.>?.1= ),9 ?.8 13,/3 *)A 7.<.@ 1�;.1= :HD:.1= <),-,/3 3* ).-1@*<NK3,93 0,3 ,-1:<A 3DE3
:9:02<K0E3 0/)E3 + 1* 023 0.@ 185 +@�::* 8*1 3DE3 1; 1,050E3 + 1* 023 *)A;.1?2 02= *:4K@.1*=
0,9 :9:05<*0,= B C) 1)@D,3 0, �/�� .>3*1 ) 1, *:4*@D= *4,/ ;DH.0* 1 *8A<* <18-A0.-* 0<5<*0*
E= *:4*@5 B �9:18K 6 8* 1 :. *90A 0, :/:02<* 6 + 1* 3* <),-.> 3* .?*:4*@ 1:0.> 2 *:4K@.1* )-D).1
3* <23 9)K-H,93 :4K@<*0* :0,3 ,-1:<A 8*1 023 9@,),>2:2 0,9 :9:05<*0,= 0/)E3 8*1 0,9
) 1:0,), 1205 *),;.>?.E3 B �)E= .>3*1 *3*<.3A<.3, 6 NDN*1* 6 0* )@.,3.805<*0* *90K DH,93 E=
*),0D@.:<* 2 8*0*:8.95 0E3 *),;.>?.E3 3* .>3*1 *8A<* ) 1, ;/:8,@2 B

�� "������ �	
��
� )-,:D++ 1:2 0E3 $��
 � � �� �$��
��� )-,0.>3.1 D3* 09),7.E-20 18A )@*>: 1, + 1* 023 *3K)09?2
) 1:0,), 12<D3,9 8�;18* B O *-A<,1* )-,:D++ 1:2 )-,0K728. *3.?K-020* *)A 0,9= ����� 8*1
��� ������� �������� B I 1 09),7.E-20 18D= *90D= )-,:.++ >:.1= H0 >L,93 )K3E :. D3* <.+K@,
,18,;A<2<* D-.93*= :023 ).-1,H5 02= @,+ 185= 8*1 02= *)A;.1?2= 7.E-2<K0E3 8*1 )-,:)*7,/3
3* 8*0*:05:,93 *905 023 D-.93* H-5:1<2 :023 8, 13A020* 0E3 8*0*:8.9*:0�3 <.0*+@E00 1G
:0� 3 B O *-A0 1 ),@@K )-,N@5<*0* )*-*<D3,93 K@90* E= :5<.-* 6 2 )-,:D++ 1:2 *905 7.E-.>0* 1
.@) 1;,4A-* B

�, :/:02<* � ���� ,->L.1 < >* .3;1K<.:2 +@�::* ,-+*3E<D32 :. ;/, :0-�<*0* 6 023 +@�::*
0/)E3 8*1 02 +@�::* 9),@,+ 1:<�3 B � , :/:02<* .>3* 1 18*3A 3* .84-K:.1 8*1 3* H.1- 1:0.>
)-,0K:.1= 02= 8*02+,-2<*0 185= @,+ 185= *3�0.-2= 0K?2= 8* 1 0 1= *),;.>?.1= 0,9= B (90A .) 109+G
HK3.0* 1 <. 023 H-2: 1<,),>2:2 < >*= )*-*@@*+5= 0,9 @,+ 1:<,/ 0E3 .)*+E+ 18�3 8*0*:8.9�3
�� �� � :*3 +@�::* 0/)E3 B �, � �� .>3* 1 D3* )*3>:H9-, .-+*@.>, + 1* 023 *)A;.1?2 )-,0K:.E3
8*1 7.E-2<K0E3 B

M . NK:2 023 8.30-185 1;D* 02= 8*0*:8.9*:0 185= @,+ 185= 6 , 1 )-,0K:.1= *30 1:0,1H,/3 :.
.84-K:.1= 02= +@�::*= 0/)E3 8*1 , 1 *),;.>?.1= *30 1:0,1H,/3 :. .84-K:.1= :023 +@�::*
9),@,+ 1:<�3 B I D@.+H,= 0E3 *),;.>?.E3 *3K+.0* 1 :0,3 D@.+H, 0/)E3 B � *)*-*>0202 :/3;.:2
*3K<.:* :0* ;/, :0-�<*0* 6 8* 1 :93.)�= *3K<.:* :0 1= *),;.>?.1= 8* 1 0 1= )-,0K:.1= 6 + >3.0* 1
:9357E= <. H-5:2  �	 �� ��� 0/)E3 �� ���� B

�<E= 2 *3K<.1?2 02= +@�::*= 0/)E3 8*1 02= +@�::*= 9),@,+ 1:<,/ <D:E 0E3  �	 �� ���
0/)E3 :93;D.1 0,9= :0*0 18,/= .@D+H,9= ,-7A020*= 0,9 )-,+-K<<*0,= <. 023 .80D@.:2 0,9 B �
*3.) 17/<202 *905 :/3;.:2 .) 1@/.0*1 <. 023 *3*)*-K:0*:2 0E3 *),;.>?.E3 E= .84-K:.E3 02=
+@�::*= 0/)E3 8*1 0E3 )-,0K:.E3 E= 0E3 0/)E3 *90�3 0E3 .84-K:.E3 B O@D,3 6 2 :/3;.:2
*3K<.:* :02 +@�::* 9),@,+ 1:<,/ 8*1 02 +@�::* 0/)E3 .) 109+HK3.0*1 <. 02 H-5:2 ���� ���
�
0/)E3 ������ 	� B I 1 ���� ���
� 0/), 1 <. 023 D3*G)-,=GD3* *30 1:0,1H >* 0,9= <. 0* *30 18.><.3*
02= +@�::*= 9),@,+ 1:<,/ ;>3,93 02 ;93*0A020* 3* .84-*:0,/3 :02 +@�::* 0/)E3 )-,0K:.1=
),9 ).-1+-K4,93 1; 1A020.= 0,9 )-,+-K<<*0,= <*L> <. 0 1= *),;.>?.1= 0,9= B ��-* 6 , :0*0 18A=
D@.+H,= .>3*1 )@5-E= *),:93;.;.<D3,= *)A 023 .80D@.:2 0E3 )-,+-*<<K0E3 B

C) 1)@D,3 6 2 +@�::* 0/)E3 )-,:4D-.1 D3* ),@/ ;93*0A <2H*31:<A .)*+E+ 18�3 ,-1:<� 3 0,
,),>, .?*:4*@ >L.1 A0 1 , 1 0/),1 0E3 A-E3 02= +@�::*= 9),@,+ 1:<,/ <),-,/3 3* ).-1+-*4,/3
:*3 D3* .)*+E+ 18K ,-1:<D3, :/3,@, 6

Ω
B �93.)�= 2 +@�::* 0/)E3 <),-.> 3* @.10,9-+5:.1 :*3

D3* +.318A0.-, )@* >: 1, 8*1 3* :93;9*:0.> <. ),@@D= 8*1 ; 1*4,-.0 18D= +@�::.= 9),@,+ 1:<,/ B
I 1 .)*+E+ 18, > ,-1:<,> <),-,/3 3* H-2:1<,), 127,/3 + 1* 0,3 ,-1:<A 0E3 0/)E3 ;,<�3

;.;,<D3E3 A)E= <>* @ >:0* �

Inductive List : Kind:=
nil :List

| cons : Ω→ List→ List

M.:E 0E3 .)*+E+ 18�3 ,-1:<� 3 <),-,/3 3* 8E;18,),127,/3 8* 1 )-,0K:.1= 02= @,+ 185= �

Inductive LT : Nat→ Nat→ Kind
:=

� 3



ltzs : Πt:Nat. LT 0 (succ t)
ltss : Πt:Nat.Πt′:Nat. LT t t′ → LT (succ t) (succ t′)

(8,@,97.> D3* )*-K;.1+<* A),9 ,->L.0* 1 D3* ;1K39:<* ���	�� � 49:18�3 *-17<�3 8* 1 :02
:93DH.1* ;>3.0*1 :93K-02:2 ),9 9),@,+ >L.1 0, K7-, 1:<K 0,9 �

vec : Nat→ Ω→ Ω
vec= λt:Nat. λt′:Ω. tup t (nth (repeat t t′))

sumV ec : ∀t:Nat. snat t→ vec t nat→ nat
≡ Λt:Nat λn:snat t. λv:vec t nat.

(fix loop:nat→ nat→ nat,
λi:nat. λsum:nat.

open i as < t′, i′ > in

if [LTOrTrue t′ t, ltPrf t′ t]
(i′ < n,

t1. loop (add i 1) (add sum (sel[t1](v, i′))),
t2. sum))

A),9

nth :List→ Nat→ Ω
nth nil =λt:Nat. void
nth (cons t1 t2)= λt:Nat. ifez t Ω t1 (nth t2)

repeat :Nat→ Ω→ List
repeat 0= λt′:Ω. nil
repeat (succ t)= λt′:Ω. t′::(repeat t) t′

LTOrTrue :Nat→ Nat→ Bool→ Kind
LTOrTrue=λt1:Nat. λt2:Nat. λt:Bool. Cond t (LT t1 t2) True

8*1
open

2 )-K?2 *),:/37.:2= 9)*-?1*8�3 0/)E3 B

�"



� #�)'� $� �

>:��� ���� � � � � ���� 	
 �� 
 � � � � �

let!

� ������ ���� ��� �� ���� !�" �!#$ %�%�&'��� ����� �(�)*� �� ) '�+�+�� �� ,�-%)'+�+ )-.+��
� )� �-� �%/�0& �)%����& !121!13"1� 4� ) 51� !�" 671 �8 5# 1 %� %�����-% )�4�9 �0:%%�9 ; �
'�0��- �+�9 < �'�9 < ���(�)*� �4��9 ��� �� �0�+��4�&'��= �+�9 4�) %-'��� )4= '�)+��4�&'��� ;
> ) $631#! ���+ ) �?�� ) ��4��= (�%,�-%�+) 4� ) '�+�+�� �� '������@+�� %� �+0��0+4- 4�) �� ?A
�+�- ()�()4�%?� �- %�����/& ��+���''=��� ; > %��(��%'�9 $631#! 4� ) �3!1� !6" 15 ����� <
��� ?.��� < 4=��) �+� ��+���''�� )%'� ��4+0����+ �'�9 ���?��) B-�&'��� �%/=0�)�9 ;

C )� �� '�0��&%+�'� �� ���� !�" �!#$ %�%�&'��� ����� 4�) �� ���+� ?%+�'� � )9 (������-��9
4� ) � )9 �(���'?�9 �+�9 +�?%�'� �- �0:%%� ��+���''�� )%'+�

let!
; � �0:%%�

let!
()�.���)

��� %�%�-'� ����� '� $631#! 4� ) �3!1� !6" 15 ���+�9 4�) ��+%�-�?B�) !121!13"1� < 51� !�" 671
�8 5# 1 4�) �+0�'+�/ )%'� ; D4�'� < ��+��?��) ' ?� ��� �%/�0& '�.+(+ %��(��%'+� ��� $631#!
4� ) ��� �3!1� 6" 15 ����� ; E��= �+� %,�()�%'� �-9 �0:%%�9 < �� )�� ��+%�=.�)� �� �%� )=%+�'�
%� )9 )()��-��9 4�) �- 0�)�+��� ?� ��� ���� !�" �!#$ %�%�-'=��� ����� ���B-�:���9 %��,����9
�%+ �+ (������ � )+ ���)4�9 0�%�)9 ; � �0:%%� '�9 4���/����) �� %�� �� )�)=*�) �%/=0�)� 4� )
�4/��%� )4��-�� ��: - ��+%.&4- �� )�0�+� ,���4�-�)%� )4:� '�+��? �� � ?��) ,��?9 )( )� ?����9
'�����+��9 �+� ��, )4+� %4�0��+� ;

F GH I J K LMNJ OPQ RSTUUVQ
> ) ���+ ) �-9 �0:%%�9 ��+��0+���� ) ��� ��?� �'&'��� < �+�9 8!1 W8 1� 4�) �+�9 X�#$6Y1!� 4� )
�� �"Z8 1� ; > %��(��%'�9 4� ) ��� ��):� %�+ ),�?�� +(-��? %�+ %,-'�� )%'� ��� �0&��� ����� ;

[ \]\] ^_`abc`d
> ) 8!1 W8 1� '+)=B+�� '� �+�9 ���+�9 ��� %��&.�� %�����-% )�4:� �0�%%:� ; E=.� 8!1 W8 1
��� )%�+),�? 4� ) %� ' ?� �4/��%- �-9 �0:%%�9 '�%� ��� 4������ �+� %�%�&'��+9 ����� ;

φ ::= α | b | ref τ | τ −→−
~η

τ | ∀τ α. τ | ∀s ρ. τ

b ::= unit | nat | bool

[ \]\e fghijk`_d
l+ %�%�-'� ����� �-9 �0:%%�9 ()�.���) $631#! 4�) �3!1� !6"15 ���+�9 ; � ()=4�)%- ��� (�+
�)(:� ����� � ?����) '�%� ��� (�+ ��� ?%�+ ),�� X�#$6Y1!� ;

q ::= m | n
[ \]\[ opqc`d
l� �"Z8 1� ,�-% )'+�+ )+���� ) � )� �+� �0��,+ �-9 ��4����-��9 ���9 (�(+'��+� ; r �?B+�� )()� ?A
���� %-'��� )4� ��0+ 4��= �- '�����+�& ���9 $631#! ���+� %� �3!1� !6" 15 4� ) ��� ?%��+/� ;

η ::= ρ | ⊥

ss



[ \]\� ������ ��	
 �
>) �0&��)9 ���+) ��+��0+�� �+�9 ���+�9 ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9 ;

τ ::= q
ηφ

F G�  �L�OV�P OPQ RST UUVQ
> ) �4/�=%�)9 �-9 �0:%%�9 '+)=B+�� %� %����*- 4�) ��'-��?� '� � )9 �4/�=%�)9 �+� %�����='�
%��&.�9 %� )9 %�����-% )�4�9 �0:%%�9 ; �� )�0�+� ��=�,+�� �4/�=%�)9 � )� �-� (-' )+��� ?� < �-�
4���%��+/& 4�) ,�&%- ��� !121!13"1� 4� ) - ���%�& �4/��%-

let!
��� �0�%%:� '� $631#!

%�%�&'��� ����� ;

e ::= x | qc | e | qunop e | e1
qbinop e2

| qλ~η x :τ.e | e1 e2 | fix (e) | if e then e1 else e2

| qΛτ α.e | qΛs ρ.e | e [A] | e {η}
| new e | free e | e1 := e2 | deref e

| at ρ let! (x) y = e1 then e2

unop ::= not

binop ::= + | − | = | < | > | <= | >= | and | or

��+�
x, y :

'����0-�& ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9
c :

%��.��= �-9 �0:%%�9
τ :

�0&�-9 ���+9
α :

'����0-�& 8!1 W81
A :

��+9 8!1 W8 1
ρ, η :

'����0-�& �"Z8 1
q ∈ {n , m}

F GF �� JON��� J�� �P�VU JNSN� �V
C )� �-� 4�0����- 4�����-%- �-9 %����*-9 4� ) �-9 ��'-��?�9 ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9
(?(��� ) ��:�� - 0�)�+��� )4& %-'�%)+0+� ?� �-9 �0:%%�9 ;

[ \[ \] �� � ���� ���  �!""#�

V ::= qc | qλ~η x :τ.e | qΛτ α.e | qΛs ρ.e | qloc z

��+�
x, y :

'����0-�& ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9
c :

%��.��= �-9 �0:%%�9
τ :

�0&�-9 ���+9
α :

'����0-�& 8!1 W81
ρ, η :

'����0-�& �"Z8 1
q ∈ {n , m}

[ \[ \e $%�&�#��'� (�'�#)�
� 0�)�+��� )4& %-'�%)+0+� ?� ���)��? �+� �'�0+�� )%'� �-9 �0:%%�9 '� �� )�0�+� �4/�=%�)9 +)
+�+ ?�9 (�� �?�� ) ()�.�% )'�9 %�+� ��+���''�� )%�& 4�) �'/��?B+��� ) '��+ 4��= �-� ()=�4�)�
��� �-'=��� �-9 ��+� ?'-%-9 ;

s*



e ::= ... | z | at ρ let! (z) y = e1 then e2

��+�
y :

'����0-�& ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9
z :

����'��- '����0-�& ��� � )':� �-9 �0:%%�9
ρ :

'����0-�& �"Z8 1 7#!6#� $1

[ \[ \[ oaq_` %# � opqc`d
E��= �-� ��+� ?'-%- ��� �4/�=%��� �?�� ) �����?�-�� (�+ �+-.-� )4= ���)�=00+��� ;

•
l+ ���)�=00+�

Σ
��� � )':� �-9 �0:%%�9 ;

Σ ::= ∅ | Σ, {z 7→ q
ηv}

��+�
q ∈ {n , m}
z :

����'��- '����0-�& ��� � )':� �-9 �0:%%�9
η :

'����0-�& �"Z8 1
qv :

� )'& �-9 �0:%%�9

•
l+ ���)�=00+�

S
��� '����0-�:� �"Z81 ; l+

S
���)�,�) �� �����= �"Z!1� 4=.� %� )�'& �+�

��+��=''��+9 ; � ?� � )'& �?��) ��4��- �� 4�) '��+ �� �+ �"Z8 1 �-9 ��&4�) %�+ ���,+�
S

S ::= ∅ | S, η

��+�
η � '����0-�& �"Z8 1

[ \[ \� �
���� �%�� (�'#���"&��

�����	
� ������ ������	�	�� 	�� � ����
> ��0�%�&9 �0��,�) �� - � )'& �

η v
�+� ��� )%�+ ),�? %�- '����0-�&

z
�?�� ) ��4��- ; � )� � )'&

,���4�-�?B��� ) �9 ��4��- �� %�+ ���,+�
Σ

��=�,�) �0-�+/+�?� �-9 '+�/&9
{z 7→

�
η v}

4�) ��
�+ �"Z8 1

η
�-9 � )'&9 ��&4�) %�+ ���,+�

S
; �� )�0�+� < + ��0�%�&9 ,�)�?B��� ) ()�/+��� )4= � )9

� )'�9 '� $631#! 4� ) �3!1� !6" 15 ,���4�&�� ; > ) � )'�9 '� X�#$6Y1! m ��+'�4���+���) ��� �+
Σ'�%� �+� ��0�%�& �*�%/�0 ?B+���9 �� ) ��� $631#! (�(+'��+ .� ,�-% )'+�+)-.�? '��+ ' ?� /+�= ;

D�� �� �����=�� /�?����) �� ) �?�� ) �����?�-�+ +) X�#$6Y1!� 4� ) �� �"Z8 1� �� �� )� ):�+�� '�,�)
4� ) �+ ,���+ �4��0�%-9 ;

{z 7→
�
η v} ∈ Σ η ∈ S

Σ;S; z ⇓ Σ;
�
η v

{z 7→ �η v} ∈ Σ η ∈ S Σ′ ≡ Σ/{z 7→ �η v}

Σ;S; z ⇓ Σ′; �η v

�����	
� � �	����
� 	��  ���������� 	�� !"#$%
> ��0�%�&9 �/�)��? �-� � )'& %�-� +�+?� (�?,��) - '����0-�&

z
%�+

Σ
4�) %�- .�%- �-9 �+�+.���?

�-� � )'& q
ρv

;

Σ|{z 7→
q
ρv} ≡ Σ|z, {z 7→

q
ρv}

[ \[ \& ('�"� (	
�
) �"�
�

*�- %���,�)� (?(��� ) - %,�%- ��+0+� )%'+� �+� ��+%+'+):��) �- 0�)�+��� ?� �-9 �/-�-'��-9
'-,��&9 ;

s+



�� ��
�� ������ �����
��� �&'� �-9 ��+� ?'-%-9 �-9 �4/��%-9

e
%� (+%'��+

Σ
4�)

S
+(-��? %�-� �4/��%-

e′
4�) %�

��� ��+ � Z!1
Σ′ ; l+

S
����'���) �'��=�0-�+ ;

Σ; e
S
−→− Σ′; e′

����
� ����'��- '-,��& ��+.-4���) �0�9 � )9 � )'�9 %�+

Σ
; D�� )%�+ ),�? %� 4=.� � )'& ' ?� ���

����'��- '����0-�&
z

4�) ��� )4�.)%�= �-� �'/=�)%- �-9 � )'&9 %�-� �4/��%- �+� ��+� )'=��)
'� �- '����0-�&

z
;

z
��� '����0-�&

Σ; qv
S
−→− Σ, {z 7→ q

⊥v};x

���� ��� � �����	�

Σ; e
S
−→− Σ′; e

Σ; qunop e
S
−→− Σ′; qunop e′

Σ;S;x ⇓ Σ′; q
ηc ‖unop c‖≡ c′

Σ; q′unop z
S
−→− Σ′; q′c′

� ��� ��� � �����	�

Σ; e1
S
−→− Σ′; e′1

Σ; e1
qbinop e2

S
−→− Σ′; e′1

qbinop e2

Σ; e2
S
−→− Σ′; e′2

Σ; z qbinop e2
S
−→− Σ′; z qbinop e′2

Σ;S; z1 ⇓ Σ′; q1

η1
c1 Σ;S′; z2 ⇓ Σ′′; q2

η2
c2 ‖binop c1 c2‖≡ c3

Σ; z1
q3binop z2

S
−→− Σ′′; q3c3

��������
 ��� 	�
������
E��= �-� 40&%- ' ?�9 %��=��-%-9 �?��) ����� ?�-�+ �� �0��,.�? - ��4����-�� �4��0�%-9 �+�
4:()4� �+� 4�0�?��); D��� �*�%/�0 ?B���) '� �+� �0��,+ �-9 ����*-9 ��� �"Z8 1� �+� /���) +
4:()4�9 %�+ ���,+�

S
;

Σ; e1
S
−→− Σ′; e′1

Σ; e1 e2
S
−→− Σ′; e′1 e2

Σ; e2
S
−→− Σ′; e′2

Σ; z e2
S
−→− Σ′; z e′2

Σ;S; z1 ⇓ Σ′; q
ηλ~η x :τ.e ~η ∈ S

Σ; z1 z2
S
−→− Σ′; e{x 7→ z2}

��������
 ��� ������

Σ; e1
S
−→− Σ′; e′1

Σ; e1 [τ ]
S
−→− Σ′; e′1 [τ ]

Σ;S; z ⇓ Σ′; q
ηpoly α :e.

Σ; z [A]
S
−→− Σ′; e{α 7→ A}

��������
 ��� !#� %�

Σ; e1
S
−→− Σ′; e′1

Σ; e1 {η}
S
−→− Σ′; e′1 {η}

Σ;S; z ⇓ Σ′; q
ηpoly + :ρ. e η ∈ S

Σ; z {η}
S
−→− Σ′; e{ρ 7→ η}

s�



�����	
� ���

Σ; e
S
−→− Σ′; e′

Σ; fix (e)
S
−→− Σ′; fix (e′)

Σ; fix (z)
S
−→− Σ; z fix (z)

���
���

• � -' )+��� ?� � ��9 D��/+�=9

Σ; e
S
−→− Σ′; e′

Σ; new e
S
−→− Σ′; new e′

Σ;S; z ⇓ Σ′; q
ηv fresh z′

Σ; new z
S
−→− Σ′, {z′ 7→ �⊥loc z}; z′

•
E���%��+/& D��/+�=9 4� ) D�+(�%'��%- �-9 D�� ?%�+ ),-9 � �%-9 � �&'-9

Σ; e
S
−→− Σ′; e′

Σ; free e
S
−→− Σ′; free e′

Σ;S; z ⇓ Σ′; q
ηloc z′

Σ; free z
S
−→− Σ′|z′ ;

�
unit

•
� ��+0& D�=.�%-9

Σ; e2
S
−→− Σ′; e′2

Σ; e1 := e2
S
−→− Σ′; e′1 := e2

Σ; e2
S
−→− Σ′; e′2

Σ;M;H; z := e2
S
−→− Σ′; z := e′2

Σ;S; z1 ⇓ Σ′; q
ηloc z3 Σ′;S; z2 ⇓ Σ′′; q

η′v

Σ; z1 := z2
S
−→− Σ′′|z1

, {z1 7→ �⊥loc z2}; z1

•
� ��+0& D�=���%-9

Σ; e
S
−→− Σ′; e′

Σ; deref e
S
−→− Σ′; deref e′

Σ;S; z ⇓ Σ′; q
ηloc z′ Σ′;S; z′ ⇓ Σ′′; q

η′v

Σ; deref z
S
−→− Σ′′; z′

��	��
 ������ �� ����
�� ��

Σ; e
S
−→− Σ′; e′

Σ; if e then e1 else e2
S
−→− Σ′; if e′ then e1 else e2

	� �"$
%

Σ;S;x ⇓ Σ′; q
ηtrue

Σ; if x then e1 else e2
S
−→− Σ′; e1

	� ��� ��%

Σ;S; z ⇓ Σ′; q
ηfalse

Σ; if z then e1 else e2
S
−→− Σ′; e2

s



� � ���
auto!

> ��+9
let!

'��������) $631#! � )'�9 ��+%��)�= %� �3!1� !6" 15 ; � ?�� ) ����� ?�-�+ �� �*�%/�0 )A
%��? �� ) �0� �� �3!1� !6" 15 ��� ?���/� �-9 � )'&9 �=�� %�-� +�+?� �/��'�B��� ) + ��+9

let!
.�

�� )� ):%+�� '��+ '�%� %�-� %����4� )4& �'��0�)� �+� +�?B�) + ��+9 ; � )�/+��� )4= - �%/=0�)�
�+� %�%�&'��+9 � ?���� ) ()=��-�- 4�.:9 %����=�,+�� $631#! 4� ) �3!1� !6" 15 ��� ?���/� � )�
�+ ?()+ (�(+'��+ ;

� ��+� ?'-%- �+� ��+�
at ρ let! (x) y = e1 then e2

'�+��? �� *�4 )�&%�) '��+ ���� -
'����0-�&

x
�,�) ��� )4���%��.�? ��� 4=�+)� ����'��- '����0-�&

z
'�%� �A������&9 ; l���

+ ��+9 ��+4�= �- '+�/& �+� ��+�
auto! � at ρ let! (z) y = e1 then e2

; E��= �-� ��+� ?'-%-
�-9 �4/��%-9

e1
< - $631#! � )'& %�-� +�+ ?� (�?,��) - '����0-�&

z
%�+ � Z!1 '���������� ) %�

�3!1� 6" 15 ��: �0�+� �+ �"Z81 �-9 �?�� ) ?%+ '�
ρ
; *�+

S
��+%� ?.��� ) - '����0-�& �"Z8 1

ρ:%�� �� �*�%/�0 )%��? - ��4����-�� �-9 ���9 � )'&9 �-9 '����0-�&9
z
; ���� ��+� )'-.�? -

�4/��%-
e1

< *�4 )�=�) - ��+� ?'-%- �-9 �4/��%-9
e2

'� �-� '����0-�&
y

�� �,�) ��� )4���%��.�?
'� �-� ����'��- '����0-�&

z′
- +�+?� (�?,��) %�-� � )'& %�-� +�+ ?� 4���0-*� - ��+� ?'-%- �-9

�4/��%-9
e1

; l:�� �'�9 - '����0-�&
z

(�?,��) %�-� ��, )4& $631#! � )'& �-9 ��: - '����0-�&
ρ

(�� ��&4�) %�+
S
; E =.� �3!1� !6" 15 � )'& '� �"Z8 1 ?%+ '�

ρ
(�� �?��) �0�+� ��4��- ;

Σ, {z 7→
�
ρ v}; e1

S,ρ
−→− Σ′; e′1

Σ, {z 7→ �⊥v}; at ρ let! (z) y = e1 then e2
S
−→−

Σ′|z, {z 7→ �⊥v}; at ρ let! (z) y = e′1 then e2

Σ;S; z′ ⇓ Σ′; q
ηv

Σ; at ρ let! (z) y = z′ then e2
S
−→− Σ′; e2{y 7→ z′}

F G� �V����Q ON� ��UO��VONQ K LM��

[ \� \] �&������
'�#

•
l+ ���)�=00+�

Γ
��� '����0-�:� ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9 ;

Γ ::= ∅ | Γ, x . τ

��+�
x � '����0-�& ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9
τ :

�0&�-9 ���+9

> ��0�%�&9 �8 $6 
⊕

�*�%/�0 ?B�) �� ) $631#! ��+.�%�)9 (�� ()�0�%)=B+���) & ���++����)
4��= �+� ���+.���-� )4� �0��,+ ��� �4/�=%��� ;

∅ ⊕ Γ ≡ Γ
(Γ1, x . τ)⊕ Γ2 ≡ Γ1 ⊕ Γ2, x . τ

��
(x . τ) /∈ Γ2

(Γ1, x . τ)⊕ Γ2 ≡ Γ1 ⊕ Γ2
��

(x . τ) ∈ Γ2
4�)

τ � n

•
l+ ���)�=00+�

∆
��� '����0-�:� �����

∆ ::= ∅ | ∆, α

��+�
α � '����0-�& 8!1 W8 1

s	



•
l+ ���)�=00+�

S
��� '����0-�:� �"Z8 1 ; l+

S
���)�,�) �� �����= �"Z8 1� 4=.� %� )�'&

�+� ��+��=''��+9 ; ���9 ���+9 �?��) ��4��+9 �� 4� ) '��+ �� �+ �"Z8 1 �+� ��&4�) %�+
���,+�

S

S ::= ∅ | S, η

��+�
η � '����0-�& �"Z8 1

•
l+ ���)�=00�� ��� ����� ��� � )':� �+� ��&4+�� %�+ � Z!1 �� ���� ��� �	
 �

M
; l+ ���)A

�=00+�
M

�?��) ����� ?�-�+ '��+ 4��= �+� �0��,+ ��� �4/�=%��� �+� �,+�� ��+4�@�)
��� �� ��()='�%� �&'��� �-9 ��+� ?'-%-9 ' ?�9 �4/��%-9 (+%'��-9 ��� �+� ��+���''�A
� )%�& ; l� ��+��=''��� �+� (?(�) + ,�&%�-9 �0��,+��� ) '� 4���

M
;

M ::= ∅ | M, x . τ

��+�
x � ����'��- '����0-�& �-9 �0:%%�9
τ :

�0&�-9 ���+9

> ��0�%�&9 �8 $6 
⊕ �

∅ ⊕M ≡ M

(M1, x . τ)⊕M2 ≡ M1 ⊕M2, x . τ
��

(x . τ) /∈ M2

(M1, x . τ)⊕M2 ≡ M1 ⊕M2
��

(x . τ) ∈ M2
4�)

τ � n

[ \� \e � &�#������ %# � (�#�&���
�� ��	���	�� � �	����	�

q ∈ {n , m} ∆ ` Γ � n
∆;Γ⊕ (x . q

⊥φ);M;S ` x . q
⊥φ

q ∈ {n , m} ∆ ` Γ � n
∆;Γ⊕ (x . q

ηφ);M;S, η ` x . q
ηφ

��	���	�� � �	����	�

q ∈ {n , m} ∆ ` Γ � n ∆ ` M � n
∆;Γ;M⊕ (z . q

⊥φ);S ` z . q
⊥φ

q ∈ {n , m} ∆ ` Γ � n ∆ ` M � n
∆;Γ;M⊕ (z . q

ηφ);S, η ` z . q
ηφ

�	�����

q ∈ {n , m} ∆ ` Γ � n ∆ ` M � n
∆;Γ;M;S ` qc . q

⊥b

q ∈ {n , m} ∆ ` Γ � n ∆ ` M � n
∆;Γ;M;S, η ` qc . q

ηb

[ \� \[ $'# �%
 � %# � � �# �%
 � �&�&"���
� �����	��� � �����	�

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3+ e2 . q3

⊥ nat

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3− e2 . q3

⊥ nat

s�



���� ���� � �����	�

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3= e2 . q3

⊥ bool

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3<> e2 . q3

⊥ bool

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3<= e2 . q3

⊥ bool

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3>= e2 . q3

⊥ bool

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3< e2 . q3

⊥ bool

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
nat

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
nat

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3> e2 . q3

⊥ bool

��� ��� � �����	�

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
bool

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
bool

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3and e2 . q3

⊥ bool

∆;Γ1;M1;S ` e1 . q1

η1
bool

∆;Γ2;M2;S ` e2 . q2

η2
bool

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1
q3or e2 . q3

⊥ bool

∆;Γ;M;S ` e . q
ηbool

∆;Γ;M;S ` q′not e . q′

⊥bool

[ \� \� (�'#���"& ��
> X�#$6Y1! ' ?�9 %��=��-%-9 4�.+�?B��� ) ��� �+�9 X�#$6Y1!� ��� ��+.�%��� �+� ,�-% )'+�+)�?;
D� %�+ ���)�=00+� ��+� ?'-%-9 �-9 %��=��-%-9 ��=�,�) 4=�+)� $631#! ���.�%- ���� - %��=�A
�-%- ��+4�= X�#$6Y1! m ; � )�/+��� )4= < - %��=��-%- �,�) X�#$6Y1! n ; � � ���� �+� ����+
�*�%/�0 ?B��� ) �� ) ' ?� $631#! ���.�%- .� ,�-% )'+�+)-.�? �4�)�:9 '?� /+�= ;

���)(& + ) %�����&%�)9 '�+�+�� �� ���)�,+�� %�� �0��.���9 '����0-��9 ��+.�%�)9 +) +�+ ?�9
(�� �?��) ��),���% )'�9 '�%� �+� ���+� ��� %�����&%��� �?�� ) ����� ?�-�+ �+ %�%�-'� ����� ��
�)+.���? �0��,+�9 � )� �� �*�%/�0 ?B�) �-� ��4����-�� ��� ,�-%)'+�+ )+�'���� ��+.�%��� ���
� )9 %�����&%�)9 ; l+ ����0-'� �%� )=B��� ) %� )9 �3!1� !6"15 ��+.�%�)9 4�.:9 ' ?� $631#! ���.�%-
�?��) �=��� ��4��- ; r����) �� �� )���� )�.�? �� ) ' ?� �3!1� !6" 15 ���.�%- ,�-%)'+�+ )�?��) ��
4� ) '��+ �� �+ �"Z8 1 �-9 �?�� ) ��4��+ ; C ) � ���� ��%+ %�+� ���+ ��� %�����&%��� �%+ 4�) %�-�
%����*& �+�9 4�����=/+���) �0� �� �"Z8 1� ��� ��+.�%��� �+� ,�-% )'+�+)�? ' ?� %��=��-%- ;

*�



� � ���� �+� ����+ '�+��? �� �0��,.�? 4=.� %� )�'& �� - ,�&%- ���9 �'&'��+9 4:()4� �?�� )
��4��- 4�) �%/�0&9 ;

∆; ∅ ` τ ∆;Γ, x . τ ;M; ∅ ` e . τ ′ q ≡ t{Γ,M} ~η ≡ S

∆;Γ;M; ∅ ` qλ{} x :τ.e . q
⊥(τ −→−

⊥
τ ′)

∆;S ` τ ∆;Γ, x . τ ;M;S ` e . τ ′ q ≡ t{Γ,M} ~η ≡ S

∆;Γ;M;S ` qλS x :τ.e . q
⊥(τ −→−

~η
τ ′)

∆; Γ1, x . τ ;M1;S ` e1 . q
η(τ −→−

~η
τ ′) ∆; Γ2;M2;S ` e2 . τ

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S, ~η ` e1 e2 . τ ′

∆, α; Γ;M;S ` e . τ q ≡ t{Γ,M}

∆;Γ;M;S ` qpoly α :e. . q
⊥∀τ α. τ

∆;Γ;M;S ` e . q
η∀τ α. τ ′

∆;Γ;M;S ` e [τ ] . τ ′{α 7→ τ}

∆;Γ;M;S, ρ ` e . τ q ≡ t{Γ,M}

∆;Γ;M;S ` qpoly + :ρ. e . q
⊥∀s ρ. τ

∆;Γ;M;S ` e . q
η∀s ρ. τ ′

∆;Γ;M;S⊕ η′ ` e {η′} . τ ′{ρ 7→ η′}

∆;Γ;M;S ` e . q
η(τ −→−

~η
τ) n ≡ getq(τ) ~η ≡ S

∆;Γ;M;S, ~η ` fix (e) . τ

[ \� \& �'#�
���

>) ���/+��9 �-9 �0:%%�9
let!

'�+�+�� �� (�?,�+�� '��+ %� �3!1� !6"15 (�(+'��� ; � ���A
4��%- �-9 �0:%%�9 :%�� �� ���)0�'�=��) 4�) (�?4��9 �+� (�?,�+�� %� $631#! (�(+'��� '�+��?
�� � ?��) ��4+0� ; r �+� )'&.-4� < �(: < - � )+ ��0& �4(+,& ;

∆;Γ;M;S ` e . τ n ≡ getq(τ)

∆; Γ;M;S ` new e . �⊥ref τ

∆;Γ;M;S ` e . �η ref τ

∆;Γ;M;S ` free e .
�
⊥unit

∆;Γ1;M1;S ` e1 . �⊥ref τ ∆;Γ2;M2;S ` e2 . τ m ≡ getq(τ)

∆; Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2;S ` e1 := e2 . �⊥ref τ ′

∆;Γ;M;S ` e .
�
η ref

�
η′φ

∆;Γ;M;S, η′ ` deref e .
�
η′φ

[ \� \� $'�
�� $��)'
� �& (�'��%�
if

∆;Γ;M;S ` e . q
ηbool ∆;Γ′;M′;S ` e1 . τ ∆;Γ′;M′S ` e2 . τ

∆;Γ⊕ Γ′;M⊕M′;S ` if e then e1 else e2 . τ

* �



[ \� \� � ��
�
let!

> ��+9
let!

'��������) ��� $631#! ���+ (�(+'���� ��+%��)�= %� �3!1� !6" 15 ; � ?�� ) �����?A
�-�+ �� �*�%/�0 )%��? �� ) �0� �� �3!1� !6" 15 ��� ?���/� �+� ���+� �-9 '����0-�&9

x
< �=��

%�-� +�+ ?+ �/��'�B��� ) + ��+9
at ρ let! (x) y = e1 then e2

< .� �� )� ):%+�� '��+ '�%� %�-�
%����4� )4& �'��0�)� �+� +�?B�) - �4/��%-

e1
; � )�/+��� )4= - �%/=0�)� �+� %�%�&'��+9 � ?��A

�� ) ()=��-�- 4�.:9 %����=�,+�� $631#! 4�) �3!1� !6" 15 ��� ?���/� � )� �+ ?( )+ (�(+'��+ %�-�
�4/��%-

e2
;

C )� �� �� )���,.�? + %��,+9 �-9 �%/=0�)�9 < + ���+9 �-9 '����0-�&9
x

��+4�= %�+ �%����)4�
�-9 �4/��%-9

e1
�4��9 ��� ()�/+��� )4� X�#$6Y1! 4�) ��� 4�)�+��� )+ �"Z8 1 <

ρ
< �+� ,���4�-�?B�)

'+��()4= �-� ���,+�%� ,�&%- �+� ��+�
let!

; l+ ��+ �"Z8 1 ��+%� ?.���) %�+
S

'��+ 4��= �+�
�0��,+ �-9 �4/��%-9

e1
4�) (�� �/ ?%����) 4��= �+� �0��,+ �-9 �4/��%-9

e2
; D��� �,�) �9

��+��0�%'� �� '-� '�+�+�� �� �0��,.+�� �� )��,:9 �� �3!1� !6"15 ��� ?���/� �+� ��+(�+��
��� �-� �'��0�)� �+�

e1
; � �0��,+9 �-9 �4/��%-9

e2
� ?���� ) %� ()����'��+ ���)�=00+�

Γ
'�

�-� ��+%.&4- �-9 '����0-�&9
y

�+� /���) �+� ���+
τ ′ �-9 �4/��%-9

e1
4�) �-� '����0-�&

x'� �+� ��, )4� �-9 ���+ ;
D *?B�) �� %-'�)�.�? �� ) (�� '�+��? �� �/��'+%��? + ��+9

let!
�=�� %� '����0-��9 '�

���+ %��=��-%-9 ; > ���)+�)%'�9 �� )�=00��� ) � )�� ? ' ?� $631#! %��=��-%- ,�-% )'+�+)�? $631#!
��+.�%�)9 ; � '�����+�& �-9 %� �3!1� !6" 15 (?��) �- (������-�� �� ,�-%)'+�+ )-.+�� $631#!
��+.�%�)9 4��= �+�0-%)� ����� )=B+���9 � )9 ��,�9 ��� $631#! %�%�-'=��� ����� ;

∆;Γ1, x .
�
ρ b;M1;S, ρ ` e1 . τ ′

∆;S ` τ ′ ∆;Γ2, x . �⊥b, y . τ ′;M2;S ` e2 . τ

∆;Γ1 ⊕ Γ2, x . �⊥b;M1 ⊕M2S ` at ρ let! (x) y = e1 then e2 . τ

∆;Γ1, x .
�
ρ ref τ ′′;M1;S, ρ ` e1 . τ ′

∆;S ` τ ′ ∆;Γ2, x . �⊥ref τ ′′, y . τ ′;M2;S ` e2 . τ

∆;Γ1 ⊕ Γ2, x . �⊥ref τ ′′;M1 ⊕M2S ` at ρ let! (x) y = e1 then e2 . τ

[ \� \� � ��
�
auto!

> ��+9
auto!

�'/��?B���) '��+ %�� ��()='�%� %�=()� �-9 ��+� ?'-%-9 ��� �4/�=%��� �-9
�0:%%�9 4� ) (�� �?��) ()�.�% )'+9 %�+� ��+���''�� )%�& ; � 0�)�+��� ?� �+� �?��) ����'+)� '�
�- 0�)�+��� ?� �+� ��+�

let!
'� �- ()�/+�= �� ) �/��'�B��� ) �=�� %� ����'��- '����0-�&

z�+� %�%�&'��+9 ��� ? �-9 '- ����'��-9 '����0-�&9
x

;

∆;Γ1;M1, z .
�
ρ b;S, ρ ` e1 . τ ′

∆;S ` τ ′ ∆;Γ2, y . τ ′;M2, z . �⊥b;S ` e2 . τ

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2, z . �⊥b;S ` at ρ let! (z) y = e1 then e2 . τ

∆;Γ1;M1, z .
�
ρ ref τ ′′;S, ρ ` e1 . τ ′

∆;S ` τ ′ ∆;Γ2, y . τ ′;M2, z . �⊥ref τ ′′;S ` e2 . τ

∆;Γ1 ⊕ Γ2;M1 ⊕M2, z . �⊥ref τ ′′;S ` at ρ let! (z) y = e1 then e2 . τ

F G� � �OV���� �V OPQ RST UUVQ
let!

[ \& \] � ('�"� (����' �#�
Σ

%# �
M

l+ ���)�=00+�
M

���)�,�) �+�9 ���+�9 ��� � )':� �-9 �0:%%�9 �+� ��&4+�� %�+ ���,+� � Z!1
�+� ��+��=''��+9

Σ
; � ?�� )< 0+ )��� < �����?�-�+ �� +�)%��? ���� ��� ���)�=00+�

M
�?�� ) +�.=

4���%4���%'��+ < (-0�(& ���� �?�� ) %� %�'/��?� '� �+ � Z!1
Σ

; � �+�+�'� �� )%,��)%�+�'�

*	



�� ) ' ?� ���.�%-
z . τ

��&4�) +�.= %�+
M

�� 4�) '��+ �� ��=�,�) %�+ � Z!1
Σ

�����/& �-9
'+�/&9

{z 7→ q
ηv}

4�) ��=�,+��
∆

<
Γ

<
S
<
M′ ���+ )� :%��

∆;Γ;S;M′ ` qv . τ
; � � ��� )4�

����+ - %�'/��?�
Σ

4�)
M

���)��=/��� ) '� �- %,�%- �
∆;Γ;S ` ∅ : ∅

∆;Γ1;S ` Σ : M1 ⊕M2 ∆;Γ2;S;M2 `
qv . τ

∆;Γ1 ⊕ Γ2;S ` Σ, {z 7→ q
ηv} : M2, z . τ

[ \& \e oh�`ab
� �0:%%�

let!
�?�� ) ' ?� �0:%%� �+� ����=�� ) �-� �%/=0�)� (-0�(& �*�%/�0 ?B�) �� ) 4=.�

���+.���-� )4= +�.= ()�����'��+ ������''� �� ���'�� ?B�)< .� ���'�� ?B�) '� +'�0� ����+ ;
� )�/+��� )4= < 4����� +�.= ()�����'��+ ������''= (�� ���'�� ?B�) '� '- +'�0� ����+ ; l+
.�:�-'�

Safety
()����:��) '� ��� )4� ����+ �+� �����=�� )%,��)%'�

� ������ � �!��%"� �� � �	 
�� �
 ��	��
e� 	 � ��� �� ��� �������� τ


	�
Σ′ �����	 ���

∅; ∅; ∅; ∅ ` e . τ

	�
∅; e

∗
−→− Σ′; e′

��� � �
 ��	��
e′

��	� 	 ���� 	�� � �	�  ��!
z

� ����	
	 �!
� � �� dom(Σ′) � ���� "# ∗

−→− �� �$�	� �� � �	� 	��
 � 
	� 	 �	
 	���
 � 
 ����� ��#
�� ���# ∅

−→− %
C )� �-� ���(�)*- �+� .���&'��+9 &'()*+ ,��)=B��� ) �� ��+(�),.+�� �� .���&'��� ,-)&)-.

/'* 012 4�) ,-13-)&& 4�� � ��� ?%�+),� '� �-� ()�()4�% ?� �-9 ���(�)*-9 ��� ���)%%������
%�����-% )�4:� �0�%%:� '� )%,��= %�%�&'��� ����� 45 61!678 ;
� ������ 9 �: $%�%$;�" �#<�� � �	 
�� �
 ��	��

e� 	 � ��� �� ��� �������� τ � ∆� Γ1 � S�
M1 � M2 � Σ


	�
Σ′ �����	 ���

∆;Γ1;S;M1 ` e . τ

	�

∆;Γ2;S ⊕ S′ ` Σ : M1 ⊕ M2

	�

Σ; e
S
−→− Σ′; e′

��� �������� Γ′
1 � Γ′

2 � M′
1

�����	 ���
Γ1 ⊕ Γ2 ≡ Γ′

1 ⊕ Γ′
2


	�
M′ ≡ M′

1 ⊕M2
	�
∆;Γ′

1;S ` e′ . τ

	�

∆;Γ′
2;S⊕ S′ ⊕ S′′ ` Σ′ : M′

1 ⊕M2

� ������ = �: $#>$%�� �� � �	 
�� �
 ��	��
e� 	 � ��� �� ��� �������� τ � S� M1 � M2


	�
Σ�����	 ���

∅; ∅;S;M1 ` e . τ

	�
∅; ∅;S⊕S′ ` Σ : M1⊕M2

��� � �
 ��	��
e′

��	� 	���� 	��
� �	�  ��!

z
� ����	 	 �!
� � �� dom(Σ′)

! �������� e′ � Σ′ �����	 ���
Σ; e

S
−→− Σ′; e′

F G? @ V�VA����VOV
C )� �-� 4�0����- 4�����-%- ��� (����+�&��� �-9 �0:%%�9

let!
(?(+��� ) +�)%'��� ����(�?�A

'��� ; * � 4=�+)� ��� �� ����(�?�'��� ,�-%)'+�+ )�?��) ' ?� ���4��%- �-9
let!

�+� ()�.���) 4� )
� ?��4�9 �3!1� !6" 15 (�(+'���� (?�+���9 �- (������-�� � )� �- (-' )+��� ?� � )+ ��()�/��+����
��+���''=��� ; � �)%����& ��� � )�=4�� (�� �� )�� %�-� ��, )4& '+�/& �-9 �0:%%�9 4�.:9 -
���+�%?� ��� � )�=4�� ��*=��) �-� �+0��0+4��-�� �-9 ���(�)*-9 �-9 '���.���?�9 �-9 �0:%A
%�9 ,��?9 �� ��+%/���) %�- '�0��- �-9 %,�%-9 ��='�%� %�� ���� !�" �!#$ %�%�&'��� �����
4�) �+ 51� �" 671 �8 5# 1 < �+� �?��) 4�) + %��,+9 �-9 %,�(?�%-9 �-9 �0:%%�9

let!
;

[ \� \] BCp_`hd`
� %��=��-%-

(incr)
��*=��) 4��= D �+ ���)�,�'��+ �-9 ���/+�=9 %� /�%)4+�9 ��).'+�9 �+�

(?(��� ) �9 ���='���+9 ;

incr .
�
⊥ (�⊥ref

�
⊥nat −→−

⊥
�⊥ref

�
⊥nat)

=
�

λ⊥ x :�⊥ref
�
⊥nat.

at ρ let! (x) y = deref x then x := y + 1

*s



[ \� \e o�hc
� %��=��-%-

(swap)
����00=%%�) �� ���)�,�'��� (�+ .�%��� ���9 � ?��4� ; � %��=��-%-

�?��) �+0�'+�/ )4& �9 ��+9 �+� ���+ ��� ���)�,+'���� �+� � ?��4� ; > � ?��4�9 4�) + ) (�?A
4��9 �6351�1�� ��� %�+ ),�?�� �+� ����00=%%+�� .�%�)9 (?(+��� ) �9 ���='���+ );

swap .
�
⊥∀s ρ.

�
⊥∀τ α.�

⊥ (
�
⊥nat −→−

ρ

�
⊥ (
�
⊥nat −→−

ρ

�
⊥ (�⊥array

�
ρ α −→−

ρ
�⊥array

�
ρ α)))

=
�
poly + :ρ.

�
poly α :�

λρ n1 :
�
⊥nat.

�
λρ n2 :

�
⊥nat.

�
λρ x :�⊥array

�
ρ α.

at ρ′ let! (x) y1 = read x n1 then

at ρ′′ let! (x) y2 = read x n2 then

write (write x n1) n2.

[ \� \[ � `�`_d`
� %��=��-%-

(reverse)
��� )%���/�) �� ���)�,�'��� ���9 � ?��4� ; � %��=��-%- �?��) �+0�'+�A

/ )4& �9 ��+9 �+� ���+ ��� ���)�,+'���� �+� � ?��4� ; > � ?��4�9 4�) �+ '���.+9 �+� (?(+���)
�9 ���='���+ );

reverse .
�
⊥∀s ρ.

�
⊥∀s ρ

′.
�
⊥∀τ α.�

⊥ (
�
ρ′nat −→−

ρ,ρ′

�
⊥ (�⊥array

�
ρ α −→−

ρ,ρ
�⊥array

�
ρ α))

=
�
poly + :ρ.

�
poly + :ρ′.

�
poly α :�

λρ,ρ′ n :
�
ρ′nat.

fix (
�

λρ,ρ′ walk :�
⊥ (
�
⊥nat −→−

ρ,ρ′

�
⊥ (
�
⊥nat −→−

ρ,ρ′

�
⊥ (�⊥array

�
ρ α −→−

ρ,ρ′
�⊥array

�
ρ α))).

�
λρ,ρ′ i :

�
⊥nat.

�
λρ,ρ′ j :

�
⊥nat.

�
λρ,ρ′ arr :�⊥array

�
ρ α.

if i ≥ j then

arr

else

walk (i + 1) (j− 1) (swap {ρ} [α] arr) i j)
0 (n− 1).

[ \� \� � hc
� %��=��-%-

map
�/��'�B�) �- %��=��-%-

m
%�� ���)�,�'��� �+� � ?��4�

arr
; � %��=��-%-

map
�?�� ) �+0�'+�/ )4& �9 ��+9 �+� ���+ ��� ���)�,+'���� �+� � ?��4� ; > � ?��4�9

arr
< �+

'���.+9
n

�+� � ?��4� 4�) - %��=��-%-
m

(?(+��� ) �9 ���='���+);

map .
�
⊥∀s ρ.

�
⊥∀s ρ

′.
�
⊥∀τ α.�

⊥ (
�
⊥ (
�
ρ α −→−

ρ,ρ′

�
ρ α) −→−

ρ,ρ′

�
⊥ (
�
ρ′nat −→−

ρ,ρ′

�
⊥ (�⊥array

�
ρ α −→−

ρ,ρ′
�⊥array

�
ρ α)))

=
�
poly + :ρ.

�
poly + :ρ′.

�
poly α :

λρ,ρ′ m :
�
⊥ (
�
ρ α −→−

ρ

�
ρ α).

λρ,ρ′ n :
�
ρ′nat.λρ,ρ′ arr :�⊥array

�
ρ α.

fix (
λρ,ρ′ walk :

�
⊥ (
�
⊥nat −→−

ρ,ρ′

�
⊥ (�⊥array

�
ρ α −→−

ρ,ρ′
�⊥array

�
ρ α)).

λρ,ρ′ i :
�
⊥nat.λρ,ρ′ x :�⊥array

�
ρ α.

if i = n then

x else

at ρ′′ let! (x) y = read x i then

walk (i + 1) (write x i)) 0 arr.

**



� ���SV JN �

��������	 �� 
 � � � ��
 
��� ��� ����	����

������

l+ %�%�-'� �� $63 �?�� ) ' )� ����00��& �+� %�%�&'��+9 � $63 4��#Z678 4�) +�?B�) ' )� %�A
����-% )�4& �0:%%� '� )%,��� %�%�-'� ����� ; � �� $$63 ,��?B���) 0+� )4= %� (�+ �� )'��+�9
�0:%%�9 � �- �0:%%� ����� 4�) �-� �0:%%� ��+0+� )%':� ;

� �0:%%� ����� %�-�?B��� ) %�+� 0+� )%'� ��� ������ )4:� 4���%4���%�:� ���� � 4�) %�
���&� ���)��=/+���) + ) ���+) ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%':� ; E=.� ������''� �4A
/��%'��+ %�-� �0:%%� ��+0+� )%':� �,�) 4� ) ���� ��� ?%�+ ),+ ���+ < �4/��%'��+ %�-� �0:%%�
����� ; �� )�0�+� < - �0:%%� ����� ,�-%)'+�+ )�?��) � )� �- ���)���/& )()+�&��� �+� ��+��='A
'��+9 4�) �-� ���(�)*- �-9 )%,�+9 �+�9 ;

� GH ��VS�O J�� �L�OV�P
� ���''�� )4& �-9 �0:%%�9 �?��) +�����'��- %� %� ��%%��� �� ?� �(� ����� � 	�"%$<�� <
� �< �!%" �"� < � �< � 4�) ��� %�

 ������ # $�� � �0:%%� �� $63 ;
	�"%$<�� �

σ
� � �< �!%" �"� �

u
� � �< � �

κ
� ��� %� �

τ
�

�Z3� #3 �
Type Set %#!6#� $1�

z k t5 !Z 5�" �
Πz :σ. u Πz :σ. κ

Πk :u. σ Πk :u. u′ Πk :u. κ
Πt :κ. σ Πt :κ. u Πt :κ. κ′

5 !Z 5�" 63 !Z 5�" 6Z3 �#�� !#" 6Z3 �
λz :σ. κ λz :σ. τ

λk :u. σ λk :u. κ λk :u. τ
λt :κ. σ λt :κ. κ′ λt :κ. τ5 !Z 5�" 1$6& 63# 6Z3 �#88$6"# 6Z3 �

κu τ u
uκ κκ′ τ κ
u τ κ τ τ τ ′�35�" 671 51Y36 6Z3�

Ind(k :u){~κ} Constr(n, κ)
Elim [u′](τ :κ~q){~κ} Elim [κ′](τ :κ~q){~τ}

��+�
q

�?��)
κ

&
τ

4�)
~x

�?�� ) ��� ()=��%'� �0 ?%��� ���
x

;

*+



� G� ����MO�����P �L�OV�P �����

� �/-�-'��- ���''�� )4& %����*- �-9 �0:%%�9 ��� ����� '�+��? �� ���/�? 4�) %� %�������A
'��- ��� '+�/& ;

s ::= Set | Type | Ext

X ::= z | k | t

A,B ::= s | X | ΠX :A.B | λX :A.B | AB

| Ind(X :A){~A} | Constr (n,A) | Elim [A′](A :B ~B){~A}

l+
s

������)%�= � )9 %��.���9 < �+
X

������)%�= � )9 '����0-��9 4�) ��
A

<
B

�+�9 ��+�9
�-9 �0:%%�9 ;

� GF �MSNMN JP���P �L�OV�P
� ��� ' ?� %��=��-%- (�� �?��) �*���-'��- ��� ���+ < + ���+9 �-9 '�+��? �� ���/�? 4�) �9 �

A→ B ≡ ΠX :A.B
��

X 6∈ FV(B)

� G� � NP�PO J�N � �V����Q
� \� \] $�&��&�&� � &�#������
>) �0��.���9 '����0-��9 �4/�=%��� �-9 �0:%%�9 ����� '�+�+�� �� ���.+�� �4+0+�.:���9
�+�9 ����4=�� 4�����9 ;

FV(s) = ∅
FV(X) = {X}
FV(ΠX :A.B) = FV(A) ∪ (FV(B)− {X})
FV(λX :A.B) = FV(A) ∪ (FV(B)− {X})
FV(AB) = FV(A) ∪ FV(B)
FV(Ind(X :A){ ~A}) = FV(A) ∪ (FV( ~A)− {X})
FV(Constr (n,A)) = FV( ~A)
FV(Elim [A′](A :B ~B){ ~A}) = FV(A′) ∪ FV(A) ∪ FV(B) ∪ FV( ~B) ∪ FV( ~A)

FV(ε) = ∅
FV(A; ~A) = FV(A) ∪ FV( ~A)

� \� \e �'� �%#�#"��"& ��
r���� ?.���� ) + ) ���(�+')4+? 4�����9 � )� �-� ��=*- �-9 ��� )4��=%��%-9 %�-� �0:%%� �����
�+� �� $63 ;

s{~Z 7→ ~R} ≡ s

X{~Z 7→ ~R} ≡

{

X
��

X 6= Zi
< � )� 4=.�

i
Ri

��
X = Zi

< � )� 4=�+)+
i

(ΠX :A.B){~Z 7→ ~R} ≡















ΠX :A{~Z 7→ ~R}. B{~Z 7→ ~R}< ��� ?���%- �6�
ΠY :A{~Z 7→ ~R}. B{X 7→ Y }{~Z 7→ ~R}< ��� ?���%- �66�

*�



(λX :A.B){~Z 7→ ~R} ≡















λX :A{~Z 7→ ~R}. B{~Z 7→ ~R}< ���?���%- �6�
λY :A{~Z 7→ ~R}. B{X 7→ Y }{~Z 7→ ~R}< ���?���%- �66�

(AB){~Z 7→ ~R} ≡ A{~Z 7→ ~R}B{~Z 7→ ~R}

(Ind(X :A){ ~A}){~Z 7→ ~R} ≡















Ind(X :A{~Z 7→ ~R}){ ~A{~Z 7→ ~R}}< ���?���%- �6�
Ind(Y :A{~Z 7→ ~R}){ ~A{X 7→ Y }{~Z 7→ ~R}}< ���?���%- �66�

(Constr (n,A)){~Z 7→ ~R} ≡ Constr (n,A{~Z 7→ ~R})

(Elim [A′](A :B ~B){ ~A}){~Z 7→ ~R} ≡ Elim [A′{~Z 7→ ~R}]
(A{~Z 7→ ~R} :B{~Z 7→ ~R} ~B{~Z 7→ ~R})
{ ~A{~Z 7→ ~R}}

��+� � ����?���%- �6�� %-'�?��) ��
X 6= Zi

< � )� 4=.�
i
< 4�)

X 6∈ FV(~R)

����?���%- �66�� %-'�?��) ��
X = Zi

< � )� 4=�+ )+
i
< &

X ∈ FV(~R)
Y

�?�� ) ' ?� ��� '����0-�&

ε{~Z 7→ ~R} ≡ ε
(A; ~A){Z 7→ R} ≡ A{~Z 7→ ~R}; ~A{~Z 7→ ~R}

� \� \[ � &� �%�� $��#' �"&��

� �'� �� ) �+
X

�,�) .�� )4& �'/=�)%- �8Z�6 671 Z ""�!13"1 � '�%� %�+
Π ~Y : ~A.X ~B

4�) ��=/+�'�
�� )

posX(Π ~Y : ~A.X ~B)
���� )%,��) + 4�����9 �

X 6= Yi X 6∈ FV(Ai) X 6∈ FV(Bi) ���� �	
� i�
posX(Π ~Y : ~A.X ~B)

� \� \� #�� ���"��'
 � #�#"%&�#"���
���9 4���%4���%�&9 �"Z3� !�" Z!� +�+'=B��� ) 4�0= +�)%'��+9 ��1$$A2Z�3515 � � )� ���� ��+
A

4�) %�'�+0 ?B��� )
wfcX(A)

���� )%,�+�� �

X 6∈ FV(Ai) ���� �	
� i�
wfcX(X ~A)

X 6= X ′ X 6∈ FV(A′) wfcX(B)

wfcX(ΠX ′ :A′. B)

posX(A) wfcX(B)

wfcX(A→ B)

� \� \& � �%�
 � ��	
 � #�#"%&�#"�!'
>) ���+ ) 0��+��� ) ' )4�:� 4���%4���%�:� ��& #$$ "Z3� !�" Z!  W8 1�� ���� �0+) + ) 4���%4���A
%��9 �+�9 �*���:��� ) '��+ ��� � �< � ; � -0�(& ���� �0�9 +) ���='���+? �+�9 �,+�� ���+
Set

;

∆ ` A′
i : Set ���� � 	
� i�

∆ ` smallX(Π ~X ′ : ~A′.X ~A)

*



� \� \� $�#��
)� ��� $	#)�)�� "�
�� $	#)�) �%
�� ���"�
��

> ���+9 �-9 �/��'+�&9 �-9 ������&9 �4�����9 	 ��" � (?���� ) ��� �+� ��0�%�&
ΨX

4�) +�?B���)
���(�+')4= ��� �+�9 4�����9 �

ΨX(X ~A′, A,B) ≡ A ~A′ B
ΨX(ΠX ′ :A′. B′, A,B) ≡ ΠX ′ :A′.ΨX(B′, A,B X ′)
ΨX((Π ~X ′ : ~A′.X ~B′)→ B′, A,B) ≡ ΠY :(Π ~X ′ : ~A′.X ~B′).Π ~X ′ : ~A′.

A ~B′ (Y ~X ′)→ ΨX(B′, A,B Y )

� ?()� - �/��'+�& �-9 ������&9 %�'�+0 ?B��� ) '� �+� ��0�%�&
ΦX

4�) � ?���� ) %�'/��� '�
�+�9 ����4=�� 4�����9 �

ΦX(X ~A′, A,B) ≡ A
ΦX(ΠX ′ :A′. B′, A,B) ≡ λX ′ :A′.ΦX(B′, AX ′, B)
ΦX((Π ~X ′ : ~A′.X ~B′)→ B′, A,B) ≡ λY :(Π ~X ′ : ~A′.X ~B′).

ΦX(B′, AY (λ ~X ′ : ~A′. B ~B′ (Y ~X ′)), B)

� G� �� JON��� J�� �P�VU JNSN� �V
�%�� �� )

∼
�?��) ' )� %,�%- �=�� %� ��� %��+0+ ���� �-9 �0:%%�9 ����� ; l��� - %,�%-

∼∗�=�� %�+ %��+0+ ��� ()���%'=��� ��� ���� �-9 �0:%%�9 ����� '�+��? �� +�)%.�? %�� �-
' )4�����- %,�%- - +�+ ?� )4��+�+)�? � )9 �4�0+�.�9 )( )��-��9 � )� �0+�9 �+�9 ��+�9

A,A′ 4�)
� )� �0� �� ()���%'��� ���� ~B, ~B′

�-9 �0:%%�9 ����� �
A ∼ A′ ⇒ A; ~B ∼∗ A′; ~B
~B ∼ ~B′ ⇒ A; ~B ∼∗ A; ~B′

� )� %,�%-
∼

�=�� %� ��� %��+0+ ��� ��+�9 �-9 �0:%%�9 ����� +�+'=B��� ) %�'���&
�"Z&8# 6� $1 � �� � )� 4=.� '����0-�& ���+�

X
< � )� 4=.� ��+

A,B,A′, B′, Q,Q′ �-9 �0:%%�9
����� 4�) � )� 4=.� ()=��%'� ���� ~A, ~B

�-9 �0:%%�9 ����� )4��+�+ )+���� ) + ) �4�0+�.+)
4�����9 �

A ∼ A′ ⇒ ΠX :A.B ∼ ΠX :A′. B
B ∼ B′ ⇒ ΠX :A.B ∼ ΠX :A.B′

A ∼ A′ ⇒ λX :A.B ∼ ΠX :A′. B
B ∼ B′ ⇒ λX :A.B ∼ ΠX :A.B′

A ∼ A′ ⇒ AB ∼ A′ B
B ∼ B′ ⇒ AB ∼ AB′

A ∼ A′ ⇒ Ind(X :A){ ~A} ∼ Ind(X :A′){ ~A}
~A ∼∗ ~A′ ⇒ Ind(X :A){ ~A} ∼ Ind(X :A){ ~A′}
A ∼ A′ ⇒ Constr (i, A) ∼ Constr (i, A′)
Q ∼ Q′ ⇒ Elim [Q](A :B ~B){ ~A} ∼ Elim [Q′](A :B ~B){ ~A}
A ∼ A′ ⇒ Elim [Q](A :B ~B){ ~A} ∼ Elim [Q](A′ :B ~B){ ~A}
B ∼ B′ ⇒ Elim [Q](A :B ~B){ ~A} ∼ Elim [Q](A :B′ ~B){ ~A}
~B ∼∗ ~B′ ⇒ Elim [Q](A :B ~B){ ~A} ∼ Elim [Q](A :B ~B′){ ~A}
~A ∼∗ ~A′ ⇒ Elim [Q](A :B ~B){ ~A} ∼ Elim [Q](A :B ~B){ ~A′}

� \& \] �'#)�)��

�%��
→β

<
→η

4�)
→ι

< + ) ' )4������9 %�'����9 %,�%�)9 �+� )4��+�+ )+�� �+�9 4�����9 �
*	



(λX :A.B)A′ →β B{X 7→ A′}

λX :A.B X →η B��
X 6∈ FV(B)

Elim [A′](Constr (i, B) ~A′ :B ~B){ ~A} →ι

ΦX(A′
i, Ai, λ ~X : ~B′. λY :B ~X.Elim [A′](Y :B ~X){ ~A}) ~A′��+�

B = Ind(X :B′){ ~A′}
4�)

B′ = Π ~X : ~B′.Set

� 9
�χ

+�?B��� ) �+ ���40�%� )4� 4�) '������ )4� 40�?% )'+ �+�
→χ

< � )�
χ ∈ {β, η, ι}

; �%��
→βηι

- ���%- ���
→β

<
→η

4�)
→ι

; > �?B���) + ��0�%�&9
�βηι

�9 �+ ���40�%� )4� 4� ) '�����A
� )4� 40�?% )'+ �+�

→βηι

; �%��
→

4�)
�

+) %���'&%�)9 ���
→βηι

4�)
�βηι

��� ?%�+ ),� ;

� \& \e �"����&�

�%��
=χ

- %,�%- )%��-��9 �+� ���=���� ) ��� �+
→χ

< � )�
χ ∈ {β, η, ι}

; >�?B���) + ��0�%�&9
=βηι

< +�+?+9 �����=/���) 4� ) �9
=

< � 9 - %,�%- )%��-��9 �+� ���=����) ��� �+
→

;

� G? �V����Q K LM��

r���4=�� �����=/+��� ) + ) 4�����9 �+� ��+()���=/+�� �+�9 ���+�9 ��� ()�/���� ���� �-9
�0:%%�9 ����� ;

� \� \] � &�#������ %# � (�#�&���

(X : A) ∈ ∆

∆ ` X : A ∆ ` Set : Type ∆ ` Type : Ext

� \� \e � &�#��
	�

∆ ` X : A A = A′

∆ ` X : A′

� \� \[  �'��&'# � ��# ��&"� %# � $�#��
)�

∆ ` A : s1 ∆,X : A ` B : s2 (s1, s2) ∈ R

∆ ` ΠX :A.B : s2

∆,X : A ` B : B′ ∆ ` ΠX :A.B′ : s

∆ ` λX :A.B : ΠX :A.B′
∆ ` A : ΠX :B′. A′ ∆ ` B : B′

∆ ` AB : A′{X 7→ B}

��+�
R =







(Set,Set), (Type,Set), (Ext,Set),
(Set,Type), (Type,Type), (Ext,Type),
(Set,Ext), (Type,Ext)







*�



� \� \� $	#)�) �%
 � ���"�
 �

∆ ` A : Type A = Π ~X : ~B.Set

∆,X : A ` Ai : Set wfcX(Ai) ���� �	
� i�
∆ ` Ind(X :A){ ~A} : A

A = Ind(X :A′){ ~A} ∆ ` A : A′

∆ ` Constr (n,A) : An{X 7→ A}

B = Ind(X :B′){ ~A′} B′ = Π ~X : ~B′.Set

∆ ` ~B : ( ~X : ~B′) ∆ ` A : B ~B ∆ ` A′ : Π ~X : ~B′. B ~X → Set

∆ ` Ai : ΨX(A′
i, A

′,Constr (i, B)) ���� �	
� i�
∆ ` Elim [A′](A :B ~B){ ~A} : A′ ~B A

B = Ind(X :B′){ ~A′} B′ = Π ~X : ~B′.Set

∆ ` ~B : ( ~X : ~B′) ∆ ` A : B ~B ∆ ` A′ : Π ~X : ~B′. B ~X → Type

∆ ` Ai : ΨX(A′
i, A

′,Constr (i, B)) ∆,X : B′ ` smallX(A′
i) ���� �	
� i�

∆ ` Elim [A′](A :B ~B){ ~A} : A′ ~B A

� \� \& �
��#	��� $%���"&�� � $)����"�

∆ ` ε : (ε : ε)

∆ ` A : B ∆ ` ~A : ( ~X : ~B{X 7→ A})

∆ ` A; ~A : (X; ~X : B; ~B)

� G� @ V�V������Q � ��� ��Q
� � �=%- �-� .���?� 4�) �+�9 4�����9 �+� ���/��.-4�� '�+�+�� �� +�)%.+�� �� ����4=��
%�+),�?� �-9 �0:%%�9 ����� < �� +�+ ?� ��+��0+�� ' )� �=%- � )� �-� �0+�+?-%- ��� �����?�-���
����� �+� ,�-%)'+�+ )+���� ) %�-� ��()='�%- �0:%%� ;

� \� \] � ���� ����& �#�

Bool : Set

≡ Ind(X :Set){X;X}

true : Bool

≡ Constr (0,Bool)
false : Bool

≡ Constr (1,Bool)

not : Bool→ Bool

≡ λb :Bool.Elim [λb :Bool.Bool](b :Bool){false; true}
and : Bool→ Bool→ Bool

≡ λb1 :Bool.Elim [λb1 :Bool.Bool→ Bool](b1 :Bool){λb2 :Bool. b2;λb2 :Bool. false}
or : Bool→ Bool→ Bool

≡ λb1 :Bool.Elim [λb1 :Bool.Bool→ Bool](b1 :Bool){λb2 :Bool. true;λb2 :Bool. b2}
CondSet : Πk :Set.Bool→ k → k → k

≡ λk :Set. λb :Bool. λx :k. λy :k.Elim [λb :Bool. k](b :Bool){x; y}
CondType : Πz :Type.Bool→ z → z → z

≡ λz :Type. λb :Bool. λx :z. λy :z.Elim [λb :Bool. z](b :Bool){x; y}

� \� \e �&� �%
 � ��" �%
 � � � ���
 �

PNat : Set

≡ Ind(X :Set){X,X → X,X → X}

+�



pnat1 : PNat

≡ Constr (0,PNat)
pnat2x : PNat→ PNat

≡ Constr (1,PNat)
pnat2x1 : PNat→ PNat

≡ Constr (2,PNat)

� \� \[ ��" �%
 � � � ���
 �

Nat : Set

≡ Ind(X :Set){X,PNat→ X}

nat0 : Nat

≡ Constr(0,Nat)
natP : PNat→ Nat

≡ Constr(1,Nat)

n : Nat
������=%��%- �+� /�% )4+� ��).'+�

n ∈ N

+Nat,	Nat, ∗Nat : Nat→ Nat→ Nat

eqNat, neNat, ltNat, gtNat, leNat, geNat : Nat→ Nat→ Bool

=Nat, 6=Nat, <Nat, >Nat,≤Nat,≥Nat : Nat→ Nat→ Set

� \� \� �%��# �
 � � � ���
 �

Int : Set

≡ Ind(X :Set){X,PNat→ X,PNat→ X}

int0 : Int

≡ Constr (0, Int)
intP : PNat→ Int

≡ Constr (1, Int)
intN : PNat→ Int

≡ Constr (2, Int)

n̄ : Int
������=%��%- �+� �4��� )+� ��).'+�

n ∈ Z

negInt : Int→ Int

+Int,−Int, ∗Int, /Int,%Int : Int→ Int→ Int

eqInt, neInt, ltInt, gtInt, leInt, geInt : Int→ Int→ Bool

=Int, 6=Int, <Int, >Int,≤Int,≥Int : Int→ Int→ Set

� \� \& ��
�#" �#%�� �
) �"���

True : Set

False : Set

truePrf : True

¬ : Set→ Set

∧ : Set→ Set→ Set

∨ : Set→ Set→ Set

+ �



� \� \� � �"�&�

List : Set→ Set≡λA :Set. Ind(X :Set){X,A→ X → X}

nil : Πk :Set.List k≡λA :Set.Constr (0,List A)
cons : Πk :Set. k → List k → List k≡λA :Set.Constr (1,List A)

nth : Πk :Set. k → List k → Nat→ k
repeat : Πk :Set.Nat→ k → List k

& '� '&4+9 �
List : Set→ Nat→ Set

nil : Πk :Set.List k 0
cons : Πk :Set.Πn :Nat. k → List k n→ List k (n + 1)
nth : Πk :Set.Πn :Nat.List k n→ Πi :Nat. (i <Nat n)→ k
repeat : Πk :Set.Πn :Nat. k → List k n

� \� \� �#�#%���&�

Char : Set

� G� � �OV���� �V OPQ RST UUVQ K LM��

l� ����4=�� .���&'��� '�+�+�� �� ��+(�),.+�� � )� �- �0:%%� ��� ����� ; > ) ��+(�?*�)9
�+�9 � )� �+ 0+� )%'� ��� ������ )4:� 4���%4��:� ���)�,+���) %�- ()(�4�+�)4& ()���)�& �+�
�13� #& 63 �1!31! 4�1!3�� 8 ; D���9 '�+�+�� �� ��+%��'+%�+�� � )� �- �0:%%� �� $63 < ���9
/�?���� ) %�-� ����% ?� ��� ��#Z �� ��% 4��#Z678 ; D *?B�) �� %-'�)�.�? �� ) + ) ��+(�?*�)9 ���
����4=�� �����) �� � ?�+�� %� '��=0+ ��.'� ��� 4+)�+� < 4�.:9 �+ %�%�-'� ����� 4�) +)
�������9 �?��) �+0� %���= %��(�(�'���9 < � ;, ; '�%� �+� 4����� �-9 '�����+�&9 ;

� ��+4�)% )'��-�� �+� �0��,+� ����� 4�) - '+��()4��-�� ��� ����� �?�� ) �����?�-��9
��+��+.�%�)9 � )� �+� 4�0� +�)%'� �+� %�%�&'��+9 ����� �Z� �� $63 ; r �+/��:9 < + ) ���+)
�?��) '+��()4+ ? �9 ��+9

=αβη

;
� ������ # �����������	�	� 	�� ������ ����� �� 	���� � 	 
�� ����# � �����#� ��
��� ���� ��# ���� A


	�  ��# �� �� �  ����# ∆ 
•

�� 	���	��$� ��� � � ����� � ���# B
������# ���

∆ ` A : B �

•
! ��� �� ��� � �	 � ��� B

������� ���
∆ ` A : B %

� ������ � ������ ���	�	� 	�� ����� �� � �
∆ ` A : B


	�
∆ ` A : B′ � ���

B = B′ %
l� ����4=�� .���&'��� �/+�+�� %� )9 %,�%�)9 ������&9 4�) � )9 %��(�+�� '� �+� �0��,+

����� ; l� .���&'��� %�'�+0&9 4�) ���!"�A�Z��1! )%,�+�� '��+ � )� 4�0= ()�����'��+�9
��+�9 ;
� ������ � �������
 �� ���"

∆ ` A : B % � �
A � A1


	�
A � A2 �

��� ����� � � �	#
���# A′ ������# ���

A1 � A′ 
	�
A2 � A′ %

� ������ � ��!
$!�� #��%$ �� ���"
∆ ` A1 : B


	�
∆ ` A2 : B % � �

A1 = A2 �
���

����� � � �	# ���# A′ ������# ���
A1 � A′ 
	�

A2 � A′ %
� ������ � �����	�	� 	�� ���������� � �

∆ ` A : B

	�

A� A′ � ���
∆ ` A′ : B %

+	



���9 ��+9
A

0����� ) 
	 ����
 ! ��� �! �� (�� ��=�,�) ��+9
A′ ���+)+9 :%��

A→ A′ ; ���9
��+9

A
0�����) 
	 ����
 ����!����# �� ��=�,�) 4��+�)4& '+�/&

B
���+ )� :%��

A� B
; ���9

��+9
A

0����� ) ��� ��� 
	 ����
 ����!����# �� �?��) 4��+�)4+�+)&% )'+9 4� ) (�� ��=�,�) =��)�-
�4+0+�.?�

→
A������:� �+� �� *�4 )�=�) ��� ����� �+� ��+ ;

l+ ��0����?+ ��()�/��+� .�:�-'� ��+(�)4���) �� ) 4=.� %�)�= ������:� �+� *�4 )�= ���
���� 4�0= ()�����'��+ ��+ ���'�� ?B��� );
� ������ � ������
 ���������� ���� �� � �

∆ ` A : B � ��� � ���# A
��	� ��� ��� 
	 ���

��
 ����!����#%

+s
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liNFlint

*�� %�%�&'��� ��+���''�� )%'+� '� ��+(�?*�)9 ,�-% )'+�+ )+���� ) )%,��= %�%�&'��� �����
%�� +�+ ?� '�+�+�� �� ���)���/+�� )( )��-��9 ��� ��+���''=��� ; l� ����(+% )�4= %�%�&'���
����� (�� '�+�+�� �� ���)��=@+�� �-� 4��=%��%- �-9 '�&'-9 4� ) � )9 '����+0�9 �-9 ; �
�(���'?� �+�9 ���& ��+�����) ��� �+ �� ,�-%)'+�+ )-.+�� +) )(��9 �+�9 �9 �=%- � )� ���
%�%�-'� ��+���''�� )%'+� '� ��+(�?*�)9 �+� ��+%�-�?B�) !121!13"1� 4�) 51� !�" 671 �85# 1 ;

� ������ < �'�9 < ���� ��� �� ���� !�" �!#$ %�%�&'��� ����� �(�)*� �� ) '�+�+�� �� ,�-A
% )'+�+ )-.+�� � )� �-� ���)���/& �-9 4��=%��%-9 �-9 '�&'-9 4� ) ��� '����+0:� �-9 '� ���+A
.���-� )4= �%/�0& ����+ ;

D�� �+ %��(��%'� ��� )(�:� �+� ��+���''�� )%'+� '� ��+(�?*�)9 4�) ��� ����! !�" �!#$
%�%�-'=��� ����� '�+��? �� ��+4�@�) %�%�-'� ��+���''�� )%'+� '� ��+(�?*�)9 �+� ��+%�-A
�?B�) !121!13"1� 4�) 51� !�" 671 �85# 1 ;

C )� �� '�0��&%+�'� �- (������-�� 4���%4��&9 ���9 ���+)+� %�%�&'��+9 +�?%�'� �+ %�A
%�-'�

liNFlint
; l+ %�%�-'�

liNFlint
()�.���) ' ?� �+0� �4/��%� )4& �0:%%� ����� %��

������� �+� ��+���''�� )%'+� '� ��+(�?*�)9 ; r ��=00-0� + ) ���+ ) ��� ���� �-9 �0:%%�9
��+0+� )%'+� %��)%�+�� ��� �0&��9 ���� !�" �!#$ %�%�-'� ����� < '� $631#! < #� 31 < !1$17#3 
4� ) �3!1� !6" 15 ���+�9 < 4�()4+�+ )-'��+ %�- �0:%%� ����� �+� %�%�&'��+9 ; l+ %�%�-'�
��+%�-�?B�) �-�& ()�,�?�)%- �-9 '�&'-9 %� �� ?��(+ !1� 6Z3� 4� ) ���%��%- %�� ���)�,�'��� �-9
'� (�?4��9 %� �0�)=(�9 (�(+'���� ; l � ���)�,�'��� �-9 '�&'-9 '�+�+�� �� '����0-.+�� '�%�
���9 %���0+� ���+0:� ��=.�%-9 ; � �0:%%� ����� �+� %�%�&'��+9 �� )�����) �- ()�����%-
�+0��0+4�� 0+� )4:� ��+�=%��� �+� ���)��=/+�� � )9 )( )��-��9 ��+���''=��� '� !121!13"1�
4� ) 51� !�" 671 �8 5# 1 4�) '�+�+�� �� ,�-%)'+�+ )-.+�� � )� �-� �������& � )%�+�+ )-'��+�
4:()4� ;

� GH � RSTUUV K LM�� ON� ��UO��VONQ
liNFlint

l+ %�%�-'� $6�� $63 ,�-% )'+�+ )�? �9 �0:%%� ����� ' ?� ����00��& �-9 �0:%%�9 ����� �+�
%�%�&'��+9 ��� 63 ; � '��- ()�/+�= ��4�)��) %�+ �� ) - �0:%%� ����� �+� %�%�&'��+9
$6�� $63 ��+%�-�?B�) �� )�0�+� �'+)�� ?� ������ )4+�9 +�)%'+�9 ;

� ��+%.&4- (�� ��-��=B�) � )9 )( )��-��9 4� ) �- '���.���?� �-9 �0:%%�9 ����� 4�.:9 + )
�'+)�� ?� ������ )4+? +�)%'+? ��+%�-�?B+��� ) ��� �+ 0+� )%'� ��� ������ )4:� 4���%4��:�
���9 ,�-% )'+�+)�?�� ) ��� �+ %�%�-'�

Coq
; > ) ��+(�?*�)9 �-9 '���.���?�9 �+� 0+� )%'+�

��� ������ )4:� 4���%4��:� ���)�,+��� ) %�- ()(�4�+�)4& ()���)�& �+� �13� #& 63 �1!31!
4�1!3�� 8 ; � ��+%��'+�& ��� ��+(�?*��� � )� �-� ����00��& �-9 �0:%%�9 ����� �+� %�%�&A
'��+9 �� $63 �+� ,�-% )'+�+)�? �+ %�%�-'� $6�� $63 '�+��? �� � ?��) '� ����+ ����'+)+ '� �-
()�()4�% ?� �+� �4+0+�.�?��) %�-� ����%?� ��� ��#Z �� ��% 4��#Z678 ;

� G� � RSTUUV �MNSN� JU�T� ON� ��UO��VONQ
liNFlint

� �0:%%� ��+0+� )%':� �+� %�%�&'��+9 $63�� 63 '�+��? �� ,�-% )'+�+)-.�? %�� ��()='�%-
�0:%%� ���9 '����0��� )%�& �+� ���=��) � )%�+�+ )-'��+ 4:()4� ;

++



& \e \] ���"��� �
���� �%!' ��	�' ���  �!""#� (	
�
) �"�!'
>) ���+ ) ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%':� %��)%�+�� ��� �0&��9 ���� !�" �!#$ %�A
%�-'� ����� ; C )� �-� 4�()4+�+ ?-%- �+� %�- �0:%%� ����� �+� %�%�&'��+9 ��� )��?�� ) +
+�)%'�9 �+-.-� )4:� ����� ; �� ?%-9 < +�?B+��� ) �+-.-� )4+ ? ���+ ) � )� �-� ������=%��%- �-9
'�&'-9 %�- �0:%%� ����� ;

•
l+ �1 

FMode
�0��,�) �+� ����+ ���%��%-9 %� ' ?� ���)+,& �-9 '�&'-9 ;

FMode : Set

source, sink, ref, hole : FMode

>) ,���4�-�)%'+ ?
sink

4�)
source

(&0���� �� ) ' ?� ���)+,& '�&'-9 '�+��? �� ,�-%)'+A
�+)-.�? '��+ � )� �����/& & ��=���%- ��� ?%�+),� ; > ,���4�-�)%'�9

ref
�� )�����) 4=.�

�?(+�9 ���%��%- ��: + ,���4�-�)%'�9
hole

(�� (?��) �- (������-�� � )� +�+)�(&�+��
���%��%- %�-� ���)+,& '�&'-9 ;
l� ��� )4�?'��� �+� �1 

FMode
%,�� ?B+��� ) '� ' ?� ���+.���-� )4& %,�%- )����, ?�9 �����

��� �	
 � ;

source � ref

sink � ref

hole � source

hole � sink

ref

source sink

hole

•
l+ �1 

Qual
��� )%�+ ),�? %�+ %��+0+ ��� X�#$6Y1!� ���9 �?��) ���%�� ��� �� ���� !�"A

 �!#$ %�%�&'��� ����� ; � )��-�+���� ) + ) %��&.�)9 ��'-��?�9 ��� %�'��0�� ;

Qual : Set

n , m ,� ,
�

: Qual

� )��-��?�� )< �� ?%-9 < - %,�%- )����, ?�9 ��� X�#$6Y1!� ��� ���� !�" �!#$ %�%�-'=���
����� ;

� � m�
� m

n � �
n � �

�

� �

�

•
l+ '- ��+%()+�)%'��+ �1 

Sc
4��= ���0+� ?� '� �� �"Z8 1� �-9 �0:%%�9

let!
;

•
l+ '- ��+%()+�)%'��+ �1 

Rgn
��� �1� 6Z3� ��+��0�? �-� ������=%��%- %�- �0:%%�

����� ��� !1� 6Z3� �+� ��+��0+�� �- �=%- ()�,�?�)%-9 �-9 '�&'-9 ;

Rgn : Set

•
l+ �1 

Loc
��� �Z "# 6Z3� ��+��0�? �-� ������=%��%- %�- �0:%%� ����� ��� .�%���

�-9 '�&'-9 ;

Loc : Rgn→ Set

subloc : Πρ :Rgn.Loc ρ→ Nat→ (Nat→ Ω× FMode)→ Loc ρ

+�



•
l+ �1 

Ξ
��� �3X�#$6Y15 "#8#� 6$6 61� ; ��=�,+�� (�+ 4���%4���%��9

Ξ
; > ���9 ��� )A

%�+),�? %� !1� 6Z3� 4�) + =00+9 %� �0�)=(�9 ;

Ξ : Set

rgn : Rgn→ Ξ

typ : Πρ :Rgn.Loc ρ→ Nat→ (Nat→ Ω× FMode)→ Ξ

•
l+ �1 

C
��� "#8#�6$6 61� ; l� "#8#�6$6 61� ,�-% )'+�+ )+���� ) � )� �+� �0��,+ �-9 ,�&%-9

��� ���/+�:� %� !1� 6Z3� 4� ) $Z "# 6Z3� 4� ) %,-'�� ?B+��� ) ��� �+ �1 
C

'� �-� ��+%.&4-
4��=00-0�� X�#$6Y1!� ;

C : Set

qualc : Qual→ Sc→ Ξ→ C

& \e \e �	�
	
 ����'� (�'�#)� ) �# �
�� �
���� �%
�� ��	
��
D�0+�+ )-'��- %����*- � )� �3X�#$6Y15 �#8#�6$6 61� �

l@ρ 〈µ0τ0, . . . , µp−1τp−1 〉 ≡
typ ρ l p
(nth (Ω × FMode) ((uunit, hole)) (cons (Ω× FMode) 〈 µ0, τ0 〉 . . .
(cons (Ω× FMode) 〈 µp−1, τp−1 〉
(nil (Ω× FMode))) . . .)) ρ : Rgn, l : Loc

µ0, . . . , µp−1 : FMode

τ0, . . . , τp−1 : Ω

D�0+�+ )-'��- %����*- � )� �#8#�6$6 61� �
q
ηξ ≡ qualc q η ξ q : Qual, η : Sc, ξ : Ξ

& \e \[ ^_`abc`d ���  �!""#� (	
�
) �"�!'
>) ���+) ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%':� ��+��0+���� ) ��� ��?� �'&'��� < �+�9
8!1 W8 1� 4�) �+�9 X�#$6Y1!� 4�) �� �"Z8 1� ; > %��(��%'�9 4� ) ��� ��):� %�+),�?�� +(-��? %�+
%,-'�� )%'� ��� �0&�- ����� ;

l+ �1 
Φ

��� 8!1 W8 1� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%'+� +�?B��� ) ������ )4= %�- �0:%%� ����� ;

Φ : Set

unit : Φ

snat : Nat→ Φ

sint : Int→ Φ

schar : Char→ Φ

sbool : Bool→ Φ

arrow : Ω→ List Sc→ Ω→ Φ

tuple : Πρ :Rgn.Loc ρ→ Φ

forallSet : ΠA :Set. (A→ Ω)→ Φ

existsSet : ΠA :Set. (A→ Ω)→ Φ

forallType : ΠA :Type. (A→ Ω)→ Φ

existsType : ΠA :Type. (A→ Ω)→ Φ

forallC : C→ Ω→ Φ

existsC : C→ Ω→ Φ

forallSc : (Sc→ Ω)→ Φ

handle : Rgn→ Φ

+



& \e \� ��	
 � ��' $%���"&�' ���  �!""#� (	
�
) �"�!'

l+ �1 
Ω

��� ����� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%':� +�?B��� ) %�� �1 ��� X�#$6Y15 8!1 W81� ;

Ω : Set

qual : Qual→ Φ→ Ω

& \e \& �	�
	
 ����'� (�'�#)� ) �# �
�� ^_`abc`d ���  �!""#� (	
�
) �"�!'

τ1 �−
~η

τ2 ≡ arrow τ1 ~η τ2 τ1, τ2 : Ω, η : Sc

∀Set t :κ. τ ≡ forallSet κ (λt :κ. τ) κ : Set, τ : Ω

∃Set t :κ. τ ≡ existsSet κ (λt :κ. τ) κ : Set, τ : Ω

∀Type k :u. τ ≡ forallType u (λk :u. τ) u : Type, τ : Ω

∃Type k :u. τ ≡ existsType u (λk :u. τ) u : Type, τ : Ω

∀C c. τ ≡ forallC c τ c : C, τ : Ω

∃C c. τ ≡ existsC c τ c : C, τ : Ω

∀Sc η. τ ≡ forallSc(λη :Sc. τ) τ : Ω, η : Sc

& \e \� �	�
	
 ����'� (�'�#)� ) �# �
�� ��	
�� ���  �!""#� (	
�
) �"�!'

τ1

q
�−
~η

τ2 ≡ q(τ1 �−
~η

τ2) τ1, τ2 : Ω, q : Qual, η : Sc

qφ ≡ qual q φ q : Qual, φ : Φ

& \e \� � (�'�#)� ���  �!""#�

e ::= x | cnat [n] | cint [i ] | cchar[c] | cbool [b] | op | op e | e1 op e2

| qlambda~η x :τ. e | e1 e2 |
qpoly X :A. e | e [A]

| q ⇒ η. e | e [η] | letrec [~A] ~x :~τ = ~e1 in e2

| qpack(X :B = A, e :τ) | unpack e1 as (X :B, x :τ) in e2

| q〈 µ0e0, . . . , µp−1ep−1 〉 | if [B ,A](e,X1. e1,X2. e2)
| at η let! [A,B,X] Y = e1 in e2 | qcast[A](e) | knowing [A] for X in e

op ::= u+ | u− | not | + | − | ∗ | / | % | = | <> | < | > | <= | >=
| and | or | 〈〉 | newregion | freeregion | read | assign+ | assign−
| swap+ | swap− | split | join

��+�
x � '����0-�& �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%'+�
X,Y � '����0-�& �-9 �0:%%�9 �����
A,B � ��+) �-9 �0:%%�9 �����
n, i, c, b � 40�)%�+ ? ��+ ) �-9 �0:%%�9 �����
η � '����0-�& '� ���+

Sc

q ∈ {m ,� ,
�

, n}
µk ∈ {ref, source, sink, hole}
p ∈ N

+	



& \e \� �&������
'�#

E��= �+� ���+.���-� )4� �0��,+ +�.��-��9 ��� �4/�=%��� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%'+� ,�-%)A
'+�+)+����) ��%%��� ���)�=00+��� ��+.�%��� ;

•
l+ ���)�=00+�

Γ
��� '����0-�:� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%'+�

Γ ::= ∅ | Γ, x q . τ

��+�

x � '����0-�& �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%'+�
τ � Ω

> ��0�%�&9 �8 $6 
⊕

�*�%/�0 ?B�) �� ) $631#! ��+.�%�)9 (�� ()�0�% )=B+��� ) & ���++���� )
4��= �+� ���+.���-� )4� �0��,+ ��� �4/�=%��� ;

∅ ⊕ Γ ≡ Γ
(Γ1, x q′ . qφ)⊕ Γ2 ≡ Γ1 ⊕ Γ2, x q′ . qφ

��
(x q′ . qφ) /∈ Γ2

(Γ1, x q′ . qφ)⊕ Γ2 ≡ Γ1⊕Γ2
��

(x q′ . qφ) ∈ Γ2
4�)

q′ �
�

•
l+ ���)�=00+�

C
��� '����0-�:� �+� �1 

C

C ::= ∅ | C,X q . C

��+�
X � '����0-�& �-9 �0:%%�9 �����
c � C

> ��0�%�&9 �8 $6 
⊕ �

∅ ⊕ C ≡ C

(C1,X q′ . q
ηξ)⊕ C2 ≡ C1 ⊕ C2,X q′ . q

ηξ
��

(X q′ . q
ηξ) /∈ C2

(C1,X q′ . q
ηξ)⊕ C2 ≡ C1⊕C2

��
(X q′ . q

ηξ) ∈ C2
4�)

q′ �
�

•
l+ ���)�=00+�

∆
��� '����0-�:� ���+� �1 �-9 �0:%%�9 ����� ;

∆ ::= ∅ | ∆,X : A

��+�
X � '����0-�& �-9 �0:%%�9 �����
A � ��+9 ���+�

Set

•
l+ ���)�=00+�

S
��� '����0-�:�

Sc
�-9 �0:%%�9 ����� ;

S ::= ∅ | S, η

��+�
η � '����0-�& �-9 �0:%%�9 �����

+�



& \e \� �� #'�'&� �
� (�"���#�
� ��	�'

��	����	� ��� �	�����

∆; (x q . τ); ∅;S ` x . τ

∆;Γ1;C;S ` e . τ ∆ ` Γ2 � �
∆;Γ1 ⊕ Γ2;C;S ` e . τ

∆;Γ;C1;S ` e . τ ∆ ` C2 � �
∆;Γ;C1 ⊕ C2;S ` e . τ

∅ ` n : Nat

∆; ∅; ∅;S ` cnat [n] .
�

snat n

∅ ` n : Int

∆; ∅; ∅;S ` cint [n] .
�

sintn

∅ ` c : Char

∆; ∅; ∅;S ` cchar [c] .
�

schar c

∅ ` b : Bool

∆; ∅; ∅;S ` cbool [b] .
�

sbool b

 ��������
 �
casting

� 	�� �
����%$�
> �0��,+9 ���%��%-9 %�- '�&'- � ?����) '�%� ��� "#8#�6$6 61� ; ��+'���9 < + ) X�#$6Y1!� < �0��
��� ����� �0-� ��� "#8#�6$6 61� < ,�-% )'+�+)+����) '��+ 4��= �-� ��=0�%- �+&9 ��� (�(+'�A
��� ���9 4�) %� �0� �� %�%�&'��� �+� %��(�=B+�� "#8#�6$6 61� 4�) ���� �" �!#$ %�%�&'���
����� ; � �00��& �+� X�#$6Y1! �+� ���+� ���9 (�(+'��+� '� ��� ?.��- /+�= ��� ���& �+� +�?B�)
- )����, ?� ��� X�#$6Y1!� �?�� ) ���+.���-� )4= �%/�0&9 ;

∆;Γ;C;S ` e . qφ ∆ ` A : (q � q′)

∆; Γ;C;S ` qcast [A](e) . q′φ

�����	
� ����	��� �����  ����
�� ���
� �0:%%� ��+0+� )%'+� ()�.���) ��� ���?%,��+ %�%�-'� �+0�'+�/ )%'+� '� ��+��0�%'� ��
�?��) �+0�'+�/ )4& 4�) �9 ��+9 �+�9 X�#$6Y1!� ; > ��0+9 ��� X�#$6Y1!� �?��) )( )� ?���� %-'�A
�� )4�9 � )� �+� ����+ �+� ,�-%)'+�+ )+���� ) + ) '����0-��9 ; *�-� ���?���%- �+� + X�#$6Y1!
���9 ��� )4�)'��+� �-9 �0:%%�9 ����� �?��) '����0-�& ���� + �%/�0�%���+9 ����+9 �?��) ��
��� )'���� )%��? + ���+9 %�� $631#! ; �'�9 < + ��+���''�� )%�&9 '�+��? �� ()�.���) 4=�+ )� �0-A
�+/+�?� %,�� )4= '� �- /�%- �+� X�#$6Y1!A'����0-�&9 ; > ��0�%�&9 ���%�+�+ ?-%-9 �0-�+/+�?�9
,�-%)'+�+ )�?�� ) � )� �- ()=(+%- ���+)�9 �0-�+/+�?�9 '� �- '+�/& ���(�)*-9 ;

∆;Γ, (x q′′ . qφ);C;S ` e . τ ∆ ` A : (q � q′′)

∆; Γ, (x q′ . qφ);C;S ` knowing [A] for x in e . τ

∆;Γ;C, (X q′′ . q
ηξ);S ` e . τ ∆ ` A : (q � q′′)

∆; Γ;C, (X q′ . q
ηξ);S ` knowing [A] for X in e . τ

��



�����	�
 ��	��� ��� � �����	� >) ������, )4+ ? ��0�%��9 �?�� ) ��%�'���'��+ ) %�- �0:%%� 4�)
,�-% )'+�+ )+���� ) � )� �- ()�,�?� )%- '�&'-9 4�) �-� ��=���%- 4�) ��+�+�+ ?-%- ��� ���)�,+A
'���� �-9 '�&'-9 ;
•
� ��0�%�&9

〈〉
4���%4��=B�) ��� )4�?'��� �-9 �0:%%�9 ��+0+� )%':� ���+� �

unit

〈〉 .
�

unit

•
� ��0�%�&9

newregion
4���%4��=B�) ��� $631#! ��4��+ '�%� %�+ +�+?+ ���)�,+��� ) �+

$631#! "#8#�6$6 W � )� ��� ��+ !1� 6Z3 4� ) + ��� ?%�+ ),+9 �3!1� !6" 15 �#35$1! ; � ?�� ) +
��0�%�&9 '�%� �+� +�+ ?+� � ?����) - (�%'��%- '�&'-9 ; � ���%��%- %�� ���)�,�'���
���9 !1� 6Z3 ��� )�+�� 4�) � )9 (�+ �����=�� +����-��9 ; > �#35$1! �?��) �3!1� !6" 15
� )� �� �� )�����) �- (-' )+��� ?� ��� )��=/�� �+� ��: �+ "#8#�6$6 W �?�� ) $631#! � )� ��
�*�%/�0 ?B�) �-� �%/�0& ���%��%- %�+ !1� 6Z3 ;

newregion .
�

unit
�
�− �∃Setρ :Rgn. �∃C �⊥rgn ρ.

�
handle ρ

•
� ��0�%�&9

freeregion
��+(�%'���) �- '�&'- �+� ��� )%�+),�? %� ��� !1� 6Z3 ; C )� ��

� ?��) ���� ��� )��?�� ) �� (+.�? ��� $631#! "#8#�6$6 W � )� �+ !1� 6Z3 �+� �*�%/�0 ?B�) �� ) (��
.� ��=�*+�� '�00+�� )4�9 ��+%�=.�)�9 ,�&%-9 �+� ; �� ?%-9 B-��?�� ) 4� ) + �#35$1! �+�
!1� 6Z3 ;

freeregion .
�
∀Set ρ :Rgn.

�
∀C �⊥rgn ρ. �handle ρ �

�−
⊥

�
unit

•
� ��0�%�&9

read
,�-%)'+�+ )�?��) � )� �-� ��=���%- '��+ �3!1� !6" 15 & !1$17#3 (�(+A

'���� �+� ���)�,+���) %� ' ?� �0�)=(� ; > ��0�%�&9 ()�0�%)=B�) � )9 ���/+��9 �=�� %��
(�(+'��� ��+� �/��'�B��� ) 4�) � ) � ���� (�� '�+��? �� �/��'+%��? �=�� %� $631#! & #� 31
(�(+'��� ; � ,�&%- �+� ��0�%�& (�� �00=B�) �-� 4��=%��%- �-9 '�&'-9 4� ) � ) � ���� (��
��� )��?��) ��+40�)%� )4& ���%��%- %� ���& ; C )� �� �/��'+%��?< ,��)=B���) ���(�)*& �� )
�+ ��(?+ �-9 �0�)=(�9 �?�� ) �����:%)'+ ;

read .
�
∀Set ρ :Rgn.
�
∀Set l :Loc ρ.
�
∀Set n :Nat.
�
∀Set f :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Set i :Nat.
�
∀Set p

∗

1 :(i <Nat n).
�
∀Set p

∗

2 :(source � snd (f i)).
�
∀Set p

∗

3 :(fst (f 0) �
�

).
�
∀Sc η1.

�
∀Sc η2.�

∀Set q1 :Qual.
�
∀Set q2 :Qual.

�
∀C

q1

η1
rgn ρ.

q1∀C

q2

η2
typ ρ l n f.

�tuple ρ l
t{q1,q2}
�−−−−−

η1,η2

fst (f i)

� �



•
� ��0�%�&9

assign−
,�-% )'+�+)�?�� ) � )� �-� �����/& (�(+'���� %� .�%- (+%'��-9

�0�)=(�9 �+� ���)�,�) '��+ �3!1� !6" 15 & #� 31 (�(+'��� ?( )+� ���+� ; > ��0�%�&9 ���+�?
�� ��, )4= ���)�,�'��� �-9 �0�)=(�9 %�-� +�+?� �/��'�B��� ) 4� ) � ) � ���� (�� '�+��? ��
�/��'+%��? �=�� %� $631#! & !1$17#3 (�(+'��� ; � ,�&%- �+� ��0�%�& (�� �00=B�) �-�
4��=%��%- �-9 '�&'-9 4� ) � ) � ���� (�� ��� )��?��) ��+40�)%� )4& ���%��%- %� ���& ; C )�
�� �/��'+%��? ,��)=B���) ���(�)*- �� ) �+ ��(?+ �-9 �0�)=(�9 �?�� ) ����=@)'+ ;

assign− .
�
∀Set ρ :Rgn.
�
∀Set l :Loc ρ.
�
∀Set n :Nat.
�
∀Set f :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Set i :Nat.
�
∀Set p

∗

1 : (i <Nat n).
�
∀Set p

∗

2 : (sink � snd (f i)).
�
∀Set p

∗

3 : (fst (f i) � �).
�
∀Sc η1.

�
∀Sc η2.�

∀Set q1 :Qual.
�
∀Setq2 :Qual.

�
∀C

q1

η1
rgn ρ.

q1∀C

q2

η2
typ ρ l n f.

�tuple ρ l
t{q1,q2}
�−−−−−

η1,η2

fst (f i)
t{q1,q2}
�−−−−−

η1,η2

�
unit

•
� ��0�%�&9

assign+
,�-% )'+�+)�?�� ) � )� �-� �����/& (�(+'���� %� .�%- (+%'��-9

�0�)=(�9 �+� ���)�,�) '��+ �3!1� !6" 15 & #� 31 (�(+'��� %�'���+� ���+� ; > ��0�%�&9
���+�? �� ��, )4= ���)�,�'��� �-9 �0�)=(�9 %�-� +�+?� �/��'�B���) 4�) � ) � ���� (��
'�+��? �� �/��'+%��? �=�� %� $631#! & !1$17#3 (�(+'��� ; � ,�&%- �+� ��0�%�& �00=B�)
�-� 4��=%��%- �-9 '�&'-9 4�) � ) � ���� ��� )��?�� ) ��+40�)%� )4& ���%��%- %� ���& ; C )�
�� �/��'+%��? ,��)=B���) ���(�)*& �� ) �+ ��(?+ �-9 �0�)=(�9 �?�� ) ����=@)'+ ;

assign+ .
�
∀Set ρ :Rgn.
�
∀Set l :Loc ρ.
�
∀Set n :Nat.
�
∀Set f :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Set τ :Ω.
�
∀Set i :Nat.
�
∀Set p

∗

1 : (i <Nat n).
�
∀Set p

∗

2 : (sink � snd (f i)).
�
∀Set p

∗

3 : (fst (f i) � �).
�
∀Set p

∗

4 : (compatible τ (fst (f i))).
�
∀Sc η.

�
∀Set q1 :Qual.

�
∀Setq2 :Qual.

�
∀Set p

∗

4 : (� � q2).�
∀C

q1

η rgn ρ.
q1∀C

q2

⊥ typ ρ l n f.

�tuple ρ l
t{q1,q2}
�−−−−−

η
τ

t{q1,q2}
�−−−−−

η

t{q2,getq(τ)}∃C

t{q2,getq(τ)}
⊥ typ ρ l n (update i (τ, snd (f i)) f).

�
unit

�	



•
� ��0�%�&9

swap−
,�-% )'+�+)�?�� ) � )� �-� ����00��& (�(+'��+� '� (�(+'��+ ?( )+� ��A

�+� �+� ��?%4��� ) %� .�%- (+%'��-9 �0�)=(�9 ; > ��0�%�&9 ()��-��? � )9 ���/+��9 �=��
%�� (�(+'��� �+� �/��'�B��� ) 4�) � ) � ���� '�+��? �� �/��'+%��? �=�� %� 4=.� �?(+�9
(�(+'��+ ; � ,�&%- �+� ��0�%�& (�� �00=B�) �-� 4��=%��%- �-9 '�&'-9 4� ) � ) � ����
(�� ��� )��?�� ) ��+40�)%� )4& ���%��%- %� ���& ; C )� �� �/��'+%��? ,��)=B���) ���(�)*-
�� ) �+ ��(?+ �-9 �0�)=(�9 �?��) ����=@ )'+ 4�) �����:%)'+ ;

swap− .
�
∀Set ρ :Rgn.
�
∀Set l :Loc ρ.
�
∀Set n :Nat.
�
∀Set f :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Set i :Nat.
�
∀Set p

∗

1 :(i <Nat n).
�
∀Set p2

∗ :(ref � snd (f i)).
�
∀Sc η1.

�
∀Sc η2.�

∀Set q1 :Qual.
�
∀Set q2 :Qual.

�
∀C

q1

η1
rgn ρ.

q1∀C

q2

η2
typ ρ l n f.

�tuple ρ l
t{q1,q2}
�−−−−−

η1,η2

fst (f i)
t{q1,q2}
�−−−−−

η1,η2

fst (f i)

•
� ��0�%�&9

swap+
,�-%)'+�+ )�?��) � )� �-� ����00��& (�(+'��+� '� (�(+'��+ %�'���+�

���+� �+� ��?%4���) %� .�%- (+%'��-9 �0�)=(�9 ; > ��0�%�&9 ()��-��? � )9 ���/+��9
�=�� %�� (�(+'��� �+� �/��'�B��� ) 4� ) � ) � ���� '�+��? �� �/��'+%��? �=�� %� 4=.�
�?(+�9 (�(+'��+ ; � ,�&%- �+� ��0�%�& �00=B�) �-� 4��=%��%- �-9 '�&'-9 4� ) � ) � ����
��� )��?��) ��+40�)%� )4& ���%��%- %� ���& ; C )� �� �/��'+%��? ,��)=B��� ) ���(�)*- �� )
�+ ��(?+ �-9 �0�)=(�9 �?�� ) ����=@ )'+ 4�) �����:% )'+ ;

swap+ .
�
∀Set ρ :Rgn.
�
∀Set l :Loc ρ.
�
∀Set n :Nat.
�
∀Set f :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Set τ :Ω.
�
∀Set i :Nat.
�
∀Set p

∗

1 :(i <Nat n).
�
∀Set p

∗

2 :(ref � snd (f i)).
�
∀Set p

∗

3 :(compatible τ (fst (f 0))).
�
∀Sc η.

�
∀Set q1 :Qual.

�
∀Set q2 :Qual.

�
∀Set p

∗

3 :(� � q2).�
∀C

q1

η rgn ρ.
q1∀C

q2

⊥ typ ρ l n f.

�tuple ρ l
t{q1,q2}
�−−−−−

η
τ

t{q1,q2}
�−−−−−

η

t{q2,getq(τ)}∃C

t{q2,getq(τ)}
⊥ typ ρ l n (update 0 (τ, snd (f i)) f). fst (f i)

�s



•
� ��0�%�&9

split
(�� �,�) ��+0+� )%� )4& �*?� ; � �-% )'+�+)�?�� ) � )� �-� �00��& �+�

����+� +��=��%-9 ��� (�(+'���� �-9 '�&'-9 ; � �,��� ) ��� "#8#�6$6 W ' ?�9 �0�)=(�9 4�)
' ?� ���/+�= �0�)=(� 4�) �� )%���/�) (�+ ���/+��9 %� (�+ �'&'��� �-9 ��, )4&9 �0�)=(�9
4�) �� ��� ?%�+ ),� "#8#�6$6 61� ;

split .
�
∀Set ρ :Rgn.
�
∀Set l :Loc ρ.
�
∀Set n :Nat.
�
∀Set f :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Set P :Nat→ Bool.
�
∀Set i :Nat.
�
∀Set p

∗

1 : (i <Nat n).

�∀Sc η1. �∀Sc η1.�
∀Set q1 :Qual.

�
∀Set q2 :Qual.

�
∀C

q1

η1
rgn ρ.

q1∀C

q2

η2
typ ρ l n f.

�tuple ρ l
t{q1,q2}
�−−−−−

η1,η2

�snat i
t{q1,q2}
�−−−−−

η1,η2

q2∃C

q2

η2
typ ρ l n (except P f).

q2∃C

q2

η2
typ ρ (subloc ρ l i f) (n	Nat i) (shift i (onlyPf)).

�
tuple ρ (subloc ρ l i f)

•
� ��0�%�&9

join
(�� �,�) �� ?%-9 ��+0+� )%� )4& �*?� 4� ) ,�-% )'+�+)�?�� ) � )� �-� �00��&

�+� ����+� +��=��%-9 ��� (�(+'���� �-9 '�&'-9 ; � ?�� ) + ��� )%��+/+9 �+� ��0�%�&
split

; � �,��� ) (�+ "#8#�6$6 W 4�) (�+ ���/+��9 %� (�+ �'&'��� '?�9 �0�)=(�9 4�)
�� )%���/�) ' ?� ���/+�= %�-� �0�)=(� �+� ��+4����) ��� �-� ���%- ��� (�+ �'&'� 4�)
�+ ��� ?%�+),+ "#8#� 6$6 W; � %�����%- ��� �'-'=��� '�+��? �� � ?��) �� �� "#8#�6$6 61�
��� �'-'=��� (�� �,+�� ��+%��? �00��& �+� X�#$6Y1! �+�9 ; *�-� ��� ?.��- ���?���%-
'�+�+�'� �� +(-�-.+�'� %�-� %������*- $631#! 4� ) �3!1� !6" 15 "#8#�6$6 61� �+� (?�+��
()4� ?�'� ���%��%-9 %� 4+ )�= �'&'��� '�&'-9 ;

join .
�
∀Setρ :Rgn.
�
∀Set l :Loc ρ.
�
∀Setn :Nat.
�
∀Setf :Nat→ (Ω × FMode).
�
∀SetP :Nat→ Bool.
�
∀Set i :Nat.
�
∀Setp

∗

1 :(i <Nat n).
�
∀Setq1 :Qual.

�
∀Set q2 :Qual.

�
∀Set q3 :Qual.

�
∀Setg :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Seth :Nat→ (Ω× FMode).
�
∀Setp

∗

2 :(Πk :Nat. P k → snd (g k) � hole).
�
∀Setp

∗

3 :(Πk :Nat.¬P k → snd (hk) � hole).
�
∀C

q1

η1
rgn ρ.

�*



q1∀C

q2

⊥ typ ρ l n g.
t{q1,q2}∀C

q3

⊥ typ ρ (subloc ρ l i f) (n	Nat i)h.

�∃C

t{q2,q3}
⊥ typ ρ l n (choose P (unshift i h) g).

�
unit

� �����	��� � �����	� � ��)=B+���) ��4��+ ? ����/+���'��+ ) ��0�%��9 < ���9 + ��0�%�&9
+

;
C )� 0��+�9 ��0��-��9 (?(+���) + ) 4�����9 � )� �+�9 ��0�%��9 �4���?�� ;

∆;Γ;C;S ` e . qsintn

∆;Γ;C;S ` u+ e . qsintn

∆;Γ;C;S ` e . qsintn

∆;Γ;C;S ` u− e . qsint (negInt n)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2 ` e2;S . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 + e2 . qsint (n1 +Int n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1− e2 . qsint (n1 −Int n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 ∗ e2 . qsint (n1 ∗Int n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 / e2 . qsint (n1 /Int n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 % e2 . qsint (n1 %Int n2)

�������� � �����	�

∆;Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 = e2 . qsbool (eqInt n1 n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . q
� sint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . q
� sint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 <> e2 . qsbool (neInt n1 n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 < e2 . qsbool (ltInt n1 n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 <= e2 . qsbool (leInt n1 n2)

�+



∆;Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 > e2 . qsbool (gtInt n1 n2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsint n1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsint n2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 >= e2 . qsbool (geInt n1 n2)

��� ��� � �����	�

∆;Γ1;C1;S ` e1 . qsbool b1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsbool b2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 and e2 . qsbool (and b1 b2)

∆; Γ1;C1;S ` e1 . qsbool b1

∆;Γ2;C2;S ` e2 . qsbool b2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 and e2 . qsbool (or b1 b2)

∆; Γ;C;S ` e . qsbool b

∆;Γ;C;S ` not e . qsbool (not b)

�����	
����
> X�#$6Y1! ' ?�9 %��=��-%-9 4�.+�?B��� ) ��� �+�9 X�#$6Y1!� ��� ��+.�%��� �+� ,�-% )'+�+)�?;
� %��=��-%- �����) �� �,�) X�#$6Y1! ?%+ & %� �@-0����+ �� ?��(+ �-9 )����, ?�9 '� �+ 4��:���+
=�� ��)+ �+� ���)�=00+��+9 %�+ +�+ ?+ ��+� )'=��); D� � ;, ; %�+ ���)�=00+� ��+� ?'-%-9 �-9
%��=��-%-9 ��=�,�) 4=�+ )� $631#! ���.�%- ���� - %��=��-%- ��+4�= X�#$6Y1! m ; � � ���� �+�
����+ �*�%/�0 ?B��� ) �� ) �0-�+���� ) + ) ��� )+�)%'+? �+� .��+�� �� ���� !�" �!#$ %�%�&'���
����� � )� 4=.� X�#$6Y1! ;

���)(& + ) %�����&%�)9 '�+�+�� �� ���)�,+�� %�� �0��.���9 '����0-��9 ��+.�%�)9 +) +�+ ?�9
(�� �?�� ) ��),���% )'�9 '�%� �+� ���+� ��� %�����&%��� < �?�� ) ����� ?�-�+ �+ %�%�-'� �����
�� �)+.���? �0��,+�9 � )� �� �*�%/�0 ?B�) �-� ��4����-�� ��� ,�-%)'+�+ )+�'���� ��+.�%���
��� � )9 %�����&%�)9 ; l + ����0-'� �%� )=B��� ) %� )9 �3!1� !6" 15 4� ) !1$17#3 ��+.�%�)9 4�.:9
'?� $631#! & #� 31 ���.�%- �?�� ) �=��� ��4��- ; r ����) �� �� )����)�.�? �� ) ' ?� �3!1� !6" 15
���.�%- ,�-%)'+�+ )�?��) �� 4� ) '��+ �� �+ �"Z8 1 �-9 �?�� ) ��4��+ ; C ) � ���� ��%+ %�+� ���+
��� %�����&%��� �%+ 4�) %�-� %����*& �+�9 4�����=/+���) �0� �� �"Z8 1� ��� ��+.�%���
�+� ,�-% )'+�+)�? ' ?� %��=��-%- ; � � ���� �+� ����+ '�+��? �� �0��,.�? 4=.� %� )�'& �� -
,�&%- ���9 �'&'��+9 4:()4� �?��) ��4��- 4�) �%/�0&9 ;

∆; ∅ ` τ : Ω tΓ,C ≡ q
∆;Γ, x . τ ;C; ∅ ` e . τ ′

∆;Γ;C; ∅ ` qlambda{} x :τ. e . τ
q
�−
⊥

τ ′

∆;S ` τ : Ω t{Γ,C} ≡ q
∆;Γ, x . τ ;C;S ` e . τ ′

∆;Γ;C;S ` qlambdaS x :τ. e . τ
q
�−
S

τ ′

∆;Γ1;C1;S ` e1 . τ
q
�−
~η

τ ′ ∆;Γ2;C2;S ` e2 . τ S ` ~η

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` e1 e2 . τ ′

� �0:%%� ()�.���) ��� ���?%,��+ %�%�-'� �+0�'+�/)%'+� �=�� %� ��� )4�?'��� �-9 �0:%A
%�9 ����� '� ���+ �1 <

Ω C
4�)

Sc
; C )� 4=.� ���+ (�(+'���� ��=�,�) + ��=0+�+9 ��0�%�&9

�+� ���0�'�=��) �� �+�+.��&%�) � )9 ���9 ��+.�%�)9 %�+ 4��=00-0+ ���)�=00+� ;

��



∆;S ` A : s tΓ,C ≡ q
∆,X : A; Γ; ∅;S ` e . τ s ∈ {Set,Type}

∆;Γ;C;S ` qpoly X :A. e . q∀s X :A. τ

∆;Γ;C ` e . qforalls A′ τ ∆ ` A : A′

∆;Γ;C ` e [A] . τ A

∆;S ` A : C tΓ,C ≡ q
∆;Γ;X : A;S ` e . τ

∆;Γ;C;S ` qpoly X :A. e . q∀C X.Aτ

∆;Γ;C;S ` e . q∀C

q′

η ξ. τ S ` η

∆;Γ;C,X : q′

η ξ;S ` e [X] . τ

∆;Γ;S, η ` e . τ tΓ,C ≡ q

∆;Γ;C;S ` q ⇒ η. e . q∀Sc η. τ

∆;Γ;C;S ` e . q∀Sc η. τ S ` η

∆;Γ;C;S ` e [η] . τ

� �0:%%� (?(�) �- (������-�� +�)%'+� ���(�+' )4:� %�����&%��� '� �+� ���)+�)%'� �� �,+��
�3!1� !6" 15 ���+ � )�� ? - 40&%- '?�9 ���(�+')4&9 %��=��-%-9 '�+��? �� +(-�&%�) %� ' ?� &
���)%%�����9 40&%�)9 �-9 ;

∆;Γi, ~x . ~τ ;Ci;S ` ei . τi ∆;Γ, ~x . ~τ ;C;S ` e′ . τ
∆ ` Ai : (τi � n ) ∆;S ` τi : Ω

∆; ~Γ⊕ Γ, ~C⊕ C;S ` letrec [ ~A] ~x :~τ = ~ei in e′ . τ

����� ���� � �����
> X�#$6Y1! ���9 ��4��+� 4�.+�?B��� ) ��� �+�9 X�#$6Y1!� ��� (�(+'���� �+� ���)�,�); l+
��4��+ �����) �� �,�) X�#$6Y1! ?%+ & %� �@-0����+ �� ?��(+ �-9 )����, ?�9 '� �+ 4��:���+ =��
��)+ ��� X�#$6Y1!� ��� ���)�,+'���� �+� ; D� � ;, ; ��� ��4��+ ���)�,�) 4=�+ )+ $631#! (�(+'��+
���� ��+4�= X�#$6Y1! m ; � � ���� �+� ����+ �*�%/�0 ?B���) �� ) �+ ��4��+ .� '�+��%�) �� ,�-A
% )'+�+ )-.�? '��+ �%�9 /+��9 �� )������� ) ��� �+�9 ���)+�)%'+�9 �+� .��+�� �� ���� !�" �!#$
%�%�&'��� ����� � )� 4=.� X�#$6Y1! ; ��� $631#! ��4��+ �����) �� ��+),��? ' ?� /+�= ; D� (��
��+ ),��? ���++���� ) �� $631#! ���)�,�'��= �+� ��: �� ��+ ),��? ��� )%%�����9 ��� ' ?� < 4���A
%4��=B+���) ��� ?���/� � )� $631#! (�(+'��� ; � �0:%%� (?��) (������-�� 4���%4��&9 ��4����
'� ��� )4�?'��� �-9 �0:%%�9 ����� 4=.� ���+� ; � *� )�+����) �� ��� )4�?'��� ���+�

Sc
; D��=

�?�� ) ='�%� %��(�(�'��� '� �-� %����4� )4& �'��0�)� %�-� +�+ ?� �'/��?B+��� ) 4� ) (�� �����)
�� '�+�+�� �� ��+(�=%+�� ��� ���& ;

∆ ` A : B ∆ ` B : s s ∈ {Set,Type} getq(τ{X 7→ A}) ≡ q
∆;Γ;C;S ` e . τ{X 7→ A}

∆;Γ;C;S ` qpack(X :B = A, e :τ) . q∃s X :B. τ

∆;Γ1;C1;S ` e1 . qexistss B τ ′′ ∆,X : B;S ` τ : Ω ∆;S ` τ ′ : Ω

∆,X : B; Γ2, x . τ ′′ X,C2;S ` e2 . τ ′

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` unpack e1 as (X :B,x :τ) in e2 . τ ′

∆;S ` A : C ∆;Γ;C;S ` e . τ t{A, τ} ≡ q

∆;Γ;C, Y : A;S ` qpack(X :A = Y, e :τ) . q∃C A. τ

∆;Γ1;C1;S ` e1 . q∃C A. τ ∆;S ` A : C ∆;S ` τ : Ω ∆;S ` τ ′ : Ω

∆;Γ2, x . τ ;C2,X : A;S ` e2 . τ ′

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` unpack e1 as (X :A,x :τ) in e2 . τ ′

 �������
C )� �-� 4���%4��& ' ?�9 �0�)=(�9 ���)��?�� ) �� (+.+�� �+ !1� 6Z3 '�%� %�+ +�+?+ .� �+�+.��-.�?<
�+ '���.�9 �-9 < �� ��, )4= �-9 ���)�,�'��� 4� ) �� ()4� ):'��� ���%��%-9 %� 4=.� .�%- �-9 ;

�



E��= �-� 4���%4��& �-9 �� )%���/���) �+ "#8#�6$6 W �+� �0��,�) �-� ���%��%- %�� ���)�,�'���
�-9 �0�)=(�9 4�) ���9 (�?4�-9 %�+ ��:�� %�+),�?+ �-9 ; > (�?4�-9 �?�� ) �3!1� !6" 15 :%�� ��
'�+��? �� ()�0�%)�%��? 4��= �+�0-%- ; l + "#8#�6$6 W �,�) X�#$6Y1! ?%+ & %� �@-0����+ �� ?��(+
�-9 )����, ?�9 '� �+ 4��:���+ =�� ��)+ ��� X�#$6Y1!� ��� ���)�,+'���� �-9 �0�)=(�9 ; � � ���+
�+� ����+ �*�%/�0 ?B���) �� ) + ()�0�% )�%'�9 �+� (�?4�- �-9 �0�)=(�9 (�� '�+��? �� +(-�&%�) %�
()�0�%)�%'� $631#! ���)�,+'���� �-9 �0�)=(�9 ; �� ?%-9 ���)��?�� ) �� ���)�,�'��� �-9 �0�)=(�9
�� �?�� ) �+�0=,)%�+� �����:%)'� & ����=@ )'� ; � (�%'��%- ,:�+� � )� '- �����:%)'� &
����=@)'� (�(+'��� +(-��? %� 4�4+()�,�?� )%- �-9 '�&'-9 ;

∆;Γi;Ci;S ` ei . τi ∆ ` Ai : (hole � µi) ∆ ` Bi : (τ � q)

∆; ~Γ; ~C;S ` q〈 [A0, B0]µ0e0, . . . , [Ap−1, Bp−1]µp−1ep−1 〉 .
�∀Set ρ :Rgn. �∀Sc η. �∀C

�
η rgn ρ.

�∃Set l :Loc ρ. �∃C

q
⊥l@ρ 〈µ0τ0, . . . , µp−1τp−1 〉.

�
tuple ρ l

� ���
 ������ �� ����
��
if

� (+'&
if

(?��) �- (������-�� � )� �4'��=0��%- %�+ ,���+ '����0:�� )%-9 ��� �- '+�/&
��+(�?*��� < �0-�+/+�?�9 �+� %��&.�9 ��+4�=��) 4��= �+ ,���+ �4��0�%-9 ; > ) (�+ 40=(+)
�-9 (+'&9 �?�� ) ����'���)4+ ? �9 ��+9 � )9 ��+(�?*�)9 ; > ��+9 �-9 �0:%%�9 �����

A
��+��0�?

���(�)*- �-9 0+� )4&9 �����%-9 �+� ������?%���� ) �?�� '� �+� ��+ �-9 �0:%%�9 �����
B true& �?�� '� �+� ��+

B false
; � %��(�%- ��='�%� %�-� � )'& �-9 %��.&4-9

e
4�) �+� ���+ �+�

A.�'�0 ):���� ) '� �- ,�&%- �ZZ$1#3 �63� $1 Z3 ����� ;
∆ ` B : Bool→ Set ∆;Γ1;C1;S ` e . sbool b ∆ ` A : B b

∆,X1 : B true; Γ2;C2;S ` e1 . τ ∆,X2 : B false; Γ2;C2;S ` e2 . τ

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2;S ` if [B,A](e,X1. e1,X2. e2) . τ

�%" �
� (+'&

let!
�� )�����) �-� ��+%��)�& �00��& �+� X�#$6Y1! ���9 "#8#�6$6 W;

� ?�� ) ����� ?�-�+ �� �*�%/�0 )%��? �� ) �0� �� ��� ��� ?���/� �+� "#8#�6$6 W
X

< �=�� %�-�
+�+ ?+ �/��'�B��� ) + ��+9 < .� �� )� ):%+�� '��+ '�%� %�-� %����4� )4& �'��0�)� �+� +�?B�) -
�4/��%-

e1
; � )�/+��� )4= - �%/=0�)� �+� %�%�&'��+9 � ?���� ) ()=��-�- 4�.:9 %����=�,+��

$631#! 4�) �3!1� !6" 15 ��� ?���/� � )� �+ ?( )+ "#8#� 6$6 W %�-� �4/��%-
e2

; C )� �� �� )���,.�?
+ %��,+9 �-9 �%/=0�)�9 < + ���+9 �+� "#8#�6$6 W

x
��+4�= %�+ �%����)4� �-9 �4/��%-9

e1�4��9 ��� ()�/+��� )4� X�#$6Y1! 4�) ��� 4�)�+��� )+ �"Z8 1 <
ρ
< �+� ,���4�-�?B�) '+��()4= �-�

���,+�%� ,�&%- �+� ��+�
let!

; l + ��+ �"Z8 1 ��+%� ?.���) %�+
S

'��+ 4��= �+� �0��,+ �-9
�4/��%-9

e1
4�) (�� �/ ?%���� ) 4��= �+� �0��,+ �-9 �4/��%-9

e2
; D��� �,�) �9 ��+��0�%'� ��

'-� '�+�+�� �� �0��,.+�� �� )��,:9 �� �3!1� !6" 15 ��� ?���/� �+� ��+(�+�� ��� �-� �'��0�)�
�+�

e1
; � �0��,+9 �-9 �4/��%-9

e2
� ?����) %� ()����'��+ ���)�=00+�

Γ
'� �-� ��+%.&4- �-9

'����0-�&9
y

�+� /���) �+� ���+
τ ′ �-9 �4/��%-9

e1
4�) �+ "#8#�6$6 W

X
'� �+� ��, )4� �-9

���+ ;
D *?B�) �� %-'�)�.�? �� ) (�� '�+��? �� �/��'+%��? + ��+9

let!
,��?9 ���)+�)%'+�9 � �00��&

�+� X�#$6Y1! �?��) �%/�0&9 '��+ ���� � ?����) ��� �� ��:���� �� ?��(� �-9 )����, ?�9 ��+9 ��
4��:���� ; � )�/+��� )4= ��� � ;, ; �3!1� !6" 15 "#8#�6$6 W .� '�+�+�%� �� '��������? %� $631#!
4� ) �� ,�-% )'+�+)-.�? %�+

e1
� )� �� �00=*�) - 4��=%��%- �-9 '�&'-9 ; *�+

e2
�+ "#8#�6$6 W

������,��� ) %�-� ��, )4& �+� '+�/& 4�) (�� �?�� ) %�����9 '� �-� ���,+�%� 4��=%��%- �-9
'�&'-9 ; l+ ?()+ ����0-'� '�+��? �� ��+4�@�) 4� ) 4��= �- '�����+�& $631#! "#8#�6$6 W %�
#� 31 �4�'� 4�) �� �?�� ) %�'/��- '� �-� �%/�0& /+�= '�����+�&9 ; � )%,�9 ��� ���)+�)%':�
�0��,��� ) '�%� ��+(�?*��� �+� B-�+���� ) :%�� �� �/��'+%��? ��+9 ;

∆ ` A : (q′ � q) ∆ ` B : (q′ �
�

)

∆; Γ1;C1,X : q′

η ξ;S, η′ ` e1 . τ1 ∆;Γ2, x . τ1;C2,X : q
ηξ;S ` e2 . τ2

∆;Γ1 ⊕ Γ2;C1 ⊕ C2,X : q
ηξ;S ` at η let! [A,B,X] x = e1 in e2 . τ2

�	



� GF @ V�VA����VOV
C )� �-� 4�0����- 4�����-%& �+� %�%�&'��+9 4�) ��� (����+�&��� �+� (?(���) < �9 ���=A
(�)�'� < - %��=��-%-

xchange
; � %��=��-%- ����00=%%�) �� ���)�,�'��� �-9 .�%-9

i1
�-9

�0�)=(�9
x1

'���.+�9
n1

%�+),�?�� '� �� ���)�,�'��� �-9 .�%-9
i2

�-9 �0�)=(�9
x2

'���.+�9
n2

%�+ ),�?�� ; � )%,�9 ��� ��+()����/:� �+� �����) �� �0-�+�� �� (�(+'��� < �+� (?(+��� ) �9
���='���+)< �*�%/�0 ?B��� ) '�%� 4��=00-0�� ��+(�?*��� �+� (?(�) + ,�&%�-9 �9 ����'���+�9
�-9 %��=��-%-9 ;

xchange .
�
∀Setρ1 :Rgn.

�
∀Set l1 :Loc ρ.�

∀Set ρ2 :Rgn.
�
∀Set l2 :Loc ρ.�

∀Set n1 :Nat.
�
∀Set n2 :Nat.�

∀Set i1 :Nat.
�
∀Set i2 :Nat.�

∀Set f1 :Nat→ (Ω× FMode).�
∀Set f2 :Nat→ (Ω× FMode).�
∀Set q1 :Qual.

�
∀Set q2 :Qual.�

∀Set q3 :Qual.
�
∀Set q4 :Qual.�

∀Sc η1.
�
∀Sc η2.�

∀Set p1
∗ :(ref � snd (f1 i1)).�

∀Set p2
∗ :(ref � snd (f2 i2)).�

∀Set p3
∗ :(compatible (fst (f1 i1)) (fst (f2 i2))).�

∀Set p4
∗ :(fst (f1 i1) � n).�

∀Set p5
∗ :(fst (f2 i2) � n).�

∀Set p6
∗ :(� � q3).�

∀Set p7
∗ :(� � q4).�

∀Set p8
∗ :(i1 <Nat n).�

∀Set p9
∗ :(i2 <Nat n).�

∀C

q1

η1
rgn ρ1.

q1∀C

q2

η2
rgn ρ2.

t{q1,q2}∀C

q3

⊥ typ ρ1 l1 n1 f1.
t{q1,q2,q3}∀C

q4

⊥ typ ρ2 l2 n2 f2.
�

tuple ρ1 l1
tq1,q2

�−−−−
η1,η2

�
tuple ρ2 l2

tq1,q2

�−−−−
η1,η2

tq3,q4∃C
q3typ ρ1 l1 n1 (update i1 (fst (f2 i2)× snd (f1 i1)) f1).

q4∃C
q4typ ρ2 l2 n2 (update i2 (fst (f1 i1)× snd (f2 i2)) f2).�

unit

=
�
poly ρ1 :Rgn.

�
poly l1 :Loc ρ.�

poly ρ2 :Rgn.
�
poly l2 :Loc ρ.�

poly n1 :Nat.
�
poly n2 :Nat.�

poly i1 :Nat.
�
poly i2 :Nat.�

poly f1 :Nat→ (Ω× FMode).�
poly f2 :Nat→ (Ω× FMode).�
poly q1 :Qual.

�
poly q2 :Qual.�

poly q3 :Qual.
�
poly q4 :Qual.�

⇒ η1.
�
⇒ η2.�

poly p1
∗ :(ref � snd (f1 0)).�

poly p2
∗ :(ref � snd (f2 0)).�

poly p3
∗ :(compatible (fst (f1 0)) (fst (f2 0))).�

poly p4
∗ :(fst (f1 0) �

�
).�

poly p5
∗ :(fst (f2 0) �

�
).�

poly p6
∗ :(� � q3).�

poly p7
∗ :(� � q4).�

poly p8
∗ :(i1 <Nat n).

��



�
poly p9

∗ :(i2 <Nat n).�
poly X1 :q1

η1
rgn ρ1.

q1poly X2 : q2

η2
rgn ρ2.

t{q1,q2}poly Y1 : q3

⊥ typ ρ1 l1 n1 f1.
t{q1,q2,q3}poly Y2 : q4

⊥ typ ρ2 l2 n2 f2.
t{q1,q2,q3}lambdaη1,η2 x1 :

�
tuple ρ1 l1.

t{q1,q2,q3}lambdaη1,η2 x2 :
�

tuple ρ2 l2.
at ηa1

let! [(q pr n q1), (q pr n �
),X1]

ya1
=
at ηa2

let! [(q pr n q3), (q pr n �
), Y1]

ya2
= read [ρ1] [l1] [n1] [f1] [i1]

[p8
∗] [fst(weakenFmode p1

∗)] [p4
∗] [η1]

[⊥][q1] [q3][X1] [Y1] x1
in

ya2

in

at ηb1 let! [(q pr n q1), (q pr n �
),X2]

yb1 =
at ηb2 let! [(q pr n q3), (q pr n �

), Y2]
yb2 = read [ρ2] [l2] [n2] [f2] [i2]

[p9
∗] [fst(weakenFmode p2

∗)] [p5
∗] [η2]

[⊥] [q2] [q4][X2] [Y2] x2
in

yb2

in

unpack (assign+ [ρ1] [l1] [n1] [f1] [(f2 i2)]
[p8

∗] [snd (weakenFmode p1
∗)]

[p4
∗] [p3

∗] [η1] [⊥] [q1] [q3] [p6
∗] [X1] [Y1] [x1] [ya1

]
as (Z1 : q3typ ρ2 l2 n2 (update i1 (fst (f2 i2)× snd (f1 i1)) f1),

z1 :
�

unit

) in
unpack (assign+ [ρ2] [l2] [n2] [f2] [(f1 i1)]
[p9

∗] [snd (weakenFmode p2
∗)]

[p5
∗] [p3

∗] [η1] [⊥] [q2] [q4] [p7
∗]

as (Z2 : q3typ ρ2 l2 n2 (update i2 (fst (f1 i1)× snd (f2 i2)) f2),
z2 :

�
unit

) in
tq3,q4pack(X :

�

typ ρ1 l1 n1 (update i1 (fst (f2 i2)× snd (f1 i1)) f1) = Z1,
q4pack(Y :

�

typ ρ2 l2 n2 (update i2 (fst (f1 i1)× snd (f2 i2)) f2) = Z2,
〈〉 :
�

unit):�∃C

�

typ ρ2 l2 n2 (update i2 (fst (f1 i1)× snd (f2 i2)) f2).�
unit)

� ���)���/& ��� %�����&%��� �-9 �0:%%�9 ����� < �+� ,�-% )'+�+)+����) %�+ ���=(�)�'�
� )� �-� 4���%4��& ��� ��+(�?*��� �+� ��� )�+����)< ����0�?���� ) � )� 0��+�9 ��0��-��9 ;

�



� ���SV JN ?

������������

? GH ���� JU�N��
� %���)%/+�= 4�) �� %�'���=%'��� �-9 ���+�%�9 ����% ?�9 %��+@ ?B+���) %�� ����4=�� �
•
*,�()=%�-4� �0&��9 '?� �0:%%� ��+���''�� )%'+� '� ���� !�" �!#$ %�%�-'� �����
'� $631#! 4� ) �3!1� !6" 15 ���+�9 ; � �0:%%� ��+%�-�?B�) �+0�'+�/ )%'� 4�) ��+��?��)
' ?� '�.+(+ � )� �-� ���+.���-� )4= �%/�0& '�����+�& $631#! ����� %� �3!1� !6" 15 4� )
��� ?%��+/� ; >�?%.-4� - %-'�%)+0+� ?� �-9 �0:%%�9 4� ) ()����:.-4� - '���.���?� �-9 ;

•
*,�()=%�-4� ��� %�%�-'� ��+���''�� )%'+� '� ��+(�?*�)9 �+� ��+%�-�?B�) ���/+��9 4� )
��=.�%- ; *�-� �0:%%� ����� �+� %�%�&'��+9 '�+�+�� �� �4/��%�+�� 4� ) �� ��+(�)A
,.+�� 0+� )4�9 ��+�=%�)9 � )� �-� 4��=%��%- �-9 '�&'-9 ��: %�- �0:%%� ��+0+� )%'+�
'�+�+�� �� ���/+�� ��+��=''��� �+� '����=0+�� '� �%/=0�)� �-� 4��=%��%- �-9 '�&A
'-9 ; C )� �+� %,�()�%'� �+� %�%�&'��+9 ���)�&.-4� - 4�()4+�+?-%- %�- �0:%%� �����
�+� %�%�&'��+9 ���9 ���� !�" �!#$ %�%�&'��+9 ����� '� �3!1� !6" 15 < $631#! < #� 31 4� )
!1$17#3 ���+�9 ; � ()�,�?� )%- '�&'-9 � ?����) %� �� ?� �(+ !1� 6Z3� ;

•
D�� �� ��+��0�%'��� �+� �����-�&.-4�� < ( )�� )%�:.-4� - ,�-%)'��-�� ��� ���� !�"A
 �!#$ %�%�-'=��� ����� � )� �-� ������=%��%- %� ���+.���-� )4� �� ?��(+ ��� 4���%�=A
%��� �-9 '�&'-9 4� ) ��� '����+0:� �-9 ;

• � )�� )%�:.-4� < �� ?%-9 < �� ) �� ���� !�" �!#$ %�%�-'=��� ����� '�+�+�� �� ,�-%)'+�+ )A
-.+�� � )� �+ %,�()�%'� )%,��= ���+�+)-'���� �0�%%:� ��+���''�� )%'+� '� ���/+A
��9 4� ) ��=.�%- �+� ����:���) �-� �%/=0�)� ; �()� ?���� - ���(�)*- �-9 (������-��9
�%/�0+�9 '�����+�&9 $631#! ����� %� �3!1� !6" 15 4� ) ��� ?%��+/� ��+%(?(�) %� )9 ���
%,�(?�%- �0:%%�9 )( )� ?���- �4/��%� )4��-�� 4� ) ���0 )*?� ;
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