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1. Περίληψη

Η διπλωματική αυτή εργασία ασχολείται με αλγοριθμικές εφαρμογές του Γραμμικού Προγραμματισμού πάνω στο Πρόβλημα Κάλυψης Συνόλων (Set Cover Problem) καθώς και σε κάποιες ειδικές περιπτώσεις ή παραλλαγές αυτού, με κυριότερη εξ αυτών το Πρόβλημα Κάλυψης Κορυφών (Vertex Cover Problem). Αφού γίνεται εισαγωγή στη Θεωρία του Γραμμικού Προγραμματισμού, αναλύονται οι δύο μέθοδοι που χρησιμοποιούνται στη σχεδίαση Προσεγγιστικών Αλγορίθμων. Η πρώτη μέθοδος είναι το primal-dual schema, το οποίο σε γενικές γραμμές κατασκευάζει επαναληπτικά λύσεις για το πρωτεύον πρόγραμμα και το δυικό αυτού, δίνοντας καλούς αλγορίθμους από άποψη πολυπλοκότητας. Η δεύτερη μέθοδος είναι η μέθοδος rounding. Σε αυτήν την περίπτωση, πλην των άλλων, δίδεται έμφαση στη κατασκευή προσεγγιστικού αλγορίθμου πιθανοτικής υφής, με πολύ καλό προσεγγιστικό παράγοντα. Γίνεται, επίσης, διερεύνηση των ημιακέραιων λύσεων για το Πρόβλημα Κάλυψης Κορυφών αλλά και των ιδιοτήτων των προγραμμάτων της μορφής ΙΡ2. Ένα ακόμη κεφάλαιο αφιερώνεται στη μέθοδο dual fitting εκ της οποίας μπορούμε να εκμαιεύουμε σημαντικά αποτελέσματα για ήδη υπάρχοντες αλγορίθμους σε πολλές παραλλαγές του προβλήματος Set Cover, τις οποίες και αναφέρουμε στην εργασία. 
Λέξεις-κλειδιά: linear programming, set cover, vertex cover, primal-dual schema, dual fitting, (randomized) rounding, half-integrality, IP2, preprocessing
Abstract

The Diploma Thesis focuses on several algorithmic applications of Linear Programming on the Set Cover Problem, but also, on some related problems to it, especially the Vertex Cover Problem. There is a brief introduction to the basic concepts of the Theory of Linear Programming and the rest of the work is based on analyzing the two methods used to design approximation algorithms. The first one, is primal-dual schema, which, in general, constructs, iterative solutions to the primal and dual program, giving efficient algorithms. The second method is rounding. In this occasion, we give emphasis on the randomized part of it, which gives us a quite impressive algorithm. Furthermore, we analyze the half-integrality of Vertex Cover and discuss about the importance of IP2. Another chapter focuses on dual fitting, which helps us obtain crucial results on complicated special cases of the Set Cover problem.
key words: linear programming, set cover, vertex cover, primal-dual schema, dual fitting, (randomized) rounding, half-integrality, IP2, preprocessing

2. Εισαγωγή

Τα περισσότερα προβλήματα βελτιστοποίησης1 είναι, ως γνωστόν, ΝΡ-hard, με άλλα λόγια όχι μόνο δεν υπάρχει αυτή τη στιγμή επαρκής αλγόριθμος για την επίλυση τους, αλλά είναι μάλλον απίθανο να βρεθεί και κάποτε τέτοιος. Εφόσον, λοιπόν, κατά πάσα πιθανότητα ισχύει ότι Ρ≠ΝΡ2, όπως οι περισσότεροι μελετητές που συσχετίζονται με την Θεωρητική Πληροφορική πιστεύουν, η ακριβής λύση των προβλημάτων αυτών, είναι απαγορευτική από άποψη πολυπλοκότητας. Ως εκ τούτου, γίνεται αντιληπτό ότι η εύρεση προσεγγιστικών αλγορίθμων των οποίων οι λύσεις θα πλησιάζουν ικανοποιητικά τις πραγματικές λύσεις που υπεισέρχονται στα προβλήματα αυτά, είναι πρακτικά μονόδρομος.

Γίνεται αντιληπτό, ότι η Θεωρία Προσεγγιστικών Αλγορίθμων είναι ένα πολύ μεγάλο κεφάλαιο της Θεωρίας Αλγορίθμων και κατ’ επέκταση της Θεωρητικής Πληροφορικής. Εμείς, εδώ, θα ασχοληθούμε, μόνο, με μια ειδική κατηγορία αλγορίθμων που έχουν να κάνουν με τον Γραμμικό Προγραμματισμό και θα εξειδικεύσουμε πάνω στο Πρόβλημα Κάλυψης Συνόλων, το γνωστό Set Cover Problem. Το πρόβλημα αυτό κατέχει μία ειδική θέση στη Θεωρία Προσεγγιστικών Αλγορίθμων για πολλούς λόγους. Πέραν αυτού, θα ασχοληθούμε ευρέως με ένα άλλο πολύ σημαντικό πρόβλημα, το πρόβλημα Vertex Cover, το οποίο αποτελεί ειδική περίπτωση του γενικότερου προβλήματος Κάλυψης Συνόλων, αλλά και με κάποιες άλλες πιο πολύπλοκες μορφές αυτού.
Αξίζει να σημειώσουμε, επίσης, ότι και η Θεωρία του Γραμμικού Προγραμματισμού είναι πολύ μεγάλη σε βιβλιογραφικό περιεχόμενο αφορώντας πολλούς κλάδους των Μαθηματικών και ως εκ τούτου, δεν έχει να κάνει μόνο με τη Θεωρία Αλγορίθμων. To εντυπωσιακό είναι ότι ο Γραμμικός Προγραμματισμός αποτελεί ένα μικρό, μόνο, μέρος μιας γενικότερης Θεωρίας των Μαθηματικών, της Κυρτής Ανάλυσης. Εμείς, στην παρούσα εργασία, θα ασχοληθούμε μόνο με εφαρμογές του Γραμμικού Προγραμματισμού (μέσω μεθόδων που θα ονοματίσουμε στη συνέχεια) στην περιοχή των Προσεγγιστικών Αλγορίθμων.
Εξαιτίας του γεγονότος ότι η ελληνική βιβλιογραφία για τη στοιχειοθέτηση των αλγοριθμικών εφαρμογών του Γραμμικού Προγραμματισμού είναι πολύ μικρή, κατεβλήθη προσπάθεια πολλοί ξενικοί όροι να αποδοθούν στα ελληνικά με όσο το δυνατό πιο πειστικό τρόπο. Ωστόσο, εκεί που κρίναμε ότι κάτι τέτοιο θα έβλαπτε το πραγματικό περιεχόμενο της έννοιας και θα δυσχέραινε την κατανόηση εκ μέρους του αναγνώστη, την αφήσαμε ως είχε και δεν προχωρήσαμε σε απόδοση αυτής στα ελληνικά.
Κάποιες πτυχές της εργασίας αυτής δύναται να αλλάξουν συν τω χρόνω, αφού ως γνωστόν, η Αλγοριθμική Θεωρία συνεχώς βελτιστοποιείται, ειδικά στο πεδίο της προσεγγιστικής απόδοσης και της αλγοριθμικής πολυπλοκότητας. 
3. Γενικά για τους Προσεγγιστικούς Αλγορίθμους


Με απλό τρόπο, μπορούμε να πούμε ότι ένας προσεγγιστικός αλγόριθμος για ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης, είναι ένας αλγόριθμος που παρέχει μία εφικτή λύση της οποίας η ποιότητα δε διαφέρει σε μεγάλο βαθμό από την ποιότητα της βέλτιστης λύσης.

Έστω ΣΙ το αλφάβητο εισόδου, ΣΟ το αλφάβητο εξόδου, L
[image: image3.wmf]Í

ΣΙ* η γλώσσα εφικτών στιγμιοτύπων του προβλήματος, LI
[image: image4.wmf]Í

L η γλώσσα των πραγματικών στιγμιοτύπων του προβλήματος και M μία συνάρτηση από το L στο δυναμοσύνολο του Σο* (για κάθε x
[image: image5.wmf]Î

L, M(x) είναι το σύνολο εφικτών λύσεων). Τότε μπορούμε να εκφράσουμε ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης ως U=(ΣΙ, ΣΟ, L, LI, M, κόστος, στόχος). Σημειώνουμε ότι ο στόχος είναι minimum ή maximum ανάλογα με τον τύπο του προβλήματος ενώ το κόστος είναι μία συνάρτηση η οποία, για κάθε ζεύγος (u,x) με u
[image: image6.wmf]Î

M(x) για κάποιο x
[image: image7.wmf]Î

L, δίνει έναν θετικό πραγματικό αριθμό cost(u,x). Αν Α είναι ένας αλγόριθμος για αυτό, τότε για κάθε x
[image: image8.wmf]Î

LI, το σχετικό σφάλμα εΑ(x) του αλγορίθμου Α που έχουμε για το x ορίζεται από την εξής σχέση: 
εΑ(x)=|κόστος(Α(x))-OPTU(x)|/OPTU(x), όπου ΟΡΤ3 το κόστος της βέλτιστης λύσης. Για οποιοδήποτε n
[image: image9.wmf]Î

IN, ορίζουμε το σχετικό σφάλμα του Α ως εΑ(n)=max{εΑ(x)|x
[image: image10.wmf]Î

L1∩(ΣΙ)n}, ενώ για κάθε x
[image: image11.wmf]Î

LI, ο προσεγγιστικός παράγοντας RA(x) ισούται με max{κόστος(Α(x))/OPTU(x) , OPTU(x)/κόστος(Α(x))}. Ο προσεγγιστικός παράγοντας απαντάται και ως προσεγγιστικός λόγος, λόγος σφάλματος, προσεγγιστική εγγύηση ή λόγος χειρότερης περίπτωσης στη διεθνή βιβλιογραφία και είναι το βασικό χαρακτηριστικό κάθε προσεγγιστικού αλγορίθμου.
Για κάθε n
[image: image12.wmf]Î

IN, ορίζουμε τον προσεγγιστικό λόγο Α ως RA(n)=max{RA(x)|x
[image: image13.wmf]Î

L1∩(ΣΙ)n}. Για οποιοδήποτε θετικό πραγματικό αριθμό δ>1, λέμε ότι ο Α είναι ένας δ-προσεγγιστικός αλγόριθμος για το U αν RA(x)≤δ για κάθε x
[image: image14.wmf]Î

LI. Για κάθε συνάρτηση f:IN(IR+, λέμε ότι ο Α είναι ένας f(n)-προσεγγιστικός αλγόριθμος για το U αν RA(n)≤f(n) για κάθε n
[image: image15.wmf]Î

IN. Επίσης, ισχύει ότι RA(x)=κόστος(Α(x))/OPTU(x)=1+εΑ(x) αν το U είναι πρόβλημα ελαχιστοποίησης, ειδάλλως ισχύει RA(x)=OPTU(x)/κόστος(Α(x)) αν μιλάμε για πρόβλημα μεγιστοποίησης. 
Τα προβλήματα βελτιστοποίησης κατηγοριοποιούνται σε κλάσεις. Οι τρεις πιο σημαντικές εξ αυτών είναι οι FPTAS, PTAS και ΑΡΧ (μάλιστα ισχύει ότι FPTAS
[image: image16.wmf]Í

PTAS 
[image: image17.wmf]Í

APX). Η δεύτερη επιδέχεται προβλήματα για τα οποία έχουμε (1+ε)-προσεγγιστικό αλγόριθμο για οποιαδήποτε σταθερά ε>0, ενώ η πρώτη απαιτεί επιπλέον και πολυωνυμικό χρόνο επίλυσης ως προς το 1/ε. Δεν πρόκειται να συναντήσουμε τέτοιου τύπου προσεγγιστικούς αλγορίθμους στην εργασία αυτή αλλά και ούτε είναι εφικτό να υπάρξουν ποτέ τέτοιοι αλγόριθμοι για καθένα εκ των προβλημάτων που αναφέρονται εδώ. Η τρίτη κατά σειρά κλάση περιέχει προβλήματα για τα οποία υπάρχει δ-προσεγγιστικός αλγόριθμος για μία σταθερά δ>0. Συνεπώς, δεν υπάρχει για αυτά τα προβλήματα αυθαίρετα καλή προσέγγιση. Θα συναντήσουμε τέτοιους αλγορίθμους εδώ. 
4. Γενικά για τον Γραμμικό Προγραμματισμό

Ο Γραμμικός Προγραμματισμός είναι ουσιαστικά το πρόβλημα βελτιστοποίησης μιας συνάρτησης που υπόκειται σε κάποιους ανισοτικούς περιορισμούς. Η συνάρτηση πρέπει να είναι πάντα γραμμική και ονομάζεται αντικειμενική. Ας ξεκινήσουμε με ένα απλό παράδειγμα που θα μας βάλει γρήγορα στο πνεύμα του Γραμμικού Προγραμματισμού.

Ζητάμε την ελαχιστοποίηση της ποσότητας 7x1 + x2 +5x3, υπό την προϋπόθεση ότι ισχύουν οι κάτωθι περιορισμοί:

x1 – x2 + 3x3 ≥ 10

5x1 + 2x2 – x3 ≥ 6

ενώ, επίσης, απαιτούμε οι 3 μεταβλητές να είναι μη αρνητικές

Το άνωθεν παράδειγμα αποτελεί μια περίπτωση γραμμικού προγράμματος ελαχιστοποίησης. Οποιαδήποτε λύση ικανοποιεί όλους τους περιορισμούς ονομάζεται εφικτή, ωστόσο ως x* θα συμβολίζουμε τη μοναδική βέλτιστη εφικτή λύση. 

Προκύπτει το ερώτημα: “Είναι η x* ίση το πολύ με έναν δεδομένο ρητό αριθμό α;”. Για παράδειγμα, αν υποθέσουμε ότι α=30, αναλογιζόμαστε κατά πόσο είναι x*≤30. Σε περίπτωση που η απάντηση είναι θετική, έχουμε μία εφικτή λύση για το γραμμικό πρόγραμμα και μάλιστα ισχύει ότι η αντικειμενική συνάρτηση είναι το πολύ ίση με 30. Για παράδειγμα εάν θεωρήσουμε ότι (x1,x2,x3)=(2,1,3), τότε ικανοποιούνται όλοι οι περιορισμοί, ενώ η αντικειμενική συνάρτηση ισούται με 30. Με άλλα λόγια οποιαδήποτε θετική απάντηση στο άνωθεν ερώτημα μας παρέχει ένα άνω όριο για την x*.

Μέχρι στιγμής, δεν έχει παρουσιαστεί κάποια δυσκολία στην διαδικασία επίλυσης του γραμμικού προγράμματος. Όμως, πως παρέχουμε ένα καλό κάτω όριο για τη βέλτιστη λύση x*; Ένα πρώτο όριο προέρχεται από τον πρώτο περιορισμό ως εξής: 7x1 + x2 + 5x3 ≥ x1 – x2 +3x3 ≥ 10, διότι πολύ απλά είναι ότι 7x1≥x1, x2≥-x2 και 5x3≥3x3 (και προσθέτουμε κατά μέλη τις ανισότητες). Επομένως, ένα κάτω όριο είναι το 10. Το σχετικά πιο δύσκολο μέρος στην όλη διαδικασία είναι να ανεβάσουμε το κάτω όριο, ώστε αυτό να πλησιάζει όσο το δυνατόν περισσότερο στη βέλτιστη λύση. 

Ας προσπαθήσουμε να ανεβάσουμε περισσότερο το κάτω όριο χρησιμοποιώντας κατάλληλα και τους δύο πρώτους περιορισμούς. Έτσι, λοιπόν, ισχύει: 
7x1 + x2 + 5x3 ≥ (x1 – x2 + 3x3) + (5x1 + 2x2 – x3) ≥ 10 + 6 =16, επομένως βρήκαμε ένα καλύτερο κάτω όριο, προσθέτοντας, απλά, κατά μέλη τους δύο πρώτους περιορισμούς. 

Ας δούμε, τώρα, ένα άλλο γραμμικό πρόγραμμα. Ζητάμε μεγιστοποίηση της ποσότητας 10y1 + 6y2, η οποία υπόκειται στους εξής περιορισμούς:

y1 + 5y2 ≤ 7

-y1 + 2y2 ≤ 1

3y1 – y2 ≤ 5

ενώ θέλουμε οι δύο μεταβλητές μας να είναι και πάλι μη αρνητικές
Ας ονομάσουμε το πρώτο πρόγραμμα πρωτεύον και το δεύτερο δυικό. Παρατηρούμε ότι οι συντελεστές των μεταβλητών της πρώτης αντικειμενικής συνάρτησης εμφανίζονται με τη σειρά στους περιορισμούς του δευτέρου προγράμματος και αντίστροφα, ενώ οι συντελεστές έκαστου περιορισμού του πρώτου προγράμματος εμφανίζονται ως συντελεστές συγκεκριμένης μεταβλητής, κάθε φορά, στους περιορισμούς του δευτέρου προγράμματος και αντίστροφα. Αυτό γίνεται καλύτερα αντιληπτό αν θεωρήσουμε τα προγράμματα ως πίνακες μεταβλητών, οπότε και θα μιλάμε, πλέον, για σειρές και στήλες πίνακα. Επίσης, πολύ σημαντική είναι η αλλαγή της μορφής της ανισότητας στα δύο προγράμματα, ελαχιστοποίησης και μεγιστοποίησης αντίστοιχα. Βέβαια, παραμένει η κοινή υποχρέωση να έχουμε μη αρνητικές μεταβλητές.

Μάλιστα, οποιαδήποτε εφικτή λύση του δυικού προγράμματος δίνει ένα κάτω όριο για τη βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος, ενώ φυσικά ισχύει και το αντίθετο, αφού το δυικό ενός δυικού προγράμματος είναι το πρωτεύον πρόγραμμα, κάτι που πολύ εύκολα αποδεικνύεται. Επομένως, οποιαδήποτε εφικτή λύση του πρωτεύοντος δίνει ένα άνω όριο για τη βέλτιστη λύση του δυικού προγράμματος. Άμεσο αποτέλεσμα είναι ότι εάν μπορέσουμε να βρούμε εφικτές λύσεις και για τα δυο προγράμματα οι οποίες να δίνουν ίσες αντικειμενικές συναρτήσεις, τότε και οι δύο λύσεις είναι βέλτιστες (διότι τα δύο όρια συμπίπτουν). Στο δικό μας παράδειγμα με x = (x1, x2, x3) = (7/4, 0, 11/4) και y = (y1 , y2) = (2,1), βλέπουμε ότι και οι δύο αντικειμενικές συναρτήσεις παίρνουν την τιμή 26, άρα είναι και οι δύο βέλτιστες λύσεις. Αυτό είναι και το κεντρικό θεώρημα του Γραμμικού Προγραμματισμού και ονομάζεται Θεώρημα Δυισμού του Γραμμικού Προγραμματισμού.

Ας δούμε, τώρα, όμως πως εργαστήκαμε για να φθάσουμε στο θεώρημα του Δυισμού του Γραμμικού Προγραμματισμού. Η βασική ιδέα προέρχεται από την μέθοδο Λαγκρανζιανών πολλαπλασιαστών. Στη δική μας περίπτωση οριοθετούμε μία νέα μεταβλητή (ουσιαστικά έναν πολλαπλασιαστή) για κάθε περιορισμό και προσπαθούμε να βρούμε τιμές του, σύμφωνα με τις οποίες η παρουσία ή απουσία των περιορισμών να μην επηρεάζει το βέλτιστο κόστος. Αποδεικνύεται ότι οι σωστές τιμές μπορούν να βρεθούν επιλύοντας ένα νέο γραμμικό πρόγραμμα, που ονομάζεται δυικό όπως έχουμε επισημάνει.

Ας δούμε το θέμα, όμως, πιο θεωρητικά. Θεωρούμε το γενικής υφής πρόβλημα ελαχιστοποίησης:

Ελαχιστοποίησε το c’x
υπό την προϋπόθεση ότι Αx = b
και x ≥ 0

το οποίο ονομάζεται πρωτεύον και έστω x* η βέλτιστη λύση αυτού, που υποθέτουμε ότι υπάρχει. Εισάγουμε ένα νέο πρόβλημα στο οποίο ο γενικός περιορισμός Αx = b αντικαθίσταται από το p’(b-Ax), όπου p είναι ένα πίνακας ίδιας διάστασης με αυτήν του b. Επομένως έχουμε το πρόβλημα:

Ελαχιστοποίησε το c’x + p’(b-Ax) 
υπό την προϋπόθεση ότι x ≥ 0

Καθίσταται σαφές ότι το τελευταίο πρόβλημα προέρχεται κατευθείαν από το προηγούμενο αφού ο περιορισμός b-Ax εισήχθη στο πεδίο της αντικειμενικής συνάρτησης χωρίς πρόβλημα (αφού b=Ax). Εάν θεωρήσουμε ότι g(p) είναι το βέλτιστο κόστος του νέου προβλήματος, τότε περιμένουμε το g(p) να μην είναι μεγαλύτερο από το βέλτιστο κόστος τoυ αρχικού προβλήματος c’x*. Με άλλα λόγια, ισχύει η εξής σχέση:

g(p) = minx≥0 [c’x + p’(b -Ax)] ≤ c’x* + p’(b –Ax*) = c’x* , διότι Αx*=b αφού η x* είναι η βέλτιστη λύση. Επιπλέον, κάθε p οδηγεί σε ένα κάτω όριο g(p) για το βέλτιστο κόστος c’x*.

Τώρα, ανακύπτει ένα νέο πρόβλημα:

Μεγιστοποίησε την ποσότητα g(p)

χωρίς περιορισμούς
το οποίο ουσιαστικά αναφέρεται στην εύρεση καλύτερου κάτω ορίου αυτού του τύπου και ονομάζεται δυικό πρόβλημα. Το κύριο αποτέλεσμα της Θεωρίας Δυισμού είναι ότι το βέλτιστο κόστος του δυικού προβλήματος είναι ίσο με το βέλτιστο κόστος c’x* του πρωτεύοντος. Με άλλα λόγια, όταν οι τιμές διαλέγονται σύμφωνα με την βέλτιστη λύση του δυικού προβλήματος, η επιλογή παραβίασης των περιορισμών Αx=b είναι άνευ σημασίας.

Χρησιμοποιώντας τον ορισμό του g(p) έχουμε την εξής σχέση: 

g(p) =minx≥0[c’x + p’(b-Ax)] = p’b + minx≥0(c’ – p’A)x. Ωστόσο, είναι 
minx≥0(c’ – p’A)x = 0 εάν c’ – p’A ≥ 0’ (αλλιώς τείνει στο -∞ φυσικά). Επομένως, g(p)=p’b. Άρα, το δυικό πρόβλημα είναι το ίδιο με το εξής γραμμικό πρόγραμμα:

Μεγιστοποίησε την ποσότητα p’b
υπό την προϋπόθεση ότι p’A ≤ c’  

O περιορισμός αυτός ετέθη για να διασφαλίσουμε ότι η ποσότητα 

minx≥0(c’ – p’A)x είναι μηδενική.

Σε γενικές γραμμές, δηλαδή, έχουμε ένα πίνακα παραμέτρων (δυικών μεταβλητών) p και για κάθε p έχουμε μία μέθοδο να παίρνουμε ένα κάτω όριο της βέλτιστης λύσης του πρωτεύοντος. Το δυικό πρόβλημα είναι ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης που αναζητά το καλύτερο τέτοιο όριο. Για κάποιες περιπτώσεις το συγκεκριμένο όριο τείνει στο -∞ και δεν μας ενδιαφέρει. Αυτό που θέλουμε είναι να μεγιστοποιήσουμε τα p που οδηγούν σε χρήσιμα κάτω όρια (μη απειρίζοντα). 
Αφήνουμε, τώρα, την καθαρά θεωρητική μαθηματική διάσταση του προβλήματος και συνεχίζουμε, αναφερόμενοι στο σημαντικό θεώρημα του Δυισμού του Γραμμικού Προγραμματισμού.

Θεωρούμε, καταρχήν, τις γενικές μορφές γραφής των δύο προγραμμάτων:
Για το πρωτεύον (έστω ελαχιστοποίησης):

Ελαχιστοποίησε το 
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υπό την προϋπόθεση ότι  
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και για το δευτερεύον:

Μεγιστοποίησε το 
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υπό την προϋπόθεση ότι  
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Θεώρημα Θ1 [LP-duality theorem]

Το πρωτεύον πρόγραμμα έχει πεπερασμένη βέλτιστη λύση εάν και μόνο εάν το δυικό αυτού έχει πεπερασμένη βέλτιστη λύση. Επιπλέον, αν x* είναι η βέλτιστη λύση για το πρωτεύον και y* για το δυικό, τότε ισχύει ότι 
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Είδαμε, προηγουμένως, ότι οποιαδήποτε λύση του δυικού προγράμματος δίνει ένα κάτω όριο της βέλτιστης λύσης του πρωτεύοντος. Στην πραγματικότητα, δίνει ένα κάτω όριο της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης που επιτυγχάνεται από οποιαδήποτε λύση του πρωτεύοντος. Αυτό είναι το εύκολο μέρος του θεωρήματος και ονομάζεται weak duality theorem. Μάλιστα, για τη σχεδίαση των περισσότερων προσεγγιστικών αλγορίθμων αρκεί το θεώρημα αυτό και δεν μας χρειάζεται αναγκαστικά το προηγούμενο, όπως και θα δούμε στη συνέχεια.
Θεώρημα Θ2 [Weak Duality theorem]

Εάν x και y είναι εφικτές λύσεις για το πρωτεύον και το δυικό πρόγραμμα αντίστοιχα, τότε ισχύει ότι 
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Απόδειξη: Έχουμε ότι 
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όπου η πρώτη ανισότητα ισχύει διότι κάθε xj είναι μη αρνητικό και κάθε cj είναι μικρότερο ή ίσο από 
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, κάτι που γνωρίζουμε από τον ορισμό του δυικού προγράμματος. Η δεύτερη ανισότητα ισχύει για παρόμοιους λόγους. Εξυπακούεται ότι όταν μιλάμε για βέλτιστες λύσεις, ισχύει η ισότητα οπότε και έχουμε το Θ1.

Παρακάτω θα αναφερθούμε σε κάποιες πολύ σημαντικές συνθήκες για τη σχεδίαση αλγορίθμων, προσεγγιστικών και μη. Ονομάζονται complementary slackness συνθήκες (επιπρόσθετες δηλαδή) στη διεθνή βιβλιογραφία και η απόδειξη των σχέσεων τους είναι σχετικά εύκολη.

Θεώρημα Θ3 [Complementary Slackness Conditions]

Υποθέτουμε ότι x είναι εφικτή λύση του πρωτεύοντος και y η εφικτή λύση του δυικού. Τότε οι δύο αυτές λύσεις είναι βέλτιστες, αν και μόνο αν ισχύουν ταυτόχρονα  οι εξής συνθήκες: 
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Απόδειξη: Καταρχάς εφόσον, οι x,y είναι εφικτές λύσεις, έχουμε (bi- 
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. Αθροίζοντας για όλα τα i,j έχουμε 
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 (2). Αθροίζοντας τις σχέσεις (1) και (2) και χρησιμοποιώντας το Θ1, έχουμε: 
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. Ως εκ τούτου, όλες οι ανισότητες πρέπει να είναι ισότητες, οπότε και ισχύει το Θεώρημα.

Σε αυτό το σημείο ξεκινάμε, σταδιακά, να συνδέουμε τη Θεωρία αυτή με τη σχεδίαση προσεγγιστικών αλγορίθμων. Αρχίζουμε δίνοντας κάποιους σημαντικούς ορισμούς. Στο πρώτο παράδειγμα η βέλτιστη λύση του προγράμματος εμπεριείχε διάνυσμα με ορισμένες τιμές (κάποιες εξ αυτών μη ακέραιες). Ως ακέραιο πρόγραμμα θα λογίζουμε το πρόγραμμα αυτό που αναζητά λύσεις της μορφής 0 ή 1 στις μεταβλητές του. Εξυπακούεται ότι το παράδειγμα που αναφέραμε δεν είναι ακέραιο πρόγραμμα (ή αλλιώς είναι fractional, δηλαδή δεν έχει περιορισμό στην μορφή της λύσης, η οποία εν γένει είναι κλασματική και άρα μη ακέραιη). Πως όμως παίρνουμε ένα τέτοιο ακέραιο πρόγραμμα από ένα συνηθισμένο πρόγραμμα; Κάνοντας την LP-relaxation του συνηθισμένου προγράμματος, δηλαδή καταρρίπτοντας τους περιορισμούς στο εκάστοτε διάστημα ορισμού των μεταβλητών. Ένα γραμμικό πρόγραμμα ελαχιστοποίησης με συντελεστές πίνακα περιορισμών, αντικειμενικής συνάρτησης και δεξιάς πλευράς ανισοτήτων θετικούς αριθμούς, λέγεται covering ενώ το αντίστοιχο (μεγιστοποίησης φυσικά) λέγεται packing. Θα αναφερθούμε πολλές φορές σε ζεύγη covering-packing προγραμμάτων (όπως, επίσης, και στην έννοια του relaxing) στη συνέχεια της εργασίας. Παραθέτουμε τους ακριβείς ορισμούς τους:

Αν θεωρήσουμε ότι Α είναι ένας mxn πίνακας αποτελούμενος από μη αρνητικούς ακεραίους και b ένα διάνυσμα του Z+m, ενώ τα x,w είναι διανύσματα του Ζ+n, τότε ως covering πρόβλημα θεωρούμε την ελαχιστοποίηση του wTx υποκείμενη στον περιορισμό ότι Αx≥b, ενώ ως packing πρόβλημα θεωρούμε τη μεγιστοποίηση του wTx, υποκείμενη στον περιορισμό ότι Αx≤b.

Ας μιλήσουμε τώρα για το λόγο που ο Γραμμικός Προγραμματισμός είναι τόσο σημαντικός στη σχεδίαση προσεγγιστικών αλγορίθμων. Πολλά συνδυαστικά προβλήματα βελτιστοποίησης, με πρώτο και καλύτερο το Πρόβλημα Κάλυψης Συνόλων, μπορούν να οριστούν ως ακέραια προγράμματα. Άπαξ και γίνει αυτό, η LP-relaxation του προγράμματος, μας δίνει τη δυνατότητα να οριοθετήσουμε με καλύτερο τρόπο το κόστος της βέλτιστης λύσης.

Υπάρχουν δύο βασικές τεχνικές με τις οποίες μπορούμε να κατασκευάσουμε προσεγγιστικούς αλγόριθμους χρησιμοποιώντας τον Γραμμικό Προγραμματισμό. H πρώτη ονομάζεται LP-rounding (στρογγυλοποίηση) και προϋποθέτει επίλυση του γραμμικού προγράμματος και μετατροπή της κλασματικής λύσης σε ακέραιη, αφού έχουμε διασφαλίσει ότι το κόστος δεν αυξάνεται πολύ. Ο δεύτερος τρόπος έχει να κάνει με τη χρησιμοποίηση του δυικού προγράμματος της LP-relaxation, στη σχεδίαση του αλγορίθμου. Η τεχνική αυτή λέγεται primal-dual schema (δηλαδή σχήμα πρωτεύοντος-δυικού) και είναι αποτέλεσμα μελέτης από τους Dantzig, Ford και Fulkerson. Η αρχική τους σκέψη προήλθε από συνδυαστική βελτιστοποίηση και συγκεκριμένα από μία πρώιμη μελέτη του Kuhn για την εύρεση min-max σχέσης που αφορούσε το πρόβλημα weighted bipartite matching. 

Αν ονομάσουμε την LP-relaxation πρωτεύον πρόγραμμα, τότε μία ακέραιη λύση του πρωτεύοντος και μία εφικτή λύση του δυικού, μπορούν να κατασκευαστούν επαναληπτικά. Σημειωτέον, ότι οποιαδήποτε εφικτή λύση του δυικού προγράμματος, μας παρέχει ένα κάτω όριο για την ΟΡΤ, όπως έχουμε προεπισημάνει. Η προσεγγιστική εγγύηση είναι αποτέλεσμα της σύγκρισης του κόστους του αλγορίθμου με αυτό της βέλτιστης λύσης. Ωστόσο, στην ανάλυση συνδυαστικά δημιουργηθέντων προσεγγιστικών αλγορίθμων, πολύ χρήσιμη είναι και η μέθοδος του dual-fitting. 
Δεδομένης μιας LP-relaxation ενός προβλήματος ελαχιστοποίησης Π, ας θεωρήσουμε το κόστος της βέλτιστης κλασματικής λύσης του στιγμιοτύπου του Ι (δηλαδή το ΟΡΤf(I)) ή με άλλα λόγια την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης της βέλτιστης λύσης της LP-relaxation. Ορίζουμε το integrality gap της relaxation ως 
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, όπου ο αριθμητής αναφέρεται στην βέλτιστη λύση του ακέραιου προγράμματος και ο παρονομαστής στην βέλτιστη λύση του κλασματικού προγράμματος (στην περίπτωση προβλήματος μεγιστοποίησης έχουμε το infimum). Εξυπακούεται ότι στην περίπτωση σύμπτωσης των δύο λύσεων το integrality gap είναι 1 και τότε μιλάμε για exact relaxation.

Εάν το κόστος που βρίσκεται από τον αλγόριθμο συγκρίνεται απευθείας με το κόστος της βέλτιστης κλασματικής λύσης (ή μιας εφικτής λύσης του δυικού), ο καλύτερος προσεγγιστικός παράγοντας που ελπίζουμε να έχουμε είναι το integrality gap της relaxation.

Η κύρια διαφορά στην απόδοση των δύο αλγορίθμων έγκειται στις χρονικές πολυπλοκότητες των παραγόμενων αλγορίθμων. Ένας LP-rounding αλγόριθμος χρειάζεται να βρει μία βέλτιστη λύση της LP-relaxation. Αυτό μπορεί να γίνει σε πολυωνυμικό χρόνο, εφόσον η relaxation έχει πολυωνυμικά πολλούς περιορισμούς (αλλά και αρκετές φορές εάν έχει εκθετικά πολλούς). Δυστυχώς και στις δύο περιπτώσεις οι πολυπλοκότητες είναι μεγάλες. Από την άλλη, το primal-dual schema μας δίνει καλούς αλγορίθμους από άποψη πολυπλοκότητας. Ουσιαστικά, μας δίνεται ένα γενικό πλαίσιο στη σχεδίαση και τα υπόλοιπα πρέπει να γίνουν ανάλογα με την ειδική υφή κάθε προβλήματος. Επομένως, ένας αλγόριθμος που σχεδιάζεται με τον δεύτερο τρόπο είναι πιο εύπλαστος από ότι ένας με τον πρώτο.

Με τα μέχρι στιγμής δεδομένα, παρατηρούμε ότι οι μελετητές προτιμούν τον δεύτερο τρόπο στη σχεδίαση αλγορίθμων αν και, πολλές φορές, οι τελικές μορφές των αλγορίθμων αυτών, όταν χρησιμοποιούμε το primal-dual schema, παύουν να μας θυμίζουν τον Γραμμικό Προγραμματισμό και τείνουν σε πραγματικούς συνδυαστικούς αλγορίθμους.

Πριν προχωρήσουμε, θεωρούμε χρήσιμο να αναφερθούμε συνοπτικά σε ένα εκ των πιο γνωστών περιπτώσεων δυισμού προβλημάτων. Θεωρούμε το πρόβλημα μέγιστου matching4 σε γράφο G(V,E). Έχουμε τη μεταβλητή v
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V}. Aκόμη θεωρούμε τη μεταβλητή xe για την οποία έχουμε ότι xe=1 αν και μόνο αν η e ανήκει στο ταίριασμα. Η LP-relaxation του προβλήματος μπορεί να εκφραστεί ως εξής:
Μεγιστοποίησε το [image: image40.wmf]
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υπό την προϋπόθεση ότι 
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και xe≥0

Ο τελευταίος περιορισμός αφορά την υποχρέωση μας να έχουμε μη αρνητικές μεταβλητές (πάντα), ενώ ο πρώτος υπάρχει για να δείξουμε ότι θέλουμε να πάρουμε το πολύ μία πλευρά προσκείμενη στη συγκεκριμένη κορυφή. Εξυπακούεται ότι το πρόγραμμα ζητάει μεγιστοποίηση του αριθμού των πλευρών του ταιριάσματος. To δυικό πρόγραμμα αυτού, χωρίς να δώσουμε ιδιαίτερη βαρύτητα στον μηχανιστικό τρόπο κατασκευής του είναι το εξής:
Ελαχιστοποίησε το  
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υπό την προϋπόθεση ότι yu + yw ≥ 1 για κάθε {u,w}
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Εάν μάλιστα απαιτήσουμε η μεταβλητή yv να είναι 0 ή 1, τότε μιλάμε για ένα ακέραιο πρόγραμμα περιγραφής του προβλήματος ελάχιστης Κάλυψης Κορυφών διότι εάν yv=1 τότε η κορυφή v ανήκει στην κάλυψη, ειδάλλως όχι. Επομένως, η LP-relaxation του προβλήματος μέγιστου ταιριάσματος είναι δυικό πρόγραμμα της LP-relaxation του προβλήματος εύρεσης ελαχίστου Vertex Cover. Ο τελευταίος περιορισμός του προγράμματος αυτού υπάρχει γιατί επιθυμούμε μη αρνητική μεταβλητή (εάν αυτή εμφανίζεται στην αντικειμενική συνάρτηση), ενώ ο πρώτος γιατί θέλουμε από κάθε πλευρά να έχουμε τουλάχιστον μία προσκείμενη κορυφή στην κάλυψη. Μιλάμε φυσικά για ελαχιστοποίηση του αριθμού κεκαλυμμένων κορυφών (τις οποίες αντικατοπτρίζει η ποσότητα 
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). Παραθέτουμε, τώρα, τον ακριβή ορισμό του προβλήματος Κάλυψης Κορυφών:

Ορισμός Ο1[minimum Vertex Cover problem]

Δεδομένου ενός μη κατευθυνόμενου γράφου G=(V,E) και μίας συνάρτησης κόστους ανά κορυφή c:V(Q+, ένα Vertex Cover ελαχίστου κόστους είναι ένα υποσύνολο κορυφών τέτοιο ώστε κάθε πλευρά να έχει τουλάχιστον ένα σημείο πέρατος υποκείμενο στο διαλεγμένο υποσύνολο (για μοναδιαία κόστη έχουμε το cardinality Vertex Cover problem).

Γιατί όμως ασχολούμαστε εδώ με το Vertex Cover Problem; Είναι η γνωστότερη ειδική περίπτωση του Set Cover Problem. Πιο συγκεκριμένα, το πρόβλημα Set Cover ορίζεται ως εξής: Δεδομένου ενός συνόλου U αποτελούμενου από n στοιχεία, μίας συλλογής S από υποσύνολα Si του U (όπου i=1,…,k) και μιας συνάρτησης κόστους c:S ( Q+, αναζητάμε υποσυλλογή του S με ελάχιστο κόστος, που να καλύπτει όλα τα στοιχεία του U. Αν ορίσουμε ως συχνότητα ενός στοιχείου, τον αριθμό των συνόλων στα οποία αυτό εμφανίζεται και ως  f  τη συχνότητα του πιο συχνού στοιχείου, τότε πολύ απλά το πρόβλημα Vertex Cover είναι το πρόβλημα Set Cover με f=2 (μάλιστα όχι μόνο η μέγιστη συχνότητα είναι 2 αλλά κάθε συχνότητα είναι ίση με 2 στην περίπτωση αυτή).  Κρίνουμε, λοιπόν, σκόπιμο να δώσουμε ιδιαίτερη βαρύτητα στην περίπτωση του προβλήματος Kάλυψης Kορυφών πριν προχωρήσουμε στην καθεαυτή εξέταση του προβλήματος Κάλυψης Συνόλων. Αναφέρουμε ότι το πρόβλημα Vertex Cover είναι ΝΡ-complete ακόμη και αν μιλάμε για επίπεδους γράφους με μοναδιαία όλα τα κόστη. Το minimum Vertex Cover problem έχει μεγάλη σχέση με το πρόβλημα maximum Independent Set (γνωστού και ως Vertex Packing, αλλά και ως Αnticlique ή Stable Set problem στη διεθνή Βιβλιογραφία). Η έξοδος του ενός, είναι συμπλήρωμα της εξόδου του άλλου, αναφορικά στο σύνολο κορυφών της εισόδου-γράφου. Τα γραμμικά τους προγράμματα έχουν συνάφεια. Πιο συγκεκριμένα, το μέγιστο Independent Set απαιτεί σχέση μεγιστοποίησης ενώ ο πρώτος περιορισμός έχει ανεστραμμένη την ανισότητα (yu + yw ≥ 1 για κάθε {u,w}
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E). Κατά τα άλλα είναι όμοια και αποτελούν ένα covering-packing ζεύγος γραμμικών προγραμμάτων.

Θα σχεδιάσουμε έναν αλγόριθμο βασισμένο στο σχήμα primal-dual για το πρόβλημα εύρεσης ελαχίστου Vertex Cover. Η μέθοδος αυτή μελετάται ευρέως σε επόμενο κεφάλαιο για την γενική περίπτωση του Set Cover, ωστόσο θα την εφαρμόσουμε εδώ καταχρηστικά για το Vertex Cover πρόβλημα. Αργότερα και αφού ολοκληρώσουμε την εφαρμογή του primal-dual schema στο Set Cover problem, θα δώσουμε συμπεράσματα και συγκρίσεις για την εφαρμογή του στο Vertex Cover problem. Ας κάνουμε κάποιες απαραίτητες διευκρινήσεις, όμως, πρώτα.

Για έναν δεδομένο γράφο G=(V,E) το στιγμιότυπο Ιrel(G) δίδεται από τις προαναφερθείσες σχέσεις:

Ελαχιστοποίησε το  
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υπό την προϋπόθεση ότι yu + yw ≥ 1 για κάθε {u,w}
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E     (1)

και yv≥0                                                                                (2)
Το δυικό στιγμιότυπο (αναφερόμενο στο πρόβλημα εύρεσης μέγιστου ταιριάσματος) δίδεται από τις επίσης προαναφερθείσες σχέσεις:

Μεγιστοποίησε το [image: image49.wmf]
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υπό την προϋπόθεση ότι 
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 για κάθε v                    (3)
και xe≥0                                                                                 (4)

Οι μεταβλητές του Ιrel(G) είναι οι yv1,yv2,…,yvn εάν V={v1,v2,…,vn} με την έννοια ότι yvi=1 αν και μόνο αν το vi ανήκει στην Κάλυψη Κορυφών. Από την άλλη, οι μεταβλητές του δυικού προγράμματος είναι οι xe1,...,xem αν Ε={e1,…,em} με την έννοια ότι xej=1 αν και μόνο αν η ej ανήκει στο ταίριασμα. Ακολουθεί ο αλγόριθμος:
Αλγόριθμος Α1 [primal-dual Min-VCP I]

Είσοδος: Γράφος G=(V,E) με V={v1,…,vn}, E={e1,…,em} με n
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1.   Κάνουμε “relaxing” στο στιγμιότυπο Ιrel(G) της μορφής:
Ελαχιστοποίησε το  
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image55.wmf]v

vV

y

Î

å


υπό την προϋπόθεση ότι yu + yw ≥ 1 για κάθε {u,w}
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και yv≥0
2.   Δημιουργούμε το δυικό στιγμιότυπο Dual(Irel(G)) 

3. Επιλύουμε το Dual(Irel(G)). Έστω β=(β1,β2,…,βm) η βέλτιστη λύση του Dual(Irel(G))

4. for i:=1 to n do

        if 
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        then αi:=0

        αi:=1

Έξοδος: α=(α1,…,αn)
Ας πούμε λίγα λόγια για τον αλγόριθμο, τώρα. Τα πρώτα 3 βήματα είναι πολύ απλά και δεν κρίνουμε ότι πρέπει να αναφέρουμε κάτι για αυτά. Στο τέταρτο βήμα αυτό που κάνουμε είναι για κάθε κορυφή να ελέγχουμε αν έστω μία από τις προσκείμενες σε αυτήν πλευρές ανήκει στο μέγιστο ταίριασμα ή όχι. Αν όχι, τότε η κορυφή αυτή δεν ανήκει στο ελάχιστο Vertex Cover, διότι απλά θα υπάρχουν άλλες πλευρές που θα είναι προσκείμενες στις υπόλοιπες κορυφές, τις οποίες και θα εξετάσουμε στη συνέχεια της πορείας του αλγορίθμου. 

.
Λήμμα Λ1 

Η έξοδος α του αλγορίθμου Α είναι εφικτή λύση για τον γράφο G και μάλιστα ισχύει ότι cost(α)≤2*ΟΡΤMIN-VCP(G). 
Απόδειξη: Υποθέτουμε ότι υπάρχει μία πλευρά ej={vr,vs} που δεν καλύπτεται από την α, δηλαδή η κάλυψη είναι άκυρη. Από το βήμα 4 του αλγορίθμου Α αυτό είναι εφικτό μόνο αν 
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 και ταυτόχρονα
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 όπου ej 
[image: image60.wmf]Î

 Inc(vr) ∩ Inc(vs) (5). Εφόσον, όμως, το βj εμφανίζεται μόνο στο r-οστό περιορισμό και στον s-οστό περιορισμό της (3), η σχέση (5) σημαίνει ότι υπάρχει πιθανότητα να αυξήσουμε το βj χωρίς να βλάψουμε τον περιορισμό (3). Αλλά αυτό αντιπαρατίθεται στην υπόθεση ότι η β είναι βέλτιστη για το δυικό πρόγραμμα. Επιπλέον, η α είναι εφικτή λύση για το στιγμιότυπο G του MIN-VCP. Έτσι δείξαμε ότι α
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M(G).

Τώρα πρέπει να δείξουμε ότι cost(α)≤2*ΟΡΤMIN-VCP(G). Ουσιαστικά αρκεί να δείξουμε ότι cost(α)≤2*cost(β) λόγω του Θεωρήματος weak-duality. Εφόσον αi=1 αν και μόνο αν 
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 (από το βήμα 4), έχουμε ότι αi=
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 για κάθε i με αi=1. Επιπλέον, για το κόστος έχουμε ότι cost(α)= 
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. Αθροίζοντας για όλα τα i, παίρνουμε λόγω και της ακριβώς προηγούμενης σχέσης ότι cost(α)=
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. Εφόσον, όμως, κάθε xer εμφανίζεται το πολύ σε δύο περιορισμούς, κάθε βr εμφανίζεται το πολύ δύο φορές στην 
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. Επιπλέον, ισχύει ότι 
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. Όμως, εξαιτίας της σχέσης για το κόστος που βρήκαμε αμέσως πριν, έχουμε ότι cost(α)≤2*
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 και αποδείχθηκε το ζητούμενο.
Ας δούμε τώρα έναν δεύτερο αλγόριθμο βασισμένο στο σχήμα primal-dual για το πρόβλημα ελαχίστου Vertex Cover.
Αλγόριθμος Α2 [primal-dual Min-VCP II]

Είσοδος: Ένας γράφος G=(V,E) με V={v1,v2,…,vn}, E={e1,…,em} , n
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1. Eκφράζουμε τον G ως στιγμιότυπο Ι(G) ακέραιου γραμμικού προγράμματος

2. Δημιουργούμε το Irel(G) και το δυικό αυτού.

3. for j:=1 to m do βi:=0;

        for i=1 to n do

            begin

                αi:=0;

                gap[i]:=1;
                // το gap[i] έχει την έννοια του 1- 
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            end
4. while 
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 ανικανοποίητος περιορισμός yu+yw≥1 για την α

    do

         if gap[r]≤gap[s] then

                 begin

                      ar:=1;

                      βj:=βj+gap[r];

                      gap[s]:=gap[s]-gap[r];

                      // διότι το βj είναι στο
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 ενώ gap[s]=1-
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                      gap[r]:=0;

                     // διότι το gap[r] ήταν 1- 
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Inc(vr), ενώ το βj  

                                //  αυξήθηκε ακριβώς κατά gap[r], οπότε ο r-οστός περιορισμός 

                      // της σχέσης 
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 ικανοποιείται
                 end
         else
                 begin
                      αs:=1;

                      βj:=βj+gap[s];

                      gap[r]:=gap[r]-gap[s];

                      gap[s]:=0

                 end;      

Έξοδος: α=(α1,…,α2)

Λήμμα Λ2 

Η έξοδος α του Α είναι εφικτή λύση για τον G και ισχύει ότι cost(a)≤2*OPTMIN-VCP(G) ενώ η χρονική πολυπλοκότητα είναι Ο(m+n) για γράφο με m πλευρές και n κόμβους.
Απόδειξη: Πρώτα πρέπει να δείξουμε ότι η α είναι εφικτή λύση για τον γράφο G. Εξαιτίας της συνθήκης του βρόχου while, έχουμε ότι ο αλγόριθμος σταματά μόνο αν η α ικανοποιεί όλους τους περιορισμούς yu+yw≥1. Επιπλέον, αν ο αλγόριθμος τερματίζεται, τότε η α είναι μία εφικτή λύση. Αλλά ο αλγόριθμος πρέπει να σταματά επειδή κάθε επανάληψη του βρόχου αυτού αυξάνει τον αριθμό των ικανοποιήσιμων περιορισμών που μόλις πριν περιγράψαμε, κατά τουλάχιστον έναν. Εφόσον, α
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{0,1}n, η α είναι εφικτή λύση. Τώρα πρέπει να δείξουμε τη σχέση του κόστους. Αρκεί να δείξουμε ότι cost(α)≤2*cost(β). Εφόσον αi=1 έχουμε ότι 
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=1, επομένως αi =
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 για κάθε i με αi=1 και η απόδειξη συνεχίζεται ακριβώς όπως στον Α1.

Τα βήματα 1 έως 3 του Α2 εκτελούνται σε χρόνο Ο(n+m). Ο βρόχος while εκτελείται το πολύ m φορές, συνεπώς έχουμε χρονική πολυπλοκότητα Ο(m). Άρα, η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου είναι Ο(n+m), όπως εύκολα συνάγουμε.
O προσεγγιστικός παράγοντας 2, που και στους δύο αλγορίθμους συναντάμε, είναι ότι καλύτερο έχουμε αυτή τη στιγμή για τη γενική περίπτωση του ελαχίστου Vertex Cover problem. Όπως θα δούμε στη συνέχεια, καλύτερο προσεγγιστικό αλγόριθμο δίνει μόνο η μέθοδος της πιθανοτικής στρογγυλοποίησης στο κεφάλαιο του rounding, εκεί, όμως, η λύση είναι υπό έλεγχο. Ο αναγνώστης που θέλει να εντρυφήσει περισσότερο στο πρόβλημα Vertex Cover, μπορεί να παρακάμψει τα επόμενα και να μελετήσει τα όσα αναφέρουμε για τη half-integrality, τα ΙΡ2 και τη σχέση Independent Set-Vertex Cover, στο κεφάλαιο του rounding. Είναι εξαιρετικά σημαντικά αποτελέσματα που μας κατευθύνουν στην εύρεση σχέσεων για το ένα πρόβλημα (και ειδικά την μέγιστη προσεγγιστική εγγύηση που μπορούμε να επιτύχουμε για αυτό) μελετώντας το άλλο.
Σημειώνουμε ότι για ειδικές περιπτώσεις του προβλήματος Vertex Cover, υπάρχουν καλύτεροι προσεγγιστικοί αλγόριθμοι. Για παράδειγμα, εάν ο αριθμός κόμβων είναι μικρότερος ή ίσος του (2k+3)k(2k+2), μπορούμε να έχουμε παράγοντα 2–1/(k+1). Ο αλγόριθμος αυτός, όμως, δεν έχει καμία σχέση με το Γραμμικό Προγραμματισμό (βασίζεται σε αριθμούς Ramsey) και ως εκ τούτου δεν μελετάται καθόλου εδώ. Ο k είναι ο μικρότερος ακέραιος που ικανοποιεί τη σχέση |V|≤(2k+3)k(2k+2). Ωστόσο, ο πιο ενδιαφέρων αλγόριθμος (άσχετος πάλι με το Γραμμικό Προγραμματισμό) κατά τη γνώμη μας, δίνει παράγοντα 2 – 1/k, όπου k είναι ο μικρότερος ακέραιος για τον οποίο ισχύει (2k-1)k≥|V|. Για πρακτικές εφαρμογές δίνει σαφώς καλύτερο παράγοντα του 2 (πχ για αριθμό κόμβων 2400 δίνει παράγοντα 1.75). Για επίπεδους γράφους τα αποτελέσματα μπορεί να είναι ακόμη καλύτερα. Πάντως, για αριθμό κόμβων που τείνει στο άπειρο, όλοι οι αλγόριθμοι που έχουμε συγκλίνουν σε παράγοντα 2.

Αποδεικνύεται ότι τo πρόβλημα minimum Vertex Cover είναι μη προσεγγίσιμο για παράγοντα κάτω του 7/6, είναι, δε, ΑΡΧ-complete6 και άρα δεν υπάρχει FPTAS για το πρόβλημα αυτό. Όπως γίνεται αντιληπτό, υπάρχει σαφές πεδίο μελλοντικής έρευνας, αφού η απόσταση μεταξύ παρόντος καλύτερου προσεγγιστικού παράγοντα και ορίου μη περαιτέρω προσέγγισης είναι μεγάλη. Αξίζει, πάντως, να σημειωθεί ότι το όριο κάτω από το οποίο είναι αδύνατο να προσεγγιστεί πλέον το πρόβλημα ελαχίστου Vertex Cover έχει μείνει στάσιμο εδώ και πολλά χρόνια, ένδειξη της δυσκολίας του προβλήματος. 
5. Εφαρμογή του primal-dual schema στο πρόβλημα Set Cover
To πρόβλημα Set Cover είναι το πλέον βασικό στη σχεδίαση αλγορίθμων. Επαναλαμβάνουμε τον ορισμό του:

Ορισμός Ο2 [minimum Set Cover problem]

Δεδομένου ενός συνόλου U αποτελούμενου από n στοιχεία, μίας συλλογής S από υποσύνολα Si του U (όπου i=1,…,k) και μιας συνάρτησης κόστους c:S( Q+, αναζητάμε υποσυλλογή του S με ελάχιστο κόστος, που να καλύπτει όλα τα στοιχεία του U.


[image: image81.wmf]
To πρόβλημα απόφασης είναι ΝΡ-complete, ενώ το βελτιστοποίησης είναι NP-hard. Στο παρόν κεφάλαιο θα σχεδιάσουμε έναν απλό αλγόριθμο με παράγοντα f, για το Πρόβλημα Κάλυψης Συνόλων. Υπενθυμίζουμε ότι η f είναι η συχνότητα του πιο συχνού στοιχείου.

Η γενική μορφή γραφής ενός πρωτεύοντος προγράμματος ελαχιστοποίησης είναι η εξής:
Ελαχιστοποίησε το 
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με τους περιορισμούς ότι 
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                                          xj≥0,j=1,…,n
To δυικό πρόγραμμα αυτού είναι το εξής:

Μεγιστοποίησε το 
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υπό την προϋπόθεση ότι  
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 και
                                         yi≥0, i=1,…,m
Οι περισσότεροι προσεγγιστικοί αλγόριθμοι που χρησιμοποιούν το primal-dual schema είναι εφικτοί, διασφαλίζοντας το ένα σύνολο συνθηκών και κάνοντας “relaxing” στο άλλο. Στα επόμενα, καλύπτουμε και τις δύο συνθήκες. Μάλιστα, εάν ισχύουν οι συνθήκες του πρωτεύοντος θέτουμε α=1, ενώ αν ισχύουν του δυικού θέτουμε β=1. Παρακάτω κάνουμε μια προσέγγιση εφαρμογής του primal-dual σε ένα γενικό πρόβλημα και αργότερα θα εξειδικεύσουμε στο πρόβλημα Set Cover.

Complementary slackness συνθήκες πρωτεύοντος

Έστω α≥1

Για κάθε j είτε xj=0 είτε cj/α≤
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Complementary slackness συνθήκες δευτερεύοντος

Έστω β≥1

Για κάθε i είτε yi=0 είτε bi≤
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Γίνεται εμφανές ότι όταν α=β=1, μιλάμε για βέλτιστες λύσεις και ισχύουν οι ισότητες, με άλλα λόγια οι complementary slackness συνθήκες για τις οποίες έχουμε μιλήσει σε προηγούμενο κεφάλαιο.

Πρόταση Π1
Εάν οι x και y είναι εφικτές λύσεις για το πρωτεύον και το δυικό αυτού και ικανοποιούν τις άνω συνθήκες, τότε ισχύει ότι
[image: image88.wmf]

 EMBED Equation.DSMT4  [image: image89.wmf]11
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Απόδειξη: Ισχύει ότι 
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 εκ της complementary slackness συνθήκης του πρωτεύοντος που πριν λίγο αναφέραμε. Όμως, το τελευταίο γινόμενο είναι ίσο με 
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 το οποίο με τη σειρά του είναι μικρότερο ή ίσο της ποσότητας 
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, λόγω της συνθήκης του δυικού. Επομένως, αποδείχτηκε το ζητούμενο.

Ο αλγόριθμος ξεκινά με μία μη εφικτή λύση του πρωτεύοντος και μία εφικτή λύση του δευτερεύοντος, που συνήθως είναι οι τετριμμένες x=y=0. (συνεπώς καταλαβαίνουμε γιατί η δεύτερη είναι εφικτή: λόγω της ανισότητας “≤” στους περιορισμούς του δυικού προγράμματος μεγιστοποίησης). Επαναληπτικά, αυξάνεται η πραγμάτωση της λύσης του πρωτεύοντος αλλά και η βελτιστότητα της αντίστοιχης του δυικού, διασφαλίζοντας ότι στο τέλος η μεν πρώτη γίνεται εφικτή, οι δε επιπρόσθετες συνθήκες ικανοποιούνται. Βέβαια, η λύση του πρωτεύοντος εκτείνεται σε ακέραιη, αναγκαστικά. Οι βελτιώσεις της λύσης του πρωτεύοντος και του δυικού γίνονται σταδιακά. Στο τέλος, το κόστος της λύσης του δυικού μας δίνει τη δυνατότητα να τοποθετήσουμε κατώτερο όριο στην ΟΡΤ ενώ βάσει της πρότασης Π1, η προσεγγιστική εγγύηση του αλγορίθμου είναι α*β.
Τώρα θα εξειδικεύσουμε στο πρόβλημα Set Cover. Αρχίζουμε διαλέγοντας α=1 και β=f. Εν συνεχεία πρέπει να κάνουμε μορφοποίηση του προβλήματος Set Cover σε ακέραιο πρόγραμμα και αργότερα στην LP-relaxation αυτού. Καταρχήν, δημιουργούμε τη μεταβλητή xs για κάθε σύνολο S
[image: image93.wmf]Î

S, η οποία και μπορεί να πάρει τιμές μόνο 0 ή 1. Την τιμή 1 την παίρνει αν και μόνο αν το σύνολο S διαλέγεται από την κάλυψη, ειδάλλως παίρνει την τιμή 0. Ο περιορισμός είναι ότι για κάθε στοιχείο e
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U απαιτούμε κατ’ ελάχιστο ένα από τα σύνολα που το εμπεριέχουν να διαλέγεται από την κάλυψη. Το ακέραιο πρόγραμμα, λοιπόν, είναι το εξής:
Ελαχιστοποίησε το 
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υπό την προϋπόθεση ότι 
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H LP-relaxation του ακέραιου αυτού προγράμματος είναι αυτή που ακολουθεί:

Ελαχιστοποίησε το 
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Αυτό που κάναμε ήταν να αποκλείσουμε τον ακέραιο περιορισμό για τη μεταβλητή xs. Επομένως, η λύση αυτού του προγράμματος είναι ένα κλασματικό Set Cover.

Εισάγουμε, τώρα, τη μεταβλητή ye η οποία αντιστοιχεί σε κάθε στοιχείο e
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U και παίρνουμε το ακόλουθο δυικό πρόγραμμα:

Μεγιστοποίησε το 
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Τώρα βέβαια, κάποιος μπορεί να αναρωτηθεί γιατί το πρόγραμμα αυτό είναι το δυικό του παραπάνω. Αυτό είναι αποτέλεσμα μιας μηχανιστικής διαδικασίας που μπορεί να γίνει από τον καθένα, αρκεί να έχει ασχοληθεί σχετικά με το θέμα αντιστοίχησης δύο προγραμμάτων, ενός ελαχιστοποίησης και ενός μεγιστοποίησης, δυικού του προηγούμενου. Στην περίπτωση μας, το δυικό πρόγραμμα που μόλις αναφέραμε, μπορεί να εννοηθεί ως συμπλήρωση αντικειμένων μέσα σε στοιχεία, προσπαθώντας να μεγιστοποιήσουμε το συνολικό φορτίο, χωρίς όμως να γεμίσουμε περισσότερο από ότι πρέπει, κάποιο σύνολο (δηλαδή περισσότερο από το εκάστοτε κόστος ενός συνόλου). Γίνεται αντιληπτό ότι εδώ έχουμε ένα covering-packing ζεύγος γραμμικών προγραμμάτων.
Οι complementary slackness συνθήκες για το ζεύγος των γραμμικών προγραμμάτων είναι οι εξής:
Συνθήκες Πρωτεύοντος (Set Cover problem)

Για κάθε σύνολο S ισχύει ότι με xs≠0 ( 
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 (διότι α=1, βλ. συνθήκες γενικού πρωτεύοντος προγράμματος). To σύνολο S είναι tight7 αν ισχύει ότι  
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. Εφόσον, μάλιστα, αυξάνουμε τις μεταβλητές του πρωτεύοντος κατά ακέραιο τρόπο, μπορούμε να ορίσουμε τις συνθήκες ως: “διάλεξε μόνο tight σύνολα στην κάλυψη”. Δεν έχουμε το δικαίωμα να κάνουμε “overpacking” σε οποιοδήποτε σύνολο, δηλαδή να γεμίσουμε τα στοιχεία του περισσότερο από το συνολικό κόστος που το σύνολο μπορεί να αντέξει (βάσει του εξ υποθέσεως κόστους του). Εξάλλου, τότε, θα έπαυε να είναι tight.
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Συνθήκες Δευτερεύοντος
Για κάθε e ισχύει ότι ye≠0 ( 
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(διότι β=f, βλ. συνθήκες γραφής γενικού δυικού προγράμματος). Εφόσον βρίσκουμε λύσεις της μορφής 0/1 για την x, οι συνθήκες αυτές είναι ισοδύναμες με το “κάθε στοιχείο που έχει μία μη αρνητική τιμή μπορεί να καλυφθεί το πολύ f φορές”. Εφόσον, όμως, κάθε στοιχείο είναι το πολύ σε f σύνολα, η συνθήκη αυτή είναι τετριμμένα ικανοποιήσιμη για όλα τα στοιχεία.

Ακολουθεί ο αλγόριθμος βασισμένος στις δύο αυτές συνθήκες:

Αλγόριθμος Α3 [Set Cover με προσεγγιστικό παράγοντα f]
1. Αρχικοποίηση: x ( 0; y ( 0;

2. Μέχρι να καλυφθούν όλα τα στοιχεία:
a. Διάλεξε ένα μη καλυπτόμενο στοιχείο, το e, και αύξησε το ye μέχρι κάποιο σύνολο να γίνει tight.

b. Διάλεξε όλα τα tight σύνολα στην κάλυψη και ενημέρωσε την x
c. Ονομάτισε όλα τα στοιχεία που εμφανίζονται σε αυτά τα σύνολα ως “κεκαλυμμένα”

      3.  Έξοδος: Η κάλυψη συνόλων x
Θεώρημα Θ4

Ο αλγόριθμος Α3 επιτυγχάνει προσεγγιστικό παράγοντα f.

Απόδειξη: Δεν πρόκειται να υπάρξουν ούτε μη κεκαλυμμένα σύνολα στο τέλος του αλγορίθμου, ούτε υπερκαλυμμένα αφού αυτό αποκλείεται εκ της πορείας του αλγορίθμου. Επιπλέον, οι λύσεις του πρωτεύοντος και του δυικού θα είναι εφικτές. Εφόσον, ικανοποιούν τις complementary συνθήκες με α=f, o προσεγγιστικός παράγοντας θα είναι f, εκ της πρότασης Π1.

Αυτή ήταν μία συνοπτική ανασκόπηση της εφαρμογής του primal-dual σχήματος στο πρόβλημα Set Cover. Εάν θεωρήσουμε ότι f=2 (δηλαδή έχουμε το Vertex Cover problem), τότε παίρνουμε τον ίδιο προσεγγιστικό παράγοντα με αυτόν που βρήκαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο. Καθίσταται σαφές, πάντως ότι όσο μεγαλώνει η f, τόσο χειροτερεύει ο προσεγγιστικός αλγόριθμος. 

H δημοσίευση στην οποία οφείλεται ο αλγόριθμος Α3 (αν και διατυπωμένος  λίγο διαφορετικά) στοχεύει περισσότερο στην δημιουργία αλγορίθμου για το πρόβλημα Κάλυψης Κορυφών με βάρη, του οποίου η χρονική πολυπλοκότητα είναι γραμμική ως προς τον αριθμό των πλευρών |Ε|.  
6. Dual fitting και Set Cover Problem

Αφήνοντας το primal-dual schema πίσω, κανείς θα περίμενε να αναφερθούμε στην έτερη μέθοδο, το LP-rounding. Ωστόσο, θα αφήσουμε αυτή τη διερεύνηση για το επόμενο κεφάλαιο μιας και υπεισέρχονται πιθανοτικές έννοιες που πρέπει να διασαφηνιστούν ξεχωριστά χωρίς να πληγεί η ομοιομορφία της εργασίας. Αφιερώνουμε, λοιπόν, το παρόν κεφάλαιο στο dual fitting, που είναι ένας χρησιμότατος τρόπος εκμαίευσης αποτελεσμάτων από ήδη υπάρχοντες αλγορίθμους. 
Θεωρώντας πρόβλημα ελαχιστοποίησης, η μέθοδος dual fitting μπορεί να οριστεί, σε γενικές γραμμές, ως εξής: Ο βασικός αλγόριθμος είναι συνδυαστικός. Χρησιμοποιώντας την relaxation του προβλήματος και του δυικού αυτού, δείχνουμε ότι η ακέραιη λύση του πρωτεύοντος υπερπληρώνεται από την υπολογιζόμενη λύση του δυικού. Ωστόσο, η λύση του δυικού είναι ανέφικτη. Με τον όρο “υπερπληρώνεται” εννοούμε ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης της λύσης του πρωτεύοντος είναι το πολύ ίση με την αντίστοιχη τιμή για το δυικό. Βασικό βήμα στην όλη διαδικασία είναι η διαίρεση του δυικού με έναν ικανοποιητικό παράγοντα, δείχνοντας ότι η νέα έκδοση του δυικού είναι εφικτή, πλέον. Το νέο δυικό πρόγραμμα δίνει ένα νέο κάτω όριο για την ΟΡΤ, βάσει και των όσων γνωρίζουμε.

Ξεκινάμε παραθέτοντας ξανά τις γενικές μορφές ακέραιου προγράμματος, της LP-relaxation και του δυικού προγράμματος αυτής πάνω στα οποία θα βασιστούμε στη συνέχεια.
Το ακέραιο πρόγραμμα είναι το εξής:

Ελαχιστοποίησε το 
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H LP-relaxation του ακέραιου αυτού προγράμματος είναι αυτή που ακολουθεί:
Ελαχιστοποίησε το 
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Αυτό που κάναμε ήταν να αποκλείσουμε τον ακέραιο περιορισμό για τη μεταβλητή xs. Επομένως, η λύση αυτού του προγράμματος είναι ένα κλασματικό Set Cover.

Εισάγουμε, τώρα, τη μεταβλητή ye η οποία αντιστοιχεί σε κάθε στοιχείο e
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Μεγιστοποίησε το 
[image: image124.wmf]e

eU

y

Î

å


υπό την προϋπόθεση ότι 
[image: image125.wmf]:

()

e

eeS

ycS

Î

£

å

, S
[image: image126.wmf]Î

S
και ye≥0, e
[image: image127.wmf]Î

U
Τα δύο τελευταία προγράμματα είναι, όπως έχουμε επισημάνει, ένα covering-packing ζεύγος γραμμικών προγραμμάτων.
Παραθέτουμε, τώρα, τον συνδυαστικό αλγόριθμο για το Set Cover αφού κάνουμε, πρώτα, κάποιες διευκρινήσεις. Ο αλγόριθμος, ουσιαστικά, διαλέγει επαναληπτικά το περισσότερο χρήσιμο από άποψη κόστους (ή αλλιώς cost-effective) σύνολο και απομακρύνει τα κεκαλυμμένα στοιχεία, μέχρι όλα τα στοιχεία να καλυφθούν. Ας υποθέσουμε ότι C είναι το σύνολο των στοιχείων που έχουν ήδη καλυφθεί στην αρχή των επαναλήψεων. Κατά τη διάρκεια των επαναλήψεων, ορίζουμε την cost-effectiveness ενός συνόλου S ως το μέσο κόστος στο οποίο καλύπτει νέα στοιχεία., δηλαδή c(S)/|S-C|. Ορίζουμε την price ενός στοιχείου ως το μέσο κόστος στο οποίο αυτό καλύπτεται. Ισοδύναμα, όταν ένα σύνολο S διαλέγεται, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι το κόστος του διανέμεται ισοδύναμα ανάμεσα στα νέα στοιχεία που καλύφθηκαν, για να ορίσουμε έκαστο price αυτών.

Δεν πρόκειται να εντρυφήσουμε ιδιαίτερα στο σκέλος της αλγοριθμικής απόδειξης διότι ο συνδυαστικός αυτός αλγόριθμος δεν είναι το καθεαυτό μέρος του Γραμμικού Προγραμματισμού, απλά χρησιμοποιείται από αυτόν. Ως εκ τούτου έχουμε:

Αλγόριθμος Α4 [Άπληστος αλγόριθμος για το Set Cover]

1. Αρχικοποίηση: C ( 0

2. Ενόσω C≠U κάνε τα εξής:

    a. Βρες το πιο cost-effective σύνολο στην παρούσα επανάληψη, ας πούμε S
    b. Έστω α=cost(S)/|S-C|, δηλαδή η cost-effectiveness του S

    c.  Διάλεξε το S, και για κάθε e
[image: image128.wmf]Î

S-C, θέσε price(e)=α

   d.  C (C
[image: image129.wmf]U

S
3. Έξοδος: τα σύνολα που έχουμε διαλέξει

Τώρα αριθμούμε τα στοιχεία του U με τη σειρά με την οποία καλύφθηκαν από τον αλγόριθμο, έστω e1,e2,…,en.

Λήμμα Λ3

Για κάθε k
[image: image130.wmf]Î

{1,2,…,n}, ισχύει ότι price(ek)≤OPT/(n-k+1)

Απόδειξη: Σε κάθε επανάληψη έχουμε ότι τα εναπομείναντα σύνολα της βέλτιστης λύσης, μπορούν να καλύψουν τα εναπομείναντα στοιχεία με κόστος το πολύ ΟΡΤ. Άρα, ανάμεσα σε αυτά τα σύνολα, πρέπει να υπάρχει ένα που να έχει cost-effectiveness το πολύ ΟΡΤ/|C|. Στην επανάληψη στην οποία το ek καλύφθηκε, το C εμπεριείχε τουλάχιστον n-k+1 στοιχεία. Εφόσον το ek καλύφθηκε από το πιο cost-effective σύνολο της παρούσας επανάληψης, έχουμε ότι price(ek)≤OPT/|C|≤OPT/(n-k+1) αφού μιλάμε για n-k+1 στοιχεία τουλάχιστον την παρούσα στιγμή.

Θεώρημα Θ5

Ο άπληστος αλγόριθμος είναι ένας Ηn-προσεγγιστικός αλγόριθμος για το πρόβλημα ελάχιστης κάλυψης συνόλων (Ηn=1 + 0.5 + 1/3 + 0.25 + …+ 1/n ≈ lnn).

Απόδειξη: Εφόσον το κόστος κάθε διαλεγμένου συνόλου διανέμεται ανάμεσα στα κεκαλυμμένα σύνολα, το ολικό κόστος της διαλεγμένης κάλυψης είναι 
[image: image131.wmf]1

()

n

k

k

pricee

=

å

. Εκ του Λ3, αυτό είναι το πολύ Ηn*OPT.

Αν ονομάσουμε ΟΡΤf  το κόστος του βέλτιστου κλασματικού Set Cover, προφανώς ισχύει ΟΡΤf≤OPT διότι δεν υπάρχει ο περιορισμός της ακέραιης λύσης. Το κόστος οποιασδήποτε εφικτής λύσης του δυικού προγράμματος είναι ένα κάτω όριο για την OPTf όπως γνωρίζουμε από το Θεώρημα Δυισμού του Γραμμικού Προγραμματισμού. 

Ο αλγόριθμος ορίζει τις δυικές μεταβλητές price(e) για κάθε στοιχείο e. Είναι σημαντικό ότι η διαλεγμένη κάλυψη υπερπληρώνεται από τη λύση του δυικού προγράμματος. Ωστόσο, εν γένει η λύση του δυικού δεν είναι εφικτή. Αν όμως, την διαιρέσουμε κατά παράγοντα Ηn, γίνεται δεκτή μέσα στην παρούσα κάλυψη, δηλαδή σε κανένα σύνολο δεν γίνεται overpacking. Ορίζουμε, λοιπόν, την μεταβλητή ye=price(e)/Hn. Απο τα προηγούμενα, ο αλγόριθμος Α4 χρησιμοποιεί την y ως κάτω όριο για την ΟΡΤ. Παρακάτω, αποδεικνύουμε ότι η y είναι εφικτή λύση για το δυικό πρόγραμμα.

Λήμμα Λ4 
[image: image132.wmf]
Η y είναι εφικτή λύση για το δυικό πρόγραμμα της LP-relaxation.
Απόδειξη: Ας θεωρήσουμε το σύνολο S που έχει k στοιχεία. Αριθμούμε τα στοιχεία με τη σειρά με την οποία καλύφθηκαν από τον αλγόριθμο, πχ e1,e2,…,ek. Στην επανάληψη στην οποία ο αλγόριθμος καλύπτει το στοιχείο ei το σύνολο S εμπεριέχει τουλάχιστον k-i+1 στοιχεία. To σύνολο S μπορεί να καλύψει το ei σε ένα μέσο κόστος το πολύ c(S)/(k-i+1). Εφόσον ο αλγόριθμος διάλεξε το πιο cost-effective σύνολο σε αυτήν την επανάληψη, έχουμε price(ei)≤c(S)/(k-i+1). Eπιπλέον 
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. Αθροίζοντας για όλα τα στοιχεία του S έχουμε ότι: 
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. Εφόσον, το ολικό κόστος δεν ξεπερνά το c(S) δεν έχουμε υπερκάλυψη, άρα η λύση y δεν υπερφορτώνει κανένα σύνολο. Άρα, είναι εφικτή λύση, οπότε ισχύει το ζητούμενο.

Σημειώνουμε ότι με τα μέχρι στιγμής δεδομένα, το minimum Set Cover problem, δεν μπορεί να προσεγγιστεί (εκτός αν το ΝΡ έχει ημιπολυωνυμικούς8 αλγόριθμους) με παράγοντα κατώτερο του (1-ο(1))*lnn, ένας προσεγγιστικός παράγοντας που βρίσκεται πολύ κοντά στο Hn. 
Γενικεύσεις του Set Cover Problem
Ανάλογα εργαζόμαστε και σε αρκετές άλλες περιπτώσεις του προβλήματος Set Cover. Ας δούμε κάποιες εξ αυτών:
1. Set Multicover Problem
Στην περίπτωση αυτή, κάθε στοιχείο πρέπει να καλυφθεί κατά έναν συγκεκριμένο αριθμό φορών. Στόχος είναι να καλυφθούν όλα τα στοιχεία με ελάχιστο κόστος. Υποθέτουμε ότι το κόστος να διαλέξουμε ένα σύνολο S k φορές είναι k*cost(S), ειδάλλως το πρόβλημα γίνεται πιο περίπλοκο.

2. Multiset Multicover Problem
Εδώ έχουμε μία συλλογή πολυσυνόλων του U. Ένα πολυσύνολο εμπεριέχει ένα συγκεκριμένο αριθμό αντιγράφων κάθε συγκεκριμένου αντικειμένου. Αυτό που θέλουμε είναι ο συγκεκριμένος αριθμός φορών για τον οποίων μιλήσαμε στο Set Multicover Problem να είναι μεγαλύτερος ή ίσος της πολλαπλότητας έκαστου στοιχείου μέσα στο σύνολο S. Εξυπακούεται ότι εδώ αναφερόμαστε και πάλι σε ελάχιστο κόστος.
3. Set Multicover Problem with requirements and costs evolving over time9
Στην περίπτωση αυτή θεωρούμε το πρόβλημα Set Multicover με κάποιες τροποποιήσεις. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε ένα γενικό σύνολο από n στοιχεία και ένα σύνολο m συνόλων ορισμένο ως Sj, με j
[image: image135.wmf]Î

{1,…,m}. Ας θεωρήσουμε ότι k είναι η μέγιστη πληθικότητα ενός συνόλου k με k=max1≤j≤m|Sj|. Τα στοιχεία έχουν υποχρεώσεις κάλυψης και τα σύνολα υποχρεώσεις κόστους, συναρτήσει του χρόνου πάντα. Μάλιστα οι υποχρεώσεις κινούνται σε διακριτά (ακέραια) επίπεδα, με 1≤t≤T. Κάθε στοιχείο i πρέπει να καλυφθεί από r(i,t) σύνολα που έχουν διαλεχτεί πάνω στην ώρα t ή πριν από αυτή. Το να διαλέξουμε ένα αντίγραφο του συνόλου Sj την χρονική στιγμή t έχει κόστος c(j,t). Θεωρούμε ότι οι μελλοντικές εξελίξεις των υποχρεώσεων και των κόστων είναι γνωστές από πριν. Επιθυμούμε να διαλέξουμε σύνολα που να ικανοποιούν τις υποχρεώσεις σε κάθε χρονική στιγμή με ελάχιστο συνολικό κόστος. Αν θεωρήσουμε ότι x(j,t) είναι ο αριθμός αντιγράφων του Sj που διαλέγονται την στιγμή t, πρέπει να επιλύσουμε το εξής γραμμικό πρόγραμμα:
Ελαχιστοποίησε το 
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Αυτό που κάνουμε είναι αναγωγή του τροποποιημένου αυτού Set Cover στο κλασικό πρόβλημα Set Cover. Δηλαδή, εισάγουμε ένα στοιχείο Ιit για κάθε στοιχείο i και χρόνο t και για κάθε σύνολο Sj και χρόνο t του τροποποιημένου προβλήματος εισάγουμε ένα νέο σύνολο Sjt={Iit’:i
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Sj,t’≥t} του κόστους c(j,t) του Set Cover. Επειδή, η μέγιστη πληθικότητα είναι kT, o άπληστος αλγόριθμος για το Set Cover που έχουμε επισημάνει πρωτύτερα δίνει έναν kT προσεγγιστικό παράγοντα. Ωστόσο, μπορούμε να βελτιώσουμε τον παράγοντα αυτόν και να πάρουμε παράγοντα Ηn αν τροποποιήσουμε τον άπληστο αλγόριθμο. Αξίζει να σημειωθεί ότι το πρόβλημα αυτό έχει πρακτική εφαρμογή στα συστήματα SONET10. 

4. Constrained Set Multicover Problem
Εδώ έχουμε το Set Multicover και πάλι αλλά με τον επιπλέον περιορισμό ότι κάθε σύνολο πρέπει να διαλεχτεί το πολύ μία φορά. Το ενδιαφέρον για αυτό το πρόβλημα είναι ότι η LP-relaxation του αλλά και το δυικό πρόγραμμα αυτής εμπεριέχουν αρνητικούς συντελεστές. Ας δούμε λίγο καλύτερα το πρόβλημα αυτό.

Ας θεωρήσουμε ότι re
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+ είναι η υποχρέωση κάλυψης για κάθε στοιχείο e 
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 U.  Τώρα θα δούμε το ακέραιο πρόγραμμα που αντιστοιχεί στο περιορισμένο Set Multicover πρόβλημα:

Ελαχιστοποίησε το 
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Είναι προφανής η προσθήκη του τελευταίου περιορισμού αφού μιλάμε για ακέραιο πρόγραμμα. Εδώ πρέπει να κάνουμε κάποιες παρατηρήσεις, όμως. Υπάρχει σαφής ομοιότητα με το αντίστοιχο πρόγραμμα του κλασικού προβλήματος Set Cover. Ωστόσο στην LP-relaxation υπάρχουν διαφορές. Ας δούμε το πρόγραμμα της:
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To πρόγραμμα αυτό δεν είναι covering αφού έχει αρνητικούς συντελεστές στον πίνακα περιορισμών και στο δεξί μέρος των ανισοτήτων. Για τη δημιουργία του δυικού, θεωρούμε τη νέα μεταβλητή zs. To δυικό πρόγραμμα δεν είναι packing, για τους ίδιους λόγους που το πρωτεύον του δεν είναι covering (βλ. ορισμούς covering-packing προγραμμάτων). Ας δούμε το δυικό πρόγραμμα:
Μεγιστοποίησε το  
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Επειδή δεν πρόκειται για packing πρόγραμμα, μπορούμε να κάνουμε overpacking στο σύνολο S με τα ye, κάτι που μπορεί να γίνει μόνο αν αυξήσουμε τα zs για να διασφαλίσουμε ότι οι λύσεις είναι εφικτές, κάτι που μειώνει την εκάστοτε τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.
Ας ονομάσουμε ένα στοιχείο ενεργό αν εμφανίζεται σε λιγότερα από re των διαλεγμένων συνόλων. Σε κάθε επανάληψη, ο αλγόριθμος διαλέγει μεταξύ των πιο πρόσφατων μη διαλεγμένων συνόλων, το πιο cost-effective σύνολο, όπου cost-effectiveness στην περίπτωση μας είναι το μέσο κόστος στο οποίο το σύνολο καλύπτει ενεργά στοιχεία. Ο αλγόριθμος σταματά όταν δεν υπάρχουν άλλα ενεργά στοιχεία προς κάλυψη. Όταν ένα σύνολο διαλέγεται, το κόστος του διανέμεται ισόποσα μεταξύ των ενεργών στοιχείων που καλύπτει με τον εξής τρόπο: Εάν το S καλύπτει το στοιχείο e για j-οστή φορά, θέτουμε την price(e,j) στην τιμή της τρέχουσας cost-effectiveness του S. H cost-effectiveness των διαλεγμένων συνόλων, αυξάνεται διαρκώς αφού αυξάνεται το μέσο κόστος κάλυψης ενεργών στοιχείων όσο προχωράει ο αλγόριθμος. Επομένως, για κάθε στοιχείο e, ισχύει ότι price(e,1)≤price(e,2)≤…≤price(e,re). Στο τέλος του άπληστου αλγορίθμου, οι δυικές μεταβλητές έχουν ως εξής: Για κάθε στοιχείο, έστω αe=(1/Hn)*price(e,re). Για κάθε σύνολο, τώρα, που διαλέγεται από τον αλγόριθμο, θεωρούμε ότι βs=(1/Hn)*[
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], όπου το άθροισμα εκτείνεται για κάθε στοιχείο e που καλύπτεται από το σύνολο S. Σημειώνουμε, ότι je είναι το αντίγραφο του στοιχείου e που καλύφθηκε από το S. Εάν το S δεν διαλέγεται από τον αλγόριθμο τότε θεωρούμε βs=0, ενώ στις υπόλοιπες περιπτώσεις είναι θετικό ή μηδέν αφού ο πρώτος όρος της διαφοράς είναι πάντα μεγαλύτερος ή ίσος του δευτέρου, για λόγο που προαναφέρθηκε όσον αφορά τα price.

Λήμμα Λ5

Το multicover που επιλέγει ο αλγόριθμος, υπερπληρώνεται από τη δυική λύση (α,β).
Απόδειξη: Μιλήσαμε για ίση διανομή του κόστους από τον αλγόριθμο στα κεκαλυμμένα στοιχεία, άρα το ολικό κόστος είναι ίσο με το άθροισμα των price για όλα τα κεκαλυμμένα στοιχεία. Η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης για τη δυική λύση (α,β) είναι  
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 και το λήμμα αποδεικνύεται.

Η λύση του δυικού προγράμματος που παρουσιάσαμε είναι γενικά μη εφικτή, ωστόσο εφαρμόζοντας την ήδη γνωστή τακτική να διαιρέσουμε με παράγοντα Ηn, παίρνουμε μία εφικτή λύση. Ορίζουμε για κάθε στοιχείο e
[image: image158.wmf]Î

U αλλά και για κάθε σύνολο S, τα εξής: ye=αe/Hn και zs=βs/Hn.
Λήμμα Λ6

Το (y,z) είναι εφικτή λύση για το δυικό πρόγραμμα:

Μεγιστοποίησε το  
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Απόδειξη: Ας θεωρήσουμε ένα σύνολο S που αποτελείται από k στοιχεία. Αριθμούμε τα στοιχεία του με τη σειρά με την οποία σταματούν να είναι ενεργά στοιχεία, πχ e1,e2,…,ek. Υποθέτουμε ότι το σύνολο αυτό δεν διαλέγεται από τον αλγόριθμο και μάλιστα όταν πρόκειται να καλυφθεί το τελευταίο αντίγραφο του ei, το σύνολο S εμπεριέχει τουλάχιστον k-i+1 ενεργά στοιχεία. Ως εκ τούτου, έχουμε price(ei,rei)=c(S)/h, όπου h ο αριθμός των εναπομείναντων ενεργών στοιχείων. Επειδή h≥k-i+1 έχουμε price(ei,rei)≤c(S)/k-i+1. Όμως, βs=0 (βλ. ορισμό βs), άρα και zs=0 (αφού zs=βs/Hn), οπότε επανερχόμαστε στον πρώτο περιορισμό του δυικού προγράμματος και έχουμε: 
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, όπου η ισότητα οφείλεται στον ορισμό του αe, η πρώτη ανισότητα στη σχέση για το price που παραθέσαμε στην παράγραφο αυτή και η δεύτερη ανισότητα είναι απλό αποτέλεσμα του ορισμού του Hn. Εν συνεχεία, υποθέτουμε ότι το σύνολο που έχουμε, διαλέγεται από τον αλγόριθμο. Πριν γίνει αυτό, έχουμε k’ στοιχεία του συνόλου ήδη κεκαλυμμένα, οπότε ισχύουν οι εξής σχέσεις: 
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,  όπου το σύνολο καλύπτει το j-οστό αντίγραφο του ei, για κάθε i
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{k’+1,…,k}. Σημειώνουμε, μόνο ότι χρησιμοποιήσαμε τον ορισμό του βs, δηλαδή τη σχέση ότι βs=(1/Hn)*[
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 λόγω της ισόποσης διανομής του κόστους στα κεκαλυμμένα αντίγραφα. Τώρα, αναλογιζόμαστε τα στοιχεία ei. Όταν το τελευταίο αντίγραφο του ei καλύπτεται, το σύνολο S δεν έχει διαλεχτεί ακόμη και καλύπτει k-i+1 ενεργά στοιχεία. Επιπλέον, ισχύει η σχέση price(ei,rei)≤c(S)/k-i+1 που βρήκαμε πρωτύτερα. Συνεπώς, έχουμε ότι 
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 και άρα η (y,z) είναι εφικτή λύση για το δυικό πρόγραμμα (αφού ισχύει ο βασικός πρώτος περιορισμός).

Θεώρημα Θ6

Ο αλγόριθμος για το περιορισμένο Set Multicover Problem, επιτυγχάνει προσεγγιστική εγγύηση Hn
Απόδειξη: Εξαιτίας των Λ5, Λ6 το συνολικό κόστος που έχουμε από τον αλγόριθμο είναι 
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Πριν προχωρήσουμε στο επόμενο κεφάλαιο, αναφέρουμε μία ειδική περίπτωση του Set Multicover problem. Θεωρούμε ότι για κάθε σύνολο Si έχουμε μία συνάρτηση fi η οποία υποδεικνύει το κόστος να διαλέγουμε ένα σύνολο πολλαπλές φορές. Το ζητούμενο είναι να ικανοποιούνται όλες οι υποχρεώσεις κάλυψης στοιχείων με ελάχιστο κόστος. 

Σε αυτήν την περίπτωση ανάγουμε το πρόβλημα στο Multiset Multicover Problem. Για κάθε σύνολο Si κατασκευάζουμε σύνολα Sij που εμπεριέχουν κάθε στοιχείο του Si με πολλαπλότητα j και κόστος fi(j). O αλγόριθμος μας επιτυγχάνει παράγοντα Ηn. Δε χρειάζεται να κατασκευάσουμε ρητά όλα τα σύνολα Sij. Σε κάθε επανάληψη του αλγορίθμου, το πιο cost-effective σύνολο υπολογίζεται σε πολυωνυμικό χρόνο, ανεξαρτήτως των υποχρεώσεων κάλυψης. 
7. Εφαρμογή της μεθόδου rounding στο πρόβλημα Set Cover
Aς ξεκινήσουμε με έναν απλό αλγόριθμο που θας βάλει στο πνεύμα της στρογγυλοποίησης. Αναφέρουμε και πάλι την LP-relaxation του Προβλήματος Κάλυψης Συνόλων:

Ελαχιστοποίησε το 
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Μία μέθοδος να μετατρέψουμε μία λύση σε ακέραιη είναι να στρογγυλοποιήσουμε όλες τις μη μηδενικές μεταβλητές σε 1. Αυτό μπορεί να αυξήσει το κόστος κατά παράγοντα Ω(n), αφού στην ακραία περίπτωση θα στρογγυλοποιήσουμε όλες τις μεταβλητές. Ωστόσο, επιτυγχάνεται η προσεγγιστική εγγύηση f. Σε γενικές γραμμές, δηλαδή, δεν κερδίζουμε κάτι, αν αναλογιστούμε τα αποτελέσματα των προηγούμενων κεφαλαίων.

Αλγόριθμος Α5 [Εφαρμογή του rounding στο Set Cover] 

1. Βρες τη βέλτιστη λύση της LP-relaxation του προβλήματος

2. Διάλεξε όλα τα σύνολα S για τα οποία ισχύει xs≥1/f σε αυτήν τη λύση.

Θεώρημα Θ7

Ο Αλγόριθμος Α επιτυγχάνει προσεγγιστικό παράγοντα f για το πρόβλημα Set Cover.

Απόδειξη: Ας θεωρήσουμε ένα αυθαίρετο στοιχείο e το οποίο και βρίσκεται το πολύ σε f σύνολα εκ του ορισμού της μέγιστης συχνότητας. Επομένως, κάποιο από αυτά τα σύνολα πρέπει να διαλεχτεί κατ΄ ελάχιστο στο επίπεδο της ποσότητας 1/f του κλασματικού Set Cover. Το e καλύπτεται από τη συλλογή των διαλεγμένων συνόλων, άρα η συλλογή αυτή είναι μία έγκυρη κάλυψη. Η διαδικασία στρογγυλοποίησης αυξάνει το xs για κάθε σύνολο S κατά έναν παράγοντα το πολύ f. Άρα, το κόστος της συλλογής των διαλεγμένων συνόλων είναι το πολύ f φορές το κόστος του κλασματικού Set Cover, συνεπώς ο παράγοντας είναι f. 

Πιθανοτική Στρογγυλοποίηση
Ξεκινάμε διαχωρίζοντας τις έννοιες πιθανοτικού αλγορίθμου και προσεγγιστικού αλγορίθμου που χρησιμοποιεί πιθανοτική στρογγυλοποίηση. Βασική διαφορά είναι ότι στη δεύτερη περίπτωση, η πιθανότητα έκδοσης εσφαλμένου αποτελέσματος δεν δύναται να κριθεί αμελητέα. Ωστόσο, δεν αποτελεί έκπληξη το γεγονός της διασύνδεσης του Γραμμικού Προγραμματισμού με τη Θεωρία Πιθανοτήτων, κάτι και με το οποίο θα ασχοληθούμε στο παρόν κεφάλαιο. Εξυπακούεται ότι μας ενδιαφέρουν επαρκείς προσεγγιστικοί αλγόριθμοι οι οποίοι έχουν χρονικές πολυπλοκότητες, φραγμένες πολυωνυμικά από το μέγεθος της εισόδου αλλά και οι οποίοι δίνουν λύσεις εγγυημένα κοντά στις αντίστοιχες βέλτιστες. Απαραίτητη είναι η κωδικοποίηση σε ακέραιο πρόγραμμα ενώ χρειάζεται να γίνεται μορφοποίηση σε κάποιους περιορισμούς ώστε να είναι εφικτή η επίλυση του προγράμματος.

Σε αυτό το σημείο εισάγουμε την έννοια του πιθανοτικού προσεγγιστικού αλγορίθμου. Στο τέλος θα οδηγηθούμε σε προσεγγιστικούς αλγορίθμους με πολύ μικρούς παράγοντες, που όμως υπόκεινται στην πιθανότητα έκδοσης εσφαλμένου αποτελέσματος, λόγω της πιθανοτικής υφής τους.
Επαναλαμβάνουμε το ακέραιο πρόγραμμα που αντιστοιχεί στο πρόβλημα Set Cover:

Ελαχιστοποίησε το 
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Δημιουργώντας τη LP-relaxation υποθέτουμε, ως γνωστόν, ότι κάθε μεταβλητή xs μπορεί να πάρει τιμές στο [0,1]. Θεωρούμε ότι xs’ είναι η τιμή που παίρνει η μεταβλητή xs στο βέλτιστο κλασματικό πρόγραμμα. Εφαρμόζουμε, τώρα, τη μέθοδο της πιθανοτικής στρογγυλοποίησης, δηλαδή θέτουμε κάθε μεταβλητή xs σε 1 με πιθανότητα xs’. Το αναμενόμενο συνολικό κόστος που έχει η κάλυψη είναι προφανώς 
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Η πιθανότητα να διαλέξουμε ένα συγκεκριμένο σύνολο είναι μεγαλύτερη ή ίση του 1–(1/e). Αυτό ισχύει διότι αν υποθέσουμε ότι το συγκεκριμένο σύνολο εμπεριέχει τα στοιχεία v1,…,vk τότε η πιθανότητα να καλυφθεί είναι 
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)k  (τονίζουμε ότι έκαστη ποσότητα (1-xj) αντιπροσωπεύει την πιθανότητα να ισχύει xj=0 με άλλα λόγια να μην ανήκει στην κάλυψη το συγκεκριμένο στοιχείο) το οποίο είναι μεγαλύτερο ή ίσο της ποσότητας 1-1/e, εκ του ορισμού της βάσης των νεπέριων λογαρίθμων (e=limk(∞(1+1/k)k). Πιο αναλυτικά, έχουμε 1-1/k2=(1-1/k)*(1+1/k)≤1. Άρα, 
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(1+1/k)k≤
≤(1-1/k)-k. Παίρνοντας τα όρια για k(∞, βλέπουμε ότι (1-1/k)k≥e, άρα 1/e≥(1-1/k)k, συνεπώς 1-1/e≤1-(1-1/k)k που είναι και η σχέση που μας ενδιέφερε να δείξουμε. Εννοείται ότι x1’+…+xk’≥1. Το ενδιαφέρον είναι ότι μιλάμε για σταθερή πιθανότητα.

Τώρα, για να αυξήσουμε την πιθανότητα κάλυψης των συνόλων, μπορούμε να εφαρμόσουμε επαναληπτικά τη μέθοδο του randomized rounding στο σύνολο των μεταβλητών που δεν είχαν τεθεί 1. Για παράδειγμα, αν εφαρμόσουμε τη διαδικασία Ο(logm) φορές, η πιθανότητα να μην καλυφθεί ένα σύνολο είναι 1/2m (ή με άλλα λόγια για t φορές είναι ½). Ουσιαστικά, επαναλαμβάνοντας τη διαδικασία t φορές, είναι σαν να αναθεωρούμε τις αρχικές πιθανότητες και να στρογγυλοποιούμε κάθε μεταβλητή xs ως εξής: Pr[xj=0]=(1-xj’)t. Επομένως, ισχύει το ακόλουθο βασικό θεώρημα για τη πιθανοτική στρογγυλοποίηση: 

Θεώρημα Θ8

Για κάθε στιγμιότυπο {V,S} του προβλήματος Set Cover, η μέθοδος του πιθανοτικού rounding βρίσκει μία Ο(logm)-προσεγγιστική κάλυψη με πιθανότητα τουλάχιστον ½.
Τώρα θα βελτιώσουμε περαιτέρω την απόδοση του αλγορίθμου αυτού. Ας θεωρήσουμε ότι η Αi αντιπροσωπεύει το γεγονός της μη κάλυψης του υποσυνόλου Αi. Υποστηρίζουμε ότι τα γεγονότα Αi και Αj συσχετίζονται θετικά11. Αυτό αποδεικνύεται: P[Ai∩Aj]=
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 εκ γνωστών θεωρημάτων της Θεωρίας Πιθανοτήτων12 ενώ ανάλογα ισχύει και για τα Α’.

Υποθέτουμε, τώρα, ότι η πιθανοτική στρογγυλοποίηση εμπλέκεται με μιας μορφής παραμέτρο t. Θέλουμε να υπολογίσουμε το αναμενόμενο κόστος λύσης που παράγεται από τη στρογγυλοποίηση, δεδομένου ότι ικανοποιούνται όλα τα υποσύνολα. Θεωρώντας ότι F=
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, όπου οι μεταβλητές Αi’ ορίζουν τα γεγονότα τα υποσύνολα Si να μην καλύπτονται από το κλασματικό Set Cover, έχουμε ότι 
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Έστω di ο βαθμός του στοιχείου vi. Οπότε, έχουμε ότι  
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, όπου η τελευταία ανίσωση είναι αποτέλεσμα του ότι τα γεγονότα {Αi’} συσχετίζονται θετικά, με άλλα λόγια είναι 
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 . Επομένως και επειδή 
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)k όπως έχουμε προεπισημάνει, είναι 
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Όμως, αν θεωρήσουμε ότι Δ είναι ο μέγιστος βαθμός ενός στοιχείου στο σύνολο V (Δ=max(di)) ή αλλιώς ο μέγιστος αριθμός υποσυνόλων του S που μπορούν να καλυφθούν από ένα και μόνο στοιχείο, τότε έχουμε:
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(1-e-t)-di  *(1-(1-xi’)t)≤
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Θέτοντας t=O(logΔ), έχουμε 
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Αυτό υποδεικνύει ότι το randomized rounding μπορεί να δώσει Ο(logΔ) προσεγγιστικό παράγοντα για το Set Cover πρόβλημα. Δυστυχώς ενυπάρχει η πιθανότητα λάθους, η οποία μπορεί να είναι και εκθετικά μεγάλη. Πιο σύγχρονες δημοσιεύσεις, δίνουν καλύτερα αποτελέσματα όσον αφορά τα covering/packing προβλήματα. Πιο συγκεκριμένα, έχουμε το ακόλουθο όριο για covering προβλήματα: 1+Ο(max{ln(mB/y*)/B , 
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}, όπου Β είναι η ελάχιστη είσοδος για το διάνυσμα b (βλ. ορισμό covering προβλήματος) ενώ y*=
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. Αυτό μπορεί να βελτιωθεί περαιτέρω στο 1+Ο(max{lnm/B , 
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) αν χρησιμοποιήσουμε πιθανοτική στρογγυλοποίηση.
Half-Integrality του Vertex Cover
Όταν οι περιορισμοί ενός ακέραιου προγράμματος έχουν δύο μεταβλητές ανά ανισότητα, αναφερόμαστε σε ΙΡ2 προγράμματα (ΙΡ2 προγράμματα έχουμε ξαναδεί και αναφερόμαστε φυσικά στην γραμμική κωδικοποίηση του Vertex Cover problem αλλά και του Independent Set). Οποιοδήποτε ΙΡ2 ελαχιστοποίησης είναι κατ’ ελάχιστο τόσο δύσκολο να προσεγγιστεί από αλγόριθμο, όσο είναι και το πρόβλημα Vertex Cover. Αυτό συμβαίνει διότι, ουσιαστικά, ένα IP2 είναι ισοδύναμο του 2-SAT13 το οποίο όμως ανάγεται στο Vertex Cover problem. Με άλλα λόγια, αν βρεθεί προσεγγιστικός παράγοντας μικρότερος του 2 για ένα εξ αυτών, θα σημαίνει αυτόματα, ότι υπάρχει παρόμοιος παράγοντας και για το πρόβλημα Vertex Cover (υπενθυμίζουμε ότι με τα μέχρι στιγμής δεδομένα ο καλύτερος σταθερός παράγοντας για το πρόβλημα Vertex Cover είναι 2). 
Πολλές LP-relaxations έχουν λύσεις που είναι ακέραια πολλαπλάσια του ½. Ανάμεσα σε αυτές είναι οι LP-relaxations του προβλήματος Vertex Cover και του Independent Set προβλήματος.
Ωστόσο, υπάρχουν και πολλά ΙΡ2 προγράμματα των οποίων οι LP-relaxations δεν έχουν λύσεις που είναι ακέραια πολλαπλάσια του ½. Ένας τρόπος να πάρουμε ημιακέραιες λύσεις (όπως καταχρηστικά τις ονομάζουμε) από τέτοια προγράμματα, είναι να μετατρέψουμε το σύστημα περιορισμών σε σύστημα μονότονων ανισοτήτων, όπου η μετατροπή αντικατοπτρίζει ακέραιες λύσεις σε ημιακέραιες. Τότε, χρησιμοποιούμε έναν πολυωνυμικό αλγόριθμο για την βελτιστοποίηση του νέου συστήματος. 
Ουσιαστικά, μία ανισότητα σε δύο μεταβλητές λέγεται μονότονη αν είναι της μορφής 
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. To πρόβλημα εύρεσης εφικτής λύσεως για ένα σύστημα μονότονων ανισοτήτων ακεραίων είναι NP-complete, όπως σχετικά αποδεικνύεται14, ωστόσο υπάρχει αλγόριθμος15 που βρίσκει βέλτιστη λύση σε ψευδοπολυωνυμικό χρόνο16. Τώρα, για ΙΡ2 που έχουν μη μονότονες ανισότητες, χρησιμοποιούμε έναν μετασχηματισμό σε μονότονες ανισότητες17 (κάθε λύση του μετασχηματισμένου προβλήματος αντιστοιχεί σε μια εφικτή λύση του αρχικού προβλήματος και αποτελείται από ακέραια πολλαπλάσια του ½). Ας δούμε πως.

Θεωρούμε μία γενικής μορφής μη μονότονη ανισότητα αx+by≥c (α,b θετικά). Αντικαθιστούμε κάθε μεταβλητή x με 2 μεταβλητές x+,x- καθώς επίσης και κάθε ανισότητα με 2 ανισότητες ως εξής: αx+-by-≥c, -αx-+by+≥c οι οποίες είναι μονότονες. Τα άνω και κάτω όρια που αρχικά ήταν lj≤xj≤uj τώρα μετασχηματίζονται σε lj≤xj+≤uj και -uj≤xj+≤-lj. Στην αντικειμενική συνάρτηση, η x γίνεται (x+-x-)/2.

Αν έχουμε, από την άλλη, μονότονες ανισότητες αντικαθιστούμε την x με x+ και την  y με y+ στην πρώτη ανισότητα, ενώ στην δεύτερη τα αντίστοιχα σύμβολα με “-“ όμως. Αν θεωρήσουμε ότι Α είναι ο πίνακας περιορισμών του αρχικού συστήματος και Α’ ο μετασχηματισμένος, τότε ο τελευταίος αποτελείται από 2m ανισότητες με 2 μεταβλητές ανά ανίσωση και 2n άνω και κάτω όρια περιορισμών. Ο Α’ είναι ένας (2m+4n) x 2n πίνακας, συνεπώς.

Αυτά όσον αφορά τον μετασχηματισμό των μη μονότονων ανισοτήτων. Ας δούμε τώρα γιατί τα ΙΡ2 είναι ισοδύναμα με το 2-SAT πρόβλημα. Για κάθε μεταβλητή xi έχουμε 0≤xi≤ui<∞ (i=1,…,n). Αντικαθιστούμε κάθε μεταβλητή xi με ui δυαδικές μεταβλητές xil (l=1,…,ui) με τους περιορισμούς ότι xil≥xi,l+1 (l=1,…,ui-1). Υπό αυτές τις συνθήκες, η αντιστοιχία μεταξύ xi και της ui-οστής πλειάδας (xi1,…, 
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) είναι 1-1. Μάλιστα, xil=1 αν και μόνο αν xi≥l (l=1,…,ui) ή ισοδύναμα xi=
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Τώρα, υποθέτουμε ότι αkixi + αkjxj≥bk είναι ένας εκ των δεδομένων περιορισμών με τα αki,αkj να είναι μη μηδενικά. Αναλογιζόμαστε την περίπτωση όπου και τα δύο είναι θετικά με 0<bk<αkiui + αkjuj. Για οποιοδήποτε l=0,…,ui, έστω αkl = (bk-lαki)/αkj έχοντας αυτό υποστεί αποκοπή δεκαδικών ψηφίων, όμως, αφού θέλουμε ακέραιο. Είναι εύκολο να δούμε ότι για οποιαδήποτε ακέραια λύση x, έχουμε ότι αkixi + αkjxj≥bk αν και μόνο αν για κάθε l=0,…,ui είτε xi>l είτε xj>αkl. Αυτό είναι ισότιμο με τα εξής:

Για κάθε l=0,…,ui-1, εάν 0≤αkl<uj, τότε είτε xi,l+1=1 είτε 
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και εάν αkl≥uj, τότε xi,l+1=1. Επίσης, για l=ui εάν αk*ui≥0, τότε 
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Σε γενικές γραμμές δηλαδή, αντικαταστήσαμε έναν αρχικό περιορισμό των xi,xj με το πολύ ui+1 περιορισμούς xil,xjl. Οι υπόλοιπες περιπτώσεις που έχουν να κάνουν με διαφορετικούς συνδυασμούς των αki,αkj,βk αντιμετωπίζονται με παρόμοιο τρόπο. Εάν ο άνωθεν μετασχηματισμός εφαρμοστεί σε ένα σύστημα μονότονων ανισοτήτων, τότε το ακέραιο πρόγραμμα του 2-SAT γίνεται επίσης μονότονο. 

Εδώ θεωρούμε ότι είναι σκόπιμο να αφήσουμε την περαιτέρω μελέτη των μονότονων ανισοτήτων και να αφιερωθούμε αποκλειστικά και μόνο στο πρόβλημα Vertex Cover, το οποίο, όπως προείπαμε, ανήκει στην κατηγορία ΙΡ2.

Ας δούμε, πάλι, το ακέραιο πρόγραμμα του προβλήματος Κάλυψης Κορυφών:

Ελαχιστοποίησε το 
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υπό την προϋπόθεση ότι xu + xv≥1, (u,v) 
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xv
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{0,1}, v
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V
H LP-relaxation αυτού του ακέραιου προγράμματος είναι:

Ελαχιστοποίησε το 
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υπό την προϋπόθεση ότι xu + xv≥1, (u,v) 
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E και

xv≥0, v 
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V
Ονομάζουμε extreme point λύση ενός συνόλου γραμμικών ανισοτήτων, μία εφικτή λύση που δεν μπορεί να εκφραστεί ως κυρτός συνδυασμός18 δύο άλλων λύσεων. Μία ημιακέραιη λύση -για το ακέραιο πρόγραμμα- είναι μία εφικτή λύση στην οποία κάθε μεταβλητή είναι 0,1 ή ½.

Λήμμα Λ7

Αν x είναι μία εφικτή λύση της LP-relaxation του Vertex Cover Problem με αυθαίρετα βάρη, που δεν είναι ημιακέραιη, τότε x είναι ένας κυρτός συνδυασμός δύο εφικτών λύσεων και δεν είναι μία extreme point λύση για το προαναφερθέν πρόγραμμα.

Απόδειξη: Αναλογιζόμαστε το σύνολο κόμβων για τους οποίους η λύση x δεν παίρνει ημιακέραιες τιμές. Διαμερίζουμε το σύνολο αυτό ως εξής:

V+={v| ½ <xv<1}, V-={v|0<xv<1/2}

Για ε>0, θεωρούμε τις δύο ακόλουθες λύσεις:

yv={ 
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Εξ υποθέσεως, είναι V+
[image: image220.wmf]È

V- ≠0, άρα η x είναι διαφορετική των y, z. Επιπλέον, η x είναι κυρτός συνδυασμός των y,z αφού x=(y+z)/2. Διαλέγοντας ε αρκετά μικρό, δείχνουμε ότι οι y,z είναι εφικτές λύσεις της LP-relaxation, αποδεικνύοντας το Λ7. Αν διασφαλίσουμε ότι όλες οι συντεταγμένες των y,z είναι μη αρνητικές, αυτό είναι εύκολο. Μετά αναλογιζόμαστε τους περιορισμούς των πλευρών και υποθέτουμε xu+xv>1. Διαλέγοντας ε μικρό, διασφαλίζουμε ότι οι y,z δεν παραβιάζουν τον περιορισμό για μία τέτοια ακμή. Εν τέλει, θεωρούμε μία πλευρά τέτοια ώστε xu+xv=1. Υπάρχουν ουσιαστικά 3 πιθανότητες για το xu και το xv. Είναι οι εξής: i) xu=xv=1/2 , ii) xu=0,xv=1 και u 
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V+, v 
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V-. Για όλες τις περιπτώσεις και για οποιαδήποτε επιλογή του ε, είναι xu+xv=yv+yu=zu+zv=1 και αποδεικνύεται το λήμμα.

Αποδεικνύεται19 ότι οποιαδήποτε extreme point λύση για το σύνολο των ανισοτήτων της LP-relaxation είναι ημιακέραιη. Η συγκεκριμένη δημοσίευση αναφέρεται στο πρόβλημα Independent Set, το οποίο όμως, όπως έχουμε προαναφέρει, είναι το packing πρόγραμμα του Vertex Cover(ing) προγράμματος.
Η (x,x’) είναι εφικτή λύση για το πρόβλημα Independent Set αν και μόνο αν η x’’=(1/2)*(x+x’) είναι εφικτή ημιακέραιη λύση για το αντίστοιχη LP-relaxation. Είναι βέβαιο ότι θα είναι ημιακέραιη λόγω της μορφής της. Όσον αφορά για το κατά πόσο είναι εφικτή, αυτό είναι αποτέλεσμα των εξής παρατηρήσεων: Η x’’ θα μπορούσε να είναι μη εφικτή λύση μόνο σε δύο περιπτώσεις: α) Αν xi’’=1/2, xj’’=1 και (vi,vj) 
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E ή  β) εάν xi’’=xj’’=1 με  (vi,vj) 
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E. Στην περίπτωση α, έχουμε ότι η xj’’=1 σημαίνει ότι xj’=xj=1 ενώ η xj’’=1/2 σημαίνει ότι είτε xj’=1, είτε xj=1. Εφόσον, όμως, (vi,vj)
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E, τότε (vi,vj’) 
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E’ και (vj,vi’) 
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E’, όπου Ε’={(vi,vj’): (vi,vj) 
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E}, άρα η περίπτωση α είναι αδύνατη. Ανάλογα εργαζόμαστε και για την β. Η αντίστροφη διαδικασία έχει ως εξής: Η (x,x’) είναι εφικτή λύση για το Independent Set στον G’ (G’=(VUV’,E’) με το V’ να είναι αντίγραφο του Vertex Set V στο οποίο η v’
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V’ αντιστοιχεί στην v
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V), για (vi,vj) 
[image: image231.wmf]Î

E  ενώ το xi=xj’=1 σημαίνει  (vi,vj) 
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E, xj’’=1, xi’’=1 (ή ½), το οποίο είναι αντίθετο με την ύπαρξη εφικτής λύσης x’’.
Σημειώνουμε ότι για το ζεύγος Independent Set-Vertex Cover (όπως και για τα περισσότερα ακέραια προγράμματα με 2 μεταβλητές ανά ανισότητα περιορισμού), η βέλτιστη λύση του δυικού παρέχει βασικές πληροφορίες για το αρχικό πρόβλημα και, κάποιες φορές, μας δίνει τη δυνατότητα να βελτιώνουμε τις προσεγγίσεις μας. Για την περίπτωση του Vertex Cover problem, η χρήση της βέλτιστης λύσης του δυικού του προβλήματος, μας εγγυάται ότι οποιαδήποτε ευριστική δυνατότητα και να χρησιμοποιηθεί μαζί με την πληροφορία της βέλτιστης λύσης του Independent Set, θα έχουμε προσεγγιστικό παράγοντα καλύτερο του 2. Ένα παράδειγμα ευριστικής δυνατότητας είναι να παίρνουμε κάθε φορά την κορυφή με τον μέγιστο βαθμό του γράφου (για το unweighted Vertex Cover problem). H χρήση ευριστικής δυνατότητας και αξιοποίησης της βέλτιστης δυικής λύσης λέγεται preprocessing.

Τελειώνοντας, αξίζει να αναφέρουμε ένα παράδειγμα20 που αναφέρεται στην διεθνή βιβλιογραφία και αποδεικνύει τη σημασία του preprocessing. Αν θεωρήσουμε γράφο G με κόστη (n κορυφών και m πλευρών) καθώς και έναν ακέραιο k>1, τότε χρειάζεται μόνο πολυωνυμικό χρόνο για να βρούμε Independent Set του οποίου το βάρος να είναι τουλάχιστον 2/k φορές το βάρος του βέλτιστου Independent Set αλλά και για να βρούμε Vertex Cover του οποίου το κόστος να είναι το πολύ 2-2/k φορές το βάρος της βέλτιστης κάλυψης. Αποδεικνύεται ως εξής: Ο χρωματισμός του γράφου με k χρώματα και η εύρεση 3 συνόλων P,Q,R γίνεται σε πολυωνυμικό χρόνο. Τα σύνολα αυτά ορίζονται ως εξής:
Αν θεωρήσουμε ότι η x* είναι η βέλτιστη λύση του Vertex Cover rounding, τότε διαμερίζουμε το σύνολο των κόμβων του γράφου σε 3 υποσύνολα: P, που εμπεριέχει τους κόμβους για τους οποίους xj=1, Q για τον οποίο xj=1/2 και R για το οποίο xj=0. Τότε ισχύουν τα εξής: 1) Τουλάχιστον μία βέλτιστη κάλυψη εμπεριέχει το P, 2) Κάθε κάλυψη στο R έχει όλους τους γειτονικούς κόμβους στο Ρ και 3) Κάθε κάλυψη στον G έχει κόστος τουλάχιστον c(P)+c(Q)/2. Οι αποδείξεις παραλείπονται.

Σημειώνουμε ότι χρειάζεται να χρωματίσουμε μόνο τους κόμβους του συνόλου Q. Ο χρωματισμός του G, διασπά το Q σε k κλάσεις χρωμάτων. Εάν το S αντιπροσωπεύει αυτήν με το μεγαλύτερο κόστος, τότε C(S)≥C(Q)/k. Το σύνολο RUS είναι Independent, διότι c(RUS) ≥ c(R)+c(Q)/k ≥ (2/k)*(c(R)+c(Q)/2), επομένως το κόστος του είναι τουλάχιστον 2/k φορές το κόστος του βέλτιστου Independent Set. To συμπλήρωμα, τώρα, του RUS είναι μία κάλυψη κορυφών διότι c(C) ≤ c(P)+[[(k-1)/k]*c(Q)] ≤ [2*(k-1)/k]*(c(P)+c(Q)/2), συνεπώς το κόστος είναι το πολύ 2-2/k φορές το κόστος του βέλτιστου cover.
8. Σημειώσεις

1. Ένα Π πρόβλημα βελτιστοποίησης μπορεί να είναι μεγιστοποίησης ή ελαχιστοποίησης και είναι προέκταση ενός προβλήματος απόφασης. Αποτελείται από τα εξής:

.Ένα σύνολο έγκυρων στιγμιοτύπων αναγνωρίσιμο σε πολυωνυμικό χρόνο. Θεωρούμε ότι η είσοδος του προβλήματος δέχεται ρητούς αριθμούς. Ως μέγεθος ενός στιγμιοτύπου Ι
[image: image233.wmf]DΠ (όπου DΠ το σύνολο έγκυρων στιγμιοτύπων) ορίζουμε τον αριθμό των δυαδικών ψηφίων που χρειάζονται για να εκφραστεί το στιγμιότυπο (υποθέτουμε ότι όλοι οι αριθμοί που εμφανίζονται στο στιγμιότυπο είναι σε δυαδική μορφή).

.Ένα σύνολο εφικτών λύσεων, SΠ(Ι) για κάθε στιγμιότυπο. Απαιτούμε SΠ(Ι)≠0 καθώς και λύση πολυωνυμικά φραγμένη από το μέγεθος στιγμιοτύπου. Επιπλέον, θεωρούμε ότι υπάρχει ένας πολυωνυμικός αλγόριθμος που, δεδομένου ενός ζεύγους (Ι,s) αποφασίζει κατά πόσο έκαστη λύση ανήκει στο σύνολο εφικτών λύσεων.

.Μία αντικειμενική συνάρτηση υπολογίσιμη σε πολυωνυμικό χρόνο, έστω objΠ, που δίδει έναν μη αρνητικό ρητό αριθμό σε κάθε ζεύγος (Ι,s) όπου s μία εφικτή λύση για το στιγμιότυπο Ι. 
      2.   Στην εργασία αυτή θα θεωρούμε, χωρίς περαιτέρω διευκρίνιση, ότι P≠NP.            

            To τονίζουμε αυτό, διότι κάποια συμπεράσματα δύναται να μεταβάλλονται                 

            σε αντίθετη περίπτωση.

3.   Μία εφικτή λύση που επιτυγχάνει βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής   

      συνάρτησης λέγεται βέλτιστη λύση. Επομένως, ως ΟΡΤΠ(Ι) θα  

      συμβολίζουμε την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης που επιτυγχάνει  

      βέλτιστη λύση για το στιγμιότυπο Ι (ή πιο απλά ΟΡΤ όταν δεν υπάρχει 

      αμφισημία).

      4.  Ένα ταίριασμα (matching) σε ένα γράφο G=(V,E) είναι ένα οποιοδήποτε 
           υποσύνολο πλευρών Μ του γράφου, τέτοιο ώστε αν {x,y} και {u,v} είναι 

           δύο διαφορετικά στοιχεία του Μ, το σύνολο {x,y}∩{u,v} να είναι κενό. 

      5.  εκ του incident (προσκείμενη πλευρά, εδώ σε δύο κόμβους)
      6.  Ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης U
[image: image234.wmf]Î

ΝΡΟ (ΝΡΟ είναι η κλάση  

           προβλημάτων βελτιστοποίησης όπου το αντίστοιχο πρόβλημα απόφασης 
           ανήκει στο ΝΡ, υπαρχόντων εφικτών λύσεων ανά στιγμιότυπο) λέγεται 
           ΑΡΧ-complete αν το U ανήκει στην κλάση ΝΡΟ και για κάθε W
[image: image235.wmf]Î

APX 
           ισχύει ότι W≤APU.

      7.  H έννοια του tight εμπεριέχει την ακραία περίπτωση είτε αλγορίθμου, είτε 
     παραδείγματος, είτε συνόλου.Για παράδειγμα, ως tight example αλγορίθμου      

     αναφέρουμε τη μη πεπερασμένη οικογένεια στιγμιοτύπων που 
     αποδεικνύουν ότι ένας προσεγγιστικός αλγόριθμος έχει έξοδο ίση με τον 
     προσεγγιστικό του παράγοντα. 

      8.  Ένας ημιπολυωνυμικός αλγόριθμος είναι ένας ντετερμινιστικός αλγόριθμος  

            που «τρέχει» σε χρόνο 2logdn για κάποιο d.
       9.  Μilena Mihail. Set Cover with requirements and costs evolving over  
       time. In international Workshop on Randomization, Approximation and 

      Combinatorial Optimization, vol. 1671 of Lecture Notes in Computer 

       Science, pp 63-72. Springer-Verlag, Berlin 1999

     10. Τα συστήματα SONET (Synchronous Optical NETwork) είναι 
           συστήματα μετάδοσης ψηφιακής κίνησης υπερυψηλής ταχύτητας.  

           Χρησιμοποιούν πολυπλεξία για να αποστέλλουν πολλαπλά πακέτα   

            δεδομένων ταυτόχρονα και η λειτουργία τους εκφράζεται αλγοριθμικά από    

            τη σχετική μελέτη.
    11.  Ο συντελεστής συσχέτισης χαρακτηρίζει έκαστη πιθανοτική κατανομή.  
           Ορίζεται ως ρXY=cov(X,Y)/σΧσΥ και κινείται μεταξύ των τιμών -1 και 1. 
           Εάν είναι 0, τότε οι μεταβλητές θεωρούνται ασυσχέτιστες, ωστόσο αυτό 

           δεν σημαίνει ότι είναι και υποχρεωτικά ανεξάρτητες.

    12.  Ουσιαστικά απορρέει από τη πιο σημαντική σχέση ανισότητας συσχέτισης, 
           την FKG ανισότητα στην οποία, όμως, δεν θα εντρυφήσουμε. Συνέπεια που 
           μας ενδιαφέρει είναι ότι η  πιθανότητα της τομής τους είναι μεγαλύτερη ή 
           ίση του γινομένου των  πιθανοτήτων έκαστου εξ αυτών. 
    13.  Δεδομένης μιας 2-satisfiability φόρμουλας μεταβλητών x1,…,xn με βάρη wj 
                (j=1,…,n), απαιτούμε ικανοποίηση όλων των clauses με ελαχιστοποίηση 
           του συνολικού βάρους. Ενδιαφέρον αποτελεί το γεγονός ότι το πρόβλημα 
           2-SAT ανήκει στο P, σε αντίθεση με το k-SAT για οποιοδήποτε k>2, που 

           είναι NP-complete.

    14.  βλ. [LAG85]

    15.  βλ. [HN94] 

    16.  Αν θεωρήσουμε ότι Ιu είναι το στιγμιότυπο Ι γραμμένο σε unary μορφή και  

           το |Ιu| είναι ο αριθμός των bits που χρειάζονται για να γράψουμε το Ιu, τότε 

           ένας αλγόριθμος για το πρόβλημα Π λέγεται ψευδοπολυωνυμικός εάν η  

           πολυπλοκότητα του αλγορίθμου φράσσεται πολυωνυμικά από το |Iu|.    
    17.  βλ. [ERW89]

  18.    Ένας κυρτός συνδυασμός είναι ένας γραμμικός συνδυασμός 

           διανυσμάτων όπου όλες οι συντεταγμένες είναι μη αρνητικές και 
           αθροιστικά ισούνται με 1. Λέγεται έτσι, διότι όλοι οι δυνατοί κυρτοί 
           συνδυασμοί βρίσκονται μέσα στο κυρτό σχήμα των δεδομένων σημείων.

  19.    G. Nemhauser, L. Trotter. Vertex Packings: structural properties and 

           algorithms. Mathematical Programming, 8:232-248, 1975

  20.    Οφείλεται στον J. Cheriyan.
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