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Πρόλογος

     Η παρούσα διπλωματική εργασία έχει ως θέμα  την «Μοντελοποίηση Δικωνικής Κεραίας με τη Μέθοδο των Ροπών (ΜΟΜ)». Κατά τη διάρκεια της εκπόνησής της μου δόθηκε η ευκαιρία να εμβαθύνω ακόμη περισσότερο στα θέματα του ηλεκτρομαγνητισμού, των κεραιών, του ολοκληρωτικού λογισμού και χειρισμού σφαιρικών συναρτήσεων Bessel και χρησιμοποίησης του προγράμματος Matlab. Κυρίως, όμως, μου δόθηκε η ευκαιρία να ανακαλύψω τα πραγματικά εφόδια που απόκτησα κατά τη διάρκεια των σπουδών μου στη σχολή Ηλεκτρολόγων Μηχανικών και Μηχανικών Η/Υ του Εθνικού Μετσοβίου Πολυτεχνείου και τα οποία περιλαμβάνουν γνώση, αυτοπεποίθηση, αναλυτική σκέψη και ευρηματικότητα ώστε να ανταπεξέρθω στην οποιαδήποτε δυσκολία. 

       Παράλληλα, με την ολοκλήρωση της εργασίας αυτής αισθανόμαι την ανάγκη να ευχαριστήσω την κ.Δήμητρα Κακλαμάνη, Αν. Καθηγήτρια ΕΜΠ, η οποία μου εμπιστεύθηκε την εκπόνησή της, καθώς και τον κ. Νικόλαο Τσίτσα, υποψήφιο Διδάκτορα, Ηλεκτρολόγο Μηχανικό & Μηχανικό Η/Υ, για την πολύτιμη βοήθειά του, την καθοδήγηση και τις χρήσιμες υποδείξεις του σε όλα τα στάδια εκτέλεσής της .

ΠΕΡΙΛΗΨΗ
     Η παρούσα διπλωματική εργασία ασχολείται με τη μοντελοποίηση Δικωνικής Κεραίας εφαρμόζωντας την Μέθοδο των Ροπών (MOM). Συγκεκριμένα χρησιμοποιείται η προσέγγιση ΜΟΜ/Galerkin για ολόκληρο το αντικείμενο (Entire domain Galerkin approach) και η υλοποίηση γίνεται σε πρόγραμμα Matlab.
  Κύριος στόχος της Μοντελοποίησης είναι ο υπολογισμός της κατανομής των επιφανειακών ρευμάτων του σκεδαζόμενου πεδίου, που αναπτύσσονται επάνω στη κεραία απο εξωτερική πηγή, που μπορεί να είναι προσπίπτον κύμα αν η κεραία λειτουργεί σαν δέκτης ή η πηγή τροφοδοσίας αν η κεραία είναι πομπός. Η χρησιμότητα της κατανομής αυτής έγκειται στη σπουδαιότητα που έχει για το πρόβλημα ακτινοβολίας και τον υπολογισμό των πεδίων.
  Η μεθοδολογία που ακολουθείται, θεωρεί ότι το πρόβλημα ακτινοβολίας της Δικωνικής Κεραίας αναγάγεται σε υπέρθεση των αντίστοιχων προβλημάτων, δύο όμοιων κωνικών κεραιών, μιας όρθιας και μιας αντεστραμμένης, που έχουν τις ίδιες διαστάσεις με τους κώνους της δικωνικής. Οπότε η ανάλυση μίας τέτοιας κωνικής κεραίας και η εύρεση της κατανομής των ρευμάτων της, με  κατάλληλο χειρισμό των αποτελεσμάτων  μοντελοποιεί και την δικωνική κεραία.
  Στη διπλωματική παρουσιάζονται και όλα τα μαθηματικά  εργαλεία και μεθόδοι που χρησιμοποιούνται κατα την επίλυση. Αυτά είναι: η ΜΟΜ μαζί με  δύο παραδείγματα εφαρμογών της, οι ολοκληρωτικές εξισώσεις που διατυπώνονται για ηλεκτρομαγνητικές δομές , η μοντελοποίηση των πηγών που προκαλούν το σκεδαζόμενο πεδίο ανάλογα με τη χρήση της κεραίας και η συνάρτηση Green αναπτυγμένη σε σφαιρικές ιδιοσυναρτήσεις. Αναφορα γίνεται και στη χρησιμότητα της κατανομής ρεύματος για την επίλυση του προβλήματος ακτινοβολίας, καθώς επίσης και στη θεωρητική επίλυση προβλημάτων σκέδασης σε σφαιρικές συντεταγμένες και εφαρμογή τους σε δικωνική γραμμή μεταφοράς άπειρου μήκους.
Λέξεις Κλειδιά
 Δικωνική κεραία, Κωνική κεραία, Μέθοδος των Ροπών, MOM, Galerkin, προσέγγιση Galerkin ολικού χώρου, Ολοκληρωτική εξίσωση, Προβλημα σκέδασης, Πρόβλημα ακτινοβολίας, Συνάρτηση Green, Σκεδαζόμενο πεδίο, Κατανομή ρεύματος, Σφαιρικές συντεταγμένες, Matlab.

ABSTRACT
   The particular diploma thesis presents the modeling of the biconical antenna by applying the Method of Moments. In particular it uses the entire domain MOM/Galerkin approach and it’s built using the Matlab programme.
    The  main target of the modeling  is the estimation of the surface current distribution of  a scuttered field which is developed on the antenna by an outside source, which can be  an incidental wave if the antenna works as a receiver or as a  gap voltage source if the antenna is a transmitter. The usefulness of this distribution  is based on its prevalence for the radiation problem and the estimation of fields.
    The methodology used, assumes that the radiation problem of the biconical antenna is transformed to a superposition of the respective problems of two identical conical antennas, a vertical standing one and a a vertical one turned upside down, and have the same dimensions with the cones of the biconical. Therefore the analysis of such conical antenna and the finding of its current distribution, given proper handling of the results, it also models the biconical antenna.
      All the mathematical tools and methods that are used for the solution, are also presented in the thesis. These are: the MOM with two application examples, the integral equation formulation analysis of electromagnetic structures, the modeling of the sources that create the scattered field depending on the antenna usage and the Green function developed with spherical vector functions.  A reference is included to the current distribution usage, in order to solve the radiation problem, as well as to the theoritical solution of scattering problems in spherical coordinates and application on a biconical transfer line of infinite length.  
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. 
ΕΙΣΑΓΩΓΗ
  Η παρούσα διπλωματική εργασία ασχολείται με τη μοντελοποίηση δικωνικής κεραίας, χρησιμοποιώντας τη Μέθοδο των  Ροπών (Method of moments-ΜΟΜ). Συγκεκριμένα εφαρμόζεται επάνω στη κεραία η Μεθοδος Galerkin ολικού χώρου (entire domain Galerkin approach). H υλοποίηση πραγματοποιείται σε πρόγραμμα Matlab.
  H δικώνική κεραία εξετάζεται για δύο περιπτώσεις. Ως κεράια εκπομπής οπότε το πεδίο που αναπτύσσεται στην επιφάνεια της προέρχεται απο την τάση τροφοδοσίας, και ως κεραία δέκτης οπότε θεωρείται αντικείμενο σκέδασης  και η ανάλυση της γινεται βάσει της  θεωρίας σκέδασης ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων σε σφαιρικές συντεταγμένες. Αντικειμενικός σκοπός της μοντελοποίησης είναι ο προσδιορισμός της κατανομής ρεύματος που επάγεται στη κεραία, όταν υπάρχει σ’αυτήν πεδίο ή προσπίπτει επίπεδο ηλεκτρομαγνητικό κύμα, αφού βάσει της αρχής του Huygens κάθε σημείο της κεραίας συμπεριφέρεται σαν πηγή δευτερογενούς ακτινοβολίας. 
  Για να επιτευχθει η μοντελοποίηση, απαιτείται να προσδιορίστούν οι συντελεστές του ρεύματος που αναπτύσσονται με τη ΜΟΜ και είναι λύσεις της γραμμικής εξίσωσης πινάκων, που αναπτύσσεται με τη βοήθεια των ολοκληρωτικών εξισώσεων. Οι ολοκληρωτικές εξισώσεις εντάσσουν στο πρόβλημα τις συνοριακές συνθήκες και διατυπώνονται με τη βοήθεια της συνάρτησης Green, σε σφαιρικές συντεταγμένες. Μέσω της Green υπεισέρχονται στο πρόβλημα οι σφαιρικές συναρτήσεις Βessel και Hankel κι έτσι χρησιμοποιείται κατα την επίλυση ολοκληρωτικός λογισμός συναρτήσεων Bessel.
   Η διπλωματική μπορεί να διαιρεθεί σε τρείς γενικότερες φασεις υλοποίησης. Στην πρώτη φάση παρατίθενται οι  μεθόδοι και τα μαθηματικα εργαλεία που απαιτούνται για την επίλυση, αναπτυγμένα το καθένα αυτόνομα στην ενότητα του. Στη  δεύτερη φάση αναδεικνύεται η χρησιμότητα της κατανομής του ρεύματος τόσο για την  επίλυση άλλων ηλεκτρομαγνητικών προβλημάτων όσο και για την αποφυγή λύσεων στηριζόμενων σε θεωρητικές παραδοχές που δεν προσεγγίζουν την πραγματική διάσταση του προβλήματος της δικωνικής κεραίας. Τέλος στην τρίτη φάση γίνεται σταδιακή επίλυση του προβλήματος βασισμένη στις προαναφερθέντες σχέσεις και μεθόδους  των προηγούμενων κεφαλαίων. 
 Πιο συγκεκριμένα. Στο κεφάλαιο 1 γίνεται μια γενική παρουσίαση της ΜΟΜ (βάσει της θεωρίας γραμμικών χώρων και τελεστών), παρουσιάζονται δύο απλές περιπτώσεις εφαρμογής της και δίνεται ο γενικός τρόπος επίλυσης ολοκληρωτικών εξισώσεων(με τη βοήθεια της ΜΟΜ) που εφαρμόζονται σε ηλεκτρομαγνητικές δομές. Στο κεφάλαιο 2 παρούσιάζονται οι τρόποι και η διαδικασία κατα τους οποίους μπορεί να χρησιμοποιηθεί στο πρόβλημα της ακτινοβολίας, η κατανομή του ρεύματος, για τον υπολογισμο των ηλεκτρομαγνητικών πεδίων. Στο κεφάλαιο 3 καταχωρείται η θεωρητική επίλυση του προβλήματος της δικωνικής κεραίας με την προσέγγιση δικωνικής γραμμή μεταφοράς που επεκτείνεται στο άπειρο. Στο κεφάλαιο 4 διατυπώνεται η ολοκληρωτική εξίσωση του προβλήματος μαζί με τις συνοριακές συνθήκες και αναπτύσσεται η συνάρτηση Green του προβλήματος σε σφαιρικές ιδιοσυναρτήσεις. Στο κεφάλαιο 5 γίνεται επίλυση του προβλήματος με τη μέθοδο entire domain Galerkin βασισμένη στα βήματα της ενότητας 1.1. Ο υπολογισμός των ρευματικών συντελεστών και της κατανομής ρεύματος γίνεται με προγράμματα Matlab, των  οποίων ο κώδικας καταχωρείται στο παράρτημα Γ. Στο τέλος επισυνάπτονται  ακόμα δύο  παραρτήματα. Το Παράρτημα Α που παρουσιάζει  τη θεωρία γραμμικών χώρων και τελεστών και το παράρτημα Β που περιλαμβάνει τις προαπαιτούμενες μαθηματικές γνώσεις και σχέσεις που χρησιμοποιούνται στην εργασία.
ΚΕΦAΛΑΙΟ 2
ΠΑΡΟΥΣΙΑΣΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ ΤΩΝ ΡΟΠΏΝ (METHOD OF MOMENTS)
  Η μέθοδος των Ροπων παρουσιάστηκε και χρησιμοποιήθηκε στη πρωταρχικη της μορφη το 1915 απο τον Galerkin. Η συστηματοποίηση της μεθόδου και η χρήση της σε πολύπλοκα υπολογιστικά προβλήματα, έγινε απο το Roger Harrington  το 1967 μέσα απο το βιβλίο του “Field computation by Moment Methods” με χρήση  συναρτησιακής ανάλυσης, βασισμένη στις έννοιες των γραμμικων χώρων και τελεστων.

    Βασική ιδέα της Μεθόδου είναι ο μετασχήματισμός της συναρτησιακής εξίσωσης
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αντιμέτωπίζοντας το πρόβλημα, ως πρόβλημα ανάλυσης (προσέγγιση της συνάρτησης f έχοντας γνώστους τον τελεστή L και τη συνάρτηση g) κι όχι ως πρόβλημα σύνθεσης (προσέγγτιση του τελεστή L έχοντας γνωστές τις συναρτήσεις f και g). Απ’εκεί κι έπειτα χρησιμοποιώντας τις γνωστες τεχνικές αναστροφής πινάκων προκύπτει το αποτελεσμα. Αυτο επιτυγχάνεται  μαλιστα, με  περισσοτερη ακρίβεια προσέγγισης και λιγότερη αναλυτική προσπάθεια, αφου η μέθοδος εκμεταλλεύεται την υπολογιστικη δυνατοτητα των υπολογιστων πάνω σε πρακτικες  επαναληπτικές μεθόδους οπως ειναι αυτές της θεωρίας των πινάκων. Ο ίδιος ο Harrington θεωρεί οτι αν καταφερουμε να φέρουμε το προβλημα στη μορφή της εξίσωσης πινάκων τότε έχει λύθεί. Η δυσκολία του όλου εγχειρηματος εφαρμογής της μεθόδου, έγκειται στην πρακτικη  που πρέπει να ακολουθηθεί στο εκάστοτε πρόβλημα για το μετασχηματισμο της εξίσωσης, αφου καθε περίπτωση ειναι ξεχωριστή και χρειαζεται  διαφορετική προσεγγιση,  ανάλογη με τη  φύση του πρόβληματος.
(Σημ. Για την παρουσίαση της Μεθόδου των Ροπών που ακολουθεί, απαιτείται  γνώση της θεωρίας των γραμμικών χώρων και τελεστών. Γιαυτό το λόγο ύπάρχει στη διπλωματική αναφορά στις βασικές εννοιες της θεωρίας, στο Παράρτημα Α, για καλύτερη κατανόηση της Μεθόδου)
2.1Διαδικασία εφαρμογής της Μεθόδου των Ροπών (Method of moments-MOM)  
H  ΜΟΜ (Βλ.[3, ενότητες 1.2-1.3 σελ.3],[4, διάλεξη  “ΜΟΜ-Theory”])  ως ιδέα επίλυσης ειναι πολύ γενική κι εφαρμόζεται  κυρίως σε προβλήματα

  1.Ντετερμινιστικά και ιδιοτιμών.
  2.Με  διαφορικούς, ολοκληρωτικούς ή ολοκληροδιαφορικούς τελεστές

  3.Μη ηλεκτρομαγνητικά.

Η αρχική συνάρτηση του προβλήματος είναι πάντα στη μορφή  
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Βήμα1:  Επιλέγονται οι συναρτήσεις βάσεις (basis function) 
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f(n=1,2,...N) 

 που θα χρησιμοποιήθούν για να αναπαραστήσουν την f. 
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(2.2)                
Όπου οι 
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είναι οι γνωστές συναρτήσεις (που έχουν επιλεγεί) και άγνωστοι είναι  οι συντελεστές 
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(2.3)
  Αντικαθιστάται η εξίσωση 2.1 στην τελεστίκη εξίσωση 2.2 που γίνεται
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και λόγω της γραμμικότητας του τελεστή  L, καταλήγει στη μορφή
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(2.5)                                                  
Βήμα2:  Επιλέγεται το εσωτερικό γινόμενο 
[image: image12.wmf] u,v

 που θα χρησιμοποίηθεί καθώς και οι συνάρτήσεις βάρους (weighting or testing functions) 
[image: image13.wmf]()
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που θα μπούν σ’άυτο.

 Βήμα3:  Εφαρμόζεται το εσωτερικό γινόμενο και στα δύο μελη της Εξίσωσης 2.5 με κάθε wm οπότε η εξίσωση φτάνει στη τελική της μορφή
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που είναι η Εξίσωση Πινάκων της ΜΟΜ.
Αναλυτικότερα η Εξίσωση 2.6 γραφεται ως εξής
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Αν τεθούν 
[image: image22.wmf]mnmn
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και 
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g=w,g 

 βγαίνει η  εξίσωση υπο μορφή πινάκων  
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(2.7)
όπου 
[image: image25.wmf][
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  και 
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 είναι σε μορφή πυκνου πίνακα.
   Βήμα4: Καταγράφονται και υπολογίζονται τα στοιχεία των πινάκων lmn και  gm, διαδικασία που μπορει να χρειαστεί  χρόνο μιας και οι  πίνακες συνήθως έχουν μεγάλες διαστάσεις για να δίνουν  καλύτερη σύγκλιση.

  Κάνοντας αντιστροφή πινάκων, η εξίσωση επιλύεται ως προς τους άγνωστους συντελεστές 
[image: image27.wmf]n
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Βήμα5:  Αντικαθιστούνται  οι συντελεστές 
[image: image29.wmf]n
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, στην αρχική συνάρτηση 2.2 οπότε η προσεγγιστική  λυση βγαίνει απο την πάρακάτω εξίσωση
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  Εδω όμως εγείρονται  ζητήματα που αφορούν την εφάρμογη της ΜΟΜ και του απότελέσματος που δίνει, στο κατα πόσο ανταποκρίνεται στη σωστή λύση ή έστω δίνει ικανοποιητική ακρίβεια λύσης. 
  Η εφαρμογή της ΜΟΜ για να έχει σωστή λύση απαιτει καλές επιλογές απο μέρους του ενδιαφερόμενου στις συναρτήσεις βάσης fn και βάρους wm. Όταν λοιπόν επιλέγονται πρέπει να προσέχθούν τα εξής

· Οι συναρτήσεις  fn  πρέπει να ανήκουν στο  πεδίο ορισμού ή περιοχή του  L και να είναι γραμμικά ανεξάρτητες.

· Οι συναρτήσεις  wn  πρέπει να ανήκουν στο  πεδίο απεικονίσεως ή έκτασης του L και να είναι γραμμικά ανεξάρτητες.
· Οι συναρτήσεις  fn  πρέπει να προσεγγίζουν καλα την αναμενόμενη συνάρτηση  f. Εδω θα πρέπει να υπάρξει  πειραμα και δοκιμή και ανάλογα με τα αποτελέσματα να επιλεγούν οι καταλληλότερες.

· Το ποσοστό απόκλισης απο την επιθυμητή λύση, για να μπορεί να γίνει δεκτή η συνάρτηση. 
· Τον αριθμο Ν των συναρτήσεων που χρειάζονται για να επιτευχθεί η σύγκλιση. Εαν δηλαδή αυξανομένου του Ν η f(Ν) τείνει στην f. Αποδεδειγμένα υπάρχει σύγκλιση, μόνο για θετικά ορισμένους τελεστες. Δυστυχώς όμως στα   περισσότερα πρακτικά προβλήματα οι τελεστές δεν ειναι τέτοιοι.

· Αναγωγικα απο το προηγούμενο βγαίνει και το μέγεθος του πίνακα 
[image: image31.wmf][
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 που  θα πρέπει να αντιστραφεί. Ανάλογα με τα εργαλεία που μπορούν να χρησιμοποιηθούν, λύση σε υπολογιστή ή χαρτί, γίνεται και η καταλληλη επιλογή. Για το μεν πρώτο μπορεί να χρησιμοποιηθεί  μεγάλος πίνακα για επίτευξη καλύτερης σύγκλισης ένω για το δεύτερο υπάρχει περιορισμός στο μέγεθος του πίνακα, λόγω πράξεων.

· Η ευκολία υπολογισμού των εσωτερικών γινομένων που επίλέγηκαν να χρησιμοποιήθούν στη μέθοδο.

· Ο πίνακας 
[image: image32.wmf][
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  που θα δημιούργηθει να είναι καλής κατάστασης.

    Οι συναρτήσεις βάσης που χρησιμοποιούνται πιο τακτικα χωριζονται σε καθολικές (global) και τμηματικές (subdomain). Στις Καθολικές ανήκουν οι Δυναμοσειρές, οι Σειρές Fourier, οι σειρές πολυωνύμων Chebychev και Legendre. Αντίστοιχα στις Τμηματικές ανήκουν οι Παλμικές, οι Τριγωνικές, οι Ημιτονοειδεις, οι splines και τα κυματίδια.
    Πέρα απο τους προαναφερθέντες παράγοντες που πρεπει να ληφθούν υπόψιν, υπερβολικα σημαντικη είναι και η επίλογή των συναρτήσεων βάρους, αφού καθορίζουν τις είδικες περιπτώσεις της ΜΟΜ. Οι επόμενες δύο ενότητες αναφέρονται περιληπτικά, σε 2 τέτοιες ειδικες περιπτωσεις της  ΜΟΜ. Την μέθοδο σημείακής προσαρμογής (point matching or collocation) και  την μεθόδο  Galerkin.

2.2 Μέθοδος σημειακής προσαρμογής 
   Όταν για συναρτήσεις βάρους επιλέγούν οι δέλτα του Dirac τότε έχουμε σημειακή προσαρμογή (Βλ.[3,ενότητα 1.4,σελ.9],[4,διάλεξη “ΜΟΜ-Theory”]).      

   Χρησιμοποιείται η μέθοδος αυτη γιατί: α)είναι πολύ εύκολος ο υπολόγισμός των στοιχείων των πινάκων της  
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 β) λύνονται εύκολα οι ολοκληρωτικές εξισώσεις, γ) η ακρίβεια και η σύγκλιση της εξαρτώνται απο την επιλογή των σημείων στα οποία κάθονται οι δέλτα και δ) το σφάλμα είναι μηδενικό στα σημεία που κάθονται οι δέλτα, αφού δεν γνωρίζουμε τιποτα αναμεσά τους.
 Το παρακάτω παράδειγμα εφαρμογής της σημειακής προσαρμογής αναφέρεται σε αγώγιμη πλάκα σταθερού Δυναμικού (Βλ.[4, διάλεξη “ΜΟΜ-Plate”] ). Η γεωμετρία του προβλήματος, τα δεδομένα και τα ζητούμενα, δίνονται στο σχήμα1.1.
  Το μαθηματικό μοντέλο του προβλήματος προκύπτει απο τις σχέσεις
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(2.10)

όπου                          
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[image: image37.png]


           

                 Σχήμα 2.1 Γεωμετρία αγώγιμης πλάκας σταθερου δυναμικού
 Στο σημείο (x,y,z)  της επίπεδης πλάκας, οι διαστάσεις της σε καρτεσιανή μορφή είναι (
[image: image38.wmf]xa,ya,z=0
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). Η εξίσωση για το Δυναμικό είναι της μορφής 
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 Συνάρτηση  f  είναι η 
[image: image41.wmf]σ(x',y')

 και  g η V. Το ζητούμενο λοιπόν είναι να βρεθεί η  
[image: image42.wmf]σ(x',y')

,για να υπολογιστει μέσω αυτής, η χωρητικότητα C .
 Η  εφαρμογή της Μεθόδου γίνεται βήμα προς βήμα βάσει της ενότητας 2.1.
Βήμα1: Όπως φαίνεται στο σχήμα 2.1 οι πλευρές της πλάκας χωρίζονται σε Ν τμήματα οπότε προκύπτουν Ν2 υποπεριοχές εμβαδού 
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κι έτσι η αναπαράσταση της 
[image: image45.wmf]σ(x',y')

 που θα χρησιμοποιηθεί είναι


[image: image46.wmf]2

N

nn

n=1

σ(x',y')σf

»×

å






(2.14)

Αντικαθιστώντας στην 2.12 την 2.14 παίρνουμε
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image48.wmf]22
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Βήμα2: Επιλεγονται ως συναρτήσεις βάρους οι δέλτα του Dirac μιας και γίνεται σημειακή προσαρμογή, που περιγράφονται απο τη σχέση
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όπου (xm,ym) είναι οι συντεταγμένες του κέντρου της υποπεριοχής 
[image: image52.wmf]m
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Ως εσωτερικό γινόμενο επιλέγεται το
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Βήμα3: Θεωρώντας ως συνάρτηση u την
[image: image54.wmf]m

w

και  v την V του δυναμικού, εφαρμόζονται στην 2.17  οι σχέσεις 2.15 και 2.16, οπότε γίνεται
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Αντικαθιστώντας 
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 και 
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 δημιουργείται η εξίσωση πινάκων της ΜΟΜ
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(Σημ. δίπλα στις αγκύλες  αναφέρονται οι διαστάσεις τους )

Βήμα4: Υπολογίζεται η 
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Απο τη σχέση 
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όπου 
[image: image65.wmf]:
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 και 
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 είναι τα διαστήματα ολοκληρώσεως, υπολογίζεται το 
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Πρώτα υπολογίζονται τα διαγώνια στοιχεια της  2.21
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Αλλάζοντας τις μεταβλήτές ολοκλήρωσης σε
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γίνεται
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που είναι ολοκλήρωμα με ανώμαλο σημείο το  x=y=0.
Ακολούθως υπολογίζονται τα μη διαγώνια στοιχεία(m
[image: image72.wmf]¹

n).Το φορτίο του 
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θεωρείται συγκεντρωμένο στο κέντρο του και  υπολογίζεται προσεγγιστικά
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  Το 
[image: image76.wmf]mn
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 ως φυσική σημασία στο πρόβλημα, αναπαριστά το δυναμικό στο κέντρο του 
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 που οφείλεται σε ομοιόμορφη πυκνότητα φορτίου μοναδιαίου πλάτους στο 
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Βήμα5:  Λύνουμε την  2.19 ως προς 
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Έτσι η προσεγγιστική λύση 
[image: image81.wmf]σ(N)

 δίνεται απο τη σχέση
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και η παράσταση της επιφανειακής κατανομής φορτίου σ δίνεται στο σχήμα 2.2
[image: image586.png]



Σχήμα 2.2 Γραφική παράσταση επιφανειακής κατανομής φορτίου σ (Cb/m2)
Αφού βρέθηκε το 
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 υπολογίζεται και η χωρητικότητα C της πλάκας        
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οπότε βρέθηκαν τα ζητούμενά του προβλήματος.

2.3 Μέθοδος Galerkin
   Εαν επιλεγούν ίδιες συναρτήσεις βάρους και συναρτήσεις βάσης δηλαδη 
[image: image85.wmf]mm

w=f

 τότε έχουμε τη περίπτωση του Galerkin(Βλ.[4, διάλεξη  “ΜΟΜ-Theory”]) .
    Κύρια προυπόθεση για να μπορεσει να εφαρμοστεί η Galerkin ειναι  να έχουν ίδιο πεδίο ορισμού, τόσο ο τελεστής L όσο και ο συζυγής του La .    

  Αυτη η μέθοδος χρησιμοποιείται ευρύτατα απο αυτούς που ακολουθούν το μοντέλο επίλυσης κατα ΜΟΜ κυρίως για τους 3 παρακάτω λόγους:
α) όταν χρησιμοποιούμε  αυτοσυζυγείς τελεστές προκύπτει Συμμετρικός πίνακας lmn  
 Απο τις σχέσεις  (1) 
[image: image86.wmf]a
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, (2) 
[image: image87.wmf]a

L=L

και (3) 
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,
β) είναι κατα πολύ ακριβέστερη απο τις αλλες μεθόδους και
γ) έχει  την ταχύτερη σύγκλιση

   Μονάδικο της μειονέκτημα, είναι η δυσκολία υπολογισμού των στοιχείων του πίνακα lmn.
   Παράδειγμα επίλυσης με τη μέθοδο Galerkin αποτελεί η επίλυση της μονοδιάστατης εξίσωσης Poisson (Βλ.[4, διάλεξη “ΜΟΜ-1D Poisson”] ) η οποία παρατίθεται παρακάτω.
  Το μαθηματικό μοντελο της εξισωσης είναι
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με συνοριακές συνθήκες    
[image: image93.wmf]f(0)f(1)0
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  Απο το σχήμα 2.3 που δίνεται στην επόμενη σελίδα, προκύπτει οτι 
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Για σκοπούς συγκρισης αναφέρεται εδώ ότι η ακριβής λύση της f  έιναι
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Βήμα1: Οι συναρτήσεις βάσης 
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που είναι καθολικές συναρτήσεις και ικανοποιούν και τις οριακές συνθήκες.

Άρα η f παίρνει τη μορφή
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και η σχέση 2.27 γίνεται
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               Σχήμα 2.3.   Γεωμετρία για την οποία λύνεται η εξίσωση Poisson
Βήμα2: Επειδή το πρόβλημα λύνεται με τη μέθοδο Galerkin οι συναρτήσεις βάρους
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 πρέπει να είναι ίδιες με τις συναρτήσεις βάσης της σχέσης 2.30. Άρα 
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όπου m=1,2,…N
Το κατάλληλο εσωτερικό γινομενο είναι το
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Βήμα3:Αντιστοιχώντας στη συνάρτηση u την
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gx

, εφαρμόζεται το εσωτερικό γινόμενο στις σχέσεις 2.32 και 2.33 οπότε δημιουργείται η εξίσωση 
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που είναι εξίσωση των πινάκων και μπορεί να γραφεί 
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Βήμα4:  Υπολογίζουμε το 
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και το gm
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Βήμα5: Βρίσκουμε την προσεγγιστική λύση f(N)  απο τη σχέση 2.9
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Αναλύτικά  για κάθε Ν τα αποτελέσματα είναι 
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Στο σχήμα 2.4 στην επόμενη σελίδα φαίνονται οι διαφορετικές λύσεις του προβλήματος.

 Παρατηρείται ότι η καμπύλη για Ν=3 είναι η ακριβής αναλυτική λύση του προβλήματος αφού
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   Σχήμα 2.4.Γραφική παράσταση προσεγγιστικών λύσεων της μεθόδου Galerkin για       
                      τις τιμές του Ν. 
2.4 Επίλυση ολοκληρωτικών εξισώσεων με τη Μέθοδο των Ροπών για γενικευμένες ηλεκτρομαγνητικές δομές.
  Καίριο ρόλο στην προσπάθεια διατύπωσης του προβλήματος, κατέχει η ολοκληρωτική εξίσωση . Το πλεονέκτημα της έγκειται στην αρχή της υπέρθεσης, η οποία είναι πολύ συνδεδεμένη με τη  συνάρτηση Green των ηλεκτρομαγνητικών δομών. Η διαδικασία που ακολουθείται για να διατυπωθεί η εξίσωση  στις δομές αυτές και  οι τρόποι με τους οποίους μπορεί να λύθεί, περιγράφονται στο εδάφιο αυτό. (βλ.[2,σελ.3])
  Καταρχήν χρειάζεται να γίνει παρουσίαση των αρχών της θεωρίας των συναρτήσεων Green βάσει των αντικειμένων που βρίσκονται στο σχήμα 2.5.
    Το σχήμα απαρτίζεται απο δύο διηλεκτρικά αντικείμενα, τα Α και Β, μία τέλεια αγώγιμη επιφάνεια, τη Γ και μια κύρια πηγή κάπου μέσα στο χώρο. Η κατασκευή μπορεί να είναι διδιάστατη ή τρισδιάστατη.

Απομακρύνοντας τα αντικείμενα Β και Γ καθώς και την πηγή παραμένει στο χώρο μόνο το αντικείμενο Α. Ακολούθως τοποθετείται απλή πηγή ηλεκτρικού ρεύματος σε τυχαίο σημείο r=r’, που μπορεί να βρίσκεται είτε μέσα είτε έξω απο το αντικείμενο Α.  
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                     Σχήμα 2.5.Γενικευμένη γεωμετρία ηλεκτρομαγνητικής δομής

Η πηγή έχει τη μορφή του δυαδικού τύπου 
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όπου
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  σε καρτεσιανές συντεταγμένες.

   Έτσι μπορεί να γραφεί η ανομοιογενής δυαδική κυματική εξίσωση απο τις εξισώσεις του Maxwell για τα πεδία
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όπου         
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                   κο          ο κυματικός αριθμός ελεύθερου χώρου
                   εο              η επιτρεπτότητα ελεύθερου χώρου
                   μο         η διαπερατότητα ελεύθερου χώρου

      Επιπρόσθετα η εξίσωση Green 
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 ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη στη διαχωριστική επιφάνεια μεταξύ αντικειμένου Α και ελεύθερου χώρου, καθώς επίσης και τη συνθήκη ακτινοβολίας στο μακρινό πεδίο καθώς το r τείνει στο άπειρο.
   Οι συνοριακές συνθήκες στην επιφάνεια του αντικειμένου μπορούν να γραφούν ως εξής:
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(2.42)                                                           
όπου 
[image: image131.wmf]n
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 το μοναδιαίο διάνυσμα που προσδιορίζει την επιφανεια του αντικειμένου Α.

    Το προβλημα συνοριακών τιμών που διατυπώνεται απο τις εξισώσεις 2.41 και 2.42 καθώς και τις συνθήκες ακτινοβολίας όταν το r τείνει στο άπειρο (
[image: image132.wmf]r

®¥

), μπορεί να λυθεί είτε αναλυτικά στην περίπτωση ορισμένων κανονικων σχημάτων ή χρησιμοποιώντας αριθμητικές τεχνικές.

 Στις περιπτώσεις κανονικών σχημάτων που εμπίπτουν σε μία απο τις παρακάτω κατηγορίες
 Α) Στρωματοποιημένων υλικών που εκτείνονται στο άπειρο ή επιπέδων με συνοριακές συνθήκες αντίστασης,
 Β) Διαστρωματωμένων ομόκεντρων σφαιρών,
 Γ) Διαστρωματωμένων ομόκεντρων άπειρων κυλίνδρων και

 Δ) Τέλεια αγώγιμων σφαιρών ή κύλινδρων,
 η λύση μπορεί να προσδιοριστεί εύκολα χρησιμοποιώντας τεχνικές επίλυσης βασισμένες στο χώρισμό των μεταβλητών. Στην πρώτη περίπτωση, χρησιμοποιούνται μετασχηματισμοι Fourier που οδηγούν σε ολοκληρωτικές τεχνικές Sommerfeld ενώ στις υπόλοιπες περιπτώσεις χρησιμοποιούνται επεκτάσεις κυματικών συναρτήσεων στα εγκάρσια μαγνητικά και ηλεκτρικά κύματα. Σ’όλες αυτές τις περιπτώσεις οι δυαδικές συναρτήσεις Green, G(r/r΄), εκφράζονται απο ξεχωριστούς όρους φασματικών απεικονίσεων 
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(2.43)                                    
όπου 
[image: image134.wmf]n
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, n=1,2,… είναι οι γνωστές συνιστώσες ενω το 
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παρουσιάζει την ολοκληρωτική ή διακριτή  άθροιση των ιδιοκυμάτων 
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     Άφου εκφράστηκε η συνάρτηση Green, λαμβάνοντας υπόψιν την αρχική γεωμετρία του σχήματος 2.5 κι εφαρμόζοντας τη θεωρία Green, βγαίνουν οι παρακάτω εξισώσεις για το ηλεκτρικο πεδίο Ε(r) σε τυχαία θέση.         
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όπου στη δεξιά πλευρα  ο πρώτος όρος σχετίζεται με το πεδίο απο την πρωτεύουσα πηγή, ο δεύτερος όρος σχετίζεται με την αγώγιμη επιφάνεια κι εκφράζει το επιφανειακο ρεύμα πάνω στο αντικείμενο, ο τρίτος όρος είναι το ρεύμα πόλωσης στο διαπερατό απο πεδίο, αντικείμενο Β και ο τέταρτος όρος σχετίζεται με τη μαγνητική ρευμάτική κατανομή στην επιφάνεια του αντικειμένου Β. Τέλος το 
[image: image140.wmf]n

Ù

 ειναι το 
μοναδιαίο διάνυσμα στη συνοριακή επιφάνεια του διηλεκτρικού αντικειμένου.

 Η εξέταση της στοιχειώδους εξίσωσης 2.44 δείχνει ότι εάν το σημείο παρατήρησης 
[image: image141.wmf]r

 ειναι  περιορισμένο πάνω στον όγκο και την επιφάνεια του Β όπου  
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  η αντίστοιχη σχέση οδηγεί σε μία ολοκληρωτική εξίσωση. Η εξίσωση αυτή μπορεί να επιλυθεί είτε με τη Μέθοδο των Ροπών (ΜΟΜ), είτε με τη Μέθοδο Galerkin (ειδική περίπτωση ΜΟΜ) είτε με τις γνωστές Επαναληπτικές τεχνικές.
      Η Βασική αρχή της ΜΟΜ/Galerkin τεχνικής έγκειται στον υπολογισμό των άγνωστων 
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, απο όρους που βγαίνουν με υπέρθεση  κατάλληλων περιγραφικών συναρτήσεων που έχουν  τη μορφή
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ενώ τα εσωτερικά γινόμενα
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και
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υπολογίζονται στις περιοχές που εφαρμόζονται και δίνουν το γραμμικό σύστημα εξισώσης πινάκων
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όπου 
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 είναι τα εσωτερικά γινόμενα του 
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 (πρωταρχικού πεδίου) και Α,Β,C,D είναι υποπίνακες.

  Με αντιστροφή της εξίσωσης πινάκων 2.49, υπολογίζονται οι συντελεστές 
[image: image153.wmf]1
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. Αυξάνομένου του αριθμού των περιγραφικών συναρτήσεων επιτυγχάνεται καλύτερη σύγκλιση, δεδομένου ότι οι κατάλληλες  περιγραφικές συναρτήσεις έχουν επιλεχθεί με φυσική αιτιολογία.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
ΕΠΙΛΥΣΗ ΗΛΕΚΤΡΟΜΑΓΝΗΤΙΚΩΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΩΝ ΑΚΤΙΝΟΒΟΛΙΑΣ, ΒΑΣΙΚΩΝ ΔΙΑΤΑΞΕΩΝ ΚΕΡΑΙΩΝ
  Στο κεφάλαιο αυτό, φαίνεται η χρησιμότητα της κατανομής ρεύματος σε ένα πρόβλημα ακτινοβολίας, μέσω της παράθεσης της κατάλληλης θεωρίας για την εύρεση των χαρακτηριστικών  ηλεκτρομαγνητικών πεδίων των κεραίων. Στη συνέχεια γίνεται εφαρμογή σε απλή κεραία και αναπτύσσονται τα μαθηματικά μοντέλλα επίλυσης προβλημάτων ακτινοβολίας.(βλ.[4,διάλεξη “ΜΟΜ-Wire Antenna”])
3.1 Βασική επίλυση με Μαγνητικά Δυναμικά και Συνάρτηση Green. 
   Eάν η κατανομή του ρεύματος μιας κεραίας είναι γνωστή, τόσο χωρικά όσο και χρονίκά, τότε μπορεί να υπολογίστεί το ηλεκτρικό και μαγνήτικό πεδίο που ακτινοβολείται.

   Οι τρόποι υπολογισμού είναι δύο. Ο πρώτος είναι ο απλός μαθηματικός που επιτυγχάνεται με απλή ολοκλήρωση του ρεύματος.

 1.    
[image: image155.wmf],

ή

ήί

oloklrwsh

hgeda

P®®P

JEH

                                        

           

    


 Ο δεύτερος χρησιμοποιεί το Μαγνητικό Δυναμικό Α
 2.    
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Ακολουθεί  ανάλυση μόνο για την δεύτερη περίπτωση αφού η πρώτη είναι η τετριμμένη.

   Πρώτο μέλημα είναι η εύρεση του μαγνητικού Δυναμικού Α.

Είναι γνωστό ότι απο τις εξισώσεις Maxwell για πεδία αρμονικώς μεταβαλλόμενα στο χρόνο προκύπτει η μη ομογενής διανυσματική εξίσωση 
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(3.1)        
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η οποία δίνει τις βαθμωτές κυματικες εξισώσεις
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(3.2)
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   Είναι γνωστό επίσης ότι η συνάρτηση Green είναι η κρουστική απόκριση (impulse response) ενός συστήματος. Συγκεκριμένα  στην ειδική περίπτωση σημειακής πηγής όπως φαινεται στο σχήμα 3.1
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Σχήμα 3.1 Σχεδιάγραμμα παρατήρησης σημειακής πηγής 

η λύση της βαθμωτής κυματικής εξίσωσης 
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                   (3.3)
είναι η συνάρτηση  Green ελεύθερου χώρου
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(3.4)
που εξαρτάται απο τα διανύσματα θέσης των σημείων πηγής και παρατήρησης.
  Επεκτείνοντας το πρόβλημα σε χώρο απεριόριστων διαστάσεων, οι  κυματικές εξισώσεις είναι (λύνεται πρώτα η καρτεσιανή συνιστώσα Χ):
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(3.5)
Πολλαπλασιάζονται και τα δύο μέρη με 
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 και ολοκληρώνονται επι του όγκου τους. Βγάζοντας το 
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 έξω απο το ολοκλήρωμα και γνωρίζοντας ότι στη σημειακή πηγή η κατανομή μένει αναλλοίωτη η εξίσωση γίνεται:
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(3.6)
Συγκρίνονόμενη με τη βαθμωτή κυματική εξίσωση της καρτεσιανής συνιστωσας x για το μαγν.Δυναμικο Α
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(3.7)
 δίνει τη λύση του Δυναμικού Α στη  κατεύθυνση της συνιστώσα x ότι είναι
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(3.8)
Κατα αντίστοιχο τροπο υπολογίζεται  ότι το δυναμικο Α, στις άλλες 2 καρτεσιανές συνιστώσες έχει την μορφή:
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(3.9)
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(3.10)

Άρα η λύση της διανυσματικής κυματικής εξίσωσης είναι :
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(3.11)
που είναι συνέλιξη της συνάρτησης Green με τη ρευματική κατανομή. Το διανυσματικο μαγνητικό δυναμικό Α βάσει της σχέσης 3.11 ονομάζεται και ολοκλήρωμα  ακτινοβολίας .

    Δεύτερο μέλημα είναι ο υπολογισμος των πεδίων. Τόσο του μαγνητικού όσο και του ηλεκτρικού. Η ένταση του μαγνητικού πεδίου υπολογίζεται πολυ εύκολα με παραγώγιση απο τη γνωστή σχέση:
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(3.12)
 Όσον αφορά τον υπολογισμό της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου, μπορεί να γίνει με δύο τρόπους.Ο πρώτος γίνεται με τη βοήθεια του μαγητικού πεδίου απο  τη δεύτερη εξίσωση του Maxwell
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(3.13)
  Ο δεύτερος χρησιμοποιεί τα βοηθητικά Δυναμικα. Απο τη συνθήκη του Lorentz  υπολογίζεται το βαθμωτό Δυναμικό Φ
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(3.14)
Βάζοντας το στη σχέση 
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(3.15)
δίνεται η λύση  για το πεδίο
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(3.16)

και η εξίσωση
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(3.17)
3.2 Ευθύγραμμη συρμάτινη κεραία
   Η εφαρμογή θα γίνει στην ευθύγραμμη συρμάτινη κεραία. Εξετάζονται και οι δύο καταστασεις της, τόσο ως κεραία εκπομπής όσο και ως κεραία λήψης  σύμφωνα με το σχήμα 3.2.
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Σχήμα 3.2 Γεωμετρία των 2 περιπτώσεων χρησιμοποίησης της ευθύγραμμης   

                 συρμάτινης κεραίας ,για εκπομπή και λήψη.
Η σχέση που ισχύει για το ηλεκτρικό πεδίο γενικά για τις κεραίες είναι η
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(3.18) 

όπου 
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 είναι η ένταση που μεταδίδεται ,
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 είναι η ένταση της πηγής, όπου για την κεραία εκπομπής πηγή είναι η                                   

        γραμμή τροφοδοσίας, ενώ για την κεραία λήψης πηγή είναι το  προσπίπτον 
         κύμα,
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 είναι η ένταση του σκεδαζόμενου πεδίου που προκαλείται απο το ρεύμα  

       που επάγεται στην κεραία.  
   Πρώτο βήμα είναι η μοντελοποίηση της πηγής των κεραιών για την καθε περίπτωση ξεχωριστά.
                                                                   

Σχήμα 3.3 Πηγή κεραίας εκπομπής                 Σχήμα 3.4 Πηγή κεραίας λήψης
Για την κεραία εκπομπής του σχήματος 3.3, υπάρχει πεδίο στο απειροστό διάκενο της, του οποίου η ταση απο τη γεωμετρία του σχήματος είναι              
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Άρα                                               
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Καθώς  το Δ να τείνει στο μηδέν, λόγω του διάκενου το όριο γίνεται                              
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(3.21)
Κι έτσι το πεδίο στο διάκενο ισούται με 
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(3.22)

όπου δ(z) η συνάρτηση  Dirac.
   Για την κεραία λήψης βάσει του σχήματος 3.4, το πεδίο που προκαλείται απο το προσπίπτον επίπεδο κύμα είναι
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(3.23)
Επειδή όμως τα σημεία βρίσκονται μόνο στον άξονα z (x=y=0) το διάνυσμα γίνεται
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(3.24)
Άρα το πεδίο πηγής της κεραίας ισούται με
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και στη περίπτωση που   
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        (3.26)
   Επόμενο βήμα είναι ο υπολογισμός του σκεδαζόμενου πεδίου.
Στοχος είναι η όσο το δυνατον καλύτερη απλοποιήση της γεωμετρίας για να γίνουν ευκολότερες οι πράξεις. Γι’άυτό γίνονται οι εξής παράδοχές:
1. Το σημείο παρατήρησης Ρ βρίσκεται πάνω στην κεραία και ισχύει η σχέση
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(3.27)
2.  Η κεραία θεωρείται ότι ειναι απο πολύ λεπτό σύρμα. Άρα η ακτίνα της είναι κατα πολύ μικρότερη του μήκους κυματος. Έτσι για την  κατανομή ρεύματος ισχύει
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(3.28)
Oι υπόλοιπες απλοποιήσεις παρατίθενται κατα την επίλυση.
  Απο τις σχέσεις 3.7 και 3.8 που αφορούν το μαγνητικό Δυναμικό και  την σχέση 3.28 για την κατανομή ρεύματος διατυπώνεται το πρόβλημα 
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(3.29)
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Βάζοντας την 3.29 στη 3.30  δημιουργείται η εξίσωση
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Πολλαπλασιάζοντας εσωτερικά και τα 2 μέρη με
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η εξίσωση γίνεται
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αφού                        
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Απο τη 3.32  επιλύεται αρχικά το ολοκλήρωμα ακτινοβολίας .

Έιναι                                 
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όπου     
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  η συνάρτηση Green ελεύθερου χώρου.

Η επίλυση γίνεται στο κυλινδρικό συστημα συντεταγμένων. Άρα
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Και επειδή    
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στην κεραία το ρεύμα γίνεται
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με μονάδες      Α/m2 για το 
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            και        A/m  για το 
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Ολοκληρώνεται ο κλάδος ως προς ρ και απαλοίφεται η συνεισφορά της συνιστωσα φ του ρεύματος αφου  η ακτίνα α, είναι πολύ μικρότερη του μήκους κύματος  
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με 
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(3.38)
Θέτοντας το σημειο παρατήρησης P, πάνω στον άξονα z της κεραίας όπως δείχνει το σχήμα 3.5 το ολοκλήρωμα απλοποιείται ακόμη περισσότερο.
Επειδή   
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   η σχέση 3.38 και η συνάρτηση Green γίνονται 
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 Η 
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 προσεγγίζει πυρήνα λεπτου συρματοw κυρίως  για    
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                 Σχήμα 3.5 Απεικόνιση του σημείου παρατήρησης πάνω στην κεραία

Η ολοκλήρωση ως προς 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image223.wmf]/2
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Ισχύει   
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 κι έτσι το ολοκλήρωμα ακτινοβολίας παίρνει την τελική μορφή του
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(3.42)
Έτσι η εξίσωση (3.31) του σκεδαζόμενου πεδίου απο κεραία λεπτού σύρματος γίνεται
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(3.43)
3.3 Μαθηματικά μοντέλλα επίλυσης ολοκληρωτικών εξισώσεων σκεδαζόμενου πεδίου.
    Ο υπολογισμός του σκεδαζόμενου πεδίου μπορεί να γίνει απο μοντελα επίλυσης που εφαρμόζονται κατευθείαν στο πρόβλημα. Ο τρόπος προσδιορισμού των ολοκληρωτικών εξισώσεων που χρησιμοποιούνται στα μοντέλλα αυτά, δίνεται στην ενότητα αυτή.
   Εάν στην εξίσωση 3.43 του σκεδαζόμενου πεδίου, αλλάξει η σειρά παραγώγισης κι ολοκλήρωσης προκύπτει
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(3.44)
κι επειδή για σημεία παρατήρησης  Ρ  πάνω στον άξονα z ισχύει  
                               
[image: image228.wmf]()()()()

sisi

zz

=-Þ=-

ErErErEr




(3.45)
η 3.44 καταλήγει στην ολοκληρο-διαφορική εξίσωση του Pocklington(1897),που είναι μια μονοδιάστατη ολοκληρώτική εξίσωση ηλεκτρικού πεδίου (Electric Field Integral Equation-EFIE) 
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(3.46)
και στην οποιά βασίζεται το μαθηματικό μοντελο Pocklington για επίλυση τέτοιων  προβλήματων.
  Εάν ορίστεί η συνάρτηση Ζ(z) ως
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(3.47)
η εξίσωση του  Pocklington για κεραία εκπομπής με πηγή απειροστού διακένου γράφεται στη μορφή
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(3.48)
η λύση της οποίας αποδεικνύεται ότι είναι
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(3.49)
 Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις του Ζ(z) 2.47 και  2.49  στη 2.48 καταλήγουμε στη ολοκλήρωτική εξίσωση του Ηallen(1938)
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(3.50)
στην οποιά βασίζεται το μαθηματικό μοντελο επίλυσης  του Ηallen .

  Τελος υπάρχει και το τρίτο μοντελο επίλυσης , αυτό του Harrington, που χρησιμοποιεί την εξίσωση του  Harrington(1968)
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(3.51)
Η περιγραφή των γενικών χαρακτηριστικών των 3 αυτών μοντέλλων συνοψίζεται στα εξής επτά σημεία .
1. Και οι τρείς εξισώσεις των μοντέλλων έχουν τη γενική μορφή
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είναι δηλαδή μονοδιάστατες ολοκληρωτικές εξισώσεις τύπου Fredholm 1ου   είδους.

2. Και οι τρείς εξισώσεις έχουν ως αφετηρία τους την εύρεση ή εστω τη γνωση της           

κατανομής του ρεύματος.
3. Οι εξισώσεις Pocklington  και Harrington είναι ολοκληροδιαφορικές ενώ η Ηallen ολοκληρωτική.
4.Η ύπαρξη παραγώγων στον πυρήνα των Pocklington και Harrington είναι μειονέκτημα. Προσεγγίζονται με πεπερασμένες διαφορές.Ο πυρήνας της Ηallen είναι απλούστερος και συμπεριφέρεται αριθμητικά καλύτερα.

5.Κατα την επίλυση των Ηallen και Harrington χρησιμοποιούμε την οριακή συνθήκη οριακού ρεύματος στα άκρα της κεραίας ,ενώ για την  Pocklington δεν χρειάζεται.

6.Η Ηallen προγραμματίζεται ευκολότερα απο τις άλλες δύο.

7.Η Pocklington συγκλίνει συνήθως αργότερα απο τις άλλες δύο.
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4.
 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ  ΔΙΚΩΝΙΚΗΣ ΚΕΡΑΙΑΣ ΩΣ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΣΚΕΔΑΣΗΣ.
   Στο κεφάλαιο αυτό παρατίθεται η θεωρία για την επίλυση προβλήματος σκέδασης σε σφαιρικές συντεταγμένες, και γίνεται αναφορά στην  περίπτωση της δικώνικής γραμμής μεταφοράς άπειρου μήκους.

 Στόχος είναι να δοθεί το υπόβαθρο της θεωρητικής επίλυσης του προβλήματος με την εύρεση του πεδίου ακτινοβολίας και των ρυθμών που αναπτύσσονται.Το υπόβαθρο αυτό περιλαμβάνει την ανάπαράσταση του πεδίου με βαθμώτα δυναμικά, την εύρεση της εξίσωσης Helmholtz που ικανοποιεί τα δυναμικά αυτά και την επίλυση της εξίσωσης για διάφορες περιπτώσεις προβλημάτων (βλ.[5,Κεφάλαιο «Προβλήματα διαδόσεως και σκεδάσεως σε σφαιρικές διατάξεις»]).

4.1 Αναπαράσταση πεδίου με χρήση βαθμωτών δυναμικών
  Σε χώρους χωρίς πηγές το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο μπορεί να εκφρασθεί σαν υπέρθεση κυμάτων ΤΜu και TEu ως προς κατάλληλα επιλεγμένη κατεύθυνση u, μέσω σχέσεων της μορφής 
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(4.2)
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(4.3)

όπου f και g συμβολίζουν τα βαθμώτά δυναμικά.

Η κατεύθυνση u μπορεί να είναι : 1) οποιοδήποτε απο τα 3 μοναδίαία διανύσματα του καρτεσιανού συστήματος συντεταγμένων, 2) η κατεύθυνση z του κυλινδρικού συστήματος συντεταγμένων (ρ,φ,z) και 3) η κατεύθυνση r του σφαιρικού συστήματος συντεταγμένων (r,θ,φ).

  Η τρίτη περίπτωση είναι αυτή που θα μελέτηθεί . Επέιδή όμως δεν είναι καρτεσιανή, δεν πληρούνται οι βαθμωτές εξισώσεις Helmholtz
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(4.4)

  Έτσι οι συναρτήσεις f και g χρειάζεται να πλήρούν συγκεκριμένες διαφορικές εξισώσεις.
  Για κύματα τύπου ΤMr  η διαφορική εξίσωση της g είναι
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(4.5)

Ενώ αντίστοιχα για κύματα τύπου ΤΕr η διαφορική εξίσωση της f είναι
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(4.6)

Κάνοντας τις αντικαταστάσεις
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(4.8)

προκύπτουν οι σχέσεις 
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όπου 
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 και 
[image: image247.wmf]mr

p

τα  βαθμωτά δυναμικά (βλ.[5,κεφάλαιο Δυναμικών]).

   Συναρτήσει των
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το ηλεκτρομαγνητικό πεδίο (σε χώρους ελεύθερους απο πηγές) δίνεται απο τις  δυαστικές μεταξύ τους σχέσεις
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και βάσει αυτών οι επι μέρους πεδιακές συνιστώσες που προκύπτουν είναι
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4.2 Η λύση της βαθμωτής εξίσωσης Helmholtz σε σφαιρικές συντεταγμένες
Είναι λοιπόν η εξίσωση Helmholtz 
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σε σφαιρικές συντεταγμένες, που ικανοποιεί τα βαθμωτά δυναμικά 
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 και 
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Η επίλυση της βασίζεται στη μέθοδο χωρισμού μεταβλητών κι έχει τη μορφή
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Οι ξεχωριστές λύσεις των τριών συναρτήσεων 
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· Γενική λύση της 
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          όπου  
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 σφαιρικές συναρτήσεις Bessel 1ου  και 2ου είδους         

                    αντίστοιχα 
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 σφαιρικές συναρτήσεις Hankel 1ου  και 2ου είδους         

                    αντίστοιχα 
· Γενική λύση της 
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1. Για μ=m (ακέραιος) και για ν=n (ακέραιος). Περίπτωση που αντιστοιχεί σε πλήρεις σφαιρικές διατάξεις ,απεριόριστες ως προς φ και θ.
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   όπου 
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 οι συσχετισμένες συναρτήσεις Legendre
                1ου  και 2ου είδους αντίστοιχα.
2. Για μ=m (ακέραιος) και πραγματικές (μη ακέραιες) τιμές του ν.  

Περίπτωση που συναντάμε σε κωνικές διατάξεις με άξονα αυτόν των z, που δεν έχουν περιορισμό ως προς φ αλλά έχουν περιορισμό ως προς θ. 
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3. Για πραγματικές τιμές του μ, δηλαδή οι διατάξεις δεν είναι απεριόριστες ως προς φ, η λύση εκφράζεται μέσω υπεργεωμετρικών συναρτήσεων.

4.3 Η δικωνική γραμμή μεταφοράς άπειρου μήκους .
   Βλέπουμε στο σχήμα 4.1, τo σχεδιάγραμμα της δικωνικής γραμμής μεταφοράς που χρησιμοποιείται.

                                       [image: image277.png]”//////// 7




 Σχήμα 4.1 Δικωνική γραμμή μεταφοράς άπειρου μήκους.
 Η διάταξή  είναι κωνική άρα θα χρησιμοποιηθεί η περίπτωση 2 της συνάρτησης Θ(θ). Η διάδοση γίνεται κατα την ακτινική κατεύθυνση r και υποστηρίζονται οι ρυθμοί  ΤMr, ΤΕr  και ΤΕMr.

Α. 
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 ρυθμοί  ΤMr.

 Γεννήτρια των ρυθμών αυτών, είναι το βαθμώτό δυναμικό 
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, που ικανοποιεί την 4.9 κι επιδέχεται την ανάπτυξη (βάσει των 4.18, 4.19 και  4.21   


[image: image280.wmf](

)

(

)

12

mm

1v2v12

cos()

(,,)h()h()P(cos)P(cos)

sin()

r

m

rAkrAkr

m

nn

j

pqjqq

j

ìü

éù

éù

=+B+B-

íý

ëû

ëû

îþ

 


(4.22)

Επειδή τα κύματα οδεύουν κατα την κατεύθυνση r απομακρυνόμενα της πηγής πρέπει 
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, οπότε η 4.22 γίνεται 
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Για να καθοριστεί πλήρως ο ρυθμός χρειαζεται ο λόγος Β1 / Β2 και η ιδιοτιμή ν.

Εφαρμόζωντας τις οριακές συνθήκες στα σημεία των αγώγιμων ημικωνικών επιφανειών 
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η σχέση 4.23 γίνεται
Για  την επιφάνεια θ=α1 
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Για την επιφάνεια θ=α2, με ανάλογο τρόπο βάσει της συνθήκης  
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Για να υπάρχει λύση πρέπει η ορίζουσα του ομογενούς αλγεβρικού συστήματος  4.24-4.25 να είναι μηδέν. Επομένως  η
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είναι η χαρακτηριστική εξίσωση των ρυθμών ΤMr.

 Για δεδομένο m 
[image: image292.wmf](0,1,2,...)
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 η  4.26 είναι υπερβατική εξίσωση ως προς ν. Οι λύσεις της συνθέτουν μια ακολουθία ιδιοτιμών 
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. Ο ρυθμός που αντιστοιχεί στις τιμές 
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 ρυθμός.

  Έχοντας βρει το ν, απο την 4.24 ή 4.25 βρίσκουμε το λόγο Β1 / Β2 και με αντικατάσταση στη  4.23 η σχέση γίνεται
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όπου η πολλαπλασιαστική σταθερά 
[image: image297.wmf]1
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σχετίζεται με τη διέγερση και μπορεί να βρεθεί απο αυτή. Για υπολογισμό των πεδιακών συνιστώσων, εφαρμόζεται η 4.27 στις γενικές σχέσεις  4.13-4.15.
Β. 
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 ρυθμοί  ΤΕr
Οι ρυθμοί ΤΕr περιγράφονται με το βαθμωτό δυναμικό 
[image: image299.wmf]mr
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,για το οποίο η έκφραση  κατα αναλογία με την  4.23 είναι 
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όπου Β1,Β2 προσδιοριστέες σταθερές αναπτύξεως.

  Οι οριακές συνθήκες 
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και 
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 στα σημεία των αγώγιμων επιφανειών 
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οδηγούν με τη βοήθεια της  4.15 στις σχέσεις 
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Για να υπάρχει λύση πρέπει η ορίζουσα του ομογενούς αλγεβρικού συστήματος  4.29-4.30 να είναι μηδέν. Επομένως  
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Για δεδομένο m 
[image: image308.wmf](0,1,2,...)
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λύνοντας αριθμητικά την υπερβατική εξίσωση  4.31 ως προς ν προκύπτει η ακολουθία ιδιοτιμών 
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. Ο ρυθμός που αντιστοιχεί στις τιμές 
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χαρακτηρίζεται ως ο 
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 ρυθμός.

  Έχοντας βρει το ν, απο την 4.29 ή 4.30  υπολογίζεται ο λόγος Β1 / Β2 και με αντικατάσταση στη  4.28 βγαίνει το αποτέλεσμα
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όπου η πολλαπλασιαστική σταθερά 
[image: image313.wmf]1
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σχετίζεται με τη διέγερση και μπορεί να βρεθεί απο αυτή. Για υπολογισμό των πεδιακών συνιστώσων, εφαρμόζεται η 4.32 στις γενικές σχέσεις  4.13 - 4.15 .
Γ.Ρυθμός ΤΕΜr . 
Όπως όλες οι διατάξεις πολλαπλών αγωγών, έτσι και η δικωνική γραμμή (αποτελείται απο 2 ημικωνικούς αγωγούς)  υποστηρίζει τον ρυθμο ΤΕΜ. Ταυτίζεται μάλιστα με τον επικρατούντα  ρυθμό 
[image: image314.wmf]00
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 , ο οποίος έχει m=0, αρα το πεδίο είναι ανεξάρτητο απο τη γωνία φ. Μπορεί έτσι να γίνει ανάλυση σε ρυθμούς ΤΜ .
  Για να υπολογίστεί το δυναμικό χρησιμοποιείται η χαρακτηριστική εξίσωση 4.26 των ρυθμών ΤMr για m=0 και δίνει
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Λόγω της σχέσης 


[image: image316.wmf]0

00

P(cos)P(cos)1

qq

ºº
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 η 4.33 έχει ιδιοτιμή ν=0, η οποία είναι και η μικρότερη ιδιοτιμή. Επομένως ο ρυθμός ΤΕΜ χαρακτηρίζεται απο τις ιδιοτιμες 
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 και συμφωνα με τις 4.19  και  4.21 ισχύει το αναπτυγμα 
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Η συνθήκη ακτινοβολίας υπαγορεύει τη σχέση 
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, οπότε λόγω της  4.34 και της σχέσης 
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η  4.35 μπορεί να γραφεί στη μορφή 
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Οι πεδιακές συνιστώσες για το πεδίο των ρυθμών ΤΜr ,που βγαίνουν απο τις σχέσεις 4.13 - 4.15 είναι  
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κι επειδή ισχύει 
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Πρέπει όμως να μηδενίζεται και το 
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άρα να ισχύει η σχέση 
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Αντικαθιστώντας την έκφραση του δυναμικού 4.37 στις πεδιακές συνιστώσες που δεν μηδενιζονται , δίνουν τις εκφράσεις
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 Διαιρώντας την 4.42 με την 4.43 το αποτέλεσμα είναι
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που σημαίνει ότι το πηλίκο Εθ / Ηφ ισούται με την κυματική αντίσταση.

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 .

ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΗ ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΑΙ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ GREEN ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ.

    Σ’ αυτό το κεφάλαιο διατυπώνονται οι σχέσεις που χρειαζονται για την επίλυση  του προβλήματος με  τη μέθοδο ΜΟΜ/Galerkin  και δίνεται η σχηματική και γεωμετρική του απεικόνιση. Συγκεκριμένα  αναπτύσσεται η συνάρτησηση Green  σε σφαιρικές ιδιοσυναρτήσεις(βλ.[8]), μοντελοποιείται το προβλημα της δικωνικής κεραίας και διατυπώνεται η ολοκληρωτική εξίσωση του προβληματος .

 5.1. Αναπτυγμα της συνάρτησης Green ελεύθερου χώρου σε σφαιρικές ιδιοσυναρτήσεις
   Η συνάρτηση Green ελευθέρου χώρου ορίζεται ως η απόκριση του ηλεκτρικού πεδίου που παράγεται στο τυχαίο σημείο r απο μια σημειακή πηγή που βρίσκεται στη θέση r΄, υπο την προυπόθεση ότι ο χώρος είναι ομογενής, χαρακτηρίζεται απο διηλεκτρική σταθερά ε, μαγνητική διαπερατότητα μ και  δεν περιέχει σκεδαστές .
  Εφαρμόζοντας το δυαδικό ταυτοτικό τελεστή Ι πάνω στη βαθμωτή συνάρτηση Green G(r,r΄) ελεύθερου χωρου δημιουργείται η δυαδική συνάρτηση Green 
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    Εάν αναπτυχθεί η  βαθμωτή συνάρτηση Green G(r,r΄) σε σειρα σφαιρικών κυμάτων θα πάρουμε:
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  Όπου   r΄ = (r΄,θ΄,φ΄)   το διάνυσμα θέσης σημειακής πηγής

              r  = (r ,θ ,φ )   το διάνυσμα παρατήρησης
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  σφαιρικές  συναρτήσεις Bessel n-οστής τάξης 
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σφαιρικές  συναρτήσεις  Hankel n-οστής τάξης
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                                              (5.3)
    Χρησιμοποιώντας τις άρτιες και περιττες βαθμωτές σφαιρικές αρμονικές συναρτήσεις
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   ο τύπος  (5.2) γίνεται  
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                     (5.5)
οπου 0 ≤ m ≤ n  

          σ  ο δείχτης που διατρέχει τα άρτια και τα περιττά κύματα 
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  Εφαρμόζωντας το ταυτοτικό τελεστή 

                                           
[image: image348.wmf]rr

ÙÙÙÙÙÙ

=++

I

%

qqff

                                                       (5.6)
στη βαθμωτή Green ελεύθερου χώρου 
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                                                                                                                                 (5.7)

 που είναι το ανάπτυγμα της δυαδικής συνάρτησης Green.
   Οι διανυσματικές σφαιρικές συναρτήσεις Μ και Ν του  τύπου 5.7 ορίζονται παρακάτω
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όπου 
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 Μετά απο τις πράξεις, οι σχέσεις των διανυσματικών συναρτήσεων (5.8)-(5.11)  καταλήγουν 
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 Τέλος , για τις διανυσματικές συναρτήσεις ισχύουν και τα παρακάτω
· Oι σφαιρικές συναρτήσεις πρώτου είδους 
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 είναι τοπικά

      φραγμένες στην αρχή  Ο του αντίστοιχου συστήματος συντεταγμένων και                                               

      αντιπροσωπεύουν ακτινοβολούμενη ενέργεια προς την αρχη Ο.

· Oι σφαιρικές συναρτήσεις τρίτου είδους 
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 προκύπτουν απο τις αντίστοιχες πρώτου είδους , αντικαθιστώντας τις σφαιρικές συναρτήσεις Bessel (
[image: image369.wmf]n
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) με τις σφαιρικές συναρτήσεις Hankel (
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)  και εκφράζουν  αποσβεννυμένα ακτινοβολούμενα κυματα, δηλαδή φθίνοντα κύματα οδεύοντα προς το άπειρο.

· Λογω των παραπάνω αποσβεννυμένων κυμάτων που ανέφερα  πληρείται η συνθήκη Silver-Müler και μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως βάση για ανάπτυγμα σκεδαζόμενου πεδίου. 
· Τα μέτρα των σφαιρικών διανυσματικων συναρτήσεων τρίτου είδους τείνουν στο άπειρο καθώς το  
[image: image371.wmf]®
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, κι έτσι δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν ως βάση για ανάπτυγμα του ηλεκτρομαγνητικού πεδίου σε υποσύνολα του χώρου 
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¡

, τα οποία περιέχουν την αρχή  Ο. 

· Με τη βοήθεια ολοκληρωτικών αναπαραστάσεων των σφαιρικών διανυσματικών συναρτήσεων αποδεικνύεται οτι οι Μ1,Μ3,Ν1,Ν3 εκφράζουν κύματα κάθετα στη κατεύθυνση διάδοσης.
· Το ανάπτυγμα της  διανυσματικής δυαδικής συνάρτησης Green της σχέσης (5.7) εκφράζει κύματα κάθετα στη κατεύθυνση διάδοσης.
5.2 Διατύπωση του προβλήματος και εύρεση ολοκληρωτικής εξίσωσης
   Στο σχήμα 5.1 φαινεται η γεωμετρία ενδεικτικής δικωνικής κεραία με διαστάσεις l και α, που αντιπροσωπεύουν το μήκος και το άνοιγμα της γωνιάς του κώνου, και η οποία θα μπορουσε να μοντελοποιηθει με την παρούσα εργασία.

                                 [image: image373.png]



Σχήμα 5.1 Γεωμετρία ενδεικτικής δικωνικής κεραίας που θα μπορούσε να                

                  μοντελοποιηθεί.
  Είναι αναλυμένη σε σφαιρικές συνιστώσες r,θ και φ. Στην παρούσα περίπτωση και οι δύο κώνοι είναι όμοιοι. Η κεραία θα μπορούσε να ήταν κατασκευασμένη απο δύο κώνους με ανόμοιες διαστάσεις. Και στις δύο περιπτωσεις πάντως, η μοντελοποίηση πάλι μπορεί να γίνει με την ίδια ακριβώς μέθοδο. 

   Για τους όμοιους κώνους, μελετάται αρχικά ο άνω κώνος, δηλαδη η κεραία θεωρείται καταρχήν κωνική. Αφού προσδιοριστεί η κατανομή  του ρεύματος του άνω κώνου απο τη μοντελοποίηση, ότι μέγεθος κι αν υπολογιστεί απ’εκεί και πέρα βάσει της ρεύματικής κατανομής, είτε προκειται για ακτινοβολία ,είτε προκειται για ηλεκτρομαγνητικα πεδία Ε και Η,  ισχύει ακριβώς το ίδιο και για τον κάτω κώνο αλλα αντανακλαστικά μέσα απο το επίπεδο z=0. Έτσι το όλικό αντίστοιχο μέγεθος της δικωνικής κεραίας, ισούται με την υπέρθεση, του διαγράμματος του μεγέθους της κωνικής κεραίας και της αντανάκλασής του μέσα απο το επίπεδο z=0. Για την περίπτωση ανόμοιων κώνων, ισχύει η ίδια διαδικάσία μοντελοποίησης, κωνικής κεραίας για τον άνω κώνο, κι επανάλαμβάνεται για τον κάτω κώνο, θεωρώντας  τον αντεστραμμένο. Το ολικό μέγεθος της ανόμοιας δικωνικής κεραιας ισούται με την υπέρθεση, του αντίστοιχου μεγέθους της κωνικής κεραίας που αντιπροσωπεύει τον άνω κώνο και της αντανάκλασης μέσα απο το επίπεδο z=0, του μεγέθους της κωνικής κεραίας που αντιπροσωπεύει τον κάτω κώνο. Έιναι φανερο λοιπόν ότι το προβλημα της δικωνικής κεραίας μπορεί να αναχθεί σε υπέρθεση δύο αντίστοιχων κωνικών κεραιών.
   Το προβλημα της δικωνικής κεραίας στην περίπτωση μας θα αντιμετωπιστεί ως πρόβλημα σκέδασης. Η δικωνική κεραία έχει το κέντρο της στην αρχή των αξόνων και άξονάς της είναι ο άξονας των z. Τα σημεία παρατήρησης και πηγής για το προβλήμα θέτονται κατα αντίστοιχο τρόπο όπως με το σχήμα 3.1. Σημείο παρατήρησης τίθεται το 
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στο χώρο γυρω απο τη κεραία και σημείο για τη θεση της πηγής το 
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. Επειδή η πηγή βρίσκεται πάνω στη κεραία και αφου ισχύουν οι διαστάσεις που αναφέρθηκαν πιο πάνω, η θέση της πηγής μπορεί να γραφεί  
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. Αυτά τα δύο σημεία είναι που θα καθορίσουν τη συνάρτηση Green κι αυτή με τη σειρά της, θα καθορίζει την ολοκληρωτική εξίσωση.
  Λαμβάνοντας υπόψιν τη μεθοδολογία που περιγραφηκε στο ενότητα 2.4 και την εφαρμογή της ενότητας 3.2, για τον τρόπο που δημιουργείται μια ολοκληρωτική εξίσωση που μπορεί να επιλυθεί με τη μέθοδο των ροπών, ως ολοκληρωτική εξίσωση στο προβλήμα καθορίζεται η
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(5.19)

όπου G η συναρτηση Green του υποκεφαλαίου 5.1, J το επαγόμενο επιφανειακό ρεύμα στην επιφάνεια του αγωγού (κώνου) και 
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 η πηγή που αντιπροσωπεύει είτε  το προσπίπτον στον κώνο επίπεδο ηλεκτρομαγνητικό κύμα αν η κεραία είναι δέκτης ή την τάση τροφοδοσίας αν η κεραία είναι πομπός όπως φαίνεται στην ενότητα 3.2. Η σχέση 5.19 μπορεί να γραφεί και ως διπλο ολοκλήρωμα (θ είναι σταθερό)
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(5.20)

όπου το μήκος του κώνου συμβολίζεται με ro, αντί για α, όπως ορίστηκε στηv ενότητα της συνάρτηση Green.
 Απο τη 5.7 φαίνεται ότι η Green χωρίζεται σε δύο περιοχές εφαρμογής, τις  (
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,r..ro). Γι’αυτό γίνεται χωρισμός της ολοκληρωτικής εξίσωσης 5.20 στους αντίστοιχους δύο κλαδους της Green 
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(5.21)
Μετά κι απο αυτές τις διατυπώσεις, μπορεί να εφαρμοστεί η Galerkin/MoM.
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. 
ΕΠΙΛΥΣΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟΔΟ GALERKIN/MOM.
   Ο παράγοντας που έμεινε να περιγραφεί στην ολοκληρωτική εξίσωση είναι το επιφανειακό ρεύμα J. Αυτό ειναι το μέγεθος που χρησιμοποιείται απο τη ΜΟΜ για να αναλυθεί σε συναρτήσεις βάσεις  ουτως ώστε να οικοδομηθούν σ’αυτές οι εξισώσεις των πινάκων για εύρεση των ρευματικών άγνωστων συντελεστών. Αυτό  σηματοδοτεί και τη λύση ουσιαστικά του προβληματος, μιας και μετεπειτα αρκει απλή εφαρμογή των κατάλληλων σχέσεων για εύρεση των ζητούμενων ποσοτήτων και χαρακτηριστικών.
6.1.Εφαρμογή της μεθοδολογίας επίλυσης
  H επίλυση ακολουθεί βήμα προς βήμα τη μεθοδολογία εφαρμογής της ΜΟΜ όπως περιγράφηκε στην ενότητα 2.1.
Βήμα 1.Επιλογή συναρτήσεων βάσης και αντικατάσταση στην ολοκληρωτική    

              εξίσωση.
  Θεωρείται δεδομένο ότι το επιφανειακό ρεύμα στον κώνο έχει συνιστώσα μόνο ως προς τη κατεύθυνση r. Δηλαδή είναι της μορφής
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(6.1)  

   Η συνιστώσα αυτή του ρεύματος αναπτύσσεται σε αθροισμα συναρτήσεων βάσης με άγνωστους συντελεστές. Λαμβάνοντας υπόψιν και τις συνθήκες άκρων ουτως ώστε το ρεύμα να απειρίζεται, καταλήγει στην ανάπτυξη
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(6.2) 

όπου  
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 παράγοντας προσδιορισμού συνθήκης άκρου(για r΄=ro 
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    γνωστές ιδιοσυναρτήσεις fn (πολυωνυμικές)
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     αγνωστές ιδιοσυναρτήσεις an
H τελεστική εξισωση 2.13 για το πρόβλημα είναι η ολοκληρωτική  5.21.

Επειδή το γινόμενο της Green με τη συνιστώσα του ρεύματος θα υπάρξει μόνο ως προς την κατεύθυνση r και θα υπάρξουν απλοποιήσεις, οι αντικαταστάσεις θα γίνουν σε κατοπινό στάδιο για οικονομία χώρου.
  Κάθε ολοκλήρωμα της 5.21 υπολογίζεται ξεχωριστα.

1ο ολοκλήρωμα=
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 Ο πρώτος κλάδος της Green  (σχέση 5.7) περιλαμβάνει τη
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(6.3)

 Η 
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()

mn

,k

s

Mr

 εκλαμβάνεται ως σταθερά.Αντιστοιχα η Ν1 είναι αναπτυγμένη και στις 3 κατευθύνσεις
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Ετσι μπορεί να υπάρξει γινομενο ως προς την κατεύθυνση r.
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(6.4)
Η 
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 θεωρείται κι αυτή σταθερά.  

Άρα το πρώτο ολοκλήρωμα γίνεται
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                  (6.5)

Ακολουθεί το δεύτερο ολοκλήρωμα

2ο ολοκλήρωμα=
[image: image400.wmf](
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 Κατα αντίστοιχο τρόπο με το πρώτο ολοκλήρωμα, πολλαπλασιάζοντας το δεύτερο κλάδο της Green με το ρεύμα, τα επιμέρους αποτελέσματα είναι 
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Οι 
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(6.7)
Αρα  το δεύτερο ολοκλήρωμα γίνεται
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(6.8)
  Παρατηρούμε ότι υπάρχει αντιστοιχηση με τους ορους του πρώτου ολοκληρώματος. Το Ν3 αντικαταστάθηκε με το Ν1 κι είναι σταθερά καθως και η
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 με την 
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.
  Προσθέτωντας το 1ο και 2ο ολοκλήρωμα, το πρώτο μέρος της εξίσωσης 5.21 γίνεται
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                                   (6.9)

   Σειρά στο ολοκλήρωμα παίρνουν οι διαστάσεις.(Σημ. Το άνοιγμα θ του κώνου θα συμβολίζεται με θο αντί για α,για να μην υπάρξει σύγχυση με τους συντελεστές). Μπορεί επίσης να γίνει και η ολοκλήρωση ως προς 
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 απο 0 εώς 2π οπότε

Ά Μέλος (4.21)
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 (6.10)  
Αν γίνουν οι πράξεις αντικατάστασης, τα ημίτονα και τα συνημίτονα μηδενίζονται όλα και βγαίνει τελικο αποτέλεσμα μηδέν. Χρειάζεται λοιπόν να ληφθούν 2 περιπτωσεις ξεχωριστά για να υπολογιστεί το αποτέλεσμα.

   Οι δύο αυτες περιπτώσεις είναι για 
[image: image417.wmf]m=0

 και 
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¹

όπου το m ανήκει στο διάστημα 
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. Η εφαρμογή γίνεται στην εξίσωση 6.9, πρίν την ολοκλήρωση του 
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 και δίνει
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  Αντιλαμβανόμαστε τώρα ότι ολοκλήρωμα  θα υπάρχει μόνο για 
[image: image423.wmf]m=0

 στην περίπτωση του συνημιτόνου και δίνει μονάδα. Οι άλλοι τρείς όροι είτε πρίν , είτε μετά την ολοκλήρωση μηδενίζονται. Η ολοκλήρωση ως προς φ δίνει  αποτέλεσμα 2π.
 Εκτελώντας και τις υπόλοιπες πραξεις μεμονομένα για 
[image: image424.wmf]m=0

 οι όροι με m γίνονται
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 Έτσι το πρώτο μέλος της ολοκληρωτικής εξίσωσης παίρνει τη μορφή

Ά Μέλος (4.21)
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   (6.11)         Αντικαθιστώντας και τη συνιστωσα του ρεύματος της σχέσης 5.2  γίνεται
ΆΜέλος 
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(6.12)

Εναλλάσω το άθροισμα με το ολοκλήρωμα και απλοποιώ το ριζικό οπότε καταλήγω στη τελική μορφή της 5.21 που περιέχει και τις συναρτήσεις βάσης
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 Τέλος το τελευταίο κομμάτι για το βήμα 1 είναι η έκφραση για την ένταση του πεδίου 
[image: image436.wmf]i

E(r)

. Εάν η κεραία είναι δέκτης, τότε βάσει της μοντελοποίησης της ενότητας 3.2 η 
[image: image437.wmf]i
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 παριστάνει προσπίπτον  ηλεκτρομαγνητικό κύμα. Θεωρώντας ότι το κύμα προσπίπτει παράλληλα με τον άξονα z, με κατεύθυνση απο το απειρο προς το κέντρο των αξόνων, δηλαδή απο το ανοικτό πάνω μέρος του κώνου, τότε το κύμα μπορεί να εκφραστεί απο τη σχέση (βλ.[9,σχέσεις 5.2, 2.2])
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(6.14)

όπου Μ1 και Ν1 είναι οι σφαιρικές ιδιοσυναρτήσεις 5.8 και 5.10.(το συγκεκριμένο κύμα έχει κατεύθυνση 
[image: image439.wmf]z
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και πόλωση με κατεύθυνση 
[image: image440.wmf]x
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Εαν όμως είναι κεραία εκπομπής τότε βάσει της 3.22 παριστάνει το πεδίο στο διάκενο της κεραίας στο σημείο r=0(ή z=0) και δίνει
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(6.15)

όπου V η τάση τροφοδοσίας ης κεραίας.
Βήμα 2.Επιλογή εσωτερικού γινομένου <u,v> και συναρτήσεων βάρους.

Στο πρόβλημά όπως αναφέρθηκε ξανά αναπτύσσεται η ΜΟΜ με την προσέγγιση Galerkin για ολόκληρο το χώρο του αντίκειμένου (entire domain Galerkin approach). Ανατρέχωντας στην ενότητα 2.3 που αφιερώθηκε γι’αυτή τη μέθοδο, βλέπουμε ότι η κύρια διαφορά της με την απλή ΜΟΜ  έγκειται στην επιλόγή των συναρτήσεων βάρους και στο εσωτερικό γινομενο που χρησιμοποιείται. Οι δύο αυτές επιλογές λαμβάνουν χώρα σ’αυτό το βήμα κι εδώ γίνεται η ουσιαστική εκκινηση της Galerkin. Πιο συγκεκριμένα.

 Ως εσωτερικό γινόμενο <u,v>  επιλέγεται το επιφανειακό ολοκλήρωμα του κώνου όπως και στην περίπτωση της ολοκληρωτικής εξίσωσης .
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(6.16)

το οποίο αναλυτικά μπορεί να γραφεί 
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(6.17)

Ως συναρτήσεις βάρους επιλέγονται οι ίδιες με τις συναρτήσεις βάσης. Άρα 
συναρτήσεις βάρους θα είναι οι πολυωνιμικές μαζί με τις συνοριακές συνθήκες που διέπουν το πρόβλημα.
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(6.18)

Κι αυτές όπως και συναρτήσης βάσης είναι εκφρασμένες προς το διάνυσμα 
[image: image445.wmf]r

Ù

. Άφου επιλέγηκαν  εφαρμόζονται στην εξίσωση 6.13.
Βήμα 3.Εφαρμογή του εσωτερικού γινομένου και των συναρτήσεων βάρους στην ολοκληρωτική εξίσωση.
  Το εσωτερικό γινόμενο εφαρμόζεται ξεχωριστά και στα δύο μέρη της ολοκληρωτικής εξίσωσής σύμφωνα με τη σχέση 2.6.

 Στο πρώτο μέρος, συναρτηση u(r) είναι η wμ και v(r) το επιφανειακό ολοκλήρωμα με τις συναρτήσεις βάσης που συμβολίζεται με Lfν .
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    (6.19)
όπου μ=1,2,...,Ν .
  Στο δεύτερο μέρος συναρτηση u(r) είναι πάλι η wμ ενώ συνάρτηση v(r) είναι το πεδίο 
[image: image448.wmf]i
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 που αντιπροσωπεύεται στην 2.6 απο τη συνάρτηση g.
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(6.20)

Αντικαθιστώντας την 6.18 στις  6.19 και 6.20 σύμφωνα με την 2.18  παίρνουμε
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(6.21)
Λόγω δυσκολίας εύρεσης λύσης κλειστού τύπου απο τα ολοκληρώματα που περιέχουν σφαιρικές Bessel συνδυασμένες με πολυωνιμικές δυνάμεις και ριζικά, μετατρέπονται οι σφαιρικές Bessel πρώτου και τρίτου είδους στις αντίστοιχες κυλινδρικές τους, βάσει των τυπων Β.5 και Β.6  του παραρτήματος Β. Οπότε η 6.21 γίνεται   
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(6.22)
 Για καλύτερη διατύπωση της εξίσωσης, αναπτύσσονται οι σφαιρικές  ιδιοσυναρτήσεις Ν3 και Ν1 που περιέχουν τη μεταβλητή r και το δείχτη n του αθροίσματος ( ως δείχτη των συναρτήσεων Bessel)  βάσει των σχέσεων  5.17 και 5.18. Έχοντας  υπόψιν ότι το ολοκλήρωμα μας είναι κατευθυνόμενο μόνο ως προς το διάνυσμα 
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 λόγω του  ρεύματος ,κρατάμε μέσα στο ολοκλήρωμα μόνο τον πρώτο  όρο απο τους τρεις  για m=0 αφού οι άλλοι δύο μηδενίζονται κατα το εσωτερικο γινόμενο. Αυτό σημαίνει ότι οι σχέσεις για τα Ν3 και Ν1 που θα μπούν μέσα στην εξίσωση είναι
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(6.23)
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(6.24)

Έτσι η εξίσωση 6.22 γίνεται 
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     για μ=0...Ν


(6.25)

Το άθροισμα εναλλάσσεται με το ολοκλήρωμα και βγαίνει έξω. Γίνεται η ολοκλήρωση  ως προς φ με αποτέλεσμα 2π. Αναπτύσσονται και οι σφαιρικές Bessel με όρισμα kr (απο τις 6.23 και 6.24), σε κυλινδρικές βάσει των σχέσεων Β.5 και Β.6, και η εξίσωση παίρνει τη τελική  μορφή  (όσον αφορά το πρώτο σκέλος)  
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για μ=0...Ν


(6.26)

    Όσον αφορά το δεύτερο σκέλος πρέπει να αντικατασταθεί το πεδίο Ει(r) βάσει των σχέσεων 6.14 και 6.15 και να γραφούν οι εξισώσεις. 
  Πρώτα όμως πρέπει να φτάσει η 6.14 στη τελική της μορφή. Αντικαθιστούνται στη 6.14 τα αναπτύγματα των σφαιρικών ιδιοσυναρτήσεων των σχέσεων 5.8 και 5.10. Λόγω εσωτερικού γινομένου πάλι διατηρούνται μόνο οι όροι που είναι συνιστώσες του διανύσματος 
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. Η 5.8 δεν έχει συνιστώσα του 
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άρα δεν συμμετέχει στην τελική σχέση. Η 5.10 δίνει
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(6.27)

κι έτσι η τελική σχέση για το προσπίπτον κύμα είναι
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(6.28)

Αντικαθιστώντας την 6.28 στο δεύτερο σκέλος της 6.26 και ολοκληρώνοντας το ως προς φ μηδενίζεται όλος το σκέλος.Αρα η 6.26 γίνεται
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   = 0                                            για μ=0...Ν                                                          (6.29)

 Η εξίσωση αυτή αφορά το προσπίπτον κύμα όπως αναλύθηκε πιο πάνω, που πέφτει  στη κεραία και δείχνει ότι δέν υπάρχει συνιστώσα του πέδιου προς την κατεύθυνση του διανύσματος r, που είναι και η κατεύθυνση που μας ενδιαφέρει στο πρόβλημα.

 Άρα η μοντελοποίηση θα γίνει μόνο για τη δεύτερη περίπτωση που το πεδίο προκαλείται απο την τάση τροφοδοσοσίας . Η ολοκληρωτική εξίσωση 6.26 γίνεται 
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για μ=0...Ν


        (6.30)

Κάνοντας την ολοκλήρωση ως προς φ, βγάζοντας την τάση έξω απο το ολοκλήρωμα και αντικαθιστώντας τον κυματικό αριθμό με
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(6.31)

όπου λ το μήκος κύματος ,η 6.30 γίνεται
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για μ=0...Ν


                    (6.32)

Το ολοκλήρωμα του δευτερου σκέλους είναι της ίδιας μορφής μ’αυτό της σχέσης Β.16 στο παράρτημα Β, με τιμές α=ro, n=2 και p=-1/2 . Η λύση του λοιπόν είναι
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(6.33)

Αντικαθιστώντας την 6.33 στην 6.32 παίρνουμε την τελική μορφή της ολοκληρωτικής εξίσωσης
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για μ=0...Ν

                    (6.34)

      Aν και δεν αναγνωρίζεται εκ πρώτης όψεως , εντούτοις είναι εξίσωση πινάκων

βάσει της αναλυτικής έκφρασης της 2.6 αλλά και της 2.7 που είναι σε κλειστή μορφή και στην οποία πρέπει εν τέλει να καταλήξει, περιγράφοντας τα στοιχεία των 3 πινάκων της με δείχτες τους μ και ν αντί των m και n της εξίσωσης .
   Η εξίσωση είναι της μορφής  ΑΧ=Β όπου Α και Β  οι πίνακες των οποίων τα στοιχεία τους είναι γνωστά . Ο Χ είναι ο πίνακας που έχει τα άγνωστα στοιχεία για τα οποία απαιτείται υπολογισμός. Για το πρόβλημα συμβολίκα  η εξίσωση πινάκων γράφεται


[image: image482.wmf][

]

g

l

éùéù

=

ëûëû

mnnm

a





(6.33)

  και σε πυκνή μορφή  
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(6.34)

  Ξεκινώντας ανάποδα με τους πίνακες , άγνωστος  είναι ο 
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 που έχει μέγεθος Νx1 και στην εξίσωση 6.25  περιγράφεται απο το αθροισμα
[image: image485.wmf]0

N

a

=

å

n

n

. Περιέχει τους άγνωστους συντελεστές του ρεύματος.

 Ο 
[image: image486.wmf]g

m

éù

ëû

 έχει μέγεθος Νx1 και περίγράφεται απο το στοιχείο
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            μ=1,2,...,Ν

(6.35)
Και  τέλος ο 
[image: image488.wmf]l

éù

ëû

mn

 έχει μέγεθος ΝxΝ και περιγράφεται απο το στοιχείο
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        (6.36)
 Βήμα 4. Καταγραφή και υπολογισμός των στοιχείων των πινάκων  lμν και  gμ. Επίλυση της εξίσωσης των πινάκων ως προς αν.

  Παρατηρώντας την περιγραφή των στοιχείων των πινάκων, σίγουρα υπάρχει μεγάλος βαθμός δυσκολίας υπολογισμού της 6.36. Αποτελείται   απο σειρά που περικλείει άθροισμα δύο διπλών ορισμένων ολοκληρωμάτων που έχουν αντίστοιχα, εσωτερικό όριο ολοκληρώσεως τη μεταβλητή ολοκληρώσεως του εξωτερικού ολοκληρώματος και το κάθε ολοκλήρωμα ξεχωριστά αποτελείται απο δυναμοσειρές, συναρτήσεις Bessel και ριζικά που έχουν ανώμαλο σημείο στο rο. Ο όρος αυτός λόγω της σειράς χρειάζεται να αθροιστεί άπειρες φορές με μεταβλητή το δείκτη n, αφού πρώτα πολλαπλασιαστεί με τους υπόλοιπους (εξαρτώμενους απο το n) όρους. Κι όλη αυτή αυτή η διαδικασία απαιτείται για να καταγραφεί ένα μόνο απο τα στοιχεία του πίνακα. 
Κατα τη διαδικαδία επίλυσης δοκιμάστηκαν διάφορες μεθοδοι και προσεγγίσεις για καταγραφή και υπολογισμό της 6.36, αλλά δεν οδηγησαν στο επιθυμητο αποτέλεσμα.
   Η πρώτη προσπάθεια λύσης έγινε για ανεύρεση κλειστού τύπου επίλυσης των ολοκληρωμάτων ή έστω σύγκλισης της σειράς. Δυστυχώς σε κανένα βιβλίο δεν βρέθηκε τέτοιος τύπος. Η δεύτερη προσπάθεια αφορούσε την ανάπτυξη των κυλινδρικών συναρτήσεων Bessel βάσει των σχέσεων Β.7 - Β.9 ή μεσω γνωστών ολοκληρωτικών επεκτάσεων. Αυτό όμως αυξησε την πολυπλοκότητα του προβλήματος εισάγοντας πολλές σειρές και καινούρια ολοκληρώματα που λύνονταν με αναδρομικούς τύπους.  Η τρίτη προσπάθεια, ήταν να γίνουν όλες οι πράξεις εξολοκλήρου στο Matlab με τις υπάρχουσες γνωστές συναρτήσεις του και πάλι όμως χωρίς αποτέλεσμα.
  Όλοι οι συμβατοί τρόποι επίλυσης δε έβρισκαν εφαρμογή. Ύστατη προσπάθεια ήταν η αριθμητική ανάλυση και συγκεκριμένα η αριθμητική ολοκλήρωση. Περίπτωση καταγραφής και υπολογισμού της 6.36 στο χαρτί δεν υπηρχε, γι’αυτό τo Βήμα 4 έγινε εξολοκλήρου στο Matlab με αριθμητική ολοκλήρωση.
 Όμως τα μεταβλητά εσωτέρικά όρια των διπλών ολοκληρωμάτων και οι πολύπλοκες συναρτήσεις μέσα στα ολοκληρώματα εκαναν αδύνατη τη χρήση της αριθμητικής ολοκλήρωσης με τις υπαρχουσες συναρτήσεις στο Μatlab. Για να υπάρξει λύση έπρεπε είτε να δημιουργηθεί  καινούρια συνάρτηση αριθμητικής ολοκλήρωσης  που να δέχεται μεταβλήτα εσωτερικά όρια είτε να βρεθεί κάποια παρόμοια μέσα απο το διαδίκτυο, αλλιώς το βήμα 4 δεν θα μπορούσε να υλοποιηθεί  και δεν θα μπορούσε να βγει αποτέλεσμα.
  Τελικά συνέβηκε το δεύτερο, βρέθηκαν οι συναρτήσεις dblquadvar() και quade() (βλ.[6]), και με τις κατάλληλες προσθήκες συναρτήσεων δημιουργήθηκε ένα προγραμμα που μπορεί να υπολογίσει με καλό βαθμό προσεγγισης τον πίνακα των ρευματικών συντελεστών (με τη συνάρτηση runMatrixEquation()) και να δωσει κάποια προσεγγιστική λύση στο πρόβλημα (στο Παράρτημα Γ φαίνονται τόσο οι συναρτήσεις όσο και ο κώδικας).

Βήμα 5.Προσδιορισμός της κατανομής ρεύματος
  Βάσει της σχέσης 2.9 και με τη βοήθεια της 6.2 μπορεί να υπολογιστεί η επιφανειακή κατανομή του ρεύματος στην κεραία ως προς την κατεύθυνση του διανύσματος r με τη σχέση
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(6.37)
όπου Ν είναι ο αριθμός των συντελεστών που χρειάζονται για να προσεγγιστεί η κατανομή.

 Η συνάρτηση runMatrixEquation() που στο πρώτο μέρος υπολογίζει τους άγνωστους ρευματικούς συντελεστές, στη συνέχεια προσδιορίζει γραφικά τη ρευματική κατανομή κατα μήκος της πλευράς του κώνου με τη βοήθεια των συντελεστών α, βάσει της σχέσης 6.37 .
   Η κατανομή αυτή αντιπροσωπεύει το ρεύμα στο πάνω μέρος του κώνου κατα το διάνυσμα r. Επεκτείνοντας την προς τις αρνητικές τιμές του άξονα των τετμημένων, έχοντας καθρέπτη τον άξονα των τεταγμένων μπορούμε να πούμε ότι αντιπροσωπεύει την κατανομή δικωνικής κεραίας με όμοιους κώνους.
  Εάν παλι ο κάτω κώνος είναι ανόμοιος επαναλαμβάνουμε τη διαδικασία για τα χαρακτηριστικά του, βρίσκουμε την κατανομή, την αντιστρέφουμε και την υπερθέτουμε με το σχεδιάγραμμα της κατανομής του άνω κώνου.(βλ.σελ.49-50)
6.2.Ενέργειες βελτιστοποίησης ,της απόδοσης του προγράμματος στο Matlab και της προσέγγιστικής λύσης του προβλήματος.

   Όλες  οι συναρτήσεις  που δημιουργήθηκαν ή αυτές που χρησιμοποιούνται αυτούσιες στον κώδικα (όλες φαίνονται στο παράρτημα Γ) απαιτούν να έχουν συγκεκριμένες τιμές για βελτίωση της απόδοσης του προγράμματος και παράλληλα επίτευξη καλύτερης ακρίβειας στη λύση του προβλήματος. Μετά απο δοκιμές και κατάλληλους υπολογισμούς για την παρούσα μοντελοποίηση, συγκεκριμένες τιμές επιλέχθηκαν για κάθε συνάρτηση που απαιτούσε τέτοια δουλειά, ούτως ώστε το όλο πρόγραμμα να προσεγγίζει ικανοποιητικά την πραγματική λύση μέσα σε λογικά χρονικά πλαίσια λειτουργίας. Παρακάτω αναλύονται όλες οι αλλαγές και οι προσεγγισεις  που έγιναν για την κάθε συναρτηση ξεχωριστά .
  Ξεκινώντας απο το εσωτερικό του διπλού βρόχου βρίσκουμε την «καρδιά» της μοντελοποίησης που είναι η συνάρτηση  dblquadvar()  που λύνει το διπλό ολοκλήρωμα με εσωτερικά μεταβλητα όρια, που ήταν και το πιο δύσκολο σημείο της παρούσας εργασίας. Η συνάρτηση αυτή χρησιμοποιεί αριθμητική ολοκλήρωση Gauss 64 σημείων για να υπολογίσει το ολοκλήρωμα. Οι έλεγχοι που γινονται για τερματισμό του βρόχου υπολογισμού είναι δύο. Ο πρώτος είναι αν το σφαλμα απόκλισης, που λογίζεται σαν η διαφορά της Αρ.Ολ. Gauss 64 σημείων με την Αρ.Ολ. Gauss 48 σημείων, που επίσης υπολογίζεται στο βρόχο, είναι μικρότερη απο μία τιμή που αποθηκεύεται στη μεταβλητή tol (απο το tolerance) και είναι η επιθυμητή ακρίβεια λύσης που θέλουμε να έχει  το πρόβλημα. Αν δεν δοθεί σαν δεδομένο η συνάρτηση θέτει την ακρίβεια tol ίση με 10-6 . Στην μοντελοποίηση αυτή για οικονομία χρόνου το σφάλμα τίθεται στο 10-2. Ο δεύτερος έλεγχος είναι αν το πηλίκο της διαφοράς των αρχικών εξωτερικών ορίων προς τη διαφορά των καινούριων ορίων που δημιουργήθηκαν απο τα διαιρεμένα τμήματα είναι μικρότερη κάποιου αριθμού. Το αρχικό πρόγραμμα έθετε αυτή την τιμή στο 800, γεγονός που έκανε το βρόχο να τρέχει για μέρες χωρις τερματισμό. Έτσι για συντόμευση της διαδικασίας, έχοντας όμως καλή σχετικά προσέγγιση, μετά απο δοκιμές επίλεχθηκε η τιμή 10. Η συνάρτηση αυτή επειδή κατα τη διαρκεια της εκτέλεσης καλείται πολλές φορές έπρεπε να είναι όσο πιο σύντομη γίνεται χωρίς όμως  να αλλοιώνει την λύση. Αν κάποιος λοιπόν επιθυμεί περισσότερη ακρίβεια και διαθέτει χρόνο, στο χέρι του είναι να τροποποιήσει τις δύο αυτές τιμές για να το πετύχει.
  Η προηγούμενη συνάρτηση που καλέι την dblquadvar() είναι η SumDblIntgr().
Υλοποιεί τη σειρά που περικλείει μέσα τα δύο διπλά ολοκληρώματα. Λογικά λοιπόν

θα έπρεπε το Ν να αντιστοιχεί στο inf (άπειρο). Μετά απο δοκιμές βρέθηκε ότι η

σειρά συγκλίνει απο την ένατη επανάληψη και μέτα στον ίδιο αριθμό. Έτσι η τιμή

του Ν για την συνάρτηση καθορίστηκε να είναι το 9.
    Η τρίτη τιμή που χρειάζεται να καθοριστεί για να μπορεί να είναι αξιόπιστο το

αποτέλεσμα της μοντελοποίηση είναι το Μ, που συμβολίζει τη διάσταση του τετραγωνικού πίνακα της εξίσωσης και στο κώδικα του προγράμματος καθορίζει τις επαναλήψεις των 2 εξωτερικών βρόχων (loops) που θα εκτελεστούν. Η τιμή του καθορίστηκε μετά απο δοκιμή των αντίστοιχων τιμών του, μεσω γραφικών παραστάσεων  και η διαδικασία που ακολουθήθηκε φαίνεται παρακάτω.
Καθορισμός του Μ.

   Τα δεδομένα εισαγωγής της μοντελοποίησης πέραν του Μ, που θα χρησιμοποιούνται για τη δοκιμή είναι για όλες τις τιμές τα ίδια. Βάσει του κώδικα που υπάρχει, δίνονται στο πρόγραμμα (ξεκινώντας απο τα δεξιά της παρένθεσης των δεδομένων), το μήκος κύματος λειτουργίας της κεραίας, η γωνιά θο ανοίγματος του κώνου, το μήκος του κώνου της κεραίας, η τάση τροφοδοσίας της κεραίας, το άνω όριο επαναλήψεων Ν του πυρήνα του προγράμματος που καθορίστηκε πιο πάνω στην τιμή 9 και τέλος η μετάβλητή τιμή Μ που θα δοκιμάσουμε. 
  Το μήκος κύματος της κεραίας , βάσει υπολογισμών απο τη συχνότητα λειτουργίας της δικωνικής κεραίας που καθορίζεται μεταξύ 500Mhz εως 40Ghz, αντιστοιχεί απο 0.0075 εως 0.6m. Επείδή το μήκος του κώνου της κεραίας ορίζεται ως πολλαπλάσιο του μήκους κύματος της κεραίας και στη δοκιμή θα τεθεί ίσο με ένα μηκος κυματος, λαμβάνεται ως μήκος κύματος το μέγιστο για να υπάρχει αντιπροσώπευση με τις διαστάσεις μιας πραγματικής κεραίας. Η τιμή της γωνιάς του κώνου μπορεί να λήφθεί απο π/18-π/4 rad και στη δοκιμή τίθεται ίση με π/9 rad. Η τάση τροφοδοσίας τέλος θα ‘ναι μοναδιαία. Άρα οι τιμές στον κώδικα είναι lamda=λmax=0.6m, r0=λmax, thita0=π/9rad, V=1V , N=9 και το Μ θα πάρει τις τιμες  Μ=9,10,11,12,13,15,20 και 25 (Σημ.Υπάρχει και το lim που όμως αντιπροσωπεύει την απόσταση απο το ανώμαλο σημείο που απειρίζεται. Είναι βοηθητική παράμετρος για τον προγραμματισμό αφού ανάλογα με το μήκος της πλέυράς του κώνου δίνουμε και την καταλληλη τιμή ως είσοδο στο πρόγραμμα για την διαφορά απο το άνω όριο αυτης της πλέυράς. Για κάθε μήκος κύματος  προστίθεται 1 χιλιοστό ως όριο. Δηλαδή r0=λ =>lim=0.001,r0=3λ=>lim=0.003 κοκ. Για τα υποπολλαπλάσια του λ ειναι lim=0.001). Για όλες αυτές τις τιμές του Μ στις επόμενες σελίδες φαίνονται οι αντίστοιχες παραστάσεις.

   Οι παραστάσεις εχουν τετμημενη το διάνυσμα r του κώνου σε μέτρα (m) και ως τεταγμένη την κατανομή του ρεύματος επι του διανυσματος r του κώνου σε Α/m2.
(Σημ. Οι επαναλήψεις στις γρ.παραστάσεις αναφερονται με δύο τρόπους. Με το αγγλικό γράμμα Ν στη δεξιά γωνία της παράστασης που είναι η μαθηματικός ορισμός απο την 6.37 και με το Μ που συμβολίζει την αντίστοιχη μεταβλητή του προγράμματος μας.)
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Γρ.Παρασταση 1. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=9
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   Γρ.Παρασταση 2. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=10
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  Γρ.Παρασταση 3. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=11
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Γρ.Παρασταση 4. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=12
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Γρ.Παρασταση 5. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=13
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Γρ.Παρασταση 6. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=15
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Γρ.Παρασταση 7. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=20
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Γρ.Παρασταση 8. Κατανομή ρεύματος στον άξονα r του κώνου για την τιμή Μ=25

 Διαδοχικά παρατηρώντας τις παραστάσεις βλέπουμε ότι η μορφή της κατανομής του ρεύματος τείνει να σταθεροποιείται σε μιά καμπύλη  που καταλήγει στο άπειρο. Όσο αυξάνονται οι επαναλήψεις, τόσο αυξάνεται και η τάξη μεγέθους της τιμής του ρεύματος. Η μοντελοποίηση λοιπόν μπορεί να δωσει αντιπροσωπευτικό δείγμα της κατανομής ρευματος, για τιμές του Μ απο 10 και πάνω. Επειδή όμως όσο μεγαλώνει το Μ, ο πίνακας παύει να είναι καλής κατάστασης, οι μεγάλες τιμές του Μ 15,20 και 25 αποφεύγονται. Οι δύο μικρές τιμές 10 και 11 αποκλέιονται  και μεταξύ των τιμών 12,13 για οικονομία χρόνου εκτέλεσης του προγράμματος επιλέγεται η τιμή 12. Έτσι η μοντελοποίηση θα τρέξει με τιμή Μ=12, δηλαδή ο πίνακας A θα είναι διαστάσεων 12x12 .
ΚΕΦΑΛΑΙΟ  7

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΜΟΝΤΕΛΟΠΟΙΗΣΗΣ ΚΑΙ ΓΡΑΦΙΚΕΣ ΠΑΡΑΣΤΑΣΕΙΣ.

  Σκοπός του προγράμματος μοντελοποίησης, είναι η λύση της εξίσωσης πινάκων ΑΧ=Β, με διάστασεις πίνακα Α 12x12, ο υπολογισμός των άγνωστων συντελεστών ρεύματος α και η δημιουργία της γραφικής  παράστασης της κατανομής του ρεύματος ως προς την απόσταση r της πλευράς του κώνου βάσει της σχέσης 6.37.
   Κατα τη διενέργεια των προκαταρκτικών δοκιμών για καλυτέρευση των αποτελεσμάτων και των γραφικών παραστάσεων, υπήρξαν καθόλη τη διάρκεια τους δύο βασικά μειονεκτήματα.  Το πρώτο ήταν ότι ο πίνακας που δημιουργείτο, δεν ηταν καλής κατάστασης αφού ήταν κοντά στο μηδέν και το δεύτερο οι τιμές της κατανομής ήταν ασυνήθιστα υψηλές, γεγονός που απέρρεε πιθανόν απο την κατάσταση του πίνακα (στις πρώτες 8 γραφικές παραστάσεις στο προηγούμενο κεφάλαιο παρατηρείται αυτό το αποτέλεσμα) και τη μη γοργή σύγκλιση της μεθόδου. Για να υπάρξει αποτέλεσμα που να μπορεί να ελεγχθεί για την εγκυρότητα του, το πρόγραμμα τροποποιήθηκε να παρούσιάζει την κανονικοποιημένη κατανομή του ρεύματος στη γρ.παράσταση, έτσι ώστε να παρουσιάζεται και να συγκρίνεται η μορφή της κατανομής του ρεύματος (η τροποποίηση που εισάχθηκε στον κώδικα έχει δίπλα ελληνικά σχόλια στο παράρτημα Γ στη συνάρτηση runMatrixEquation()).
  Τα αποτελέσματα και οι γραφικές περαστάσεις απο την μοντελοποίηση χωρίζονται σε τέσσερα κομμάτια. Κάθε κομμάτι περιέχει τις γρ.παραστάσεις που δείχνουν τη συμπεριφορά της κατανομής, για κάθε μια απο τις τέσσερις εναπομείναντες παραμέτρους της μοντελοποίησης ξεχωριστά. Δηλαδή, κάθε φορά οι τρεις παραμετροι παραμένουν σταθερές και η τεταρτη παίρνει τιμές για να φανεί η επίδραση  της στην μορφή της κατανομής. Η μοντελοποίηση τρέχει με την εντολή runMatrixEquation(12,9,lim,Vin,r0,θ0,λ). Η τιμή της lim μεταβάλλεται, ανάλογα με το μήκος του r0 όπως δείξαμε στη σημείωση στο προηγούμενο κεφάλαιο. Η εντολή θα αναφέρεται πλέον ως runMatrixEquation(12,9,Vin,r0,θ0,λ) και δεν θα γίνεται αναφορά στην τιμή του lim αφού εννοείται ότι παίρνει την κατάλληλη, βάσει του σκεπτικού που αναπτύχθηκε προηγούμενα.
 Οι παράμετροι των δοκιμών, με τη σειρά παράθεσης των αποτελεσμάτων τους είναι:
1.Το μήκος  r0  της πλευράς του κώνου (στις γρ.παραστάσεις γράφεται με Ro),
2.Η γωνία ανοίγματος του κώνου θ0 (στις παραστάσεις γράφεται με Thita),
3.Η τάση τροφοδοσίας Vin της κεραίας και

4.Το μηκος κύματος λ, λειτουργίας της κεραίας (γράφεται με Lamda)
7.1 Αποτελέσματα απο την παράμετρο r0.
   Το r0 στη μοντέλοποίηση, δοκιμάζεται για τιμές πολλαπλάσιες ή υποπολλαπλασιες του μήκους κυματος της κεραίας. Ως μήκος κύματος εισάγεται το μέγιστο δυνατό,
(όπως πράχθηκε κατα τον καθορίσμό του Μ) ουτως  ώστε τα μεγέθη να είναι σχετικά μεγάλα και μετρήσιμα, ειδικά για τα υποπολλαπλάσια του λ, και ο πίνακας να έχει την καλύτερη δυνατή κατάσταση. Οι υπόλοιπες τιμές που απομένουν παίρνουν τις ίδιες τιμές όπως και στην διαδικασία καθορισμόυ του Μ. Έτσι οι τιμές των 3 σταθερών παραμέτρων στον κώδικα είναι lamda=λmax=0.6m, thita0=θ0=π/9 rad  και Vin=1V. Το r0 παίρνει τις τιμες  r0={0.1(=λ/6), 0.15(=λ/4), 0.3(=λ/2), 0.6(=λ), 0.9(=3λ/2), 1.2(=2λ), 1.8(=3λ), 2.4(=4λ), 3(=5λ)} μετρημένες σε m. Η μοντελοποίηση τρέχει με την εντολή runMatrixEquation(12,9,1,r0,pi/9,0.6) και στη θέση του r0 μπαίνουν διαδοχικά οι τιμές που αναφέρθηκαν.
  Οι τιμές που παίρνουν οι άγνωστοι συντελεστές αν, μετά απο το τρέξιμο του προγραμματος και την επίλυση της εξίσωσης  ΑΧ=Β, φαίνονται στους δύο πινακες(1Α και 1Β), για κάθε τιμή του r0 ξεχωριστά. Η μοντελοποίηση δίνει ως αποτέλεσμα και τη γρ.παράσταση  της κανονικοποιημένης μορφής της κατανομής του ρεύματος. Όλες οι παραστάσεις φαίνονται στις σελίδες 74-76, μετά του πίνακες, κάθε μια ξεχώριστά, κατα σειρά αύξησης του r0.  
	αν
	    r0= λ/6
	    r0= λ/4
	      r0=λ/2
	     r0=λ
	     r0=3λ/2

	
	   x 1.0e+012 
	    x 1.0e+012 
	   x 1.0e+011 
	   x 1.0e+005 
	    x 1.0e+005 

	α1
	  0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 – 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α2
	  -0.0000 – 0.0000i
	  -0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 – 0.0000i

	α3
	  -0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α4
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 – 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α5
	   0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α6
	  -0.0000 – 0.0000i
	  -0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 – 0.0000i
	   0.0000 – 0.0000i

	α7
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 – 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α8
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0005 + 0.0000i
	   0.0012 – 0.0002i

	α9
	  -0.0000 – 0.0000i
	  -0.0000 – 0.0000i
	  -0.0002 – 0.0000i
	   0.8952 – 0.7069i
	   0.7671 – 0.4314i

	α10
	  -0.0002 – 0.0000i
	  -0.0253 – 0.0001i
	  -0.1512 – 0.0042i
	   0.5613 + 5.4657i
	  -1.3014 + 1.2629i

	α11
	   0.3354 + 0.0028i
	   0.9669 + 0.0036i
	   1.1382 + 0.0308i
	  -1.2972 – 8.9855i
	   0.0658 – 0.8571i

	α12
	  -4.0305 – 0.0393i
	  -5.4826 – 0.0199i
	  -2.1141 – 0.0552i
	  -4.2350 + 2.9310i
	   0.4732 – 0.0270i


Πίνακας 1Α:Τιμές των άγνωστων συντελεστών αν για τιμές του r0.(οι 5 πρώτες)

	αν
	      r0= 2λ
	     r0= 3λ
	     r0= 4λ
	     r0=5λ

	
	    x 1.0e+004 
	   x 1.0e+004 
	    x 1.0e+002
	      x1

	α1
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i

	α2
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i

	α3
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α4
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α5
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i

	α6
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i
	  -0.0041 + 0.0024i

	α7
	   0.0007 + 0.0014i
	   0.0017 + 0.0054i
	   0.0007 + 0.0002i
	   1.3257 - 0.7954i

	α8
	   0.2929 + 0.5406i
	  -0.9212 - 2.8579i
	  -7.1228 + 2.2904i
	  16.5171 + 1.7123i

	α9
	  -3.4619 + 4.9611i
	   1.7787 + 4.6842i
	  -0.1747 - 0.1579i
	 -19.5686 +14.4498i

	α10
	   4.1673 - 4.3273i
	  -0.8013 - 1.6693i
	   0.7700 - 6.8936i
	   8.1993 - 4.3173i

	α11
	   0.3278 - 6.4342i
	  -0.1690 - 0.5897i
	   2.1506 + 5.1823i
	  -3.5738 - 1.6529i

	α12
	  -1.3206 + 5.2661i
	   0.1241 + 0.3121i
	  -0.8094 - 1.0171i
	   0.8120 + 0.4665i


Πίνακας 1Β: Τιμές των άγνωστων συντελεστών αν για τιμές του r0.(οι υπόλοιπες 4)
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 7.2 Αποτελέσματα απο την παράμετρο θ0.
Κατα τον ίδιο τρόπο δουλεύοντας, όπως συνέβηκε στην προηγούμενη υποενότητα, η μοντελοποίηση δοκιμάζεται για τη γωνία ανοίγματος της κεραίας θ0.. Εξετάζεται για 4 τιμές: θ0={π/9, π/6, π/4, π/3} μετρημένες σε rad. Παρόλο που σε προηγούμενη δοκιμή τέθηκε ως  άνω όριο η γωνιά π/4 rad, εντούτοις για καθαρά συγκριτικούς λόγους, εξέτασης της συμπεριφοράς της κατανομής του ρεύματος για γωνιά άνω των 45 μοιρών, δοκιμάζεται η τελευταία τιμή των 60 μοιρών.  Το  μήκος της πλεύρας του κώνου τίθεται στην τιμή r0=0.6 και το μήκος  κύματος στην τιμή λ=0.2. Ισχύει δηλαδή η σχέση r0=3λ. Η τάση είναι μοναδιαία. Η εντολή που εκτελείται είναι runMatrixEquation(12,9,1,0.6,θ0,0.2).
   Ο πίνακας 2 δείχνει τις τιμές των άγνωστων συντελεστών και  έπονται οι 4 γραφικές παραστάσεις κατα σειρά αύξησης της γωνίας.
	αν
	       θ0=π/9
	     θ0=π/6
	     θ0=π/4
	     θ0=π/3

	
	    x1.0e+009 
	    x1.0e+009 
	     x1.0e+009 
	    x1.0e+009

	α1
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i

	α2
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i

	α3
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i

	α4
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i

	α5
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i

	α6
	   0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i

	α7
	  -0.0001 + 0.0000i
	  -0.0001 + 0.0005i
	  -0.0001 + 0.0000i
	  -0.0004 + 0.0000i

	α8
	  -0.0617 - 0.1904i
	   0.1239 - 0.3369i
	  -0.0389 - 0.2341i
	  -0.2946 - 0.3664i

	α9
	   0.3589 + 0.9385i
	  -0.5321 + 1.7091i
	   0.2544 + 1.1625i
	   1.5241 + 1.5886i

	α10
	  -0.4843 - 1.0058i
	   0.6068 - 2.0407i
	  -0.3210 - 1.2810i
	  -1.7478 - 0.7087i

	α11
	  -0.3080 - 1.0613i
	   0.0378 - 1.4471i
	  -0.4244 - 1.2310i
	  -1.6279 - 4.3206i

	α12
	   0.6760 + 1.6891i
	  -0.2370 + 2.7677i
	   0.7249 + 2.0382i
	   2.7950 + 4.6465i


Πίνακας 2: Τιμές των άγνωστων συντελεστών αν για τιμές του θ0.
[image: image509.emf]0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction

Lamda=0.2

Ro=0.6

Thita=pi/9


[image: image510.emf]0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction

Lamda=0.2

Ro=0.6

Thita=pi/6


[image: image511.emf]0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction

Lamda=0.2

Ro=0.6

Thita=pi/4


[image: image512.emf]0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction

Lamda=0.2

Ro=0.6

Thita=pi/3


7.3 Γραφικές παραστάσεις απο την παράμετρο Vin.
    Για την τάση τροφοδοσίας γίνονται 3 δοκιμές για τις τιμές Vin={1V, 5V, 50V}.
To μήκος της πλέυράς του κώνου ισούται με r0=0.15,το μήκος κύματος με λ=0.3 m και η γωνία  με θ0= π/9 rad. Παρατίθεται ο πίνακας 3 και οι 3 γρ.παραστάσεις. 
 Η εντολή που εκτελείται είναι η runMatrixEquation(12,9,Vin,0.15,π/9,0.3).
	αν
	       Vin =1V
	       Vin =5V
	       Vin =50V

	
	    x1.0e+014 
	      x1.0e+015 
	   x1.0e+016 

	α1
	 -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i

	α2
	  0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i

	α3
	 -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α4
	  0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i

	α5
	 -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i
	  -0.0000 + 0.0000i

	α6
	  0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i
	   0.0000 - 0.0000i

	α7
	 -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i

	α8
	  0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i
	   0.0000 + 0.0000i

	α9
	 -0.0001 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i
	  -0.0000 - 0.0000i

	α10
	  -0.1569 - 0.0044i
	  -0.0784 - 0.0022i
	  -0.0784 - 0.0022i

	α11
	  2.3574 + 0.0641i
	   1.1787 + 0.0320i
	   1.1787 + 0.0320i

	α12
	 -8.7501 - 0.2299i
	  -4.3751 - 0.1149i
	  -4.3751 - 0.1149i


Πίνακας 3: Τιμές των άγνωστων συντελεστών αν για τιμές του Vin..
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7.4 Γραφικές παραστάσεις απο την παράμετρο λ.
  Τέλος, για σκοπούς επαλήθευσης της μορφής της κατανομής ρεύματος στις γρ.παραστάσεις της ενότητας 7.1  δοκιμάζεται η  μοντελοποίηση με μεταβολή του μήκους κύματος της κεραίας. Γι’αυτό  το λόγο δεν παρατίθενται τιμες για τους αγνωστους συντελέστές, αφου μελέτη τους μπορεί να γίνει απο τους πίνακες 1Α και 1Β. 

  Οι τιμές του μήκους κύματος είναι λ={0.6, 0.45, 0.3, 0.225, 0.15, 0.1, 0.075, 0.05, 0.03} μετρημένες σε m. Οι υπόλοιπες παράμετροι είναι r0=0.15m, θ0=π/9rad και Vin=1V.
  Η εντολή που εκτελείται είναι η runMatrixEquation(12,9,1,0.15,π/9,λ) και οι γραφικές παραστάσεις φαίνονται κατα σειρά ελάττωσης του μήκους κύματος.
στην επόμενη σελίδα.
[image: image516.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction 

Lamda=0.6

Ro=0.15


[image: image517.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

 Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction

Lamda=0.45

Ro=0.15


[image: image518.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction 

Lamda=0.3

Ro=0.15


[image: image519.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

Distance r of cone (m)

Normalized Current contribution on r direction

Lamda=0.225

Ro=0.15


[image: image520.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

 Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction

Lamda=0.15

Ro=0.15


[image: image521.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction

Lamda=0.1

Ro=0.15


[image: image522.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction 

Lamda=0.075

Ro=0.15


[image: image523.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction 

Lamda=0.05

Ro=0.15


[image: image524.emf]0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Distance r of cone (m) 

Normalized current contribution on r direction 

Lamda=0.03

Ro=0.15


7.5 Παρατηρήσεις και σχόλια για τα αποτελέσματα.
 Κοιτώντας και τους 3 πίνακες των άγνωστων συντελεστών αν που παρατέθηκαν προηγουμένως, βλέπουμε την πολύ μεγάλη τάξη μεγέθους που έχουν οι τιμές τους και τη σχετική (ως προς την τάξη μεγέθους) μηδενική συνεισφορά των πρώτων 6 συντελεστών σε όλες τις περιπτώσεις που μελετήθηκαν(εκτός απο μια εξαίρεση). Υπάρχουν βεβαίως και οι περιπτώσεις όπου οι μηδενικοί συντελεστές  φτάνουν μέχρι και τους 9.

   Παρατηρώντας καθε πίνακα ξεχωριστά υπάρχούν σημαντικές διαφορές ,που προκύπτουν απ’τη παράμετρο που μελετήθηκε. Στον πίνακα 1, βλέπουμε ότι με την αύξηση του μήκους της πλέυράς του κώνου μειώνεται η τάξη μεγέθους και προστίθεται ανα μέτρηση περίπου ένας μή μηδενικός συντελεστής μέχρί να φτάσει στους 6 μη μηδενικούς και στην τελευταία περίπτωση (των 5λ) συνεισφέρει κι ο έβδομος (είναι η εξαίρεση της προηγούμενης γενικής παρατήρησης). Στον πίνακα 2 όλα τα δείγματα είναι της ίδιας τάξης μεγέθους κι ενώ οι πρώτες 3(μέχρι π/4 rad) έχουν μικρές διαφορές η τέταρτη απέχει πολύ απο τις άλλες, πράγμα που ενισχύει τον ισχυρισμό που κάναμε ότι η κεραία καλό θα ήταν να έχει άνοιγμα μεχρι π/4 αφού παρουσιάζει όμοια συμπεριφορά. Αυτό ενισχύεται και απο τη μορφή των γραφικων παραστάσεων για την γωνία θ0. Τέλος στον πίνακα 3 φαίνεται ότι συνεισφέρουν μόνο οι 3 τελευταίοι συντελέστές στην κατανομή. Παρατηρείται επίσης ότι οι τιμές τους με την  άυξηση της τάσης τροφοδοσίας,είναι γινομενα των άγνωστων συντελεστών της μοναδιαίας τάσης επι την κανούρια τάση τροφοδοσίας που μελετάται χωρίς ωστόσο να αλλάζει η μορφή των γραφικών τους παραστάσεων. Τέλος ενδεικτικά αναφέρεται οτι οι άγνωστοι συντελέστές για την τέταρτη παράμετρο έχουν την ίδια συμπεριφορά με αυτούς της πρώτης παραμέτρου και ισχύουν οι ίδιες παράτηρήσεις που αναφέρθηκαν εδώ (ισχύει και στις  2 περιπτώσεις r0=kλ ,όπου k σταθερός αριθμος ) και γι’αυτό δεν περουσιάστηκαν.
   Οσον αφορά τις γραφικές παραστάσεις της μορφής της κατανομής του ρεύματος, γενικά παρατηρώντας βλέπουμε οτι όλες τείνουν στο άπειρο(+ ή -) , πράγμα που το περιμέναμε λόγω των συνοριακών συνθηκών που βάλαμε. Η ρευματική κατανομή είναι μηδενική στο πρώτο μισό του κώνου (απόρροια μάλλον των 6 πρώτων μηδενικών ρευματικών συντελεστών που συναντήσαμε προηγουμένως) και αναπτύσσεται το ρεύμα στις ακρες του κώνου και στο σύνορο του κώνου τείνει στο άπειρο.
  Στις παράστάσεις της πρώτης παραμέτρου με την αύξηση του r0, αναπτύσσεται περισσότερο ρεύμα στις ακρες του κώνου και φαίνεται ευδιάκριτα η κυματιστή  μορφή του ρεύματος. Αν κοιτάξουμε προσεκτικά τη μία μετά την άλλη τις γραφικές παραστάσεις βλέπουμε ότι αναπτύσσεται και παγιώνεται μία κυματιστή μορφή που κινείται, η οποία θα ήταν πιο διακριτή αν υπήρχαν περισσότερες ενδιάμεσες τιμές για το r0. Αυτό είναι στοιχείο που αναμέναμε για την μορφή του ρεύματος . Οι παραστάσεις της γωνιάς απο την άλλη ειναι σχεδόν παρόμοιες στη μόρφή αλλά  διαφέρουν ως προς το εύρος που αναπτύσσεται το ρεύμα. Η τέταρτη (π/3) έχει τη μεγαλύτερη απόκλιση απο τις άλλες 3 που μοιάζουν πάρα πολύ μεταξύ τους. Η παράμετρος της τάσης τροφοσοσίας παρατηρούμε ότι δεν συμβάλλει καθόλου στη μορφή της κατανομής αν και έχει διαφορέτικούς συντελεστές. Το πιο πιθανό είναι ότι συμβάλλει στη τιμή της επιφανειακής κατανομής αυξάνοντάς την. Τέλος για το λ, οι παραστάσεις έχουν ίδια συμπεριφορά με αυτές του r0, και ισχύουν τα ίδια συμπεράσματα.  
   Τα αποτελέσματα απο τις μοντελοποιήσεις φαίνεται να είναι αρκετά ικανοποιήτικά, αφού δίνουν  σε πολύ γενικές γραμμές αυτό που θα περιμέναμε, για τη λειτουργία μιας τέτοιας κεραίας. Μας δείχνούν ότι υπάρχει τρόπος να προσομοιωθεί μια τέτοια κεραία παρά το μεγάλο βαθμό δυσκολίας μελέτης της και μπορούν να αποτελέσουν πρώτο βήμα για την περαιτέρω τελειοποίηση της μοντελοποίησης   
ΣΧΟΛΙΑ-ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ
  Η Μοντελοποίηση που έγινε αφορούσε μόνο μία κατεύθυνση του ρεύματος προς το διάνυσμα r, για κωνική κεραία. Αυτό είχε ως αποτέλεσμα να μην συμμετέχει το προσπίπτον κύμα που χρησιμοποιήσαμε στο πρόβλημα, για κεραία δέκτη και να μηδενίζεται. Έτσι δεν γράφτηκε κώδικας μοντελοποίησης γιαυτή την περίπτωση παρα μόνο για κεραία πομπό. Θα μπορούσε να υπάρχει προσπίπτον αν παίρναμε κι άλλη κατεύθυνση για το ρεύμα. Τότε θα ακολουθούσαμε την ίδια διαδικασία με εφαρμογή κι άλλων συναρτήσεων βάσης για την νέα κατεύθυνση αυτή, οπότε θα έβγαιναν σαν αποτέλεσμα δύο διαφορετικοί συντελεστές του ρεύματος , για την κάθε κατεύθυνση ξεχωριστά.
  Ο κώδικας του προβλήματος στο Matlab έχει πολλά περιθώρια βελτίωσης. Αυτό που περουσιάζεται είναι η πρωταρχική ιδέα στην οποία μπορεί να υπολόγιστούν η πολύ δύσκολη εξίσωση του προβλήματος, οι άγνωστοι συντελεστές και η γραφική παράσταση της κατανομής του ρεύματος. Χρειάζεται και περαιτέρω εξέταση της σύγκλισης(αφου παρατηρήθηκε μεγάλη μη φυσιολογική αύξηση του ρεύματος) για τις συγκεκριμένες συναρτήσεις βάσης που χρησιμοποιήθηκαν  ώστε να υπάρξει  μια πολύ καλή προσεγγιστική λύση.

   Τέλος το αποτέλεσμα που βρήκαμε με κατάλληλη επέκταση του κώδικα μπορεί να υπολογίζει την ακτινοβολία και τα πεδία κωνικής κεραίας για αρχή και με την κατάλληλη υπέρθεση, την ακτινοβολία και τα πεδία της δικωνικής κεραίας, βάσει της κατανομή ρεύματος  που υπολογίζεται με την παρούσα διπλωματική.
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α. Γραμμικοί χώροι και τελεστές 

(Βλ.[3,σελ.213],[4,διάλεξη “Linear spaces”])
Χώρος ονομάζεται ένα σύνολο των στοιχείων(elements) .
Γραμμικός Χώρος ονομάζεται αυτός που περιέχει το μηδενικό και το μοναδιαίο στοιχείο και ισχύουν οι γνωστοί κανόνες για την πρόσθεση και τον πολλαπλασιασμό μεταξύ των στοιχείων του.
Γραμμική Ανεξαρτησία των στοιχείων ενός γραμμικού χώρου έχουμε όταν ο γραμμίκος συνδυασμός τους ειναι ίσος με μηδέν,μονο όταν  όλοι οι συντελεστές των στοιχείων είναι μηδενικοί.Δηλαδή να ισχύει
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Διάσταση ενός γρ.χώρου είναι ο μέγιστος αριθμός των γραμμικώς ανεξάρτητων στοιχείων του.

Η Βάση ενός γραμμικού χώρου αποτελείται απο τα στοιχεία 
[image: image526.wmf]12N
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εάν τα στοιχεία αυτα ειναι γραμμικώς ανεξάρτητα μεταξύ τους και καλύπτουν τον γρ.χώρο υπο την έννοια ότι
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Χώρος Εσωτερικού Γινομένου μπορεί να είναι ενας γρ.χώρος εάν για κάθε διατεταγμενο ζεύγος (u,v) υπάρχει μια μοναδική βαθμωτή ποσότητα που συμβολίζεται  ως 
[image: image528.wmf]u,v

 τέτοια ώστε 
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  Γενίκευση του εσ.γινομένου 2 διανυσμάτων 
[image: image532.wmf]u,v

 στον τρισδιάστατο χώρο είναι η προβολή του u στο v.

   Επίσης αν 
[image: image533.wmf]u,v0
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 τότε τα  u και v λέγονται ορθογώνια.
Χώρος Νόρμας μπόρει να είναι ενας γρ.χώρος εάν για κάθε στοιχείο του u υπάρχει ένας μοναδικός πραγματικός αριθμός 
[image: image534.wmf]u

 τέτοιος ώστε
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 Φυσική Νόρμα (αυτή που εξάγεται απο το εσωτερικο γινόμενο) είναι η
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 η οποία είναι η γενίκευση του  γνωστού μας μήκους  διανύσματος .

 Απόσταση μεταξύ δύο στοιχείων f και g σε ένα χώρο νόρμας ορίζεται ως
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Απο την απόσταση οδηγούμαστε στη σύγκλιση που είναι απο τα πιο σημαντικά ζητήματα στην εφάρμογή της Μεθόδου.

Σύγκλιση ακολούθίας στοιχείων 
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στο f, έχουμε εάν για δεδομένο  
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υπάρχει ένα Ν τέτοιο ώστε 
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Σύγκλιση κατα Cauchy μιας ακολουθίας
[image: image545.wmf]n
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(ακολουθία Cauchy) έχουμε εάν
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Πλήρης χώρος ονομάζεται ένας γρ.χώρος νόρμας εάν κάθε ακολουθία Cauchy εντός του χώρου αυτού συγκλίνει σε ένα στοιχείο που ανήκει στο χώρο.

Χώρος Hilbert ονομάζεται ένας γρ.χώρος που είναι πλήρης ως προς τη φυσική νόρμα.

Αυτό ειναι και το πιο σημαντικό στοιχείο που θα χρησιμοποιησουμε απο τους χώρους για να δικαιολογήσουμε τις επιλογες μας  γιατί:

1.Σε όλους τους Χώρους Hilbert η σύγκλιση ειναι κατα Cauchy
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2.Οι πλείστοι χώροι συναρτήσεων στον υπολογιστικό ηλεκτρομαγνητισμό(κάτι που ισχύει για το πρόβλημά μας) είναι  Χώροι Hilbert 

Αρα αν η συναρτηση μας ανήκει στο Χώρο Hilbert έχουμε εξασφαλίσει τη σύγκλιση της, κατι που που είναι εκ των ων ουκ ανευ της  σωστής εφαρμογής της ΜΟΜ.
Τελεστής είναι μία απεικόνιση απο ένα χώρο συναρτήσεων σε έναν αλλο.

Απεικονίσεις είναι Συνάρτηση(function)[βαθμωτό σε βαθμωτό]
                              Oρίζουσα(determinant)[πίνακας σε βαθμωτό]
                              Συναρτησιακή(functional)[συνάρτηση σε βαθμωτό]
Συμβολίζεται ο τελεστής με L.

DL είναι το πεδίο ορισμού ή περιοχή(domain) του L
RLείναι το πεδίο απεικονίσεως ή έκταση(range) τουL
Σχηματικά έχουμε
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Ιδιότητες τελεστών


Ο τελεστής L καλείται

  Γραμμικος αν                
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  Θετικά ορισμένος αν  
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  Συμμετρικός αν            
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  Αυτοσυζυγής αν  
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Επίσης έχουμε τςα εξής

    Ένας αυτοσυζυγής τελεστής είναι και συμμετρικός.

    Ενας ολοκληρωτικός τελεστής είναι αυτοσυζυγής εάν ο πυρήνας του είναι συμμετρικος  .

    Ενας διαφορικός τελεστής μπορεί να είναι αυτοσυζυγής μόνο εάν είναι άρτιας δυνάμεως

     Εάν ο τελεστής  Lειναι θετικός ,η λύση  της Lf=g ειναι μοναδικη.
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β. Προαπαιτούμενες σχέσεις
 Στο κομμάτι αυτό της διπλωματικής που μπαίνει επιπρόσθετο απο το κύριο μέρος για ευκολία συνεννοησης και βαθύτερης κατανόησης απο τον αναγνώστη, παρατίθενται οι σχέσεις που χρησιμοποιούνται στις πράξεις μαζί με τη θεωρία που τις συνοδεύει . Αφορά κυρίως τις σφαιρικές συναρτήσεις  Bessel, που εμφανίζονται μέσα απο τη συνάρτηση Green ελέυθερου χώρου, και τις συσχετίσεις τους .
  Για τον ορισμό και την μελέτη των συναρτήσεων Bessel χρειαζόμαστε την έννοια της γάμμα συνάρτησης Γ,η οποία ορίζεται απο το γενικευμένο ολοκλήρωμα(βλ.[1,6.1.1])
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 Η γάμμα συνάρτηση έχει την εξής βασική ιδιότητα:
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επίσης χρειαζόμαστε τη διγάμμα συνάρτηση ψ,η οποία ορίζεται απο τον τύπο(βλ.[1,6.3.1])
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για την οπία ιδιαιτέρως ισχύει (βλ.[1,6.3.2])
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όπου  
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(σταθερά Euler).

 Στο πρόβλημα εμφανίζονται πέντε κατηγορίες συναρτήσεων Bessel. Οι πηγαζόμενες απο τη Green , σφαιρικές συναρτήσεις Bessel πρώτου και τρίτου είδους,
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αντίστοιχα ,όπου n ακέραιος, καθώς και οι κυλινδρικές συναρτήσεις Bessel πρώτου είδους 
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 (συναρτήσεις Hankel), όπου m ακέραιος, και χρησιμοποιούνται για απλοποίηση του  προβλήματος. Η μετατροπή των σφαιρικών συναρτήσεων Bessel σε κυλινδρικές μπρεί να γίνει μέσα απο τις σχέσεις(βλ.[1,10.1.1])
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(Β.6)
Οι κυλινδρικές συναρτήσεις Bessel του προβλήματος με τη σειρά τους μπορούν να οριστούν απο τις παρακάτω σειρές(βλ.[1,(9.1.10),(9.1.11),(9.1.4)])
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image570.wmf]2
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(Β.9)

Παρακάτω παρατίθενται συμπληρωματικά για καλύτερη κατανόηση μερικές βασικές ιδιότητες των κυλινδρικών συναρτήσεων Bessel.
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(Β.15)   

Γενικευμένο ολοκλήρωμα με λύση βασισμένη στις Γαμμα συναρτήσεις (βλ.[9,18.24])
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(Β.16)
ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ. Κωδικας προγράμματος Matlab.
Αρχική Συνάρτηση  runMatrixEquation.()

function Syntelestes_a=runMatrixEquation(M,N,lim,V,r0,thita0,lamda)

% Function file that creates the matrix equation Ax=B by calling the

% functions MatrixCreationA() and MatrixCreationB() and estimates the

% unknown coefficients a of Matrix x with right division between the two

% matrices .

% Its inputs are

%   M =dimension of matrixA MxM

%   N =upper limit of SumdblIntgr() repetitions 

%   lim=limit before r0,in order to avoid singular point

%        [values of lim(0.001(for 1λ)-0.005(for 5λ))]

%   V =voltage of antenna

%   r0=length of conical antenna on R-axis

%   thita0=angle Θο of the cone on Z-axis

%   lamda=wavelength  

a=zeros(M,1);%initialize the matrix of unknown coefficients a

matrA=zeros(M);

matrB=zeros(M,1);

matrA = MatrixCreationA(M,N,r0,thita0,lamda);

matrB = MatrixCreationB(M,r0,V);

a=inv(matrA)*matrB;

disp(a);

Syntelestes_a=a();

x=0:0.001:(r0-lim);

z=(a(1,1)*x+a(2,1)*x.^2+a(3,1)*x.^3+a(4,1)*x.^4+a(5,1)*x.^5+a(6,1)*x.^6+a(7,1)*x.^7+a(8,1)*x.^8+a(9,1)*x.^9+a(10,1)*x.^10+a(11,1)*x.^11+a(12,1)*x.^12).*r0.*(r0^2-x.^2).^(-0.5);
        y1=max(abs(z)); );  % Ο κώδικας που βγάζει την κανονικοποιημένη μορφή
        disp(y1);                  % Ο κώδικας που βγάζει την κανονικοποιημένη μορφή
          y=z/y1;                   % Ο κώδικας που βγάζει την κανονικοποιημένη μορφή
plot(x,y);

end
Συνάρτηση MatrixCreationA()

function pinakasA=MatrixCreationA(M,N,r0,thita0,lamda)

% Function file that estimates the square matrix A

% that we need to create the matrix equation Ax=B of our proplem.

% We achieve this with 2 nested for loops that call the 

% function SumbdlIntgr() , multiply it with the constant part

% of integral equation and save it in position v,l of the matrixA 

% Its inputs represent

%   M =dimension of matrixA MxM

%   N =upper limit of SumdblIntgr() repetitions 

%   r0=length of conical antenna on R-axis

%   thita0=angle Θο of the cone on Z-axis

%   lamda=wavelength

%

% SYNTAX: pinakasA=MatrixCreationA(M,N,r0,thita0,lamda)

%

MatrixA=zeros(M);% MatrixA initialization

SumInt=0;% variable initialization

Constant=i * r0^2 * lamda^2 *pi/2;%constant part of integral equation

%

%creation of MatrixA

for v=1:M

    for l=1:M

        SumInt=SumDblIntgr(N,r0,thita0,v,l,lamda);

        MatrixA(v,l)=Constant*SumInt;

    end

end

disp(MatrixA())

pinakasA=MatrixA

end

Συνάρτηση MatrixCreationB()
function pinakasB=MatrixCreationB(M,r0,V)

%Function file that estimates the matrix B

% that we need to create the matrix equation Ax=B of our proplem.

% We achieve this with a for loop

% that saves each element in position v of the matrixB 

% Its inputs represent

%   M =dimension of matrixB Mx1 

%   r0=length of conical antenna on R-axis

%    V= voltage of antenna 

% SYNTAX: pinakasB=MatrixCreationB(M,r0,V)

Eoliko=zeros(M,1);

for v=1:M

    Eoliko(v,1)=pi*V*r0^(v+1)*gamma((v+1)/2)*gamma(1/2)/gamma(2*(v+1)/5);

end

disp(Eoliko());

pinakasB=Eoliko;

end.

Συνάρτηση SumDblIntgr    

function Sumdbint=SumDblIntgr(N,r0,thita0,v,l,lamda)

%function file that takes the inputs concerning biconical antenna structure

%  r0=length of conical antenna on R-axis

%  thita0=angle Θο of the cone on Z-axis

%  lamda=wavelength

%passes the indexes v,l of matrix A from function MatrixCreationA() 

%gives the upper limit of iterations N

%(the proper upper limit of summation from integral equation is infinite)

%and calculates the sum of dblintegrals by calling the functions 

%   dblquadvar() and

%    MyLegendre()

%

%SYNTAX: Sumdbint=SumDblIntgr(N,r0,thita0,v,l,lamda)

%

syms x y;

% inner integration is made on variable y and outer on variable x

% besselj(n+1/2,arg)represents spherical bessel function j

% bessely(n+1/2,arg)represents spherical bessel function y

% besselj(n+1/2,arg)-i*bessely(n+1/2,arg) represents the spherical Hankel function of % second order

oloklir1_HJ=zeros(1,N);%oloklir1_HJ is matrix to save the results from 
                                       % doubleintegrationHJ(inner integral with limits 0-r)

oloklir2_JH=zeros(1,N);%oloklir2_JH is matrix to save the results from              

                                       %doubleintegrationJH(inner integral with limits r-r0)

summation=zeros(1,N);%summation is matrix to save the common constant part of         

                                       %summation

sinolo=zeros(1,N);% sinolo is matrix to save the final results

for n=1:N

    oloklir1_HJ(n)=dblquadvar(x^(l-3/2)*(besselj(n+1/2,(2*pi/lamda)*x)- 

                              i*bessely(n+1/2,(2*pi/lamda)*x))/((r0^2)-x^2)^(1/2) *        

                               besselj(n+1/2,(2*pi/lamda)*y)/((r0^2)-y^2)^(1/2)*
                               y^(v-3/2),0,r0,'x^0-1','x',10^-2);

    disp(oloklir1_HJ(n));

    oloklir2_JH(n)=dblquadvar(besselj(n+1/2,(2*pi/lamda)*x)/((r0^2)-x^2)^(1/2)*
                              x^(l-3/2)*y^(v-3/2)*(besselj(n+1/2,(2*pi/lamda)*y)-i*
                bessely(n+1/2,(2*pi/lamda)*y))/((r0^2)-y^2)^(1/2),0,r0,'x',x^0-1+r0,10^-2);

    disp(oloklir2_JH(n));

    summation(n)=(2*n^3+3*n^2+n)*(MyLegendre(n,cos(thita0),0))^2;

    disp(summation(n));

    sinolo(n)=(oloklir1_HJ(n)+oloklir2_JH(n))*summation(n);

    disp(sinolo(n));

end    

Sumdbint=sum(sinolo,2);%calculates the sum of the elements  from the matrix sinolo

disp(Sumdbint);

end

Συνάρτηση ΜyLegendre()
function Pn=MyLegendre(n,x,m)

%Function file that estimates the legendre function of order m

%It uses the Matlab function legendre(n,x),stores it in a matrix

%and takes as result the (m+1,1)element of matrix a 

%its inputs represent

%  n= the degree of legendre 

%  m= the order of legendre(m=1..n)

%  x= the argument of legendre

%

% SYNTAX: out=MyLegendre(n,x,m)

%

if (m<=n)&&(m>=0)%check of the limits 1..n

    a=legendre(n,x);

    Pn=a(m+1,1);

else display('m out of range :0<m<n')

end

Συνάρτηση dblquadvar()
%Numerically evaluates double integrals with variable limits

%using 64-point Gaussian Rule.

%The problem int_a^b int_g1^g2 f(x,y) dy dx is entered as

%dblquadvar('f(x,y)',a,b,'g1(x)','g2(x)',tol)

%For example:

%dblquadvar('sqrt(x.*y)',0,1,'0','1')

%dblquadvar('y*sin(y^2)',0,8*pi,'x.^2','12')

%dblquadvar('4',-1,1,'-sqrt(1-x.^2)','sqrt(1-x.^2)',10^-8)

%You may use * instead of .* It doesn't matter.

%Note that function must be expressed in terms of x and y, but may be

%a function of one variable, or constant. g1,g2 may also be constants.

%Error is estimated relatively with the formula error=|(approximate-exact)/exact|

%Default error is 10^(-6), corresponding to 6 significant digits. 

%If the program fails to satisfy the error

%requirement, it issues a warning, but gives you the estimate too.

%Emre Sermutlu, 12 July 2006

function result=dblquadvar(fnc0,a,b,g10,g20,tol) 

if nargin < 5, error('Missing inputs'); end

if nargin ==5, tol = 10^-6; end 

fnc=vectorize(inline(char(fnc0),'x','y'));

g1=vectorize(inline(char(g10),'x'));

g2=vectorize(inline(char(g20),'x'));

F=0;

say=0;

MA=[a b];GA=[1 0 0 1];

L0=abs(b-a);

while size(MA,1)~=0

    a=MA(1,1);b=MA(1,2);MA(1,:)=[];

    p=GA(1,1);q=GA(1,2);r=GA(1,3);s=GA(1,4);GA(1,:)=[];    

    [F2,err]=Coreint(fnc,a,b,p,q,r,s,g1,g2);

    kat=L0/abs(b-a);if 10<kat;say=1;end

    if err<tol | 10<kat

        F=F+F2;

    else

        c=(a+b)/2;MA=[MA;a c;a c;c b;c b];

        pr=(p+r)/2;qs=(q+s)/2;

        GA=[GA;p q pr qs;pr qs r s;p q pr qs;pr qs r s];

    end

    if size(MA,1)==0;result=F;

        if say==1;warning('Result may not be correct up to specified tolerance.');end        

        return

    end

end

function [F2,err]=Coreint(fnc,a,b,p,q,r,s,g1,g2)

%abscissa and weight factors for gaussian integration (n=64) are given below

k=[0.0243502926634244 0.0729931217877990 0.1214628192961206 0.1696444204239928 ...

        0.2174236437400071 0.2646871622087674 0.3113228719902110 0.3572201583376681 ...

        0.4022701579639916 0.4463660172534641 0.4894031457070530 0.5312794640198945 ...

        0.5718956462026340 0.6111553551723933 0.6489654712546573 0.6852363130542332 ...

        0.7198818501716108 0.7528199072605319 0.7839723589433414 0.8132653151227976 ...

        0.8406292962525804 0.8659993981540928 0.8893154459951141 0.9105221370785028 ...

        0.9295691721319396 0.9464113748584028 0.9610087996520537 0.9733268277899110 ...

        0.9833362538846260 0.9910133714767443 0.9963401167719553 0.9993050417357721];

w=[0.0486909570091397 0.0485754674415034 0.0483447622348030 0.0479993885964583 ...

        0.0475401657148303 0.0469681828162100 0.0462847965813144 0.0454916279274181 ...

        0.0445905581637566 0.0435837245293235 0.0424735151236536 0.0412625632426235 ...

        0.0399537411327203 0.0385501531786156 0.0370551285402400 0.0354722132568824 ...

        0.0338051618371416 0.0320579283548516 0.0302346570724025 0.0283396726142595 ...

        0.0263774697150547 0.0243527025687109 0.0222701738083833 0.0201348231535302 ...

        0.0179517157756973 0.0157260304760247 0.0134630478967186 0.0111681394601311 ...

        0.0088467598263639 0.0065044579689784 0.0041470332605625 0.0017832807216964];

N=64;

w8=fliplr(w);w7=[w8 w];w6=w7'*w7;w1=w6(:);

k8=-fliplr(k);k7=[k8 k];x0=(b-a)*k7/2+(a+b)/2;

x=repmat(x0,N,1);x=x(:);

x1=p*g1(x0)+q*g2(x0)+x0-x0;x2=r*g1(x0)+s*g2(x0)+x0-x0;

x3=(x2-x1)/2;x3=x3(:);x4=(x1+x2)/2;x4=x4(:);bir=ones(1,N);

y=x3*k7+x4*bir;y=y';y=y(:);

dy=repmat(x2-x1,N,1);dy=dy(:);

F4=fnc(x,y).*dy;

F2=sum(F4.*w1)*(b-a)/(4);

%abscissa and weight factors for gaussian integration (n=48) are given below

clear k w x y dy;

k=[0.032380170962869362 0.097004699209462699 0.161222356068891718 0.224763790394689061 ...

        0.287362487355455577 0.348755886292160738 0.408686481990716730 0.466902904750958405 ...

        0.523160974722233034 0.577224726083972704 0.628867396776513624 0.677872379632663905 ...

        0.724034130923814655 0.767159032515740339 0.807066204029442627 0.843588261624393531 ...

        0.876572020274247886 0.905879136715569673 0.931386690706554333 0.952987703160430861 ...

        0.970591592546247250 0.984124583722826858 0.993530172266350758 0.998771007252426119];

w=[0.064737696812683923 0.064466164435950082 0.063924238584648187 0.063114192286254026 ...

        0.062039423159892664 0.060704439165893880 0.059114839698395636 0.057277292100403216 ...

        0.055199503699984163 0.052890189485193667 0.050359035553854475 0.047616658492490475 ...

        0.044674560856694280 0.041545082943464749 0.038241351065830706 0.034777222564770439 ...

        0.031167227832798089 0.027426509708356948 0.023570760839324379 0.019616160457355528 ...

        0.015579315722943849 0.011477234579234539 0.007327553901276262 0.003153346052305839];

N=48;

w8=fliplr(w);w7=[w8 w];w6=w7'*w7;w1=w6(:);

k8=-fliplr(k);k7=[k8 k];x0=(b-a)*k7/2+(a+b)/2;

x=repmat(x0,N,1);x=x(:);

x1=p*g1(x0)+q*g2(x0)+x0-x0;x2=r*g1(x0)+s*g2(x0)+x0-x0;

x3=(x2-x1)/2;x3=x3(:);x4=(x1+x2)/2;x4=x4(:);bir=ones(1,N);

y=x3*k7+x4*bir;y=y';y=y(:);

dy=repmat(x2-x1,N,1);dy=dy(:);

F4=fnc(x,y).*dy;

F1=sum(F4.*w1)*(b-a)/(4);

F8=max([F1 F2]);

if F8~=0

    err=abs((F1-F2)/F8);

else

    err=0;

end
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