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PERILHYH

Stìqoc thc diplwmatik c aut c,  tan h an�ptuxh enìc anadromikoÔ neuro-asafoÔc montèlou kai h
efarmog  tou se probl mata prìbleyhc qaotik¸n qronoseir¸n. Basist kame sto SuPFuNIS èna polÔ
endiafèron neuro-asafèc montèlo pou sthrÐzetai sto mètro amoibaÐac epik�luyhc. EpekteÐname to montèlo
autì prosjètontac anadromikèc sundèseic apì tic exìdouc sto str¸ma eisìdou. H anadromikìthta aut  ka-
jist� to prokÔpton montèlo ReSuPFuNIS (Recurrent SuPFuNIS) ikanì na montelopoieÐ dunamik� sust mata
kai idanikì gia efarmog  sthn prìbleyh qaotik¸n qronoseir¸n.

Oi qaotikèc qronoseirèc sunant¸ntai polÔ suqn� se di�forouc episthmonikoÔc tomeÐc kai èqoun polÔ
shmantikì rìlo se pollèc perioqèc thc anjr¸pinhc drasthriìthtac. H hmer sia jermokrasÐa se mia pìlh,
oi timèc twn metoq¸n, h katan�lwsh hlektrik c enèrgeiac se mia q¸ra, oi pwl seic autokin twn apì
mia biomhqanÐa k.o.k. eÐnai merik� mìno paradeÐgmata qaotik¸n qronoseir¸n. Oi qronoseirèc autèc den
akoloujoÔn k�poia sugkekrimènh majhmatik  sun�rthsh kai h poreÐa touc sto qrìno moi�zei tuqaÐa. EÐnai
ìmwc polÔ shmantikèc kai gia ton lìgo autì èqoun gÐnei pollèc prosp�jeiec prìbley c touc. Oi shmantikèc
sunèpeiec miac orj c prìbleyhc eÐnai profaneÐc.

To ReSuPFuNIS, lìgw thc anadromik c tou dom c mporeÐ na brei efarmog  sthn prìbleyh tètoiwn
qronoseir¸n. Sthn paroÔsa diplwmatik  ekpaideÔoume to neuro-asafèc sÔsthma pou anaptÔxame gia thn
prìbleyh tri¸n qaotik¸n qronoseir¸n : thc gnwst c qronoseir�c Mackey-Glass pou qrhsimopoieÐtai apì
thn sqetik  bibliografÐa san benchmark gia mejìdouc upologistik c nohmosÔnhc, thc mègisthc hmer siac
jermokrasÐac sthn MelboÔrnh thc AustralÐac kai sthn tim  thc metoq c thc Ejnik c Tr�pezac thc
Ell�doc. Ta apotelèsmata eÐnai arket� enjarruntik� kai to montèlo se pollèc peript¸seic parousi�zei
polÔ axiìlogec problèyeic. Bèbaia den leÐpoun ta sf�lmata, ta opoÐa kai prospajoÔme na exhg soume.

To ReSuPFuNIS eÐnai èna apì ta lÐga anadromik� neuro-asaf  sust mata pou mporeÐ na sunant sei
k�poioc sthn pagkìsmia bibliografÐa. H apl  dom  tou, kai o mikrìc arijmìc paramètrwn pou apaiteÐ se
sunduasmì me tic dunatìthtec montelopoÐhshc pou parèqei to kajistoÔn èna polÔ endiafèron neuro-asafèc
montèlo. Up�rqoun akìma poll� perij¸ria beltÐwshc (p.q. autìmath eisagwg  nèwn kìmbwn kanìnwn) ta
opoÐa ja odhg soun to montèlo se akìma kalÔterec problèyeic.

Lèxeic Kleidi�: neuro-asafèc montèla, ReSuPFuNIS, SuPFuNIS, asaf c sust mata, neurwnik�
dÐktua, amoibaÐoc egkleismìc, teqnikèc omadopoÐhshc, asafeÐc kanìnec, qaotikèc qronoseirèc, prìbleyh
qronoseir¸n, pro-epexergasÐa dedomènwn, exagwg  asaf¸n kanìnwn, prìbleyh tim c metoq c, prìbleyh
jermokrasÐac
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ABSTRACT

The main aim of this dissertation was the development of a recurrent neuro-fuzzy model and it’As
application to problems of chaotic time series prediction. The model we introduce is based an SuPFuNIS,
a unique neuro-fuzzy system that uses the mutual subsethood measure. Our model extends SuPFuNIS
with the addition of recurrent, time delayed connections from the output nodes back to the input layer.
The introduced recurrence makes our model (named ReSuPFuNIS) ideal to model dynamical systems and
efficient for the prediction of chaotic time series. Chaotic time series can be found in many scientific fields
and they have great influence on many areas of human life. Daily temperature, stock prices, electric load
consumption etc are only some small examples of chaotic time series we meet daily. These time series
cannot be modeled by an analytic mathematic function and they fluctuate randomly with respect to time.
Despite their randomness and the obvious difficulty in their prediction, they are so important that many
methods for their prediction have been developed.

ReSuPFuNIS, due to the recurrent connections we introduced, may be applied for the prediction of
time series like the afore mentioned. On this dissertation ReSuPFuNIS is trained in order to predict
the Mackey-Glass time series, which is used as benchmark for computational intelligence methods; the
maximum daily temperature in Melbourne, Australia and the stock price of National Bank of Greece.
The results are very promising and ReSuPFuNIS in many cases predicts with phenomenal accuracy. Of
course like every other prediction system it exhibits errors in ome occasions.

ReSuPFuNIS is one of the few recurrent neuro-fuzzy system that can be traced on neuro-fuzzy liter-
ature. It’As simple structure, the small number of parameters it needs and the modeling capabilities it
provides, can classify it as a very promising model. Of course it can be ameliorated further in order to
achieve better predictions and minimize the prediction error.

Key Words : neuro-fyzzy system, ReSuPFuNIS, SuPFuNIS, fuzzy systems, neural networks, mutual
subsethood, clustering methods, fuzzy rules, chaotic time series, time series prediction, data preprocessing,
fuzzy rules extraction, stock price prediction, temperature prediction
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EUQARISTIES

Ja  jela na euqarist sw ton kajhght  k. Andrèa Stafulop�th gia thn dunatìthta pou mou èdwse
na pragmatopoi sw thn paroÔsa ergasÐa kaj¸c kai gia thn empistosÔnh pou mou èdeixe kat� th di�rkeia
ekpìnhshc thc diplwmatik c.

Akìmh ja  jela na euqarist sw ton did�ktora k. Mhn� Pertsel�kh gia th shmantik  tou bo jeia sthn
arq  aut c thc ergasÐac.

Tèloc ja  jela na euqarist sw thn oikogènei� mou gia thn ag�ph kai th st rixh pou mou èdeixan se
k�je mou apìfash.

Nèzhc E. Panagi¸thc
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Kef�laio 1

Asaf  SÔnola, Asaf c Sullogistik 
kai Asaf  Sust mata

1.1 Eisagwg 

H jewrÐa twn asaf¸n sunìlwn, jemeli¸jhke apì ton Lofti Zadeh to 1965. H jewrÐa aut  br ke
efarmogèc se plhj¸ra episthmonik¸n perioq¸n, apì thn oikonomÐa kai thn plhroforik  mèqri thn yuqologÐa
kai thn org�nwsh epiqeir sewn. Mèsw thc asafoÔc logik c kai thc asafoÔc sullogistik c, katafèrnoume
na d¸soume apant seic se probl mata ta opoÐa den mporoÔn na perigrafoÔn me majhmatik  austhrìthta.
Tètoia eÐnai ta probl mata pou dÐnontai me glwssik  perigraf , kaj¸c h as�feia eÐnai èna qarakthristikì
thc gl¸ssac kai phg�zei apì thn anakrÐbeia pou enup�rqei sto glwssikì orismì.

Se autì to kef�laio ja parousi�soume touc basikoÔc orismoÔc kai touc sumbolismoÔc gia ta asaf 
sÔnola kai thn asaf  sullogistik , pou ja qrhsimopoi soume sta akìlouja kef�laia.

1.2 Asaf  SÔnola

1.2.1 Genik�

H klasik  sunolojewrÐa domeÐtai ex' olokl rou se èna axÐwma basismèno sth diqotomÐa: èna stoiqeÐo
an kei   den an kei sto sÔnolo. An X èna sÔnolo kai a èna tuqaÐo stoiqeÐo tìte sumbolik�

a ∈ X ∨ a /∈ X (1.1)

Parìlo pou h klasik  sunolojewrÐa, eÐnai kat�llhlh gia pl joc efarmog¸n kai eÐnai èna polÔ isqurì ma-
jhmatikì ergaleÐo, den mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia th perigraf  thc anjr¸pinhc skèyhc h opoÐa sthrÐzetai
sthn as�feia kai thn abebaiìthta. An gia par�deigma prospaj soume na ekfr�soume mèsw enìc klasikoÔ
sunìlou touc anjr¸pouc meg�lhc hlikÐac tìte ja mporoÔsame na èqoume to sÔnolo

X = {a | a > 60} (1.2)

EÐnai profanèc ìti to parap�nw sÔnolo den eparkeÐ gia thn majhmatik  anapar�stash thc glwssik c ènnoiac
hlikiwmènoi �njrwpoi. H diqotomik  fÔsh thc klasik c sunolojewrÐac katat�ssei ènan �njrwpo 60 qron¸n
ektìc tou X ènw ènan �llo hlikÐac 60 qron¸n kai miac mèrac entìc tou X. Autìc o diaqwrismìc diaisjhtik�
den èqei kamÐa logik  kai ofeÐletai sthn apìtomh met�bash an�mesa sth summetoq    ìqi enìc stoiqeÐou se
èna sÔnolo.

An amfisbht soume th diqotomÐa, tìte h klasik  sunolojewrÐa katastrèfetai kai prokÔptei h jewrÐa
twn asaf¸n sunìlwn. Se antÐjesh me ta klasik� sÔnola, se èna asafèc sÔnolo h met�bash apì to {an kw
sto sÔnolo} sto {den an kw sto sÔnolo} eÐnai stadiak , kai qarakthrÐzetai apì sunart seic summetoq c,
mèsw twn opoÐwn montelopoioÔntai glwssikèc ekfr�seic.

21
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1.2.2 BasikoÐ OrismoÐ

'Estw X ènac q¸roc antikeimènwn kai x èna stoiqeÐo tou X. OrÐzontac mia qarakthristik 
sun�rthsh gia k�je x, mporoÔme na anaparast soume èna klasikì sÔnolo A me èna sÔnolo diate-
tagmènwn zeugari¸n (x, 0)   (x, 1) pou ekfr�zoun tic sqèseic x ∈ A   x /∈ A antÐstoiqa. Antijètwc me
ta klasik� sÔnola, èna asafèc sÔnolo ekfr�zei to bajmì ston opoÐo èna stoiqeÐo an kei se èna sÔnolo.
'Etsi h qarakthristik  sun�rthsh enìc asafoÔc sunìlou, epitrèpetai na p�rei opoiad pote tim  metaxÔ twn
0 kai 1.

Orismìc 1.1 [ Asaf  SÔnola ]
An X upersÔnolo anafor�c, tìte orÐzoume san asafèc uposÔnolo A tou X to sÔnolo twn diate-

tagmènwn zeugari¸n:
A = {(x, µA(x)) | x ∈ X, µA(x) : X → [0, 1]} (1.3)

ìpou h µA(x) kaleÐtai sun�rthsh summetoq c (membership function) tou asafoÔc sunìlou A. H
sun�rthsh summetoq c antistoiqeÐ k�je stoiqeÐo tou X se ènan bajmì summetoq c an�mesa sto 0 kai to
1.

¥

Par�deigma 1.1
Ta sq mata 1.1 kai 1.2 deÐqnoun thn diafor� an�mesa se èna klasikì kai èna asafèc sÔnolo A kai stic

antÐstoiqec sunart seic summetoq c.

Sq ma 1.1 - Klasikì sÔnolo

Sq ma 1.2 - Asafèc sÔnolo

¨
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To upersÔnolo anafor�c X mporeÐ na apoteleÐtai apì diakrit� antikeÐmena   na eÐnai suneq c q¸roc.
Me b�sh thn prohgoÔmenh parat rhsh, mporoÔme na qrhsimopoi soume ton akìloujo sumbolismì gia ta
asaf  sÔnola

A =
{ ∑

xi∈X µA(xi)/xi , an X peperasmèno∫
X µA(x)/x , an X mh peperasmèno

Par�deigma 1.2
Sto sq ma 1.1 faÐnontai oi sunart seic summetoq c twn asaf¸n sunìlwn A, B pou orÐzontai antÐstoiqa

p�nw se diakritì kai suneq  q¸ro X.
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(a) MF on a Discrete Universe
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(b) MF on a Continuous Universe

Sq ma 1.3 - Sun�rthsh summetoq c orismènh se diakritì a kai suneqèc b asafèc sÔnolo

1. 'Estw X = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 to sÔnolo tou arijmoÔ twn paidi¸n pou mporeÐ na èqei mia oikogèneia.
Tìte to diakritì asafèc sÔnolo A={epijumhtìc arijmìc paidi¸n se mia oikogèneia}, ja mporoÔse na
perigrafeÐ wc ex c:

A = {(0, 0.1), (1, 0.3), (2, 0.7), (3, 1), (4, 0.7), (5, 0.3), (6, 0.1)}
= 0.1/0 + 0.3/1 + 0.7/2 + 1/3 + 0.7/4 + 0.3/5 + 0.1/6

2. 'Estw X = R+ to sÔnolo twn pijan¸n hliki¸n gia touc anjr¸pouc. Tìte to suneqèc asafèc sÔnolo
B={perÐpou 40 qron¸n} mporeÐ na ekfrasteÐ san

B = {(x, µB(x) | x ∈ X}

ìpou
µB(x) =

1

1 +
(

x−40
10

)4

To asafèc sÔnolo B ja mporoÔse na ekfrasteÐ kai san:

B =
∫

R+

1

1 +
(

x−40
10

)4 /x

¨

Orismìc 1.2 [ St rigma ]
'Estw X upersÔnolo anafor�c kai A asafèc uposÔnolo tou X. KaloÔme st rigma tou A to sÔnolo

ìlwn twn stoiqeÐwn x tou X gia ta opoÐa µA(x) > 0:

support(A) = {x ∈ X | µA(x) > 0} (1.4)

¥
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Par�deigma 1.3
An X = 1, 2, 3, 4, 5 kai A = 0.3/1 + 0.4/2 + 0.7/5 tìte support(A) = 1, 2, 5.

¨

Orismìc 1.3 [ α-tom , isqur  α-tom  ]
a-tom  enìc asafoÔc sunìlou A eÐnai to klasikì sÔnolo Aα pou orÐzetai wc ex c:

Aα = {x ∈ X | µA(x) ≥ α} (1.5)

AntÐstoiqa orÐzetai h isqur  a-tom  wc ex c:

A
′
α = {x ∈ X | µA(x) > α} (1.6)

¥

Par�deigma 1.4
To parak�tw deÐqnei pwc epenergeÐ o telest c thc α-tom c p�nw se èna asafèc sÔnolo A.

Sq ma 1.4 - α-tomèc

¨

Sundu�zontac touc dÔo parap�nw orismoÔc, mporoÔme na ekfr�soume to st rigma enìc asafoÔc sunìlou
A san

support(A) = A
′
0

Orismìc 1.4 [ Pur nac ]
Pur nac (core) enìc asafoÔc sunìlou A eÐnai to sÔnolo ìlwn twn stoiqeÐwn x tou upersunìlou

anafor�c X gia ta opoÐa µA(X) = 1.

core(A) = {x ∈ X |µA(x) = 1} (1.7)

¥
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Par�deigma 1.5
An X = 2, 3, 4, 7 kai A = 0.3/2 + 1/3 + 1/4 + 0.2/7 tìte core(A) = 3, 4.

¨

Orismìc 1.5 [ Mètro asafoÔc sunìlou - Cardinality ]
'Estw X èna suneqèc upersÔnolo anafor�c. San mètro (Cardinality) enìc asafoÔc sunìlou A oris-

mènou p�nw sto X orÐzoume to mègejoc

cardinality(A) = |A| =
∫

A
µA(x)dx (1.8)

An to upersÔnolo anafor�c X eÐnai peperasmèno tìte to olokl rwma antikajÐstatai apì �jroisma.
¥

1.2.3 Tupikèc Sunart seic Summetoq c

Se aut n thn enìthta ja orÐsoume tupikèc sunart seic summetoq c se mÐa di�stash. Oi sunart seic
autèc kai kurÐwc h Gaussian ja qrhsimopoihjoÔn sth sunèqeia stouc asafeÐc kanìnec.

Orismìc 1.6 [ Trigwnikèc Sunart seic Summetoq c ]
MÐa trigwnik  sun�rthsh summetoq c orÐzetai apì treic paramètrouc a, b, c wc ex c:

triangle(x; a, b, c) =





0, x ≤ a.
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b.
c−x
c−b , b ≤ x ≤ c.

0, c ≤ x.

(1.9)

Ja mporoÔsame na orÐsoume mÐa trigwnik  sun�rthsh summetoq c qrhsimopoi¸ntac touc telestèc min kai
max wc ex c:

triangle(x; a, b, c) = max

(
min

(
x− a

b− a
,
c− x

c− b

)
, 0

)
(1.10)

Oi par�metroi a, b, c (me a < b < c) orÐzoun tic x suntetagmènec twn gwni¸n tou trig¸nou.
¥

Orismìc 1.7 [ TrapezoeideÐc Sunart seic Summetoq c ]
MÐa trapezoeid c sun�rthsh summetoq c orÐzetai apì tèsseric paramètrouc a, b, c, d wc ex c:

trapezoid(x; a, b, c, d) =





0, x ≤ a.
x−a
b−a , a ≤ x ≤ b.

1, b ≤ x ≤ c.
d−x
d−c , c ≤ x ≤ d.

0, d ≤ x.

(1.11)

Ja mporoÔsame na orÐsoume mÐa trapezoeid  sun�rthsh summetoq c qrhsimopoi¸ntac touc telestèc min
kai max wc ex c:

trapezoid(x; a, b, c) = max

(
min

(
x− a

b− a
, 1,

d− x

d− c

)
, 0

)
(1.12)
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Oi par�metroi a, b, c, d (me a < b < c < d) orÐzoun tic x suntetagmènec twn tess�rwn gwni¸n tou
trapezÐou.

¥

Sto Sq ma 1.5 apeikonÐzontai mÐa trigwnik  kai mia trapezoeid c sun�rthsh summetoq c.
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(a) Triangular MF
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(b) Trapezoidal MF

Sq ma 1.5 - (a) Trigwnik  sun�rthsh summetoq c triangle(x; 10, 65, 85), (b) Trapezoeid c sun�rthsh
summetoq c trapezoid(x; 10, 15, 70, 95)

Oi parap�nw dÔo kathgorÐec sunart sewn, lìgw thc aplìtht�c touc, èqoun qrhsimopoihjeÐ diexodik�.
Wstìso lìgw tou ìti apoteloÔntai apì eujÔgramma tm mata den eÐnai suneqeÐc sta gwniak� shmeÐa. Parak�-
tw eisag�goume mh grammikèc sunart seic summetoq c pou xepernoÔn ta probl mata aut�.

Orismìc 1.8 [ Gaussian Sunart seic Summetoq c ]
MÐa Gaussian sun�rthsh summetoq c mporeÐ na oristeÐ apì dÔo paramètrouc c, σ:

gaussian(x; c, σ) = e−
1
2(x−c

σ )2

(1.13)

To c antistoiqeÐ sto kèntro thc sun�rthshc summetoq c en¸ to σ orÐzei to eÔroc.
¥

Orismìc 1.9 [ AsÔmmetrec Gaussian Sunart seic Summetoq c ]
MÐa asÔmmetrh gaussian sun�rthsh summetoq c orÐzetai apì treic paramètrouc c, σl, σr wc ex c:

agaussian(x; c, σl, σr) =




e
− 1

2

“
x−c

σl

”2

, −∞ < x ≤ c.

e−
1
2(x−c

σr )2

, c ≤ x < +∞
(1.14)

To c antistoiqeÐ sto kèntro thc sun�rthshc summetoq c en¸ ta σl, σr orÐzoun antÐstoiqa to aristerì kai
dexiì tou kèntrou eÔroc.

¥

Sto Sq ma 1.6 apeikonÐzontai summetrikèc kai asÔmmetrec gaussian sunart seic summetoq c.

Orismìc 1.10 [ KwdwnoeideÐc Sunart seic Summetoq c ]
MÐa kwdwnoeid c sun�rthsh summetoq c mporeÐ na oristeÐ apì treic paramètrouc a, b, c:

bell(x; a, b, c) =
1

1 + |x−c
a |2b

(1.15)
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(c) Gaussian MF
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(d) Asymmetric Gaussian MF

Sq ma 1.6 - (a) Gaussian sun�rthsh summetoq c gaussian(x; 50, 20), (b) AsÔmmetrh gaussian
sun�rthsh summetoq c agaussian(x; 60, 15, 40)

To b eÐnai sun jwc jetikì. Se antÐjeth perÐptwsh èqoume mÐa anestrammènh kwdwnoeid  sun�rthsh.
¥

Sto Sq ma 1.7 apeikonÐzontai dÔo kwdwnoeideÐc sunart seic summetoq c.
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(d) Generalized Bell MF
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(d) Generalized Bell MF

Sq ma 1.7 - KwdwnoeideÐc sunart seic summetoq c(a) bell(x; 20, 4, 50), (b) bell(x; 20, 6, 70)

Orismìc 1.11 [ SigmoeideÐc Sunart seic Summetoq c ]
MÐa sigmoeid c orÐzetai wc ex c:

sig(x; a, c) =
1

1 + e−a(x−c)
(1.16)

ìpou to a elègqei thn klÐsh sto shmeÐo x = c.
¥
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Parat rhsh 1.1 An�loga me to prìshmo tou a h sigmoeid c sun�rthsh eÐnai {anoikt } eÐte arister�
eÐte dexi� kai eÐnai ètsi mÐa kat�llhlh sun�rthsh gia thn anapar�stash twn ennoi¸n {polÔ meg�loc}  
{polÔ arnhtikìc}. PaÐrnontac thn apìluth tim  thc diafor�c dÔo sigmoeid¸n sunart sewn me Ðdio prìshmo
sto a tìte prokÔptei mÐa kleist  kai mh summetrik  sun�rthsh summetoq c. Sto Sq ma 1.8 faÐnontai ta
parap�nw.
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(a) Sigmoidal MFs
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Sq ma 1.8 - (a) DÔo sigmoeideÐc sunart seic, (b) MÐa kleist  sun�rthsh summetoq c ìpwc prokÔptei
apì th diafor� |y1 − y2|

1.2.4 Pr�xeic twn Asaf¸n Sunìlwn

H ènwsh, h tom  kai to sumpl rwma apoteloÔn tic basikìterec pr�xeic thc klasik c sunolojewrÐac.
MporoÔme na edrai¸soume mia seir� tautot twn, basismènwn stic 3 autèc pr�xeic. Oi tautìthtec autèc,
akoloujoÔn ston PÐnaka 1.1, kai mporoÔn eÔkola na epalhjeutoÔn me qr sh diagramm�twn Venn.

Basikèc tautìthtec kai axi¸mata

Axiwmatikìc orismìc sumplhr¸matoc A ∩ Ā = ∅, A ∪ Ā = X

Dipl  �rnhsh ¯̄A = A
Antimetajetik  A ∩B = B ∩A, A ∪B = B ∪A
Prosetairistik  A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C
Epimeristik  A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C)

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

Aporrìfhsh A ∩ (A ∪B) = A
A ∪ (A ∩B) = A

Aporrìfhsh Sumplhr¸matoc A ∩ (Ā ∪B) = A ∩B
A ∪ (Ā ∩B) = A ∪B

Nìmoi DeMorgan
A ∩B = Ā ∪ B̄
A ∪B = Ā ∩ B̄

PÐnakac 1.1 - Tautìthtec klasik c sunolojewrÐac

Basizìmenoc sthn ènnoia thc sun�rthshc summetoq c o Zadeh prìteine antÐstoiqec pr�xeic kai gia ta
asaf  sÔnola. Arqik� kai prin orÐsoume tic treic autèc jemeli¸deic gia thn jewrÐa twn asaf¸n sunìlwn
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pr�xeic, ja orÐsoume to asafèc uposÔnolo. O orismìc autìc pro lje �mesa apì ton antÐstoiqo orismì thc
klasik c sunolojewrÐac.

Orismìc 1.12 [ Asafèc UposÔnolo ]
To asafèc sÔnolo A perièqetai sto asafèc sÔnolo B (  antÐstoiqa to A eÐnai uposÔnolo tou B)

an kai mìno an µA(x) ≤ µB(x) gia ìla ta x. Sumbolik�,

A ⊆ B ⇐⇒ µA(x) ≤ µB(x), ∀x ∈ X (1.17)
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Sq ma 1.9 - Asafèc uposÔnolo, A ⊆ B

Orismìc 1.13 [ 'Enwsh ]
H ènwsh dÔo asaf¸n sunìlwn A, B eÐnai èna asafèc sÔnolo C, to opoÐo mporeÐ na grafeÐ san

C = A ∪B kai èqei sun�rthsh summetoq c pou dÐnetai apì ton tÔpo,

µC(x) = max (µA(x), µB(x)) = µA(x) ∨ µB(x) (1.18)

¥

MÐa pio diaisjhtik  ermhneÐa thc ènnoiac thc asafoÔc ènwshc, ìpwc prot�jhke apì ton Zadeh, eÐnai to
{mikrìtero} asafèc sÔnolo pou perièqei kai to A kai to B. Dhlad  an D èna asafèc sÔnolo pou perièqei
ta A, B tìte perièqei kai thn ènwsh A ∪B. An�loga mporeÐ na oristeÐ kai h tom  dÔo asaf¸n sunìlwn.

Orismìc 1.14 [ Tom  ]
H tom  dÔo asaf¸n sunìlwn A, B eÐnai èna asafèc sÔnolo C, to opoÐo mporeÐ na grafeÐ san C = A∩B

kai èqei sun�rthsh summetoq c pou dÐnetai apì ton tÔpo,

µC(x) = min (µA(x), µB(x)) = µA(x) ∧ µB(x) (1.19)

¥
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H tom  twn A, B mporeÐ na ermhneuteÐ san to {megalÔtero} asafèc uposÔnolo twn A kai B. Tèloc
orÐzoume to asafèc sumpl rwma.

Orismìc 1.15 [ Sumpl rwma ]
To sumpl rwma enìc asafoÔc sunìlou A, sumbolÐzetai wc Ā kai orÐzetai wc ex c,

µĀ(x) = 1− µA(x) (1.20)
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Sq ma 1.10 - Par�deigma efarmog c telest¸n p�nw se asaf  sÔnola(a) Asaf  sÔnola a, B, (b)
¬B,(c) A ∪B,(d) A ∩B

Parat rhsh 1.2 'Estw A asafèc sÔnolo kai Ac to sumpl rwm� tou. Tìte A ∩ Ac 6= ∅ kai A ∪ Ac 6=
X ìpou X to upersÔnolo anafor�c. Dhlad  sthn asaf  jewrÐa den isqÔoun ta basik� axi¸mata thc
Aristotèleiac logik c.

1.2.5 GenÐkeush twn Tri¸n Basik¸n Pr�xewn (Telestèc t)

Oi klasikoÐ telestèc gia tic pr�xeic twn asaf¸n sunìlwn, pou anafèrame sthn prohgoÔmenh enìthta,
den apoteloÔn tic mìnec epilogèc gia thn asaf  tom , thn ènwsh kai to sumpl rwma. Aut  h enìthta,
exet�zei kai �llouc dunatoÔc orismoÔc gia touc telestèc twn pr�xewn aut¸n.
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1.2.5.1 Asafèc Sumpl rwma

O telest c tou asafoÔc sumplhr¸matoc eÐnai mÐa suneq c sun�rthsh N : [0, 1] → [0, 1] h opoÐa prèpei
na ikanopoieÐ ta parak�tw dÔo axi¸mata :

N(0) = 1 kai N(1) = 0 (ìria)
N(a) ≥ N(b) an a ≤ b (monotonÐa)

(1.21)

'Olec oi sunart seic pou ikanopoioÔn aut� ta axi¸mata, apoteloÔn th genik  kl�sh twn asaf¸n
sumplhrwm�twn. To pr¸to axÐwma eÐnai �mesh epèktash thc klasik c logik c. H apaÐthsh gia fjÐnousa
sumperifor� eÐnai aparaÐthth kaj¸c diaisjhtik� perimènoume pwc mÐa aÔxhsh thc sun�rthshc summetoq c
enìc asafoÔc sunìlou, prèpei na èqei san apotèlesma thn meÐwsh thc sun�rthshc summetoq c tou sumplh-
r¸matoc. Autèc oi dÔo sunj kec apoteloÔn ton axiwmatikì skeletì gia ta asaf  sumplhr¸mata. Autìc
o skeletìc den eparkeÐ gia na uposthrÐxei tic an�gkec pou phg�zoun apì th qr sh tou sumplhr¸matoc se
sullogistikoÔc kanìnec. Gi' autì èqei prostejeÐ kai h akìloujh proairetik  sunj kh:

N(N(a)) = a (1.22)

to opoÐo eggu�tai ìti to diplì sumpl rwma enìc asafoÔc sunìlou eÐnai to Ðdio to sÔnolo. Ta akìlouja
paradeÐgmata asaf¸n sumplhrwm�twn ikanopoioÔn tìso ta dÔo basik� axi¸mata ìso kai thn proairetik 
sunj kh.

Par�deigma 1.6 [ Sumpl rwma tou Sugeno ]
To sumpl rwma tou Sugeno orÐzetai wc,

Ns(a) =
1− a

1 + sa
(1.23)

ìpou s mÐa par�metroc megalÔterh apì -1. Gia k�je tim  thc paramètrou s, paÐrnoume ènan diaforetikì
telest  sumplhr¸matoc. To parak�tw sq ma deÐqnei merik� apì ta mèlh thc oikogèneiac sumplhrwm�twn
Sugeno
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(a) Sugeno’s Complements
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Sq ma 1.11 - Sumpl rwma tou Sugeno

¨
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Par�deigma 1.7 [ Sumpl rwma tou Yager ]
MÐa �llh t�xh asaf¸n sumplhrwm�twn, eÐnai to sumpl rwma tou Yager pou orÐzetai wc,

Nw(a) = (1− a)
1
w (1.24)

ìpou w mÐa jetik  par�metroc. To parak�tw sq ma deÐqnei merik� apì ta mèlh thc oikogèneiac sumplhrw-
m�twn Yager.
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(b) Yager’s Complements
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Sq ma 1.12 - Sumpl rwma tou Yager

¨

1.2.5.2 Asaf c Tom  (Mètro-t)

H tom  dÔo asaf¸n sunìlwn A kai B orÐzetai wc mÐa sun�rthsh T : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1], h opoÐa
prokÔptei apì dÔo sunart seic summetoq c wc ex c :

µA∩B(x) = T (µA(x), µB(x)) = µA(x) ∗̃ µB(x) (1.25)

ìpou ∗̃ ènac duadikìc telest c gia thn sun�rthsh T . H oikogèneia twn telest¸n asafoÔc tom c (Mètro-t),
prèpei na ikanopoieÐ tic akìloujec sunj kec.

Orismìc 1.16 [ Mètro-t ]
'Enac telest c mètro-t eÐnai mÐa sun�rthsh T dÔo metablht¸n pou ikanopoieÐ

T (0, 0) = 0, T (a, 1) = T (1, a) = a (ìria)
T (a, b) ≤ T (c, d) an a ≤ c kai b ≤ d (monotonÐa)
T (a, b) = T (b, a) (antimetajetik  idiìthta)
T (a, T (b, c)) = T (T (a, b), c) (prosetairistik  idiìthta)

(1.26)

¥
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Sto akìloujo par�deigma parousi�zontai pènte apì touc sunhjèsterouc telestèc mètro-t.

Par�deigma 1.8 [ Pènte mètro-t telestèc ]
Pènte apì touc sunhjèsterouc telestèc mètro-t eÐnai

El�qisto (Mamdani): Tmin(a, b) = min(a, b) = a ∧ b
Algebrikì ginìmeno (Larsen): Tap(a, b) = ab

Fragmèno ginìmeno: Tbp(a, b) = 0 ∨ (a+ b− 1)

Drastikì ginìmeno: Tdp(a, b) =





a an b = 1
b an a = 1
0 an a, b 6= 1

Arijmhtik  mèjodoc Zadeh: TZadeh(a, b) = 1 ∧ (1− a+ b)

(1.27)

Ta a, b antistoiqoÔn se sunart seic summetoq c kai mporoÔn na p�roun timèc apì to 0 èwc to 1. Oi grafikèc
parast�seic twn telest¸n aut¸n faÐnontai sto Sq ma 1.13.

'Estw a = µA(x) = trapezoid(x; 3, 8, 12, 17) kai b = µB(y) = trapezoid(y; 3, 8, 12, 17) oi sunart seic
summetoq c twn asaf¸n sunìlwn A,B. Parak�tw apeikonÐzetai h efarmog  twn telest¸n stic dÔo autèc
sunart seic summetoq c.
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Sq ma 1.13 - Sthn pr¸th seir�, èqoume touc tèsseric t-norm telestèc Tmin(a, b), Tap(a, b),Tbp(a, b)
kai Tdp(a, b). Sth deÔterh seir� faÐnontai oi epif�neiec pou prokÔptoun met� thn efarmog  twn telest¸n

sta asaf  sÔnola a, b.

¨

1.2.5.3 Asaf c 'Enwsh (SÔmmetro-t)

AntÐstoiqa me thn asaf  tom , o telest c thc asafoÔc ènwshc orÐzetai wc mÐa sun�rthsh S : [0, 1] ×
[0, 1] → [0, 1].

µA∪B(x) = S(µA(x), µB(x)) = µA(x) +̃ µB(x) (1.28)

ìpou +̃ ènac duadikìc telest c gia thn sun�rthsh S. H oikogèneia twn telest¸n asafoÔc ènwshc
(SÔmmetro-t), prèpei na ikanopoieÐ tic akìloujec basikèc sunj kec.
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Orismìc 1.17 [ SÔmmetro-t ]
'Enac telest c sÔmmetro-t eÐnai mÐa sun�rthsh S dÔo metablht¸n pou ikanopoieÐ

S(1, 1) = 1, S(0, a) = S(a, 0) = a (ìria)
S(a, b) ≤ S(c, d) an a ≤ c kai b ≤ d (monotonÐa)
S(a, b) = S(b, a) (antimetajetik  idiìthta)
S(a, S(b, c)) = S(S(a, b), c) (prosetairistik  idiìthta)

(1.29)

¥

Par�deigma 1.9 [ Tèsseric sÔmmetro-t telestèc ]
AntÐstoiqoi stouc tèsseric pr¸touc mètro-t telestèc tou prohgoÔmenou paradeÐgmatoc, eÐnai oi epìmenoi

tèsseric sÔmmetro-t telestèc.

Mègisto (Mamdani): Smax(a, b) = max(a, b) = a ∨ b
Algebrikì �jroisma (Larsen): Sas(a, b) = a+ b− ab

Fragmèno �jroisma: Sbs(a, b) = 1 ∧ (a+ b)

Drastikì �jroisma: Sds(a, b) =





a an b = 0
b an a = 0
0 an a, b > 0

(1.30)

'Estw a = µA(x) = trapezoid(x; 3, 8, 12, 17) kai b = µB(y) = bell(y; 4, 3, 10) oi sunart seic summetoq c
twn asaf¸n sunìlwn A,B. Parak�tw apeikonÐzetai h efarmog  twn telest¸n stic dÔo autèc sunart seic
summetoq c.
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Sq ma 1.14 - Sthn pr¸th seir�, èqoume touc tèsseric t-conorm telestèc Smin(a, b), Sas(a, b),Sbs(a, b)
kai Sds(a, b). Sth deÔterh seir� faÐnontai oi epif�neiec pou prokÔptoun met� thn efarmog  twn telest¸n

sta asaf  sÔnola a, b.

¨

1.3 AsafeÐc Kanìnec kai Asaf c Sullogistik 

1.3.1 Genik�

Met� thn eisagwg  sth jewrÐa twn asaf¸n sunìlwn, proqwr�me sthn parousÐash thc arq c thc
asafoÔc epèktashc kai twn asaf¸n sqèsewn. Ja doÔme akìma tic glwssikèc metablhtèc kai pwc autèc
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mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn se asafeÐc kanìnec gia thn posotik  montelopoÐhsh ennoi¸n thc fusik c
gl¸ssac. Oi {asafeÐc sqèseic}, oi {glwssikèc metablhtèc} kai o {genikeumènoc kanìnac tou jètein/anai-
reÐn} apoteloÔn tic treic jemeli¸deic ènnoiec thc asafoÔc   proseggistik c sullogistik c, thc mejodologÐac
dhlad  exagwg c asaf¸n sumperasm�twn. H asaf c sullogistik , brÐskei efarmog  se plhj¸ra perioq¸n
ìpwc sust mata autom�tou elègqou, èmpeira sust mata, anagn¸rish protÔpwn, prìbleyh qronoseir¸n
k.o.k.

1.3.2 Arq  thc AsafoÔc Epèktashc

H arq  thc asafoÔc epèktashc katèqei mÐa shmantikìtath jèsh sth jewrÐa twn asaf¸n sunìlwn kai
bohj�ei sthn asafopoÐhsh majhmatik¸n sunart sewn. Ac upojèsoume ìti èqoume th sun�rthsh f apì to
X sto Y kai to asafèc sÔnolo A pou orÐzetai wc

A = µA(x1)/x1 + µA(x2)/x2 + . . .+ µA(xn)/xn

H arq  thc asafoÔc epèktashc epitrèpei thn metabÐbash thc as�feiac tou A s' èna �llo asafèc sÔnolo
B mèsw thc sun�rthshc f

B = f(A) = µA(x1)/y1 + µA(x2)/y2 + . . .+ µA(xn)/yn

ìpou yi = f(xi), i = 1, . . . , n. An h f antistoiqeÐ poll� shmeÐa tou A s' èna shmeÐo tou B dhlad  up�rqoun
x1, x2 ∈ X, x1 6= x2 kai f(x1) = f(x2) = y∗, y∗ ∈ Y , tìte

µB(y) = max
x=f−1(y)

µA(x).

Par�deigma 1.10 [ Efarmog  thc arq c thc asafoÔc epèktashc se diakritì asafèc sÔnolo ]
'Estw

A = 0.1/− 2 + 0.4/− 1 + 0.8/0 + 0.9/1 + 0.3/2

kai
f(x) = x2 − 3.

Efarmìzontac thn arq  thc asafoÔc epèktashc, èqoume

B = 0.1/1 + 0.4/− 2 + 0.8/− 3 + 0.9/− 2 + 0.3/1
= 0.8/− 3 + (0.4 ∨ 0.9)/− 2 + (0.1 ∨ 0.3)/1
= 0.8/− 3 + 0.9/− 2 + 0.3/1

¨

Proqwr�me t¸ra sth genikìterh perÐptwsh kai dÐnoume ton orismì thc arq c thc asafoÔc epèktashc.

Orismìc 1.18 [ Arq  thc AsafoÔc Epèktashc ]
'Estw h sun�rthsh f pou apoteleÐ apeikìnish an�mesa sto n-di�stato Kartesianì ginìmeno X1×X2×

. . . Xn sto upersÔnolo anafor�c Y , dhlad  y = f(x1, x2, . . . , xn). Upojètoume akìma ìti A1, . . . , An eÐnai
asaf  sÔnola orizìmena sta upersÔnola anafor�c X1, . . . , Xn antÐstoiqa. Tìte sÔmfwna me thn arq  thc
asafoÔc epèktashc prokÔptei èna asafèc sÔnolo B sto Y mèsw thc apeikìnishc f pou orÐzetai wc,

µB(y) =





max
(x1,...,xn),(x1,...,xn)=f−1(y)

[miniµAi(xi)], an f−1(y) 6= ∅
0, an f−1(y) = ∅.

(1.31)

¥
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1.3.3 AsafeÐc Sqèseic

'Ena apì ta shmantikìtera ergaleÐa thc asafoÔc sullogistik c eÐnai oi asafeÐc sqèseic. Qrhsi-
mopoioÔntai gia thn anapar�stash asaf¸n sunepagwg¸n kai th sullogistik  me autèc en¸ brÐskoun efar-
mog  se ìlec tic episthmonikèc perioqèc asafoÔc sullogistik c.

Orismìc 1.19 [ Asaf c Sqèsh ]
'EstwX,Y upersÔnola anafor�c. Onom�zoume asaf  sqèsh kai sumbolÐzoume me R, èna asafèc sÔnolo

sto Kartesianì ginìmeno X × Y to opoÐo qarakthrÐzetai apì th sun�rthsh summetoq c µR(x, y) :

µR(x, y) = ((x, y), µR(x, y))|(x, y) ∈ X × Y (1.32)

¥

Par�deigma 1.11
'Estw X = Y = <+ kai h asaf c sqèsh R = {to y eÐnai polÔ megalÔtero tou x}. H sun�rthsh

summetoq c ja mporoÔse na oristeÐ wc

µR(x, y) =

{
y−x

x+y+2 , an y > x

0, an y ≤ X

An X = 3, 4, 5 kai Y = 3, 4, 5, 6, 7 tìte ja mporoÔsame na ekfr�soume thn asaf  sqèsh R mèsw mÐac m trac

R =




0 0.111 0.200 0.273 0.333
0 0 0.091 0.167 0.231
0 0 0 0.077 0.143




ìpou oi grammèc antistoiqoÔn sta stoiqeÐa tou X kai oi st lec se aut� tou Y .
¨

Par�deigma 1.12
'Estw X = Y ∈ <. Tìte h sun�rthsh summetoq c µR(x, y) thc asafoÔc sqèshc {to x eÐnai shmantik�

mikrìtero tou y, (x¿ y}), ja mporoÔse na oristeÐ wc

µR(x, y) =

{
[1 + ( 20

y−x)2]−1, an x < y

0, diaforetik�

¨

AsafeÐc sqèseic orismènec se diaforetikoÔc q¸rouc Kartesian¸n ginomènwn mporoÔn na sunduastoÔn
mèsw enìc telest  sÔnjeshc. parak�tw parousi�zoume dÔo apì touc telestèc pou èqoun protajeÐ sth
bibliografÐa, arqÐzontac apì th sÔnjesh max-min tou Zadeh.

Orismìc 1.20 [ max-min SÔnjesh ]
'Estw R1, R2 dÔo asafeÐc sqèseic orismènec sto X × Y kai Y × Z antÐstoiqa. H max-min sÔnjesh

eÐnai èna asafèc sÔnolo pou orÐzetai wc

R1 ◦R2 = [(x, z),max
y
min(µR1(x, y), µR2(y, z))]|x ∈ X, y ∈ Y, z ∈ Z (1.33)

  isodÔnama
µR1◦R2(x, z) = max

y
min[µR1(x, y), µR2(y, z)] (1.34)

¥
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Parìlo pou h max-min sÔnjesh qrhsimopoieÐtai eurèwc den mporoÔme na thn analÔsoume majhmatik�.
Gia to lìgo autì prot�jhke h sÔnjesh max-product.

Orismìc 1.21 [ max-product SÔnjesh ]
'Estw R1, R2 dÔo asafeÐc sqèseic orismènec sto X×Y kai Y ×Z antÐstoiqa. H max-product sÔnjesh

orÐzetai wc
µR1◦R2(x, z) = max

y
[µR1(x, y) · µR2(y, z)] (1.35)

¥

Par�deigma 1.13
'Estw R1, R2 dÔo asafeÐc sqèseic orismènec stouc q¸rouc ginomènou X × Y kai Y × Z antÐstoiqa,

me X = 1, 2, 3, Y = α, β, γ, δ kai Z = a, b. Oi sunart seic summetoq c twn R1, R2 dÐnontai apì touc
parak�tw pÐnakec

R1 =




0.1 0.3 0.5 0.7
0.4 0.2 0.8 0.9
0.6 0.8 0.3 0.2


 R2 =




0.9 0.1
0.2 0.3
0.5 0.6
0.7 0.2




H R1 ◦ R2 dÐnei thn asaf  sqèsh an�mesa sto x kai to z. Gia lìgouc eukolÐac ja upologÐsoume mìno to
µR1◦R2(2, a). Me thn max-min sÔnjesh ja eÐnai

µR1◦R2(2, a) = max(0.4 ∧ 0.9, 0.2 ∧ 0.2, 0.8 ∧ 0.5, 0.9 ∧ 0.7)
= max(0.4, 0.2, 0.5, 0.7)
= 0.7

An dialèxoume thn max-product sÔnjesh ja èqoume

µR1◦R2(2, a) = max(0.4× 0.9, 0.2× 0.2, 0.8× 0.5, 0.9× 0.7)
= max(0.36, 0.04, 0.40, 0.63)
= 0.63

¨

1.3.4 Glwssikèc Metablhtèc

SÔmfwna me ton Zadeh oi sumbatikèc teqnikèc eÐnai akat�llhlec ìtan jèloume na melet soume sust ma-
ta twn opoÐwn h leitourgÐa exart�tai apì upokeimenikoÔc par�gontec ìpwc h anjr¸pinh krÐsh kai ta
sunaisj mata. Gia thn antimet¸pish tètoiwn susthm�twn prìteine tic glwssikèc metablhtèc, san ènan
enallaktikì trìpo montelopoÐhshc thc anjr¸pinhc skèyhc.

Me ton ìro glwssik  metablht  ennooÔme mÐa metablht  thc opoÐac oi timèc eÐnai lèxeic   prot�seic mÐac
fusik c gl¸ssac. Gia par�deigma h HlikÐa eÐnai glwssik  metablht  an oi timèc thc den eÐnai arijmhtikèc
all� glwssikèc (p.q. nèoc, ìqi nèoc, polÔ nèoc, gèroc, ìqi polÔ gèroc k.o.k.). AkoloujeÐ o akrib c
orismìc.

Orismìc 1.22 [ Glwssik  Metablht  ]
MÐa glwssik  metablht  qarakthrÐzetai apì mÐa pent�da (x, T (x), U,G,M) ìpou x to ìnoma thc glws-

sik c metablht c, T (x) to sÔnolo twn tim¸n thc (pou eÐnai asaf  sÔnola), U to upersÔnolo anafor�c
p�nw sto opoÐo domeÐtai to sÔnolo tim¸n T (x), G ènac suntaktikìc kanìnac pou par�gei ta onìmata tim¸n
thc x kai M ènac shmasiologikìc kanìnac pou apodÐdei nìhma sta onìmata.

¥
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Par�deigma 1.14
'Estw h glwssik  metablht  HlikÐa. Tìte to sÔnolo twn glwssik¸n tim¸n T (HlikÐa) ja mporoÔse na

eÐnai

T (HlikÐa) = { nèoc, ìqi nèoc, polÔ nèoc, . . .
mes likac, ìqi mes likac, . . .
gèroc, lÐgo polÔ gèroc, ìqi polÔ gèroc, . . .
ìqi polÔ nèoc kai ìqi polÔ gèroc, . . .}

K�je tim  T (x) eÐnai èna asafèc sÔnolo sto upersÔnolo anafor�c X = [0, 100]. Sto parak�tw sq ma
faÐnontai merik� apì ta asaf  sÔnola thc glwssik c metablht c HlikÐa. O shmasiologikìc kanìnac eÐnai
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Sq ma 1.15 - Orismènec endeiktikèc timèc thc glwssik c metablht c HlikÐa

autìc pou kajorÐzei thn sun�rthsh summetoq c k�je tim c thc glwssik c metablht c. Tèloc o suntaktikìc
kanìnac gia th sugkekrimènh metablht  faÐnetai ìti prokÔptei algorijmik�. Tètoiec glwssikèc metablhtèc
kaloÔntai domhmènec.

¨

Apì to prohgoÔmeno par�deigma blèpoume ìti h glwssik  metablht  apoteleÐtai apì merikoÔc prw-
tarqikoÔc ìrouc (nèoc, mes likac, gèroc) pou diaforopoioÔntai kai apoktoÔn pollapl� no mata mèsw
k�poiwn glwssik¸n diamorfwt¸n (ìqi, lÐgo, polÔ, kai) kai sunduasmoÔc aut¸n.

Orismìc 1.23 [ GlwssikoÐ Diamorfwtèc ]
Glwssikìc diamorfwt c (tropopoiht c) eÐnai ènac telest c pou, efarmozìmenoc se mia tim  (asafèc

sÔnolo) miac glwssik c metablht c metab�llei to nìhm� thc. 'Estw A mia glwssik  metablht  pou
qarakthrÐzetai apì èna asafèc sÔnolo me sun�rthsh summetoq c µA(·). Tìte to Ak ermhneÔetai san
mia tropopoihmènh morf  thc arqik c metablht c kai ekfr�zetai wc

Ak =
∫

X
[µA(x)]k/x. (1.36)

O telest c thc sugkèntrwshc pou dÐnei thn ènnoia polÔ orÐzetai wc

CON(A) = A2, (1.37)

en¸ o telest c ex�plwshc pou èqei thn ènnoia tou sqedìn, lÐgo orÐzetai wc

DIL(A) = A0.5, (1.38)



En. 1.3 - AsafeÐc Kanìnec kai Asaf c Sullogistik  39

AntÐstoiqa mporoÔme na orÐsoume touc diamorfwtèc thc �rnhshc, thc tom c kai thc ènwshc

NOT (A) = ¬A =
∫

X
[1− µA(x)]/x, (1.39)

A AND B = A ∩B =
∫

X
[µA(x) ∧ µB(x)]/x, (1.40)

A OR B = A ∪B =
∫

X
[µA(x) ∨ µB(x)]/x, (1.41)

ìpou µA(·), µB(·) oi sunart seic summetoq c pou antistoiqoÔn stic glwssikèc metablhtèc A,B.
¥

To parak�tw par�deigma, mac bohj�ei na katal�boume touc parap�nw glwssikoÔc diamorfwtèc.

Par�deigma 1.15
'Estw ìti oi glwssikoÐ ìroi {nèoc} kai {gèroc} orÐzontai apì tic parak�tw sunart seic

µnèoc(x) = bell(x, 20, 2, 0) =
1

1 + ( x
20)4

µgèroc(x) = bell(x, 30, 3, 100) =
1

1 + (x−100
30 )6

ìpou x h hlikÐa sto di�sthma [0, 100]. Me b�sh touc glwssikoÔc diamorfwtèc pou eÐdame parap�nw mporoÔn
na prokÔyoun oi parak�tw sÔnjetoi glwssikoÐ ìroi:

Sqedìn Gèroc = DIL(gèroc) =
∫

X
(µgèroc(x))0.5/x

'Oqi gèroc kai ìqi nèoc = ¬gèroc ∩ ¬nèoc =
∫

X
[1− µgèroc(x)] ∧ [1− µnèoc(x)]/x

¨

1.3.5 AsafeÐc Kanìnec

'Enac asaf c kanìnac èqei th morf 

R : EAN x eÐnai A, TOTE y eÐnai B. (1.42)

ìpou A,B glwssikèc metablhtèc, pou posotikopoioÔntai apì sunart seic summetoq c orismènec sta up-
ersÔnola anafor�c X,Y antÐstoiqa. To mèroc {x eÐnai A} tou kanìna onom�zetai {gegonìc} en¸ to mèroc
{y eÐnai B} onom�zetai {sumpèrasma}. AsafeÐc kanìnec aut c thc morf c eÐnai eurèwc diadedomènoi stic
kajhmerinèc suzht seic, ìpwc gia par�deigma oi akìloujoi :

• EAN èqeic meg�lh taqÔthta, TOTE to fren�risma eÐnai dÔskolo

• EAN brèqei, TOTE h od ghsh eÐnai epikÐndunh

• EAN h ntom�ta eÐnai kìkkinh, TOTE eÐnai ¸rimh

Touc kanìnec autoÔc mporoÔme na touc gr�youme kai sthn morf 

R : A −→ B. (1.43)

Ousiastik�, ènac asaf c kanìnac perigr�fei mia sqèsh RA→B metaxÔ dÔo metablht¸n x, y sto X × Y
me sun�rthsh summetoq c

µR(x, y) = f(µA(x), µB(y))
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H sun�rthsh f apeikonÐzei touc bajmoÔc summetoq c thc x sto upersÔnolo X kai thc y sto U sto bajmì
summetoq c tou (x, y) sto X × Y . Merikèc eurèwc qrhsimopoioÔmenec sunart seic eÐnai oi ex c :

µR(x, y) = min {1, 1− µA(x) + µB(y)} , Arijmhtikìc kanìnac Zadeh
µR(x, y) = max {1− µA(x),min {µAx, µB(y)}} , Kanìnac megÐstou Zadeh
µR(x, y) = min {µA(x), µB(y)} , Kanìnac elaqÐstou Mamdani
µR(x, y) = µA(x) · µB(y) , Ginìmeno Larsen

(1.44)

1.3.6 Asaf c Sullogistik 

Stìqoc thc asafoÔc sullogistik c eÐnai h exagwg  sumperasm�twn, mèsa apì èna sÔnolo asaf¸n
kanìnwn kai merik¸n dedomènwn. Sthn klasik  logik  h diadikasÐa thc apìdeixhc sthrÐzetai ex' olokl rou
se logikèc tautologÐec kai kurÐwc ston kanìna tou jètein (modus ponens). SÔmfwna me ton kanìna autì,
h al jeia miac prìtashc B ,mporeÐ na prokÔyei an gnwrÐzoume thn al jeia thc prìtashc A kai isqÔei o
kanìnac A→ B. Dhlad  :

Gegonìc x eÐnai A
Kanìnac EAN x eÐnai A, TOTE y eÐnai B

Sumpèrasma y eÐnai B

An t¸ra èqoume san dedomèno mia glwssik  metablht  A′, A′ 6= A, tìte h klasik  logik  kai o
kanìnac modus ponens den mporeÐ na d¸sei k�poio sumpèrasma. H asaf c sullogistik  èrqetai na lÔsei
to prìblhma autì kai dÐnei san sumpèrasma èna asafèc sÔnolo B′ :

Gegonìc x eÐnai A′
Kanìnac EAN x eÐnai A, TOTE y eÐnai B

Sumpèrasma y eÐnai B′

H sullogistik  aut  diadikasÐa eÐnai pio kont� ston anjr¸pino trìpo skèyhc. MporoÔme t¸ra na
d¸soume ton majhmatikì orismì thc diadikasÐac thc asafoÔc sullogistik c.

Orismìc 1.24 [ Asaf c Sullogistik  - max-min SÔnjesh ]
'EstwA,A′ kaiB asaf  sÔnola orismèna sta upersÔnola anafor�cX,X kai Y antÐstoiqa. Upojètoume

ìti o asaf c kanìnac A→ B ekfr�zetai san mia asaf c sqèsh R sto X × Y . Tìte to asafèc sÔnolo B′
pou prokÔptei san sumpèrasma tou gegonìtoc {x eÐnai A′} kai tou kanìna {EAN x eÐnai A, TOTE y eÐnai B}
orÐzetai wc

µB′(y) = maxxmin [µA′(x), µR(x, y)] (1.45)

  isodÔnama
B′ = A′ ◦R = A′ ◦ (A→ B) (1.46)

¥

To ◦ sumbolÐzei ton telest  sÔnjeshc max-min kai eÐnai autìc pou qrhsimopoieÐtai suqnìtera se
sunduasmì me ton kanìna elaqÐstou Mamdani. SÔmfwna me ton kanìna autì

µR(x, y) = min {µA(x), µB(y)} (1.47)

opìte me b�sh thn Ex. (1.45)

µB′(y) =

[∨
x

(µA′(x) ∧ µA(x))

]
∧ µB(x)

= w ∧ µB(y)

(1.48)
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Ousiastik� loipìn arqik� brÐskoume to w pou eÐnai to mègisto thc tom c twn sunart sewn summetoq c
twn asaf¸n sunìlwn A,A′ kai en suneqeÐa h sun�rthsh summetoq c tou B′ eÐnai to el�qisto an�mesa sthn
µB(x) kai to w. H diadikasÐa aut  gÐnetai antilhpt  sto parak�tw sq ma.

Sq ma 1.16 - Genikeumèno Modus Ponens me qr sh tou kanìna elaqÐstou Mamdani kai thn max-min
sÔnjesh

H parap�nw diadikasÐa mporeÐ na genikeuteÐ kai gia asafeÐc kanìnec me perissìtera tou enìc gegonìta,
  gia pollaploÔc asafeÐc kanìnec.

1.4 Asaf  Sust mata

1.4.1 Genik�

Ja proqwr soume sthn melèth thc genik c arqitektonik c twn asaf¸n susthm�twn, dhlad  twn susth-
m�twn ekeÐnwn pou leitourgoÔn se abèbaio perib�llon kai montelopoioÔntai me asafeÐc metablhtèc. Ta
asaf  sust mata an koun sthn kathgorÐa twn eufu¸n susthm�twn kai brÐskoun efarmog  se plhj¸ra
praktik¸n problhm�twn.

H genik  arqitektonik  twn asaf¸n susthm�twn, apeikonÐzetai sto parak�tw sq ma kai perilamb�nei
tèsseric mon�dec.

Sq ma 1.17 - Block di�gramma asafoÔc sust matoc

• Mia b�sh asaf¸n kanìnwn thc morf c EAN - TOTE (rule base).

• 'Ena mhqanismì exagwg c asaf¸n sumperasm�twn (reasoning mechanism).

• Mia mon�da asafopoÐhshc pou metatrèpei ta dedomèna eisìdou se asaf  sÔnola (fuzzification unit).

• Mia mon�da apo-asafopoÐhshc pou metatrèpei ta asaf  sumper�smata se sumper�smata me saf¸c
kajorismènh morf  (defuzzification unit).
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1.4.2 Mèjodoi AsafopoÐhshc

O asafopoiht c ulopoieÐ mia apeikìnish apì to sÔnolo pragmatik¸n tim¸n eisìdou x = [x1, x2, . . . , xn] ∈
X sto asafèc sÔnolo A tou upersunìlou anafor�c X. DÔo dunatèc apeikonÐseic eÐnai oi ex c :

Orismìc 1.25 [ Monìtimoc Asafopoiht c ]
Ston monìtimo asafopoiht  (singleton fuzzifier) h sun�rthsh summetoq c eÐnai monadiaÐa dhlad ,

µA(x) =

{
1, e�n x′ = x

0, e�n x′ 6= x
(1.49)

¥

Orismìc 1.26 [ Mh Monìtimoc Asafopoiht c ]
Ed¸ jewroÔme ìti µA(x) = 1 kai ìti to µA(x′) mikraÐnei ìso to x′ apomakrÔnetai apì to x. Gia

par�deigma ènac Gaussian asafopoiht c ja eÐnai

µA(x′) = exp

[
−(x′ − x)T (x′ − x)

σ2

]
(1.50)

¥

Sun jwc qrhsimopoieÐtai o monìtimoc asafopoiht c en¸ o mh monìtimoc eÐnai katallhlìteroc ìtan oi
eÐsodoi upìkeintai se jìrubo.

1.4.3 Mèjodoi Apì-asafopoÐhshc

Apo-asafopoÐhsh eÐnai h diadikasÐa metatrop c enìc asafoÔc sunìlou B se mia tim  w0 h opoÐa eÐnai
kai h èxodoc tou asafoÔc sust matoc. Merikèc mèjodoi apo-asafopoÐhshc eÐnai oi akìloujec.

Orismìc 1.27 [ Mèjodoc Kèntrou B�rouc ]
Sth mèjodo aut  pou eÐnai gnwst  wc COG (Center Of Gravity) h tim  w0 dÐnetai apì th sqèsh

w0 =

∑

i

wiµB(wi)

∑

i

µB(wi)
(1.51)

¥

Orismìc 1.28 [ Mèjodoc Mèshc Tim c twn MegÐstwn ]
Sth mèjodo aut  pou eÐnai gnwst  wc MOM (Mean Of Maxima) h tim  w0 dÐnetai apì th sqèsh

w0 =

m∑

j=1

wj

m
(1.52)

ìpou wj h tim  pou antistoiqeÐ sto j mègisto thc sun�rthshc summetoq c.
¥
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Orismìc 1.29 [ Tropopoihmènh Mèjodoc Kèntrou B�rouc ]
H tim  w0 dÐnetai apì th sqèsh

w0 =

∑

i

wi

[
µB(wi)
δi

]

∑

i

µB(wi)
δi

(1.53)

ìpou to δi qarakthrÐzei to sq ma thc sun�rthshc summetoq c.
¥

1.4.4 Mèjodoc Mamdani AsafoÔc SullogismoÔ

Se aut  th mèjodo akoloujeÐtai o kanìnac tou elaqÐstou.

µAk→Bk(x, y) = min {µAk(x), µBk(y)} (1.54)

Sto parak�tw sq ma faÐnetai h sullogistik  diadikasÐa gia èna asafèc sÔsthma me treic (N = 3)
kanìnec. Ta asaf  sÔnola B1, B2 kai B3 eÐnai to apotèlesma tou asafoÔc sullogismoÔ gia k�je kanìna.

Sq ma 1.18 - Par�deigma asafoÔc sullogismoÔ kat� Mamdani se sÔsthma me 3 kanìnec kai eÐsodo
kajorismènec timèc.

To olikì apotèlesma prokÔptei apì ton sunduasmì thc exìdou ìlwn twn kanìnwn. Parak�tw faÐnetai to
telikì asafèc sumpèrasma me qr sh tri¸n sÔmmetro-t telest¸n : tou mègistou, tou algebrikoÔ ajroÐsmatoc
kai tou fragmènou ajroÐsmatoc.

An antÐ gia th mèjodo tou elaqÐstou akolouj soume th mèjodo tou algebrikoÔ ginomènou ja p�roume
èna asafèc sÔsthma tÔpou Larsen.
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Sq ma 1.19 - Telikì asafèc sumpèrasma enìc asafoÔc sust matoc pou qrhsimopoieÐ thn mèjodo
Mamdani me treic diaforetikoÔc telestèc.

1.4.5 Mèjodoc Takagi - Sugeno AsafoÔc SullogismoÔ

To asafèc sÔsthma Takagi - Sugeno, prot�jhke apì touc Takagi, Sugeno kai Kang se mia prosp�jeia
na anaptÔxoun ènan trìpo exagwg c asaf¸n kanìnwn apì dedomèna eisìdou - exìdou. Oi kanìnec sto
montèlo Sugeno eÐnai thc morf c

R : EAN x eÐnai A kai y eÐnai BTOTE z = f(x, y), (1.55)

ìpou A kai B asaf  sÔnola en¸ to sumpèrasma eÐnai mia sun�rthsh z = f(x, y). Sun jwc h sun�rthsh
aut  eÐnai poluwnumik  wc proc tic metablhtèc eisìdou x, y. To pleonèkthma thc mejìdou aut c eÐnai ìti
mei¸nei shmantik� ton arijmì twn kanìnwn pou qrei�zontai gia thn asaf  montelopoÐhsh tou sust matoc.

Thn telik  èxodo tou asafoÔc autoÔ sust matoc thn paÐrnoume me qr sh stajmismènou mèsou ìrou

y =

m∑

i=1

wiyi

m∑

i=1

wi

(1.56)

ìpou wi h prosarmostikìthta tou aristeroÔ mèlouc tou kanìna i

wi =
n∏

k=1

µAi
k
(xk) (1.57)

Me ton trìpo autì apofeÔgoume th qronobìra diadikasÐa apo-asafopoÐhshc pou apaiteÐ to montèlo Mam-
dani.



Kef�laio 2

Basikèc 'Ennoiec Neurwnik¸n DiktÔwn

2.1 Eisagwg 

Ta neurwnik� dÐktua ekteloÔn upo-sumbolik  epexergasÐa plhroforÐac h opoÐa basÐzetai sth leitourgÐa
tou anjr¸pinou egkef�lou. Gia thn efarmog  twn mejìdwn aut¸n se antÐjesh me tic sumbolikèc mejìdouc
thc teqnht c nohmosÔnhc, den apaiteÐtai rht  gn¸sh. Ta neurwnik� dÐktua èqoun empneusteÐ apì thn
biologÐa kai th neurofusiologÐa me kentrik  idèa thn montelopoÐhsh {maÔrou koutioÔ}.

Ta neurwnik� dÐktua (  teqnht� neurwnik� dÐktua) eÐnai sust mata meg�lhc klÐmakac sun jwc, ta opoÐa
perièqoun ènan meg�lo arijmì neuronÐwn. K�je neurìnio qarakthrÐzetai apì mia kat�stash, èna sÔnolo
eisìdwn me b�rh pou proèrqontai apì �lla neurìnia, kai mia exÐswsh pou perigr�fei th dunamik  leitourgÐa
tou neuronÐou. Ta b�rh tou diktÔou anane¸nontai mèsw miac diadikasÐac m�jhshc (ekpaÐdeush) h opoÐa
stoqeÔei sthn elaqistopoÐhsh k�poiac sun�rthshc kìstouc (sf�lmatoc).

Probl mata sta opoÐa o sun jhc upologismìc den eÐnai apodotikìc, ìpwc mhqanik  ìrash, anagn¸rish
protÔpwn, anagn¸rish fwn c, mh grammik  prìbleyh, autìmatoc èlegqoc, rompotik , epiqeirhsiak� probl -
mata k.o.k. eÐnai perioqèc stic opoÐec ta neurwnik� dÐktua brÐskoun tic perissìterec efarmogèc.

Sto kef�laio autì ja parousi�soume tic basikèc ènnoiec twn neurwnik¸n diktÔwn. Ja k�noume mia mikr 
anafor� stic biologikèc ènnoiec pÐsw apì aut�, ja exet�soume to basikì montèlo tou teqnhtoÔ neuronÐou
kai ja parousi�soume merikèc arqitektonikèc. Tèloc ja parousi�soume sunoptik� touc kÔriouc tÔpouc
neurwnik c m�jhshc (epiblepìmenh, enisqutik , mh epiblepìmenh). Sto epìmeno kef�laio ja exet�soume
analutik� algorÐjmouc epiblepìmenhc m�jhshc kurÐwc gia anadromik� dÐktua, ta opoÐa kai qrhsimopoioÔme
sthn ergasÐa aut .

2.2 Biologik� Neurwnik� DÐktua

Gia na katano soume kalÔtera ta teqnht� neurwnik� dÐktua, eÐnai qr simo na k�noume mia anafor�
sta biologik� neurwnik� dÐktua kai sth dom  aut¸n. To neurìnio (neur¸nac) eÐnai to jemeliakì domikì
stoiqeÐo tou anjr¸pinou (kai ìqi mìno) neurikoÔ sust matoc. Qarakthristik� anafèroume ìti o anjr¸pinoc
egkèfaloc, perièqei kat� prosèggish 1.5× 1010 neurìnia di�forwn morf¸n, en¸ o k�je neur¸nac lamb�nei
s mata mèsw 104 perÐpou sun�yewn.

'Ola ta neurìnia anexart tou eÐdouc, sq matoc kai megèjouc apoteloÔntai apì ta Ðdia basik� mèrh, ìpwc
faÐnetai kai sto Sq ma 2.1. To kuttarikì s¸ma eÐnai to kentrikì mèroc tou neuronÐou kai to sq ma
tou mporeÐ na eÐnai stroggulì, trigwnikì, stagonoeidèc, muterì sta dÔo �kra klp, an�loga me to eÐdoc tou
neuronÐou (optikì, akoustikì, af c, muðkì klp).

To mègejoc tou s¸matoc eÐnai perÐpou 10 − 80 µm. To s¸ma perièqei ton pur na kai to antÐstoiqo
sundetikì prwtìplasma. H sÔndesh tou neuronÐou me ta polu�rijma geitonik� neurìnia gÐnetai mèsw
tou �xona kai twn sun�yewn. Oi dendrÐtec sunjètoun thn exwterik  epif�neia tou neuronÐou kai
metafèroun plhroforÐec sto s¸ma tou kutt�rou. O �xonac, pou apoteleÐ to tm ma exìdou tou neurikoÔ
kutt�rou, eÐnai mia lept  kulindrik  Ðna, h opoÐa mporeÐ na metafèrei plhroforÐec hlektroqhmik� me b�sh thn
kat�stash tou kutt�rou. H dom  aut  mporeÐ na uposteÐ shmantik  dendropoÐhsh kaj¸c telei¸nei stouc
katalhktikoÔc bolboÔc kont� stouc dendrÐtec �llwn neuronÐwn. Oi diasundèseic enìc katalhktikoÔ

45
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Sq ma 2.1 - Dom  tupikoÔ biologikoÔ neuronÐou.

bolboÔ me to kÔttaro sto opoÐo eisb�llei eÐnai autì pou onom�sthke apì ton Sherrington sun�yeic.
'Enac palmìc pou taxideÔei kat� m koc tou �xona termatÐzetai stouc katalhktikoÔc bolboÔc, kai an to
epitrèpoun oi sunj kec anapar�getai apì to epìmeno neurìnio thc alusÐdac. Parak�tw apeikonÐzontai
orismèna pragmatik� neurwnik� kÔttara.

Sq ma 2.2 - Neur¸nac trigwnikoÔ sq matoc apì thn paregkefalÐda (cerebellum) kai kuklikìc
neur¸nac apì thn perioq  tou ippìkampou.

'Ena neurìnio par�gei èxodo mìno ìtan emfanistoÔn arketoÐ palmoÐ sthn perioq  twn dendrit¸n gia
èna mikrì qronikì di�sthma pou onom�zetai lanj�nousa perÐodoc �jroishc. Sthn pragmatikìthta
k�poiec eÐsodoi empodÐzoun thn energopoÐhsh tou kutt�rou kai èna neurìnio energopoieÐtai mìno ìtan
oi energèc eÐsodoi diègershc xepernoÔn tic apagoreutikèc eisìdouc kat� mia posìthta Ðsh me thn tim 
katwflÐou. 'Ustera apì mia energopoÐhsh to neurìnio eisèrqetai se mia apagoreutik  perÐodo kat� th
di�rkeia thc opoÐac den mporeÐ na energopoihjeÐ xan�. Epanalambanìmenec energopoi seic aux�noun thn
tim  tou katwflÐou me apotèlesma to kÔttaro na odhgeÐtai se kìpwsh.
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2.3 Montèlo Mc Culloch - Pitts

Oi Mc Culloch kai Pitts k�nane th shmantikìterh prosp�jeia montelopoÐhshc tou biologikoÔ neuronÐou.
To montèlo pou prìteinan den eÐnai mia pist  anapar�stash tou neurikoÔ kutt�rou all� mia apl  parousÐash
twn dÔo katast�sewn thc logik c diadikasÐac pou lamb�nei q¸ra se autì. To basikì montèlo neuronÐou
twn Mc Culloch, Pitts èqei th morf  tou parak�tw sq matoc.

Sq ma 2.3 - Montèlo neuronÐou Mc Culloch - Pitts.

H Ðna exìdou metadÐdei thn kat�stash tou neuronÐou (diègersh   ìqi) kai telik� gÐnetai h eÐsodoc s' èna
�llo (  kai sto Ðdio an èqoume anatrofodìthsh) neurìnio. Oi eÐsodoi diairoÔntai s' autèc pou diegeÐroun
to kÔttaro kai stic apagoreutikèc. An T h arijmhtik  tim  tou katwflÐou diègershc, tìte to kÔttaro
Mc Culloch - Pitts ja diegerjeÐ an to �jroisma twn eisìdwn diègershc eÐnai megalÔtero   Ðso me thn tim 
katwflÐou kai den up�rqoun apagoreutikèc eÐsodoi.

Se mia parallag  tou montèlou Mc Culloch - Pitts tìso oi eÐsodoi diègershc Ei ìso kai oi apagoreutikèc
eÐsodoi Ai mporoÔn na p�roun tic timèc 0 kai 1. Tìte èqoume diègersh tou kutt�rou mìno an

∑

i

Ei −
∑

i

Ai ≥ T (2.1)

2.4 To Basikì Montèlo TeqnhtoÔ NeuronÐou

To basikì montèlo teqnhtoÔ neuronÐou sthrÐzetai sto montèlo Mc Culloch - Pitts kai èqei th morf 
tou parak�tw sq matoc.

Sq ma 2.4 - Basikì montèlo teqnhtoÔ neuronÐou.

To neurìnio eÐnai mia jemeliak  mon�da epexergasÐac plhroforÐac h opoÐa apoteleÐtai apì èna sÔnolo
kl�dwn diasÔndeshc, ènan kìmbo �jroishc kai mia sun�rthsh energopoÐhshc. K�je kl�doc
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diasÔndeshc i èqei èna b�roc wi to opoÐo eÐnai jetikì ean h sÔnayh eÐnai diegertikoÔ tÔpou kai arnhtikì
an h sÔnyh eÐnai apagoreutikoÔ tÔpou. O kìmboc �jroishc ajroÐzei ta s mata eisìdou afoÔ pr¸ta aut�
pollaplasiastoÔn me ta antÐstoiqa b�rh. UpologÐzetai dhlad  to mègejoc

u =
n∑

i=1

wixi (2.2)

an upojèsoume ìti èqoume n eisìdouc.
To montèlo tou neuronÐou perièqei epÐshc èna kat¸fli θ, θ > 0 pou efarmìzetai exwterik� kai afaireÐtai

apì thn èxodo tou ajroist . ProkÔptei to s ma

υ = u− θ. (2.3)

To υ apoteleÐ thn eÐsodo thc sun�rthshc energopoÐhshc h opoÐa periorÐzei to epitrepìmeno pl�toc tou
s matoc se k�poia peperasmènh tim . H tim  aut  eÐnai kai h èxodoc tou neuronÐou.

y = f(υ) (2.4)

An jèsoume w0 = θ kai x0 = −1, mporoÔme na gr�youme

υ =
n∑

i=0

wixi. (2.5)

2.5 Sunart seic EnergopoÐhshc

H sun�rthsh energopoÐhshc   alli¸c sun�rthsh sÔnjliyhc (squashing function) eggu�tai ìti to pl�toc
tou s matoc exìdou brÐsketai se èna kajorismèno di�sthma. Sun jwc to di�sthma autì eÐnai to [0, 1].
Parak�tw parousi�zoume tic treic sunart seic pou sunant¸ntai suqnìtera.

Orismìc 2.1 [ Sun�rthsh KatwflÐou ]
H sun�rthsh katwflÐou dÐnetai apì thn exÐswsh

f(υ) =

{
1, υ ≥ 0
0, υ < 0

(2.6)

¥

Orismìc 2.2 [ Kat� Tm mata Grammik  Sun�rthsh ]

f(υ) =





0, υ ≤ −1
2

υ, −1
2 ≤ υ < 1

2

1, υ ≥ 1
2

(2.7)

¥

Orismìc 2.3 [ Sigmoeid c Sun�rthsh ]
Prìkeitai gia thn sun�rthsh pou qrhsimopoioÔme suqnìtera.

DÐnetai apì th sqèsh

f(υ) =
1

1 + eλυ
(2.8)

ìpou λ h par�metroc klÐshc.
¥

EÔkola orÐzontai oi antÐstoiqec sunart seic me sÔnolo tim¸n to [−1,+1].
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2.6 Arqitektonikèc Neurwnik¸n DiktÔwn

2.6.1 Genik�

H topologik  dom  eÐnai (mazÐ me ton trìpo m�jhshc) to kÔrio qarakthristikì twn neurwnik¸n diktÔwn,
kai anafèretai sthn arqitektonik  me thn opoÐa dieujetoÔntai kai diasundèontai pollapl� neurìnia. Oi
dÔo basikèc idiìthtec pou kajorÐzoun thn arqitektonik  eÐnai to pl joc twn strwm�twn kai oi sundèseic
an�mesa sta neurìnia.

Sq ma 2.5 - Neurwnikì dÐktuo enìc str¸matoc kai neurwnikì dÐktuo dÔo strwm�twn.

2.6.2 Neurwnik� DÐktua Prosotrofodìthshc

Ta neurìnia enìc diktÔou prosotrofodìthshc diat�ssontai se èna   perissìtera kruf� epÐpeda kai èna
str¸ma exìdou. QrhsimopoioÔme ton ìro krummèno epÐpedo, diìti oi èxodoi twn neuronÐwn twn strwm�twn
aut¸n den eÐnai exwterik� parathr simec. Ta neurìnia twn diafìrwn strwm�twn sundèontai metaxÔ touc
mèsw prosarmozìmenwn paramètrwn (b�rh). Tèloc èqoume kai èna str¸ma eisìdou pou perilamb�nei touc
kìmbouc phg c mèsw twn opoÐwn oi exwterikoÐ eÐsodoi pern�ne sto pr¸to krummèno epÐpedo. Parak�tw
apeikonÐzetai èna neurwnikì dÐktuo prosotrofodìthshc pou èqei èna mìno neur¸na exìdou kai èna krufì
str¸ma pou apoteleÐtai apì Nh neurìnia.

�� ��

��

����

+1

y(t)

s (t) s (t) s  (t)1 2 Nh

.....

+1

.....

x(t-L+1)x(t) x(t-1)

Sq ma 2.6 - Neurwnikì dÐktuo prosotrofodìthshc dÔo strwm�twn.

Se efarmogèc prìbleyhc qronoseir¸n pou eÐnai kai to kÔrio antikeÐmeno thc diplwmatik c aut c, oi
eÐsodoi eÐnai èna di�nusma tim¸n pou èqoun parathrhjeÐ sto pareljìn. 'Estw loipìn x(t) = [x(t), . . . , x(t−
L + 1)] oi L eÐsodoi tou diktÔou th qronik  stigm  t. Mèsw twn sunaptik¸n bar¸n oi eÐsodoi pern�ne
sto pr¸to krummèno epÐpedo. Sta dÐktua prosotrofodìthshc me wjk sumbolÐzoume to b�roc thc sÔndeshc
an�mesa ston j neur¸na enìc epipèdou kai ton k neur¸na tou amèswc prohgoÔmenou epipèdou. Gia to
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parap�nw sq ma h èxodoc tou j neuronÐou tou krufoÔ epipèdou ja eÐnai

sj(t) = f

(
L−1∑

k=0

wjkx(t− k)− θj

)
(2.9)

ìpou f(·) h sun�rthsh energopoÐhshc tou neuronÐou kai θj to kat¸fli. An èqoume perissìtera tou enìc
krummèna epÐpeda, oi èxodoi twn neur¸nwn enìc krummènou str¸matoc qrhsimopoioÔntai san eÐsodoi gia to
epìmeno. Tèloc oi èxodoi tou teleutaÐou krufoÔ epipèdou apoteloÔn tic eisìdouc tou str¸matoc exìdou
tou opoÐou oi èxodoi apoteloÔn kai tic sunolikèc exìdouc tou diktÔou. Sthn perÐptws  mac

y(t) = g


∑

j=1

Nhwojsj(t)− θo


 (2.10)

ìpou g(·) h sun�rthsh energopoÐhshc tou neur¸na exìdou. AxÐzei na shmei¸soume pwc den eÐnai aparaÐthto
ìloi oi neur¸nec enìc diktÔou na èqoun thn Ðdia sun�rthsh energopoÐhshc.

'Otan k�je kìmboc opoioud pote str¸matoc sundèetai me ìlouc touc kìmbouc tou geitonikoÔ tou proc
ta emprìc str¸matoc, tìte to dÐktuo onom�zetai pl rwc diasundedemèno. E�n autì den isqÔei, an
leÐpoun dhlad  merikèc sundèseic tìte èqoume èna merik� diasundedemèno neurwnikì dÐktuo.

Apì thn parap�nw an�lush faÐnetai kajar� ìti èna neurwnikì dÐktuo prosotrofodìthshc ousiastik�
apoteleÐ mia mh grammik  apeikìnish apì èna di�nusma eisìdou se èna di�nusma exìdou. Gia to lìgo autì
tètoia dÐktua eÐnai qr sima gia thn montelopoÐhsh mh grammik¸n problhm�twn.

'Otan qrhsimopoioÔme dÐktua prosotrofodìthshc gia prìbleyh qronoseir¸n, den arkeÐ mìno na ka-
jorÐsoume thn arqitektonik  tou diktÔou, dhlad  ton arijmì twn kruf¸n epipèdwn kai twn neur¸nwn
se k�je str¸ma. Prèpei akìma na kajorÐsoume pìsec prohgoÔmenec parathr seic thc qronoseir�c eÐnai
aparaÐthtec gia thn prìbleyh kaj¸c kai poia prèpei na eÐnai h idanik  kajustèrhsh an�mesa se dÔo di-
adoqikèc parathr seic. An qrhsimopoioÔme polÔ mikrì arijmì parathr sewn den ja katafèroume na pros-
eggÐsoume ikanopoihtik� to qaotikì sÔsthma, en¸ an p�roume meg�lo arijmì prohgoÔmenwn tim¸n mporeÐ
na odhghjoÔme se probl mata uperekpaÐdeushc. Dhlad  en¸ to dÐktuo ja antapokrÐnetai polÔ kal� sta
prìtupa me ta opoÐa èqei ekpaideuteÐ den ja mporeÐ na k�nei ikanopoihtikèc problèyeic gia prìtupa pou
den èqei xanadeÐ. H bibliografÐa perièqei merikèc mejìdouc me tic opoÐec mporoÔme na kajorÐsoume ton
kat�llhlo arijmì prohgoÔmenwn parathr sewn gia to montèlo mac all� mia parousÐas  touc xefeÔgei apì
ta ìria thc diplwmatik c aut c ergasÐac.

2.6.3 Anadromik� Neurwnik� DÐktua

E�n to neurwnikì dÐktuo perièqei toul�qiston èna brìqo anatrofodìthshc o opoÐoc anakukl¸nei plhro-
forÐa mèsw tou Ðdiou   prohgoÔmenwn strwm�twn tìte onom�zetai anadromikì neurwnikì dÐktuo. O
aploÔsteroc trìpoc gia thn eisagwg  anadrom c s' èna ND mporeÐ na gÐnei mèsw enìc topikoÔ sundèsmou
anatrofodìthshc. Se dÐktua autoÔ tou tÔpou anadromikèc sundèseic up�rqoun mìno apì neur¸nec tou
krufoÔ epipèdou pÐsw ston eautì touc, ìpwc faÐnetai sto Sq ma 2.7. Ta dÐktua pou prokÔptoun onom�zontai
topik� anadromik� neurwnik� dÐktua kai h èxodoc y(t) den exart�tai mìno apì to di�nusma eisìdou
x(t) all� kai apì tic prohgoÔmenec exìdouc tou krummènou str¸matoc, dhlad  to di�nusma s(t − 1). Me
ton trìpo autì, èmessa mèsw tou krufoÔ str¸matoc h èxodoc tou diktÔou ja exart�tai apì ìlec tic
prohgoÔmenec eisìdouc.

Ta pleonekt mata gia thn efarmog  topik¸n anadromik¸n sundèsewn sqetÐzontai kurÐwc me lìgouc
ulopoÐhshc. H aparaÐthth plhroforÐa gia ton upologismì thc exìdou enìc neuronÐou, eÐnai topik  se
k�je neur¸na kaj¸c oi timèc twn exìdwn twn �llwn neur¸nwn tou Ðdiou epipèdou den summetèqoun ston
upologismì. Aut  h idiìthta k�nei thn ulopoÐhsh (eisagwg ) topik¸n anadromik¸n sundèsewn polÔ eÔkolh
(apl  epèktash tou diktÔou prosotrofodìthshc). 'Etsi lìgw mikr c poluplokìthtac to montèlo autì
qrhsimopoieÐtai suqn�.

An doÔme ìmwc ti mac prosfèrei mia topik  anadromik  sÔndesh poiotik�, ja diapist¸soume ìti ta
wfèlh eÐnai el�qista. Kaj¸c den up�rqoun sundèseic metaxÔ twn neur¸nwn tou krufoÔ epipèdou, den
up�rqei allhlepÐdrash metaxÔ touc me apotèlesma h dunamik  pou mporeÐ na montelopoi sei èna tètoio
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Sq ma 2.7 - Topikì anadromikì neurwnikì dÐktuo.

dÐktuo na eÐnai periorismènh. 'Etsi gia prìbleyh qronoseir¸n me qr sh topik� anadromik¸n diktÔwn, eÐnai
kai p�li aparaÐthto na k�noume mÐa swst  epilog  twn eisìdwn.

'Ena pio sÔnjeto anadromikì montèlo eÐnai autì pou faÐnetai sto parak�tw sq ma. Ed¸ k�je neur¸nac
tou krufoÔ epipèdou èqei mia anadromik  sÔndesh me ìlouc touc neur¸nec tou krufoÔ str¸matoc, dhlad 
me ìla ta stoiqeÐa tou dianÔsmatoc s(t−1). To dÐktuo autì onom�zetai pl rwc anadromikì   dÐktuo
Elman.
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Sq ma 2.8 - DÐktuo Elman.

Ex' aitÐac twn pollapl¸n anadromik¸n sundèsewn twn pl rwc anadromik¸n diktÔwn, aut� parousi�zoun
polÔ perissìterec dunatìthtec montelopoÐhshc qaotik¸n susthm�twn se sqèsh me ta topik� anadromik�
dÐktua. Sugkekrimèna èqei apodeiqteÐ ìti èna pl rwc anadromikì neurwnikì dÐktuo, m' èna mìno krufì
str¸ma mporeÐ na montelopoi sei èna aujaÐreto dunamikì sÔsthma. Autì shmaÐnei pwc tètoia dÐktua mporoÔn
na qrhsimopoihjoÔn gia thn prìbleyh opoiasd pote qronoseir�c.

E�n t¸ra dhmiourg soume sundèsmouc anatrofodìthshc apì touc neur¸nec exìdou se autoÔc tou
krufoÔ str¸matoc kai apomakrÔnoume tic anadromikèc sundèseic metaxÔ twn neuronÐwn tou krummènou
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epipèdou prokÔptei to dÐktuo pou faÐnetai sto Sq ma 2.9. Sth bibliografÐa to dÐktuo autì suqn� sunant�tai
me thn onomasÐa dÐktuo Jordan.
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Sq ma 2.9 - DÐktuo Jordan.

2.7 M�jhsh Neurwnik¸n DiktÔwn

2.7.1 Genik�

H m�jhsh eÐnai mÐa jemeliak  ikanìthta twn neurwnik¸n diktÔwn, h opoÐa touc epitrèpei na majaÐnoun
apì to perib�llon touc kai na belti¸noun th sumperifor� tou, dhlad  thn apotelesmatikìthta sth mon-
telopoÐhsh tou ek�stote probl matoc, me to pèrasma tou qrìnou. Sta ND h m�jhsh ègkeitai sthn
ananèwsh twn sunaptik¸n bar¸n ètsi ¸ste h apìkrish tou diktÔou na proseggÐsei ìso to dunatìn kalÔtera
mia epijumht  sumperifor�. H m�jhsh aut  ousiastik� eÐnai mia epanalhptik  diadikasÐa ananèwshc twn
sunaptik¸n bar¸n kai katwflÐwn.

An�loga me to prìblhma pou kaleÐtai na prosomoi¸sei èna ND efarmìzoume kai thn kat�llhlh di-
adikasÐa m�jhshc. Ja parousi�soume sunoptik� thn epiblepìmenh, thn enisqutik  kai thn mh epi-
blepìmenh m�jhsh.

2.7.2 Epiblepìmenh M�jhsh

To kÔrio qarakthristikì thc epiblepìmenhc m�jhshc eÐnai h Ôparxh enìc exwterikoÔ {dask�lou} o
opoÐoc parèqei sto dÐktuo tic epijumhtèc exìdouc stic di�forec eisìdouc. 'Otan èna di�nusma eisìdou
ekpaÐdeushc eis�getai sto dÐktuo, o {d�skaloc} eisag�gei thn epijmht  apìkrish. Oi par�metroi tou
diktÔou anane¸nontai ètsi ¸ste na elaqistopoihjeÐ to sf�lma an�mesa sthn epijumht  kai thn pragmatik 
èxodo. H tetragwnik  sun�rthsh kìstouc eÐnai

J(w) =
1
2
E

[
(y(t)− yd(t))2

]
(2.11)

ìpou w eÐnai to di�nusma twn eleÔjerwn paramètrwn tou sust matoc m�jhshc, y(t) h pragmatik  èxodoc
kai yd(t) h epijumht  apìkrish tou diktÔou. Skopìc thc diadikasÐac ekpaÐdeushc eÐnai h elaqistopoÐhsh thc
sun�rthshc J(·). Oi algìrijmoi pou qrhsimopoioÔme ja exetastoÔn sto epìmeno kef�laio.

2.7.3 Enisqutik  M�jhsh

Ston tÔpo autì m�jhshc, to neurwnikì dÐktuo trofodoteÐtai p�li me deigmatik� prìtupa eisìdou all� se
antÐjesh me thn epiblepìmenh m�jhsh den parousi�zontai oi epijumhtèc apokrÐseic stic eisìdouc autèc. Ed¸
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qrhsimopoieÐtai èna mètro thc ep�rkeiac thc prokÔptousac apìkrishc to opoÐo mporeÐ na odhg sei to dÐktuo
sthn epijumht  sumperifor�. To mètro autì eÐnai gnwstì wc enisqutikì s ma kai anatrofodoteÐtai
sto ND ètsi ¸ste na epibrabeÔsei tic orjèc sumperiforèc kai na timwr sei tic lanjasmènec.

Sunoptik� h enisqutik  m�jhsh leitourgeÐ wc ex c :

• To neurwnikì dÐktuo upologÐzei tic exìdouc pou par�gontai apì thn trèqousa eÐsodo me tic paroÔsec
timèc twn bar¸n.

• To sÔsthma axiologeÐ thn èxodo kai to enisqutikì s ma trofodoteÐtai sto dÐktuo.

• Ta b�rh anane¸nontai me b�sh to enisqutikì s ma aux�nontac tic timèc twn bar¸n pou sunèbalan se
kal  sumperifor� h mei¸nontac tic timèc aut¸n pou prok�lesan kak  sumperifor�.

• To dÐktuo y�qnei na brei èna sÔnolo bar¸n ta opoÐa teÐnoun n' apofÔgoun arnhtik� enisqutik� s mata.

H diafor� an�mesa sthn epiblepìmenh kai thn enisqutik  m�jhsh eÐnai ìti sthn enisqutik  to sÔsthma
m�jhshc belti¸netai qrhsimopoi¸ntac èna krit rio sumperifor�c oi timèc tou opoÐou dÐnontai apì to perib�l-
lon, se antÐjesh me thn epiblepìmenh ìpou to krit rio sumperifor�c kajorÐzetai me b�sh tic epijumhtèc
exìdouc. 'Ena sÔsthma enisqutik c m�jhshc mporeÐ na jewrhjeÐ wc èna {sÔsthma axiolìghshc me anatro-
fodìthsh} en¸ oi kanìnec pou qrhsimopoieÐ mporoÔn na jewrhjoÔn wc diadikasÐa tuqaÐac anaz thshc h
opoÐa prospajeÐ na beltistopoi sei èna mètro sumperifor�c. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti ta neurwnik� dÐktua
prosotrofodìthshc kaj¸c kai ta anadromik� mporoÔn na ekpaideutoÔn kai me kanìnec enisqutik c m�jhshc.

2.7.4 Mh Epiblepìmenh M�jhsh

Ston tÔpo autì m�jhshc, pou kaleÐtai kai auto-organoÔmenh m�jhsh, den qrhsimopoieÐtai exwterikìc
d�skaloc gia na epiblèyei thn diadikasÐa ekpaÐdeushc. 'Ena sÔsthma mh epiblepìmenhc m�jhshc leitourgeÐ
ex�gontac idiìthtec   qarakthristik� twn protÔpwn eisìdou qwrÐc na gnwrÐzei poiec kathgorÐec exìdwn
eÐnai epijumhtèc. Dhlad  to sÔsthma kathgoriopoieÐ mìnimec idiìthtec qwrÐc kamÐa anatrofodìthsh apì to
perib�llon. To neurwnikì dÐktuo sun jwc ekpaideÔetai na dunam¸nei thn purodìthsh se apìkrish suqn�
emfanizìmenwn protÔpwn. Me ton trìpo autì katafèrnei na anaptÔssei eswterikèc parast�seic gia thn
kwdikopoÐhsh protÔpwn eisìdou.
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Kef�laio 3

Algìrijmoi BeltistopoÐhshc kai
EkpaÐdeush Neurwnik¸n DiktÔwn

3.1 Eisagwg 

Sto kef�laio autì, ja exet�soume to prìblhma thc elaqistopoÐhshc suneq¸n kai diaforÐsimwn su-
nart sewn poll¸n metablht¸n, parousi�zontac merikoÔc eurèwc qrhsimopoi menouc algorÐjmouc. MÐa
apì tic aploÔsterec mejìdouc, eÐnai aut  thc apìtomhc kajìdou (gradient descent) thn opoÐa kai ja
melet soume analutik�. Ektìc aut c ja doÔme perilhptik�, kai orismènouc �llouc algorÐjmouc ètsi ¸ste
na apokt soume mÐa pio sfairik  eikìna twn mejìdwn pou sunant�me sth bibliografÐa gia thn epÐlush
problhm�twn beltistopoÐhshc.

3.2 Algìrijmoi BeltistopoÐhshc

3.2.1 Epif�neiec L�jouc - Orismìc Probl matoc

To prìblhma pou ja exet�soume eÐnai h elaqistopoÐhsh thc sun�rthshc sf�lmatoc E orismènh se ènan
q¸ro n-diast�sewn w = [w1, w2, . . . , wn]T . H eÔresh dhlad  enìc elaqÐstou (eÐte topikoÔ eÐte olikoÔ)
w = w∗ thc E(w).

EÐnai qr simo na èqoume mia apl  gewmetrik  anapar�stash thc diadikasÐac elaqistopoÐhshc tou sf�l-
matoc. H anapar�stash aut  mporeÐ na prokÔyei jewr¸ntac thn E(w) san mia epif�neia orismènh p�nw
ston dianusmatikì q¸ro twn paramètrwn w ìpwc faÐnetai kai sto Sq ma 3.1 .

Sq ma 3.1 - Epif�neia sf�lmatoc.

Ta shmeÐa A kai B eÐnai ta el�qista thc sun�rthshc sf�lmatoc. To bel�ki sto shmeÐo C deÐqnei thn
klÐsh ∇E.

55
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Sth genik  perÐptwsh h sun�rthsh sf�lmatoc E mporeÐ na eÐnai mh grammik  wc proc to w∗. Lìgw thc
poluplokìthtac aut c thc E katafeÔgoume s' epanalhptikoÔc algorÐjmouc gia thn eÔresh twn akrot�twn
kai sugkekrimèna twn elaqÐstwn. Oi algìrijmoi autoÐ xekinoÔn apì èna dedomèno arqikì shmeÐo x0 kai
kataskeu�zoun mia akoloujÐa shmeÐwn {xi}∞i=0 sÔmfwna me ton kanìna

Kanìnac 3.1 K�je nèo shmeÐo xi+1 thc akoloujÐac prokÔptei apì to prohgoÔmeno mèsw miac apeikìnishc
A : <n → <n ¸ste

xi+1 = A(xi). (3.1)

H apeikìnish A qarakthrÐzei ton algìrijmo kai diafèrei apì algìrijmo se algìrijmo.

Ousiastik� se k�je epan�lhyh tou algorÐjmou h nèa tim  twn paramètrwn w diafèrei apì thn prohgoÔmenh
kat� mi� posìthta ∆w. Dhlad ,

w(τ+1) = w(τ) + ∆w(τ) (3.2)

ìpou me τ sumbolÐzoume ton arijmì epanal yewn tou algorÐjmou.

K�poioi algìrijmoi ìpwc oi yeudo-Neut¸nioi mporoÔn na egguhjoÔn ìti h sun�rthsh sf�lmatoc den j'
auxhjeÐ ex' aitÐac thc allag c tou dianÔsmatoc w. 'Ena pijanì prìblhma eÐnai ìti oi algìrijmoi autoÐ an
entopÐsoun topikì el�qisto ja pagideutoÔn ekeÐ. H arqik  epilog  twn bar¸n eÐnai aut  pou ja kajorÐsei
an oi mèjodoi ja katal xoun sto olikì el�qisto. Akìma oi algìrijmoi autoÐ endèqetai na {koll soun} gia
meg�lo qronikì di�sthma se samaroeid  shmeÐa   perioqèc stic opoÐec h sun�rthsh sf�lmatoc èqei polÔ
mikrèc metabolèc (eÐnai dhlad  sqedìn epÐpedh).

Antijètwc se �llouc algorÐjmouc mporeÐ na emfanisteÐ topik� aÔxhsh thc sun�rthshc sf�lmatoc E
ex' aitÐac thc allag c tou dianÔsmatoc w, parousi�zontac mh sugklÐnousa sumperifor�. MporoÔn ìmwc na
xepernoÔn topik� el�qista kai na kateujÔnontai sta olik� el�qista tou probl matoc.

DiaforetikoÐ algìrijmoi parousi�zoun diaforetik  sumperifor� sthn perioq  enìc el�qistou shmeÐou.
An sumbolÐsoume me ε(τ) thn apìstash apì to el�qisto th stigm  (τ), tìte h sÔgklish èqei th genik  morf 

ε(τ+1) ∝
(
ε(τ)

)L
(3.3)

ìpou to L antistoiqeÐ sthn t�xh thc sÔgklishc. Gia L = 1 èqoume grammik  en¸ gia L = 2 tetragwnik 
sÔgklish.

3.2.2 Algìrijmoc Apìtomhc Kajìdou

H klÐsh miac diaforÐsimhc sun�rthshc E : <n → < sto shmeÐo w eÐnai to di�nusma twn merik¸n
parag¸gwn thc E kai to sumbolÐzoume me g.

g(w) = ∇E(w) =
[
ϑE(w)
ϑw1

,
ϑE(w)
ϑw2

, . . . ,
ϑE(w)
ϑwn

]T

(3.4)

Ston algìrijmo thc apìtomhc kajìdou (steepest descent), pou eÐnai kai ènac apì touc aploÔsterouc,
arqÐzoume me èna di�nusma paramètrwn w(0) pou èqei prokÔyei me tuqaÐa epilog . Sth sunèqeia epanalhptik�
anane¸noume to di�nusma autì ètsi ¸ste sto b ma τ na kinhjoÔme proc thn kateÔjunsh tou megalÔterou
rujmoÔ meÐwshc tou sf�lmatoc, dhlad  sthn kateÔjunsh thc arnhtik c klÐshc sto shmeÐo w(τ) :

∆w(τ) = −η∇E|w(τ) . (3.5)

H par�metroc η onom�zetai rujmìc m�jhshc kai an exasfalÐsoume ìti o rujmìc autìc eÐnai arket�
mikrìc, mporoÔme na peimènoume meÐwsh thc tim c tou sf�lmatoc E se k�je epan�lhyh tou algorÐjmou.

ParathroÔme ìti o algìrijmoc thc apìtomhc kajìdou mporeÐ na efarmosteÐ se k�je dianusmatikì q¸ro,
anexart tou arijmoÔ diast�sewn DÔo meionekt mata thc mejìdou eÐnai ta akìlouja.

• O algìrijmoc mporeÐ na qreiasteÐ meg�lo arijmì epanal yewn gia na ft�sei s' èna el�qisto.
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• H epilog  tou kat�llhlou rujmoÔ m�jhshc. MporeÐ na qrhsimopoihjeÐ èreuna gramm c gia ton pros-
diorismì tou all� eÐnai qronobìra diadikasÐa. AntÐjeta an epilèxoume mia tuqaÐa stajer  tim  gia to
η mporeÐ na èqoume ftwq� apotelèsmata.

Parak�tw apeikonÐzetai h efarmog  thc mejìdou se dÔo diaforetikèc sunart seic.

Sq ma 3.2 - Efarmog  thc mejìdou steepest descent se dÔo sunart seic.

3.2.3 Algìrijmoc Apìtomhc Kajìdou me 'Oro Orm c

H qr sh enìc ìrou orm c sthn exÐswsh ananèwshc twn bar¸n tou algorÐjmou thc apìtomhc kajìdou,
odhgeÐ sthn statikìthta thc kÐnhshc tou algorÐjmou mèsa ston dianusmatikì q¸ro twn paramètrwn kai
elatt¸nei pijanèc talant¸seic. H tropopoihmènh exÐswsh gÐnetai

∆w(τ) = −η∇E|w(τ) + µ∆w(τ−1). (3.6)

ìpou me µ sumbolÐzoume ton ìro orm c.
Gia na katal�boume to apotèlesma thc eisagwg c enìc ìrou orm c, ac jewr soume thn efarmog  tou

algorÐjmou se mia perioq  tou q¸rou twn paramètrwn ìpou h sun�rthsh sf�lmatoc èqei polÔ mikr 
kampulìthta. Tìte mporoÔme na upojèsoume ìti h klÐsh paramènei amet�blhth opìte efarmìzontac thn
parap�nw exÐswsh diadoqik� paÐrnoume

∆w = −η∇E {
1 + µ+ µ2 + . . .

}
. (3.7)

Mèsa stic aggÔlec èqoume mia arijmhtik  seir� opìte ajroÐzontac paÐrnoume

∆w = − η

1− µ
∇E (3.8)

dhlad  me thn eisagwg  tou ìrou orm c aux�noume ton rujmì m�jhshc apì η se η
1−µ . EÐnai profanèc ìti

to µ prèpei na brÐsketai sto di�sthma 0 ≤ µ < 1
T¸ra se mia perioq  meg�lhc kampulìthtac ìpou h mèjodoc thc klÐshc parousi�zei talant¸seic, h

Ôparxh tou ìrou orm c den èqei epirro  sto rujmì m�jhshc kaj¸c oi diadoqikèc suneisforèc tou ìrou
orm c allhloexoudeter¸nontai.

Genik� h eisagwg  enìc ìrou orm c odhgeÐ se shmantik  beltÐwsh thc apìdoshc tou algorÐjmou thc
apìtomhc kajìdou. 'Eqoume ìmwc thn eisagwg  miac akìma paramètrou µ h tim  thc opoÐac prèpei na
epileqteÐ mazÐ me aut  tou rujmoÔ m�jhshc η.
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3.2.4 Klasik  Mèjodoc Newton

An anaptÔxoume se seir� Taylor deÔterhc t�xhc thn sun�rthsh sf�lmatoc E(w) gÔrw apì èna shmeÐo
wi kont� se èna topikì el�qisto, tìte h E proseggÐzetai apì thn tetragwnik  sun�rthsh

E(w) = E(wi) + gT (w −wi) +
1
2
(w −wi)TH(w −wi) (3.9)

ìpou H h m tra Hessian pou apoteleÐtai apì tic deÔterhc t�xhc merikèc parag¸gouc thc E(w).
H parap�nw eÐnai mÐa tetragwnik  exÐswsh wc proc w opìte gia na broÔme to el�qisto w∗thc E den

èqoume par� na broÔme to shmeÐo mhdenismoÔ thc parag¸gou thc E wc proc (w dE
dw ), dhlad  na lÔsoume

thn exÐswsh
0 = g + H(w∗ −wi). (3.10)

An o antÐstrofoc pÐnakac thc m trac H up�rqei, èqoume mÐa monadik  lÔsh. 'Otan to el�qisto shmeÐo
w∗ tou anaptÔgmatoc Taylor epilègetai san to epìmeno shmeÐo tou wi, èqoume thn klasik  Neut¸nia
mèjodo   th mèjodo Newton-Raphson

w∗ = wi −H−1g. (3.11)

To di�nusma −H−1g eÐnai gnwstì san kateÔjunsh Newton. Se antÐjesh me to di�nusma thc klÐshc −∇E
h kateÔjunsh Newton se mÐa tetragwnik  epif�neia sf�lmatoc, upologismènh se opoiod pte shmeÐo w
stoqeÔei kateujeÐan sto el�qisto thc sun�rthshc sf�lmatoc. Epeid  ìmwc h tetragwnik  sun�rthsh
prokÔptei mèsw prosèggishc Taylor qrei�zetai na efarmìsoume thn parap�nw exÐswsh epanalhptik� kai na
upologÐsoume thn m tra Hessian se k�je endi�meso shmeÐo w∗.

Sto akìloujo sq ma faÐnetai h efarmog  twn dÔo mejìdwn pou èqoume exet�sei (mèjodoc apìtomhc
kajìdou, mèjodoc Newton) sthn Ðdia epif�neia sf�lamtoc.

Sq ma 3.3 - Efarmog  thc mejìdou steepest descent kai tou algorÐjmou Newton sthn Ðdia epif�neia
sf�lmatoc.

H mèjodoc Newton parousi�zei k�poia meionekt mata sthn efarmog  thc se neurwnik� dÐktua. Arqik� o
akrib c upologismìc thc m trac Hessian gia mh grammik� dÐktua, eÐnai polÔ apaithtikìc upologistik� kaj¸c
apaiteÐ O(NW 3) b mata, ìpou W o arijmìc twn paramètrwn kai N o arijmìc twn protÔpwn ekpaÐdeushc.
Autìc o upologismìc prèpei na gÐnei se k�je st�dio thc epanalhptik c diadikasÐac opìte eÐnai apagoreutik�
qronobìroc. DeÔteron prèpei na upologisteÐ o antÐstrofoc tou Hessian pÐnaka, diadikasÐa pou èqei O(W 3)
qronik  poluplokìthta kai apaiteÐ p�li polÔ qrìno. Akìma h kateÔjunsh Newton mporeÐ na stoqeÔei se
èna mègisto   èna samaroeidèc shmeÐo par� sto epijumhtì el�qisto. Autì sumbaÐnei an h m tra Hessian den
eÐnai jetik� orismènh. 'Etsi kaneÐc den mporeÐ na egguhjeÐ ìti to sf�lma ja mei¸netai se k�je epan�lhyh.
Autì faÐnetai kai sto prohgoÔmeno shmeÐo ìpou o algìrijmoc Newton den sugklÐnei gia to shmeÐo X se
antÐjesh me ton algìrijmo thc apìtomhc kajìdou. Tèloc to m koc b matoc tou algorÐjmou (H−1g) mporeÐ
na eÐnai polÔ meg�lo ètsi ¸ste na xefeÔgoume apì ta ìria thc eggurìthtac thc tetragwnik c prosèggishc,
kai na èqoume astaj  algìrijmo.
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3.2.5 Tropopoi seic Mejìdou Newton

An k�poio trèqon shmeÐo w eÐnai makri� apì èna topikì el�qisto w∗, h klasik  mèjodoc mporeÐ na
mhn d¸sei mia kateÔjunsh kajìdou ex' aitÐac twn apokommènwn ìrwn uyhlìterhc t�xhc sto an�ptugma
Taylor thc sun�rthshc E(·). Up�rqoun orismènec tropopoi seic thc klasik c mejìdou Newton oi opoÐec
thc prosdÐdoun perissìterh apodotikìthta kai axiopistÐa.

3.2.5.1 Prosarmozìmeno M koc B matoc

'Opwc anafèrame parap�nw to m koc b matoc mporeÐ na eÐnai polÔ meg�lo gia na odhg sei se meÐwsh thc
sun�rthshc sf�lmatoc E(w). Mia apl  tropopoÐhsh eÐnai h eisagwg  miac jetik c paramètrou η. 'Etsi h
exÐswsh ananèwshc gÐnetai

wi+1 = wi − ηH−1g, (3.12)

ìpou η eÐnai epilegmèno ètsi ¸ste na elaqistopoieÐtai h E. Kont� sth lÔsh to η anamènetai na eÐnai kont�
sto 1. MporoÔme na kajorÐsoume to η ètsi ¸ste na ikanopoieÐtai h sqèsh E(wi+1) < E(wi) me ènan
euristikì trìpo. Gia par�deigma ja mporoÔsame na èqoume

ηk+1 =
1
2
ηk, k = 0, 1, 2, 3, . . . (3.13)

ìpou to arqikì shmeÐo η0 epilègetai na eÐnai 1   mikrìtero. Up�rqoun kai pio sÔnjetec mèjodoi gia ton
kajorismì tou b matoc ìpwc h èreuna gramm c, all� h melèth touc xefeÔgei apì ta ìria aut c thc ergasÐac.

3.2.5.2 Tropopoi seic Levenberg-Marquardt

'Otan h m tra Hessian den eÐnai jetik� orismènh, tìte ìpwc eÐdame, h kateÔjunsh Newton mporeÐ na
odhg sei se èna topikì mègisto   k�poio samaroeidèc shmeÐo. To prìblhma autì mporeÐ na lujeÐ an
prosjèsoume ènan jetik� orismèno pÐnaka P sth m tra H ètsi ¸ste na gÐnei jetik� orismènh. H mejodologÐa
aut  prot�jhke apì touc Levenberg, Marquardt gia probl mata elaqÐstwn tetrag¸nwn kai argìtera o
Goldfield ef rmose thn idèa sth mèjodo Newton. 'Otan P = λI tìte h exÐswsh ananèwshc twn paramètrwn
gÐnetai

wi+1 = wi − (H + λI)−1g, (3.14)

ìpou I o monadiaÐoc pÐnakac kai λ mÐa mh arnhtik  tim . An�loga sth tim  tou λ h mèjodoc metabaÐnei omal�
an�mesa stic dÔo akraÐec peript¸seic. Gia λ → 0 èqoume th mèjodo Newton en¸ gia λ → ∞ prokÔptei o
algìrijmoc thc apìtomhc kajìdou.

3.2.6 SÔgkrish Mejìdwn

Sq ma 3.4 - Mh tetragwnik  epif�neia kai oi kateujÔnseic efarmog c twn algorÐjmwn
beltistopoÐhshc me arqikì shmeÐo to A.
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Sto parap�nw sq ma arister� blèpoume mia epif�neia sf�lmatoc kai èna shmeÐo p�nw s' aut n. H
epif�neia aut  dÐnetai apì thn exÐswsh

E(w) = 3(1− x)2e−x2−(y+1)2 − 10(
x

5
− x3 − y5)e−x2−y2 − 1

3
e−(x+1)2−y2

, (3.15)

prìkeitai dhlad  gia mia mh tetragwnik  exÐswsh. Dexi� blèpoume ta dianÔsmata pou deÐqnoun tic ka-
teujÔnseic pou j' akolouj soun oi algìrijmoi pou èqoume exet�sei an efarmostoÔn me to en lìgw shmeÐo
san arqikì. Me pr�sino eÐnai o algìrijmoc thc apìtomhc kajìdou, me mplè h mèjodoc Newton ènw me
kìkkino kai gal�zio h mèjodoc Levenberg-Marquardt gia λ = 1 kai λ = 4 antÐstoiqa. ParathroÔme pwc
mìno h mèjodoc thc apìtomhc kajìdou odhgeÐ sto topikì el�qisto.

Epanalamb�noume to Ðdio peÐrama gia mia parabolik  epif�neia sq matoc me exÐswsh

E(w) = x2 + xy + y2 − x+ y. (3.16)

Sq ma 3.5 - Parabolik  epif�neia kai oi kateujÔnseic efarmog c twn algorÐjmwn beltistopoÐhshc me
arqikì shmeÐo to A.

Tèloc epanalamb�noume to Ðdio peÐrama gia thn uperbolik  epif�neia

E(w) = x2 − y2 (3.17)

kai ta apotelèsmata faÐnontai parak�tw.

Sq ma 3.6 - Uperbolik  epif�neia kai oi kateujÔnseic efarmog c twn algorÐjmwn beltistopoÐhshc me
arqikì shmeÐo to A.

Apì ta parap�nw diapist¸noume pwc o algìrijmoc thc apìtomhc kajìdou, emfanÐzei ta kalÔtera apo-
telèsmata kai eÐnai autìc pou ja qrhsimopoi soume gia thn ekpaÐdeush neurwnik¸n diktÔwn. Oi �llec
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mèjodoi ìpwc blèpoume den deÐqnoun p�nta se topik� el�qista all� suqn� kateujÔnoun thn anaz thsh se
mègista   samaroeid  shmeÐa.

3.2.7 Krit ria TermatismoÔ

'Otan gia thn eÔresh tou el�qistou shmeÐou den qrhsimopoioÔme k�poia analutik  mèjodo all� al-
gorÐjmouc beltistopoÐhshc, eÐnai aparaÐthto na kajorÐsoume èna krit rio me to opoÐo ja stamat�ei h
anaz thsh bèltistou. H efarmog  tou krithrÐou autoÔ ja prèpei na deÐqnei ìti h anaz thsh mac èqei
odhg sei s' èna shmeÐo w∗ pou proseggÐzei ikanopoihtik� to el�qisto. Merik� apì aut� ta krit ria eÐnai
ta akìlouja.

Termatismìc met� apì ènan arijmì epanal yewn. To krit rio autì eggu�tai ìti h anaz thsh
bèltistou ja termatisteÐ. to polÔ met� apì sugkekrimèno arijmì epanal yewn. To prìblhma ìmwc eÐnai
ìti den mporoÔme na xèroume ek twn protèrwn pìsec epanal yeic ja qreiastoÔn gia na ft�sei o algìrijmoc
kont� s' èna el�qisto. Akìma o arijmìc autìc diafèrei apì dÐktuo se dÐktuo. Gia to lìgo autì prèpei
na qrhsimopoieÐtai se sunduasmì me k�poio �llo kaj¸c eÐnai mìno posotikì (arijmìc epanal yewn) kai ìqi
poiotikì.

Termatismìc met� apì sugkekrimèno qrìno. O qrìnoc metr�tai se kÔklouc thc kentrik c
mon�dac epexergasÐac tou upologist . Kai autì eÐnai èna posotikì kajar� krit rio ìpwc to prohgoÔmeno
kaj¸c den mporoÔme na xèroume pìsoc qrìnoc j' apaithjeÐ.

Termatismìc ìtan h sun�rthsh sf�lmatoc gÐnei mikrìterh apì èna ìrio. To prìblhma
me autì to krit rio eÐnai ìti potè mporeÐ na mh ft�soume sto epijumhtì ìrio. MporoÔme ìmwc na to
sundu�soume me k�poio apì ta dÔo prohgoÔmena.

Termatismìc ìtan h sqetik  allag  thc sun�rthshc sf�lmatoc pèsei k�tw apì èna
ìrio.

E(wk+1)/E(wk) ≤ ε (3.18)

To meionèkthma tou krithrÐou autoÔ eÐnai ìti sta mh grammik� montèla, suqn� h epif�neia sf�lmatoc èqei
perioqèc pou eÐnai sqedìn epÐpedec. 'Etsi up�rqei perÐptwsh na termatÐsei thn anaz thsh polÔ gr gora kai
makri� apì k�poio bèltisto shmeÐo.

Termatismìc ìtan to sf�lma se dedomèna epal jeushc arqÐsei na aux�netai. Autì eÐnai
èna krit rio pou bohj�ei to dÐktuo na mhn emfanÐzei to prìblhma thc uperekpaÐdeushc kai èqei dunatìthtec
genÐkeushc.

Sthn pr�xh sun jwc qrhsimopoioÔme k�poion sunduasmì twn parap�nw krithrÐwn ètsi ¸ste na èqoume ìso
to dunatìn kalÔtera apotelèsmata mèsa se logik� p�nta plaÐsia qrìnou kai upologistik¸n apait sewn.
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3.3 Algìrijmoi EkpaÐdeushc Neurwnik¸n DiktÔwn

3.3.1 Genik�

Sto prohgoÔmeno kef�laio exet�same thn arqitektonik  twn neurwnik¸n diktÔwn. AfoÔ kajorÐsoume
th morf  tou diktÔou prèpei na prosarmìsoume tic paramètrouc tou (b�rh kai kat¸flia) ètsi ¸ste na
montelopoieÐ epituq¸c to prìblhma. Gia na gÐnei autì prèpei na ekpaideÔsoume to neurwnikì dÐktuo
kai oi algìrijmoi pou qrhsimopoioÔntai gia ton skopì autì ja exetastoÔn parak�tw. Stìqoc eÐnai h
elaqistopoÐhsh miac sun�rthshc sf�lmatoc an�mesa stic exìdouc tou diktÔou kai tic epijumhtèc apokrÐseic
opìte ja basistoÔme stouc genikoÔc algorÐjmouc beltistopoÐhshc pou parousi�same prohgoumènwc. Ar-
qik� ja exet�soume thn ekpaÐdeush neurwnik¸n diktÔwn prosotrofodìthshc kai sth sunèqeia ja anafer-
joÔme stouc algorÐjmouc ekpaÐdeushc anadromik¸n diktÔwn. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti asqoloÔmaste me
dÐktua epiblepìmenhc m�jhshc.

O basikìc kanìnac ston opoÐo ja epikentrwjoÔme eÐnai autìc thc an�strofhc di�doshc (Backpropaga-
tion) kai sthrÐzetai sthn mèjodo thc apìtomhc kajìdou. Mèsw tou algorÐjmou autoÔ katafèrnoume
na apoktoÔme anadromik� èna di�nusma klÐshc k�je stoiqeÐo tou opoÐou eÐnai h merik  par�gwgoc miac
sun�rthshc sf�lmatoc wc proc mÐa par�metro (b�roc) tou diktÔou. QrhsimopoioÔme ton ìro an�strofh
di�dosh, giatÐ gia ton upologismì tou dianÔsmatoc klÐshc ta sf�lmata diadÐdontai proc ta pÐsw mèsw twn
krummènwn strwm�twn. AfoÔ upologisteÐ to di�nusma autì mporoÔn na efarmostoÔn di�forec teqnikèc gia
thn ananèwsh twn paramètrwn tou diktÔou.

3.3.2 Orismìc Probl matoc

Gia na gÐnei h ekpaÐdeush tou diktÔou qreiazìmaste èna sÔnolo apì dedomèna ekpaÐdeushc D pou
apoteleÐtai apì eisìdouc x(t) kai tic antÐstoiqec epijumhtèc exìdouc d(t), D = {x(t),d(t)}P

p=1, ìpou
P o arijmìc twn paradeigm�twn. Stìqoc mac eÐnai na ekpaideÔsoume autì to dÐktuo ¸ste oi èxodoÐ tou na
eÐnai kont� stic pragmatikèc. Prèpei na orÐsoume loipìn, èna mètro apìdoshc tou diktÔou. EÐnai logikì na
jewr soume pwc èna {kalì} dÐktuo perigr�fei kal� ta dedomèna ekpaÐdeushc, dhlad  dÐnei mikr� sf�lmata,

e(t) = d(t)− y(t|w,x(t)) (3.19)

ìpou d(t) h epijumht  èxodoc th qronik  stigm  t kai y(t|w,x(t)) h pragmatik  èxodoc tou diktÔou thn
Ðdia qronik  stigm  gia eÐsodo x(t) kai paramètrouc w. Gia aplìthta apì dw kai sto ex c ja paraleÐpoume
thn ex�rthsh apì thn eÐsodo kai tic paramètrouc kai ja sumbolÐzoume thn pragmatik  èxodo me y(t).
Prèpei na tonÐsoume ìti en¸ sta neurwnik� dÐktua prosotrofodìthshc h seir� me thn opoÐa parousi�zontai
ta paradeÐgmata ekpaÐdeushc den paÐzei kanèna rìlo, sta anadromik� dÐktua prèpei na parousi�zontai se
qronik  akoloujÐa.

Basizìmenoi sthn parap�nw exÐswsh, mporoÔme na upologÐsoume ta sf�lmata gia ìla ta prìtupa
ekpaÐdeushc, tou sunìlou D. Oi par�metroi w prèpei na epilegoÔn ¸ste to sf�lma e(t), t = 1, . . . , P na
elaqistopoihjeÐ. To krit rio pou qrhsimopoioÔme sun jwc gia na metr soume to sunolikì sf�lma eÐnai h
sun�rthsh mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc

E(w) =
1
2

N∑

t=1

[e(t)]2 (3.20)

ìpou o suntelest c 1
2 qrhsimopoieÐtai gia na dieukolunjoÔme stic paragwgÐseic pou j' akolouj soun.

MporoÔme t¸ra na orÐsoume to prìblhma ekpaÐdeushc san to prìblhma prosdiorismoÔ enìc sunìlou
paramètrwn ŵ pou proseggÐzei to el�qisto w∗ thc sun�rthshc mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc.

3.3.3 EkpaÐdeush Neurwnik¸n DiktÔwn Prosotrofodìthshc

'Estw èna neurwnikì dÐktuo prosotrofodìthshc to opoÐo apoteleÐtai apì L str¸mata, kai to str¸ma l
(l = 0, 1, . . . , L; l = 0 antiproswpeÔei to str¸ma eisìdou) èqei N(l) neur¸nec. Tìte h èxodoc tou neur¸na
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i, 1 ≤ i ≤ N(l) sto str¸ma l mporeÐ na grafeÐ xl,i   fl,i ìpou f h sun�rthsh energopoÐhshc tou neuronÐou.
H èxodoc aut  exart�tai apì tic eisìdouc kai tic paramètrouc tou k�je neur¸na opìte

xl,i = fl,i

(
xl−1,1, · · · , xl−1,N(l−1), wl,i,1, · · · , wl,i,N(l−1), θl,i

)
(3.21)

Thn exÐswsh 3.19 mporoÔme na thn gr�youme kai wc ex c

E(w) =
1
2

∑
Ep (3.22)

ìpou

Ep =
N(L)∑

k=1

(dk − xL,k)2. (3.23)

To Ep sumbolÐzei to tetragwnikì sf�lma gia to p-ostì prìtupo ekpaÐdeushc.
Gia na efarmìsoume thn mèjodo thc apìtomhc kajìdou, gia thn elaqistopoÐhsh tou sf�lmatoc prèpei

pr¸ta na upologÐsoume to di�nusma klÐshc. ParathroÔme ìti mia mikr  allag  se mÐa par�metro wl,i,j ja
ephre�sei thn èxodo tou neur¸na i tou str¸matoc l, h opoÐa me th seir� thc ja ephre�sei thn telik  èxodo
�ra kai to mètro sf�lmatoc. Gia to lìgo autì h basik  idèa gia ton prosdiorismì tou dianÔsmatoc klÐshc
ègkeitai sthn di�dosh plhroforÐac apì to str¸ma exìdou proc ta pÐsw.

OrÐzoume to s ma sf�lmatoc εl,i san thn par�gwgo tou mètrou sf�lmatoc Ep wc proc thn èxodo
tou neur¸na i tou str¸matoc l, sunupologÐzontac tìso tic �mesec ìso kai tic èmesec sundèseic.

εl,i =
ϑ+Ep

ϑXl,i
(3.24)

H parap�nw sqèsh onom�zetai diatetagmènh par�gwgoc. H diafor� thc diatetagmènhc apì thn apl 
merik  par�gwgo brÐsketai ston trìpo parag¸gishc thc sun�rthshc. Gia thn èxodo xl,i, l 6= i enìc
eswterikoÔ neuronÐou h merik  par�gwgoc ϑEp

ϑXl,i
isoÔtai me to mhdèn kaj¸c h Ep den exart�tai �mesa

apì thn xl,i. 'Emesa ìmwc up�rqei ex�rthsh, afoÔ mia allag  sthn par�metro xl,i prokaleÐ metabol  thc
exìdou tou diktÔou �ra kai thc sun�rthshc sf�lmatoc Ep. H diatetagmènh par�gwgoc sunupologÐzei aut 
thn èmmesh ex�rthsh. To epìmeno par�deigma bohj�ei na katano soume kalÔtera thn ènnoia aut .

Par�deigma 3.1
'Estw to aplì dÐktuo pou faÐnetai sto parak�tw sq ma, ìpou z sun�rthsh twn x kai y kai y mia

sun�rthsh tou x:

z = g(x, y)
y = f(x)

Gia thn klasik  merik  par�gwgo ϑz
ϑx upojètoume ìti ìlec oi �llec metablhtèc eÐnai stajerèc (dhlad 

to y) opìte
ϑz

ϑx
=
ϑg(x, y)
ϑx

Antijètwc sthn diatetagmènh par�gwgo, sunupologÐzoume to gegonìc ìti to y exart�tai apì to x opìte

ϑ+z

ϑx
=
ϑ+g(x, y)

ϑx
=
ϑg(x, y)
ϑx

+
ϑg(x, y)
ϑy

∣∣∣
y=f(x)

ϑf(x)
ϑx
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¨

To s ma sf�lmatoc gia ton i neur¸na tou str¸matoc exìdou L mporeÐ na upologisteÐ ap' eujeÐac me
qr sh thc klasik c parag¸gou

εL,i =
ϑ+Ep

ϑxL,i
. (3.25)

. Opìte me qr sh thc 3.19 paÐrnoume
εL,i = −(di − xL,i). (3.26)

Gia ènan eswterikì kìmbo i tou str¸matoc l to s ma sf�lmatoc prokÔptei apì ton kanìna thc alusÐdac:

εl,i =
ϑ+Ep

ϑxl,i
=

N(l+1)∑

m=1

ϑ+Ep

ϑxl+1,m

ϑfl+1,m

ϑxl,i
=

N(l+1)∑

m=1

εl+1,m
ϑfl+1,m

ϑxl,i
(3.27)

ìpou 0 ≤ l ≤ L−1. Me ton trìpo autì to s ma sf�lmatoc enìc eswterikoÔ kìmbou sto str¸ma l mporeÐ na
ekfrasteÐ san grammikìc sunduasmìc twn shm�twn sf�lmatoc twn kìmbwn tou epìmenou str¸matoc, l+1.
'Etsi gia k�je kìmbo mporoÔme efarmìzontac epanalhptik� thn parap�nw exÐswsh na upologÐsoume to s ma
sf�lmatoc sunart sei mìno twn shm�twn sf�lmatoc tou str¸matoc exìdou ta opoÐa upologÐzontai �mesa
apì thn exÐswsh 3.26. 'Opwc parathroÔme gia na upologÐsoume to s ma sf�lmatoc enìc neur¸na prèpei
pr¸ta na upologÐsoume ta s mata sf�lmatoc twn neur¸nwn twn epìmenwn arqitektonik� strwm�twn. Gia
to lìgo autì h diadikasÐa kaleÐtai an�strofhc di�doshc.

To di�nusma klÐshc orÐzetai san h par�gwgoc thc sun�rthshc sf�lmatoc Ep wc proc tic paramètrouc
tou sust matoc, dhlad  ta b�rh tou diktÔou. An wl,i,j to b�roc an�mesa ston i neur¸na tou str¸matoc l
kai ton j tou str¸matoc l − 1 tìte

ϑ+Ep

ϑwl,i,j
=
ϑ+Ep

ϑxl,i

ϑfl,i

ϑwl,i,j
= εl,i

ϑfl,i

ϑwl,i,j
. (3.28)

H par�gwgoc tou sunolikoÔ mètrou sf�lmatoc E ja eÐnai profan¸c

ϑ+E

ϑwl,i,j
=

P∑

p=1

ϑ+Ep

ϑwl,i,j
. (3.29)

SÔmfwna me ton algìrijmo thc apìtomhc kajìdou o tÔpoc ananèwshc tou b�rouc wl,i,j ja eÐnai

∆wl,i,j = −η ϑ
+E

ϑwl,i,j
, (3.30)

ìpou η o rujmìc m�jhshc. H efarmog  tou parap�nw tÔpou ananèwshc gia ìlec tic prosarmozìmenec
paramètrouc tou diktÔou (b�rh, kat¸flia) mac dÐnei ton algìrijmo m�jhshc an�strofhc di�doshc.

3.3.4 EkpaÐdeush Anadromik¸n Neurwnik¸n DiktÔwn

Sta anadromik� dÐktua, mporoÔme na epekteÐnoume ton algìrijmo an�strofhc di�doshc gia ta dÐktua
prosotrofodìthshc. H kÔria diafor� eÐnai pwc h eÐsodoc/èxodoc tou diktÔou den eÐnai statik� dianÔsmata
all� qronikèc akoloujÐec. Mia mikr  allag  se èna b�roc den ephre�zei mìno thn trèqousa èxodo all�
mèsw twn anadromik¸n sundèsewn ephre�zei èmesa kai tic epìmenec exìdouc tou diktÔou.

Mia apl  prosèggish ja  tan na agno soume ston algìrijmo ananèwshc twn bar¸n tic èmesec sundèseic
kai na qrhsimopoi soume ton algìrijmo an�strofhc di�doshc pou qrhsimopoieÐtai kai sta dÐktua prosotro-
fodìthshc. Me ton trìpo autì ìmwc q�noume thn axÐa thc anadromik c plhroforÐac kai thc {mn mhc}
tou sust matoc. Up�rqoun dÔo basikoÐ algìrijmoi gia thn ekpaÐdeush anadromik¸n diktÔwn, h an�strofh
di�dosh dia mèsou tou qrìnou kai h anadromik  m�jhsh pragmatikoÔ qrìnou, touc opoÐouc ja parousi�soume
sth sunèqeia.
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3.3.4.1 An�strofh Di�dosh Dia Mèsou tou Qrìnou (BPTT)

KÔria idèa tou algorÐjmou autoÔ eÐnai na {xedipl¸soume} to anadromikì dÐktuo ston qrìno, metasqh-
matÐzont�c to ètsi se èna polustrwmatikì dÐktuo prosotrofodìthshc. Gia èna dhlad  anadromikì dÐktuo
ìpou k�je neur¸nac par�gei èxodo th qronik  stigm  t = 1, 2, . . . , T dhmiourgoÔme èna polustrwmatikì
dÐktuo pou perièqei k�je arqikì neurìnio T forèc. Profan¸c gia na gÐnei k�ti tètoio prèpei to T na
eÐnai arket� mikrì. Sto parak�tw sq ma faÐnetai èna genikì anadromikì dÐktuo kai pwc exelÐssetai to
{xedÐplwm�} tou sto qrìno.

Sq ma 3.7 - XedÐplwma anadromikoÔ diktÔou sto qrìno.

H ekpaÐdeush tou diktÔou gÐnetai ousiastik� me qr sh tou algìrijmou an�strofhc di�doshc mìno pou
t¸ra xèroume tic epijumhtèc exìdouc gia ìla ta str¸mata kai ìqi mìno to teleutaÐo. An arijm soume touc
kìmbouc tou diktÔou tìte to wij ja sumbolÐzei to b�roc thc sÔndeshc apì ton j ston i. Opìte h par�gwgoc
tou sf�lmatoc wc proc èna b�roc sto polustrwmatikì isodÔnamo dÐktuo ja eÐnai

ϑE

ϑwi,j
=

T∑

t=1

ϑE

ϑxi(t)
ϑf(xj(t− 1))

ϑwi,j
(3.31)

kaj¸c h eÐsodoc tou i neur¸na th qronik  stigm  t eÐnai h èxodoc xj tou j neur¸na th stigm  t− 1.
To pleonèkthma autoÔ tou algorÐjmou eÐnai ìti qrei�zetai na lÔsoume mìno èna sÔsthma n diast�sewn

gia thn prosarmog  twn bar¸n, ìpou n o arijmìc twn neur¸nwn. Dhlad  èqei qronik  poluplokìthta
O(n2). Wstìso h qwrik  tou poluplokìthta exart�tai apì to T kai eÐnai O(nT ) kai aux�netai grammik� me
to qrìno. Sth sunèqeia thc ergasÐac ja protim soume ton algìrijmo thc anadromik c m�jhshc pragmatikoÔ
qrìnou.

3.3.4.2 Anadromik  M�jhsh PragmatikoÔ Qrìnou (RTRL)

'Opwc eÐdame o algìrijmoc an�strofhc di�doshc dia mèsou tou qrìnou parousi�zei polÔ uyhlèc apait -
seic mn mhc. Gia na apofÔgoume autì to prìblhma qrhsimopoioÔme ton algìrijmo anadromik c m�jhshc
pragmatikoÔ qrìnou, o opoÐoc eÐnai idanikìc gia qr sh se meg�lec qronoseirèc. Ta b�rh anane¸nontai kat�
th di�rkeia pou trèqei o algìrijmoc kai ìqi sto tèloc thc parousÐashc twn akolouji¸n (on-line learning).

Gia thn parousÐash tou algorÐjmou ja jewr soume to dÐktuo pou faÐnetai parak�tw. Prìkeitai gia èna
anadromikì dÐktuo me èna krummèno str¸ma kai ènan neur¸na exìdou. Anadromikèc sundèseic up�rqoun tìso
apì to krufì epÐpedo ìso kai apì to str¸ma exìdou. H diadikasÐa pou perigr�fetai eÔkola genikeÔetai kai
se pio sÔnjeta montèla.

'Estw x(t) èna di�nusma pou perièqei tic L exwterikèc exìdouc tou diktÔou th qronik  stigm  t, s(t) to
di�nusma pou perièqei tic Nh exìdouc twn neur¸nwn tou krufoÔ str¸matoc th qronik  stigm  t kai y(t) h
apìkrish tou neur¸na exìdou. Gia eukolÐa jewroÔme to di�nusma zh(t) pou perièqei ìlec tic eisìdouc tou
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krufoÔ str¸matoc (tìso tic exwterikèc tou diktÔou ìso kai autèc lìgw anatrofodìthshc). Ta stoiqeÐa
tou dianÔsmatoc autoÔ orÐzontai wc ex c

zh
k (t) =





xk(t) , k ∈ I
sk(t− 1) , k ∈ H
y(t− 1) , k = o

(3.32)

ìpou I sumbolÐzei to sÔnolo twn L deikt¸n gia touc opoÐouc to zh
k eÐnai exwterik  eÐsodoc, H to sÔnolo

twn Nh deikt¸n gia touc opoÐouc to zh
k eÐnai h èxodoc enìc krummènou kìmbou kai me o sumbolÐzoume thn

anadromik  eÐsodo apì ton kìmbo exìdou.

�� �� �� �� ��

��

�� ��

-1z -1z -1z

s (t-1) s (t-1)1

+1

2

y(t)

s  (t-1)Nh

s (t) s (t) s  (t)1 2 Nh

..........z -1

y(t-1) +1

.....

x (t)Lx (t)1

Sq ma 3.8 - DÐktuo pou qrhsimopoieÐtai gia thn epÐdeixh tou algorÐjmou RTRL.

H èxodoc s tou k neur¸na tou krufoÔ epipèdou eÐnai

sk(t) = f [uk(t)] , k ∈ H

= f


 ∑

j∈I∪H∪o

wk,jz
h
j (t) + θh

k




= f


∑

j∈I

wk,jxjt+
∑

j∈H

wk,jsj(t− 1) + wk,oy(t− 1) + θh
k




(3.33)

ìpou uk(t) h sunolik  eÐsodoc tou k krufoÔ neur¸na kai f(·) h sun�rthsh energopoÐhshc. Oi èxodoi tou
krufoÔ str¸matoc apoteloÔn tic eisìdouc tou neuronÐou exìdou, to opoÐo dÐnei kai thn èxodo y(t) tou
diktÔou

y(t) = f


∑

j∈H

wo,jz
o
j (t) + θo


 = f


∑

j∈H

wo,jsj(t) + θo


 . (3.34)

Gia thn ananèwsh tou b�rouc qrhsimopoioÔme ton kanìna ananèwshc thc apìtomhc kajìdou. H par�gw-
goc tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc th qronik  stigm  t wc proc èna b�roc wi,j tou diktÔou eÐnai

ϑE

ϑwi,j
=

ϑE

ϑy(t)
ϑ+y(t)
ϑwi,j

. (3.35)

H diatetagmènh par�gwgoc thc exìdou tou diktÔou th stigm  t wc proc to b�roc eÐnai

ϑ+y(t)
ϑwi,j

= δoi
ϑy(t)
ϑwi,j

+
∑

j′∈H

ϑy(t)
ϑsj′(t)

ϑ+sj′(t)
ϑwi,j

(3.36)
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ìpou δoi to dèlta tou Kronecker.

δai =

{
1 , a = i

0 , a 6= i
(3.37)

Oi par�gwgoi twn exìdwn tou krummènou str¸matoc wc proc to ananèwsh b�roc eÐnai me th seir� touc

ϑ+sk(t)
ϑwi,j

=
ϑf [uk(t)]
ϑuk(t)

ϑ+uk(t)
ϑwi,j

, k ∈ H (3.38)

ìpou
ϑ+uk(t)
ϑwi,j

= δkiz
h
j (t) +

∑

j′∈H

wkj′
ϑsj′(t− 1)
ϑwi,j

+ wk,o
ϑy(t− 1)
ϑwi,j

(3.39)

An upojèsoume ìti h arqik  qronik  stigm  eÐnai h t = 1, jètoume tic arqikèc sunj kec mhdenikèc

sk(0) = 0, k ∈ H
ϑsk(0)
ϑwi,j

= 0, k ∈ H
ϑy(0)
ϑwi,j

= 0

(3.40)

Oi parap�nw anadromikèc exis¸seic apoteloÔn ton algìrijmo anadromik c m�jhshc pragmatikoÔ qrìnou.
Ta parap�nw mporoÔn eÔkola na genikeutoÔn gia opoiod pote dÐktuo kai opoiod pote tÔpo anadromik¸n
sundèsewn. Gia thn leitourgÐa tou algorÐjmou prèpei na apojhkeÔoume tic merikèc parag¸gouc pou up-
ologÐzoume kaj¸c ja qreiastoÔn sta epìmena b mata. Sto shmeÐo autì katalabaÐnoume giatÐ ta anadromik�
dÐktua gia thn ekpaÐdeus  touc apaitoÔn prìtupa se swst  qronologik  seir�.

O algìrijmoc autìc antimetwpÐzei to prìblhma pou eÐqe o BPTT me meg�lec apait seic mn mhc. EÐnai o
algìrijmoc pou ja qrhsimopoihjeÐ sthn ergasÐa aut  gia thn ekpaÐdeush tou anadromikoÔ neuro-asafoÔc
montèlou pou ulopoioÔme.
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Kef�laio 4

Neuro-Asaf  Sust mata

4.1 Eisagwg 

Sta prohgoÔmena kef�laia exet�same dÔo perioqèc thc upologistik c nohmosÔnhc. Ta asaf  sust mata
sullogismoÔ kai ta neurwnik� dÐktua. O sunduasmìc aut¸n twn dÔo od ghse sth dhmiourgÐa ènoc sut matoc
ikanoÔ na ekpaideÔetai kai èqei uyhloÔ epipèdou sullogstikèc ikanothtec. To montèlo autì onom�zetai
neuro-asafèc sÔsthma sullogismoÔ kai gia touc lìgouc autoÔc apoteleÐ èna idanikì ergaleÐo gia thn
montelopoÐhsh asaf¸c orismènwn dunamik¸n/qaotik¸n susthm�twn. H pio ousiastik  dunatìthta enìc
neuro-asafoÔc sust matoc eÐnai h dunatìthta pou parèqei na efarmìzei algorÐjmouc m�jhshc gia neurwnik�
dÐktua ètsi ¸ste na prosarmìzontai oi par�metroi tou asafoÔc sust matoc sullogismoÔ.

Sth diejn  bibliografÐa up�rqei shmantikìc arijmìc dhmosieÔsewn pou asqoleÐtai me thn ekmet�lleush
twn algorÐjmwn ekpaÐdeushc ND apì asaf  sust mata. Ta protajènta neuro-asaf  montèla sundu�zoun
ta pleonekt mata twn dÔo aut¸n susthm�twn. H gr gorh kai akrib c m�jhsh, oi �ristec dunatìthtec
genÐkeushc, h eukolÐa sthn shmasiologik  katanìhsh twn asaf¸n kanìnwn pou qrhsimopoioÔn kai h
dunatìthta pou parèqoun na qeirÐzontai tìso dedomèna ìso kai gn¸sh eidikoÔ (expert knowledge) gia
to prìblhma, eÐnai merik� mìno apì ta qarakthristik� touc pou ta kajistoÔn idanik� gia efarmog  se
plhj¸ra episthmonik¸n perioq¸n.

'Eqei protajeÐ meg�loc arijmìc neuro-asaf¸n montèlwn ta opoÐa diafèroun metaxÔ touc sthn arqitek-
tonik  kai sthn asaf  sullogistik  diadikasÐa pou akoloujoÔn (p.q. kanìnec EAN-TOTE   Takagi-
Sugeno sullogistik ). S' autì to kef�laio ja exet�soume merik� apì ta qarakthristik� paradeÐgmata
neuro-asaf¸n montèlwn pou sunant¸ntai sth bibliografÐa afoÔ pr¸ta parousi�soume sunoptik� thn di-
adikasÐa m�jhshc s' aut�. Sto kef�laio pou akoloujeÐ ja proteÐnoume èna nèo neuro-asafèc montèlo pou
qarakthrÐzetai apì anadromikèc sundèseic kat�llhlo gia efarmog  se prìbleyh qaotik¸n qronoseir¸n.

4.2 EkpaÐdeush sta Neuro-Asaf  Sust mata

Sta neuro-asaf  sust mata dÔo basikoÐ tÔpoi ekpaÐdeushc apaitoÔntai. Algìrijmoi domik c m�jhshc
gia thn eÔresh twn kat�llhlwn asaf¸n kanìnwn kai algìrijmoi gia thn swst  rÔjmish twn paramètrwn
tou diktÔou kai twn sunart sewn summetoq c.

Up�rqoun arketoÐ trìpoi me touc opoÐouc oi dÔo autèc ekpaideutikèc diadikasÐec mporoÔn na sundu-
astoÔn se èna neuro-asafèc sÔsthma. O pio sunhjismènoc eÐnai h akoloujiak  efarmog  touc. Arqik�
qrhsimopoieÐtai h domik  m�jhsh gia thn eÔresh twn asaf¸n kanìnwn pou kajorÐzoun kai th dom  tou
sust matoc en¸ sth sunèqeia oi par�metroi anane¸nontai mèsw twn algorÐjmwn beltistopoÐhshc. Se
merikèc peript¸seic h dom  tou montèlou (asafeÐc kanìnec)   oi par�metroi (sunart seic summetoq c, b�rh)
kajorÐzontai apì eidikoÔc. An sumbaÐnei k�ti tètoio qrhsimopoioÔntai mìno algìrijmoi beltistopoÐhshc  
domik  m�jhsh antÐstoiqa.

H anagn¸rish kai en suneqeÐa h exagwg  twn asaf¸n kanìnwn mèsa apì èna sÔnolo dedomènwn eÐnai
èna apì ta shmantikìtera probl mata pou sunant¸ntai kat� to sqediasmì enìc asafoÔc sust matoc sul-
logismoÔ. AkribeÐc kanìnec odhgoÔn se gr gorec kai p�nw ap' ìla axiìpistec diadikasÐec m�jhshc. H ex-
agwg  asaf¸n kanìnwn apì arijmhtik� dedomèna apoteleÐtai apì dÔo diakritèc diadikasÐec. Arqik� gÐnetai
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mia diamèrish tou q¸rou eisìdou  /kai exìdou kai sth sunèqeia antistoiqoÔme ènan asaf  kanìna gia k�je
asaf  upoq¸ro. To prìblhma autì ja to exet�soume analutik� sto èkto kef�laio.

An upojèsoume ìti èqoume touc asafeÐc kanìnec pou montelopoioÔn to sÔsthma kai èqoume p�rei thn
antÐstoiqh dom , to neuro-asafèc montèlo qrhsimopoieÐ algìrijmouc ekpaÐdeushc paramètrwn (beltistopoÐ-
hshc), ìmoiouc me autoÔc pou parousi�same sthn ekpaÐdeush neurwnik¸n diktÔwn, gia th swst  prosarmog 
twn bar¸n kai twn sunart sewn summetoq c. Kai ed¸ ìpwc kai sta ND stìqoc eÐnai h elaqistopoÐhsh
miac sun�rthshc sf�lmatoc.

4.3 Gnwst� Neuro-Asaf  Sust mata

Parak�tw ja parousi�soume ta neuro-asaf  sust mata ANFIS, HyFIS kai (A)SuPFuNIS se suntomÐa.
Ja exet�soume mìno thn arqitektonik  touc kai ja anaferjoÔme epifaneiak� kai ston trìpo ekpaÐdeus c
touc qwrÐc ìmwc na parousi�soume analutik� tic exis¸seic ananèwshc bar¸n gia k�je montèlo. IdiaÐterh
prosoq  ja d¸soume sto montèlo SuPFuNIS pou eÐnai to sÔsthma ekeÐno p�nw sto opoÐo basÐsthke h
an�ptuxh tou montèlou mac ReSuPFuNIS.

Se ìla ta parak�tw montèla, gia lìgouc omoiomorfÐac h eÐsodoc enìc kìmbou i tou l str¸matoc ja
sumbolÐzetai me a(l)

i kai h antÐstoiqh èxodoc me s(l)i . H telik  èxodoc tou diktÔou ja sumbolÐzetai kai me yi.

4.3.1 ANFIS : Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System

To sÔsthma ANFIS, Adaptive Neuro-Fuzzy Inference System eÐnai èna apì ta pr¸ta pou prot�jhkan
kai empneust c tou eÐnai o J.-S. Jang. KÔrio qarakthristikì tou eÐnai ìti qrhsimopoieÐ asaf  sullogistik 
Takagi - Sugeno. Paramènei akìma kai s mera èna apì ta plèon apodotik� kai axiìpista neuro-asaf 
sust mata kai brÐskei efarmogèc se plhj¸ra perioq¸n.

4.3.1.1 Arqitektonik  Sust matoc ANFIS

Gia lìgouc eukolÐac upojètoume ìti to sÔsthma èqei dÔo mìno eisìdouc x, y kai mia èxodo z. Akìma
jewroÔme ìti antistoiqeÐ se èna pr¸thc t�xhc sÔsthma asafoÔc sullogistik c Sugeno me dÔo mìno kanìnec
thc morf c

Kanìnac 1: EAN x eÐnai A1 kai y eÐnai B1, TOTE f1 = p1x+ q1y + r1
Kanìnac 2: EAN x eÐnai A2 kai y eÐnai B2, TOTE f2 = p2x+ q2y + r2

(4.1)

Sto parak�tw sq ma faÐnetai h arqitektonik  tou montèlou ANFIS pou antistoiqeÐ sto sÔsthma
asafoÔc sullogistik c to opoÐo mìlic perigr�yame.

Sq ma 4.1 - Arqitektonik  neuro-asafoÔc montèlou ANFIS isodÔnamou me sÔsthma asafoÔc
sullogistik c Sugeno dÔo eisìdwn kai dÔo kanìnwn.

To ANFIS apoteleÐtai apì pènte str¸mata. AkoloujeÐ h perigraf  twn kìmbwn tou diktÔou kai oi
exis¸seic exìdou k�je str¸matoc.
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Str¸ma 1: K�je kìmboc i dèqetai san eÐsodo tic metablhtèc x, y kai èqei sun�rthsh energopoÐhshc

s
(1)
i = µAi(x), i = 1, 2

s
(1)
i = µBi−2(x), i = 3, 4

(4.2)

ìpou Aj , Bj glwssikèc metablhtèc pou antistoiqoÔn s' autì ton kìmbo me antÐstoiqec sunart seic summe-
toq c µAj (x), µBj (x). Ousiastik� dhlad  oi èxodoi autoÔ tou str¸matoc s(1)

i eÐnai o bajmìc summetoq c
se k�poio asafèc sÔnolo kai kajorÐzei to bajmì ston opoÐo h ek�stote eÐsodoc ikanopoieÐ to dedomèno tou
antÐstoiqou kanìna. H sun�rthsh summetoq c mporeÐ na eÐnai opoiad pote apì autèc pou exet�same sto
Kef�laio 1. Kat� thn ekpaÐdeush oi par�metroi thc sun�rthshc aut c prosarmìzontai.

Str¸ma 2: Genik� perilamb�nei n kìmbouc, ìpou n o arijmìc twn kanìnwn. K�je kìmboc autoÔ tou
str¸matoc (kìmboi Π) dÐnei san èxodo to ginìmeno ìlwn twn eisìdwn tou.

s
(2)
i = wi = µAi(x)µBi(y), i = 1, 2 (4.3)

Oi sundèseic an�mesa sta dÔo pr¸ta str¸mata gÐnetai me b�sh touc asafeÐc kanìnec stouc opoÐouc basÐzetai
to ANFIS. Oi èxodoi tou deÔterou epipèdou antistoiqoÔn sto bajmì energopoÐhshc asaf¸n kanìnwn. AntÐ
gia to ginìmeno ja mporoÔse na qrhsimopoihjeÐ opoiosd pote sÔmmetro-t telest c.

Str¸ma 3: EÐnai ìsoi kai oi kìmboi tou deÔterou str¸matoc. Oi kìmboi autoÐ pou onom�zontai kìmboi
N upologÐzoun to kl�sma an�mesa sto bajmì energopoÐhshc tou kanìna ston opoÐo antistoiqoÔn wc proc
to �jroisma twn bajm¸n energopoÐhshc ìlwn twn kanìnwn.

s
(3)
i = wi =

wi

w1 + w2
, i = 1, 2 (4.4)

Str¸ma 4: K�je kìmboc tou epipèdou autoÔ dÐnei èxodo

s
(4)
i = wifi = wi(pix+ qiy + ri), (4.5)

ìpou wi o kanonikopoihmènoc bajmìc energopoÐhshc tou kanìna i (èxodoc trÐtou str¸matoc) kai {pi, qi, ri}
oi par�metroi tou kìmbou pou anane¸nontai kat� thn diadikasÐa ekpaÐdeushc.

Str¸ma 5: O monadikìc kìmboc s' autì to epÐpedo onom�zetai kìmboc Σ kai upologÐzei th sunolik 
èxodo tou neuro-asafoÔc sust matoc ANFIS

y = s
(5)
i =

∑

i

wifi =
∑

iwifi∑
iwi

. (4.6)

Prìkeitai gia èna dÐktuo me prosarmozìmenec paramètrouc to opoÐo eÐnai isodÔnamo me èna sÔsthma
asafoÔc sullogistik c Sugeno.

4.3.1.2 Algìrijmoc EkpaÐdeushc Sust matoc ANFIS

'Opwc eÐdame oi par�metroi tou ANFIS pou mporoÔn na metablhjoÔn kat� th m�jhsh eÐnai oi par�metroi
twn mh grammik¸n kìmbwn tou pr¸tou str¸matoc kai oi par�metroi twn grammik¸n kìmbwn tou tètartou
epipèdou. An S to sÔnolo twn paramètrwn tìte

S = S1 ∪ S2 (4.7)

ìpou S1 to sÔnolo twn mh grammik¸n kai S2 to sÔnolo twn grammik¸n paramètrwn.
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Gia thn ekpaÐdeush tou diktÔou qrhsimopoioÔme ènan ubridikì algìrijmo o opoÐoc qwrÐzetai se dÔo mèrh
kai qontrik� leitourgeÐ wc ex c:
Diadosh proc ta emprìc Oi mh grammikoÐ par�metroi paramènoun stajeroÐ kai to dÐktuo par�gei
exìdouc mèqri to tètarto str¸ma ìpou oi grammikoÐ par�metroi prosdiorÐzontai apì thn mèjodo twn elaqÐ-
stwn tetrag¸nwn.
Di�dosh proc ta pÐsw Ta s mata sf�lmatoc (h diafor� thc pragmatik c apì thn epijumht  èxodo)
diadÐdontai proc ta pÐsw qwrÐc allag  twn grammik¸n paramètrwn. Oi mh grammikèc anane¸nontai me b�sh
ton algìrijmo thc apìtomhc kajìdou.

To ANFIS sugklÐnei grhgorìtera apì ta sunhjismèna neurwnik� dÐktua. Ektìc autoÔ mporoÔme na
ekfr�soume me glwssikoÔc ìrouc touc asafeÐc kanìnec stouc opoÐouc katèlhxe kai qrhsimopoieÐ gia thn
exagwg  sumperasm�twn. Autì jumÐzoume ìti den sumbaÐnei me ta ND ta opoÐa èqoun th logik  tou
maÔrou koutioÔ kai den mporoÔme na apokwdikopoi soume thn plhroforÐa pou brÐsketai krummènh mèsa sta
sunaptik� b�rh.

4.3.2 HyFIS : Hybrid Fuzzy Inference System

To HyFIS prot�jhke apì touc Kim, Kasabov kai eÐnai èna polustrwmatikì neuro-asafèc sÔsthma.
To kÔrio qarakthristikì tou eÐnai ìti efarmìzei kai tic dÔo kathgorÐec ekpaÐdeushc (domik  kai rÔjmishc
paramètrwn).

4.3.2.1 Arqitektonik  Sust matoc HyFIS

H topologik  dom  tou HyFIS faÐnetai sto parak�tw sq ma.

Sq ma 4.2 - Dom  neuro-asafoÔc montèlou HyFIS.

Oi kìmboi k�je str¸matoc èqoun kai diaforetik  leitourgÐa h opoÐa epexhgeÐtai parak�tw. Gia par�deig-
ma oi kìmboi twn strwm�twn 2, 4 antistoiqoÔn stic sunart seic summetoq c pou ekfr�zoun tic glwssikèc
metablhtèc eisìdou/exìdou. Sto prohgoÔmeno sq ma jewr same ta asaf  sÔnola, meg�loc (L), mesaÐoc
(M) kai mikrìc (S).
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Str¸ma 1: EÐnai kìmboi eisìdou pou to mìno pou k�noun eÐnai na metadÐdoun tic arijmhtikèc eisìdouc pou
antistoiqoÔn se k�poia glwssik  metablht  sto deÔtero str¸ma. K�je kìmboc tou pr¸tou str¸matoc
sundèetai mìno me ekeÐnouc tou deÔterou pou antistoiqoÔn se glwssikèc timèc thc en lìgw glwssik c
metablht c.

s
(1)
i = a

(1)
i (4.8)

Str¸ma 2: Oi kìmboi tou str¸matoc autoÔ droun san sunart seic summetoq c kai antistoiqoÔn se
timèc glwssik¸n metablht¸n. Oi eÐsodoi pern�ne apì to pr¸to str¸ma stouc kìmbouc tou deÔterou kai
autoÐ upologÐzoun touc bajmoÔc summetoq c. QrhsimopoioÔntai Gaussian sunart seic sumemtoq c, opìte

s
(2)
i = e−

(x−c)2

σ2 (4.9)

ìpou c, σ oi par�metroi oi opoÐec anane¸nontai kat� th di�rkeia thc ekpaÐdeushc.

Str¸ma 3: K�je kìmboc tou trÐtou str¸matoc antistoiqeÐ se mia EAN upìjesh enìc asafoÔc kanìna.
Ta b�rh twn sundèsewn eÐnai monadiaÐa. 'Exodoc eÐnai h efarmog  tou telest  KAI stic eisìdouc.

s
(3)
i = min

j∈I
(3)
i

(s(2)
j ) (4.10)

ìpou I(3)
i to sÔnolo twn kìmbwn tou str¸matoc 2 pou sundèontai me ton kìmbo i tou str¸matoc 3.

Str¸ma 4: K�je kìmboc tou tètartou str¸matoc antistoiqeÐ s' èna sumpèrasma TOTE enìc kanìna kai
efarmozei ton telest  'H stic eisìdouc tou. Ta str¸mata 3, 4 eÐnai pl rwc sundedemèna metaxÔ touc. K�je
kìmboc antistoiqeÐ se mia glwssik  tim  thc metablht c exìdou kai h èxodìc tou deÐqnei to bajmì ston
opoÐo ìloi oi asafeÐc kanìnec dÐnoun san sumpèrasma thn glwssik  aut  tim . Ta b�rh wik twn sundèsewn
metaxÔ enìc kìmbou i tou tètartou epipèdou kai enìc kìmbou k tou trÐtou, antistoiqoÔn ston bajmì shman-
tikìthtac tou antÐstoiqou kanìna gia thn sugkekrimènh èxodo. Arqik� ta b�rh aut� epilègontai tuqaÐa sto
di�sthma [−1,+1]. H èxodoc twn kìmbwn tou str¸matoc autoÔ eÐnai

s
(4)
i = max

k∈I
(4)
i

(s(3)
k w2

ik) (4.11)

ìpou I(4)
i to sÔnolo twn kìmbwn tou str¸matoc 3 pou sundèontai me ton kìmbo i tou str¸matoc 4. K�je

kanìnac energopoieÐtai se ènan bajmì pou isoÔtai me to tetr�gwno tou b�rouc thc antÐstoiqhc sÔndeshc.

Str¸ma 5: To str¸ma autì antistoiqeÐ stic metablhtèc exìdou tou HyFIS. Oi kìmboi qrhsimopoioÔntai
gia thn apo-asafopoÐhsh twn asaf¸n sumperasm�twn tou prohgoÔmenou str¸matoc. QrhsimopoieÐtai eÐte
h mèjodoc kèntrou b�rouc (COG, Centre of Gravity) eÐte h mèjodoc kèntrou perioq c (COA, centre of
area). An upojèsoume ìti qrhsimopoioÔme th mèjodo kèntrou perioq c h èxodoc eÐnai

s
(5)
i =

∑

k∈I
(5)
i

s
(4)
k σikcik

∑

k∈I
(5)
i

s
(4)
i σik

(4.12)

ìpou I(5)
i to sÔnolo twn kìmbwn tou str¸matoc 4 pou sundèontai me ton kìmbo i tou str¸matoc 5 kai

cik, σik eÐnai antÐstoiqa to kèntro kai to eÔroc thc sun�rthshc summetoq c thc glwssik c tim c exìdou
pou antistoiqeÐ ston k kìmbo tou tètartou str¸matoc. Ta b�rh twn sundèsewn an�mesa sta dÔo teleutaÐa
str¸mata eÐnai monadiaÐa. 'Etsi ta mìna b�rh pou metab�llontai kat� th m�jhsh eÐnai aut� an�mesa sta
str¸mata 3 kai 4.
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4.3.2.2 EkpaÐdeush Sust matoc HyFIS

H ekpaÐdeush tou neuro-asafoÔc sust matoc HyFIS apoteleÐtai apì dÔo f�seic. Kat� th di�rkeia
thc pr¸thc qrhsimopoioÔntai teqnikèc gia thn exagwg  twn asaf¸n kanìnwn apì arijmhtik� dedomèna.
Thn akoloujÐa pou akoloujeÐtai thn anafèroume analutik� sto èkto Kef�laio. Met� thn paragwg  twn
kanìnwn aut¸n apì zeug�ria eisìdwn-epijumht¸n exìdwn, mporoÔme na kajorÐsoume th dom  tou HyFIS.
Sth sunèqeia to dÐktuo mpaÐnei sth deÔterh f�sh ekpaÐdeushc, ìpou prosarmìzontai oi par�metroi twn
sunart sewn summetoq c kai ta b�rh twn sundèsewn metaxÔ twn strwm�twn 3 kai 4. Prìkeitai gia mia
diadikasÐa epiblepìmenhc m�jhshc pou basÐzetai ston algìrijmo thc apìtomhc kajìdou.

'Estw di h epijumht  èxodoc tou kìmbou i tou pèmptou str¸matoc gia èna di�nusma eisìdou X =
(x1, x2, . . . , xp). Skopìc eÐnai h elaqistopoÐhsh thc sun�rthshc sf�lmatoc

E =
1
2

∑

X

q∑

i=1

(
di − s

(5)
i

)2
(4.13)

ìpou q o arijmìc twn kìmbwn tou pèmptou str¸matoc. AxÐzei na shmeiwjeÐ ìti upologÐzetai to sf�lma gia
ìla ta prìtupa ekpaÐdeushc kai èpeita gÐnetai h ananèwsh.

An a mÐa par�metroc tou diktÔou pou anane¸netai kat� th m�jhsh (eÐte par�metroc sun�rthshc sum-
metoq c eÐte b�roc) tìte o kanìnac ananèwshc pou qrhsimopoioÔme sto HyFIS basÐzetai ston algìrijmo
apìtomhc kajìdou kai eÐnai

a(t+ 1) = a(t)− η
ϑ+E

ϑa
(4.14)

ìpou η > 0 o rujmìc m�jhshc.

4.3.3 SuPFuNIS : Subsethood-Product Fuzzy Inference System

To SuPFuNIS eÐnai èna exairetik� endiafèron neuro-asafèc montèlo, to opoÐo perilamb�nei trÐa mìno
diasundedemèna str¸mata, ìpwc faÐnetai kai sto parak�tw sq ma.

Sq ma 4.3 - Dom  neuro-asafoÔc montèlou SuPFuNIS.

To SuPFuNIS diafèrei shmantika apì ta upìloipa neuro-asaf  montèla, all� autì den to empodÐzei na
parousi�zei polÔ kal� apotelèsmata. Oi kÔriec diaforèc eÐnai oi ex c

1. QrhsimopoioÔntai rujmizìmenoi asafopoihtèc eisìdou oi opoÐoi asafopoioÔn ta eiserqìmena arijmhtik�
dedomèna metatrèpont�c ta se mia Gaussian sun�rthsh summetoq c rujmizìmenou pl�touc.

2. 'Olh h plhroforÐa pou sunant�tai sto dÐktuo eÐnai se asaf  morf . Gia to lìgo autì to montèlo
qrhsimopoieÐ ènan mhqanismì sÔnjeshc pou sthrÐzetai s' èna mètro amoibaÐac epik�luyhc.
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3. To montèlo sunajroÐzei tic drasthriìthtec se k�je kìmbo kanìna me th qr sh enìc asafoÔc gi-
nomènou.

4. H èxodoc prokÔptei met� thn efarmog  qwrik c apo-asafopoÐhshc.

AkoloujeÐ analutik  perigraf  thc arqitektonik c tou SuPFuNIS kai mia anafor� sthn diadikasÐa
ekpaÐdeushc pou qrhsimopoieÐ.

4.3.3.1 Arqitektonik  Sust matoc SuPFuNIS

Ja jewr soume to genikì montèlo tou parap�nw sq matoc pou perilamb�nei n kìmbouc eisìdou, q
krufoÔc kìmbouc (kìmbouc kanìnwn) kai p kìmbouc exìdou. K�je krufìc kìmboc antistoiqeÐ s' ènan asaf 
kanìna thc morf c

EAN x1 eÐnai A1 kai x2 eÐnai A2, TOTE y eÐnai B (4.15)

ìpou A1, A2, B asaf  sÔnola orismèna tìso sto di�sthma eisìdou ìso kai sto di�sthma exìdou.

Str¸ma 1: To di�nusma eisìdou X = {x1, x2, . . . , xn} mporeÐ na perièqei kai arijmhtikèc kai glws-
sikèc timèc. Gia to lìgo autì to str¸ma eisìdou apoteleÐtai apì dÔo eid¸n kìmbouc. Stouc glwssikoÔc
kìmbouc eisèrqontai oi pijanèc glwssikèc timèc tou dianÔsmatoc eisìdou, oi opoÐec kajorÐzontai apì mia
Gaussian sun�rthsh summetoq c kèntrou xc

i kai pl�touc xσ
i . Aut  eÐnai kai h èxodoc twn glwssik¸n

kìmbwn kaj¸c den sumbaÐnei kamÐa epexergasÐa thc eisìdou dhlad 

s
(1)
i = xi = (xc

i , x
σ
i ) , i ∈ I(1)

ling (4.16)

ìpou I(1)
ling to sÔnolo twn glwssik¸n kìmbwn tou pr¸tou epipèdou.

Oi arijmhtikoÐ kìmboi ekteloÔn asafopoÐhsh thc arijmhtik c tim c eisìdou qrhsimopoi¸ntac Gaussian
sunart seic summetoq c. Sugkekrimèna h tim  eisìdou eÐnai to kèntro thc Gkaousian c xc

i en¸ to pl�toc
xσ

i eÐnai mia rujmizìmenh par�metroc. 'Etsi an xi h arijmhtik  eÐsodoc, tìte

s
(1)
i = (xc

i = xi, x
σ
i ) , i ∈ I(1)

num (4.17)

ìpou I(1)
num to sÔnolo twn glwssik¸n kìmbwn tou pr¸tou epipèdou.

Prosunaptik� B�rh: H sÔndesh an�mesa s' ènan kìmbo eisìdou i kai ènan krufì kìmbo j qarak-
thrÐzetai apì èna prosunaptikì b�roc wij pou qarakthrÐzetai apì to kèntro wc

ij kai to pl�toc wσ
ij miac

Gaussian sun�rthshc summetoq c.
wij =

(
wc

ij , w
σ
ij

)
(4.18)

To b�roc autì eÐnai ousiastik� h asaf c apeikìnish tm matoc tou aristeroÔ mèrouc tou asafoÔc kanìna
j.

AmoibaÐa Sqèsh EgkleismoÔ: Tìso oi èxodoi tou str¸matoc eisìdou ìso kai ta prosunaptik�
b�rh eÐnai asaf  sÔnola. Prèpei me k�poio trìpo na posotikopoihjeÐ h sqèsh an�mesa sta dÔa aut� asaf 
sÔnola. Sto montèlo SuPFuNIS qrhsimopoieÐtai to mètro thc amoibaÐac sqèshc egleismoÔ (mutual subset-
hood) to opoÐo èqei timèc sto di�sthma [0, 1] kai ousiastik� dÐnei to posostì epik�luyhc metaxÔ twn dÔo
asaf¸n sunìlwn. H amoibaÐa sqèsh egkleismoÔ Eij metaxÔ thc exìdou tou kìmbou i, s(1)

i = (xc
i , x

σ
i ) kai tou

asafoÔc b�rouc wij =
(
wc

ij , w
σ
ij

)
dÐnetai apì th sqèsh

Eij = E (si, wij) =
C (si ∩ wij)

C (si) + C (wij)− C (si ∩ wij)
(4.19)

ìpou C(·) to mètro (Cardinality) enìc asafoÔc sunìlou ìpwc èqei oristeÐ sto Kef�laio 1.
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Gia na gÐnei perissìtero katanoht  h ènnoia thc amoibaÐac sqèshc egkleismoÔ sto parak�tw sq ma
faÐnontai dÔo Gaussian sunart seic summetoq c kai h perioq  epik�luyhc.

Sq ma 4.4 - Posostì epik�luyhc dÔo Gkaousian¸n sunart sewn summetoq c.

Str¸ma 2: Se k�je krufì kìmbo j , pou antistoiqeÐ ìpwc eÐpame se ènan kanìna, eisèrqetai to di�nusma
twn amoibaÐwn sqèsewn egleismoÔ Ej = (E1j , . . . , Enj). H energopoÐhsh enìc kanìna anamènetai na ekfr�zei
to bajmì omoiìthtac an�mesa s' èna di�nusma eisìdou X = (x1, . . . xn) kai to di�nusma prosunaptik¸n
bar¸n wj = (w1j , . . . , wnj). K�je amoibaÐa sqèsh egkleismoÔ Eij tou dianÔsmatoc E ekfr�zei thn omoiìthta
an�mesa sta dÔo sugkekrimèna asaf  sÔnola opìte eÐnai logikì na qrhsimopoi soume ton telest  ginomènou
o opoÐoc par�gei thn energopoÐhsh zj tou kìmbou j

zj =
n∏

i=1

Eij =
n∏

i=1

E (si, wij) . (4.20)

Metasunaptik� B�rh: H sÔndesh an�mesa s' ènan krufì kìmbo j kai ènan kìmbo exìdou k qarak-
thrÐzetai apì èna metasunaptikì b�roc ujk pou antistoiqeÐ sto kèntro uc

jk kai to pl�toc uσ
jk miac Gaussian

sun�rthshc summetoq c.
ujk =

(
uc

jk, u
σ
jk

)
(4.21)

To b�roc autì eÐnai h asaf c apeikìnish tm matoc tou dexioÔ mèrouc tou asafoÔc kanìna j.

Str¸ma 3: AfoÔ èqoume upologÐsei touc bajmoÔc energopoÐhshc ìlwn twn kanìnwn, ta s mata zj pro-
qwr�ne sto str¸ma exìdou ìpou gÐnetai h apo-asafopoÐhsh. QrhsimopoieÐtai h mèjodoc apo-asafopoÐhshc
qwrikoÔ kèntrou b�rouc (volume based centroid defuzzification), h opoÐa gia thn èxodo yk ekfr�zetai apì
ton genikì tÔpo

yk =

q∑

j=1

zju
c
jkVjkξjk

q∑

j=1

zjVjkξjk

(4.22)

ìpou me Vjk sumbolÐzoume ton ìgko twn metasunaptik¸n asaf¸n sunìlwn b�rouc, oi opoÐoi sthn perÐptws 
mac eÐnai uσ

jk

√
π. An jewr soume ta b�rh ξjk monadiaÐa tìte èqoume ton aploÔstero tÔpo

yk =

q∑

j=1

zju
c
jku

σ
jk

q∑

j=1

zju
σ
jk

(4.23)

Ousiastik� kat� th diadikasÐa thc apo-asafopoÐhshc upologÐzetai èna stajmismèno �jroisma twn kèntrwn
twn metasunaptik¸n bar¸n. 'Etsi to apotèlesma eÐnai pio kont� sto metasunaptikì b�roc tou kanìna me
thn megalÔterh energopoÐhsh.
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4.3.3.2 EkpaÐdeush Sust matoc SuPFuNIS

'Ena tetragwnikì krit rio sf�lmatoc qrhsimopoieÐtai kat� th diadik�sia ekpaÐdeushc tou SuPFuNIS
pou eÐnai kat� ta gnwst�

e(t) =
1
2

p∑

k=1

(dk(t)− yk(t))
2 (4.24)

ìpou dk(t) h epijumht  kai yk(t) h pragmatik  èxodoc tou kìmbou k tou str¸matoc exìdou. To sf�lma
apotim�tai gia ìlouc touc kìmbouc exìdou. ParathroÔme ìti to SuPFuNIS akoloujeÐ ekpaÐdeush gramm c
(on-line learning) dhlad  oi par�metroi tou sust matoc anane¸nontai met� thn emf�nish k�je protÔpou.
Oi eleÔjerec par�metroi tou sust matoc, dhlad  ekeÐnec pou anane¸nontai kat� th m�jhsh eÐnai ta pl�th
twn Gkaousian¸n asafopoiht¸n eisìdou xσ

i , ta kèntra kai oi diasporèc twn prosunaptik¸n wc
ij , w

σ
ij kai

metasunaptik¸n uc
jk, u

σ
jk bar¸n. H exÐswsh ananèwshc bar¸n eÐnai

r(t+ 1) = r(t)− η
ϑ+e(t)
ϑr(t)

+ α∆r(t− 1) (4.25)

ìpou r antistoiqeÐ se mia eleÔjerh par�metro, η eÐnai o rujmìc m�jhshc (learning rate), α h par�metroc
thc orm c kai ∆r(t− 1) = r(t)− r(t− 1).
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Kef�laio 5

ReSuPFuNIS: Recurrent Subsethood
Product Fuzzy Inference System

5.1 Eisagwg 

Sto prohgoÔmeno kef�laio exet�same to SuPFuNIS èna prwtìtupo neuro-asafèc montèlo pou sundu�zei
asafopoihtèc, energopoÐhsh kanìnwn pou sthrÐzetai sthn amoibaÐa sqèsh egkleismoÔ, ènan telest  asafoÔc
ginomènou kai apo-asafopoihtèc sthn èxodo. 'Ena �llo pleonèkthma tou sugkekrimènou montèlou eÐnai ìti
oi asafeÐc kanìnec enswmat¸nontai �mesa sthn topologÐa tou SuPFuNIS. Me ton trìpo autì mporoÔme na
kataskeu�soume gr gora to arqitektonikì isodÔnamo enìc sunìlou asaf¸n kanìnwn all� kai na {diab�-
soume} eÔkola touc kanìnec pou èqoun prokÔyei met� thn ekpaÐdeush.

H lit  dom  tou SuPFuNIS den to empodÐzei na brei efarmog  se plhj¸ra efarmog¸n en¸ ta peiramatik�
apotelèsmata deÐqnoun �risth apìdosh se sqèsh me �lla montèla. AxÐzei na shmeiwjeÐ pwc to SuPFuNIS
emfanÐzei ta apotelèsmata aut� me polÔ ligìterec paramètrouc ap' ìti ta upìloipa neuro-asaf  sust mata
me ta opoÐa sugkrÐnetai.

H kainotomÐa sthn arqitektonik  tou  tan èna kÐnhtro gia na asqolhjoÔme me to montèlo autì sthn
paroÔsa diplwmatik . Prosjèsame anadromikèc sundèseic apì touc kìmbouc exìdou pÐsw sthn eÐsodo kai to
nèo montèlo pou dhmiourg same to onom�same ReSuPFuNIS. H eÐsodoc anadromik¸n sundèsewn to kajist�
apodotikì sthn prìbleyh qronoseir¸n kai sthn montelopoÐhsh qaotik¸n susthm�twn. AkoloujeÐ pl rhc
majhmatik  perigraf  tou montèlou en¸ efarmogèc tou ja doÔme argìtera sto Kef�laio 8.

5.2 Arqitektonik  kai LeitourgÐa ReSuPFuNIS

To ReSuPFuNIS apoteleÐ èna neuro-asafèc montèlo tri¸n strwm�twn. Oi asafeÐc kanìnec eÐnai
enswmatwmènoi sthn arqitektonik  tou diktÔou kai sugkekrimèna stouc krufoÔc kìmbouc. Oi kanìnec
stouc opoÐouc sthrÐzetai to sÔsthma eÐnai thc morf c

EAN xi(t) eÐnai Ai kai yk(t− 1) eÐnai Bk, TOTE ym(t) eÐnai Bm (5.1)

ìpou ta Ai, Bk kai Bm asaf  sÔnola. Oi kìmboi tou epipèdou eisìdou antistoiqoÔn stic exwterikèc
eisìdouc kai tic prohgoÔmenec timèc, oi kìmboi tou krummènou str¸matoc antistoiqoÔn stouc asafeÐc
kanìnec en¸ oi kìmboi exìdou antiproswpeÔoun tic metablhtèc/stìqouc tou sust matoc. K�je sÔndesh
metaxÔ kìmbwn twn dÔo pr¸twn epipèdwn antistoiqeÐ se upìjesh tou antÐstoiqou asaf  kanìna. Parìmoia
k�je sÔndesh metaxÔ twn dÔo teleutaÐwn epipèdwn antistoiqeÐ se sumpèrasma enìc asafoÔc kanìna.

Gia thn par�stash twn asaf¸n sunìlwn pou sunant¸ntai eÐte san upojèseic eÐte san sumper�smata
kanìnwn, qrhsimopoioÔme Gaussian sunart seic summetoq c pou orÐzontai apì to kèntro kai èna pl�toc.
Kai oi dÔo autèc par�metroi eÐnai eleÔjerec dhlad  anane¸nontai kat� th m�jhsh. 'Etsi ta prosunaptik�
b�rh wij pou kajorÐzoun tic sundèseic an�mesa sto str¸ma eisìdou kai to krufì epÐpedo, sunÐstantai apì to
kèntro wc

ij kai to pl�toc wσ
ij miac Gkaousian c. AntÐstoiqa kai gia ta metasunaptik� b�rh ujk =

(
uc

jk, u
σ
jk

)
.
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Sto parak�tw sq ma faÐnetai h arqitektonik /dom  tou ReSuPFuNIS.

Sq ma 5.1 - Arqitektonik  ReSuPFuNIS.

JewroÔme ìti to dÐktuo èqei n exwterikèc eisìdouc kai p eisìdouc lìgw anatrofodìthshc, q kanìnec �ra
q neur¸nec sto krufì str¸ma kai p kìmbouc exìdou. AkoloujeÐ analutik  perigraf  ìlwn twn strwm�twn
kai thc leitourgÐac tou diktÔou.

5.2.1 Str¸ma Eisìdou

Oi kìmboi tou str¸matoc eisìdou dèqontai tìso tic exwterikèc eisìdouc X = (x1(t), . . . , xn(t)) ìso kai
tic prohgoÔmenec exìdouc tou diktÔou dhlad  to di�nusma Z = (y1(t− 1), . . . , yp(t− 1)). 'Olec oi eÐsodoi
eÐnai arijmhtikèc timèc se antÐjesh me to SuPFuNIS pou mporeÐ na perièqei kai glwssikèc eisìdouc.

O k�je kìmboc tou str¸matoc eisìdou leitourgeÐ san asafaopoiht c kai oi arijmhtikèc eÐsodoi metatrè-
pontai se Gausian sunart seic summetoq c me kèntro thn arijmhtik  tim  eisìdou kai pl�toc mÐa eleÔjerh
par�metro h opoÐa anane¸netai kat� thn diadikasÐa m�jhshc. 'Eqoume loipìn

a
(1)
i =

{
xi(t) , 1 ≤ i ≤ n

yi−n(t− 1) , n+ 1 ≤ i ≤ n+ p
(5.2)

H èxodoc twn kìmbwn tou pr¸tou str¸matoc eÐnai

s
(1)
i =

{
a

(1)
i , zσ

i

}
= {zc

i , z
σ
i } =

{
{xc

i (t), x
σ
i (t)} , 1 ≤ i ≤ n{

yc
i−n(t− 1), yσ

i−n(t− 1)
}

, n+ 1 ≤ i ≤ n+ p
(5.3)
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'Estw loipìn ìti h eÐsodoc enìc kìmbou tou pr¸tou str¸matoc eÐnai xi(t) = 0.25 kai h par�metroc
pl�touc tou sugkekrimènou kìmbou eÐnai ekeÐnh th stigm  0.5. Tìte h èxodoc faÐnetai sto parak�tw sq ma.

Sq ma 5.2 - Par�deigma exìdou asafopoiht  sto pr¸to str¸ma tou ReSuPFuNIS.

5.2.2 Sqèsh AmoibaÐou EgkleismoÔ (Mutual Subsethood)

To ReSuPFuNIS metadÐdei thn asafopoihmènh eÐsodo p�nw apì èna asafèc b�roc wij , pou antistoiqeÐ
sthn sÔndesh an�mesa ston i kìmbo tou str¸matoc eisìdou kai ton j kìmbo tou krufoÔ str¸matoc. Prèpei
me k�poio mètro na posotikopoihjeÐ h {axÐa-shmantikìthta} tou s matoc pou metadÐdetai p�nw apì to b�roc,
dhlad  na upologÐsoume to bajmì ston opoÐo ta dÔo asaf  sÔnola eÐnai Ðsa.

Sq ma 5.3 - Met�dosh asafoÔc s matoc sto ReSuPFuNIS.

To mètro pou qrhsimopoioÔme eÐnai h sqèsh tou amoibaÐou egkleismoÔ (mutual subsethood) h opoÐa
deÐqnei se ti bajmì ta s(1)

i , wij eÐnai Ðsa kai sumbolÐzetai me E
(
s
(1)
i , wij

)
. Diaisjhtik� ja eÐnai

E
(
s
(1)
i , wij

)
= Degree

(
s
(1)
i = wij

)
= Degree

(
s
(1)
i ⊆ wij ∧ wij ⊆ s

(1)
i

)
(5.4)

Gia ton upologismì thc mutual subsethood qrhsimopoioÔme to mètro (cardinality) twn antÐstoiqwn
asaf¸n sunìlwn, to opoÐo jumÐzoume pwc gia èna sÔnolo F me sun�rthsh summetoq c µF (x) dÐnetai apì
ton tÔpo

C(F ) =
∫ +∞

−∞
µF (x)dx (5.5)

Ja eÐnai loipìn

Eij = E
(
s
(1)
i , wij

)
=

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)

C
(
s
(1)
i

)
+ C (wij)− C

(
s
(1)
i ∩ wij

) (5.6)
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Gia ton upologismì twn Cardinalities gia tic Gkaousianèc sunart seic summetoq c tou ReSuPFuNIS
ja qreiastoÔme thn sun�rthsh sf�lmatoc h opoÐa orÐzetai wc ex c

erf(x) =
1√
2π

∫ x

0
e−

1
2
t2dt (5.7)

me erf(−∞) = −1
2 , erf(+∞) = +1

2 kai erf(0) = 0.

Sq ma 5.4 - Sun�rthsh sf�lmatoc.

Sto proteinìmeno neuro-asafèc montèlo ReSuPFuNIS ìlec oi sunart seic summetoq c eÐnai Gaussian.
jèloume dhlad  na upologÐsoume thn cardinality thc tom c metaxÔ dÔo sunart sewn

a(x) = e
−
“

x−c1
σ1

”2

(5.8)

b(x) = e
−
“

x−c2
σ2

”2

(5.9)

Gia na upologÐsoume tic cardinalities prèpei profan¸c na broÔme ta shmeÐa tom c twn parap�nw sunart -
sewn summetoq c. 'Eqoume

a(x) = b(x) ⇔ e
−
“

x−c1
σ1

”2

= e
−
“

x−c2
σ2

”2
ln⇐⇒

⇔
(
x− c1
σ1

)2

=
(
x− c2
σ2

)2

⇔ x− c1
σ1

= ±x− c2
σ2

(5.10)

Apì thn parap�nw exÐswsh paÐrnoume tic akìloujec dÔo lÔseic

h1 =
c1 + σ1

σ2
c2

1 + σ1
σ2

(5.11)

h2 =
c1 − σ1

σ2
c2

1− σ1
σ2

(5.12)

Me b�sh ta parap�nw mporoÔme na upologÐsoume ta C(·) pou emfanÐzontai ston tÔpo (5.6)

C
(
s
(1)
i

)
=

∫ +∞

−∞
e
−
„

x−zc
1

zσ
i

«2

dx = zσ
i

√
π [erf(+∞)− erf(−∞)] = zσ

i

√
π (5.13)

AntÐstoiqa

C(wij) =
∫ +∞

−∞
e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx = wσ
ij

√
π (5.14)

Proqwr�me ston duskolìtero upologismì thc tom c C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
. DiakrÐnoume peript¸seic an�loga

me tic timèc twn zσ
i , z

c
i , w

σ
ij kai wc

ij .
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PerÐptwsh 1: zc
i = wc

ij

An zσ
i < wσ

ij tìte

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
=

∫ +∞

−∞
e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx = C
(
s
(1)
i

)
= zσ

i

√
π. (5.15)

Sq ma 5.5 - PerÐptwsh 1, zc
i = wc

ij , z
σ
i > wσ

ij .

An zσ
i > wσ

ij tìte

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
= C (wij) = wσ

ij

√
π. (5.16)

Sq ma 5.6 - PerÐptwsh 1, zc
i = wc

ij , z
σ
i = wσ

ij .

An tèloc zσ
i = wσ

ij ìpwc faÐnetai kai sto parap�nw sq ma ta dÔo asaf  sÔnola eÐnai tautìshma.
Sugkentr¸nontac tic treic autèc upopeript¸seic paÐrnoume

An zc
i = wc

ij tìte C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
=





C
(
s
(1)
i

)
= zσ

i

√
π , an zσ

i < wσ
ij

C (wij) = wσ
ij

√
π , an zσ

i > wσ
ij

C
(
s
(1)
i

)
= C (wij) = zσ

i

√
π = wσ

ij

√
π , an zσ

i = wσ
ij

(5.17)
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PerÐptwsh 2: zc
i 6= wc

ij , z
σ
i = wσ

ij

Se aut  thn perÐptwsh up�rqei mìno èna shmeÐo tom c to h1. 'Estw zc
i > wc

ij . Tìte

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
=

∫ h1

−∞
e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h1

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

= zσ
i

√
π

[
1
2

+ erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)]
+ wσ

ij

√
π

[
1
2
− erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)] (5.18)

Sq ma 5.7 - PerÐptwsh 2, zσ
i = wσ

ij , z
c
i > wc

ij .

An zc
i < wc

ij tìte

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
=

∫ h1

−∞
e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h1

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

= wσ
ij

√
π

[
1
2

+ erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)]
+ zσ

i

√
π

[
1
2
− erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)] (5.19)

Sq ma 5.8 - PerÐptwsh 2, zσ
i = wσ

ij , z
c
i < wc

ij .
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PerÐptwsh 3: zc
i 6= wc

ij , z
σ
i < wσ

ij

Se aut  thn perÐptwsh èqoume dÔo shmeÐa tom c h1, h2. Upojètoume ìti h1 < h2 kai wc
ij > zc

i . Tìte

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
=

∫ h1

−∞
e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ h2

h1

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h2

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

= zσ
i

√
π

[
1
2

+ erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)]
+ zσ

i

√
π

[
1
2
− erf

(√
2(h2 − zc

i )
zσ
i

)]

+ wσ
ij

√
π

[
erf

(√
2(h2 − wc

ij)
wσ

ij

)
− erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)]
(5.20)

Sq ma 5.9 - PerÐptwsh 3, zσ
i < wσ

ij , z
c
i < wc

ij .

O Ðdioc tÔpoc prokÔptei kai ìtan wc
ij < zc

i .

Sq ma 5.10 - PerÐptwsh 3, zσ
i < wσ

ij , z
c
i > wc

ij .
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PerÐptwsh 4: zc
i 6= wc

ij , z
σ
i > wσ

ij

Se aut  thn perÐptwsh èqoume p�li dÔo shmeÐa tom c h1, h2. Upojètoume ìti h1 < h2 kai wc
ij > zc

i .
Tìte

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
=

∫ h1

−∞
e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ h2

h1

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h2

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

= wσ
ij

√
π

[
1
2

+ erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)]
+ wσ

ij

√
π

[
1
2
− erf

(√
2(h2 − wc

ij)
wσ

ij

)]

+ zσ
i

√
π

[
erf

(√
2(h2 − zc

i )
zσ
i

)
− erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)]
(5.21)

Sq ma 5.11 - PerÐptwsh 4, zσ
i > wσ

ij , z
c
i < wc

ij .

O Ðdioc tÔpoc prokÔptei kai ìtan wc
ij < zc

i .

Sq ma 5.12 - PerÐptwsh 4, zσ
i > wσ

ij , z
c
i > wc

ij .

Opìte oi antÐstoiqec sqèseic amoibaÐou egkleismoÔ Eij (an�loga me tic timèc twn zc
i , z

σ
i , w

c
ij kai wσ

ij)
upologÐzontai an antikatast soume tic sqèseic (5.13) èwc (5.21) sthn (5.6).
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5.2.3 Str¸ma Kanìnwn

To krufì str¸ma apoteleÐtai apì q kìmbouc. AfoÔ upologÐsoume tic amoibaÐec sqèseic egkleismoÔ
gia ènan kìmbo j, Ej = (E1j , . . . , E(n+p)j) mporoÔme na posotikopoi soume thn antistoiqÐa an�mesa sto
asafèc di�nusma S =

(
s
(1)
1 , . . . , s

(1)
n+p

)
pou eÐnai h èxodoc tou pr¸tou epipèdou kai di�nusma asaf¸n bar¸n

Wj =
(
w1j , . . . , w(n+p)j

)
. H energopoÐhsh enìc kìmbou tou str¸matoc kanìnwn prèpei na mac dÐnei to

bajmì ston opoÐo ta S, Wj eÐnai ìmoia. AntikajistoÔme ton telest  tou elaqÐstou pou qrhsimopoieÐtai
sta perissìtera sust mata asafoÔc sullogismoÔ me autìn tou ginomènou. 'Etsi h energopoÐhsh a

(2)
j

eÐnai èna ginìmeno sqèsewn amoibaÐou egkleismoÔ, pou mac epitrèpei thn �mesh efarmog  thc mejìdou thc
apìtomhc kajìdou kat� thn ekpaÐdeush.

a
(2)
j =

n+p∏

i=1

Eij =
n∏

i=1

E (xi(t), wij(t))
n+p∏

i=n+1

E (yi−n(t− 1), wij(t)) (5.22)

Oi kìmboi tou str¸matoc kanìnwn eÐnai grammikoÐ opìte

s
(2)
j = a

(2)
j (5.23)

5.2.4 Str¸ma Exìdou

Sto str¸ma exìdou up�rqoun p neur¸nec. H sÔndesh an�mesa s' ènan krufì kìmbo j kai ènan kìmbo
exìdou k qarakthrÐzetai apì èna metasunaptikì b�roc ujk pou qarakthrÐzetai apì to kèntro uc

jk kai to
pl�toc uσ

jk miac Gaussian sun�rthshc summetoq c.

ujk =
(
uc

jk, u
σ
jk

)
(5.24)

To b�roc autì eÐnai h asaf c apeikìnish tm matoc tou dexioÔ mèrouc tou asafoÔc kanìna j.
AfoÔ èqoume upologÐsei touc bajmoÔc energopoÐhshc ìlwn twn kanìnwn, ta s mata s(2)

j proqwr�ne sto
str¸ma exìdou ìpou gÐnetai h apo-asafopoÐhsh. QrhsimopoieÐtai h mèjodoc apo-asafopoÐhshc qwrikoÔ
kèntrou b�rouc (volume based centroid defuzzification), h opoÐa gia thn èxodo yk ekfr�zetai apì ton
genikì tÔpo

a
(3)
k = s

(3)
k = yk =

q∑

j=1

s
(2)
j uc

jkVjkξjk

q∑

j=1

s
(2)
j Vjkξjk

(5.25)

ìpou me Vjk sumbolÐzoume ton ìgko twn metasunaptik¸n asaf¸n sunìlwn b�rouc, oi opoÐoi sthn perÐptws 
mac eÐnai uσ

jk

√
π. An jewr soume ta b�rh ξjk monadiaÐa tìte èqoume ton aploÔstero tÔpo

yk =

q∑

j=1

s
(2)
j uc

jku
σ
jk

q∑

j=1

s
(2)
j uσ

jk

(5.26)

Ousiastik� kat� th diadikasÐa thc apo-asafopoÐhshc upologÐzetai èna stajmismèno �jroisma twn kèntrwn
twn metasunaptik¸n bar¸n. 'Etsi to apotèlesma eÐnai pio kont� sto metasunaptikì b�roc tou kanìna me
thn megalÔterh energopoÐhsh.
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5.3 DiadikasÐa M�jhshc ReSuPFuNIS

To neuro-asafèc montèlo ReSuPFuNIS basÐzetai sthn epiblepìmenh m�jhsh gia thn ananèwsh twn
paramètrwn. 'Opwc èqoume dei kai se prohgoÔmena kef�laia, epiblepìmenh m�jhsh shmaÐnei parousÐash sto
montèlo protÔpwn ekpaÐdeushc kai sÔgkrish thc exìdou me thn epijumht  èxodo. Oi eleÔjerec par�metroi
anane¸nontai me stìqo thn elaqistopoÐhsh tou sf�lmatoc.

5.3.1 Exis¸seic Ananèwshc

Gia thn ekpaÐdeush qrhsimopoioÔme thn mèjodo thc apìtomhc kajìdou. An dk(t) èxodoc tou kìmbou
exìdou k th qronik  stigm  t gia èna sugkekrimèno prìtupo eisìdou Q(t) tìte to sunolikì tetragwnikì
sf�lma gia ìlouc touc kìmbouc tou str¸matoc exìdou eÐnai

e(t) =
1
2

p∑

k=1

(
dk(t)− s

(3)
k (t)

)2
(5.27)

ìpou s(3)
k (t) = yk(t).

To ReSuPFuNIS akoloujeÐ ekpaÐdeush gramm c (on-line learning) dhlad  oi eleÔjerec par�metroi tou
sust matoc anane¸nontai k�je for� pou parousi�zetai èna nèo prìtupo ekpaÐdeushc. Ta wc

ij , w
σ
ij , u

c
jk, u

σ
jk

kai zσ
i metab�llontai sÔmfwna me tic akìloujec exis¸seic

wc
ij(t+ 1) = wc

ij(t)− η
ϑe(t)
ϑwc

ij(t)
+ α∆wc

ij(t− 1) (5.28)

wσ
ij(t+ 1) = wσ

ij(t)− η
ϑe(t)
ϑwσ

ij(t)
+ α∆wσ

ij(t− 1) (5.29)

uc
jk(t+ 1) = uc

jk(t)− η
ϑe(t)
ϑuc

jk(t)
+ α∆uc

jk(t− 1) (5.30)

uσ
jk(t+ 1) = uσ

jk(t)− η
ϑe(t)
ϑuσ

jk(t)
+ α∆uσ

jk(t− 1) (5.31)

zσ
i (t+ 1) = zσ

i (t)− η
ϑe(t)
ϑzσ

i (t)
+ α∆zσ

i (t− 1) (5.32)

ìpou η o rujmìc m�jhshc kai α o ìroc orm c. Akìma

∆wc
ij(t− 1) = wc

ij(t)− wc
ij(t− 1) (5.33)

∆wσ
ij(t− 1) = wσ

ij(t)− wσ
ij(t− 1) (5.34)

∆uc
jk(t− 1) = uc

jk(t)− uc
jk(t− 1) (5.35)

∆uσ
jk(t− 1) = uσ

jk(t)− uσ
jk(t− 1) (5.36)

∆zσ
i (t− 1) = zσ

i (t)− zσ
i (t− 1) (5.37)

5.3.2 Upologismìc twn Merik¸n Parag¸gwn

Proqwr�me t¸ra sto pio sÔnjeto komm�ti thc ergasÐac aut c dhlad  ton upologismì twn merik¸n
parag¸gwn pou emfanÐzontai stic parap�nw sqèseic.

5.3.2.1 Enhmèrwsh twn uc
jk, u

σ
jk

Gia tic parag¸gouc thc sun�rthshc sf�lmatoc wc proc ta kèntra twn metasunaptik¸n bar¸n èqoume

ϑe(t)
ϑuc

jk(t)
=

ϑe(t)

ϑs
(3)
k (t)

ϑs
(3)
k (t)

ϑuc
jk(t)

(5.26),(5.27)
= −

(
dk(t)− s

(3)
k (t)

) s
(2)
j (t)uσ

jk
q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk

(5.38)
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AntÐstoiqa gia ta pl�th twn metasunaptik¸n bar¸n paÐrnoume

ϑe(t)
ϑuσ

jk(t)
=

ϑe(t)

ϑs
(3)
k (t)

ϑs
(3)
k (t)

ϑuσ
jk(t)

(5.26),(5.27)
=

= −
(
dk(t)− s

(3)
k (t)

) s
(2)
j (t)uc

jk

q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk − s
(2)
j

q∑

h=1

s
(2)
h uc

hku
σ
hk

(
q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk

)2

(5.39)

5.3.2.2 Enhmèrwsh twn wc
ij , w

σ
ij , z

σ
i

O upologismìc twn merik¸n parag¸gwn gia thn ananèwsh twn sugkekrimènwn paramètrwn eÐnai pio
sÔnjetoc afou perilamb�nei parag¸gouc thc sqèshc amoibaÐou egkleismoÔ Eij mèsa sthn alusÐda parag¸gi-
shc. Akìma lìgw thc anadromik c fÔshc tou diktÔou ja qrhsimopoi soume ton algìrijmo Real Time
Recurrent Learning me apotèlesma na prèpei na paÐrnoume up' ìyin stic paragwgÐseic kai tic prohgoÔmenec
exìdouc tou diktÔou. AkoloujoÔn oi analutikoÐ upologismoÐ.
Gia to kèntro twn prosunaptik¸n bar¸n èqoume

ϑe(t)
ϑwc

ij

=
p∑

k=1

ϑe(t)
ϑyk(t)

ϑyk(t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑEij(t)
ϑEij(t)
ϑwc

ij(t)

=
p∑

k=1



− (dk(t)− yk(t))

ϑyk(t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑEij(t)
ϑE+

ij (t)
ϑwc

ij(t)︸ ︷︷ ︸
ϑyk
ϑwc

ij
(t)




(5.40)

AntÐstoiqa gia to pl�toc twn prosunaptik¸n bar¸n ja èqoume

ϑe(t)
ϑwc

ij

=
p∑

k=1



− (dk(t)− yk(t))

ϑyk(t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑEij(t)
ϑE+

ij (t)
ϑwσ

ij(t)︸ ︷︷ ︸
ϑyk
ϑwσ

ij
(t)




(5.41)

en¸ gia to pl�toc twn asafopoiht¸n eisìdou zσ
i

ϑe(t)
ϑzσ

i

=
p∑

k=1

q∑

j=1



− (dk(t)− yk(t))

ϑyk(t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑs
(2)
j (t)

ϑEij(t)
ϑE+

ij (t)
ϑzσ

i (t)
︸ ︷︷ ︸

ϑyk
ϑzσ

i
(t)




(5.42)
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ìpou

ϑyk(t)

ϑs
(2)
j

(5.26)
=

uc
jku

σ
jk

q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk − uσ
jk

q∑

h=1

s
(2)
h uc

hku
σ
hk

(
q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk

)2 = uσ
jk




uc
jk

q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk −
q∑

h=1

s
(2)
h uc

hku
σ
hk

(
q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk

)2




=

= uσ
jk




uc
jk

q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk




1−

q∑

h=1

s
(2)
h uc

hku
σ
hk

uσ
jk

q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk




(
q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk

)2




=
uσ

jk

(
uc

jk − yk(t)
)

q∑

h=1

s
(2)
h uσ

hk

(5.43)

kai
ϑs

(2)
j

ϑEij

(5.22),(5.23)
=

n+p∏

l=1
l 6=i

Elj (5.44)

SuneqÐzoume me ton upologismì twn merik¸n parag¸gwn twn sqèsewn amoibaÐou egkleismoÔ (mutual
subsethoods) wc proc ta wc

ij , w
σ
ij kai zσ

i . JumÐzoume ìti to Eij dÐnetai apì ton tÔpo

Eij = E
(
s
(1)
i , wij

)
=

C
(
s
(1)
i ∩ wij

)

C
(
s
(1)
i

)
+ C (wij)− C

(
s
(1)
i ∩ wij

)

Akìma C
(
s
(1)
i

)
(5.13)
= zσ

i

√
π kai C(wij)

(5.14)
= wσ

ij

√
π. Tèloc ta mètra (cardinalities) thc tom c C

(
s
(1)
i ∩ wij

)

dÐnontai apì tic sqèseic (5.17) èwc (5.21).
Prèpei na parathr soume ìti lìgw twn anadromik¸n sundèsewn oi merikèc par�gwgoi ϑEij/ϑα ìpou α

wc
ij , w

σ
ij   zσ

i eÐnai diatetagmènh, kaj¸c exart�tai èmesa kai apì tic prohgoÔmenec exìdouc tou diktÔou. Ja
efarmìsoume ton kanìna anadromik c m�jhshc pragmatikoÔ qrìnou (RTRL) pou exet�same sto Kef�laio
3 gia ton upologismì twn merik¸n aut¸n parag¸gwn.

Gia to kèntro twn prosunaptik¸n bar¸n èqoume

ϑE+
ij

ϑwc
ij

(t) =





ϑEij

ϑwc
ij

(t) , i ≤ n
ϑEij

ϑwc
ij

(t) + ϑEij

ϑyi−n

ϑyi−n

ϑwc
ij

(t− 1) , i > n
(5.45)

Gia to pl�toc twn prosunaptik¸n bar¸n ja eÐnai antÐstoiqa

ϑE+
ij

ϑwσ
ij

(t) =





ϑEij

ϑwσ
ij

(t) , i ≤ n
ϑEij

ϑwσ
ij

(t) + ϑEij

ϑyi−n

ϑyi−n

ϑwσ
ij

(t− 1) , i > n
(5.46)

En¸ tèloc gia to pl�toc twn asafopoiht¸n tou pr¸tou str¸matoc paÐrnoume

ϑE+
ij

ϑzσ
i

(t) =

{ϑEij

ϑzσ
i

(t) , i ≤ n
ϑEij

ϑzσ
i

(t) + ϑEij

ϑyi−n

ϑyi−n

ϑzσ
i

(t− 1) , i > n
(5.47)
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Oi kanonikèc merikèc par�gwgoi twn Eij wc proc ta wc
ij , w

σ
ij kai zσ

i dÐnontai apì touc parak�tw treic tÔpouc

ϑEij

ϑwσ
ij

=

ϑC
“

s
(1)
i ∩wij

”

ϑwc
ij

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))
−

(
−ϑC

“
s
(1)
i ∩wij

”

ϑwc
ij

C
(
s
(1)
i ∩ wij

))

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))2 (5.48)

ϑEij

ϑwσ
ij

=

ϑC
“

s
(1)
i ∩wij

”

ϑwσ
ij

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))
−

[√
π − ϑC

“
s
(1)
i ∩wij

”

ϑwσ
ij

]
C

(
s
(1)
i ∩ wij

)

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))2 (5.49)

ϑEij

ϑzσ
i

=

ϑC
“

s
(1)
i ∩wij

”

ϑzσ
i

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))
−

[√
π − ϑC

“
s
(1)
i ∩wij

”

ϑzσ
i

]
C

(
s
(1)
i ∩ wij

)

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))2 (5.50)

Gia i > n sunant�me kai thn merik  par�gwgo ϑEij/ϑyi−n h opoÐa eÐnai

ϑEij

ϑyi−n
=

ϑC
“
s
(1)
i ∩wij

”

ϑyi−n

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))
−

(
−ϑC

“
s
(1)
i ∩wij

”

ϑyi−n
C

(
s
(1)
i ∩ wij

))

(√
πzσ

i +
√
πwσ

ij − C
(
s
(1)
i ∩ wij

))2 (5.51)

Oi merikèc par�gwgoi ϑyi

ϑwc
ij

(t − 1), ϑyi

ϑwσ
ij

(t − 1) kai ϑyi

ϑzσ
i
(t − 1) enup�rqoun mèsa stouc tÔpouc (5.40) (5.41)

kai (5.42) antÐstoiqa. An jewr soume ìti arqÐzei h ekpaÐdeush th qronik  stigm  t = 1 tìte jewroÔme
mhdenikèc tic parag¸gouc autèc gia t = 0, dhlad 

ϑyi

ϑwc
ij

(0) = 0 (5.52)

ϑyi

ϑwσ
ij

(0) = 0 (5.53)

ϑyi

ϑzσ
i

(0) = 0 (5.54)

MporoÔme loipìn anadromik� me tic parap�nw arqikèc sunj kec kai me th bo jeia twn exis¸sewn (5.40),
(5.41) kai (5.42) na upologÐsoume tic diatetagmènec parag¸gouc pou dÐnontai apì touc tÔpouc (5.45), (5.46)
kai (5.47).

Gia thn olokl rwsh twn upologism¸n mènei na prosdiorÐsoume tic merikèc parag¸gouc tou mètrou tom c
C

(
s
(1)
i ∩ wij

)
, wc proc tic eleÔjerec paramètrouc wc

ij , w
σ
ij kai zσ

i . Oi merikèc autèc par�gwgoi diafèroun
an�loga me tic timèc twn paramètrwn. AkoloujeÐ analutikìc prosdiorismìc.

PerÐptwsh 1: zc
i = wc

ij

Apì tic sqèseic (5.15) kai (5.16) blèpoume ìti to mètro C
(
s
(1)
i ∩ wij

)
eÐnai anex�rthto twn wc

ij kai
zc
i = yi−n, i > n opìte

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwc
ij

= 0 (5.55)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑyi−n
= 0 , i > n (5.56)
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ParagwgÐzontac thn (5.17) wc proc wσ
ij èqoume

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwσ
ij

=

{√
π an wc

ij = zc
i kai wσ

ij ≤ zσ
i

0 an wc
ij = zc

i kai wσ
ij > zσ

i

(5.57)

ParagwgÐzontac t¸ra wc proc zσ
i èqoume

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzσ
i

=

{
0 an wc

ij = zc
i kai wσ

ij < zσ
i√

π an wc
ij = zc

i kai wσ
ij ≥ zσ

i

(5.58)

PerÐptwsh 2: zc
i 6= wc

ij , z
σ
i = wσ

ij

'Otan zc
i > wc

ij tìte paragwgÐzontac thn (5.18) prokÔptoun oi zhtoÔmenec par�gwgoi.

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwc
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

=
∫ +∞

h1

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx = e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2
(5.59)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwσ
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

=
h1 − wc

ij

wσ
ij

e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

+
√
π

[
1
2
− erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)] (5.60)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzσ
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

= −h1 − zc
i

zσ
i

e
−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

+
√
π

[
1
2

+ erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)] (5.61)

Tèloc gia i > n, yi−n = zc
i opìte

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzc
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx = −e−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

(5.62)

An zc
i < wc

ij tìte apì thn (5.19) paÐrnoume

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwc
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx = −e−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2
(5.63)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwσ
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

= −h1 − wc
ij

wσ
ij

e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

+
√
π

[
1
2

+ erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)] (5.64)
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ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzσ
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

=
h1 − zc

i

zσ
i

e
−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

+
√
π

[
1
2
− erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)] (5.65)

Tèloc gia i > n,

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzc
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx = e
−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

(5.66)

PerÐptwsh 3: zc
i 6= wc

ij , z
σ
i < wσ

ij

'Opwc eÐdame to mètro thc tom c sthn perÐptwsh aut  eÐnai to Ðdio eÐte zc
i > wc

ij eÐte zc
i < wc

ij .
ParagwgÐzontac thn (5.20) prokÔptoun ta akìlouja

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwc
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

= −e−
„

h2−wc
ij

wσ
ij

«2

+ e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

(5.67)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwσ
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

=
h1 − wc

ij

wσ
ij

e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

− h2 − wc
ij

wσ
ij

e
−
„

h2−wc
ij

wσ
ij

«2

+

√
π

[
−erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)
+ erf

(√
2(h2 − wc

ij)
wσ

ij

)]

(5.68)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzσ
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

= −h1 − zc
i

zσ
i

e
−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

+
h2 − zc

i

zσ
i

e
−
„

h2−zc
i

zσ
i

«2

+

√
π

[
1 + erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)
− erf

(√
2(h2 − zc

i )
zσ
i

)]
(5.69)

Tèloc gia i > n,

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzc
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx =

= −e−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

+ e
−
„

h2−zc
i

zσ
i

«2

(5.70)
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PerÐptwsh 4: zc
i 6= wc

ij , z
σ
i > wσ

ij

Aut  eÐnai kai h teleutaÐa perÐptwsh. AntÐstoiqa me thn perÐptwsh 3 to mètro thc tom c eÐnai to Ðdio
eÐte zc

i > wc
ij eÐte zc

i < wc
ij . ParagwgÐzontac thn (5.21) prokÔptoun ta akìlouja

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwc
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑwc
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

= −e−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

+ e
−
„

h2−wc
ij

wσ
ij

«2

(5.71)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwσ
ij

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

= −h1 − wc
ij

wσ
ij

e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

+
h2 − wc

ij

wσ
ij

e
−
„

h2−wc
ij

wσ
ij

«2

+

√
π

[
1 + erf

(√
2(h1 − wc

ij)
wσ

ij

)
− erf

(√
2(h2 − wc

ij)
wσ

ij

)]

(5.72)

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzσ
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑzσ
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

=
h1 − zc

i

zσ
i

e
−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

− h2 − zc
i

zσ
i

e
−
„

h2−zc
i

zσ
i

«2

+

√
π

[
−erf

(√
2(h1 − zc

i )
zσ
i

)
+ erf

(√
2(h2 − zc

i )
zσ
i

)]
(5.73)

Tèloc gia i > n,

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑzc
i

=
∫ h1

−∞

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx+
∫ h2

h1

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h2

ϑ

ϑzc
i

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

= −e−
„

h2−zc
i

zσ
i

«2

+ e
−
„

h1−zc
i

zσ
i

«2

(5.74)

Ta parap�nw oloklhr¸mata upologÐzontai me paragontik  olokl rwsh. Ja lÔsoume analutik� gia na
deÐxoume pwc ft�noume se ìlec autèc tic lÔseic. Apì thn (5.60) èqoume :

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwσ
ij

∫ h1

−∞

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−zc
i

zσ
i

«2

dx+
∫ +∞

h1

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =
∫ +∞

h1

ϑ

ϑwσ
ij

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx =

=
∫ +∞

h1

2
(x− wc

ij)
2

(wσ
ij)3

e
−
„

x−wc
ij

wσ
ij

«2

dx

(5.75)
K�nw thn allag  metabht c

t =

√
2(x− wc

ij)
wσ

ij

⇒ dt =
√

2
wσ

ij

dx (5.76)
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Sundu�zontac tic 2 parap�nw sqèseic paÐrnoume

ϑC
(
s
(1)
i ∩ wij

)

ϑwσ
ij

=
1√
2

∫ x→+∞

x→h1

t2e−
1
2
t2dt =

1√
2

∫ x→+∞

x→h1

(
e−

1
2
t2t

)
tdt =

1√
2

∫ x→+∞

x→h1

(
−e− 1

2
t2

)′
tdt =

= − t√
2
e−

1
2
t2

∣∣∣
x→+∞

x→h1

+
√
π

1√
2π

∫ x→+∞

x→h1

e−
1
2
t2dt =

= 0 +
h1 − wc

ij

wσ
ij

e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

+
√
π

[
erf(+∞)− erf

(√
2(x− wc

ij)
wσ

ij

)]

=
h1 − wc

ij

wσ
ij

e
−
„

h1−wc
ij

wσ
ij

«2

+
√
π

[
1
2
− erf

(√
2(x− wc

ij)
wσ

ij

)]

(5.77)

DeÐxame loipìn ton analutikì trìpo upologismoÔ thc sqèshc (5.60). AntÐstoiqa upologÐzontai kai oi
upìloipec.

Sundu�zontac ìlec tic parap�nw exis¸seic èqoume ton algìrijmo ekpaÐdeushc tou ReSuPFuNIS. H
diafor� tou apì ton antÐstoiqo algìrijmo tou SuPFuNIS eÐnai ston upologismì twn merik¸n parag¸gwn
twn sqèsewn amoibaÐou egkleismoÔ ìpou efarmìzoume diatetagmènh par�gwgo lamb�nontac up' ìyin kai tic
prohgoÔmenec exìdouc tou diktÔou. H mèjodoc aut  eÐnai efarmog  tou algorÐjmou RTRL sto neuro-asafèc
montèlo pou proteÐnoume.
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Kef�laio 6

Mèjodoi Exagwg c Asaf¸n Kanìnwn
apì Dedomèna

6.1 Eisagwg 

Ta montèla pou basÐzontai se asafeÐc kanìnec (asaf  sust mata, neuro-asaf ) qrhsimopoioÔntai suqn�
gia thn montelopoÐhsh dunamik¸n susthm�twn. EÐnai epijumhtì, h b�sh kanìnwn na kalÔptei ìlec tic
katast�seic tou sust matoc pou eÐnai shmantikèc gia to meletoÔmeno montèlo. Tautìqrona o arijmìc twn
kanìnwn prèpei na krathjeÐ mikrìc gia na mhn perioristoÔn oi dunatìthtec genÐkeushc tou neuro-asafoÔc
sust matoc.

Se orismènec peript¸seic oi asafeÐc kanìnec mporoÔn na prokÔyoun �mesa apì anjr¸pouc pou eÐnai
eidikoÐ sto proc asaf  montelopoÐhsh sÔsthma. H an�kthsh gn¸shc wstìso apì eidikoÔc, eÐnai mÐa dÔskolh
kai polÔplokh diadikasÐa kai se orismènec peript¸seic adÔnath, an to sÔsthma eÐnai sqetik� �gnwsto
kai den up�rqoun eidikoÐ. Gia to lìgo autì h kataskeu  asaf¸n kanìnwn mèsw tou sunìlou dedomènwn
qrhsimopoieÐtai ìlo kai suqnìtera. Tètoiou eÐdouc proseggÐseic prospajoÔn na beltisopoi soun k�poia
arijmhtik  antikeimenik  sun�rthsh, en¸ h poluplokìthta tou montèlou pou prokÔptei (�mesh ex�rthsh apì
ton arijmì twn kanìnwn) paramènei adi�forh stic perissìterec apì tic mejìdouc autèc. Sthn bibliografÐa
sunant�tai plhj¸ra mejìdwn gia thn exisorrìphsh tou q�smatoc metaxÔ poluplokìthtac montèlou kai
akrÐbeiac stic problèyeic ìpwc h entropÐa, genetikoÐ algìrijmoi, mèjodoi orjog¸niwn metashmatism¸n,
mètra omoiìthtac kai statistik� krit ria.

Sto kef�laio autì ja asqolhjoÔme kurÐwc me teqnikèc clustering (dhmiourgÐa sust�dwn, sustoiqi¸n
ìmoiwn antikeimènwn) ìpou k�je cluster antistoiqeÐ s' ènan asaf  kanìna. Ja doÔme akìma kai merikèc
�llec teqnikèc exagwg c asaf¸n kanìnwn apì arijmhtik� dedomèna.

6.2 Exagwg  Kanìnwn me Qr sh Teqnik¸n Clustering

6.2.1 Jewrhtik  Eisagwg 

Oi algìrijmoi smhnopoÐhshc (clustering) qrhsimopoioÔntai ektetamènwc ìqi mìno gia thn org�nwsh kai
kathgoriopoÐhsh dedomènwn all� kai gia thn kataskeu  montèlwn mèsw thc exagwg c asaf¸n kanìnwn
apì dedomèna. Oi teqnikèc smhnopoÐhshc qwrÐzoun èna sÔnolo dedomènwn se di�forec om�dec ètsi ¸ste
k�poio mètro omoiìthtac sto eswterikì mÐac tètoiac om�dac na eÐnai megalÔterh ap' ìti stic upìloipec
om�dec. Gia thn epÐteuxh tou diaqwrismoÔ autoÔ apaiteÐtai ìpwc eÐdame h qr sh enìc mètrou omoiìthtac
pou dèqetai dÔo dianÔsmata eisìdou kai epistrèfei mÐa tim  pou antistoiqeÐ sthn omoiìtht� touc. Stic
perissìterec peript¸seic ta dianÔsmata eisìdou kanonikopoioÔntai ètsi ¸ste na an koun ston monadiaÐo
uperkÔbo, dhlad  na pèrnoun timèc sto di�sthma [0, 1].

Oi teqnikèc smhnopoÐhshc an koun stic mh epiblepìmenec teqnikèc kai kÔrioc stìqoc touc eÐnai na en-
topÐsoun thn dom  pÐsw apì ta dedomèna. SÔmfwna me thn algorijmik  prosèggish twn teqnik¸n clustering
mporoÔme na tic taxinom soume se teqnikèc temaqismoÔ (partitioning), ierarqikèc mejìdouc (hierarchical),
mejìdouc sthrizìmenec sthn jewrÐa twn gr�fwn kai teqnikèc antikeimenik c sun�rthshc. Sto Kef�laio
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autì ja asqolhjoÔme kurÐwc me teqnikèc temaqismoÔ, o anagn¸sthc ìmwc mporeÐ na anatrèxei sth diejn 
bibliografÐa gia mia poio analutik  melèth twn teqnik¸n smhnopoÐhshc

6.2.1.1 Clustering kai Dedomèna

Oi teqnikèc smhnopoÐhshc mporoÔn na efarmostoÔn eÐte se posotik� (arijmhtik�), eÐte se poiotik�
(kathgorik�) dedomèna, eÐte se sunduasmì touc. Ja anaferjoÔme se smhnopoÐhsh arijmhtik¸n dedomènwn
ta opoÐa eÐnai sun jwc parathr seic k�poiac fusik c diadikasÐac. K�je parat rhsh apoteleÐtai apì n
metr simec metablhtèc, omadopoihmènec s' èna n-di�stato di�nusma gramm  xk = [xk1, xk2, . . . , xkn], xk ∈
Rn. 'Ena sÔnolo apì N parathr seic sumbolÐzetai me X = {xk|k = 1, 2, . . . , N} kai antistoiqeÐ ston N×n
pÐnaka

X =




x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n
...

... . . . ...
xN1 xN2 · · · xNn


 (6.1)

Sthn orologÐa thc anagn¸rishc protÔpwn, oi grammèc tou X onom�zontai prìtupa   antikeÐmena, en¸ oi
st lec onom�zontai qarakthristik�   par�metroi. O pÐnakac X kaleÐtai pÐnakac protÔpwn. To ousiastikì
nìhma twn gramm¸n kai twn sthl¸n tou X se sqèsh me thn pragmatikìthta exart�tai �mesa apì thn perioq 
proèleushc twn deigm�twn. Gia par�deigma sthn iatrik  di�gnwsh oi grammèc mporeÐ na antistoiqoÔn se
asjeneÐc kai oi st lec ta sumpt¸mat� touc. 'Otan efarmìzontai teqnikèc clustering gia thn montelopoÐhsh
dunamik¸n susthm�twn, oi grammèc tou X perièqoun deÐgmata qronoseir¸n kai oi st lec eÐnai fusikèc
metablhtèc pou metr¸ntai sto sÔsthma (gia par�deigma jèsh, taqÔthta, jermokrasÐa, tim  metoq c ktl).
Gia thn anapar�stash thc dunamik c tou sust matoc, prohgoÔmenec timèc twn metablht¸n emperièqontai
sto X.

6.2.1.2 Ta Sm nh - Clusters

To sm noc mporeÐ na oristeÐ san mia om�da antikeimènwn pou moi�zoun perissìtero metaxÔ touc ap' ìti
moi�zoun me mèlh �llwn sust�dwn. O ìroc {omoiìthta} prèpei na ermhneÔetai san majhmatik  omoiìthta,
metroÔmenh apì k�poia saf¸c kajorismènh posìthta. Stouc metrikoÔc q¸rouc, h omoiìthta suqn� orÐzetai
mèsw miac nìrmac apìstashc. H apìstash mporeÐ na metrhjeÐ metaxÔ dianusm�twn dedomènwn   san
h apìstash metaxÔ enìc dianÔsmatoc dedomènwn kai enìc prwtìtupou antikeimènou tou sm nouc. Ta
prwtìtupa aut� sun jwc den eÐnai gnwst� ek twn protèrwn kai dhmiourgoÔntai apì touc algìrijmouc
smhnopoÐhshc tautìqrona me ton temaqismì twn dedomènwn.

Sq ma 6.1 - Par�deigma dÔo sunìlwn dedomènwn ìpou diakrÐnontai saf¸c diaqwrismèna clusters
.

Ta dedomèna mporeÐ na emperièqoun clusters diafìrwn sqhm�twn (gewmetrik¸n morf¸n), megej¸n kai
puknot twn. H apìdosh twn algorÐjmwn smhnopoÐhshc den exart�tai mìno apì thn gewmetrik  morf  kai thn
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puknìthta twn sust�dwn pou enup�rqoun sta dedomèna all� kai apì tic apost�seic metaxÔ diaforetik¸n
clusters. Ta sm nh mporeÐ na eÐnai saf¸c diaqwrismèna, suneq¸c sundedemèna metaxÔ touc   akìma kai
epikaluptìmena. Sto parap�nw sq ma faÐnontai dÔo sÔnola dedomènwn pou emperièqoun saf¸c diaqwrismèna
clusters.

6.2.1.3 Temaqismìc se Clusters

Dedomènou ìti ta sm nh (kl�seic) mporoÔn na jewrhjoÔn san uposÔnola tou arqikoÔ sunìlou de-
domènwn, ènac pijanìc trìpoc taxinìmhshc twn mejìdwn smhnopoÐhshc eÐnai an ta uposÔnola aut� eÐnai
asaf  h klasik� (austhr�). Oi mèjodoi thc austhr c smhnopoÐhshc basÐzontai sthn klasik  sunolo-
jewrÐa, kai proôpojètoun ìti èna antikeÐmeno eÐte an kei eÐte ìqi se èna sm noc. H austhr  smhnopoÐhsh
enìc sunìlou dedomènwn X shmaÐnei temaqismì twn dedomènwn s' ènan kajorismèno arijmì amoibaÐwn apok-
leiìmenwn uposunìlwn tou X. O arijmìc twn uposunìlwn (clusters) sumbolÐzetai me c. Oi mèjodoi asafoÔc
temaqismoÔ epitrèpoun st' antikeÐmena na an koun sugqrìnwc se di�forec kl�seic, me diaforetikì k�je for�
bajmì summetoq c. Se pollèc pragmatikèc katast�seic h asaf c smhnopoÐhsh eÐnai polÔ perissìtero al-
hjofan c apì thn austhr , kaj¸c t' antikeÐmena pou brÐskontai sta sÔnora dÔo om�dwn den an koun ex'
olokl rou se mÐa apì autèc. Antijètwc touc antistoiqoÔme bajmoÔc summetoq c metaxÔ tou 0 kai tou 1
pou sumbolÐzoun tic merikèc summetoqèc se k�je om�da.

6.2.2 Algìrijmoi SmhnopoÐhshc (Clustering Algorithms)

6.2.2.1 K-Means Clustering

O algìrijmoc K-means pou eÐnai gnwstìc kai san C-means èqei brei efarmog  se plhj¸ra episth-
monik¸n perioq¸n, sumperilambanomènwn thc sumpÐeshc fwn c kai eikìnac, thn pro-epexergasÐa dedomènwn
gia montelopoÐhsh susthm�twn me qr sh neurwnik¸n diktÔwn ktl.

O algìrijmoc autìc qwrÐzei (temaqÐzei) mÐa sullog  N dianusm�twn xj , j = 1, . . . , N se c om�dec
Gi, i = 1, . . . , c kai brÐskei to kèntro tou sm nouc gia k�je om�da ètsi ¸ste mia sun�rthsh kìstouc (  mia
antikeimenik  sun�rthsh) na elaqistopoieÐtai. An epileqjeÐ h EukleÐdeia apìstash san mètro anomoiìthtac
an�mesa s' èna di�nusma xk sthn om�da j kai tou antÐstoiqou kèntrou tou sm nouc cj , tìte h sun�rthsh
kìstouc dÐnetai apì ton tÔpo

J =
c∑

i=1

Ji =
c∑

i=1


 ∑

k, xk∈Gi

‖xk − ck‖2


 (6.2)

ìpou o ìroc Ji =
∑

k, xk∈Gi
‖xk − ck‖2 eÐnai h sun�rthsh kìstouc thc om�dac i. ParathroÔme ìti h tim 

tou Ji exart�tai �mesa apì tic gewmetrikèc idiìthtec thc Gi kai thn topojesÐa tou ci.
Oi temaqismènec om�dec sun jwc orÐzontai apì ènan c×n duadikì pÐnaka summetoq c U, ìpou to stoiqeÐo

uij eÐnai 1 an to xj an kei sthn om�da i kai 0 diaforetik�. Apì th stigm  pou ta kèntra twn clusters èqoun
stajeropoihjeÐ, ta uij pou elaqistopoioÔn thn Ex. (6.2) dÐnontai apì th sqèsh

uij =

{
1 an ‖xj − ci‖2 ≤ ‖xj − ck, ‖2, gia k�je k 6= i,

0 diaforetik�.
(6.3)

Epanadiatup¸nontac, to xj an kei sthn om�da i an kai mìno an to ci eÐnai to kontinìtero kèntro
an�mesa se ìla ta kèntra. Dedomènou ìti èna shmeÐo mporeÐ na an kei se mÐa mìno om�da, o pÐnakac U èqei
tic akìloujec idiìthtec

c∑

i=1

uij = 1, ∀j = 1, . . . , N (6.4)

kai
c∑

i=1

N∑

j=1

uij = N. (6.5)
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AntÐstoiqa an to uij eÐnai kajorismèno tìte to bèltisto kèntro ci pou elaqistopoieÐ thn Ex. (6.2) eÐnai
o mèsoc ìlwn twn dianusm�twn thc om�dac i

ci =
1
|Gi|

∑

k, xk∈Gi

xk (6.6)

ìpou |Gi| to mègejoc thc om�dac i dhlad 

|Gi| =
N∑

j=1

uij . (6.7)

Ston algìrijmo K-means parousi�zetai èna sÔnolo apìN dianÔsmata xi, i = 1, . . . , N kai o algìrijmoc
kajorÐzei epanalhptik� ta kèntra twn clusters ci kai ton pÐnaka summetoq c U akolouj¸ntac ta epìmena
b mata :

B ma 1: Jèse arqikèc timèc sta kèntra twn clusters ci, i = 1, . . . , c. Autì sun jwc epitugq�netai me thn
tuqaÐa epilog  c shmeÐwn apì ìla ta dedomèna.

B ma 2: Kajìrise ton pÐnaka summetoq c U qrhsimopoi¸ntac thn ExÐswsh (6.3).

B ma 3: Upolìgise thn sun�rthsh kìstouc pou dÐnetai apì thn ExÐswsh (6.2). Stam�thse an eÐnai qamhlìtero
apì k�poia proakjorismènh tim    an h beltÐwsh pou èqei epiteuqjeÐ se sqèsh me mia prohgoÔmenh
epan�lhyh, eÐnai k�tw apì èna sugkekrimèno kat¸fli.

B ma 4: Enhmèrwse ta kèntra twn clusters sÔmfwna me thn ExÐswsh (6.6). P gaine sto B ma 2.

Sq ma 6.2 - Efarmog  tou algorÐjmou K-means sta dÔo sÔnola pou eÐdame parap�nw. Ta diaforetik�
clusters sta opoÐa katèlhxe o algìrijmoc sumbolÐzontai me diaforetikì qr¸ma.

O algìrijmoc eÐnai epanalhptikìc kai den eggu�tai ìti sugklÐnei se bèltisth lÔsh. H apìdosh tou
algorÐjmou twn K-means exart�tai apì tic arqikèc jèseic twn kèntrwn twn smhn¸n, kai gia to lìgo
autì proteÐnetai eÐte h eÔresh kal¸n arqik¸n kèntrwn eÐte h epan�lhyh tou algorÐjmou pollèc forèc me
diaforetik� arqik� kèntra se k�je epan�lhyh.

6.2.2.2 Fuzzy C-Means Clustering

O algìrijmoc twn asaf¸n C-means eÐnai ènac algìrijmoc smhnopoÐhshc dedomènwn ston opoÐo k�je
prìtupo an kei se èna cluster se èna posostì pou kajorÐzetai apì èna bajmì summetoq c. Prìkeitai gia
mia beltÐwsh pou prìteine o Bezdek ston algìrijmo twn C-means pou exet�same prohgoumènwc.

O algìrijmoc FCM temaqÐzei to sÔnolo twn N dianusm�twn xi, i = 1, . . . , N se c asafeÐc om�dec, kai
brÐskei èna kèntro gia k�je om�da ètsi ¸ste mia sun�rthsh mètrou anomoiìthtac na elaqistopoieÐtai. H
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kÔria diafor� metaxÔ tou FCM kai tou HCM eÐnai ìti o FCM qrhsimopoieÐ asaf  temaqismì ètsi ¸ste èna
prìtupo na mporeÐ na an kei se pollaplèc om�dec me diaforetikoÔc bajmoÔc summetoq c. Sthn perÐptwsh
aut  o pÐnakac U epitrèpetai na èqei timèc metaxÔ 0 kai 1. Wstìso gia lìgouc kanonikopoÐhshc to �jroisma
twn bajm¸n summetoq c enìc sunìlou dedomènwn prèpei p�ntote na eÐnai monadiaÐo

c∑

i=1

uij = 1, ∀j = 1, . . . , N (6.8)

H sun�rthsh kìstouc gia ton algìrijmo FCM eÐnai mia genÐkeush thc (6.2)

J(U, c1, . . . , cc) =
c∑

i=1

Ji =
c∑

i=1

N∑

j

um
ijd

2
ij , (6.9)

ìpou to uij eÐnai metaxÔ tou 0 kai tou 1, to ci eÐnai to kèntro thc asafoÔc om�dac i, dij = ‖ci − xj‖ eÐnai
h EukleÐdeia apìstash metaxÔ tou kèntrou tou i cluster kai tou j protÔpou kai m ∈ [0,+∞) eÐnai ènac
ekjèthc b�rouc.

Oi aparaÐthtec sunj kec gia thn elaqistopoÐhsh thc parap�nw sun�rthshc kìstouc mporoÔn na brejoÔn
an th metasqhmatÐsoume se mia nèa sun�rthsh J wc ex c

J(U, c1, . . . , cc, λ1, . . . , λN ) = J(U, c1, . . . , cc) +
N∑

j=1

λj

(
c∑

i=1

uij − 1

)
(6.10)

ìpou λj , j = 1, . . . , N oi pollaplasiastèc Lagrange gia touc N periorismoÔc thc exÐswshc (6.8). Paragw-
gÐzontac thn J(U, c1, . . . , cc, λ1, . . . , λN ) wc proc ìlec tic paramètrouc eisìdou apodeiknÔetai ìti oi aparaÐ-
thtec sunj kec gia thn elaqistopoÐhsh thc sun�rthshc kìstouc eÐnai

ci =

N∑

j=1

um
ijxj

N∑

j=1

um
ij

, (6.11)

kai
uij =

1
c∑

k=1

(
dij

dkj

)2/(m−1)
. (6.12)

O algìrijmoc FCM eÐnai mia epanalhptik  diadikasÐa gÔrw apì tic prohgoÔmenec dÔo sunj kec. Ta
b mata tou algorÐjmou se batch-mode eÐnai ta ex c

B ma 1: Jèse arqikèc timèc ston pÐnaka U me tuqaÐouc bajmoÔc summetoq c metaxÔ 0 kai 1, ètsi ¸ste na
ikanopoioÔntai oi sunj kec thc exÐswshc (6.8).

B ma 2: Upolìgise ta c kèntra twn clusters me qr sh thc exÐswshc (6.11).

B ma 3: Upolìgise thn sun�rthsh kìstouc pou dÐnetai apì thn ExÐswsh (6.9). Stam�thse an eÐnai qamhlìtero
apì k�poia prokajorismènh tim    an h beltÐwsh pou èqei epiteuqjeÐ se sqèsh me mia prohgoÔmenh
epan�lhyh, eÐnai k�tw apì èna sugkekrimèno kat¸fli.

B ma 4: Enhmèrwse ton pÐnaka U sÔmfwna me thn ExÐswsh (6.12). P gaine sto B ma 2.

O algìrijmoc den eggu�tai ìti ja sugklÐnei se mia bèltisth lÔsh. H apìdosh exart�tai apì tic arqikèc
timèc tou pÐnaka U opìte kai ta arqik� kèntra twn clusters. H ektèlesh tou algorÐjmou pollèc forèc me
diaforetikì k�je for� arqikì pÐnaka U sunÐstatai kai s' autìn ton algìrijmo.
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Sto parak�tw sq ma faÐnetai to apotèlesma thc efarmog c tou algorÐjmou FCM s' èna aplì sÔnolo
dedomènwn. Oi kìkkinec koukÐdec antistoiqoÔn sta kèntra twn clusters sta opoÐa katèlhxe o algìrijmoc.

Sq ma 6.3 - Efarmog  tou algorÐjmou FCM se èna sÔnolo dedomènwn.

6.2.2.3 Algìrijmoc Gustafson-Kessel

Oi Gustafson kai Kessel epèkteinan ton algìrijmo FCM pou eÐdame parap�nw efarmìzontac mÐa prosar-
mozìmenh nìrma apìstashc kai ìqi thn EukleÐdeia. Me ton trìpo autì o algìrijmoc mporeÐ na entopÐzei
sm nh (clusters) diaforetikoÔ gewmetrikoÔ sq matoc se k�je sÔnolo dedomènwn. K�je kl�sh i qarak-
thrÐzetai t¸ra ektìc apì to �nusma kèntrou thc kai apì ènan summetrikì jetik� orismèno pÐnaka Ai o
opoÐoc prosdÐdei mÐa monadik  metrik  apìstashc gia k�je kl�sh. H apìstash tou deÐgmatoc xk apì to
cluster (ci, Ai) eÐnai

d2
ikAi

= (xk − ci)
T Ai (xk − ci) , 1 ≤ i ≤ c, 1 ≤ k ≤ N. (6.13)

H apìstash aut  eÐnai mia genikeumènh apìstash Mahalanobis metaxÔ tou deÐgmatoc xk kai tou kèntrou ci

thc kl�shc i.
Oi pÐnakec Ai paÐzoun to rìlo metablht¸n beltistopoÐhshc epitrèpontac se k�je kl�sh na prosarmìzei

thn metrik  apìstashc stic topikèc topologikèc domèc twn dedomènwn. An A to sÔnolo twn c pin�kwn Ai,
dhlad  A = (A1, A2, . . . , Ac) tìte h antikeimenik  sun�rthsh tou algorÐjmou Gustafson-Kessel eÐnai

J(U, c1, . . . , cc,A) =
c∑

i=1

N∑

k=1

um
ikd

2
ikAi

(6.14)

h parap�nw antikeimenik  sun�rthsh den mporeÐ na elaqistopoihjeÐ �mesa wc proc to Ai kaj¸c eÐnai
grammik  wc proc to Ai. Autì shmaÐnei pwc mikraÐnontac thn tim  tou pÐnaka Ai mei¸netai kai to kìstoc
J . Gia to lìgo autì ta Ai prèpei na upìkeintai se k�poiouc periorismoÔc. O trìpoc me ton opoÐo
epitugq�netai k�ti tètoio eÐnai jètontac ènan periorismì sthn orÐzousa tou Ai kai epitrèpontac ston pÐnaka
na metab�lletai. Mèsw tou periorismoÔ autoÔ beltistopoioÔme to sq ma thc kl�shc en¸ o ìgkoc paramènei
stajerìc

‖Ai‖ = ρi, ρi > 0 ∀i (6.15)

ìpou ta ρi eÐnai stajer� gia k�je kl�sh. Qrhsimopoi¸ntac thn mèjodo twn pollaplasiast¸n Lagrange
prokÔptei h akìloujh èkfrash gia ta Ai

Ai = n
√
ρidet(Fi)F−1

i (6.16)
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ìpou Fi o asaf c pÐnakac sundiaspor�c tou i-ostoÔ cluster, kai orÐzetai wc

Fi =

N∑

k=1

um
ik (xk − ci) (xk − ci)

T

N∑

k=1

um
ik

(6.17)

AxÐzei na shmei¸soume pwc o algìrijmoc autìc èqei uyhlì upologistikì kìstoc all� lìgw thc prosar-
mostikìthtac pou ofeÐletai sthn metrik  thc apìstashc gia k�je kl�sh, parousi�zei apotelèsmat� tou
moi�zoun perissìtero me aut� thc anjr¸pinhc diaÐsjhshc.

6.2.2.4 SmhnopoÐhsh BounoÔ (Mountain Clustering)

O algìrijmoc smhnopoÐhshc bounoÔ (mountain clustering) prot�jhke apì touc Yager, Filev kai eÐnai mÐa
sqetik� apl  kai apotelesmatik  mèjodoc gia ton akrib  upologismì kèntrwn kl�sewn se sÔnola dedomènwn.
'Eqei th b�sh thc se èna mètro puknìthtac pou onom�zetai sun�rthsh bounoÔ (mountain function). Aut  h
diadikasÐa mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia n' apokt soume ta arqik� kèntra pou apaitoÔntai apì perissìtero
sÔnjetouc algìrijmouc ìpwc o FCM   san mia gr gorh proseggistik  mèjodoc smhnopoÐhshc. SthrÐzetai
sthn diadikasÐa pou akoloujeÐ o �njrwpoc gia na sqhmatÐsei kl�seic enìc sunìlou dedomènwn.

Sto pr¸to st�dio dhmiourgeÐtai èna plaÐsio (grid) tou q¸rou dedomènwn, ìpou oi tomèc twn plegmatik¸n
gramm¸n sunjètoun èna sÔnolo shmeÐwn pou sumbolÐzetai me V kai apoteloÔn ta upoy fia shmeÐa gia ta
kèntra twn clusters. 'Oso perissìterec eÐnai oi plegmatikèc grammèc tìso perissìtera ja eÐnai kai ta
kèntra twn kl�sewn all� par�llhla mia tètoia aÔxhsh odhgeÐ se auxhmènh upologistik  poluplokìthta.
Oi apost�seic metaxÔ twn gramm¸n tou plègmatoc eÐnai sun jwc stajerèc all� autì den eÐnai aparaÐthto.

Sto deÔtero b ma kataskeu�zoume th sun�rthsh bounoÔ pou eÐnai èna mètro puknìthtac dedomènwn. To
Ôyoc thc sun�rthshc aut c s' èna shmeÐo v ∈ V eÐnai

m(v) =
N∑

i=1

exp
(
−‖v − xi‖2

2σ2

)
, (6.18)

ìpou xi to i-ostì dedomèno kai σ mia stajer� pou exart�tai apì thn efarmog . H prohgoÔmenh exÐswsh
deÐqnei ìti k�je dedomèno xi sumb�llei sto Ôyoc thc sun�rthshc bounoÔ sto shmeÐo v kai h suneisfor�
aut  eÐnai antistrìfwc an�logh thc apìstashc metaxÔ xi kai v. Thn sun�rthsh bounoÔ mporoÔme na thn
ekl�boume san èna mètro thc puknìthtac dedomènwn kaj¸c teÐnei na eÐnai megalÔterh (yhlìterh) an poll�
shmeÐa eÐnai kont� sto v kai qamhlìterh an trigÔrw brÐskontai ligìtera shmeÐa. H stajer� σ kajorÐzei tìso
to Ôyoc ìso kai thn omalìthta thc sun�rthshc bounoÔ. An to sÔnolo dedomènwn èqei eparkèc mègejoc kai
perièqei eudi�kritec kl�seic tìte h tim  thc stajer�c σ den ephre�zei ta apotelèsmata thc smhnopoÐhshc.

Sto trÐto b ma epilègoume ta kèntra twn kl�sewn. Arqik� brÐskoume to shmeÐo sto sÔnolo twn
upoy fiwn kèntrwn V sto opoÐo h sun�rthsh bounoÔ paÐrnei th megalÔterh tim . Autì apoteleÐ to pr¸to
kèntro c1. An parousiastoÔn perissìtera tou enìc mègista tìte epilègoume tuqaÐa èna apì aut�. Gia
na p�roume to deÔtero kèntro prèpei na exaleÐyoume thn epÐdrash tou kèntrou pou mìlic br kame, kaj¸c
sun jwc peristoiqÐzetai apì �lla plegmatik� shmeÐa sta opoÐa h sun�rthsh bounoÔ paÐrnei epÐshc uyhlèc
timèc. Autì epitugq�netai anane¸nontac thn sun�rthsh sf�lmatoc. H nèa sun�rthsh eÐnai h diafor� miac
Gaussian me kèntro to c1 apì thn prohgoÔmenh sun�rthsh, dhlad 

mnew(v) = m(v)−m(c1) exp
(
−‖v − c1‖2

2β2

)
(6.19)

H afairoÔmenh posìthta m(c1) exp
(
−‖v−c1‖2

2β2

)
eÐnai antistrìfwc an�logh thc apìstashc metaxÔ tou v

kai tou kèntrou c1 pou mìlic entopÐsame, en¸ eÐnai eujèwc an�logh tou Ôyouc m(c1) sto kèntro. AxÐzei na
prosèxoume pwc h nèa sun�rthsh bounoÔ mnew(v) mhdenÐzetai gia v = c1.

Met� thn parap�nw afaÐresh to kèntro tou deÔterou cluster epilègetai na eÐnai to shmeÐo tou sunìlou
V sto opoÐo megistopoieÐtai h sun�rthsh bounoÔ. H diadikasÐa thc enhmèrwshc thc sun�rthshc bounoÔ kai
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thc epilog c tou epìmenou kèntrou epanalamb�netai mèqri na apokthjeÐ ènac epark c arijmìc clusters kai
twn antÐstoiqwn kèntrwn touc.

Sto parak�tw sq ma faÐnetai h kataskeu  thc sun�rthshc bounoÔ gia diaforetikèc timèc tou σ kai ta
dedomèna sta opoÐa efarmìzetai.
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Sq ma 6.4 - Kataskeu  bounoÔ: (a) 2-D sÔnolo dedomènwn, (b) σ = 0.02, (c) σ = 0.1, (d) σ = 0.2

Epilègoume thn epif�neia bounoÔ gia σ = 0.1 kai proqwr�me sthn eÔresh twn kèntrwn. To parak�tw
deÐqnei tic mnew pou prokÔptoun diadoqik� met� thn eÔresh twn tri¸n pr¸twn kèntrwn.
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Sq ma 6.5 - Apodìmhsh bounoÔ me β = 0.1: (a) h arqik  sun�rthsh bounoÔ me σ = 0.1, (b) met� thn
eÔresh tou pr¸tou kèntrou, (c) met� thn eÔresh tou deÔterou kèntrou, (d) met� thn eÔresh tou trÐtou

kèntrou
.

6.2.2.5 'Allec Teqnikèc Clustering

Parap�nw parousi�same merikèc apì tic pio gnwstèc teqnikèc smhnopoÐhshc pou sunant¸ntai sthn
pagkìsmia bibliografÐa. Epeid  ìmwc h swst  epilog  twn kèntrwn twn clusters eÐnai polÔ shmantik  èqei
protajeÐ plhj¸ra �llwn algorÐjmwn oi opoÐoi omologoumènwc eÐnai arket� polÔplokoi. Qarakthristik�
anafèroume ton algìrijmo FHC, ènan algìrijmo pou arqik� kataskeu�zei ènan asaf  gr�fo analÔontac
ton bajmì asafoÔc sunektikìthtac metaxÔ upokl�sewn pou èqoun prokÔyei met� apì arqikì diamerismì
(partitioning) tou q¸rou dedomènwn. PaÐrnwntac tic sunektikèc sunist¸sec tou gr�fou prokÔptei h
telik  smhnopoÐhsh. O algìrijmoc autìc emfanÐzei exairetik� apotelèsmata brÐskontac clusters aujaÐretou
sq matoc, en¸ mporeÐ na efarmosteÐ kai se poludi�stata dedomèna. Sto parak�tw sq ma faÐnetai to
apotèlesma ektèleshc tou algorÐjmou sto sÔnolo dedomènwn sto opoÐo trèxame kai ton k-means. EÐnai
emfanèc ìti o FHC omadopoieÐ ta dedomèna me ton Ðdio trìpo pou ja to èkane kai ènac �njrwpoc.

6.2.3 Mètra Egkurìthtac

H egkurìthta twn kl�sewn anafèretai sto prìblhma tou tairi�smatoc enìc asafoÔc temaqismoÔ sto
sÔnolo twn dedomènwn. Oi algìrijmoi smhnopoÐhshc prospajoÔn na broun to tèleio taÐriasma gia èna
dedomèno arijmì apì clusters kai ta antÐstoiqa sq mata. Wstìso pollèc forèc to tèleio taÐriasma mporeÐ
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Sq ma 6.6 - Efarmog  algorÐjmou FHC se dÔo sÔnola dedomènwn.

na mhn èqei kanèna nìhma. MporeÐ o arijmìc twn kl�sewn na eÐnai mikrìc   ta sq mata twn clusters mporeÐ
na mhn antapokrÐnontai stic om�dec twn dedomènwn. MporoÔme na qrhsimopoi soume dÔo kÔriouc trìpouc
gia na kajorÐsoume ton kat�llhlo arijmì apì clusters gia èna sÔnolo dedomènwn.

• ArqÐzontac me èna epark¸c meg�lo arijmì clusters, diadoqik� mei¸noume ton arijmì autì sugqwneÔ-
ontac kl�seic pou eÐnai parìmoiec wc proc k�poio prokajorismèno krit rio.

• Efarmìzoume algìrijmouc smhnopoÐhshc gia diaforetikèc timèc tou arijmoÔ twn kl�sewn c kai qrhsi-
mopoioÔme mètra egkurìthtac gia na ektim soume thn {apìdosh} twn temaqism¸n pou prokÔptoun.
Autì mporeÐ na gÐnei me dÔo mejìdouc

– H pr¸th prosèggish eÐnai na orÐsoume mÐa sun�rthsh egkurìthtac pou ektim�tai gia olìklhro
ton temaqismì. Ektim�tai èna p�nw ìrio gia ton arijmì twn clusters cmax kai o algìrijmoc
epanalmb�netai gia k�je c ∈ {2, 3, . . . , cmax}. Gia k�je temaqismì pou prokÔptei h sun�rthsh
egkurìthtac dÐnei mÐa tim  h opoÐa epitrèpei thn èmmesh sÔgkrish twn apotelesm�twn.

– H deÔterh prosèggish afor� ston orismì mÐac sun�rthshc egkurìthtac pou ektim� thn egkurìth-
ta memonwmènwn kl�sewn s' ènan temaqismì. P�li prèpei na ektimhjeÐ o mègistoc arijmìc clus-
ters cmax kai h an�lush prèpei na ektelesteÐ antÐstoiqec forèc. Ta prokÔptonta clusters
sugkrÐnontai metaxÔ touc wc proc thn sun�rthsh egkurìthtac. Parìmoiec kl�seic sunen¸nontai
se mÐa kai clusters me polÔ qamhlì mètro egkurìthtac exaleÐfontai me kÔrio skopì thn meÐwsh
tou arijmoÔ twn clusters.

Sth bibliografÐa èqei protajeÐ plhj¸ra mètrwn egkurìthtac. Parak�tw parousi�zoume merik� apì ta
pio shmantik�.

1. Partition Coefficient (PC): Metr�ei thn posìthta {allhlok�luyhc} metaxÔ dÔo clusters. O
Bezdek thn orÐzei wc ex c

PC(c) =
1
N

c∑

i=1

N∑

j=1

u2
ij , (6.20)

ìpou uij o bajmìc summetoq c tou shmeÐou dedomènwn j sto cluster i. To meionèkthma tou mètrou
PC eÐnai ìti den parousi�zei �mesh sÔndesh me k�poia idiìthta tou sunìlou dedomènwn. O bèltistoc
�rijmoc kl�sewn prokÔptei apì th megistopoÐhsh tou mètrou.

2. Classification Entropy (CE): metr�ei thn as�feia tou temaqismoÔ se clusters kai eÐnai parìmoio
me to prohgoÔmeno mètro

CE(c) = − 1
N

c∑

i=1

N∑

j=1

uij log(uij), (6.21)
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3. Partition index (SC): eÐnai o lìgoc tou ajroÐsmatoc thc puknìthtac kai tou diaqwrismoÔ twn
clusters. Prìkeitai gia èna �jroisma xeqwrist¸n mètrwn egkurìthtac kanonikopoihmènwn mèsw thc
diaÐreshc me to asafèc mètro k�je kl�shc

SC(c) =
c∑

i=1

N∑

j=1

um
ij ‖xj − ci‖2

Ni

c∑

k=1

‖ck − ci‖2

(6.22)

To mètro SC eÐnai qr simo ìtan jèloume na sugkrÐnoume diaforetikoÔc temaqismoÔc me Ðdio arijmì
kl�sewn. Qamhlìterh tim  tou mètrou SC upodhl¸nei kalÔtero temaqismì.

4. Separation Index (S): se antÐjesh me to mètro SC to mètro diaqwrismoÔ S qrhsimopoieÐ thn
el�qisth apìstash diaqwrismoÔ gia thn egkurìthta tou temaqismoÔ

S(c) =

c∑

i=1

N∑

j=1

u2
ij‖xj − ci‖2

N mini,k‖ck − ci|2 , (6.23)

5. Xie-Beni’s Index (XB): to mètro autì stoqeÔei na posotikopoi sei to lìgo thc sunolik c metablh-
tìthtac sto eswterikì twn clusters proc ton diaqwrismì twn kl�sewn

XB(c) =

c∑

i=1

N∑

j=1

um
ij ‖xj − ci‖2

N mini,j‖xj − ci|2 (6.24)

O bèltistoc arijmìc kl�sewn elaqistopoieÐ thn tim  tou mètrou XB.

6.2.4 Exagwg  Kanìnwn apì Clusters

Mèqri t¸ra eÐdame algìrijmouc me touc opoÐouc mporoÔme na broÔme ta kèntra kl�sewn se sÔnola
dedomènwn. Mèsw twn clusters aut¸n mporoÔme na p�roume mÐa arqik  b�sh kanìnwn me thn opoÐa ja
xekin sei h ekpaÐdeush enìc neuro-asafoÔc montèlou.

Sthn ergasÐa aut  to montèlo pou melet�me eÐnai to ReSuPFuNIS to opoÐo qrhsimopoieÐ Gaussian
sunart seic summetoq c gia thn diatÔpwsh twn asaf¸n kanìnwn. Sthn enìthta aut  ja perigr�youme p¸c
mporoÔme apì tic kl�seic pou èqoun prokÔyei met� apì k�poion algìrijmo smhnopoÐhshc na p�roume touc
asafeÐc kanìnec pou antistoiqoÔn. AxÐzei na tonÐsoume ìti se k�je cluster j' antistoiq soume ènan kanìna.

Ta kèntra twn clusters qrhsimopoioÔntai �mesa san ta kèntra twn Gaussian sunart sewn summetoq c
orismènwn sta upersÔnola anafor�c eisìdou kai exìdou. Gia na broÔme tic diasporèc k�je sunìlou qrhsi-
mopoioÔme touc pÐnakec summetablhtìthtac twn di�forwn cluster, kaj¸c ènac pÐnakac summetablhtìthtac
miac kl�shc dedomènwn orÐzei mÐa elleiyoeid  kampÔlh gÔrw apì to kèntro pou èqei prokÔyei apì ton
algìrijmo smhnopoÐhshc. To elleiyoeidèc pou antistoiqeÐ sto j cluster orÐzetai wc

ζ2 = (X − Vj)TK−1
j (X − Vj) (6.25)

ìpou X = {Xk}N
k=1 ta N prìtupa ekpaÐdeushc, ζ ènac jetikìc pragmatikìc arijmìc, Vj to kèntro tou

j−ostoÔ elleiyoeidoÔc kai Kj o pÐnakac summetablhtìthtac tou j−ostoÔ cluster. To Kj upologÐzetai
mèsw twn shmeÐwn pou an koun sto en lìgw cluster wc ex c

Kj = E
[
(X − Vj)(X − Vj)T

]
(6.26)

ìpou E[·] o sunhjismènoc ektimht c mèshc tim c.
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Gia eukolÐa stouc upologismoÔc ta elleiyoeid  pou perigr�fontai apì thn parap�nw sqèsh eggr�fontai
se orjog¸nia ta opoÐa prob�llontai stouc �xonec tou dianusmatikoÔ q¸rou eisìdwn-exìdwn gia na prokÔ-
youn ta asaf  sÔnola. Parìlo pou mÐa tètoia enèrgeia prokaleÐ thn ap¸leia k�poiac plhroforÐac pou em-
perièqetai stouc pÐnakec summetablhtìthtac, to prìblhma autì xeperniètai mèsw thc diadikasÐac ekpaÐdeushc
tou montèlou kai thc swst c rÔjmishc twn paramètrwn.

To probalìmeno m koc ρji tou j orjogwnÐou sthn i di�stash dÐnetai apì th sqèsh

ρji = 2ζ
N∑

k=1

|cos γijk|√
λjk

(6.27)

ìpou λjk oi idiotimèc tou pÐnaka K−1
j kai γijk h gwnÐa metaxÔ tou j−ostoÔ idiodianÔsmatoc kai thc

i−ost c di�stashc gia to k−ostì elleiyoeidèc. Opìte èna trigwnikì asafèc sÔnolo mporeÐ na prokÔyei
an jewr soume monadiaÐo Ôyoc kai ρ san m koc b�shc. H epif�neia autoÔ tou trigwnikoÔ asafoÔc sunìlou
eÐnai ρ/2. H epif�neia twn Gaussian asaf¸n sunìlwn pou qrhsimopoioÔme sto ReSuPFuNIS eÐnai σ

√
π

ìpou σ to eÔroc. An jewr soume ìti to trigwnikì kai to Gaussian asafèc sÔnolo èqoun Ðsec epif�neiec
tìte prokÔptei eÔroc

wσ
ij =

ζ√
π

N∑

k=1

|cos γijk|√
λjk

(6.28)

'Etsi dedomènou tou kèntrou Vj enìc cluster mporoÔme na d¸soume arqikèc timèc sta kèntra kai tic diasporèc
ìlwn twn bar¸n pou eisèrqontai kai exèrqontai ston j−ostì kìmbo kanìnwn tou montèlou.

6.3 Exagwg  Kanìnwn apì Arijmhtik� Dedomèna

6.3.1 Genik�

Mèqri t¸ra exet�same ton trìpo me ton opoÐo mporoÔn na prokÔyoun mèsw twn clusters pou èqoun
dhmiourghjeÐ met� thn ektèlesh k�poiou algìrijmou smhnopoÐhshc s' èna sÔnolo dedomènwn. Ektìc apì
thn exagwg  asaf¸n kanìnwn mèsw clusters sth bibliografÐa sunant¸ntai kai �llec mèjodoi. Sthn enìthta
aut  ja parousi�soume mÐa diadikasÐa pou prot�jhke apì touc Wang kai Mendel gia thn exagwg  asaf¸n
kanìnwn apì arijmhtik� dedomèna. O algìrijmoc autìc eÐnai h diadikasÐa pou qrhsimopoieÐ to neuro-asafèc
montèlo HyFIS gia thn paragwg  thc arqik c b�shc kanìnwn.

Ac upojèsoume ìti èqoume to akìloujo prìblhma: diajètoume èna sÔnjeto sÔsthma elègqou sto opoÐo
ènac anjr¸pinoc elegkt c eÐnai polÔ shmantikì tm ma. To perib�llon sto opoÐo leitourgeÐ to sÔsthma
elègqou eÐnai tìso sÔnjeto pou den up�rqei k�poio majhmatikì montèlo. Skopìc mac eÐnai na sqedi�soume
èna sÔsthma elègqou gia n' antikatast soume ton anjr¸pino par�gonta.

Gia ton sqediasmì enìc tètoiou sust matoc elègqou prèpei pr¸ta na doÔme ti plhroforÐa eÐnai diajèsimh.
Dedomènou ìti  dh up�rqei ènac anjr¸pinoc elegkt c pou elègqei epituq¸c to sÔsthma, up�rqoun dÔo eid¸n
plhroforÐec diajèsimec : 1) h empeirÐa tou anjr¸pinou elegkt  kai 2) èna deÐgma dedomènwn eisìdou-exìdou
pou eÐnai katagegrammèna apì ton epituq  èlegqo tou elegkt . H anjr¸pinh empeirÐa sun jwc ekfr�zetai
me th morf  k�poiwn asaf¸n kanìnwn EAN-TOTE pou diatup¸noun poiec enèrgeiec prèpei na gÐnoun
an�loga me thn ek�stote kat�stash. Ta deÐgmata eisìdou-exìdou eÐnai k�poia arijmhtik� dedomèna pou
dÐnoun gia tic sugkekrimènec arijmhtikèc timèc eisìdou tic epijumhtèc exìdouc.

KÔria idèa autoÔ tou algorÐjmou eÐnai na dhmiourg soume asafeÐc kanìnec apì aut� ta arijmhtik�
zeug�ria dedomènwn kai na sullèxoume autoÔc touc asafeÐc kanìnec kai ìpoiouc �llouc glwssikoÔc kanìnec
mporeÐ na èqei d¸sei k�poioc eidikìc se mia koin  arqik  b�sh asaf¸n kanìnwn.

6.3.2 Mèjodoc Paragwg c Asaf¸n Kanìnwn apì Arijmhtik� Dedomèna

Upojètoume ìti diajètoume èna sÔnolo apì epijumht� dedomèna eisìdou-exìdou
(
x

(1)
1 , x

(1)
2 ; y(1)

)
,
(
x

(2)
1 , x

(2)
2 ; y(2)

)
, . . . (6.29)
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ìpou x1, x2 oi eÐsodoi kai y h èxodoc. QrhsimopoioÔme autì to aplì montèlo dÔo mìno eisìdwn kai mÐac
exìdou gia na exhg soume ìso to dunatìn kalÔtera tic basikèc idèec thc prosèggishc pou akoloujeÐtai.
H mèjodoc mporeÐ polÔ eÔkola na efarmosteÐ kai se dedomèna perissìterwn diast�sewn. Stìqoc eÐnai h
dhmiourgÐa enìc sunìlou asaf¸n kanìnwn apì ta epijumht� dedomèna eisìdou-exìdou kai mèsw aut¸n twn
kanìnwn na kajorÐsoume mÐa apeikìnish

f : (x1, x2) → y. (6.30)

O algìrijmoc apoteleÐtai apì ta akìlouja tèssera b mata.

B ma 1 - DiairoÔme touc q¸rouc eisìdou kai exìdou se asafeÐc perioqèc

Upojètoume ìti ta pedÐa orismoÔ twn metablht¸n x1, x2 kai y eÐnai
[
x−1 , x

+
1

]
,
[
x−2 , x

+
2

]
kai [y−, y+] ìpou me

ton ìro {pedÐo orismoÔ} miac metablht c anaferìmaste sto di�sthma ìpou mporeÐ na brÐsketai h metablht 
aut  kat� p�sa pijanìthta (oi timèc thc epitrèpetai na eÐnai kai ektìc tou pedÐou orismoÔ). Sth sunèqeia di-
airoÔme k�je pedÐo orismoÔ se 2N+1 perioqèc (to N mporeÐ na eÐnai diaforetikì gia diaforetikèc metablhtèc
kai ta m kh twn perioq¸n mporeÐ na eÐnai Ðsa   �nisa) tic opoÐec sumbolÐzoume me SN (Small N) ,. . . , S1
(Small 1), CE (Center), B1 (Big 1) ,. . . , BN (Big N) kai se k�je mÐa apì autèc antistoiqoÔme mÐa asaf 
sun�rthsh summetoq c.

Sq ma 6.7 - DiaÐresh twn q¸rwn eisìdou kai exìdou se asafeÐc perioqèc kai oi antÐstoiqec
sunart seic summetoq c.

Sto parap�nw sq ma faÐnetai èna par�deigma thc diadikasÐac pou mìlic perigr�yame, ìpou to pedÐo
orismoÔ thc x1 qwrÐzetai se pènte perioqèc (N = 2), thc x2 se ept� (N = 3) kai thc metablht c exìdou y
se pènte perioqèc (N = 2). QrhsimopoioÔme trigwnikèc sunart seic summetoq c pou megistopoioÔntai sto
kèntro k�je perioq c en¸ sta �kra pou brÐskontai sta kèntra twn dÔo geitonik¸n perioq¸n oi sunart seic
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summetoq c mhdenÐzontai. Profan¸c ja mporoÔsame na qrhsimopoi soume kai �llhc morf c sunart seic
summetoq c   na diairèsoume to pedÐo orismoÔ me diaforetikì trìpo.

B ma 2 - Paragwg  asaf¸n kanìnwn apì zeug�ria eisìdou-exìdou

Arqik� kajìrise touc bajmoÔc summetoq c twn metablht¸n x(i)
1 , x

(i)
2 kai y(i) stic di�forec perioqèc. Gia

par�deigma, sto parap�nw sq ma to x(1)
1 èqei bajmì summetoq c 0.8 sto B1, bajmì summetoq c 0.2 sto B2

kai mhdenikoÔc bajmoÔc summetoq c se ìlec tic �llec perioqèc. AntÐstoiqa to x(2)
2 èqei monadiaÐo bajmì

summetoq c sthn perioq  CE kai mhdenikì se ìlec tic �llec.
Sth sunèqeia antistoiqoÔme k�je metablht  x(i)

1 , x
(i)
2 kai y(i) sthn perioq  sthn opoÐa èqei ton me-

galÔtero bajmì summetoq c. Gia par�deigma to x(1)
1 jewreÐtai ìti eÐnai B1 kai to x2

2 CE.
Tèloc paÐrnoume ènan asaf  kanìna gia k�je zeug�ri dedomènwn eisìdou exìdou.
(
x

(1)
1 , x

(1)
2 ; y(1)

)
⇒

[
x

(1)
1 (0.8 in B1, max), x(1)

2 (0.7 in S1, max); y(1)(0.9 in CE, max)
]
⇒ Rule 1

Rule 1 : EAN x1 eÐnai B1 kai x2 eÐnai S1, TOTE y eÐnai CE; (6.31)

(
x

(2)
1 , x

(2)
2 ; y(2)

)
⇒

[
x

(2)
1 (0.6 in B1, max), x(2)

2 (1 in CE, max); y(2)(0.7 in B1, max)
]
⇒ Rule 1

Rule 1 : EAN x1 eÐnai B1 kai x2 eÐnai CE, TOTE y eÐnai B1; (6.32)

Oi kanìnec pou par�gontai me ton trìpo autì eÐnai diazeuktikoÐ dhlad  ìlec oi aristerèc sunj kec
prèpei na ikanopoioÔntai sugqrìnwc gia na isqÔei to sumpèrasma.

B ma 3 - Apìdwse ènan bajmì se k�je kanìna

Sun jwc ta sÔnola dedomènwn perièqoun polÔ meg�lo arijmì protÔpwn ekpaÐdeushc. 'Opwc eÐdame parap�nw
apì k�je tètoio prìtupo prokÔptei ènac asaf c kanìnac opìte up�rqei meg�lh pijanìthta na prokÔyoun
antifatikoÐ kanìnec dhlad  kanìnec pou èqoun to Ðdio aristerì mèroc all� diaforetik� sumper�smata. Gia
na apofÔgoume aut  thn antifatikìthta mporoÔme na antistoiq soume se k�je paragìmeno kanìna ènan
bajmì, kai na deqtoÔme apì èna sÔnolo antifatik¸n kanìnwn mìno ekeÐnon pou èqei ton megalÔtero bajmì.
Me ton trìpo autì ìqi mìno lÔnoume to prìblhma pou perigr�yame all� mei¸noume shmantik� kai ton arijmì
twn kanìnwn.

Gia ènan kanìna thc morf c EAN x1 eÐnai A kai x2 eÐnai B, TOTE y eÐnai C orÐzoume san bajmì kai
sumbolÐzoume me D(Rule) to akìloujo ginìmeno

D(Rule) = mA(x1)mB(x2)mC(y). (6.33)

Gia ta prohgoÔmena paradeÐgmata èqoume

D(Rule 1) = mB1(x1)mS1(x2)mCE(y) = 0.8× 0.7× 0.9 = 0.504 (6.34)

kai
D(Rule 2) = mB1(x1)mCE(x2)mB1(y) = 0.6× 1× 0.7 = 0.42. (6.35)

Sthn pragmatikìthta sun jwc diajètoume k�poia plhroforÐa ek twn protèrwn gia ta prìtupa ekpaÐdeu-
shc. Gia par�deigma an d¸soume s' ènan eidikì èna sÔnolo apì prìtupa ekpaÐdeushc, autìc mporeÐ na
xeqwrÐsei merik� san polÔ shmantik� en¸ na qarakthrÐsei k�poia �lla san apÐjana   apotèlesma sfalm�twn
mètrhshc. MporoÔme loipìn na antistoiqÐsoume se k�je prìtupo mÐa tim  pou upodhl¸nei thn pÐsth mac
gia thn qrhsimìthta tou en lìgw protÔpou. An to prìtupo

(
x

(1)
1 , x

(1)
2 ; y(1)

)
èqei tim  shmantikìthtac M (1)

tìte orÐzoume ton bajmì tou antÐstoiqou kanìna san

D(Rule 1) = mB1(x1)mS1(x2)mCE(y)m(1) (6.36)
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Aut  h prosarmog  eÐnai idiaÐtera shmantik  gia pragmatik� dedomèna kaj¸c diaforetik� prìtupa èqoun
diaforetik  axiopistÐa. Sta axiìpista dedomèna antistoiqoÔme megalÔterouc bajmoÔc shmantikìthtac se
antÐjesh me ta anaxiìpista (mh pijan� prìtupa). Me ton trìpo autì qrhsimopoioÔme thn anjr¸pinh empeirÐa
gia ta dedomèna san phg  plhroforÐac gia thn beltistopoÐhsh thc apìdoshc thc mejìdou. E�n k�poioc den
epijumeÐ thn parèmbash tou anjr¸pou gia lìgouc antikeimenikìthtac h mèjodoc mporeÐ na efarmosteÐ kai
p�li qwrÐc thn qrhsimopoÐhsh tou bajmoÔ shmantikìthtac k�je protÔpou.

B ma 4 - DhmiourgÐa b�shc asaf¸n kanìnwn

H morf  thc b�shc twn asaf¸n kanìnwn gia to par�deigma twn dÔo metablht¸n faÐnetai sto parak�tw
sq ma.

Sq ma 6.8 - H morf  miac b�shc asaf¸n kanìnwn.

Ja suplhr¸soume ta kouti� thc b�shc me asafeÐc kanìnec sÔmfwna me thn akìloujh strathgik  :
h b�sh twn asaf¸n kanìnwn mporeÐ na sumplhrwjeÐ eÐte me touc kanìnec pou èqoun prokÔyei apì ta
arijmhtik� dedomèna eÐte me glwssikoÔc kanìnec pou eÐnai �mesh apìrroia thc anjr¸pinhc empeirÐac. An
s' èna koutÐ up�rqoun perissìteroi tou enìc kanìnec, qrhsimopoioÔme autìn ston opoÐo antistoiqeÐ o
megalÔteroc bajmìc (jewroÔme ìti kai stouc glwssikoÔc kanìnec èqei antistoiqhjeÐ apì k�poion eidikì
ènac bajmìc). Me ton trìpo autì tìso arijmhtikoÐ ìso kai glwssikoÐ kanìnec kwdikopoioÔntai se èna
koinì plaÐsio. Oi suzeuktikoÐ kanìnec katalamb�noun èna mìno koutÐ en¸ oi diazeuktikoÐ (to dexiì mèloc
tou kanìna isqÔei an isqÔei mÐa apì tic aristerèc sunj kec) gemÐzoun ìla ta kouti� pou antistoiqoÔn stic
grammèc kai tic st lec twn arister¸n sunjhk¸n tou kanìna.



Kef�laio 7

MejodologÐa Prìbleyhc Qaotik¸n
Qronoseir¸n

7.1 Eisagwg 

Oi klasikèc mèjodoi thc statistik c epexergasÐac shm�twn qarakthrÐzontai stic akìloujec basikèc
paradoqèc sqetik� me th fÔsh twn shm�twn: grammikìthta (tllinearity), stasimìthta (stationarity) kai
kanonik  katanom  (gaussianity). Oi paradoqèc autèc èqoun tejeÐ ¸ste na gÐnei dunat  h majhmatik 
montelopoÐhsh twn susthm�twn. Sthn pr�xh ìmwc oi perissìterec paradoqèc, e�n ìqi ìlec, den isqÔoun
se pragmatikèc efarmogèc, ìpou s mata eisìdou proèrqontai apì dunamik� sust mata. Gia thn prìbleyh
aut¸n twn qaotik¸n qronoseir¸n oi klasikèc mèjodoi parousi�zoun upo-bèltisth sumperifor� parìlo pou
sthrÐzontai se kal� tekmhriwmèna majhmatik� montèla. MÐa apì tic nèec teqnologÐec h opoÐa mporeÐ na
qrhsimopoihjeÐ gia thn apodotikìterh prìbleyh eÐnai ta neuro-asaf  sust mata sta opoÐa an kei kai to
ReSuPFuNIS pou analÔsame sto Kef�laio 5.

H prìbleyh shm�twn me qronik  ex�rthsh (qronoseir¸n) apoteleÐ mÐa apì tic shmantikìterec perioqèc
thc epexergasÐac s matoc kai èqei wc stìqo thn prìbleyh twn mellontik¸n tim¸n enìc s matoc, me
qr sh miac seir�c metr sewn tou pareljìntoc tou kaj¸c kai �llwn bohjhtik¸n shm�twn (se orismènec
peript¸seic).

Eidik� sthn prìbleyh qaotik¸n qronoseir¸n ta neuro-asaf  sust mata emfanÐzoun shmantik� pleonek-
t mata se sqèsh me �llec sumbatikèc mejìdouc prìbleyhc, diìti èqoun th dunatìthta montelopoÐhshc mh-
grammik¸n, mh-st�simwn kai mh-gkaousian¸n diergasi¸n. Dedomènhc thc apousÐac kal� tekmhriwmènhc jew-
rhtik c b�shc thc leitourgÐac twn neuro-asaf¸n susthm�twn, h epituq c ulopoÐhsh susthm�twn prìbleyhc
apaiteÐ exairetik� susthmatik  prosèggish. Sto parìn Kef�laio parousi�zetai h mejodologÐa sqedÐashc
kai ulopoÐhshc apodotik¸n susthm�twn en¸ idiaÐterh èmfash dÐnetai sthn proepexrgasÐa twn qaotik¸n
qronoseir¸n.

7.2 ParadeÐgmata Qaotik¸n Qronoseir¸n

Up�rqei plhj¸ra paradeigm�twn qaotik¸n qronoseir¸n oi opoÐec parousi�zoun exairetik  shmasÐa gia
thn epÐlush praktik¸n problhm�twn. 'Ena ekten¸c melethmèno prìblhma eÐnai h prìbleyh thc z thshc
hlektrik c enèrgeiac. H akrib c prìbleyh thc z thshc eÐnai exairetik� shmantik  gia th diaqeÐrish twn
paragwgik¸n stajm¸n enèrgeiac kai mporeÐ na exoikonom sei shmantikoÔc fusikoÔc pìrouc apotrèpontac
tautìqrona ton kÐnduno thc èlleiyhc enèrgeiac.

H epist mh thc metewrologÐac diajètei èna pl joc teqnik¸n gia thn prìbleyh tou kairoÔ kai par�oti to
prìblhma eÐnai tess�rwn diast�sewn, orismèna kairik� fainìmena mporoÔn na anaqjoÔn se monodi�statec
qronoseirèc (p.q. jermokrasÐa h taqÔthta anèmwn). 'Enac �lloc polÔ endiafèron tomèac eÐnai h efar-
mog  neuro-asaf¸n montèlwn sth gewlogÐa kai sugkekrimèna sthn prìbleyh seism¸n kai thn an�lush
seismografik¸n qronoseir¸n.

H ikanìthta thc prìbleyhc thc qronik c exèlixhc oikonomik¸n megej¸n, ìpwc h tim  miac metoq c,
to epitìkio, oi sunallagmatikèc isotimÐec ktl, eÐnai exairetik� shmantik  kai kajorÐzei apofasistik� th
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mejodologÐa katanom c twn ependÔsewn kaj¸c kai th diaqeÐrish tou ependutikoÔ rÐskou.
EpÐshc ènac tomèac ston opoÐo up�rqoun shmantik� probl mata pou an�gontai se prìbleyh h kath-

goriopoÐhsh qronoseir¸n eÐnai h iatrik . ParadeÐgmata apoteloÔn ta hlektrokardiograf mata kai hlek-
troegkefalograf mata, h prìbleyh tou epipèdou thc glukìzhc sto aÐma karkinopaj¸n kai poll� �lla.
Sthn iatrik  h dunatìthta prìbleyhc eÐnai exairetik c shmasÐac diìti epitrèpei ton kalÔtero sqediasmì thc
jerapeÐac kai thn prìlhyh dusmen¸n katast�sewn gia ton asjen .

EpÐshc sth qhmeÐa èqei parathrhjeÐ qaotik  qronik  ex�rthsh se orismènec qhmikèc antidr�seic h
opoÐa èqei montelopoihjeÐ wc qronoseir� ¸ste na katasteÐ dunatìc o èlegqoc tou rujmoÔ me ton opoÐo
exelÐssontai oi antÐstoiqec qhmikèc diergasÐec.

ParathroÔme ìti to pedÐo efarmog c susthm�twn prìbleyhc pou basÐzontai se neuro-asaf  sust mata
eÐnai ter�stio. MÐa swst  prìbleyh mporeÐ na èqei plhj¸ra jetik¸n epipt¸sewn gia to lìgo autì h
proepexergasÐa twn dedomènwn kai o analutikìc sqediasmìc tou sust matoc prìbleyhc eÐnai polÔ shman-
tikìc. Ja asqolhjoÔme kurÐwc me prìbleyh oikonomik¸n qaotik¸n qronoseir¸n all� ì,ti parousiasteÐ
èqei �mesh efarmog  se opoiod pote prìblhma.

7.3 ParousÐash Mejìdwn Prìbleyhc

H poluplokìthta twn mejìdwn prìbleyhc qronoseir¸n poikÐllei apì sqetik� mikr  èwc polÔ sÔnjeth kai
upologistik� apaithtik . Genik� oi perissìterec mèjodoi eÐnai posotikèc apì th fÔsh touc all� up�rqoun
kai qr simec poiotikèc proseggÐseic. Ston parak�tw pÐnaka parousi�zontai oi kuriìterec mèjodoi prìbleyhc
pou qrhsimopoioÔntai sthn pr�xh.

Mèjodoc Perigraf  Efarmogèc

Kinhtìc Mèsoc
'Oroc (Moving

Average)

Teqnik  prìbleyhc pou basÐzetai sth mèsh
tim  twn parathr sewn twn geitonik¸n qronik¸n
stigm¸n. Proôpojètei stasimìthta twn qrono-
seir¸n afoÔ stajmÐzontai ìla ta dedomèna me ton
Ðdio suntelest . Den eÐnai dunat  h prìbleyh thc
metabol c thc dieÔjunshc thc qronoseir�c.

Problèyeic
mikroÔ qronikoÔ
eÔrouc gia
drasthriìthtec
pou qrei�zontai
meg�lo arijmì
megej¸n.

Ekjetik 
Exom�lunsh
(Exponential
Smoothing)

Oi problèyeic eÐnai stajmismènoi sunduasmoÐ
parathr sewn kai problèyewn tou pareljìntoc.
DÐnetai perissìtero b�roc sta pio prìsfata
gegonìta. Den eÐnai dunat  h prìbleyh thc
metabol c thc dieÔjunshc thc qronoseir�c.

Efarmogèc
parìmoiec me
autèc tou KinhtoÔ
mèsou ìrou me
mikrì qronikì
eÔroc.

Mèjodoi
DiaqwrismoÔ

(Decomposition)

H mèjodoc proôpojètei thn Ôparxh sqèshc
metaxÔ tou qrìnou kai thc metablht c pou ja
problefjeÐ. H qronoseir� qwrÐzetai se susth-
matikèc kai mh susthmatikèc sunist¸sec.

Efarmog  se
megèjh pou
mporoÔn na
analujoÔn se
sunist¸sec
t�shc, epo-
qikìthtac kai
kuklikìthtac.

An�lush
Palindrìmhshc
(Regression)

Ermhneutik  prìbleyh pou upojètei thn Ôparxh
sqèshc metaxÔ thc exarthmènhc kai mÐac   peris-
sotèrwn ermhneutik¸n metablht¸n.

Prìbleyh
mikroÔ kai
mèsou qronikoÔ
orÐzonta.
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Oikonometrik�
Montèla

(Econometric
Models)

SÔsthma ermhneutik¸n exis¸sewn pou peril-
amb�nei exwgeneÐc kai endogeneÐc metablhtèc.

Braquqrìnia kai
mesoprìjesmh
prìbleyh.

Qr sh
Anaprosar-
mozìmenwn
FÐltrwn
(Adaptive
Filtering)

ApoteleÐ epèktash thc ekjetik c exom�lunshc
kai qrhsimopoieÐ mÐa epanalhptik  prosèggish gia
ton prosdiorismì twn kalÔterwn suntelest¸n
st�jmishc.

Braquqrìnia kai
mesoprìjesmh
prìbleyh.

Teqnikèc
Box-Jenkins

QrhsimopoieÐtai mÐa epanalhptik  prosèggish
gia thn aneÔresh tou apodotikìterou montèlou
metaxÔ miac genikìterhc t�xhc montèlwn. Den
upojètei Ôparxh protÔpou sta dedomèna.

Braquqrìnia kai
mesoprìjesmh
prìbleyh.

Teqnht�
Neurwnik�
DÐktua

QrhsimopoieÐtai gia thn aneÔresh mÐac sqèshc
metaxÔ miac apeikìnishc metaxÔ twn dedomènwn
eisìdou kai twn epijumht¸n megej¸n.

Braquqrìnia kai
mesoprìjesmh
prìbleyh.

Neuro-asaf 
Montèla

QrhsimopoieÐtai gia thn aneÔresh mÐac sqèshc
metaxÔ miac apeikìnishc metaxÔ twn dedomènwn
eisìdou kai twn epijumht¸n megej¸n. Mèsa
apì to montèlo mporoÔme na katal xoume se èna
sÔnolo asaf¸n kanìnwn pou qrhsimopoioÔntai
gia thn prìbleyh.

Braquqrìnia kai
mesoprìjesmh
prìbleyh.

PÐnakac 7.1: Mèjodoi Prìbleyhc

7.4 MejodologÐa An�ptuxhc Neuro-Asaf¸n Montèlwn

H mejodologÐa an�ptuxhc enìc neuro-asafoÔc sust matoc gia thn prìbleyh qronoseir¸n apoteleÐtai
apì ta akìlouja b mata :

1. An�lush probl matoc

2. Sullog  dedomènwn

3. An�lush dedomènwn kai epilog  metablht¸n eisìdou kai exìdou

4. Pro-epexergasÐa (pre-processing) dedomènwn

5. Kataskeu  sunìlwn dedomènwn

6. An�ptuxh montèlou kai beltistopoÐhsh

7. Axiolìghsh montèlou

Kajèna apì ta parap�nw b mata analÔetai stic paragr�fouc pou akoloujoÔn. H diadikasÐa an�ptuxhc tou
montèlou sqedìn p�nta eÐnai epanalhptik , dedomènou ìti, ta apotelèsmata pou prokÔptoun apì ta epìmena
b mata odhgoÔn suqn� sthn an�gkh anaje¸rhshc prohgoÔmenwn epilog¸n.
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7.4.1 An�lush Probl matoc

To st�dio thc an�lushc apoteleÐ èna apì ta shmantikìtera kai kajoristikìtera b mata gia thn an�ptuxh
enìc axiìpistou kai apodotikoÔ neuro-asafoÔc montèlou. Sto st�dio autì diex�gontai oi akìloujec er-
gasÐec.

• KajorÐzetai epakrib¸c to zhtoÔmeno prìblhma pou prèpei na montelopoihjeÐ.

• Sugkentr¸nontai ìla ta dedomèna gÔrw apì to prìblhma kai organ¸nontai se mÐa b�sh gn¸shc.
Sth diadikasÐa aut  sumperilamb�netai kai h bibliografik  anaz thsh gia to en lìgw   antÐstoiqa
problhmata.

• AnalÔetai to prìblhma me b�sh ta diajèsima stoiqeÐa se epÐ mèrouc enèrgeiec. Gia k�je mÐa tÐjentai
sugkekrimènoi posotikoÐ   poiotikoÐ stìqoi. IdiaÐterh shmasÐa prèpei na dojeÐ stouc stìqouc pou
aforoÔn sthn apìdosh tou sust matoc kai th mejodologÐa me thn opoÐa ja exakribwjeÐ h epÐteuxh
aut¸n.

• Diereun¸ntai kai axiologoÔntai enallaktikèc mèjodoi epÐlushc tou probl matoc kai exet�zetai an ja
ulopoihjoÔn eÐte wc sumplhrwmatikèc mèjodoi eÐte wc sÔsthma anafor�c gia thn apìdosh tou nèou
montèlou (benchmark).

7.4.2 Sullog  Dedomènwn

Kat� th sullog  dedomènwn gia thn an�ptuxh enìc neuro-asafoÔc montèlou up�rqoun trÐa kÔria jèmata
ta opoÐa prèpei p�ntote na exet�zontai

• H diajesimìthta twn dedomènwn upì pragmatikèc sunj kec.

• H diaqeÐrish twn ellip¸n dedomènwn.

• H ekkaj�rish twn asÔmbatwn dedomènwn   aut¸n me uyhlì posostì jorÔbou.

Kat� thn an�ptuxh montèlwn gia qrhmato-oikonomikèc efarmogèc kai eidik� gia autèc pou ja leitourgoÔn
se perib�llon pragmatikoÔ qrìnou (real-time), apaiteÐtai exairetik� prosektik  epilog  twn dedomènwn ètsi
¸ste aut� na eÐnai diajèsima se pragmatikì   sqedìn pragmatikì qrìno. Tupikì par�deigma apoteleÐ o
ìgkoc sunallag¸n o opoÐoc par' ìti suneisfèrei shmantik� sthn prìbleyh, stic perissìterec peript¸seic
ta antÐstoiqa dedomèna den eÐnai diajèsima   eÐnai exairetik� dÔskolo na parasqejoÔn se pragmatikì qrìno.

H diaqeÐrish twn ellip¸n dedomènwn apoteleÐ èna apì ta duskolìtera shmeÐa sthn an�ptuxh
neuro-asaf¸n montèlwn gia qrhmato-oikonomikèc efarmogèc diìti to fainìmeno autì parathreÐtai se sqedìn
mìnimh b�sh. H èlleiyh ofeÐletai se aitÐec susthmatikèc kai mh. Par�deigma susthmatik¸n aiti¸n eÐnai oi
qronikèc diaforèc metaxÔ twn qrhmatagor¸n. Gia par�deigma ìtan leitourgeÐ to qrhmatist rio thc Nèac
Uìrkhc to Qrhmatist ria Axi¸n Ajhn¸n eÐnai kleistì. Oi mh susthmatikèc aitÐec aforoÔn se adunamÐa
l yhc sugkekrimènwn dedomènwn.

H antimet¸pish tou probl matoc twn ellip¸n dedomènwn diafèrei e�n prìkeitai gia susthmatik    mh
aitÐa. Gia tic susthmatikèc aitÐec ja prèpei na entopisjoÔn oi sugkekrimènoi periorismoÐ kai na lhfjoÔn up'
ìyh kat� th di�rkeia thc sqedÐashc ¸ste na antimetwpistoÔn kat�llhla. 'Otan h èlleiyh ofeÐletai se mh
susthmatikèc aitÐec up�rqoun oi parak�tw epilogèc

• AfaÐresh twn protÔpwn sta opoÐa up�rqoun ellip  dedomèna apì ta sÔnola ekpaÐdeushc kai elègqou.

• Antikat�stash twn dedomènwn apì proseggÐseic me b�sh ta geitonik� deÐgmata. Tupikèc epilogèc
eÐnai to ellipèc dedomèno na tejeÐ Ðso me thn prohgoÔmenh tim  tou megèjouc   na ulopoihjeÐ mÐa apl 
grammik  parembol  metaxÔ thc prohgoÔmenhc kai epìmenhc tim c   akìmh na tejeÐ Ðso me thn mèsh
tim  thc qronoseir�c.

H ekkaj�rish twn asÔmbatwn   me uyhlì jìrubo dedomènwn bohj� sthn elaqistopoÐhsh thc entropÐac
twn dedomènwn. EpÐshc h diadikasÐa aut  parèqei mia shmantik  plhrofìrhsh sqetik� me thn poiìthta twn
dedomènwn sthn opoÐa ja sthriqjoÔn ta montèla.
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7.4.3 An�lush Dedomènwn kai Epilog  Metablht¸n Eisìdou kai Exìdou

H f�sh thc epilog c twn metablht¸n eisìdou kai exìdou èqei wc skopì na epilèxei tic katallhlìterec
metablhtèc apì ta diajèsima dedomèna kat� trìpo ¸ste to prokÔpton dÐktuo na diajètei touc el�qistouc
bajmoÔc eleujerÐac. Sth f�sh aut  tÐjetai èna apì ta shmantikìtera sqediastik� zht mata pou eÐnai
gnwsta wc dÐlhmma thc genÐkeushc/apomnhmìneushc. Autì sumbaÐnei diìti ìso perissìteroi eÐnai oi bajmoÐ
eleujerÐac (b�rh) enìc NeurwnikoÔ DiktÔou kai kat' epèktash enìc neuro-asafoÔc montèlou tìso kalÔterh
eÐnai h akrÐbeia thc prosèggishc thc zhtoÔmenhc apeikìnishc sta sugkekrimèna shmeÐa tou sunìlou m�jhshc,
all� tautìqrona tìso perissìtero to dÐktuo teÐnei na apomnhmoneÔsei ta dedomèna par� na {anakalÔptei}
tic sqèseic pou ta sundèoun.

EpÐshc se montèla me meg�lo arijmì bar¸n apaitoÔntai kai antÐstoiqa meg�la sÔnola ekm�jhshc,
diìti diaforetik� ta dÐktua teÐnoun na esti�zoun se leptomèreiec twn sunìlwn ekpaÐdeushc kai na mhn
proslamb�noun tic sqèseic pou sundèoun ta dedomèna. O uyhlìc arijmìc bar¸n se sunduasmì me meg�la
sÔnola ekpaÐdeushc jètei kai èna deÔtero shmantikì prìblhma, autì thc upologistik c poluplokìthtac.

Se ìlec tic peript¸seic prèpei na anazhteÐtai to pio feidwlì montèlo (parsimonious model). Dedomènou
ìti den up�rqei k�poioc posostikìc kanìnac pou na prosdiorÐzei thn el�qisth tim  tou arijmoÔ twn bar¸n
h anèuresh tou feidwloÔ montèlou prèpei na xekin� apì thn elaqistopoÐhsh twn metablht¸n eisìdou. Apì
th stigm  pou ja kajoristeÐ èna apodotikì sÔnolo eisìdwn den up�rqei an�gkh gia suqn  metabol   
prosarmog  tou montèlou. Genik� up�rqoun dÔo enallaktikèc proseggÐseic sthn epilog  twn idanik¸n
metablht¸n gia k�poio prìblhma. Oi proseggÐseic autèc eÐnai

• H qr sh analutik¸n teqnik¸n apì th jewrÐa thc statistik c kai thc an�lushc mh grammik¸n dunamik¸n
susthm�twn

• H qr sh an�lushc euaisjhsÐac stic eisìdouc 0 h exomoÐwsh thc tim c mÐac metablht c me th mèsh
tim  thc.

7.4.3.1 Statistikèc Mèjodoi

Oi statistikèc teqnikèc pou mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn kat� th di�rkeia exètashc twn dedomènwn kai
thn aneÔresh twn sqèsewn metaxÔ touc eÐnai

• Upologismìc suntelest¸n susqètishc (Correlation Analysis).

• An�lush palindrìmhshc elaqÐstwn tetrag¸nwn (Least Squares Regression Analysis).

• 'Elegqoc t-static   adjusted R2 me b�sh thn an�lush palindrìmhshc elaqÐstwn tetrag¸nwn.

• An�lush prwteuous¸n sunistws¸n (PCA - Principal Components Analysis).

O upologismìc tou suntelest  susqètishc (correlation coefficient) dÔo metablht¸n mporeÐ na d¸sei mia
èndeixh thc grammik c sqèshc metaxÔ twn dÔo aut¸n metablht¸n. Graf mata susqètishc mporoÔn epÐshc na
d¸soun polÔ parastatik� tic sqèseic metaxÔ twn metablht¸n kaj¸c kai ton tÔpo thc sqèshc (tetragwnik ,
ekjetik  ktl).

O upologismìc twn suntelest¸n susqètishc mporeÐ na gÐnei

• MetaxÔ miac metablht c eisìdou kai miac metablht c exìdou.

• MetaxÔ twn upoleipìmenwn sfalm�twn (residual errors) kai twn mh qrhsimopoihjèntwn sto montèlo
metablht¸n.

Sthn perÐptwsh pou mia metablht  èqei uyhl  susqètish me ta upoleipìmena sf�lmata tou montèlou
anamènetai ìti h qr sh thc metablht c aut c mporeÐ na aux sei thn apìdosh tou montèlou. Enallaktik�, dÔo
metablhtèc eisìdou mporeÐ na elegqjoÔn kai na diapistwjeÐ e�n èqoun uyhl  susqètish. Sthn perÐptwsh
aut  exet�zetai h epÐdrash thc antikat�stashc twn dÔo metablht¸n apì mÐa sthn apìdosh tou montèlou.

IdiaÐterh prosoq  apaiteÐtai sth qr sh twn suntelest¸n susqètishc diìti exet�zoun thn Ôparxh tmh-
matik� grammik¸n sqèsewn metaxÔ twn metablht¸n (piece-wise linear correlations). Dedomènou ìti ta
neuro-asaf  montèla emfanÐzoun shmantik� pleonekt mata sth montelopoÐhsh mh grammik¸n susthm�twn
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eÐnai pijanì oi teqnikèc autèc na mhn eÐnai bèltistec gia ton entopismì twn shmantikìterwn metablht¸n gia
mh grammik� montèla.

Sthn pleioyhfÐa twn peript¸sewn eÐnai idiaÐtera qr simoc o upologismìc tou pÐnaka eterosusqètishc
metaxÔ ìlwn twn anex�rthtwn metablht¸n kai twn exarthmènwn metablht¸n me diaforetikèc qronikèc ka-
juster seic. H eterosusqètish rxy metaxÔ miac qronoseir�c eisìdou x kai thc qronoseir�c exìdou y
upologÐzetai apì tic akìloujec sqèseic

rxy =
cxy(k)
SxSy

, k = 1, 2, . . . (7.1)

ìpou

cxy(k) =
1
n

n+k∑

t=1

(xt − x) (yt+k − y) (7.2)

Sx =
√
cxx(0) (7.3)

Sy =
√
cyy(0) (7.4)

Sthn perÐptwsh pou entopÐzetai polu-suggrammikìthta (multi-colinearity) metaxÔ tri¸n   perissotèrwn
anex�rthtwn metablht¸n ja prèpei na exet�zetai to endeqìmeno antikat�stashc merik¸n apì tic sug-
kekrimènec metablhtèc   na efarmìzontai epÐ plèon mètra axiolìghshc. H empeirÐa apì antÐstoiqa statistik�
montèla tekmhri¸nei to gegonìc ìti to fainìmeno thc polu-suggrammikìthtac èqei shmantik  epÐptwsh sta
apotelèsmata opoiasd pote diadikasÐac palindrìmhshc. Autì ofeÐletai sto gegonìc ìti periorÐzetai to
mègejoc tou suntelest  summetoq c (coefficient of determination) k�je eisìdou kai kajÐstatai dÔskolh h
axiolìghsh thc suneisfor�c k�je mÐac anex�rththc metablht c.

H an�lush palindrìmhshc elaqÐstwn tetrag¸nwn apoteleÐ mÐa eurèwc qrhsimopoioÔmenh
teqnik  statistik c montelopoÐhshc h opoÐa exet�zei th grammik  ex�rthsh gia upoy fiec metablhtèc. Sthn
an�lush palindrìmhshc sthrÐzontai �llec statistikèc teqnikèc ìpwc o èlegqoc t-static kai adjusted R2

me touc opoÐouc axiologeÐtai h shmantikìthta (significance) thc suneisfor�c thc metablht c sto montèlo.
Gia ton èlegqo t-static (katanom  t tou Students) timèc megalÔterec tou 1.98 jewroÔntai ìti shmaÐnoun
ìti h up' ìyh metablht  eÐnai shmantik  gia meg�louc arijmoÔc deigm�twn. AntÐstoiqa o èlegqoc adjusted
R2 dÐnei timèc metaxÔ 0 kai 1 kai axiologeÐ thn akrÐbeia prìbleyhc thc �gnwsthc apeikìnishc me b�sh èna
dedomèno sÔnolo metablht¸n.

H An�lush Prwteuous¸n Sunistws¸n (Principal Components Analysis, PCA) empÐptei sthn
oikogèneia twn statistik¸n teqnik¸n an�lushc paragìntwn (factor analysis). O stìqoc thc PCA eÐnai o
entopismìc thc dom c ex�rthshc pou sundèei tic parathr seic mÐac polumetablht c stoqastik c diadikasÐac
¸ste na epiteuqjeÐ mia pl rhc perigraf  tou upì exètash sust matoc. H perigraf  diajètei n sunist¸sec
en¸ sthn pragmatikìthta gia thn perigraf  twn parathr sewn apaitoÔntai m sunist¸sec. H di�stash n
kaleÐtai epifaneiak  (superficial dimensionality) en¸ h m onom�zetai eswterik  di�stash (intrinsic dimen-
sionality). H PCA epidi¸kei thn ekpl rwsh tou axi¸matoc tou feidwloÔ montèlou, sÔmfwna me to opoÐo
ìso aploÔstero eÐnai to majhmatikì montèlo enìc sust matoc, tìso apodotikìterh eÐnai h perigraf  thc
dom c ex�rthshc.

'Estw èna tuqaÐo di�nusma x = [x1, . . . , xn]T me mhdenik  mèsh tim  E(x) = 0 kai m tra summetablhtìth-
tac Rx = E

{
xxT

} ∈ <n×n. Sthn PCA èna qarakthristikì di�nusma (feature vector) prokÔptei apì ton
metasqhmatismì

y = W · x (7.5)

ìpou oi st lec tou pÐnaka W apoteloÔn mÐa orjogwnik  b�sh enìc upoq¸rou J , opìte isqÔei

WW T = I (7.6)

kai
J = span(W ). (7.7)

H probol  tou x ston upoq¸ro J apoteleÐ thn anakataskeu  tou x apì to y dhlad 

x̂ = W T y = W TWx. (7.8)
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H an�lush PCA èqei wc stìqo thn elaqistopoÐhsh tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc anakataskeu c

Je = E
{‖x− x̂‖2

}
= E

{
tr

[
(x− x̂)(x− x̂)T

]}
= tr(Rx)− tr(WRxW

T ) (7.9)

ìpou

tr(A) = tr(AT ) =
N∑

i=1

aii. (7.10)

ParathroÔme ìti o teleutaÐoc ìroc thc sqèshc (7.9), èstw Jv, isoÔtai me th metablhtìthta tou dianÔsma-
toc y kaj¸c epÐshc kai me th metablhtìthta thc probol c x̂.

Jv = tr(WRxW
T ) = E

{
tr(yyT )

}
=

N∑

i=1

y2
i = tr(W TWRxW

TW ) = E
{
tr(x̂x̂T )

}
=

m∑

i=1

x̂2
i (7.11)

Kat� sunèpeia h megistopoÐhsh thc metablhtìthtac thc probol c x̂ eÐnai isodÔnamh me thn elaqistopoÐhsh
tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc. Genikìtera h an�lush PCA mporeÐ na jewrhjeÐ eÐte wc mia teqnik 
megistopoÐhshc thc metablhtìthtac, eÐte wc teqnik  elaqistopoÐhshc tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc.

'Estw ìti oi idiotimèc λ1, λ2, . . . , λn tou Rx eÐnai taxinomhmènec kat� fjÐnousa t�xh, kai èstw ta
antÐstoiqa kanonikopoihmèna idiodianÔsmata e1, e2, . . . , en. H el�qisth tim  tou mèsou tetragwnikoÔ sf�l-
matoc anakataskeu c Je   antÐstoiqa h mègisth tim  thc metablhtìthtac Jv upì th sunj kh W TW = I
epitugq�netai me qr sh tou

Wopt = T [±e1, . . . ,±em]T (7.12)

ìpou T opoiosd pote tetragwnikìc pÐnakac.
To el�qisto sf�lma anakataskeu c dÐnetai apì th sqèsh

minJe =
n∑

i=m+1

λi (7.13)

kai antÐstoiqa h mègisth tim  thc metablhtìthtac eÐnai

maxJv =
m∑

i=1

λi. (7.14)

'Ena par�deigma an�lushc PCA dÐnetai sto parak�tw sq ma. EikonÐzontai oi dÔo kÔriec prwteÔousec
sunist¸sec.

Sq ma 7.1 - Par�deigma an�lushc prwteuous¸n sunistws¸n ìpou eikonÐzontai oi dÔo kÔriec
sunist¸sec.
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Ta idiodianÔsmata tou Rx èstw yi pou antistoiqoÔn stic uyhlìterec twn idiotim¸n onom�zontai prw-
teÔousec sunist¸sec. Oi prwteÔousec sunist¸sec eÐnai statistik� asusqètistec dhlad 

E(yiyj) = eiRxej = 0, ∀i 6= j. (7.15)

H metablhtìthta twn prwteuous¸n sunistws¸n eÐnai Ðsh me tic idiotimèc tou Rx dhlad 

E
{
y2

i

}
= eTi Rxei = λi. (7.16)

H el�qisth di�stash tou grammikoÔ upoq¸rou prokÔptei apì thn exètash tou mètrou twn antÐstoiqwn
idiotim¸n. Sun jwc o akrib c arijmìc prokÔptei èpeita apì melèth tou diagr�mmatoc thc metablhtìthtac
wc proc ton arijmì twn prwteuous¸n sunistws¸n.

7.4.3.2 An�lush EuaisjhsÐac

H an�lush euaisjhsÐac tou montèlou wc proc tic eisìdouc tou apoteleÐ mÐa apl  kai apotelesmatik 
mèjodo gia thn exakrÐbwsh twn eisìdwn pou suneisfèroun shmantik� sthn epijumht  apeikìnish. Up�rqoun
dÔo enallaktikoÐ trìpoi diexagwg c thc an�lushc euaisjhsÐac

• Diadiqik  afaÐresh k�je mÐac apì tic upì exètash eisìdouc kai parat rhsh thc metabol c twn
krithrÐwn axiolìghshc wc sun�rthsh twn exairoÔmenwn eisìdwn.

• Antikat�stash twn tim¸n ìlwn twn deigm�twn miac eisìdou me stajer  tim .

IdiaÐterh prosoq  prèpei na dÐnetai sthn epilog  twn krithrÐwn axiolìghshc twn apotelesm�twn thc
an�lushc euaisjhsÐac. E�n to sf�lma pou prokÔptei afair¸ntac mÐa metablht  paramènei sta Ðdia epÐpeda,
to sumpèrasma eÐnai ìti h sugkekrimènh metablht  den eÐnai shmantik  me b�sh to sugkekrimèno krit rio ax-
iolìghshc. Lìgw thc polwmènhc ektÐmhshc pou prokÔptei apì thn exètash tou sf�lmatoc, mÐa perissìtero
asfal c mèjodoc eÐnai h exètash thc metablhtìthtac thc exìdou.

Sthn perÐptwsh thc stajeropoÐhshc mÐac eisìdou ja prèpei na epilegeÐ h sugkekrimènh stajer  tim 
pou ja qrhsimopoihjeÐ. Sthn pleionìthta twn peript¸sewn qrhsimopoieÐtai h mèsh tim  twn deigm�twn
thc metablht c. Genik� akraÐec timèc ja prèpei na apofeÔgontai diìti odhgoÔn se alloÐwsh thc sqetik c
shmasÐac thc sugkekrimènhc eisìdou. H parat rhsh aut  isqÔei kai gia eisìdouc pou èqoun qamhlì bajmì
summetoq c sth diamìrfwsh thc exìdou, kaj¸c h st�jmh energopoÐhshc touc epidr� mh-grammik� sthn
epexergasÐa twn loip¸n eisìdwn.

7.4.3.3 Epilog  Deigm�twn me Qronik  Ustèrhsh (Lagged Versions)

Gia thn epilog  twn deigm�twn me qronik  ustèrhsh pou dÐnoun to bèltisto apotèlesma apaiteÐtai fas-
matik  an�lush twn metablht¸n exìdou ¸ste na entopisjoÔn oi kÔriec sunist¸sec suqnìthtac. Jewr¸ntac
ìti èqoun entopisteÐ n fasmatikèc sunist¸sec, ja prèpei gia k�je mÐa na exasfalisteÐ ìti deigmatolhpteÐtai
toul�qiston dÔo forèc sth di�rkeia miac periìdou thc. Gia par�deigma an oi shmantikìterec perÐodoi eÐnai
2,6 kai 10 se mon�dec thc anex�rththc metablht c tìte ja prèpei na sumperilhfjoÔn oi timèc

• t− 0, t− 1 gia th suqnìthta 2

• t− 0, t− 3 kai t− 6 gia th suqnìthta 6

• t− 0, t− 5 kai t− 10 gia th suqnìthta 10

�ra sunolik� oi timèc {t, t− 1, t− 3, t− 5, t− 6, t− 10}.

7.4.3.4 Diaqwrismìc Probleptik¸n-Plhroforiak¸n Metablht¸n

Kat� th f�sh an�lushc twn dedomènwn eÐnai qr simo na entopisjeÐ h fÔsh twn anex�rthtwn metablht¸n,
merikèc apì tic opoÐec eÐnai probleptikèc (predictive) kai �llec plhroforiakèc (informative). Wc problep-
tik  metablht  onom�zetai ekeÐnh h opoÐa mporeÐ na exhg sei èna shmantikì tm ma thc metablhtìthtac
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thc exarthmènhc metablht c. AntÐstoiqa mÐa plhroforiak  metablht , de diajètei apì mình thc plhro-
foriak  isqÔ, all� mìno e�n sunduasteÐ me �llec metablhtèc mporeÐ na odhg sei se kalÔterh prìbleyh.
Tupikì par�deigma plhroforiak c metablht c apoteleÐ h kat�stash thc agor�c, dhlad  an eÐnai anodik 
  kajodik . Ta di�fora fainìmena pou lamb�noun q¸ra èqoun diaforetikèc sunèpeiec sthn exèlixh thc
qronoseir�c kai kat' epèktash stic diadikasÐec prìbleyhc an�loga me thn kat�stash thc agor�c.

7.4.4 Pro-EpexergasÐa Dedomènwn (Data Pre-Processing)

H an�lush twn dedomènwn pou èqoun sullegeÐ kai h pro-epexergasÐa touc epimerÐzetai stic akìloujec
enèrgeiec

• AfaÐresh thc gramm c t�shc (detrending)

• Klim�kwsh (scaling) - kanonikopoÐhsh (normalization)

• DiaqeÐrish twn akraÐwn shmeÐwn (statistical outliers)

• MetasqhmatismoÐ dedomènwn
Stic epìmenec paragr�fouc ja parousi�soume tic mejìdouc pou proanafèrjhkan.

7.4.4.1 AfaÐresh thc Gramm c T�shc (Detrending)

H afaÐresh thc gramm c t�shc tìso apì tic anex�rthtec ìso kai apì tic exarthmènec metablhtèc eÐnai
aparaÐthth, diìti h Ôparx  thc mporeÐ na odhg sei se yeudo-susqetÐseic. To prìblhma sqetÐzetai me th
dunamik  perioq  tou dianÔsmatoc proc prìbleyh. 'Oso megalÔterh eÐnai h dunamik  perioq  tìso mikrìtero
bajmì leptomèreiac ja anakt sei to montèlo. Kat� sunèpeia e�n o qronikìc orÐzontac prìbleyhc eÐnai
braqÔc tìte to kÔrio endiafèron esti�zetai sth leptomereiak  sumperifor� thc qronoseir�c kai ja prèpei
na afairejeÐ h klÐsh apì ta dedomèna.

Se k�je perÐptwsh ja prèpei na lamb�netai up' ìyh ìti h afaÐresh thc t�shc ousiastik� afaireÐ plhro-
forÐa apì th qronoseir�. H plhroforÐa aut  se pollèc peript¸seic mporeÐ na eÐnai qr simh. Gia par�deigma
stic qrhmatagorèc eÐnai diaforetik  h dunamik  sumperifor� miac anodik c agor�c apì aut c miac kajodik c.
E�n apì ta dedomèna èqei afairejeÐ h t�sh to montèlo pou prokÔptei de diajètei aut  th plhroforÐa kai
kat� sunèpeia de ja mporèsei na montelopoi sei ta diaforetik� dunamik� qarakthristik� pou qarakthrÐzoun
k�je f�sh thc agor�c.

H mèjodoc afaÐreshc thc t�shc pou qrhsimopoieÐtai sun jwc, eÐnai h afaÐresh thc eujeÐac grammik c
parembol c apì ta dedomèna. 'Estw yi ta dedomèna thc arqik c qronoseir�c. Tìte ta antÐstoiqa dedomèna
met� thn afaÐresh thc klÐshc (̃y)i dÐnontai apì th sqèsh

ỹi = yi − (mxi + b) (7.17)

ìpou h klÐsh m kai to shmeÐo tom c b me ton �xona y upologÐzontai apì tic sqèseic

m =
SSxy

SSx
(7.18)

b = y −mx (7.19)

SSxy =
n∑

i=1

(xi − x) (yi − y) (7.20)

SSx =
n∑

i=1

(xi − x)2 (7.21)

ìpou x kai y h mèsh tim  twn dianusm�twn x kai y antÐstoiqa. Oi parap�nw sqèseic prokÔptoun �mesa apì
th mèjodo elaqÐstwn tetrag¸nwn.

H efarmog  thc mejìdou ja prèpei p�ntote na sunodeÔetai apì diagr�mmata twn qronoseir¸n y kai
ỹ ¸ste epoptik� na exet�zetai h afaÐresh thc t�shc. Se pollèc peript¸seic apaiteÐtai h epilog  sug-
kekrimènwn shmeÐwn gia ton upologismì thc eujeÐac grammik c parembol c ¸ste na epiteuqjeÐ to bèltisto
apotèlesma. Sto parak�tw sq ma parousi�zetai h efarmog  thc mejìdou se mia qrhmato-oikonomik  qrono-
seir�.
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Sq ma 7.2 - Par�deigma afaÐreshc thc t�shc (detrending).

7.4.4.2 Klim�kwsh (Scaling) - KanonikopoÐhsh (Normalization)

H klim�kwsh twn metablht¸n èqei wc stìqo thn kanonikopoÐhsh touc kai eÐnai aparaÐthth gia touc
akìloujouc lìgouc

• ApofeÔgetai h pijanìthta to montèlo na suntonisjeÐ se mia sugkekrimènh perioq  twn dedomènwn
eisìdou-exìdou.

• Klimak¸nontai oi timèc eisìdou ¸ste na empÐptoun entìc thc perioq c leitourgÐac twn kìmbwn, dhlad 
tou pedÐou orismoÔ twn sunart sewn energopoÐhshc.

• H ap' eujeÐac trofodìthsh tou montèlou me tic prwtogeneÐc timèc twn metablht¸n eisìdou ja eÐqe
san apotèlesma meg�lec diaforèc stic perioqèc tim¸n metaxÔ twn antÐstoiqwn eisìdwn. Tic diaforèc
autèc to dÐktuo mporeÐ na tic ekl�bei wc shmantikèc gia th barÔthta twn antÐstoiqwn eisìdwn.
Sthn perÐptwsh aut  to montèlo ja exart�tai shmantik� apì tic eisìdouc me uyhlèc timèc kai ja
elaqistopoihjeÐ h epirro  twn eisìdwn me mikrìterec apìlutec timèc, qwrÐc autì na eÐnai plhrofo-
riak� orjì.

H sun jhc taktik  gia thn kanonikopoÐhsh twn metablht¸n eisìdou eÐnai o metasqhmatismìc me kèntro
to 0 (mhdenik  mèsh tim ) kai monadiaÐa tupik  apìklish. Oi exis¸seic pou qrhsimopoioÔntai gia thn kanon-
ikopoÐhsh twn metablht¸n eÐnai oi akìloujec

x̃i(t) =
xi(t)− x

σx
(7.22)

σx =

√√√√√√
N∑

i=1

(xi(t)− x)2

N − 1
(7.23)

ìpou x̃i eÐnai h kanonikopoihmènh tim  thc metablht c xi kai xi h mèsh tim  thc xi.
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Oi metablhtèc exìdou kanonikopoioÔntai se diaforetik� diast mata an�loga me th sun�rthsh ener-
gopoÐhshc tou str¸matoc exìdou. 'Enac metasqhmatismìc pou mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ eÐnai

ỹ(t) = SC × y(t) +OFFSET (7.24)

SC =
Max−Min

ymax − ymin
(7.25)

OFFSET = Max− SC × ymax (7.26)

ìpou ỹ(t) eÐnai h kanonikopoihmènh metablht  exìdou, y(t) h epijumht  èxodoc, ymax, ymin h mègisth kai
el�qisth tim  thc epijumht c exìdou kai Max, Min oi timèc tou diast matoc stìqou me tupikèc timèc
Max = 0.9 kai Min = 0.1.

7.4.4.3 DiaqeÐrish AkraÐwn ShmeÐwn (Statistical Outliers)

Ta akraÐa shmeÐa stic metablhtèc eisìdou-exìdou apaitoÔn eidik  metaqeÐrish diìti dhmiourgoÔn ta
akìlouja probl mata

• WjoÔn thn pleioyhfÐa tou sunìlou twn tim¸n thc metablht c se polÔ periorismènh dunamik  perioq 
h opoÐa apaiteÐ exairetik� uyhl  arijmhtik  akrÐbeia apì thn ulopoÐhsh tou algorÐjmou ekpaÐdeushc.

• H suntriptik  pleioyhfÐa twn parathr sewn ja empÐptei sth grammik  perioq  thc sun�rthshc ener-
gopoÐhshc me apotèlesma na apwlesjoÔn oi idiìthtec mh grammikìthtac tou montèlou.

O entopismìc twn akraÐwn shmeÐwn gÐnetai sun jwc me th grafik  anapar�stash twn metablht¸n. Se
pollèc peript¸seic h mèjodoc aut  den eÐnai dunat  se perissìterec apì dÔo   treÐc diast�seic   ìtan
ta dedomèna eÐnai polu�rijma. H mèjodoc pou qrhsimopoieÐtai stic peript¸seic autèc eÐnai h exètash twn
shmeÐwn sta opoÐa to sf�lma tou montèlou eÐte eÐnai uyhlì eÐte den aitiologeÐtai apì th sumperifor� twn
metablht¸n eisìdou.

MÐa �llh mèjodoc entopismoÔ akraÐwn shmeÐwn eÐnai h sqedÐash istogramm�twn suqnìthtac emf�nishc
tim¸n (frequency distribution histograms). Ta istogr�mmata katadeiknÔoun ta akraÐa shmeÐa kai tautìqrona
parèqoun plhroforÐec sqetik� me thn statistik  katanom  twn antÐstoiqwn dianusm�twn.

7.4.4.4 LoipoÐ MetasqhmatismoÐ Dedomènwn

Ektìc twn metasqhmatism¸n pou èqoun perigrafeÐ mèqri t¸ra se pollèc peript¸seic eÐnai apodotik  h
efarmog  prìsjetwn metasqhmatism¸n oi opoÐoi upobohjoÔn th diadikasÐa m�jhshc. Oi metasqhmatismoÐ
autoÐ taxinomoÔntai stic akìloujec kathgorÐec

• AfaÐresh jorÔbou apì ta dedomèna.

• Metasqhmatismìc plhroforiak¸n eisìdwn se probleptikèc.

• Metabol  statistik c katanom c.

Sto sÔnolo twn shm�twn pou proèrqontai apì metr seic, eidik� se oikonomik� megèjh (p.q. timèc
metoq¸n), up�rqei èna shmantikì epÐpedo jorÔbou to opoÐo kajist� dÔskolh thn anak�luyh twn sqèsewn
pou dièpoun tic metabolèc twn megej¸n. EpÐshc, o jìruboc uyhl¸n suqnot twn pou dhmiourgeÐtai apì
topik� fainìmena eÐnai anepijÔmhto na montelopoihjeÐ. Gia to lìgo autì ta s mata prèpei na dièljoun apì
èna bajuperatì fÐltro (low-pass filter) to opoÐo ekteleÐ mia leitourgÐa exom�lunshc.

H teqnik  pou qrhsimopoieÐtai ekten¸c gia thn afaÐresh tou jorÔbou kai thn aneÔresh twn t�sewn
(trends) se oikonomik� megèjh eÐnai o kinhtìc mèsoc ìroc (moving average). Sthn pr�xh qrhsimopoioÔntai
treic parallagèc tou kinhtoÔ mèsou ìrou

• Aplìc kinhtìc mèsoc ìroc (simple moving average).

• Stajmismènoc kinhtìc mèsoc ìroc (weighted moving average).
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• Ekjetikìc kinhtìc mèsoc ìroc (exponential moving average).

Sth genik  morf  o aplìc kinhtìc mèsoc ìroc upologÐzetai stajmÐzontac me monadiaÐa b�rh N +M + 1
geitonik� shmeÐa me b�sh thn exÐswsh

y(t) =
1

N +M + 1

M∑

k=−N

x[t− k] (7.27)

Sto parak�tw sq ma faÐnetai h efarmog  tou aploÔ kinhtoÔ mèsou ìrou se mia qronoseir� isotimÐac
Bretannik c LÐrac - DolarÐou.

Sq ma 7.3 - Par�deigma efarmog c aploÔ kinhtoÔ mèsou ìrou se qronoseir� isotimÐac lÐras-dolarÐou.

O stajmismènoc kinhtìc mèsoc ìroc apoteleÐ genÐkeush tou kinhtoÔ mèsou kai prokÔptei qrhsimopoi¸ntac
diaforetikoÔc ìrouc st�jmishc gia k�je deÐgma sÔmfwna me thn exÐswsh

y(t) =
1

N +M + 1

M∑

k=−N

bkx[t− k] (7.28)

ìpou oi suntelestèc bk mporoÔn na epilegoÔn kat�llhla ¸ste na epiteuqjeÐ h epijumht  sumperifor�. H
st�jmish twn tim¸n mporeÐ na lÔsei en mèrei to prìblhma thc kajustèrhshc pou parathreÐtai sto kinhtì
mèso ìro me timèc N = M . Akìmh kalÔterh sumperifor� epitugq�netai me qr sh ekjetikoÔ kinhtoÔ mèsou.

O ekjetikìc kinhtìc mèsoc an kei sthn kathgorÐa twn anadromik¸n fÐltrwn kai upologÐzetai apì thn
akìloujh sqèsh

y(t) = βx(t) + (1− b)y(t− 1) (7.29)

me arqik  sunj kh y(0) = x(0). Timèc thc paramètrou β epilègontai sthn perioq  0.1 èwc 0.5. Sto
parak�tw sq ma parousi�zetai par�deigma thc efarmog c tou ekjetikoÔ mèsou ìrou kai sÔgkrish me ton
aplì kinhtì mèso.

'Oso mikrìterh eÐnai h tim  thc paramètrou β tìso megalÔterh eÐnai h mn mh tou fÐltrou kai kat' epèktash
tìso isqurìterh eÐnai h exom�lunsh (smoothing) thc qronoseir�c.

O metasqhmatismìc twn plhroforiak¸n metablht¸n se probleptikèc apoteleÐ ènan apì ton shman-
tikìtero stìqo thc pro-epexergasÐac twn dedomènwn kat� thn an�ptuxh enìc neuro-asafoÔc montèlou.
Oi klasikìterec mèjodoi metasqhmatismoÔ pou qrhsimopoioÔntai eÐnai h diafìrish miac metblht c kai o
upologismìc thc diafor�c kai tou lìgou dÔo metablht¸n.

H diafìrish miac metablht c parèqei ta ex c pleonekt mata
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Sq ma 7.4 - Par�deigma efarmog c ekjetikoÔ kinhtoÔ mèsou ìrou kai aploÔ kinhtoÔ sthn Ðdia
qronoseir�.

• Epitugq�netai afaÐresh thc t�shc apì th qronoseir�. H t�sh metatrèpetai se mia stajer  apìklish
(offset) me apotèlesma na belti¸netai shmantik� h dunamik  perioq  twn dedomènwn.

• Oi kanonikopoihmènec diaforèc thc morf c ∆ψ/ψqrhsimopoioÔntai polÔ suqn� sthn montelopoÐhsh
diìti epilÔoun to prìblhma thc apìluthc tim c me apotelesmatikì trìpo.

Ja prèpei epÐshc na shmeiwjeÐ kai èna pijanì meionèkthma thc diafìrishc to opoÐo entopÐzetai sthn
uyiperat  sumperifor� thc sun�rthshc metafor�c pou ulopoieÐ. Stic peript¸seic pou h plhroforÐa qamhl¸n
suqnot twn eÐnai qr simh ja prèpei na lhfjoÔn mètra ¸ste na sumperilhfjeÐ sto sÔsthma. Eidik� se
qrhmato-oikonomikèc efarmogèc h plhroforÐa aut  eÐnai sun jwc qr simh.

O lìgoc dÔo metablht¸n metasqhmatÐzei me aplì trìpo plhroforiakèc metablhtèc se probleptikèc,
dedomènou ìti leitourgeÐ wc mÐa logik  sÔgkrish. Tupikì par�deigma apoteleÐ o teqnikìc endeÐkthc Gramm c
Anìdou/Kajìdou (Advnace/Decline Line) o opoÐoc prokÔptei apì to lìgo tou arijmoÔ twn metoq¸n twn
opoÐwn aux jhke h tim  touc se dedomènh qronik  perÐodo proc ton arijmì twn metoq¸n twn opoÐwn h tim 
mei¸jhke. O endeÐkthc autìc apoteleÐ to pio eurèwc qrhsimopoioÔmeno ergaleÐo èndeixhc thc kinhtikìthtac
thc agor�c. 'Eqei apodeiqjeÐ ìti h qr sh tou endeÐkth Gramm c Anìdou/Kajìdou wc eÐsodo se neurwnik�
dÐktua kai neuro-asaf  montèla dÐnei polÔ kalÔtera apotelèsmata kai odhgeÐ se pio feidwl� montèla se
sqèsh me th qr sh twn dÔo arijmhtik¸n tim¸n.

MÐa �llh oikogèneia metasqhmatism¸n èqei wc stìqo ton metasqhmatismì thc statistik c katanom c
twn dedomènwn se kanonik . Oi metasqhmatismoÐ autoÐ èqoun tic rÐzec touc se mejìdouc thc statistik c
montelopoÐhshc kai qrhsimopoioÔntai ¸ste na exasfalisjeÐ h apaÐthsh pou tÐjetai apì poll� statistik�
montèla gia dedomèna pou akoloujoÔn thn kanonik  katanom .

7.4.5 Kataskeu  Sunìlwn Dedomènwn

'Ena apì ta pio qronobìra b mata sthn an�ptuxh enìc montèlou eÐnai h sqedÐash kai diamìrfwsh
twn sunìlwn dedomènwn gia tic diadikasÐec m�jhshc (training set), dokim¸n (testing set) kai axiolìghshc
genÐkeushc (validation set). Sthn pr�xh apodeiknÔetai ìti apoteleÐ to krisimìtero b ma sth f�sh ulopoÐhshc
gia thn epituqÐa tou montèlou.

Oi ergasÐec pou ent�ssontai sthn kataskeu  twn sunìlwn dedomènwn eÐnai

• Epilog  twn dedomènwn pou ja qrhsimopoihjoÔn sth f�sh ekm�jhshc.

• Diamèrish se sÔnola ekm�jhshc, dokim¸n kai axiolìghshc.

H pr¸th sqediastik  apìfash afor� sto mègejoc twn sunìlwn. H apìfash eÐnai sÔnjeth kai ephre�ze-
tai suqn� apì praktikoÔc periorismoÔc, ìpwc gia par�deigma to kìstoc sullog c twn dedomènwn. Genik�
to sÔnolo ekm�jhshc ja prèpei na parèqei ìso to dunatìn antiproswpeutikìtero deÐgma twn dedomènwn.
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Meg�loc arijmìc dedomènwn elatt¸nei thn pijanìthta upodeigmatolhyÐac thc epijumht c sun�rthshc.
AntÐjeta mikr� sÔnola, me uyhlì jìrubo emperièqoun auxhmèno kÐnduno {apomnhmoneujoÔn} apì to montèlo
me apotèlesma na emfanÐzontai ikanopoihtik� apotelèsmata sthc f�sh ekpaÐdeushc all� to neuro-asafèc
montèlo na apotugq�nei na antapokrijeÐ swst� se pragmatik� dedomèna.

Dedomènou ìti èqoun sullegeÐ ta dedomèna, to pl joc pou ja qrhsimopoihjeÐ gia th diamìrfwsh twn
apaitoÔmenwn sunìlwn exart�tai apì polloÔc par�gontec ìpwc to mègejoc tou montèlou, tic apait seic
gia dokimèc kai axiolìghsh thc genÐkeushc, tic katanomèc twn eisìdwn kai twn exìdwn klp. Sun jwc h
shmantikìterh par�metroc eÐnai to mègejoc tou montèlou. 'Ena sÔnjeto neuro-asafèc sÔsthma sun jwc
apaiteÐ perissìtera dedomèna apì èna aploÔstero. 'Enac empeirikìc kanìnac eÐnai h Ôparxh toul�qiston
5-10 dedomènwn gia k�je b�roc pou emfanÐzetai sto sÔsthma. Genik� h epilog  twn eisìdwn kai exìdwn ja
prèpei na eÐnai feidwl  ¸ste to megejoc tou montèlou kai kat' epèktash twn sunìlwn dedomènwn na eÐnai
ìso to dunatìn mikrìtero.

PeriorismoÔc sth diamèrish twn dedomènwn jètei to gegonìc ìti h axiolìghsh apaiteÐ èna anex�rthto
sÔnolo dedomènwn. O aploÔsteroc trìpoc gia th dhmiourgÐa tou sunìlou axiolìghshc eÐnai h diamèrish tou
arqikoÔ sunìlou se dÔo tm mata, krat¸ntac èna posostì thc t�xhc tou 10%−30% gia tic an�gkec thc ax-
iolìghshc. H tuqaÐa epilog  twn protÔpwn pou ja sumperilhfjoÔn sto sÔnolo axiolìghshc, elaqistopoieÐ
thn pijanìthta susthmatik¸n susqetÐsewn metaxÔ twn sunìlwn ekpaÐdeushc kai axiolìghshc.

Oi parap�nw parathr seic eÐnai genikèc kai isqÔoun gia k�je neuro-asafèc montèlo. Eidik� gia ta
montèla prìbleyhc qronoseir¸n eÐnai apodotikìterh h leptomer c exètash kai epilog  twn deigm�twn
m�jhshc kaj¸c kai h epiblepìmenh diamèris  touc sta sÔnola ekm�jhshc, elègqou kai axiolìghshc genÐkeu-
shc. Autì apaiteÐtai diìti ja prèpei na sumperilhfjoÔn sta trÐa sÔnola antiproswpeutik� paradeÐgmata
twn shmeÐwn endiafèrontoc.

7.4.6 An�ptuxh Montèlou kai BeltistopoÐhsh

To epìmeno b ma thc an�ptuxhc enìc montèlou mporeÐ na analujeÐ sta akìlouja b mata

1. Arqik  epilog  twn paramètrwn tou diktÔou - Asaf¸n kanìnwn.

2. EkpaÐdeush.

3. Episkìphsh kai an�lush apotelesm�twn ekpaÐdeushc.

4. Anaje¸rhsh paramètrwn

5. BeltistopoÐhsh montèlou.

H arqik  epilog  twn paramètrwn apoteleÐ mia diadikasÐa h opoÐa sthrÐzetai, se meg�lo bajmì, sthn
empeirÐa apì antÐstoiqa   an�loga se mègejoc probl mata. Sto prohgoÔmeno kef�laio eÐdame arketèc
mejìdouc gia thn exagwg  asaf¸n kanìnwn apì dedomèna. Oi kanìnec autoÐ mporoÔn na apotelèsoun thn
arqik  epilog  gia ta neuro-asaf  montèla.

Kat� th f�sh thc episkìphshc kai an�lushc twn apotelesm�twn prèpei na exet�zontai dÔo mètra
apìdoshc

• Ta krit ria axiolìghshc   akrÐbeiac prosèggishc ta opoÐa sun jwc eÐnai metrikèc sf�lmatoc.

• H poreÐa thc sÔgklishc kurÐwc sto sÔnolo elègqou.

Sth sunèqeia beltistopoioÔntai oi par�metroi tou montèlou. Tupikèc par�metroi beltistopoÐhshc eÐnai

• O arijmìc twn asaf¸n kanìnwn �ra kai twn kìmbwn thc endi�meshc bajmÐdac.

• Oi arqikèc timèc twn bar¸n dhlad  oi arqikoÐ kanìnec.

• O rujmìc m�jhshc kai o suntelest c orm c.

• H diatetagmènh   tuqaÐa parousÐash twn protÔpwn sto dÐktuo.

• H perÐodoc efarmog c tou sunìlou dokim¸n.
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Oi par�metroi pou kajorÐzoun to mègejoc tou diktÔou èqoun thn uyhlìterh suneisfor� sthn ikanìthta
genÐkeushc. Eidik� sta feed-forward dÐktua o arijmìc twn kìmbwn stic endi�mesec bajmÐdec èqei meg�lo
antÐktupo sth genÐkeush. Ta montèla aut� ìtan diajètoun meg�lo arijmì kìmbwn teÐnoun na apomnhmoneÔ-
soun ta dedomèna (overtraining), en¸ antÐjeta an o arijmìc twn bar¸n eÐnai mikrìc ta dÐktua den mporoÔn
na epitÔqoun thn apaitoÔmenh akrÐbeia gia to sugkekrimèno prìblhma. Dedomènou ìti den up�rqei kanènac
kanìnac prosdiorismoÔ twn bèltistwn tim¸n twn paramètrwn, h ulopoÐhsh thc parap�nw diadikasÐac gÐnetai
me th mèjodo tou peiramatismoÔ kai sf�lmatoc (trial and error).

7.4.7 Axiolìghsh tou Montèlou

O orismìc thc axiolìghshc metab�lletai an�loga me ton tÔpo thc apeikìnishc pou ulopoieÐ èna neuro-
asafèc montèlo. Gia montèla taxinìmhshc h axiolìghsh mporeÐ na oristeÐ wc to posostì twn orj¸n
taxinom sewn sto sÔnolo axiolìghshc genÐkeushc. Gia montelopoÐhsh apeikonÐsewn den mporeÐ na oristeÐ
èna kajolik� efarmìsimo mètro axiolìghshc thc akrÐbeiac apeikìnishc kai prèpei na oristoÔn kat�llhla
krit ria axiolìghshc, an�loga me thn efarmog  kai touc stìqouc thc montelopoÐhshc.

'Ena deÔtero shmantikì z thma eÐnai o kajorismìc tou sust matoc anafor�c me to opoÐo ja sugkrijoÔn
ta apotelèsmata tou montèlou. Up�rqoun dÔo tupikèc proseggÐseic. H mÐa basÐzetai sthn apìdosh tou
eidikoÔ (human expert) sto antikeÐmeno. H deÔterh axiologeÐ to upì exètash sÔsthma me to bèltisto
up�rqon sÔsthma.

Genik� h apìluth axiolìghsh me b�sh mìno thn apìdosh eÐnai anepark c. 'Ena sÔsthma mporeÐ na eÐnai
apodektì akìmh kai e�n h apìdos  tou den eÐnai sta Ðdia epÐpeda me aut  tou bèltistou sust matoc all�
parèqei �lla pleonekt mata. H mejodologÐa axiolìghshc diaqwrÐzetai se poiotikèc kai posotikèc mejìdouc.
Oi poiotikèc mèjodoi qrhsimopoioÔn upokeimenikèc sugkrÐseic thc apìdoshc, en¸ oi posotikèc qrhsimopoioÔn
statistikèc teqnikèc.

7.4.7.1 Krit ria Axiolìghshc

H egkurìthta thc ulopoÐhshc enìc neuro-asafoÔc montèlou mporeÐ na axiologhjeÐ me b�sh ta akìlouja
krit ria

• Apìdosh (Performance)
H apìdosh tou sust matoc axiologeÐtai me b�sh metrikèc thc ikanìthtac genÐkeushc. Ta mètra pou
prokÔptoun elègqontai upì kanonikèc sunj kec kai se sunj kec jorÔbou. Se sunj kec jorÔbou to
sÔsthma ja prèpei na leitourgeÐ swst�, me pijan¸c auxhmèna all� entìc apodekt¸n orÐwn, sf�lmata.

• Genikìthta (Generality)
To krit rio autì exet�zei e�n h mèjodoc pou ulopoieÐ to montèlo mporeÐ na efarmosteÐ epituq¸c se
polloÔc diaforetikoÔc tomeÐc. Tìte diajètei thn idiìthta thc genikìthtac. 'Osoi perissìteroi eÐnai oi
tomeÐc stou opoÐouc mporeÐ na efarmosteÐ tìso genikìterec eÐnai oi jemeli¸deic arqèc tou montèlou.

• Eust�jeia (Stability)
To krit rio eust�jeiac anafèretai sthn ikanìthta tou montèlou na diathreÐ th gn¸sh pou èqei suss-
wreÔsei. 'Ena sÔsthma mporeÐ na {xeqn�} palaiìterh gn¸sh ìtan xeperastoÔn ta ìria thc mn mhc
tou,   ìtan nèa dedomèna den sumfwnoÔn me palai� gn¸sh. Gia na qarakthristeÐ èna montèlo wc
eustajèc ja prèpei h suss¸reush thc gn¸shc kai h apìdos  tou na eÐnai monotonik� aÔxousec sthn
p�rodo tou qrìnou.

• Apodotikìthta (Efficiency)
H idiìthta thc apodotikìthtac ektim� thn upologistik  poluplokìthta tou montèlou kai thn taqÔthta
ekm�jhshc. H axiolìghsh thc apodotikìthtac gÐnetai metaxÔ montèlwn ta opoÐa diajètoun orismènec
stajerèc paramètrouc apìdoshc (p.q. stajerì mèso tetragwnikì sf�lma).
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• Sunèpeia (Consistency)
H sunèpeia exet�zei e�n ta sust mata pou par�gontai apì to montèlo diajètoun sunep  apìdosh se
parìmoia sÔnola dedomènwn. To krit rio autì eÐnai idiaÐtera shmantikì gia mh-epiblepìmena sust mata
kaj¸c h mètrhsh thc akrÐbeiac den eÐnai efikt .

• Domik  Eust�jeia - Stadiak  M�jhsh (Incremental Learning)
'Ena sÔsthma to opoÐo diajètei thn idiìthta thc stadiak c m�jhshc mporeÐ na prosarmìzetai se nèa
dedomèna kai kat� sunèpeia diajètei domik  eust�jeia. H idiìthta aut  eÐnai idiaÐtera shmantik  gia
sust mata pou leitourgoÔn se èna perib�llon pragmatikoÔ qrìnou (real-time).

• EuaisjhsÐa (Sensitivity)
H apìdosh tou sust matoc prèpei na paramènei stajer  gia mikrèc diataraqèc twn paramètrwn tou
sust matoc   twn dedomènwn ekm�jhshc. Uyhl  euaisjhsÐa se mikrèc allagèc sto Ðdio sÔsthma  
to perib�llon tou sunistoÔn mikr  anektikìthta sto jìrubo kai ta sf�lmata.

7.4.7.2 Mètra Epidìsewn Montèlwn Prìbleyhc Qronoseir¸n

To mètro tou Mèsou TetragwnikoÔ Sf�lmatoc (MSE) apoteleÐ Ðswc to pio genikì kai eurèwc qrhsi-
mopoioÔmeno mètro thc epÐdoshc enìc sust matoc. To mèso tetragwnikì sf�lma ìpwc èqoume deÐ kai se
prohgoÔmena kef�laia dÐnetai apì th sqèsh

MSE =
1
N

N∑

p=1

(dp − yp)
2 (7.30)

ìpou yp oi èxodoi tou diktÔou kai dp oi epijumhtèc timèc.
Par�llhla me to mèso tetragwnikì sf�lma qrhsimopoieÐtai h mèsh tim  twn apìlutwn sfalm�twnmAE,

kai h mègisth tim  tou apìlutou sf�lmatoc MAE pou dÐnontai apì tic sqèseic

mAE =
1
N

N∑

p=1

|dp − yp| (7.31)

MAE = max
N

|dp − yp|. (7.32)

O suntelest c susqètishc (Correlation Coefficient) apoteleÐ èna klasikì mètro thc akrÐbeiac prìble-
yhc. Sugkekrimèna, metr� th grammik  susqètish metaxÔ twn problepìmenwn tim¸n yp kai twn pragmatik¸n
(epijumht¸n) tim¸n dp, stajmismènh gia ìlec tic parathr seic N

R =

N∑

p=1

(yp − y)
(
dp − d

)

√√√√
N∑

p=1

(yp − y)2

√√√√
N∑

p=1

(
dp − d

)2

(7.33)

ìpou y kai d h mèsh tim  twn exìdwn tou diktÔou kai twn epijumht¸n exìdwn antÐstoiqa. Sun jwc qrhsi-
mopoieÐtai to tetr�gwno tou suntelest  susqètishc R2 ¸ste R2 = 1 na anaparist� tèleia susqètish kai
R2 = 0 kamÐa susqètish metaxÔ twn exìdwn kai twn epijumht¸n tim¸n.

O suntelest c plhroforÐac (Information Coefficient) metr� thn apìdosh prìbleyhc wc proc ton
tetrimmèno problèpth tou tuqaÐou perip�tou (random walk). O problèpthc tuqaÐou perip�tou dÐnei wc
prìbleyh thc epìmenhc tim c thn trèqousa. O suntelest c plhroforÐac dÐnetai apì th sqèsh

Tr =

√√√√
N∑

p=1

(yp − dp)
2

√√√√
N∑

p=1

(dp − dp−1)
2

(7.34)
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O suntelest c plhroforÐac Tr dÐnei èna mètro thc poiìthtac tou problèpth. Gia timèc Tr ≥ 1 o problèpthc
eÐnai qeirìteroc apì ton tetrimmèno problèpth. AntÐstoiqa k�je problèpthc me Tr < 1 apoteleÐ èndeixh
apodotik c leitourgÐac.

Entel¸c antÐstoiqa me to suntelest  plhroforÐac orÐzetai o suntelest c mèshc anastrof c (Mean
Reversion Coefficient) me th mình diafor� ìti o tetrimmènoc problèpthc eÐnai Ðsoc me th mèsh tim  thc
epijumht c exìdou

Tµ =

√√√√
N∑

p=1

(yp − dp)
2

√√√√
N∑

p=1

(
d− dp−1

)2

(7.35)

'Opwc èqei  dh analujeÐ, kat� th f�sh thc epilog c tou montèlou o sqediast c antimetwpÐzei ènan
sumbibasmì metaxÔ akrÐbeiac prìbleyhc kai feidwloÔ montèlou. Gia to skopì autì èqoun anaptuqjeÐ eidikèc
metrikèc akrÐbeiac pou na lamb�noun up' ìyin kai ton arijmì twn eleÔjerwn paramètrwn tou montèlou.

To krt rio plhroforÐac tou Akaike (Akaike Information Criterion) parèqei èna mètro st�jmishc tou
mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc ¸ste na lhfjeÐ up' ìyin h poluplokìthta tou problèpth

A =
1
N

[
N + k

N − k

] N∑

p=1

(dp − yp)
2 (7.36)

ìpou k o arijmìc twn eleÔjerwn paramètrwn tou montèlou.
To krit rio plhroforÐac tou Bayes (Bayesian Information Criterion) apoteleÐ mÐa enallaktik  mèjodo

st�jmishc tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc ¸ste na sumperilhfjeÐ to kìstoc thc poluplokìthtac. Mia
kanonikopoihmènh èkdosh tou krithrÐou pou qrhsimopoieÐtai suqn� eÐnai

B = ln




N∑

p=1

(dp − yp)
2

N




+
ln[N ]
N

k (7.37)

ìpou k eÐnai o arijmìc twn bar¸n. Ta montèla pou epitugq�noun th qamhlìterh tim  gia ton suntelest 
B parèqoun tic kalÔterec dunatìthtec prìbleyhc kai genÐkeushc.
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Kef�laio 8

Efarmogèc tou ReSuPFuNIS sthn
Prìbleyh Qaotik¸n Qronoseir¸n

8.1 Eisagwg 

Sto kef�laio autì ja melet soume thn apìdosh tou neuro-asafoÔc montèlou ReSuPFuNIS pou anaptÔ-
xame, sthn prìbleyh qaotik¸n qronoseir¸n. Arqik� ja efarmìsoume to ReSuPFuNIS sthn prìbleyh thc
qronoseir�c Mackey-Glass pou qrhsimopoieÐtai sth bibliografÐa san Benchmark twn di�forwn mejìdwn
prìbleyhc. Sth sunèqeia ja proqwr soume sthn prìbleyh pragmatik¸n qronoseir¸n apì thn kajhmerin 
zw  ìpwc h jermokrasÐa kai h tim  metoq¸n.

Ta apotelèsmata tou montèlou eÐnai sugkrÐsima me aut� tou SuPFuNIS ìpwc ja doÔme analutik� kai
parak�tw. Stic perissìterec qronoseirèc èqoume efarmìsei pro-epexergasÐa sÔmfwna me thn mejodologÐa
pou perigr�fetai sto Kef�laio 7.

Se ìla ta parak�tw peir�mata, oi arqikoÐ kanìnec twn neuro-asaf¸n montèlwn pou qrhsimopoioÔme
prokÔptoun mèsw tuqaÐac epilog c. Den qrhsimopoioÔme k�poia teqnik  clustering gia exagwg  asaf¸n
kanìnwn apì dedomèna kaj¸c kai mèsw thc tuqaÐac epilog c twn kanìnwn mporoÔme na sugkrÐnoume thn
epÐdrash thc allag c twn paramètrwn sthn apìdosh tou montèlou. An qrhsimopoioÔsame k�poia teqnik 
clustering, eidik� gia ta montèla me polloÔc kanìnec, ja eÐqame taqÔterh meÐwsh tou mèsou tetragwnikoÔ
sf�lmatoc kai polÔ kalÔtera apotelèsmata stic epidìseic.

8.2 Prìbleyh thc Qronoseir�c Mackey-Glass

H montelopoÐhsh dunamik¸n mh-grammik¸n qronoseir¸n apoteleÐ kentrikì prìblhma se pl joc episth-
monik¸n perioq¸n. H qaotik  qronoseir� Mackey-Glass apoteleÐ benchmark twn diafìrwn mejìdwn prì-
bleyhc kai sunant�tai polÔ suqn� sth bibliografÐa pou asqoleÐtai me ta neuro-asaf  (kai ìqi mìno)
sust mata. H qronoseir� prokÔptei apì thn akìloujh diaforik  exÐswsh diafor¸n

dx(t)
dt

=
0.2x(t− τ)

1 + x10(t− τ)
− 0.1x(t) (8.1)

Kaj¸c to τ sthn parap�nw exÐswsh metab�lletai, to sÔsthma mporeÐ na epideÐxei sumperifor� perior-
ismènhc periodikìthtac, qaotik    stajeroÔ shmeÐou. Gia τ = 17 èqoume qaotik  sumperifor� kai gia thn
sugkekrimènh tim  tou τ ja epiqeir soume thn prìbleyh.

To prìblhma thc prìbleyhc antistoiqeÐ sthn prìbleyh miac mellontik c tim c x(t+∆t) thc qronoseir�c
me b�sh èna sÔnolo timèc thc x(t) se sugkekrimèna qronik� shmeÐa mikrìtera tou t. H kajierwmènh mèjodoc
gia tic problèyeic aut c thc morf c eÐnai h dhmiourgÐa miac apeikìnishc apì D shmeÐa thc qronoseir�c pou
apèqoun metaxÔ touc stajer  qronik  apìstash ∆ (x(t − (D − 1)∆), . . . , x(t −∆), x(t)), sthn prìbleyh
miac mellontik c tim c x(t+ ∆). Stìqoc eÐnai na qrhsimopoi soume èna neuro-asafèc montèlo to opoÐo ja
{m�jei} mia apeikìnish thc morf c

x(t+ 6) = f (x(t− 18), x(t− 12), x(t− 6), x(t)) . (8.2)
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Gia thn ekpaÐdeush kai ton èlegqo tou montèlou dhmiourg same èna sÔnolo dedomènwn me efarmog  thc
arijmhtik c mejìdou Runge-Kutta sthn exÐswsh diafor¸n 8.1 me b ma = 0.1 kai arqik  sunj kh x(0) = 1.2.
Apì thn qronoseir� Mackey-Glass x(t) pou pro lje, mèsw thc diadikasÐac pou anafèrame, p rame 1000
zeug�ria eisìdwn-exìdwn apì t = 118 èwc 1117 sthn akìloujh morf 

[x(t− 18), x(t− 12), x(t− 6);x(t+ 6)] . (8.3)

ìpou oi treÐc pr¸tec timèc eÐnai eÐsodoi sto sÔsthma kai h teleutaÐa tim  eÐnai h epijumht  èxodoc. AxÐzei na
shmei¸soume ìti lìgw thc anadromik c sÔndeshc sto dÐktuo mpaÐnei san eÐsodo k�je for� kai h prìbleyh
prin 6 qronikèc mon�dec dhlad  h tim  y(t). Ta pr¸ta 500 zeug�ria qrhsimopoi jhkan gia thn ekpaÐdeush
en¸ ta upìloipa 500 apotèlesan to sÔnolo elègqou. H ekpaÐdeush gÐnetai me akoloujiak  parousÐash twn
protÔpwn kai enhmèrwsh twn bar¸n met� apì k�je prìtupo, sÔmfwna me tic exis¸seic tou kefalaÐou 7.

H qronoseir� Mackey-Glass den eÐnai idanik  gia thn epÐdosh twn anadromik¸n diktÔwn kaj¸c pros-
eggÐzetai polÔ kal� kai apì èna aplì neurwnikì dÐktuo. Gia to lìgo autì ja exet�soume ta apotelèsmata
en suntomÐa kai ja per�soume se dÔo �llec endiafèrousec efarmogèc tou ReSuPFuNIS.

To ReSuPFuNIS parousi�zei sthn prìbleyh thc qronoseir�c Mackey-Glass antÐstoiqec epidìseic me
autèc tou SuPFuNIS. Gia 3 kanìnec, pou ta arqik� touc b�rh èqoun epilegeÐ tuqaÐa, emfanÐzei mèso tetrag-
wnikì sf�lma 0.025959 sta dedomèna ekpaÐdeushc en¸ 0.0275 sto sÔnolo elègqou. Ta apotelèsmata aut�
eÐnai kalÔtera apì aut� tou SuPFuNIS to opoÐo ekpaideÔetai gia 500 epoqèc me metablhtì rujmì m�jhshc
all� kai ìro orm c.

AntÐstoiqa eÐnai ta apotelèsmata kai gia montèla me megalÔtero arijmì kanìnwn. Sto parak�tw sq ma
blèpoume thn kampÔlh tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc gia èna montèlo ReSuPFuNIS me 4 kanìnec se
di�sthma 100 epoq¸n. H ekpaÐdeush gÐnetai me stajerì rujmì m�jhshc 0.005.
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Sq ma 8.1 - KampÔlh RMSE sunart sei epoq¸n gia thn prìbleyh thc qronoseir�c Mackey-Glass (4
kanìnec, 0.005 rujmìc m�jhshc).

Parak�tw mporoÔme na doÔme thn apìdosh tou montèlou tìso sto sÔnolo ekpaÐdeushc (arister�) ìso
kai sto sÔnolo elègqou. Me maÔro sumbolÐzetai h epijumht  èxodoc.
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Sq ma 8.2 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc qronoseir�c
Mackey-Glass sta sÔnola ekpaÐdeushc kai elègqou (4 kanìnec, 0.005 rujmìc m�jhshc).
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8.3 Prìbleyh Mègisthc Hmer siac JermokrasÐac

'Ena polÔ endiafèron prìblhma  tan autì thc prìbleyhc k�poiac pragmatik c qronoseir�c, h opoÐa
ephre�zei �mesa thn kajhmerin  mac zw . Se autoÔ tou eÐdouc tic qronoseirèc an koun kai oi metewrologikèc
(jermokrasÐa, ugrasÐa, taqÔthta anèmou, hliof�neia klp), h epituq c prìbleyh twn opoÐwn me qr sh neuro-
asaf¸n montèlwn ja  tan polÔ shmantik .

Met� apì anaz thsh sto DiadÐktuo br kame plhj¸ra metewrologik¸n qronoseir¸n. ApofasÐsame na
efarmìsoume to ReSuPFuNIS sthn prìbleyh thc mègisthc hmer siac jermokrasÐac sthn MelboÔrnh thc
AustralÐac. O lìgoc aut c thc epilog c  tan h meg�lh qronik  di�rkeia thc qronoseir�c aut c (apì to
1981 èwc to 1990), en antijèsei me �llec qronoseirèc pou  tan polÔ sÔntomec (di�rkeia èwc pènte qrìnia).
Protim�tai h qr sh qronoseir¸n meg�lhc di�rkeiac giatÐ to montèlo katafèrnei na apotup¸sei tic genikèc
sqèseic metaxÔ twn metablht¸n eisìdou kai exìdou, kai ìqi k�poia braquqrìnia sÔndes  touc pou mporeÐ
na ofeÐletai se tuqaÐa peristatik� miac mikr c qronik c periìdou.

H qronoseir� pou qrhsimopoi same proèrqetai apì thn Metewrologik  UphresÐa thc AustralÐac kai
perièqei 3650 metr seic jermokrasÐac. H mon�da pou qrhsimopoieÐtai eÐnai bajmoÐ Celsius. Parak�tw
apeikonÐzetai h en lìgw qronoseir� en¸ èqoume megenjÔnei kai gia di�sthma triakosÐwn hmer¸n.
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Sq ma 8.3 - Mègisth hmer sia jermokrasÐa sthn MelboÔrnh apì to 1981 èwc to 1990.
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Sq ma 8.4 - Mègisth hmer sia jermokrasÐa sthn MelboÔrnh gia di�sthma 300 hmer¸n.

Gia thn prìbleyh qrhsimopoi same èna montèlo pou dèqetai san eisìdouc thn mèsh tim  thc mègisthc
hmer siac jermokrasÐac thc prohgoÔmenhc ebdom�dac (1

7σ
7
i=1T (t − i)() kai tic metr seic twn dÔo pro-

hgoÔmenwn hmer¸n (T (t − 1), T (t − 2))). Akìma qrhsimopoioÔme san eÐsodo lìgw thc anadromikìthtac
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tou montèlou mac thn prohgoÔmenh èxodo. Stìqoc eÐnai h prìbleyh thc mègisthc hmer siac jermokrasÐac
thn epomènh T (t), ìpou me T sumbolÐzoume th jermokrasÐa (Temperature). Sta dedomèna den qrei�sthke
na efarmìsoume k�poia kanonikopoÐhsh kaj¸c ìlec oi metablhtèc eisìdou eÐnai timèc tou Ðdiou megèjouc kai
èqoun to Ðdio pedÐo orismoÔ. H afaÐresh thc gramm c t�shc den èqei nìhma gia thn sugkekrimènh qrono-
seir� en¸ krÐname pwc h qrhsimopoÐhsh k�poiac teqnik c afaÐreshc jorÔbou ja odhgoÔse sthn ap¸leia
shmantik c plhroforÐac.

Thn qronoseir� thn sp�same se dÔo sÔnola megèjouc qilÐwn deigm�twn to kajèna. To sÔnolo ekpaÐdeushc
perièqei 1000 prìtupa en¸ oi amèswc epìmenec 1000 parathr seic sunistoÔn to sÔnolo elègqou. AxÐzei na
shmei¸soume pwc lìgw thc anadromikìthtac, ìpwc èqoume tonÐsei kai se prohgoÔmena kef�laia, ta dedomèna
den mporoÔn na eis�gontai me tuqaÐa qronik  seir� all� mìno akoloujiak�.

Arqik� ekpaideÔsame èna montèlo me tèsseric mìno kanìnec gia 50 epoqèc, qrhsimopoi¸ntac sta-
jerì rujmì m�jhshc 0.005. Sto parak�tw sq ma faÐnetai h exèlixh tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc
sunart sei thc epoq c ekpaÐdeushc.
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Sq ma 8.5 - KampÔlh RMSE sunart sei epoq¸n gia thn prìbleyh thc jermokrasÐac (4 kanìnec, 0.005
rujmìc m�jhshc).

ParathroÔme sthn parap�nw kampÔlh, ìti gia orismènec epoqèc to mèso tetragwnikì sf�lma aux�netai.
K�ti tètoio den prèpei na mac faÐnetai par�logo giatÐ ìpwc èqoume exhg sei sto tètarto Kef�laio, o
algìrijmoc thc apìtomhc kajìdou ston opoÐo kai basÐzetai to ReSuPFuNIS, den eggu�tai sugklÐnousa
sumperifor�. H topik  apoklÐnousa sumperifor� pou parathroÔme ofeÐletai ston sqetik� meg�lo rujmì
m�jhshc. AxÐzei na tonÐsoume pwc gia �llh mia for� to shmantikì st�dio thc ekpaÐdeushc oloklhr¸netai
stic pr¸tec 10-15 epoqèc en¸ sth sunèqeia beltistopoioÔntai oi par�metroi tou montèlou.

Parak�tw mporoÔme na doÔme thn apìdosh tou montèlou sta dedomèna ekpaÐdeushc met� thn per�twsh
twn pen nta epoq¸n. Me maÔro qr¸ma eÐnai h kampÔlh thc pragmatik c jermokrasÐac en¸ me pr�sino h tim 
pou proèbleye to montèlo.
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Sq ma 8.6 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc jermokrasÐac sto
sÔnolo ekpaÐdeushc (4 kanìnec, 0.005 rujmìc m�jhshc).



En. 8.3 - Prìbleyh Mègisthc Hmer siac JermokrasÐac 133

To mèso tetragwnikì sf�lma sta dedomèna ekpaÐdeushc eÐnai 2.9562 bajmoÐ Celsius. Proqwr�me t¸ra
ston èlegqo tou montèlou mèsw tou sunìlou elègqou. T¸ra h problepìmenh tim  apeikonÐzetai me kìkkino
qr¸ma.
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Sq ma 8.7 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc jermokrasÐac sto
sÔnolo elègqou (4 kanìnec, 0.005 rujmìc m�jhshc).

Sto sÔnolo elègqou to mèso tetragwnikì sf�lma eÐnai 3.2541 polÔ kont� dhlad  sto sf�lma pou
parathr same met� thn olokl rwsh thc ekpaÐdeushc. Autì to gegonìc deÐqnei ìti to dÐktuo den uperek-
paideÔthke kai kat�fere na brei mia apeikìnish an�mesa stic epilegmènec metablhtèc eisìdou kai thn èxodo
me èna sf�lma thc t�xhc twn tri¸n bajm¸n Celsius. Sto parak�tw sq ma faÐnetai megenjumèno èna tm ma
thc parap�nw kampÔlhc ìpou diapist¸netai h sqetik� axiìpisth apìdosh tou ReSuPFuNIS sthn prìbleyh
thc jermokrasÐac.
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Sq ma 8.8 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc jermokrasÐac se tm ma
tou sunìlou elègqou (4 kanìnec, 0.005 rujmìc m�jhshc).

To mèso tetragwnikì sf�lma sta parap�nw 100 prìtupa elègqou  tan 3.0542 tim  sqedìn tautìshmh
me aut  sta dedomèna ekpaÐdeushc.

Sth sunèqeia aux�noume ton arijmì twn kanìnwn se 8 kai qrhsimopoioÔme stajerì rujmì m�jhshc 0.007.
Oi epoqèc ekpaÐdeushc paramènoun 50. H kampÔlh tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc faÐnetai parak�tw.
To mèso tetragwnikì sf�lma sta dedomèna ekpaÐdeushc met� apì 50 epoqèc eÐnai 2.904. ParathroÔme
pwc kai t¸ra se orismèna shmeÐa thc ekpaÐdeushc o algìrijmoc apoklÐnei, all� se polÔ mikrìtero bajmì
ap' ìti apèkline prin, parìlo pou t¸ra o rujmìc m�jhshc eÐnai arket� megalÔteroc. Mia �llh shmantik 
parat rhsh pou mporoÔme na k�noume, eÐnai ìti to sf�lma den èqei stajeropoihjeÐ ìpwc prohgoumènwc,
all� suneqÐzei na mei¸netai me shmantikì rujmì. Apì thn parat rhsh aut  sumperaÐnoume ìti oi pen nta
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epoqèc den eparkoÔsan gia thn ekpaÐdeush tou montèlou. EkpaÐdeush gia perissìterec epoqèc ja odhgoÔse
se mikrìtero mèso tetragwnikì sf�lma sta dedomèna ekpaÐdeushc kai pijan¸c sto sÔnolo elègqou. Tèloc
blèpoume ìti kai se autì to par�deigma stic pr¸tec dèka epoqèc epiteleÐtai to shmantikìtero st�dio thc
ekpaideutik c diadikasÐac.
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Sq ma 8.9 - KampÔlh RMSE sunart sei epoq¸n gia thn prìbleyh thc jermokrasÐac (8 kanìnec, 0.007
rujmìc m�jhshc).

Sto parak�tw sq ma mporoÔme na doÔme thn apìdosh tou montèlou me touc 8 kanìnec tìso sta dedomèna
ekpaÐdeushc ìso kai sto sÔnolo elègqou. Sto sÔnolo elègqou epeteÔqjh mèso tetragwnikì sf�lma
antÐstoiqo autoÔ pou parousi�sthke sta dedomèna ekpaÐdeushc (2.9603).
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Sq ma 8.10 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc jermokrasÐac sta
sÔnola ekpaÐdeushc kai elègqou (8 kanìnec, 0.007 rujmìc m�jhshc).
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Sq ma 8.11 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc jermokrasÐac se tm ma
tou sunìlou elègqou (8 kanìnec, 0.007 rujmìc m�jhshc).
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8.4 Prìbleyh Tim c Metoq c

'Enac apì touc kÔriouc stìqouc aut c thc diplwmatik c  tan h dhmiourgÐa enìc neuro-asafoÔc montèlou
pou ja èbriske efarmog  sthn prìbleyh oikonomik¸n qronoseir¸n. ApofasÐsame na elègxoume thn dunatì-
thta tou ReSuPFuNIS na problèyei thn tim  metoq¸n tou QrhmatisthrÐou Axi¸n Ajhn¸n. H mejodologÐa
pou akolouj same mporeÐ na efarmosteÐ se opoiad pote metoq , en¸ me merikèc parallagèc ja mporoÔse na
qrhsimopoihjeÐ gia thn prìbleyh megej¸n ìpwc o genikìc deÐkthc, oi isotimÐec sunall�gmatoc, ta amoibaÐa
kef�laia kai poll� �lla.

Sthn paroÔsa ergasÐa, asqolhj kame me thn prìbleyh thc tim c thc metoq c thc Ejnik c Tr�pezac
thc Ell�doc. Tic timèc thc metoq c all� kai ìlwn twn �llwn megej¸n pou qrhsimopoi same san eisìdouc
sto montèlo, ta br kame ston diktuakì tìpo thc efhmerÐdac Nautemporik .

San eisìdouc qrhsimopoi same tic timèc E(t − 2), E(t − 3) thc metoq c, thn tim  kleisÐmatoc thc
prohgoÔmenhc mèrac tou GenikoÔ DeÐkth tou QrhmatisthrÐou, thn antÐstoiqh tim  tou kladikoÔ deÐkth
trapez¸n kai ton Dow Jones. To montèlo dÐnei sthn èxodì tou thn prìbleyh gia thn tim  thc metoq c
th qronik  stigm  t (E(t)). San eÐsodoc eisèrqetai lìgw thc anadromik c sÔndeshc kai h prohgoÔmenh
prìbleyh tou montèlou. Epeid  oi di�forec eÐsodoi diafèroun shmantik� wc proc tic timèc pou paÐrnoun,
tic èqoume kanonikopoi sei ¸ste na èqoun mhdenik  mèsh tim  kai monadiaÐa tupik  apìklish. O lìgoc pou
gÐnetai autì eÐnai gia na mhn agno sei to montèlo k�poia eÐsodo pou paÐrnei mikrèc timèc se sqèsh me tic
upìloipec eisìdouc, all� paÐzei polÔ shmantikì rìlo sthn prìbleyh.

Kat� th di�rkeia twn peiramatism¸n afairèsame merikèc eisìdouc gia na doÔme thn shmantikìtht� touc.
Oi qronoseirèc apoteloÔntan apì 450 metr seic mèsa se èna qronikì orÐzonta dÔo et¸n. Apì aut� ta
deÐgmata, ta 200 pr¸ta apotèlesan to sÔnolo ekpaÐdeushc en¸ ta upìloipa to sÔnolo elègqou. Parak�tw
blèpoume thn diakÔmansh thc tim c thc Ejnik c Tr�pezac sto di�sthma twn 450 hmer¸n.
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Sq ma 8.12 - Tim  thc Ejnik c Tr�pezac (kanonikopoihmènec timèc) se di�sthma 450 hmer¸n.

AxÐzei na shmei¸soume ìti to mègejoc twn qronoseir¸n eÐnai polÔ mikrì gi' autì kai esti�same se
braquqrìniec problèyeic, kaj¸c to montèlo mporeÐ na anagnwrÐsei topikèc apeikonÐseic apì to q¸ro eisìdou
sto q¸ro exìdou. Ereun¸ntac th diejn  bibliografÐa diapist¸same ìti se antÐstoiqec efarmogèc qrhsi-
mopoioÔntai qronoseirèc di�rkeiac toul�qiston dèka et¸n. Dustuq¸c den katafèrame na broÔme tètoia
sÔnola dedomènwn gia metoqèc tou QrhmatisthrÐou Ajhn¸n.

Lìgw thc poluplokìthtac thc prìbleyhc kai twn poll¸n paragìntwn pou ephre�zoun thn tim  miac
metoq c, qrhsimopoi same neuro-asaf  montèla me polloÔc kanìnec ètsi ¸ste na katafèroume ìso to
dunatìn kalÔterh montelopoÐhsh. EpÐshc diapist¸same ìti h ekpaÐdeush tou diktÔou gia meg�lo arijmì
epoq¸n den èqei nìhma kaj¸c stic pr¸tec 30 to montèlo ft�nei sth bèltisth apìdosh.

Gia na èqoume mia epoptik  eikìna twn metablht¸n eisìdou sto parak�tw sq ma blèpoume arister�
thn kÐnhsh tou GenikoÔ DeÐkth (maÔro qr¸ma), tou deÐkth tou kl�dou twn trapez¸n (pr�sino) kai thn
diakÔmansh tou Dow Jones (mplè), en¸ dexi� h tim  thc metoq c thc Ejnik c Tr�pezac gia tic Ðdiec 450



136 Kef. 8 - Efarmogèc tou ReSuPFuNIS sthn Prìbleyh Qaotik¸n Qronoseir¸n

mèrec. Oi upìloipec eÐsodoi tou montèlou pou qrhsimopoioÔme, den èqei nìhma na sqediastoÔn kaj¸c
apoteloÔn qronik  olÐsjhsh thc epijumht c exìdou.
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Sq ma 8.13 - EÐsodoi gia thn prìbleyh thc tim c metoq c thc Ejnik c Tr�pezac (arister�) kai h
epijumht  èxodoc tou montèlou (dexi�), se di�sthma 450 hmer¸n.

Parak�tw ja parousi�soume merik� apì ta peir�mata pou diexag�game kai ja sqoli�soume ta apotelèsmata.

Arqik� dhmiourgoÔme èna montèlo me 9 kanìnec. Epilègoume stajerì rujmì m�jhshc 0.003 kai to
ekpaideÔoume gia 30 epoqèc. H kampÔlh tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc faÐnetai parak�tw.
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Sq ma 8.14 - KampÔlh RMSE sunart sei epoq¸n gia thn prìbleyh thc metoq c thc ETE (9 kanìnec,
0.003 rujmìc m�jhshc).

ParathroÔme ìti oi par�metroi èqoun akìma perij¸ria beltÐwshc, lìgw tou mikroÔ rujmoÔ m�jhshc.
Sta dedomèna ekpaÐdeushc to sf�lma  tan 0.13792 en¸ sta dedomèna elègqou 0.7268. Sto parak�tw sq ma
faÐnetai h epijumht  èxodoc kai h prìbleyh tou ReSuPFuNIS tìso sto sÔnolo ekpaÐdeushc ìso kai sta
dedomèna elègqou.

EÔkola mporeÐ k�poioc na dei, ìti en¸ sta dedomèna ekpaÐdeushc to montèlo proseggÐzei ikanopoihtik�
thn epijumht  èxodo, sto sÔnolo elègqou up�rqei meg�lh apìklish. ApokleÐoume thn pijanìthta thc
uperekpaÐdeushc kaj¸c h ekpaÐdeush di rkese mìlic 30 epoqèc. H aitÐa thc meg�lhc aut c apìklishc
ofeÐletai kurÐwc ston mikrì arijmì kanìnwn, kaj¸c ìpwc ja doÔme sth sunèqeia, aux�nontac touc kanìnec
aux�nontai shmantik� kai oi epidìseic. Akìma Ðswc k�poia apì tic metablhtèc eisìdou eÐnai aut  pou
eujÔnetai gia thn kak  apìdosh. Se epìmeno peÐrama ja afairèsoume apì tic eisìdouc ton deÐkth Dow
Jones kaj¸c eÐnai h eÐsodoc ekeÐnh pou den sqetÐzetai emfan¸c me thn tim  twn metoq¸n tou QrhmatisthrÐou
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Axi¸n Ajhn¸n.
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Sq ma 8.15 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc metoq c thc ETE sta
sÔnola ekpaÐdeushc kai elègqou (9 kanìnec, 0.003 rujmìc m�jhshc).

Gia na deÐxoume ìti h ekpaÐdeush tou ReSuPFuNIS den qrei�zetai parap�nw apì 30 epoqèc gia probl mata
prìbleyhc tim¸n metoq¸n, ekteloÔme thn ekpaideutik  diadikasÐa me tic Ðdiec paramètrouc me prin all� gia
300 epoqèc. H kampÔlh tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc faÐnetai parak�tw.

0 50 100 150 200 250 300
0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

Sq ma 8.16 - KampÔlh RMSE sunart sei epoq¸n gia thn prìbleyh thc metoq c thc ETE (9 kanìnec,
0.003 rujmìc m�jhshc).

ParathroÔme ìti stic 50 epoqèc to RMSE elaqistopoieÐtai. To montèlo ekpaideumèno gia 300 epoqèc
parousÐase tic Ðdiec apodìseic me prin tìso sto sÔnolo ekpaÐdeushc ìso kai sto sÔnolo elègqou. Gia to
lìgo autì sth sunèqeia, ta peir�mata pou ekteloÔme den xepernoÔn se di�rkeia tic 30 epoqèc.

Sto epìmeno peÐrama afairèsame apì tic eisìdouc thn diakÔmansh tou Dow Jones kai aux same touc
kanìnec se 10. EkpaideÔsame to dÐktuo gia 25 epoqèc me stajerì rujmì m�jhshc Ðso me 0.008. H
kampÔlh tou mèsou tetragwnikoÔ sf�lmatoc parousi�zei apìluta sugklÐnousa sumperifor� kai faÐnetai sto
parak�tw sq ma. To sf�lma sta dedomèna ekpaÐdeushc eÐnai 0.18227. H tim  aut  ìpwc faÐnetai apì thn
kampÔlh tou RMSE ja mporoÔse na meiwjeÐ ki' �llo an suneqizìtan h ekpaÐdeush gia merikèc akìma epoqèc.
ParathroÔme ìti h afaÐresh tou Dow Jones apì tic eisìdouc den ephre�zei thn apìdosh tou montèlou, opìte
h tim  aut c thc metablht c den paÐzei shmantikì rìlo gia thn metoq  thc Ejnik c Tr�pezac,   toul�qiston
to montèlo den belti¸nei thn epÐdos  tou an deqteÐ san eÐsodo tic mon�dec kleÐsimatoc tou Dow Jones thn
prohgoÔmenh mèra. Antijètwc diapist¸same ìti pijan  afaÐresh apì tic eisìdouc tou GenikoÔ DeÐkth tou



138 Kef. 8 - Efarmogèc tou ReSuPFuNIS sthn Prìbleyh Qaotik¸n Qronoseir¸n

QrhmatisthrÐou Axi¸n Ajhn¸n, eÐqe shmantikèc epipt¸seic sthn epÐdosh kai stic dunatìthtec prìbleyhc
tou ReSuPFuNIS.
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Sq ma 8.17 - KampÔlh RMSE sunart sei epoq¸n gia thn prìbleyh thc metoq c thc ETE (10 kanìnec,
0.008 rujmìc m�jhshc).

Sto sÔnolo elègqou to montèlo eÐqe sf�lma 0.54782, shmantik� mikrìtero apì prin. Parak�tw blèpoume
tic pragmatikèc exìdouc kai tic antÐstoiqec epijumhtèc timèc (pragmatikèc timèc thc metoq c) sta dÔo sÔnola.
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Sq ma 8.18 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc metoq c thc ETE sta
sÔnola ekpaÐdeushc kai elègqou (10 kanìnec, 0.008 rujmìc m�jhshc).

ParathroÔme ìti sto sÔnolo elègqou en¸ arqik� h prìbleyh akoloujeÐ thn epijumht  kampÔlh, sth
sunèqeia èqoume polÔ meg�lo sf�lma. Parak�tw blèpoume ta apotelèsmata thc prìbleyhc mìno gia tic
pr¸tec 150 mèrec tou sunìlou elègqou, ìpou to sf�lma eÐnai mìlic 0.21487. Touc lìgouc tou fainomènou
autoÔ ja touc exhg soume sto epìmeno peÐrama ìpou faÐnetai akìma pio èntona.
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Sq ma 8.19 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn metoq  thc Ejnik c Tr�pezac se
tm ma tou sunìlou elègqou (10 kanìnec, 0.008 rujmìc m�jhshc).

Tèloc, ektelèsame th diadikasÐa ekpaÐdeushc, gia ta Ðdia dedomèna eisìdou, s' èna montèlo me 13 kanìnec,
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me stajerì rujmì m�jhshc 0.009 kai gia qronikì di�sthma 30 epoq¸n. H sÔgkrish twn epijumht¸n kai twn
pragmatik¸n exìdwn sto sÔnolo elègqou faÐnetai sto akìloujo sq ma.

50 100 150 200 250

Sq ma 8.20 - Pragmatikèc timèc kai èxodoc ReSuPFuNIS gia thn prìbleyh thc metoq c thc ETE sto
sÔnolo elègqou (13 kanìnec, 0.009 rujmìc m�jhshc).

Sto sÔnolo ekpaÐdeushc èqoume mèso tetragwnikì sf�lma 0.18413 en¸ sto sÔnolo elègqou 0.5413.
ParathroÔme kai p�li ìti en¸ tic pr¸tec mèrec sto sÔnolo elègqou, h èxodoc tou diktÔou akoloujeÐ thn
epijumht , apì èna shmeÐo kai met� to sf�lma megal¸nei shmantik� kai up�rqei pl rhc apìklish. O lìgoc
gia ton opoÐo sumbaÐnei autì eÐnai o ex c:
To neuro-asafèc montèlo èqei {m�jei} mia apeikìnish an�mesa stic metablhtèc eisìdou kai tic metablhtèc
exìdou. H {m�jhsh} aut  èqei gÐnei me b�sh k�poia prìtupa ekpaÐdeushc ta opoÐa brÐskontai metaxÔ k�poiwn
akraÐwn tim¸n, tìso stic metablhtèc eisìdou ìso kai stic metablhtèc exìdou. An t¸ra sto montèlo
parousiastoÔn eÐsodoi oi opoÐec brÐskontai ektìc twn orÐwn aut¸n (ektìc dhlad  tou pedÐou orismoÔ twn
metablht¸n eisìdou to opoÐo èqei sunant sei kat� thn ekpaÐdeush), tìte profan¸c to montèlo ja d¸sei
mia tim  exìdou h opoÐa ja prèpei na brÐsketai mèsa sto sÔnolo tim¸n twn metablht¸n exìdou pou èqei
m�jei. Profan¸c loipìn tìte ja èqoume sf�lma.

An sto par�deigm� mac parathr soume tic metablhtèc eisìdou ja doÔme ìti tic pr¸tec 200 mèrec (sÔnolo
ekpaÐdeushc) paÐrnoun timèc mèqri to 0.5. Sth sunèqeia ìmwc apì thn 350 mèra kai met� (150 sto sÔnolo
elègqou) oi timèc touc xepernoÔn autì to ìrio. 'Otan loipìn gÐnetai h ekpaÐdeush to montèlo èqei {m�jei}
na antapokrÐnetai swst� ìtan oi metablhtèc eisìdou eÐnai mèqri 0.5. Gia to lìgo autì, gia tic pr¸tec 150
mèrec tou sunìlou elègqou to ReSuPFuNIS emfanÐzei exairetik� apotelèsmata. Sth sunèqeia ìmwc oi
metablhtèc eisìdou paÐrnoun timèc tic opoÐec to sÔsthma den èqei xanasunant sei me apotèlesma mia swst 
prìbleyh na eÐnai adÔnath.

Gia na lÔsoume to prìblhma autì ja mporoÔsame na eÐqame afairèsei th gramm  t�shc apì ta dedomèna
eisìdou kai exìdou. K�ti tètoio ìmwc odhgeÐ se ap¸leia plhroforÐac pou eidik� gia qrhmatisthriakèc qrono-
seirèc eÐnai anepijÔmhto. Gia ton lìgo autì qrei�zetai meg�lo pl joc dedomènwn sto sÔnolo ekpaÐdeushc
(arket� qrìnia) ¸ste to sÔsthma na èqei sunant sei thn pleioyhfÐa twn tim¸n pou ja mporoÔse na
sunant sei stic metablhtèc eisìdou. kai na dÐnei ètsi swstìtera apotelèsmata.
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8.5 Sumper�smata

To ReSuPFuNIS emfanÐzei axiìloga apotelèsmata sthn prìbleyh qaotik¸n qronoseir¸n. Oi anadromikèc
sundèseic pou perilamb�nei to kajistoÔn ikanì na proswmei¸nei dunamik� sust mata kai na montelopoieÐ
qaotikèc qronoseirèc. 'Opwc ìla ta neuro-asaf  sust mata apaiteÐ peiramatismì gia thn eÔresh twn
metablht¸n-paramètrwn pou bletistopoioÔn thn apìdos  tou gia k�je prìblhma prìbleyhc.

MporeÐ na brei efarmog  se plhj¸ra episthmonik¸n perioq¸n ìpou h prìbleyh tuqaÐwn qronoseir¸n
eÐnai shmantik . Tètoiec perioqèc eÐnai h metewrologÐa, h oikonomik  epist mh, h gewlogÐa kok. To ReSuP-
FuNIS me thn anadromikìthta pou parèqei èrqetai na kalÔyei èna kenì sthn bibliografÐa, kaj¸c spanÐzoun
ta neuro-asaf  sust mata me anadromikèc sundèseic.

H qr sh k�poiac teqnik c clustering gia thn exagwg  twn arqik¸n kanìnwn apì ta sÔnola dedomènwn
mporeÐ na odhg sei to sÔsthma se polÔ kalÔtera apotelèsmata ap' ìti h qr sh tuqaÐwn arqik¸n kanìnwn.
Oi teqnikèc autèc ìmwc apaitoÔn upologistikì kìstoc kai ja prèpei na apofasÐzetai se k�je perÐptwsh an
protim�tai h gr gorh prìbleyh   h beltiwmènh apìdosh.
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