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PerÐlhyh

O metasqhmatismìc kumatidÐwn qrhsimopoieÐtai eurèwc gia thn sumpÐesh qronik¸n seir¸n

kai poludi�statwn dedomènwn. Sthn bibliografÐa èqoun protajeÐ di�forec parallagèc tou

aploÔ metasqhmatismoÔ (restricted Haar) ìpwc to unrestricted Haar kaj¸c kai o metasqh-

matismìc Haar+, pou stìqo èqoun na dhmiourg soun mÐa pio akrib c perÐlhyh twn arqik¸n

dedomènwn. Oi up�rqontec algìrijmoi stoqeÔoun sthn elaqistopoÐhsh tou shmeiakoÔ sf�l-

matoc twn dedomènwn. Stìqoc thc paroÔsac ergasÐac eÐnai na melethjeÐ kai na protajeÐ h

lÔsh tou probl matoc bèltisthc perÐlhyhc ¸ste na elaqistopoihjeÐ to sf�lma gia ìlec

tic dunatèc sunajroistikèc erwt seic. O algìrijmoc pou proteÐnetai eÐnai genikìc kai

anex�rthtoc apì to eÐdoc tou metasqhmatismoÔ Haar.

Lèxeic Kleidi�

Metasqhmatismìc KumatidÐwn, Metrikèc Sf�lmatoc, Katanemhmènec Metrikèc Sf�lma-

toc, Dèntro Sf�lmatoc, PerÐlhyh KumatidÐwn, Shmeiakì Sf�lma, Sunajroistikì Sf�lma,

Stigmiìtupo PerÐlhyhc, Di�nusma Sf�lmatoc, Algìrijmoc Merik c Di�taxhc

13





Abstract

The Wavelet Transformation has been used widely in data compression of time series
and multidimensional data. In the bibliography many versions of the classical Wavelet
Transformation (restricted Haar) have been proposed such as unrestricted Haar and Haar+

Transformation, whose target is to construct a more precise synopsis of the data. The
existing algorithms minimize error metrics that calculate the point errors of the data.
In this diploma thesis we study and present a solution for the problem of best synopses
that minimize error metrics for all possible range sum queries. The proposed algorithm is
general and indepedent from the kind of Wavelet Transformation.

Keywords

Wavelet Transformation, Unrestricted Haar, Error Metrics, Distributed Error Metric,
Error Tree, Wavelet Synopses, Point Error, Range Sum Error, Synopses Instance, Error
Vector, Partial Progarmming Algorithm
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EuqaristÐec

Ja  jela na euqarist sw jerm� ton kajhght  mou, k. TÐmo Sell , gia thn eukairÐa pou

mou èdwse na melet sw èna tìso endiafèron prìblhma kai gia thn polÔtimh bo jeia pou mou

èqei prosfèrei. EpÐshc euqarist¸ jerm� ton didaktorikì foitht  Dhm trh SaqarÐdh gia ta

eÔstoqa kai epoikodomhtik� sqìli� tou kat� th di�rkeia ekpìnhshc thc ergasÐac. Tèloc

jèlw na euqarist sw thn oikogèneia kai touc fÐlouc mou pou me sthrÐzoun se k�je mou

b ma.
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Kef�laio 1

Eisagwg 

H an�gkh gia prosèggish twn dedomènwn stic b�seic proèkuye wc apotèlesma

tou meg�lou qrìnou apìkrishc erwthm�twn se peript¸seic b�sewn meg�lou megèjouc

(GB,TB) kaj¸c kai thc diapÐstwshc ìti se pollèc efarmogèc (OLAP/DSS sust mata,

beltistopoiht c erwthm�twn) den eÐnai aparaÐthth mÐa akrib c, par� mÐa proseggistik 

ap�nthsh. Proc aut n th kateÔjunsh anaptÔqjhkan di�forec mèjodoi me epikratèsterec

ta istogr�mmata kai ton metasqhmatismì kumatidÐwn (wavelet transform).

Ta istogr�mmata diamerÐzoun to pedÐo orismoÔ twn dedomènwn se diast mata (buckets),
kajèna apì ta opoÐa antiproswpeÔetai apì mÐa kai mìno tim  (sun jwc ton mèso ìro twn

tim¸n tou diast matoc). H mèjodoc aut  èqei ikanopoihtik� apotelèsmata se dedomèna

pou èqoun k�poia omoiomorfÐa all� antÐjeta ustereÐ sthn perÐptwsh pou ta dedomèna

parousi�zoun meg�lec metabolèc kai asunèqeiec.

O aplìc metasqhmatismìc kumatidÐwn (Haar wavelet) antiprot�jhke arqik� wc h

enallaktik  lÔsh gia dedomèna me apìtomec allagèc tim¸n. H idèa pro lje apì thn

epituqhmènh qr sh tou metasqhmatismoÔ kumatidÐwn sthn epexergasÐa s matoc kai eikìnac

me stìqo thn sumpÐesh thc plhroforÐac. Kat� antistoiqÐa me thn efarmog  aut , stic

b�seic stìqoc eÐnai h dhmiourgÐa mÐac ìso to dunatìn pio antiproswpeutik c perÐlhyhc twn

dedomènwn.

1.1 AntikeÐmeno thc diplwmatik c

AntikeÐmeno thc diplwmatik c eÐnai h melèth kai epÐlush tou probl matoc bèltisthc

perÐlhyhc gia sunajroistikèc erwt seic. H ergasÐa aut  eÐnai h pr¸th pou melet�

oloklhrwmèna ta sunajroistik� sf�lmata afoÔ mèqri stigm c oi algìrijmoi pou up�rqoun

dhmiourgoÔn bèltistec peril yeic mìno gia ta shmeiak� sf�lmata. Pio sugkekrimèna h

diplwmatik  aut  perilamb�nei:

1. Melèth twn diafìrwn metasqhmatism¸n Haar. GÐnetai an�lush twn kuriì-
terwn metasqhmatism¸n kumatidÐwn kai anafor� twn basik¸n algorÐjmwn pou lÔnoun

to prìblhma kataskeu c bèltisthc sÔnoyhc gia shmeiak� erwt mata. Epiplèon eis�ge-
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20 Kef�laio 1. Eisagwg 

tai kai ènac eniaÐoc sumbolismìc pou parist�nei afairetik� ìla ta eÐdh metasqhmatism¸n

kumatidÐwn.

2. Jewrhtik  melèth tou probl matoc. GÐnetai h diatÔpwsh tou genikoÔ probl -

matoc thc beltistopoÐhshc thc perÐlhyhc gia sunajroistikèc erwt seic anex�rthta apì

to eÐdoc tou metasqhmatismoÔ kumatidÐwn kai proteÐnetai algìrijmoc gia thn epÐlush

tou genikoÔ probl matoc. Epiplèon parèqetai to apaitoÔmeno jewrhtikì upìbajro,

dhlad  apodeiknÔontai k�poiec basikèc idiìthtec pou bohjoÔn sthn epÐlush tou pro-

bl matoc.

1.2 Di�rjrwsh thc diplwmatik c

Sto kef�laio 2 analÔoume ta eÐdh tou metasqhmatismoÔ Haar kai anafèroume touc

basikoÔc algorÐjmouc pou epilÔoun to prìblhma bèltisthc sÔnoyhc gia shmeiak� erwt mata.

Epiplèon eis�goume ton basikì sumbolismì pou enopoieÐ se èna koinì montèlo kajènan apì

touc metasqhmatismoÔc pou anafèrontai.

Sto kef�laio 3 diatup¸noume to prìblhma kai parèqoume to apaitoÔmeno majhmatikì

upìbajro pou qrhsimopoieÐtai sthn epÐlush tou probl matoc. Epiplèon perigr�foume ton

proteinìmeno genikì algìrijmo gia sunajroistikèc erwt seic. Stìqoc eÐnai na dojeÐ mÐa

genik  mèjodoc epÐlushc tou probl matoc pou ja diaforopoieÐtai se orismèna shmeÐa an�loga

me to eÐdoc tou metasqhmatismoÔ qwrÐc na all�zei h basik  idèa tou algìrijmou. Tèloc

anafèroume thn epèktash tou algorÐjmou me b�sh ton metasqhmatismì Haar+.

Tèloc sto kef�laio 4 parousi�zontai k�poia genik� sumper�smata apì th melèth kai

epÐlush tou probl matoc kai proteÐnontai pijan� probl mata gia mellontik  ergasÐa.



Kef�laio 2

PerÐlhyh KumatidÐwn

2.1 Eisagwg 

H basik  idèa tou aploÔ metasqhmatismoÔ kumatidÐwn eÐnai h eÔresh twn mèswn tim¸n

an� dÔo kai twn apost�sewn twn dedomènwn apì autèc kai sth sunèqeia epan�lhyh thc

diadikasÐac anadromik� jewr¸ntac wc dedomèna tic mèsec timèc, mèqri na upologisteÐ o olikìc

mèsoc ìroc twn arqik¸n dedomènwn. Me autìn ton trìpo dhmiourgeÐtai èna duadikì dèntro

me tìsouc suntelestèc ìsouc kai to pl joc twn arqik¸n dedomènwn. H rÐza tou dèntrou

perilamb�nei ton suntelest  pou antistoiqeÐ sthn olik  mèsh tim . K�je suntelest c

pou brÐsketai stouc eswterikoÔc kìmbouc suneisfèrei jetik� sta dedomèna pou brÐskontai

sto aristerì upìdentro kai arnhtik� sta dedomèna tou dexioÔ upodèntrou. Stìqoc twn

algorÐjmwn sumpÐeshc eÐnai na krat soun B � N apì touc N suntelestèc tou dèntrou

ètsi ¸ste na elaqistopoieÐtai k�poia metrik  sf�lmatoc.

Mèqri stigm c èqei melethjeÐ ekten¸c to prìblhma eÔreshc bèltisthc perÐlhyhc gia

shmeiak� erwt mata. Sugkekrimèna èqei protajeÐ h qr sh enìc �plhstou algorÐjmou gia

thn elaqistopoÐhsh tou sunolikoÔ tetragwnikoÔ sf�lmatoc (metrik  L2). Dustuq¸c to

prìblhma den mporeÐ na lujeÐ gia opoiad pote metrik  sf�lmatoc me �plhsto algìrijmo.

Oi Garofalakis kai Kumar asqol jhkan me to prìblhma kai anèptuxan ènan algìrijmo

dunamikoÔ programmatismoÔ pou beltistopoieÐ thn perÐlhyh gia k�je katanemhmènh metrik 

sf�lmatoc. Argìtera prot�jhke h qr sh tou unrestricted Haar, dhlad  na mhn orÐzontai

oi timèc twn kìmbwn monos manta me b�sh tic mèsec timèc. H idèa aut  èdwse ¸jhsh gia

peraitèrw èreuna sthn perioq  aut . To Haar+ genikeÔei akìmh perissìtero to unrestricted
Haar prosjètontac se k�je suntelest  tou dèntrou (suntelest c -kefal ) dÔo epiplèon

sumplhrwmatikoÔc kìmbouc (arister� kai dexi�) pou suneisfèroun p�nta jetik� thn tim 

touc sto anakt¸meno �jroisma.

2.2 Metrikèc Sf�lmatoc

Sthn enìthta aut  ja anafèroume k�poiec basikèc ènnoiec sqetik� me tic di�forec

metrikèc sf�lmatoc. Oi metrikèc sf�lmatoc sqetÐzontai �mesa me thn dhmiourgÐa peril yewn
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22 Kef�laio 2. PerÐlhyh KumatidÐwn

kumatidÐwn afoÔ stìqoc k�je algorÐjmou sumpÐeshc eÐnai na krat sei B � N apì touc N

suntelestèc tou dèntrou ètsi ¸ste na elaqistopoieÐtai k�poia metrik  sf�lmatoc. K�poiec

sun jeic metrikèc sf�lmatoc eÐnai to apìluto kai to sqetikì sf�lma pou orÐzontai apì touc

parak�tw tÔpouc antÐstoiqa:

Labs(i) =
∣∣∣D[i]− D̂[i]

∣∣∣
Lrel(i) =

∣∣∣D[i]− D̂[i]
∣∣∣

max {s, D[i]}

ìpou D̂ eÐnai to anakataskeuasmèno me b�sh thn perÐlhyh di�nusma twn dedomènwn kai s

ènac arijmìc pou leitourgeÐ san kat¸fli ¸ste na mhn kuriarqoÔn polÔ mikrèc timèc sto

sqetikì sf�lma. Me thn bo jeia twn parap�nw tÔpwn mporoÔme na broÔme to sf�lma k�je

stoiqeÐou tou pÐnaka. Sth sunèqeia gia na upologÐsoume to sf�lma ìlou tou dianÔsmatoc

ajroÐzoume ta epimèrouc sf�lmata   brÐskoume to mègisto apì aut�. Se k�je perÐptwsh

qrei�zetai na upologÐsoume to sf�lma xeqwrist� gia k�je shmeÐo kai sth sunèqeia na to

sundu�soume me ta upìloipa gia thn eÔresh tou olikoÔ sf�lmatoc. Genik� stouc tÔpouc

twn metrik¸n sf�lmatoc pou perigr�yame parap�nw mporeÐ na emfanÐzontai kai b�rh pou na

diaforopoioÔn thn epÐdrash tou k�je shmeÐou gia ton upologismì tou olikoÔ sf�lmatoc.

Parak�tw parajètoume mÐa pio genik  morf  twn kanonikopoihmènwn metrik¸n sf�lmatoc:

Lw
p (D, D̂) =

∑
i

p

√√√√(w(i)
∣∣∣D[i]− D̂[i]

∣∣∣)p

n

Oi parap�nw metrikèc sf�lmatoc an koun se mÐa eurÔterh kathgorÐa pou qarakthrÐzontai

wc katanemhmènec metrikèc sf�lmatoc.Se autì to shmeÐo eÐnai shmantikì na eis�goume thn

ènnoia thc katanemhmènhc metrik c sf�lmatoc.

Orismìc.'Estw D̂ to anakataskeuasmèno me b�sh thn perÐlhyh di�nusma twn dedomènwn.

Me f(R) sumbolÐzoume to sf�lma pou perièqei h perÐlhyh gia ìlo to eÔroc tim¸n R tou D.

Lème ìti h metrik  sf�lmatoc f eÐnai katanemhmènh an kai mìno an, gia k�je diamèrish xènwn

diasthm�twn R1, R2, . . . , Rk up�rqei sunduastik  sun�rthsh g tètoia ¸ste to sf�lma thc

ènwshc twn epimèrouc diasthm�twn
⋃k

i=1 Ri a mporeÐ na ekfrasteÐ wc:

f(
k⋃

i=1

Ri) = g(f(R1), f(R2), . . . , f(Rk))

2.3 Metasqhm�tismìc Haar

2.3.1 To Dèntro Haar

O metasqhmatismìc Haar ìpwc perigr�fthke kai sthn eisagwg  dhmiourgeÐ èna duadikì

dèntro kai topojeteÐ sta fÔlla ta dedomèna, stouc eswterikoÔc kìmbouc tic apoklÐseic apì

thn mèsh tim  kai sthn rÐza tou dèntrou ton olikì mèso ìro. 'Estw, loipìn, ìti èqoume

to di�nusma tim¸n A, megèjouc N , me to N na eÐnai mia dÔnamh tou 2. Sto pr¸to b ma
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(a+b+c+d)/4

(a+b-c-d)/4

(a+b)/2

(a-b)/2 (c-d)/2

(c+d)/2

a b c d

Sq ma 2.1: Par�deigma M/S Haar gia to dianÔsma (a, b, c, d).

sqhmatÐzoume èna nèo di�nusma S1[0 . . . (N/2−1)] megèjouc N/2 epilègontac diadoqik� zeÔgh
tim¸n apì to A kai upologÐzontac to hmi�jroism� touc. Me ton Ðdio trìpo sqhmatÐzoume

to di�nusma hmidiafor¸n D1[0 . . . (N/2 − 1)], dhlad  gia diadoqik� zeÔgh tim¸n tou A

upologÐzoume thn hmidiafor� touc kai thn topojetoÔme sto D. ParathroÔme ìti wc ed¸

den èqoume ap¸leia plhroforÐac, afoÔ k�je stoiqeÐo tou arqikoÔ dianÔsmatoc anakt�tai

eÔkola apì ta stoiqeÐa twn nèwn dianusm�twn. Gia par�deigma, A[0] = S[0] + D[0] =
(A[0]+A[1])/2+(A[0]−A[1])/2, A[1] = S[0]−D[0] = (A[0]+A[1])/2−(A[0]−A[1])/2, kok.
H diadikasÐa pou perigr�yame epanalamb�netai anadromik� gia to di�nusma hmiajroism�twn,

mèqri na ft�soume se dianÔsmata megèjouc 1 . To sunolikì pl joc hmidiafor¸n pou

upologÐzoume eÐnai 1 + 2 + . . . + N/2 = N − 1. Apì aut  th diadikasÐa sqhmatÐzetai

to di�nusma W megèjouc N , to opoÐo apoteleÐtai apì tì mèso ìro twn tim¸n tou arqikoÔ

s matoc (to teleutaÐo hmi�jroisma pou upologÐzoume) kai tic N−1 hmidiaforèc. To di�nusma
autì eÐnai o mh-kanonikopoihmènoc metasqhmatismìc Haar tou A. MporoÔme diaisjhtik� na

katal�boume ìti gia na èqoume kanonikopoihmèno apotèlesma prèpei na d¸soume perissìtero

b�roc sta teleutaÐa apì ta log N b mata, kaj¸c aut� aforoÔn perissìtera stoiqeÐa tou

arqikoÔ s matoc. 'Etsi, pollaplasi�zoume k�je suntelest  pou upologÐsthke sto k-ostì

b ma me
√

N/2log N−k kai par�goume ton kanonikopoihmèno metasqhmatismì C (suntelestèc

wavelet) tou A.

JewroÔme èna s ma A megèjouc N = 4, me A = (a, b, c, d). Me b�sh ta ìsa prohg jhkan

gia na broÔme ton M/S Haar, upologÐzoume diadoqik� ta dianÔsmata hmiajroism�twn kai

hmidiafor¸n (bl. Sq ma 2.1).

S1 = [
a + b

2
,
c + d

2
] D1 = [

a− b

2
,
c− d

2
]

S2 = [
a + b + c + d

4
] D2 = [

a + b− c− d

4
]

'Etsi, paÐrnoume to di�nusma W = [a+b+c+d
4 , a+b−c−d

4 , a−b
2 , c−d

2 ]. To arqikì s ma A mporeÐ

na anakataskeuasteÐ apì touc mh-kanonikopoihmènouc suntelestèc (W [N ]).

A[0] = W [0] + W [1] + W [2] =
a + b + c + d

4
+

a + b− c− d

4
+

a− b

2
= a

A[1] = W [0] + W [1]−W [2] =
a + b + c + d

4
+

a + b− c− d

4
− a− b

2
= b
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(b)(a)

3

2

1

0

[2, 1, 4, 4]

[3/2, 4]

[11/4]

Resolution Averages

−−−−−

[0, −1, −1, 0]

[1/2, 0]

[−5/4]

Detail Coefficients

[2, 2, 0, 2, 3, 5, 4, 4]

Sq ma 2.2: Par�deigma dèndrou sf�lmatoc gia to dianÔsma a.

A[0] = W [0]−W [1] + W [3] =
a + b + c + d

4
− a + b− c− d

4
+

c− d

2
= c

A[0] = W [0]−W [1]−W [3] =
a + b + c + d

4
− a + b− c− d

4
− c− d

2
= c

Ja proqwr soume me èna arijmhtikì par�deigma. 'Estw, loipìn, ìti èqoume to di�nusma

tim¸n a = [2, 2, 0, 2, 3, 5, 4, 4], megèjouc N = 8 (bl. Sq ma 2.2). O mh-kanonikopoihmènoc

metasqhmatismìc tou a eÐnai to di�nusma wa = [11/4,−5/4, 1/2, 0, 0,−1,−1, 0] megèjouc
N = 8. ApoteleÐtai apì to mèso ìro twn tim¸n tou a kai apì tic timèc twn dianusm�twn

hmidiafor¸n. Oi timèc autèc apoteloÔn touc suntelestèc tou metasqhmatismoÔ wavelet
en¸ oi hmidiaforèc onom�zontai kai leptomèreiec (detail coefficients). Sto par�deigm� mac,

o mèsoc ìroc twn tim¸n tou a eÐnai 11/4, h leptomèreia epipèdou l = 0 eÐnai −5/4, oi
leptomèreiec epipèdou l = 1 eÐnai 1/2 kai 0 kai oi leptomèreiec epipèdou l = 2 eÐnai 0,−1,−1
kai 0.

'Enac kalìc trìpoc na parast soume kai na katano soume thn ierarqik  fÔsh tou me-

tasqhmatismoÔ Haar eÐnai to dèndro sfalm�twn, ìpwc autì faÐnetai sto Sq ma 2.2(b). H

rÐza tou dèndrou, c0, eÐnai o mèsoc ìroc twn tim¸n, oi eswterikoÐ kìmboi antistoiqoÔn stouc

upìloipouc suntelestèc (leptomèreiec) kai ta fÔlla antistoiqoÔn sta arqik� dedomèna.

Parathr ste ìti h tim  enìc fÔllou mporeÐ na anaskeuasteÐ apì tic timèc twn log N + 1
eswterik¸n kìmbwn pou brÐskontai sto monop�ti apì th rÐza proc to fÔllo. Gia par�deigma,

a[5] = c0 − c1 + c3 − c6 ⇔ 5 = 11
4 −

(
−5

4

)
+ 0− (−1). To prìshmo tou ìrou sto �jroisma

eÐnai +   − ìtan to fÔllo brÐsketai sto aristerì   to dexÐ fÔllo tou ìrou, antÐstoiqa.

2.3.2 Kataskeu  Peril yewn

'Opwc mporoÔme na parathr soume apì thn perigraf  tou M/S Haar, ìtan geitonik�

dedomèna èqoun parìmoiec timèc, par�gontai suntelestèc - leptomèreiec me mikrì mètro

(kont� sto 0). An jèsoume thn tim  aut¸n twn suntelest¸n Ðsh me 0 perimènoume ìti to

sf�lma pou ja parousi�zetai sta nèa anakataskeuasmèna dedomèna, ja eÐnai 'mikrì'. Aut 

h idiìthta tou M/S Haar ton k�nei kat�llhlo sth qr sh tou gia kataskeu  peril yewn

dedomènwn.

Mia perÐlhyh B ìrwn Ĉ orÐzetai epilègontac èna sÔnolo L ⊂ C suntelest¸n, me

B = |Λ| � N , en¸ oi upìloipoi N − B ìroi jewroÔntai Ðsoi me mhdèn.To pìso 'mikrì'
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11/4

-5/4

½

0

0

-1 -1

0 0

Αρχικές Τιµές

Νέες Τιµές

Απόλυτο Σφάλµα

    2         2        0        2         3         5        4         4     

  1.5      1.5     0.5      2.5       3         5        4        4

  0.5      0.5     0.5      0.5       0         0        0        0

Sq ma 2.3: Par�deigma perÐlhyhc gia th metrik  L∞.

eÐnai to sf�lma pou eis�getai sta dedomèna mac ìtan epilèxoume na jewr soume k�poiouc

suntelestèc Ðsouc me 0 kai na krat soume thn tim  twn upoloÐpwn, mporeÐ na metrhjeÐ me

di�forouc trìpouc. To sf�lma autì upologÐzetai apì sunart seic pou onom�zontai metrikèc

sf�lmatoc. An A eÐnai to arqikì s ma kai Â to anakataskeuasmèno apì thn perÐlhyh s ma,

h metrik  sf�lmatoc sthn ousÐa mac parèqei èna mètro tou dianÔsmatoc A− Â.

error = fmetric(A− Â) = ||A− Â||fmetric

To prìblhma pou kaloÔmaste na lÔsoume dedomènwn tou diajèsimou q¸rou perÐlhyhc B

kai miac metrik c fmetric() eÐnai na epilèxoume touc B ìrouc apì to metasqhmatismèno s ma

¸ste to sf�lma pou dÐnei h metrik  na eÐnai el�qisto.

MÐa metrik  eÐnai h L∞   metrik  mègistou apìlutou sf�lmatoc.

L∞ = maxAbsErr(A− Â) = max
0≤i<N

|Â[i]−A[i]|

An upojèsoume ìti èqoume to par�deigma tou sq matoc 2.3 kai jèloume na ft�xoume mia

perÐlhyh me B = 4 suntelestèc ¸ste na elaqistopoieÐtai h metrik  L∞, epilègoume na

agno soume touc suntelestèc c2, c3, c4 kai c7 (oi treic teleutaÐoi eÐnai  dh mhdenikoÐ) me

mègisto apìluto sf�lma 1/2.
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2.3.3 Kataskeu  SÔnoyhc gia shmei�ka sf�lmata p�nw apì M/S

Haar

Eisagwg 

Sthn enìthta aut  exet�zoume algorÐjmouc pou upologÐzoun to el�qisto sf�lma pou

mporeÐ na perièqei mia perÐlhyh B ìrwn, afoÔ pr¸ta efarmosteÐ o klassikìc metasqhmati-

smìc Haar sto arqikì s ma. Oi algìrijmoi autoÐ, dhlad , dèqontai wc eÐsodo to arqikì s ma
metasqhmatismèno me ton klassikì MS Haar kai to mègisto epitrepìmeno mègejoc perÐlhyhc
B kai dÐnoun wc èxodo to el�qisto dunatì sf�lma, upologismèno me th qr sh miac metrik c.

H metrik  pou qrhsimopoieÐtai an kei stic weighted-Lp metrikèc gia point errors. H epilog 

twn suntelest¸n me touc opoÐouc epitugq�netai h bèltisth perÐlhyh, mporeÐ na gÐnetai

programmatistik� eÐte se èna deÔtero pèrasma, afoÔ pr¸ta upologisteÐ to el�qisto sf�lma,

eÐte par�llhla me ton upologismì tou el�qistou sf�lmatoc. Endeiktik� ja anaferjoÔme

stouc dÔo pio basikoÔc algorÐjmouc pou lÔnoun to prìblhma eÔreshc bèltisthc sÔnoyhc

gia shmeiak� dedomèna. Oi dÔo autoÐ algìrijmoi antiproswpeÔoun kai dÔo diaforetikèc

teqnikèc programmatismoÔ. Arqik� parousi�zoume ènan �plhsto algìrijmo pou lÔnei to

prìblhma mìno gia to tetragwnikì sf�lma kai sthn sunèqeia ènan algìrijmo dunamikoÔ

programmatismoÔ pou brÐskei th bèltisth sÔnoyh gia k�je katanemhmènh metrik  sf�lma-

toc. Gia lìgouc aplìthtac, h epilog  twn suntelest¸n den perigr�fetai sthn perigraf 

twn perissìterwn algorÐjmwn pou akoloujoÔn.

O 'Aplhstoc algìrijmoc epilog c suntelest¸n gia th metrik  L2

Sthn enìthta aut  parousi�zetai o aploÔsteroc algìrijmoc perÐlhyhc. O algìrijmoc

autìc krat�ei sthn perÐlhyh touc B megalÔterouc kat' apìluth tim  suntelestèc, prìkeitai

dhlad  gia ènan �plhsto algìrijmo epilog c suntelest¸n. 'Otan efarmìzetai se sÔnola

suntelest¸n pou èqoun prokÔyei apì ton klassikì M/S Haar elaqistopoieÐ th metrik 

sf�lmatoc L2. H metrik  sf�lmatoc L2   SSE - Sum of Squared Errors ìpwc onom�zetai

orÐzetai wc ex c:

SSE(e) =
N−1∑
i=0

e2
i

me A to arqikì s ma-di�nusma, C to metasqhmatismèno kai kanonikopoihmèno di�nusma, Ĉ

h perÐlhyh L, Â = W−1{ĈA} ta dedomèna ìpwc epanakt¸ntai met� thn perÐlhyh kai e =
A − Â to di�nusma sf�lmatoc. H metrik  L2 tautÐzetai me to tetr�gwno thc eukleÐdeiac

nìrmac tou dianÔsmatoc sf�lmatoc, dhlad  isoÔtai me to �jroisma twn tetrag¸nwn twn

(kanonikopoihmènwn) suntelest¸n pou mènoun ektìc thc perÐlhyhc. 'Etsi, to SSE gÐnetai

el�qisto epilègontac touc B megalÔterouc kat' apìluth tim  suntelestèc.

SSE = L2(e) = ||e||2 =
∑
i/∈Λ

c2
i

O algìrijmoc douleÔei wc ex c: arqik�, se qrìno O(N), fti�qnoume èna swrì (max-
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heap, dhlad  duadikì dèndro sto opoÐo k�je kìmboc èqei megalÔterh tim  apì ta paidi� tou)

twn N kanonikopoihmènwn suntelest¸n tou metasqhmatismoÔ, upologÐzoume kai apojhkeÔoume

to �jroisma twn tetrag¸nwn ìlwn twn suntelest¸n (èstw Sum). Sth sunèqeia, epilègoume

kai afairoÔme to suntelest  pou brÐsketai sthn koruf  tou swroÔ kai se qrìno O(log N)
xanafti�qnoume to swrì. To b ma autì epanalamb�netai B forèc. To sf�lma upologÐzetai

afair¸ntac kat� thn epilog  twn suntelest¸n ta tetr�gwn� touc apì to Sum. H polu-

plokìthta tou algorÐjmou eÐnai O(N) se q¸ro kai O(N + B log N).

O Algìrijmoc twn Garofalakis kai Kumar gia th metrik  L∞

H metrik  sf�lmatoc L∞ mac dÐnei to mègisto apì ta sf�lmata pou perièqei mia perÐlhyh

gia ta stoiqeÐa tou arqikoÔ s matoc (mègisto shmeiakì sf�lma). To sf�lma autì mporeÐ na

eÐnai apìluto   sqetikì. 'Eqoume, loipìn dÔo dunatoÔc orismoÔc gia aut  th metrik 

L∞ = absErr(a− â) = max
1≤i≤N

|â[i]− a[i]|

kai

L∞ = relErr(a− â) = max
1≤i≤N

|â[i]− a[i]|
max{|a[i]|, s}

ìpou s mia stajer� eklogÐkeushc tou sqetikoÔ sf�lmatoc pou den epitrèpei se polÔ mikrèc

timèc tou s matoc na kuriarqoÔn sth mètrhsh tou sf�lmatoc. To prìblhm� pou antimetw-

pÐzoume, loipìn, eÐnai h epilog  B suntelest¸n thc perÐlhyhc ¸ste na elaqistopoieÐtai to

mègisto shmeiakì sf�lma. H epilog  tou enìc   tou �llou orismoÔ den ephre�zei shmantik�

th lÔsh tou probl matoc.

H arqik  morf  tou algorÐjmou

Oi Garofalakis kai Kumar sto [2] proteÐnoun ènan algìrijmo dunamikoÔ programmatismoÔ
(MinMaxErr), pou lÔnei to prìblhma gia th metrik  L∞. H basik  idèa tou algorÐjmou

eÐnai ìti lÔnei to (upo)prìblhma thc epilog c suntelest¸n gia to upodèntro me rÐza ton

kìmbo ci lamb�nontac upìyin thn epilog  suntelest¸n pou èqei gÐnei gia to monop�ti apì

th rÐza tou dèndrou (kìmboc c0).

ProtoÔ proqwr soume sthn perigraf  tou algorÐjmou dÐnoume k�poiouc orismoÔc kai

paradoqèc pou ja qrhsimopoi soume. Mac dÐnontai to arqikì s ma mazÐ me to metasqhma-

tismèno kai kanonikopoihmèno s ma (mèsw tou dèndrou sf�lmatoc) kai to pl joc B twn

suntelest¸n pou ja apotelèsoun thn perÐlhy  mac. Me Tj sumbolÐzoume to upodèntro

sf�lmatoc pou èqei rÐza ton kìmbo cj kai wc coeff(Tj) kai data(Tj) orÐzoume ta sÔnola

twn suntelest¸n (eswterikoÐ kìmboi) kai twn arqik¸n dedomènwn (fÔlla), antÐstoiqa, pou

an koun sto Tj . Me path(cj) sumbolÐzoume to sÔnolo twn suntelest¸n pou an koun sto

monop�ti apì th rÐza tou dèndrou sfalm�twn (c0) wc ton kìmbo cj (qwrÐc autìn). Tèloc, me

M [j, b, S] sumbolÐzoume thn el�qisth tim  tou mègistou shmeiakoÔ sf�lmatoc pou eisèrqetai
sthn perÐlhyh epilègontac b suntelestèc tou Tj me thn upìjesh ìti èqoume  dh epilèxei èna

sÔnolo S ⊆ path(cj) megèjouc to polÔ min{B − b, log N + 1}. 'Etsi, jewr¸ntac ìti
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douleÔoume me to sqetikì sf�lma,

M [j, b, S] = min
Sj⊆coeff(Tj),‖Sj‖≤b

{ max
di∈data(Tj)

relErri}

me

relErri =
|di −

∑
ck∈path(di)∩Si∪S signi,k · ck|

max{|di|, s}
.

Me parìmoio trìpo antimetwpÐzoume kai to apìluto sf�lma.

To epijumhtì apotèlesma dÐnetai apì thn tim  tou M [0, B, ∅]. H b�sh thc anadrom c

brÐsketai sta fÔlla, dhlad  touc kìmbouc cj = dj−N+1, gia j ≥ N . Ta fÔlla fusik� den

an koun sthn perÐlhyh opìte èqoume b = 0.

M [j, 0, S] =
|dj−N+1 −

∑
ck∈S signj−N,k · ck|

max{|dj−N+1, s}

Gia touc eswterikoÔc kìmbouc tou dèndrou sf�lmatoc o algìrijmoc exet�zei dÔo epilogèc:

na krat sei ton kìmbo cj sthn perÐlhyh   na ton aporrÐyei. An ton aporrÐyei, tìte to

el�qisto mègisto sf�lma gia to Tj eÐnai to megalÔtero apì ta el�qista mègista sf�lmata

gia ta upodèndra T2j kai T2j+1. O sunolikìc q¸roc perÐlhyhc kai oi proepilegmènoi kìmboi

pou mporoÔn na ekmetalleutoÔn ta dÔo upodèndra eÐnai Ðdioi me tou Tj .

Mdrop[j, b, S] = min
0≤ḃ≤b

max{M [2j, ḃ, S], M [2j + 1, b− ḃ, S]}

An apì thn �llh krat sei ton kìmbo cj , tìte kat� ton upologismì tou el�qistou mègistou

sf�lmatoc twn T2j kai T2j+1 o kìmboc cj prostÐjetai stouc proepilegmènouc kìmbouc en¸

prosarmìzetai kai o diajèsimoc q¸roc perÐlhyhc.

Mkeep[j, b, S] = min
0≤ḃ≤b−1

max{M [2j, ḃ, S ∪ {cj}], M [2j + 1, b− ḃ− 1, S ∪ {cj}]}

Telik� o algìrijmoc epilègei thn kalÔterh apì tic dÔo epilogèc.

M [j, b, S] = min{Mdrop[j, b, S], Mkeep[j, b, S]}

Gia èna sugkekrimèno kìmbo cj epipèdou l sto dèndro sf�lmatoc, o algìrijmoc èqei na

exet�sei to polÔ B+1 peript¸seic ìson afor� to pl joc twn suntelest¸n pou ja krat sei

sto upodèntro Tj (sunupologÐzontac thn perÐptwsh na krat sei 0 suntelestèc). Akìma,

gia ènan kìmbo epipèdou l up�rqoun 2l uposÔnola progìnwn na exetastoÔn. 'Etsi, ston

kìmbo cj antistoiqoÔn O(B2l) timèc tou pÐnaka M []. AfoÔ up�rqoun 2l kìmboi epipèdou l,

o sunolikìc q¸roc tou algorÐjmou eÐnai

l=log N∑
l=0

2lB2l = O(N2B).
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Akìma, gia na upologÐsoume to k�je stoiqeÐo tou pÐnaka qreiazìmaste O(log B) qrìno:

afoÔ to M [2j, ḃ, S] eÐnai fjÐnousa sun�rthsh tou ḃ en¸ to M [2j + 1, b− ḃ, S] eÐnai aÔxousa
sun�rthsh tou ḃ, mporoÔme na ektelèsoume duadik  anaz thsh gia to ḃ, ¸ste na broÔme

to shmeÐo pou ta dÔo sf�lmata gÐnontai Ðsa (kai �ra to sf�lma tou kìmbou-gonèa gÐnetai

el�qisto). 'Opwc kai prohgoumènwc, upologÐzoume ìti o sunolikìc qrìnoc tou algorÐjmou

eÐnai O(N2B log B). 'Etsi, proèkuye ìti h poluplokìthta tou algorÐjmou eÐnai O(N2B log B)
se qrìno kai O(N2B) se q¸ro.

Oi parathr seic tou Guha

O Guha sto [3] apodeiknÔei ìti o algìrijmoc twn Garofalakis kai Kumar mporeÐ na

beltiwjeÐ wc proc thn poluplokìthta. H basik  tou parat rhsh eÐnai ìti dojèntoc enìc

eswterikoÔ kìmbou cj epipèdou l -�ra me l + 1 progìnouc - kai diajèsimou q¸rou perÐlhyhc

B, to mègisto pl joc twn suntelest¸n tou dèndrou Tj pou mporoÔn na prostejoÔn sthn

perÐlhyh eÐnai min{B, t}, ìpou t to pl joc twn kìmbwn pou an koun sto upodèntro me rÐza

to cj , sumperilambanomènou tou idÐou. EÐnai t = t0 = 0 gia th rÐza tou dèndrou sf�lmatoc

kai t = t1 = 2log N−l − 1 gia touc upìloipouc kìmbouc. O kìmboc kaleÐtai 2l < 2N forèc,

ìsa kai ta diaforetik� monop�tia apogìnwn apì th rÐza proc ton kìmbo, an�loga me to an

ènac patrikìc kìmboc èqei meÐnei sthn perÐlhyh   ìqi. O sunolikìc qrìnoc pou apaiteÐtai

gia ènan kìmbo eÐnai, loipìn, 2lmin{B, t} log min{B, t} kai afoÔ oi kìmboi epipèdou l eÐnai

2l sto pl joc (ektìc apì to epÐpedo l = 0 èqoume 2 kìmbouc), o sunolikìc qrìnoc tou

algorÐjmou eÐnai

log N∑
l=0

(2l2l min{B, t1} log min{B, t1}) + min{B, t0} log min{B, t0}.

Sth qeirìterh perÐptwsh (worst case) eÐnai B = N ≥ t. Akìma, isqÔei 2l(t + 1) = 2N ⇒
2lt = O(2N). 'Etsi, h poluplokìthta eÐnai (jètontac r = log N − l)

O(
log N∑
l=0

2l2lt1 log t1 + t0 log t0) = O(
log N∑
l=0

(2l2l(2log N−l − 1) log (2log N−l − 1)) + N log N) =

= O(
log N∑
l=0

N2l log
N

2l
+ N log N) = O(

log N∑
r=0

N2r

2r
+ N log N) = O(N2 + N log N) = O(N2).

'Oson afor� th qwrik  poluplokìthta, gia ènan kìmbo apaitoÔntai O(2l min{B, 2log N−l}) =
O(min{B2l, N}) jèseic ston pÐnaka M []. Sunolik�, o q¸roc pou katalamb�nei o algìrijmoc
eÐnai

O(
log N∑
l=0

2lmin{B2l, N}) ≤ O(N
log N∑
l=0

2l) = O(N2)
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2.4 Unrestricted Haar

Sthn prohgoÔmenh par�grafo exet�same ton aplì M/S Haar. 'Opwc eÐdame ston aplì

M/S Haar oi suntelestèc tou dèntrou Haar orÐzontai monos manta me b�sh tic hmidiaforèc
twn suntelest¸n tou prohgoÔmenou epipèdou, opìte oi algìrijmoi gnwrÐzontac to dèntro

Haar epilègoun an ja krat soun   ja aporrÐyoun k�poio suntelest  tou dèntrou. Oi

Guha kai Harb sta [4, 5] èkanan thn diapÐstwsh ìti krat¸ntac touc arqikoÔc suntelestèc

odhgoÔmaste se mh bèltistec lÔseic gia mÐa meg�lh kathgorÐa apì metrikèc sf�lmatoc kai

eis gagan nèouc algorÐjmouc gia thn kataskeu  perÐlhyhc kumatidÐwn. K�poiec epiplèon

belti¸seic sthn poluplokìthta twn algorÐjmwn prokÔptoun apì th lÔsh tou duadikoÔ pro-

bl matoc ìpwc faÐnetai sto [7]. To apotèlesma twn parap�nw melet¸n  tan h eisagwg  enìc

nèou metasqhmatismoÔ, tou M/S unrestricted Haar pou apoteleÐ mÐa epèktash tou aploÔ me-
tasqhmatismoÔ kai èqei stìqo na prosfèrei megalÔterh euelixÐa stic timèc twn suntelest¸n

tou dèntrou. Plèon oi timèc twn suntelest¸n den eÐnai gnwstèc exarq c. K�je kìmboc

tou dèntrou mporeÐ na p�rei timèc se èna di�sthma pou orÐzetai me b�sh thn eiserqìmenh

tim  ston kìmbo kai to el�qisto kai mègisto twn dedomènwn pou up�rqoun upì thn embèleia

tou. Autì shmaÐnei ìti gia k�je suntelest  ja prèpei na exet�zontai ìlec oi dunatèc timèc

pou mporeÐ na p�rei kaj¸c kai h perÐptwsh mhdenismoÔ tou. Ja prèpei na tonisjeÐ ìti h

mình diafor� se sqèsh me ton aplì M/S eÐnai to gegonìc ìti o k�je suntelest c mporeÐ

na paÐrnei perissìterec apì mÐa mhdenikèc timèc. Kat� ta all� h dom  kai oi idiìthtec tou

dèntrou paramènoun Ðdiec. Kai se aut  thn perÐptwsh k�je suntelest c prosfèrei thn tim 

tou sto �jroisma an�kthshc twn dedomènwn jetik� an to stoiqeÐo pou anakt�tai eÐnai sto

aristerì upìdentro kai arnhtik� an to stoiqeÐo brÐsketai sto dexÐ upìdentro.

Wc èna aplì par�deigma efarmog c tou M/S unrestricted Haar jewroÔme ìti jèloume

na broÔme mÐa bèltisth sÔnoyh pou na krat� èna mìno suntelest , dhlad  B = 1 èqontac wc

di�nusma dedomènwn to D = 2, 10, 12, 8. An qrhsimopoi soume ton M/S unrestricted Haar h
perÐlhyh ja eÐnai o olikìc mèsoc ìroc me tim  7 me mègisto apìluto sf�lma 5. Se perÐptwsh

pou qrhsimopoioÔsame ton aplì metasqhmatismì ja lamb�name wc bèltisth perÐlhyh kai p�li

ton olikì mèso ìro all� me tim  8 kai me mègisto apìluto sf�lma 6. Apì to aplì autì

par�deigma faÐnetai ìti to gegonìc ìti oi suntelestèc mporoÔn na paÐrnoun di�forec timèc

eÐnai ikanì na belti¸sei to sf�lma.

Epilègoume na mhn anaferjoÔme me megalÔterh leptomèreia se autìn ton metasqhmatismì

giatÐ akoloujeÐ analutik  perigraf  tou M/S Haar+ pou eÐnai mÐa epèktash tou unrestricted
Haar. Efìson to unrestricted Haar eÐnai upoperÐptwsh tou Haar+ oi teqnikèc pou

qrhsimopoioÔntai gia thn kataskeu  perÐlhyhc ja eÐnai an�logec.
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2.5 Metasqhmatismìc Haar+

2.5.1 To Dèntro Haar+

Oi Karras kai Mamoulis sto [6] eis gagan ton M/S Haar+ pou enisqÔei kai epekteÐnei

ton aplì metasqhmatismì Haar. Gia na perigr�youme ton M/S, jewroÔme to dèntro

Haar+ sthn perÐptwsh pou to sÔnolo twn dedomènwn apoteleÐtai apì tèssera stoiqeÐa

{d0, d1, d2, d3}. H dom  pou dhmiourgeÐtai eÐnai parìmoia me to dèntro tou aploÔ metasqh-

matismoÔ Haar me thn diafor� ìti k�je suntelest c Ci apoteleÐtai apì treic epimèrouc

suntelestèc {cj , cj+1, cj+2} pou dhmiourgoÔn me thn seir� touc èna duadikì dèntro tri¸n

stoiqeÐwn. H rÐza cj sumperifèretai ìpwc oi suntelestèc ston klassikì metasqhmatismì

kumatidÐwn, dhlad  suneisfèrei jetik� thn tim  thc sto aristerì upìdentro kai arnhtik�

sto dexÐ. Oi dÔo sumplhrwmatikoÐ suntelestèc suneisfèroun jetik� thn tim  touc mìno sto

upìdentro sto opoÐo an koun, dhlad  o aristerìc suntelest c cj+1 sto aristerì upìdentro

kai antÐstoiqa o dexiìc suntelest c cj+2 sto dexÐ upìdentro.

Me b�sh ton parap�nw orismì mporoÔme na k�noume tic ex c shmantikèc parathr seic:

• To Haar dèntro eÐnai sthn ousÐa mÐa upoperÐptwsh tou genikoÔ Haar+, ìpou oi

sumplhrwmatikoÐ suntelestèc eÐnai p�ntote mhdenikoÐ. Opìte o metasqhmatismìc

Haar+ eÐnai opwsd pote pio isqurìc kai sthn qeirìterh perÐptwsh perimènoume exÐsou

kal� apotelèsmata me ton aplì metasqhmatismì Haar.

• Parìlo pou o k�je suntelest c apoteleÐtai apì mÐa tri�da tim¸n, o q¸roc apeikìnishc

twn suntelest¸n den qrei�zetai na auxhjeÐ se sqèsh me ton aplì metasqhmatismì.

Autì sumbaÐnei giatÐ k�je tri�da antistoiqeÐ se èna suntelest , opìte k�je

suntelest c thc tri�dac prosdiorÐzetai monos manta apì thn jèsh tou sthn tri�da

(rÐza, aristerìc/dexiìc suntelest c) kai ton deÐkth tou suntelest  pou an kei. Me

autìn ton trìpo katal goume na qreiazìmaste dlog Ne bits gia thn kwdikopoÐhsh twn
N diaforetik¸n deikt¸n suntelest¸n.

Basikèc 'Ennoiec

Sth sunèqeia eis�goume ton sumbolismì kai apodeiknÔoume tic basikèc idiìthtec tou

dèntrou Haar+. 'Estw ìti èqoume èna sÔnolo apì N = 2d stoiqeÐa. 'Ena dèntro Haar+

mporeÐ na anaparast sei ta dedomèna me thn bo jeia enìc dianÔsmatoc megèjouc N = 3×2d−
2 afoÔ k�je suntelest c ektìc apì thn rÐza ja apoteleÐtai apì mÐa tri�da. Gia th sunèqeia

ja sumbolÐzoume me a = P (b) an o kìmboc a eÐnai o gonèac tou kìmbou b. Epiplèon

an a ∈ Rleaves (b), tìte o kìmboc a an kei sto dexÐ upodèntro tou kìmbou b, en¸ an

a ∈ path (b), tìte o kìmboc a brÐsketai sto monop�ti pou xekin� apì thn rÐza kai katal gei

ston kìmbo b.

Sth sunèqeia mporoÔme na anaparÐstanoume me thn bo jeia twn parap�nw sumbolism¸n

thn dom  tou Haar+ dèntrou diakrÐnontac treic diaforetikèc peript¸seic. K�je suntelest c

mporeÐ na eÐnai eÐte h rÐza eÐte o aristerìc   dexiìc suntelest c. MporoÔme na diakrÐnoume
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autèc tic peript¸seic an�loga me ton deÐkth tou suntelest  lamb�nontac upìyin ìti k�je

tri�da deiktodoteÐtai apì arister� proc ta dexÐa (post order). Sunoptik� isqÔei ìti:

ci =


P (c1) if i = 0
P (ci+1) ∧ P (ci+2) if (i− 1) mod 3 = 0
P (c2i) if (i− 2) mod 3 = 0
P (c2i+1) if i mod 3 = 0

K�je stoiqeÐo twn arqik¸n dedomènwn anakt�tai me b�sh to �jroisma twn tim¸n twn

kìmbwn pou an koun sto monop�ti pou xekin� apì th rÐza kai katal gei sto sugkekrimèno

stoiqeÐo, dhlad  sumbolik� èqoume ìti dj =
∑

i∈path(j) dijci. SÔmfwna me touc kanìnec pou

èqoume perigr�yei sthn prohgoÔmenh enìthta, k�poioc suntelest c suneisfèrei thn tim 

tou sto �jroisma arnhtik� mìno an eÐnai h rÐza thc tri�dac kai to fÔllo an kei sto dexÐ

upodèntro autoÔ. Opìte gia ton suntelest  dij isqÔei ìti:

dij =

{
−1 if i− 1 mod 3 = 0 ∧ (dj ∈ Rleaves (ci))
+1 otherwise

AntÐ na diakrÐnoume touc suntelestèc thc tri�dac an�loga me ton deÐkth, mporoÔme na

anaparist�noume k�je tri�da me èna di�nusma tess�rwn stoiqeÐwn [u, a, b, c], ìpou u eÐnai

h eiserqìmenh se ènan kìmbo tim , a h tim  thc rÐzac thc tri�dac, b h tim  tou aristeroÔ

sumplhrwmatikoÔ suntelest  kai c h tim  tou dexioÔ sumplhrwmatikoÔ suntelest . Me

b�sh ta parap�nw k�je suntelest c suneisfèrei [u + a + b, u− a + c] sto aristerì kai

dexÐ upodèntro antÐstoiqa. Epiplèon sumbolÐzoume me ‖H‖ ton arijmì twn mh mhdenik¸n

suntelest¸n se èna Haar+ dèntro.

K�je Haar+ dèntro perièqei to polÔ ènan apì touc treic suntelestèc thc k�je tri�dac

kai gia autì anaferìmaste sto araiì Haar+ dèntro. Parak�tw parajètoume to je¸rhma

pou apodeiknÔei thn basik  aut  idiìthta tou metasqhmatismoÔ Haar+.

Je¸rhma 2.5.1. 'Estw H èna Haar+ dèntro pou anaparist� èna sÔnolo dedomènwn D
kai to opoÐo perièqei perissìterouc apì ènan suntelest  se toul�qiston mÐa tri�da. Tìte

to di�nusma D mporeÐ na parastajeÐ isodÔnama apì toul�qiston èna araiì Haar+ dèntro

H′, tou opoÐou oi tri�dec perièqoun to polÔ ènan mh mhdenikì suntelest  kai tètoio ¸ste

‖H′‖ ≤ ‖H‖ .

Apìdeixh. 'Estw mÐa tri�da C = [u, a, b, c] tou dèntrou H h opoÐa perièqei

perissìterouc apì ènan mh mhdenikoÔc suntelestèc. H tri�da aut  mporeÐ na anaparastajeÐ

isodÔnama me thn tri�da C ′ = [u, 0, b + a, c− a]. Profan¸c kai stic dÔo peript¸seic h

èxodoc ja eÐnai [u + a + b, u− a + c] gia to aristerì kai dexÐ upodèntro antÐstoiqa. An

jèsoume p = b + a kaiq = c− a h tri�da C ′ gÐnetai C ′ = [u, 0, p, q] kai antÐstoiqa h èxodoc

eÐnai [u + p, u− q]. ParathroÔme ìti kai aut  h tri�da mporeÐ na meiwjeÐ an antikatastajeÐ

apì thn tri�da C ′′ =
[
u− p+q

2 , p−q
2 , 0, 0

]
. Profan¸c h èxodoc kai se aut n thn perÐptwsh

paramènei Ðdia kai isoÔtai me [u + p, u− q]. Gia na dhmiourghjeÐ ìmwc aut  h tri�da ja prèpei
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na all�xei h eiserqìmenh tim . DiakrÐnoume loipìn tic ex c dÔo peript¸seic gia thn allag 

thc eiserqìmenhc tim c:

• An o gonèac thc tri�dac C eÐnai h rÐza tou dèntrou tìte apl� prosjètoume p+q
2

ston kìmbo autì. Profan¸c afoÔ h èxodoc eÐnai Ðdia to dèntro pou prokÔptei eÐnai

isodÔnamo me to arqikì.

• An o gonèac thc tri�dac C den eÐnai h rÐza tou dèntrou tìte prosjètoume p+q
2 ston

sumplhrwmatikì suntelest  pou deÐqnei proc th meri� thc tri�dac C. Se perÐptwsh

pou prokÔptei tri�da-gonèac me perissìterouc tou enìc mh mhdenikoÔc suntelestèc

epanalamb�noume thn diadikasÐa apì thn arq  jewr¸ntac wc tri�da C, thn tri�da-

gonèa. H diadikasÐa aut  mporeÐ na epanalamb�netai mèqri na ft�soume sthn rÐza tou

dèntrou, opìte isqÔei h pr¸th perÐptwsh.

Parap�nw apodeÐxame ìti k�je tri�da C tou dèntrou H pou perièqei parap�nw apì ènan

mh mhdenikì suntelest  mporeÐ na anaparastajeÐ isodÔnama me mÐa tri�da C ′′ pou perièqei

ènan mìno mh mhdenikì suntelest  qwrÐc na dhmiourgeÐ se kamÐa �llh tri�da tou dèntrou

epiplèon mh mhdenikoÔc suntelestèc. Me autìn ton trìpo o arijmìc twn mh mhdenik¸n

suntelest¸n mei¸netai   sthn qeirìterh perÐptwsh paramènei Ðdioc. H qeirìterh perÐptwsh

eÐnai ìtan h tri�da gonèac èqei mìno mhdenikoÔc suntelestèc, opìte k�je tri�da pou perieÐqe

dÔo mh mhdenikoÔc suntelestèc antikajÐstatai apì dÔo tri�dec pou perièqoun apì ènan mh

mhdenikì suntelest , dhlad  o sunolikìc arijmìc twn mh mhdenik¸n suntelest¸n paramènei

o Ðdioc an kai all�zei h sÔnjesh twn tri�dwn. AfoÔ efarmìsoume loipìn thn parap�nw

mèjodo se ìlec tic tri�dec tou dèntrou H pou perièqoun pleon�zontec suntelestèc,

prokÔptei èna dèntro H′ pou èqei to polÔ ènan mh mhdenikì suntelest  se k�je tri�da

kai èqei to polÔ Ðdio arijmì mh mhdenik¸n suntelest¸n, dhlad  ‖H′‖ ≤ ‖H‖.

2.5.2 SÔnoyh Haar+ gia katanemhmènec metrikèc sf�lmatoc

2.5.3 Montelopoi sh thc lÔshc

Se aut n thn enìthta ja eis�goume tic basikèc domèc kai to jewrhtikì upìbajro pou ja

bohj sei sthn katanìhsh thc lÔshc. Skopìc tou probl matoc se majhmatik  montelopoÐhsh

eÐnai na gemÐsoume ènan pÐnaka Q(i, u, b) pou ja apojhkeÔei thn bèltisth epilog  suntelest 
sthn tri�da Ci dedomènou ìti h eiserqìmenh tim  eÐnai u kai ìti o arijmìc twn suntelest¸n

pou ja krathjoÔn se ìlo to upodèntro pou xekin� apì thn tri�da Ci eÐnai b. Se autì to

shmeÐo mporeÐ na gÐnei mÐa beltistopoÐhsh thc lÔshc an l�boume upìyh mac ìti to epÐpedo

pou brÐsketai h tri�da kajorÐzei ton arijmì twn suntelest¸n-tri�dwn pou up�rqoun sto

upodèntro pou orÐzei wc koruf . Dedomènou ìti se k�je tri�da ìpwc èqei apodeiqjeÐ arkeÐ

na krathjeÐ to polÔ ènac suntelest c, to mègisto pl joc twn suntelest¸n pou mporoÔn na

qrhsimopoihjoÔn sthn perÐlhyh isoÔtai me ton arijmì twn tri�dwn sto upodèntro. Opìte

den èqei nìhma na exet�zetai h kataskeu  thc perÐlhyhc gia b megalÔtero apì autìn

ton arijmì.Sumperasmatik�, ja èqoume ìti b ∈
{

0, 1, . . . , min
{
B, 2li − 1

}}
, ìpou li to

epÐpedo pou an kei h tri�da me anafor� to qamhlìtero epÐpedo tou dèntrou. Epiplèon proc
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upologismì twn tim¸n tou pÐnaka ja prèpei na orÐsoume k�poio epitrepìmeno pedÐo tim¸n

gia thn eiserqìmenh tim . Efìson èqoume kajorÐsei autì to pedÐo tim¸n mporoÔme sthn

sunèqeia na to diamerÐsoume me b�sh k�poio b ma d kai na upologÐsoume tic timèc tou pÐnaka

gia ìlo to eÔroc tim¸n thc eiserqìmenhc tim c. Parak�tw parajètoume k�poiec prot�seic

pou ja bohj soun ston orismì twn tou eÔrouc thc eiserqìmenhc tim c.

Prìtash 2.5.1. Gia eiserqìmenh tim  u sthn tri�da Ci up�rqoun anakataskeuasmènec

timèc d̂k kai d̂l tètoiec ¸ste d̂k ≤ u kai d̂l ≥ u.

Prìtash 2.5.2. An h tri�da Ci èqei èna mh mhdenikì suntelest  rÐza zh, tìte h

eiserqìmenh tim  u sthn tri�da Ci brÐsketai sto di�sthma (mi, Mi). Sumbolik�, zh 6=
0⇒ u ∈ (mi, Mi). 'H antÐstrofa, u /∈ (mi, Mi)⇒ zh = 0.

Apìdeixh. 'Estw ìti u /∈ (mi, Mi) kai zh 6= 0. Ja apodeÐxoume ìti •k�ti tètoio
den odhgeÐ se bèltisth perÐlhyh. JewroÔme qwrÐc bl�bh thc genikìthtac ìti u > Mi).
AfoÔ zh 6= 0 ja afaireÐtai h tim  tou suntelest -rÐza apì thn eiserqìmenh tim  gia to

dexÐ upodèntro kai antÐstoiqa ja prostÐjetai gia to aristerì. Me autìn ton trìpo ìmwc

ja prokÔyei sto aristerì upodèntro tim  pou xepern� thn mègisth tim  pou stoqeÔoume na

anakataskeu�soume k�ti to opoÐo profan¸c den eÐnai qr simo. Enallaktik� ja mporoÔsame

na krat soume ton aristerì sumplhrwmatikì suntelest  zl me tim  −zh opìte ja èqoume

thn Ðdia èxodo proc ta arister� qwrÐc na uperbaÐnoume thn mègisth tim  sto dexÐ upodèntro.

Aut  h lÔsh eÐnai profan¸c kalÔterh afoÔ eis�gei se k�je perÐptwsh ligìtero sf�lma

sthn perÐlhyh. Opìte katal goume ìti to zh na eÐnai mhdenikì. OmoÐwc apodeiknÔetai ìti

kai sthn perÐptwsh pou h eiserqìmenh tim  u eÐnai mikrìterh tou mi ja prèpei zh = 0.

Prìtash 2.5.3. MÐa eiserqìmenh tim  u sthn tri�da den mporeÐ na odhg sei se kalÔterh

prosèggish twn dedomènwn apì mÐa tim  u′, tètoia ¸ste u < u′ < mi(u > u′ > Mi) gia

k�je perÐlhyh me ton Ðdio arijmì mh mhdenik¸n suntelest¸n sto upodèntro pou orÐzetai me

rÐza thn tri�da Ci.

Apìdeixh.'Estw u < mi. SÔmfwna me thn Prìtash 2 o pr¸toc mh mhdenikìc

suntelest c pou ja up�rqei sto upodèntro ja eÐnai ènac sumplhrwmatikìc suntelest c.

An all�xoume thn tim  autoÔ tou suntelest  kat�llhla ¸ste na kalÔptei thn diafor� pou

eisèrqetai apì mÐa eiserqìmenh timh u′ tètoia ¸ste u < u′ < mi, ja prokÔyei h Ðdia èxodoc.

'Omwc stic timèc (an up�rqoun autèc) pou paÐrnoun autoÔsia thn eiserqìmenh tim  wc thn

anakataskèuasmènh tim , lìgw tou ìti ìloi oi endi�mesoi suntelestèc eÐnai mhdenikoÐ,

ja petÔqoume mikrìtero sf�lma an epilèxoume thn eiserqìmenh tim  u′. 'Etsi prokÔptei

ìti mia tim  u tètoia ¸ste u < u′ < mi petuqaÐnei qeirìterh   to polÔ Ðdia akrÐbeia sta

anakataskeuasmèna dedomèna me mÐa eiserqìmenh tim  u′.

SuneqÐzoume apodeiknÔontac ta jewr mata pou jètoun to eÔroc tim¸n gia ìlec tic

paramètrouc tou probl matoc.
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Je¸rhma 2.5.2. 'Estw mi, Mi to el�qisto kai mègisto antÐstoiqa tou upodèntrou pou

èqei wc rÐza thn tri�da Ci kai ìti h eiserqìmenh tim  u sthn Ci an kei sto di�sthma (mi, Mi).
An jèsoume mh mhdenik  sto zh tìte aut  ja brÐsketai sto di�sthma max {Mi − u, u−mi}.

Apìdeixh.Efìson zh 6= 0 h tim  pou ja prowjhjeÐ sto aristerì kai dexÐ upodèntro

ja eÐnai antÐstoiqa u + zh, u − zh. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac jewroÔme ìti zh > 0
kai ìti oi exerqìmenec timèc uperbaÐnoun ta ìria pou tÐjentai apì thn èlaqisth kai mègisth

tim  tou upodèntrou, dhlad  u + zh > Mi, u − zh < mi. AntÐstoiqa an jewroÔsame zh <

0, ja upojètame u − zh > Mi, u + zh < mi. SÔmfwna me thn Prìtash 3 mporoÔme na

petÔqoume mikrìtero sf�lma an dialèxoume eiserqìmenh tim  tètoia ¸ste toul�qiston mÐa

apì tic exìdouc na brÐsketai sto di�sthma [mi, Mi]. Apì thn diapÐstwsh aut  prokÔptoun

dÔo anisìthtec apì tic opoÐec mporoÔme na p�roume ta ìria gia to zh. Dhlad  èqoume ìti:

mi ≤ u + zh ≤Mi ∨mi ≤ u− zh ≤Mi ⇔
mi − u ≤ zh ≤Mi − u ∨ u−Mi ≤ zh ≤ u−mi ⇔

zh ∈ [min {u−Mi, mi − u} , max {Mi − u, u−mi}]⇔
zh < max {Mi − u, u−mi}

OmoÐwc mporoÔme plèon eÔkola me b�sh thn Prìtash 3 ìpwc parap�nw na jèsoume to

eÔroc tim¸n gia touc sumplhrwmatikoÔc suntelestèc kai thn rÐza tou dèntrou. To parak�tw

je¸rhma kajorÐzei ta ìria aut�.

Je¸rhma 2.5.3. 'Estw ml, Ml(mr, Mr) to el�qisto kai mègisto antÐstoiqa tou

upodèntrou pou èqei wc rÐza ton aristerì zl(dexiì zr) sumplhrwmatikì suntelest  thc

tri�dac Ci. An jèsoume mh mhdenik  tim  sto aristerì zl(dexiì zr) sumplhrwmatikì

suntelest , tìte ja prèpei na isqÔei zl ∈ [ml−u, Ml−u](zr ∈ [mr −u, Mr −u]). Epiplèon
an h rÐza tou dèntrou èqei mh mhdenik  tim , tìte aut  ja prèpei na brÐsketai sto di�sthma

[m, M ], ìpou m, M to el�qisto kai mègisto antÐstoiqa.

Sth sunèqeia ja ekfr�soume tic eiserqìmenec timèc se k�je kìmbo me b�sh to olikì

el�qisto kai mègisto.

Je¸rhma 2.5.4. H eiserqìmenh tim  sthn tri�da Ci brÐsketai sto di�sthma [m−D,M +
D] ìpou D = M −m.

Apìdeixh. Apì to Je¸rhma 3 èqoume ìti h rÐza an èqei mh mhdenik  tim  ja brÐsketai

sto di�sthma [m, M ]. Epiplèon h tim  twn sumplhrwmatik¸n suntelest¸n, efìson k�poioc

apì autoÔc eÐnai mh mhdenikìc, ja brÐsketai sto di�sthma [−D,D]. To k�tw ìrio prokÔptei

an jewr soume ìti h rÐza paÐrnei thn an¸tath tim  M opìte o sumplhrwmatikìc suntelest c

ja brÐsketai sto di�sthma [−D, 0] kai antÐstoiqa to �nw ìrio an jewr soume ìti h rÐza paÐrnei

thn kat¸tath tim  M opìte o sumplhrwmatikìc suntelest c ja brÐsketai sto di�sthma

[0, D], dhlad  sunolik� gia k�je perÐptwsh m. 'Opwc eÐnai fanerì h tim  thc eiserqìmenhc

tim c gia ton apìgono-suntelest  èstw Ci ja brÐsketai sto di�sthma [m−D,M + D]. Gia
thn perÐptwsh pou k�poia tri�da èqei mh mhdenikì suntelest  rÐza zh me b�sh thn Prìtash 2
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h eiserqìmenh tim  u ja brÐsketai sto di�sthma [m, M ]. Epiplèon sÔmfwna me to Je¸rhma 2
ja isqÔei ìti zh < max {Mi − u, u−mi}. Opìte sundu�zontac ta parap�nw h eiserqìmenh

tim  sto aristerì kai dexÐ upodèntro ja eÐnai antÐstoiqa u ± zh = [2m −M, 2M − m]  
diaforetik� [m−D,M + D]. Opìte katal xame ìti se k�je perÐptwsh h eiserqìmenh tim 

gia ìlec tic tri�dec ja brÐsketai sto di�sthma [m−D,M + D].
Me b�sh to parap�nw Je¸rhma mporoÔme na upologÐsoume to mègejoc tou sunìlou

pou perièqei ìlec tic dunatèc timèc twn eiserqìmenwn tim¸n kai twn tim¸n twn suntelest¸n

k�je tri�dac. To eÔroc twn eiserqìmenwn tim¸n ìpwc prokÔptei apì to Je¸rhma 4 eÐnai

3D. An jewr soume èna b ma d gia thn eÔresh twn pijan¸n tim¸n pou brÐskontai se autì

to di�sthma prokÔptei èna sÔnolo S mègistou m kouc
⌊

3D
d

⌋
+ 1 = O

(
D
d

)
. Epiplèon an

upojèsoume ìti ta Su
i,H ⊂ <, Su

i,L ⊂ <, Su
i,R ⊂ < sumbolÐzoun ta sÔnola apì ìlec tic

dunatèc timèc pou paÐrnoun oi treic suntelestèc zh, zl, zr miac tri�dac Ci dedomènou k�poiac

eiserqìmenhc tim c u, sÔmfwna me ta Jewr mata 2 kai 3 kai thn parap�nw parat rhsh,

sumperaÐnoume ìti kai h qwrik  poluplokìthta aut¸n twn sunìlwn ja eÐnai epÐshc O
(

D
d

)
.

2.5.4 Exagwg  thc lÔshc

Stìqoc ìpwc deÐxame kai parap�nw eÐnai na dhmiourg soume ton pÐnaka Q(i, u, b). Ja

qreiasteÐ ènac algìrijmoc dunamikoÔ prog4rammatismoÔ pou ja exet�zei ìlec tic dunatèc

sunìyeic anadromik�, ja upologÐzei to sf�lma gia k�je perÐptwsh kai ja epilègei thn

bèltisth lÔsh. JewroÔme ìti o pÐnakac A(u, b) apojhkeÔei tic bèltistec lÔseic gia k�je

epitrepìmenh eiserqìmenh tim  u kai gia upoleipìmeno q¸ro perÐlhyhc bl. K�je stoiqeÐo tou

pÐnaka ja èqei ta ex c pedÐa:

1. zh, zl, zr oi timèc pou paÐrnei k�je suntelest c thc tri�dac.

2. E(i, u, b) to mikrìtero sf�lma pou mporeÐ na epiteuqjeÐ me b�sh thn sugkekrimènh

eiserqìmenh tim  kai ton periorismì q¸rou b.

3. bl ton q¸ro pou apodÐdetai sÔmfwna me thn bèltisth lÔsh sto aristerì upodèntro.

To sf�lma upologÐzetai ìpwc anafèrame kai prohgoumènwc anadromik� me b�sh ta el�qista

sf�lmata twn paidi¸n tou kìmbou Ci, mèqri na ft�soume sthn b�sh thc anadrom c, opìte

upologÐzoume eÔkola to sf�lma apì thn eiserqìmenh kai thn arqik  tim . Parak�tw faÐnetai

sumbolik� o upologismìc tou sf�lmatoc:

E(0, 0, B) = minz∈S0
0,H
{E(1, z, B − (z 6= 0))}

E(i, u,B) = min


minzh∈Su

i,H ,b′∈Di
{E(il, u + zh, b′) + E(ir, u− zh, b− b′ − {zh 6= 0})

minzl∈Su
i,L,b′∈Di

{E(il, u + zl, b
′) + E(ir, u, b− b′ − {zl 6= 0})

minzr∈Su
i,R,b′∈Di

{E(il, u, b′) + E(ir, u + zr, b− b′ − {zr 6= 0})

'Opwc blèpoume qrhsimopoi jhkan ìlec oi idiìthtec pou apodeÐxame parap�nw. K�je for�

upologÐzoume to sf�lma dedomènou ìti ènac mìno apì touc suntelestèc eÐnai mh mhdenikìc

kai tèloc sundu�zoume ta apotelèsmata gia na broÔme thn bèltisth lÔsh. Sth b�sh thc
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anadrom c upologÐzoume to sf�lma sÔmfwna me thn diafor� thc eiserqìmenhc tim c apì thn

epijumht .

2.5.5 An�lush Poluplokìthtac EÔreshc PÐnaka Sfalm�twn

Gia k�je anadrom  exet�zoume ìlec tic dunatèc eiserqìmenec timèc kai me b�sh autèc

ìlec tic pijanèc timèc twn tri¸n suntelest¸n. 'Opwc apodeÐqjhke parap�nw kajèna apì

aut� ta sÔnola èqei qwrik  poluplokìthta O
(
(D

d )2
)
gia dedomèno b. Opìte h qronik 

poluplokìthta ja isoÔtai me to m koc aut¸n twn sunìlwn an� dÔo(gia dedomèno u

upologÐzoume tic dunatèc timèc twn sunìlwn Su
i,H , Su

i,L, Su
i,R gia ìlec tic dunatèc timèc tou

b,dhlad  gia b ∈ min
{
B, 2li − 1

}
. Opìte sunolik� h qronik  poluplokìthta ja isoÔtai

me O
(

(D
d )2

∑n
i=1 min

{
B, 2li − 1

}2
)

= O
(

D
d nB

)
. Epiplèon sthn eidik  perÐptwsh pou h

metrik  sf�lmatoc afor� to mègisto apì ta epimèrouc sf�lmata kai ìqi to �jroisma aut¸n o

par�gontac B gÐnetai log2 B lìgw thc duadik c anaz thshc sto sÔnolo twn dunat¸n tim¸n.

Se ì,ti afor� thn qwrik  poluplokìthta, dedomènou ìti to mègisto pl joc twn pin�kwn

pou prèpei na eÐnai apojhkeumènoi k�je stigm  isoÔtai me log n + 1(dhlad  ènac pÐnakac to

polÔ an� epÐpedo), h qwrik  poluplokìthta ja eÐnai O
(

D
d

∑
i = 1log n+1 min

{
B, 2li − 1

})
=

O
(

D
d log n

B

)
.

2.5.6 DhmiourgÐa PerÐlhyhc

H kataskeu  thc perÐlhyhc mporeÐ na gÐnei me dÔo diaforetikèc proseggÐseic. H mÐa eÐnai

perissìtero apodotik  wc proc ton q¸ro all� ustereÐ se poluplokìthta qrìnou kai h �llh

antÐstrofa eÐnai apodotik  wc proc ton qrìno kai mh apodotik  se q¸ro.

Space-Efficient LÔsh

Se aut  thn perÐptwsh afoÔ lÔsoume to prìblhma kai ex�goume ton pÐnaka E gia

thn rÐza, brÐskoume thn eggraf  tou pÐnaka pou elaqistopoieÐ to olikì sf�lma. Sth

sunèqeia xanatrèqoume ton algìrijmo jewr¸ntac wc rÐza ta paidi� tou. Me autìn ton trìpo

gnwrÐzontac thn eiserqìmenh tim  (apì thn epilog  thc eggraf c me to el�qisto sf�lma)

kai to mègejoc thc perÐlhyhc tou upodèntrou (apì to pedÐo thc eggraf c pou apojhkeÔei

to pl joc twn suntelest¸n pou katanèmontai sto aristerì upodèntro), brÐskoume touc

suntelestèc tou kìmbou kai epanalamb�noume thn Ðdia diadikasÐa gia ta paidi� tou mèqri

na ft�soume sta fÔlla opìte èqei prosdiorisjeÐ to dèntro pl rwc. H qronik  polu-

plokìthta ja isoÔtai me to �jroisma tou qrìnou ìlwn twn kl sewn thc mejoìdou pou

upologÐzei touc pÐnakec E. 'Opwc anafèrjhke parap�nw h qronik  poluplokìthta gia

dedomèna megèjouc n kai perÐlhyh megèjouc B eÐnai O
(

D
d nB

)
. 'Ara epeid  se k�je

kl sh to mègejoc twn dedomènwn ja isoÔtai me to pl joc twn dedomènwn pou an koun

sto upodèntro tou kìmbou pou lamb�netai wc rÐza, h sunolik  qronik  poluplokìthta

ja eÐnai O
(

D
d B

∑log n
l=0 2log n−l

)
= O

(
D
d nB log n

)
ìpou l to epÐpedo tou k�je suntelest 

kìmbou me anafor� th rÐza, to opoÐo paÐrnei timèc profan¸c sto di�sthma [0, log n]. H

qwrik  poluplokìthta ja isoÔtai me ton q¸ro pou qrei�zetai h kl sh gia thn rÐza tou
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dèntrou(opìte apaiteÐtai mègisth dèsmeush q¸rou) O
(

D
d log n

B

)
kai to q¸ro n pou apaiteÐtai

gia thn apoj keush twn dedomènwn, dhlad  sunolik� O
(

D
d log n

B + n
)
.

Time-Efficient LÔsh

H apodotik  wc proc ton qrìno lÔsh ja èqei qronik  poluplokìthta O
(

D
d nB

)
, dhlad 

Ðsh me mÐa kl sh thc mejìdou gia thn rÐza tou dèntrou. Sth sunèqeia up�rqoun oi ex c dÔo

peript¸seic gia thn kataskeu  tou dèntrou:

• Na krat soume ìlouc touc pÐnakec twn eswterik¸n kìmbwn tou dèntrou opìte Ôstera

ja brÐskoume touc suntelestèc me apl  prìsbash stouc pÐnakec qwrÐc na qrei�zetai

na xanatrèqoume ton algìrijmo. Se k�je epÐpedo o q¸roc pou apaiteÐtai gia thn

apoj keush tou pÐnaka ja eÐnai O
(
(D

d ) min
{
B, 2l

})
. Gia na èqoume sunolik  ektÐmhsh

tou q¸rou ja prèpei na ajroÐsoume ton q¸ro pou apaiteÐtai se k�je epÐpedo tou

dèntrou. 'Etsi se epÐpedo l dhmiourgoÔntai 2l−1 pÐnakec opìte sunolik� ja isqÔei ìti

O
(

(D
d )
∑log n

i=l−1 min
{
B, 2i

})
= O

(
D
d n log B

)
.

• Na apojhkeÔoume se k�je eggraf  tou pÐnaka mazÐ me to el�qisto sf�lma kai thn tim 

kai ton deÐkth ìlwn twn mh mhdenik¸n kìmbwn pou ja prèpei na up�rqoun sto upodèntro

¸ste na epiteuqjeÐ h bèltisth aut  prosèggish. Se aut n thn perÐptwsh kai p�li arkeÐ

na èqoume to polÔ log n + 1 anoiqtoÔc pÐnakec me thn diafor� ìti k�je pÐnakac, epeid 

ja perièqei kai èna di�nusma me touc mh mhdenikoÔc suntelestèc pou èqoun epileqjeÐ

sta kat¸tera epÐpeda, ja èqei qwrik  poluplokìthta O
(

(D
d ) min

{
B, 2l

}2
)
. Opìte

sunolik� ja èqoume ìti O
(

D
d

∑log n+1
i=1 min

{
B, 2li − 1

}2
)

= O
(

D
d B2 log n

B

)
.

2.6 EniaÐoc Sumbolismìc

Stic prohgoÔmenec paragr�fouc analÔsame touc treic tÔpouc tou metasqhmatismoÔ

Haar. Se aut n thn enìthta epidi¸koume na tonÐsoume ta eniaÐa qarakthristik� twn tri¸n

aut¸n metasqhmatism¸n kai na eis�goume èna eniaÐo sumbolismì pou ja perilamb�nei se

afairetikì epÐpedo kai tic treic autèc peript¸seic.

Ta dedomèna se k�je metasqhmatismì eÐnai ta fÔlla tou antÐstoiqou dèntrou pou

dhmiourgeÐtai en¸ h proseggistik  tim  tou k�je stoiqeÐou eÐnai to �jroisma ìlwn twn

suntelest¸n pou up�rqoun sto monop�ti apì th rÐza tou dèntrou mèqri to fÔllo sto

opoÐo brÐsketai to stoiqeÐo. Sumbolik� gia to stoiqeÐo èstw dj twn dedomènwn h

anakataskeuasmènh tim  ja eÐnaidj =
∑

i∈path(j) dijci. To dij sumbolÐzei to prìshmo thc

suneisfor�c thc tim c tou k�je suntelest  sto �jroisma. H par�metroc aut  eÐnai +1 gia

ta stoiqeÐa pou brÐskontai sto aristerì upodèntro kai −1 gia ta stoiqeÐa pou brÐskontai

sto dexÐ gia ton aplì M/S Haar kai ton M/S unrestricted Haar. AntÐstoiqa gia ton M/S

Haar+ h par�metroc aut  paÐrnei tic timèc pou perigr�fontai sthn par�grafo 2.4.2.

Epiplèon ìtan trèqoume ènan algìrijmo apì k�tw proc ta p�nw ja qrei�zetai na

gnwrÐzoume to arqikì monop�ti S pou katal gei se autì ton kìmbo. To monop�ti autì
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ja ekfr�zetai wc to sÔnolo twn mh mhdenik¸n suntelest¸n pou èqoun epileqjeÐ ga ton

M/S Haar kai wc mÐa eiserqìmenh tim  u gia ton M/S Haar+ kai ton M/S unrestricted
Haar.





Kef�laio 3

Sunìyeic gia Sunajroistikèc

Erwt seic

3.1 DiatÔpwsh tou probl matoc

Se aut  thn par�grafo ja diatup¸soume me majhmatikì sumbolismì to genikì prìblhma

pou perilamb�nei wc upopeript¸seic ìla ta eÐdh metasqhmatism¸n kumatidÐwn. K�je meta-

sqhmatismìc kumatidÐwn sthrÐzetai sthn ex c genik  mejodologÐa:

• Jewr¸ntac ìti èqoume èna sÔnolo apì N stoiqeÐa. OrÐzoume ton arijmì twn stoiqeÐwn

tou kat¸tatou epipèdou tou dèntrou pou prokÔptei apì ton metasqhmatismì Ðso me N .

Ta stoiqeÐa aut� anaparistoÔn ta anekthmèna stoiqeÐa me b�sh ton metasqhmatismì.

• AnaptÔssoume to dèntro proc ta ep�nw sÔmfwna me touc kanìnec tou metasqhmati-

smoÔ kai upologÐzoume gia k�je dunat  sÔnoyh th metrik  sf�lmatoc pou jèloume na

beltistopoi soume.

Se autì shmeÐo ja prèpei na exhg soume epiplèon ton trìpo me ton opoÐo upologÐzetai to

sf�lma. Se k�je perÐptwsh skopìc eÐnai na epilèxoume èna mikrì arijmì apì suntelestèc,

èstw B apì touc sunolikoÔc N (o arijmìc twn eswterik¸n kìmbwn tou dèntrou) suntelestèc

tou dèntrou tou metasqhmatismoÔ. Oi suntelestèc ci oi opoÐoi den èqoun epileqjeÐ,

jewroÔntai mhdenikoÐ kat� thn an�kthsh twn dedomènwn. K�je stoiqeÐo twn arqik¸n de-

domènwn anakt�tai me b�sh to �jroisma twn tim¸n twn kìmbwn pou an koun sto monop�ti

pou xekin� apì th rÐza kai katal gei sto sugkekrimèno stoiqeÐo, dhlad  sumbolik� èqoume

ìti dj =
∑

i∈path(j) dijci, ìpou dij stajer� pou orÐzetai apì to eÐdoc tou metasqhmatismoÔ.

H apìluth diafor� thc pragmatik c tim c apì thn anekthmènh, orÐzei to shmeiakì apìluto

sf�lma.

An sumbolÐsoume me sij =
∑j

k=i dk to �jroisma twn tim¸n twn dedomènwn pou èqoun

deÐkth i mèqri kai j, paÐrnoume thn tim  thc antÐstoiqhc sunajroistik c er¸thshc. H apìluth

diafor� thc pragmatik c tim c thc sunajroistik c aut c er¸thshc (pou prokÔptei apì

ta pragmatik� dedomèna) kai thc anakataskeuasmènhc (pou prokÔptei apì ta fÔlla tou

dèntrou) orÐzetai wc to sunajroistikì apìluto sf�lma.

41
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Plèon sÔmfwna me ta parap�nw mporoÔme na diatup¸soume to prìblhma proc epÐlush

wc ex c:

Dedomènou enìc sunìlou N stoiqeÐwn (ìpou N dÔnamh tou 2) ,

anazhtoÔme thn perÐlhyh me B apì touc sunolikoÔc N suntelestèc,

h opoÐa elaqistopoieÐ to mègisto apìluto sf�lma ìlwn twn dunat¸n

sunajroistik¸n erwt sewn pou prokÔptoun apì ta dedomèna.

3.2 Jewrhtikì Upìbajro

Se aut  thn enìthta ja eis�goume k�poia basik� jewr mata pou ja bohj soun sth

epÐlush tou probl matoc. Arqik� ja prèpei na orÐsoume ton aparaÐthto sumbolismì.

JewroÔme to sÔnolo e1, e2, . . . , en me ta proshmasmèna shmeiak� sf�lmata pou antistoiqoÔn

sta d1, d2, . . . , dn stoiqeÐa tou sunìlou twn dedomènwn. SumbolÐzoume me s(k, l) =
∑l

i=k ei

to sf�lma thc sunajroistik c er¸thshc pou perièqei ta stoiqeÐa me deÐkth apì k mèqri l, to

opoÐo prokÔptei apì to �jroisma twn k−l diadoqik¸n sfalm�twn pou oi deÐktec touc xekinoÔn

apì k kai katal goun se l. Epiplèon an d(k, l) = dk, . . . , dm, . . . , dl èna upodi�sthma twn

dedomènwn, ja sumbolÐzoume me M(k, l) = maxk≤i≤m≤j≤l) s(i, j) to mègisto sf�lma ìlwn

twn dunat¸n sunajroistik¸n erwt sewn pou perièqoun stoiqeÐa kai apì ta dÔo diadoqik�

upodiast mata d(k, m), d(m, l). AntÐstoiqa orÐzetai to m(k, l) wc to el�qisto sf�lma ìlwn

twn dunat¸n sunajroistik¸n erwt sewn pou perièqoun stoiqeÐa kai apì ta dÔo diadoqik�

upodiast mata d(k,m), d(m, l). Tèloc me touc ìrouc RM (k, l) = maxk≤i≤l s(i, l) kai

LM (k, l) = max(k≤j≤l) s(k, j) sumbolÐzoume to mègisto ìlwn twn dunat¸n sunajroistik¸n

erwt sewn pou perièqontai sto upodi�sthma d(k, l) kai katal goun sto dexiì �kro   xekinoÔn
apì to aristerì �kro antÐstoiqa. OmoÐwc orÐzontai oi antÐstoiqoi sumbolismoÐ gia ta

el�qista. Analutik� oi parap�nw sumbolismoÐ faÐnontai ston PÐnaka 3.1.

To pr¸to l mma anafèretai sthn eÔresh tou megÐstou sf�lmatoc enìc diast matoc twn

dedomènwn, èqontac k�poiec plhroforÐec gia dÔo epimèrouc tm mat� tou. TonÐzoume ìti h

parak�tw apìdeixh anafèretai sto mègisto proshmasmèno sf�lma kai ìqi kat� apìluth tim .

To mègisto apìluto sf�lma prokÔptei apì thn sÔgkrish el�qistou kai mègistou sf�lmatoc,

ìpwc ja deÐxoume parak�tw.

L mma 3.2.1. 'Estw d(k, l) = dk, . . . , dj , . . . , dl èna upodi�sthma twn dedomènwn pou

qwrÐzetai me b�sh to stoiqeÐo dj se dÔo diadoqik� upodiast mata, mporoÔme na upologÐsoume

to mègisto sf�lma M(k, j, l) ìlwn twn dunat¸n sunajroistik¸n erwt sewn pou perièqoun

dedomèna kai apì ta dÔo upodiast mata, an gnwrÐzoume ta megèjh RM (k, j),LM (j + 1, l).

Apìdeixh. Jèloume na upologÐsoume to mègisto sf�lma ìlwn twn dunat¸n sunajroistik¸n

erwt sewn pou perièqoun dedomèna kai apì ta dÔo upodiast mata d(k, j) kai d(j + 1, l). To
sf�lma autì prokÔptei, ìpwc faÐnetai apì ton orismì tou, apì to �jroisma twn epimèrouc

proshmasmènwn shmeiak¸n sfalm�twn.Epeid  to �jroisma afor� mìno diadoqikoÔc arijmoÔc

ja prèpei na sundu�soume ajroÐsmata pou telei¸noun sto stoiqeÐo dj me �lla pou arqÐzoun



3.2 Jewrhtikì Upìbajro 43

SÔmbola Sunajroistik¸n Erwt sewn
I(k, l) Μέγιστο απόλυτο συναθροιστικό σφάλμα

που βρίσκεται εντός των ορίων k, l

LM (k, l) Μέγιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα

που ξεκινά από το στοιχείο k και τελειώνει πριν το l

Lm(k, l) Ελάχιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα

που ξεκινά από το στοιχείο k και τελειώνει πριν το l

RM (k, l) Μέγιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα που

καταλήγει στο l και ξεκινά μετά το k

Rm(k, l) Ελάχιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα

που καταλήγει στο l και ξεκινά μετά το k

m(k, j, l) Ελάχιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα

που ξεκινά μεταξύ k, j και τελείωνει μεταξύ j + 1, l

M(k, j, l) Μέγιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα

που ξεκινά μεταξύ k, j και τελείωνει μεταξύ j + 1, l

s(k, l) Σφάλμα της συναθροιστικής ερώτησης με στοιχεία

από k μέχρι l δείκτη

PÐnakac 3.1: SÔmbola Sunajroistik¸n Erwt sewn

apì to dj+1. An sundu�soume to RM (k, j) me to LM (j + 1, l) den qrei�zetai na exet�soume

opoiad pote �lla endi�mesa ajroÐsmata giatÐ ètsi ja èqoume p�rei to mègisto dunatì

endi�meso �jroisma. Autì apodeiknÔetai eÔkola me apagwg  se �topo.

'Estw R(k, j), èna apì ta sf�lmata pou sundu�zoume, to opoÐo en¸ den eÐnai to mègisto

apì ta arister� sunduazìmeno me k�poio L(j +1, l) dÐnei to mègisto endi�meso sf�lma. Tìte
ja up�rqei toul�qiston èna sf�lma to opoÐo ja eÐnai o sunduasmìc tou RM (k, j) me to Ðdio

L(j + 1, l) kai to opoÐo ja eÐnai profan¸c megalÔtero apì to mègisto endi�meso �jroisma

pou èqoume upojèsei. 'Ara katal xame se �topo, opìte h upìjesh den isqÔei, dhlad  gia

thn eÔresh tou mègistou endi�mesou ajroÐsmatoc arkeÐ na sundu�soume mìno ta mègista apì

arister� kai dexi�.

OmoÐwc apodeiknÔetai ìti to el�qisto sf�lma m(k, j, l) tou diast matoc brÐsketai

gnwrÐzontac ta megèjh Rm(k, j),Lm(j + 1, l). Dhlad  isqÔei to parak�tw l mma.

L mma 3.2.2. 'Estw d(k, l) = dk, . . . , dj , . . . , dl èna upodi�sthma twn dedomènwn pou

qwrÐzetai me b�sh to stoiqeÐo dj se dÔo diadoqik� upodiast mata, mporoÔme na upologÐsoume

to el�qisto sf�lma m(k, j, l) ìlwn twn dunat¸n sunajroistik¸n erwt sewn pou perièqoun

dedomèna kai apì ta dÔo upodiast mata, an gnwrÐzoume ta megèjh Rm(k, j),Lm(j + 1, l).

Sth sunèqeia ja parajèsoume èna je¸rhma pou qrhsimopoieÐ ta dÔo parap�nw l mmata

gia thn eÔresh tou megÐstou apolÔtou sunajroistikoÔ sf�lmatoc.

Je¸rhma 3.2.1. 'Estw d(k, l) = dk, . . . , dj , . . . , dl èna upodi�sthma twn dedomè-

nwn pou qwrÐzetai me b�sh to stoiqeÐo dj se dÔo diadoqik� upodiast mata, mporoÔme

na upologÐsoume to mègisto apìluto sf�lma I(k, l) ìlwn twn dunat¸n sunajroistik¸n
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erwt sewn pou perièqontai sto upodi�sthma d(k, l), an gnwrÐzoume ta megèjh I(k, j),I(j +
1, l),m(k, j, l),M(k, j, l).

Apìdeixh. To mègisto apìluto sf�lma I(k, l) ìlwn twn dunat¸n sunajroistik¸n erwt sewn
pou perièqontai sto upodi�sthma d(k, l) ja an kei opwsd pote se mÐa apì tic parak�tw treic

peript¸seic:

• To mègisto apìluto sf�lma prokÔptei exolokl rou apì stoiqeÐa me mègisto deÐkth j

opìte dÐnetai apeujeÐac apì thn tim  tou I(k, j) ìpwc prokÔptei kai apì ton orismì

tou sumbolismoÔ pou orÐsame parap�nw.

• To mègisto sf�lma prokÔptei exolokl rou apì stoiqeÐa me el�qisto deÐkth j+1 opìte

dÐnetai apeujeÐac apì thn tim  tou I(j + 1, l).

• To mègisto sf�lma antistoiqeÐ se sunajroistik  er¸thsh pou perièqei stoiqeÐa kai

apì ta dÔo sÔnola. SÔmfwna me ta L mmata 1,2 oi timèc m(k, j, l),M(k, j, l) mac dÐnoun
to el�qisto kai mègisto proshmasmèno sf�lma gia er¸thsh pou perièqei stoiqeÐa kai

apì ta dÔo upodiast mata. 'Ara se aut  thn perÐptwsh to mègisto apìluto sf�lma

ja eÐnai to mègisto kat� apìluth tim  twn megej¸n m(k, j, l),M(k, j, l).

ApodeÐxame ìti to mègisto apìluto sf�lma ja eÐnai se k�je perÐptwsh èna apì aut�

ta tèssera megèjh, opìte arkeÐ h sÔgkrish twn apolÔtwn tim¸n twn I(k, j),I(j +
1, l),m(k, j, l),M(k, j, l) gia thn eÔresh tou megÐstou apolÔtou sunajroistikoÔ sf�lmatoc.

Sth sunèqeia ja parajèsoume èna L mma gia thn dhmiourgÐa twn mètrwn sf�lmatoc sta

�kra.

L mma 3.2.3. 'Estw d(k, l) = dk, . . . , dj , . . . , dl èna upodi�sthma twn dedomènwn pou

qwrÐzetai me b�sh to stoiqeÐo dj se dÔo diadoqik� upodiast mata, mporoÔme na upologÐsoume

to mègisto sf�lma LM (k, l) ìlwn twn sunajroistik¸n erwt sewn pou xekinoÔn apì to

stoiqeÐo dk, an gnwrÐzoume ta megèjh LM (k, j), s(k, j),LM (j + 1, n).

Apìdeixh. Gia to mègisto sf�lma LM (k, l) ìlwn twn sunajroistik¸n erwt sewn pou

xekinoÔn apì to stoiqeÐo dk ja isqÔei mÐa apì tic parak�tw dÔo peript¸seic:

• 'Ola ta stoiqeÐa na èqoun mègisto deÐkth j opìte to zhtoÔmeno �jroisma dÐnetai

apeujeÐac apì to LM (1, j).

• To zhtoÔmeno mègisto �jroisma perièqei stoiqeÐa kai apì ta dÔo upodiast mata. Se

aut  thn perÐptwsh ja prèpei na perièqei ìla ta stoiqeÐa tou pr¸tou upodiast matoc

(afoÔ xekin� apì to aristerì �kro kai perilamb�nei kai k�poia stoiqeÐa apì to dexÐ

upodi�sthma). 'Ara arkeÐ na sundu�soume to �jroisma ìlwn twn sfalm�twn tou

aristeroÔ upodiast matoc me to mègisto sf�lma apì ta dexi� LM (j + 1, n). Pr�gmati
den qrei�zetai na upologÐsoume ta upìloipa ajroÐsmata giatÐ ìla ja èqoun ton deÔtero

ìro tou ajroÐsmatoc mikrìtero (efìson èqoume jewr sei ìti paÐrnoume to mègisto).
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OmoÐwc apodeiknÔetai ìti me antÐstoiqo trìpo mporeÐ na upologisteÐ to RM (k, l) kaj¸c
kai ta antÐstoiqa mètra gia ta el�qista ajroÐsmata. Endeiktik� anafèroume to parak�tw

l mma qwrÐc apìdeixh.

L mma 3.2.4. 'Estw d(k, l) = dk, . . . , dj , . . . , dl èna upodi�sthma twn dedomènwn pou

qwrÐzetai me b�sh to stoiqeÐo dj se dÔo diadoqik� upodiast mata, mporoÔme na upologÐsoume

to mègisto sf�lma RM (k, l) ìlwn twn sunajroistik¸n erwt sewn pou xekinoÔn apì to

stoiqeÐo dk, an gnwrÐzoume ta megèjh RM (k, j), s(j + 1, k),RM (j + 1, n).

Ta parap�nw l mmata kai jewr mata ja qrhsimopoihjoÔn gia thn eÔresh thc

bèltisthc lÔshc ¸ste na mhn upologÐzontai exantlhtik� ta sf�lmata ìlwn twn dunat¸n

sunajroistik¸n erwt sewn par� mìno twn mègistwn tim¸n aut¸n, pou eÐnai kai h posìthta

proc elaqistopoÐhsh.

3.3 Genikìc Algìrijmoc RangeHaar

3.3.1 Eisagwg 

Se autì to kef�laio ja parousi�soume ton genikì algìrijmo gia thn epÐlush tou probl -

matoc twn sunajroistik¸n erwt sewn. O genikìc algìrijmoc lÔnei to prìblhma afairetik�

gia k�je metasqhmatismì Haar qwrÐc na upeisèrqetai se leptomèreiec pou aforoÔn ton trìpo
me to opoÐo leitourgeÐ o k�je metasqhmatismìc. Oi epimèrouc leptomèreiec mporoÔn eÔkola

na prostejoÔn sth genik  logik  tou algorÐjmou ¸ste na prokÔyoun oi algìrijmoi pou

telik� ja qrhsimopoihjoÔn sthn pr�xh. Epilègoume na parousi�soume ton genikì autì

algìrijmo me autìn ton trìpo gia na deÐxoume thn eniaÐa logik  tou probl matoc twn

sunajroistik¸n erwt sewn anex�rthta apì ton metasqhmatismì kai na prosfèroume mÐa

ìso to dunatìn pio genik  lÔsh tou probl matoc.

Arqik� epanerqìmaste ston orismì tou probl matoc ¸ste na analÔsoume kai na

montelopoi soume th lÔsh tou. An jewr soume ìti o algìrijmoc pou ja proteÐnoume

leitourgeÐ apì k�tw proc ta p�nw (bottom-up), tìte se k�je kìmbo h bèltisth sÔnoyh

epilègetai ¸ste na beltistopoioÔntai ìqi mìno oi sunajroistikèc erwt seic pou brÐskontai

upì thn embèleia tou kìmbou autoÔ all� kai ìsec perièqoun k�poio komm�ti apì ta dedomèna

tou upodèntrou kai epekteÐnontai ektìc autoÔ. 'Opwc ja faneÐ kai parak�tw to prìblhma

autì eÐnai idiaÐtera dÔskolo diìti den mporeÐ na antimetwpisjeÐ me tic klassikèc teqnikèc tou

dunamikoÔ programmatismoÔ.

Epeid  ìpwc faÐnetai to prìblhma exart�tai apì ta mègista sf�lmata se an¸tero

epÐpedo, h topik� bèltisth lÔsh (dhlad  h bèltisth lÔsh gia to upodèntro) den mac kalÔptei

giati mporeÐ na up�rqei k�poia �llh sÔnoyh pou endeqomènwc na mhn eÐnai bèltisth gia to

upodèntro all� na beltistopoieÐ k�poio sf�lma se an¸tero epÐpedo. Autì profan¸c den

mporoÔme na to gnwrÐzoume ek twn protèrwn an den upologÐsoume ta sf�lmata se ìlo to

dèntro.
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SÔmbola tou algorÐjmou RangeHaar
I[i] Μέγιστο απόλυτο συναθροιστικό σφάλμα του υποδέντρου

που έχει ως ρίζα τον συντελεστή ci

LM [i] Μέγιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα που

ξεκινά από το αριστερό άκρο του υποδέντρου ci

Lm[i] Ελάχιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα που

ξεκινά από το αριστερό άκρο του υποδέντρου ci

RM [i] Μέγιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα που

καταλήγει από το δεξί άκρο του υποδέντρου ci

Rm[i] Ελάχιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα που

καταλήγει από το δεξί άκρο του υποδέντρου ci

m[i] Ελάχιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα που

περιέχει στοιχεία και από τα δύο υπόδεντρα-παιδιά του ci

M [i] Μέγιστο προσημασμένο συναθροιστικό σφάλμα που

περιέχει στοιχεία και από τα δύο υπόδεντρα-παιδιά του ci

r[i] ΄Αθροισμα όλων των πραγματικών τιμών των στοιχείων

που περιέχονται στο υπόδεντρο ci

s[i] Σφάλμα της συναθροιστικής ερώτησης που περιέχει

όλα τα στοιχεία του υποδέντρου ci

PÐnakac 3.2: SÔmbola tou algorÐjmou RangeHaar

3.3.2 MontelopoÐhsh Probl matoc

Sto prohgoÔmeno ed�fio apodeÐxame ìti gia thn beltistopoÐhsh tou olikoÔ sf�lmatoc

qrei�zetai na gnwrÐzoume ta el�qista kai mègista sf�lmata sta �kra kai to mègisto sf�lma

entìc tou upodèntrou kat� apìluth tim . Montelopoi¸ntac to prìblhma ja mporoÔsame na

poÔme ìti to stigmiìtupo k�je sÔnoyhc orÐzetai monos manta apì tim  ston kìmbo ci, to

arqikì monop�ti S kai tic timèc stouc suntelestès-apogìnouc tou kìmbou ci dedomènou

ìti apomènei q¸roc b. To stigmiìtupo autì mporeÐ na antistoiqisjeÐ se èna di�nusma

sf�lmatoc V = [I[i], LM [i], Lm[i], RM [i], Rm[i]] pou perièqei to mègisto sf�lma entìc tou

upodèntrou, to mègisto kai el�qisto sf�lma sta aristerì kai dexÐ �kro tou upodèntrou

antÐstoiqa. 'Opwc faÐnetai apì ton orismì poll� diaforetik� stigmiìtupa sunìyewn mporoÔn

na antiproswpeÔontai apì to Ðdio di�nusma sf�lmatoc afoÔ mporeÐ na prokaloÔn Ðdiec timèc

sta metroÔmena sf�lmata.

Prin proqwr soume sthn perigraf  tou algorÐjmou anafèroume sugkentrwtik� ston

PÐnaka 3.2 ton sumbolismì pou ja qrhsimopoi soume gia thn dhmiourgÐa tou algorÐjmou.

3.3.3 Perigraf  AlgorÐjmou RangeHaar

Arqik� ja analÔsoume ta basik� shmeÐa tou algorÐjmou kai ton trìpo me ton opoÐo

proèkuyan me b�sh thn jewrhtik  melèth pou èqei prohghjeÐ. 'Opwc èqei  dh anaferjeÐ o

algìrijmoc leitourgeÐ apì k�tw proc ta p�nw(bottom-up) kai se k�je epÐpedo upologÐzei

gia k�je stigmiìtupo mÐac sÔnoyhc to di�nusma sf�lmatoc. Sth sunèqeia apofasÐzei an ja

krat sei to sugkekrimèno di�nusma sf�lmatoc an�loga me to an plhroÔntai oi proôpojèseic



3.3 Genikìc Algìrijmoc RangeHaar 47

sÔmfwna me to krit rio merik c di�taxhc pou ja analÔsoume parak�tw twn dianusm�twn. E�n

threÐtai to krit rio prosjètei sto antÐstoiqo stigmiìtupo thc perÐlhyhc pou an kei.

Anadromikìc Upologismìc Dianusm�twn Sf�lmatoc

Xekin¸ntac ja prèpei na anafèroume thn antistoiqÐa an�mesa stouc sumbolismoÔc pou

qrhsimopoi same kat� thn jewrhtik  melèth kai touc sumbolismoÔc pou qrhsimopoioÔme kat�

thn perigraf  tou algorÐjmou. Sthn jewrhtik  an�lush tou probl matoc jewroÔsame èna

upodi�sthma twn dedomènwn d(k, l) = dk, . . . , dj , . . . , dl pou qwrÐzetai me b�sh to stoiqeÐo dj

se dÔo diadoqik� upodiast mata kai antÐstoiqa orÐzame p.q. wc LM (k, j) to mègisto sf�lma

ìlwn twn erwt sewn pou brÐskontai mèsa sto di�sthma d(k, j) kai xekinoÔn apì to aristerì

tou �kro. Ston antÐstoiqo sumbolismì tou algorÐjmou qrhsimopoioÔme èna mìno deÐkth gia

na dhl¸soume to antÐstoiqo sf�lma LM [i]. Autì sumbaÐnei giatÐ k�je dèntro Haar eÐnai èna

duadikì dèntro, opìte k�je kìmboc tou dèntrou (pou dhl¸netai monos manta apì ton deÐkth

tou) èqei upì thn embèleia tou èna sugkekrimèno upodi�sthma twn dedomènwn pou eÐnai ta

fÔlla ìlwn twn apogìnwn tou kìmbou. 'Ara ousiastik� ìpwc faÐnetai o sumbolismìc pou

qrhsimopoieÐtai gia thn perigraf  tou algorÐjmou parist�nei mÐa eidik  perÐptwsh twn ìswn

èqoun anaferjeÐ kat� th jewrhtik  melèth ìpou o k�je suntelest c tou duadikoÔ dèntrou

orÐzei èna upodi�sthma twn dedomènwn. Epiplèon parathroÔme thn idiìthta ìti an k�poioc

kìmboc ci orÐzei èna di�sthma twn dedomènwn tìte ta paidi� tou ja diamerÐzoun to di�sthma

autì se dÔo diadoqik� diast mata Ðsou megèjouc.

Plèon mporoÔme na efarmìsoume ta l mmata kai ta jewr mata pou apodeÐxame gia thn

dhmiourgÐa tou dianÔsmatoc sf�lmatoc. JewroÔme ìti o k�je kìmboc paÐrnei apì ta paidi�

tou mÐa lÐsta apì ìla ta pijan� bèltista stigmiìtupa peril yewn kai ta sundu�zei ¸ste

na fti�xei thn dik  tou lÐsta apì pijan� bèltista stigmiìtupa. K�je stigmiìtupo ja

exet�zetai apì ton kìmbo me b�sh to di�nusma sf�lmatoc tou paidioÔ tou. Atì shmaÐnei

ìti telik� o kìmboc ja k�nei ìlouc touc dunatoÔc sunduasmoÔc twn dianusm�twn sf�lma-

toc twn paidi¸n tou. An jewr soume ìti o kìmboc ci orÐzei èna di�sthma twn dedomènwn,

tìte ta paidi� tou ìpwc èqoume anafèrei ja diamerÐzoun to di�sthma autì se dÔo diadoqik�

diast mata. H eiserqìmenh tim  èstw u ja isoÔtai me th mèsh anakataskeuasmènh tim 

sto upodèntro sto opoÐo eisèrqetai opìte to sf�lma thc er¸thshc pou perièqei ìla ta

stoiqeÐa tou diast matoc pou orÐzei o patèras-kìmboc mporeÐ na upologisteÐ apeujeÐac an

afairèsoume apì to �jroisma twn pragmatik¸n tim¸n twn stoiqèiwn pou perièqontai sto

upìdentro thn eiserqìmenh ston kìmbo tim  pollaplasiazìmenh me ton arijmì twn stoiqeÐwn

pou perièqontai sto upìdentro. Epiplèon ta antÐstoiqa sf�lmata twn kìmbwn-paidi¸n ja

dÐnontai me thn Ðdia logik  apì thn eiserqìmenh tim  sta antÐstoiqa upìdentra-paidi�, h opoÐa

kajorÐzetai me b�sh thn eiserqìmenh tim  ston kìmbo-patèra kai thn tim  tou suntelest 

ci kai upodiplasi�zontac ton arijmì twn stoiqeÐwn. Autì shmaÐnei ìti mporoÔme eÔkola na

upologÐsoume ta en lìgw sf�lmata apì tic parak�tw sqèseic:

s[i] = r[i]− ku
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s[2i] = s[i] + (k/2)ci

s[2i + 1] = s[i]− (k/2)ci

'Opou k o arijmìc twn stoiqeÐwn pou perilamb�nontai sto upìdentro. Sth sunèqeia ja

upologÐsoume me b�sh ta L mmata 3.2.3-3.2.4 to di�nusma sf�lmatoc tou patèra-kìmbou gia

èna sugkekrimèno stigmiìtupo apì ta dianÔsmata sf�lmatoc twn paidi¸n. Opìte ja èqoume

ìti:

LM [i] = max(LM [2i], s[2i] + LM [2i + 1])

Lm[i] = min(Lm[2i], s[2i] + Lm[2i + 1])

RM [i] = max(RM [2i] + s[2i + 1], RM [2i + 1])

Rm[i] = min(Rm[2i] + s[2i + 1], Rm[2i + 1])

Gia na broÔme to mègisto kai el�qisto endi�meso sf�lma èstw M [i], m[i] qrhsimopoioÔme ta
L mmata 3.2.1-3.2.2 opìte ja èqoume:

M [i] = max(I[2i], I[2i + 1], RM [2i] + LM [2i + 1])

m[i] = Rm[2i] + Lm[2i + 1]

'Epeita gia na broÔme to mègisto apìluto sf�lma entìc tou upodèntrou qrhsimopoioÔme to

Je¸rhma 3.2.1. Opìte paÐrnoume thn parak�tw sqèsh:

I[i] = max(I[2i], I[2i + 1], |RM [2i] + LM [2i + 1]| , |Rm[2i] + Lm[2i + 1]|)

SÔmfwna me ta parap�nw ja èqoume upologÐsei epituq¸c to di�nusma sf�lmatoc tou patèra

èstw V = [I[i], LM [i], Lm[i], RM [i], Rm[i]] apì ta dianÔsmata sf�lmatoc twn kìmbwn-

paidi¸n.

Me b�sh ta parap�nw mporoÔme wc mÐa pr¸th prosèggish sto prìblhma na proteÐnoume

ton anadromikì upologismì twn dianusm�twn sf�lmatoc k�je perÐlhyhc apì ta dianÔsmata

sf�lmatoc twn kìmbwn-paidi¸n. Autì shmaÐnei ìti gia dedomèno arqikì monop�ti S kai

eleÔjero q¸ro b ja prèpei na apojhkeÔoume se k�je kìmbo i ìlec tic dunatèc sunìyeic

stic opoÐec summetèqei, oi opoÐec endeqomènwc na odhg soun sthn bèltisth kajolik  lÔsh.

ElleÐyei k�poiou krithrÐou, ja prèpei na apojhkeÔsoume ìlec tic dunatèc sunìyeic kai

na tic sundu�zoume sto an¸tero epÐpedo (sundu�zontac ta antÐstoiqa dianÔsmata sf�l-

matoc ìpwc perigr�fthke parap�nw). Aut  h lÔsh eÐnai fanerì ìti eÐnai idiaÐtera mh

apodotik  afoÔ apaiteÐ ekjetikì q¸ro kai qrìno. Autì sumbaÐnei giatÐ xekin¸ntac arqik�

apì to kat¸tato epÐpedo exet�zoume èna peperasmèno arijmì sunìyewn (pou antistoiqoÔn

se ènan arijmì dianusm�twn sf�lmatoc) èstw a tic opoÐec apojhkeÔoume. Sto amèswc

an¸tero epÐpedo k�je kìmboc prèpei na sundu�sei tic a sunìyeic tou k�je kìmbou-paidioÔ

(sundu�zontac ta dianÔsmata sf�lmatoc sta opoÐa antistoiqoÔn) opìte ja prokÔyoun a2

sunìyeic oi opoÐec apojhkeÔontai proc qr sh tou epìmenou kìmbou-patèra. Sto amèswc
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epìmeno epÐpedo ja dhmiourghjoÔn a4 sunìyeic, ¸spou telik� sth rÐza ja èqoume aN

sunìyeic. Dhlad  katal goume na qreiazìmaste ekjetikì q¸ro gia na apojhkeÔsoume ìlec

tic pijanèc bèltistec peril yeic kai ekjetikì qrìno gia na tic sundu�soume se k�je b ma

kai na exet�soume telik� poia eÐnai h kalÔterh.

3.3.4 Merik  Di�taxh StigmiotÔpwn

Oi Deligiannakis kai Roussopoulos sto [1] qrhsimopoÐhsan ènan algìrijmoc merik c

di�taxhc gia na epilÔsoun to prìblhma bèltisthc sÔnoyhc se poludi�stata dedomèna.

AntÐstoiqa sto prìblhma pou exet�zoume èqontac wc stìqo na mei¸soume thn poluplo-

kìthta tou algorÐjmou prospajoÔme na eis�goume k�poio krit rio merik c di�taxhc twn

stigmiìtupwn me b�sh to opoÐo ja mporoÔme na aporrÐptoume ta stigmiìtupa orismènwn

sunìyewn efìson gnwrÐzoume ìti den odhgoÔn se kamÐa perÐptwsh sthn bèltisth lÔsh. H

ènnoia thc merik c di�taxhc aporrèei apì to gegonìc ìti orismèna dianÔsmata ja uperteroÔn

se k�poia pedÐa kai ja usteroÔn se k�poia �lla ènanti orismènwn �llwn dianusm�twn.

To krit rio ja efarmosteÐ wc ex c. K�je kìmboc ja krat� èna sÔnolo apì dianÔsmata

sf�lmatoc pou èqoun epileqjeÐ sÔmfwna me to krit rio merik c di�taxhc. Arqik� to sÔnolo

autì eÐnai kenì opìte to pr¸to di�nusma ja krathjeÐ qwrÐc ton èlegqo tou krithrÐou.

Sth sunèqeia gia k�je nèo di�nusma sf�lmatoc ja gÐnetai sÔgkrish me ta dianÔsmata pou

up�rqoun sto sÔnolo me b�sh to krit rio merik c di�taxhc. Arqik� jewroÔme ìti prèpei

na krat soume to di�nusma autì. H kat�stash aut  all�zei an brejeÐ toul�qiston èna

di�nusma mèsa sto sÔnolo to opoÐo na uperèqei sÔmfwna me to krit rio merik c di�taxhc. To

di�nusma sugkrÐnetai me ìla ta dianÔsmata tou sunìlou ètsi ¸ste na brejoÔn an up�rqoun

dianÔsmata pou upoleÐpontai me b�sh to krit rio. 'Ara an brejeÐ k�poio di�nusma to opoÐo

na upoleÐpetai ènanti tou nèou dianÔsmatoc, tìte autì diagr�fetai �mesa apì to sÔnolo.

Sunoptik� ja lègame ìti k�je nèo di�nusma sugkrÐnetai me k�je di�nusma tou sunìlou,

diagr�fontac ìla ta dianÔsmata ènanti twn opoÐwn uperèqei kai all�zontac thn kat�stash

tou se mh apojhkeÔsimo an brei k�poio di�nusma pou eÐnai kalÔtero apì autì. 'Otan o

algìrijmoc èqei sar¸sei ìlo to sÔnolo apojhkeÔei   diagr�fei to nèo di�nusma an�loga me

thn kat�stash pou èqei tejeÐ. Se perÐptwsh pou ja prèpei na apojhkeujeÐ to di�nusma sf�l-

matoc, tìte apojhkeÔoume kai to stigmiìtupo thc sÔnoyhc sto opoÐo an kei kai enhmer¸noume

an qrei�zetai th metablht  pou apojhkeÔei to mègisto apì ta mègista apìluta sf�lmata tou

stigmiìtupou.

'Opwc anafèrame sthn prohgoÔmenh par�grafo to stigmiìtupo k�je sÔnoyhc

antiproswpeÔetai apì èna di�nusma sf�lmatoc. Sthn apl  perÐptwsh twn shmeiak¸n

erwt sewn to di�nusma sf�lmatoc apoteleÐtai apì mÐa mìno tim  (to mètro tou shmeiakoÔ

sf�lmatoc pou jèloume na beltistopoi soume), opìte mporoÔme eÔkola na diat�xoume ta

dianÔsmata sf�lmatoc pou prokÔptoun apì ta di�fora stigmiìtupa peril yewn se aÔxousa

seir� kai na epilèxoume autì pou beltistopoieÐ (elaqistopoieÐ) to zhtoÔmeno sf�lma.

AntÐjeta sthn perÐptwsh twn sunajroistik¸n erwt sewn to di�nusma sf�lmatoc apoteleÐtai

apì èxi sf�lmata ek twn opoÐwn mac endiafèrei na beltistopoi soume to mègisto eswterikì
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apìluto sf�lma entìc tou upodèntrou kai to sf�lma sta �kra pou ephre�zei to mègisto

apìluto sunajroistikì sf�lma se an¸tera epÐpeda. Stìqoc loipìn tou krithrÐou eÐnai me

b�sh th fÔsh tou probl matoc na mporèsoume na diat�xoume merik¸c (upì thn ènnoia ìti

orismèna dianÔsmata ja uperteroÔn se k�poia pedÐa kai ja usteroÔn se k�poia �lla ènanti

orismènwn �llwn dianusm�twn) to sÔnolo twn dianusm�twn sf�lmatoc. Se k�je perÐptwsh

ja up�rqoun orismèna dianÔsmata ta opoÐa upoleÐpontai se ìla ta pedÐa kai ta opoÐa ja prèpei

na aporrÐptontai giatÐ den ja odhgoÔn potè se bèltisth lÔsh. AporrÐptontac orismèna apì

ta dianÔsmata wc mh bèltista, aporrÐptoume sugqrìnwc ta stigmiìtupa twn peril yewn pou

sundèontai me aut� kai telik� katal goume se mÐa merik  di�taxh twn stigmiotÔpwn twn

sunìyewn. Arqik� diatup¸noume ton parak�tw orismì:

Orismìc. Ja lème ìti mÐa plei�da V = [I, LM , Lm, RM , Rm] upertereÐ mÐac �llhc plei�dac
V ′ = [I ′, L′M , L′m, R′M , R′m], ìpou I < I ′,LM < L′M , Lm > L′m,RM < R′M kai Rm > R′m.

'Eqontac orÐsei thn ènnoia thc uperoq c enìc dianÔsmatoc sf�lmatoc ja apodeÐxoume ìti

an h plei�da V upertereÐ mÐac �llhc plei�dac V ′tìte h plei�da V dhmiourgeÐ èna di�nusma

sf�lmatoc sthn rÐza tou dèntrou Vroot pou eÐnai se k�je perÐptwsh kalÔtero (dhlad  èqei

mikrìtero apìluto mègisto sf�lma IM [i]) apì to di�nusma sf�lmatoc V ′root pou dhmiourgeÐtai

apì thn plei�da V ′. Parak�tw parajètoume to antÐstoiqo Je¸rhma.

Je¸rhma Merik c Di�taxhc StigmiotÔpwn. An h plei�da V upertereÐ mÐac �llhc

plei�dac V ′tìte h plei�da V dhmiourgeÐ èna di�nusma sf�lmatoc sthn rÐza tou dèntrou Vroot

pou eÐnai se k�je perÐptwsh kalÔtero (dhlad  èqei mikrìtero apìluto mègisto sf�lma IM [i])
apì to di�nusma sf�lmatoc V ′root pou dhmiourgeÐtai apì thn plei�da V ′.

Apìdeixh. Gia na apodeÐxoume to parap�nw je¸rhma ja prèpei na deÐxoume ìti to di�nusma

pou upertereÐ anex�rthta me poio di�nusma ja sunduasteÐ, ja d¸sei sÐgoura èna kalÔtero

di�nusma (dhlad  èna di�nusma pou ja upertereÐ ènanti tou �llou) sto an¸tero epÐpedo

se sqèsh me to di�nusma pou ja d¸sei h upoleipìmenh plei�da. H diadikasÐa aut  ja

epanalamb�netai, dhlad  to di�nusma pou uperèqei ja genn� dianÔsmata pou uperèqoun

se an¸tero epÐpedo ¸spou na ft�soume sth rÐza opìte ja èqoume apodeÐxei pl rwc to

je¸rhma. Gia ta parak�tw jewroÔme ìti jèloume na par�goume èna di�nusma sf�lmatoc

enìc kìmbou-patèra èstw V = [I, LM , Lm, RM , Rm] apì ta dianÔsmata sf�lmatoc twn

paidi¸n èstw VL = [IL, LL
M , LL

m, RL
M , RL

m], VR = [IR, LR
M , LR

m, RR
M , RR

m] tou aristeroÔ

kai dexioÔ upodèntrou antÐstoiqa. QwrÐc bl�bh thc genikìthtac jewroÔme èna �llo

di�nusma V ′L = [I ′L, L′LM , L′Lm , R′LM , R′Lm ] to opoÐo upoleÐpetai ènanti tou VR   sumbolik�

dominate(V L, V ′L) kai upologÐzoume gia to tuqaÐo di�nusma VL to antÐstoiqo paragìmeno

di�nusma tou kìmbou-patèra V ′1 = [I ′, L′M , L′m, R′M , R′m]. AntÐstoiqa mporoÔme na

apodeÐxoume ìti katal goume sta Ðdia sumper�smata an jewr soume dominate(V R, V ′R).
Jèloume na deÐxoume ìti to V1 ja uperèqei ènanti tou V ′1 . Gia k�je sf�lma ja prèpei

na isqÔei h anisìthta pou tÐjetai ston orismì. Arqik� ja apodeÐxoume ìti I < I ′. To

mègisto apìluto sf�lma ja brÐsketai eÐte entìc twn dÔo upodèntrwn eÐte ja perièqei

stoiqeÐa kai apì ta dÔo upìdentra. Gia thn perÐptwsh pou to mègisto sf�lma brÐsketai
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mèsa sto aristerì upodèntro ja isqÔei ìti I < I ′ exaitÐac thc sqèshc IL < I ′L. Profan¸c

sthn perÐptwsh pou to mègisto apìluto sf�lma brÐsketai sto dexÐ upodèntro to di�nusma

VL den ja ephre�sei autì to mègejoc sf�lmatoc. SuneqÐzoume jewr¸ntac thn teleutaÐa

perÐptwsh ìpou to mègisto sunajroistikì sf�lma prokÔptei apì stoiqeÐa kai twn dÔo

upodèntrwn. SÔmfwna me ta ìsa èqoume pei gia ton sunduasmì twn dianusm�twn sf�lmatoc

sthn prohgoÔmenh par�grafo ja prèpei na k�noume touc sunduasmoÔc LR
M + RL

M kai

LR
m + RL

m ¸ste na l�boume to mègisto apìluto sf�lma I gia ton kìmbo-patèra. Prèpei

na apodeÐxoume ìti to di�nusma sf�lmatoc pou upoleÐpetai me b�sh to krit rio merik c

di�taxhc den dÐnei potè kalÔterh lÔsh. Gia ta sf�lmata sta �kra pou sundu�zontai se

an¸tero epÐpedo ja isqÔei mÐa apì tic parak�tw peript¸seic:

(a) Ta mègista sf�lmata pou sundu�zontai na eÐnai omìshma jetik� kai ta antÐstoiqa

el�qista sf�lmata na eÐnai omìshma arnhtik�. Profan¸c to krit rio odhgeÐ se

bèltisto mègisto apìluto sf�lma I (ìpou I < I ′), afoÔ to �jroisma dÔo jetik¸n

arijm¸n LR
M + RL

M ja eÐnai el�qisto efìson to LR
M jewreÐtai stajerì kai RL

M èqei

mikrìterh tim  (RL
M < R′LM ). AntÐstoiqa to �jroisma twn elaqÐstwn elaqistopoieÐtai

afoÔ to LR
m eÐnai stajerìc arnhtikìc arijmìc kai to RL

m ja eÐnai ènac megalÔteroc

arnhtikìc arijmìc (RL
m > R′Lm).

(b) Ta mègista sf�lmata na eÐnai omìshma jetik� kai ta el�qista sf�lmata na eÐnai

omìshma jetik�. Se aut  thn perÐptwsh h sqèsh pou isqÔei gia ta mègista RL
M < R′LM

ja elaqistopoieÐ to sf�lma pou prokÔptei apì to sunduasmì twn mègistwn sfalm�twn.

AntÐjeta h sqèsh pou jèloume na isqÔei gia ta el�qista ja aux�nei to sf�lma pou

prokÔptei apì ta el�qista giatÐ ja protim�me ìso to dunatìn megalÔterec jetikèc

timèc lìgw thc sqèshc RL
m > R′Lm . Ed¸ kai p�li to krit rio merik c di�taxhc den

ja q�sei kamÐa lÔsh giatÐ to sf�lma pou aux�nei lìgw thc sqèshc pou ja prèpei na

isqÔei gia ta el�qista ja eÐnai sÐgoura mikrìtero apì to sf�lma pou beltistopoieÐtai

me b�sh twn sqèsewn gia ta mègista. Autì sumbaÐnei giatÐ efìson anaferìmaste se

jetikoÔc arijmoÔc to �jroisma twn megÐstwn ja dÐnei sÐgoura megalÔtero sf�lma

apì to sf�lma twn elaqÐstwn. Dhlad  isqÔei h parak�tw sqèsh:

LR
m < LR

M , RL
m < RL

M ∧ LR
m, LR

M , RL
m, RL

M ≥ 0⇒ LR
m + RL

m < LR
M + RL

M = I

LR
m < LR

M , R′Lm < R′LM ∧ LR
m, LR

M , R′Lm , R′LM ≥ 0⇒ LR
m + R′Lm < LR

M + R′LM = I ′

RL
M < R′LM ⇒ LR

M + RL
M = I1 < LR

M + R′LM = I ′

Me b�sh ta parap�nw èqoume apodeÐxei ìti kai se aut  thn perÐptwsh to krit rio pou

èqoume jèsei ja elaqistopoieÐ to mègisto sf�lma opìte isqÔei kai p�li h sqèsh I < I ′.

(g) Ta mègista sf�lmata na eÐnai omìshma arnhtik� kai ta el�qista sf�lmata na eÐnai

omìshma arnhtik�. H apìdeixh ìti kai p�li to krit rio beltistopoieÐ to mègisto

sf�lma eÐnai parìmoia me thn parap�nw perÐptwsh. Ed¸ epeid  anaferìmaste se
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arnhtikoÔc arijmoÔc, to mègisto kat� apìluth tim  sf�lma ja proèrqetai apì ton

sunduasmì twn elaqist¸n, opìte ja jèloume na aux soume ìso to dunatìn thn tim 

twn proshmasmènwn elaqÐstwn (RL
m > R′Lm). Oi antÐstoiqec sqèseic gia ta mègista

aux�noun to sf�lma all� auto den mporeÐ na odhg sei se epilog  qeirìterhc lÔshc

afoÔ sÐgoura autì to sf�lma ja eÐnai mikrìtero apì autì pou prokÔptei apì to

sunduasmì twn elaqÐstwn. Me majhmatikì sumbolismì ja isqÔoun ta ex c:

LR
m < LR

M , RL
m < RL

M ∧ LR
m, LR

M , RL
m, RL

M ≤ 0⇒ LR
M + RL

M < LR
m + RL

m = I

LR
m < LR

M , R′Lm < R′LM ∧ LR
m, LR

M , R′Lm , R′LM ≤ 0⇒ LR
M + R′LM < LR

m + R′Lm = I ′

RL
m > R′Lm ⇒

∣∣LR
m + RL

m

∣∣ = I1 <
∣∣LR

m + R′Lm
∣∣ = I ′

(d) Ta mègista sf�lmata na eÐnai eterìshma kai omoÐwc ta el�qista sf�lmata na eÐnai

eterìshma. aut  h perÐptwsh eÐnai lÐgo pio polÔplokh apì tic prohgoÔmenec.

QwrÐc bl�bh thc genikìthtac jewroÔme thn perÐptwsh pou ta dexi� sf�lmata pou

sundu�zontai eÐnai jetik� kai ta arister� arnhtik�, dhlad  isqÔei ìti RL
m, RL

M ≥
0 ∧ LR

m, LR
M ≤ 0. AfoÔ ta arister� sf�lmata eÐnai arnhtik� ja isqÔoun ta ex c

gia tic apìlutec timèc touc:

LR
m < LR

M ≤ 0⇒
∣∣LR

m

∣∣ > ∣∣LR
M

∣∣
Sth sunèqeia jewroÔme thn perÐptwsh ìpou RL

M <
∣∣LR

M

∣∣, akrib¸c me antÐstoiqo trìpo
mporoÔme apodeÐxoume thn isqÔ tou krithrÐou an LR

M < RL
M . To sf�lma RL

M teÐnei na

meiwjeÐ lìgw thc sqèshc RL
M < R′LM teÐnei na meiwjeÐ en¸ to sf�lma

∣∣LR
M

∣∣ paramènei
stajerì. Autì shmaÐnei ìti h diafor�

∣∣RL
M −

∣∣LR
M

∣∣∣∣ pou ja apoteleÐ to paragìmeno

sf�lma teÐnei na auxhjeÐ se apìluth tim . Par�llhla gia ta el�qista ja isqÔei RL
m <

RL
M <

∣∣LR
M

∣∣ <
∣∣LR

m

∣∣). EÐnai fanerì apì thn prohgoÔmenh anisìthta ìti to sf�lma

pou prokÔptei apì ta el�qista (RL
m −

∣∣LR
m

∣∣ = I)ja eÐnai opwsd pote megalÔtero apì

to sf�lma pou par�getai apì ta mègista afoÔ diat�ssontai pio makrÐa ston jetikì

ami�xona. 'Omwc me b�sh to krit rio h tim  RL
m teÐnei na auxhjeÐ lìgw thc sqèshc

RL
m > R′Lm , en¸ h tim  |Lm| paramènei stajer . Autì sunep�getai ìti to sf�lma pou

par�getai apì ta el�qista, dhlad  h diafor� RL
m−

∣∣LR
m

∣∣ = I teÐnei na elaqistopoihjeÐ

pou shmaÐnei ìti I < I ′. Opìte sÔmfwna me ta parap�nw apodeÐxame ìti kai se aut  thn

perÐptwsh to krit rio exasfalÐzei thn beltistìthta tou mègistou apolÔtou sf�lmatoc.

(e) Ta mègista sf�lmata eÐnai omìshma jetik� kai ta el�qista sf�lmata eÐnai eterìshma.

QwrÐc bl�bh thc genikìthtac jewroÔme ìti ta arister� sf�lmata eÐnai jetik� en¸

ta dexi� eÐnai eterìshma dhlad  isqÔei ìti LR
m, LR

M , RL
M ≥ 0RL

m ≤ 0. To �jroisma

twn mègistwn sfalm�twn ja elaqistopoieÐtai exorismoÔ afoÔ kai oi dÔo ìroi tou

ajroÐsmatoc eÐnai jetikoÐ kai o ènac apì touc dÔo RL
M teÐnei na meiwjeÐ lìgw thc sqèshc

RL
M < R′LM . Gia ta el�qista sf�lmata to krit rio ja beltistopoieÐ to paragìmeno

sf�lma an LR
m <

∣∣RL
m

∣∣ afoÔ b�sei tou krithrÐou to sf�lma
∣∣RL

m

∣∣ ja teÐnei na meiwjeÐ
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en¸ to sf�lma LR
m paramènei stajerì. Sthn perÐptwsh pou isqÔei ìti

∣∣RL
m

∣∣ < LR
m to

paragìmeno sf�lma teÐnei na auxhjeÐ gia ton Ðdio lìgo. 'Omwc exorismoÔ isqÔei ìti∣∣RL
m

∣∣ < LR
m < LR

M . To sf�lma pou prokÔptei apì ta mègista ja eÐnai opwsd pote

megalÔtero tou LR
M afoÔ se autì prostÐjetai ènac jetikìc arijmìc. Epiplèon to

sf�lma pou prokÔptei apì ta el�qista ja eÐnai opwsd pote mikrìtero apì LR
m afoÔ

prokÔptei apì thn afaÐresh thc tim c tou
∣∣RL

m

∣∣ apì to LR
m. Sunoptik� ja èqoume ìti:∣∣RL

m

∣∣ < LR
m ⇒ LR

m > LR
m −

∣∣RL
m

∣∣ > 0

I = LR
M + RL

M > LR
M > LR

m > LR
m −

∣∣RL
m

∣∣ > 0∣∣RL
m

∣∣ < LR
m ⇒ LR

m > LR
m −

∣∣RL
m

∣∣ > 0

I ′ = LR
M + R′LM > I = LR

M + RL
M > LR

M > LR
m > LR

m −
∣∣R′Lm ∣∣ > 0

Dhlad  apodeÐxame ìti to sf�lma pou ja par�getai apì ta mègista kai to opoÐo

elaqistopoieÐtai me b�sh to krit rio eÐnai megalÔtero apì to sf�lma pou prokÔptei apì

ta el�qista sf�lmata. Opìte kai se aut n perÐptwsh to krit rio leitourgeÐ epituq¸c.

(z) Ta mègista sf�lmata eÐnai omìshma arnhtik� kai ta el�qista sf�lmata eÐnai eterìshma.

QwrÐc bl�bh thc genikìthtac jewroÔme ìti ta arister� sf�lmata eÐnai arnhtik� en¸

ta dexi� eÐnai eterìshma dhlad  isqÔei ìti LR
m, LR

M , RL
m ≤ 0RL

M ≥ 0. To �jroisma

twn elaqÐstwn sfalm�twn ja elaqistopoieÐtai exorismoÔ afoÔ kai o ènac ìroc eÐnai

stajerìc LR
m kai o �lloc teÐnei na auxhjeÐ (L′Rm < LR

m). To �jroisma twn megÐstwn

sfalm�twn ja elaqistopoieÐtai me b�sh to krit rio an isqÔei ìti
∣∣LR

M

∣∣ < RL
M afoÔ

to sf�lma RL
M ja mei¸netai en¸ to sf�lma

∣∣LR
M

∣∣ paramènei stajerì. AntÐjeta an∣∣LR
M

∣∣ > RL
M to sf�lma me b�sh to krit rio ja aux�nei. Se aut  thn perÐptwsh ìmwc

ja isqÔoun ta ex c:

RL
M <

∣∣LR
M

∣∣ < ∣∣LR
m

∣∣∣∣LR
m

∣∣+
∣∣RL

m

∣∣ = I >
∣∣LR

m

∣∣ > RL
M > RL

M −
∣∣LR

M

∣∣ > 0

RL
M < R′LM <

∣∣LR
M

∣∣ < ∣∣LR
m

∣∣
I ′ =

∣∣LR
m

∣∣+
∣∣R′Lm ∣∣ > I =

∣∣LR
m

∣∣+
∣∣RL

m

∣∣
Apì thn parap�nw anisìthta faÐnetai ìti to sf�lma pou prokÔptei apì ta el�qista

kai to opoÐo beltistopoieÐtai eÐnai opwsd pote megalÔtero kat� apìluth tim  apì to

sf�lma pou prokÔptei apì ta mègista.

Me b�sh ta parap�nw apodeÐxame ìti to I < I ′ gia k�je V R dominates V ′R. Sth sunèqeia ja

prèpei na apodeÐxoume ìti kai ta upìloipa sf�lmata pou par�gontai ja eÐnai bèltista me b�sh

to krit rio. Pr�gmati eÔkola mporoÔme na apodeÐxoume ìti ta sf�lmata LM , Lm, RM , Rm

ja eÐnai bèltista wc proc to krit rio ènanti twn L′M , L′m, R′M , R′m an jewr soume tic sqèseic
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apì tic opoÐec par�gontai, opìte ja isqÔoun ta parak�tw:

LM = max(LL
M , sL + LR

M ) ∧ L′M = max(LL
M , sL + L′RM ) ∧RL

M < R′LM ⇒ LM < L′M

Lm = min(LL
m, sL + LR

m) ∧ L′m = min(LL
m, sL + L′Rm ) ∧RL

m > R′Lm ⇒ Lm > L′m

RM = max(RR
M , sR+RL

M )∧R′M = max(R′RM , s′R+RL
M )∧sR = s′R∧RR

M < R′RM ⇒ RM < R′M

Rm = min(RR
m, sR +RL

m)∧R′m = min(R′Rm , s′R +RL
m)∧ sR = s′R∧RR

m > R′Rm ⇒ Rm > R′m

To sf�lma s eÐnai to sf�lma thc sunajroistik c er¸thshc pou perièqei ìla ta stoiqeÐa

tou upodèntrou. UpenjumÐzoume ìti to sf�lma s exart�tai mìno apì thn eiserqìmenh tim 

kai �ra gia dedomèna (S, b) pou exet�zontai ta dÔo dianÔsmata V L kai V ′L ja eÐnai stajerì.

H idiìthta aut  isqÔei p�nta mìno gia touc M/S Haar kai unrestricted Haar afoÔ k�je

suntelest c prostÐjetai kai afaireÐtai sta dedomèna tou upodèntrou. AntÐjeta gia ton M/S

Haar+ den mporoÔme na k�noume aut  thn aplopoÐhsh giatÐ oi sumplhrwmatikoÐ suntelestèc

prostÐjentai se orismèna mìno stoiqeÐa diaforopoi¸ntac to sunajroistikì sf�lma apì thn

eiserqìmenh tim . Opìte to je¸rhma merik c di�taxhc gia to M/S Haar+ ja perilamb�nei

akìma kai thn sunj kh s = s′. Telik� sÔmfwna me ta ìla ta parap�nw apodeÐxame ìti gia

touc M/S Haar kai unrestricted Haar, an dominate(VL, V ′L) tìte gia ta dianÔsmata ston

kìmbo-patèra ja isqÔei dominate(V, V ′) . An t¸ra p�rw wc dianÔsmata V L kai V ′L, ta

dianÔsmata tou kìmbou-patèra kai efarmìsw thn parap�nw idiìthta ja p�rw sto pio p�nw

epÐpedo dominate(V2, V
′

2) . H diadikasÐa aut  mporeÐ na suneqisteÐ mèqri na ft�soume sthn

korÔfh ìpou ja isqÔei dominate(Vroot, V
′
root) , dhlad  apodeÐxame pl rwc ton isqurismì mac

ìti an dominate(V, V ′), tìte mporoÔme na aporrÐyoume to upoleipìmeno di�nusma afoÔ de

ja mac odhg sei se kamÐa perÐptwsh se kalÔterh lÔsh.

,

Sto Sq ma 3.1 faÐnetai o genikìc algìrijmoc se yeudok¸dika. 'Opwc faÐnetai h kÔria

mèjodoc ja epistrèyei èna didi�stato pÐnaka èstw E pou gia k�je arqikì monop�ti S

kai upoleipìmeno q¸ro b ja apojhkeÔei èna sÔnolo apì sunìyeic pou pijanìn odhgoÔn

se bèltisth lÔsh. Me th mèjodo dominate exet�zetai to krit rio merik c di�taxhc kai

aporrÐptontai ìsa stigmiìtupa den odhgoÔn sÐgoura sthn bèltisth lÔsh.

3.3.5 EÔresh Bèltisthc SÔnoyhc

EÐnai fanerì ìti gia na oristeÐ pl rwc h bèltisth sÔnoyh qrei�zetai mÐa epiplèon

epexergasÐa tou pÐnaka E pou epistrèfei h mèjodoc pou perigr�yame sthn prohgoÔmenh

par�grafo. O pÐnakac E gia thn rÐza tou dèntrou ja perièqei gia k�je stigmiìtupo S, b

ìlec tic pijanèc bèltistec sunìyeic. Ta dianÔsmata sf�lmatoc sthn rÐza tou dèntrou ja

antistoiqoÔn ta mètra sf�lmatoc pou upologÐzoume se k�je b ma me ta stigmiìtupa twn

sunìyewn. Ft�nontac sthn koruf  ja jèlame na elaqistopoi soume to mègisto apìluto

sunajroistikì sf�lma I tou dianÔsmatoc sf�lmatoc thc rÐzac. Opìte sar¸noume ton
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pÐnaka kai brÐskoume thn el�qisth tim  tou sf�lmatoc autoÔ. Aut  h el�qisth tim  ja

antiproswpeÔei thn bèltisth sÔnoyh, ìpote èqontac brei touc mh mhdenikoÔc suntelestèc

tou dèntrou pou dÐnoun to el�qisto mègisto apìluto sf�lma gia k�je sunajroistik  er¸thsh

èqoume lÔsei pl rwc to prìblhma.

3.4 Epèktash AlgorÐjmou gia ton M/S Unrestricted

Haar

Sto prohgoÔmeno ed�fio parousi�soume ton genikì algìrijmo gia th lÔsh tou probl -

matoc. Sto parìn kef�laio ja prosarmìsoume ton algìrijmo autì ston metasqhmatismì

Unrestricted Haar. O algìrijmoc ja perilamb�nei dÔo basik� st�dia:

1. thn proepexergasÐa twn dedomènwn, ìpou kajorÐzontai ta epitrept� ìria thc

eiserqìmenhc tim c u.

2. thn kÔria mèjodo, pou akoloujeÐ pist� ta b mata tou algorÐjmou RangeHaar
prosarmìzontac ìpou qrei�zetai ton algìrijmo sta qarakthristik� tou metasqhma-

tismoÔ.

3.4.1 ProepexergasÐa Dedomènwn

Oi eiserqìmenec timèc sto dèntro unrestricted Haar ja prèpei na all�xoun gia na

prosarmostoÔn sto nèo krit rio beltistopoÐhshc pou eÐnai h elaqistopoÐhsh sf�lmatoc

gia sunajroistik� kai ìqi gia shmeiak� erwt mata. Sto paradosiakì dèntro unrestricted
Haar oi dunatèc timèc thc eiserqìmenhc tim c periorizìtan sto eÔroc tou elaqÐstou mi kai

tou megÐstou Mi twn dedomènwn pou perièqontan sto upodèntro pou orÐzei ènac suntelest c

Ci. Kata antistoiqÐa me aut n thn logik  plèon h eiserqìmenh tim  ja prèpei na brÐsketai

an�mesa sto el�qisto kai mègisto ìlwn twn dunat¸n ajroism�twn pou prokÔptoun apì ta

dedomèna tou upodèntrou. O upologismìc twn mètrwn aut¸n mporeÐ na gÐnei anadromik�

me thn bo jeia twn jewrhm�twn pou èqoume parajèsei sto kef�laio 2 jewr¸ntac wc

diatetagmèno sÔnolo ta dedomèna-fÔlla tou dèntrou. 'Etsi k�je eswterikìc kìmboc ja

antistoiqÐzetai me èna mègisto kai el�qisto twn sunajroistik¸n erwt sewn pou brÐskontai

sthn embèleia tou. H diadikasÐa aut  apoteleÐ mÐa proepexergasÐa twn dedomènwn pou eÐnai

aparaÐthth gia na leitourg sei o algìrijmoc ìpwc perigr�fetai parak�tw.

3.4.2 Algìrijmoc RangeHaarUnrestricted

Sthn ousÐa autì pou ja prèpei na prosarmìsoume sto genikì algìrijmo eÐnai o trìpoc

me ton opoÐo exet�zontai ìlec oi dunatèc timèc tou kìmbou. Opìte ta basik� b mata

tou algorÐjmou ja epanalamb�nontai gia k�je dunat  (entìc twn epitrepìmenwn orÐwn)

eiserqìmenh tim  kai gia k�je dunat  tim  tou suntelest  tou kìmbou xeqwrist�. Sth

sunèqeia ja dhmiourgeÐtai b�sei tou algorÐjmou to sÔnolo twn peril yewn pou epikratoÔn
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ènanti twn upoloÐpwn me b�sh ta krit ria pou èqoun oristeÐ sthn par�grafo 2.3.2. Tèloc

h eÔresh thc lÔshc gÐnetai me thn diadikasÐa pou èqei perigrafteÐ sthn par�grafo 3.2.

3.4.3 Melèth Poluplokìthtac AlgorÐjmou

'Opwc èqei exhghjeÐ kai sthn Par�grafo 3.2 , to prìblhma eÐnai ekjetikoÔ q¸rou

kai qrìnou. Epilègontac se k�je epan�lhyh tou algorÐjmou tic epikratèsterec lÔseic

kai afair¸ntac tic upoleipìmenec, petuqaÐnoume drastik  mei¸sh thc poluplokìthtac tou

algorÐjmou. Wstìso jewrhtik� o algìrijmoc paramènei ekjetikìc. Ousiastik� ja prèpei

na gÐnoun poll� peir�mata me eterogènh dedomèna k�je for� ¸ste na apofanjoÔme gia thn

mèsh apìdosh tou algorÐjmou sthn pr�xh.
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Input: Array D[1..N] of data, space budget B
Output: 2-dimensional Array E of all optimal synopses-1st dimension for the path S, 2nd dimension for the space

budget b
if index==0 then /* root */1

return E2

endif3

else if index < N then4

forall possible values S do5

forall space budget b do6

forall possible values of ci do7

forall elements of W (2i) do8

forall elements of W (2i + 1) do9

s[2i] = r[i]− ku + (k/2)ci10

s[2i + 1] = r[i]− ku− (k/2)ci11

LM [i] = max(LM [2i], s[2i] + LM [2i + 1])12

Lm[i] = min(Lm[2i], s[2i] + Lm[2i + 1])13

RM [i] = max(RM [2i] + s[2i + 1], RM [2i + 1])14

Rm[i] = min(Rm[2i] + s[2i + 1], Rm[2i + 1])15

I[i] = max(I[2i], I[2i + 1], |RM [2i] + LM [2i + 1]| , |Rm[2i] + Lm[2i + 1]|)16

V = [I[i], LM [i], Lm[i], RM [i], Rm[i]]17

forall elements V’ of W (i) do18

if dominate(V’,V)==1 then /* V’ dominates V */19

drop V20

break21

endif22

else if dominate(V’,V)==2 then /* V dominates V’ */23

drop V’24

endif25

keep V26

endfall27

endfall28

endfall29

endfall30

endfall31

endfall32

endif33

else /* last wavelet level */34

forall possible values S do35

forall space budget b do36

forall possible values of ci do37

s[2i] = r[i]− ku + (k/2)ci38

s[2i + 1] = r[i]− ku− (k/2)ci39

LM [2i] = |s[2i]− d[2i]|40

Lm[2i] = |s[2i]− d[2i]|41

RM [2i] = |s[2i]− d[2i]|42

Rm[2i] = |s[2i]− d[2i]|43

LM [2i + 1] = |s[2i + 1]− d[2i]|44

Lm[2i + 1] = |s[2i + 1]− d[2i]|45

RM [2i + 1] = |s[2i + 1]− d[2i]|46

Rm[2i + 1] = |s[2i + 1]− d[2i]|47

LM [i] = max(LM [2i], s[2i] + LM [2i + 1])48

Lm[i] = min(Lm[2i], s[2i] + Lm[2i + 1])49

RM [i] = max(RM [2i] + s[2i + 1], RM [2i + 1])50

Rm[i] = min(Rm[2i] + s[2i + 1], Rm[2i + 1])51

I[i] = max(I[2i], I[2i + 1], |RM [2i] + LM [2i + 1]| , |Rm[2i] + Lm[2i + 1]|)52

V = [I[i], LM [i], Lm[i], RM [i], Rm[i]]53

forall elements V’ of W (i) do54

if dominate(V’,V)==1 then /* V’ dominates V */55

drop V56

break57
else if dominate(V’,V)==2 then /* V dominates V’ */58

drop V’59

keep V60

endfall61

endfall62

endfall63

endfall64
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Sq ma 3.1: HaarRange Algorithm





Kef�laio 4

EpÐlogoc

4.1 Sunoptikèc Parathr seic

Sunìptika ja lègame ìti analÔsame kai parousi�same mÐa pr¸th prosèggish sto

dÔskolo prìblhma kataskeu c bèltisthc sÔnoyhc gia sunajroistik� sf�lmata. Katafèrame

na lÔsoume to prìblhma me ènan anadromikì algìrijmo merik c di�taxhc pou upologÐzei

ta mètra orismènwn sfalm�twn kai ta beltistopoieÐ me b�sh to krit rio merik c di�taxhc.

Epiplèon pareÐqame mÐa emperistatwmènh jewrhtik  melèth tou probl matoc kai apodeÐxame

tic basikèc idiìthtec stic opoÐec sthrÐqjhke o algìrijmoc pou proteÐname.

4.2 Mellontik  ErgasÐa

O genikìc algìrijmoc pou perigr�fetai sto Kef�laio 3 mporeÐ eÔkola na exeidikeujeÐ

stouc epimèrouc metasqhmatismoÔc kumatidÐwn. Sumperasmatik� ja lègame ìti lÔsame

pl rwc èna dÔskolo prìblhma pou den mporeÐ na antimetwpisteÐ me thn klasik  teqnik 

tou dunamikoÔ programmatismoÔ proteÐnontac ènan algìrijmo merik c di�taxhc. Wstìso

jewrhtik� h poluplokìthta paramènei ekjetik . San mellontik  ergasÐa anafèroume thn

an�gkh peiramatik c melèthc ¸ste na metrhjeÐ h mèsh apìdosh tou algìrijmou afoÔ to

krit rio merik c di�taxhc praktik� mei¸nei to q¸ro anaz thshc k�je kìmbou kaj¸c kai thn

kataskeu  enìc pio praktikoÔ (me qamhlìtero upologistikì kìstoc) euristikoÔ algorÐjmou.
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