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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 

 

Είναι γνωστό πως οι Ανανεώσιµες Πηγές Ενέργειας αποτελούν την µοναδική 

λύση στο «αδιέξοδο» που δηµιουργείται από το Ενεργειακό πρόβληµα. Είναι 

αξιοσηµείωτο πως πραγµατοποιούνται ολοένα και περισσότερες µελέτες που 

αναφέρονται στις Ανανεώσιµες Πηγές Ενέργειας καθώς οι προβλέψεις για τα 

αποθέµατα πετρελαίου είναι δυσοίωνες. 

Στην παρούσα εργασία µελετάται το πρόβληµα εύρεσης µιας από κοινού 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας των δύο κυριοτέρων Ανανεώσιµων Πηγών 

Ενέργειας, της ηλιακής ακτινοβολίας και του ανέµου, και του ζητούµενου φορτίου. 

Αρχικά δίνονται κάποια στοιχεία από τον χώρο των Πιθανοτήτων και της 

Στατιστικής που βοηθούν στην µαθηµατική διατύπωση και κατανόηση του 

προβλήµατος. Στα πλαίσια της επίλυσης του παραπάνω προβλήµατος αναζητούνται 

οι περιθώριες κατανοµές της κάθε µιας από τις τρεις µεταβλητές και προτείνονται 

διάφορα µοντέλα παραµετρικών πολυµεταβλητών προτύπων που θα απεικονίζουν 

την ζητούµενη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Επιπλέον, αναζητούνται τα 

σφάλµατα που αποτελούν ένα µέτρο για τον αν το προτεινόµενο µοντέλο είναι 

ικανοποιητικό. 

Τέλος, µελετήθηκε και το πρόβληµα της διείσδυσης φωτοβολταϊκών στην 

παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας σε µια γεωγραφική περιοχή. Συγκεκριµένα, 

ερευνήσαµε την συµπεριφορά της καµπύλης φορτίου σε αυξήσεις του ποσοστού 

φωτοβολταϊκής παραγωγής επί του µέσου φορτίου. 

  

Λέξεις κλειδιά: ανανεώσιµες πηγές ενέργειας, φωτοβολταϊκή παραγωγή 

ενέργειας, ηλιακή ακτινοβολία, ταχύτητα ανέµου, ωριαίο φορτίο, περιθώριες 

κατανοµές, παραµετρικά πολυµεταβλητά πρότυπα, πολυµεταβλητή συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας. 
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ABSTRACT 

 

It is commonly known that Renewable Energy Sources are being considered 

as the only solution to the Energy problem. More and more studies on the field of 

Renewable Energy Sources have been carried out because of the reduce of petrol.  

In this study, we research the problem of discovering a multivariate 

probability density function between: solar radiation and air – the most important 

Renewable Energy Sources – and load. Firstly, some elements from Probabilities and 

Statistics are given in order to help in the mathematical formulation and 

understanding of the problem. In order to solve this problem, we seek the marginal 

distributions for each of the three variables and we propose different parametric 

multivariate models which map the probability density function mentioned above. In 

addition, we researched the errors which are considered as a measure of the proposed 

model. 

Lastly, we researched the problem of the pervasion of photovoltaics in the 

production of Electric Energy at a region. In details, we researched the behaviour of 

the load function while the photovoltaic production is increased. 

 

Index terms: renewable energy sources, photovoltaic energy production, solar 

radiation, air speed, load per hour, marginal distributions, parametric multivariate 

models, multivariate probability density function. 
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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

 Στην παρούσα εργασία θα µελετηθεί το πρόβληµα εκτίµησης των 

πρωτογενών µεταβλητών της ηλιακής ακτινοβολίας , της ταχύτητας του ανέµου και 

του ωριαίου ζητούµενου φορτίου. Στόχος είναι η εύρεση µιας συνάρτησης τριών 

µεταβλητών (των µεγεθών που αναφέρθηκαν παραπάνω) η οποία θα µας δίνει την 

πιθανότητα εµφάνισης µίας συγκεκριµένης τριάδας µετρήσεων καθώς και µια έµµεση 

εκτίµηση της ενεργειακής παραγωγής µίας περιοχής µέσω των πρωτογενών µεγεθών 

της. 

Στο Κεφάλαιο 1 δίνονται οι βασικοί ορισµοί από το χώρο της Στατιστικής και 

των Πιθανοτήτων. Στο Κεφάλαιο 2 παραθέτουµε τα πιο σηµαντικά σηµεία του τοµέα 

της Ενέργειας και των ΑΠΕ. Στο Κεφάλαιο 3 γίνεται µια ποιοτική παρουσίαση της 

κάθε µεταβλητής, ενώ στο Κεφάλαιο 4 βρίσκουµε τις κατανοµές που προσοµοιώνουν 

µε τον βέλτιστο τρόπο τις µετρήσεις της κάθε µεταβλητής ξεχωριστά. Στο Κεφάλαιο 

5 βρίσκουµε την ζητούµενη από κοινού συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας, ενώ στο 

Κεφάλαιο 6 παρουσιάζονται τα σφάλµατα της µεθόδου που προτείνουµε. Τέλος, στο 

Κεφάλαιο 7 παρουσιάζονται οι µεταβολές που παρατηρούνται στην καµπύλη 

ζήτησης φορτίου όσο αυξάνεται η διείσδυση της Φ/Β παραγωγής επί του µέσου 

Φορτίου. 
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                          Κεφάλαιο  1 

                                    Ορισµοί – Θεωρητικό µέρος 

 

 

 

 

 

 

Εισαγωγή  

 

Στο παρόν κεφάλαιο θα δοθούν κάποιοι βασικοί ορισµοί από το χώρο της 

στατιστικής και των πιθανοτήτων που θα συνδράµουν τόσο στην κατανόηση του 

απαραίτητου µαθηµατικού υπόβαθρου για την περαιτέρω ανάλυση του προβλήµατος 

που διαπραγµατεύεται η µελέτη αυτή, όσο και στην µαθηµατική µοντελοποίηση-

διατύπωση του προβλήµατος αυτού. 

Ξεκινώντας από τον ορισµό ενός πειράµατος τύχης και της έννοιας του 

ενδεχοµένου φτάνουµε στον ορισµό και τις βασικές ιδιότητες της πιθανότητας κατά 

Kolmogorov. Έπειτα, αναπτύσσονται οι έννοιες της τυχαίας µεταβλητής της 

συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας τόσο για τις απολύτως συνεχείς κατανοµές όσο 

και για τις διακριτές. Ορίζονται οι έννοιες της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

καθώς και της συνάρτησης µάζας πιθανότητας. Τέλος, γίνεται µια σύντοµη αναφορά 

στις πολυδιάστατες τυχαίες µεταβλητές, στην έννοια της από κοινού συνάρτησης 

πυκνότητας (µάζας) πιθανότητας καθώς και στις περιθώριες κατανοµές. 
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1.1 Ορισµός της πιθανότητας κατά Kolmogorov και αξιώµατα 

αυτής 

 

Ο κατά Kolmogorov (1933) ορισµός της πιθανότητας παραµένει µέχρι σήµερα 

ο πλέον αποδεκτός ορισµός. Έδωσε τη δυνατότητα µιας αξιωµατικής ανάπτυξης της 

Θεωρίας πιθανοτήτων κατά την οποία οι διάφορες ιδιότητες και θεωρήµατα 

απορρέουν επαγωγικά από προτάσεις που θεωρούνται αληθείς [1]. Προκειµένου να 

καταστεί δυνατή η ανάπτυξη αυτή, αλλά και να καταδειχθεί η λειτουργικότητα της, 

είναι απαραίτητα τα παρακάτω: 

Ορισµός 1.1: Πείραµα τύχης ονοµάζεται ένα πείραµα το οποίο εκτελούµενο 

υπό τις ίδιες συνθήκες µπορεί να δώσει διαφορετικά αποτελέσµατα. Είναι προφανές 

ότι ένα πείραµα τύχης εµπεριέχει αδυναµία πρόβλεψης του αποτελέσµατος µιας 

εκτέλεσης του. Το σύνολο των δυνατών αποτελεσµάτων ενός πειράµατος τύχης 

ονοµάζεται δειγµατικός χώρος ( )Ω . 

Ορισµός 1.2: Ενδεχόµενο ονοµάζεται ένα υποσύνολο A⊂ Ω  και λέγεται ότι 

το ενδεχόµενο A  πραγµατοποιείται όταν το αποτέλεσµα ω∈Ω  του πειράµατος 

τύχης ανήκει στο σύνολο A . 

Ορισµός 1.3: ∆ύο ενδεχόµενα ,A B  λέγονται ξένα ή ασυµβίβαστα µεταξύ 

τους όταν και µόνο όταν A B∩ =∅ , όταν δηλαδή είναι αδύνατη η ταυτόχρονη 

πραγµατοποίηση τους.  

Ο ορισµός Kolmogorov απαιτεί ορισµένες βασικές έννοιες από τη θεωρία του 

µέτρου οι οποίες παρουσιάζονται συνοπτικά παρακάτω. 

Ορισµός 1.4: Έστω F  ένα σύνολο υποσυνόλων του δειγµατικού χώρου Ω . 

Το σύνολο F  αποτελεί ένα σ-πεδίο υποσυνόλων του Ω  όταν: 

(i)    FΩ∈  

(ii)   αν A F∈  τότε A A F′ = Ω− ∈  

(iii)  αν iA F∈  (1, 2,3,...)i = τότε 
1

i

i

A F
∞

=

∈∪ . 

Ένα σ-πεδίο είναι ένα πεδίο που είναι κλειστό ως προς την αριθµήσιµη ένωση. 

Επειδή ( )1 1i iA A
∞ ∞′

′ ′=∪ ∩ , ένα σ-πεδίο είναι επίσης κλειστό και ως προς την 

αριθµήσιµη τοµή.   
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 Ορισµός 1.5: Τα στοιχεία του F  ονοµάζονται ενδεχόµενα ή όπως είναι 

γνωστά στη θεωρία του Μέτρου, µετρήσιµα σύνολα. Το ζεύγος ( , )FΩ  ονοµάζεται 

µετρήσιµος χώρος. Θα πρέπει να επισηµανθεί στο σηµείο αυτό ότι κατά την 

αξιωµατική ανάπτυξη των πιθανοτήτων ένα υποσύνολο του Ω  δεν ονοµάζεται 

ενδεχόµενο παρά µόνο αν ανήκει στο F . 

 Ορισµός 1.6: Έστω ο µετρήσιµος χώρος ( , )FΩ  και P  µια συνολοσυνάρτηση 

µε πεδίο ορισµού το F  και πεδίο τιµών το ℝ . Η συνολοσυνάρτηση P  ονοµάζεται 

µέτρο πιθανότητας όταν ικανοποιούνται τα παρακάτω τρία αξιώµατα: 

(1) ( ) 0P A ≥ , για κάθε A F∈               

(2) αν iA F∈ , (1, 2,3,...)i = , και i jA A∩ =∅ , ( )i j≠ , τότε  
11

( )i i

ii

P A P A
∞ ∞

==

 
= 

 
∑∪  

(3) ( ) 1P Ω = . 

Ο παραπάνω ορισµός είναι γνωστός και ως αξιωµατικός ορισµός της πιθανότητας 

η ορισµός πιθανότητας κατά Kolmogorov. Τα αξιώµατα (1), (2) και (3) 

ονοµάζονται αντίστοιχα αξιώµατα του Kolmogorov. Το αξίωµα (1) είναι γνωστό και 

ως αξίωµα της αριθµήσιµης ή σ-αθροιστικότητας. Το αντίστοιχο αξίωµα µε 

πεπερασµένες ενώσεις, 
1

n

iA∪  ( )n∈ℕ , είναι γνωστό ως αξίωµα της πεπερασµένης 

αθροιστικότητας. Τα αξιώµατα (1) και (2) καθιστούν τη συνάρτηση P  ένα               

σ-αθροιστικό µέτρο στο µετρήσιµο χώρο ( , )FΩ , ενώ το αξίωµα (3) καθιστά το µέτρο 

αυτό µέτρο πιθανότητας. Η τριάδα ( , , )F PΩ  που προέκυψε ονοµάζεται χώρος 

πιθανότητας. 

 Άµεσες συνέπειες των παραπάνω τριών αξιωµάτων είναι οι παρακάτω 

ιδιότητες της πιθανότητας. Οι ιδιότητες αυτές αναφέρονται πάντοτε σε ενδεχόµενα, 

δηλαδή σε στοιχεία του F .  

(i) ( ) 0P ∅ =  

Απόδειξη: ...∅ =∅∪∅∪  και από το 2
ο
 αξίωµα Kolmogorov 

( ) ( ) ( ) ...P P P∅ = ∅ ∪ ∅ ∪   ⇒   ( ) 0P ∅ = . 

(ii) 
11

( )i i

ii

P A P A
∞ ∞

==

 
= 

 
∑∪  για κάθε n∈ℕ  όταν 

jiA A∩ =∅  ( 1,2,..., )i j n≠ =    
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Απόδειξη: αρκεί να θέσουµε στο 2
ο
 αξίωµα Kolmogorov 1 2 ...n nA A+ += = =∅  και να 

χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα (i). Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή και ως αξίωµα της 

πεπερασµένης αθροιστικότητας. 

(iii) ( ) 1 ( )P A P A′ = −  

Απόδειξη: έχουµε A A′Ω = ∪  και A A′∩ = ∅ . Από το 3
ο
 αξίωµα                                 

Kolmogorov και την προηγούµενη ιδιότητα λαµβάνουµε 

( ) ( ) ( ) ( ) 1P P A A P A P A′ ′Ω = ∩ = + = . Άρα τελικά: ( ) 1 ( )P A P A′ = − . 

(iv) 0 ( ) 1P A≤ ≤  

Απόδειξη: από το 1
ο
 αξίωµα Kolmogorov και την ιδιότητα (iii). 

(v) ( ) ( ) ( )P A B P A P A B′∩ = − ∩  

Απόδειξη: έχουµε ( ) ( )A A B A B′= ∩ ∪ ∩  ενώ ( ) ( )A B A B′∩ ∩ ∩ =∅ . 

Χρησιµοποιώντας την (ii) ιδιότητα έχουµε: ( ) ( ) ( )P A P A B P A B′= ∩ + ∩  ή 

( ) ( ) ( )P A B P A P A B′∩ = − ∩ . 

(vi) ( ) ( )P A P B≥  αν A B⊃  

Απόδειξη: Από το 1
ο
 αξίωµα Kolmogorov και την ιδιότητα (v). 

(vii) ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩  

Απόδειξη: έχουµε ( )A B A B B′∪ = ∩ ∪  µε ( )A B B′∩ ∩ =∅ . Από την       ιδιότητα 

(ii): [ ]( ) ( ) ( ) ( )P A B B P A B P B P A B′ ′∩ ∪ = ∩ + = ∪ . Εισάγοντας την ιδιότητα (v) 

παίρνουµε: ( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B∪ = + − ∩ . Η τελευταία µαθηµατική σχέση 

είναι γνωστή και ως αθροιστικός τύπος και µπορεί εύκολα να γενικευθεί. 

Ορισµός 1.7: ∆ύο ενδεχόµενα ,A B  λέγονται ανεξάρτητα µεταξύ τους όταν: 

( ) ( ) ( )P A B P A P B∩ =  

Προφανώς κάθε ενδεχόµενο είναι ανεξάρτητο του αδύνατου ενδεχοµένου ∅ , 

αφού άλλωστε η πληροφορία ότι πραγµατοποιήθηκε το ∅  είναι χωρίς εννοιολογικό 

περιεχόµενο [1].  
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1.2 Τυχαίες µεταβλητές και κατανοµές αυτών (διακριτές και 

απολύτως συνεχείς κατανοµές) 

 

Ορισµός 1.8: Η απεικόνιση :X Ω → ℝ  ονοµάζεται τυχαία µεταβλητή όταν: 

{ : ( ) }x Fω ω∈Ω Χ ≤ ∈ , για κάθε x∈ℝ           (1.1) 

όπου F  το σύνολο των πιθανών ενδεχοµένων. Αντιστρόφως, θεωρώντας έναν χώρο 

πιθανότητας ( , , )F PΩ  και ενδεχόµενο A F∈  µε ( )P A p=  όπου 0 1p< <  τότε η 

συνάρτηση: 

( )X ω =
1,

0,

ό

ό

ταν ω
τ

ς ς
ς ςαν ω

∈Α


∉Α
       (1.2) 

είναι τυχαία µεταβλητή διότι: 

{ : ( ) }xω ω∈Ω Χ ≤ =

, 0

, 0 1

, 1

ό x

A ό x

ό x

ταν

ταν
ταν

ς ς

ς ς
ς ς

∅ <
 ′ ≤ <
Ω ≤

       (1.3) 

και συνεπώς ικανοποιείται η (1.1) 

Ορισµός 1.9: Ως συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας (Cumulative Density 

Function - CDF) µιας τυχαίας µεταβλητής X  ονοµάζεται η συνάρτηση: 

( ) ( ),F x P X x= ≤   x∈ℝ         (1.4) 

όπου ( )P X x≤  εκφράζει την πιθανότητα µία παρατήρηση της τυχαίας µεταβλητής 

X  να είναι µικρότερη ή ίση µιας τιµής x∈ℝ . Μερικές βασικές ιδιότητες τις 

συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας οι οποίες είναι άµεσες συνέπειες των ιδιοτήτων 

της πιθανότητας φαίνονται παρακάτω: 

(i)    0 ( ) 1F x≤ ≤ , για κάθε  x∈ℝ                  (1.5) 

(ii)   1 2( ) ( )F x F x≤ , όταν 1 2x x≤                     (1.6) 

(iii)  ( ) ( )nF x F x↓ , όταν nx x↓                      (1.7) 

(iv)  lim ( ) ( ) 0
x

F x F
→−∞

= −∞ =     και    lim ( ) ( ) 1
x

F x F
→+∞

= +∞ =            (1.8) 

Η ιδιότητα (i) είναι προφανής καθώς ( ) ( , ]XF x P x= −∞  και η XP  αποτελεί µέτρο 

πιθανότητας. Η ιδιότητα (ii) ισχύει διότι 1 2( , ] ( , ]x x−∞ ⊆ −∞  όταν 1 2x x≤ , ενώ η τρίτη 

ιδιότητα δείχνει ότι η ( )F x  είναι δεξιά συνεχής. Από την ιδιότητα (iii) µπορεί να 

προκύψει επίσης πως όταν δύο συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας 1( )F x  και 2 ( )F x  
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συµπίπτουν πάνω σε ένα πυκνό υποσύνολο Қ του ℝ  τότε συµπίπτουν παντού πάνω 

στο ℝ , ή αλλιώς: 

1 2( ) ( )F x F x= , για κάθε x∈  Қ   ⇒   1 2( ) ( )F x F x= , για κάθε x∈ℝ      (1.6) 

Συνεπώς, κάθε συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας είναι µη φθίνουσα, δεξιά συνεχής 

και ικανοποιεί τις σχέσεις (1.8). Αντίστροφα, αποδεικνύεται πως κάθε συνάρτηση 

( )F x  η οποία είναι µη φθίνουσα, δεξιά συνεχής και ικανοποιεί τις σχέσεις (1.8) 

αποτελεί συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας [1], [19]. Το τελευταίο συµπέρασµα θα 

φανεί ιδιαίτερα χρήσιµο όταν στο Κεφάλαιο 3 θα χρειαστεί να αποδείξουµε πως η 

( ), , ;Q x y z θ
�

 αποτελεί συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας. 

 Ορισµός 1.10: Μία τυχαία µεταβλητή f  έχει απολύτως συνεχή κατανοµή 

πιθανότητας όταν υπάρχει πραγµατική συνάρτηση f  µε πεδίο ορισµού το ℝ  τέτοια 

ώστε: 

• ( ) 0f x ≥ , για κάθε x∈ℝ          (1.10) 

• ( ) ( ) ( )

x

F x P X x f z dz
−∞

= ≤ = ∫ ,  για κάθε x∈ℝ            (1.11) 

Η συνάρτηση f  καλείται συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

(Probability Density Function - PDF) και δεν ορίζεται µονοσήµαντα από την σχέση 

(1.11) αφού κάθε συνάρτηση που διαφέρει από την f  πάνω σε ένα πεπερασµένο ή 

αριθµήσιµο υποσύνολο του ℝ  δίνει για κάθε x∈ℝ  το ίδιο ολοκλήρωµα της σχέσης 

(1.11). Επειδή, όµως, αυτό που µας ενδιαφέρει από πιθανοθεωρητική άποψη είναι η 

τιµή του παραπάνω ολοκληρώµατος, το µονοσήµαντο ή όχι της συνάρτησης f  είναι 

χωρίς ιδιαίτερη σηµασία.     

Μια ακόµα σηµαντική ιδιότητα της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

είναι η λεγόµενη «συνθήκη κανονικοποίησης» η οποία µαθηµατικά γράφεται ως: 

( ) 1f z dz

+∞

−∞

=∫         (1.12) 

Η συνθήκη αυτή διασφαλίζει πως το άθροισµα των πιθανοτήτων όλων των πιθανών 

ενδεχοµένων ισούται µε τη µονάδα ή αλλιώς ότι: ( ) 1P Ω = . Επιπλέον, αν µία 

συνάρτηση f  ικανοποιεί τις ιδιότητες (1.10) και (1.12) θα αποτελεί συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής, διότι η από την σχέση (1.11) 
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οριζόµενη συνάρτηση F  θα έχει όλες τις ιδιότητες της συνάρτησης κατανοµής 

πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής. Σε αυτό το σηµείο θα έπρεπε να διακρίνουµε 

τις συνεχείς από τις διακριτές κατανοµές. 

 Ορισµός 1.11: Έχοντας ορίσει παραπάνω την περίπτωση της συνεχούς 

κατανοµής, θα λέµε ότι µια τυχαία µεταβλητή X  έχει διακριτή κατανοµή 

πιθανότητας όταν και µόνο όταν υπάρχει αριθµήσιµο σύνολό { }1 2 3, , ,...C x x x= ∈ℝ  

µε: 

( ) 1P X C∈ =            (1.13) 

Τα στοιχεία xκ  ( 1,2,3,...)κ =  του αριθµήσιµου συνόλου C  αποτελούν και τις 

δυνατές τιµές της τυχαίας µεταβλητής X  µε την έννοια ότι έχουν πιθανότητες 

( ) 0kp p X xκ = = ≥ .  

 Ορισµός 1.12: Η ακολουθία { }:pκ κ ∈ℕ  καλείται συνάρτηση µάζας 

πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής X  και συνδέεται µε τη συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας F  µε τις παρακάτω σχέσεις: 

• 
1

( )
i

F x p
κ

κ
=

=∑ ,  για  x xκ ≤               (1.14) 

• 1( ) ( )k kp F x F xκ −= −                         (1.15) 

Από τα παραπάνω γίνεται φανερό πως κάθε συνάρτηση µάζας πιθανότητας 

{ }:pκ κ ∈ℕ  έχει τις εξής ιδιότητες: 

(i)    0pκ ≥ , για κάθε  κ ∈ℕ                           (1.16) 

(ii)   
1

1
i

pκ

+∞

=

=∑                                                  (1.17) 

Η ιδιότητα (ii) εκφράζει τη συνθήκη κανονικοποίησης για διακριτές κατανοµές. 

Αντίστροφα, αν µία { }pκ , πεπερασµένη ή όχι, ικανοποιεί τις  ιδιότητες (1.16) και 

(1.17) τότε αποτελεί συνάρτηση µάζας πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής. Αυτό 

διότι η από την σχέση (1.14) οριζόµενη συνάρτηση F  θα είναι µη φθίνουσα, δεξιά 

συνεχής µε ( ) 0F −∞ =  και  ( ) 1F +∞ = . Συνεπώς η F  θα αποτελεί συνάρτηση 

κατανοµής πιθανότητας µιας τυχαίας µεταβλητής µε συνάρτηση µάζας πιθανότητας 

την { }pκ . Τέλος, θα πρέπει να σηµειωθεί πως ως συνέπεια της σχέσης (1.14) η 

συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας F  οποιασδήποτε διακριτής κατανοµής είναι 
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κλιµακωτή συνάρτηση µε άλµατα ίσα προς τις αντίστοιχες πιθανότητες των σηµείων 

ασυνέχειάς της [1].   

 Ορισµός 1.13: Κατ’ αναλογία προς τις κατανοµές, µια τυχαία µεταβλητή θα 

καλείται διακριτή όταν η κατανοµή αυτής είναι διακριτή και συνεχής όταν η 

κατανοµή αυτής είναι απολύτως συνεχής. Από τα προηγούµενα συνάγεται ότι µια 

διακριτή τυχαία µεταβλητή έχει πεπερασµένο ή αριθµήσιµο πλήθος δυνατών τιµών, 

ενώ µια συνεχής δύναται να λάβει οποιαδήποτε τιµή στην ευθεία των πραγµατικών 

αριθµών ή σε διάστηµα αυτής.  

 

 

1.3 Πολυδιάστατες τυχαίες µεταβλητές και κατανοµές αυτών 

(διακριτές και απολύτως συνεχείς κατανοµές) 

 

Σε πολλές περιπτώσεις παρουσιάζεται η ανάγκη να περιγράψουµε µε δύο ή και 

περισσότερα ποσοτικά χαρακτηριστικά το αποτέλεσµα ενός πειράµατος, όπως για 

παράδειγµα στο πρόβληµα που εξετάζεται στο παρόν έντυπο. Επίσης, πολύ συχνά στην 

πράξη κρίνεται αναγκαίο να προσδιορίσουµε τυχόν αλληλεξαρτήσεις µεταξύ των 

ποσοτικών αυτών χαρακτηριστικών ώστε να έχουµε τη δυνατότητα να προβλέψουµε 

ορισµένα χαρακτηριστικά όταν γνωρίζουµε άλλα. Από τα παραπάνω γίνεται φανερό 

πως για την πιθανοθεωρητική µελέτη τέτοιων προβληµάτων απαιτείται η 

χρησιµοποίηση κατανοµών που αναφέρονται σε πολλές τυχαίες µεταβλητές 

ταυτόχρονα [1], [12], [14]. 

Ορισµός 1.14: Η απεικόνιση 1 2( , ,..., ) :T n

nX X X X= Ω→
�

ℝ  είναι τυχαίο 

διάνυσµα αν και µόνο αν οι απεικονίσεις :iX Ω→ ℝ ( 1, 2,..., )i n=  είναι τυχαίες 

µεταβλητές. Ιδιαίτερα η συνάρτηση: 

1 2 1 1 2 2( , ,..., ) ( , ,..., )x n n nF x x x P X x X x X x= ≤ ≤ ≤ , nx∈
�
ℝ      (1.18) 

ονοµάζεται από κοινού συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας των τυχαίων 

µεταβλητών 1 2, ,..., nX X X  και ικανοποιεί τις τέσσερις παρακάτω βασικές ιδιότητες 

µιας συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας: 

(i)    0 ( ) 1F x≤ ≤ , για κάθε nx∈
�
ℝ        (1.19) 

(ii)   Η F  είναι µη φθίνουσα συνάρτηση και δεξιά συνεχής ως προς κάθε µεταβλητή 
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(iii)  1 2lim ( , ,..., ) 0
i

n
x

F x x x
→−∞

= , ( 1, 2,3,... )i n=  και ( , ,..., ) 1F +∞ +∞ +∞ =     (1.20) 

(iv)   1 2 1 2 1 2 1

1

( ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) ... ( , ,..., , )
n

i i i n n n n

i

P a X b F b b b F a b b F b b b a−
=

 
< ≤ = − − − + 

 
∩  

                                                            1 2 3 1 2 1( , , ,..., ) ... ( ,..., , , )n n n nF a a b b F b b a a− −+ + + +  

                                                             :                                    :                                    

                                                             :                                    :                                    

                                                            1 2 3( 1) ( , , ,..., ) 0n

nF a a a a+ − ≥        (1.21) 

 Στην περίπτωση µιας µεταβλητής, αν µία συνάρτηση F  είναι µη φθίνουσα, 

δεξιά συνεχής µε ( ) 0F −∞ =  και ( ) 1F +∞ = , τότε αποτελεί συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας. Ωστόσο, στην περίπτωση πολλών µεταβλητών οι αντίστοιχες εδώ 

συνθήκες (ii) και (iii), δεν επαρκούν για να αποτελεί η F  από κοινού συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας. Αυτό συµβαίνει γιατί υπάρχουν συναρτήσεις n  µεταβλητών 

( 1)n > που ενώ ικανοποιούν τις συνθήκες (ii) και (iii) είναι δυνατόν µε κατάλληλη 

επιλογή των ia  και ib  ( 1, 2,3,..., )i n=  να δώσουν αρνητικές τιµές στην 

1

( )
n

i i i

i

P a X b
=

 
< ≤ 

 
∩  της ιδιότητας (iv). 

Ορισµός 1.15: Η n-διάστατη τυχαία µεταβλητή 1 2( , ,..., )TnX X X X=
�

 θα λέµε 

ότι έχει διακριτή κατανοµή πιθανότητας όταν υπάρχει αριθµήσιµο σύνολο nC∈ℝ  

µε πιθανότητα: 

( ) 1P X C∈ =
�

       (1.22) 

Ορισµός 1.16: Η n-διάστατη τυχαία µεταβλητή 1 2( , ,..., )TnX X X X=
�

 θα λέµε 

ότι έχει απολύτως συνεχή κατανοµή πιθανότητας όταν υπάρχει πραγµατική 

συνάρτηση f , n  µεταβλητών, τέτοια ώστε: 

• ( ) 0f x ≥
�

, για κάθε nx∈
�
ℝ  

• 
1

1 1 2 2( ) ( , ,..., ) ... ( )
nxx

n nF x P X x X x X x f z dz
−∞ −∞

= ≤ ≤ ≤ = ∫ ∫
� � �

, για κάθε nx∈
�
ℝ . 

Η συνάρτηση f  καλείται από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας των 

τυχαίων µεταβλητών 1 2, ,..., nX X X . Προφανώς η συνάρτηση f  ισούται µε τη n-

τάξεως παράγωγο της F  αν υπάρχει: 
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1 2
1 2

1 2

( , ,..., )
( , ,..., )

, ,...,

n

n
n

n

F x x x
f x x x

x x x

∂
=

∂ ∂ ∂
       (1.23) 

όταν η µικτή παράγωγος υπάρχει. Από τον ορισµό 1.16 συνάγεται ότι µια από κοινού 

συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f  έχει τις εξής ιδιότητες: 

(i)  ( ) 0f x ≥
�

, για κάθε nx∈
�
ℝ               (1.24) 

(ii)  ( ) 1
n

f x dx =∫
ℝ

� �
                                  (1.25) 

και αντίστροφα κάθε συνάρτηση n  µεταβλητών που ικανοποιεί τις συνθήκες (1.24) και 

(1.25) αποτελεί από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας  n  τυχαίων 

µεταβλητών [1], [12]. 

 

 

1.4 Περιθώριες κατανοµές πολυδιάστατων τυχαίων µεταβλητών 

 

Ορισµός 1.17: Έστω ότι έχουµε την από κοινού συνάρτηση µάζας πιθανότητας 

µίας τυχαίας (διακριτής) διανυσµατικής µεταβλητής 1 2( , ,..., )TnX X X X=
�

. Θα λέµε 

πως η περιθώρια κατανοµή µάζας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής iX  δίνεται 

από την σχέση: 

1

1

...

1 1

( ) ... ...
i i n

i i n

k i k k k

k k k k

p P X x p
− +

= = =∑ ∑∑ ∑      (1.26) 

Στην περίπτωση των συνεχών τυχαίων µεταβλητών, µια περιθώρια συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας προκύπτει µε ολοκλήρωση όπως φαίνεται στον παρακάτω 

ορισµό. 

Ορισµός 1.18: Έστω ότι έχουµε ένα τυχαίο διάνυσµα 1 2( , ,..., )TnX X X X=
�

 µε 

συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας την ( )F x
�

 και συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

την ( )f x
�

. Αν ( )iF x  και ( )if x  η συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας και η συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας της τυχαίας µεταβλητής iX  ( 1, 2,3,... )i n=  θα έχουµε: 

1 1 1( ) ( ) ( ,..., , , ,..., )
iX i i i i nF x P X x P X X X x X X− += < = < ∞ < ∞ < < ∞ < ∞       (1.27)    

ή αλλιώς: 

( ) ( ,..., , , ,..., ) ... ... ( )
i

x

XF x F x f x dx

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞

= ∞ ∞ ∞ ∞ = ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
� �

       (1.28) 
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Επειδή όµως: 

( )
( ) i

i

X

X

dF x
f x

dx
=        (1.29) 

παραγωγίζοντας την σχέση (1.28) ως προς x  παίρνουµε: 

1 1 1( ) ... ... ( ) ... ...
iX i i nf x f x dx dx dx dx

∞ ∞ ∞ ∞

− +
−∞ −∞ −∞ −∞

= ∫ ∫ ∫ ∫
�

    (1.30) 

 Έτσι, ανάλογα προς την σχέση (1.30) για την συνεχή περίπτωση ή προς την 

(1.26) για τη διακριτή, µπορούµε να πάρουµε από την από κοινού συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας των 1 2, ,..., nX X X  την (από κοινού) περιθώρια συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας (ή περιθώρια συνάρτηση µάζας πιθανότητας για την 

περίπτωση των διακριτών κατανοµών) των 
1 2
, ,...,

mn n nX X X  µε m n<  και 

{1, 2,3,..., }jn n∈ . Αυτό γίνεται µε άθροιση ή µε ολοκλήρωση της από κοινού των 

1 2, ,..., nX X X  ως προς όλες τις υπόλοιπες τυχαίες µεταβλητές. ∆ηλαδή, η περιθώρια 

των 1 2, ,..., mX X X  για την περίπτωση όπου έχουµε διακριτές µεταβλητές είναι η:  

1 1

1

... ......
m n

m n

k k k k

k k

p p
+

=∑ ∑       (1.31) 

ενώ στην περίπτωση όπου έχουµε συνεχείς κατανοµές η περιθώρια των 1 2, ,..., mX X X  

θα είναι [1], [12], [14]:  

1 ... 1 2 1( , ,..., ) ... ( ) ...
mX X m m mf x x x f x dx dx

∞ ∞

+
−∞ −∞

= ∫ ∫
�

     (1.32) 
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         Ενέργεια  

Ανανεώσιµες Πηγές Ενέργειας 

Μελέτη Φορτίου 

 

 

 

 

 

 

 

 

Εισαγωγή  

 

 Στο Κεφάλαιο αυτό παραθέτουµε κάποια εισαγωγικά στοιχεία για τον τοµέα 

της Ενέργειας. Επίσης, γίνεται µια σύντοµη αναφορά στα χαρακτηριστικά, το κόστος 

παραγωγής και τα πλεονεκτήµατα των ΑΠΕ. Αναλύονται τα κυριότερα σηµεία της 

Ηλιακής και της Αιολικής Ενέργειας, ενώ στο τέλος του κεφαλαίου δίνονται τα 

κυριότερα µεγέθη για την µελέτη φορτίου, καθώς και οι παράγοντες που το 

επηρεάζουν. 
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2.1 Εισαγωγικά στοιχεία για τον τοµέα της ενέργειας και των 

ανανεώσιµων πηγών  

 

 Είναι γενικά αποδεκτό ότι η ενέργεια αποτελεί τη βασική υποδοµή για την 

ανάπτυξη αλλά και για την γενικότερη βελτίωση του βιοτικού επιπέδου του 

πληθυσµού, ενώ ταυτόχρονα και ο ίδιος ο ενεργειακός τοµέας εµπεριέχει επενδυτικές 

ευκαιρίες. Υπάρχει οµόφωνη άποψη σήµερα ότι το αναπτυξιακό-ενεργειακό 

πρόβληµα συνεχώς οξύνεται, όχι τόσο λόγω της εξαντλήσεως των ορυκτών 

καυσίµων, αλλά κυρίως για περιβαλλοντικούς λόγους.  

 Ως πηγή ενέργειας ορίζεται κάθε ύλη (στάσιµη ή κινούµενη), σύστηµα ή 

διάταξη, απ’ όπου µπορεί να αποληφθεί ενέργεια για την τελική προµήθεια 

θερµότητας, φωτός ή ισχύος. Στη σηµερινή εποχή η ανθρωπότητα καταναλώνει µε 

εντατικούς ρυθµούς πηγές ενέργειας που του διαθέτει η φύση και οι οποίες µπορεί να 

απαιτούν εκατοµµύρια ετών για να δηµιουργηθούν ξανά (για παράδειγµα το 

πετρέλαιο ή οι λιγνίτες), ή να ξανασχηµατίζονται άµεσα ώστε να διατίθενται 

πρακτικά αµείωτες (για παράδειγµα η ενέργεια του ήλιου ή των ανέµων).  

 ∆ιεθνώς, ο ενεργειακός τοµέας τη δεκαετία του 1970 είχε ως κύριο 

χαρακτηριστικό τις πετρελαϊκές κρίσεις και βασικό πρόβληµα την ασφάλεια του 

ενεργειακού εφοδιασµού, ενώ την δεκαετία του 1980 είχε ως κύριο χαρακτηριστικό 

την συνειδητοποίηση του κοινού για τις δυσµενείς περιβαλλοντικές επιπτώσεις της 

περιβαλλοντικής αναπτύξεως (τόσο σε τοπικό και εθνικό, όσο και σε διασυνοριακό 

επίπεδο) και βασικό πρόβληµα την αδυναµία απορροφήσεως από το περιβάλλον των 

αλλοιώσεων που προκαλεί η παραγωγή και η χρήση ενέργειας. Ο οικολογικός αυτός 

προβληµατισµός κυριάρχησε και την δεκαετία του 1990 µέχρι σήµερα όπου οι 

κυβερνήσεις των ανεπτυγµένων κρατών σε συνεργασία µε διεθνής οργανισµούς 

προσπαθούν να περιορίσουν όσο το δυνατόν περισσότερο την µόλυνση του 

περιβάλλοντος που προκαλείται από την παραγωγή ενέργειας. 

Στα πλαίσια του σκοπού αυτού, τα τελευταία χρόνια υπάρχει τάση για 

ανασχηµατισµό του ενεργειακού τοµέα και µετάβαση από τον συγκεντρωτισµό και 

τις µεγάλες ενεργειακές µονάδες προς τα αποµονωµένα ενεργειακά συστήµατα, τα 

λεγόµενα ενεργειακά πάρκα. Τα πάρκα αυτά είναι προσαρµοσµένα στην εξυπηρέτηση 

των τοπικών ενεργειακών φορτίων µε, κατά προτεραιότητα, χρήση τοπικών 
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ενεργειακών πόρων. Από την φύση τους τα ενεργειακά πάρκα προσφέρουν 

µεγαλύτερη ενεργειακή αποδοτικότητα, ορθολογική παραγωγή και χρήση των 

διαφόρων µορφών ενέργειας καθώς και µια πληθώρα περιβαλλοντικών 

πλεονεκτηµάτων. 

Υπάρχουν διάφορες κατηγορίες ενεργειακών πάρκων µερικές από τις οποίες 

αναφέρουµε παρακάτω:  

1. ενεργειακά πάρκα θερµικής ενέργειας (π.χ. ατµοηλεκτρικοί σταθµοί) 

2. ενεργειακά πάρκα που χρησιµοποιούν τοπικούς ενεργειακούς πόρους (π.χ. 

λιγνιτωρυχεία) 

3. ενεργειακά πάρκα ανανεώσιµων πηγών ενέργειας. 

Στη παρούσα µελέτη θα ασχοληθούµε µόνο µε την τρίτη κατηγορία, αυτή των 

ενεργειακών πάρκων που χρησιµοποιούν ανανεώσιµες πηγές ενέργειας. Ο τελευταίος 

όρος αναφέρεται κυρίως στις ακόλουθες µορφές ενέργειας: την ενέργεια του ήλιου 

(ηλιακή), την ενέργεια των ανέµων (αιολική), την ενέργεια των υδατοπτώσεων, των 

κυµάτων και των παλιρροιών (υδροηλεκτρική), την ενέργεια που εµπεριέχεται στη γη 

και απελευθερώνεται µέσω τη θερµότητας (γεωθερµική), η ενέργεια της ζώσας ύλης 

(βιοµάζα).  Πρόκειται για πηγές ενέργειας που ανανεώνονται συνεχώς και ταχέως 

(συγκρινόµενες π.χ. µε τους χρόνους γεωλογικών περιόδων που απαιτούνται για τη 

δηµιουργία άνθρακα, πετρελαίου ή φυσικού αερίου) επιτρέποντας έτσι τη σταθερή 

και αξιόπιστη χρήση τους. Ωστόσο, µε βάση τις υφιστάµενες σήµερα τεχνολογίες οι 

πλέον συµφέρουσες ανανεώσιµες πηγές ενέργειας είναι η ηλιακή ενέργεια που 

αξιοποιείται µέσω των φωτοβολταϊκών γεννητριών και η αιολική ενέργεια που 

αξιοποιείται µέσω των ανεµογεννητριών [4].  

 

 

2.2 Μείωση και Εξάντληση των Ενεργειακών Πηγών 

 

Η παγκόσµια παραγωγή πετρελαίου θα φθάσει σε ένα µέγιστο µέσα στις 

επόµενες δεκαετίες καις τη συνέχεια θα µειώνεται λόγω της εξάντλησης των 

αποθεµάτων. Υπάρχουν διάφορες εκτιµήσεις που τοποθετούν την παραγωγή 

πετρελαίου να φθάνει στο µέγιστό της σε ένα διάστηµα 10  και 30  χρόνων. Όσο η 

παραγωγή θα µειώνεται µετά από αυτήν την ηµεροµηνία τόσο οι τιµές του 
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πετρελαίου θα αυξάνουν, εκτός εάν άλλα εναλλακτικά καύσιµα αρχίζουν να 

χρησιµοποιούνται σε µεγάλη κλίµακα. Το Σχήµα 2.1 δείχνει την παραγωγή 

πετρελαίου τα τελευταία 60 χρόνια καθώς και µια εκτίµηση µέχρι το 2100, όπου η 

παραγωγή πετρελαίου θα φθάσει στο κατώτατο σηµείο.   Η πορεία για το φυσικό 

αέριο προδιαγράφεται αντίστοιχη, αν και η µέγιστη παραγωγή µπορεί να συµβεί 

αργότερα. Τα αποθέµατα του άνθρακα µπορούν να διαρκέσουν εκατοντάδες χρόνια, 

αλλά η χρήση τους είναι προβληµατική λόγω των περιβαλλοντικών προβληµάτων 

που προκαλούν [3]. 

 

 

Σχήµα 2.1: Παραγωγή πετρελαίου 1950-2100. 

 

 

2.3 Πλεονεκτήµατα των Ανανεώσιµων Πηγών Ενέργειας 

 

 Οι Ανανεώσιµες Πηγές Ενέργειας µπορούν να έχουν σηµαντική συµβολή 

στην προσπάθεια µείωσης των εκποµπών των αερίων του θερµοκηπίου, καθώς είναι 

οι µόνες πηγές ενέργειας που δεν επιβαρύνουν το περιβάλλον µε εκποµπές 2CO . 

Πέρα όµως από τα στενά πλαίσια αντιµετώπισης του φαινοµένου του θερµοκηπίου, 

τα χαρακτηριστικά των ΑΠΕ τις καθιστούν συστατικό στοιχείο µιας νέας 

αναπτυξιακής πολιτικής και µοναδική µακροπρόθεσµη απάντηση στην πορεία προς 
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την βιώσιµη ανάπτυξη. Τα οφέλη που προκύπτουν από την εκµετάλλευση των ΑΠΕ 

δεν είναι µόνο περιβαλλοντικής φύσεως. Η αξιοποίηση των ενδογενών αυτών 

ενεργειακών πόρων µπορεί να επιφέρει επίσης σηµαντικές θετικές κοινωνικές και 

οικονοµικές επιπτώσεις την περιφερειακή και την τοπική ανάπτυξη. Παρά το γεγονός 

ότι απαιτείται ένα σηµαντικό κεφάλαιο για την αρχική τους εγκατάσταση και 

εξοπλισµό, το λειτουργικό τους κόστος είναι αµελητέο και τα αποτελέσµατά τους 

ιδιαίτερα σηµαντικά. Συνοπτικά, τα κύρια πλεονεκτήµατα των ΑΠΕ είναι τα εξής: 

� Είναι πρακτικά ανεξάντλητες πηγές ενέργειας και συµβάλλουν στη µείωση 

της εξάρτησης από τους εξαντλήσιµους πόρους (κυρίως ορυκτά καύσιµα). 

� Είναι εγχώριες πηγές ενέργειας και συνεισφέρουν στην ενίσχυση της 

ενεργειακής αυτάρκειας και της ασφάλειας του ενεργειακού εφοδιασµού σε 

τοπικό, περιφερειακό και εθνικό επίπεδο. 

� Είναι διάσπαρτες γεωγραφικά και οδηγούν στην αποκέντρωση του 

ενεργειακού συστήµατος, παρέχοντας τη δυνατότητα κάλυψης των 

ενεργειακών αναγκών σε τοπικό και περιφερειακό επίπεδο, ανακουφίζοντας 

έτσι τα συστήµατα υποδοµής και µειώνοντας τις απώλειες από τη µεταφορά 

ενέργειας. 

�  Προσφέρουν τη δυνατότητα ορθολογικής αξιοποίησης των ενεργειακών 

πόρων καλύπτοντας ένα ευρύ φάσµα των ενεργειακών αναγκών των χρηστών 

(π.χ. ηλιακή ενέργεια για θερµότητα χαµηλών θερµοκρασιών, αιολική 

ενέργεια για ηλεκτροπαραγωγή). 

� Έχουν συνήθως χαµηλό λειτουργικό κόστος που δεν επηρεάζεται από τις 

διακυµάνσεις της διεθνούς οικονοµίας και ειδικότερα των τιµών των 

συµβατικών καυσίµων.  

� Οι εγκαταστάσεις εκµετάλλευσης των ΑΠΕ έχουν σχεδιαστεί για να 

καλύπτουν τις ανάγκες των χρηστών και σε µικρή κλίµακα εφαρµογών ή σε 

µεγάλη κλίµακα αντίστοιχα, έχουν µικρή διάρκεια κατασκευής, επιτρέποντας 

έτσι τη γρήγορη ανταπόκριση της προσφοράς προς τη ζήτηση ενέργειας. 

� Οι επενδύσεις των ΑΠΕ χαρακτηρίζονται ως «εντάσεως εργασίας», 

συµβάλλουν δηλαδή στη δηµιουργία πολλών θέσεων εργασίας ιδιαίτερα σε 

τοπικό και περιφερειακό επίπεδο. 
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� Μπορούν να αποτελέσουν σε πολλές περιπτώσεις πυρήνα για την 

αναζωογόνηση οικονοµικά και κοινωνικά υποβαθµισµένων περιοχών (τοπική 

και περιφερειακή ανάπτυξη), µε την προώθηση αναλόγων επενδύσεων (π.χ. 

αιολικά πάρκα, εργοστάσια ενεργειακής αξιοποίησης γεωργικής βιοµάζας, 

θερµοκηπιακές καλλιέργειες µε τη χρήση γεωθερµικής ενέργειας). 

�  Είναι φιλικές προς το περιβάλλον και τον άνθρωπο και η αξιοποίησή τους 

είναι γενικά αποδεκτή από το κοινό [6]. 

 

 

2.4 Ανανεώσιµες Πηγές Ενέργειας και Κόστος Παραγωγής 

 

Σήµερα, το κόστος παραγωγής ηλεκτρισµού ή θερµότητας από ΑΠΕ, σε 

σύγκριση µε τη χρήση συµβατικών καυσίµων είναι σε αρκετές περιπτώσεις 

υψηλότερο. Ωστόσο, το µέσο κόστος παραγωγής επηρεάζεται ελάχιστα λόγω της 

περιθωριακής ακόµα συµµετοχής των ΑΠΕ στο ενεργειακό ισοζύγιο της χώρας. 

Το πραγµατικό ερώτηµα είναι αν µακροπρόθεσµα η προώθηση της χρήσης 

των ΑΠΕ θα επηρεάσει αρνητικά το κόστος παραγωγής της ενέργειας και εποµένως 

το κόστος διαβίωσης των πολιτών και την ανταγωνιστικότητα των εγχώριων 

προϊόντων. Ωστόσο, οι τάσεις που διαµορφώνονται διεθνώς δεν αφήνουν περιθώρια 

πραγµατικής ανησυχίας. 

Έτσι, είναι σαφές ότι το κόστος των τεχνολογιών των ΑΠΕ µειώνεται ραγδαία 

µε την επέκταση της χρήσης τους και συνεπώς µε τη µαζική παραγωγή τους. 

Ορισµένες τεχνολογίες είναι ήδη ανταγωνιστικές και προβλέπεται ότι το ίδιο θα 

συµβεί και µε πολλές από τις υπόλοιπες. 

Αντίθετα, είναι εξίσου σαφές ότι µε την βαθµιαία κατανόηση του 

«εξωτερικού κόστους» που συνεπάγεται η παραγωγή ενέργειας, η χρήση των 

συµβατικών καυσίµων θα επιβαρυνθεί είτε άµεσα µε φόρους, είτε έµµεσα µε 

περιορισµούς εκποµπών ρύπων που οδηγούν σε ειδικές επενδύσεις υψηλού κόστους 

[6].   
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2.5 Ηλιακή Ενέργεια (ηλιακή ακτινοβολία) - Φ/Β Παραγωγή  

 

Ως ηλιακή ενέργεια ορίζεται η ενέργεια που φτάνει από τον ήλιο στη γη. Η 

ενέργεια αυτή εκπέµπεται από τον ήλιο λόγω της υψηλής θερµοκρασίας του, και 

µεταδίδεται µέσα από το διάστηµα µε ακτινοβολία. Η ισχύς της ηλιακής ακτινοβολίας 

που φθάνει στη γη είναι κατά µέσο όρο 15173 10 W⋅  ή 173 ExaW⋅ , ενώ η µέση ισχύς 

που απαιτεί η ανθρωπότητα είναι περίπου 127 10 W⋅  ή 7 TeraW⋅ . Είναι φανερό πως η 

µέση ηλιακή ακτινοβολία είναι πολύ µεγαλύτερη αυτής που απαιτείται λόγω της 

ανθρώπινης δραστηριότητας (περίπου 25,000 φορές). Πέραν αυτού, όµως, η ηλιακή 

ενέργεια αποτέλεσε και αποτελεί τη βασική ενεργειακή πηγή στη γη, καθώς σε αυτήν 

οφείλεται ο σχηµατισµός ή διαθεσιµότητα της πλειονότητας των ενεργειακών πόρων, 

εξαντλήσιµων και µη, µε εξαιρέσεις την πυρηνική ενέργεια, τη γεωθερµική 

(οφείλεται στη θερµοκρασία της γης) και την παλιρροιακή (οφείλεται στην έλξη 

µεταξύ γης και σελήνης). 

Η γη βρίσκεται σε απόσταση 150 εκατοµµυρίων χιλιοµέτρων από τον ήλιο, 

και µε δεδοµένο ότι ο ήλιος έχει 125 φορές τη διάµετρο της γης, προκύπτει ότι η 

τελευταία δέχεται µόλις 91/10  της ακτινοβολίας που εκπέµπει ο ήλιος. Η ηλικία του 

ήλιου εκτιµάται µεγαλύτερη από πέντε δισεκατοµµύρια έτη, ενώ υπολογίζεται ότι ο 

ήλιος θα συνεχίσει να εκπέµπει ακτινοβολία µε τον ίδιο ρυθµό για άλλα τόσα έτη 

τουλάχιστον. Εποµένως, η ηλιακή ενέργεια είναι µια ανανεώσιµη (τυπικά 

ανεξάντλητη) πηγή ενέργειας [6].  

 

 

2.5.1 Χαρακτηριστικά Ηλιακής Ενέργειας 

 

Οι πυρηνικές αντιδράσεις που συµβαίνουν στον ενεργό πυρήνα του ήλιου 

(σύντηξη πυρήνων υδρογόνου) οδηγούν σε εσωτερικές θερµοκρασίες της τάξης των 

710 K  και µια εσωτερική ροή ακτινοβολίας, που απορροφάται από τα εξώτερα 

παθητικά στρώµατα µε αποτελέσµατα να θερµαίνονται έως τους 5,800K  περίπου. 

Καθίστανται έτσι µία πηγή ακτινοβολίας µε σχετικά συνεχές φάσµα, που 

προσοµοιάζει προς αυτό µέλανος σώµατος αντίστοιχης θερµοκρασίας. Η ένταση της 
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ακτινοβολίας που φθάνει από τον ήλιο στα ακρότατα όρια της ατµόσφαιρας της γης 

έχει µέση τιµή 21395 /W m⋅  (µε µικρές διακυµάνσεις) και ορίζεται ως ηλιακή 

σταθερά.  

Η ακτινοβολία του ήλιου που καταλήγει στην επιφάνεια της γης µπορεί να 

φθάσει την τιµή 21 /kW m⋅ , όταν ο ήλιος είναι στο ζενίθ, και καλύπτει το φάσµα 

µεταξύ 0,3  και 2,5 mµ  µε αιχµή (peak) στα 0,5 mµ . Η ακτινοβολία αυτή 

χαρακτηρίζεται ως µικρού µήκους κύµατος και συµπεριλαµβάνεται το ορατό φως 

(0, 4 0,7 )mµ− , συγκεκριµένα δε κατανέµεται ως εξής:  

(i)    υπεριώδης ακτινοβολία ( 0.4 )mλ µ<  µε ποσοστό εµφάνισης 9%. 

(ii)   ορατό φως (0.4 0.7 )m mµ λ µ< <  µε ποσοστό 45% . 

(iii)  υπέρυθρη ακτινοβολία ( 0.7 )mλ µ>  µε ποσοστό 46%  [4]. 

 

 

2.5.2 Εφαρµογές της  Ηλιακής Ενέργειας  

 

 Ανάλογα µε τη µετατροπή της ηλεκτρικής ενέργειας για τελική χρήση της, τα 

συστήµατα αξιοποίησης της διακρίνονται στα: 

(α) παθητικά ηλιακά συστήµατα, στα οποία συµβαίνει άµεση απολαβή της ηλιακής 

ακτινοβολίας, δίχως προηγούµενης µετατροπής της 

(β) ενεργητικά ηλιακά συστήµατα, όπου συλλέγεται η ηλιακή ακτινοβολία µε 

µετατροπή της σε θερµότητα, και ακολούθως αξιοποιείται η τελευταία (θερµική 

µετατροπή)  

(γ) φωτοβολταϊκά συστήµατα, στα οποία η προσπίπτουσα ηλιακή ακτινοβολία 

µετατρέπεται σε ηλεκτρισµό για περαιτέρω χρήση 

 Τα παθητικά συστήµατα ενσωµατώνονται κυρίως στις κατασκευές κτιρίων για 

εξυπηρέτηση των θερµικών φορτίων του χειµώνα και συνιστούν εξελιγµένες και 

οικονοµικές τεχνολογίες. Ενεργητικά ηλιακά συστήµατα µπορούν να 

χρησιµοποιούνται τόσο σε οικιακές όσο και σε βιοµηχανικές εφαρµογές. Έτσι, η 

θέρµανση νερού χρήσης αποτελεί µια οικονοµική και ήδη δεδοµένη τεχνολογία, ενώ 

αντίθετα  η  ηλιακή  θέρµανση  οικιών  δεν   παρουσιάζει   για   την   ώρα  οικονοµικό  
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Πίνακας 2.1 Ενεργειακή αξιοποίηση τεχνολογιών της ηλιακής ενέργειας. 

Τεχνολογία και Εφαρµογή Τεχνική και Οικονοµική 

Κατάσταση 

ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΗΛΙΑΚΩΝ ΣΥΛΛΕΚΤΩΝ 

• εποχιακή θέρµανση κολυµβητηρίων  

• θέρµανση νερού οικιακής χρήσης  

• θέρµανση χώρων σε κτίρια 

• ψύξη χώρων σε κτίρια 

• ξήρανση σοδειάς 

• αφαλάτωση 

 

 

                 *** 

                 *** 

                 *** 

                  ** 

                 *** 

                  ** 

ΠΑΘΗΤΙΚΑ ΗΛΙΑΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΓΙΑ ΚΤΙΡΙΑ 

• θέρµανση χώρων και κλιµατισµός κτιρίων 

 

                 *** 

ΗΛΙΑΚΑ ΘΕΡΜΙΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

ΣΥΓΚΕΝΤΡΩΤΙΚΩΝ ΚΑΤΟΠΤΡΩΝ 

• θέρµανση σε βιοµηχανικές διεργασίες 

• αυτόνοµα συστήµατα ηλεκτροπαραγωγής 

• ηλεκτροπαραγωγή σε σύνδεση στο δίκτυο 

• αφαλάτωση 

• παραγωγή υδρογόνου µε ηλεκτρόλυση 

• παραγωγή καυσίµων και χηµικών 

 

 

                 ** 

                 ** 

                 ** 

                 ** 

                  * 

                  * 

ΦΩΤΟΒΟΛΤΑΪΚΑ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ 

ΗΛΕΚΤΡΟΠΑΡΑΓΩΓΗΣ 

• φωτισµός και προειδοποιητικοί φανοί  

• επικοινωνία, σε απόµακρες θέσεις 

• ηλεκτροδότηση για µεµονωµένες κατοικίες, 

καταφύγια 

• άντληση (άρδευση) νερού σε απόµακρες θέσεις 

• αυτόνοµη ηλεκτροδότηση για οµάδες κατοικιών 

 

 

                 *** 

                 *** 

                 

                 *** 

                 *** 

                  ** 

***   τεχνολογίες ανεπτυγµένες και τεχνολογικά εφαρµόσιµες 

 **    τεχνολογίες ακόµα στο στάδιο της έρευνας και της ανάπτυξης 

  *     µελλοντικές αλλά δίχως, ακόµα, πρακτική εφαρµογή  
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ενδιαφέρον. Στο βιοµηχανικό τοµέα διακρίνονται εφαρµογές θέρµανσης µε χαµηλή ή 

εξαιρετικά υψηλή θερµοκρασία (ηλιακοί φούρνοι µε τη χρήση συγκεντρωτικών 

κατόπτρων), αφαλάτωσης (µε τη χρήση ηλιακών αποστακτήρων ή συνήθων µεθόδων 

απόσταξης    σε    συνδυασµό    µε    ηλιακούς    συλλέκτες    ή    ηλιακές    λίµνες)   ή  

ηλεκτροπαραγωγής µε τη χρήση συγκεντρωτικών κατόπτρων. Από τις παραπάνω, 

έχουν οικονοµικό ενδιαφέρον οι εφαρµογές θέρµανσης, σε χαµηλή θερµοκρασίας 

κυρίως. Περιορισµένο οικονοµικό ενδιαφέρον παρουσιάζει και η παραγωγή 

ηλεκτρισµού µε φωτοβολταϊκά συστήµατα, εκτός αν απαιτείται για περιοχές όπου δεν 

είναι οικονοµικά δυνατόν να επεκταθεί το δίκτυο (π.χ. φωτισµός φάρων, κίνηση 

αντλιών για άρδευση, συστήµατα πυρανίχνευσης σε δάση, ηλεκτροδότηση 

καταφυγίων, δορυφόρων κοκ.).  

 Στον Πίνακα 2.1 συνοψίζονται οι διαθέσιµες τεχνολογίες αξιοποίησης της 

ηλιακής ενέργειας και η τεχνικοοικονοµική κατάστασή τους, που αφορά στην 

ωριµότητα της τεχνολογίας και στην οικονοµικότητα της. 

 Στις ήδη ανεπτυγµένες και οικονοµικά εφαρµόσιµες τεχνολογίες (τουλάχιστον 

για τα κλιµατικά δεδοµένα της χώρας µας) διακρίνουµε εποµένως την εποχιακή 

θέρµανση  των  κολυµβητηρίων   (οι   ανάγκες   συµπίπτουν   µε   περιόδους   υψηλής  

ακτινοβολίας), την παραγωγή οικιακού θερµού νερού χρήσης για όλο το έτος (εφόσον 

είναι αποδεκτή αποπληρωµή της τάξης δεκαετίας), τη χρήση σχετικά φθηνών 

συλλεκτών    για    ξήρανση   αγροτικής   σοδειάς, την   µικρής   κλίµακας   εφαρµογή 

φωτοβολταϊκών συστηµάτων σε αποµακρυσµένες περιοχές και τα παθητικά ηλιακά 

συστήµατα για εφαρµογή σε νέο-ανεγειρόµενες κυρίως κατοικίες [4], [5], [7]. 

 

 

2.5.3 Η Φωτοβολταϊκή Μετατροπή 

 

 Ηµιαγωγοί όπως το Πυρίτιο ( )Si  και το Γερµάνιο ( )Ge , είναι ύλη που 

κατατάσσεται µεταξύ των αγωγών και των µονωτών, και υπό προϋποθέσεις µπορούν 

να άγουν το ηλεκτρικό ρεύµα. Όταν προσπέσει το φως σε ηµιαγωγό, µπορεί να 

εκτοπίσει ένα ηλεκτρόνιο από τη θέση του σχηµατίζοντας έτσι ένα ουδέτερο 

ηλεκτρικά ζεύγος οπής-ηλεκτρονίου, όπου µε τον όρο οπή προσδιορίζουµε τη θέση 

που εγκατέλειψε το ηλεκτρόνιο που µετακινήθηκε. Αν δεν έχουν ληφθεί αλλά µέτρα, 
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το ζεύγος επανενώνεται σε εκατοµµυριοστό του δευτερολέπτου, µε την επιστροφή 

του ηλεκτρονίου στη θέση του. Το βάθος στο οποίο θα διεισδύσει η ακτινοβολία στην 

ύλη για το παραπάνω φαινόµενο εξαρτάται από το µήκος κύµατος και αυξάνεται όσο 

µικρότερο είναι αυτό (υψηλότερη διεισδυτικότητα για τις µεγαλύτερες συχνότητες). 

 Η ηλιακή ακτινοβολία που προσπίπτει στο φωτοβολταϊκό κύτταρο θερµαίνει 

γενικά το υλικό και ενισχύει την κίνηση των ατόµων του. Εάν η ενέργεια του κάθε 

φωτονίου είναι αρκετή, κάποιο ηλεκτρόνιο που την απορροφά µπορεί να µεταπηδήσει 

από την ζώνη σθένους στη ζώνη αγωγιµότητας, από όπου τα ηλεκτρόνια µπορούν να 

κινηθούν ως φορείς ρεύµατος. Για το πυρίτιο το όριο αυτό είναι 1.1eV  που 

αντιστοιχεί σε µήκος κύµατος 1,100nm . 

 Οι ηµιαγωγοί χρησιµοποιούνται σε µορφή κατά την οποία έχουν προστεθεί σε 

αυτούς ελεγχόµενες ποσότητες συγκεκριµένων άλλων ιόντων, προσδίδοντας τους 

έτσι νέες ιδιότητες. Για παράδειγµα, το πυρίτιο Si  είναι τετρασθενές και ανήκει στη 

IV  οµάδα του περιοδικού συστήµατος. Εάν σε αυτό προστεθούν ιόντα µικρότερου 

σθένους (π.χ. βόριο, της III  οµάδας) τότε σχηµατίζουν αυτά στο πλέγµα του Si  

θέσεις δέκτες ηλεκτρονίων που παγιδεύουν τα ελεύθερα ηλεκτρόνια, ώστε 

προκύπτουν θετικά φορτισµένες καταστάσεις που καλούνται οπές και µπορούν να 

κινούνται µέσα στην ύλη ως ελεύθεροι φορείς φορτίων. Ο σχηµατιζόµενος ηµιαγωγός 

καλείται τύπου p  (positive) επειδή έχει ως κύριους φορείς φορτίων τις οπές.  

 Αντίθετα, εάν στο Si  προστεθούν άτοµα µε µεγαλύτερο σθένος (π.χ. 

φώσφορος, της V  οµάδας), αυτά δρουν ως δότες ηλεκτρονίων παράγοντας 

ηµιαγωγούς τύπου n  (negative) που έχουν ηλεκτρόνια ως τους κύριους φορείς 

ηλεκτρικών φορτίων.  

 Όταν συνδέσουµε δυο διαφορετικού τύπου ηµιαγωγούς, p  και n  αντίστοιχα, 

στη θέση επαφής έχουµε µετακίνηση ηλεκτρονίων από τον n  προς τον p  για 

κατάληψη των οπών µε αποτέλεσµα το σχηµατισµό δύο αντίθετα φορτισµένων 

περιοχών,  µιας θετικής  στο όριο επαφής  του n  και µιας αρνητικής στο όριο επαφής 

του p . Σχηµατίζεται έτσι ένα δυναµικό που εµποδίζει την περαιτέρω συνένωση οπών 

και ηλεκτρονίων µέσω του υλικού, ώστε η κίνηση ηλεκτρονίων από τον n  στον p  

θα µπορούσε πλέον να υλοποιηθεί µόνο εξωτερικά. 
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Σχήµα 2.2: Συνδεσµολογία φωτοβολταϊκού κυττάρου, και η επαγόµενη ροή ρεύµατος από την 

πρόσπτωση ακτινοβολίας. 

 

 Όταν προστεθεί ακτινοβολία σε ένα ζεύγος n p−  που να µπορεί να φθάνει 

έως την επαφή του, σχηµατίζει εκεί ζεύγη ηλεκτρονίου-οπής τα οποία λόγω του 

εγκατεστηµένου ηλεκτρικού πεδίου δεν µπορούν να συνενωθούν. Αυτό έχει ως 

συνέπεια το σύστηµα να µπορεί πλέον να χρησιµοποιηθεί ως πηγή ηλεκτρικής 

ενέργειας. Με σύνδεση φορτίου τα ηλεκτρόνια κινούνται από τον n  στον p  µε 

ταυτόχρονη παραγωγή ηλεκτρικού ρεύµατος. Η λειτουργία αυτή φαίνεται και στο 

Σχήµα 2.2. 

 Οι συσκευές που συνδέουν δύο διαφορετικού τύπου ηµιαγωγούς λέγονται 

φωτοβολταϊκά κύτταρα (ή στοιχεία) ή ηλιακά κύτταρα. Πρόκειται για πηγές 

ρεύµατος, το οποίο ρεύµα προκαλείται από την απορρόφηση  της  ηλιακής  ακτινοβο- 

 

 

Σχήµα 2.3: Κύκλωµα υπολογισµού χαρακτηριστικών φωτοβολταϊκού στοιχείου πυριτίου, που 

πρωτοπαράχθηκαν το 1954 και αναπτύχθηκαν γρήγορα για την ηλεκτροδότηση δορυφόρων. 

 

λίας.   Η   πλειονότητα   των   φωτοβολταϊκών   στοιχείων  είναι    ηµιαγωγοί. Με το 

κύκλωµα που φαίνεται στο Σχήµα 2.3 µπορούν να υπολογισθούν τα χαρακτηριστικά  
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ρεύµατος τάσης  του  φωτοβολταϊκού  στοιχείου. Με  την  εφαρµογή µεταβλητής 

αντίστασης, αλλά και φωτισµού, προκύπτουν οι καµπύλες που φαίνονται στο Σχήµα 

2.4. Από τις καµπύλες αυτές προκύπτουν τα εξής συµπεράσµατα: 

 

 

(α) 

 

 

(β) 

 

Σχήµα 2.4: Συµπεριφορά  φωτοβολταϊκού κυττάρου για δύο επίπεδα προσπίπτουσας ακτινοβολίας: (α) 

21000 /W m  και (β) 
2500 /W m . 
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� Το ρεύµα είναι περίπου σταθερό µέχρι την τιµή της µέγιστης ισχύος (γι’ αυτό 

χαρακτηρίζονται ως πηγές ρεύµατος, παρά τάσης) 

� Το ρεύµα βραχυκύκλωσης έχει τιµή παραπλήσια του ρεύµατος λειτουργίας, 

ώστε να µην υπάρχει κίνδυνος καταστροφής του στοιχείου στην περίπτωση 

βραχυκυκλώµατος, και να µπορεί να λειτουργεί δίχως επίβλεψη. 

� Η µέγιστη τάση ανοικτού κυκλώµατος είναι λίγο µεγαλύτερη από την τάση 

λειτουργίας (µέγιστης ισχύος). 

� Η µέγιστη ισχύς παρέχεται στα περίπου 0.45Volt  για µέγιστη ηλιακή 

ακτινοβολία 2(1000 / )W m⋅ . Από τα στοιχεία του ίδιου Σχήµατος µπορεί να 

διαπιστωθεί πως και σε χαµηλότερη ακτινοβολία (π.χ. 2500 /W m⋅  ) η µέγιστη 

ισχύς παρέχεται στη ίδια περίπου (λίγο µικρότερη) τάση. 

� Το ρεύµα λειτουργίας είναι ανάλογο της έντασης της προσπίπτουσας 

ακτινοβολίας. 

Η ισχύς που παράγεται από ένα φωτοβολταϊκό κύτταρο είναι περίπου 16%  της 

ισχύος της προσπίπτουσας ηλιακής ακτινοβολίας (η θεωρητική µέγιστη απόδοση 

είναι 24% ) [4], [5]. 

 

  

2.6 Αιολική Ενέργεια (ταχύτητα ανέµου) 

 

 Ο άνεµος είναι ρεύµα αέρα που προκαλείται από τις διαφορές θερµοκρασιών 

του αέρα της ατµόσφαιρας. Για παράδειγµα, κατά την ηµέρα ο ήλιος µπορεί να 

θερµαίνει το έδαφος που µε της σειρά του θερµαίνει τον αέρα που βρίσκεται σε 

επαφή µε αυτό. Ο θερµός αέρας που δηµιουργείται έτσι διαστέλλεται, γίνεται 

ελαφρύτερος εποµένως και κινείται προς τα πάνω (ανοδικό ρεύµα). Η χαµηλή πίεση 

κάτω από τον ανερχόµενο αέρα προκαλεί την κίνηση ψυχρού αέρα προς το σηµείο 

αυτό και από κάθε κατεύθυνση. Η κινητική ενέργεια των ανέµων ορίζεται ως Αιολική 

Ενέργεια. 

 Παγκόσµια υπάρχουν σηµαντικότατες διαφορές θερµοκρασιών καθώς οι 

τροπικές περιοχές µπορούν να έχουν θερµοκρασίες πάνω από 38 C°  όταν στις 

πολικές περιοχές οι θερµοκρασίες µπορούν να είναι πολύ κάτω από 0 C° . Οι 

διαφορές αυτές οφείλονται κυρίως στην διαφορετική γωνία υπό την οποία 
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προσπίπτουν οι ακτίνες του ήλιου καθώς π.χ. η ακτινοβολία που προσπίπτει υπό 

µικρότερη γωνία στους πόλους ανακλάται κυρίως προς το διάστηµα. Σαν 

αποτέλεσµα, ζεστός ελαφρύς αέρας από τις τροπικές περιοχές ανυψώνεται και 

κινείται προς τους πόλους, ενώ ταυτόχρονα βαρύτερος αέρας από τους πόλους 

κινείται, κάτω από το ζεστό αέρα, προς τον ισηµερινό (πλανητικός άνεµος). 

 Οι κινήσεις αυτές των αερίων µαζών δεν είναι ακριβώς κάθετες προς τον 

ισηµερινό λόγω της κίνησης της γης, ώστε τελικά ο αέρας που κινείται προς τον 

ισηµερινό κλίνει δυτικά, ενώ ο αέρας που κινείται προς τους πόλους κλίνει 

ανατολικά. Στην πράξη, στα δύο ηµισφαίρια του πλανήτη διακρίνονται από τρεις 

περιοχές σχηµατισµού ανέµων που ορίζονται ως κελύφη. Στον ισηµερινό είναι το 

τροπικό κέλυφος που επεκτείνεται 30°  βόρεια και 30°  νότια. Η πίεση του αέρα εδώ 

είναι πάντα χαµηλή. Ο αέρας στην επιφάνεια της γης ανυψώνεται και είναι πάντα 

ζεστός και υγρός, ενώ οι άνεµοι είναι συνήθως µικρής έντασης. Βόρεια και νότια του 

τροπικού κελύφους υπάρχουν ζώνες δυτικών ανέµων, ενώ πέραν αυτών συναντάται 

το πολικό µέτωπο όπου καταλήγουν οι πολικοί ανατολικοί άνεµοι. 

 Πέραν των πλανητικών ανέµων, σχηµατίζονται άνεµοι λόγω τοπικών 

διαφορών θερµοκρασιών ή λόγω της τοπογραφίας (τοπικοί άνεµοι). Στην κατηγορία 

αυτή ανήκει η ψυχρή αύρα από τη θάλασσα κατά την ηµέρα, ή από τη στεριά προς τη 

θάλασσα κατά τη νύκτα, επειδή ακριβώς η στεριά ζεσταίνεται περισσότερο κατά την 

ηµέρα από τον ήλιο (η θάλασσα έχει µεγάλη θερµοχωρητικότητα ώστε δεν 

µεταβάλλεται σηµαντικά η θερµοκρασία της) και αντίστοιχα επειδή η θάλασσα 

ψύχεται αργότερα και άρα διατηρεί τη θερµοκρασία της κατά τη νύχτα. Επίσης, σε 

µορφολογία µε βουνά και κοιλάδες και λόγω της ανοµοιόµορφης θέρµανσης των 

κλιτύων και του πυθµένα της κοιλάδας, συναντώνται στις κλιτείς θερµοί ανερχόµενοι 

άνεµοι κατά την ηµέρα και ψυχροί κατερχόµενοι κατά τη νύχτα. 

 Σε παραθαλάσσιες θέσεις η ταχύτητα του ανέµου µπορεί να είναι κατά 

0.5 /m s  µεγαλύτερη από γειτονικές ηπειρωτικές θέσεις. Τα περάσµατα σε ορεινές 

περιοχές είναι συχνά θέσεις υψηλού δυναµικού αιολικής ενέργειας, ειδικότερα εάν το 

άνοιγµα τους είναι κατά την κατεύθυνση του επικρατούντος ανέµου.  

 Στην κορυφή λοφοσειρών που επεκτείνονται κάθετα προς τον επικρατούντα 

άνεµο, παρατηρείται αυξηµένη ταχύτητα ανέµου (π.χ. έως και διπλάσια) λόγω της 
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πύκνωσης των ροϊκών γραµµών που επιβάλλει ή στένωση της διαθέσιµης επιφάνειας 

ροής από τη έξαρση της λοφοσειράς.  

Για την εκµετάλλευση της αιολικής ενέργειας χρησιµοποιούνται ειδικές 

διατάξεις που εκθέτουν έναν δροµέα (πτερωτή τύπου έλικας, µε ένα ή περισσότερα 

πτερύγια) στο ρεύµα του ανέµου, λαµβάνοντας έτσι µέρος της κινητικής ενέργειας 

του, µε αποτέλεσµα την περιστροφική κίνηση του δροµέα. Οι διατάξεις αυτές 

λέγονται ανεµοκινητήρες ή ειδικότερα ανεµογεννήτριες όταν ο άξονας τους κινεί 

ηλεκτρογεννήτρια παραγωγής ρεύµατος. 

Με τη χρήση ανεµοκινητήρων (π.χ. ανεµογεννήτριες, ανεµόµυλοι) η αιολική 

ενέργεια µετατρέπεται σε περιστροφική κίνηση του δροµέα του ανεµοκινητήρα και 

του άξονά του. Η περιστροφική κίνηση µπορεί να αξιοποιείται άµεσα π.χ. για την 

άντληση νερού από πηγάδι, την άλεση σιτηρών κλπ. Ή να µετατρέπεται µε γεννήτρια 

σε ηλεκτρική ενέργεια. Η αιολική ενέργεια χρησιµοποιείται συνηθέστερα:  

• για παραγωγή ηλεκτρισµού σε περιοχές συνδεδεµένες στο δίκτυο είτε (i) για 

την κάλυψη αναγκών ή (ii) για την πώληση του ρεύµατος στην εταιρεία 

εκµετάλλευσης του δικτύου (ανεξάρτητη παραγωγή). 

• για παραγωγή ηλεκτρισµού σε περιοχές που δεν είναι συνδεδεµένες στο 

δίκτυο, για λειτουργία είτε (i) µόνες τους, µε συσσωρευτές (stand alone) ή (ii) 

σε συνδυασµό µε σταθµό ηλεκτροπαραγωγής µε ντίζελ (diesel – wind 

generator autonomous system).   

• για την παραγωγή ύδατος (αφαλάτωση) είτε (i) µε τη µέθοδο της αντίστροφης 

όσµωσης (reverse osmosis), όποτε η παραγόµενη ηλεκτρική ενέργεια 

καταναλώνεται για την κίνηση των αντλιών προώθησης του προς αφαλάτωση 

ύδατος µέσω των ηµιπερατών µεµβρανών ή (ii) µε τη µέθοδο συµπίεσης 

ατµών, οπότε η περιστροφική κίνηση του δροµέα µπορεί να χρησιµοποιείται 

άµεσα για την κίνηση του συµπιεστή ατµών. 

• για θέρµανση, π.χ. σε θερµοκήπια, µε διαδοχική µετατροπή της σε ηλεκτρισµό 

και ακολούθως σε θερµότητα µε τη χρήση ηλεκτρικής αντίστασης ή µε την 

κίνηση αντλιών θερµότητας. 

• σε παραδοσιακές χρήσεις, όπως αναφέρθηκαν (άλεση, άντληση, άρδευση) [4]. 
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2.6.1 Εξέλιξη της Ταχύτητας του Ανέµου στη ∆ιάρκεια του 

Έτους  

 

Στους χάρτες αιολικού δυναµικού ή σε πίνακες κλιµατικών στοιχείων 

αναγράφεται η µέση ταχύτητα του ανέµου της κάθε περιοχής. Στην εξεταζόµενη 

περιοχή βέβαια µπορεί να φυσά κατά διάστηµα άνεµος µε πολλαπλάσια ταχύτητα της 

µέσης τιµής και να υπάρχουν και µακρές περίοδοι άπνοιας. Με δεδοµένο ότι η 

λαµβανόµενη ισχύς από τον άνεµο δεν βρίσκεται σε γραµµική σχέση µε την ταχύτητά 

του, προκύπτει ότι για τον υπολογισµό της ετήσιας απόδοσης της ανεµογεννήτριας 

δεν αρκεί η γνώση της µέσης ταχύτητας του ανέµου αλλά απαιτείται αναλυτικά η 

κατανοµή της. Για το σκοπό αυτό εφαρµόζονται σχετικές συστηµατικές µετρήσεις. 

Η Εθνική Μετεωρολογική Υπηρεσία διαθέτει κατανοµές ταχυτήτων ανέµου 

κατά διεύθυνση και ένταση – σε τιµές Beaufort  – για τις θέσεις όπου έχει 

εγκατεστηµένους σταθµούς. Εάν δεν υπάρχουν µετρήσεις µπορεί να θεωρείται 

κάποια κατανοµή που θα στηρίζεται στη µέση τιµή της ταχύτητας του ανέµου στην 

περιοχή. Επίσης, µπορεί να εφαρµοστεί θεωρητική συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας ( )f w , δηλαδή µια συνεχή συνάρτηση που φανερώνει την πιθανότητα η 

ταχύτητα του ανέµου w  να βρίσκεται σε κάποια περιοχή τιµών. Η συνάρτηση αυτή 

συνήθως µηδενίζεται για µεγάλες τιµές ταχύτητας και εµφανίζει ένα µέγιστο κοντά 

στη µέση ταχύτητα. Από την παραπάνω συνάρτηση ( )f w  προκύπτει και η 

συνάρτηση: 

( ) ( )
w

w f w dw

+∞

Φ = ∫       (2.1) 

που ορίζεται ως καµπύλη διάρκειας πνοής ανέµου ή καµπύλη αθροιστικής 

πιθανότητας, και φανερώνει την πιθανότητα η πιθανότητα η ταχύτητα να ξεπερνά 

µια τιµή.  

 Συνήθως χρησιµοποιούνται δύο εναλλακτικές µορφές για την απόδοση της 

εξέλιξης της ταχύτητας του ανέµου, οι κατανοµές Weibull  και Rayleigh . Στην 

ανάλυση που ακολουθεί στο επόµενο κεφάλαιο θα βασιστούµε κυρίως στην πρώτη 

κατανοµή για την ανάλυση της µεταβλητής του ανέµου. 
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2.6.2 Ανεµογεννήτριες 

 

Σύµφωνα µε τον προσανατολισµό του άξονα περιστροφής, οι ανεµογεννήτριες 

διακρίνονται σε: (α) οριζόντιου άξονα και  (β) κατακόρυφου άξονα. Επίσης, σύµφωνα 

µε τον αριθµό των πτερύγων του δροµέα τους, οι οριζοντίου άξονα διακρίνονται σε 

µονόπτερες, τρίπτερες και πολύπτερες. Τέλος, σύµφωνα µε το αν ο άνεµος συναντά 

πρώτα το θάλαµο µε τη γεννήτρια ή το δροµέα, οι οριζοντίου άξονα διακρίνονται σε 

ανάντι και κατάντι της ροής αντίστοιχα. 

Μια τυπική ανεµογεννήτρια οριζοντίου άξονα συµπεριλαµβάνει τον πύργο 

στην κορυφή του οποίου εδράζεται ο θάλαµος µε τους µηχανισµούς και µε το 

δροµέα. Ο δροµέας περιστρέφεται σαρώνοντας επιφάνεια κάθετα στη ροή του ανέµου 

για την απόληψη της ενέργειάς του. Ο άξονας του δροµέα µεταφέρει την κίνηση στον 

θάλαµο των µηχανισµών, όπου µεταφέρεται η κίνηση µέσα από ένα κιβώτιο 

πολλαπλασιασµού των στροφών στη γεννήτρια ρεύµατος. 

Η απόδοση της ανεµογεννήτριας αυξάνεται µε την αύξηση της ταχύτητας του 

ανέµου µέχρι µιας µέγιστης τιµής. Κάθε ανεµογεννήτρια χαρακτηρίζεται από: 

• την ονοµαστική ισχύ της (σε kW ). 

• την ταχύτητα έναρξης λειτουργίας της (είναι εκείνη η ταχύτητα του ανέµου 

από την οποία και µετά η ανεµογεννήτρια παράγει ηλεκτρική ισχύ). 

• την ονοµαστική ταχύτητα (είναι εκείνη η ταχύτητα του ανέµου από την οποία 

και µετά η ανεµογεννήτρια αρχίζει αν αποδίδει την ονοµαστική της ισχύ). 

• την ταχύτητα διακοπής (είναι εκείνη η ταχύτητα του ανέµου πέρα από την 

οποία η ανεµογεννήτρια δεν αποδίδει ηλεκτρική ισχύ για λόγους προστασίας 

της). 

Τα παραπάνω απεικονίζονται µε την καµπύλη ισχύος κάθε ανεµογεννήτριας, 

που είναι ακριβώς διάγραµµα της αποδιδόµενης ισχύος από την ανεµογεννήτρια σε 

συνάρτηση µε την ταχύτητα του εκάστοτε πνέοντα ανέµου.  

Οι ανεµογεννήτριες ανάλογα µε το µέγεθός τους διακρίνονται σε: (α) µικρές 

(ισχύς: 10 /15kW , διάµετρος: 6.4 /10m , περίοδος: 0.3 / 0.4s ), (β) µεσαίες: (ισχύς: 

50 /100 /150kW , διάµετρος: 14 / 20 / 25m , περίοδος: 0.6 / 0.9 /1.1s ), (γ) µεγάλες 

(ισχύς: 250 / 500 /1000kW , διάµετρος: 32 / 49 / 64m , περίοδος: 1.4 / 2.1/ 3.1s ), (δ) 

πολύ µεγάλες: (ισχύς: 2000 / 3000 / 4000kW , διάµετρος: 90 /110 /130m , περίοδος: 
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3.9 / 4.8 / 5.7s ). Στην επόµενη ενότητα θα δοθούν κάποιες περιγραφές για τα 

κυριότερα µέρη µιας ανεµογεννήτριας [4]. 

 

 

2.6.3 Χρήσεις της Αιολικής Ενέργειας 

 

 Η αιολική ενέργεια χρησιµοποιείτο σε µεγάλη έκταση στο παρελθόν, κυρίως 

για άρδευση. Συγκεκριµένα, πάνω από την αρδευτική γεώτρηση εγκαθίσταντο 

ανεµοκινητήρας (µε πτερωτή συνήθως πολλών πτερυγίων για µεγαλύτερη ροπή), ο 

οποίος µετέδιδε την περιστροφική κίνηση του οριζόντιου άξονα της πτερωτής του σε 

περιστροφική κίνηση κατακόρυφου άξονα που έφθανε ως τη γεώτρηση κινώντας 

αντίστοιχα την αντλία. Η επέκταση των δικτύων ηλεκτρικής ενέργειας όµως και στις 

αγροτικές περιοχές εκτόπισε σε πολύ µεγάλο βαθµό αυτές τις εφαρµογές µε την 

εγκατάσταση των ηλεκτρικών αντλιών. Με την πρώτη ενεργειακή κρίση όµως 

(1973), ανανεώθηκε διεθνώς το ενδιαφέρον της βιοµηχανίας και των 

πανεπιστηµιακών ερευνητικών οµάδων για την αιολική ενέργεια. Τότε άρχισαν να 

εµφανίζονται τα πρώτα εµπορικά µοντέλα, ∆ανικής και Αµερικανικής κυρίως 

κατασκευής, µε µέση ισχύ ανά ανεµογεννήτρια που δεν υπερέβαινε τα 50kW  και 

ύψος πυλώνα που έφθανε τα 15m . Σήµερα η βιοµηχανία ανεµογεννητριών έχει 

εξελιχθεί εξαιρετικά, µε µέση ισχύ ανά µονάδα τα 1000kW  και µε διάµετρο 

πτερωτής τα 50m . 

 Αξίζει να σηµειωθεί ότι το 2002 εγκαταστάθηκαν 6,868MW  νέας αιολικής 

ισχύος παγκοσµίως που αντιστοιχεί σε επενδύσεις 6.8 δισεκατοµµυρίων € φθάνοντας 

τη διεθνή εγκατεστηµένη αιολική ισχύ στα 31GW . Ήδη η αιολική ενέργεια καλύπτει 

το 2%  της Ευρωπαϊκής παραγόµενης ηλεκτρικής ενέργειας µε στόχο την κάλυψη του 

10%  µέσα στα επόµενα 10 χρόνια και το 12%  των ηλεκτρικών αναγκών του 

πλανήτη µέχρι το 2020. 

 Στην χώρα µας, οι προσπάθειες για την εκµετάλλευση της αιολικής ενέργειας 

για παραγωγή ηλεκτρισµού ξεκίνησαν στις αρχές της δεκαετίας του 1980 από την 

∆ΕΗ και στα µέσα της δεκαετίας του 1990 δόθηκε µεγάλη ώθηση µε τη διευκόλυνση 

επενδύσεων από ιδιώτες (Ν2244/94). Σήµερα η συνολική εγκατεστηµένη ισχύς 

φθάνει τα 331MW , στα οποία έχει προστεθεί και η ισχύς των τεσσάρων νέων 
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αιολικών πάρκων (συνολικής εγκατεστηµένης ισχύος 55MW ) στη Θράκη, που 

τέθηκαν σε λειτουργία το 2003. Αξίζει να σηµειωθεί ότι το Επιχειρησιακό 

Πρόγραµµα Ενέργειας (ΕΠΕ) είχε πολύ µεγάλη συµβολή στην αύξηση της 

εγκατεστηµένης ισχύς, µε τη χρηµατοδότηση για τη δηµιουργία 17 αιολικών πάρκων, 

µε επενδύσεις ύψους 131 εκατοµµυρίων € . Η συνολική παραγωγή ηλεκτρικής 

ενέργειας από τη λειτουργία των 17 αιολικών πάρκων ανέρχεται σε 360GWh  ανά 

έτος. Η χώρα µας έχει δυνατότητα για την εγκατάσταση και λειτουργία αιολικών 

µονάδων συνολικής ισχύος 3,000MW  τόσο στην ενδοχώρα όσο, για άµεση ενίσχυση 

του διασυνδεδεµένου δικτύου, όσο και στο νησιώτικο πλέγµα, µε δυνατότητα να 

καλυφθεί το 25 35%−  των αναγκών της σε ηλεκτρική ενέργεια. 

 

 

2.7 Μελέτη των Φορτίων 

 

 Η ηλεκτρική ενέργεια πρέπει να παράγεται κατά τη στιγµή που 

χρησιµοποιείται και γι’ αυτό η ισχύς ενός σταθµού παραγωγής ή άλλης 

εγκαταστάσεως του δικτύου ηλεκτρικής ενέργειας εξαρτάται από τη µέγιστη ζήτηση 

φορτίου. Η εγκατεστηµένη ισχύς του συστήµατος πρέπει να καλύπτει τη στιγµιαία 

ζήτηση καταναλώσεως. Κατά κανόνα η µέγιστη ζήτηση φορτίου ενός καταναλωτή 

( )mP  είναι µικρότερη από την εγκατεστηµένη ισχύ του ( )Pεγκ . Ο λόγος /mP Pεγκ  

ονοµάζεται συντελεστής ζητήσεως ζ  [17]. 

 

 

2.7.1 Φορτίο Συστήµατος 

 

 Το φορτίο του συστήµατος είναι κάθε στιγµή ίσο µε το άθροισµα των φορτίων 

ή καταναλώσεων όλων των συσκευών, οι οποίες λειτουργούν τη στιγµή αυτή. 

Μερικές από τις συσκευές της καταναλώσεως ελέγχονται µε το χέρι (ραδιόφωνα, 

ηλεκτρικές κουζίνες), άλλες αυτόµατα (ηλεκτρικά ψυγεία) και άλλες µε τους δύο 

τρόπους (ηλεκτρικά σίδερα, φούρνοι). 
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 Το µέγεθος του φορτίου εξαρτάται κυρίως από τους καταναλωτές και καλείται 

ζήτηση. Η ζήτηση µετριέται κυρίως σε kW  ή MW  και σπανιότερα σε kVA  ή MVA . 

Μπορεί να αναφέρεται σε µία µόνος συσκευή ή εγκατάσταση, σε µια αναχώρηση 

γραµµής, σε ένα υποσταθµό ή σταθµό παραγωγής καθώς και σε ολόκληρο το 

σύστηµα. Η ηλεκτρική επιχείρηση µπορεί να επηρεάσει κάπως το φορτίο, αλλά όχι σε 

σηµαντική έκταση. Εάν το φορτίο είναι ωµικού χαρακτήρα (π.χ.  φωτισµός και 

θέρµανση), µια µείωση στην τάση µειώνει την ζήτηση και αντίστροφα. Το φορτίο 

των ηλεκτρικών κινητήρων επηρεάζεται λίγο από την τάση αλλά µπορεί να είναι 

ευαίσθητο σε µεταβολές της συχνότητας. Πόσο ευαίσθητο είναι εξαρτάται από τη 

σύνθεση των χαρακτηριστικών αυτορυθµίσεως όλων των κινητήρων που βρίσκονται 

σε λειτουργία µια ορισµένη στιγµή. 

 Τα φορτία ποικίλλουν ανάλογα µε το είδος τους, την ώρα, την ηµέρα, την 

εποχή, τις καιρικές συνθήκες κτλ. Παραδείγµατος χάρη τα εµπορικά και βιοµηχανικά 

φορτία εµφανίζονται κατά τις εργάσιµες ηµέρες και ώρες ενώ τα αστικά έχουν 

έξαρση εκτός των εργάσιµων ωρών και τα φορτία κλιµατισµού είναι µεγαλύτερα το 

καλοκαίρι. 

 Καταστάσεις ανάγκης µπορούν να δηµιουργηθούν όταν η διατιθέµενη 

παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας είναι ανεπαρκής για την αντιµετώπιση της ζητήσεως. 

Τέτοιες καταστάσεις µπορούν να δηµιουργηθούν από απρόβλεπτες βλάβες µιας 

γεννήτριας ή άλλου µέρους του εξοπλισµού. Μείωση του φορτίου όµως µε µείωση 

της τάσεως µπορεί να δηµιουργήσει προβλήµατα αέργου ισχύος. Ο πιο 

αποτελεσµατικός και άµεσος τρόπος µειώσεως του φορτίου σε κατάσταση ανάγκης 

είναι η «απόρριψη φορτίου», η οποία συνίσταται στην αυτόµατη αποσύνδεση 

ορισµένων φορτίων σύµφωνα µε συγκεκριµένο πρόγραµµα. 

 Οποιαδήποτε συσκευή καταναλώσεως που συνδέεται ή αποσυνδέεται από το 

δίκτυο επηρεάζει τη συχνότητα και την τάση. Ακόµη και µια λάµπα φωτισµού των 

25W  είναι απειροστή φυσικά και καλύπτεται από την ταυτόχρονη σύνδεση ή 

αποσύνδεση άλλων συσκευών σε όλο το σύστηµα. Τα µεγάλα όµως βιοµηχανικά 

φορτία, όπως ένας µεγάλος µύλος, ή ένας φούρνος τόξου προκαλούν σηµαντικές και 

απότοµες διακυµάνσεις της τάσεως και της συχνότητας και δηµιουργούν πολλές 

φορές προβλήµατα στη ρύθµιση των µεγεθών αυτών. 
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 Παρά τις σποραδικές περιπτώσεις το φορτίο στα περισσότερα συστήµατα 

είναι σχετικά απαλλαγµένο από αισθητές διακυµάνσεις κατά τη διάρκεια του 24ώρου. 

Σηµαντικές µεταβολές παρουσιάζονται κυρίως κατά τις χαρακτηριστικές ώρες της 

ηµέρας, δηλαδή το πρωί µε το ξεκίνηµα της ηµέρας, την έναρξη της βιοµηχανικής και 

της εν γένει κοινωνικής δραστηριότητας, τη µεσηµβρινή διακοπή και το τέλος της 

ηµέρας [17]. 

 

 

2.7.2 Καµπύλες Φορτίου 

 

Οι καµπύλες φορτίου χρησιµοποιούνται για την µελέτη και την πρόβλεψη της 

ζήτησης της καταναλώσεως, η οποία είναι απαραίτητη για τον προγραµµατισµό των 

εγκαταστάσεων του συστήµατος. Οι συνηθέστερες από αυτές είναι οι χρονολογικές 

καµπύλες φορτίου και οι καµπύλες διάρκειας φορτίου. 

Η χρονολογική καµπύλη φορτίου έχει ως τεταγµένες τα φορτία και ως 

τετµηµένες τους χρόνους, π.χ. ώρες ή ηµέρες, κατά τους οποίους ζητήθηκαν. Οι 

χρονολογικές καµπύλες έχουν χαρακτηριστικές µορφές για τα διάφορα βασικά είδη 

φορτίων, π.χ. βιοµηχανικών φορτίων, αστικών φορτίων κτλ. Οι χρονολογικές 

καµπύλες, οι οποίες µπορεί να είναι 24ωρες ή εβδοµαδιαίες ή ετήσιες προκύπτουν 

από µετρήσεις ή χαράσσονται απ’ ευθείας από καταγραφικά όργανα. 

Οι καµπύλες διάρκειας φορτίου παριστάνουν τα φορτία, κατά τη θεωρούµενη 

χρονική περίοδο, διατεταγµένα κατά σειρά µεγέθους και µπορεί να προκύψουν από 

τις χρονολογικές καµπύλες. Μπορεί να αναφέρονται στα φυσικά µεγέθη φορτίου και 

χρόνου (π.χ. kW  και h ) ή να είναι ανηγµένες σε βασικά αντίστοιχα µεγέθη [17]. 

  

 

2.7.3 Χαρακτηριστικά Μεγέθη Καµπυλών Φορτίου 

 

Σαν χαρακτηριστικά µεγέθη φορτίων αναφέρονται τα εξής: 

� Αιχµή φορτίου: Η µέγιστη ζήτηση φορτίου AP . 

� Περίοδος φορτίου: Το χρονικό διάστηµα T  στο οποίο αναφέρεται η καµπύλη 

φορτίου. 
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� Ενέργεια: Η ζητούµενη ενέργεια του φορτίου E , η οποία ισούται µε το 

ολοκλήρωµα ( )
T

P t dt∫ . 

� Μέσο φορτίο: Η µέση τεταγµένη της καµπύλης 
E

P
T

µ = . 

� Μέσος χρόνος φορτίου: Η ιδεατή διάρκεια της αιχµής A

A

E
T

P
= . 

� Συντελεστής φορτίου: Ο λόγος A

A A

P TE
m

P T P T

µ= = = . 

 

Αναφέρεται επίσης και ο µέσος συντελεστής φορτίου, ο οποίος εκφράζει το 

λόγο του µέσου φορτίου περισσοτέρων τη µίας καµπυλών φορτίου προς το µέσο όρο 

των αιχµών τους.  

 Οι καµπύλες φορτίου αντικατοπτρίζουν τη δραστηριότητα του πληθυσµού µε 

µεγάλη ακρίβεια πολλές φορές. Ένα ιδιαίτερο γεγονός, κοινωνικό ή αθλητικό, θα έχει 

άµεσο αντίκτυπο στο φορτίο. Μια συννεφιασµένη ή βροχερή µέρα θα έχει σαν 

αποτέλεσµα ένα µεγαλύτερο φορτίο από µια ηµέρα ίδια κατά τα άλλα µε καλό καιρό. 

 Επιπλέον, υπάρχουν και οι ολοκληρωτικές καµπύλες φορτίου, οι οποίες 

προκύπτουν από την ολοκλήρωση των καµπυλών φορτίου κατά τον ένα ή τον άλλο 

άξονα. Συνηθέστερη είναι η καµπύλη ενέργειας-χρόνου η οποία προκύπτει από την 

ολοκλήρωση 
0

( )

t

tE P t dt= ∫  της χρονολογικής καµπύλης και έχει ως τεταγµένη τη 

ζητούµενη ενέργεια από την αρχή της περιόδου µέχρι του χρόνου t  και τετµηµένη 

τον χρόνο t . Η καµπύλη αυτή χρησιµεύει για να δίνει απ’ ευθείας την ενέργεια που 

θα ζητηθεί µέχρις ενός ορισµένου χρόνου. Επίσης η καµπύλη ενέργειας-φορτίου, η 

οποία προκύπτει από την ολοκλήρωση 
0

p

pE tdP= ∫  της καµπύλης διάρκειας φορτίου 

και έχει τεταγµένη το φορτίο και τετµηµένη την ενέργεια. Η καµπύλη αυτή δίνει την 

συνολική ενέργεια µέχρις ενός ορισµένου φορτίου, συναρτήσει του φορτίου [17]. 
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2.7.4 Παράγοντες που επηρεάζουν το φορτίο 

 

Η κατανάλωση ενέργειας επηρεάζεται από ένα πλήθος διαφορετικών και 

ενδεχοµένως απροσδιόριστων παραγόντων, οι οποίοι κυρίως είναι: οικονοµικοί, 

εποχιακοί, µετεωρολογικοί και τυχαία γεγονότα. Μια ποιοτική ανάλυση του κάθε 

παράγοντα παρουσιάζεται παρακάτω [17]. 

Οικονοµικοί Παράγοντες: Η οικονοµική κατάσταση, το οικονοµικό 

περιβάλλον και οι ρυθµοί οικονοµικής ανάπτυξης κάποιας περιοχής (ή χώρας) 

επηρεάζουν καθοριστικά τη ζήτηση ηλεκτρικής ενέργειας. Η επίδραση των 

οικονοµικών παραγόντων έχει άµεση αντανάκλαση όπως βιοτικό επίπεδο, 

δηµογραφική εξέλιξη, αυτοµατοποίηση δραστηριοτήτων. Οι παράγοντες αυτοί 

επιδρούν πολύ έντονα στο φορτίο και επηρεάζουν τους ρυθµούς µεταβολής του τόσο 

σε µεσοπρόθεσµη όσο και µακροπρόθεσµη βάση. Συγκεκριµένα: 

• Αλλάζει η σύνθεση των καταναλωτών, δηλαδή αυξάνονται οι κάτοικοι των 

αστικών περιοχών ενώ αντίστοιχα µειώνονται οι κάτοικοι των γεωργικών και 

ηµιαστικών περιοχών, µε αποτέλεσµα µεταβολές στις ηµερήσιες χρονολογικές 

καµπύλες φορτίου. 

• Η βελτίωση του βιοτικού επιπέδου συνεπάγεται τη χρήση όλο και 

περισσότερων ηλεκτρικών συσκευών. Στην Ελλάδα η χρήση κλιµατιστικών 

συσκευών έχει αλλοιώσει έντονα τα φορτία και τα επίπεδα ζήτησης 

ηλεκτρικής ενέργειας κατά τους θερινούς µήνες. 

• Εφαρµόζονται εκσυγχρονισµένες µέθοδοι καλλιέργειας και άρδευσης µε 

αποτέλεσµα την αύξηση της ζήτησης. 

Είναι φανερό ότι η κύρια επίδραση των οικονοµικών παραγόντων πρέπει να 

αναζητηθεί στις µακροχρόνιες τάσεις αύξησης της ζήτησης. Επίσης πρέπει να 

µοντελοποιηθούν διάφορα φαινόµενα κορεσµού (µείωση του ρυθµού αύξησης) που 

παρατηρούνται κυρίως στη χρήση των συσκευών κλιµατισµού και αυτοµατοποίησης 

της παραγωγικής διαδικασίας σε ορισµένες περιοχές. 

Εποχιακοί Παράγοντες: Έχει παρατηρηθεί ότι τα φορτία παρουσιάζουν 

έντονη εποχικότητα όσον αφορά τις διακυµάνσεις που εµφανίζουν στη διάρκεια τόσο 

του 24ώρου όσο και του έτους. Οι αλλαγές των εποχών (χειµώνας, καλοκαίρι) είναι 

καθοριστικός παράγοντας που επηρεάζει τη διακύµανση της κατανάλωσης.  
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Οι αλλαγές αυτές οφείλονται κυρίως σε δύο παράγοντες που είναι: ο καιρός 

και η αλλαγή δραστηριοτήτων. Η επίδραση του καιρού αφορά κυρίως τις εναλλαγές 

θερµοκρασίας, η οποία επιδρά έντονα στη χρήση συσκευών θέρµανσης και 

κλιµατισµού. Η αλλαγή δραστηριοτήτων συνδέεται άµεσα µε το είδος της περιοχής 

που βρίσκεται το σύστηµα. Αν π.χ. η περιοχή είναι αστική, τότε το καλοκαίρι 

παρατηρείται µείωση της ζήτησης λόγω των θερινών διακοπών. Αντίθετα σε θέρετρα 

θερινών διακοπών η κατανάλωση εµφανίζεται αυξηµένη κατά τη διάρκεια των 

καλοκαιρινών µηνών. Οι πιο πάνω παράγοντες επηρεάζουν µεσοπρόθεσµα τη ζήτηση 

και πρέπει να λαµβάνονται υπόψη στα αντίστοιχα µοντέλα. 

 Μετεωρολογικές Συνθήκες: Το χαρακτηριστικό του καιρού που επηρεάζει 

κυρίως την κατανάλωση είναι θερµοκρασία. Σε αυτό συµβάλλει η ευρεία χρήση των 

συσκευών κλιµατισµού. Άλλα µετεωρολογικά µεγέθη όπως η υγρασία, η ηλιοφάνεια 

και η ανεµόπτωση επιδρούν λιγότερο έντονα στη ζήτηση ηλεκτρικής ενέργειας. Οι 

µετεωρολογικές συνθήκες επηρεάζουν κυρίως βραχυπρόθεσµα τη ζήτηση, αλλά 

λαµβάνονται υπόψη και στη µεσοπρόθεσµη πρόβλεψη.  

 Τυχαίοι Παράγοντες: Μερικά τυχαία γεγονότα που δεν µπορούν να 

προβλεφθούν, προκαλούν απότοµες µεταβολές στην κατανάλωση ηλεκτρικής 

ενέργειας. Τέτοια γεγονότα µπορεί να είναι µεγάλες απεργίες, µετάδοση κάποιων 

τηλεοπτικών προγραµµάτων (όπως οι Ολυµπιακοί Αγώνες), εκλογές κτλ. 

Παράγοντες µε πολύ µεγάλη Αβεβαιότητα: Τέτοιοι παράγοντες επηρεάζουν 

µακροπρόθεσµα την κατανάλωση και είναι: 

• οι προοπτικές ανάπτυξης της περιοχής  

• ο ρυθµός αύξησης του πληθυσµού 

• η πορεία της οικονοµίας 

Είναι φανερό ότι αυτοί οι παράγοντες είναι δύσκολο να προβλεφθούν και 

αντίστοιχα να µοντελοποιηθεί η επίδρασή τους στα φορτία. [17] 
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                          Κεφάλαιο 3   

                               Παρουσίαση του Προβλήµατος 

και των Μεταβλητών 

 

 

 

 

 

Εισαγωγή 

 

Μετά από µια σύντοµη αναφορά, που έγινε στο προηγούµενο κεφάλαιο, σε 

κάποια θεωρητικά στοιχεία των ανανεώσιµων πηγών ενέργειας και της ενέργειας 

γενικότερα θα ακολουθήσει µια ποιοτική επεξεργασία των µετρήσεων. Για κάθε µια 

χρονοσειρά που µας δόθηκε κατανείµαµε και οµαδοποιήσαµε τις µετρήσεις. Οι 

πίνακες οµαδοποίησης παρατίθενται στο Παράρτηµα A. Επιπλέον, για κάθε µία 

µεταβλητή παραθέτουµε και κάποια διαγράµµατα που δείχνουν την συχνότητα 

εµφάνισης του αντίστοιχου µεγέθους καθώς και την µεταβολή του συναρτήσει του 

χρόνου κατά τη διάρκεια µιας ηµέρας. 

 Οι χρονοσειρές µετρήσεων που χρησιµοποιήθηκαν είναι οι παρακάτω: 

• Φ/Β παραγωγής του 2004 σε ώρες. 

• ηλιακής ακτινοβολίας του 2004 (ανά 10΄ από µετεωρολογικό του ΕΜΠ). 

• ταχύτητας ανέµου µε µέση τιµή 10,5 m/s (ανά 10΄). 

• ωριαίου φορτίου (Κως). 

Ωστόσο, πριν εξετάσουµε την κάθε µια µεταβλητή ξεχωριστά, θα 

προχωρήσουµε στην παρουσίαση του υπό µελέτη προβλήµατος καθώς και στο πως 

µπορεί να παρασταθεί αυτό µε µαθηµατικά µεγέθη (µαθηµατική µοντελοποίηση) 

[15].     
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3.1 Θεωρητική παρουσίαση του υπό µελέτη προβλήµατος 

 

Όπως έγινε φανερό και από το προηγούµενο κεφάλαιο, τα περισσότερα πάρκα 

ανανεώσιµων πηγών ενέργειας περιέχουν είτε Φ/Β γεννήτριες (στοιχεία) είτε 

ανεµογεννήτριες ή και τα δύο. Είναι, επίσης, γνωστό ότι τα πάρκα αυτά τροφοδοτούν 

ένα µέρος του φορτίου που ζητούν οι καταναλωτές (διασυνδεδεµένα συστήµατα). Σε 

σπάνιες περιπτώσεις, µάλιστα, τα πάρκα αυτά τροφοδοτούν εξ’ ολοκλήρου το φορτίο 

που ζητείται από τους καταναλωτές. Πρόκειται για τις περιπτώσεις των αυτόνοµων 

συστηµάτων, δηλαδή εγκαταστάσεων που λειτουργούν αυτοδύναµα, χωρίς να 

συνδέονται µε µεγάλα ηλεκτρικά δίκτυα διανοµής, από τα οποία θα µπορούσαν να 

αντλούν συµπληρωµατική ηλεκτρική ενέργεια ή να στέλνουν την ενδεχόµενη 

περίσσεια της ηλεκτρικής ενέργειας που παράγεται από τις φωτοβολταϊκές 

γεννήτριες ή από τις ανεµογεννήτριες.    

Συµπερασµατικά, θα µπορούσαµε να πούµε πως για κάθε µια χρονική στιγµή 

t  υπάρχει µια ποσότητα ζητούµενου φορτίου (σε µια συγκεκριµένη περιοχή) από 

τους καταναλωτές, έστω z , όπου ένα µέρος αυτού καλύπτεται από την ενέργεια που 

προέρχεται από την Φ/Β παραγωγή, έστω x′ , και ένα άλλο µέρος από την ενέργεια 

που παράγουν οι ανεµογεννήτριες, έστω y′ . Ωστόσο, µπορούµε να πούµε πως η Φ/Β 

παραγωγή των Φ/Β γεννητριών εξαρτάται άµεσα από την εκπεµπόµενη ηλιακή 

ακτινοβολία, έστω x , την αντίστοιχη χρονική στιγµή t . Το ίδιο συµβαίνει και µε την 

παραγωγή αιολικής ενέργειας από τις ανεµογεννήτριες όπου η παραγωγή ενέργειας 

αυτών εξαρτάται από την ταχύτητα των ανέµων που πνέουν στην περιοχή, έστω y , 

την ίδια χρονική στιγµή t . 
(1) 

  

Με βάση, λοιπόν, τα παραπάνω µπορούµε να καταλήξουµε στο συµπέρασµα 

πως σε µια συγκεκριµένη περιοχή, µία τυχαία χρονική στιγµή t , όπου η ηλιακή 

ακτινοβολία έχει τιµή x  και οι άνεµοι πνέουν µε ταχύτητα y , το ζητούµενο φορτίο 

z   (είτε ολόκληρο είτε ένα µέρος αυτού)  καλύπτεται  από  την  παραγωγή  ενέργειας  

 

(1)
 Σε επόµενες ενότητες θα επεκταθούµε αναλυτικότερα στα επιµέρους στοιχεία των µεγεθών της Φ/Β 

παραγωγής (ηλιακής ακτινοβολίας), της αιολικής παραγωγής (ταχύτητας του ανέµου) καθώς και του 

ζητούµενου ωριαίου φορτίου.       
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των φωτοβολταϊκών-αιολικών πάρκων. Από το παραπάνω συµπέρασµα, όµως, 

γεννάται ένα πλήθος ερωτηµάτων όπως: 

• αν υπάρχει κάποια συνάρτηση που να µας δίνει την πιθανότητα εµφάνισης 

µιας συγκεκριµένης τριάδας µετρήσεων (δηλαδή κάποια από κοινού 

κατανοµή συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας). 

• αν υπάρχει κάποια συσχέτιση µεταξύ των τριών αυτών µεταβλητών ανά δύο 

καθώς και ποια είναι αυτή η συσχέτιση, π.χ. αν µια ενδεχόµενη µείωση της       

ταχύτητας    του   ανέµου   (µεταβολή   της   µεταβλητής  y )   ή   αύξηση   

της ηλιακής    ακτινοβολίας   (µεταβολή   της   µεταβλητής   x )    επηρεάσει    

την κατανάλωση φορτίου (µεταβλητή z ). 

• αν µπορεί µέσω της από κοινού συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας να γίνει 

κάποια εκτίµηση για την Φ/Β και την αιολική παραγωγή ανάλογα µε την 

αντίστοιχη ζήτηση φορτίου. 

• αν µέσω της εκτίµησης αυτής µπορούν ή πρέπει να ενταχθούν στην παραγωγή 

ενέργειας επιπλέον µονάδες, π.χ. αν σε µια περιοχή εκτιµηθεί ότι σε µια 

µελλοντική στιγµή t′  (χρονική περίοδο t′∆ )  πνέουν ευνοϊκοί άνεµοι για την 

µέγιστη παραγωγή ενέργειας µέσω των ανεµογεννητριών θα ήταν εύλογο να 

ενταχθούν όλες οι ανεµογεννήτριες που υπάρχουν στο αιολικό πάρκο. Το 

τελευταίο θα µπορούσε επίσης να βοηθήσει και στην ανάπτυξη των Κέντρων 

Ελέγχου Ενέργειας που ελέγχουν την διανοµή της Φ/Β και αιολικής 

παραγωγής καθώς και την κατανάλωση φορτίου.    

Στην παρούσα µελέτη θα ασχοληθούµε κυρίως µε τα δύο πρώτα ερωτήµατα, 

δηλαδή την αναζήτηση µιας από κοινού συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας των 

( , , )x y z  καθώς και των συσχετίσεων των τριών αυτών µεταβλητών ανά δύο. Στην 

επόµενη ενότητα παρουσιάζουµε το παραπάνω πρόβληµα διατυπωµένο µε 

µαθηµατικές σχέσεις.   

 

 

3.2 Μαθηµατική µοντελοποίηση του υπό µελέτη προβλήµατος 

 

Κύριος στόχος της παρούσας µελέτης είναι η εύρεση της από κοινού 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας των εξής µεταβλητών: ηλιακή ακτινοβολία ή 



  58                                                                   Κεφάλαιο 3: Παρουσίαση Προβλήµατος – Μεταβλητών 

 
 

 

φωτοβολταϊκή παραγωγή, ταχύτητα ανέµου και ζητούµενο ωριαίο φορτίο. 

Γνωρίζουµε πως οι δύο µεταβλητές ηλιακή ακτινοβολία είναι άµεσα συσχετισµένες, 

κάτι που αποδεικνύεται και στην επόµενη ενότητα καθώς η Φ/Β παραγωγή µιας Φ/Β 

γεννήτριας εξαρτάται σχεδόν εξ’ ολοκλήρου από την ηλιακή ακτινοβολία που 

εκπέµπεται σε µία περιοχή. Έτσι, θα ήταν ανώφελο να συµπεριλάβουµε στην µελέτη  

και τις δύο µεταβλητές ταυτόχρονα καθώς κάτι τέτοιο θα δυσκόλευε το αρχικό 

πρόβληµα (θα είχαµε τέσσερις µεταβλητές αντί για τρεις). Για τον λόγο αυτό θα 

επιλέξουµε µια από τις δύο µεταβλητές για λόγους που θα εξηγηθούν στο τέλος του 

παρόντος κεφαλαίου.
(2)

   

Πρόκειται για ένα πρόβληµα πολυµεταβλητού στατιστικού πληθυσµού. Οι 

µεταβλητές του προβλήµατος είναι τέσσερις, µια «εξαρτηµένη» και τρεις τυχαίες 

(ερµηνευτικές) µεταβλητές, όπως παρουσιάζονται παρακάτω: 

X : τυχαία µεταβλητή – ηλιακή ακτινοβολία που εκπέµπεται σε µία χρονική στιγµή t 

Y : τυχαία µεταβλητή – ταχύτητα του ανέµου την ίδια χρονική στιγµή t 

Z : τυχαία µεταβλητή – φορτίο του υπό µελέτη δικτύου την χρονική στιγµή t 

Q : εξαρτηµένη µεταβλητή – πιθανότητα εµφάνισης του συνδυασµού των τριών 

ανεξάρτητων µεταβλητών, ουσιαστικά «εκφράζει» την πιθανότητα να εµφανιστεί στο 

υπό µελέτη σηµείο ταυτόχρονα ηλιακή ακτινοβολία X , ταχύτητα ανέµου Y  ενώ στο 

δίκτυο το ζητούµενο φορτίο είναι Z . 

 

Συµπερασµατικά, λοιπόν, θα προσπαθήσουµε να βρούµε µια εξίσωση της µορφής: 

( , , )Q X Y Z       (3.1) 

η οποία θα συνδέει τις παραπάνω µεταβλητές. Η κατανοµή αυτή θα εκφράζει την 

ζητούµενη συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας ενώ η συνάρτηση ( , , )q x y z  θα 

εκφράζει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Πρόκειται για µία γενική 

συµβολική εξίσωση που δεν µπορεί να παρασταθεί γραφικά σε τρεις διαστάσεις. 

Ωστόσο, παριστάνει µια υπερεπιφάνεια στο χώρο του 4
ℝ . 

 

(2)
 Από εδώ και στο εξής όταν αναφερόµαστε στην µεταβλητή της ηλιακής ακτινοβολίας θα εννοούµε 

ταυτόχρονα και Φ/Β παραγωγή και αντίστροφα. Ωστόσο, παρακάτω, θα γίνει επιµέρους µελέτη και 

των δύο µεγεθών ώστε να αποδειχτεί πως ακολουθούν την ίδια κατανοµή.  
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Είναι προφανές πως η µαθηµατική σχέση που ζητάµε θα περιέχει και 

παραµέτρους των οποίων οι τιµές θα προσδιοριστούν σε επόµενο κεφάλαιο, αφού 

βρούµε, πρώτα, την γενική µορφή της ζητούµενης εξίσωσης. Επιπλέον, οι διαστάσεις 

των παραµέτρων θα καθοριστούν και αυτές βάσει της γενικής µορφής της εξίσωσης 

που θα βρούµε [15]. 

 

 

3.3 Παρουσίαση και Επεξεργασία των Μεταβλητών του 

Προβλήµατος  

  

Έχοντας µαθηµατικοποιήσει το πρόβληµα για την ταυτόχρονη παραγωγή Φ/Β 

ενέργειας (ηλιακή ακτινοβολία), αιολικής ενέργειας (ταχύτητας ανέµου) σε σχέση µε 

το τροφοδοτούµενο-ζητούµενο φορτίο µπορούµε να προχωρήσουµε στην ανάλυση 

της κάθε µιας ερµηνευτικής µεταβλητής, όπως ορίστηκαν παραπάνω.  

 

 

3.3.1 Φ/Β Παραγωγή  

 

Για την Φ/Β παραγωγή του έτους 2004 δόθηκαν 8,760  µετρήσεις (που 

επαρκούν για ένα ηµερολογιακό έτος) όπου η καθεµία αντιστοιχεί σε 1 ώρα. Οι 

µετρήσεις είναι σε χιλιάδες Watt  (ή αλλιώς kW ) για κάθε εγκατεστηµένο pkW  

φωτοβολταϊκών, δηλαδή / pkW kW . Στον Πίνακα Α.1 φαίνεται η οµαδοποίηση των 

παρατηρήσεων σε διαστήµατα εύρους 0.01kW , η συχνότητα εµφάνισης κάθε οµάδας 

παρατηρήσεων, η κανονικοποίηση των συχνοτήτων (συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας) καθώς και οι τιµές της συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας. Η Φ/Β 

παραγωγή λαµβάνει την µέγιστη τιµή της για 0.84kW  (εµφανίζεται µόλις µία φορά 

το χρόνο – δηλαδή για µία ώρα) και την ελάχιστη για 0kW . 

Είναι προφανές πως οι παρατηρήσεις που αντιστοιχούν σε µηδενικές τιµές 

έγιναν κατά τη διάρκεια της νύχτας όπου δεν υπήρχε ηλιακή ακτινοβολία και 

εποµένως Φ/Β παραγωγή. Επειδή, όπως είναι γνωστό, κατά τη διάρκεια ενός 

ηµερολογιακού έτους η συνολική διάρκεια της ηµέρας είναι ίση µε τη συνολική 
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διάρκεια της νύχτας είναι αναµενόµενο πως περίπου οι µισές παρατηρήσεις θα είναι 

µηδενικές. Πράγµατι, παρατηρώντας τον Πίνακα Α.1 (Παράρτηµα Α) βλέπουµε πως 

συνολικά 4875  µετρήσεις (ποσοστό 55.7%  επί του συνόλου) είναι σχεδόν µηδενικές 

(µικρότερες των 0.01kW ). Το τελευταίο γεγονός σε συνδυασµό µε το ότι ο αριθµός 

των µετρήσεων που ανήκουν στην οµάδα από 0  µέχρι 0.01kW  είναι (σχετικά) κατά 

πολύ µεγαλύτερος από την συχνότητα εµφάνισης οποιασδήποτε άλλης οµάδας 

µετρήσεων µας οδηγεί στο συµπέρασµα πως θα πρέπει να διαχωρίσουµε την µελέτη 

της µεταβλητής αυτής σε δύο κοµµάτια: την µελέτη των µετρήσεων που αναφέρονται 

στις νυχτερινές (µηδενικές) µετρήσεις και την µελέτη των υπόλοιπων (ηµερησίων) 

µετρήσεων. Η αντιµετώπιση του προβλήµατος αυτού, ωστόσο, θα µας απασχολήσει 

εκτενέστερα σε επόµενο κεφάλαιο όπου θα αναζητήσουµε µια συνάρτηση που θα 

περιγράφει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (ή αθροιστικής πυκνότητας 

πιθανότητας) της κάθε µεταβλητής.  

Σύµφωνα µε τα όσα ειπώθηκαν παραπάνω θα ήταν εύλογο να αγνοήσουµε τις 

µηδενικές – νυχτερινές µετρήσεις κάνοντας µια ποιοτική µελέτη που θα αναφέρεται 

µόνο στις ηµερήσιες. Μία σύντοµη παρατήρηση του Πίνακα Α.1 δείχνει πως η 

συχνότητα εµφάνισης των πρώτων οµάδων ακολουθεί µια σταθερή πορεία ενώ µετά 

παρατηρούνται συνεχείς αυξοµειώσεις οι οποίες καταλήγουν σε µηδενικές τιµές (για 

Φ/Β παραγωγή µεγαλύτερη από 0.84kW ). Όλα τα παραπάνω απεικονίζονται 

συνοπτικά στα Σχήµατα 3.1-3.3 στα οποία παριστάνονται αντίστοιχα το διάγραµµα 

συχνοτήτων, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας καθώς και η συνάρτηση 

κατανοµής πιθανότητας (υπενθυµίζουµε ότι έχουν αγνοηθεί οι µηδενικές µετρήσεις 

στα παρακάτω διαγράµµατα).  

Ταξινοµώντας όλες τις διαθέσιµες µετρήσεις της Φ/Β παραγωγής και 

χωρίζοντάς αυτές σε οµάδες των 24 παρατηρήσεων σύµφωνα µε την αρχική διάταξη 

(δηλαδή ηµερήσιος διαχωρισµός των µετρήσεων – 24 ώρες) µπορούµε να πάρουµε 

µια ενδεικτική τιµή για την Φ/Β παραγωγή κάθε ώρα της ηµέρας (ξεκινώντας από τα 

µεσάνυχτα µιας ηµέρας µέχρι τα µεσάνυχτα της επόµενης). Είναι, άλλωστε, 

αναµενόµενο πως οι µετρήσεις θα εµφανίζουν µια περιοδικότητα µε 24T = . 

Επιπλέον, παίρνοντας τον µέσο όρο των 365  ηµερών για κάθε ώρα θα µπορούσαµε 

να φτιάξουµε ένα διάγραµµα που θα µας έδειχνε την ηµερήσια ωριαία Φ/Β παραγωγή 
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για µία «µέση» ηµέρα του χρόνου ή αλλιώς την µέση ηµερήσια ωριαία Φ/Β 

παραγωγή. Το διάγραµµα αυτό φαίνεται στο Σχήµα 3.4.  

Οι µισές µετρήσεις για µία µέση ηµέρα είναι µηδενικές ενώ οι υπόλοιπες µη 

µηδενικές. Ειδικότερα, σε κάθε 24ωρο έχουµε κατά µέσο όρο από 9  µέχρι 12  µη 

µηδενικές µετρήσεις, δηλαδή 9-12 ώρες (χειµερινούς και θερινούς µήνες αντίστοιχα) 

στις οποίες παράγεται ενέργεια µέσω των φωτοβολταϊκών γεννητριών. Επίσης, 

παρατηρούµε πως το διάγραµµα του Σχήµατος 3.4 ακολουθεί µια σχεδόν κανονική 

κατανοµή (ή αλλιώς κατανοµή «καµπάνας»). Συγκεκριµένα, η Φ/Β παραγωγή 

αυξάνεται τις πρώτες πρωινές ώρες ( 06.00 11.00− ) για να  φτάσει  στη  µέγιστη  τιµή  
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Σχήµα 3.1: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων Φ/Β Παραγωγής του έτους 2004 (ηµερήσιες µετρήσεις). 
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Σχήµα 3.2: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας Φ/Β Παραγωγής του έτους 2004. 
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Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας
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Σχήµα 3.3: Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας Φ/Β Παραγωγής του έτους 2004. 
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Σχήµα 3.4: Μέση ηµερήσια ωριαία Φ/Β παραγωγή για το έτος 2004.  

 

της (12.00 13.00−  το µεσηµέρι) και να αρχίζει να µειώνεται σταδιακά τις 

απογευµατινές ώρες (15.00 18.00− ). Η παραπάνω κατανοµή για την Φ/Β παραγωγή  

ήταν αναµενόµενη καθώς όπως θα δούµε και στην επόµενη ενότητα η ηλιακή 

ακτινοβολία, που ακολουθεί σχεδόν την ίδια κατανοµή, είναι η µεταβλητή εκείνη που 

καθορίζει, κατά κύριο λόγο, το µέγεθος της ενέργειας που παράγεται από τα Φ/Β 

πανέλα. 
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3.3.2 Ηλιακή Ακτινοβολία  

 

Για την ηλιακή ακτινοβολία δόθηκαν 52,560  µετρήσεις όπου η κάθε µία 

αντιστοιχεί σε χρόνο 10 λεπτών. Το πλήθος των µετρήσεων αρκεί για ένα 

ηµερολογιακό έτος καθώς ένα έτος έχει 8,760  ώρες ή 52,560  δεκάλεπτα. Οι 

παρατηρήσεις µετρώνται σε χιλιάδες Watt  ανά τετραγωνικό µέτρο ή αλλιώς 2/kW m . 

Η οµαδοποίηση των παρατηρήσεων φαίνεται στον Πίνακα Α.2 (εύρος οµαδοποίησης 

20.01 /kW m ). Στον ίδιο πίνακα φαίνονται, επίσης, η συχνότητα εµφάνισης κάθε 

οµάδας παρατηρήσεων, η κανονικοποίηση των συχνοτήτων (συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας) καθώς και οι τιµές της συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας. Η µέγιστη 

τιµή των µετρήσεων που είχαµε στη διάθεσή µας ήταν 21.176187 /kW m , ενώ η 

ελάχιστη τιµή 20.006355 /kW m−  (η φυσική ερµηνεία του αρνητικού πρόσηµου 

εξηγείται παρακάτω).  

Παρατηρώντας τις µετρήσεις βλέπουµε πως σχεδόν οι µισές ( 25,313  

µετρήσεις – ποσοστό 48.2%  επί του συνόλου των 52,560 ) είναι µικρότερες ή ίσες 

του µηδενός. Ωστόσο, αν και αρνητικές πρέπει να σηµειωθεί ότι βρίσκονται πολύ 

κοντά στο µηδέν. Η ύπαρξη αρνητικών τιµών δεν είναι αναµενόµενη καθώς η ηλιακή 

ακτινοβολία µπορεί να λάβει µόνο θετικές ή µηδενικές τιµές. Πρέπει να 

επισηµάνουµε όµως πως οι µετρήσεις που διαθέτουµε προήλθαν από όργανο ειδικό 

για την µέτρηση της εκπεµπόµενης ηλιακής ακτινοβολίας και εποµένως οι αρνητικές 

αυτές τιµές οφείλονται στο ότι οι αντίστοιχες µετρήσεις έγιναν νυχτερινές ώρες όπου 

δεν υπάρχει ηλιακή ακτινοβολία. Συµπερασµατικά, λοιπόν, µπορούµε να πούµε πως οι 

µετρήσεις αυτές ερµηνεύονται είτε ως σφάλµατα του οργάνου είτε ως ενδεικτικές τιµές 

κατά την νυχτερινή λειτουργία του.  

Για να διευκολυνθούµε στην επεξεργασία των µετρήσεων θα θεωρήσουµε 

πως οι αρνητικές µετρήσεις είναι µηδενικές (καθώς αναφέρονται σε νυχτερινές ώρες 

και εποµένως θα θεωρήσουµε πως τις ώρες αυτές η εκπεµπόµενη ηλιακή ακτινοβολία 

θα είναι 20 /kW m ). Βάσει λοιπόν της προηγούµενης θεώρησης η οµάδα µετρήσεων 

( 0.01,0]−  αφαιρείται ενώ η οµάδα (0,0.01] περιλαµβάνει πλέον 27,108  µετρήσεις 

( 25,313 1,795+ ), όσες προϋπήρχαν συν τις αρνητικές και τις µηδενικές µετρήσεις.    
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Από τον Πίνακα Α.2 βλέπουµε πως το µεγαλύτερο ποσοστό των 

παρατηρήσεων ανήκουν στο διάστηµα (0,0.01] (ποσοστό 51.6%  επί του συνόλου 

των 52,560 ). Όπως και στην Φ/Β παραγωγή, έτσι και εδώ, θα ήταν καλό αν χωρίζαµε 

την µελέτη της µεταβλητής αυτής σε δύο επιµέρους µελέτες: µια για τις νυχτερινές 

µετρήσεις και µια για τις ηµερήσιες (θα ήταν εύλογο µάλιστα να χρησιµοποιούσαµε 

τη συνάρτηση Dirac – για τις νυχτερινές µετρήσεις – καθώς στο σηµείο 0 

παρουσιάζεται απότοµα ένα µέγιστο, εκτενέστερη µελέτη του θέµατος αυτού γίνεται 

στο επόµενο κεφάλαιο). 

Παρακάτω φαίνονται τα διαγράµµατα εµφάνισης συχνοτήτων (Σχήµα 3.5), 

συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (Σχήµα 3.6) και συνάρτησης κατανοµής 

πιθανότητας (Σχήµα 3.7). Όπως ειπώθηκε και παραπάνω στα διαγράµµατα αυτά δεν  
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Σχήµα 3.5: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων Ηλιακής Ακτινοβολίας του έτους 2004 (8760 µετρήσεις). 
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Σχήµα 3.6: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας Ηλιακής Ακτινοβολίας του έτους 2004. 
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Σχήµα 3.7: Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας Ηλιακής Ακτινοβολίας του έτους 2004. 

 

συµπεριλαµβάνουµε τις µετρήσεις που ανήκουν στο διάστηµα (0,0.01], δηλαδή 

εµφανίζονται µόνο 52,560 27,108 25,452− =  παρατηρήσεις.   

Από τα Σχήµατα 3.5 και 3.6 συµπεραίνουµε πως η συχνότητα εµφάνισης των 

πρώτων οµάδων της ηλιακής ακτινοβολίας ακολουθεί φθίνουσα πορεία (για τιµές που 

βρίσκονται µεταξύ των 20.02 /kW m  και 20.12 /kW m ). Ακολουθεί µια σταθερή 

πορεία (µέχρι τις τιµές που φτάνουν τα 20.90 /kW m ), ενώ µετά ξεκινά µια πτώση της 

συχνότητας εµφάνισης που καταλήγει στο 0  για τιµές ηλιακής ακτινοβολίας που 

υπερβαίνουν τα 21.18 /kW m . Τα παραπάνω απεικονίζονται και στο διάγραµµα 

συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας (Σχήµα 3.7).  
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Σχήµα 3.8: Μέση ηµερήσια εκποµπή ηλιακής ακτινοβολίας για το έτος 2004 (ανά 10΄).  
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 Σχήµα 3.9: Μέση ηµερήσια εκποµπή ηλιακής ακτινοβολίας για το έτος 2004 (ανά ώρα).  

 

 Παρατηρώντας τις αρχικές µετρήσεις µπορούµε να διακρίνουµε µια 

περιοδικότητα που εµφανίζεται για κάθε 144 παρατηρήσεις (δηλαδή για 144 

δεκάλεπτα ή αλλιώς 24 ώρες – µια  ηµέρα). Έτσι, χωρίζοντας τις παρατηρήσεις ανά 

144 µπορούµε, όπως και µε τη Φ/Β παραγωγή, να βρούµε τη µέση ηµερήσια εκποµπή 

ηλιακής ακτινοβολίας ανά 10΄ και ανά ώρα (Σχήµα 3.8 και 3.9).  

 

 

3.3.3 Συσχέτιση Φ/Β παραγωγής και Ηλιακής Ακτινοβολίας  

 

Έχοντας ολοκληρώσει την ποιοτική ανάλυση των χρονοσειρών της Φ/Β 

παραγωγής και της ηλιακής ακτινοβολίας πρέπει να επισηµάνουµε ορισµένα κοινά 

χαρακτηριστικά των δύο µεταβλητών που θα µας διευκολύνουν στην µελέτη του 

προβλήµατος:  

i. και οι δύο µεταβλητές παρουσιάζουν µεγάλο αριθµό µετρήσεων πολύ κοντά 

στο 0 . Στη Φ/Β παραγωγή οι σχεδόν µηδενικές µετρήσεις φτάνουν το 55.7%  και 

στην ηλιακή ακτινοβολία το 51.6% . Το µεγάλο ποσοστό των µετρήσεων που 

βρίσκονται κοντά στο 0  οφείλεται στο γεγονός ότι οι µετρήσεις που είχαµε στη 

διάθεσή µας περιελάµβαναν και µετρήσεις που έγιναν κατά τη διάρκεια της νύχτας. 

Ήταν εποµένως αναµενόµενο πως οι µισές µετρήσεις θα ήταν πολύ κοντά στο 0 . 

ii. και οι δύο µεταβλητές παρουσιάζουν µια σταθερή περιοδικότητα. Η µεν Φ/Β 

παραγωγή παρουσιάζει περιοδικότητα για κάθε 24 παρατηρήσεις (ωριαίες µετρήσεις), 
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ενώ η ηλιακή ακτινοβολία για κάθε 144  παρατηρήσεις (10λεπτες µετρήσεις). 

Ουσιαστικά οι δύο µεταβλητές παρουσιάζουν την ίδια περιοδικότητα για κάθε µία 

ηµερολογιακή ηµέρα καθώς 24 1 144 10 minT h= ⋅ = ⋅ . Εποµένως θα πρέπει να 

µετατρέψουµε τις 52,560  10λεπτες µετρήσεις της ηλιακής ακτινοβολίας σε 8,760  

ωριαίες χρησιµοποιώντας τον µέσο όρο κάθε 6 µετρήσεων, δηλαδή τον µέσο όρο 

ηλιακής ακτινοβολίας που εµφανίζεται σε κάθε ώρα (φυσικά θα µπορούσε να γίνει 

και το αντίστροφο – µετατροπή των 8,760  ωριαίων µετρήσεων σε 52,560  10λεπτες 

µετρήσεις).  

iii. το διάγραµµα της µέσης ηµερήσιας ωριαίας Φ/Β παραγωγής (Σχήµα 3.4) και 

το διάγραµµα της µέσης ηµερήσιας ωριαίας εκποµπής ηλιακής ακτινοβολίας (Σχήµα 

3.9) ακολουθούν την ίδια κατανοµή (µορφή «καµπάνας»): µηδενικές τιµές τις 

νυχτερινές ώρες ( 0 6−  και 20 24− ), αύξηση τιµών κατά τη διάρκεια των πρωινών 

ωρών ( 7 11− ), µεγιστοποίηση τις µεσηµεριανές ώρες (12 13− ) και σταδιακή µείωση 

τις απογευµατινές ώρες (14 19− ) µέχρι το µηδενισµό. 

iv. τα διαγράµµατα κατανοµής συχνοτήτων, συνάρτησης πυκνότητας 

πιθανότητας και συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας παρουσιάζουν την ίδια ποιοτική 

µορφή. Αρχικά εµφανίζεται ένα µεγάλο πλήθος τιµών τόσο στο 0  όσο και στην 

περιοχή κοντά στο 0  – µεγάλη  συχνότητα εµφάνισης µικρών τιµών των δύο 

µεταβλητών, ενώ µετά ακολουθεί µια φθίνουσα (σχεδόν εκθετική) πορεία της 

συχνότητας εµφάνισης των µεγαλύτερων τιµών.  

Επιπλέον, πρέπει να σηµειωθεί το γεγονός ότι η παραγωγή ενός Φ/Β πάρκου 

είναι ευθέως ανάλογη µε την ένταση της ηλιακής ακτινοβολίας που επικρατεί την 

εκάστοτε χρονική στιγµή στο πάρκο αυτό. Η προηγούµενη πρόταση σε συνδυασµό µε 

τις παραπάνω παρατηρήσεις δείχνει πως οι δύο µεταβλητές του προβλήµατος είναι 

πολύ στενά συνδεδεµένες (αλληλοεξαρτώµενες) µεταξύ τους. Εποµένως, µπορούµε 

στην µελέτη του αρχικού προβλήµατος να χρησιµοποιήσουµε µόνο µία από τις δύο 

µεταβλητές της Φ/Β παραγωγής και της ηλιακής ακτινοβολίας απλοποιώντας το 

πρόβληµα, καθώς θα έχουµε πλέον 3 ερµηνευτικές µεταβλητές και όχι 4.
 (3)

  

  

(3)
 Αρχικά, στην µαθηµατική µοντελοποίηση του προβλήµατος, θεωρήσαµε πως έχουµε 3 

ερµηνευτικές µεταβλητές ( , , )X Y Z  και όχι 4 γνωρίζοντας εκ των προτέρων πως Φ/Β παραγωγή και 

ηλιακή ακτινοβολία είναι δύο πολύ στενά αλληλεξαρτηµένες µεταβλητές.  
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Επιλέγουµε την µεταβλητή της εκπεµπόµενης ηλιακής ακτινοβολίας 

αποκλείοντας την Φ/Β παραγωγή από την υπόλοιπη µελέτη. Οι λόγοι της επιλογής 

αυτής εξηγούνται παρακάτω: 

� η ηλιακή ακτινοβολία είναι µια µεταβλητή που αναφέρεται σε ένα φυσικό 

φαινόµενο και δεν εξαρτάται από ανθρώπινους παράγοντες. Αντίθετα η Φ/Β 

παραγωγή είναι ένα µέγεθος που επηρεάζεται άµεσα από ανθρώπινους 

παράγοντες (κλίση, τύπος, µέγεθος Φ/Β πανέλων, µέγεθος Φ/Β πάρκου, 

απώλειες ηλεκτρονικών ισχύος κλπ.). 

� η Φ/Β παραγωγή εξαρτάται από την ηλιακή ακτινοβολία, ενώ το αντίθετο δεν 

συµβαίνει. 

� η Φ/Β παραγωγή αναφέρεται σε πολύ συγκεκριµένο τόπο  (µέρος όπου έχει 

κατασκευαστεί το Φ/Β πάρκο), ενώ η ηλιακή ακτινοβολία αναφέρεται 

γενικότερα σε µια γεωγραφική περιοχή. 

� έχοντας προσαρµόσει την ηλιακή ακτινοβολία ως µεταβλητή του 

προβλήµατος µπορούµε εκ των προτέρων (δηλαδή πριν την κατασκευή ενός 

Φ/Β πάρκου) να κάνουµε µελέτη για τον συγκεκριµένο τόπο.  

� παίρνουµε πιο εύκολα τα ιστορικά δεδοµένα της ηλιακής ακτινοβολίας για 

έναν τόπο (ΕΜΥ ή τοπικοί µετεωρολογικοί σταθµοί). 

� η Φ/Β παραγωγή µπορεί να επηρεαστεί από φυσικές καταστροφές (π.χ. 

καταστροφή ενός Φ/Β πάρκου από ισχυρούς ανέµους ή χαλάζι), ενώ κάτι 

τέτοιο δεν συµβαίνει µε την ηλιακή ακτινοβολία όντας φυσικό φαινόµενο. 

Σύµφωνα, λοιπόν, µε το παραπάνω συµπέρασµα θα χρησιµοποιήσουµε στη 

µελέτη µας µόνο την εκπεµπόµενη ηλιακή ακτινοβολία ως µία από τις µεταβλητές 

του προβλήµατος (κυρίως στο επόµενο κεφάλαιο όπου θα αναζητήσουµε τις 

περιθώριες κατανοµές της κάθε µίας µεταβλητής ξεχωριστά).  

 

 

3.3.4 Ταχύτητα Ανέµου (αιολική ενέργεια)  

 

Για τον άνεµο δόθηκαν συνολικά 52.560 δεκάλεπτες µετρήσεις, που 

αντιστοιχούν σε ένα έτος όπως ακριβώς και στην ηλιακή ακτινοβολία. Οι 

παρατηρήσεις µετρήθηκαν σε /m s  και οµαδοποιήθηκαν σε διαστήµατα του 1 /m s . 
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Τα αποτελέσµατα φαίνονται στον Πίνακα Α.3 στον οποίο εµφανίζονται η συχνότητα 

εµφάνισης κάθε οµάδας παρατηρήσεων, η κανονικοποίηση των συχνοτήτων 

(συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας) καθώς και οι τιµές της συνάρτησης κατανοµής 

πιθανότητας. Η µέγιστη τιµή της χρονοσειράς που µας δόθηκε ήταν 35.6 /m s  

(περίπτωση τυφώνα – 12  Beaufort) ενώ η ελάχιστη τιµή ήταν για 0 /m s  (περίπτωση 

άπνοιας – 0  Beaufort). 

Παρατηρώντας τον Πίνακα Α.3 βλέπουµε πως αρχικά οι συχνότητες 

εµφάνισης των τριών πρώτων οµάδων (µετρήσεις που περιλαµβάνουν ταχύτητες 

ανέµου από 0  µέχρι 3 /m s ) αυξάνονται. Παρουσιάζεται ένα µέγιστο για την οµάδα 

[3, 4)  µε συχνότητα εµφάνισης 4 4065f = , ενώ µετά παρατηρείται µία συνεχώς 

καθοδική πορεία µέχρι το µηδενισµό για τις οµάδες που περιλαµβάνονται στο 

διάστηµα (4,36) . Τα παραπάνω απεικονίζονται στα Σχήµατα 3.10-3.12, όπου 

παριστάνονται αντίστοιχα το διάγραµµα συχνοτήτων, η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας καθώς και η συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας. 

Σε αντίθεση µε τις προηγούµενες δύο µεταβλητές που εξετάστηκαν, η 

χρονοσειρά ταχυτήτων δεν παρουσιάζει κάποια «ανωµαλία» είτε κοντά στο 0  είτε σε 

κάποιο άλλο σηµείο. Για τον ίδιο λόγο δεν παρουσιάζει κάποιο ιδιαίτερο ενδιαφέρον 
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 Σχήµα 3.10: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων Ταχυτήτων Ανέµου για το έτος 2004. 
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Σχήµα 3.11: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας Ταχυτήτων Ανέµου του έτους 2004. 

Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38

Ταχύτητα Ανέµου (m/s)

Κ
α

νο
νι

κ
ο
π

ο
ιη

µ
έν

η
 Α

θ
ρ
ο

ισ
τι

κ
ή

 Σ
υχ

ν
ό

τη
τα

 Ε
µ

φ
ά

νι
σ

η
ς

 

Σχήµα 3.12: Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας Ταχυτήτων Ανέµου του έτους 2004. 

 

ο διαχωρισµός των παρατηρήσεων σε µετρήσεις µέρας και νύχτας. Άλλωστε ο άνεµος 

είναι µια µεταβλητή που αναφέρεται σε ένα φυσικό φαινόµενο αλλά δεν επηρεάζεται 

από την ύπαρξη ή όχι του ήλιου. Επιπλέον, δεν παρουσιάζεται και κάποια 

περιοδικότητα για κάθε ηµέρα (ανά 144  παρατηρήσεις – 24  ώρες). Ενδεικτικά 

παραθέτουµε το διάγραµµα της ηµερήσιας ταχύτητας του ανέµου (ανά ώρα) µιας 

µέσης ηµέρας (Σχήµα 3.13). Παρατηρούµε πως η µέση ηµερήσια ταχύτητα του 

ανέµου έχει µικρή σχετικά διακύµανση γύρω από µία συγκεκριµένη τιµή (περίπου 

10.5 /m s ). 
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Σχήµα 3.13: Ηµερήσια Ταχύτητα Ανέµου για µία µέση ηµέρα του έτους 2004. 

  

Από το διάγραµµα συχνοτήτων που προέκυψε προηγουµένως καθώς και από 

την απεικόνιση της συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας παρατηρούµε πως η 

κατανοµή της ταχύτητας του ανέµου «θυµίζει» την κατανοµή Weibull, κάτι που 

περιµέναµε άλλωστε, διότι είναι γνωστό πως η συχνότητα-πιθανότητα εµφάνισης των 

ταχυτήτων του ανέµου ακολουθεί την παραπάνω κατανοµή [3]. Ωστόσο, στο σηµείο 

αυτό προχωράµε σε µια «ποιοτική» µελέτη των δεδοµένων. Στο επόµενο κεφάλαιο θα 

αποδείξουµε πως η κατανοµή Weibull είναι η κατάλληλη για να απεικονίσει 

µαθηµατικά την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της χρονοσειράς του ανέµου. 

 

 

3.3.5 Ωριαίο Φορτίο   

 

     Για το φορτίο δόθηκαν συνολικά 8,760  ωριαίες µετρήσεις, που αντιστοιχούν 

σε 365 ηµέρες, δηλαδή ένα ηµερολογιακό έτος. Η χρονοσειρά µετρήσεων που 

χρησιµοποιήθηκε αναφέρεται στο νησί Κως. Οι διαστάσεις των παρατηρήσεων είναι, 

όπως και στη Φ/Β παραγωγή, σε χιλιάδες Watt  ή αλλιώς kW . Η µέγιστη τιµή των 

µετρήσεων που είχαµε στη διάθεσή µας ήταν 74,000kW  ενώ η ελάχιστη τιµή του 

ωριαίου φορτίου ήταν 3, 200kW . Η οµαδοποίηση των παρατηρήσεων έγινε µε εύρος 

1,000kW  και τα αποτελέσµατα αυτής φαίνονται στον Πίνακα Α.4. Επιπλέον, στον 

ίδιο πίνακα φαίνονται η συχνότητα εµφάνισης κάθε οµάδας παρατηρήσεων, η 
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κανονικοποίηση των συχνοτήτων (τιµές της συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας) 

καθώς και οι τιµές της συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας. 

Με βάση τις τιµές του Πίνακα Α.4 κατασκευάζουµε τα διαγράµµατα 

εµφάνισης συχνοτήτων (Σχήµα 3.14), συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (Σχήµα 

3.15) και συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας (Σχήµα 3.16). Από τα δύο πρώτα 

σχήµατα καθώς και από τον Πίνακα Α.4 βλέπουµε πως οι συχνότητες εµφάνισης 

µικρών τιµών φορτίου (µικρότερων από 15,000kW ) είναι µηδενικές ή ελάχιστες. 

Μετά παρατηρείται µια γρήγορη αύξηση των συχνοτήτων εµφάνισης για τις οµάδες 

που βρίσκονται στο διάστηµα (15,000 , 25,000 )ikW kW , ενώ στην οµάδα 

(25,000 ,26,000 )kW kW  παρατηρείται µέγιστο µε συχνότητα εµφάνισης 26 370f = . 

Ακολουθεί µια σταδιακή (σχεδόν εκθετική αύξηση) που καταλήγει σε µηδενικές τιµές 

εµφάνισης συχνοτήτων για τιµές µεγαλύτερες των 74,000kW . Τα παραπάνω 

απεικονίζονται και στο διάγραµµα συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας. 

Όπως και στη µεταβλητή της ταχύτητας του ανέµου, έτσι και στο ωριαίο 

φορτίο δεν παρουσιάζεται «ανωµαλία» σε κάποιο σηµείο (εµφάνιση πολύ µεγάλης 

συχνότητας). Ωστόσο, παρουσιάζεται µια περιοδικότητα για κάθε 24  µετρήσεις – 

ώρες (δηλαδή ανά µία ηµέρα). Χωρίζοντας τις µετρήσεις ανά 24  µπορούµε εύκολα 

(χρησιµοποιώντας µέσους όρους) να βρούµε τη ηµερήσια κατανάλωση – ζήτηση 

φορτίου ανά ώρα µιας «µέσης» ηµέρας. Τα αποτελέσµατα απεικονίζονται στο Σχήµα 

3.17 .  

Από το τελευταίο διάγραµµα παρατηρούµε πως «κατά µέσο όρο» έχουµε µία 

αύξηση της ζήτησης του φορτίου από τις µεσηµεριανές µέχρι τις βραδινές ώρες (µε 

κορύφωση τις ώρες 20.00-22.00 µ.µ.) και χαµηλή ζήτηση τις πολύ πρωινές ώρες. Το 

φορτίο παρουσιάζει ελάχιστο τις πρώτες πρωινές ώρες ενός 24ωρου και αυξάνεται 

σταδιακά µέχρι τις βραδινές ώρες όπου και παρουσιάζει µέγιστο. Παράλληλα τις 

απογευµατινές ώρες εµφανίζεται ένα τοπικό ελάχιστο. Τα παραπάνω επιβεβαιώνονται 

και από το διάγραµµα όπου απεικονίζεται το φορτίο που καταναλώθηκε για δέκα 

24ωρα που επιλέχθηκαν τυχαία  (Σχήµα 3.18). Παρατηρούµε πως η µορφή των 

καµπυλών  δεν  αλλάζει  γιατί  η  τάση  κατανάλωσης φορτίου παραµένει ίδια κατά τη  
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Σχήµα 3.14: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων Ωριαίου Φορτίου για το νησί Κως. 
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Σχήµα 3.15: Συνάρτηση Πυκνότητας Πιθανότητας Ωριαίου Φορτίου για το νησί Κως. 
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Σχήµα 3.16: Συνάρτηση Κατανοµής Πιθανότητας Ωριαίου Φορτίου για το νησί Κως. 
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Σχήµα 3.17: Ηµερήσια Ωριαία Κατανάλωση Φορτίου µιας «µέσης ηµέρας». 
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Σχήµα 3.18: ∆ειγµατοληψία της Ωριαίας Κατανάλωσης Φορτίου 5 ηµερών. 

 

διάρκεια ενός 24ώρου. Αυτό που αλλάζει είναι τα µέγιστα και τα ελάχιστα των 

καµπυλών – κάτι που µπορεί να οφείλεται στο ότι οι καµπύλες µπορεί να 

προέρχονται από ηµέρες σε διαφορετικές εποχές (καλοκαίρι / χειµώνας) ή από 

διαφορετικές µέρες τις εβδοµάδας (καθηµερινές / σαββατοκύριακα). 

 

 



                           Κεφάλαιο 4   

       Εύρεση  Περιθώριων Κατανοµών 

 

 

 

Εισαγωγή  

 

Στην ανάλυση που έγινε στο προηγούµενο κεφάλαιο  συµπεράναµε ότι 

µπορούµε να αναγάγουµε το αρχικό πρόβληµα σε ένα στατιστικό πρόβληµα εύρεσης 

µίας από κοινού συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας που ουσιαστικά θα εκφράζει 

την πιθανότητα εµφάνισης µιας τριάδας µετρήσεων. Η τριάδα αυτή θα αποτελείται 

από τις εξής 3 µεταβλητές: 

 

 ( , , )Q x y z =  ( Ηλιακή Ακτινοβολία , Ταχύτητα ανέµου , Ωριαίο Φορτίο )     (4.1) 

 

 Στο παρόν κεφαλαίο θα ασχοληθούµε µε την εύρεση των περιθώριων 

κατανοµών, οι οποίες όπως θα δούµε και στο επόµενο κεφάλαιο θα µας βοηθήσουν 

στην εύρεση της τελικής εξίσωσης ( , , )Q x y z . Για τον σκοπό αυτό θα 

χρησιµοποιηθούν οι αρχικές µετρήσεις αναγόµενες όλες σε ωριαίες µετρήσεις ενός 

έτους (2004) – έτσι οι µετρήσεις της ηλιακής ακτινοβολίας από δεκάλεπτες (52.560 

µετρήσεις) θα µετατραπούν σε ωριαίες (8.760 µετρήσεις) χρησιµοποιώντας για κάθε 

εξάδα µετρήσεων (1 ώρα) µία µέτρηση που θα αποτελεί τον µέσο όρο της αντίστοιχης 

εξάδας. Το ίδιο µε τις µετρήσεις της ταχύτητας ανέµου. Οι µετρήσεις Ωριαίου 

Φορτίου δεν υπέστησαν κάποια µεταβολή αφού αρχικά είχαµε 8.760 ωριαίες 

µετρήσεις. Επιπλέον, όλες οι µετρήσεις που χρησιµοποιήθηκαν στο MATLAB® 

ανάχθηκαν σε µετρήσεις που βρίσκονται κοντά στη µονάδα – (1)O  . Για τον λόγο 

αυτό πολλαπλασιάσαµε τις µετρήσεις της ηλιακής ακτινοβολίας µε τον αριθµό 10 , 

διαιρέσαµε τις µετρήσεις του ωριαίου φορτίου µε 10,000  ενώ οι τιµές του ανέµου 

παρέµειναν αµετάβλητες.  



  76                                                                                 Κεφάλαιο 4: Εύρεση Περιθώριων Κατανοµών 

 

  

4.1 Ανάλυση ∆εδοµένων – Εύρεση Περιθώριων Κατανοµών  

 

 Αρχικά θα προσπαθήσουµε να βρούµε, για κάθε µια από τις 3 παραπάνω 

µεταβλητές ξεχωριστά, µία µαθηµατική σχέση – γραφική παράσταση που να 

προσεγγίζει όσο το δυνατόν καλύτερα την αντίστοιχη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας ή αλλιώς το διάγραµµα συχνοτήτων. Η σχέση αυτή θα ορίζει την 

περιθώρια συνάρτηση κατανοµής για κάθε µια από τις τρεις µεταβλητές.  

 

4.1.1 Ηλιακή Ακτινοβολία  

 Αρχικά, φτιάχνουµε το διάγραµµα συχνοτήτων όπως φαίνεται παρακάτω:  
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Σχήµα 4.1: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων Ηλιακής Ακτινοβολίας (µεταβλητή X ). 

 

 Για να επιλέξουµε την καταλληλότερη καµπύλη που θα προσεγγίζει µε όσο το 

δυνατόν καλύτερο τρόπο το διάγραµµα συχνοτήτων της ηλιακής ακτινοβολίας θα 

χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του ελάχιστου µέσου τετραγωνικού σφάλµατος. 

Σύµφωνα µε το κριτήριο αυτό καταλληλότερη καµπύλη θα είναι εκείνη που θα δίνει 
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το µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα [2], το οποίο δίνεται από την σχέση 

( )2

1

k

i i

i

MSE x x
=

= −∑ ⌢

.  Έτσι, για την περίπτωση της ηλιακής ακτινοβολίας έχουµε: 

 Οι επικρατέστερες καµπύλες για την προσοµοίωση της ηλιακής ακτινοβολίας 

είναι οι εξής:  

• Generalized extreme value  

• t-location-scale.  

 

Σχήµα 4.2: ∆ιάγραµµα προσέγγισης αρχικών δεδοµένων ηλιακής ακτινοβολίας µε την καµπύλη t-

location-scale. Στην λεπτοµέρεια διακρίνεται πως η καµπύλη t-location-scale έχει και αρνητικές τιµές 

και για αυτό το λόγο απορρίπτεται χωρίς περαιτέρω µελέτη. 

 

Ωστόσο, η καµπύλη t-location-scale παρέχει και αρνητικές τιµές - βλέπε Σχήµα 4.2 - 

και για αυτό το λόγο απορρίπτεται (επίσης κατά την µελέτη της καµπύλης αυτής 

διαπιστώθηκε ότι καλύπτει περίπου τις 1,500  µετρήσεις από τις 8,760 , ποσοστό 

περίπου 17% που είναι πολύ µικρό για να γίνει αποδεκτή η καµπύλη). Η γενική 

µορφή της καµπύλης Generalized extreme value φαίνονται παρακάτω: 

1 1
1

1 ( ) ( )
( ; , , ) exp 1 1

k kx x
f x k k k

µ µ
µ σ

σ σ σ

− − − − −      = − + +      
       

     (4.2) 
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 Στον Πίνακα Α.5 παρατηρούµε πως παρουσιάζεται ένα πολύ µεγάλο σφάλµα 

στις µετρήσεις από 0  µέχρι 0.02 . Στα πραγµατικά δεδοµένα υπάρχουν 4,684  

µετρήσεις, η πλειοψηφία των οποίων έχουν µηδενικές τιµές (µηδενική ηλιακή 

ακτινοβολία λόγω νύχτας), ενώ η καµπύλη Generalized extreme value 

«προσοµοιώνει» µόλις 887 µετρήσεις στην κλάση αυτή (0...0.02) . Βλέπουµε λοιπόν 

πως χάνονται συνολικά 3,797  µετρήσεις ποσοστό που αντιστοιχεί σε περίπου 81%  

των µετρήσεων. Το γεγονός αυτό µας οδηγεί στο συµπέρασµα πως ούτε η κατανοµή 

αυτή µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την προσοµοίωση της ηλιακής ακτινοβολίας. 

 Ωστόσο, παρατηρώντας τον Πίνακα A.2 βλέπουµε πως οι υπόλοιπες 

µετρήσεις δεν παρουσιάζουν τόσο µεγάλα σφάλµατα. Εποµένως το πρόβληµα 

εντοπίζεται στο µεγάλο πλήθος των µετρήσεων της πρώτης κλάσης. Για τον λόγο  

αυτό θα ήταν εύλογο αν «χωρίζαµε» την ανάλυση της ηλιακής ακτινοβολίας σε 2 

επιµέρους αναλύσεις όπου: (i) η πρώτη θα αφορά τις παρατηρήσεις που είναι 

µηδενικές – δηλαδή παρατηρήσεις που συγκεντρώνονται στο σηµείο 0 , (ii) ενώ η 

άλλη θα αναφέρεται στις παρατηρήσεις εκείνες που βρίσκονται στο διάστηµα (0,1.2)  

– δηλαδή µη µηδενικές παρατηρήσεις. Στην πρώτη περίπτωση οι παρατηρήσεις 

αναφέρονται σε νυχτερινές ώρες όπου η ηλιακή ακτινοβολία είναι µηδενική ή  

(πρακτικά) σχεδόν µηδενική. Για τον λόγο αυτό αναφερόµενοι στην περίπτωση (i) θα 

εννοούµε τις «νυχτερινές» µετρήσεις (και αντίστροφα) ενώ στην περίπτωση (ii), 

αντίστοιχα, θα εννοούµε τις «ηµερήσιες». Η πιθανότητα εµφάνισης της κάθε µιας 

περίπτωσης θα προκύπτει από το πλήθος των παρατηρήσεων νύχτας και ηµέρας 

αντίστοιχα. Έτσι έχουµε: 

Νύχτα: 4,081 παρατηρήσεις 

Ηµέρα: 4,679  παρατηρήσεις 

Σύνολο: 8,760  παρατηρήσεις 

 

Άρα η πιθανότητα µια τυχαία παρατήρηση να έχει γίνει νύχτα θα είναι: 

1

4,081
0.4659 46.59%

8,760
p = ≈ =      (4.3) 

και αντίστοιχα για την ηµέρα: 

2

4,679
0.5341 53.41%

8,760
p = ≈ =      (4.4) 
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και έτσι αν 1( )f x   και 2 ( )f x  οι 2 συναρτήσεις που επιτυγχάνουν την βέλτιστη 

προσέγγιση για τις µετρήσεις της ηλιακής ακτινοβολίας νύχτας και ηµέρας 

αντίστοιχα, είναι επόµενο πως η συνάρτηση που θα προσεγγίζει µε τον βέλτιστο 

τρόπο τις µετρήσεις τις ηλιακής ακτινοβολίας θα είναι: 

1 1 2 2( ) ( ) ( )f x p f x p f x= ⋅ + ⋅             (4.5) 

 Εποµένως, οι 2 υποπεριπτώσεις που προέκυψαν από την προηγούµενη 

ανάλυση έχουν ως εξής: 

 

4.1.1.1 Ηλιακή Ακτινοβολία: Νυχτερινές Μετρήσεις 

 

 Στην περίπτωση των νυχτερινών µετρήσεων θα εργαστούµε διαφορετικά. 

Όπως ήταν αναµενόµενο οι νυχτερινές µετρήσεις είναι όλες µηδενικές. Παρατηρούµε 

λοιπόν πως ένα µεγάλο πλήθος παρατηρήσεων «συγκεντρώνεται» στην περιοχή του 

µηδέν, (συνολικά 4,081 από τις 8,760  παρατηρήσεις). Αποτέλεσµα αυτού είναι η 

κλάση [0,00.2)  να περιέχει σχεδόν το 54%  του συνόλου των µετρήσεων, 

 

Σχήµα 4.3: Μετρήσεις ηλιακής ακτινοβολίας κατά τις νυχτερινές ώρες. Οι µετρήσεις είναι όλες 

συγκεντρωµένες στο σηµείο 0. 
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ποσοστό που είναι κατά πολύ µεγαλύτερο από το αντίστοιχο ποσοστό οποιασδήποτε 

άλλης κλάσης. Αυτό φαίνεται τόσο στο Σχήµα 4.1 όπου διακρίνουµε την µεγάλη 

διαφορά στην συχνότητα εµφάνισης της πρώτης κλάσης σε σχέση µε όλες τις 

υπόλοιπες, όσο και στο Σχήµα 4.3, όπου παριστάνονται µόνο οι µηδενικές µετρήσεις. 

Ο ιδανικός τρόπος για να παραστήσουµε την ιδιαιτερότητα αυτή της ηλιακής 

ακτινοβολίας είναι η συνάρτηση Dirac ή αλλιώς 0( )x xδ − . Προφανώς 0 0x =  καθώς 

η «συγκέντρωση» των παρατηρήσεων γίνεται στο σηµείο 0. Τελικά, προκύπτει ότι:  

 

1( ) ( )f x xδ=        (4.6) 

 

 

4.1.1.2 Ηλιακή Ακτινοβολία: Ηµερήσιες Μετρήσεις 

 

 Στην περίπτωση αυτή θα εργαστούµε όπως εργαστήκαµε στην αρχή της 

παραγράφου §4.4.1, ξεκινώντας µε το διάγραµµα συχνοτήτων όπως φαίνεται στο 

Σχήµα 4.4. 
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Σχήµα 4.4: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων ηµερήσιων µετρήσεων ηλιακής ακτινοβολίας. 
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 Οι επικρατέστερες καµπύλες για την προσοµοίωση των µετρήσεων της 

ηλιακής ακτινοβολίας κατά τη διάρκεια της ηµέρας είναι οι εξής:  

• Birnbaum-Saunders 

• Exponential 

• Gamma 

• Log-logistic 

• Log-normal 

• Nakagami 

• Weibull 

 Όπως ειπώθηκε και παραπάνω, για να επιλέξουµε την καµπύλη που 

προσεγγίζει καλύτερα τις µετρήσεις της ηλιακής ακτινοβολίας κατά τη διάρκεια της 

ηµέρας θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο της ελαχιστοποίησης του µέσου 

τετραγωνικού σφάλµατος για τις παραπάνω 7 καµπύλες. Τα αποτελέσµατα φαίνονται 

στον παρακάτω Πίνακα: 

 

Πίνακας 4.1: Μέσα τετραγωνικά σφάλµατα διαφόρων προσεγγίσεων ηλιακής ακτινοβολίας (ηµερήσιες 

µετρήσεις). 

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Birnbaum-Saunders 0.015552347 0.124709049 

Exponential 0.008808795 0.093855182 

Gamma 0.006089336 0.078034198 

Log-logistic 0.009643549 0.098201571 

Log-normal 0.014232824 0.119301400 

Nakagami 0.004776444 0.069111822 

Weibull 0.007441892 0.086266403 

 

 Σύµφωνα, λοιπόν, µε το κριτήριο που αναφέρθηκε προηγουµένως η ιδανική 

καµπύλη για την προσέγγιση των ηµερήσιων µετρήσεων της ηλιακής ακτινοβολίας 

είναι η Nakagami. Στον Πίνακα Α.6 του Παραρτήµατος Α παραθέτουµε τους 

υπολογισµούς του µέσου τετραγωνικού σφάλµατος (MSE) για την προσέγγιση 

Nakagami.  

 Το διάγραµµα συχνοτήτων (density) που ταυτόχρονα απεικονίζει την 

προσέγγιση αυτή φαίνεται στο Σχήµα 4.5. Αντίστοιχα το διάγραµµα κατανοµής 

πιθανότητας (cumulative probability) θα είναι όπως στο Σχήµα 4.6. Η µαθηµατική 

εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή Nakagami είναι: 
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Σχήµα 4.5: ∆ιάγραµµα προσέγγισης ηλιακής ακτινοβολίας (ηµερήσιες µετρήσεις) µε την καµπύλη 

Nakagami. 
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Σχήµα 4.6: ∆ιάγραµµα προσέγγισης αθροιστικής σ.π.π. ηµερησίων µετρήσεων ηλιακής ακτινοβολίας 

µε την καµπύλη Nakagami. 
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(2 1) 2

2

1
( , ) 2 exp

( )
f x x x

µ
µµ µ

µ ω
ω µ ω

−   = −   Γ   
     (4.7) 

όπου: ( )αΓ  η συνάρτηση Gamma η οποία ορίζεται ως: 

-t 1

0

( ) e t dtαα
∞

−Γ = ∫       (4.8) 

µ  παράµετρος µορφής  και ω  παράµετρος κλίµακας. Για την εύρεση των 

παραµέτρων µ  και ω  χρησιµοποιήθηκε το MATLAB®. Τα αποτελέσµατα που 

προέκυψαν είναι: 233.9032 10µ −= ⋅  και 20.7236ω = . Στο Σχήµα 4.5 βλέπουµε πως 

όσο το x  πλησιάζει στο 0  τόσο µεγαλώνει η τιµή της προσέγγισης Nakagami. 

Ωστόσο, αυτό δεν δηµιουργεί πρόβληµα στην µελέτη µας καθώς όπως είπαµε 

παραπάνω τα σηµεία κοντά στο 0  παρουσιάζουν ειδική «συµπεριφορά», την οποία 

χειριζόµαστε µέσω της συνάρτησης Dirac.  

 Τελικά, η ζητούµενη συνάρτηση που δίνει τη συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας της ηλιακής ακτινοβολίας για την ηµέρα και την νύχτα θα είναι: 

1 2( ; , ) 0.4659 ( ) 0.5341 ( )f x f x f xµ ω = ⋅ + ⋅ ⇒  

(2 1) 21
( ; , ) 0.4659 ( ) 0.5341 2 exp

( )
f x x x x

µ
µµ µ

µ ω δ
ω µ ω

−
    ⇒ = ⋅ + ⋅ −    Γ     

     (4.9) 

µε τις τιµές των παραµέτρων µ  και ω  να είναι όπως παραπάνω. 

 

 

4.1.2 Ταχύτητα Ανέµου 

 

 Αρχικά κατασκευάζουµε το διαγράµµατα συχνοτήτων (Σχήµα 4.7). Μετά από 

δοκιµές διαφόρων προσεγγίσεων (fits) καταλήξαµε στις παρακάτω καµπύλες που 

θεωρούνται επικρατέστερες για την προσοµοίωση των µετρήσεων του ανέµου:  

• Birnbaum-Saunders 

• Gamma 

• Generalized extreme value 

• Log-normal 

• Weibull 
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 Στον παρακάτω Πίνακα παρουσιάζονται τα µέσα τετραγωνικά σφάλµατα για 

κάθε µια από τις παραπάνω καµπύλες: 

 

Πίνακας 4.2: Μέσα τετραγωνικά σφάλµατα διαφόρων προσεγγίσεων ταχύτητας ανέµου. 

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Birnbaum-Saunders 33.35679·10
-4

 5.7755337·10
-2

 

Gamma 11.64788·10
-4

 3.4128984·10
-2

 

Generalized extreme value 29.08926·10
-4

 5.3934460·10
-2

 

Log-normal 24.94931·10
-4

 4.9949282·10
-2

 

Weibull 12.44475·10
-4

 3.5277113·10
-2
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Σχήµα 4.7: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων ταχύτητας ανέµου  

 

 Βάσει του Πίνακα 4.1 η πιο καλή µέθοδος προσέγγισης επιτυγχάνεται µε την 

κατανοµή Gamma η οποία παρουσιάζει το µικρότερο µέσο τετραγωνικό σφάλµα. 

Παρατηρούµε, όµως, πως σχεδόν εξίσου καλή προσέγγιση µας δίνει και η καµπύλη 

Weibull, την οποία θα προτιµήσουµε καθώς όπως γνωρίζουµε και από την θεωρία 

είναι η πιο κατάλληλη καµπύλη προσοµοίωσης του ανέµου [3]. Η µαθηµατική 

εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή Weibull είναι: 
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Σχήµα 4.8: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων ταχύτητας ανέµου  
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Σχήµα 4.9: ∆ιάγραµµα προσέγγισης αθροιστικής σ.π.π. µετρήσεων ταχύτητας ανέµου. 
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1( ; , ) exp

b

b b y
g y a b ba y

a

− −
  = −     

     (4.10) 

µε παραµέτρους:  α  παράµετρος κλίµακας της ταχύτητας 

                             b  παράµετρος µορφής 

Για την εύρεση των παραµέτρων α και b χρησιµοποιήθηκε το MATLAB®, όπου 

τελικά βρέθηκε ότι 11.5754a =  και 1.567b = . Τέλος, παραθέτουµε το διάγραµµα 

που δείχνει την προσέγγιση των µετρήσεων ταχύτητας ανέµου µε την κατανοµή 

Weibull (density – Σχήµα 4.8) καθώς και το διάγραµµα αθροιστικής συνάρτησης 

πυκνότητας πιθανότητας (cumulative probability – Σχήµα 4.9). 

 Επιπλέον, στην εύρεση της από κοινού συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

(Κεφάλαιο 5) θα µας χρειαστούν οι κατανοµές που περιγράφουν τις νυχτερινές και τις 

ηµερήσιες µετρήσεις – σε αντιστοιχία µε την ηλιακή ακτινοβολία. Οι κατανοµές 

αυτές θα είναι κατανοµές Weibull µε διαφορετικές όµως παραµέτρους από αυτές που 

βρέθηκαν παραπάνω. Έτσι για τις νυχτερινές µετρήσεις έχουµε: 10.6779a =  και 

1.4402b =  ενώ για τις ηµερήσιες: 12.3612a =  και 1.7070b = . 

 

 

4.1.3 Ωριαίο Φορτίο 

 

 Όπως και στις δύο προηγούµενες µεταβλητές, αρχικά,  φτιάχνουµε το 

διάγραµµα συχνοτήτων, όπως φαίνεται στο Σχήµα 4.10. 

 Έπειτα από δοκιµές διάφορων προσεγγίσεων (fits) καταλήξαµε στις 

παρακάτω καµπύλες που θεωρούνται επικρατέστερες για την προσοµοίωση των 

µετρήσεων του ωριαίου φορτίου:  

• Birnbaum-Saunders 

• Gamma 

• Generalized extreme value 

• Inverse Gaussian 

• Log-logistic 

• Log-normal 

• Nakagami 

• Negative Binomial 



  Κεφάλαιο 4: Εύρεση Περιθώριων Κατανοµών                                                                                87                                           

 
 

1 2 3 4 5 6 7

x 10
4

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

x 10
-5

Data

D
e
n
s
it
y

 

 

Load per hour ( Z )

 

Σχήµα 4.10: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων ωριαίου φορτίου 

 

 Για κάθε µια από τις παραπάνω προσεγγίσεις βρίσκουµε τα µέσα τετραγωνικά 

σφάλµατα. Τα αποτελέσµατα φαίνονται παρακάτω:  

 

Πίνακας 4.3: Μέσα τετραγωνικά σφάλµατα διαφόρων προσεγγίσεων ωριαίου φορτίου. 

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Birnbaum-Saunders 33.9804·10
-6

 5.8293·10
-3 

Gamma 51.85·10
-6

 7.2005·10
-3

 

Generalized extreme value 41.32·10
-6

 6.4284·10
-3

 

Inverse Gaussian 33.49·10
-6

 5.7868·10
-3

 

Log-logistic 57.44·10
-6

 7.5788·10
-3

 

Log-normal 36.91·10
-6

 6.0751·10
-3

 

Nakagami 73.86·10
-6

 8.5945·10
-3

 

Negative Binomial 51.42·10
-6

 7.1708·10
-3

 

  

 Παρατηρούµε λοιπόν πως η πιο καλή µέθοδος προσέγγισης επιτυγχάνεται µε 

την κατανοµή Inverse Gaussian η οποία παρουσιάζει το µικρότερο µέσο τετραγωνικό 

σφάλµα. Πολύ καλή προσέγγιση µας δίνει και η καµπύλη Birnbaum-Saunders. Η 

γενική εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή Inverse Gaussian είναι: 
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2

3 2
( ; , ) exp ( )

2 2
h z z

z z

λ λ
λ κ κ

π κ
 = − − 
 

      (4.11) 

µε παραµέτρους:  λ>0  παράµετρος κλίµακας της ταχύτητας 

                             κ>0  παράµετρος µορφής 

 Όπως και στις προηγούµενες µεταβλητές, για την εύρεση των παραµέτρων 

χρησιµοποιήθηκε το MATLAB® και τελικά βρήκαµε ότι: 29.3468λ =  και 

3.5474κ = . Στην προηγούµενη σελίδα παραθέτουµε τα διαγράµµατα της βέλτιστης 

προσέγγισης για τις µετρήσεις του ωριαίου φορτίου (density – Σχήµα 4.11) καθώς και 

το αντίστοιχο διάγραµµα της αθροιστικής συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας 

(cumulative probability – Σχήµα 4.12). 

Όπως και στις προηγούµενες δύο µεταβλητές έτσι και στο ωριαίο φορτίο θα 

βρούµε τις κατανοµές που περιγράφουν τις νυχτερινές και τις ηµερήσιες µετρήσεις 

αντίστοιχα. Έτσι, για τις νυχτερινές έχουµε: 24.7707λ =  και 3.4068κ =  ενώ για τις 

ηµερήσιες: 35.8965λ =  και 3.6699κ = . 
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Σχήµα 4.11: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων ωριαίου φορτίου 
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Σχήµα 4.12: ∆ιάγραµµα προσέγγισης αθροιστικής σ.π.π. µετρήσεων ωριαίου φορτίου 

 

Συνοψίζοντας, λοιπόν, µπορούµε να πούµε πως οι τρεις κατανοµές που 

προσεγγίζουν τις τρεις µεταβλητές της ηλιακής ακτινοβολίας, της ταχύτητας του 

ανέµου και του ωριαίου φορτίου είναι αντίστοιχα: 

 

Ι. (2 1) 21
( ; , ) 0.4659 ( ) 0.5341 2 exp

( )
f x x x x

µ
µµ µ

µ ω δ
ω µ ω

−
    = ⋅ + ⋅ −    Γ     

    (4.9) 

ΙΙ. 1( ; , )

b
y

b b ag y a b ba y e

 − − −  =         (4.10) 

ΙΙΙ. 2

3 2
( ; , ) exp ( )

2 2
h z z

z z

λ λ
λ κ κ

π κ
 = − − 
 

    (4.11) 

Ωστόσο, στην ανάλυση που ακολουθεί στο επόµενο Κεφάλαιο θα χρειαστούµε 

τόσο τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (που περιγράφονται από τις παραπάνω 

τρεις εξισώσεις) όσο και τις συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας. Για την εύρεση 

των CDF χρησιµοποιήθηκε το [18]. Έτσι η συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας των 

I,II και III που περιγράφηκαν παραπάνω θα είναι αντίστοιχα: 
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A. 2( ; , ) ( ; , ) 0.4659 ( ) 0.5341 ,F x f x dx u x x
µ

µ ω µ ω µ
ω

 = = ⋅ + ⋅Γ 
 ∫      (4.12) 

B. ( ; , ) ( ; , ) 1 exp

b
y

G y a b g y a b dy
a

  = = − −     
∫        (4.13) 

C.      
2

( ; , ) ( ; , ) exp
z z

H z h z dx
z z

λ κ λ λ κ
λ κ λ κ

κ κ κ

   − − − = = Ν + Ν           
∫       (4.14) 

όπου ( )u x  η βηµατική συνάρτηση, -t 1( , ) e
x

x t dtαα
∞

−Γ = ∫  η άνω συνάρτηση Gamma και 

( )N x  η Γκαουσιανή  κατανοµή (standard Normal distribution µε 0µ =  και 2 1σ = ). 

Οι τιµές των παραµέτρων µ  και ω , a  και b , λ  και κ  είναι όπως φαίνονται στον 

Πίνακα 4.1 για τις περιπτώσεις της νύχτας, της ηµέρας καθώς και για την περίπτωση 

της καµπύλης που περιγράφει την ολική περίπτωση (νύχτα και ηµέρα µαζί).  

 

Πίνακας 4.4 Τιµές παραµέτρων για κάθε περίπτωση. 

Κατανοµές      

PDFs (CDFs) 

Νυχτερινές 

Μετρήσεις 

Ηµερήσιες 

Μετρήσεις 

Συνολικές 

Μετρήσεις 

I (A) ( )xδ  ( )( )u x  

233.9032 10µ −= ⋅  

20.7236ω =  

233.9032 10µ −= ⋅  

20.7236ω =  

II (B) 
10.6779a =  

1.4402b =  

12.3612a =  

1.7070b =  

11.5754a =  

1.567b =  

III (C) 
24.7707λ =  

3.4068κ =  

35.8965λ =  

3.6699κ =  

29.3468λ =  

3.5474κ =  

 



                           Κεφάλαιο 5   
Εύρεση από κοινού Συνάρτησης  

Πυκνότητας Πιθανότητας 

 

 

 

 

Εισαγωγή 

 

Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζουµε διάφορες µεθόδους κατασκευής 

πολυδιάστατων κατανοµών µέσω διαφόρων προσεγγίσεων. Συνδυάζοντας τις 

περιθώριες κατανοµές που βρήκαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο µπορούµε να 

προσδιορίσουµε µια αναλυτική σχέση που θα µας δίνει την πιθανότητα εµφάνισης µια 

τριάδας µετρήσεων, δηλαδή την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας ή αλλιώς την 

κατανοµή ( , , )Q X Y Z  όπως αυτή ορίστηκε στα προηγούµενα κεφάλαια.  

Για την κατασκευή µιας οικογένειας διανυσµατικών συναρτήσεων (m 

µεταβλητών) µέσω των περιθώριων κατανοµών χαµηλότερης τάξης ( 1m − , 2m − , …) 

υπάρχει µια πληθώρα µεθόδων [8]. Αναφέρουµε επιγραµµατικά κάποιες απ’ αυτές: 

 

• χρήση των Μετασχηµατισµών Laplace. 

• γενίκευση των περιθώριων κατανοµών κατώτερης τάξης. 

• Αρχή της Μέγιστης Εντροπίας. 

• εφαρµογή των περιθώριων κατανοµών σε συγκεκριµένα παραµετρικά 

πρότυπα. 

 

Στο πρόβληµα εύρεσης µιας γενικής κατανοµής ( , , )Q X Y Z  που εξετάζουµε θα 

χρησιµοποιήσουµε τη τελευταία µέθοδο, δηλαδή χρήση συγκεκριµένων παραµετρικών 

προτύπων.  
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5.1 Παραµετρικά πρότυπα σε δεδοµένες περιθώριες κατανοµές 

 

 Τις τελευταίες δεκαετίες, λόγω της πολυπλοκότητας γενικών 

αναπαραστάσεων, έχει αναπτυχθεί ένα µεγάλο πλήθος παραµετρικών µοντέλων που 

βοηθούν στην εύρεση πολυδιάστατων κατανοµών µε δεδοµένες περιθώριες. Στα 

πλαίσια της Στατιστικής επιστήµης τα παραµετρικά αυτά µοντέλα έχουν µελετηθεί 

και έχουν αναπτυχθεί δίνοντας τα αντίστοιχα «πρότυπα» που εφαρµόζονται στις 

περιθώριες κατανοµές [1], [8], [14], [16]. 

 Στην µελέτη αυτή θα χρησιµοποιηθούν τα παραµετρικά εκείνα πρότυπα µε 

σκοπό την εύρεση µιας εξίσωσης που θα µας δίνει την πιθανότητα εµφάνισης µίας 

τριάδας µετρήσεων (ηλιακής ακτινοβολίας, ταχύτητας ανέµου, φορτίου).   

Ορισµός 5.1: Λέγοντας παραµετρικό πρότυπο διάστασης m αναφερόµαστε 

σε µία οικογένεια κατανοµών όπου η συνάρτηση κατανοµής πιθανότητας έχει την 

µορφή: 

( )1 2, ,..., ;mF x x x θ
�

     (5.1) 

όπου 1 2 1 1 2 2, ,..., [ , ] [ , ] ... [ , ]m m mx x x a b a b a b∈ × × ×  και  1( ,..., )nθ θ θ=
�

 

 

Είναι προφανές ότι το διάνυσµα θ
�

 αντιπροσωπεύει τις παραµέτρους του 

αρχικού προτύπου. Σε αυτό το σηµείο πρέπει να επισηµανθεί ότι το διάνυσµα των 

παραµέτρων θ
�

 «χωρίζεται» για λόγους ευκολίας σε επιµέρους διανύσµατα ως εξής: 

 

1 2( , ,..., , )
m κλ

θ θ θ θ θ=

� � � � �

 όπου 1,2,3...mκ =  και 1,2,3...mλ =  µε κ λ≠  

 

Τα διανύσµατα 1 2, ,...,
m

θ θ θ
� � �

 αναφέρονται στις παραµέτρους των µονοδιάστατων 

περιθώριων κατανοµών των µεταβλητών 1 2, ,..., mx x x  ενώ τα υπόλοιπα διανύσµατα 

παραµέτρων 
κλ
θ
�

 αναφέρονται στις παραµέτρους συσχέτισης, π.χ. το 12θ
�

 θα περιέχει 

τις παραµέτρους που δείχνουν την συσχέτιση µεταξύ των µεταβλητών 1x  και 2x .   Οι 

τιµές των παραµέτρων αυτών µπορούν να προσδιοριστούν βάσει των αρχικών 

δεδοµένων (χρονοσειρές µετρήσεων) που διαθέτουµε. Η µέθοδος εύρεσης των 
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παραµέτρων αυτών βασίζεται στη µέθοδο των εκτιµητριών, που θα αναπτυχθεί στο 

επόµενο κεφάλαιο. Επιπλέον, το παραµετρικό πρότυπο πρέπει να πληροί τις 

παρακάτω τρεις ιδιότητες: 

(α)  ( )1 2, ,..., ; 1mF b b b θ =
�

  για κάθε  ( )1 2,...,θ θ θ=
�

     (5.2) 

(β)  ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,..., ; , ,..., ; ... , ,..., ; 0m m mF a x x F x a x F x x aθ θ θ= = = =
� � �

      (5.3) 

       για κάθε  1 2 1 1 2 2, ,..., [ , ] [ , ] ... [ , ]m m mx x x a b a b a b∈ × × × . 

(γ)  για κάθε 1 1x x ′< , 2 2x x ′< , ... , m mx x ′<   όπου  1 1 1 1, [ , ]x x a b′ ∈ , 2 2 2 2, [ , ]x x a b′ ∈ , ... , 

, [ , ]m m m mx x a b′ ∈   πρέπει να ισχύει η ιδιότητα: 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2, ,..., ; , ,..., ; , ,..., ; ...m m mF x x x F x x x F x x xθ θ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − −
� � �

 

 ( )1 2... , ,..., ; 0mF x x x θ′ ′− ≥
�

            (5.4) 

Η πρώτη από τις παραπάνω τρεις ιδιότητες είναι γνωστή και ως συνθήκη 

κανονικοποίησης. Η ιδιότητες (β) και (γ) προκύπτουν από το 2
ο
 και 3

ο
 αξίωµα του 

Kolmogorov. Η (β) δείχνει πως όταν έστω και µία από τις υπό µεταβλητές τεθεί ίση 

µε το ελάχιστο του πεδίου ορισµού της τότε η κατανοµή πιθανότητας ισούται µε 

µηδέν. Η τελευταία ιδιότητα δείχνει πως η ( )1 2, ,..., ;mF x x x θ
�

 είναι µια συνάρτηση 

αύξουσα ως προς καθένα από τα ορίσµατα 1 2, ,..., mx x x . 

Για να γίνει πιο κατανοητή η έννοια του παραµετρικού προτύπου αναφέρουµε 

ως παράδειγµα το πρότυπο Plackett. Πρόκειται για ένα απλοποιηµένο διµεταβλητό 

παραµετρικό πρότυπο (m=2) που ορίζεται ως εξής:  

( ) ( ){1 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1
( ), ( ); , , 1 ( 1) ( ) ( )

2( 1)
F x F x F x F xθ θ θ θ

θ
Μ = + − +

−
−

� �
 

                                ( ) }2

1 1 2 2 1 1 2 21 ( 1) ( ) ( ) 4 ( 1) ( ) ( )F x F x F x F xθ θ θ− + − + − −         (5.5) 

 

όπου 1 1 2 2( ), ( )F x F x  οι περιθώριες κατανοµές συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας 

του προβλήµατος και 1θ
+∈ℝ  η παράµετρος που θα καθοριστεί από τη χρονοσειρά 

των δεδοµένων. Στο παραπάνω πρότυπο τα διανύσµατα 1θ
�

 και 2θ
�

 αναφέρονται στις 
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παραµέτρους των 1 1( )F x  και 2 2( )F x  ενώ 12θ θ=
�

. Η συνάρτηση πυκνότητας 

πιθανότητας του παραµετρικού αυτού µοντέλου έχει ως εξής: 

( ) [ ]

[ ]{ }
1 1 2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 2 3
2 2

1 1 2 2 1 1 2 2

1 ( 1)( ( ) ( ) 2 ( ) ( ))
( ), ( ); , ,

1 ( 1)( ( ) ( )) 4 ( 1) ( ) ( )

F x F x F x F x
m F x F x

F x F x F x F x

θ θ
θ θ θ

θ θ θ

+ − + −
=

+ − + − −

� �
 

(5.6) 

 

 

5.2 Προσαρµογή Παραµετρικών προτύπων στο αρχικό πρόβληµα 

των τριών µεταβλητών: Ηλιακή Ακτινοβολία, Ταχύτητα Ανέµου και 

Ωριαίο Φορτίο  

 

 Στην περίπτωση του προβλήµατος που εξετάζουµε στην παρούσα εργασία το 

ζητούµενο παραµετρικό πρότυπο θα έχει τρεις διαστάσεις ( 3)m =  και θα ορίζεται ως 

εξής: 

( ) ( )1 2 3, , ; , , ;Q x x x Q x y zθ θ=
� �

    (5.7) 

 

όπου , , [0, 1.5] [0, 40] [0, 100,000]i i ix y z∈ × ×  και θ
�

 το διάνυσµα των παραµέτρων. Οι 

τρεις ιδιότητες που περιγράφηκαν παραπάνω –  σχέσεις (5.2)-(5.4) – γίνονται: 

(α)  ( )1.5, 50, 100,000; 1i iQ θ =
�

  για κάθε  ( )1,..., nθ θ θ=
�

.                (5.8) 

(β)  ( ) ( ) ( )0, , ; ,0, ; , ,0; 0Q y z Q x z Q x yθ θ θ= = =
� � �

                    (5.9) 

       για κάθε  , , [0, 1] [0, 40] [0, 100,000]i i ix y z∈ × × . 

(γ)  για κάθε x x′< , y y′< , z z′<   όπου  , [0,1]x x′ ∈ , , [0,40]y y′ ∈ , 

, [0,100.000]z z′ ∈   ισχύει η ιδιότητα: 

( ) ( ) ( ) ( ), , ; , , ; , , ; , , ; 0Q x y z Q x y z Q x y z Q x y zθ θ θ θ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− − − ≥
� � � �

        (5.10) 

 

Σε αυτό το σηµείο πρέπει να σηµειωθεί ότι το πεδίο ορισµού της κάθε µιας 

µεταβλητής προήλθε από παρατήρηση των χρονοσειρών που έχουµε στη διάθεσή 
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µας. Συγκεκριµένα, η µεταβλητή x  που αναπαριστά την ηλιακή ακτινοβολία παίρνει 

τιµές από 20 /ikW m  (µηδενική ηλιακή ακτινοβολία κατά τη διάρκεια της νύχτας) έως 

21.20 /kW m καθώς η µέγιστη τιµή της ηλιακής ακτινοβολίας είναι 21.18 /kW m . 

Αντίστοιχα, η µεταβλητή y  (ταχύτητα ανέµου) παίρνει τιµές από 0 /im s  (άπνοια) 

µέχρι 40 /im s  (πολύ ισχυροί άνεµοι) καθώς η µέγιστη τιµή ανέµου που µετρήθηκε 

είναι 35.6 /im s . Τέλος, το ωριαίο φορτίο κυµαίνεται από 0  (πλήρης απώλεια 

ζήτησης φορτίου) έως 100,000 . Η µέγιστη τιµή των δεδοµένων που διαθέτουµε είναι 

74,000 , ωστόσο, επειδή είναι πολύ πιθανό να προστεθούν στο άµεσο µέλλον φορτία 

έχουµε αφήσει ένα περιθώριο της τάξης των 26,000  (ποσοστό 35%) για να είναι 

δυνατή η αύξηση της µέγιστης τιµής (αιχµής) του φορτίου.  Κάτι τέτοιο δεν είναι 

απαραίτητο για τις άλλες δύο µεταβλητές καθώς αναπαριστούν φυσικά φαινόµενα 

(ηλιακή ακτινοβολία, άνεµος) και δεν είναι δυνατό να ξεπεράσουν µια ορισµένη τιµή 

στην περιοχή όπου έγιναν οι µετρήσεις.  

Έχοντας προσαρµόσει πλέον το παραµετρικό πρότυπο, που ορίστηκε στην 

αρχή του κεφαλαίου, στα πλαίσια της µελέτης του προβλήµατος που εξετάζουµε 

προχωράµε στην δοκιµή διάφορων οικογενειών παραµετρικών πολυµεταβλητών 

«µοντέλων». 

 

 

5.3 Προσαρµογή Παραµετρικών πολυµεταβλητών οικογενειών 

στο αρχικό πρόβληµα  

 

  Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουµε τρεις οικογένειες παραµετρικών 

πολυµεταβλητών προτύπων. Οι οικογένειες αυτές έχουν παρόµοιες συναρτήσεις 

κατανοµής πιθανότητας καθώς ανήκουν στην οικογένεια των Extreme Value Copulas. 

Πρέπει να σηµειωθεί πως µια m-µεταβλητή Copula 1 2( , ,..., )mM x x x  είναι 

πολυµεταβλητή Extreme Value Copula αν ισχύει η παρακάτω ιδιότητα: 

 

1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )t t t t

m mM x x x M x x x=  για κάθε 0t >           (5.11) 
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5.3.1 Οικογένεια Παραµετρικών Πολυµεταβλητών Προτύπων M1 

 

 Στην πρώτη κατηγορία παραµετρικών προτύπων για 1θ ≥ , 0,jv ≥  και 1,ijδ ≥  

i j<  έχουµε [8]: 

( )
1

1

(1) 1 2

1

( , ,..., ) exp ( ) ( )ij ij ij

m

m i i j j j j j

i j j

M x x x p z p z v p z
θ

δ δθ θ θδ

< =

 
  

= − + +  
  

 

∑ ∑          (5.12) 

όπου log ,j jz x= −  1( 1)j jp v m −= + −   και  1, 2,...,j m= . Όπως ειπώθηκε και 

παραπάνω η παραµετρική αυτή οικογένεια ανήκει στις Extreme Value Copulas καθώς 

όπως εύκολα διακρίνεται (1) 1 2 (1) 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )t t t t

m mM x x x M x x x= . Οι περιθώριες 

κατανοµές 2
ης
 τάξης δίνονται από τον τύπο: 

( )
1

(1) ( , ) exp ( ) ( )ij ij ij

ij i j i i j jM x x p z p z
δ δθ θ δ

 
= − + + 

 
    

1

( 2) ( 2)i i i j j jv m p z v m p zθ θ θ


+ + − + + − 

       (5.13) 

Στο πρόβληµα που εξετάζουµε οι σχέσεις (5.12) και (5.13) για 3m =  και 

(1) 1 2 3 (1)( , , ) ( , , )M x x x Q x y z= , (όπου µε , ,x y z  θα συµβολίζουµε από δω και στο εξής 

τις συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας των 3  µεταβλητών, δηλαδή σύµφωνα µε τα 

όσα βρέθηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο x F= , y G=  και z H= ) γίνονται: 

( )2 2 2

1

(1) 2 2

2

( , , ) exp ( ) ( )i i i
i i

i

Q x y z p z p z
δ δθ θ δ

<

 = − + + 
 

∑  

( )3 3 3

1

1

3 3

3 1

( ) ( )i i i

m

i i j j j

i j

p z p z v p z
θ

δ δθ θ θδ

< =


 

+ + + ⇒
 



∑ ∑  

( ) ( )23 2312 12 2312

11

(1) 1 1 2 2 2 2 3 3( , , ) exp ( ) ( ) ( ) ( )Q x y z p z p z p z p z
δ δδ δθ θ θ θ δδ

 
= − + + + + 

 
 

                     ( )13 13 13

1/
1

1 1 3 3 1 1 1 2 2 2 3 3 3( ) ( )p z p z v p z v p z v p z

θ

δ δθ θ θ θ θδ
 

+ + + + + 
 

      (5.14α) 
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όπου  

1

2

3

log

log

log

z x

z y

z z

= − 
 

= − 
 = − 

  και  

1 1

1 1 1

1 1

2 2 2

1 1

3 3 3

( 1) ( 2)

( 1) ( 2)

( 1) ( 2)

p v m v

p v m v

p v m v

− −

− −

− −

 = + − = +
 

= + − = + 
 = + − = + 

. Για τις παραµέτρους 

έχουµε:  1θ ≥ ,  1 2 3, , 0v v v ≥   και 1ijδ ≥ . Αντίστοιχα, οι περιθώριες κατανοµές 2
ης
 

τάξης θα γίνουν:  

( )12 12 12

1
1

(1) 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2( , ) exp ( ) ( ) ( 1) ( 1)xyQ x y p z p z v p z v p z
θ

δ δθ θ θ θδ

 
  

= − + + + + +  
   

    (5.15α) 

( )23 23 23

1
1

(1) 2 2 3 3 2 2 2 3 3 3( , ) exp ( ) ( ) ( 1) ( 1)yzQ y z p z p z v p z v p z
θ

δ δθ θ θ θδ

 
  

= − + + + + +  
   

   (5.16α) 

( )13 13 13

1
1

(1) 1 1 3 3 1 1 1 3 3 3( , ) exp ( ) ( ) ( 1) ( 1)xzQ x z p z p z v p z v p z
θ

δ δθ θ θ θδ

 
  

= − + + + + +  
   

     (5.17α) 

 

Αναλυτικότερα, λοιπόν, οι σχέσεις (5.14α)-(5.17α) γίνονται: 

 

( ) ( )
12 12 12

1

(1)

1 2

log log
( , , ) exp

( 2) ( 2)

F G
Q F G H

v v

δ δ δθ θ
 

      − −  = − + +        + +      

 

( ) ( ) ( ) ( )
23 23 13 1323 13

1 1

2 3 1 3

log log log log

( 2) ( 2) ( 2) ( 2)

G H F H

v v v v

δ δ δ δδ δθ θ θ θ          − − − −   + + + + +       
          + + + +          

 

                 ( ) ( ) ( )
1/

31 2

1 2 3

log log log
( 2) ( 2) ( 2)

vv v
F G H

v v v

θ
θ θ θ

 
+ − + − + − + + +  

     (5.14) 

 

ενώ για τις περιθώριες κατανοµές 2
ης
 τάξης: 
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( ) ( )
12 12 12

1

(1)

1 2

log log
( , ) exp

( 2) ( 2)
FG

F G
Q F G

v v

δ δ δθ θ
 

      − −  = − + +        + +      

 

( ) ( )
1

1 2

1 2

( 1) ( 1)
log log

( 2) ( 2)

v v
F G

v v

θθ θ


+ + 
+ − + − + +  

   (5.15) 

 

( ) ( )
23 23 23

1

(1)

2 3

log log
( , ) exp

( 2) ( 2)
GH

G H
Q G H

v v

δ δ δθ θ
 

      − −  = − + +        + +      

 

( ) ( )
1

32

2 3

( 1)( 1)
log log

( 2) ( 2)

vv
G H

v v

θθ θ


++ 
+ − + − + +  

   (5.16) 

 

( ) ( )
13 13 13

1

(1)

1 3

log log
( , ) exp

( 2) ( 2)
FH

F H
Q F H

v v

δ δ δθ θ
 

      − −  = − + +        + +      

 

( ) ( )
1

31

1 3

( 1)( 1)
log log

( 2) ( 2)

vv
F H

v v

θθ θ


++ 
+ − + − + +  

   (5.17) 

 

 

5.3.2 Οικογένεια Παραµετρικών Πολυµεταβλητών Προτύπων M2 

 

     Τα πολυµεταβλητά παραµετρικά πρότυπα της κατηγορίας αυτής έχουν τη 

µορφή [8]: 

( )
1/

1/

(2) 1 2

1 1

( , ,..., ) ( 1)
ij

ij ij

m

m j i j

j i j m

M x x x x m x x

θ
δδ δθ

−
−− −−

= ≤ < ≤

 
= − − − + 

 
∑ ∑ ɶ ɶ        (5.18) 
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όπου  ( ) ( )1
1

( 1)

j

j j j

j

x
x p x

v m

θ
θ

−

−
−

= − =
+ −

ɶ   και  1( 1)j jp v m −= + − , για κάθε 0,θ > 0,jv ≥   

0ijδ >  όταν i j<  και 1, 2,...,j m= . Και στην περίπτωση αυτή φαίνεται πως ισχύει η 

ιδιότητα (2) 1 2 (2) 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )t t t t

m mM x x x M x x x=  (Extreme Value Copulas). Οι 

περιθώριες κατανοµές 2
ης
 τάξης στην περίπτωση αυτή θα είναι: 

 

( )
1/

1/

(2) ( , ) 1
ij

ij ij

ij i j i j i jM x x x x x x
θδδ δθ θ

−−− −− − = + − − +  
ɶ ɶ          (5.19) 

 

Στο παρόν πρόβληµα που εξετάζουµε η σχέση (5.18) για 3 µεταβλητές και 

θέτοντας (2) 1 2 3 (2)( , , ) ( , , )M x x x Q x y z=  θα γίνει: 

 

( )
1/

3 1/

(2)

1 1 3

( , , ) (3 1)
ij

ij ij

j i j

j i j

Q x y z x x x

θ
δδ δθ

−
−− −−

= ≤ < ≤

 
= − − − + 

 
∑ ∑ ɶ ɶ    ⇒  

 

( ) 12
12 12

1/

(2) ( , , ) 2 2 2Q x y z x y z x y
δδ δθ θ θ −− −− − −= − + − + − − + −ɶ ɶ  

( ) ( )13 23
13 13 23 23

1/ 1/

x z y z
δ δδ δ δ δ− −− − − −− + − + ⇒ɶ ɶɶ ɶ  

 

( ) ( ) ( )13 2312
13 13 23 2312 12

1/ 1/1/

(2) ( , , ) 6Q x y z x y z x y x z y z
δ δδ δ δ δ δδ δθ θ θ − − −− − − − − −− −− − −= + + − − + − + − +ɶ ɶ ɶ ɶɶ ɶ

      (5.20α) 

όπου   

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

2

2

3

3

1
1

( 2)

1
1

( 2)

1
1

( 2)

x
x p x

v

y
y p y

v

z
z p z

v

θ
θ

θ
θ

θ
θ

−

−

−

−

−

−

 −
 = − =

+ 
 

− 
= − = 

+ 
 − = − =
 + 

ɶ

ɶ

ɶ

     και    

1

1 1

1

2 2

1

3 3

( 2)

( 2)

( 2)

p v

p v

p v

−

−

−

 = +
 

= + 
 = + 

    για    1 2 3, , 0v v v ≥ ,  

 

0θ >  και 0ijδ > . Αντίστοιχα, η σχέση (5.19) για τις περιθώριες κατανοµές 2
ης
 τάξης 

γίνεται: 
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( ) 12
12 12

1/
1/

(2) ( , ) 1xyQ x y x y x y
θδδ δθ θ

−−− −− − = + − − +  
ɶ ɶ      (5.21α) 

( ) 23
23 23

1/
1/

(2) ( , ) 1yzQ y z y z y z
θδδ δθ θ

−− −− −− − = + − − +  
ɶ ɶ       (5.22α) 

( ) 13
13 13

1/
1/

(2) ( , ) 1xzQ x z x z x z
θδδ δθ θ

−− −− −− − = + − − +  
ɶ ɶ      (5.23α) 

 

Αναλυτικότερα οι σχέσεις (5.20α)-(5.23α) γίνονται: 

 

( ) ( )
12

12 12
1/

(2)

1 2

1 1
( , , ) 6

( 2) ( 2)

F G
Q F G H F G H

v v

δδ δ
θ θ

θ θ θ

−− −
− −

− − −
    − −    = + + − − + −
    + +    

   

( ) ( ) ( ) ( )
13 23

13 13 23 23
1/ 1/

1 3 2 3

1 1 1 1

( 2) ( 2) ( 2) ( 2)

F H G H

v v v v

δ δδ δ δ δ
θ θ θ θ

− −− − − −
− − − −          − − − −          − + − +

          + + + +          

  

(5.20) 

 

ενώ οι περιθώριες κατανοµές 2
ης
 τάξης γίνονται: 

 

( ) ( )
12

12 12

1/
1/

(2)

1 2

1 1
( , ) 1

( 2) ( 2)
FG

F G
Q F G F G

v v

θδδ δ
θ θ

θ θ

−−− −
− −

− −

     − −     = + − − +     + +      

     (5.21) 

 

( ) ( )
23

23

1/
1/

(2)

2 3

1 1
( , ) 1

( 2) ( 2)
GH

y z
Q G H G H

v v

θδδ
θ θ

θ θ

−−−
− −

− −

     − −     = + − − +     + +      

      (5.22) 

 

( ) ( )
13

13

1/
1/

(2)

1 3

1 1
( , ) 1

( 2) ( 2)
FH

x z
Q F H F H

v v

θδδ
θ θ

θ θ

−−−
− −

− −

     − −     = + − − +     + +      

     (5.23) 
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5.3.3 Οικογένεια Παραµετρικών Πολυµεταβλητών Προτύπων M3 

 

Στην τελευταία κατηγορία παραµετρικών προτύπων για 0θ > , 0,jv ≥  και 

0,ijδ >  i j<  έχουµε [8]: 

( )
1

1/

(3) 1 2

1

( , ,..., ) exp
ij

ij ij ij ij

m

m j i i j j

j i j

M x x x z p z p z
θδδ θ δ δ θ δθ

−− − ⋅ − − ⋅

= <

 
  

= − − +  
  

 

∑ ∑      (5.24) 

όπου  log ,j jz x= −  1( 1)j jp v m −= + −   για  1, 2,...,j m= . Εύκολα µπορούµε να 

διαπιστώσουµε πως και εδώ ισχύει η ιδιότητα (5.11). Οι περιθώριες κατανοµές 2
ης
 

τάξης δίνονται απ’ ευθείας από την παρακάτω σχέση: 

( )
1/

1/

(3) ( , ) exp
ij

ij ij ij ij

ij i j i j i i j jM x x z z p z p z
θδδ θ δ δ θ δθ θ

−−− − ⋅ − − ⋅  = − + − +    
     (5.25) 

Όπως και στις δύο προηγούµενες περιπτώσεις για 3m =  και 

(3) 1 2 3 (3)( , , ) ( , , )M x x x Q x y z=  οι σχέσεις (5.24) και (5. 25) γίνονται: 

 

( )
1

3 1/

(3)

1

( , , ) exp
ij

ij ij ij ij

j i i j j

j i j

Q x y z z p z p z
θδδ θ δ δ θ δθ

−− − ⋅ − − ⋅

= <

 
  

= − − + ⇒  
  

 

∑ ∑  

( ){ 12
12 12 12 12

1/

(3) 1 2 3 1 1 2 2( , , ) expQ x y z z z z p z p z
δ

δ θ δ δ θ δθ θ θ
−

− − ⋅ − − ⋅= − + + − + −  

    ( ) ( )13 23
13 13 13 13 23 23 23 23

1
1/ 1/

1 1 3 3 2 2 3 3p z p z p z p z
δ δ θδ θ δ δ θ δ δ θ δ δ θ δ− −− − ⋅ − − ⋅ − − ⋅ − − ⋅

− + − +  
     (5.26α) 

όπου   

1

2

3

log

log

log

z x

z y

z z

= − 
 

= − 
 = − 

  και  

1

1 1

1

2 2

1

3 3

( 2)

( 2)

( 2)

p v

p v

p v

−

−

−

 = +
 

= + 
 = + 

  για  0θ > , 1 2 3, , 0v v v ≥     και  0ijδ > .  

 

Επίσης, η σχέση (5.25) για τις περιθώριες κατανοµές 2
ης
 τάξης γίνεται: 

 

( ) 12
12 12 12 12

1/
1/

(3)12 1 2 1 2 1 1 2 2( , ) expQ x x z z p z p z
θδδ θ δ δ θ δθ θ

−−− − ⋅ − − ⋅  = − + − +    
     (5.27α) 
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( ) 23
23 23 23 23

1/
1/

(3)23 2 3 2 3 2 2 3 3( , ) expQ x x z z p z p z
θδδ θ δ δ θ δθ θ

−−− − ⋅ − − ⋅  = − + − +    
     (5.28α) 

( ) 13
13 13 13 13

1/
1/

(3)13 1 3 1 3 1 1 3 3( , ) expQ x x z z p z p z
θδδ θ δ δ θ δθ θ

−−− − ⋅ − − ⋅  = − + − +    
     (5.29α) 

 

Αναλυτικότερα οι σχέση (5.26α) γίνεται:  

 

{(3) ( , , ) exp ( log ) ( log ) ( log )Q F G H F G Hθ θ θ= − − + − + − −  

12 13
12 12 13 13

1/ 1/

31 2 1 22 2 2

( log ) ( log ) ( log ) ( log )

vv v v

F G F H

δ δδ δ δ δ

θ θ θ θ

− −
          ++ + +
   − + − + −          − − − −          

 

23
23 23

1
1/

32
22

( log ) ( log )

vv

G H

δ θδ δ

θ θ

− 
     ++  − +      − −       

    (5.26) 

ενώ οι περιθώριες κατανοµές 2
ης
 τάξης γίνονται: 

 

12
12 12

1
1/

1 2
(3)12

2 2
( , ) exp ( log ) ( log )

( log ) ( log )

v v
Q F G F G

F G

δ θδ δ

θ θ
θ θ

− 
      + +   = − − + − − +      − −        

 

(5.27) 

 

23
23 23

1
1/

32
(3)23

22
( , ) exp ( log ) ( log )

( log ) ( log )

vv
Q G H G H

G H

δ θδ δ

θ θ
θ θ

− 
      ++   = − − + − − +      − −        

(5.28) 

 

13
13 13

1
1/

31
(3)13

22
( , ) exp ( log ) ( log )

( log ) ( log )

vv
Q F H F H

F H

δ θδ δ

θ θ
θ θ

− 
      ++   = − − + − − +      − −        

(5.29) 
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5.4 Εύρεση Παραµέτρων των Παραµετρικών Πολυµεταβλητών 

Προτύπων  

 

Στα τρία παραµετρικά πρότυπα που περιγράψαµε παραπάνω παρατηρούµε πως 

η γενική τους µορφή περιγράφεται από ένα σύνολο παραµέτρων, του θ , των 1 2 3, ,v v v  

και των 12δ , 23δ , 13δ . Παρατηρούµε ότι για το παραµετρικό πρότυπο 1M  οι οριακές 

τιµές είναι των παραµέτρων αυτών είναι 1 (για την θ ), 0  (για τις 1 2 3, ,v v v ), και 1 (για 

τις 12δ , 23δ , 13δ ) έτσι ώστε: 1θ ≥ ,  1 2 3, , 0v v v ≥   και 12 23 13, , 1δ δ δ ≥ . Αντίστοιχα τόσο για 

το παραµετρικό πρότυπο 2M  όσο και για το 3M  οι οριακές τιµές είναι  0  (για την 

θ ), 0  (για τις 1 2 3, ,v v v ), και 0  (για τις 12δ , 23δ , 13δ ) έτσι ώστε: 0θ > ,  1 2 3, , 0v v v ≥   και 

12 23 13, , 0δ δ δ > . Οι οριακές αυτές τιµές θα χρησιµοποιηθούν στον προσδιορισµό των 

τελικών τιµών που θα περιγράφουν τα παραµετρικά πρότυπα που βρήκαµε παραπάνω. 

Στο σηµείο αυτό θα περιγραφεί συνοπτικά ο αλγόριθµος εύρεσης των παραπάνω 

παραµέτρων για το πρότυπο 1M  (βλέπε Παράρτηµα B: κώδικας MATLAB®). Ο  

αντίστοιχος αλγόριθµος για τα 2M  και 3M  είναι παρόµοιος. Επιπλέον, πρέπει να 

επισηµάνουµε πως για να έχουµε καλύτερα αποτελέσµατα χωρίσαµε την µελέτη, όπως 

και στα προηγούµενα κεφάλαια, σε δύο µέρη: νυχτερινές και ηµερήσιες µετρήσεις. 

Έτσι για την εύρεση των παραµέτρων της κάθε µιας από τις παραπάνω δύο 

περιπτώσεις θα χρησιµοποιήσουµε τα αντίστοιχα δεδοµένα (υπενθυµίζουµε ότι 

νυχτερινές µετρήσεις θεωρούνται εκείνες στις οποίες η ηλιακή ακτινοβολία είναι 

µηδενική).  

Για την εύρεση των παραµέτρων θα χρησιµοποιήσουµε την µέθοδο της 

µέγιστης πιθανοφάνειας (maximum likelihood method). Σύµφωνα µε την µέθοδο 

αυτή αρκεί για κάθε διάνυσµα των παραµέτρων 1 2 3 12 23 13( , , ) ( , , , , , , )s v v v vθ δ θ δ δ δ= =
� �� �

 

να προσπαθούµε να µεγιστοποιούµε συνεχώς την ποσότητα 

( ) ( )

1

( ) log ( , , )
n

i i q q q

q

W Q Q F G H
=

 
=  

 
∏     

για   1,2,3i =   
(4)
   (για  τα  παραµετρικά  πρότυπα 

 

(4)
 Σύµφωνα µε την [16] η προς µεγιστοποίηση σχέση είναι η µερική παράγωγος 3ης  τάξης της Q  ως 

προς , ,F G H . Χρησιµοποιείται,, όµως η παραπάνω σχέση για λόγους απλοποίησης του προβλήµατος. 
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1M , 2M  και 3M ) και 4081n =  ή 4679n =   για νυχτερινές ή ηµερήσιες µετρήσεις 

αντίστοιχα. Προφανώς θα υπάρχει κάποιο βέλτιστο διάνυσµα *s s=
� �

 το οποίο θα µας 

δίνει την µέγιστη τιµή ( )( )log ( , , ) *iQ F G H . Το σύνολο των παραµέτρων 

1 2 3 12 23 13* ( *, *, *, *, *, *, *)s θ ν ν ν δ δ δ=
�

 µας προσδιορίζει επακριβώς, πλέον, την από 

κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας που αναζητούµε στην παρούσα µελέτη [8], 

[16], [19]. 

Είναι προφανές ότι ως αρχικές τιµές στον προσδιορισµό του *s
�

 θα 

χρησιµοποιήσουµε τις οριακές τιµές των παραµέτρων που έχουµε παραπάνω, δηλαδή: 

(0)* (1,0,0,0,1,1,1)s =
�

 για το παραµετρικό πρότυπο 1M  (αντίστοιχα για τα 2M  και 

3M ). Έτσι, µετά από k  αριθµό δοκιµών θα προσδιορίσουµε το βέλτιστο διάνυσµα 

παραµέτρων: ( )* * ks s=
� �

 [9], [10], [11].  

Στο σηµείο αυτό θα παρουσιάσουµε συνοπτικά την διαδικασία εύρεσης των 

παραµέτρων για τις ηµερήσιες µετρήσεις του παραµετρικού πρότυπου 1M . Με 

αρχικό διάνυσµα το (0)*s
�

 ( 1k = ) διατηρούµε σταθερές όλες τις παραµέτρους του 

αρχικού διανύσµατος εκτός από την παράµετρο θ  την οποία θέτουµε ίση µε την 

ποσότητα  11 0.5( )j+   για  1 0..50j =   ώστε  να  βρούµε  την  τιµή εκείνη της θ  για την 

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
-9.6

-9.4

-9.2

-9

-8.8

-8.6

-8.4

X: 49

Y: -8.529

j
1
=2*(th)-2

lo
g
[W
(Q
1
)]

 

Σχήµα 5.1: Απεικόνιση της προς µεγιστοποίηση ποσότητας 
(1)( )W Q  συναρτήσει της παραµέτρου 

11 0.5 jθ = + , ενώ οι υπόλοιπες 6 παράµετροι παραµένουν σταθερές. 
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οποία µεγιστοποιείται η ποσότητα (1)( )W Q  στην περίπτωση των ηµερήσιων 

µετρήσεων. Όπως φαίνεται και από το Σχήµα 5.1, που δείχνει την µεταβολή της 

παραπάνω ποσότητας συναρτήσει του 1j  και εποµένως συναρτήσει του θ , η 

µεγιστοποίηση του (1)( )W Q  προκύπτει για 1 49j =  δηλαδή για (1)* 25.5θ = . Μετά 

λοιπόν την πρώτη δοκιµή προέκυψε ότι (1)* (25.5,0,0,0,1,1,1)s =
�

. Στην δοκιµή 2k =  

διατηρούµε σταθερές όλες τις παραµέτρους (συµπεριλαµβανοµένου και του θ  που 

µεταβαλλόταν στην προηγούµενη δοκιµή) εκτός από µία παράµετρος της επιλογής µας. 

Για παράδειγµα επιλέγοντας να µεταβάλλουµε την παράµετρο 12δ  βρίσκουµε ότι 

12 (2)* 14.2δ =  1( 22)j = .  

 

 

5.5 Αποτελέσµατα Παραµέτρων 

  

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία προσδιορίζουµε και τις υπόλοιπες 

παραµέτρους του πολυµεταβλητού 1M  προτύπου  φτάνοντας στα αποτελέσµατα που 

συνοψίζονται στον Πίνακα 5.1. 

Ωστόσο, παρατηρούµε πως οι βέλτιστες τιµές των παραµέτρων 1 2 3, ,v v v  είναι 

µηδενικές. Αυτό οφείλεται στο ότι ενδεχόµενη αύξηση σε οποιαδήποτε από τις 

παραµέτρους 1 2 3, ,v v v  οδηγεί σε µείωση της τιµής (1)( )W Q  (συνεχίζοντας το 

παράδειγµα παραπάνω) την οποία επιδιώκουµε να µεγιστοποιήσουµε. Το γεγονός αυτό 

φαίνεται και από το Σχήµα 5.2 όπου συνοψίζεται η µεταβολή της ποσότητας (1)( )W Q  

όταν µεταβάλλεται µία από τις παραµέτρους 1 2 3, ,v v v  ενώ ταυτόχρονα όλες οι 

υπόλοιπες παράµετροι ( 6 ) παραµένουν σταθεροί. Παρατηρούµε πως οι συναρτήσεις 

που απεικονίζονται στο Σχήµα 5.2 είναι γνησίως φθίνουσες. Είναι επόµενο λοιπόν πως 

η µέγιστη τιµή της ποσότητας (1)( )W Q  που ζητάµε θα δίνεται για 1 2 3 0v v v= = = . 
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Σχήµα 5.2: Απεικόνιση της προς µεγιστοποίηση ποσότητας 
(1)( )W Q  συναρτήσει των παραµέτρων 

1 2 3, ,v v v , ενώ κάθε φορά οι υπόλοιπες 6 παράµετροι παραµένουν σταθερές. 

 

Πίνακας 5.1: Αποτελέσµατα εύρεσης παραµέτρων πολυµεταβλητών προτύπων Μ1, Μ2 και Μ3.  

 Πρότυπο 1M  Πρότυπο 2M  Πρότυπο 3M  

Νύχτα 

24.5θ =  

2 3 0v v= =  

23 8.2δ =       

610 0θ −= >  

2 3 0v v= =  

 23 2.5946δ =  

0θ >  

2 3 0v v= =  

  23 0δ >  

Ηµέρα 

25.85θ =  

1 2 3 0v v v= = =  

12 14.2δ =    

23 8.6δ =      

 13 8.6δ =  

610 0θ −= >  

1 2 3 0v v v= = =  

12 3.0842δ =  

23 2.0562δ =  

13=2.0562δ  

0θ >  

1 2 3 0v v v= = =  

12 0δ >  

23 0δ >  

13 0δ >  

 

 Στο σηµείο αυτό πρέπει να σηµειωθούν κάποιες παρατηρήσεις για τα 

αποτελέσµατα του Πίνακα 5.1 και συγκεκριµένα τις τιµές των παραµέτρων στα 

παραµετρικά πρότυπα 2M  και 3M . Αρχικά, στο 2M  τόσο για τις ηµερήσιες όσο και 

για τις νυχτερινές µετρήσεις παρατηρούµε πως η τιµή της παραµέτρου θ  προέκυψε 
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πολύ µικρή και σχεδόν ίση µε το 0  (καθώς στο παραµετρικό αυτό πρότυπο πρέπει 

0θ > ). Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι η εξίσωση (5.20) δεν έχει εκθετική µορφή 

όπως συνέβη στο παραµετρικό πρότυπο 1M  και την εξίσωση (5.14). Έτσι, κατά την 

µεγιστοποίηση της ποσότητας ( ) ( )

1

( ) log ( , , )
n

i i q q q

q

W Q Q F G H
=

 
=  

 
∏  που ορίστηκε 

παραπάνω σύµφωνα µε την µέθοδο της µέγιστης πιθανοφάνειας, το µοντέλο 2M  δεν 

δούλεψε όπως έπρεπε. Τέλος, το παραµετρικό πρότυπο 3M  συµπεριφέρεται µε 

ανάλογο τρόπο καθώς εµφανίζονται πολλές απροσδιοριστίες κατά τη διαδικασία 

εύρεσης των παραµέτρων. 
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                           Κεφάλαιο 6   

       Εφαρµογές – Συµπεράσµατα  

 

 

 

 

 

 

Εισαγωγή  

 

Στο προηγούµενο Κεφάλαιο βρέθηκε η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας 

που ζητούσαµε από την αρχή της παρούσας εργασίας. Στο παρόν κεφάλαιο θα 

βρούµε το συνολικό (σχετικό) τετραγωνικό σφάλµα που παρουσιάζει η 

χρησιµοποίηση του πολυµεταβλητού παραµετρικού µοντέλου που προτάθηκε. 

Επιπλέον, θα παρασταθούν γραφικά οι περιθώριες κατανοµές δεύτερης τάξης και θα 

δοθούν τα γενικότερα συµπεράσµατα της εργασίας. 
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6.1 Εφαρµογές – Εύρεση Σφαλµάτων  

 

Για την εύρεση των σφαλµάτων θα ακολουθήσουµε συγκεκριµένη µέθοδο. 

Θα χωρίσουµε τον υπό µελέτη χώρο (δηλαδή τον χώρο που ορίζει το πεδίο ορισµού, 

όπως αυτό ορίστηκε στο Κεφάλαιο 5) σε µικρότερα ορθογώνια παραλληλεπίπεδα. 

Αρχικά θα βρούµε την πιθανότητα εµφάνισης των πραγµατικών δεδοµένων (τριάδων) 

σε κάθε παραλληλόγραµµο και έπειτα θα την συγκρίνουµε µε την αντίστοιχη 

πιθανότητα εµφάνισης τριάδων που θα µας δίνει η συνάρτηση που βρήκαµε στο 

Κεφάλαιο 5 (για κάθε παραλληλόγραµµο). 

 

 

Σχήµα 6.1: Χωρισµός του υπό µελέτη χώρου [0, 1.5] [0, 40] [0, 100,000]i i i× ×  σε µικρότερα 

παραλληλόγραµµα. 

 

Επιλέξαµε να χωρίσουµε τον κάθε ένα από τους 3 άξονες του υπό µελέτη 

χώρου ( xx′ , yy′ , zz′  ή αντίστοιχα άξονες ηλιακής ακτινοβολίας, ταχύτητας ανέµου, 

ωριαίου φορτίου) σε 8  ευθύγραµµα τµήµατα (Σχήµα 6.1). Συνολικά, λοιπόν, θα 

έχουµε  8 8 8 512⋅ ⋅ =  παραλληλεπίπεδα όπου το κάθε ένα θα περιέχει κατά µέσο όρο: 
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8760
17.109 17

512
= ≈  τριάδες µετρήσεων. Επιλογή µικρότερων τµηµάτων (και 

εποµένως περισσότερων παραλληλόγραµµων) θα οδηγούσε σε αρκετά µικρότερο 

αριθµό τριάδων µετρήσεων για κάθε παραλληλεπίπεδο, κάτι που θα είχε ως συνέπεια 

τα αποτελέσµατα των σφαλµάτων που θα προκύψουν να µην είναι ικανοποιητικά. Το 

ίδιο θα συνέβαινε αν είχαµε επιλέξει µικρότερο αριθµό «χωρισµάτων» για κάθε 

άξονα, καθώς τότε θα είχαµε πολύ µικρότερο αριθµό παραλληλεπιπέδων.  

Εποµένως, η διαµέριση κάθε µιας από τις τρεις µεταβλητές έχει ως εξής: 

 

1 1

1.5 0
0 * 0.1875*

8
x n n

− = + = 
 

     (6.1) 

2 2

40 0
0 * 5*

8
y n n

− = + = 
 

     (6.2) 

3 3

100,000 0
0 * 12,500*

8
z n n

− = + = 
 

     (6.3) 

 

για 1 [0,8],n ∈ 2 [0,8],n ∈ 3 [0,8]n ∈  και 1 2 3, ,n n n ∈ℤ . 

Επιπλέον, για την εύρεση της πιθανότητας εµφάνισης µετρήσεων τριάδων σε 

κάθε παραλληλεπίπεδο (δεδοµένου ότι έχουµε την αθροιστική συνάρτηση 

πυκνότητας πιθανότητας) είναι απαραίτητο να βρούµε την τιµή της συνάρτησης 

( , , )Q X Y Z  σε όλες τις κορυφές του παραλληλεπιπέδου όπως φαίνεται και στο Σχήµα 

6.2. Για να γίνουν πιο κατανοητά τα παραπάνω παραθέτουµε και την περίπτωση όπου 

το πρόβληµα έχει µόνο δύο µεταβλητές (δυδιάστατο πρόβληµα) όπου αναζητούµε 

την πιθανότητα εµφάνισης µιας δυάδας µετρήσεων µέσα σε ένα ορθογώνιο 

παραλληλόγραµµο (Σχήµα 6.2). 

Για την περίπτωση των δύο διαστάσεων προκύπτει ότι η ζητούµενη 

πιθανότητα εµφάνισης µιας δυάδας µετρήσεων µέσα σε ένα παραλληλόγραµµο που 

ορίζεται από τα σηµεία 1 1( , )x y  και 2 2( , )x y  είναι: 

 

[ ]1 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1 2( , ), ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )P x y x y Q x y Q x y Q x y Q x y= + − −      (6.4) 
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Σχήµα 6.2: Εύρεση πιθανότητας εµφάνισης δυάδας µετρήσεων µέσα σε ένα παραλληλόγραµµο 

(περίπτωση δύο διαστάσεων). 

Για την περίπτωση των τριών διαστάσεων, που είναι και το πρόβληµά µας,  

προκύπτει ότι η ζητούµενη πιθανότητα εµφάνισης µιας δυάδας µετρήσεων µέσα σε 

ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο που ορίζεται από τα σηµεία 1 1 1( , , )x y z  και 

2 2 2( , , )x y z  είναι: 

 

[ ]1 1 1 2 2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1

2 1 2 1 1 2 2 1 1 1 1 1

( , , ), ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )iiiii

P x y z x y z Q x y z Q x y z Q x y z Q

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii

x y z

Q x y z Q x y z Q xiiiiii y z Qi yi x z

= − − + −

+ + −
 

(6.5) 

 

 Έχοντας ήδη προσδιορίσει την συνάρτηση Q  µε τη βοήθεια των 

παραµετρικών προτύπων στο προηγούµενο κεφάλαιο, αυτό που µένει για την εύρεση 

των σφαλµάτων είναι να προσδιορίσουµε την πιθανότητα εµφάνισης των 

πραγµατικών µετρήσεων που διαθέτουµε εξ’ αρχής στα αντίστοιχα παραλληλεπίπεδα 

που κατασκευάσαµε παραπάνω βάσει της διαµέρισης που επιλέχθηκε. Είναι γνωστό 

πως το σχετικό σφάλµα για κάθε παραλληλεπίπεδο δίνεται από τον τύπο:  

 

1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3

( , , ) 1( , , )

( , , )

1( , , )

realdata n n n M n n n

n n n

M n n n

Q Q
E

Q

−
=       (6.6) 
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Σχήµα 6.3: Εύρεση πιθανότητας εµφάνισης τριάδας µετρήσεων µέσα σε ένα παραλληλεπίπεδο 

(περίπτωση τριών διαστάσεων). 

 

 Το συνολικό τετραγωνικό σχετικό σφάλµα θα είναι: 

 

1 2 3

3 2 1

8 8 8
2

( , , )

0 0 0

total n n n

n n n

E E
= = =

=∑∑∑    
(5)
     (6.7) 

 

Επιπλέον,   η  τετραγωνική   ρίζα  του  συνολικού   σφάλµατος,  δηλαδή  η  ποσότητα  

 

(5)
 Είναι προφανές πως για να προσδιοριστεί ένα παραλληλεπίπεδο επακριβώς απαιτούνται κατ’ 

ελάχιστο δυο σηµεία: εκείνο µε τις µικρότερες συντεταγµένες και εκείνο µε τις µεγαλύτερες ή από το 

Σχήµα 6.3 τα σηµεία 1 1 1( , , )x y z  και 2 2 2( , , )x y z . Οι δείκτες 1 2 3, ,n n n  αναφέρονται στο σηµείο 

εκείνο µε τις «µικρότερες» συντεταγµένες και συγκεκριµένα στο 1 1 1( , , )x y z . 
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totalR E= , αποτελεί ένα κριτήριο για το αν η συνάρτηση 1MQ  που βρέθηκε στο 

προηγούµενο κεφάλαιο αποτελεί ένα καλό µοντέλο αναπαράστασης (προσοµοίωσης) 

των τριών µεταβλητών που ερευνούµε στην παρούσα εργασία: ηλιακή ακτινοβολία, 

ταχύτητα ανέµου και ωριαίο ζητούµενο φορτίο. Στον Πίνακα 6.1 που ακολουθεί 

παραθέτουµε τις πραγµατικές (
1 2 3( , , )realdata n n nQ ) και τις εκτιµούµενες (

1 2 31( , , )M n n nQ ) – 

βάσει του µοντέλου 1M  που προσδιορίσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο – 

πιθανότητες εµφάνισης µετρήσεων σε 10  παραλληλεπίπεδα σύµφωνα µε τη 

διαµέριση που έγινε παραπάνω. Επιπλέον δίνεται και το αντίστοιχο τετραγωνικό 

σχετικό σφάλµα. 

 

Πίνακας 6.1: Σύγκριση πραγµατικών και ενδεικτικών τιµών του παραµετρικού µοντέλου (ηµερήσιες 

µετρήσεις) που βρέθηκε για 10 παραλληλεπίπεδα, σύµφωνα µε την διαµέριση που προηγήθηκε. 

( )1 2 3, ,n n n  
1 2 3( , , )realdata n n nQ  

1 2 31( , , )M n n nQ  
1 2 3

2

( , , )n n nE  

( )0,0,0  0  0  0  

( )2,2,2  0.0002  0  0  

( )3,2,3  0.0137  0  0  

( )6,8,4  0.3924  0.4040  0.0008  

( )3,3,5  0.1502  0.4416  0.4353  

( )4,4,5  0.2763  0.6560  0.3350  

( )7,6,5  0.5732  0.7019  0.0336  

( )3,5,6  0.3133  0.5159  0.1542  

( )8,7,7  0.9186  1.0000  0.0066  

( )8,8,8  1.0000  1.0000  0  

ΣΥΝΟΛΙΚΟ ΣΦΑΛΜΑ 
1 2 3

3 2 1

8 8 8
2

( , , )

0 0 0

total n n n

n n n

E E
= = =

=∑∑∑  22.7930  

 



  Κεφάλαιο 6: Εφαρµογές – Συµπεράσµατα                                                                                      115                     

 
 

Από τον Πίνακα 6.1 µπορούµε να επισηµάνουµε τα εξής: αρχικά 

παρατηρούµε πως µη µηδενικά σφάλµατα εµφανίζονται σε παραλληλεπίπεδα που 

βρίσκονται στη «µέση» του χώρου που µελετάµε και όχι «στα άκρα». Αυτό οφείλεται 

στο γεγονός ότι στα άκρα, δηλαδή στα παραλληλεπίπεδα που έχουν είτε µικρούς 

δείκτες ( 0,1, 2in = ) είτε µεγάλους ( 7,8in = ) οι αποκλίσεις των πραγµατικών τιµών 

από τις ενδεικτικές τιµές που δίνει το παραµετρικό µοντέλο που προτείνουµε είναι 

πολύ µικρές.  

Παρατηρούµε, επίσης, ότι οι µεγαλύτερες αποκλίσεις και εποµένως τα 

µεγαλύτερα σχετικά τετραγωνικά σφάλµατα παρουσιάζονται κυρίως στα 

παραλληλεπίπεδα που βρίσκονται στη µέση του χώρου που εξετάζουµε και 

ταυτόχρονα χαρακτηρίζονται από µικρούς δείκτες. Για παράδειγµα, παρατηρούµε ότι 

το παραλληλεπίπεδο µε χαρακτηριστικούς δείκτες ( )3,3,5  παρουσιάζει πολύ 

µεγαλύτερο σφάλµα – 0.4353  – από το αντίστοιχο σφάλµα του παραλληλεπίπεδου 

( )7,6,5  το οποίο είναι περίπου 0.0336 . Αυτό οφείλεται στο ότι όσο αυξάνονται οι 

χαρακτηριστικοί δείκτες τόσο αυξάνεται και η αθροιστική συχνότητα που 

χαρακτηρίζει ένα παραλληλεπίπεδο (υπενθυµίζεται ότι η αθροιστική συχνότητα 

περιγράφεται από µια συνάρτηση γνησίως αύξουσα µε πεδίο τιµών [0,1] ), µε 

αποτέλεσµα να αυξάνεται ο παράγοντας 
1 2 31( , , )M n n nQ  που συνεπάγεται µείωση του 

αντίστοιχου σχετικού σφάλµατος όπως φαίνεται και από την σχέση (6.7).  

Επιπλέον, παρατηρούµε πως ισχύουν και οι ιδιότητες της αθροιστικής 

συχνότητας καθώς (0,0,0) 1(0,0,0) 0realdata MQ Q= =  και ταυτόχρονα 

(8,8,8) 1(8,8,8) 1.0000realdata MQ Q= = . Για να γίνει πιο κατανοητή η διαµέριση που 

προηγήθηκε παραπάνω καθώς και η ανάγνωση του Πίνακα 6.1 παραθέτουµε ένα 

παράδειγµα: για ( ) ( )1 2 3, , 7,6,5n n n =  πιθανότητα να εµφανιστεί µια τυχαία τριάδα 

µετρήσεων από τις 8,760  που περιέχονται σε ένα ηµερολογιακό έτος στα όρια των 

µεταβλητών όπως προκύπτουν από την αντίστοιχη διαµέριση (ταυτόχρονη εµφάνιση 

ηλιακής ακτινοβολίας µέχρι 21.5 /kW m⋅ , ταχύτητας ανέµου: µέχρι 35 / secm⋅  και 

ωριαίου ζητούµενου φορτίου:  µέχρι 75,000 kW⋅ ) είναι 0.7019  σύµφωνα µε το 

µοντέλο που προτείναµε ενώ σύµφωνα µε τις πραγµατικές µετρήσεις που είχαµε στη 



  116                                                                                      Κεφάλαιο 6: Εφαρµογές – Συµπεράσµατα 

 

  

διάθεσή µας η αντίστοιχη πιθανότητα είναι: 0.5732 , µε τετραγωνικό σχετικό σφάλµα 

0.0336 .  

Τέλος, µετά από υπολογισµούς όλων των τετραγωνικών σχετικών σφαλµάτων 

(512  παραλληλεπίπεδα) βρέθηκε ότι το συνολικό τετραγωνικό σχετικό σφάλµα, 

όπως φαίνεται και στον Πίνακα 6.1, είναι ίσο µε 31.6519  ενώ η ποσότητα 

totalR E=  προκύπτει ίση µε 5.626 . ∆ηλαδή το συνολικό σφάλµα της µελέτης 

προκύπτει ίσο µε 5.63%, ικανοποιητικό ποσοστό βάσει του σχετικά µικρού αριθµού 

των µετρήσεων (τριάδων) που είχαµε στη διάθεσή µας. 

 

 

6.2 ∆ιαγράµµατα Περιθώριων Κατανοµών ∆εύτερης Τάξης  

 

Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουµε τα διαγράµµατα που δείχνουν πως 

επηρεάζονται οι τρεις µεταβλητές του προβλήµατος ανά δύο – δηλαδή τις µεταξύ 

τους συσχετίσεις που δίνονται από τις περιθώριες κατανοµές δεύτερης τάξης. Όπως 

ειπώθηκε και στο Κεφάλαιο 3 (§3.2) η γενική συµβολική εξίσωση ( , , )Q X Y Z  

παριστάνει µια υπερεπιφάνεια στο χώρο του 4
ℝ , που δεν µπορεί να παρασταθεί σε 

τρεις διαστάσεις. Αυτός είναι και ο λόγος που θα χρησιµοποιηθούν τα διαγράµµατα 

των περιθώριων κατανοµών δεύτερης τάξης. 

Αρχικά υπενθυµίζουµε πως οι σχέσεις που δίνουν τις περιθώριες κατανοµές 

δεύτερης τάξης – συσχετίσεις είναι ( 1 2 3 0v v v= = = ):  

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
12 12 12

1

1

(1)

log log
( , ) exp log log

2 2
FG

F G
Q F G F G

θ θ θ
θδ θδ δ

 
 − − 

= − − + − + +  
   

 

 (6.8) 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
23 23 23

1

1

(1)

log log
( , ) exp log log

2 2
GH

G H
Q G H G H

θ θ θ
θδ θδ δ

 
 − − 

= − − + − + +  
   

 

 

(6.9) 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
13 13 13

1

1

(1)

log log
( , ) exp log log

2 2
FH

F H
Q F H F H

θ θ θ
θδ θδ δ

 
 − − 

= − − + − + +  
   

 

 

 (6.10) 

όπου , ,F G H οι συναρτήσεις κατανοµής πιθανότητας των τριών µεταβλητών µε τις 

παραµέτρους να έχουν τις εξής τιµές (για τις ηµερήσιες µετρήσεις): 25.85θ = , 

12 14.2δ = , 23 8.6δ =  και 13 8.6δ = . Στα Σχήµατα που ακολουθούν στις επόµενες 

σελίδες φαίνονται τα διαγράµµατα της κάθε περιθώριας κατανοµής (αντίστοιχα  για 

τις σχέσεις (6.8),(6.9) και (6.10)). 
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Σχήµα 6.4: Γραφική αναπαράσταση (πλάγια όψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών Χ 

και Υ για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1. 
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Σχήµα 6.5: Γραφική αναπαράσταση (πλάγια όψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών Χ 

και Υ για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1. 
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Σχήµα 6.6: Γραφική αναπαράσταση (κάτοψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών Χ και 

Υ για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1. Έντονο ενδιαφέρον παρουσιάζει η γραµµική 

συµπεριφορά που παρατηρείται µεταξύ των 2 µεταβλητών. 
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Σχήµα 6.7: Γραφική αναπαράσταση (πλάγια όψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών Υ 

και Ζ για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1. 
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Σχήµα 6.8: Γραφική αναπαράσταση (πλάγια όψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών Υ 

και Ζ για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1. 
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Σχήµα 6.9: Γραφική αναπαράσταση (κάτοψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών Y και 

Z για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1.  
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Σχήµα 6.10: Γραφική αναπαράσταση (πλάγια όψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών 

Χ και Z για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1.  
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Σχήµα 6.11: Γραφική αναπαράσταση (πλάγια όψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών 

Χ και Z για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1.  
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Σχήµα 6.12: Γραφική αναπαράσταση (κάτοψη) περιθώριας κατανοµής 2
ης
 τάξης των µεταβλητών Χ 

και Z για το προτεινόµενο παραµετρικό µοντέλο Μ1.  
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6.3 Συµπεράσµατα  

   

Συµπερασµατικά, θα µπορούσαµε να πούµε πως δηµιουργήσαµε µέσα από 

µια σειρά δεδοµένων (αρχικές τριάδες µετρήσεων) µια συνάρτηση η οποία µας δίνει 

την πιθανότητα εµφάνισης ενός συνόλου µετρήσεων (συγκεκριµένα την πιθανότητα 

εµφάνισης ενός µικρού κύβου που περιλαµβάνει µετρήσεις από µια αρχική τριάδα 

τιµών 0 0 0( , , )x y z  µέχρι µία άλλη τριάδα 1 1 1( , , )x y z ). Το συνολικό σφάλµα του 

παραµετρικού µοντέλου που χρησιµοποιήθηκε ανήλθε σε ποσοστό στην τιµή του 

5.63%. Είναι, λοιπόν, εµφανές πως η µέθοδος που χρησιµοποιήθηκε (σχηµατική 

αναπαράσταση της µεθόδου φαίνεται στο Σχήµα 6.13) είναι ικανοποιητική. 

Επιπλέον, πρέπει να επισηµανθεί πως στην παρούσα εργασία δεν 

πραγµατοποιήθηκε µελέτη της συνολικής εκτίµησης της ενεργειακής παραγωγής. 

Αυτό θα µπορούσε να γίνει µε δύο τρόπους: (α) είτε θεωρώντας ως αρχικές 

µεταβλητές του προβλήµατος την Φ/Β παραγωγή, την αιολική παραγωγή και το 

ζητούµενο ωριαίο φορτίο αντί των πρωτογενών µεταβλητών που θεωρήσαµε στην 

παρούσα µελέτη (ηλιακή ακτινοβολία, αιολική παραγωγή και ωριαίο ζητούµενο 

φορτίο), είτε (β) έχοντας πραγµατοποιήσει την µελέτη που έγινε και στην παρούσα 

εργασία να γίνει µια εκτίµηση τόσο σε ποσοτικό όσο και ποιοτικό επίπεδο της 

εκάστοτε Φ/Β παραγωγής και της αιολικής παραγωγής µέσω της άµεσης συσχέτισης 

που υπάρχει µεταξύ των δύο παραπάνω µορφών παραγωγής ενέργειας και των 

αντίστοιχων πρωτογενών µεταβλητών αυτών, δηλαδή της ηλιακής ακτινοβολίας και 

της ταχύτητας του ανέµου. Άλλωστε, όπως είδαµε και στο Κεφάλαιο 3, τα µεγέθη της 

ηλιακής ακτινοβολίας και της Φ/Β παραγωγής είναι πολύ στενά συνδεδεµένα µεταξύ 

τους, όπως είναι αναµενόµενο, και γι’ αυτό χρησιµοποιήθηκε µόνο η πρώτη από τις 

δύο µεταβλητές. Με τον ίδιο τρόπο συµπεριφέρεται και το «ζεύγος» των µεγεθών 

ταχύτητα ανέµου (πρωτογενής µεταβλητή) – αιολική παραγωγή.  

Συµπερασµατικά, θα µπορούσαµε να πούµε πως στην εργασία αυτή 

αναπτύχθηκαν τα εξής: 

� µε την βοήθεια της συνάρτησης ( , , )Q X Y Z  που βρέθηκε µπορούµε να 

εκτιµήσουµε την πιθανότητα εµφάνισης των πρωτογενών µεταβλητών που 

µελετήθηκαν (είτε σε τριάδες, είτε σε δυάδες από τις περιθώριες κατανοµές 2
ης
 

τάξης  –  θεωρώντας  την τρίτη  µεταβλητή   ως  αόριστη,  είτε  µία  µία   από   τις   
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Σχήµα 6.13: Σχηµατική αναπαράσταση της µεθόδου – αλγόριθµου που ακολουθήθηκε στην παρούσα 

εργασία για την εύρεση της από κοινού Συνάρτησης Πυκνότητας Πιθανότητας. 
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� περιθώριες κατανοµές πρώτης τάξης – θεωρώντας τις άλλες δύο µεταβλητές 

αόριστες). 

� χρησιµοποιώντας τις περιθώριες κατανοµές 2
ης
 τάξης µπορούµε, και πάλι µε τη 

βοήθεια της συνάρτησης ( , , )Q X Y Z , να βρούµε τις συσχετίσεις µεταξύ των 

µεταβλητών που µελετώνται ανά δύο. Για παράδειγµα µπορούµε να µελετήσουµε 

πώς µεταβάλλεται το ζητούµενο φορτίο σε κάποια µεταβολή της ηλιακής 

ακτινοβολίας (ή αντίστοιχα της ταχύτητας του ανέµου). 

� χρησιµοποιώντας ανάλογη µέθοδο µε αυτή που έγινε για την εύρεση της 

συνάρτησης ( , , )Q X Y Z  να βρούµε µία άλλη συνάρτηση ( , , )W X Y Z′ ′ ′  όπου ως 

µεταβλητές θα θεωρήσουµε όχι τα πρωτογενή µεγέθη αλλά τις αντίστοιχες 

ενεργειακές παραγωγές αυτών, δηλαδή την Φ/Β παραγωγή, την αιολική 

παραγωγή και ως τρίτη µεταβλητή το ζητούµενο φορτίο. 

� µέσω της τελευταίας θεώρησης και έχοντας βρει πλέον την συνάρτηση 

( , , )W X Y Z′ ′ ′  µπορούµε εύκολα να δώσουµε µια εκτίµηση για την κατανοµή της 

ενεργειακής παραγωγής από τις διάφορες µορφές της (είτε Φ/Β είτε αιολική). 

Από τις δύο τελευταίες παρατηρήσεις που επισηµάνθηκαν παραπάνω, γίνεται 

κατανοητό πως είναι δυνατό να συνδέσουµε την εκτίµηση της ενεργειακής 

παραγωγής  (διαφόρων µορφών) σε ένα τόπο µε τον χώρο των πιθανοτήτων, 

καθώς µπορούµε πλέον να βρούµε ένα παραµετρικό «µοντέλο» (µια πολυµεταβλητή 

παραµετρική συνάρτηση) που θα µας δίνει την πιθανότητα εµφάνισης X kWh′ ⋅  Φ/Β 

παραγωγής, Y kWh′ ⋅  αιολικής παραγωγής όταν το φορτίο που ζητείται στην υπό 

µελέτη περιοχή είναι Z kWh′ ⋅ . 

 Έτσι, λαµβάνοντας υπ’ όψιν τα παραπάνω µπορούµε να προτείνουµε δύο 

θέµατα για περαιτέρω µελέτη: (α) δηµιουργία ενός πολυµεταβλητού παραµετρικού 

µοντέλου (όµοιο µε αυτό της παρούσας εργασίας) µε µεταβλητές: Φ/Β παραγωγή, 

αιολική παραγωγή και ζητούµενο φορτίο καθώς και εκτίµηση της Φ/Β και αιολικής 

παραγωγής (ή αλλιώς της ενεργειακής παραγωγής από ΑΠΕ) και (β) την 

χρησιµοποίηση του παραµετρικού µοντέλου που βρέθηκε στην παρούσα εργασία 

χρησιµοποιώντας επιπλέον και τα χαρακτηριστικά των εγκατεστηµένων πάρκων Φ/Β 

παραγωγής και αιολικής παραγωγής µε σκοπό, πάλι, την συνολική ενεργειακή 

εκτίµηση, δηλαδή την «έµµεση» εύρεση των τιµών της µέσης Φ/Β και αιολικής 

παραγωγής (καθώς και του αντίστοιχου ζητούµενου φορτίου).  



                           Κεφάλαιο 7   

       Μεταβολή της Καµπύλης Φορτίου  

       µε διείσδυση της  Φ/Β  Παραγωγής  

 

 

 

 

 

 

Εισαγωγή  

 

 Στο κεφάλαιο αυτό θα γίνει µία εκτενής σύγκριση των ποιοτικών 

χαρακτηριστικών τριών καµπυλών: της καµπύλης φορτίου, της καµπύλης Φ/Β 

παραγωγής και της καµπύλης που προκύπτει αν αφαιρέσουµε από τις µετρήσεις 

φορτίου την αντίστοιχη ωριαία Φ/Β παραγωγή.  

 Η πρώτη από τις τρεις παραπάνω καµπύλες κατανοµές έχει ήδη προσδιοριστεί 

από το κεφάλαιο 4 (§4.1.3) όπου βρέθηκε ότι ακολουθεί την κατανοµή Inverse 

Gaussian, µε τιµές των παραµέτρων όπως φαίνονται στον Πίνακα 4.1. Ακολουθώντας 

την ίδια µέθοδο µε αυτήν που ακολουθήθηκε στο κεφάλαιο 4 για να βρούµε τις 

κατανοµές εκείνες που προσεγγίζουν µε την µεγαλύτερη ακρίβεια τις µετρήσεις που 

διαθέταµε, θα προσδιορίσουµε , πρώτα, την κατανοµή εκείνη που θα προσεγγίζει την 

καµπύλη των µετρήσεων της Φ/Β παραγωγής και, έπειτα, την καµπύλη που θα δίνει 

προσεγγιστικά τις µετρήσεις φορτίου µείον την αντίστοιχη ωριαία Φ/Β παραγωγή.  

 Πρέπει επιπλέον να επισηµάνουµε πως και στις δύο περιπτώσεις θα γίνει 

διαχωρισµός των µετρήσεων ηµέρας και νύχτας, όπως έγινε και στην ανάλυση των 

υπόλοιπων µεταβλητών στο κεφάλαιο 4. 
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7.1 Βέλτιστη Κατανοµή της χρονοσειράς Φ/Β Παραγωγής   

 

Αρχικά, φτιάχνουµε το διάγραµµα συχνοτήτων όπως φαίνεται παρακάτω:  
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Σχήµα 7.1: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων Φ/Β Παραγωγής. 

 

 Παρατηρούµε πως το Σχήµα 7.1 παρουσιάζει πολλές οµοιότητες µε το Σχήµα 

4.1 που απεικονίζει το διάγραµµα συχνοτήτων της ηλιακής ακτινοβολίας. Είναι 

εποµένως προφανές πως και στην ανάλυση της Φ/Β Παραγωγής πρέπει να γίνει 

διαχωρισµός των νυχτερινών (µηδενικών) µετρήσεων από τις ηµερήσιες (µη 

µηδενικές) µετρήσεις. Συνολικά έχουµε: 

Νύχτα: 4,732  παρατηρήσεις 

Ηµέρα: 4,028  παρατηρήσεις 

Σύνολο: 8,760  παρατηρήσεις 

 

Άρα η πιθανότητα µια τυχαία παρατήρηση να έχει γίνει νύχτα θα είναι: 

1

4,732
0.5402 54.02%

8,760
p = ≈ =      (7.1) 
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και αντίστοιχα για την ηµέρα: 

2

4,028
0.4598 45.98%

8,760
p = ≈ =       (7.2) 

Έτσι, όπως και στο κεφάλαιο 4, αν 1( )w x   και 2 ( )w x  οι 2 συναρτήσεις που 

επιτυγχάνουν την βέλτιστη προσέγγιση για την χρονοσειρά της Φ/Β παραγωγής 

νύχτας και ηµέρας αντίστοιχα, είναι επόµενο πως η συνάρτηση που θα προσεγγίζει µε 

τον βέλτιστο τρόπο τις µετρήσεις της Φ/Β παραγωγής θα είναι: 

1 1 2 2( ) ( ) ( )w x p w x p w x= ⋅ + ⋅      (7.3) 

 Για την πρώτη περίπτωση, αυτή της 1( )w x , θα χρησιµοποιήσουµε την 

συνάρτηση Dirac 0( )x xδ −  για 0 0x = . Εποµένως: 1( ) ( )w x xδ= . Για την δεύτερη 

περίπτωση θα βρούµε αρχικά τις επικρατέστερες καµπύλες: 

 

• Beta 

• Gamma 

• Log-logistic 

• Nakagami 

• Weibull 

Η βέλτιστη καµπύλη θα είναι αυτή που θα παρουσιάζει το ελάχιστο 

τετραγωνικό σφάλµα [2]. Στον παρακάτω Πίνακα συνοψίζονται τα µέσα τετραγωνικά 

σφάλµατα για κάθε µια από τις παραπάνω καµπύλες: 

 

Πίνακας 7.1: Μέσα Τετραγωνικά Σφάλµατα προσέγγισης Φ/Β παραγωγής.  

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Beta 0.006004887 0.077491208 

Gamma 0.010236746 0.101176808 

Log-logistic 0.014801800 0.121662646 

Nakagami 0.007974898 0.089302285 

Weibull 0.010530310 0.102617297 

 

 Από τον παραπάνω Πίνακα εύκολα συµπεραίνουµε πως η βέλτιστη καµπύλη 

προσέγγισης των µετρήσεων Φ/Β παραγωγής είναι η κατανοµή Beta. Το διάγραµµα  
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Σχήµα 7.2: ∆ιάγραµµα προσέγγισης Φ/Β Παραγωγής (µόνο ηµερήσιες µετρήσεις). 
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Σχήµα 7.3: ∆ιάγραµµα προσέγγισης συνάρτησης κατανοµής πιθανότητας Φ/Β Παραγωγής (µόνο 

ηµερήσιες µετρήσεις). 
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συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας (probability density function) που ταυτόχρονα 

απεικονίζει την προσέγγιση αυτή φαίνεται στο Σχήµα 7.2. Αντίστοιχα το διάγραµµα 

κατανοµής πιθανότητας (cumulative probability) θα είναι όπως στο Σχήµα 7.3. Η 

µαθηµατική εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή Beta είναι: 

 

1 1

2 (0,1)

1
( ; , ) (1 ) ( )

( , )

a bw x a b x x I x
B a b

− −= −       (7.4) 

 

όπου Β(a,b) η συνάρτηση Βeta ενώ η συνάρτηση Ι(0,1)(x) διασφαλίζει ότι µόνο τιµές 

του x µεταξύ 0 και 1 έχουν µη µηδενική πιθανότητα. Η συνάρτηση Beta ορίζεται ως 

εξής:  

1

1 1

0

( ) ( )
( , ) (1 )

( )

z n z n
B z n t t dt

z n

− − Γ Γ
= − =

Γ +∫       (7.5) 

όπου Γ(z) η συνάρτηση Gamma, η οποία ορίζεται ως: 

 

1

0

( ) t ae t dtα
∞

− −Γ = ∫       (7.6) 

Για την εύρεση των παραµέτρων α και b χρησιµοποιήθηκε το MATLAB®. Τελικά 

βρέθηκε ότι: 0.9765a =  και  2.1198b = . Εποµένως, η σχέση (7.3) γίνεται: 

 

1 1

(0,1)

1
( ; , ) 0.5402 ( ) 0.4598 (1 ) ( )

( , )

a bw x a b x x x I x
B a b

δ − −= ⋅ + ⋅ −       (7.7) 

 

 

7.2 Βέλτιστη Κατανοµή της χρονοσειράς Καµπύλης Φορτίου – 

Φ/Β Παραγωγής (καµπύλη Εναποµείναντος Φορτίου) 

 

Αφαιρώντας από τις µετρήσεις φορτίου τις αντίστοιχες µετρήσεις της ωριαίας 

Φ/Β παραγωγής προκύπτει η χρονοσειρά της καµπύλης φορτίου – Φ/Β παραγωγής. 

Ωστόσο, οι µετρήσεις της Φ/Β παραγωγής που είχαµε αρχικά αντιπροσωπεύουν την 

ωριαία ισχύ που δίνει το Φ/Β σύστηµα ανά εγκατεστηµένο kW . Είναι επόµενο, 

λοιπόν, πως για να γίνει η αφαίρεση των µετρήσεων της Φ/Β παραγωγής από τις 
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µετρήσεις της καµπύλης φορτίου πρέπει να αναφερόµαστε σε συγκεκριµένη 

ποσότητα εγκατεστηµένων pkW . Παρακάτω θα εξεταστούν συνολικά τέσσερις 

περιπτώσεις στις οποίες το ποσοστό της µέσης Φ/Β παραγωγής θα αποτελεί 

αντίστοιχα το 5% ,15% , 25%  και 35% του µέσου ωριαίου φορτίου.  

Το µέσο ωριαίο φορτίο βρίσκεται εύκολα από την αρχική χρονοσειρά φορτίου 

που διαθέτουµε και είναι ίσο µε 35,473kW . Η µέση ωριαία Φ/Β παραγωγή της 

αρχικής χρονοσειράς είναι 215.0354 10 / pkW kW−⋅ . Έτσι, για κάθε εγκατεστηµένο 

pkW  Φ/Β θα παράγονται σε κάθε ώρα κατά µέσο όρο 215.0354 10 kW−⋅ . Στον Πίνακα 

7.1 που ακολουθεί φαίνεται το συνολικό ποσό των εγκατεστηµένων pkW  Φ/Β που 

απαιτείται για να καλύπτεται αντίστοιχα το 5% , 15% , 25%  και 35% του µέσου 

ωριαίου φορτίου. 

 

Πίνακας 7.2: Απαιτούµενο µέγεθος εγκατεστηµένης ισχύς Φ/Β  για την κάλυψη ποσοστού του µέσου 

φορτίου. 

Ποσοστό κάλυψης  

Μέσου Φορτίου 

Φορτίο που καλύπτεται 

από τη παραγωγή Φ/Β 

( kW ) 

Απαιτούµενο µέγεθος 

εγκατεστηµένων Φ/Β 

5% 1774.7  11,796 11.8 pkW≈  

15%  5321.0  35,390 35.5 pkW≈  

25%  8868.4  58,983 59.0 pkW≈  

35% 12415.7  82,576 82.6 pkW≈  

 

 Έχοντας πλέον το µέγεθος του Φ/Β πάρκου που απαιτείται για την εκάστοτε 

περίπτωση κάλυψης µέρους του µέσου ωριαίου φορτίου, µπορούµε εύκολα να 

βρούµε την αντίστοιχη Φ/Β παραγωγή και κατ’ επέκταση την ζητούµενη χρονοσειρά 

φορτίου – Φ/Β παραγωγής για κάθε µια από τις τρεις περιπτώσεις. 
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7.2.1 Χρονοσειρά Καµπύλης Φορτίου – Φ/Β Παραγωγής για 

κάλυψη του 5% του µέσου ηµερήσιου Φορτίου 

 

 Αρχικά κατασκευάζουµε το διάγραµµα συχνοτήτων (Σχήµα 7.4). Οι 

επικρατέστερες καµπύλες για την προσοµοίωση των µετρήσεων της χρονοσειράς 

φορτίου – Φ/Β παραγωγής (5% κάλυψη) είναι οι εξής: 
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Σχήµα 7.4: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 5% από την Φ/Β 

παραγωγή. 

 

• Birnbaum-Saunders 

• Gamma 

• Generalized Extreme Value 

• Inverse Gaussian 

• Log Normal 

• Negative Bionimal 
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Στον παρακάτω Πίνακα παρουσιάζονται τα µέσα τετραγωνικά σφάλµατα που 

προέκυψαν µετά από υπολογισµούς για κάθε µία από τις παραπάνω προσεγγίσεις: 

 

Πίνακας 7.3: Μέσα Τετραγωνικά Σφάλµατα προσέγγισης εναποµείναντος φορτίου (5% Φ/Β 

παραγωγή).  

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Birnbaum-Saunders 0.001630720 0.040382179 

Gamma 0.003490703 0.059082170 

Generalized extreme value 0.003467606 0.058886381 

Inverse Gaussian 0.002891616 0.053773747 

Log-normal 0.003106214 0.055733420 

Negative Binomial 0.003495877 0.059125946 

  

Σύµφωνα, λοιπόν, µε το κριτήριο του ελάχιστου µέσου τετραγωνικού σφάλµατος 

η βέλτιστη καµπύλη – κατανοµή για την προσοµοίωση των µετρήσεων της 

χρονοσειράς φορτίου – Φ/Β παραγωγής (5% κάλυψη) είναι η Birnbaum-Saunders. Η 

γενική εξίσωση που περιγράφει την παραπάνω κατανοµή είναι: 

( )2

2

/ /( / / )1
( ; , ) exp

2 2 2

x xx x
x

x

β ββ β
ρ β γ

π γ γ

 + −  = −     

     (7.8) 

µε παραµέτρους:  0β >  παράµετρος κλίµακας 

                              0γ >  παράµετρος µορφής. 

 Για την εύρεση των παραµέτρων χρησιµοποιήθηκε το MATLAB®. Τελικά 

βρέθηκε ότι 331.6436 10β = ⋅  και 236.0276 10γ −= ⋅ . Στα Σχήµατα 7.5 και 7.6 

παραθέτουµε τα διαγράµµατα της βέλτιστης προσέγγισης της χρονοσειράς φορτίου – 

Φ/Β παραγωγής (5% κάλυψη) µε την καµπύλη Birnbaum-Saunders (CDF και PDF 

αντίστοιχα). 
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Σχήµα 7.5: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 5% από 

την Φ/Β παραγωγή (PDF). 
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Σχήµα 7.6: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 5% από 

την Φ/Β παραγωγή (CDF). 



  134                       Κεφάλαιο 7: Μεταβολή της Καµπύλης Φορτίου µε διείσδυση της Φ/Β παραγωγής 

 

  

7.2.2 Χρονοσειρά Καµπύλης Φορτίου – Φ/Β Παραγωγής για 

κάλυψη του 15% του µέσου ηµερήσιου Φορτίου 

 

 Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, κατασκευάζουµε το διάγραµµα 

συχνοτήτων όπως φαίνεται στο Σχήµα 7.7. 
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Σχήµα 7.7: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 15% από την Φ/Β 

παραγωγή. 

Στο σηµείο αυτό πρέπει να επισηµάνουµε πως κατά τη διάρκεια εύρεσης της 

καµπύλης του εναποµείναντος φορτίου (περίπτωση Φ/Β παραγωγής σε ποσοστό 

10%) προέκυψαν και αρκετές αρνητικές µετρήσεις. Αυτό οφείλεται στο γεγονός ότι 

σε ορισµένες περιπτώσεις η παραγωγή ενέργειας των εκάστοτε Φ/Β πανέλων είναι 

µεγαλύτερη από το ζητούµενο ηλεκτρικό φορτίο. Στην περίπτωση αυτή θα θεωρούµε 

στην χρονοσειρά του εναποµείναντος φορτίου πως έχουµε µηδενικές τιµές. Η 

περίσσεια ενέργειας που προκύπτει από την Φ/Β παραγωγή αλλά δεν καταναλώνεται 

από την ζήτηση του φορτίου µπορεί να έχει διάφορες χρήσεις: 

• αποθήκευση της περισσευούµενης ενέργειας σε µπαταρίες 
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• «εξαγωγή» της περίσσειας ενέργειας. Για παράδειγµα όταν σε ένα νησί (ή µια 

χώρα αντίστοιχα) η Φ/ Β παραγωγή ξεπερνά το ζητούµενο φορτίο τότε είναι 

δυνατόν µε κατάλληλα δίκτυα µεταφοράς να καταναλώνεται η 

περισσευούµενη ενέργεια σε άλλα φορτία (άλλα νησιά ή χώρες). 

• σε περίπτωση όπου δεν είναι δυνατόν να εφαρµοστούν κάποια λύση από τις 

παραπάνω είναι δυνατόν µε κατάλληλες γειώσεις να απορροφηθεί η 

περισσευούµενη ενέργεια στο έδαφος. 

 Ωστόσο, από το τελευταίο διάγραµµα παρατηρούµε πως ενώ αρχικά οι 

µετρήσεις δείχνουν µια τάση αύξησης, οι µετρήσεις της κλάσης [0,0.2]  εµφανίζουν 

µεγαλύτερη συχνότητα εµφάνισης από όσο θα έπρεπε. Αυτό συµβαίνει λόγω της 

εµφάνισης των µηδενικών µετρήσεων την ύπαρξη των οποίων σχολιάσαµε 

παραπάνω. Για αυτό (αλλά και για άλλους λόγους που θα εξηγηθούν παρακάτω) θα 

χρησιµοποιήσουµε την συνάρτηση Dirac αφαιρώντας από την παραπάνω καµπύλη τις 

µηδενικές µετρήσεις. Οι αρχικές 8,760  µετρήσεις που διαθέταµε χωρίζονται σε 55  

µηδενικές και 8,705  µη µηδενικές. Υπολογίζοντας λοιπόν τις αντίστοιχες 

πιθανότητες έχουµε:  

1

55
0.0063 00.63%

8,760
p = ≈ =      (7.9) 

2

8,705
0.9937 99.37%

8,760
p = ≈ =      (7.10) 

 

ενώ η συνάρτηση βέλτιστης προσέγγισης του εναποµείναντος φορτίου (15% Φ/Β 

παραγωγή) γίνεται: 

1 1 2 2( ) ( ) ( )x p x p xτ τ τ= ⋅ + ⋅      (7.11) 

 

όπου 1 0( ) ( ) ( )x x x xτ δ δ= − = . Η συνάρτηση 2 ( )xτ  θα προσδιοριστεί παρακάτω. 

Κατασκευάζουµε το διάγραµµα συχνοτήτων για το εναποµένων φορτίο (15% Φ/Β 

παραγωγή) χωρίς να συµπεριλάβουµε τις µηδενικές µετρήσεις (Σχήµα 7.8). 
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Σχήµα 7.8: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 15% από την Φ/Β 

παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις. 

 

 Οι επικρατέστερες καµπύλες για την προσοµοίωση της παραπάνω 

χρονοσειράς είναι οι εξής: 

• Generalized Extreme Value 

• Log-Logistic 

• Logistic 

• Nakagami 

• Negative Binomial 

• Normal  

• Rician 

• t-location-scale 

• Weibull 
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Στον Πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζονται τα µέσα τετραγωνικά σφάλµατα που 

προέκυψαν µετά από υπολογισµούς για κάθε µία από τις παραπάνω προσεγγίσεις: 

 

Πίνακας 7.4: Μέσα Τετραγωνικά Σφάλµατα προσέγγισης εναποµείναντος φορτίου (15% Φ/Β 

παραγωγή).  

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Generalized extreme value 0.001544256 0.039297021 

Log-Logistic 0.001530297 0.039119011 

Logistic 0.001671732 0.040886822 

Log-normal 0.002425495 0.049249311 

Negative Binomial 0.003100122 0.055678739 

Normal 0.002611023 0.051098168 

Rician 0.002511965 0.050119511 

t-location-scale 0.001737858 0.041687629 

Weibull 0.002622251 0.051207915 

  

Σύµφωνα, λοιπόν, µε το κριτήριο του ελάχιστου µέσου τετραγωνικού 

σφάλµατος η βέλτιστη καµπύλη – κατανοµή για την προσοµοίωση των µετρήσεων 

της χρονοσειράς του εναποµείναντος φορτίου, στην περίπτωση όπου η Φ/Β 

παραγωγή καλύπτει το 15% του µέσου φορτίου, είναι η Log-Logistic. Η γενική 

εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή αυτή ορίζεται ως εξής [20]: 

 

( )

( )ln

ln

2 2
( ; , )

1

e
x

x e

µ
σ

µ
σ

τ µ σ

σ
Τ −

Τ −

=
 

+ 
 

     (7.12) 

 

µε παραµέτρους:  µ∈ℝ  παράµετρος κλίµακας  

                              0σ >  παράµετρος µορφής. 

 Για την εύρεση των παραµέτρων χρησιµοποιήθηκε το MATLAB®. Τελικά 

βρέθηκε ότι 10.2563µ =  και 226.9472 10σ −= ⋅ . Στα Σχήµατα 7.9 και 7.10 

παραθέτουµε τα διαγράµµατα  της  βέλτιστης  προσέγγισης  της  χρονοσειράς 

εναποµείναντος φορτίου (χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις)  για κάλυψη από την Φ/Β 

παραγωγής κατά 15%  (CDF και PDF αντίστοιχα). 
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Σχήµα 7.9: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 15% 

από την Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις (PDF). 
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Σχήµα 7.10: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 15% 

από την Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις (CDF). 



  Κεφάλαιο 7: Μεταβολή της Καµπύλης Φορτίου µε διείσδυση της Φ/Β παραγωγής                       139                     

 
 

 Τελικά, η αρχική συνάρτηση που περιγράφει την βέλτιστη προσέγγιση της 

καµπύλης του εναποµείναντος φορτίου για Φ/Β παραγωγή 15% γίνεται: 

 

( )

( )ln

ln

2
( ; , ) 0.0063 ( ) 0.9937

1

x

x

e
x x

x e

µ
σ

µ
σ

τ µ σ δ

σ
−

−

= ⋅ + ⋅
 

+ 
 

     (7.13) 

µε τις παραµέτρους µ  και σ  όπως ορίστηκαν παραπάνω. 

 

 

7.2.3 Χρονοσειρά Καµπύλης Φορτίου – Φ/Β Παραγωγής για 

κάλυψη του 25% του µέσου ηµερήσιου Φορτίου 

 

Αρχικά, κατασκευάζουµε το διάγραµµα συχνοτήτων όπως φαίνεται στο 

Σχήµα 7.11 που ακολουθεί. Όπως καις την προηγούµενη περίπτωση, όπου η Φ/Β 

παραγωγή αποτελούσε το 15% του µέσου φορτίου, έτσι και εδώ προκύπτουν πολλές 

αρνητικές µετρήσεις τις οποίες θεωρούµε µηδενικές λόγω της πλήρους κάλυψης του 

φορτίου (το περίσσευµα ενέργειας διοχετεύεται σε άλλες χρήσεις όπως περιγράφηκε 

στην προηγούµενη ενότητα). Παρατηρούµε µάλιστα πως η κλάση [0,0.2]  εµφανίζει 

την µεγαλύτερη συχνότητα κάτι που θα αποτελέσει πρόβληµα στην εύρεση της 

βέλτιστης καµπύλης για την προσοµοίωση του εναποµείναντος φορτίου. Για τον λόγο 

αυτό θα χρησιµοποιήσουµε για µια ακόµα φορά την συνάρτηση Dirac. 

 Οι αρχικές 8,760  µετρήσεις που διαθέταµε χωρίζονται σε 557  µηδενικές και 

8, 203  µη µηδενικές. Υπολογίζοντας λοιπόν τις αντίστοιχες πιθανότητες έχουµε:  

1

557
0.0636 6.36%

8,760
p = ≈ =      (7.14)  

2

8,203
0.9364 93.64%

8,760
p = ≈ =     (7.15) 

ενώ η συνάρτηση βέλτιστης προσέγγισης του εναποµείναντος φορτίου (25% Φ/Β 

παραγωγή) γίνεται: 
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Σχήµα 7.11: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 25% από την 

Φ/Β παραγωγή. 
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Σχήµα 7.12: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 25% από την 

Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις. 
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1 1 2 2( ) ( ) ( )x p x p xφ φ φ= ⋅ + ⋅      (7.16) 

 

όπου 1 0( ) ( ) ( )x x x xφ δ δ= − = . Η συνάρτηση 2 ( )xφ  θα προσδιοριστεί παρακάτω. 

Κατασκευάζουµε το διάγραµµα συχνοτήτων για το εναποµένων φορτίο (25% Φ/Β 

παραγωγή) χωρίς να συµπεριλάβουµε τις µηδενικές µετρήσεις (Σχήµα 7.12). 

 Οι επικρατέστερες καµπύλες για την προσοµοίωση της παραπάνω 

χρονοσειράς είναι οι εξής: 

• Gamma 

• Generalized Extreme Value 

• Log-Logistic 

• Logistic 

• Nakagami 

• Negative Binomial 

• Weibull 

• t-location-scale 

• Normal  

• Rayleigh 

• Rician 

Στον Πίνακα 7.5 παρουσιάζονται τα µέσα τετραγωνικά σφάλµατα που 

προέκυψαν µετά από υπολογισµούς για κάθε µία από τις παραπάνω προσεγγίσεις: 

 

Πίνακας 7.5: Μέσα Τετραγωνικά Σφάλµατα προσέγγισης εναποµ. φορτίου (25% Φ/Β παραγωγή).  

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Gamma 0.003689537 0.060741556 

Generalized Extreme Value 0.001668811 0.040851088 

Log-Logistic 0.002057195 0.045356308 

Logistic 0.002084064 0.045651547 

Nakagami 0.002711460 0.052071682 

Negative Binomial 0.003437252 0.058628086 

Weibull 0.002733663 0.052284440 

t-location-scale 0.002333004 0.048301181 

Normal 0.003061501 0.055330835 

Rayleigh 0.003631073 0.060258382 

Rician 0.002810674 0.053015786 
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 Σύµφωνα, λοιπόν, µε το κριτήριο του ελάχιστου µέσου τετραγωνικού 

σφάλµατος η βέλτιστη καµπύλη – κατανοµή για την προσοµοίωση των µετρήσεων 

της χρονοσειράς του εναποµείναντος φορτίου, στην περίπτωση όπου η Φ/Β 

παραγωγή καλύπτει το 25% του µέσου φορτίου, είναι η Generalized Extreme Value. 

Η γενική εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή αυτή ορίζεται: 

 

( ) ( )
1 1

1

2

1
( ; , , ) exp 1 1

k kx x
x k k k

µ µ
φ σ µ

σ σ σ

− − − 
− −      = − + +            

 

      (7.17) 

 

µε παραµέτρους:   σ ∈ℝ  παράµετρος κλίµακας  

                              µ∈ℝ  παράµετρος µορφής 

        0k ≠  παράµετρος Σχήµατος 

                               και 
( )

1 0
x

k
µ

σ
− 

+ > 
 

     (7.18). 

 

 Για την εύρεση των παραµέτρων χρησιµοποιήθηκε το MATLAB®. Τελικά 

βρέθηκε ότι 312.0965 10σ = ⋅ , 323.2687 10µ = ⋅  και 211.9649 10k −= − ⋅  (για τις τιµές 

αυτές ικανοποιείται και η σχέση (7.18). Στα Σχήµατα 7.13 και 7.14 παραθέτουµε τα 

διαγράµµατα της βέλτιστης προσέγγισης της χρονοσειράς εναποµείναντος φορτίου 

(χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις)  για κάλυψη από την Φ/Β παραγωγής κατά 25%  

(PDF και CDF αντίστοιχα).  

 Συνοψίζοντας, η αρχική συνάρτηση που περιγράφει την βέλτιστη προσέγγιση 

της καµπύλης του εναποµείναντος φορτίου για Φ/Β παραγωγή 25% γίνεται: 

 

( ) ( )
1 1

1

1
( ; , , ) 0.0636 ( ) 0.9364 exp 1 1

k kx x
x k x k k

µ µ
φ σ µ δ

σ σ σ

− − − 
− −      = ⋅ + ⋅ − + +            

 

 

(7.19) 

µε τις παραµέτρους σ ,µ  και k  όπως ορίστηκαν παραπάνω. 
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Σχήµα 7.13: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 25% 

από την Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις (PDF). 

0 1 2 3 4 5 6 7

x 10
4

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Data

C
u
m
u
la
ti
v
e
 p
ro
b
a
b
ili
ty

 

 

Remaining Load - no 0's

(25% PV production)    

Generalized Extreme Value

distribution             

 

Σχήµα 7.14: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 25% 

από την Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις (CDF). 
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7.2.4 Χρονοσειρά Καµπύλης Φορτίου – Φ/Β Παραγωγής για 

κάλυψη του 35% του µέσου ηµερήσιου Φορτίου 

 

 Ξεκινώντας από το διάγραµµα συχνοτήτων (Σχήµα 7.15) παρατηρούµε πως η 

κλάση [0,0.2]  εµφανίζει αρκετά µεγαλύτερη συχνότητα από όλες τις υπόλοιπες 

κλάσεις του διαγράµµατος. Για µία ακόµα φορά, λοιπόν, θα χρησιµοποιήσουµε την 

συνάρτηση Dirac, ως εξής:  

1 1 2 2( ) ( ) ( )x p x p xψ ψ ψ= ⋅ + ⋅      (7.20) 

όπου 1 0( ) ( ) ( )x x x xψ δ δ= − = . Η συνάρτηση 2 ( )xψ  θα προσδιοριστεί παρακάτω, ενώ 

για τις πιθανότητες 1p  και 2p  έχουµε: 
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 Σχήµα 7.15: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 35% από την 

Φ/Β παραγωγή. 

 

1

1,163
0.1328 13.28%

8,760
p = ≈ =      (7.21)           

2

7,597
0.8672 86.72%

8,760
p = ≈ =      (7.22) 
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καθώς οι 8,760  µετρήσεις που είχαµε χωρίζονται σε 1,163  µηδενικές και 7,597  µη 

µηδενικές. Κατασκευάζουµε το διάγραµµα συχνοτήτων για το εναποµένων φορτίο 

(35% Φ/Β παραγωγή) χωρίς να συµπεριλάβουµε τις µηδενικές µετρήσεις (Σχήµα 

7.16).  
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Σχήµα 7.16: ∆ιάγραµµα συχνοτήτων µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 35% από την 

Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις. 

  

Οι επικρατέστερες καµπύλες για την προσοµοίωση της παραπάνω 

χρονοσειράς είναι οι εξής: 

 

• Generalized Extreme Value 

• Logistic 

• Nakagami 

• Normal  

• t-location-scale 

• Weibull 
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Στον Πίνακα 7.6 παρουσιάζονται τα µέσα τετραγωνικά σφάλµατα που 

προέκυψαν µετά από υπολογισµούς για κάθε µία από τις παραπάνω προσεγγίσεις: 

 

Πίνακας 7.6: Μέσα Τετραγωνικά Σφάλµατα προσέγγισης εναποµείναντος φορτίου (35% Φ/Β 

παραγωγή).  

Καµπύλη Προσέγγισης MSE  MSE  

Generalized Extreme Value 0.001789900 0.042307206 

Logistic 0.002356673 0.048545578 

Nakagami 0.003225971 0.056797631 

Normal 0.002459299 0.049591322 

t-location-scale 0.002259869 0.047538079 

Weibull 0.002917365 0.054012638 

  

Σύµφωνα, λοιπόν, µε το κριτήριο του ελάχιστου µέσου τετραγωνικού 

σφάλµατος η βέλτιστη καµπύλη – κατανοµή για την προσοµοίωση των µετρήσεων 

της χρονοσειράς του εναποµείναντος φορτίου, στην περίπτωση όπου η Φ/Β 

παραγωγή καλύπτει το 35% του µέσου φορτίου, είναι η Generalized Extreme Value 

(η ίδια κατανοµή δηλαδή µε την κατανοµή που προσοµοιώνει το εναποµένων φορτίο 

στην περίπτωση όπου η Φ/Β παραγωγή είναι το 25% του µέσου φορτίου). Η γενική 

εξίσωση που περιγράφει την κατανοµή αυτή ορίζεται όπως και στην σχέση .... της 

προηγούµενης ενότητας. 

 Για την εύρεση των παραµέτρων χρησιµοποιήθηκε το MATLAB®. Τελικά 

βρέθηκε ότι 313.0867 10σ = ⋅ , 322.8024 10µ = ⋅  και 214.6676 10k −= − ⋅ . Στα Σχήµατα 

7.17 και 7.18 παραθέτουµε τα διαγράµµατα της βέλτιστης προσέγγισης της 

χρονοσειράς εναποµείναντος φορτίου (χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις)  για κάλυψη 

από την Φ/Β παραγωγής κατά 35% (PDF και CDF αντίστοιχα). 

  Συνοψίζοντας, η αρχική συνάρτηση που περιγράφει την βέλτιστη προσέγγιση 

της καµπύλης του εναποµείναντος φορτίου για Φ/Β παραγωγή 35% γίνεται: 

 

( ) ( )
1 1

1

1
( ; , , ) 0.1328 ( ) 0.8672 exp 1 1

k kx x
x k x k k

µ µ
ψ σ µ δ

σ σ σ

− − − 
− −      = ⋅ + ⋅ − + +            

 

 

(7.23) 

µε τις παραµέτρους σ ,µ  και k  όπως ορίστηκαν παραπάνω. 
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Σχήµα 7.17: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 35% 

από την Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις (PDF). 
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Σχήµα 7.18: ∆ιάγραµµα βέλτιστης προσέγγισης µετρήσεων εναποµείναντος φορτίου µε κάλυψη 25% 

από την Φ/Β παραγωγή, χωρίς τις µηδενικές µετρήσεις (CDF). 
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 7.3 Σύγκριση Αποτελεσµάτων – Συµπεράσµατα 

 

 Στην ενότητα αυτή θα παρουσιαστούν συνοπτικά τα αποτελέσµατα όλου του 

Κεφαλαίου 7, δηλαδή της µελέτης ενσωµάτωσης της Φ/Β παραγωγής (ως ποσοστού 

του µέσου φορτίου) στην καµπύλη φορτίου. 

 Θα γίνει µια σύντοµη σύγκριση των ποιοτικών χαρακτηριστικών των 

περιπτώσεων που µελετήθηκαν προηγουµένως. Συγκεκριµένα: της αρχικής καµπύλης 

φορτίου (0% Φ/Β παραγωγή), της αρχικής καµπύλης Φ/Β παραγωγής, και των 

τεσσάρων καµπυλών εναποµείναντος φορτίου (περιπτώσεις 5%, 15%, 25% και 35% 

Φ/Β παραγωγή ως προς το µέσο φορτίο) που µελετήθηκαν στην ενότητα 7.2. 

 Οι παραπάνω 6 καµπύλες θα εξεταστούν ως προς τα εξής χαρακτηριστικά 

όπως αυτά ορίστηκαν στην ενότητα 2.7.3: αιχµή φορτίου, περίοδος φορτίου, 

ενέργεια φορτίου, µέσο φορτίο, µέσος χρόνος φορτίου και συντελεστής φορτίου 

[17]. Επιπλέον, για κάθε καµπύλη παραθέτουµε την βέλτιστη κατανοµή που 

προσοµοιώνει την αντίστοιχη χρονοσειρά. 

 Τα αποτελέσµατα συγκεντρώνονται στους Πίνακες 7.7α και 7.7β, παρακάτω. 

Από τους Πίνακες αυτούς µπορούµε να εξαγάγουµε χρήσιµα συµπεράσµατα για την 

συµπεριφορά της καµπύλης φορτίου και των ποιοτικών και ποσοτικών 

χαρακτηριστικών αυτής κατά την εισχώρηση Φ/Β συστηµάτων στην παραγωγή 

ενέργειας. Παρακάτω θα εξετάσουµε ένα–ένα τα ποσοτικά χαρακτηριστικά που 

παρουσιάστηκαν παραπάνω. 

 Αιχµή Φορτίου ( )AP kW : παρατηρούµε πως το µέγεθος αυτό παραµένει 

αµετάβλητο σε όλες τις περιπτώσεις των καµπυλών φορτίου, όσο και αν είναι το 

ποσοστό της Φ/Β παραγωγής σε σχέση µε το µέσο φορτίο. Αυτό οφείλεται στο εξής: 

είναι γνωστό ότι η παραγωγή ηλεκτρικής ενέργειας από Φ/Β επηρεάζει κυρίως (αν 

όχι εξ ολοκλήρου) τα φορτία που εµφανίζονται τις ηµερήσιες ώρες και όχι τις 

νυχτερινές καθώς τα Φ/Β πανέλα παράγουν ηλεκτρική ενέργεια µόνο όταν υπάρχει 

ήλιος. Είναι, λοιπόν, επόµενο πως οι νυχτερινές µετρήσεις της αρχικής καµπύλης 

φορτίου θα παραµείνουν αµετάβλητες εφ’ όσον η Φ/Β παραγωγή συµβάλλει κυρίως 

στην κάλυψη των ηµερήσιων αναγκών του φορτίου και όχι των νυχτερινών (ειδικά αν 

δεν υπάρχουν αποθηκευτικοί «χώροι» ενέργειας π.χ. µπαταρίες). Έτσι, αν η αιχµή 

φορτίου  AP   έχει  συµβεί  µια νυχτερινή ώρα τότε θα παραµείνει αµετάβλητη όσο και  
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 Πίνακας 7.7α: Σύγκριση των µεγεθών: αιχµής φορτίου, περίοδος φορτίου, ετήσια ενέργεια φορτίου 

και µέσου ωριαίου φορτίου των καµπυλών του αρχικού φορτίου, της Φ/Β παραγωγής και όλων των 

περιπτώσεων του εναποµείναντος φορτίου. 

Καµπύλη 
Αιχµή Φορτίου 

( )AP kW  

Περίοδος 

Φορτίου 

T  

 Ετήσια 

Ενέργεια 

Φορτίου 

( )E GWh  

Μέσο Ωριαίο 

Φορτίο  

 ( )P kWµ  

Αρχικό Φορτίο 

 για 0%  

Φ/Β παραγωγή 

74,000  
1 έτος 

(8760h ) 
310.75  35,473  

9,874   

(5%) 

15.54   

(5%) 

1,774   

(5%) 

29,621  

(15%) 

46.61  

(15%) 

5,321  

(15%) 

49,368  

(25%) 

77.69   

(25%) 

8,868   

(25%) 

Φ/Β παραγωγή 

(εγκατεστηµένη ισχύς 

Φ/Β πάρκου για την 

κάθε περίπτωση:  

11.8 (5%)pkW ,  

35.5 (15%)pkW , 

59.0 (25%)pkW , 

82.6 (35%)pkW ) 
69,115   

(35%) 

1 έτος 

 (8760h ) 

108.76   

(35%) 

12,416  

(35%) 

 Εναποµένων Φορτίο 

 για 5%  

Φ/Β παραγωγή 

74,000  
1 έτος 

 (8760h ) 
295.21 33,700  

Εναποµένων Φορτίο  

για 15%  

Φ/Β παραγωγή 

74,000  
1 έτος 

 (8760h ) 
264.14  30,152  

Εναποµένων Φορτίο  

για 25%  

Φ/Β παραγωγή 

74,000  
1 έτος 

 (8760h ) 
233.06  26,605  

Εναποµένων Φορτίο  

για 35%  

Φ/Β παραγωγή 

74,000  
1 έτος 

 (8760h ) 
201.99  23,058  
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Πίνακας 7.7β: Σύγκριση των µεγεθών: µέσου χρόνου φορτίου, συντελεστή φορτίου και βέλτιστης 

καµπύλης προσοµοίωσης φορτίου των καµπυλών του αρχικού φορτίου, της Φ/Β παραγωγής και όλων 

των περιπτώσεων του εναποµείναντος φορτίου. 

Καµπύλη 

Μέσος 

Χρόνος 

Φορτίου 

( )T hΑ  

Συντε-

λεστής 

Φορτίου 

m  

Καµπύλη Προσοµοίωσης της 

Χρονοσειράς 

Αρχικό Φορτίο 

 για 0%  

Φ/Β παραγωγή 

4199  0.4793  

Inverse Gaussian 

( ; , ) 0 ( )h z zλ κ δ= ⋅ +  

21 ( ; , )h z λ κ+ ⋅  

Φ/Β παραγωγή 

(εγκατεστηµένη ισχύς 

Φ/Β πάρκου για την 

κάθε περίπτωση: 

11.8 (5%)pkW , 

35.5 (15%)pkW , 

59.0 (25%)pkW , 

82.6 (35%)pkW ) 

1574  0.1797  

Beta (Dirac) 

( ; , ) 0.5402 ( )w x a b xδ= ⋅ +  

20.4598 ( ; , )w x a b+ ⋅  

 Εναποµένων Φορτίο 

 για 5%  

Φ/Β παραγωγή 

3989  0.4554  

Birnbaum-Saunders   

( ; , ) 0 ( )x xρ β γ δ= ⋅ +  

2 ( ; , )xρ β γ+  

Εναποµένων Φορτίο  

για 15%  

Φ/Β παραγωγή 

3569  0.4074  

Log-Logistic (Dirac) 

( ; , ) 0.0063 ( )x xτ µ σ δ= ⋅ +  

20.9937 ( ; , )xτ µ σ+ ⋅  

Εναποµένων Φορτίο  

για 25%  

Φ/Β παραγωγή 

3149  0.3595  

Generalized Extreme Value (Dirac) 

( ; , , ) 0.0636 ( )x k xφ σ µ δ= ⋅ +  

20.9364 ( ; , , )x kφ σ µ+ ⋅  

Εναποµένων Φορτίο  

για 35%  

Φ/Β παραγωγή 

2730  0.3116  

Generalized Extreme Value (Dirac)  

( ; , , ) 0.1328 ( )x k xψ σ µ δ= ⋅ +  

20.8672 ( ; , , )x kψ σ µ+ ⋅  
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αν είναι το ποσοστό της Φ/Β παραγωγής σε σχέση µε το µέσο φορτίο (είτε 0% είτε 

35%). Πράγµατι, µελετώντας τις 8,760  µετρήσεις της αρχικής καµπύλης φορτίου 

διαπιστώνουµε ότι η τιµή των 74,000kW  εµφανίζεται την 5325
η
 ώρα του έτους 

δηλαδή περί τα µέσα Αυγούστου και ώρα 21.00 µ.µ. Επίσης, την ίδια ακριβώς ώρα η 

Φ/Β παραγωγή είναι µηδενική και γι’ αυτό δεν συµβάλλει καθόλου στην µείωση του 

ζητούµενου φορτίου. Αντίστοιχα, οι 5325
ες
 µετρήσεις των καµπυλών του 

εναποµείναντος φορτίου για τα διάφορα ποσοστά της Φ/Β παραγωγής εµφανίζουν 

την ίδια τιµή ( 74,000kW ).  

 Οι µέγιστες τιµές της Φ/Β παραγωγής µεταβάλλονται γραµµικά µε το 

ποσοστό της Φ/Β παραγωγής επί του µέσου φορτίου (5%, 15%, 25%, 35%), δηλαδή 

µε το µέγεθος του Φ/Β πάρκου (επίσης µεταβάλλεται γραµµικά) που επιλέγεται για 

κάλυψη των ενεργειακών αναγκών. 

 

Περίοδος Φορτίου T : η περίοδος όλων των χρονοσειρών που µελετώνται 

είναι ίδια: 1 ηµερολογιακό έτος ή 8,760  ώρες.  

  

 Ετήσια Ενέργεια Φορτίου ( )E GWh : το µέγεθος αυτό εκφράζει την συνολική 

ενέργεια που καταναλώθηκε ή παράχθηκε (αν η καµπύλη φορτίου είναι αντίστοιχα 

ζήτησης ή παραγωγής ενέργειας). Γι’ αυτό αντιστοιχεί στο ολοκλήρωµα της εκάστοτε 

καµπύλης φορτίου. Ωστόσο, στην περίπτωση της παρούσας µελέτης η ετήσια 

ενέργεια φορτίου αποτελεί το άθροισµα των 8,760  ωριαίων µετρήσεων που είχαµε 

στη διάθεσή µας. Με τον τρόπο αυτό βρέθηκαν οι συνολικές ενέργειες των 5 

καµπυλών φορτίου και της Φ/Β παραγωγής που περιγράφονται στους Πίνακες 7.6α 

και 7.6β. 

 Επιπλέον, παρατηρούµε πως παρόλο που οι παραπάνω ποσότητες βρέθηκαν 

αναλυτικά ισχύει προσεγγιστικά η παρακάτω σχέση: 

310.75 15.54 295.21 46.61 264.14 77.69 233.06 108.76 201.99= + = + = + = +  

κάτι που ήταν αναµενόµενο καθώς ισχύει ότι: 

Αρχικό Ζητούµενο Φορτίο = Φορτίο (Φ/Β Παραγωγής) + Εναποµένων Φορτίο 

για οποιοδήποτε ποσοστό Φ/Β παραγωγής επί του µέσου φορτίου. 
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 Μέσο Ωριαίο Φορτίο ( )P kWµ : ίδια συµπεριφορά µε την ετήσια ενέργεια 

φορτίου παρουσιάζει το µέσο ωριαίο φορτίο καθώς προκύπτει από την συνολική 

ενέργεια προς τον αριθµό των ωρών της περιόδου του φορτίου, δηλαδή 8,760  ώρες. 

Παρατηρούµε πως και στην περίπτωση του µεγέθους αυτού ισχύει η σχέση: 

Αρχικό Μέσο Ωριαίο Φορτίο = Μέσο Ωριαίο Φορτίο (Φ/Β Παραγωγής) + 

Εναποµένων Μέσο Ωριαίο Φορτίο 

για οποιοδήποτε ποσοστό Φ/Β παραγωγής επί του µέσου φορτίου. 

  

 Μέσος Χρόνος Φορτίου ( )T hΑ : το µέγεθος αυτό εκφράζει την ιδεατή διάρκεια 

της αιχµής, δηλαδή πόσες ώρες λειτουργίας θα απαιτούνταν για την κάλυψη της 

συνολικής ετήσιας ενέργειας στην περίπτωση που η ζήτηση (παραγωγή αντίστοιχα) 

φορτίου ήταν συνεχώς σταθερή και ίση µε το φορτίο αιχµής. Προφανώς T TΑ ≤ . 

Παρατηρούµε πως το µέγεθος αυτό παραµένει σταθερό στις τέσσερις περιπτώσεις της 

Φ/Β παραγωγής διότι εξαρτάται µόνο από τον λόγο της συνολικής ενέργειας προς την 

αιχµή φορτίου και όπως ειπώθηκε παραπάνω τα 2 αυτά µεγέθη είναι µεταξύ τους 

ανάλογα. Το ίδιο δεν συµβαίνει, όµως, και στην περίπτωση των καµπυλών φορτίου. 

Το γεγονός αυτό δικαιολογείται απ’ το ότι η αιχµή φορτίου παραµένει σταθερή για τις 

καµπύλες φορτίου ενώ η ενέργεια του εναποµένοντος φορτίου συνεχώς µειώνεται 

όσο αυξάνεται η εισχώρηση της Φ/Β παραγωγής στην παραγωγή ενέργειας. 

Επιπλέον, παρατηρούµε πως οι διαφορά του εναποµείναντος φορτίου ενός ποσοστού 

(x%) µείον την διαφορά του εναποµείναντος φορτίου του αµέσως επόµενου 

ποσοστού (x%+5%) παραµένει σταθερή και ίση µε το 10% του µέσου χρόνου 

φορτίου της αρχικής καµπύλης φορτίου. 

 

Συντελεστής Φορτίου m : ίδια συµπεριφορά µε τον µέσο χρόνο φορτίου 

παρουσιάζει ο συντελεστής φορτίου καθώς η σχέση που συνδέει τα δύο µεγέθη είναι 

γραµµική (ο λόγος του µέσου χρόνου φορτίου προς την περίοδο φορτίου δίνει τον 

συντελεστή φορτίου – η περίοδος φορτίου είναι σταθερή για όλες τις καµπύλες, όπως 

ειπώθηκε παραπάνω, και εποµένως τα δύο προαναφερθέντα µεγέθη παρουσιάζουν 

σχέση αναλογίας). 
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Σχήµα 7.19: (α) µεταβολή της καµπύλης του εναποµείναντος φορτίου και (β) µεταβολή των 

αντίστοιχων συναρτήσεων Dirac µε την αύξηση της Φ/Β παραγωγής. 
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Καµπύλη Προσοµοίωσης της Χρονοσειράς: για κάθε καµπύλη φορτίου και 

για την καµπύλη Φ/Β παραγωγής παραθέτουµε τον αντίστοιχο µαθηµατικό τύπο που 

δίνει την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κάθε χρονοσειράς. Παρατηρούµε 

ότι οι καµπύλες προσοµοίωσης κάποιων χρονοσειρών περιέχουν και ένα όρο που 

περιλαµβάνει τη συνάρτηση Dirac. Βλέπουµε πως όσο περισσότερο εισχωρούν τα 

Φ/Β στην παραγωγή ενέργειας (αύξηση του ποσοστού Φ/Β παραγωγής επί του µέσου 

φορτίου) τόσο περισσότερο αυξάνεται ο πολλαπλασιαστικός παράγοντας της 

συνάρτησης Dirac. ∆ηλαδή, τόσο περισσότερο αυξάνεται η πιθανότητα εµφάνισης 

µηδενικής µέτρησης. Το γεγονός αυτό οφείλεται στο ότι η Φ/Β παραγωγή είναι 

«καθαρή» ενέργεια και γι’ αυτό χρησιµοποιείται κατά προτεραιότητα, µε αποτέλεσµα 

ένα µεγάλο µέρος των ηµερήσιων ωριαίων φορτίων να καλύπτεται από αυτήν. Όταν 

η «κάλυψη» αυτή αγγίζει το 100% τότε το εναποµένων φορτίο γίνεται 0 και δεν 

απαιτείται άλλου είδους ενέργεια πέραν της ενέργειας που προέρχεται από τα Φ/Β 

πανέλα για την κάλυψη του εκάστοτε ζητούµενου ωριαίου φορτίου. Το φαινόµενο 

της αύξησης των µηδενικών µετρήσεων µε την αύξηση του ποσοστού της Φ/Β 

παραγωγής στην ζήτηση του φορτίου αποτυπώνεται και στο διάγραµµα (β) του 

Σχήµατος 7.19. 

Στο διάγραµµα (α) του ίδιου Σχήµατος απεικονίζονται η αρχική καµπύλη 

φορτίου µαζί µε τις τέσσερις καµπύλες του εναποµείναντος φορτίου για τις διάφορες 

περιπτώσεις «διείσδυσης» της Φ/Β παραγωγής (σε ποσοστό 5%, 15%, 25% και 35%). 

Παρατηρούµε πως όσο περισσότερο αυξάνεται η Φ/Β παραγωγή τόσο περισσότερο 

αυξάνονται οι συχνότητες εµφάνισης µικρότερων φορτίων (όπως και µε τις 

συναρτήσεις Dirac – µηδενικά φορτία),ενώ παράλληλα µειώνονται οι συχνότητες 

εµφάνισης των µεγαλύτερων σε µέγεθος φορτίων. Μείωση στην συχνότητα 

εµφάνισης παρατηρείται και στα µεσαία φορτία [20,000...40,000] όπου εµφανίζονται 

και οι µεγαλύτερες συχνότητες (µέγιστα καµπυλών). Μάλιστα, παρατηρούµε πως τα 

µέγιστα σηµεία των καµπυλών ολοένα και µειώνονται και «τείνουν» προς τα 

αριστερά, δηλαδή σε φορτία µικρότερου µεγέθους. Γενικά, είναι εµφανές πως η 

αύξηση της Φ/Β παραγωγής έχει ως άµεση συνέπεια την µετακίνηση της καµπύλης 

που περιγράφει το εναποµένων φορτίο προς τον άξονα των τετµηµένων. Άλλωστε, 

στην ιδανική περίπτωση όπου η Φ/Β παραγωγή αποτελεί το 100% ή και περισσότερο 

του µέσου φορτίου (περίπτωση όµοια µε αυτή των αυτόνοµων συστηµάτων) τότε 
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είναι αναµενόµενο πως η καµπύλη του εναποµείναντος φορτίου είτε θα ταυτιστεί µε 

τον οριζόντιο άξονα (οριακή περίπτωση – πλήρης κάλυψη της ζήτησης φορτίου από 

τη Φ/Β παραγωγή) είτε θα εµφανίζει µικρές σχετικά συχνότητες για µικρά φορτία, 

καθώς οι συχνότητες εµφάνισης µεγάλων (εναποµεινάντων) φορτίων θα είναι 

µηδενικές.  
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0% ∆ιείσδυση Φ/Β

5% ∆ιείσδυση Φ/Β

15% ∆ιείσδυση Φ/Β

25% ∆ιείσδυση Φ/Β

35% ∆ιείσδυση Φ/Β

 

Σχήµα 7.20: Μεταβολή της καµπύλης Φορτίου µε αύξηση του ποσοστού διείσδυσης της Φ/Β 

παραγωγής επί του µέσου φορτίου. 

 

Πίνακας 7.8: Μέγιστες και Ελάχιστες τιµές των καµπύλών του µέσου Φορτίου για διάφορα ποσοστά 

διείσδυσης της Φ/Β παραγωγής. 

Ποσοστό ∆ιείσδυσης Ελάχιστη Τιµή ( )kWh  Μέγιστη Τιµή ( )kWh  

0%  25,677  46,907  

5% 25,677  46,907  

15%  20,239  46,907  

25%  10,919  46,907  

35% 5,451  46,907  

 

Τέλος, στο Σχήµα 7.20 παραθέτουµε το µέσο ζητούµενο φορτίο για κάθε ώρα 

ενός 24ώρου. Παρατηρούµε πως όσο αυξάνεται το ποσοστό διείσδυσης της Φ/Β 

παραγωγής επί του µέσου φορτίου τόσο η καµπύλη φορτίου τείνει προς τα κάτω, 

καθώς µειώνονται οι ποσότητες του εναποµείναντος φορτίου που καλύπτονται από 

µη ανανεώσιµες πηγές ενέργειας. Επιπλέον, η µείωση των φορτίων παρατηρείται 

µόνο στα ηµερήσια φορτία, κάτι που περιµέναµε άλλωστε καθώς δεν υπάρχει Φ/Β 
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παραγωγή της νυχτερινές ώρες. Ενδιαφέρον παρουσιάζει και ο Πίνακας 7.8 στον 

οποίο φαίνονται οι ελάχιστες και οι µέγιστες τιµές της κάθε καµπύλης του Σχήµατος 

7.20. 
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       Σύνοψη   

 

 

 

 Σκοπός της παρούσας εργασίας ήταν εξ’ αρχής η εύρεση µίας συνάρτησης 

που θα έδινε την πιθανότητα εµφάνισης ενός συνόλου µετρήσεων. 

Χρησιµοποιήθηκαν, εν τέλει, τρεις πρωτογενείς µεταβλητές: η ηλιακή ακτινοβολία 

(άµεσα συνδεδεµένη µε την Φ/Β παραγωγή), η ταχύτητα του ανέµου και το 

ζητούµενο ωριαίο φορτίο. Αφού βρέθηκαν οι περιθώριες κατανοµές που περιέγραφαν 

µε τον βέλτιστο δυνατό τρόπο τις αντίστοιχες µεταβλητές προτάθηκαν τρία 

παραµετρικά µοντέλα που θα προσοµοίωναν την από κοινού συνάρτηση κατανοµής 

πιθανότητας. 

 Από τα τρία αυτά παραµετρικά µοντέλα χρησιµοποιήθηκε µόνο το πρώτο 

καθώς τα άλλα δύο δεν οδηγούσαν σε ικανοποιητικά αποτελέσµατα. Η µέθοδος που 

χρησιµοποιήθηκε για την εύρεση των παραµέτρων του µοντέλου 1M  είναι η µέθοδος 

της µέγιστης πιθανοφάνειας. 

Επιπλέον, µελετήθηκε (Κεφάλαιο 7) και η συµπεριφορά της καµπύλης 

φορτίου µε αύξηση της διείσδυσης της Φ/Β παραγωγής ως ποσοστού του µέσου 

ζητούµενου φορτίου. 

 Αυτό που περιγράφεται σε αυτήν την µελέτη είναι η µέθοδος και όλα τα 

ενδιάµεσα βήµατα εύρεσης της από κοινού κατανοµής πιθανότητας. Είναι προφανές 

πως υπάρχουν πολλά περιθώρια βελτίωσης της µεθόδου όπως: 

• χρησιµοποίηση µεγαλύτερου όγκου δεδοµένων (αρχικές τριάδες µετρήσεων). 

• χρησιµοποίηση άλλων µεθόδων εύρεσης της από κοινού συνάρτησης 

κατανοµής (ή πυκνότητας) πιθανότητας. 

• χρησιµοποίηση και άλλων πολυµεταβλητών παραµετρικών µοντέλων όπως 

προτείνονται και στο [8].  

Τέλος, θα προτείνουµε µερικά κάποια θέµατα για περαιτέρω µελέτη που θα 

συµβάλλουν τόσο στη βελτίωση της παραπάνω µεθόδου όσο και στην µεγαλύτερη 

ακρίβεια των τελικών αποτελεσµάτων: 
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• εισαγωγή και άλλων µεταβλητών πέραν της ηλιακής ακτινοβολίας (Φ/Β 

παραγωγής), της ταχύτητας ανέµου και του ζητούµενου φορτίου (π.χ. 

παραγωγή ενέργειας που προέρχεται από άλλες ΑΠΕ). 

• χρήση άλλων µεθόδων (εκτός των έτοιµων πολυµεταβλητών παραµετρικών 

µοντέλων) για την εύρεση της από κοινού συνάρτησης πυκνότητας 

πιθανότητας, όπως για παράδειγµα: χρήση των Μετασχηµατισµών Laplace, 

γενίκευση των περιθώριων κατανοµών κατώτερης τάξης, Αρχή της Μέγιστης 

Εντροπίας κ.ά. 
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Παράρτηµα Α 
 

Πίνακας Α.1: Οµαδοποίηση µετρήσεων Φ/Β παραγωγής. 

Παρατηρήσεις 

Από Έως 

Συχνότητα 

Εµφάνισης 

Τιµές Συνάρτησης Πυκνότητας 

Πιθανότητας 

Τιµές Συνάρτησης 

Κατανοµής Πιθανότητας 

0 0.01 4875 0.556506849 0.556506849 

0.01 0.02 83 0.009474886 0.565981735 

0.02 0.03 77 0.008789954 0.574771689 

0.03 0.04 88 0.010045662 0.584817352 

0.04 0.05 84 0.009589041 0.594406393 

0.05 0.06 80 0.00913242 0.603538813 

0.06 0.07 74 0.008447489 0.611986301 

0.07 0.08 79 0.009018265 0.621004566 

0.08 0.09 85 0.009703196 0.630707763 

0.09 0.1 85 0.009703196 0.640410959 

0.1 0.11 87 0.009931507 0.650342466 

0.11 0.12 106 0.012100457 0.662442922 

0.12 0.13 97 0.011073059 0.673515982 

0.13 0.14 62 0.007077626 0.680593607 

0.14 0.15 44 0.005022831 0.685616438 

0.15 0.16 41 0.004680365 0.690296804 

0.16 0.17 43 0.004908676 0.695205479 

0.17 0.18 37 0.004223744 0.699429224 

0.18 0.19 35 0.003995434 0.703424658 

0.19 0.2 43 0.004908676 0.708333333 

0.2 0.21 49 0.005593607 0.713926941 

0.21 0.22 65 0.007420091 0.721347032 

0.22 0.23 54 0.006164384 0.727511416 

0.23 0.24 50 0.005707763 0.733219178 

0.24 0.25 62 0.007077626 0.740296804 

0.25 0.26 63 0.007191781 0.747488584 

0.26 0.27 72 0.008219178 0.755707763 

0.27 0.28 50 0.005707763 0.761415525 

0.28 0.29 52 0.005936073 0.767351598 

0.29 0.3 42 0.004794521 0.772146119 

0.3 0.31 34 0.003881279 0.776027397 

0.31 0.32 24 0.002739726 0.778767123 

0.32 0.33 20 0.002283105 0.781050228 

0.33 0.34 43 0.004908676 0.785958904 

0.34 0.35 49 0.005593607 0.791552511 

0.35 0.36 38 0.0043379 0.795890411 

0.36 0.37 41 0.004680365 0.800570776 

0.37 0.38 51 0.005821918 0.806392694 

0.38 0.39 47 0.005365297 0.811757991 

0.39 0.4 59 0.00673516 0.818493151 

0.4 0.41 50 0.005707763 0.824200913 

0.41 0.42 68 0.007762557 0.83196347 

0.42 0.43 50 0.005707763 0.837671233 

0.43 0.44 32 0.003652968 0.841324201 

0.44 0.45 41 0.004680365 0.846004566 

0.45 0.46 29 0.003310502 0.849315068 

0.46 0.47 28 0.003196347 0.852511416 

0.47 0.48 36 0.004109589 0.856621005 

0.48 0.49 30 0.003424658 0.860045662 

0.49 0.5 50 0.005707763 0.865753425 

0.5 0.51 40 0.00456621 0.870319635 

0.51 0.52 49 0.005593607 0.875913242 

0.52 0.53 48 0.005479452 0.881392694 

 



  Παράρτηµα Α                                                                                                                                    161                       

 

 

 
0.53 0.54 56 0.006392694 0.887785388 

0.54 0.55 50 0.005707763 0.893493151 

0.55 0.56 47 0.005365297 0.898858447 

0.56 0.57 49 0.005593607 0.904452055 

0.57 0.58 40 0.00456621 0.909018265 

0.58 0.59 54 0.006164384 0.915182648 

0.59 0.6 61 0.00696347 0.922146119 

0.6 0.61 50 0.005707763 0.927853881 

0.61 0.62 57 0.006506849 0.934360731 

0.62 0.63 67 0.007648402 0.942009132 

0.63 0.64 61 0.00696347 0.948972603 

0.64 0.65 63 0.007191781 0.956164384 

0.65 0.66 52 0.005936073 0.962100457 

0.66 0.67 43 0.004908676 0.967009132 

0.67 0.68 61 0.00696347 0.973972603 

0.68 0.69 43 0.004908676 0.978881279 

0.69 0.7 40 0.00456621 0.983447489 

0.7 0.71 37 0.004223744 0.987671233 

0.71 0.72 23 0.002625571 0.990296804 

0.72 0.73 22 0.002511416 0.992808219 

0.73 0.74 21 0.00239726 0.995205479 

0.74 0.75 14 0.001598174 0.996803653 

0.75 0.76 10 0.001141553 0.997945205 

0.76 0.77 5 0.000570776 0.998515982 

0.77 0.78 3 0.000342466 0.998858447 

0.78 0.79 3 0.000342466 0.999200913 

0.79 0.8 4 0.000456621 0.999657534 

0.8 0.81 2 0.000228311 0.999885845 

0.81 0.82 0 0 0.999885845 

0.82 0.83 0 0 0.999885845 

0.83 0.84 1 0.000114155 1 

0.84 0.85 0 0 1 

 
 

Πίνακας Α.2: Οµαδοποίηση µετρήσεων Ηλιακής Ακτινοβολίας. 
Παρατηρήσεις 

Από Έως 

Συχνότητα 

Εµφάνισης 

Τιµές Συνάρτησης 

Πυκνότητας Πιθανότητας 

Τιµές Συνάρτησης 

Κατανοµής Πιθανότητας 

-0.01 0 25313 0.481601979 0.481601979 

0 0.01 1795 0.034151446 0.515753425 

0 0.01 27108 0.515753425 0.515753425 
0.01 0.02 988 0.018797565 0.534550989 

0.02 0.03 875 0.016647641 0.551198630 

0.03 0.04 718 0.013660578 0.564859209 

0.04 0.05 575 0.010939878 0.575799087 

0.05 0.06 501 0.009531963 0.585331050 

0.06 0.07 426 0.008105023 0.593436073 

0.07 0.08 439 0.008352359 0.601788432 

0.08 0.09 358 0.006811263 0.608599696 

0.09 0.1 387 0.007363014 0.615962709 

0.1 0.11 367 0.006982496 0.622945205 

0.11 0.12 335 0.006373668 0.629318874 

0.12 0.13 324 0.006164384 0.635483257 

0.13 0.14 333 0.006335616 0.641818874 

0.14 0.15 308 0.005859970 0.647678843 

0.15 0.16 340 0.006468798 0.654147641 

0.16 0.17 382 0.007267884 0.661415525 

0.17 0.18 325 0.006183409 0.667598935 

0.18 0.19 339 0.006449772 0.674048706 
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0.19 0.2 335 0.006373668 0.680422374 

0.2 0.21 303 0.005764840 0.686187215 

0.21 0.22 323 0.006145358 0.692332572 

0.22 0.23 305 0.005802892 0.698135464 

0.23 0.24 293 0.005574581 0.703710046 

0.24 0.25 280 0.005327245 0.709037291 

0.25 0.26 317 0.006031202 0.715068493 

0.26 0.27 277 0.005270167 0.720338661 

0.27 0.28 306 0.005821918 0.726160578 

0.28 0.29 268 0.005098935 0.731259513 

0.29 0.3 274 0.005213090 0.736472603 

0.3 0.31 284 0.005403349 0.741875951 

0.31 0.32 267 0.005079909 0.746955860 

0.32 0.33 243 0.004623288 0.751579148 

0.33 0.34 254 0.004832572 0.756411720 

0.34 0.35 233 0.004433029 0.760844749 

0.35 0.36 226 0.004299848 0.765144597 

0.36 0.37 263 0.005003805 0.770148402 

0.37 0.38 249 0.004737443 0.774885845 

0.38 0.39 261 0.004965753 0.779851598 

0.39 0.4 244 0.004642314 0.784493912 

0.4 0.41 243 0.004623288 0.789117199 

0.41 0.42 232 0.004414003 0.793531202 

0.42 0.43 240 0.004566210 0.798097412 

0.43 0.44 249 0.004737443 0.802834855 

0.44 0.45 211 0.004014460 0.806849315 

0.45 0.46 226 0.004299848 0.811149163 

0.46 0.47 223 0.004242770 0.815391933 

0.47 0.48 227 0.004318874 0.819710807 

0.48 0.49 252 0.004794521 0.824505327 

0.49 0.5 228 0.004337900 0.828843227 

0.5 0.51 267 0.005079909 0.833923135 

0.51 0.52 226 0.004299848 0.838222983 

0.52 0.53 210 0.003995434 0.842218417 

0.53 0.54 250 0.004756469 0.846974886 

0.54 0.55 211 0.004014460 0.850989346 

0.55 0.56 245 0.004661339 0.855650685 

0.56 0.57 246 0.004680365 0.860331050 

0.57 0.58 227 0.004318874 0.864649924 

0.58 0.59 221 0.004204718 0.868854642 

0.59 0.6 207 0.003938356 0.872792998 

0.6 0.61 197 0.003748097 0.876541096 

0.61 0.62 213 0.004052511 0.880593607 

0.62 0.63 210 0.003995434 0.884589041 

0.63 0.64 184 0.003500761 0.888089802 

0.64 0.65 192 0.003652968 0.891742770 

0.65 0.66 196 0.003729072 0.895471842 

0.66 0.67 183 0.003481735 0.898953577 

0.67 0.68 171 0.003253425 0.902207002 

0.68 0.69 211 0.004014460 0.906221461 

0.69 0.7 174 0.003310502 0.909531963 

0.7 0.71 161 0.003063166 0.912595129 

0.71 0.72 171 0.003253425 0.915848554 

0.72 0.73 192 0.003652968 0.919501522 

0.73 0.74 140 0.002663623 0.922165145 

0.74 0.75 168 0.003196347 0.925361492 

0.75 0.76 182 0.003462709 0.928824201 

0.76 0.77 165 0.003139269 0.931963470 

0.77 0.78 186 0.003538813 0.935502283 

0.78 0.79 173 0.003291476 0.938793760 
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0.79 0.8 185 0.003519787 0.942313546 

0.8 0.81 201 0.003824201 0.946137747 

0.81 0.82 219 0.004166667 0.950304414 

0.82 0.83 173 0.003291476 0.953595890 

0.84 0.85 179 0.003405632 0.960635464 

0.85 0.86 195 0.003710046 0.964345510 

0.86 0.87 157 0.002987062 0.967332572 

0.87 0.88 161 0.003063166 0.970395738 

0.88 0.89 192 0.003652968 0.974048706 

0.89 0.9 154 0.002929985 0.976978691 

0.9 0.91 171 0.003253425 0.980232116 

0.91 0.92 137 0.002606545 0.982838661 

0.92 0.93 134 0.002549467 0.985388128 

0.93 0.94 122 0.002321157 0.987709285 

0.94 0.95 131 0.002492390 0.990201674 

0.95 0.96 122 0.002321157 0.992522831 

0.96 0.97 104 0.001978691 0.994501522 

0.97 0.98 82 0.001560122 0.996061644 

0.98 0.99 65 0.001236682 0.997298326 

0.99 1 31 0.000589802 0.997888128 

1 1.01 35 0.000665906 0.998554033 

1.01 1.02 24 0.000456621 0.999010654 

1.02 1.03 9 0.000171233 0.999181887 

1.03 1.04 12 0.000228311 0.999410198 

1.04 1.05 4 0.000076104 0.999486301 

1.05 1.06 10 0.000190259 0.999676560 

1.06 1.07 5 0.000095129 0.999771689 

1.07 1.08 2 0.000038052 0.999809741 

1.08 1.09 3 0.000057078 0.999866819 

1.09 1.0 1 0.000019026 0.999885845 

1.1 1.11 3 0.000057078 0.999942922 

1.11 1.12 0 0.000000000 0.999942922 

1.12 1.13 1 0.000019026 0.999961948 

1.13 1.14 0 0.000000000 0.999961948 

1.14 1.15 0 0.000000000 0.999961948 

1.15 1.16 0 0.000000000 0.999961948 

1.16 1.17 0 0.000000000 0.999961948 

1.17 1.18 2 0.000038052 1.000000000 

1.18 1.19 0 0.000000000 1.000000000 

 

 
Πίνακας Α.3: Οµαδοποίηση µετρήσεων Ταχύτητας Ανέµου. 

Παρατηρήσεις ( /m s ) 

Από Έως 

Συχνότητα 

Εµφάνισης 

Τιµές Συνάρτησης Πυκνότητας 

Πιθανότητας 

Τιµές Συνάρτησης 

Κατανοµής Πιθανότητας 

0 1 1248 0.023744292 0.023744292 

1 2 2054 0.039079148 0.06282344 

2 3 3103 0.059037291 0.121860731 

3 4 4065 0.077340183 0.199200913 

4 5 3737 0.071099696 0.270300609 

5 6 3459 0.065810502 0.336111111 

6 7 2786 0.053006088 0.389117199 

7 8 2902 0.05521309 0.444330289 

8 9 2669 0.050780061 0.49511035 

9 10 2518 0.047907154 0.543017504 

10 11 2193 0.041723744 0.584741248 

11 12 2449 0.046594368 0.631335616 

12 13 2311 0.043968798 0.675304414 

13 14 2121 0.040353881 0.715658295 

14 15 1875 0.035673516 0.751331811 
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15 16 1596 0.030365297 0.781697108 

16 17 1570 0.029870624 0.811567732 

17 18 1555 0.029585236 0.841152968 

18 19 1432 0.027245053 0.868398021 

19 20 1117 0.021251903 0.889649924 

20 21 1263 0.02402968 0.913679604 

21 22 925 0.017598935 0.931278539 

22 23 775 0.014745053 0.946023592 

23 24 618 0.011757991 0.957781583 

24 25 693 0.013184932 0.970966514 

25 26 518 0.009855403 0.980821918 

26 27 355 0.006754186 0.987576104 

27 28 233 0.004433029 0.992009132 

28 29 159 0.003025114 0.995034247 

29 30 107 0.002035769 0.997070015 

30 31 58 0.001103501 0.998173516 

31 32 34 0.00064688 0.998820396 

32 33 27 0.000513699 0.999334094 

33 34 21 0.000399543 0.999733638 

34 35 12 0.000228311 0.999961948 

35 36 2 3.80518E-05 1 

 

 
Πίνακας Α.4: Οµαδοποίηση µετρήσεων Ωριαίου Φορτίου. 

Παρατηρήσεις 

Από Έως 

Συχνότητα 

Εµφάνισης 

Τιµές Συνάρτησης Πυκνότητας 

Πιθανότητας 

Τιµές Συνάρτησης 

Κατανοµής Πιθανότητας 

0 1000 0 0 0 

1000 2000 0 0 0 

2000 3000 0 0 0 

3000 4000 1 0.000114155 0.000114155 

4000 5000 0 0 0.000114155 

5000 6000 1 0.000114155 0.000228311 

6000 7000 0 0 0.000228311 

7000 8000 2 0.000228311 0.000456621 

8000 9000 1 0.000114155 0.000570776 

9000 10000 1 0.000114155 0.000684932 

10000 11000 2 0.000228311 0.000913242 

11000 12000 0 0 0.000913242 

12000 13000 0 0 0.000913242 

13000 14000 0 0 0.000913242 

14000 15000 0 0 0.000913242 

15000 16000 9 0.001027397 0.001940639 

16000 17000 78 0.00890411 0.010844749 

17000 18000 143 0.016324201 0.02716895 

18000 19000 134 0.015296804 0.042465753 

19000 20000 141 0.01609589 0.058561644 

20000 21000 140 0.015981735 0.074543379 

21000 22000 246 0.028082192 0.102625571 

22000 23000 255 0.029109589 0.13173516 

23000 24000 342 0.039041096 0.170776256 

24000 25000 344 0.039269406 0.210045662 

25000 26000 370 0.042237443 0.252283105 

26000 27000 357 0.040753425 0.29303653 

27000 28000 361 0.041210046 0.334246575 

28000 29000 305 0.034817352 0.369063927 

29000 30000 267 0.030479452 0.399543379 

30000 31000 301 0.034360731 0.43390411 

31000 32000 277 0.031621005 0.465525114 
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32000 33000 245 0.027968037 0.493493151 

33000 34000 236 0.026940639 0.52043379 

34000 35000 262 0.029908676 0.550342466 

35000 36000 203 0.023173516 0.573515982 

36000 37000 219 0.025 0.598515982 

37000 38000 207 0.023630137 0.622146119 

38000 39000 240 0.02739726 0.649543379 

39000 40000 250 0.028538813 0.678082192 

40000 41000 235 0.026826484 0.704908676 

41000 42000 192 0.021917808 0.726826484 

42000 43000 165 0.018835616 0.7456621 

43000 44000 155 0.017694064 0.763356164 

44000 45000 168 0.019178082 0.782534247 

45000 46000 119 0.013584475 0.796118721 

46000 47000 113 0.012899543 0.809018265 

47000 48000 133 0.015182648 0.824200913 

48000 49000 117 0.013356164 0.837557078 

49000 50000 115 0.013127854 0.850684932 

50000 51000 124 0.014155251 0.864840183 

51000 52000 98 0.011187215 0.876027397 

52000 53000 112 0.012785388 0.888812785 

53000 54000 101 0.01152968 0.900342466 

54000 55000 111 0.012671233 0.913013699 

55000 56000 125 0.014269406 0.927283105 

56000 57000 104 0.011872146 0.939155251 

57000 58000 85 0.009703196 0.948858447 

58000 59000 79 0.009018265 0.957876712 

59000 60000 65 0.007420091 0.965296804 

60000 61000 57 0.006506849 0.971803653 

61000 62000 57 0.006506849 0.978310502 

62000 63000 23 0.002625571 0.980936073 

63000 64000 29 0.003310502 0.984246575 

64000 65000 23 0.002625571 0.986872146 

65000 66000 31 0.003538813 0.990410959 

66000 67000 31 0.003538813 0.993949772 

67000 68000 13 0.001484018 0.99543379 

68000 69000 12 0.001369863 0.996803653 

69000 70000 7 0.000799087 0.99760274 

70000 71000 7 0.000799087 0.998401826 

71000 72000 9 0.001027397 0.999429224 

72000 73000 3 0.000342466 0.999771689 

73000 74000 1 0.000114155 0.999885845 

74000 75000 1 0.000114155 1 

75000 76000 0 0 1 

 

 
Πίνακας Α.5: Πίνακας Σφαλµάτων – Επεξεργασίας των Μετρήσεων generalized extreme value. 

Παρατηρήσεις 

Από Έως 

Συχνότητα Εµφάνισης 

Πραγµατικών 

∆εδοµένων 

Generalized 

extreme 

Value 

Σφάλµα 
Σχετικό   

Σφάλµα 

Τετραγωνικό 

Σφάλµα 

0 0.02 4684 887 3797 0.332191781 0.110351379 

0.02 0.04 266 233 33 -0.02283105 0.000521257 

0.04 0.06 180 124 56 -0.007762557 6.02573E-05 

0.06 0.08 145 82 63 -0.00216895 4.70434E-06 

0.08 0.1 125 60 65 0.000570776 3.25786E-07 

0.1 0.12 118 47 71 0.002739726 7.5061E-06 

0.12 0.14 109 39 70 0.003538813 1.25232E-05 

0.14 0.16 108 32 76 0.005022831 2.52288E-05 

0.16 0.18 118 28 90 0.007077626 5.00928E-05 

0.18 0.2 112 24 88 0.007305936 5.33767E-05 
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0.2 0.22 104 22 82 0.006849315 4.69131E-05 

0.22 0.24 100 19 81 0.007077626 5.00928E-05 

0.24 0.26 99 18 81 0.007191781 5.17217E-05 

0.26 0.28 97 16 81 0.007420091 5.50578E-05 

0.28 0.3 90 15 75 0.006849315 4.69131E-05 

0.3 0.32 92 14 78 0.007305936 5.33767E-05 

0.32 0.34 83 13 70 0.006506849 4.23391E-05 

0.34 0.36 76 12 64 0.005936073 3.5237E-05 

0.36 0.38 85 11 74 0.007191781 5.17217E-05 

0.38 0.4 84 11 73 0.007077626 5.00928E-05 

0.4 0.42 79 10 69 0.00673516 4.53624E-05 

0.42 0.44 81 9 72 0.007191781 5.17217E-05 

0.44 0.46 73 9 64 0.006278539 3.942E-05 

0.46 0.48 75 9 66 0.006506849 4.23391E-05 

0.48 0.5 80 8 72 0.007305936 5.33767E-05 

0.5 0.52 82 8 74 0.007534247 5.67649E-05 

0.52 0.54 77 7 70 0.007191781 5.17217E-05 

0.54 0.56 76 7 69 0.007077626 5.00928E-05 

0.56 0.58 79 7 72 0.007420091 5.50578E-05 

0.58 0.6 71 7 64 0.006506849 4.23391E-05 

0.6 0.62 68 6 62 0.006392694 4.08665E-05 

0.62 0.64 66 6 60 0.006164384 3.79996E-05 

0.64 0.66 65 6 59 0.006050228 3.66053E-05 

0.66 0.68 59 6 53 0.005365297 2.87864E-05 

0.68 0.7 64 6 58 0.005936073 3.5237E-05 

0.7 0.72 55 5 50 0.005136986 2.63886E-05 

0.72 0.74 55 5 50 0.005136986 2.63886E-05 

0.74 0.76 58 5 53 0.005479452 3.00244E-05 

0.76 0.78 58 5 53 0.005479452 3.00244E-05 

0.78 0.8 60 5 55 0.005707763 3.25786E-05 

0.8 0.82 70 5 65 0.006849315 4.69131E-05 

0.82 0.84 61 5 56 0.005821918 3.38947E-05 

0.84 0.86 62 5 57 0.005936073 3.5237E-05 

0.86 0.88 53 4 49 0.005136986 2.63886E-05 

0.88 0.9 58 4 54 0.005707763 3.25786E-05 

0.9 0.92 51 4 47 0.004908676 2.40951E-05 

0.92 0.94 43 4 39 0.003995434 1.59635E-05 

0.94 0.96 42 4 38 0.003881279 1.50643E-05 

0.96 0.98 31 4 27 0.002625571 6.89362E-06 

0.98 1 16 4 12 0.000913242 8.34011E-07 

1 1.02 10 4 6 0.000228311 5.21257E-08 

1.02 1.04 3 4 -1 -0.000570776 3.25786E-07 

1.04 1.06 2 4 -2 -0.000684932 4.69131E-07 

1.06 1.08 1 4 -3 -0.000799087 6.3854E-07 

1.08 1.1 1 4 -3 -0.000799087 6.3854E-07 

1.1 1.12 0 4 -4 -0.000913242 8.34011E-07 

1.12 1.14 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

1.14 1.16 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

1.16 1.18 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

1.18 1.2 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

1.2 1.22 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

1.22 1.24 0 23 -23 -0.005251142 2.75745E-05 

1.24 1.26 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

1.26 1.28 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

1.28 1.3 0 3 -3 -0.000684932 4.69131E-07 

ΑΘΡΟΙΣΜΑTA 8760 1843 6413 MSE 0.00280958 
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Πίνακας Α.6: Υπολογισµός MSE για την προσέγγιση Nakagami. 
Παρατηρήσεις 

Από Έως 

Συχνότητα Εµφάνισης 

Πραγµατικών 

∆εδοµένων 

Nakagami Σφάλµα 
Σχετικό   

Σφάλµα 

Τετραγωνικό 

Σφάλµα 

0 0.05 318 260 58 0.014229637 0.000202483 

0.05 0.1 411 298 113 0.027723258 0.000768579 

0.1 0.15 274 312 -38 -0.009322866 8.69158E-05 

0.15 0.2 262 315 -53 -0.013002944 0.000169077 

0.2 0.25 258 310 -52 -0.012757605 0.000162756 

0.25 0.3 228 300 -72 -0.017664377 0.00031203 

0.3 0.35 224 285 -61 -0.014965653 0.000223971 

0.35 0.4 219 267 -48 -0.011776251 0.00013868 

0.4 0.45 214 247 -33 -0.008096173 6.5548E-05 

0.45 0.5 226 225 1 0.000245339 6.0191E-08 

0.5 0.55 169 202 -33 -0.008096173 6.5548E-05 

0.55 0.6 184 179 5 0.001226693 1.50478E-06 

0.6 0.65 184 157 27 0.006624141 4.38792E-05 

0.65 0.7 154 135 19 0.004661433 2.1729E-05 

0.7 0.75 128 115 13 0.003189401 1.01723E-05 

0.75 0.8 183 97 86 0.021099117 0.000445173 

0.8 0.85 153 81 72 0.017664377 0.00031203 

0.85 0.9 134 66 68 0.016683023 0.000278323 

0.9 0.95 96 54 42 0.01030422 0.000106177 

0.95 1 47 43 4 0.000981354 9.63056E-07 

1 1.05 9 34 -25 -0.006133464 3.76194E-05 

1.05 1.1 0 27 -27 -0.006624141 4.38792E-05 

1.1 1.15 0 20 -20 -0.004906771 2.40764E-05 

1.15 1.2 0 16 -16 -0.003925417 1.54089E-05 

1.2 1.25 0 12 -12 -0.002944063 8.66751E-06 

1.25 1.3 0 9 -9 -0.002208047 4.87547E-06 

1.3 1.35 0 6 -6 -0.001472031 2.16688E-06 

1.35 1.4 0 5 -5 -0.001226693 1.50478E-06 

1.4 1.45 0 3 -3 -0.000736016 5.41719E-07 

1.45 1.5 0 2 -2 -0.000490677 2.40764E-07 

1.5 1.55 0 2 -2 -0.000490677 2.40764E-07 

1.55 1.6 0 1 -1 -0.000245339 6.0191E-08 

1.6 1.65 0 1 -1 -0.000245339 6.0191E-08 

1.65 1.7 0 1 -1 -0.000245339 6.0191E-08 

1.7 1.75 0 0 0 0 0 

1.75 1.8 0 0 0 0 0 

1.8 1.85 0 0 0 0 0 

1.85 1.9 0 0 0 0 0 

1.9 1.95 0 0 0 0 0 

1.95 2 0 0 0 0 0 

2 2.05 0 0 0 0 0 

2.05 2.1 0 0 0 0 0 

0 0.05 318 260 58 0.014229637 0.000202483 

0.05 0.1 411 298 113 0.027723258 0.000768579 

0.1 0.15 274 312 -38 -0.009322866 8.69158E-05 

0.15 0.2 262 315 -53 -0.013002944 0.000169077 

0.2 0.25 258 310 -52 -0.012757605 0.000162756 

0.25 0.3 228 300 -72 -0.017664377 0.00031203 

0.3 0.35 224 285 -61 -0.014965653 0.000223971 

0.35 0.4 219 267 -48 -0.011776251 0.00013868 

0.4 0.45 214 247 -33 -0.008096173 6.5548E-05 

0.45 0.5 226 225 1 0.000245339 6.0191E-08 

0.5 0.55 169 202 -33 -0.008096173 6.5548E-05 

0.55 0.6 184 179 5 0.001226693 1.50478E-06 

0.6 0.65 184 157 27 0.006624141 4.38792E-05 

0.65 0.7 154 135 19 0.004661433 2.1729E-05 
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0.7 0.75 128 115 13 0.003189401 1.01723E-05 

0.75 0.8 183 97 86 0.021099117 0.000445173 

0.8 0.85 153 81 72 0.017664377 0.00031203 

0.85 0.9 134 66 68 0.016683023 0.000278323 

0.9 0.95 96 54 42 0.01030422 0.000106177 

0.95 1 47 43 4 0.000981354 9.63056E-07 

1 1.05 9 34 -25 -0.006133464 3.76194E-05 

1.05 1.1 0 27 -27 -0.006624141 4.38792E-05 

1.1 1.15 0 20 -20 -0.004906771 2.40764E-05 

1.15 1.2 0 16 -16 -0.003925417 1.54089E-05 

1.2 1.25 0 12 -12 -0.002944063 8.66751E-06 

1.25 1.3 0 9 -9 -0.002208047 4.87547E-06 

1.3 1.35 0 6 -6 -0.001472031 2.16688E-06 

1.35 1.4 0 5 -5 -0.001226693 1.50478E-06 

1.4 1.45 0 3 -3 -0.000736016 5.41719E-07 

1.45 1.5 0 2 -2 -0.000490677 2.40764E-07 

1.5 1.55 0 2 -2 -0.000490677 2.40764E-07 

1.55 1.6 0 1 -1 -0.000245339 6.0191E-08 

1.6 1.65 0 1 -1 -0.000245339 6.0191E-08 

1.65 1.7 0 1 -1 -0.000245339 6.0191E-08 

1.7 1.75 0 0 0 0 0 

1.75 1.8 0 0 0 0 0 

1.8 1.85 0 0 0 0 0 

1.85 1.9 0 0 0 0 0 

1.9 1.95 0 0 0 0 0 

1.95 2 0 0 0 0 0 

2 2.05 0 0 0 0 0 

2.05 2.1 0 0 0 0 0 

ΑΘΡΟΙΣΜΑTA 4075 4087 -12 -0.002944063 0.003555002 
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Παράρτηµα Β 
 

 

Β1. Day.m 
 

% Πρόγραµµα Υπολογισµού παραµέτρων Παραµετρικού Μοντέλου Μ1 (περίπτωση            

%   ηµερήσιων µετρήσεων)  
 

run('c:\data_photovolt.m'); 

 

%Katanomi F(x;m,w) NAKAGAMI 

m=0.339032; 

w=20.7236; 

%Katanomi G(y;a,b) WEIBULL 

a=11.5754; 

b=1.567; 

%Katanomi H(z;L,k) INVERSE GAUSSIAN 

L=29.3468; 

k=3.5474; 

%Oikogeneia Parametrikwn Polimetavlitwn Protipwn M1 (Kef.5 - sel. 104) 

%Voithitikes Posotites 

       

   for j1=1:50 

       j1 

                     

       dd(j1)=j1; 

         

       d_12=1+0.6*46; 

       d_23=1+0.4*42; 

       d_13=1+0.4*40; 

         

       n_1=0; 

       n_2=0; 

       n_3=0.4*j1; 

         

       th=1+0.5*24; 

         

       LNT=0; 

  

       for kk=1:max(size(day1)) 

                  

           x=day1(kk,1); 

           y=day1(kk,2); 

           z=day1(kk,3); 

                  

           F=gammainc(x^2*(m/w),m);   

           G=1-exp(-((y/a)^b));                    

H=erf((sqrt(L/z)*(zk)/k)/sqrt(2))/2+1/2+exp(2*L/k)*(erf((sqrt(L/z)*(

-z-k)/k)/sqrt(2))/2+1/2); 
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            help_F=((-log(F))^th)/(n_1+2); 

            help_G=((-log(G))^th)/(n_2+2); 

            help_H=((-log(H))^th)/(n_3+2); 

  

%Apo koinou S.P.P. gia to M1 

     

 

Q_1=(((((help_F)^d_12)+((help_G)^d_12))^(1/d_12)+(((help_G)^d_23)+...                  

((help_H)^d_23))^(1/d_23)+(((help_F)^d_13)+((help_H)^d_13))^(1/d_13)+...                  

+(n_1*help_F)+(n_2*help_G)+(n_3*help_H))^(1/th)); 

               

LNT=LNT+Q_1; 

  

       end 

   LNT; 

   ID(j1)=LNT/1000; 

   end 

         

plot(ID) 

 

 

Β2. Error.m 
 

%  Πρόγραµµα Υπολογισµού Σφαλµάτων και συνολικού Σφάλµατος  

 

run('C:\Program Files\MATLAB\R2006b\work\taksinomisi_se_koutakia.m'); 

  

for ss=1:120 

 %Katanomi F(x;m,w) NAKAGAMI 

m=0.339032; 

w=20.7236; 

 %Katanomi G(y;a,b) WEIBULL 

a=12.3612; 

b=1.7070; 

 %Katanomi H(z;L,k) INVERSE GAUSSIAN 

L=35.8965; 

k=3.6699; 

 %Orismos statherwn polidiastatis sinartisis piknotitas pithanotitas 

 d_12=18; %kaliteri timi 146.25, th=72 me error=4.7742 

   

 d_23=19; 

 d_13=8.6; 

  

n_1=0; 

n_2=0; 

n_3=0; 

  

 th=ss;  %23  error=6.498 

gth(ss)=th; 
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 xx=0.001:1.28272021:9.0; 

yy=0.44:4.25625:32.49; 

zz=0.58:0.885:7.0; 

xx; 

yy; 

zz; 

  

   for n1_max=1:length(xx) 

       for n2_max=1:length(yy) 

           for n3_max=1:length(zz) 

               % 3 for-loops gia na perasoume ola ta koutakia pou einai 

               % sinolika 8x8x8= 512 

  

               %ORISMOS (MEGISTHS K) ELAXISTHS TIMHS "KOUTIOY" 

  

                x_min=xx(n1_max); 

                y_min=yy(n2_max); 

                z_min=zz(n3_max); 

 

                % ORISMOS SINARTHSHS Q222--------------------------------- 

                F=gammainc(x_min^2*(m/w),m); 

                G=1-exp(-((y_min/a)^b)); 

                H=erf((sqrt(L/z_min)*(z_min-

k)/k)/sqrt(2))/2+1/2+exp(2*L/k)*(erf((sqrt(L/z_min)*(-z_min-k)/k)/sqrt(2))/2+1/2); 

  

                help_F=((-log(F))^th)/(n_1+2); 

                help_G=((-log(G))^th)/(n_2+2); 

                help_H=((-log(H))^th)/(n_3+2); 

  

%                  Q222=F*G*H; 

  

                Q222=exp(-((((help_F)^d_12)+((help_G)^d_12))^(1/d_12)+... 

                     (((help_G)^d_23)+((help_H)^d_23))^(1/d_23)+... 

                     (((help_F)^d_13)+((help_H)^d_13))^(1/d_13)+... 

                     (n_1*help_F)+(n_2*help_G)+(n_3*help_H))^(1/th)); 

   

                  % ORISMOS SINARTHSHS Q - c1--------------------------------- 

  

                            Q(n1_max,n2_max,n3_max)=Q222; 

                            if (Q(n1_max,n2_max,n3_max)>=0.00001) 

                            pantelis=(Q(n1_max,n2_max,n3_max)-

c1(n1_max,n2_max,n3_max))/Q(n1_max,n2_max,n3_max); 

                            Errr(n1_max,n2_max,n3_max)=pantelis^2; 

                            else 

                                Errr(n1_max,n2_max,n3_max)=0; 

                            end 

           end 

       end 

   end 
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Q; 

c1; 

Errr; 

   

sfalma(ss)= sqrt(sum(sum(sum(Errr)))); 

  

end 

  

plot(gth,sfalma); 
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