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Περίληψη 
 

 
Σκοπός αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η µελέτη των LDPC (Low-Density 
parity-check) κωδίκων και η ανάπτυξη προσοµοιωτή για την εκτίµηση της επίδοσης 
τους. Έτσι, γίνεται αρχικά µια γενική παρουσίαση των τεχνικών κωδικοποίησης 
καναλιού καθώς και της µεθοδολογίας της προσοµοίωσης. Στη συνέχεια, αναλύουµε 
τη διαδικασία µοντελοποίησης του τηλεπικοινωνιακού συστήµατος που θα 
προσοµοιωθεί κάνοντας εκτενή ανάλυση στο κοµµάτι της LDPC κωδικοποίησης και 
αποκωδικοποίησης. Παράλληλα, δίνουµε ιδιαίτερη έµφαση στις τεχνικές 
διαµόρφωσης και στον τύπο του τηλεπικοινωνιακού διαύλου. Ο κύριος στόχος της 
εργασίας επιτυγχάνεται στο κεφάλαιο 5, όπου παρουσιάζονται τα αποτελέσµατα της 
προσοµοίωσης µας. Με βάση αυτά τα αποτελέσµατα, εξάγουµε χρήσιµα 
συµπεράσµατα για τους LDPC κώδικες ενώ µελετάται σε βάθος η επίδοση τους 
συναρτήσει των διάφορων τεχνικών διαµόρφωσης και των διάφορων τύπων διαύλου. 
Επιπλέον, γίνεται αναφορά στις εφαρµογές των LDPC κωδίκων σε ασύρµατα 
συστήµατα επικοινωνιών νέας γενιάς και καταδεικνύεται γενικότερα η σηµασία τους 
στις σύγχρονες τηλεπικοινωνίες. Τέλος, γίνεται σύνοψη της συµβολής αυτής της 
εργασίας και προτείνονται κατευθύνσεις για µελλοντική επέκταση της. Είναι άλλωστε 
κοινά αποδεκτό ότι οι LDPC κώδικες αφορούν και το παρόν αλλά και το µέλλον των 
τηλεπικοινωνιών. 
 
 
 
 
 
 
Λέξεις – κλειδιά: LDPC, Κώδικας καναλιού, Κινητές Επικοινωνίες, ∆ορυφορικές 
Επικοινωνίες, BER, Προσοµοίωση, Matlab 
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Abstract 

 
 

The aim of this thesis is to study and evaluate by simulation the perfomance of Low-
Density parity-check (LDPC) codes. First of all, we present in general the channel 
coding techniques and we examine the procedure of simulation. In addition, we 
analyze the modelization of the communication system that it will be simulated. From 
the parts of this communication system, an extended reference is made to LDPC 
codes and their decoding algorithms. We also emphasize the different modulation 
techniques and the different channel types. Our main goal is achieved in chapter 5, 
where we present the simulation results. Based on these results, we make useful 
conclusions about characteristics of LDPC codes and we study in depth how their 
performance is influenced by the modulation schema that is used and by the channel 
type. Moreover, we mention the applications of LDPC codes in next generation 
wireles communications systems and we explain why they are attracting much 
attention these days. Finally, we summarize the contribution of this thesis and we 
offer suggestions on the expansion of this project and on future research.  
 
 
 
 
 
 
Key words: LDPC, Channel coding, Mobile Communications, Satellite 
Communications, BER, Simulation, Matlab 
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1 Εισαγωγή 
 

1.1 Γενική Περιγραφή 
 
Με τον όρο κωδικοποίηση καναλιού (channel coding) αναφερόµαστε στη 

διαδικασία κατά την οποία το αρχικό σήµα πληροφορίας µετασχηµατίζεται σε 
κωδικοποιηµένο σήµα, µε στόχο να αντιµετωπιστούν καλύτερα οι διάφορες 
επιβαρύνσεις που εισάγει ο τηλεπικοινωνιακός δίαυλος, όπως θόρυβος, παρεµβολές 
και διαλείψεις. Αδιαµφισβήτητα, οι επιβαρύνσεις αυτές είναι εντονότερες σε 
ασύρµατα συστήµατα επικοινωνιών. Η προαναφερθείσα διαδικασία κωδικοποίησης 
λαµβάνει χώρα στον ποµπό του τηλεπικοινωνιακού συστήµατος και ακολουθείται 
από την αντίστοιχη διαδικασία αποκωδικοποίησης που λαµβάνει χώρα στο δέκτη.  
Η κωδικοποίηση καναλιού απαντάται µόνο σε ψηφιακά τηλεπικοινωνιακά 

συστήµατα και είναι ένας από τους λόγους υπεροχής των ψηφιακών έναντι των 
αναλογικών συστηµάτων, καθώς µπορεί να προσφέρει αυξηµένη ποιότητα στο 
τηλεπικοινωνιακό σύστηµα. Αυτή η αυξηµένη ποιότητα έχει και το κόστος της, το 
οποίο µπορεί να είναι για παράδειγµα αύξηση του απαιτούµενου εύρους ζώνης 
συχνοτήτων. Συγκρίνοντας όµως την κωδικοποίηση καναλιού µε άλλες τεχνικές 
βελτίωσης της ποιότητας του συστήµατος, όπως χρήση ποµποδεκτών µεγαλύτερης 
ισχύος, διαπιστώνεται ότι η κωδικοποίηση είναι από τις πλέον αποδοτικές και 
οικονοµικές λύσεις, κυρίως χάρη στην εξέλιξη στον τοµέα των ολοκληρωµένων 
κυκλωµάτων µεγάλης κλίµακας (LSI) και στις τεχνικές επεξεργασίας ψηφιακών 
σηµάτων (DSP). 
Ειδικά µάλιστα σε επικοινωνιακά συστήµατα νέας γενιάς, π.χ. σε δορυφορικά 

δίκτυα υπολογιστών, όπου απαιτείται πολύ µικρό ποσοστό λαθών η κωδικοποίηση 
καναλιού θεωρείται απαραίτητη και η ανάλυση γίνεται για το ποια συγκεκριµένη 
τεχνική κωδικοποίησης θα χρησιµοποιηθεί λαµβάνοντας υπόψη τα χαρακτηριστικά 
και τις απαιτήσεις του συστήµατος. 
Πιο παραστατικά τώρα, δίνουµε το παρακάτω γενικό σχήµα για τις διαδικασίες 

κωδικοποίησης / αποκωδικοποίησης: 
 

 
Σχήµα 1.1 Η διαδικασία κωδικοποίησης και αποκωδικοποίησης 
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Όσον αφορά τώρα τη φάση κατά την οποία πραγµατοποιούνται οι εν λόγω 
διαδικασίες στον ποµπό και στον δέκτη, παραθέτουµε το παρακάτω αναλυτικό µπλοκ 
διάγραµµα ενός γενικού ψηφιακού τηλεπικοινωνιακού συστήµατος 

 

 
                      Σχήµα 1.2 Γενικό µπλοκ διάγραµµα ψηφιακού τηλεπικοινωνιακού συστήµατος 

 
Σε αυτό το σηµείο να τονίσουµε ότι στο εξής ο όρος κωδικοποίηση θα αναφέρεται 

µόνο στην κωδικοποίηση καναλιού προς αποφυγή σύγχυσης µε άλλου είδους 
κωδικοποιήσεις, όπως κωδικοποίηση πηγής (source coding). 
 

1.2 Γενική Κατηγοριοποίηση Τεχνικών Κωδικοποίησης Καναλιού 
 
Η πιο γενική κατηγοριοποίηση µεταξύ των τεχνικών κωδικοποίησης καναλιού 

συνίσταται στο διαχωρισµό τους σε κωδικοποιήσεις κυµατοµορφών (waveform 
coding) και κωδικοποιήσεις δοµηµένων ακολουθιών (structured sequences) ή αλλιώς 
δοµηµένου πλεονασµού (structured redundancy). Στην πρώτη κατηγορία, έχουµε 
µετατροπή των κυµατοµορφών σε νέες κυµατοµορφές µε στόχο η διαδικασία 
εκτίµησης σήµατος στο δέκτη να έχει πιθανοτικά λιγότερα λάθη. Στη δεύτερη 
κατηγορία, έχουµε εισαγωγή στα αρχικά δεδοµένα (αρχικά bits) επιπλέον δεδοµένων 
(επιπλέον bits). Μετά την εισαγωγή µε δοµηµένο τρόπο των επιπλέον bits παίρνουµε 
το κωδικοποιηµένο µήνυµα, που θα είναι και το µήνυµα που θα µεταδοθεί πάνω από 
το δίαυλο. Τα επιπλέον αυτά bits συνεισφέρουν στον εντοπισµό ή και τη διόρθωση 
σφαλµάτων, που εισάγονται από το δίαυλο, κατά τη φάση αποκωδικοποίησης στο 
δέκτη. Κοινό σηµείο και των δύο κατηγοριών είναι ότι η διαδικασία κωδικοποίησης 
παράγει κωδικοποιηµένα σήµατα µε καλύτερες ιδιότητες απόστασης ανάµεσας τους 
σε σχέση µε τα ακωδικοποίητα. Η έννοια της απόστασης χρησιµοποιείται εδώ όπως 
αυτή ορίζεται στη θεωρία Πληροφορίας. Στο Σχήµα 1.3 φαίνεται αυτός ο αρχικός 
διαχωρισµός ανάµεσα στις τεχνικές κωδικοποίησης. 
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Σχήµα 1.3 Γενικός διαχωρισµός τεχνικών κωδικοποίησης 

 
Στην εργασία αυτή, το βάρος θα δοθεί στη µελέτη κωδικοποίησης µε δοµηµένες 

ακολουθίες ή αλλιώς µε δοµηµένο πλεονασµό. Μάλιστα, οι LDPC (Low-density 
parity check) κώδικες που θα αποτελέσουν και το κύριο αντικείµενο µελέτης ανήκουν 
στην υπο-κατηγορία Block (συµπαγών) κωδίκων (βλ. Σχήµα 1.3). 
 
 
 
 
 
 

1.3 Οργάνωση της εργασίας 
 
Η εργασία θα ακολουθήσει την παρακάτω δοµή: 
 

• Κεφάλαιο 2: Παρουσίαση βασικών χαρακτηριστικών των τεχνικών 
κωδικοποίησης καναλιού. Έµφαση στη µελέτη γραµµικών συµπαγών 
κωδίκων αλλά και στον τρόπο αξιολόγησης των σχηµάτων κωδικοποίησης 
γενικότερα. 

• Κεφάλαιο 3:  Θεωρητική ανάλυση της προσοµοιωτικής διαδικασίας. Βήµα 
προς βήµα η διαδικασία µοντελοποίησης του τηλεπικοινωνιακού συστήµατος 
που επιθυµούµε να προσοµοιώσουµε µε απώτερο στόχο τη µελέτη επίδοσης 
LDPC κωδίκων. 

• Κεφάλαιο 4:  Εκτενής παρουσίαση των LDPC κωδίκων. Ανάλυση των 
διαδικασιών κωδικοποίησης / αποκωδικοποίησης τους. 

• Κεφάλαιο 5: Παρουσίαση και σχολιασµός των αποτελεσµάτων της 
προσοµοίωσης µας. ∆ίνεται ιδιαίτερη έµφαση στην εξαγωγή συµπερασµάτων 
σχετικά µε την επίδοση LDPC κώδικα συναρτήσει παραγόντων που αφορούν 
εσωτερικά χαρακτηριστικά του κώδικα και συναρτήσει εξωτερικών 
παραγόντων, όπως ο τύπος διαύλου και το σχήµα διαµόρφωσης. 

• Κεφάλαιο 6:  Παρουσίαση των κυριότερων εφαρµογών των LDPC κωδίκων 
στην αιχµή της τεχνολογίας. Νύξη για τα τρέχοντα ερευνητικά ζητήµατα γύρω 
από τους LDPC κώδικες. 

• Κεφάλαιο 7:  Σύνοψη των πεδίων συµβολής της εργασίας και προτάσεις για 
µελλοντική έρευνα. 
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2 Τεχνικές Κωδικοποίησης Καναλιού 
 
   
 

2.1 Γενικά 
 
Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε τα βασικά χαρακτηριστικά των τεχνικών 

κωδικοποίησης καναλιού. Όπως αναφέρθηκε και στο προηγούµενο κεφάλαιο,  η 
ανάλυση µας θα επικεντρωθεί στην κωδικοποίηση µε δοµηµένο πλεονασµό. Έχει ήδη 
αναφερθεί ότι στόχος της κωδικοποίησης καναλιού είναι η όσο το δυνατόν καλύτερη 
αντιµέτωπιση των σφαλµάτων που εισάγει ο δίαυλος πάνω στο µεταδιδόµενο σήµα. 
Πάνω σε αυτή τη βασική αρχή υπάρχουν δύο µεγάλες κατηγορίες όσον αφορά τον 
τρόπο αντιµετώπισης – ελέγχου των λαθών. Στην πρώτη κατηγορία, εντάσσουµε τη 
µέθοδο κατά την οποία γίνεται εντοπισµός των λαθών και επανεκποµπή (error 
detection and retransmission). Αναλυτικότερα, προστίθενται στα αρχικά bits 
πληροφορίας bits ισοτιµίας (parity bits) που καθιστούν δυνατό τον εντοπισµό 
πιθανών λαθών. Σε περίπτωση εντοπισµού λάθους ή λαθών, ο δέκτης δεν κάνει 
προσπάθεια διόρθωσης τους αλλά στέλνει στον ποµπό αίτηση επανεκποµπής των 
δεδοµένων που ελήφθησαν εµπεριέχοντας λάθη. Από την παραπάνω περιγραφή 
γίνεται κατανοητό ότι η µέθοδος ‘error detection and retransmission’ (στη συνέχεια 
θα τη συναντήσουµε ως ARQ) απαιτεί διαθεσιµότητα αµφίδροµου καναλιού. Η 
δεύτερη µεγάλη κατηγορία ελέγχου λαθών είναι η πρόσθια διόρθωση λαθών (forward 
error correction, FEC). Σε αυτή την περίπτωση, τα επιπλέον bits γνωστά και ως bits 
ισοτιµίας, σχεδιάζονται έτσι ώστε όχι µόνο να εντοπίζουν τυχόν σφάλµατα αλλά να 
τα διορθώνουν κιόλας. Να τονίσουµε βέβαια ότι ένας κώδικας δεν µπορεί να 
διορθώσει γενικά όλα τα σφάλµατα, καθώς υπάρχουν περιορισµοί στη λεγόµενη 
διορθωτική ικανότητα του όπως θα δούµε στη συνέχεια. Στα συστήµατα που 
χρησιµοποιούν FEC βλέπουµε ότι δεν στέλνονται δεδοµένα από το δέκτη στον 
ποµπό, δεν υπάρχει δηλαδή ανάγκη διαθεσιµότητας καναλιού ανάδρασης αλλά αρκεί 
µονόδροµο κανάλι. Επειδή πολλές φορές η µέθοδος ελέγχου σφαλµάτων που θα 
χρησιµοποιηθεί, εξαρτάται από το αν το κανάλι δίνει τη δυνατότητα αµφίδροµης 
επικοινωνίας ή όχι κρίνεται σκόπιµη η αναλυτικότερη παρουσίαση των διαφόρων 
τύπων καναλιού όσον αφορά το εν λόγω ζήτηµα. 
 

2.1.1 Τύποι σύνδεσης τερµατικών 
 
Σε συνέχεια της προηγούµενης ανάλυσης, παραθέτουµε τους βασικούς τρόπους 

συνδετικότητας µεταξύ τερµατικών σταθµών. Όπως φαίνεται και στο Σχήµα 2.1 
έχουµε τρεις βασικούς τύπους καναλιού σε σχέση µε τη σύνδεση δύο τερµατικών: 
µονόδροµο (simplex), ηµι-αµφίδροµο (half-duplex) και πλήρως αµφίδροµο (full 
duplex). Στην περίπτωση µονόδροµου καναλιού (Σχήµα 2.1a) δεδοµένα στέλνονται 
µόνο από το τερµατικό Α προς το Β και ποτέ κατά την αντίθετη κατεύθυνση. Ηµι-
αµφίδροµο κανάλι (Σχήµα 2.1b)  σηµαίνει ότι δεδοµένα µπορούν να στέλνονται και 
προς τις δύο κατευθύνσεις, όχι όµως ταυτόχρονα. Τέλος, το πλήρως αµφίδροµο 
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κανάλι (Σχήµα 2.1c) παρέχει τη δυνατότητα ταυτόχρονης αµφίδροµης ανταλλαγής 
δεδοµένων.   
 

 
Σχήµα 2.1 Τύποι συνδετικότητας. (a) Μονόδροµο κανάλι. (b)  Ηµι-αµφίδροµο κανάλι.  (c) Πλήρως 
αµφίδροµο κανάλι 

 

2.2 Αυτόµατη αίτηση επανάληψης (ARQ) 
 
Όταν η διαδικασία ελέγχου σφαλµάτων συνίσταται µόνο στον εντοπισµό τους και 

όχι και στη διόρθωση τους, τότε υπάρχει ανάγκη να σταλεί από το δέκτη στον ποµπό 
ειδοποίηση για το εντοπισµένο σφάλµα και ενηµέρωση ότι απαιτείται επανεκποµπή. 
Τέτοιες µέθοδοι είναι ευρέως γνωστές ως µέθοδοι αυτόµατης αίτησης επανάληψης 
(automatic repeat request) ή αυτόµατης αίτησης επανεκποµπής (automatic 
retransmission query, ARQ). Η γενική λειτουργία ARQ συστηµάτων απεικονίζεται 
στο Σχήµα 2.2. 
Συνοπτικά µπορούµε να πούµε ότι µετά την δηµιουργία νέου κωδικοποιηµένου 

διανύσµατος, αυτό αποθηκεύεται πρώτα σε έναν buffer και ύστερα µεταδίδεται µέσω 
του καναλιού. Το κανάλι όπως γνωρίζουµε εισάγει θόρυβο, ο οποίος είναι δυνατόν να 
αλλοιώσει το αρχικό διάνυσµα. Έτσι, γίνεται έλεγχος από τον αποκωδικοποιητή στο 
δέκτη αν το ληφθέν διάνυσµα είναι έγκυρο ή όχι. Αν προκύψει έγκυρο, ο 
αποκωδικοποιητής θεωρεί ότι δεν υπάρχει κανένα σφάλµα και στέλνεται πίσω στον 
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ποµπό θετική επιβεβαίωση (ACK). Σε περίπτωση µη εγκυρότητας, συνεπάγεται ότι 
κατά τη µετάδοση έχουν εισαχθεί σφάλµατα και  στέλνεται πίσω στον ποµπό σήµα 
αρνητικής επιβεβαίωσης (NAK). Αυτόµατα τότε, ξεκινάει η διαδικασία 
επανεκποµπής του κωδικοποιηµένου διανύσµατος το οποίο είναι, όπως 
προαναφέραµε, αποθηκευµένο στον buffer του ποµπού. 

 

 
                                   Σχήµα 2.2 Μπλοκ διάγραµµα ARQ συστήµατος 

 
Στη συνέχεια θα δώσουµε µια σύντοµη περιγραφή των πλέον γνωστών και 

χρησιµοποιούµενων πρωτοκόλλων τύπου ARQ. 
 

2.2.1 Stop and wait 
 
Η βασική αρχή του stop and wait σχήµατος είναι ότι ο ποµπός δεν µεταδίδει νέο 

πακέτο πληροφορίας αν δεν λάβει απάντηση (θετική ή αρνητική) για το 
προηγούµενο. Σαφώς, σε περίπτωση λήψης NAK έχουµε επανεκποµπή, ειδάλλως 
λήψη θετικής επιβεβαίωσης οδηγεί στην εκποµπή του επόµενου στη σειρά πακέτου 
πληροφορίας. Το Σχήµα 2.3 είναι αρκετά βοηθητικό, καθώς περιέχει και τις δύο 
πιθανές περιπτώσεις (ACK / NAK). Σε αυτό το πρωτόκολλο, γίνεται αποθήκευση 
µόνο ενός πακέτου κάθε φορά στον buffer, δηλαδή ο καταναλισκόµενος 
αποθηκευτικός χώρος είναι ο ελάχιστος δυνατός.  Από την άλλη πλευρά, ο χρόνος 
αναµονής του ποµπού D ενδέχεται να είναι αρκετά µεγάλος. Σε κάθε περίπτωση, για 
τον χρόνο αναµονής D ισχύει  2 dD T≥ , όπου Td  η καθυστέρηση διάδοσης από άκρη 
σε άκρη. 
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                    Σχήµα 2.3 Stop and wait ARQ πρωτόκολλο 

 

2.2.2 Go-Back N 
Σε αυτό το πρωτόκολλο τύπου ARQ έχουµε συνεχή εκποµπή πακέτων από τον 
ποµπό, σε αντίθεση µε το Stop and wait πρωτόκολλο που συναντήσαµε 
προηγουµένως. Σε περίπτωση λήψης NAK τώρα, ο ποµπός γυρνά πίσω στο 
αντίστοιχο πακέτο και αρχίζει επανεκποµπή από αυτό το πακέτο. Κάτι τέτοιο απαιτεί, 
την δυνατότητα αποθήκευσης στον buffer του ποµπού N πακέτων, όπου το Ν 
καθορίζεται από την καθυστέρηση πλήρους διαδροµής (round–trip delay) του 
συστήµατος. Από την πλευρά του δέκτη τώρα, αγνοούνται τα υπόλοιπα Ν-1 πακέτα 
που λαµβάνονται µετά από το λανθασµένο πακέτο, ακόµα και αν αυτά δεν περιέχουν 
σφάλµατα, µε σκοπό να διατηρηθεί η σωστή ακολουθία πακέτων. Έτσι, στον buffer 
του δέκτη αρκεί αποθηκευτικός χώρος ίσος µε ένα πακέτο. Το Σχήµα 2.4 περιγράφει 
τη διαδικασία µε N=2. 
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                       Σχήµα 2.4 Παράδειγµα Go-Back N πρωτοκόλλου (Ν=2) 

 

2.3 Κωδικοποίηση ∆οµηµένων Ακολουθιών 
 
Στο εξής θα ασχοληθούµε µε κώδικες ελέγχου ισοτιµίας. Τέτοιοι κώδικες 

αναφέρονται ως κώδικες δοµηµένων ακολουθιών, καθώς κατά τη διαδικασία 
κωδικοποίησης προστίθενται µε δοµηµένο τρόπο στα αρχικά δεδοµένα επιπλέον 
δεδοµένα, έτσι ώστε να γίνει εφικτός ο εντοπισµός ή η διόρθωση σφαλµάτων. Οι 
κώδικες µε δοµηµένες ακολουθίες µπορούν να χωριστούν σε τρεις µεγάλες 
κατηγορίες, όπως φαίνεται και στο Σχήµα 1.3: συµπαγείς κώδικες (block), 
συνελικτικοί κώδικες (convolutional) και turbo κώδικες. Εµείς θα σταθούµε κυρίως 
στην περιγραφή των συµπαγών κωδίκων, µιας και το κύριο αντικείµενο µελέτης µας 
που είναι οι LDPC κώδικες ανήκουν σε αυτό το σύνολο. 

 

2.3.1 Κώδικες Ελέγχου Ισοτιµίας 
 
Πριν προχωρήσουµε σε περαιτέρω ανάλυση, κρίνεται σκόπιµο να εισάγουµε την 

έννοια του ρυθµού κώδικα, έννοια βασική για κάθε σχήµα κωδικοποίησης 
δοµηµένων ακολουθιών. Κατά τη φάση κωδικοποίησης λοιπόν, ο κωδικοποιητής 
λαµβάνει ως είσοδο k bits πληροφορίας ή µε άλλα λόγια k bits δεδοµένων. Σαν έξοδο 
παράγει n bits, όπου n>k. Τα n bits θα τα ονοµάζουµε κωδικοποιηµένα bits ή 
κωδικοποιηµένα σύµβολα ή κωδική λέξη ως σύνολο. Τα (n-k) bits που προσθέτει ο 
κωδικοποιητής αποτελούν τα πλεονάζοντα bits και δεν φέρουν νέα ποσότητα  
πληροφορίας, αλλά προστίθενται για τον εντοπισµό ή τη διόρθωση σφαλµάτων όπως 
προαναφέρθηκε. Ένας τέτοιος κώδικας συµβολίζεται ως (n, k) κώδικας.Ο ρυθµός 
κώδικα  ορίζεται ως ο λόγος των bits πληροφορίας προς τα συνολικά bits, δηλαδή 
εκφράζεται από το λόγο k/n. 
 

2.3.1.1 Κώδικες Μονού Ελέγχου Ισοτιµίας 
 
Οι κώδικες ελέγχου ισοτιµίας (parity-check codes) χρησιµοποιώντας γραµµικά 

αθροίσµατα των bits πληροφορίας, παράγουν bits ισοτιµίας (parity bits) προς 
εντοπισµό ή διόρθωση σφαλµάτων. Ένας κώδικας µονού ελέγχου ισοτιµίας 
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κατασκευάζεται προσθέτοντας ένα µόνο bit ισοτιµίας σε κάθε µπλοκ (πακέτο) που 
φέρει bits πληροφορίας. Η τιµή που θα ανατεθεί στο bit ισοτιµίας θα είναι 0 ή 1 έτσι 
ώστε το άθροισµα modulo-2 των bits της κωδικής λέξης να είναι άρτιο ή περιττό, 
ανάλογα µε τη σχεδίαση του κώδικα. Σε περίπτωση άρτιου αθροίσµατος έχουµε 
κώδικες άρτιας ισοτιµίας και αναλόγως κώδικες περιττής ισοτιµίας. Η modulo-2 
άθροιση ορίζεται ως εξής 
 

 

0 0 0
0 1 1
1 0 0
1 1 0

⊕ =
⊕ =
⊕ =
⊕ =

 

 
Στο Σχήµα 2.5 δείχνεται µε ποιο τρόπο προστίθεται το bit ισοτιµίας µέσα σε κάθε 
µπλοκ, έτσι ώστε να κρατηθεί άρτια ισοτιµία εν προκειµένω. 
 
 

 
                                  Σχήµα 2.5 Περίπτωση κώδικα άρτιας ισοτιµίας 

 
Στην πλευρά του δέκτη τώρα, ο αποκωδικοποιητής θα εξετάσει αν το άθροισµα των 

bits, για κάθε ληφθείσα κωδική λέξη ξεχωριστά, ικανοποιεί την απαίτηση του 
συστήµατος για άρτια ισοτιµία. Εάν το άθροισµα για µια τυχαία κωδική λέξη 
προκύψει 0 θεωρείται λέξη δίχως σφάλµατα, αλλιώς αν το άθροισµα προκύψει 1 
συνεπάγεται ότι η κωδική λέξη περιέχει σφάλµατα. Όπως προκύπτει, ένας τέτοιος 
κώδικας δεν µπορεί να διορθώσει σφάλµατα καθώς σε περίπτωση εντοπισµού τους 
δεν υπάρχει καµµία παραπάνω πληροφορία για τη θέση του σφάλµατος (ή των 
σφαλµάτων).  Μάλιστα, αυτό που µπορεί να εντοπίσει είναι µόνο η παρουσία 
περιττού αριθµού λαθών ανά κωδική λέξη. Αντίθετα, σε περίπτωση άρτιου αριθµού 
σφαλµάτων έχουµε την περίπτωση µη εντοπισµένου σφάλµατος. Παραδείγµατος 
χάριν, αν η κωδική λέξη 001010 φτάσει στον αποκωδικοποιητή ως 001111 το 
σφάλµα δεν εντοπίζεται µιας και ικανοποιείται η συµφωνηµένη συνθήκη άρτιας 
ισοτιµίας. Θεωρώντας τώρα ότι τα bits µεταδίδονται µε ανεξάρτητο τρόπο και 
συµβολίζοντας p την πιθανότητα ένα bit να ληφθεί µε σφάλµα, ισχύει η ακόλουθη 
έκφραση για την πιθανότητα να ληφθούν j λανθασµένα bits εντός πακέτου n bits 
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Από την (2.1) προκύπτει ότι για κώδικες µονού ελέγχου ισοτιµίας, η πιθανότητα µη 
εντοπισµού σφάλµατος δίνεται από τη σχέση 
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για n άρτιο. 
 
 
 
 
 
 

2.3.1.2  Ορθογώνιοι κώδικες 
 
Οι ορθογώνιοι κώδικες αποτελούν τη ‘διδιάστατη’ εκδοχή των κωδίκων που µόλις 

περιγράφηκαν. Κατασκευαστικά, αρχικά οργανώνουµε τα bits πληροφορίας σε 
ορθογώνια διαστάσεων M x N. Ύστερα, εφαρµόζεται οριζόντιος και κατακόρυφος 
έλεγχος ισοτιµίας σε κάθε γραµµή και στήλη του M x N  πίνακα, δηµιουργώντας έτσι 
τον κωδικοποιηµένο πίνακα διαστάσεων  (M+1) x (N+1) και κάνοντας το ρυθµό 
κώδικα να ισούται µε MN  / ((M+1) (N+1)). Η διαδικασία κατασκευής ενός τέτοιου 
κώδικα δίνεται παραστατικά στο επόµενο σχήµα, όπου Μ=Ν=5 και εφαρµόζεται πάλι 
άρτια ισοτιµία. 
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                             Σχήµα 2.6 Παράδειγµα ορθογώνιου κώδικα ελέγχου ισοτιµίας 

 
Στο παράδειγµα µας, σε περίπτωση ενός µόνο σφάλµατος σε ένα από τα 36 bits του 
κωδικοποιηµένου πίνακα θα προκληθεί αποτυχία ισοτιµίας σε µία µόνο γραµµή και 
σε µία µόνο στήλη του πίνακα. Αποτυχία όµως µόνο στη γραµµή i και µόνο στη 
στήλη j σηµαίνει ότι το bit µε σφάλµα βρίσκεται στη θέση (i, j). Αυτός ο ακριβής 
εντοπισµός της θέσης του µοναδικού σφάλµατος σηµαίνει και διορθωτική ικανότητα 
του κώδικα και είναι αυτό που τον ξεχωρίζει από τους µέχρι τώρα αναλυθέντες 
κώδικες. Όπως βλέπουµε όµως, η διορθωτική ικανότητα τέτοιων κωδίκων 
περιορίζεται µόνο στην περίπτωση ενός σφάλµατος ανά κωδική λέξη. ∆εν παύει όµως 
αυτός ο κώδικας να αποτελεί την εισαγωγή µας στην κύρια κατηγορία κωδίκων που 
θα µελετηθούν: τους κώδικες διόρθωσης λαθών. 
 

2.4 Γραµµικοί Συµπαγείς Κώδικες 
 
Στους γραµµικούς συµπαγείς κώδικες, η πληροφορία οργανώνεται σε πακέτα ή 

αλλιώς διανύσµατα σταθερού µήκους k bits. Το διάνυσµα που φέρει κάθε φορά αυτή 
την πληροφορία ονοµάζεται διάνυσµα πληροφορίας ή διάνυσµα µηνύµατος και 
συµβολίζεται µε m. Έτσι, 0 1 k-1m=(m , m ,...m )  όπου τα στοιχεία του διανύσµατος m 
θεωρούµε ότι είναι 0 ή 1, ο κώδικας δηλαδή ανήκει στο δυαδικό πεδίο GF(2). Γενικά, 
είναι δυνατή η κατασκευή κωδίκων που δεν περιορίζονται στο δυαδικό αλφάβητο, σε 
αυτή την εργασία όµως θα ασχοληθούµε µόνο µε δυαδικούς κώδικες που αποτελούν 
και τη συνηθέστερη µορφή. Σε τέτοια περίπτωση, το διάνυσµα m µπορεί να πάρει 2k 
διαφορετικές µορφές. Η διαδικασία της κωδικοποίησης έγκειται στη µετατροπή του 
m σε νέο διάνυσµα 0 1 n-1c=(c , c ,...c )  µήκους n>k. Τότε, ο γραµµικός συµπαγής 
κώδικας θα συµβολίζεται (n, k).  
Όταν οι τιµές των n, k είναι σχετικά µικρές η παραπάνω µετατροπή – αντιστοίχιση 

µπορεί να γίνει µέσω ενός κατάλληλου πίνακα που θα αντιστοιχίζει κάθε ένα από τα 
2k διανύσµατα πληροφορίας σε µία κωδική λέξη µήκους n. Όταν όµως τα n, k είναι 
µεγάλα οι διαστάσεις ενός τέτοιου πίνακα είναι πρακτικά απαγορευτικές και έτσι 
υπάρχει η ανάγκη ανάπτυξης ενός γεννήτορα µηχανισµού για τη διαδικασία 
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κωδικοποίησης. ∆εδοµένης αυτής της ανάγκης, η ύπαρξη γραµµικότητας σε αυτόν 
τον µηχανισµό βοηθά πολύ στην απλοποίηση της διαδικασίας. 

 
Ορισµός 2.1: Ένας συµπαγής κώδικας µήκους n και 2k δυνατών µηνυµάτων 
πληροφορίας λέγεται γραµµικός συµπαγής κώδικας (n, k) εάν οι 2k κωδικές του 
λέξεις σχηµατίζουν ένα διανυσµατικό υπόχωρο, διάστασης k, του διανυσµατικού 
χώρου Vn ο οποίος περιλαµβάνει όλα τα διανύσµατα µήκους n µε στοιχεία στο πεδίο 
GF(2).  
 
Σαν αποτέλεσµα του παραπάνω ορισµού, ένας γραµµικός συµπαγής κώδικας 

χαρακτηρίζεται από το ότι το µηδενικό διάνυσµα είναι πάντα µία από τις κωδικές 
λέξεις και από το ότι το άθροισµα δύο οποιωνδήποτε  κωδικών  λέξεων αποτελεί 
επίσης  κωδική λέξη. 

 

2.4.1 Περιγραφή µέσω γεννήτορα πίνακα G 
 
Αφού ένας γραµµικός συµπαγής κώδικας (n, k) αποτελεί ένα διανυσµατικό 

υπόχωρο του Vn , θα υπάρχουν k γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα έτσι ώστε κάθε 
πιθανή κωδική λέξη να προκύπτει ως γραµµικός συνδυασµός αυτών: 
 
 0 1 1 1 1... k km m m − −= ⊕ ⊕ ⊕0c g g gi i i  (2.4) 
 
 
 Με όρους Γραµµικής Άλγεβρας, τα k διανύσµατα 0g , ..., 1k−g  αποτελούν µία βάση 
του υποχώρου και όσον αφορά την κωδικοποίηση κάθε ένα από αυτά είναι κωδική 
λέξη. Τα γραµµικώς ανεξάρτητα διανύσµατα µπορούν να παρασταθούν σε µορφή 
πίνακα ως εξής: 
 

 
 
Ο πίνακας G ονοµάζεται γεννήτορας πίνακας καθώς αποτελεί γεννήτορα µηχανισµό 
για την κατασκευή κάθε κωδικής λέξης. Όπως προκύπτει από τα παραπάνω, ο G είναι 
ο πίνακας γραµµικός συνδυασµός των γραµµών του οποίου δηµιουργεί την κάθε λέξη 
που ανήκει στον κώδικα. Ο πίνακας αυτός έχει k γραµµές και n στήλες.  
Για δοσµένο διάνυσµα πληροφορίας m=(m0, …, mk-1) η αντίστοιχη κωδική λέξη 
λαµβάνεται µέσω πολλαπλασιασµού πινάκων όπως φαίνεται στη συνέχεια: 
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Στην παραπάνω διαδικασία, το σύµβολο ‘D ’ δηλώνει εσωτερικό γινόµενο µεταξύ 
διανυσµάτων ενώ το σύµβολο ‘ i ’ δηλώνει πολλαπλασιασµό διανύσµατος µε 
βαθµωτό (µονόµετρο) µέγεθος. 
 
Παράδειγµα 2.1: Έστω ο ακόλουθος 3 x 5 γεννήτορας πίνακας 
 

 

1 0 0 1 1
0 1 0 1 0
0 0 1 0 1

G
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Τότε, αν στην είσοδο του κωδικοποιητή έχουµε το µήνυµα m=(1 1 1) στην έξοδο θα 
πάρουµε την αντίστοιχη κωδική λέξη c ως εξής: 
 

 

1 0 0 1 1
[1 1 1] 0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

[1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 1]
[1 1 1 0 0]

c
⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅ ⋅ ⊕ ⋅ ⊕ ⋅
=

D

 

 
Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει ο παρακάτω πίνακας 
 

Πίνακας 2.1 Κωδικές λέξεις του (5, 3) κώδικα του παραδείγµατος 2.1 

Μήνυµα πληροφορίας Κωδική λέξη 
000 00000 
001 00101 
010 01010 
011 01111 
100 10011 
101 10110 
110 11001 
111 11100 
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2.4.2 Συστηµατικοί Συµπαγείς Κώδικες 
 
Συστηµατικός συµπαγής κώδικας είναι ο γραµµικός συµπαγής κώδικας του οποίου 

τα πρώτα (n-k) ψηφία κάθε λέξης προστίθενται από τον κωδικοποιητή, ενώ τα 
επόµενα k ταυτίζονται µε την ακωδικοποίητη πληροφορία. Η δοµή αυτή 
απεικονίζεται στο επόµενο Σχήµα 2.7 
 

 
    Σχήµα 2.7 Συστηµατική µορφή κωδικής λέξης συµπαγούς κώδικα 

 
Όπως φαίνεται, τα ψηφία (bits) που εισάγονται από τον κωδικοποιητή ονοµάζονται 
ψηφία ελέγχου ισοτιµίας.  
Στη βιβλιογραφία συναντάται και ο ‘συµµετρικός’, σε σχέση µε τον παραπάνω, 

ορισµός συστηµατικού κώδικα. ∆ηλαδή, ορίζεται ως συστηµατικός ο κώδικας του 
οποίου τα πρώτα k ψηφία ταυτίζονται µε την ακωδικοποίητη πληροφορία, ενώ τα 
επόµενα (n-k) προστίθενται από τον ακωδικοποιητή. Τέτοια περίπτωση αποτελεί ο 
κώδικας του παραδείγµατος 2.1 όπως φαίνεται από τον πίνακα 2.1. Για παράδειγµα, 
το µήνυµα 111 µετατρέπεται σε 11100, ενώ µε βάση το δικό µας ορισµό για να ήταν 
συστηµατικός ο κώδικας θα έπρεπε το µήνυµα 111 να µετατρεπόταν σε κωδική λέξη 
της µορφής xx111. Όπως γίνεται αντιληπτό, οι όποιες ιδιότητες συστηµατικών 
κωδίκων είναι ουσιαστικά οι ίδιες και στις δύο περιπτώσεις. Στη συνέχεια πάντως της 
εργασίας όπου απαντάται ο όρος συστηµατικός κώδικας η αναφορά θα γίνεται στη 
δοµή του σχήµατος 2.7.   
Ένας συστηµατικός γραµµικός συµπαγής κώδικας προσδιορίζεται µονοσήµαντα 

από γεννήτορα πίνακα της µορφής 
 

 
 

 
που µπορεί να γραφεί συνοπτικά και ως 
 
 [ ]kG P I=  (2.5) 
 
όπου µε kI  συµβολίζεται ο k x k µοναδιαίος πίνακας. 
Η δοµή των συστηµατικών κωδίκων µας επιτρέπει να εξάγουµε αναλυτικές 

εκφράσεις που συνδέουν τα bits ελέγχου ισοτιµίας (parity check bits) µε τα bits 
ακωδικοποίητης πληροφορίας (message bits). Αν λοιπόν m=(m0, m1,  …, mk-1) είναι 
το ακωδικοποίητο διάνυσµα πληροφορίας και c=(c0, c1,  …, cn-1) το αντίστοιχο 
κωδικοποιηµένο διάνυσµα ισχύει: 
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 (2.6) 

 
Οι (n-k) εξισώσεις του δεύτερου σκέλους της (2.6) είναι αυτές που καλούνται 

εξισώσεις ελέγχου ισοτιµίας. 
 
Παράδειγµα 2.2 Έστω ο ακόλουθος γεννήτορας πίνακας γραµµικού συστηµατικού 
συµπαγούς κώδικα (7, 4). 
 

 

1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

G

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
Ο πίνακας G είναι της µορφής [ ]kG P I=  µε k = 4. Η κάθε κωδική λέξη προκύπτει 
από τη βασική σχέση  
 
 c m G= D  (2.7) 
 
Στο παράδειγµα µας,  
 

 0 1 2 3

1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0

( , , , )
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

m m m m

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

c =m GD D  

 
Τότε οι εξισώσεις ελέγχου ισοτιµίας είναι: 
 

 
0 0 2 3

1 0 1 2

2 1 2 3

c m m m
c m m m
c m m m

= ⊕ ⊕
= ⊕ ⊕
= ⊕ ⊕

 

 
ενώ για τα υπόλοιπα bits της κωδικής λέξης .ισχύει: 
 

 

3 0

4 1

5 2

6 3

c m
c m
c m
c m

=
=
=
=
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2.4.3 Περιγραφή µέσω Πίνακα Ελέγχου Ισοτιµίας H 

 
Μια εναλλακτική περιγραφή των γραµµικών συµπαγών κωδίκων πραγµατοποιείται 

µέσω του πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H. Σε έναν κώδικα (n, k) ο πίνακας H είναι 
διαστάσεων (n-k) x n. Η θεµελιώδης ιδιότητα του H  είναι ότι προκύπτει από τον 
γεννήτορα πίνακα του κώδικα G µε βάση την παρακάτω σχέση: 
 
 0TG H =D  (2.8) 
 
όπου µε TH  συµβολίζουµε τον ανάστροφο του H. 
Από την (2.8) προκύπτει η συστηµατική µορφή του H δεδοµένου συστηµατικού 
πίνακα G (2.5). 
 

 
Σχήµα 2.8 Γενική συστηµατική µορφή του πίνακα ελέγχου ισοτιµίας 

 
 
   
Επίσης, µπορούµε να εξάγουµε την ακόλουθη σχέση που ισχύει για κάθε κωδική λέξη 
c. 
 
 0T Tc H m G H= =D D D  (2.9) 
 
 
Η (2.9) αποτελεί σχέση ελέγχου εγκυρότητας µίας κωδικής λέξης. Έτσι, αν στον 
αποκωδικοποιητή καταφθάσει κωδική λέξη r γίνεται έλεγχος αν  
 
 0Tr H =D  
 
Αν ισχύει η παραπάνω ισότητα, το σύστηµα δέχεται το διάνυσµα r ως έγκυρη κωδική 
λέξη, ενώ σε αντίθετη περίπτωση το διάνυσµα r θεωρείται µη-έγκυρο( πιθανότατα 
υπέστη αλλοίωση κατά τη µετάδοση του). 
 
Παράδειγµα 2.3 Καθορισµός πίνακα ελέγχου ισοτιµίας δεδοµένου του γεννήτορα 
πίνακα. Έστω λοιπόν συστηµατικός γεννήτορας πίνακας 4 x 7, ίδιος µε το 
προηγούµενο παράδειγµα, ως ακολούθως: 
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1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 1

G

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
Ανατρέχοντας στην µορφή (2.5) ο G συντίθεται από τον (υπο)-πίνακα 
 

 

1 1 0
0 1 1
1 1 1
1 0 1

P

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
και από το µοναδιαίο (υπο)-πίνακα 
 

 

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

I

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 
Από τους παραπάνω υποπίνακες και από το σχήµα 2.8 προκύπτει ο H 
 

 
1 0 0 1 0 1 1
0 1 0 1 1 1 0
0 0 1 0 1 1 1

H
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Επιβεβαιώνεται ότι οι διαστάσεις του πίνακα ελέγχου ισοτιµίας είναι (n-k) x n= (7-4) 
x 7 = 3 x 7. 
 

2.4.4 Έλεγχος Συνδρόµου 

 
Θεωρούµε κώδικα (n, k). Τότε, η προς µετάδοση κωδική λέξη είναι της µορφής 

c=(c0, c1,  …, cn-1)  (µία από τις 2k διαφορετικές εκδοχές). Έστω r το διάνυσµα που 
αναπαριστά τη ληφθείσα λέξη µε  r=(r0, r1,  …, rn-1) (µία από τις 2n διαφορετικές 
εκδοχές). Ενδεχόµενα σφάλµατα που προήλθαν από τη διαδικασία της µετάδοσης της 
κωδικής λέξης µπορούν να µοντελοποιηθούν µέσω του διανύσµατος σφάλµατος (ή 
διάνυσµα λαθών) e ως: 

 
e r c= ⊕             (2.10) 
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Το διάνυσµα e έχει µη µηδενικά στοιχεία µόνο στις θέσεις i του ληφθέντος 

διανύσµατος όπου έχει συµβεί κάποιο σφάλµα ( i ir c≠ ). 
Από την (2.10) παίρνουµε ισοδύναµα 
 
 και c r e r c e= ⊕ = ⊕  (2.11) 
 
σε όρους modulo-2 άθροισης πάντα. 
Η σχέση c r e= ⊕  µπορεί να χρησιµοποιηθεί από τον αποκωδικοποιητή για 
διόρθωση του διανύσµατος r που περιέχει σφάλµατα που αντιστοιχούν σε διάνυσµα 
σφάλµατος e. Όπως γίνεται εύκολα κατανοητό, το δύσκολο σε πρώτη φάση είναι ο 
προσδιορισµός του e. 
Προς αυτή την κατεύθυνση, ορίζουµε το σύνδροµο του r ως 
 
 TS r H= D  (2.12) 
 
Αν το διάνυσµα r αντιστοιχεί σε κωδική λέξη, τότε το σύνδροµο S είναι το µηδενικό 
διάνυσµα όπως προκύπτει και από την (2.9). Αντίθετα, αν το ληφθέν διάνυσµα 
περιλαµβάνει σφάλµατα, τότε το σύνδροµό του θα περιλαµβάνει ορισµένα µη 
µηδενικά στοιχεία. Σε τέτοια περίπτωση, ο αποκωδικοποιητής ή θα προχωρήσει σε 
αυτόµατη διόρθωση λαθών (σύστηµα FEC) ή θα ζητήσει επανεκποµπή του 
µηνύµατος (σύστηµα ARQ). 
Αφού τώρα r c e= ⊕ , η (2.12) µπορεί να πάρει την ακόλουθη µορφή: 
 
 ( )T T T TS r H c e H c H e H= = ⊕ = ⊕D D D D  (2.13) 
 
Λόγω της (2.9) η (2.13) γίνεται: 
 
 TS e H= D  (2.14) 
 
Η παραπάνω ανάλυση κατέδειξε ότι το σύνδροµο ενός εσφαλµένου ληφθέντος 
διανύσµατος είναι το ίδιο µε το σύνδροµο του διανύσµατος σφάλµατος του. Μία 
σηµαντική ιδιότητα των γραµµικών συµπαγών κωδίκων, θεµελιώδης στη διαδικασία 
αποκωδικοποίησης, είναι ότι η αντιστοίχιση µεταξύ διορθώσιµων διανυσµάτων 
σφάλµατος και συνδρόµων είναι ένα προς ένα. 
Σε αυτό το σηµείο αναφέρονται δύο βασικές ιδιότητες που πρέπει να έχει ο πίνακας 

ελέγχου ισοτιµίας H. 
 

• Ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας δεν πρέπει να περιέχει καµµιά στήλη που 
περιλαµβάνει µόνο µηδενικά στοιχεία γιατί σε τέτοια περίπτωση ενδεχόµενο 
λάθος στην αντίστοιχη θέση της λαµβανόµενης λέξης δεν θα είχε επίπτωση 
στο σύνδροµο. Η ιδιότητα αυτή πηγάζει από τη σχέση (2.14). 

• Όλες οι στήλες του πίνακα ελέγχου ισοτιµίας πρέπει να είναι µοναδικές. Αν 
δύο στήλες ήταν ίδιες, λάθη στις δύο αντίστοιχες θέσεις της κωδικής λέξης θα 
ήταν µη διαχωρίσιµα. 
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Παράδειγµα 2.4 Έστω γραµµικός συµπαγής κώδικας (6, 3) µε πίνακα ελέγχου 
ισοτιµίας  
 

 
1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 0 1 1

H
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
Αν µεταδόθηκε η κωδικοποιηµένη λέξη c = (1 0 1 1 1 0) και ελήφθη η λέξη r = (0 0 1 
1 1 0), τότε το σύνδροµο της ληφθείσας λέξης προκύπτει: 
 

 
[ ]

[ ] [ ]

1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 1 1 1 0
1 1 0
0 1 1
1 0 1

1 1 1 1 1 1 0 0

TS r H

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

= ⊕ ⊕ =

D D
 

 
 
Επιπλέον,  
 
 [ ]1 0 0 0 0 0e r c= ⊕ =  
 
Τέλος, επιβεβαιώνουµε ότι  
 

 [ ] [ ]

1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0 0 0 0 1 0 0
1 1 0
0 1 1
1 0 1

TS e H

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

= = =⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

D D  

 
δηλαδή ότι το σύνδροµο του r  ταυτίζεται µε το σύνδροµο του e . 
 

2.4.5 ∆ιόρθωση Λαθών 
 
Όπως προαναφέρθηκε, µία σηµαντική ιδιότητα των γραµµικών συµπαγών κωδίκων, 

θεµελιώδης στη διαδικασία αποκωδικοποίησης, είναι ότι η αντιστοίχιση µεταξύ 
διορθώσιµων διανυσµάτων λαθών και συνδρόµων είναι ένα προς ένα. Πρώτο µέληµα 
λοιπόν για τη διόρθωση λαθών είναι η κατασκευή πίνακα αντιστοίχισης των πιθανών 
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συνδρόµων µε τα αντίστοιχα διανύσµατα λαθών, τα οποία ο κώδικας µπορεί να 
διορθώσει. 
Όταν το πλήθος των σφαλµάτων βρίσκεται εντός των δυνατοτήτων διόρθωσης του 

κώδικα, κάτι για το οποίο θα πούµε περισσότερα όταν παρουσιαστεί στη συνέχεια η 
έννοια της διορθωτικής ικανότητας ενός κώδικα, ακολουθείται η ακόλουθη 
αλγοριθµική διαδικασία για τη διόρθωση τους 

 
1. Υπολογίζεται το σύνδροµο της ληφθείσας κωδικοποιηµένης λέξης ως 

TS r H= D  
2. Από τον πίνακα αντιστοίχισης συνδρόµου και διανύσµατος λαθών προκύπτει 

η εκτίµηση του συστήµατος για το διάνυσµα λαθών 
^

e . 

3. Από τη σχέση 
^ ^

c r e= ⊕ , ο αποκωδικοποιητής εξάγει την εκτίµηση του 

συστήµατος για τη µεταδοθείσα κωδική λέξη. 
 
Παράδειγµα 2.5 Έστω κώδικας ίδιος µε το προηγούµενο παράδειγµα 2.4. Τότε, από 
τη σχέση TS e H= D  κατασκευάζεται ο πίνακας 2.2 που αντιστοιχεί τα πιθανά 
σύνδροµα µε τα αντίστοιχα διανύσµατα λαθών. 
 
Πίνακας 2.2 Αντιστοίχιση διανύσµατος λαθών και συνδρόµου για το παράδειγµα 2.5 

∆ιάνυσµα λαθών Σύνδροµο 
000000 000 
000001 101 
000010 011 
000100 110 
001000 001 
010000 010 
100000 100 
010001 111 

 
 
Αν µεταδόθηκε η κωδικοποιηµένη λέξη c = (1 0 1 1 1 0) και ελήφθη η λέξη r = (0 0 1 
1 1 0), τότε το σύνδροµο της ληφθείσας λέξης προκύπτει από το προηγούµενο 
παράδειγµα [ ]1 0 0S = . Χρησιµοποιώντας τον πίνακα 2.2, προκύπτει η εκτίµηση 

για το αντίστοιχο διάνυσµα λαθών [ ]
^

1 0 0 0 0 0e = .  Το διορθωµένο 

διάνυσµα βρίσκεται ως  
 

 
^ ^

001110 100000 101110c r e= ⊕ = ⊕ =  

Καθώς 
^

c c= , ο αποκωδικοποιητής έκανε σωστή διόρθωση λαθών. 
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2.5 Ικανότητα Εντοπισµού και ∆ιόρθωσης Λαθών 
 

2.5.1 Βάρος και Απόσταση ∆υαδικών ∆ιανυσµάτων 

 
Πρέπει να γίνει σαφές ότι δεν µπορούν να διορθωθούν όλα τα λάθη. Για 

παράδειγµα, σε συνέχεια των όσων αναφέρθηκαν για τους γραµµικούς συµπαγείς 
κώδικες, αν µεταδοθεί µία κωδική λέξη και φθάσει στον αποκωδικοποιητή µία 
αλλοιωµένη ως προς την αρχική λέξη που όµως αντιστοιχεί σε µία άλλη κωδική λέξη, 
τότε το σύνδροµο θα είναι µηδενικό και η ληφθείσα λέξη θα θεωρηθεί σωστή. Αυτό 
το λάθος όχι µόνο δεν µπορεί να διορθωθεί αλλά ούτε καν να εντοπιστεί. Για να 
εξετάσουµε σε περισσότερο βάθος την διορθωτική ικανότητα ενός κώδικα θα µας 
φανούν χρήσιµες οι ένοιες του βάρους και της απόστασης. 
Το βάρος w µιας κωδικής λέξης U ορίζεται ως ο αριθµός των µη µηδενικών ψηφίων 

που περιλαµβάνονται στη λέξη. Για ένα δυαδικό διάνυσµα όπως αυτά που µας 
απασχολούν το βάρος ισούται µε τον  αριθµό των άσσων που περιέχονται συνολικά. 
Απόσταση d τώρα µεταξύ δύο κωδικοποιηµένων λέξεων ονοµάζεται ο αριθµός των 
θέσεων στις οποίες οι λέξεις διαφέρουν. Οι δύο παραπάνω έννοιες συχνά 
συναντώνται ως βάρος Hamming και απόσταση Hamming. Παραδείγµατος χάριν, 
έστω δύο κωδικές λέξεις U, V µε 

 

 
1 0 0 1
0 1 1 1

U
V

=
=

 

 
Τότε, w(U)=2, w(V)=3 και d(U, V)=3 .  
Μέσω των ιδιοτήτων της modulo-2 άθροισης προκύπτει ότι το άθροισµα δύο 

δυαδικών διανυσµάτων είναι ένα νέο δυαδικό διάνυσµα το οποίο έχει άσσους στις 
θέσεις που τα διανύσµατα διαφέρουν και µηδενικά αλλού. Για παράδειγµα, 

 
 1 1 1 0U V⊕ =  
 
Έτσι, βλέπουµε ότι η απόσταση Hamming δύο κωδικών λέξεων ισούται µε το βάρος 
Hamming του αθροίσµατος τους, δηλαδή d(U, V)=w(U ⊕ V). Ένα ακόµα 
συµπέρασµα είναι ότι το βάρος Hamming µίας λέξης ισούται µε την απόσταση της 
λέξης από το µηδενικό διάνυσµα.   
 

2.5.2 Ελάχιστη Απόσταση ενός Γραµµικού Κώδικα 
 
Ελάχιστη απόσταση dmin ενός κώδικα ονοµάζεται η ελάχιστη απόσταση µεταξύ των 

κωδικών λέξεων του κώδικα λαµβανοµένων ανά δύο µε όλους τους δυνατούς 
τρόπους. 
Όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, το άθροισµα δύο κωδικών λέξεων είναι επίσης 

κωδική λέξη. ∆ηλαδή αν U, V δύο κωδικές λέξεις τότε και το άθροισµα U ⊕ V=W 
πρέπει να αποτελεί κωδική λέξη. Από την προηγούµενη παράγραφο γνωρίζουµε ότι η 
απόσταση δύο κωδικών λέξεων ισούται µε το βάρος του αθροίσµατος τους: d(U, 
V)=w(U ⊕ V)=d(W). Έτσι λοιπόν για την εύρεση της ελάχιστης απόστασης δεν είναι 
απαραίτητο να εξετάσουµε όλα τα ζεύγη κωδικών λέξεων. Αρκεί να εξετάσουµε το 
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βάρος όλων των µη µηδενικών λέξεων του κώδικα και να υπολογίσουµε την ελάχιστη 
απόσταση ως το ελάχιστο βάρος αυτών των λέξεων. Το µηδενικό διάνυσµα 
εξαιρέθηκε από τη διαδικασία καθώς δεν µπορεί να προκύψει ως άθροισµα 
διαφορετικών διανυσµάτων. Αντίθετα, προκύπτει ως άθροισµα µιας κωδικής λέξης µε 
τον εαυτό της ως U ⊕ U=0. Όµως η ελάχιστη απόσταση αναφέρεται σε απόσταση 
µεταξύ διαφορετικών λέξεων και  όχι στην απόσταση µιας λέξης από τον εαυτό της 
που προφανώς και είναι µηδενική. 
Η έννοια της ελάχιστης απόστασης εισάγεται για να µας δώσει ένα µέτρο για την 

ελάχιστη ικανότητα ενός κώδικα και κατ’ επέκταση για τη δύναµη του κώδικα. Η 
ελάχιστη απόσταση παροµοιάζεται µε τον αδύναµο κρίκο µιας αλυσίδας[2]. Όπως 
στην αλυσίδα ο αδύναµος κρίκος και όχι ο πιο δυνατός χαρακτηρίζει τη δύναµη της 
έτσι και σε ένα κώδικα η ελάχιστη και όχι η µέγιστη απόσταση ποσοτικοποιεί τη 
δύναµη του. 

 

2.5.3 Εντοπισµός και ∆ιόρθωση Λαθών 
 
Ο ρόλος του αποκωδικοποιητή είναι αφού λάβει το κωδικό διάνυσµα r να κάνει τη 

βέλτιστη εκτίµηση για τη µεταδοθείσα κωδική λέξη. Μιλώντας για διακριτό µοντέλου 
διαύλου, η πιθανότητα εκποµπής µίας κωδικής λέξης U δεδοµένης της λήψης του 
διανύσµατος r είναι αντιστρόφως ανάλογη µε την απόσταση ανάµεσα στα 
διανύσµατα r, U. Συνεπώς, αυτό που ονοµάσαµε βέλτιστη εκτίµηση έγκειται στην 
εύρεση από τον αποκωδικοποιητή της κωδικής λέξης µε την ελάχιστη απόσταση από 
το διάνυσµα r. 
Ας εξετάσουµε τώρα το σχήµα 2.9 όπου η απόσταση µεταξύ των κωδικών λέξεων 

U, V δείχνεται ως απόσταση Hamming. Κάθε µαύρη τελεία αναπαριστά µία 
αλλοιωµένη κωδική λέξη. Το σχήµα 2.9a αναπαριστά τη λήψη του διανύσµατος r1 
που απέχει 1 κατά Hamming από την κωδική λέξη U και 4 από την κωδική λέξη V. 
Όπως εξηγήσαµε προηγουµένως, ένας αποκωδικοποιητής βέλτιστης πιθανοτικής 
εκτίµησης θα διαλέξει το διάνυσµα U σε σύγκριση µε το V καθώς απέχει λιγότερο 
από το. Αν τώρα το r1 προέκυψε ως παραµόρφωση του U κατά ένα bit, τότε ο 
αποκωδικοποιητής διόρθωσε επιτυχώς το σφάλµα. Όµως εάν το r1 είναι αποτέλεσµα 
παραµόρφωσης του V κατά τέσσερα bits τότε έχουµε σφάλµα στη διαδικασία 
αποκωδικοποίησης. Οµοίως, διπλό λάθος στη µετάδοση του U οδηγεί στο r2 που 
απέχει δύο από το U και 3 από το V, όπως φαίνεται στο σχήµα 2.9b. Και σε αυτή την 
περίπτωση, η επιλογή του αποκωδικοποιητή θα είναι το διάνυσµα U.  Συνεχίζοντας, 
δείχνουµε στο σχήµα 2.9c την περίπτωση τριπλού λάθους κατά τη µετάδοση του U 
που οδηγεί στη λήψη του διανύσµατος r3. Σε αυτή την περίπτωση και µε την ίδια 
στρατηγική, ο αποκωδικοποιητής θα διαλέξει την κωδική λέξη V πραγµατοποιώντας 
µια λανθασµένη εκτίµηση. Από το σχήµα καταλαβαίνουµε ότι αν στόχος είνα µόνο ο 
εντοπισµός και όχι η διόρθωση λαθών (ARQ), τότε λάθη σε 1, 2, 3 ή 4 bits της 
µεταδοθείσας κωδικής λέξης είναι εντοπίσιµα. Αντίθετα, 5 εσφαλµένα bits µπορεί να 
οδηγήσουν στη λήψη της κωδικής λέξης V ενώ είχε αποσταλεί η κωδική λέξη V. 
Τέτοιας µορφής σφάλµα είναι µη εντοπίσιµο. 
Από το σχήµα 2.9 εξάγεται το συµπέρασµα ότι η ικανότητα εντοπισµού λαθών και 

η ικανότητα διόρθωσης λαθών ενός κώδικα εξαρτώνται από την ελάχιστη απόσταση 
του κώδικα. Στο παράδειγµα µας, όπου το κριτήριο απόφασης για την επιλογή της 
κωδικής λέξης U είναι αν το r βρίσκεται στην περιοχή 1 (Region 1) (οµοίως για την V 
αν το  r βρίσκεται στην περιοχή 2), βλέπουµε ότι ένας τέτοιος κώδικας µε ελάχιστη 
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απόσταση 5 µπορεί να διορθώσει µέχρι 2 λάθη. Το παραπάνω συµπέρασµα µπορεί αν 
γενικευτεί. 

 
Σχήµα 2.9 Σχετικά µε τη διορθωτική ικανότητα (a) Λήψη r1 . (b) Λήψη r2 . (c) Λήψη r3 

 
Έτσι, ένας κώδικας µε ελάχιστη απόσταση dmin µπορεί εγγυηµένα να διορθώνει µέχρι 
και t λάθη ανά κωδική λέξη όπου 
 

 min 1
2

d
t

−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (2.15) 

 
όπου µε [x] συµβολίζουµε το ακέραιο µέρος του x. 
Όσον αφορά τώρα τον εντοπισµό λαθών, από την ανάλυση που έγινε προκύπτει ότι 

ένας κώδικας µπορεί εγγυηµένα να ανιχνεύει το σφάλµα αν τα λάθη ανά κωδική λέξη 
είναι µικρότερα ή ίσα από την τιµή   
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 min 1e d= −  (2.16) 
 
 
 
 

2.6 Αξιολόγηση Συστηµάτων Κωδικοποίησης 
 

2.6.1 Χωρητικότητα ∆ιαύλου - Θεώρηµα Shannon 
 

To 1948 o Shannon απέδειξε ότι σε διαύλους που χαρακτηρίζονται από λευκό 
προσθετικό θόρυβο, τα λάθη που εισάγονται κατά τη µετάδοση µπορεί να µειωθούν 
µε κωδικοποίηση της ψηφιακής πληροφορίας χωρίς την ανάγκη αύξησης του ρυθµού 
µετάδοσης πληροφορίας Ri. Η προϋπόθεση για την ισχύ της παραπάνω πρότασης 
είναι ότι ο ρυθµός Ri δεν πρέπει να υπερβαίνει τη χωρητικότητα C του διαύλου η 
οποία βρίσκεται ως 
 

 2log 1
S

C B
N

⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.17) 

 
όπου B το εύρος ζώνης συχνοτήτων του διαύλου και S/N ο σηµατοθορυβικός λόγος 
(Signal-to-noise ratio, SNR) στην είσοδο του δέκτη. Για το σηµατοθορυβικό λόγο 
ισχύει 
 

 
0

b iS E R
N n B

= ⋅  (2.18) 

 
όπου bE  η ενέργεια ανά bit και 0n  η µονόπλευρη φασµατική πυκνότητα θορύβου. 
Λόγω της (2.18) τώρα, η σχέση (2.17) γράφεται ως 
 

 2
0

log 1 i bR E
C B

n B
⎛ ⎞⋅

= +⎜ ⎟⋅⎝ ⎠
 (2.19) 

 
Ισοδύναµα, 
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0

1
log 1b

i

E
C R z

n z
⎛ ⎞⎛ ⎞= +⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2.20) 

 
µε 
 

 
1

0

b

i

E B
z

n R

−
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

 (2.21) 
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Καθώς  
 
  

 lim 2 2

1
log 1 log 1.443

z
z e

z→∞

⎛ ⎞+ = ≅⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.22) 

 
λόγω της (2.20) παίρνουµε 
 
 lim 01.443 ( / )i bB

C R E n
→∞

=  (2.23) 

 
Επειδή ο ρυθµός µετάδοσης  Ri δεν πρέπει να υπερβαίνει τη χωρητικότητα C  
  
 lim 01.443 ( / )i i bB

R C R E n
→∞

≤ =  (2.24) 

 
από όπου προκύπτει 
 
 ( )0/ 0.693 1.6bE n dB≥ = −  (2.25) 
 
Η παραπάνω σχέση εκφράζει ένα σηµαντικό θεωρητικό όριο για τις τηλεπικοινωνίες. 
Θέτει ένα ελάχιστο όριο για την τιµή του λόγου ( )0/bE n , πάνω από το οποίο 
µπορούµε να επιτύχουµε θεωρητικά όσο µικρή πιθανότητα λάθους θέλουµε µέσω 
κατάλληλου σχήµατος κωδικοποίησης.  
 
 
 

2.6.2 Κέρδος Κωδικοποίησης 
 
Το κέρδος κωδικοποίησης ορίζεται ως 

 

 
( )
( )

/

/
b o u

c
b o c

E n
G

E n
=  (2.26) 

 
όπου ( )/b o u

E n  και ( )/b o c
E n  είναι οι λόγοι ενέργειας bit προς πυκνότητα θορύβου 

χωρίς ή µε κωδικοποίηση αντίστοιχα, έτσι ώστε το ποσοστό λαθών να είναι το ίδιο 
και στις δύο περιπτώσεις. Η παράµετρος που ορίστηκε µέσω της σχέσης (2.26) και 
που ονοµάστηκε κέρδος κωδικοποίησης ουσιαστικά ποσοτικοποιεί το πλεονέκτηµα 
της χρήσης κωδικοποίησης σε όρους επιτρεπτής µείωσης του σηµατοθορυβικού 
λόγου. 
Γνωρίζουµε ότι για διαύλους που χαρακτηρίζονται από λευκό προσθετικό θόρυβο, το 
κέρδος κωδικοποίησης δίνεται προσεγγιστικά ως 
 

 2 min10logc

k
G d

n
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.27) 
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Βλέπουµε ότι το κέρδος κωδικοποίησης αυξάνεται µε την αύξηση της ελάχιστης 
απόστασης mind , κάτι που έρχεται ως συνέχεια της ανάλυσης που έγινε στην ενότητα 
2.5. 
 
 

2.6.3 ∆ιακριτό Μοντέλο ∆ιαύλου 
 
Στην περίπτωση δυαδικού αλφάβητου που µας απασχολεί παρουσιάζεται το 

διακριτό µοντέλο διαύλου που φαίνεται στο σχήµα 2.10. Λόγω συµµετρίας, η 
πιθανότητα µετάβασης, ύστερα από τη µετάδοση, από 1 σε 0 είναι ίδια µε την 
πιθανότητα µετάβασης από 0 σε 1 και συµβολίζεται (1-p). Με p συµβολίζεται η 
πιθανότητα µη αλλοίωσης της κατάστασης του µεταδιδόµενου ψηφίου. Σε συστήµατα 
που δεν χρησιµοποίείται κωδικοποίηση η πιθανότητα (1-p) εκφράζει τη µέση 
πιθανότητα λάθους ανά µεταδιδόµενο ψηφίο που θα συµβολίζεται bP .  
 
 
                            p 
  
                                  1-p 
 
 
                                  1-p 
 
                             p 
     Σχήµα 2.10 ∆ιακριτό µοντέλου διαύλου 

 

2.6.4 Πιθανότητα λάθους στους γραµµικούς συµπαγείς κώδικες 
 
Θεωρούµε γραµµικό συµπαγή κώδικα (n, k) κατά τα γνωστά µε ικανότητα διόρθωσης 
t λαθών ανά κωδικοποιηµένη λέξη. Στόχος µας είναι η θεωρητική σύγκριση της 
πιθανότητας λάθους χωρίς και µε κωδικοποίηση για διόρθωση λαθών. Για την 
εγκυρότητα της σύγκρισης υποθέτουµε ότι ο ρυθµός µετάδοσης πληροφορίας Ri και η 
ισχύς εκποµπής C µένουν αµετάβλητες. Συµβολίζοντας µε bE  την ενέργεια ψηφίου 
στην περίπτωση µη χρήσης κωδικοποίησης και µε cE  την ενέργεια ψηφίου σε 
περίπτωση χρήσης κωδικοποίησης παίρνουµε 
 

 b
i

C
E

R
=  (2.28) 

 
και       
 
 
 

1 1

0 0
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     c
c

C
E

R
=             (2.29) 

 
όπου cR  είναι ο ρυθµός µετάδοσης ψηφίων σε περίπτωση χρήσης κωδικοποίησης. 
Από τα εγγενή χαρακτηριστικά του κώδικα, προκύπτει ότι σε n εκπεµπόµενα ψηφία 
τα k αντιστοιχούν σε µετάδοση ψηφίων πληροφορίας. Από τη στιγµή που υποθέσαµε 
ότι ο ρυθµός µετάδοσης πληροφορίας µένει αµετάβλητος πρέπει να ισχύει 
 

 c i

n
R R

k
=  (2.30) 

 
Τότε,  
 

 
/c b b

c i

C C k
E E E

R nR k n
= = = <  (2.31) 

 
Όταν δεν χρησιµοποιείται κωδικοποίηση, λάθος ανά λέξη έχουµε όταν τουλάχιστον 
ένα ψηφίο της λέξης ληφθεί λανθασµένα. Έτσι, η πιθανότητα λάθους ανά λέξη 
προκύπτει ως συµπληρωµατική πιθανότητα του ενδεχόµενου όλα τα µεταδιδόµενα 
ψηφία να ληφθούν δίχως σφάλµα. Χρησιµοποιώντας τον ίδιο συµβολισµό που 
εισήχθη στο διακριτό µοντέλο διαύλου παίρνουµε για την πιθανότητα λάθους ανά µη 
κωδικοποιηµένη λέξη: 
 
 1 k

eP p= −  (2.32) 
 
Με χρήση κωδικοποίησης τώρα, η πιθανότητα λάθους ανά κωδικοποιηµένη λέξη ecP  
φράσσεται από το όριο 
 

 
1

(1 )
n n

n i i
ec c c

ii t

P p p−

= +

⎛ ⎞≤ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  (2.33) 

 
που αντιστοιχεί στην πιθανότητα να γίνουν περισσότερα από t λάθη στα n ψηφία της 
λέξης. Με (1- cp ) συµβολίζουµε την πιθανότητα εσφαλµένης µετάβασης ψηφίου όταν 
χρησιµοποιείται κωδικοποίηση. 
Αν (1 ) 1cn p− �  προσεγγίζουµε το παραπάνω άθροισµα κρατώντας µόνο τον πρώτο 
όρο που είναι σηµαντικά µεγαλύτερος και παίρνουµε 
 
 

 1 1 1

1 1
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n t t t
ec c c c
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2.6.5 Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα από τη χρήση Κωδικοποίησης για 
∆ιόρθωση Λαθών 
 
Όπως έχει ήδη επισηµανθεί, η χρήση κωδικοποίησης για διόρθωση λαθών (FEC) 

είναι αναπόσπαστο κοµµάτι για τα σύγχρονα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα. Η 
ανάγκη χρήσης FEC είναι ακόµα πιο επιτακτική στο χώρο των ασυρµάτων 
επικοινωνιών. Εδώ, ξεχωρίζουµε τις κινητές επικοινωνίες που επιβαρύνονται από 
φαινόµενα πολυδιαδροµικής διάδοσης του σήµατος και τις δορυφορικές επικοινωνίες 
που επιβαρύνονται από τις ιδιαιτερότητες που εµφανίζει η διάδοση 
ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στην ατµόσφαιρα. 
Στόχος αυτής της ενότητας είναι ένας γενικός σχολιασµός πάνω στο ισοζύγιο 

κερδών-απωλειών από τη χρήση κωδικοποίησης για διόρθωση λαθών. Η σύγκριση 
βέβαια θα γίνει µε την περίπτωση µη χρησιµοποίησης κάποιου σχήµατος 
κωδικοποίησης. Η τυπική καµπύλη που συγκρίνει την επίδοση συστήµατος µε ή 
χωρίς κωδικοποίηση (Coded vs Uncoded) δίνεται στο σχήµα 2.11. Η επίδοση του 
συστήµατος εκφράζεται σε όρους πιθανότητας λάθους ανά µεταδιδόµενο ψηφίο (Pb). 
  

 

 
Σχήµα 2.11 Τυπική σύγκριση επίδοσης χωρίς και µε κωδικοποίηση 

 
Με βάση το σχήµα 2.11 µπορούµε να εξάγουµε κάποια πλεονεκτήµατα από τη χρήση 
κωδικοποίησης (διακεκκοµένη γραµµή στο σχήµα) τα οποία όµως έχουν και το 
κόστος τους (trade-off). 
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2.6.5.1  Ισοζύγιο Επίδοσης-Εύρους Ζώνης 
 
Έστω τηλεπικοινωνιακό σύστηµα που δεν χρησιµοποιεί κωδικοποίηση και το 

σηµείο λειτουργίας του είναι το σηµείο Α (Eb/ N0 =8dB, Pb =10-2) της καµπύλης 2.11. 
Έστω τώρα ότι απαιτείται βελτίωση της επίδοσης του συστήµατος σε όρους 
πιθανότητας λάθους στην τιµή 10-4. Για να γίνει κάτι τέτοιο στο υπάρχον σύστηµα, 
θα έπρεπε το σηµείο λειτουργίας να µετατοπιστεί στο σηµείο B της καµπύλης. Όπως 
φαίνεται, αυτή η µετατόπιση προϋποθέτει αύξηση της τιµής του λόγου Eb/ N0 κάτι 
που δεν είναι πάντα εφικτό κυρίως λόγω της περιορισµένης ισχύος των ποµποδεκτών. 
Σε τέτοια περίπτωση η κωδικοποίηση µπορεί να δώσει λύση αφού από την αντίστοιχη 
καµπύλη (Coded) φαίνεται ότι το σηµείο C καλύπτει τις προδιαγραφές επίδοσης 
χωρίς να απαιτεί αύξηση του σηµατοθορυβικού λόγου. Το κόστος αυτής της 
ποιοτικής βελτίωσης είναι η αύξηση του χρησιµοποιούµενου εύρους ζώνης 
συχνοτήτων. Αυτό γιατί η κωδικοποίηση χρησιµοποιεί πλεονάζοντα δεδοµένα και για 
να διατηρείται σταθερός ο ρυθµός µετάδοσης πληροφορίας θα πρέπει ο ολικός 
ρυθµός µετάδοσης cR  να αυξηθεί όπως υπαγορεύεται από τη σχέση 2.30. 

 

c i

n
R R

k
=  

 
Αυτή η αύξηση του ολικού ρυθµού µετάδοσης απαιτεί δέσµευση µεγαλύτερου 

εύρους ζώνης.  
 

2.6.5.2  Ισοζύγιο Ισχύος-Εύρους Ζώνης 
 
Έστω τώρα το σηµείο λειτουργίας D (Eb/ N0 =14dB, Pb =10-6) της καµπύλης 2.11. Η 

επίδοση είναι ικανοποιητική όµως ο σηµατοθορυβικός λόγος θα θέλαµε να µειωθεί. 
Με χρήση κωδικοποίησης υπάρχει η δυνατότητα µετατόπισης του σηµείου 
λειτουργίας στο σηµείο E όπου διατηρώντας τα ίδια επίπεδα ποιότητας-επίδοσης 
µειώνουµε τον απαιτούµενο λόγο Eb/ N0 δηµιουργώντας έτσι κέρδος κωδικοποίησης 
όπως αυτό ορίστηκε µέσω της σχέσης (2.26) . Το κόστος σε αυτή την περίπτωση 
είναι το ίδιο µε προηγουµένως : κατανάλωση περισσότερου εύρους ζώνης. 
Σηµειώνουµε ότι η απαίτηση για σταθερό ρυθµό µετάδοσης πληροφορίας που 

προκαλεί και την αύξηση του εύρους ζώνης αφορά τηλεπικοινωνιακά συστήµατα 
πραγµατικού χρόνου (real-time) όπως είναι η τηλεφωνία. Σε συστήµατα µη 
πραγµατικού χρόνου το κόστος θα ήταν η χρονοκαθυστέρηση αντί  του εύρος ζώνης. 

 

2.6.5.3 Ισοζύγιο Ρυθµού Μετάδοσης-Εύρους Ζώνης 

 
Η τιµή του σηµατοθορυβικού λόγου στο δέκτη (SNR) δίνεται από τη σχέση 

 

 
0

bS E R
N N W

⋅
=  (2.35) 

 
µε S τη λαµβανόµενη ισχύ, R το ρυθµό µετάδοσης (bits/sec) και W το εύρος ζώνης 
του συστήµατος. 
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 Ισοδύναµα, 

 

 
0

1b

o

E S
N N R

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2.36) 

 
 
Έστω σηµείο λειτουργίας D και έστω ότι επιθυµούµε αύξηση του ρυθµού µετάδοσης 
R. Κάτι τέτοιο όπως προκύπτει από την παραπάνω σχέση συνεπάγεται µείωση του 
λόγου Eb/ N0 και µετατόπιση του σηµείου λειτουργίας στα αριστερά της καµπύλης, 
έστω στο σηµείο F όπου έχουµε µείωση της επιδοσης. Με χρήση κωδικοποίησης 
µπορούµε να µεταφέρουµε το σύστηµα στο σηµείο E όπου κρατώντας σταθερή την 
ποιότητα υπηρεσίας επιτυγχάνουµε και την επιθυµητή αύξηση του ρυθµού 
µετάδοσης. Και πάλι το κόστος είναι το αυξηµένο εύρος ζώνης.  
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3 Προσοµοίωση Tεχνικών Kωδικοποίησης για 
την Eκτίµηση της Eπίδοσής τους  

 

3.1 Γενικά περί Προσοµοίωσης 
 
Ο ρόλος της προσοµοίωσης στα σύγχρονα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα γίνεται 

ολοένα και πιο σηµαντικός. Η εξέλιξη αυτή αποδίδεται σε διάφορους παράγοντες. 
Πρώτον, η αυξανόµενη πολυπλοκότητα των συστηµάτων επικοινωνιών σε επίπεδο 
αρχιτεκτονικής καθιστά πολύ δύσκολη την εύρεση αναλυτικών εκφράσεων για την 
επίδοση τους. Επίσης, αναλυτικές εκφράσεις είναι πολύ δύσκολο να έχουµε για τη 
µοντελοποίηση του τηλεπικοινωνιακού διαύλου. Για παράδειγµα, στο πεδίο των 
κινητών επικοινωνιών έχουµε περιβάλλοντα που οδηγούν σε έντονες διαλείψεις στο 
δέκτη κάτι που είναι δύσκολο να µοντελοποιηθεί µέσω αναλυτικών σχέσεων.  
Λύση στα παραπάνω ζητήµατα µπορεί να δώσει µε αρκετή επιτυχία η 

προσοµοίωση. Με κύριο αρωγό την ανάπτυξη ισχυρών υπολογιστών, µπορεί να γίνει 
µελέτη του συστήµατος ύστερα από µια διαδικασία που περιλαµβάνει πολύ µεγάλο 
αριθµό επαναλήψεων που κάθε µία κάνει µία εκτίµηση για την επίδοση του 
συστήµατος. Αυτός ο µεγάλος αριθµός επαναλήψεων, που βέβαια θα ήταν αδύνατος 
δίχως τη χρήση υπολογιστικών συστηµάτων, µας επιτρέπει να εξάγουµε µια 
αξιόπιστη εικόνα για το σύστηµα. Παράλληλα, η ανάγκη για αποτελεσµατική 
προσοµοίωση έχει οδηγήσει στην ανάπτυξη ισχυρών πακέτων λογισµικού ενώ 
υπάρχει και σηµαντική κινητικότητα σε αυτό που ονοµάζεται ‘Θεωρία 
Προσοµοίωσης’. Ένα ακόµα θετικό στοιχείο είναι το ελάχιστο κόστος µιας τέτοιας 
διαδικασίας. 
Βλέπουµε λοιπόν ότι η πρόοδος της προσοµοίωσης οφείλεται κατά κύριο λόγο στην 

εξέλιξη δύο µεγάλων πεδίων: των τηλεπικοινωνιών και των υπολογιστών. Έτσι, 
περιοχές που ανήκουν σε αυτά τα µεγάλα πεδία, όπως θεωρία επικοινωνιών και 
αριθµητική ανάλυση, συµβάλλουν στην ανάπτυξη της προσοµοίωσης. Στο σχήµα 3.1 
φαίνονται οι κύριες επιδρώσες περιοχές στη µελέτη και την ανάπτυξη της 
προσοµοίωσης τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων. Στη συνέχεια, θα γίνει µια σύντοµη 
αναφορά στο ρόλο κάθε µίας  από τις εννέα εικονιζόµενες περιοχές.   
Η θεωρία γραµµικών συστηµάτων (linear system theory) µας δίνει τις απαραίτητες 

γνώσεις για την περιγραφή της σχέσης εισόδου-εξόδου γραµµικών συστηµάτων. 
Έτσι, κατά την προσοµοίωση µπορούµε µέσω αυτών των σχέσεων να 
µοντελοποιήσουµε είτε στο πεδίο του χρόνου είτε στο πεδίο της συχνότητας τη 
λειτουργία ενός συστατικού ή ενός υποσυστήµατος του όλου συστήµατος. 
Η θεωρία επικοινωνιών (communication theory) σαφώς και αποτελεί κοµµάτι της 

όλης διαδικασίας. Η αρχιτεκτονική του συστήµατος επικοινωνιών, τα λειτουργικά 
χαρακτηριστικά υποσυστηµάτων όπως κωδικοποιητές και ο τηλεπικοινωνιακός 
δίαυλος είναι στοιχεία που οπωσδήποτε πρέπει να έχουµε γνώση τους ούτως ώστε 
σωστή µοντελοποίηση τους να οδηγήσει και σε αξιόπιστα συµπεράσµατα µετά το 
πέρας της προσοµοίωσης. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι αυτό που θεωρείται γενικά πιο 
δύσκολο να µοντελοποιηθεί είναι τα χαρακτηριστικά του τηλεπικοινωνιακού διαύλου 
ειδικά µάλιστα σε περίπτωση που η ζεύξη υποφέρει από διαλείψεις, φαινόµενο συχνό 
όπως είπαµε σε περιβάλλοντα κινητών επικοινωνιών. 
Η θεωρία επεξεργασίας ψηφιακών σηµάτων (digital signal processing) συνεισφέρει 

κυρίως στην ανάπτυξη προσεγγίσεων διακριτού χρόνου για συστήµατα συνεχούς 
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χρόνου, όπως φίλτρα. Αυτό πρέπει να γίνει λόγω της εκ φύσεως διακριτού χρόνου 
λειτουργίας της προσοµοίωσης. 

 
 
   

 
Σχήµα 3.1 Επιστηµονικές Περιοχές σχετικές µε την Προσοµοίωση 

 
Η αριθµητική ανάλυση (numerical analysis) τώρα είναι συνυφασµένη µε την 

ανάπτυξη αποδοτικών υπολογιστικών τεχνικών. Πολύπλοκα ολοκληρώµατα, 
πολύπλοκες λύσεις διαφορικών εξισώσεων µπορούν να προσεγγιστούν µε αποδοτικό 
τρόπο και συνήθως µέσω επαναληπτικών διαδικασιών χρησιµοποιώντας τεχνικές 
αριθµητικής ανάλυσης. 
Η θεωρία πιθανοτήτων (probability theory) έχει και αυτή τον ιδιαίτερο ρόλο της 

στην προσοµοίωση τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων. Πρώτο απ’ όλα,  πολύ συχνά η 
επίδοση τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων εκφράζεται µε πιθανοτικούς όρους, π.χ. 
απαιτείται η πιθανότητα λάθους να είναι µικρότερη από 0.001 για 98% του χρόνου 
λειτουργίας. Επίσης, το αποτέλεσµα µιας προσοµοίωσης είναι συνήθως µια τυχαία 
µεταβλητή και πρέπει να µελετηθεί η τυπική απόκλιση της προκειµένου να 
χαρακτηριστεί η επιτυχία ή όχι της προσοµοίωσης. Μεγάλη τυπική απόκλιση 
σηµαίνει αστάθεια στα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης κάτι που δεν θεωρείται 
θετικό. Στο ίδιο πεδίο, βρίσκει εφαρµογή και η θεωρία στοχαστικών διαδικασιών 
(stochastic process theory). Για παράδειγµα, ο λευκός προσθετικός θόρυβος Gauss 
είναι µία στοχαστική διαδικασία και εµείς στην προσοµοίωση παράγουµε κάθε φορά 
ένα δείγµα αυτής της στοχαστικής διαδικασίας που εκφράζεται εν προκειµένω µέσω 
συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας. 
Η θεωρία αριθµών (number theory) µπορεί να βοηθήσει στην δηµιουργία τυχαίων 

ακολουθιών. Για παράδειγµα, στην προσοµοίωση µας επιθυµούµε η είσοδος στον 
κωδικοποιητή να είναι µια τυχαία ακολουθία αποτελούµενη από 0 ή 1. 
Κάποια βασικά στοιχεία της επιστήµης υπολογιστών (computer science) βρίσκουν 

εφαρµογή επίσης. Η επιλογή της κατάλληλης γλώσσας προγραµµατισµού για κάθε 
προσοµοίωση καθώς και τεχνικές για τη δηµιουργία αποδοτικών αλγορίθµων που 
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µπορούν να ελαττώσουν το συνολικό χρόνο προσοµοίωσης αλλά και την 
απαιτούµενη υπολογιστική µνήµη είναι µερικά από αυτά. 
Τέλος, η θεωρία εκτίµησης (estimation theory) µας δίνει εργαλεία για την εκτίµηση 

ενός προσοµοιωτικού αποτελέσµατος. Κάτι τέτοιο είναι απαραίτητο γιατί όπως 
προαναφέρθηκε το αποτέλεσµα µιας προσοµοίωσης αντιµετωπίζεται ως τυχαία 
µεταβλητή. Με σχετικούς όρους, η εκτίµηση για να θεωρείται επιτυχής πρέπει να 
είναι συνεπής (consistent) και αµερόληπτη (unbiased). 

 
 

3.2 Μοντελοποίηση 
 
Το πρώτο βήµα για τη δηµιουργία µιας προσοµοίωσης ενός συστήµατος είναι η 

µοντελοποίηση του. Η µοντελοποίηση περιλαµβάνει κατά χρονική σειρά ανάπτυξης 
δύο ειδών µοντέλα: τα αναλυτικά µοντέλα και τα προσοµοιωτικά µοντέλα. Η 
διαδικασία ανάπτυξης τους φαίνεται καλύτερα στο σχήµα 3.2 

 

 
Σχήµα 3.2 ∆ιαδικασία ανάπτυξης µοντέλων 

  
Όπως φαίνεται, ξεκινάµε πάντα από τη µελέτη ενός πραγµατικού στοιχείου. Αυτό 
µπορεί να είναι απλά ένα φίλτρο π.χ., µπορεί όµως να είναι και ένα πλήρες 
τηλεπικοινωνιακό σύστηµα. Η µελέτη του µας οδηγεί στην ανάπτυξη ενός 
αναλυτικού µοντέλου που το περιγράφει και που εκφράζεται συνήθως µέσω 
εξισώσεων. Αυτές οι παραγόµενες εξισώσεις είναι µια αφαιρετική περιγραφή του 
προς µελέτη στοιχείου και εµπεριέχουν αρκετές υποθέσεις και προσεγγίσεις. Στη 
συνέχεια, ακόµα ένα αφαιρετικό επίπεδο πιο πάνω, το αναλυτικό µοντέλο 
µετατρέπεται σε προσοµοιωτικό µοντέλο που θα εκφραστεί τελικά ως κώδικας µιας 
γλώσσας προγγραµατισµού. Και σε αυτή τη µετάβαση γίνονται αρκετές υποθέσεις 
και προσεγγίσεις. Ένας πιθανός λόγος είναι ότι ένα ακριβές αναλυτικό µοντέλο 
ενδέχεται να οδηγήσει σε πολύ µεγάλο χρόνο εκτέλεσης της προσοµοίωσης λόγω της 
πολυπλοκότητας του, κάτι που επιτάσσει ελάττωση της πολυπλοκότητας µέσω 
προσεγγίσεων. Τέτοιου είδους ισοζύγια (trade-offs) απαντώνται στις περισσότερες 
προσοµοιώσεις και φαίνονται συνοπτικά στο σχήµα 3.3. Σε κάθε περίπτωση πάντως , 
πρέπει παρά τις όποιες απλοποιήσεις να εξασφαλίζεται ότι το µοντέλο προσοµοίωσης 
είναι έγκυρο και τα αποτελέσµατά του αντικατοπτρίζουν την πραγµατικότητα 
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Σχήµα 3.3 Ακρίβεια αποτελεσµάτων και χρόνος εκτέλεσης συναρτήσει της πολυπλοκότητας του 
µοντέλου 

 
 

3.3 Ντετερµινιστικές και Στοχαστικές Προσοµοιώσεις 
 
Υπάρχουν βασικά δύο είδη προσοµοιώσεων: οι ντετερµινιστικές και οι 

στοχαστικές. Με τον όρο ντετερµινιστικές αναφερόµαστε στις προσοµοιώσεις (και 
γενικότερα στις διαδικασίες) που έχουν προδιαγεγραµµένο αποτέλεσµα. Ένα 
παράδειγµα είναι η προσοµοίωση ηλεκτρικού κυκλώµατος αποτελούµενο από 
γνωστές πηγές τάσης σταθερής τιµής και γνωστές αντιστάσεις επίσης σταθερής τιµής. 
Το αποτέλεσµα θα είναι και πρέπει να είναι πάντα το ίδιο. Το ίδιο αποτέλεσµα θα 
προέκυπτε και αν επιλύαµε το κύκλωµα µε κλασσικές µεθόδους (χαρτί και µολύβι). Ο 
λόγος που µπορεί να προτιµήσουµε την προσοµοίωση σε υπολογιστή είναι η αποφυγή 
χρονοβόρων υπολογιστών πράξεων. 
Από την άλλη πλευρά υπάρχουν και διαδικασίες που δεν έχουν προκαθορισµένα 

αποτελέσµατα καθώς εµπεριέχουν και τον παράγοντα της τυχαιότητας. Τα 
αποτέλεσµατα αυτών των διαδικασιών αντιµετωπίζονται ως τυχαίες µεταβλητές. 
Τέτοιες διαδικασίες και τέτοιες προσοµοιώσεις ονοµάζονται στοχαστικές. Ένα 
παράδειγµα, άµεσα σχετιζόµενο µε την προσοµοίωση που θα εκτελέσουµε στη 
συνέχεια της εργασίας, είναι ένα ψηφιακό τηλεπικοινωνιακό σύστηµα στο οποίο το 
λαµβανόµενο σήµα προκύπτει ως άθροισµα του µεταδιδόµενου σήµατος και τυχαίου 
θορύβου. Έστω ότι θέλουµε να υπολογίσουµε την πιθανότητα λάθους ανά σύµβολο. 
Γνωρίζουµε ότι αν χρησιµοποιείται BPSK διαµόρφωση και ο δίαυλος είναι τύπου 
AWGN αυτή η πιθανότητα εκφράζεται ως 

 

 
0

2 b
E

E
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N

⎛ ⎞
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 (3.1) 

 
όπου Q(x) η συνάρτηση Gauss που ορίζεται ως 
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Το ζήτηµα που προκύπτει σε σχέση µε την προσοµοίωση είναι ότι η παραπάνω 
πιθανότητα έχει προκύψει θεωρητικά µελετώντας άπειρο αριθµό συµβόλων. Είναι 
προφανές όµως ότι σε µια προσοµοίωση µπορεί να προσοµοιωθεί ένας πεπερασµένος 
αριθµός συµβόλων (η έννοια σύµβολο είναι γενική, στην περίπτωση µας 
αναφερόµαστε σε bits).  
Η κοινή πρακτική σε τέτοιες περιπτώσεις είναι να προσοµοιώσουµε ένα µεγάλο 
αριθµό bits και να µετρήσουµε τα λάθη στην έξοδο του δέκτη. Εάν µεταδώσουµε N 
ψηφία και παρατηρηθούν Ne λάθη, η εκτίµηση για την πιθανότητα λάθους είναι  
 

 
^

e
E

N
P

N
=  (3.3) 

 
Αυτός ο ρυθµός λαθών συναντάται ως BER (Bit error rate). Μέσω του ορισµού τώρα 
της πιθανότητας χρησιµοποιώντας σχετική συχνότητα προκύπτει 
 

 
N
lim e

E

N
P

N→∞
=  (3.4) 

 
Όπως προαναφέρθηκε, µπορούµε να προσοµοιώσουµε πεπερασµένο αριθµό ψηφίων, 
άρα η ζητούµενη πιθανότητα µπορεί µόνο να προσεγγιστεί από την προσοµοίωση. Η 
επιτυχία λοιπόν της προσοµοίωσης έγκειται στο κατά πόσο ακριβής είναι η 
προσέγγιση-εκτίµηση της.  
Αφού κάθε προσοµοιωτικό αποτέλεσµα ξεχωριστά, σε µια τέτοια στοχαστική 

προσοµοίωση αντιµετωπίζεται ως τυχαία µεταβλητή, για να κρίνουµε την επιτυχία 
ολόκληρης της προσοµοίωσης πρέπει να µελετήσουµε τα στατιστικά χαρακτηριστικά 
της. Κυρίως ενδιαφερόµαστε για δύο στατιστικά χαρακτηριστικά της εκτίµησης µιας 
προσοµοίωσης. Πρώτον, επιθυµούµε η τυπική απόκλιση της εκτίµησης να τείνει στο 
µηδέν όταν το Ν τείνει στο άπειρο κάτι που καθιστά την εκτίµηση συνεπή 
(consistent). ∆εύτερον, επιθυµούµε η µέση τιµή της εκτίµησης όταν το N τείνει στο 

άπειρο να ισούται µε το πραγµατικό µέγεθος, εν προκειµένω  { }^

E EE P P= . Αυτή η 

ιδιότητα καθιστά την εκτίµηση αµερόληπτη (unbiased). 
Σε αυτό το σηµείο, να σηµειώσουµε ότι οι στοχαστικές προσοµοιώσεις που κάνουν 

εκτίµηση µιας παραµέτρου µέσω διαδοχικών εκτιµήσεων που κάθε µία εµπεριέχει 
έναν παράγοντα τυχαιότητας, όπως συµβαίνει και στο προηγούµενο παράδειγµα, 
είναι ευρέως γνωστές ως ‘προσοµοιώσεις Monte Carlo’. Η ονοµασία αυτή 
παραπέµπει στα τυχερά παιχνίδια για τα οποία φηµίζεται το Monte Carlo. 

 
 

 

3.4 Επιλογή της Πλατφόρµας για την Προσοµοίωση µας 
 
Ένας από τους βασικούς στόχους αυτής της εργασίας είναι η ανάπτυξη 

προσοµοιωτή για την εκτίµηση της επίδοσης LDPC κωδίκων, που θα παρουσιαστούν 
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στο κεφάλαιο 4, υπό διάφορα σχήµατα διαµόρφωσης (BPSK, QAM, κλπ) και υπό 
διάφορους τύπους διαύλου (AWGN, Rayleigh, Rice). Ένα από τα πρώτα ζητήµατα 
που έπρεπε να απαντηθούν ήταν η επιλογή της πλατφόρµας προσοµοίωσης, του 
προγραµµατιστικού περιβάλλοντος δηλαδή πάνω στο οποίο θα γίνει η ανάπτυξη της 
προσοµοίωσης. 
Βασικοί υποψήφιοι ήταν η γλώσσα προγραµµατισµού C και το περιβάλλον Matlab. 

Ο αρχικός λόγος είναι οι καλές επιδόσεις τους σε απαιτητικές υπολογιστικές 
διεργασίες, όπως η προσοµοίωση µας. Όπως έχει ήδη γίνει αντιληπτό η εκτίµηση της 
επίδοσης ενός κώδικα αποτελεί στοχαστική διαδικασία αφού σε κάθε βήµα της 
προσοµοίωσης η είσοδος και στον κωδικοποιητή και στον αποκωδικοποιητή είναι 
τυχαία µεταβλητή. Στον κωδικοποιητή καταφθάνουν κατά τυχαίο τρόπο ψηφία από 
τη ψηφιακή πηγή πληροφορίας και στην είσοδο του αποκωδικοποιητή εµπεριέχεται 
και η τυχαιότητα που έχει εισαχθεί από τη στιγµιαία τιµή των χαρακτηριστικών του 
διαύλου. Ως στοχαστική προσοµοίωση λοιπόν απαιτεί µεγάλο αριθµό επαναλήψεων 
άρα και πολλούς υπολογισµούς. 
Σε πρώτη φάση, η γλώσσα C είναι αποδοτικότερη όσον αφορά το χρόνο εκτέλεσης 

από το Matlab, ως γλώσσα χαµηλότερου επιπέδου. Όµως τα πλεονεκτήµατα της 
χρήσης του Matlab κρίθηκαν σηµαντικότερα. Πρώτον, είναι ευρύτατα αποδεκτό από 
την κοινότητα των µηχανικών. Επίσης, από τα εγγενή χαρακτηριστικά του Matlab 
(MATrix LABoratory) υπάρχει µεγάλη ευχέρεια και αποτελεσµατικότητα στη χρήση 
πινάκων κάτι που θα µας φανεί πολύ χρήσιµο (γεννήτορας πίνακας, πίνακας ελέγχου 
ισοτιµίας, εύρεση αντιστρόφου κ.ά.). Γενικότερα από τη χρήση πινάκων, σαφώς και 
έχει πιο εµπλουτισµένη βιβλιοθήκη µε έτοιµες ρουτίνες από τη γλώσσα C παράλληλα 
µε πολύ βοηθητικά πρόσθετα όπως το Simulink. Μάλιστα, το Matlab είναι από τα 
πλέον εξελισσόµενα περιβάλλοντα εµπλουτιζόµενο συνεχώς κάτι που διαφαίνεται και 
στη συνεχή ανανέωση του µέσω νέων εκδόσεων. Χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η 
τελευταία έκδοση µέχρι ώρας του Matlab (R2007) που περιλαµβάνει πλήρες 
προσοµοιωτικό µοντέλο για το νέο πρότυπο DVB-S2 που χρησιµοποιεί LDPC 
κωδικοποίηση. Σαφώς και τέτοιες δυνατότητες δεν µπορούν να προσφερθούν από µια 
γλώσσα προγραµµατισµού χαµηλού επιπέδου όπως η C. Αξίζει να σηµειώσουµε ότι 
και αυτό που προσφέρει καλύτερα η C, δηλαδή ταχύτητα εκτέλεσης, µπορεί εν µέρει 
να χρησιµοποιηθεί καθώς υπάρχει η δυνατότητα ενσωµάτωσης στο περιβάλλον 
Matlab αρχείων γραµµένα σε C.  Τέλος, σηµαντικό ρόλο στην προσοµοίωση µας, 
όπως και γενικότερα, παίζει η οπτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων. Είναι 
αδιαµφισβήτητο ότι το γραφικό περιβάλλον του Matlab είναι από τα πλέον 
εξελιγµένα. 

  
 
 
 
 

3.5 Μοντελοποίηση ενός απλού ποµποδέκτη για την εκτίµηση της 
επίδοσης του  

 
Σε αυτή την ενότητα θα κάνουµε τη γενική περιγραφή του τηλεπικοινωνιακού 

συστήµατος που θα προσοµοιώσουµε µε στόχο να µελετήσουµε την επίδοση του σε 
όρους ρυθµού λαθών ανά ψηφίο (BER). Αυτή η µελέτη θα γίνει κάτω από διάφορα 
σχήµατα διαµόρφωσης, σε διάφορους τύπους διαύλου και σαν συνάρτηση του 
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σηµατοθορυβικόυ λόγου (SNR ή Eb/ N0). Το σταθερό στοιχείο είναι η LDPC 
κωδικοποίηση αφού κάτι τέτοιο αποτελεί και τον κύριο στόχο της εργασίας. Βέβαια, 
και στην LDPC κωδικοποίηση θα µελετηθούν διάφοροι παράγοντες όπως 
λογαριθµικός ή µη αποκωδικοποιητής και διάφορες τιµές για τον µέγιστο αριθµό 
επαναλήψεων του επαναληπτικού αλγορίθµου αποκωδικοποίησης όπως αυτός θα 
παρουσιαστεί στο επόµενο κεφάλαιο. Ο κώδικας της προσοµοίωσης είναι γραµµένος 
στο περιβάλλον Matlab και τα αποτελέσµατα θα παρουσιαστούν και θα σχολιαστούν 
στο κεφάλαιο 5. Στη συνέχεια θα αναλύσουµε τη µοντελοποίηση καθενός 
υποσυστήµατος που εµπλέκεται στην προσοµοίωση µας. Η ανάλυση θα γίνει µε βάση 
το µπλοκ διάγραµµα του τηλεπικοινωνιακόυ συστήµατος που θα προσοµοιώσουµε 
και το οποίο φαίνεται στο σχήµα 3.4. 

 
 
  
 
 
 
                                                                                                              
 
 
 

                       Σχήµα 3.4 Μπλοκ διάγραµµα προσοµοιούµενου συστήµατος 

 
 

3.5.1 Πηγή Ψηφιακής Πληροφορίας 
 
Ως πηγή του συστήµατος θεωρούµε την ακολουθία δυαδικών ψηφίων που 

καταφθάνει στην είσοδο του κωδικοποιητή κατά τυχαίο τρόπο. ∆εν µας ενδιαφέρει τι 
είδους είναι η πρωτογενής πηγή πληροφορίας (ήχος, εικόνα κλπ) ούτε και τα 
ενδιάµεσα στάδια πριν τον κωδικοποιητή (βλ. σχήµα 1.2) καθώς δεν επηρρεάζουν το 
µέγεθος που µας ενδιαφέρει: το ρυθµό λαθών ανά ψηφίο (BER) στην έξοδο του 
αποκωδικοποιητή στο δέκτη. 
Η ακολουθία που περιγράφηκε µπορεί να υλοποιηθεί στο Matlab µέσω της 

συνάρτησης randint που επιστρέφει 0 ή 1 µε ίση πιθανότητα. 
 

3.5.2 Κωδικοποιητής 
 
Ο κώδικας που κατασκευάσαµε είναι LDPC (256, 128). Αυτό σηµαίνει ότι ο 

κωδικοποιητής λαµβάνει την είσοδο από την πηγή σε µορφή πακέτων των 128 bits 
και στην έξοδο του δίνει πακέτα των 256 bits. Αν η ακολουθία δυαδικών ψηφίων 
µήκους 128 bits συµβολιστεί µε m, τότε στην έξοδο του αποκωδικοποιητή θα 
εµφανιστεί το κωδικοποιηµένο διάνυσµα c µήκους 256 bits που προκύπτει µέσω της 
γνωστής σχέσης 

 
c m G= D  
 

όπου G  ο γεννήτορας πίνακας του κώδικα. 

Πηγή Κωδικοποιητής ∆ιαµορφωτής

ΑποδιαµορφωτήςΑποκωδικοποιητής

∆ίαυλος 

Έξοδος 
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Μέσω του Matlab (συνάρτηση stem) δίνουµε στο σχήµα 3.5 µια πιθανή εκδοχή του 
m 
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Σχήµα 3.5 Μία τυχαία είσοδος στον κωδικοποιητή 

 
Το κωδικοποιηµένο µήνυµα που αντιστοιχεί στο παραπάνω διάνυσµα m φαίνεται στο 
σχήµα 3.6. 
 

3.5.3 ∆ιαµορφωτής  
 
Στην είσοδο του διαµορφωτή καταφθάνουν κατά σειρά οι κωδικές λέξεις από την 

έξοδο του κωδικοποιητή. Κάθε σχήµα διαµόρφωσης αντιστοιχεί τα εισερχόµενα 
δυαδικά ψηφία σε σύµβολα – παλµούς προς µετάδοση. Το απλούστερο σχήµα 
διαµόρφωσης που θα χρησιµοποιήσουµε είναι η διαµόρφωση BPSK, όπου το ψηφίο 1 
αντιστοιχίζεται σε παλµό πλάτους +Α και το ψηφίο 0 αντιστοιχίζεται σε παλµό 
πλάτους –Α. Εµείς θα χρησιµοποιήσουµε την κανονικοποιηµένη τιµή +1 και –1 (βλ. 
σχήµα 3.7).  Άλλο σχήµα διαµόρφωσης είναι η διαµόρφωση M-QAM όπου 
αντιστοιχίζεται ένα σύµβολο ανά log2M δυαδικά ψηφία. Για παράδειγµα, στη 
διαµόρφωση 4-QAM ο διαµορφωτής αντιστοιχεί ανά δύο ψηφία (00, 01, 10, ή 11) και 
ένα σύµβολο οπότε προκύπτουν συνολικά 4 διαφορετικά σύµβολα. Οµοίως και για 
QAM διαµορφώσεις ανώτερης τάξης. Τα προς µετάδοση σύµβολα ανήκουν στο 
µιγαδικό επίπεδο και αποδίδονται σχηµατικά στη συνέχεια (Σχ. 3.8, 3.9). 
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Σχήµα 3.6 Κωδική λέξη που αντιστοιχεί στο µήνυµα πληροφορίας του σχήµατος 3.5 
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Σχήµα 3.7 BPSK διαµόρφωση στην κωδική λέξη του σχήµατος 3.6 
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Σχήµα 3.8 Αστερισµός 4-QAM όπου φαίνονται τα 4 διαφορετικά µεταδιδόµενα σύµβολα 
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Σχήµα 3.9 Αστερισµός 16-QAM όπου φαίνονται τα 16 διαφορετικά µεταδιδόµενα σύµβολα 
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3.5.4 ∆ίαυλος 
 
Στην περιγραφή των διαφορετικών τύπων διαύλων θα εστιάσουµε την προσοχή µας 

σε διαύλους που απαντώνται κυρίως στις ασύρµατες επικοινωνίες. Ως πρώτη 
κατηγοριοποίηση κατανέµουµε τους διαύλους σε τύπου προσθετικού λευκού θορύβου 
Gauss (AWGN) και σε διαύλους που προκαλούν διαλείψεις, δηλαδή απότοµες 
µεταβολές στην ένταση του λαµβανόµενου σήµατος. Προχωρώντας ένα βήµα στη 
δεύτερη κατηγορία θα αναλύσουµε ξεχωριστά διαύλους τύπου Rayleigh και τύπου 
Rice ενώ θα µελετηθεί και η χρονική µεταβλητότητα του διαύλου λόγω κίνησης. 

 

3.5.4.1 Προσθετικός Λευκός Θόρυβος Gauss (ΑWGN)  
 
Το µοντέλο AWGN είναι ένα θεωρητικό κατασκεύασµα για την περιγραφή του 

θορύβου που εισάγει ο δίαυλος, που βρίσκει σηµαντική εφαρµογή στην ανάλυση 
τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων. 
Πρώτον, το ότι ο θόρυβος χαρακτηρίζεται Gauss σηµαίνει ότι ακολουθεί την 

κατανοµή Gauss. Γενικά, λέµε ότι η τυχαία µεταβλητή Υ έχει κατανοµή Gauss αν η 
συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας αυτής έχει τη µορφή: 
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( ) exp
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⎡ ⎤−
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 (3.5) 

 
όπου Ym  είναι η µέση τιµή και 2σ Υ  η µεταβλητότητα της τυχαίας µεταβλητής Υ. Το 
γιατί τώρα βρίσκει πρακτική εφαρµογή η µοντελοποίηση του θορύβου µε βάση την 
γκαουσιανή κατανοµή έχει τις ρίζες του στο θεώρηµα του κεντρικού ορίου (central 
limit theorem). Το εν λόγω θεώρηµα λοιπόν, δηλώνει ότι αν µια τυχαία µεταβλητή, εν 
προκειµένω ο θόρυβος, προκύπτει ως το άθροισµα µεγάλου αριθµού τυχαίων 
µεταβλητών ανεξάρτητων µεταξύ τους, τότε η κατανοµή πιθανότητας της τυχαίας 
µεταβλητής προσεγγίζεται από τη γκαουσιανή. Για παράδειγµα, έστω ο θερµικός 
θόρυβος, ο ηλεκτρικός θόρυβος δηλαδή που οφείλεται στην τυχαία κίνηση των 
ηλεκτρονίων σε έναν αγωγό.  Επειδή ο αριθµός των ηλεκτρονίων σε µία αντίσταση 
είναι πολύ µεγάλος και οι τυχαίες κινήσεις τους είναι στατιστικά ανεξάρτητες, το 
θεώρηµα κεντρικού ορίου υπαγορεύει ότι ο θερµικός θόρυβος ακολουθεί κατανοµή 
Gauss µε µηδενική µάλιστα µέση τιµή. 
Έπειτα, πρέπει να σχολιάσουµε το χαρακτηρισµό του θορύβου ως λευκός. Ο λευκός 

θόρυβος λοιπόν αποτελεί µία ιδανική µορφή θορύβου, η πυκνότητα φάσµατος ισχύος 
του οποίου είναι ανεξάρτητη της συχνότητας λειτουργίας. Ο όρος λευκός αποδόθηκε 
µε την έννοια ότι το λευκό φως περιέχει ίσες ποσότητες ακτινοβολίας από όλες τις 
ορατές συχνότητες. Από τον ορισµό του λευκού θορύβου προκύπτει ύστερα από 
ανάλυση ότι οποιαδήποτε δύο διαφορετικά δείγµατα λευκού θορύβου, ανεξάρτητα πό 
το πόσο κοντά στο χρόνο λαµβάνονται, είναι ασυσχέτιστα. ∆ηλαδή, σε περίπτωση 
λευκού θορύβου Gauss τα δύο δείγµατα είναι ασυσχέτιστα και ανεξάρτητα. Για αυτό 
το λόγο έχει γραφτεί χαρακηριστικά ότι ο λευκός θόρυβος Gauss αποτελεί το ζενίθ 
της “τυχαιότητας”. 
Τέλος, µε τον όρο προσθετικός εννοούµε ότι το λαµβανόµενο σήµα y(t) προκύπτει 

ως το άθροισµα του µεταδιδόµενου σήµατος x(t) µε το θόρυβο n(t), για  κάθε χρονική  
στιγµή t. 
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 ( ) ( ) ( )y t x t n t= +  (3.6) 
 
Να σηµειώσουµε ότι το Matlab παρέχει τη συνάρτηση awgn, η οποία προσθέτει 

λευκό θόρυβο Gauss στο σήµα µας. 
 

3.5.4.2 ∆ίαυλος τύπου Rayleigh 
 
Στη συνέχεια θα επικεντρώσουµε σε διαύλους που προκαλούν διαλείψεις στο 

λαµβανόµενο σήµα. Τέτοια φαινόµενα παρατηρούνται συχνά στις κινητές 
τηλεπικοινωνίες και οφείλονται κατά βάση στην πολυδιαδροµική διάδοση του 
σήµατος και στην κίνηση του δέκτη (σχήµα 3.10). Επίσης, παρατηρούνται και στις 
δορυφορικές επικοινωνίες όπου εδώ οι διαλείψεις οφείλονται κυρίως στις 
ιδιαιτερότητες που εµφανίζει η διάδοση ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στην 
ατµόσφαιρα (π.χ. ατµοσφαιρικές κατακρηµνίσεις). 

 

 
Σχήµα 3.10 Παράδειγµα πολυδιαδροµικής διάδοσης και κινητικότητας δέκτη που οδηγούν 

σε διαλείψεις 

 
Έχει αποδειχθεί ότι η κατανοµή της περιβάλλουσας των σηµάτων που υποφέρουν 

από διαλείψεις λόγω πολυδιαδροµικής διάδοσης όταν δεν υπάρχει οπτική επαφή 
ποµπού-δέκτη (NLOS) περιγράφεται από την κατανοµή Rayleigh. Η πυκνότητα 
πιθανότητας της κατανοµής Rayleigh δίνεται από τη σχέση 
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3.5.4.3 ∆ίαυλος τύπου Rice 
 
Όταν το σήµα µας υποφέρει από διαλείψεις και υπάρχει οπτική επαφή ποµπού-

δέκτη (LOS), τότε η περιβάλλουσα του σήµατος ακολουθεί την κατανοµή Rice. Η 
πυκνότητα πιθανότητας της κατανοµής Rice δίνεται από τη σχέση (a, b>0) 
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όπου  

• x, η λαµβανόµενη τιµή της περιβάλλουσας του σήµατος (σε Volts) 
• a, το πλάτος του κυρίαρχου σήµατος (LOS) 
• 0I (x) η τροποποιηµένη συνάρτηση Bessel πρώτου είδους. 

Θεωρητικά, αναµένουµε µικρότερες επιβαρύνσεις σε διαύλους τύπου Rice σε 
σχέση µε διαύλους Rayleigh ακριβώς λόγω της οπτικής επαφής ποµπού – δέκτη. Για 
τον ακριβέστερο χαρακτηρισµό ενός διαύλου Rice χρησιµοποιούµε τον παράγοντα K, 
όπου  
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ΙΣΧΥΣ ΣΚΕΔΑΣΜΕΝΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ
K =  
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2

2
a

K
b

=  

 
Από τα παραπάνω, προκύπτει ότι αν K=0 τότε ο δίαυλος Rice ισοδυναµεί µε δίαυλο 
Rayleigh. Στα επόµενα σχήµατα (Σχ. 3.11, Σχ. 3.12), δίνουµε τα αποτελέσµατα της 
προσοµοίωσης στο Matlab για διαύλους Rayleigh, Rice αντίστοιχα όπου οι τιµές 
ισχύος της περιβάλλουσας του σήµατος (Envelope Power) έχουν παραχθεί βάσει των 
αντίστοιχων πυκνοτήτων πιθανότητας όπως αυτές δίνονται από τις εξισώσεις 3.7, 3.8. 
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Σχήµα 3.11 Περιβάλλουσα Rayleigh µε διαλείψεις 

 
Σχήµα 3.12 Περιβάλλουσα Rice (K=6 dB) µε διαλείψεις 
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3.5.4.4 ∆ιαλείψεις λόγω κίνησης του δέκτη 
 
Μέχρι τώρα, περιγράψαµε τις διαλείψεις που οφείλονται στην πολυδιαδροµική 
διάδοση του σήµατος και περιγράψαµε τη βασική κατηγοριοποίηση σε δίαυλο 
Rayleigh και Rice. Όπως προαναφέρθηκε όµως, στις κινητές επικοινωνίες διαλείψεις 
προκαλούνται και λόγω της κίνησης του δέκτη. Η συνεχής µεταβολή της θέσης του 
δέκτη συνεπάγεται και συνεχή µεταβολή στα µονοπάτια διάδοσης, φαινόµενο που 
οδηγεί σε διαλείψεις. Για παράδειγµα, στο σχήµα 3.10 παρατηρούµε ότι άλλα είναι τα 
µονοπάτια διάδοσης τη χρονική στιγµή t και άλλα τη χρονική στιγµή t + a, ακριβώς 
λόγω της κίνησης του δέκτη. Αυτή η χρονική µεταβλητότητα περιγράφεται µέσω της 
φασµατικής πυκνότητας ισχύος Doppler και υπάρχουν διάφορα µοντέλα για την 
περιγραφή της. Εµείς, ακολουθώντας την αναφορά [4] υιοθετούµε στην 
προσοµοίωση µας το µοντέλο Jakes. Προφανώς, βασική παράµετρος για την εξέταση 
διαλείψεων λόγω κίνησης είναι η ταχύτητα του κινητού δέκτη. Στη συνέχεια, 
παραθέτουµε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης για µέγιστη ταχύτητα δέκτη Vmax= 
3 km/hr και για Vmax= 120  km/hr, για δίαυλο Rayleigh και τις δύο φορές. 
Συµπεραίνουµε ότι όσο αυξάνεται η µέγιστη ταχύτητα δέκτη τόσο αυξάνεται ο 
ρυθµός διαλείψεων λόγω κίνησης. Να σηµειώσουµε ότι στην προσοµοίωση για τη 
µελέτη επίδοσης LDPC κωδίκων υπό περιβάλλον διαλείψεων, όπως αυτή θα 
παρουσιαστεί στο κεφάλαιο 5, είτε αναλύουµε δίαυλο Rayleigh είτε Rice η µέγιστη 
ταχύτητα δέκτη είναι σταθερή παράµετρος ορισµένη ως Vmax= 10  km/hr. 
 

 
Σχήµα 3.13 ∆ιαλείψεις για Vmax= 3 km/hr 
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Σχήµα 3.14 ∆ιαλείψεις για Vmax= 120 km/hr 

 
 
 
 

3.5.5 Αποδιαµορφωτής 
 
Ο αποδιαµορφωτής κάνει την αντίστροφη διαδικασία από το διαµορφωτή. Σαν 

είσοδο δηλαδή παίρνει σύµβολα και σαν έξοδο παράγει την ανάλογη ακολουθία bits. 
Προφανώς, πρέπει να υπάρχει αντιστοιχία µε το σχήµα διαµόρφωσης, δηλαδή 
διαµόρφωση PSK συνεπάγεται και αποδιαµόρφωση PSK. Όπως είδαµε στην ενότητα 
3.5.3 εκπέµπονται σύµβολα, ύστερα από τη διαδικασία της διαµόρφωσης, που το 
καθένα αντιστοιχεί σε µια από τις επιτρεπόµενες τιµές κάθε σχήµατος διαµόρφωσης, 
π.χ. για 4-QAM είδαµε ότι υπάρχουν δυνητικά 4 διαφορετικά σύµβολα. Μετά από τη 
µετάδοση όµως και λόγω των επιβαρύνσεων που έχει εισάγει ο δίαυλος τα σύµβολα 
καταφθάνουν αλλοιωµένα. ∆ουλειά του αποδιαµορφωτή είναι για κάθε ληφθέν 
σύµβολο να βρει ποιο από τα αρχικά σύµβολα απέχει λιγότερο και να κάνει έτσι την 
αντιστοίχιση. Η έννοια της απόστασης εδώ ορίζεται ως η ευκλίδεια απόσταση στο 
µιγαδικό επίπεδο των συµβόλων. Από τα παραπάνω προκύπτει ότι αν η αλλοίωση 
είναι µεγάλη ενδέχεται ο αποδιαµορφωτής να κάνει λανθασµένη εκτίµηση για το 
σύµβολο που εκπέµφθηκε. Ύστερα τώρα από την εκτίµηση για το σύµβολο 
παράγεται η ακολουθία ψηφίων που αντιστοιχεί στο εν λόγω σύµβολο και που 
οδηγείται στη συνέχεια στον αποκωδικοποιητή. 
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Το όλο ζήτηµα περί της εκτίµησης συµβόλων ενδείκνυται να παρουσιαστεί 
γραφικά. Για αυτό το σκοπό θα χρησιµοποιήσουµε σχήµατα που προέκυψαν από την 
προσοµοίωση µας. Στα σχήµατα 3.15, 3.16 δίνουµε ληφθέντα σύµβολα που 
αντιστοιχούν σε διαµόρφωση 4-QAM και σηµατορυβικό λόγο 0 και 10 dB 
αντίστοιχα. Χωρίς να µας ενδιαφέρει ιδιαίτερα σε αυτό το σηµείο σηµειώνουµε ότι το 
σύνολο των ληφθέντων συµβόλων αντιστοιχεί σε µια κωδική λέξη (256 bits) του 
κώδικα µας, οπότε το πλήθος τους είναι (256 / log24)=128. Παρατηρούµε τώρα, και 
σε αντιπαραβολή µε το σχήµα 3.8, ότι για SNR 0 dB (πολύ χαµηλή τιµή) έχουµε 
σηµαντική αλλοίωση στις θέσεις των συµβόλων στο µιγαδικό επίπεδο κάτι που 
αναπόφευκτα θα οδηγήσει τον αποδιαµορφωτή σε σωρεία σφαλµάτων 
δυσχεραίνοντας έτσι και τη µετέπειτα εργασία του αποκωδικοποιητή. Αντίθετα, µε 
την αύξηση του SNR σε 10 dB (αρκετά καλή τιµή) τα σύµβολα βρίσκονται σε 
περιοχές σαφώς πιο εντοπισµένες και γύρω από τα αρχικά σύµβολα. 
Έτσι, σε αυτή την περίπτωση ακόµα και αν υπάρχει κάποια αλλοίωση του 

συµβόλου ύστερα από τη µετάδοση του, ο αποδιαµορφωτής θα κάνει τις 
περισσότερες φορές σωστή εκτίµηση διότι το ληφθέν σύµβολο βρίσκεται πιο κοντά  
στο αρχικό σύµβολο παρά στα υπόλοιπα. 
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Σχήµα 3.15 Ληφθέντα σύµβολα για 4-QAM και σηµατοθορυβικό λόγο 0dB 
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Σχήµα 3.16 Ληφθέντα σύµβολα για 4-QAM και σηµατοθορυβικό λόγο 10dB 
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Σχήµα 3.17 Ληφθέντα σύµβολα για 16-QAM και σηµατοθορυβικό λόγο 0dB 
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Σχήµα 3.18 Ληφθέντα σύµβολα για 16-QAM και σηµατοθορυβικό λόγο 10dB 
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Σχήµα 3.19 Ληφθέντα σύµβολα για 16-QAM και σηµατοθορυβικό λόγο 20dB 
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Τα ίδια συµπεράσµατα προκύπτουν και από την ανάλυση µας για διαµόρφωση 16-

QAM που φαίνονται στα σχήµατα 3.17-3.19. Είναι φανερό και εδώ ότι µε την 
καλυτέρευση του σηµατοθορυβικού λόγου, οι περιοχές που καλύπτουν τα ληφθέντα 
σύµβολα γίνονται ολοένα και πιο εντοπισµένες γύρω από τα αρχικά σύµβολα 
οδηγώντας έτσι τον αποδιαµορφωτή σε χαµηλοτερα ποσοστά λάθους εκτίµησης. 
Συγκρίνοντας τώρα τη διαµόρφωση 16-QAM µε τη διαµόρφωση 4-QAM, 

παρατηρούµε ότι η 4-QAM έχει καλύτερες ιδιότητες απόστασης. Με άλλα λόγια, για 
ίδιο SNR, ένα σύµβολο 4-QAM είναι λιγότερο πιθανό να µεταβεί σε περιοχή άλλου 
συµβόλου από ότι ένα σύµβολο 16-QAM. Συνεπώς, η διαµόρφωση 4-QAM έχει 
µικρότερες τιµές πιθανότητας λάθους σε σχέση µε τη 16-QAM. Το κέρδος τώρα από 
τη χρήση 16-QAM είναι η καλύτερη φασµατική απόδοση κάτι που διαφαίνεται και 
από το παράδειγµα µας. Και στις δύο περιπτώσεις τα ληφθέντα σύµβολα που 
παριστάνονται στα σχήµατα αντιστοιχούν σε µία κωδική λέξη. Στην περίπτωση 4-
QAM ο αριθµός των συµβόλων είναι (256 / log24)=128 ενώ στην περίπτωση 16-
QAM ο αριθµός των συµβόλων είναι (256 / log216)=64, υποδιπλασιάζεται λοιπόν το 
καταναλισκόµενο εύρος ζώνης. Η σύγκριση που έγινε σε αυτή την παράγραφο µπορεί 
να γενικευτεί για διαµορφώσεις χαµηλής και υψηλής φασµατικής απόδοσης. 
Αξίζει να σηµειώσουµε ότι στα σύγχρονα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα 

χρησιµοποιείται µια τεχνική, γνωστή ως προσαρµοστική διαµόρφωση, που 
προσπαθεί να εκµεταλευτεί τα θετικά και των δύο κατηγοριών διαµόρφωσης, 
χαµηλής και υψηλής φασµατικής απόδοσης. Η τεχνική αυτή συνίσταται στη χρήση 
διαµορφώσεων υψηλής φασµατικής απόδοσης κατά τη διάρκεια ευνοϊκών συνθηκών 
στο δίαυλο και µετάβαση σε περισσότερο ανθεκτικά / εύρωστα σχήµατα µικρότερης 
φασµατικής απόδοσης κατά τη διάρκεια δυσµενών συνθηκών στο δίαυλο. 

 
 

3.5.6 Αποκωδικοποιητής 
 
Τα bits που εξέρχονται από τον αποδιαµορφωτή οδηγούνται στην είσοδο του 

LDPC(256, 128) αποκωδικοποιητή. Ο αποκωδικοποιητής τα λαµβάνει σε πακέτα των 
256 bits όσο είναι το µήκος δηλαδή της κωδικής λέξης του κώδικα που έχουµε ορίσει. 
Η διαδικασία αποκωδικοποίησης εφαρµόζεται σε κάθε κωδική λέξη ξεχωριστά. Στο 
τέλος αυτής της διαδικασίας αποµονώνονται τα bits της κωδικής λέξης που 
αντιστοιχούν στο µήνυµα πληροφορίας και που εξ ορισµού του κώδικα µας είναι 128. 
Όσον αφορά τώρα την ουσία της διαδικασίας αποκωδικοποίησης αυτή θα 

παρουσιαστεί αναλυτικά στο κεφάλαιο 4 όπου θα γίνει εκτενής αναφορά στους 
LDPC κώδικες. Αυτό που µπορούµε να πούµε από τώρα είναι ότι ο αλγόριθµος 
αποκωδικοποίησης LDPC κωδίκων βρίσκει την βέλτιστη πιθανοτικά εκτίµηση για 
κάθε bit της κωδικής λέξης, όχι απαραίτητα όµως και την βέλτιστη εκτίµηση για την 
κωδική λέξη ως σύνολο. 

 

3.5.7 Εκτιµητής Λαθών 
 
Μετά το πέρας της αποκωδικοποίησης του εκάστοτε ληφθέντος κωδικοποιηµένου 

µηνύµατος, το σύστηµα αποµονώνει το µήνυµα πληροφορίας. Παρ’ ότι ο στόχος και 
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του αποδιαµορφωτή και του αποκωδικοποιητή είναι προς την κατεύθυνση αυτό το 
µήνυµα να ταυτίζεται µε το αρχικό µήνυµα, κάτι τέτοιο βεβαίως δεν συµβαίνει πάντα. 
Ήδη έχουµε αναφερθεί για παράδειγµα στους περιορισµούς πάνω στη διορθωτική 
ικανότητα των  κωδίκων. Το στοιχείο της προσοµοίωσης που ονοµάζουµε εκτιµητής 
λαθών συγκρίνει το αρχικό µήνυµα πληροφορίας στον ποµπό µε το τελικό στο δέκτη 
και καταγράφει τα λάθη. Για να πετύχουµε το στόχο µας που είναι η εκτίµηση της 
πιθανότητας λάθους πρέπει όπως εξηγήσαµε να προσοµοιώσουµε πολλά πακέτα και 
να λάβουµε τη µέση τιµή των σφαλµάτων που καταγράφονται. Προς αποφυγή 
παρεξηγήσεων να τονίσουµε ότι εκτιµητής λαθών στο δέκτη δεν µπορεί να υπάρξει 
σε πραγµατικό σύστηµα καθώς ο δέκτης δεν µπορεί να γνωρίζει µε σιγουριά το 
αρχικό µήνυµα πληροφορίας...    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 68 
 

 
 
 



 69 
 

4 Τεχνικές Κωδικοποίησης LDPC (Low 
Density Parity Check) 

 
 

4.1 Γενικά 
 
Σε  αυτό το κεφάλαιο θα ασχοληθούµε µε τους LDPC (Low density parity-check) 
κώδικες, οι οποίοι είναι από τους πλέον αποτελεσµατικούς κώδικες διόρθωσης λαθών 
και για τους οποίους σηµαντική έρευνα εξελίσσεται στις µέρες µας. 
Το βασικό χαρακτηριστικό των εν λόγω κωδίκων είναι ότι πρόκειται για γραµµικούς 
συµπαγείς κώδικες που κατασκευάζονται βάσει ενός αραιού πίνακα ελέγχου 
ισοτιµίας H, κάτι στο οποίο οφείλουν και την ονοµασία τους. Όσον αφορά τη 
δυαδική περίπτωση (binary case) που θα µας απασχολήσει, αραιός πίνακας σηµαίνει 
ότι ο H αποτελείται από σχετικά λίγους άσσους διάσπαρτους ανάµεσα σε πολλά 
µηδενικά ή µε άλλα λόγια έχει χαµηλή πυκνότητα (low-density) άσσων. Η επίδοση 
των LDPC κωδίκων εξαρτάται σηµαντικά από τη σχεδίαση του πίνακα H και από τον 
αλγόριθµο αποκωδικοποίησης που χρησιµοποιείται. Σε γενικές γραµµές µπορούµε να 
πούµε ότι η αποκωδικοποίηση των LDPC γίνεται χρησιµοποιώντας belief-
propagation αλγόριθµο ο οποίος λειτουργεί επαναληπτικά, ανανεώνοντας σε κάθε 
βήµα την πιθανότητα κάθε bit να είναι 0 ή 1 λαµβάνοντας υπόψη την πληροφορία 
που απορρέει από την αντίστοιχη πιθανότητα των υπόλοιπων bits. 

Ιστορικά τώρα, αυτή η κλάση κωδίκων µε τα χαρακτηριστικά που 
προαναφέρθηκαν προτάθηκε για πρώτη φορά από τον Gallager το 1962. Η 
πολυπλοκότητα όµως του επαναληπτικού αλγορίθµου ξεπερνούσε τις υπάρχουσες 
τότε δυνατότητες των ηλεκτρονικών επεξεργαστών. Έτσι, αυτοί οι κώδικες ήταν 
ξεχασµένοι µέχρι το 1996 παρά την προσπάθεια του Tanner το 1981 να 
ξαναζωντανέψει το ενδιαφέρον για αυτούς. Ήταν το 1996 λοιπόν, όταν οι MacKay 
και Neal επανέφεραν τους LDPC κώδικες στο προσκήνιο και τώρα πια µιλάµε για 
κώδικες που αγγίζουν το θεωρητικό όριο του Shannon περί της επίδοσης των 
σχηµάτων κωδικοποίησης καναλιού για διόρθωση λαθών, κάτι που ισχύει µόνο για 
τους LDPC και τους turbo κώδικες. Μάλιστα, έχει δειχθεί [8] ότι κατάλληλα 
σχεδιασµένοι LDPC κώδικες ξεπερνούν την απόδοση των turbo κωδίκων που 
χρησιµοποιούνται στα συστήµατα κινητών επικοινωνιών 3ης γενιάς (3G). 

Η εξαιρετική επίδοση των LDPC κωδίκων έχει οδηγήσει στην υιοθέτηση τους 
από διάφορα πρότυπα επικοινωνιών, µε πιο χαρακτηριστικά τα DVB-S2, 
IEEE80216.e, IEEE802.3an(10BASE-T) κ.ά.. Επιπλέον, αναµένεται να 
χρησιµοποιηθούν και σε διάφορα σύγχρονα συστήµατα επικοινωνιών, όπως τα 
συστήµατα πολλαπλών εισόδων - πολλαπλών εξόδων (MIMO) που µπορούν να 
επιτύχουν σηµαντική αύξηση της χωρητικότητας. Σε κάθε περίπτωση βέβαια και 
παρά τη δεδοµένη αποδοτικότητα των LDPC κωδίκων πρέπει να γίνεται ειδικός 
έλεγχος για διάφορους περιοριστικούς παράγοντες, όπως πολυπλοκότητα, απαιτήσεις 
µνήµης, µέγεθος κώδικα, συµβατότητα ρυθµού. Κατά συνέπεια, έχουν προταθεί 
διάφορες µέθοδοι κατασκευής και  διάφορες τροποποιήσεις του βασικού αλγορίθµου 
αποκωδικοποίησης. Στη συνέχεια, θα δείξουµε τα βασικά χαρακτηριστικά των LDPC 
κωδίκων και στο επόµενο κεφάλαιο θα παρουσιάσουµε τα αποτελέσµατα από την 
προσοµοίωση µας που στόχο έχει να µελετήσει την επίδοση τους.  
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4.2 Κωδικοποίηση LDPC 
 
 

4.2.1 Περιγραφή  LDPC κωδίκων 
Οι LDPC κώδικες σχεδιάζονται συνήθως ως γραµµικοί και δυαδικοί συµπαγείς 
κώδικες. Σε τέτοια περίπτωση, κατά τα γνωστά ένας γεννήτορας πίνακας G 
µετατρέπει το µήνυµα m µήκους k στο κωδικοποιηµένο διάνυσµα c µήκους n  µέσω 
πολλαπλασιασµού πινάκων στο δυαδικό πεδίο. Ισχύει δηλαδή c m G= D , έτσι ώστε 
το κωδικοποιηµένο διάνυσµα c να ικανοποιεί την εξίσωση συνδρόµου 0Tc H =D . 
Εντελώς ισοδύναµη είναι η περίπτωση κωδικοποίησης κατά την οποία Tc G m= D  
και 0H c =D .  

Όπως προαναφέρφηκε, οι LDPC κώδικες σχεδιάζονται µέσω κατάλληλης 
κατασκευής του πίνακα Η. ∆ιακρίνουµε δύο µεγάλες κατηγορίες µε βάση αυτόν τον 
πίνακα: τους κανονικούς  (regular) κώδικες που χαρακτηρίζονται από σταθερό 
αριθµό άσσων ανά γραµµή και ανά στήλη και τους µη- κανονικούς (irregular) που 
δεν πληρούν την παραπάνω συνθήκη. Η πρώτη κατηγορία ήταν αυτή που 
πρωτοπροτάθηκε από τον Gallager ο οποίος ανέδειξε και τις  βασικές ιδιότητες  
αυτών  των κωδίκων: η πιθανότητα λάθους µειώνεται εκθετικά για αυξανόµενο 
µέγεθος κώδικα n και η ελάχιστη απόσταση αυξάνει µε την αύξηση του µεγέθους του 
κώδικα. 
 

4.2.2 Κανονικοί (regular) LDPC κώδικες 
Κανονικοί ονοµάζονται οι κώδικες που έχουν σταθερό αριθµό άσσων ανά γραµµή u 
και σταθερό αριθµό άσσων ανά στήλη s, όσον αφορά τον πίνακα Η. Ένας τέτοιος 
LDPC κώδικας συµβολίζεται CLDPC(n, s, u). Λόγω της αραιότητας του Η, οι 
παράµετροι s, u είναι µικροί αριθµοί συγκρινόµενοι µε το µήκος κώδικα n. 
 
Σαν παράδειγµα για καλύτερη κατανόηση των παραπάνω παραθέτουµε παρακάτω τον 
πίνακα H ενός κώδικα CLDPC(12, 3, 6) 
 

 
 
∆εδοµένου ότι ο Η είναι διαστάσεων (n-k) x n και σε περίπτωση που όλες οι γραµµές 
του είναι γραµµικώς ανεξάρτητες µεταξύ τους, ισχύει η ακόλουθη σχέση για τον 
ρυθµό κώδικα k/n που προκύπτει από τις δύο διαφορετικές εκφράσεις για το  
συνολικό αριθµό άσσων στον πίνακα: 



 71 
 

 ( )
k u s

ns n k u
n u

−
= − ⇒ =   (4.1) 

 
Σε περίπτωση που υπάρχουν γραµµικώς εξαρτηµένες γραµµές ο ρυθµός κώδικα 
δίνεται από τη σχέση: 
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όπου s΄ η πραγµατική διάσταση του υποχώρου γραµµών του πίνακα Η. 
 
Οι µέχρι τώρα περιορισµοί που θέσαµε για τους κανονικούς LDPC κώδικες δεν 
οδηγούν συνήθως στη σχεδίαση ενός πίνακα Η σε συστηµατική µορφή. Έτσι, 
συνήθως απαιτείται η χρήση της µεθόδου απαλοιφής Gauss ώστε να γίνει µετατροπή 
σε συστηµατικό πίνακα ελέγχου ισοτιµίας, πίνακα δηλαδή της µορφής: 

 ' [ ]Tn kH I P−= , όπου In-k ο µοναδιαίος πίνακας διαστάσεων (n-k) x (n-k). Ο πίνακας 
ελέγχου ισοτιµίας του κώδικα είναι ο αρχικά σχεδιασµένος Η και ο γεννήτορας 
πίνακας G  έχει την ακόλουθη µορφή που προκύπτει από τον H’: 
G=[ P   Ik ] 
Αναλύοντας τώρα τη σχεδιαστική πορεία ενός LDPC κώδικα, αρχικά κατασκευάζεται 
ένας αραιός πίνακας ελέγχου ισοτιµίας H= [A  B] που υπακούει στους σχεδιαστικούς 
περιορισµούς. Στη γενική περίπτωση, αυτός ο πίνακας δεν είναι σε συστηµατική 
µορφή. Οι υποπίνακες Α και Β είναι και οι δύο αραιοί. Ο Α είναι διαστάσεων (n-k) x 
(n-k) και πρέπει να είναι αντιστρέψιµος, µε αντίστροφο έστω Α-1  . Ο Β κατά 
συνέπεια είναι διαστάσεων (n-k) x k. 
Η µέθοδος απαλοιφής Gauss, πάνω στο δυαδικό πεδίο (binary field), µετατρέπει τον 
πίνακα  H= [A  B]  στη µορφή   H’ = [ In-k Α-1 B] = [In-k PΤ]. Από τη στιγµή που 
σχηµατιστεί ο ισοδύναµος πίνακας ελέγχου ισοτιµίας H’, ο αντίστοιχος γεννήτορας 
πίνακας G µπορεί να σχηµατιστεί µε τη βοήθεια των υποπινάκων του H’ και να 
δώσει G=[ P   Ik ]. Το τελευταίο βήµα προέκυψε από τη βασική σχέση που συνδέει 
τον  γεννήτορα πίνακα µε τον πίνακα ελέγχου ισοτιµίας στη θεωρία κωδικοποίησης: 
 
 0TG H =D  
 
Έτσι, µετά από τα παραπάνω έχουµε ορίσει και τον πίνακα ελέγχου ισοτιµίας και τον  
γεννήτορα πίνακα. ο LDPC κώδικας λοιπόν έχει σχεδιασθεί.  Σε αυτό το σηµείο να 
σηµειώσουµε ότι οι πίνακες ενδιαφέροντος είναι οι H, G µε τον Η’ να έχει καθαρά 
βοηθητικό ρόλο. 
Ανάλογα τώρα µε τη µέθοδο που χρησιµοποείται για την κατασκευή του H οι LDPC 
κώδικες χωρίζονται σε τυχαίους και δοµηµένους. Γενικά, οι τυχαίοι κώδικες 
εµφανίζουν καλύτερες επιδόσεις όσον αφορά το ποσοστό λαθών BER, έχουν όµως 
πολυπλοκότερη κωδικοποίηση. 
 

4.2.3 Μη-Κανονικοί (Irregular) LDPC κώδικες 

 
Μη-κανονικοί ονοµάζονται οι οι LDPC κώδικες µε µεταβλητό αριθµό 

µονάδων ανά γραµµή ή ανά στήλη του H. Κατάλληλα σχεδιασµένοι µη-κανονικοί 
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κώδικες εµφανίζουν γενικά  µικρότερες τιµές BER σε σχέση µε τους κανονικούς. 
Υπάρχουν διάφορες µέθοδοι σχεδιασµού αυτής της κατηγορίας κωδίκων [10]. 
 
 

4.3 Αποκωδικοποίηση LDPC 
 
 

4.3.1 Ο γράφος Tanner 

 
Ένα χρήσιµο εργαλείο αναπαράστασης ενός LDPC κώδικα είναι ο γράφος Tanner, 
ένας διµερής γράφος που αναπαριστά τις εξισώσεις ισοτιµίας (parity equations) που 
προκύπτουν από τον πίνακα Η. Ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας Η οφείλει την ονοµασία 
του στο γεγονός ότι εκτελεί m=n-k ξεχωριστούς ελέγχους ισοτιµίας ανά λαµβανόµενη 
κωδικοποιηµένη λέξη.  

Ο γράφος Tanner που αντιστοιχεί σε έναν (n, k) κώδικα αποτελείται από n 
κόµβους bit (bit nodes), από m=n-k κόµβους ελέγχου (check nodes) και από έναν 
αριθµό ακµών ανάµεσα στις δύο αυτές κατηγορίες κόµβων. Κάθε κόµβος bit 
αναπαριστά ένα bit της κωδικοποιηµένης λέξης. Κάθε κόµβος ελέγχου αναπαριστά 
έναν έλεγχο ισοτιµίας. Ακµή µεταξύ κόµβου bit και κόµβου ελέγχου υπάρχει αν και 
µόνο αν υπάρχει “1” στην αντίστοιχη θέση του Η. Πιο φορµαλιστικά, εάν Hij=1 τότε 
και µόνο τότε υπάρχει σύνδεση ανάµεσα στον κόµβο bit j και στον κόµβο ελέγχου i. 
Σε αυτό το σηµείο παραθέτουµε τον αντίστοιχο γράφο Tanner για τον πίνακα Η της 
ενότητας 4.2.2 
 

 
      Σχήµα 4.1 Γράφος Tanner για τον πίνακα H της ενότητας 4.2.2 
 

 
Ουσιαστικά, όπως εξηγήσαµε πρόκειται για γραφική αναπαράσταση των εξισώσεων 
ισοτιµίας του προς ανάλυση πίνακα, που είναι οι ακόλουθες: 
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Σε ένα γράφο Tanner, κύκλος µήκους ν ονοµάζεται ένα µονοπάτι που 
περιλαµβάνει ν διαφορετικές ακµές και αρχίζει και τελειώνει στον ίδιο κόµβο. Το 
ελάχιστο µήκος κύκλου αναφέρεται και ως girth. Για παράδειγµα το girth του 
παρακάτω γράφου είναι 6. 

 
Σχήµα 4.2 Γράφος Tanner ενός (10, 5) LDPC κώδικα µε girth ίσο µε 6 

 
Γενικά, είναι φανερό ότι η ελάχιστη τιµή που µπορεί να πάρει το girth σε 

γράφο τύπου Tanner είναι 4. Σε τέτοια περίπτωση, τέσσερις άσσοι βρίσκονται στις 
γωνίες ενός υποπίνακα του Η όπως δείχνουµε και στο επόµενο σχήµα 
 

 
Σχήµα 4.3 Παράδειγµα πίνακα ελέγχου ισοτιµίας µε κύκλο µήκους 4 

 
Οι καλύτερες επιδόσεις των LDPC κωδίκων παρατηρούνται όταν 

συνδυάζονται µε belief-propagation αλγόριθµο αποκωδικοποίησης, όπου η 
πιθανότητα κάθε bit διαδίδεται µέσω των ακµών και χρησιµοποιείται ως εξωτερική 
πληροφορία για την ανανέωση της πιθανότητας άλλων bits. Έχει δειχθεί ότι όσο πιο 
‘εξωτερική’ είναι αυτή η πληροφορία τόσο αυξάνει η επίδοση του κώδικα. Σε 
περίπτωση κύκλου µικρού µήκους, η πληροφορία επιστρέφει σχετικά γρήγορα στον 
αρχικό κόµβο περιέχοντας µικρό ποσό εξωτερικής πληροφορίας κάτι που δεν βοηθά 
στην αποδοτικότητα του κώδικα. Κατά συνέπεια, το ελάχιστο µήκος κύκλου αποτελεί 
σηµαντικό σχεδιαστικό παράγοντα για τους  LDPC κώδικες και αρκετή ερευνητική 
προσπάθεια καταβάλλεται για την κατασκευή κωδίκων µε µεγάλο girth. 
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Από τα παραπάνω κάποιος θα µπορούσε να οδηγηθεί στο συµπέρασµα ότι η 
ιδανική περίπτωση θα ήταν γράφος δενδρικής δοµής, χωρίς κύκλους δηλαδή. Είναι 
αλήθεια ότι σε τέτοια περίπτωση ο belief-propagation (BP) επαναληπτικός 
αλγόριθµος αποκωδικοποίησης που θα εξηγηθεί στη συνέχεια τερµατίζει πάντα µετά 
από πεπερασµένο αριθµό επαναλήψεων. Παραταύτα, κώδικες µε ακυκλικούς 
γράφους εµφανίζουν χαµηλές τιµές BER εξαιτίας της  µικρής ελάχιστης απόστασης 
τους: η ελάχιστη απόσταση τους είναι δύο για ρυθµούς κώδικα R > 1/2  (k/n > 1/2 ). 
Έτσι, η παρουσία κύκλων σε αποδοτικούς από όλες τις απόψεις LDPC κώδικες είναι 
επιτακτική. Αυτό που µπορεί και πρέπει να γίνεται είναι η αφαίρεση κύκλων µικρού 
µήκους (4, 6, 8 κλπ) ή τουλάχιστον η κατά το δυνατόν ελάττωση τους. Τελειώνοντας 
την ανάλυση µας για την σχέση του γράφου Tanner ενός  LDPC κώδικα µε τις 
ιδιότητες που αυτός εµφανίζει, αξίζει να αναφέρουµε ότι η αρνητική επιρροή κύκλων 
µικρού µήκους µειώνεται για αυξανόµενο µέγεθος κώδικα και µειώνεται δραστικά 
για µεγάλα µεγέθη κώδικα (> 1000 bits). 

4.3.2 Ο αλγόριθµος BP  
 

Στη συνέχεια, θα περιγράψουµε τον βασικό αλγόριθµο αποκωδικοποίησης 
LDPC κωδίκων: τον αλγόριθµο belief-propagation (BP), γνωστό και ως sum-product 
αλγόριθµο. Στην πλειονότητα τους οι χρησιµοποιούµενοι αλγόριθµοι 
αποκωδικοποίησης LDPC κωδίκων είναι παραλλαγές ή απλοποιήσεις του βασικού 
αλγορίθµου που θα παρουσιάσουµε παρακάτω. 
  Στόχος του αλγορίθµου είναι να προσδιορίσει κατά βέλτιστο τρόπο την εκ 
των υστέρων (a posteriori) πιθανότητα κάθε bit να είναι 0 ή 1, γνωρίζοντας το σήµα 
που έχει λάβει ο δέκτης, τα χαρακτηριστικά του κώδικα που σε αυτή την περίπτωση 
εκφράζονται ως εξισώσεις ισοτιµίας καθώς και τα χαρακτηριστικά του 
τηλεπικοινωνιακού διαύλου της διαδροµής από τον ποµπό στο δέκτη. Σε αυτό το 
σηµείο να τονίσουµε ότι ο αλγόριθµος BP βρίσκει την καλύτερη εκτίµηση για κάθε 
bit της κωδικής λέξης που καταφθάνει, αλλά όχι απαραίτητα την καλύτερη εκτίµηση 
για την κωδική λέξη ως σύνολο. Αυτό είναι συνέπεια του ότι πρόκειται για a 
posteriori αλγόριθµο σε αντίθεση µε τους αλγόριθµους µεγίστης πιθανοφάνειας, όπως 
ο αλγόριθµος Viterbi, που βελτιστοποιούν την αποκωδικοποίηση ολόκληρου του 
λαµβανόµενου κωδικοποιηµένου διανύσµατος. 
 Σε πρώτη φάση λοιπόν, ενηµερώνονται οι τιµές Qij

x και τίθενται ίσες µε τις εκ 
των προτέρων εκτιµήσεις για τα ληφθέντα σύµβολα (bits). Η πιθανότητα το j-οστό bit 
να είναι x (x=0 ή 1) συµβολίζεται fj

x. Οι εκφράσεις για τις παραπάνω πιθανότητες 
εξαρτώνται από το είδος του διαύλου και προκύπτουν από τη µοντελοποίηση που του 
έχουµε κάνει. Για παράδειγµα, όπως θα δείξουµε και στην προσοµοίωση µας, σε 
περίπτωση διαύλου µε προσθετικό λευκό θόρυβο Gauss (AWGN) χρησιµοποιούµε 
εκφράσεις που βασίζονται σε γκαουσιανές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας.  

Μετά από τη φάση αρχικοποίησης, αρχίζει η ανταλλαγή πληροφορίας µεταξύ 
των κόµβων bit και των κόµβων ελέγχου. Χρησιµοποιούµε το συµβολισµό Rij

x  για να 
εκφράσουµε την πιθανότητα να ικανοποιείται η i-οστή εξίσωση ελέγχου ισοτιµίας  
(hi) δεδοµένου ότι ο κόµβος bit j βρίσκεται στην κατάσταση x (dj

x). Αυτή η 
πιθανότητα προκύπτει από την πληροφορία που στέλνεται από κάθε κόµβο ελέγχου 
που είναι συνδεδεµένος µε τον κόµβο bit j προς τον κόµβο bit j. Τελικά, η πιθανότητα 
να ικανοποιείται η hi βρίσκεται ως:  
  

                            (4.3) 
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Αυτή η πιθανότητα υπολογίζεται για όλα τα πιθανά αποκωδικοποιηµένα διανύσµατα 
d για τα οποία ικανοποιείται η i-οστή εξίσωση ελέγχου ισοτιµίας, µε την προϋπόθεση 
ότι ο κόµβος bit j βρίσκεται στην κατάσταση x. 
 Για τον κόµβο ελέγχου ισοτιµίας hi , η πληροφορία που θα σταλεί στον 
συνδεδεµένο µε αυτόν κόµβο bit j υπολογίζεται για κάθε τιµή του x και δίνεται από 
τη σχέση: 
 

                         (4.4) 

 

 
Στην παραπάνω έκφραση ο συµβολισµός N(i) αναπαριστά το σύνολο των δεικτών 
των κόµβων bit που είναι συνδεδεµένοι µε τον hi , ενώ ο συµβολισµός N(i) \ j 
αναπαριστά το ίδιο σύνολο µε την αφαίρεση όµως του κόµβου bit j. Βλέπουµε 
δηλαδή ότι η πληροφορία που καταφθάνει στον κόµβο bit j είναι αµιγώς εξωτερική, 
δεν είναι συνάρτηση δηλαδή της τρέχουσας κατάστασης του κόµβου. Η πιθανότητα 
τώρα  P(hi / d) να ικανοποιείται η hi είναι 0 ή 1 για δοθέν διάνυσµα d. Η παράµετρος 
Qij

x αναφέρεται στην πιθανότητα ο κόµβος dj  να είναι στην κατάσταση x και 
στέλνεται από τον  κόµβο bit dj σε όλους τους συνδεδεµένους µε αυτόν κόµβους 
ελέγχου hi. Η τιµή της παραµέτρου ανανεώνεται σε κάθε βήµα του αλγορίθµου και 
από την πληροφορία που έχει σταλεί στον dj από τους συνδεδεµένους µε αυτόν 
κόµβους ελέγχου hi µέσω της πιθανότητας Rij

x, όπως φαίνεται από την παρακάτω 
σχέση: 
 
 
  
 

k ∈ M( j )\ i 

x x x
ij ij j kjQ a f R= ∏  (4.5) 

 
Όπως προαναφέρθηκε, ο συντελεστής fj

x αναφέρεται στην εκ των προτέρων 
πιθανότητα ο κόµβος dj να βρίσκεται στην κατάσταση x, ενώ η σταθερά aij προκύπτει 
από την απαίτηση να ισχύει η κανονικοποιηµένη συνθήκη (άθροισµα όλων των 
πιθανοτήτων ίσο µε 1): 
 
    
 1x

ij
x

Q =∑  (4.6) 

 
  
 
Έχοντας υπολογίσει τις πιθανότητες Qij

x, Rij
x αποµένει η εκτίµηση της τιµής κάθε bit 

ξεχωριστά. Κάτι τέτοιο γίνεται µε τη βοήθεια της ακόλουθης σχέσης: 
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Η τιµή dj υπολογίζεται στη δυαδική περίπτωση που µας απασχολεί για x=0 και  x=1 
και αναλόγως µε το ποια από τις δύο τιµές είναι µεγαλύτερη, τίθεται και η αντίστοιχη 
τιµή (0 ή 1) στο j-οστό bit του διανύσµατος προς αποκωδικοποίηση. Η διαδικασία 
αυτή εκτελείται για όλες τις τιµές του j, έτσι ώστε να προκύψει εκτίµηση για το 
διάνυσµα d. Εάν 0Tc H =D , τότε το διάνυσµα d θεωρείται έγκυρο 
αποκωδικοποιηµένο διάνυσµα και ο επαναληπτικός αλγόριθµος τερµατίζει δίνοντας 
ως έξοδο το διάνυσµα d. Σε άλλη περίπτωση, η διαδικασία επαναλαµβάνεται 
εξαιρουµένης της φάσης αρχικοποίησης, µέχρις ώτου βρεθεί έγκυρο διάνυσµα ή 
µέχρι να φτάσει ο αλγόριθµος ένα άνω όριο επαναλήψεων. Στην τελευταία 
περίπτωση, το διάνυσµα που θα οδηγηθεί στην έξοδο του αποκωδικοποιητή θα έχει 
λάθη αλλά ο αποκωδικοποιητής θα έχει κάνει βέλτιστη εκτίµηση της κατάστασης 
κάθε bit. Το πώς το σύστηµα θα κάνει διαχείριση του λανθασµένου πακέτου (π.χ. 
αίτηση για επανεκποµπή) εξαρτάται από την εκάστοτε υλοποίηση. 
 
 Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι ο BP αλγόριθµος για αποκωδικοποίηση 
LDPC κωδίκων έχει την παρακάτω γενική περιγραφή: 
 

• Αρχικοποίηση: Υπολογίζονται οι εκ των προτέρων πιθανότητες κατάστασης 
κάθε bit µε βάση τη ληφθείσα τιµή του σήµατος που αντιστοιχεί σε κάθε bit 
και τα χαρακτηριστικά του διαύλου, έστω fj

x. Αυτές οι τιµές χρησιµοποιούνται 
για την αρχικοποίηση των συντελεστών Qij

x, Qij
x= fj

x. Επιπλέον, καθορίζεται ο 
µέγιστος δυνατός αριθµός επαναλήψεων του αλγορίθµου αποκωδικοποίησης, 
έστω max_iter. 

• Επαναληπτική Αποκωδικοποίηση: 
 

Βήµα 1: Ροή πληροφορίας από κόµβους bit προς κόµβους ελέγχου 
 Αποστολή προς κόµβους ελέγχου των συντελεστών Qij

x. Ενηµέρωση 
των συντελεστών Rij

x. 
 
Βήµα 2: Ροή πληροφορίας από κόµβους ελέγχου προς κόµβους bit 
 Αποστολή προς κόµβους ελέγχου των συντελεστών Rij

x. Ενηµέρωση 
των συντελεστών Qij

x. Ενηµέρωση της πιθανότητας κατάστασης κάθε 
bit. Με βάση το ποια τιµή τιµή είναι πιο πιθανή, κάθε bit παίρνει την 
τιµή 0 ή 1, οπότε παίρνουµε µια εκτίµηση για το όλον διάνυσµα, έστω 
vector_est. 

 
Βήµα 3: Έλεγχος εγκυρότητας 

1. Εάν _ 0Tvector est H =D , ο αλγόριθµος σταµατά και το 
vector_est θεωρείται έγκυρο διάνυσµα. 

2. Αλλιώς, ο αλγόριθµος αρχίζει µια νέα επανάληψη αρχίζοντας από 
το Βήµα 1. 

3. Σε περίπτωση που ο αριθµός επαναλήψεων φτάσει την τιµή 
max_iter,  ο αλγόριθµος τερµατίζεται. 

 
Σε αυτό το σηµείο, παραθέτουµε τον παρακάτω πίνακα που θα βοηθήσει στην εύκολη 
ανάγνωση των συµβολισµών και στη συνέχεια 
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Σύµβολο Ερµηνεία 
Qij

x Έκφραση της πιθανότητας ο κόµβος bit j  
να είναι στην κατάσταση x, όπως 
προκύπτει από την πληροφορία που 
στέλνουν οι συνδεδεµένοι µε τον j 

κόµβοι ελέγχου ισοτιµίας εξαιρουµένου 
του κόµβου i 

Rij
x Έκφραση της πιθανότητας να 

ικανοποιείται η i-οστή εξίσωση ελέγχου 
ισοτιµίας  δεδοµένου ότι ο κόµβος bit j 

βρίσκεται στην κατάσταση x 
fj

x  A priori πιθανότητα το j-οστό bit να 
είναι x 

 

4.3.3 Ένα παράδειγµα εκτέλεσης BP αλγορίθµου 
 
Σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα που βασίζεται 
στην παραπάνω παρουσίαση µας όσον αφορά την κωδικοποίηση και 
αποκωδικοποίηση LDPC κωδίκων. Έτσι, θα γίνει περισσότερο κατανοητή η 
λειτουργία του BP αλγορίθµου (στη βιβλιογραφία συναντάται και ως sum-product 
αλγόριθµος) 
 
Ο κώδικας µας χαρακτηρίζεται από τους παρακάτω πίνακες H, G 
 

 
 
Όπως αναφέραµε, πρωταρχική σχεδίαση γίνεται µόνο για τον H, οπότε ο G είναι 
απόρροια του H µε διαδικασία που αναφέρεται σε προηγούµενο εδάφιο. Όπως 
προκύπτει από τις διαστάσεις του H (8 x 12), κάθε ακωδικοποίητο µήνυµα έχει µήκος 
m=12-8=4 και κάθε κωδικοποιηµένο διάνυσµα έχει µήκος n=12. Συνεπώς, ο ρυθµός 
κώδικα, ένα πολύ σηµαντικό µέγεθος για κάθε σχήµα κωδικοποίησης, είναι 1/3. 
Παρατηρούµε επίσης ότι ο συγκεκριµένος LDPC κώδικας είναι µη-κανονικός. Αξίζει 
επίσης να σηµειώσουµε ότι οι χρησιµοποιούµενοι στην πράξη πίνακες έχουν πολύ 
µεγαλύτερο µέγεθος, όµως σε αυτή την ενότητα µας ενδιαφέρει η κατανόηση της 
λειτουργίας της κωδικοποίησης και της αποκωδικοποίησης και όχι τόσο η αποδοτική 
σχεδίαση κώδικα που θα µας απασχολήσει στην προσοµοίωση µας. 
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Για αυτό το παράδειγµα, θεωρούµε µήνυµα m=(1 0 0 0). Το m κωδικοποιείται ως c, 
µε βάση τη γνωστή µας σχέση c m G= D .  
Έτσι, προκύπτει  c=(1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0). Το κωδικοποιηµένο διάνυσµα 
ακολούθως διαµορφώνεται προς µετάδοση µε BPSK διαµόρφωση, οπότε σε πολική 
µορφή µεταδίδεται το παρακάτω διάνυσµα: 
t = (+1 +1 +1 +1 +1 –1 –1 –1 +1 –1 –1 –1 ). 
Θεωρώντας ότι το σήµα διέρχεται από δίαυλο που εισάγει προσθετικό λευκό θόρυβο 
Gauss τυπικής απόκλισης σ =0.8 και ως αποτέλεσµα της µετάδοσης και της 
διαδικασίας δειγµατοληψίας φτάνει στην είσοδο του αποκωδικοποιητή το ακόλουθο 
διάνυσµα r: 

 
  
Εάν χρησιµοποιούνταν αποκωδικοποιητής σκληρής απόφασης (hard decision), το 
αποκωδικοποιηµένο διάνυσµα θα ήταν: 
d = (1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1) 
Ο δίαυλος επικοινωνίας λοιπόν θα είχε εισάγει δύο λάθη στις θέσεις 10, 12 όπως 
φαίνεται από τη σύγκριση των διανυσµάτων c, d. 
 
Αφού ο δίαυλος µας είναι τύπου AWGN, η έκφραση για την εκ των προτέρων 
πιθανότητα κατάστασης κάθε bit του ληφθέντος διανύσµατος θα δίνεται από την 
γκαουσιανή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας. Έτσι, συµβολίζοντας όπως και πριν 
µε fj

0 την πιθανότητα το bit στη θέση j του διανύσµατος να είναι 0 και µε fj
1 την 

πιθανότητα το bit στη θέση j του διανύσµατος να είναι 1, έχουµε τις παρακάτω 
εκφράσεις: 
  

 
2 2( 1) /20 1

2
jr

jf e σ

πσ
− +=  (4.7) 

 
 
 

 
2 2( 1) /21 1

2
jr

jf e σ

πσ
− −=  (4.8) 

 
 
Όπως φαίνεται από τις παραπάνω σχέσεις, πρέπει να γνωρίζουµε την τυπική 
απόκλιση σ του διαύλου. Υπάρχουν διάφορες τεχνικές µε τις οποίες ο δέκτης µπορεί 
να κάνει εκτίµηση της τυπικής απόκλισης, όπως εύρεση της παραµέτρου σ µέσω της 
µεθόδου ελαχιστοποίησης του τετραγωνικού σφάλµατος (MMSE). Στη συνέχεια, 
αλλά και στην προσοµοίωση µας, θα θεωρούµε ότι το σύστηµα του δέκτη γνωρίζει 
την τιµή της σταθεράς σ. 
Με βάση τις παραπάνω σχέσεις τώρα για τα  fj

0 και fj
1, παραθέτουµε τον παρακάτω 

πίνακα 
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Μέχρι τώρα, είµαστε στη φάση αρχικοποίησης του αλγορίθµου. Για την κατανόηση 
της επαναληπτικής διαδικασίας, παραθέτουµε τον γράφο Tanner του υπό εξέταση 
κώδικα και τις αντίστοιχες εξισώσεις ισοτιµίας, όπως προκύπτουν από τη µελέτη του 
πίνακα H. 
 
Γράφος Tanner: 
 

 
                                           Σχήµα 4.4 Γράφος Tanner για το παράδειγµα µας 

 
 
Εξισώσεις ισοτιµίας: 

4 72 6 8 12

1 43 9

5 72 12

1 4 1110

53 6 10

1 7 113 8

2 6 8 9 10

5 119 12

0
0
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0
0

0
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0
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c c c c
c c c c
c c c c
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c c c c c
c c c c c
c c c c

⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =
⊕ ⊕ ⊕ =
⊕ ⊕ ⊕ =
⊕ ⊕ ⊕ =
⊕ ⊕ ⊕ =
⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =
⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =
⊕ ⊕ ⊕ =

 

 
 
Κάθε γραµµή του πίνακα H αντιστοιχεί και σε µία εξίσωση ισοτιµίας, συνεπώς και σε 
έναν κόµβο ελέγχου ισοτιµίας. Είναι φανερή η αντιστοιχία γράφου Tanner και 
εξισώσεων ισοτιµίας, π.χ. από την πρώτη εξίσωση ισοτιµίας: 

4 72 6 8 12 0c c c c c c⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =  
προκύπτει ότι ο κόµβος ελέγχου 1 είναι συνδεδεµένος µε τους κόµβους bit 2, 4, 6, 7, 
8, 12. 
Όπως εξηγήσαµε και στην προηγούµενη ενότητα, έχουµε αρχικοποίηση των 
συντελεστών Qij

x ως Qij
x= fj

x. Για το παράδειγµα µας λοιπόν, παίρνουµε: 
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Σε αυτό το σηµείο έχει ολοκληρωθεί η φάση αρχικοποίησης του αλγορίθµου, η 
αρχικοποίηση δηλαδή των συντελεστών Qij

x. Όπως περιγράψαµε παραπάνω, επόµενο 
στάδιο είναι το Βήµα 1 του επαναληπτικού αλγορίθµου αποκωδικοποίησης, η 
ανάθεση τιµών δηλαδή στους συντελεστές Rij

x. Επαναλαµβάνουµε ότι κάθε 
συντελεστής Rij

x εκφράζει την πιθανότητα να ικανοποιείται η εξίσωση ισοτιµίας i 
δεδοµένου ότι ο κόµβος bit j βρίσκεται στην κατάσταση x. Έτσι, στο παράδειγµα µας, 
η τιµή R12

0 εκφράζει την πιθανοτική εκτίµηση να ικανοποιείται η εξίσωση ισοτιµίας 
1, δηλαδή 4 72 6 8 12 0c c c c c c⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ =  όταν το bit στη θέση 2 του 
διανύσµατος έχει την τιµή 0. Παρατηρούµε ότι η παραπάνω εξίσωση ικανοποιείται 
για οποιοδήποτε συνδυασµό των bits c4, c6, c7, c8, c12, στον οποίο ο αριθµός των 
άσσων είναι άρτιος όπως προκύπτει από τους κανόνες της modulo-2 αριθµητικής. Θα 
υπολογίσουµε λοιπόν την πιθανότητα R12

0 αθροίζοντας την πιθανότητα να ισχύει 
κάθε ένας από τους προαναφερθέντες συνδυασµούς. Για κάθε έναν από αυτούς τους 
συνδυασµούς, π.χ. τα  bits c4, c6, c7, c8, c12 να είναι όλα 0, η πιθανότητα του 
συνδυασµού ισούται µε το γινόµενο των πιθανοτήτων κάθε bit να είναι στην 
κατάσταση που εξετάζουµε λόγω ανεξαρτησίας. Όπως ήδη ξέρουµε, η πιθανότητα το 
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bit j να είναι στην κατάσταση x εκφράζεται µέσω του συντελεστή Qij
x. Είµαστε σε 

θέση τώρα να υπολογίσουµε την τιµή R12
0 ως εξής: 

 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 1

12 14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12

0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 1 0 0
14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12

0 1 1 1 1 1 0
14 16 17 18 1,12 14 16 17

R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q Q

= + + +

+ + +

+ + 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0
18 1,12 14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12

1 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1 1 1 1 0 1
14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12 14 16 17 18 1,12

1 1 1 1 0
14 16 17 18 1,12

0.0051

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

Q Q Q Q Q

+ +

+ + + +

+

=

 

Με παρόµοια ανάλυση προκύπτει ότι η τιµή R12
1 προκύπτει για όλους τους 

συνδυασµούς µε περιττό αριθµό άσσων. Στη συνέχεια αποδίδουµε σχηµατικά την 
ανταλλαγή πληροφορίας που συντελείται για τον υπολογισµό των  R12

0, R12
1 και κατ’ 

επέκταση δίνουµε στον αναγνώστη να καταλάβει τη διαδικασία υπολογισµού των 
συντελεστών Rij

x εν γένει. 
 

 
Σχήµα 4.5  Σχηµατική απεικόνιση της διαδικασίας υπολογισµού των συντελεστών R12

0, R12
1

 

 
 
 
 
Στους παρακάτω πίνακες δίνουµε τις τιµές των Rij

0 , Rij
1 αντίστοιχα κατά την πρώτη 

επανάληψη. 
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Πίνακας 4.1 Τιµές των συντελεστών Rij
0 κατά την πρώτη επανάληψη 

 
 
 

Πίνακας 4.2 Τιµές των συντελεστών Rij
1 κατά την πρώτη επανάληψη 

 
 
Με βάση τη γνωστή µας σχέση: 

 
µπορούµε να δώσουµε την εκτίµηση που προκύπτει για το διάνυσµα κατά την πρώτη 
επανάληψη. 
Για παράδειγµα για το bit 1 παίρνουµε: 
 

 
 
καθώς η πιθανότητα να είναι 1 βρέθηκε µεγαλύτερη από την πιθανότητα να είναι 0. 
Κάνοντας την ίδια διαδικασία για όλα τα bits παίρνουµε την πρώτη εκτίµηση για το 
αποκωδικοποιηµένο διάνυσµα: 
 d 1 1 1 1 0 1 1 0 1 0 0 0)(=  
 
Συγκρίνοντας την εκτίµηση µε το αρχικό διάνυσµα c=(1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0) 
βλέπουµε ότι υπάρχουν τρία λάθη. Σε αυτή τη φάση ο αλγόριθµος κάνει έλεγχο 
εγκυρότητας, ή όπως περιγράψαµε παραπάνω ελέγχει εάν το σύνδροµο 0Td H =D . 
Από την στιγµή που το σύνδροµο δεν είναι το µηδενικό διάνυσµα, µια νέα 
επανάληψη αρχίζει. 
Σε πρώτη φάση στέλνονται προς τους κόµβους ελέγχου οι ανανεωµένες τιµές των 
συντελεστών Qij

x. Οι τιµές αυτές έχου υπολογιστεί από τη σχέση  
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Για παράδειγµα,  
  

 και

0 0 0 0
12 12 2 32 72

1 1 1 1
12 12 2 32 72

Q a f R R

Q a f R R

=

=

 

 
Υπενθυµίζουµε ότι στον παραπάνω συµβολισµό kjR , το k αντιστοιχεί σε όλους τους 
κόµβους ελέγχου ισοτιµίας που είναι συνδεδεµένοι µε τον κόµβο bit dj, πλην του 
κόµβου i. Επιπλέον, η κανονικοποιητική σταθερά 12a εισάγεται µε το σκοπό να 
ικανοποιείται η εξίσωση: 
  

0 1
12 12 1Q Q+ = , οπότε προκύπτει 

 

 12 0 0 0 1 1 1
2 32 72 2 32 72

1
a

f R R f R R
=

+
 

 
Και σε αυτή την περίπτωση, δίνουµε τη σχηµατική παράσταση, µε τη βοήθεια του 
διµερούς γράφου, µέσω της οποίας γίνεται ο υπολογισµός των συντελεστών Q12

0, 
Q12

1 και κατ’ επέκταση όλων των συντελεστών Qij
x. 

 

 
Σχήµα 4.6 Σχηµατική απεικόνιση της διαδικασίας υπολογισµού των συντελεστών Q12

0, Q12
1

 

 

 
Έτσι λοιπόν, στο Βήµα 1 του επαναληπτικού αλγορίθµου κατά τη δεύτερη 
επανάληψη ‘στέλνονται’ οι ακόλουθες τιµές των συντελεστών  Qij

0 , Qij
1 αντίστοιχα: 
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Πίνακας 4.3 Τιµές των συντελεστών Qij
0 κατά τη δεύτερη επανάληψη 

 
 
 

Πίνακας 4.4 Τιµές των συντελεστών Qij
1 κατά τη δεύτερη επανάληψη 

 
Αυτή τη φορά, και σε σύγκριση µε την πρώτη επανάληψη, οι συντελεστές Qij

x δεν 
εµπεριέχουν µόνο πληροφορία διαύλου αλλά και πληροφορία κώδικα. Αυτό το 
χαρακτηριστικό προφανώς θα ενυπάρχει και στις επόµενες επαναλήψεις. 
Προχωρώντας στα βήµατα της  δεύτερης επανάληψης, υπολογίζουµε, µέσω των 
γενικών σχέσεων που ισχύουν κάθε φορά, τις τιµές των συντελεστών Rij

0 , Rij
1 τις 

οποίες και παραθέτουµε παρακάτω. 
 
   

Πίνακας 4.5 Τιµές των συντελεστών Rij
0 κατά τη δεύτερη επανάληψη 
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Πίνακας 4.6 Τιµές των συντελεστών Rij
1 κατά τη δεύτερη επανάληψη 

 
 
 
Αφού έχουν υπολογιστεί οι τιµές Rij

x µπορεί να προκύψει η εκτίµηση του 
αποκωδικοποιηµένου διανύσµατος κατά τη δεύτερη επανάληψη. Ο επόµενος πίνακας 
περιγράφει αυτή τη διαδικασία. 
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Όπως προκύπτει από τη σύγκριση των τιµών dj
0, dj

1 το εκτιµώµενο 
αποκωδικοποιηµένο διάνυσµα στο τέλος της δεύτερης απανάληψης είναι d=(1 1 1 1 1 
0 0 0 1 0 0 1) που διαφέρει από το αρχικό κωδικοποιηµένο διάνυσµα µόνο στο 
τελευταίο bit. Αυτή η διαφορά προκαλεί µη µηδενικό σύνδροµο για το d, οπότε µια 
νέα επανάληψη αρχίζει, η τρίτη κατά σειρά. 
Κατά την τρίτη λοιπόν επανάληψη ο αποκωδικοποιητής καταφέρνει να διορθώσει 
όλα τα σφάλµατα που είχε εισάγει ο δίαυλος και να δώσει στην έξοδο του µήνυµα 
ίδιο µε το αρχικό µήνυµα m.  
Παραθέτουµε πρώτα τις τιµές των συντελεστών  Qij

0 , Qij
1 που µεταδίδονται µέσω 

του ακµών του διµερούς γράφου κατά την τρίτη επανάληψη. 
 

Πίνακας 4.7 Τιµές των συντελεστών Qij
0 κατά την τρίτη επανάληψη 

 
 

Πίνακας 4.8 Τιµές των συντελεστών Qij
1 κατά την τρίτη επανάληψη 

 
 
 
Στη συνέχεια ακολουθούµε τη γνωστή διαδικασία ανανέωσης των τιµών των 
συντελεστών Rij

0 , Rij
1 τις οποίες και παραθέτουµε παρακάτω. 
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Πίνακας 4.9 Τιµές των συντελεστών Rij
0 κατά την τρίτη επανάληψη 

 
 
 

Πίνακας 4.10 Τιµές των συντελεστών Rij
1 κατά την τρίτη επανάληψη 

 
 
 
 
Τέλος, δίνουµε και τον πίνακα που περιγράφει τη διαδικασία εκτίµησης του 
αποκωδικοποιηµένου διανύσµατος. 
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Έτσι λοιπόν προκύπτει εκτίµηση d=(1 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0)=c. Το διάνυσµα d έχει 
µηδενικό σύνδροµο, οπότε ο αλγόριθµος τερµατίζει επιτυχώς µετά την τρίτη 
επανάληψη. Ο αποκωδικοποιητής τότε οδηγεί στην έξοδο το αποκωδικοποιηµένο 
µήνυµα m=(1 0 0 0), που ταυτίζεται µε το αρχικό µήνυµα πληροφορίας. 
 
 

4.4 Απλοποιήσεις του βασικού αλγορίθµου αποκωδικοποίησης 
 
Στα προηγούµενα εδάφια, παρουσιάσαµε τη δοµή και τη λειτουργία του βασικού 
αλγορίθµου αποκωδικοποίησης LDPC κωδίκων, γνωστός και ως BP ή sum-product 
αλγόριθµος. Στη συνέχεια, θα παρουσιάσουµε παραλλαγές του βασικού αλγορίθµου 
που στόχο έχουν την απλούστευση της υπολογιστικής διαδικασίας ή την ελάττωση 
της υπολογιστικής πολυπλοκότητας. Εξ’ αιτίας αυτών των  χαρακτηριστικών τους, οι 
παραλλαγές αυτές θα χρησιµοποιηθούν και στην προσοµοίωση µας που θα µελετήσει 
την επίδοση των LDPC κωδίκων. 
 

4.4.1 Μέθοδος Mackay 

 
Όπως φάνηκε από το παράδειγµα εκτέλεσης του βασικού αλγορίθµου στην ενότητα  
4.3.3, οι συντελεστές 0

ijR  και 1
ijR  υπολογίζονται συναρτήσει των συντελεστών 0

ijQ  

και 1
ijQ , λαµβάνοντας υπόψη όλους τους δυνατούς συνδυασµούς κωδικοποιηµένων 

bits που ικανοποιούν την αντίστοιχη εξίσωση ισοτιµίας. Σαφώς κάτι τέτοιο 
επιβαρύνει σηµαντικά την υπολογιστική πολυπλοκότητα, µε ολοένα και αυξανόµενο 
ρυθµό µάλιστα για αυξανόµενο µέγεθος κώδικα.  
Σε αυτό το σηµείο κρίνεται πολύ σηµαντική η εργασία των Mackay και Neal [7] , 
οι οποίοι εισήγαγαν µία µέθοδο υπολογισµού των εν λόγω συντελεστών χωρίς να 
είναι απαραίτητο να ληφθούν υπόψη όλοι οι προαναφερθέντες συνδυασµοί. Τη 
µέθοδο αυτή θα παρουσιάσουµε ευθύς αµέσως. 
Σε πρώτη φάση, σηµειώνουµε ότι η διαδικασία αρχικοποίησης του τροποποιηµένου 
αλγορίθµου (µέθοδος Mackay) είναι η ίδια µε αυτή του αλγορίθµου BP και µπορεί να 
περιγραφεί συνοπτικά από την παρακάτω σχέση: 
 
 x x

ij jQ f=  (4.9) 
 
Υπενθυµίζουµε ότι µε x

jf  συµβολίζουµε την πιθανότητα το j-οστό bit να είναι x (x=0 
ή 1 στην περίπτωση δυαδικών κωδίκων που µας απασχολούν). Αυτή η πιθανότητα 
προκύπτει από τη ληφθείσα τιµή σήµατος που αντιστοιχεί στο j-οστό bit και από τα 
χαρακτηριστικά του τηλεπικοινωνιακού διαύλου. 
Μετά τη φάση αρχικοποίησης, η µέθοδος Mackay διαφοροποιείται εισάγοντας νέες 
βοηθητικές µεταβλητές και υλοποιώντας δύο βασικά βήµατα: το οριζόντιο βήµα 
(horizontal step) και το κατακόρυφο βήµα (vertical step). Υπολογίζεται λοιπόν σε 
πρώτη φάση η (νεοεισαχθείσα) ποσότητα ijQδ  ως εξής: 
 
 0 1

ij ij ijQ Q Qδ = −  (4.10) 
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Επίσης, υπολογίζεται και η ποσότητα ijRδ  ως : 
 
 

j' ∈ N(i) \ j
'ij ijR Qδ δ= ∏   (4.11) 

 
Οι γνωστοί µας από τα προηγούµενα συντελεστές Rij

x υπολογίζονται µε βάση την 
παρακάτω διαδικασία (horizontal step): 
 

 0 1
(1 )

2ij ijR Rδ= +  (4.12) 

 
και 
 

 1 1
(1 )

2ij ijR Rδ= −  (4.13) 

 
Σειρά έχουν οι συντελεστές Qij

x που υπολογίζονται σε κάθε επανάληψη κατά το 
κατακόρυφο βήµα  (vertical step) µε βάση την παρακάτω γενική σχέση:  
 
 

i' ∈ M(j) \ i
'

x x x
ij ij j i jQ a f R= ∏  (4.14) 

 
Υπενθυµίζουµε ότι όπου αναφερόµαστε σε ζεύγη ij, δηλώνουµε όλα τα συνδεδεµένα 
ζεύγη κόµβων ελέγχου – κόµβων bit αντίστοιχα (Check nodes- Bit nodes). Επίσης, ο 
συµβολισµός i' ∈ M(j) \ i  που υπάρχει στην (4.14), έχει το ίδιο νόηµα µε 
προηγουµένως, δηλαδή ο συµβολισµός M(j) αναπαριστά το σύνολο των δεικτών των 
κόµβων ελέγχου που είναι συνδεδεµένοι µε τον dj , ενώ ο συµβολισµός M(j) \ i 
αναπαριστά το ίδιο σύνολο µε τον αποκλεισµό όµως  του κόµβου ελέγχου i. 
 
Επιστρέφοντας στην (4.14), η σταθερά ija  επιλέγεται έτσι ώστε να ικανοποιείται η 

κανονικοποιητική σχέση: 0 1 1ij ijQ Q+ = . 
Η τελική εκτίµηση για το αποκωδικοποιηµένο διάνυσµα κατά το πέρας της 
τρέχουσας επανάληψης θα γίνει, όπως και στο βασικό αλγόριθµο, υπολογίζοντας την 
πιθανοτική εκτίµηση για την κατάσταση x κάθε bit ξεχωριστά (x=0 ή 1). 
Υιοθετώντας και πάλι  λοιπόν το συµβολισµό x

jQ   για την παράσταση της εκ των 
υστέρων πιθανότητας (a posteriori probability) το j-οστό bit να είναι στην κατάσταση 
x, µπορούµε να γράψουµε την παρακάτω σχέση: 
 
 

i ∈ M(j) 

x x x
j j j ijQ a f R= ∏  (4.15) 

 
όπου και πάλι η σταθερά ja  επιλέγεται έτσι ώστε 0 1 1j jQ Q+ =  
Η τρέχουσα εκτίµηση τώρα για το αποκωδικοποιηµένο διάνυσµα d λαµβάνεται µέσω 
της ακόλουθης αλγοριθµικής διαδικασίας: Για κάθε bit j του διανύσµατος, 
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υπολογίζονται οι τιµές 0
jQ  και 1

jQ . Εάν 0 1
j jQ Q>  τότε το bit j τίθεται ίσο µε 0 

( 0)jd = , αλλιώς 1jd = . 
 

4.4.1.1  Ισοδυναµία µεθόδου Mackay σε σχέση µε τον βασικό sum-product 
αλγόριθµο 

 
Τονίσαµε ήδη την απλούστευση της υπολογιστικής διαδικασίας που επιφέρει η 
µέθοδος Mackay σε σύγκριση µε τον παραδοσιακό sum-product αλγόριθµο 
αποκωδικοποίησης. Μένει να δώσουµε στοιχεία για την ισοδυναµία των δύο 
αλγορίθµων. Προς αυτή την κατεύθυνση, θα ‘τρέξουµε’ τη µέθοδο Mackay για LDPC 
κώδικα ίδιο µε αυτό του παραδείγµατος στην ενότητα 4.3.3.  

Όπως είπαµε, οι φάσεις αρχικοποίησης και των δύο µεθόδων ταυτίζονται 
καθώς και στις δύο περιπτώσεις x x

ij jQ f= . Στη συνέχεια, κατά τη φάση 
επαναληπτικής λειτουργίας του αλγορίθµου αποκωδικοποίησης, υπολογίζεται πρώτα 
η ποσότητα 0 1

ij ij ijQ Q Qδ = −  (4.10) για όλα τα συνδεδεµένα ζεύγη κόµβων ελέγχου 
ισοτιµίας ( i ) – κόµβων bit ( j ). Για να γίνει κάτι τέτοιο απαιτείται η κατασκευή των 
παρακάτω πινάκων : 

 

 
 
 
 
Στόχος µας είναι να υπολογιστούν οι ποσότητες 0 1

ij ij ijQ Q Qδ = − , οπότε απαιτείται η 
αφαίρεση των παραπάνω πινάκων. Έστω QHδ  ο πίνακας που προκύπτει ως : 
 
 0 1Q Q QH H Hδ = −  
 
Τότε,  
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Για να δείξουµε την ισοδυναµία των δύο µεθόδων ας υπολογίσουµε την τιµή του 
συντελεστή 0

21R . Με βάση τη µέθοδο Mackay παίρνουµε: 
 

 
Καθώς ισχύει η γενική σχέση 0 1 1ij ijQ Q+ = , έπεται ότι 0 0

24 241Q Q= −  και 
0 0
29 291Q Q= −  κάτι που θα µας βοηθήσει στην τελική έκφραση του αποτελέσµατος. 

Παίρνουµε λοιπόν: 
 

 
  
Καταλήξαµε δηλαδή ότι : 
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 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1

21 23 24 29 23 24 29 23 24 29 23 24 29R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q= + + +  
 
Με βάση τον κλασσικό sum-product αλγόριθµο, ισχύουν τα παρακάτω: η τιµή R21

0 
εκφράζει την πιθανοτική εκτίµηση να ικανοποιείται η εξίσωση ισοτιµίας 2, δηλαδή 
1 43 9 0c c c c⊕ ⊕ ⊕ =  όταν το bit στη θέση 1 ( 1c  ) του διανύσµατος έχει την τιµή 0. 

Παρατηρούµε ότι η παραπάνω εξίσωση ικανοποιείται για οποιοδήποτε συνδυασµό 
των bits c3, c4, c9, στον οποίο ο αριθµός των άσσων είναι άρτιος όπως προκύπτει από 
τους κανόνες της modulo-2 αριθµητικής. Θα υπολογίσουµε λοιπόν την πιθανότητα 
R21

0 αθροίζοντας την πιθανότητα να ισχύει κάθε ένας από τους προαναφερθέντες 
συνδυασµούς. Για κάθε έναν από αυτούς τους συνδυασµούς, π.χ. τα  bits c3, c4, c9 να 
είναι όλα 0, η πιθανότητα του συνδυασµού ισούται µε το γινόµενο των πιθανοτήτων 
κάθε bit να είναι στην κατάσταση που εξετάζουµε λόγω ανεξαρτησίας. Και µε τον 
κλασσικό αλγόριθµο λοιπόν προκύπτει: 
 
 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0 1

21 23 24 29 23 24 29 23 24 29 23 24 29R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q= + + +  
 
Οµοίως, για τον υπολογισµό της τιµής του συντελεστή 1

21R  µε βάση τη µέθοδο 
Mackay παίρνουµε: 
 

1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1 1
21 21 23 24 29 23 24 29 23 24 29 23 24 29

1
(1 )

2
R R Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Qδ= − = + + +  

 
κάτι που έρχεται σε συµφωνία µε τον κλασσικό αλγόριθµο αποκωδικοποίησης 
(περιττός αριθµός άσσων ανά συνδυασµό). 
 
 
 
 

4.4.2 Λογαριθµικός αποκωδικοποιητής LDPC κωδίκων 
 
Μία ακόµα σηµαντική διαφοροποίηση του βασικού αλγορίθµου αποκωδικοποίησης 
είναι ο λογαριθµικός αποκωδικοποιητής. Μάλιστα, τυγχάνει ιδιαίτερης εκτίµησης σε 
πρακτικά συστήµατα λόγω της µειωµένης πολυπλοκότητας που µπορεί να εγγυηθεί. 
Η αιτία πίσω από αυτή τη διαπιστούµενη µειωµένη πολυπλοκότητα είναι η 
λογαριθµική φύση του αποκωδικοποιητή. Με αυτή τη µέθοδο λοιπόν, όπου 
υπολογίζονται οι λογάριθµοι των συντελεστών που έχουµε ήδη συναντήσει, 
καταφέρνουµε να µετατρέψουµε τα γινόµενα συντελεστών σε αθροίσµατα 
συντελεστών και τα πηλίκα συντελεστών σε αφαιρέσεις συντελεστών, όπως 
προκύπτει από τις γνωστές ιδιότητες των λογαρίθµων. Αυτή η µετατροπή οδηγεί σε 
µείωση της πολυπλοκότητας και αν συνυπολογίσουµε ότι οι πολλαπλασιασµοί 
εµπλέκουν αριθµητικά ασταθέστερους υπολογισµούς καταλαβαίνουµε γιατί συνήθως 
χρησιµοποιούνται λογαριθµικοί LDPC αποκωδικοποιητές. Σηµειώνουµε ότι για τους 
ίδιους λόγους προτιµούνται και  λογαριθµικοί αποκωδικοποιητές turbo κωδίκων. 
 Πριν περάσουµε στην παρουσίαση της λειτουργίας του λογαριθµικού 
αποκωδικοποιητή  θα παραθέσουµε κάποιες χρήσιµες µαθηµατικές εκφράσεις που θα 
µας βοηθήσουν στη συνέχεια.  
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Πρώτα, θα µας βοηθήσει το γεγονός ότι ένας θετικός αριθµός 1z ≤   µπορεί 
ισοδύναµα να εκφραστεί ως: 
 
 ( )Lzz e Lz z−= → =    ln   (4.16) 
 
Επιπλέον, έχουµε : 
 

 
) [ (1 )] (1 )

(1 )

m n m n m m n m

n m

e e e e e e

m e

− −

−

+ = + = + +

= + +

Για m>n, ln( ln ln ln
ln

 

 
Οµοίως για m<n  παίρνουµε: 
 

 
) [ (1 )] (1 )

(1 )

m n n m n n m n

m n

e e e e e e

n e

− −

−

+ = + = + +

= + +

 ln( ln ln ln
ln

 

 
Στη γενική περίπτωση λοιπόν, ισχύει: 
 
 ln(  ln) max( , ) (1 )m nm ne e m n e− −+ = + +   (4.17) 
 
Με τον ίδιο τρόπο προκύπτει: 
 
 ln(  ln  m>n) max( , ) (1 ),m nm ne e m n e− −− = + −     (4.18) 
 
Είµαστε τώρα σε θέση να αναλύσουµε τον λογαριθµικό αποκωδικοποιητή LDPC 
κωδίκων, ο οποίος βασικά είναι το λογαριθµικό ισοδύναµο της µεθόδου Mackay 
όπως αυτή παρουσιάστηκε στην ενότητα 4.4.1. Έτσι, τα βήµατα εκτέλεσης του 
αλγορίθµου είναι το βήµα αρχικοποίησης και το βήµα επαναληπτικής λειτουργίας το 
οποίο αναλύεται στο οριζόντιο βήµα (horizontal step) και στο κατακόρυφο βήµα 
(vertical step), όπως θα φανεί και παρακάτω. 
 
 
 

4.4.2.1 Αρχικοποίηση (Initialization) 

 
Στην αρχικοποίηση του αλγορίθµου αποκωδικοποίησης έχουµε συναντήσει την 
παρακάτω βασική σχέση: 
 
 x x

ij jQ f=  (4.9) 
 
όπου µε x

jf  συµβολίζουµε την πιθανότητα το bit στη θέση j του διανύσµατος προς 

αποκωδικοποίηση να έχει την τιµή x. Μιας και η x
jf  είναι πιθανότητα, σαφώς 

πρόκειται για αριθµό µικρότερο ή ίσο της µονάδας. Σε άµεση αναλογία µε τη σχέση 
(4.16) λοιπόν, προκύπτει: 
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     ln ( )

x
jLfx x x

j j jf e Lf f
−

= → =  (4.19) 
 
καθώς και: 
 

 
     ln ( )

x
ijLQx x x

ij ij ijQ e LQ Q
−

= → =  (4.20) 
 
Από εδώ και στο εξής, όπου συναντούµε το σύµβολο L µπροστά από συντελεστή θα 
καταλαβαίνουµε ότι πρόκειται για λογαριθµικό συντελεστή. Π.χ. στη σχέση (4.20) οι 
συντελεστές  x

ijLQ  ‘αντιστοιχούν’ στη λογαριθµική µορφή των γνωστών µας 

συντελεστών x
ijQ  όπως τους γνωρίσαµε στους µη- λογαριθµικούς αποκωδικοποιητές. 

 
 

4.4.2.2  Οριζόντιο Bήµα (Horizontal Step) 
 
Η πρώτη ενέργεια του οριζόντιου βήµατος της µεθόδου Mackay απεικονίζεται στη 
σχέση (4.10). Αν γράψουµε αυτή την εξίσωση χρησιµοποιώντας λογαριθµικούς 
συντελεστές παίρνουµε:  
 

 
         0 1

ij ij ijL Q LQ LQ
e e e

δ− − −
= −  (4.21) 

 
Την παραπάνω σχέση µπορούµε να την γράψουµε και ως εξής: 
 

 
         

0 1

( 1) ( 1)ij ij ijij ijL Q LQ LQs s
ijQ e e e

δδ − − −
= − = − −      (4.22) 

 
όπου εάν 0 0

ij ijLQ LQ≤  τότε 0ijs = , αλλιώς 1ijs = . 
 
Η σχέση (4.21) τώρα µπορεί να γραφτεί ως: 
 

 
     ln

0 1

( )ij ijLQ LQ
ijL Q e eδ − −

= −  

 
Από την έκφραση 4.18 προκύπτει: 
 

 ln ln( ) min( , ) (1 )m nm ne e m n e− −− −− = + −  

 
Από τις δύο τελευταίες σχέσεις παίρνουµε: 
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 ln
0 1

0 1min( , ) (1 )ij ijLQ LQ

ij ij ijL Q LQ LQ eδ
− −

= + −  (4.23) 

 
ή 
 
 0 1 0 1min( , ) ( )ij ij ij ij ijL Q LQ LQ f LQ LQδ −= + −  (4.24) 

 
όπου f−  είναι look-up table µε εισόδους στην παραπάνω σχέση 0

ijLQ  και 1
ijLQ . 

Τέτοιου είδους πίνακες χρησιµοποιούνται σε πρακτικά συστήµατα όταν χρειάζεται να 
υπολογίσουµε πολλές φορές την τιµή µιας συνάρτησης. Αντί λοιπόν να υπολογιστεί 
αναλυτικά, το υπολογιστικό σύστηµα ανατρέχει στον look-up table και βρίσκει την 
τιµή που αντιστοιχεί στην κατάλληλη εγγραφή του πίνακα. Επειδή βέβαια οι 
εγγραφές του πίνακα είναι κβαντισµένες υπεισέρχεται γενικά κάποιο σφάλµα στη 
διαδικασία υπολογισµού. Με κατάλληλη κατασκευή του πίνακα όµως το σφάλµα 
αυτό µπορεί να είναι αµελητέο και έτσι να µπορούµε να εκµεταλλευτούµε την 
αυξηµένη ταχύτητα επεξεργασίας που µπορούν να προσδώσουν στο σύστηµα πίνακες 
τέτοιου τύπου. 
Επιστρέφοντας τώρα στο λογαριθµικό αποκωδικοποιητή, µπορούµε να γράψουµε την 
εξίσωση (4.11) ως: 
 

      

j' ∈ N(i) \ j j' ∈ N(i) \ j

'' ' '( 1) ( 1)ij ijijL R ss L Qij L Qij
ijR e e eδ δ δδ − − −∑= = − = −∏ ∏   (4.25) 

 
από την οποία παίρνουµε : 
 

 
j' ∈ N(i) \ j

'ij ijL R L Qδ δ= ∑  (4.26) 

 
και 
 
 

    
'

' ( ) \
ij ij

j N i j

s R sδ
∈

= ∑  (4.27) 

 
δεχόµενοι κατ’ αναλογία της (4.22) ότι: 
 

 
  

( 1) ijij L Rs R
ijR e

δδδ −
= −  (4.28) 

 
Σε αυτό το σηµείο να σηµειώσουµε την ιδιαίτερη βαρύτητα της σχέσης (4.26), µέσω 
της οποίας φαίνεται ότι ο υπολογισµός των λογαριθµικών συντελεστών απαιτεί τον 
υπολογισµό αθροισµάτων και όχι γινοµένων όπως συνέβαινε στην περίπτωση µη- 
λογαριθµικού αποκωδικοποιητή. Αυτή η τελευταία διαπίστωση είναι η βασική αιτία 
υπεροχής του λογαριθµικού αποκωδικοποιητή σε επίπεδο υπολογιστικής 
πολυπλοκότητας. 
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Οι συντελεστές 0
ijR , 1

ijR υπολογίζονται µέσω των τιµών των συντελεστών ijRδ από τις 
σχέσεις (4.12) και (4.13) αντίστοιχα. Το λογαριθµικό ισοδύναµο των ανωτέρω 
σχέσεων έχει ως εξής 
 

 ln ln ln0 0( ) (1 ( 1) ) (2)ijij L Rs R
ij ijR LR e δδ −= − = + − −  (4.29) 

 
Από την παραπάνω σχέση, αν η ποσότητα ijs Rδ  είναι άρτιος αριθµός προκύπτει 
 

 ln ln ln0 (2) (1 ) (2) ( )ijL R
ij ijLR e f L Rδ δ−

+= − + = −  (4.30) 

 
ενώ αν η ποσότητα ijs Rδ  είναι περιττός αριθµός προκύπτει 
 

 ln ln ln0 (2) (1 ) (2) ( )ijL R
ij ijLR e f L Rδ δ−

−= + − = +  (4.31) 

 
Όπως και πριν, ο f−  αποτελεί look-up table (τον ίδιο µε προηγουµένως) κάτι που 
ισχύει και για το νεοεισαχθέντα f+ . Και στις δύο παραπάνω περιπτώσεις οι πίνακες 

θα επιστρέψουν την τιµή που αντιστοιχεί στην εγγραφή ijL Rδ . Εάν δεν υπάρχει 

εγγραφή µε τιµή ακριβώς ijL Rδ , λόγω της κβαντισµένης φύσης των εγγραφών, θα 
αναζητηθεί η εγγραφή που πλησιάζει περισσότερο στην εν λόγω τιµή. Όµοια τώρα µε 
τους συντελεστές 0

ijLR , προκύπτει για τους 1
ijLR : 

 
Για ijs Rδ  άρτιο,  

 ln ln ln1 (2) (1 ) (2) ( )ijL R
ij ijLR e f L Rδ δ−

−= + − = +  (4.32) 

και για ijs Rδ  περιττό, 

 ln ln ln1 (2) (1 ) (2) ( )ijL R
ij ijLR e f L Rδ δ−

+= − + = −  (4.33) 

 
 

4.4.2.3 Κατακόρυφο Βήµα (Vertical Step) 
 
Προχωρούµε στο κατακόρυφο βήµα της επαναληπτικής διαδικασίας, σε αντιστοιχία 
πάντα µε τη µέθοδο Mackay. Με στόχο να επιλυθεί η εξίσωση (4.14), είναι χρήσιµο 
να ορίσουµε την παρακάτω ποσότητα για x=0, 1: 
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i' ∈ M(j) \ i

'
x x x
ij j i jc f R= ∏  (4.34) 

 
η οποία σε λογαριθµική µορφή είναι: 
 

 
i' ∈ M(j) \ i

ln ln ln ln '( ) ( ) ( ) ( )
x x x
ij j i jLc Lf LRx

ijc e e e
− − −

= = + ∑  (4.35) 

 
Από τους παραπάνω ορισµούς και από τις σχέσεις της µεθόδου Mackay προκύπτει: 
 

 0 1

1
ij

ij ij

a
c c

=
+

 (4.36) 

 
οπότε, 
 

 
0

0

0 1

0
ij

ij

ij ij

Lc
LQ

ij Lc Lc

e
Q e

e e

−
−

− −
= =

+
 (4.37) 

  
Από τη σχέση (4.37) παίρνουµε µε κατάλληλη επεξεργασία: 
 

 ( ) ( )0 0 0 1 0 1min ,ij ij ij ij ij ijLQ Lc Lc Lc f Lc Lc+= − + −  (4.38) 

 
Οµοίως,  
 

 ( ) ( )1 1 0 1 0 1min ,ij ij ij ij ij ijLQ Lc Lc Lc f Lc Lc+= − + −   (4.39) 

 
Συνεχίζοντας, από τη στιγµή που ισχύει: 
 
 

i ∈ M(j) i' ∈ M(j) \ i 
'

x x x x x x
j j j ij j j ij i jQ a f R a f R R= =∏ ∏  

µπορούµε να ορίσουµε την παρακάτω ποσότητα προς διευκόλυνση των 
υπολογισµών: 
 

 
i ∈ M(j) 

x
jLcx x x

j j ijc e f R
−

= = ∏  (4.38) 

 
τέτοια ώστε 
 
 x x x

j ij ijLc Lc LR= +  (4.39) 
 
Όσον αφορά την εκ των υστέρων πιθανότητα (a posteriori probability) x

jQ  το j-οστό 
bit να είναι στην κατάσταση x, µπορούµε να γράψουµε την παρακάτω σχέση η οποία 
προκύπτει οµοίως µε την (4.15): 
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0

0

0 1

0
j

j

j j

Lc
LQ

j Lc Lc

e
Q e

e e

−
−

− −
= =

+
 (4.42) 

 
η οποία λογαριθµικά παίρνει την παρακάτω µορφή: 
 
 0 0 0 1 0 1min( , ) ( )j j j j j jLQ Lc Lc Lc f Lc Lc+= − + −  (4.40) 

 
Με εντελώς όµοιο τρόπο παίρνουµε για την πιθανότητα το bit στη θέση j να είναι 1: 
 
 1 1 0 1 0 1min( , ) ( )j j j j j jLQ Lc Lc Lc f Lc Lc+= − + −  (4.41) 

 
Είµαστε σε φάση τώρα να πάρουµε την εκτίµηση για το αποκωδικοποιηµένο 
διάνυσµα κατά την τρέχουσα επανάληψη. Κατά τη µη - λογαριθµική 
αποκωδικοποίηση γνωρίζουµε ότι εάν 0 1

j jQ Q>  τότε το bit j τίθεται ίσο µε 0 

( 0)jd = , αλλιώς 1jd = . Αφού λογαριθµικά ισχύει  και 
0 1

0 1j jLQ LQ

j jQ e Q e
− −

= =  
ακολουθούµε την εξής διαδικασία που ολοκληρώνει τη βέλτιστη εκτίµηση για κάθε 
bit ξεχωριστά κατά το πέρας της τρέχουσας επανάληψης: 
εάν 0 1

j jLQ LQ<  τότε το bit j τίθεται ίσο µε 0 ( 0)jd = , αλλιώς 1jd = . 
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5 Αποτελέσµατα της Προσοµοίωσης µας 
 
Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιαστούν µέσω γραφικών παραστάσεων τα 

αποτελέσµατα της προσοµοίωσης που στοχεύει στην εκτίµηση της επίδοσης LDPC 
κωδίκων. Η µελέτη θα γίνει πάνω στα χαρακτηριστικά των κωδίκων αλλά και πάνω 
στο πως επηρεάζεται η επίδοση τους υπό διάφορα σχήµατα διαµόρφωσης και υπό 
διάφορους τύπους διαύλου. Όλα τα αποτελέσµατα προέρχονται από το περιβάλλον 
Matlab όπου και γράφτηκε ο εκτελέσιµος κώδικας της προσοµοίωσης. 
Πρώτο βήµα, αλλά πολύ ουσιώδες, για την εργασία µας ήταν η κατασκευή του 

πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H. Ο H κατασκευάστηκε µε βάση τις απαιτήσεις που 
τέθηκαν στο κεφάλαιο 4. Πιο συγκεκριµένα, το βασικό στοιχείο που τον 
χαρακτηρίζει είναι η αραιότητα του κάτι που είναι γενικότερα αλληλένδετο µε τη 
φύση των LDPC κωδίκων. Παράλληλα, καταβλήθηκε σηµαντική προσπάθεια ώστε 
στον αντίστοιχο γράφο Tanner να µην υπάρχουν κύκλοι µικρού µήκους σαν συνέχεια 
της ανάλυσης που έγινε στην ενότητα 4.3.1. Οι διαστάσεις του H είναι 128 x 256, 
κατά συνέπεια ο κώδικας µας είναι LDPC (256, 128). Ο πίνακας είναι κανονικός 
έχοντας 6 άσσους ανά γραµµή και 3 άσσους ανά στήλη. Όλα τα αποτελέσµατα που 
θα ακολουθήσουν αφορούν τον ίδιο πίνακα. Ένα άλλο σταθερό στοιχείο στοιχείο της 
προσοµοίωσης είναι ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων του επαναληπτικού 
αλγορίθµου αποκωδικοποίησης. Αν δεν αναφερθεί κάτι άλλο ο µέγιστος αριθµός 
επαναλήψεων είναι κάθε φορά 80 (max_iter=80). 
Στη συνέχεια, δηµιουργήθηκαν δύο βασικά αρχεία: το ένα αφορούσε την 

υλοποίηση της µεθόδου Mackay και το άλλο τη λογαριθµική εκδοχή της. Από αυτό 
το σηµείο και µετά εκτελέστηκαν διάφορα σενάρια που θα παρουσιαστούν στη 
συνέχεια. 

 

5.1 Μελέτη πάνω στα χαρακτηριστικά του LDPC κώδικα 
 
Σε πρώτη φάση εστιάσαµε στη µελέτη των χαρακτηριστικών του κώδικα και έτσι 

αφήσαµε σταθερά το σχήµα της διαµόρφωσης και τον τύπο διαύλου. Σε όλη αυτή την 
ενότητα λοιπόν παραθέτουµε αποτελέσµατα για 

 
• Σχήµα διαµόρφωσης: BPSK 
• Τύπος διαύλου: AWGN 

 

5.1.1 Σύγκριση λογαριθµικού µε µη λογαριθµικό αποκωδικοποιητή 
 
Το πρώτο σενάριο που εκτελέσαµε αφορούσε την επίδοση λογαριθµικού και µη 

αποκωδικοποιητή για εύρος τιµών σηµατοθορυβικού λόγου (SNR) από 0 έως 2.5 dB 
µε βήµα 0.5 dB. Η επίδοση µετριέται σε όρους ρυθµού λαθών ανά ψηφίο (BER) κάτι 
που θα γίνεται κατ’ εξακολούθηση. Τα αποτελέσµατα αυτής της προσοµοίωσης 
δίνονται στο σχήµα 5.1 
Όπως φαίνεται, οι δύο καµπύλες διακρίνονται µετά δυσκολίας. Το αποτέλεσµα 

είναι ικανοποιητικό καθώς καταδεικνύει την ισοδυναµία του λογαριθµικού µε το µη-
λογαριθµικό αποκωδικοποιητή. Αυτή η ισοδυναµία είχε αναλυθεί και θεωρητικά όταν 
παρουσιάσαµε το λογαριθµικό αποκωδικοποιητή ως το λογαριθµικό ισοδύναµο της 
µεθόδου Mackay πάνω στην οποία βασίζεται ο µη-λογαριθµικός αποκωδικοποιητής. 
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                            Σχήµα 5.1 Σύγκριση λογαριθµικού µε µη λογαριθµικό αποκωδικοποιητή  
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Αυτή η ελάχιστη απόκλιση των δύο καµπύλων σαφώς και δικαιολογείται στα πλαίσια 
µιας προσοµοίωσης. Από τη στιγµή που έχουµε αποδείξει την ισοδυναµία των δύο 
αποκωδικοποιητών σε όρους επίδοσης, στο εξής θα αναφερόµαστε απλά σε LDPC 
αποκωδικοποίηση. Υπενθυµίζουµε ότι, όπως εξηγήσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο, 
σε πρακτικά συστήµατα χρησιµοποιείται κυρίως λογαριθµικός αποκωδικοποιητής 
λόγω του ταχύτερου χρόνου εκτέλεσης . Ο χρόνος εκτέλεσης όµως είναι κάτι που δεν 
θα µας απασχολήσει περαιτέρω. 
 

5.1.2 Επίδοση του κώδικα για εύρος SNR από 0-4 dB 
 
Για να εκτιµηθεί ακόµα καλύτερα η επίδοση του κώδικα αυξάνουµε το εύρος τιµών 

του σηµατοθορυβικού λόγου µέχρι τα 4 dB. Η αντίστοιχη γραφική παράσταση 
δίνεται στο σχήµα 5.2. Αναλογιζόµενοι το µέγεθος του κώδικα πρόκειται για αρκετά 
καλή επίδοση. Σαφώς, έχουν κατασκευαστεί πολύ ισχυρότεροι LDPC κώδικες που 
όµως έχουν και πολύ µεγάλα µεγέθη κώδικα. Χαρακτηριστικά αναφέρουµε ότι το 
µήκος της κωδικής λέξης του LDPC κώδικα που έχει υιοθετηθεί στο πρότυπο DVB-
S2 είναι 64800 bits. Το τίµηµα για τέτοια µεγέθη κώδικα είναι αυξηµένες απαιτήσεις 
αποθηκευτικού χώρου, καθώς µιλάµε για πίνακες ελέγχου ισοτιµίας µεγάλων 
διαστάσεων, και αύξηση της πολυπλοκότητας τόσο της κωδικοποίησης όσο και της 
αποκωδικοποίησης.  
Επανερχόµενοι στο σχολιασµό του σχήµατος 5.2, βλέπουµε ότι η καµπύλη 

επίδοσης ακολουθεί την “κλασσική” µορφή καµπυλών επίδοσης τεχνικών 
κωδικοποίησης. Βεβαίως, όπως αναµενόταν µε την αύξηση του σηµατοθορυβικού 
λόγου παρατηρούµε και µείωση του ρυθµού λαθών. Σαν αριθµητικό παράδειγµα, 
βλέπουµε ότι για SNR 3.5 dB ο ρυθµός λαθών ανά ψηφίο είναι περίπου 10-4. Με 
άλλα λόγια, για αυτή την τιµή σηµατοθορυβικού λόγου εµφανίστηκε ένα λάθος ανά 
10000 ψηφία (bits) ή, αλλιώς, η εκτίµηση της προσοµοίωσης µας για την πιθανότητα 
λάθους είναι 10-4. Τέλος, να σηµειώσουµε ότι όπως σε όλες τις σχετικές καµπύλες της 
βιβλιογραφίας, ο κατακόρυφος άξονας (BER) δίνεται σε λογαριθµική κλίµακα. 

 
 

5.1.3 Κέρδος από τη χρήση Κωδικοποίησης 

 
Επόµενο σενάριο προς προσοµοίωση είναι η µελέτη και σύγκριση συστήµατος που 

κάνει χρήση της κωδικοποίησης µας µε σύστηµα που δεν χρησιµοποιεί κωδικοποίηση 
(uncoded). Για την εγκυρότητα της σύγκρισης, και τα δύο συστήµατα πρέπει να 
χρησιµοποιούν την ίδια τεχνική διαµόρφωσης και ο τηλεπικοινωνιακός δίαυλος να 
είναι ίδιου τύπου. Όπως προαναφέρθηκε, προς το παρόν εξετάζουµε µόνο BPSK 
διαµόρφωση και δίαυλο AWGN.  
Το σχήµα 5.3 οπτικοποιεί αυτή τη σύγκριση και µας δίνει τη δυνατότητα για 

εξαγωγή χρήσιµων συµπερασµάτων. Βασικά, σηµειώνουµε το ολοένα και 
αυξανόµενο κέρδος από τη χρήση κωδικοποίησης µε την αύξηση του 
σηµατοθορυβικού λόγου. Για µικρές τιµές SNR η παρουσία του θορύβου σε σχέση µε 
το σήµα µας είναι ιδιαίτερα έντονη. Κατά συνέπεια, η µεταδιδόµενη κωδική λέξη 
αλλοιώνεται σηµαντικά δυσχεραίνοντας κατά πολύ το έργο του αποκωδικοποιητή για 
διόρθωση λαθών και έτσι µέχρι SNR ίσο µε 1 dB δεν υπάρχει σηµαντική βελτίωση 
της επίδοσης. Μάλιστα, από τη γενική και θεωρητική καµπύλη του σχήµατος 2.11 
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                                   Σχήµα 5.3 Συστήµατα µε και χωρίς χρήση κωδικοποίησης 

 
προβλέπεται ακόµα και χειροτέρευση της επίδοσης µε τη χρήση κωδικοποίησης για 
ακόµα µικρότερες τιµές του σηµατοθορυβικού λόγου. Κάτι τέτοιο µπορεί να εξηγηθεί 
αν αναλογιστούµε ότι για SNR µικρότερο από 0 dB η αλλοίωση της κωδικής λέξης 
πιθανότατα θα είναι τόσο µεγάλη ώστε να “µετατίθεται” από την περιοχή της αρχικής 
κωδικής λέξης σε περιοχές άλλων κωδικών λέξεων. Σε τέτοια περίπτωση, ο 
αποκωδικοποιητής θα κάνει ακόµα χειρότερα τα πράγµατα. Από την άλλη βλέπουµε 
ότι για ικανοποιητικές τιµές SNR η κωδική λέξη καταφθάνει αλλοιωµένη αλλά όχι 
“εκφυλισµένη” δίνοντας τη δυνατότητα στον αποκωδικοποιητή να κάνει διόρθωση 
λαθών. Έτσι, παρατηρούµε κέρδος από τη χρήση κωδικοποίησης που µε την αύξηση 
του σηµατοθορυβικού λόγου γίνεται τεράστιο. Για παράδειγµα, η τιµή του BER για 4 
dB που προέκυψε από την προσοµοίωση είναι 0.0552 χωρίς χρήση κωδικοποίησης 
και 0.000017188 µε χρήση κωδικοποίησης. ∆ηλαδή, µε χρήση κωδικοποίησης 
καταφέραµε να έχουµε ρυθµό λαθών περίπου 3200 φορές µικρότερο από ότι χωρίς 
χρήση κωδικοποίησης. Παρ’ ότι δεν τρέξαµε ανάλογη προσοµοίωση, µπορούµε να 
προβλέψουµε από τη µορφή των καµπυλών ότι για SNR µεγαλύτερο από 4 dB το 
κέρδος από τη χρήση κωδικοποίησης θα γίνει ακόµα µεγαλύτερο. Όσον αφορά τώρα 
το κόστος για αυτή τη σηµαντική µείωση του ρυθµού λαθών άρα και την αύξηση της 
ποιότητας του συστήµατος µέσω κωδικοποίησης, ισχύει το γενικό ισοζύγιο που 
παρουσιάστηκε στην ενότητα 2.6.5.  
 

5.1.4 Μελέτη επίδοσης του κώδικα για διάφορες τιµές του µέγιστου αριθµού 
επαναλήψεων του επαναληπτικού αλγορίθµου αποκωδικοποίησης  
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Συνεχίζοντας τη σκιαγράφηση του LDPC(256, 128) κώδικα επιθυµούµε να 
συγκρίνουµε την επίδοση του για διάφορες τιµές του µέγιστου αριθµού επαναλήψεων 
του επαναληπτικού αλγορίθµου αποκωδικοποίησης. Βεβαίως, για να γίνει κάτι τέτοιο 
έπρεπε να τροποποιηθεί ανάλογα ο εκτελέσιµος κώδικας των προηγούµενων 
προσοµοιώσεων. Έτσι, ενώ µέχρι τώρα είχαµε µια δοµή δεδοµένων στην οποία 
αποθηκεύαµε τιµές BER ανά SNR, για αυτό το σενάριο χρειάστηκε η κατασκευή 
νέας δοµής δεδοµένων όπου αποθηκεύουµε τιµές BER ανά SNR και ανά επανάληψη 
(iteration). Έχοντας στο τέλος της προσοµοίωσης αυτή την τρισδιάστατη δοµή, 
µπορούµε µέσω του Matlab να παράξουµε γραφικές παραστάσεις επίδοσης του 
κώδικα για διάφορες τιµές επαναλήψεων του αλγορίθµου αποκωδικοποίησης.  
Το πρώτο αποτέλεσµα αυτού του σεναρίου φαίνεται στο σχήµα 5.4 όπου φαίνεται η 

επίδοση του LDPC κώδικα για 10, 40 και 80 επαναλήψεις. Όπως αναµενόταν, 
µεγαλύτερος αριθµός επαναλήψεων οδηγεί σε καλύτερη επίδοση. Όµως, πρέπει να 
επισηµάνουµε ότι πρώτον για χαµηλές τιµές SNR δεν υπάρχει ουσιαστική 
διαφοροποίηση και δεύτερον ότι οι 40 και οι 80 επαναλήψεις δεν διαφέρουν πολύ ως 
προς την επίδοση. Το πρώτο συµπέρασµα  αιτιολογείται, όπως και προηγουµένως, 
από τη µεγάλη αλλοίωση που προκαλεί στην κωδική λέξη η µικρή τιµή 
σηµατοθορυβικού λόγου. Έτσι, αν η αλλοίωση είναι µεγάλη, ξεφεύγουµε από τις 
διορθωτικές ικανότητες του κώδικα και οι περισσότερες επαναλήψεις δεν µπορούν να 
προσφέρουν ουσιαστικό έργο κάτι που δεν ισχύει για ικανοποιητικές τιµές 
σηµατοθορυβικού λόγου. Όσον αφορά το δεύτερο συµπέρασµα, ενισχύεται και από 
το σχήµα 5.5 όπου παρουσιάζουµε τη µελέτη επίδοσης για 1, 5, 10, 15, 40 και 80 
επαναλήψεις καθώς και την επίδοση χωρίς χρήση κωδικοποίησης. Όπως φαίνεται, 
εξετάζοντας πάντα ικανοποιητικές τιµές SNR, ενώ η µετάβαση από 1 σε 5 
επαναλήψεις οδηγεί σε µεγάλη βελτίωση αυτός ο “ρυθµός βελτίωσης” µειώνεται όσο 
αυξάνεται ο αριθµός επαναλήψεων. Εµφανίζεται δηλαδή ένα είδος κορεσµού του 
κώδικα, όπου πάνω από έναν αριθµό επαναλήψεων δεν επιτυγχάνουµε σηµαντική 
βελτίωση. Από αυτό το σχήµα αιτιολογείται και η επιλογή µας για αριθµό 
επαναλήψεων ίσο µε 80, όπου φαίνεται να επέρχεται και ο προαναφερθείς κορεσµός. 
Σε αυτό τον κώδικα δηλαδή, ακόµα και 1000 επαναλήψεις να κάναµε δεν θα 
παρατηρούσαµε σηµαντική βελτίωση σε σχέση µε τις 80 επαναλήψεις. Είναι 
προφανές ότι ο αριθµός 80 επαναλήψεων που θέσαµε εµείς για τον κώδικα µας µετά 
από τα πειραµατικά αποτελέσµατα δεν αποτελεί γενική συνταγή για τους LDPC 
κώδικες αφού προβλέπεται διαφορετική συµπεριφορά ανάλογα µε το µέγεθος κώδικα 
αλλά και µε την κατασκευή του πίνακα ελέγχου ισοτιµίας. Παράλληλα, δίνουµε και 
τη δυνατότητα σύγκρισης και µε σύστηµα χωρίς κωδικοποίηση, παρατηρώντας ότι το 
σύστηµα µε κωδικοποίηση υπερτερεί ακόµα και µε µία µόνο επανάληψη, µε αυξητική 
µάλιστα τάση υπεροχής για αυξανόµενες τιµές του σηµατοθορυβικού λόγου. 
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                               Σχήµα 5.4 Επίδοση για 10, 40 και 80 επαναλήψεις (iterations) 
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           Σχήµα 5.5 Επίδοση χωρίς κωδικοποίηση και επίδοση για 1, 5, 10, 15, 40 και 80 επαναλήψεις  
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5.2 Επίδοση του LDPC(256, 128) Κώδικα σε σχέση µε διάφορα 
Σχήµατα ∆ιαµόρφωσης και διάφορους Τύπους ∆ιαύλου 

 
Αφού µελετήσαµε τα εγγενή χαρακτηριστικά του κώδικα, επόµενος µας στόχος 

είναι η µελέτη της επίδοσης του όταν µεταβάλλονται εξωτερικοί από τον κώδικα 
παράγοντες, όπως η τεχνική διαµόρφωσης ή ο τύπος διαύλου. Σε όλη αυτή την 
ενότητα χρησιµοποιείται ο, ίδιος µε προηγουµένως, LDPC(256, 128) κώδικας µε 
µέγιστο αριθµό επαναλήψεων του αλγορίθµου αποκωδικοποίησης ίσο µε 80. 
Ακολουθούν τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης µας, πάλι µέσω του περιβάλλοντος 
Matlab. 

 

5.2.1 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου Rayleigh 
 
Εµπλουτίζοντας την εργασία µας, προσοµοιώνουµε και άλλες διαµορφώσεις εκτός 

από την “απλή” BPSK ενώ προσοµοιώνουµε και διαύλους που περιγράφουν 
καλύτερα από ότι το µοντέλο AWGN  περιβάλλοντα κινητών επικοινωνιών, όπου ως 
γνωστόν η πολυδιαδροµική διάδοση προκαλεί διαλείψεις. Αρχικά λοιπόν, εξετάζουµε 
την επίδοση του LDPC κώδικα µας υπό 4-QAM διαµόρφωση και υπό τύπου Rayleigh 
δίαυλο µε διαλείψεις.   
Τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης µας δίνονται στα σχήµατα 5.6, 5.7. Η επίδοση 

µετριέται πάλι σε όρους BER (Bit Error Rate) συναρτήσει τώρα του λόγου /b oE N , 
του λόγου δηλαδή της ενέργειας ψηφίου (bit) προς την πυκνότητα θορύβου.  
Υπενθυµίζουµε τη σχέση που συνδέει το σηµατοθορυβικό λόγο SNR µε το λόγο 
ενέργειας ψηφίου προς πυκνότητα θορύβου /b oE N : 

 

0

b iS E R
SNR

N N B
= = ⋅  

 
Στην προσοµοίωση µας θεωρήσαµε ότι ο ρυθµός µετάδοσης Ri καταλαµβάνει όλο 

το διαθέσιµο εύρος ζώνης του συστήµατος B. Συνεπώς, σε ότι µας αφορά, Ri=Β άρα 
για τα αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων µας οι λόγοι SNR και /b oE N  είναι 
ισοδύναµοι. Να σηµειώσουµε ότι σε σχετικές καµπύλες στη βιβλιογραφία ψηφιακών 
τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων χρησιµοποιείται κυρίως ο λόγος /b oE N . Στο σχήµα 
5.6 τώρα, παρατηρούµε τη γνωστή µας πια πτώση του ρυθµού λαθών µε την αύξηση 
του σηµατοθορυβικού λόγου, όµως η επίδοση είναι πολύ χαµηλότερη συγκρίνοντας 
τη µε προηγούµενα αποτελέσµατα, όπως φαίνεται στο σχήµα 5.2 για παράδειγµα. 
Μάλιστα, ακόµα και για πολύ µεγάλες τιµές του σηµατοθορυβικού λόγου δεν 
παρατηρείται σηµαντική βελτίωση της επίδοσης, όπως χαρακτηριστικά φαίνεται στο 
σχήµα 5.7. Αυτή η  πτώση στην επίδοση του συστήµατος, σε σύγκριση µε την 
επίδοση για BPSK διαµόρφωση και AWGN δίαυλο, οφείλεται στους κάτωθι 
παράγοντες: 

• Ο δίαυλος µας τώρα χαρακτηρίζεται από διαλείψεις, επιβαρύνει λοιπόν το 
σήµα πολύ περισσότερο από τον AWGN δίαυλο όπου το σήµα δεν υποφέρει 
από διαλείψεις. 

• Η 4-QAM ως υψηλότερης φασµατικής απόδοσης τεχνική από ότι η BPSK, 
προκαλεί αύξηση του ρυθµού λαθών για ίδιο σηµατοθορυβικό λόγο (trade-
off). Ανάλογη ανάλυση έγινε και στην ενότητα περί αποδιαµόρφωσης  (3.5.5). 
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                                     Σχήµα 5.6 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου Rayleigh 
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                                     Σχήµα 5.7 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου Rayleigh 
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5.2.2 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου Rice 
 
Συνεχίζοντας µε το ίδιο σχήµα διαµόρφωσης (4-QAM), µεταβάλλουµε το δίαυλο σε 

τύπου Rice. Υπενθυµίζουµε ότι σε δίαυλο Rice έχουµε διαλείψεις, υπάρχει όµως και 
οπτική επαφή ποµπού-δέκτη κάτι που δεν συµβαίνει σε δίαυλο Rayleigh. 
Ξεχωρίζουµε λοιπόν δύο ειδών κύµατα που καταφθάνουν στο δέκτη: το απευθείας 
κύµα (direct wave) και τα κύµατα που καταφθάνουν σκεδασµένα (scattered). 
Κεφαλαιώδους σηµασίας για το χαρακτηρισµό ενός διαύλου Rice είναι µε πόσο 
µεγαλύτερη ισχύ καταφθάνει το απευθείας κύµα από ότι τα σκεδασµένα. Ορίζεται 
έτσι ο παράγοντας K (Rician K factor) ως 

 

 
ΙΣΧΥΣ ΑΠΕΥΘΕΙΑΣ ΚΥΜΑΤΟΣ

ΙΣΧΥΣ ΣΚΕΔΑΣΜΕΝΩΝ ΚΥΜΑΤΩΝ
K =  (5.1) 

 
όπου όπως προαναφέρφηκε µας ενδιαφέρει η ληφθείσα ισχύς στο δέκτη. Με µια 
πρώτη µατιά, βλέπουµε ότι για Κ πολύ µικρό (Κ→ 0) είναι σαν να µην υπάρχει 
οπτική επαφή ποµπού – δέκτη, οπότε ο δίαυλος αναµένεται να εµφανίζει 
χαρακτηριστικά Rayleigh διαύλου. Αντίθετα, για Κ πολύ µεγάλο (Κ→ ∞ ) κυριαρχεί 
απολύτως η απευθείας διάδοση χωρίς να επηρεάζεται από φαινόµενα πολύοδης 
διάδοσης. Αναµένουµε λοιπόν ότι σε τέτοια περίπτωση ο δίαυλος θα τείνει να 
αποκτήσει τα χαρακτηριστικά του AWGN µοντέλου. 
Στην προσοµοίωση µας, υλοποιήθηκε δίαυλος Rice µε Κ=20. Η γραφική 

απεικόνιση του ρυθµού λαθών ανά ψηφίο (BER) συναρτήσει του λόγου /b oE N  
αποδίδεται στα σχήµατα 5.8, 5.9. Επιβεβαιώνεται ότι η επίδοση σε δίαυλο Rice είναι 
καλύτερη από ότι σε δίαυλο Rayleigh. Μάλιστα, για Κ=20 η διαφορά είναι 
σηµαντική. Αποµένει να συγκρίνουµε το δίαυλο Rice µε δίαυλο τύπου AWGN κάτι 
που θα γίνει στη συνέχεια. Τελικός στόχος αυτής της επί µέρους πορείας είναι η 
παρουσίαση κοινού συγκριτικού διάγραµµατος για διαύλους τύπου AWGN, Rice, 
Rayleigh. 

 
 

5.2.3 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου AWGN 
 
Συνεχίζοντας στην πορεία σύγκρισης των τύπων διαύλου, κρατάµε σταθερή τη 

διαµόρφωση σε 4-QAM και, βέβαια, χρησιµοποιούµε την ίδια LDPC κωδικοποίηση. 
Το αποτέλεσµα αυτής της προσοµοίωσης δίνεται στο σχήµα 5.10. Η επίδοση είναι 
σαφώς καλύτερη από ότι µε Rayleigh δίαυλο, όµως για τη σύγκριση µε δίαυλο Rice 
απαιτείται κοινό διάγραµµα κάτι που θα γίνει στη συνέχεια. 

 
 

5.2.4 Σύγκριση Επίδοσης για διαύλους τύπου AWGN, Rice, Rayleigh 
 
Τα συγκριτικά διαγράµµατα επίδοσης φαίνονται στα σχήµατα 5.11, 5.12. Από το 

σχήµα 5.11 φαίνεται ότι ο συγκεκριµένος δίαυλος Rice οδηγεί σε συγκρίσιµη επίδοση 
µε AWGN δίαυλο. Βέβαια, από /b oE N > 6 dB υπάρχει σαφής υπεροχή σε AWGN 
δίαυλο, ενώ από την  κλίση των  γραφικών  παραστάσεων  προβλέπεται  αύξηση   της 
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Σχήµα 5.8 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου Rice (K=20) 
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Σχήµα 5.9 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου Rice (K=20) 
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Σχήµα 5.10 ∆ιαµόρφωση 4-QAM και δίαυλος τύπου AWGN 
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Σχήµα 5.11 Σύγκριση AWGN, Rice (K=20) 
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Σχήµα 5.12 Σύγκριση AWGN, Rice (K=20), Rayleigh 

 
µεταξύ τους διαφοράς. Παραταύτα, το σχήµα 5.12 αποδεικνύει ότι για Κ=20 ο 
δίαυλoς Rice συµπεριφέρεται πολύ περισσότερο σαν AWGN παρά σαν Rayleigh. 
Συµπερασµατικά λοιπόν, αναφερόµενοι στους εξεταζόµενους διαύλους, έχουµε στο 
ένα άκρο το δίαυλο Rayleigh (µέγιστη επιβάρυνση) και στο άλλο το δίαυλο AWGN 
(ελάχιστη επιβάρυνση). Ανάµεσα τους ως προς την εισαγόµενη επιβάρυνση είναι ο 
δίαυλος Rice. Ο ρόλος της προσοµοίωσης είναι να µελετήσει τη συµπεριφορά του 
διαύλου Rice για τις διάφορες τιµές του παράγοντα K, συγκρίνοντας τον µε τους 
άλλους δύο διαύλους. Για παράδειγµα, εµείς εξάγαµε το συµπέρασµα ότι για K=20 
δηλαδή όταν η ισχύς του απευθείας κύµατος είναι 20 φορές µεγαλύτερη από την ισχύ 
των κυµάτων που καταφθάνουν ύστερα από σκέδαση, τότε ο δίαυλος Rice εµφανίζει 
χαρακτηριστικά πολύ µεγαλύτερης οµοιότητας µε AWGN δίαυλο παρά µε Rayleigh 
δίαυλο. 
 
 
 

5.2.5 Σύγκριση µεταξύ των Τεχνικών ∆ιαµόρφωσης     
 
Έχουµε ήδη µελετήσει την επίδοση του κώδικα πάνω από από AWGN δίαυλο και 

µε BPSK διαµόρφωση και µε 4-QAM διαµόρφωση. Επόµενο σενάριο ήταν η µελέτη 
της επίδοσης χρησιµοποιώντας 16-QAM διαµόρφωση. Μετά την υλοποίηση και 
αυτού του σεναρίου ήταν δυνατή η κατασκευή κοινού συγκριτικού διαγράµµατος για 
τις 3 διαµορφώσεις. Έτσι λοιπόν παίρνουµε το σχήµα 5.13 όπου φαίνεται ότι 
καλύτερη επίδοση επιτυγχάνεται µε BPSK και χειρότερη µε 16QAM. Επιβεβαιώνεται 
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Σχήµα 5.13 Σύγκριση BPSK, 4-QAM, 16-QAM (µε LDPC κωδικοποίηση) 

 
δηλαδή ότι τα σχήµατα χαµηλότερης φασµατικής απόδοσης εµφανίζουν καλύτερη 
επίδοση, µικρότερη πιθανότητα λάθους για ίδιο σηµατοθορυβικό λόγο δηλαδή. 
Παραταύτα, η επιλογή ενός σχήµατος διαµόρφωσης δεν καθορίζεται µόνο από τη 
σύγκριση της µεταξύ τους επίδοσης, από καµπύλες σαν του σχήµατος 5.13 δηλαδή. 
Παράλληλα, πρέπει να συγκριθεί και η φασµατική τους απόδοση. Για παράδειγµα, 
ανάµεσα στις 3 συγκρινόµενες τεχνικές διαµόρφωσης υπάρχει µια αντίστροφη σχέση 
επίδοσης – φασµατικής απόδοσης. Θεωρώντας τη µετάδοση µιας κωδικής λέξης 
µήκους 256 bits του προσοµοιούµενου συστήµατος µας έχουµε:  
 

• για τη µετάδοση της χρησιµοποιώντας BPSK διαµόρφωση απαιτείται η 
εκποµπή (256 / 1)=256 συµβόλων. 

• για τη µετάδοση της χρησιµοποιώντας 4-QAM διαµόρφωση απαιτείται η 
εκποµπή (256 / log24)=128 συµβόλων. 

• για τη µετάδοση της χρησιµοποιώντας 16-QAM διαµόρφωση απαιτείται η 
εκποµπή (256 / log216)=64 συµβόλων 

 
Άρα, µε BPSK διαµόρφωση καταναλώνεται διπλάσιο εύρος ζώνης σε σύγκριση µε 4-
QAM και τετραπλάσιο σε σύγκριση µε 16-QAM. Η τελική επιλογή λοιπόν για το 
σύστηµα θα εξαρτηθεί πέρα από την προσδοκώµενη επίδοση και από τη 
διαθεσιµότητα εύρους ζώνης. Το όλο ζήτηµα σύγκρισης τεχνικών διαµόρφωσης 
απασχολεί γενικότερα τους σχεδιαστές τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων, µε µια από 
τις πλέον αποδεκτές λύσεις για σύγχρονα συστήµατα να είναι η προσαρµοστική 
διαµόρφωση (adaptive modulation).  
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6 Εφαρµογές των LDPC κωδίκων – Σύγχρονη 
Έρευνα 

 
Το κεφάλαιο αυτό έχει διττό στόχο. Πρώτον, να παρουσιαστούν οι κυριότερες 

πρακτικές εφαρµογές των LDPC κωδίκων σε ασύρµατα συστήµατα νέας γενιάς και 
δεύτερον να γίνει µια συνοπτική παρουσίαση των ερευνητικών θεµάτων γύρω από 
τους LDPC κώδικες. Είναι αλήθεια ότι και οι δύο παραπάνω περιοχές είναι πλούσιες. 
Οι πρακτικές εφαρµογές λόγω των εξαιρετικών επιδόσεων που εµφανίζουν οι LDPC 
κώδικες και τα ερευνητικά θέµατα λόγω του ότι το ενδιαφέρον της επιστηµονικής 
κοινότητας για αυτούς τους κώδικες είναι σχετικά πρόσφατο και εξαιτίας του ότι 
συνεχώς προκύπτουν νέες απαιτήσεις για τα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα, οπότε 
απαιτείται επανεξέταση όλων των βαθµίδων άρα και της κωδικοποίησης. 

 
 

6.1 Πρακτικές Εφαρµογές 
 
Οι LDPC κώδικες, µαζί µε τους Turbo κώδικες, έχουν τις καλύτερες επιδόσεις από 

όλους τους γνωστούς κώδικες µέχρι σήµερα. Έτσι, έχουν υιοθετηθεί από διάφορα 
τηλεπικοινωνιακά πρότυπα και αναµένεται η χρήση τους να διαδοθεί ακόµα 
περισσότερο στο µέλλον. Οι πλέον γνωστές εφαρµογές των LDPC κωδίκων αφορούν  
τo νέο πρότυπο δορυφορικής ευρυεκποµπής DVB-S2, κυρίως, καθώς και το πρότυπο 
IEEE 802.16e (WiMAX). 

 
 

6.1.1 LDPC κώδικες για το DVB-S2 
 

To DVB-S2 αποτελεί τη δεύτερη γενιά του, ιδιαίτερα διαδεδοµένου, προτύπου 
DVB-S (Digital Video Broadcasting-Satellite). Το νέο αυτό πρότυπο έχει σχεδιασθεί 
για να εξυπηρετεί µία µεγάλη ποικιλία ευρυζωνικών υπηρεσιών και εφαρµογών, όπως 
εµπορική τηλεόραση, υψηλής ευκρίνειας τηλεόραση (HDTV), διαδραστικές 
υπηρεσίες (Internet), DSNG (Digital Satellite News Gathering), διανοµή TV σε 
επίγειους ποµπούς VHF/UHF, διανοµή περιεχοµένου (content delivery) και 
υπηρεσίες κορµού Internet. Ένα γενικό λειτουργικό διάγραµµα δίνεται στο σχήµα 
6.1. 
Όσον αφορά την κωδικοποίηση, να επισηµάνουµε αρχικά ότι σε συστήµατα 

ευρυεκποµπής (broadcasting) όπως το DVB-S2 η τεχνική ARQ απορρίπτεται για 
πρακτικούς λόγους. Έτσι, τέτοια συστήµατα χρησιµοποιούν υποχρεωτικά πρόσθια 
διόρθωση λαθών (FEC). Μάλιστα, λόγω των ιδιαίτερων απαιτήσεων του DVB-S2 
αλλά και λόγω των σηµαντικών απωλειών που εισάγει ο δορυφορικός δίαυλος η 
επίδοση του χρησιµοποιούµενου κώδικα διόρθωση λαθών πρέπει να είναι εξαιρετική. 
Μετά απο διεξοδικές συγκρίσεις, µέσω προσοµοιώσεων, µεταξύ αλυσιδωτών 
συνελικτικών κωδίκων, Τurbo κωδίκων και LDPC κωδίκων επελέγησαν τελικά οι  
LDPC κώδικες. Φαίνεται λοιπόν και ο πρωτεύον ρόλος της προσοµοίωσης στα 
σύγχρονα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα. Ο κώδικας που τελικά υιοθετήθηκε έχει 
µήκος κωδικής λέξης n=64800 bits και αυτό γιατί όπως γνωρίζουµε οι εξαιρετικές 
επιδόσεις των LDPC κωδίκων επιτυγχάνονται για πολύ µεγάλες τιµές του µήκους της 
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Σχήµα 6.1 Μπλοκ ∆ιάγραµµα Συστήµατος DVB-S2 

 
κωδικής λέξης. Παράλληλα, υπάρχει η δυνατότητα επιλογής από το σύστηµα 
εναλλακτικού LDPC κώδικα µε µήκος n=16200 bits. Αυτό το µικρότερο µέγεθος 
κώδικα συνεπάγεται και µικρότερη καθυστέρηση κατά τις διαδικασίες 
κωδικοποίησης / αποκωδικοποίησης και επιλέγεται για εφαρµογές πραγµατικού 
χρόνου, δηλαδή για εφαρµογές ευαίσθητες ως προς την καθυστέρηση. Για τις 
υπόλοιπες εφαρµογές χρησιµοποιείται το µπλοκ των 64800 bits που επιτυγχάνει 
συγκριτικά καλύτερες επιδόσεις για ίδιο σηµατοθορυβικό λόγο. Επιπλέον, για 
πληρέστερη περιγραφή της µονάδας FEC του προτύπου DVB-S2 να σηµειώσουµε ότι 
χρησιµοποιείται και εξωτερικός κώδικας (outer code) BCH για τη διασφάλιση 
κατώτατου ορίου σφαλµάτων (Σχ. 6.3). Σαν αποτέλεσµα των παραπάνω, µε τη χρήση 
των LDPC κωδίκων έγινε εφικτή η αύξηση της επίδοσης κατά 35% σε σύγκριση µε 
το προϋπάρχον DVB-S1 όπου χρησιµοποιούνταν συνελικτικοί και Reed-Solomon 
(RS) κώδικες. Η επίδοση του DVB-S2 παρουσιάζεται στα σχήµατα 6.2, 6.3. 
Παράλληλα, το µεγάλο µέγεθος του κώδικα εγείρει ζήτηµα πολυπλοκότητας στις 

διαδικασίες κωδικοποίησης / αποκωδικοποίησης. Η λύση που προτάθηκε είναι 
κωδικοποίηση χωρίς τη χρήση γεννήτορα πίνακα G, αλλά µέσω αναδροµικής 
διαδικασίας βασισµένης στον πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H. Έτσι, ελευθερώνεται 
αποθηκευτικός χώρος και γλιτώνουµε από τον πολλαπλασιασµό πινάκων 
(c m G= D ), διεργασία µε σηµαντική υπολογιστική πολυπλοκότητα. Πιο 
συγκεκριµένα, ο πίνακας ελέγχου ισοτιµίας H είναι της µορφής 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n k x n n k x k n k x n kH A B− − − −⎡ ⎤= ⎣ ⎦ . Ο υποπίνακας A διαµορφώνεται µε βάση τα bits 
πληροφορίας (information bits) ενώ ο υποπίνακας B είναι της µορφής (6.1) όπως 
φαίνεται στη συνέχεια 
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Σχήµα 6.2 Επίδοση DVB-S2 (LDPC & BCH) για AWGN δίαυλο και n=64800 

 

 
Σχήµα 6.3 Σύγκριση DVB-S2, DVB-S1 και χωρητικότητας διαύλου (channel capacity) 
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Σχήµα 6.4 Κωδικοποίηση / Αποκωδικοποίηση στο DVB-S2 
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∆ηλαδή, ο H αποτελείται από ένα στατικό υποπίνακα (B) και από ένα δυναµικά 
διαµορφώµενο υποπίνακα (Α). Αν τώρα συµβολίσουµε την κωδική λέξη ως  

1 1( ,..., , ,..., )K Mc u u p p=  όπου ku  είναι τα bits πληροφορίας για 1<=k<=K και mp  
είναι τα bits ισοτιµίας για 1<=m<=M µε Μ=Ν-Κ, τότε η “γρήγορη” κωδικοποίηση 
µπορεί να επιτευχθεί αναδροµικά ως 
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 (6.2) 

 
όπου µε  ,m kh  συµβολίζουµε το στοιχείο (m, k) του πίνακα H. Όπως προκύπτει, δεν 
υπάρχει πουθενά ο γεννήτορας πίνακας G. Έχει αναφερθεί ότι η απώλεια στην 
επίδοση, σε σχέση µε την κλασσική κωδικοποίηση, λόγω αυτής της διαδικασίας είναι 
της τάξης του 0.1 dB και θεωρείται αµελητέα για τη χρήση του DVB-S2 [9]. Αυτή 
που δεν είναι αµελητέα είναι η ελάττωση της πολυπλοκότητας µέσω αυτής της 
αναδροµικής διαδικασίας. 
Επιπλέον, στο DVB-S2 χρησιµοποιείται µια αρκετά διαδεδοµένη τεχνική που δεν 

έχουµε αναφερθεί µέχρι τώρα στην εργασία: η προσαρµοστική κωδικοποίηση 
(adaptive coding). Υπενθυµίζουµε ότι αν n το µήκος της κωδικής λέξης και k από τα 
n bits αντιστοιχούν σε ψηφία πληροφορίας, τότε ορίζουµε το ρυθµό κώδικα (code 
rate) ως r = k/n. Μικρές τιµές του r αντιστοιχούν σε περισσότερα πλεονάζοντα 
ψηφία, συνεπώς και σε µεγαλύτερη διορθωτική ικανότητα. Όµως, µεταδίδονται 
λιγότερα ψηφία πληροφορίας. Αντίθετα,  µεγάλες τιµές  του  r  εµφανίζουν  µειωµένη 
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διορθωτική ικανότητα αλλά επιτρέπουν την µετάδοση περισσότερων ψηφίων 
πληροφορίας. Η προσαρµοστική κωδικοποίηση συνίσταται στο να γίνεται χρήση 
κωδικοποίησης µε r κοντά στο 1 όταν ισχύουν ευνοϊκές συνθήκες στο δίαυλο (π.χ. 
συνθήκες καθαρού ουρανού) και µετάβαση σε περισσότερο ανθεκτικά / εύρωστα 
σχήµατα κωδικοποίησης (µε µικρότερο r) όταν ισχύουν δυσµενείς συνθήκες στο 
δίαυλο (π.χ. υπό ισχυρή βροχόπτωση). Στο DVB-S2 µπορεί να επιλεγεί ένας από τους 
ακόλουθους ρυθµούς κώδικα: 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 8/9, 9/10, όπως 
φαίνεται και στο σχήµα 6.2. Η επιλογή γίνεται και µε βάση ποιο σχήµα διαµόρφωσης 
έχει επιλεγεί αφού χρησιµοποείται και προσαρµοστική διαµόρφωση(QPSK, 8PSK, 
16APSK ή 32APSK ). Η τεχνική συνδυαστικής χρήσης προσαρµοστικής 
κωδικοποίησης (AC) και προσαρµοστικής διαµόρφωσης (AM) ονοµάζεται τεχνική 
ACM και είναι από τα χαρακτηριστικά στοιχεία του DVB-S2, όπως φαίνεται και στο 
σχήµα 6.1. 
Συνοψίζοντας, µπορούµε να πούµε ότι βασικοί στόχοι του νέου αυτού προτύπου 

ήταν: 
 
� Βέλτιστη επίδοση  
� Πλήρης ευελιξία 
� Ανεκτή πολυπλοκότητα δέκτη 

 
Στον τοµέα που µας αφορά στην εργασία, ο στόχος της επίδοσης οδήγησε στην 
επιλογή LDPC κώδικα πολύ µεγάλου µεγέθους, η ευελιξία καλύπτεται από την 
τεχνική ACM και η πολυπλοκότητα του δέκτη ελαττώθηκε µέσω της αναδροµικής 
διαδικασίας κωδικοποίησης που γίνεται χωρίς τη χρήση γεννήτορα πίνακα. 
 
 
 

6.1.2 WiMAX και LDPC Κώδικες 
 
Το WiMAX (Worldwide Interoperability for Microwave Access) είναι µια νέα 

πολλά υποσχόµενη τεχνολογία ευρυζωνικής ασύρµατης δικτύωσης. Θα µπορούσαµε 
να παραλληλίσουµε τη λειτουργία του WiMAX µε τη γνωστή µας τεχνολογία Wi-Fi, 
µε τη βασική διαφορά όµως ότι το WiMAX δηµιουργήθηκε για να έχει πολύ 
µεγαλύτερη εµβέλεια. Συγκεκριµένα, ενώ το Wi-Fi υποστηρίζει εµβέλεια 
επικοινωνίας έως 100 µέτρα, το WiMAX φτάνει τα 35 χιλιόµετρα ή και παραπάνω. 
Έτσι λοιπόν,  τα τελευταία χρόνια το Wi-Fi επιτρέπει την ασύρµατη πρόσβαση στο 
διαδίκτυο (Internet) σε µικρή εµβέλεια γύρω από τα λεγόµενα hotspots, καλύπτοντας 
µε αυτόν τον τρόπο περιοχές όπως αεροδρόµια ή αίθουσες συνεδριάσεων. Το 
WiMAX στοχεύει να κάνει το ίδιο σε εµβέλεια ολόκληρης πόλης, µέσω του σήµατος 
των παροχέων υπηρεσιών Internet (ISPs) µε τρόπο που φαίνεται στο σχήµα 6.5. 
Μάλιστα, ο τελικός χρήστης της ασύρµατης ευρυζωνικής πρόσβασης απαιτείται να 
εγκαταστήσει στο δέκτη του (π.χ. υπολογιστής) απλά µια κάρτα δικτύωσης WiMAX, 
όπως γίνεται µέχρι σήµερα µε τις κάρτες δικτύωσης Wi-Fi. 
Βασικός στόχος του WiMAX είναι και η υποστήριξη κινητικότητας του χρήστη. 

Έτσι, ενώ σε ασύρµατο τοπικό δίκτυο (WLAN) η κινητικότητα είναι περιορισµένη, ο 
χρήστης του WiMAX θα µπορεί να χρησιµοποιεί τις ευρυζωνικές υπηρεσίες 
πρόσβασης στο διαδίκτυο και εν κινήσει. Όπως δείχνουµε και στο σχήµα 6.6, η 
υποστηριζόµενη κινητικότητα είναι  µικρότερη από το σηµερινό υιοθετηµένο 
πρότυπο  για  συστήµατα  κινητών επικοινωνιών GSM, το οποίο  όµως  δεν µπορεί να 
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Σχήµα 6.5 Λειτουργία του WiMAX 

 

 
Σχήµα 6.6  Ταχύτητα Μετάδοσης και Κινητικότητα Χρήστη στο WiMAX 

 
προσφέρει τις υψηλές ταχύτητες µετάδοσης δεδοµένων του WiMAX. Μέσω αυτών 
των υψηλών ταχυτήτων, το WiMAX θα επιτρέψει, µε καλύτερη ποιότητα απ’ ότι το 
GSM, την εκτέλεση υπηρεσιών απαιτητικών σε εύρος ζώνης, όπως βιντεοκλήσεις. 
Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι το WiMAX θα έχει πρωτεύοντα ρόλο στην 
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ανάπτυξη συστηµάτων κινητών επικοινωνιών 4ης γενιάς (4G), τα οποία έχουν ως 
βασικές αρχές τη δυνατότητα χρήσης ευρυζωνικών υπηρεσιών και την ενοποίηση µε 
το διαδικτυακό πρωτόκολλο IP. 
Οι υψηλοί ρυθµοί µετάδοσης συνοδευόµενοι από την απαιτούµενη αξιοπιστία του 

συστήµατος κάνουν επιτακτική και στην περίπτωση του WiMAX τη χρήση κωδίκων 
διόρθωσης λαθών που πρέπει να εµφανίζουν εξαιρετικές επιδόσεις µάλιστα. Ως 
γνωστόν, οι LDPC κώδικες πληρούν αυτό το κριτήριο και είναι οι µόνοι κώδικες µαζί 
µε τους turbo που αγγίζουν το θεωρητικό όριο επίδοσης του Shannon. Συνεπώς, το 
τελευταίο έως σήµερα πρότυπο του WiMAX, το IEEE 802.16e, έχει υιοθετήσει τους 
LDPC κώδικες. Η LDPC κωδικοποίηση στο πρότυπο 802.16e αποτελείται από έξι 
διαφορετικές κλάσεις LDPC κωδίκων που υποστηρίζουν τέσσερις διαφορετικούς 
ρυθµούς κώδικα (από 1/2 έως 5/6). Και οι έξι διαφορετικές κλάσεις έχουν την ίδια 
γενική δοµή πίνακα ελέγχου ισοτιµίας H ενώ υπάρχει η δυνατότητα επιλογής από 19 
συνολικά µεγέθη κωδικών λέξεων (576 έως 2304 bits). Αυτή η µεγάλη ευελιξία στο 
µήκος της κωδικής λέξης αποτελεί και τη µεγαλύτερη πρόκληση σε σχεδιαστικό 
επίπεδο. Στη δηµοσίευση [11] προτείνεται µια αποδοτική σχεδίαση hardware το 
οποίο µπορεί να χρησιµοποιηθεί για την κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση όλων 
των παραπάνω κατηγοριών LDPC κωδίκων. Η αποκωδικοποίηση που περιγράφεται 
βασίζεται στη διαστρωµατωµένη αρχιτεκτονική  (layered architecture). 
Συνοψίζοντας τη χρήση LDPC κωδίκων στα πρότυπα DVB-S2 και WiMAX IEEE 

802.16e παραθέτουµε τον πίνακα 6.1 όπου φαίνονται τα βασικά χαρακτηριστικά των 
χρησιµοποιούµενων LDPC κωδίκων. Ξεχωρίζουµε τη µεγάλη ευελιξία στην επιλογή 
µεγέθους κωδικής λέξης στο WiMAX 802.16e και το πολύ µεγάλο µήκος κωδικής 
λέξης στο DVB-S2 το οποίο αιτιολογείται από την απαίτηση πολύ καλής επίδοσης 
για πολύ χαµηλές τιµές του σηµατοθορυβικού λόγου, φαινόµενο συχνό στις 
δορυφορικές επικοινωνίες. Τέλος, να σηµειώσουµε απλά ότι LDPC κώδικες έχουν 
υιοθετηθεί και στο πρότυπο WiFi (IEEE 802.11n) το οποίο µπορεί να χαρακτηριστεί 
εξίσου ως τηλεπικοινωνιακό πρότυπο νέας (ή ακόµα και επόµενης!) γενιάς. 

 
Πίνακας 6.1 Παράµετροι LDPC Κωδίκων στο DVB-S2 και στο WiMAX 

 
 
 
 

6.2 Ερευνητικά θέµατα LDPC κωδίκων 
 
Τα ερευνητικά θέµατα γύρω από τους LDPC κώδικες προκύπτουν και εγγενώς και 
λόγω εξωτερικών παραγόντων. Στην πρώτη κατηγορία κατατάσσουµε ζητήµατα όπως 
κατασκευή κωδίκων µε µικρό ελάχιστο µήκος κύκλου στον αντίστοιχο γράφο Tanner 
και στη δεύτερη σχεδίαση LDPC κωδίκων που να ικανοποιούν τις γενικές απαιτήσεις 
του συστήµατος στο οποίο πρόκειται να χρησιµοποιηθούν. Είδαµε για παράδειγµα τη 
σχεδίαση κωδίκων για το DVB-S2 που προέκυψαν µε πολύ µεγάλο µήκος κωδικής 
λέξης ακριβώς για να ικανοποιούν τις απαιτήσεις επίδοσης του DVB-S2. Είναι σαφές 
ότι όσο αναπτύσσονται συνεχώς νέες απαιτήσεις για τα σύγχρονα τηλεπικοινωνιακά 
συστήµατα τόσο συνεχίζεται η έρευνα πάνω στη σχεδίαση LDPC κωδίκων, που 
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αποτελούν κώδικες αιχµής στις µέρες µας. Μέσα στην πληθώρα λοιπόν ερευνητικών 
θεµάτων, µπορούµε να σταθούµε σε κάποια που φαίνεται να απασχολούν κατά κύριο 
λόγο την επιστηµονική κοινότητα. 
Πρώτον, ερευνάται η βέλτιστη σχεδίαση LPDC κωδίκων για συστήµατα 

πολλαπλών εισόδων – πολλαπλών εξόδων (multiple input – multiple output, ΜΙΜΟ). 
Η τεχνολογία ΜΙΜΟ είναι µία µέθοδος χρησιµοποίησης πολλαπλών κεραιών και 
στον ποµπό και στον δέκτη στις ασύρµατες επικοινωνίες (Σχ. 6.7) και κερδίζει 
συνεχώς έδαφος καθώς φαίνεται να καλύπτει τις σύγχρονες απαιτήσεις για µεγάλους 
ρυθµούς µετάδοσης πληροφοριών, βέλτιστη αξιοποίηση της χωρητικότητας του 
διαύλου και υψηλή ποιότητα υπηρεσιών. Σαφώς, για να ικανοποιήσει το MIMO 
σύστηµα τις παραπάνω απαιτήσεις πρέπει να χρησιµοποιεί και κατάλληλη τεχνική 
κωδικοποίησης, µε τους LDPC κώδικες να είναι µία από τις καλύτερες λύσεις.  

 

 
Σχήµα 6.7 MIMO συστήµατα 

 
Παράλληλα, δίνεται ιδιαίτερο βάρος στη σχεδίαση LDPC κωδίκων που θα 

συνοδεύουν την τεχνική HARQ. Η τεχνική HARQ (Hybrid ΑRQ) ονοµάζεται έτσι 
γιατί αποτελεί συνδυασµό των τεχνικών ARQ και FEC. Έχει αποδειχθεί µάλιστα, ότι 
µε κατάλληλη σχεδίαση η εν λόγω τεχνική µπορεί να αυξήσει την απόδοση του 
συστήµατος. Και σε αυτή την περίπτωση, η επιλογή του σχήµατος κωδικοποίησης 
είναι κοµβικής σηµασίας, µε τους LDPC κώδικες να έχουν ήδη χρησιµοποιηθεί σε 
HARQ συστήµατα αλλά και µε την έρευνα να συνεχίζεται όσον αφορά τη 
χρησιµοποίηση τους σε ακόµα πιο εξελιγµένα HARQ σχήµατα. 
Τέλος, να αναφέρουµε την προσπάθεια που επιτελείται ώστε να µειωθεί η 

πολυπλοκότητα των LDPC κωδίκων σε επίπεδο hardware. Για αυτό το σκοπό, 
συνεισφέρουν και επιστήµονες ειδικοί στην αρχιτεκτονική VLSI συστηµάτων. Κάτι 
τέτοιο έχει ιδιαίτερη αξία σε υψηλών απαιτήσεων συστήµατα, καθώς όπως είδαµε 
γίνεται κυρίως χρήση LDPC κωδίκων µε µεγάλα µεγέθη κωδικής λέξης που οδηγούν 
σε αύξηση της πολυπλοκότητας. 
Ένας γενικός οδηγός για τα τρέχοντα ερευνητικά θέµατα των LDPC κωδίκων 

µπορεί να αναζητηθεί στη δηµοσίευση [6]. 
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7 Συµπεράσµατα 
 
 
 
 

7.1 Συµβολή της εργασίας 
 
Βασικός στόχος της παρούσας εργασίας ήταν η µελέτη και προσοµοίωση LDPC 
κωδίκων µε σκοπό να εξαχθούν ποιοτικά αλλά και ποσοτικά συµπεράσµατα για την 
συµπεριφορά τους. Κάτι τέτοιο έχει ιδιαίτερη αξία καθώς οι LDPC κώδικες 
χαρακτηρίζονται ως κώδικες αιχµής και βρίσκουν πρακτική εφαρµογή σε ολοένα και 
περισσότερα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα. Βέβαια, για την ανάπτυξη µιας 
ολοκληρωµένης προσοµοίωσης δεν αρκούσε µόνο η µοντελοποίηση του 
υποσυστήµατος κωδικοποίησης καναλιού. Έτσι, δώσαµε ιδιαίτερη έµφαση στις 
τεχνικές διαµόρφωσης καθώς και στη µοντελοποίηση του διαύλου. Παράλληλα µε τη 
µελέτη των κωδίκων λοιπόν, εξάγαµε και συµπεράσµατα σχετικά µε τη συγκριτική 
µελέτη τεχνικών διαµόρφωσης (BPSK, 4-QAM, 16-QAM) καθώς και τη συγκριτική 
µελέτη τύπων διαύλου, µε έµφαση στους διαύλους που απαντώνται στις κινητές και 
δορυφορικές επικοινωνίες (AWGN, Rayleigh, Rice). Συνοψίζοντας τη συµβολή της 
εργασίας µπορούµε να αναφερθούµε στα παρακάτω στοιχεία: 
 

• Επισκόπηση των τεχνικών κωδικοποίησης καναλιού µε έµφαση στην 
παρουσίαση των γραµµικών συµπαγών κωδίκων, κατηγορία στην οποία 
ανήκουν οι LDPC κώδικες. Ανάλυση των δυνατοτήτων των κωδίκων όσον 
αφορά τον εντοπισµό και τη διόρθωση λαθών και παρουσίαση τρόπων 
αξιολόγησης τεχνικών κωδικοποίησης. 

• Θεωρητική θεµελίωση της προσοµοίωσης και ανάδειξη της σηµασίας της στα 
σύγχρονα τηλεπικοινωνιακά συστήµατα. Παρουσίαση της σχεδιαστικής 
πορείας για την ανάπτυξη προσοµοιωτή. Τεκµηρίωση του Matlab ως 
σηµαντικού προσοµοιωτικού εργαλείου. 

• Μελέτη των LDPC κωδίκων και ανάλυση των αλγορίθµων 
αποκωδικοποίησης τους. Ανάπτυξη προσοµοιωτή για την εκτίµηση της 
επίδοσης τους υπό διάφορες τεχνικές διαµόρφωσης και υπό διάφορους τύπους 
διαύλου. Σχεδίαση και προσοµοίωση ενός LDPC (256, 128) κώδικα που 
οδήγησε στην εξαγωγή πολύ χρήσιµων συµπερασµάτων σχετικά µε τις 
ιδιότητες του. Εκτός από τις ιδιότητες του κώδικα, τα αποτελέσµατα της 
προσοµοίωσης µας επέτρεψαν να εξάγουµε συµπεράσµατα σχετικά µε τις 
διάφορες τεχνικές διαµόρφωσης και τους διάφορους τύπους διαύλου. 

• Παρουσίαση των κυριότερων τηλεπικοινωνιακών συστηµάτων που βρίσκουν 
σήµερα εφαρµογή οι LDPC κώδικες και ανάδειξη του ρόλου τους µέσα σε 
αυτά τα συστήµατα. 
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7.2 Προτάσεις για Μελλοντική Έρευνα  
 
Η προσοµοίωση που δηµιουργήθηκε σε αυτή την εργασία µπορεί να λειτουργήσει ως 
πλατφόρµα για την ανάπτυξη νέων προσοµοιώσεων. Μέσω της µελέτης του πηγαίου 
κώδικα Matlab της προσοµοίωσης (στοιχεία από τον κώδικα υπάρχουν στο 
Παράρτηµα Α)  υπάρχει η δυνατότητα εκτέλεσης πολλών και διαφορετικών 
σεναρίων. Για παράδειγµα, µπορεί να σχεδιασθεί νέος LDPC κώδικας (ουσιαστικά να 
σχεδιασθεί νέος πίνακας ελέγχου ισοτιµίας) και ύστερα να µελετηθεί εύκολα η 
επίδοση του καθώς οι αλγόριθµοι κωδικοποίησης / αποκωδικοποίησης παραµένουν 
ίδιοι. Ύστερα από τη διεξοδική µελέτη µας πάνω στους LDPC κώδικες, µπορούµε να 
δώσουµε κάποιες βασικές κατευθύνσεις µελλοντικής έρευνας που µπορούν να 
υλοποιηθούν εξ’ αρχής ή, γιατί όχι, µε βάση αυτή την εργασία: 
 

• Σχεδίαση και εκτίµηση της επίδοσης LDPC κώδικα. Να ληφθεί υπόψη ότι η 
επίδοση αυξάνεται µε αυξανόµενο µήκος κωδικής λέξης. Παράλληλα, βοηθά 
σηµαντικά η απουσία κύκλων µικρού µήκους στον αντίστοιχο γράφο Tanner. 

• Σαν προέκταση αυτής της εργασίας, µπορεί να γίνει µελέτη επίδοσης LDPC 
κωδίκων και υπό άλλα σχήµατα διαµόρφωσης και τύπων διαύλου. Απαιτείται 
η αλλαγή µόνο του αντίστοιχου κοµµατιού του πηγαίου κώδικα Matlab. 

• Είναι αλήθεια ότι µέσω της λογαριθµικής αποκωδικοποίησης LDPC κωδίκων 
έχουµε σχετικά µικρή πολυπλοκότητα αποκωδικοποίησης (decoding) σε 
σύγκριση και µε άλλους κώδικες ανάλογων επιδόσεων. Η χρήση όµως 
γεννητόρων πινάκων µεγάλων διαστάσεων (αναπόφευκτα χάριν της επίδοσης) 
δηµιουργεί σηµαντική πολυπλοκότητα κωδικοποίησης (encoding). 
Ενθαρρύνεται λοιπόν η αναζήτηση αλγορίθµων απευθείας κωδικοποίησης 
(direct encoding) χωρίς τη χρήση γεννήτορα πίνακα, όπως για παράδειγµα 
δείξαµε ότι γίνεται στο πρότυπο DVB-S2. Μετά από τέτοιες διαδικασίες 
δηµιουργείται κατά κανόνα ένα ισοζύγιο (µείωση πολυπλοκότητας αλλά και 
µείωση επίδοσης) που χρήζει ανάλυσης για το αν τελικά είναι θετικό µε βάση 
τις απαιτήσεις του συστήµατος. 

• Οι LDPC κώδικες, όπως και οι περισσότεροι κώδικες, αποδίδουν καλύτερα 
όταν τα λάθη που εµφανίζονται διακρίνονται από οµοιόµορφη κατανοµή, 
καθώς έτσι έχουν σχεδιαστεί. Υπάρχουν όµως περιπτώσεις στις 
τηλεπικοινωνίες (π.χ. υπό έντονες διαλείψεις) όπου τα σφάλµατα 
εµφανίζονται κατά οµάδες (burst errors) και δεν είναι ανεξάρτητα µεταξύ 
τους. Σε τέτοιες περιπτώσεις, απαιτείται η χρήση εξωτερικού κώδικα που 
µπορεί να διορθώνει τέτοιου είδους σφαλµάτων. Σε αυτή την κατηγορία 
ανήκουν οι Reed-Solomon (RS) κώδικες. Ενθαρρύνεται λοιπόν η σχεδίαση 
και εξέταση αλυσιδωτού σχήµατος κωδικοποίησης µε εξωτερικό κώδικα 
Reed-Solomon και εσωτερικό κώδικα LDPC.   
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Παράρτηµα:  Κώδικας Matlab 
 
Στο παράρτηµα της εργασίας παραθέτουµε στοιχεία από τον πηγαίο κώδικα Matlab η 
εκτέλεση του οποίου µας έδωσε τα αποτελέσµατα της προσοµοίωσης που 
παρουσιάζονται στο κεφάλαιο 5. Για λόγους έµφασης στις διαδικασίες 
κωδικοποίησης / αποκωδικοποίησης  παραθέτουµε τον κώδικα που αντιστοιχεί µόνο 
σε διαµόρφωση BPSK και δίαυλο τύπου AWGN. Τα βασικά αρχεία της εφαρµογής 
είναι τα ldpc_main.m και ldpc_main_log.m, µε το πρώτο να αντιστοιχεί σε µη-
λογαριθµική και το δεύτερο σε λογαριθµική αποκωδικοποίηση. Παράλληλα, 
παρατίθενται και όλα τα .m αρχεία που καλούνται από τα δύο προαναφερθέντα 
βασικά αρχεία. 
Η αλγοριθµική διαδικασία που ακολουθείται για την ανάπτυξη προσοµοιωτή που 
µελετά την επίδοση του LDPC κώδικα δίνεται σε γενικές γραµµές παρακάτω υπό τη 
µορφή ψευδοκώδικα. 
 

Ψευδοκώδικας 
 

Load H % Φόρτωση του πίνακα ελέγχου ισοτιµίας 
Get_G_from_H % ∆ηµιουργία, µε βάση τον Η,του γεννήτορα πίνακα 
 
SNRRange=[0:4:0.5] % Εύρος τιµών SNR, εδώ 0 έως 4 µε βήµα 0.5 
Packets_per_SNR=1000 % Προσοµοιούµενα πακέτα ανά SNR 
 
for SNRrange_index=1:length(SNRrange) % για κάθε τιµή του SNR 
   
   for packetnumber=1:Packets_per_SNR % για κάθε πακέτο (κωδική λέξη) 
 
m=random_input_message %τυχαίο δυαδικό µήνυµα πληροφορίας  
c=encode_LDPC(m, G) % κωδικοποιηµένο διάνυσµα 
t=modulate(c, modulation)_type)  % διαδικασία διαµόρφωσης 
r=after_channel(t, channel_type) % ληφθέν διάνυσµα ύστερα από τη 
µετάδοση 
m_after_decoding=decode_LDPC(r, H) % µήνυµα πληροφορίας ύστερα από τη 
διαδικασία αποκωδικοποίησης 
errors_for_this_SNR(packetnumber)=compare(m, m_after_decoding) % 
υπολογισµός λαθών για το συγκεκριµένο πακέτο (εσωτερικό for loop) και 
για τον τρέχοντα SNR(εξωτερικό for loop) συγκρίνοντας το αρχικό 
µήνυµα πληροφορίας µε το µήνυµα πληροφορίας ύστερα από τη διαδικασία 
αποκωδικοποίησης 
 
   end % τερµατισµός εσωτερικού βρόχου 
mean_error_rate(SNRrange_index)=mean(errors_for_this_SNR) %εύρεση της 
µέσης τιµών σφαλµάτων για την τρέχουσα τιµή SNR 
end % τερµατισµός εξωτερικού βρόχου 
 
plot(SNRrange, mean_error_rate); % γραφική παράσταση της επίδοσης, ο 
πίνακας mean_error_rate περιέχει τις µέσες τιµές σφαλµάτων ανά SNR 
 
 
Στη συνέχεια, παραθέτουµε τον πηγαίο κώδικα της προσοµοίωσης. Προς 
διευκόλυνση του αναγνώστη, επισηµαίνουµε ότι η εκτέλεση του κώδικα που 
ακολουθεί γίνεται είτε τρέχοντας το αρχείο ldpc_main.m είτε το αρχείο 
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ldpc_main_log.m. Η εκτέλεση της παρακάτω προσοµοίωσης θα οδηγήσει στη 
δηµιουργία γραφικής παράστασης όµοιας µε του σχήµατος 5.2. 
 

Πηγαίος Κώδικας Matlab 
 

Αρχείο ldpc_main.m 
 
% LDPC Code 
clear all; 
%load parity check matrix H  
load 128x256regular.mat H 
 
[rowsh,colsh]=size(H); 
n=colsh ;% codeword length 
k=n-rowsh ; %message length 
  
A=H(1:n-k,1:n-k); 
B=H(1:n-k,n-k+1:n) ;%H=[A B] 
I=eye(k); %identity matrix 
%I=eye(n-k); 
load inverse_of_A.mat invA %inverse of A, over the binary field 
 
  
p_aux=bin_multi(invA,B); 
P=p_aux.'; 
%get the corresponding generator matrix G 
G=[P I]; 
  
%run various simulations for various SNR (or Eb/No) values 
 
number_of_Packets_per_SNR=1000; 
SNRrange=[0:0.5:4]; 
mean_error_rate=zeros(1, length(SNRrange)); 
for SNRrange_index=1:length(SNRrange) 
     if (SNRrange(SNRrange_index)>3.5) 
         number_of_Packets_per_SNR=5000; 
     end 
    error_rate=zeros(1, number_of_Packets_per_SNR); 
    for packetnumber=1:number_of_Packets_per_SNR 
  
        m=randint(1,k);  % random input message 
         
        c=bin_multi(m,G); %codeword production 
         
        t=bpsk(c); %transmitted vector after BPSK mod 
        
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  
         
  
        SNR=SNRrange(SNRrange_index); 
        No=10^(-SNR/10); 
        sigma=sqrt(No/2); 
  
        %sprintf('SNR: %.4f dB \n',SNR) 
        r=awgn(t,SNR); %Gaussian noise 
         
  
        
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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        %decoding 
        %init 
        max_iter=80; 
        count_iter=0; 
        f1=1./(1+exp(-2*r/sigma^2)); 
        f0=1-f1; 
  
        fnd=find(H==1); 
        [ii,jj]=ind2sub([rowsh,colsh],fnd); 
        len=length(ii); 
        %Mackay 
 
        Q0=zeros(rowsh,colsh); 
        Q1=zeros(rowsh,colsh); 
        dQ=zeros(rowsh,colsh); 
        dR=zeros(rowsh,colsh); 
        R0=zeros(rowsh,colsh); 
        R1=zeros(rowsh,colsh); 
        q0=zeros(1,n); 
        q1=zeros(1,n); 
        for i=1:len 
            Q0(ii(i),jj(i))=f0(jj(i)); 
        end 
        for i=1:len 
            Q1(ii(i),jj(i))=f1(jj(i)); 
        end 
        while (count_iter<max_iter) 
            dQ=Q0-Q1; 
            for i=1:len 
                dR(ii(i),jj(i))=produ(dQ,ii,jj,i); %HORIZONTAL STEP 
            end 
            for i=1:len 
                R0(ii(i),jj(i))=(1/2)*(1+dR(ii(i),jj(i))); 
            end 
            for i=1:len 
                R1(ii(i),jj(i))=(1/2)*(1-dR(ii(i),jj(i))); 
            end 
            % VERTICAL 
            for i=1:len 
                Q0(ii(i),jj(i))=f0(jj(i))*vert_prod(R0,ii,jj,i); 
            end 
            for i=1:len 
                Q1(ii(i),jj(i))=f1(jj(i))*vert_prod(R1,ii,jj,i); 
            end 
            %VERTICAL_END 
  
            for i=1:len 
                
[Q0(ii(i),jj(i)),Q1(ii(i),jj(i))]=normalize(Q0(ii(i),jj(i)),Q1(ii(i),
jj(i))); 
            end 
  
            % a posteriori symbol probabilities q0,q1 
            for i=1:n 
                q0(i)= f0(i)*column_product(R0,ii,jj,i); 
            end 
            for i=1:n 
                q1(i)= f1(i)*column_product(R1,ii,jj,i); 
                [q0(i),q1(i)]=normalize(q0(i),q1(i)); 
            end 
            vector_est=estimate(q0,q1,n); 
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            vector_est; 
            if bin_multi(vector_est,H')==0 
                break; 
            end; 
            count_iter=count_iter+1; 
  
  
        end 
        disp('iterations: ');disp(count_iter); 
        vector_est; 
        error_counter=0; 
  
        final_msg=vector_est(n-k+1:n); 
        for p=1:k 
            if final_msg(p)~=m(p) 
                 disp('error in position ');disp(p); 
                error_counter=error_counter+1; 
            end 
  
        end 
  
        %disp('iterations: ');disp(count_iter); 
        sprintf('Errors: %d %d dB \n',error_counter, 
SNRrange(SNRrange_index)) 
        error_rate(1, packetnumber)=error_counter/k; 
    end 
    sprintf('For SNR= %d \n mean error rate is ',  
SNRrange(SNRrange_index)) 
    mean_error_rate(1, SNRrange_index)=double(mean(error_rate)); 
    mean_error_rate(1, SNRrange_index); 
     
    disp('new SNR'); 
  
end 
plot(SNRrange, mean_error_rate); 
title(''LDPC – BPSK - AWGN '); 
xlabel('SNR (dB)'); 
ylabel('BER') 
  
 
 
Αρχείο ldpc_main_log.m 
  
 % LDPC Code with logarithmic decoding  
  
clear all; 
    %load parity check matrix H 
    load 128x256regular.mat H 
     
    
   [rowsh,colsh]=size(H); 
   n=colsh ;% codeword length 
   k=n-rowsh ; %message length 
    
   A=H(1:n-k,1:n-k); 
   B=H(1:n-k,n-k+1:n) ;%H=[A B] 
   I=eye(k); %identity matrix 
   %I=eye(n-k); 
   load inverse_of_A.mat invA %inverse of A, over the binary field 
   %%%%%test 
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   p_aux=bin_multi(invA,B); 
   P=p_aux.'; 
   %get the corresponding generator matrix G 
   G=[P I]; 
    
   %run various simulations for various SNR (or Eb/No) values 
number_of_Packets_per_SNR=1000; 
SNRrange=[0:0.5:4]; 
mean_error_rate=zeros(1, length(SNRrange)); 
for SNRrange_index=1:length(SNRrange) 
    if (SNRrange(SNRrange_index)>2.5) 
        number_of_Packets_per_SNR=5000; 
    end 
    error_rate=zeros(1, number_of_Packets_per_SNR); 
    for packetnumber=1:number_of_Packets_per_SNR 
    
   m=randint(1,k); 
   %m=[1 0 0 0]; 
   c=bin_multi(m,G); %codeword production 
   disp('codeword production'); 
   t=bpsk (c); %transmitted vector after BPSK mod 
    
  
        SNR=SNRrange(SNRrange_index); 
        No=10^(-SNR/10); 
        sigma=sqrt(No/2); 
    
      r=awgn(t,SNR); % AWGN channel 
 
    
   % Logarithmic LDPC Decoder 
    
   max_iter=80; 
    
   count_iter=0; 
   f1=1./(1+exp(-2*r/sigma^2)); 
   f0=1-f1; 
   for i=1:length(f1) 
       logf1(i)=abs(log(f1(i))); 
   end 
   for i=1:length(f0) 
       logf0(i)=abs(log(f0(i))); 
   end 
    
    
   fnd=find(H==1); 
   [ii,jj]=ind2sub([rowsh,colsh],fnd); 
   len=length(ii); 
   %Mackay in logarithmic form 
   s=zeros(rowsh,colsh); 
   sdR=zeros(rowsh,colsh); 
    
   logQ0=zeros(rowsh,colsh); %LOG 
   Q1=zeros(rowsh,colsh);  
   logQ1=zeros(rowsh,colsh);  %log       
    
   LdQ=zeros(rowsh,colsh); % log 
    
   LdR=zeros(rowsh,colsh); % log 
   LR0=zeros(rowsh,colsh); %log 
   LR1=zeros(rowsh,colsh); %log 
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   Lc0=zeros(rowsh,colsh); %log 
   Lc1=zeros(rowsh,colsh); %log 
   Lq0=zeros(1,n); %log 
   Lc_zero=zeros(1,n); %log 
   Lq1=zeros(1,n); %log 
   Lc_one=zeros(1,n); %log 
    
   for i=1:len 
       Q0(ii(i),jj(i))=f0(jj(i)); 
       logQ0(ii(i),jj(i))=abs(log(Q0(ii(i),jj(i)))); 
   end 
   for i=1:len 
       Q1(ii(i),jj(i))=f1(jj(i)); 
       logQ1(ii(i),jj(i))=abs(log(Q1(ii(i),jj(i)))); 
   end 
   while (count_iter<max_iter) 
    
   for i=1:len 
       if logQ0(ii(i),jj(i))<= logQ1(ii(i),jj(i)) 
           s(ii(i),jj(i))=0; 
       elseif logQ0(ii(i),jj(i))> logQ1(ii(i),jj(i)) 
          s(ii(i),jj(i))=1; 
       end 
   end 
    
   for i=1:len 
   LdQ(ii(i),jj(i)) 
=min(logQ0(ii(i),jj(i)),logQ1(ii(i),jj(i)))+f_minus(abs(logQ0(ii(i),j
j(i))-logQ1(ii(i),jj(i)))); 
   end 
  
   for i=1:len 
       LdR(ii(i),jj(i))=sum_log(LdQ,ii,jj,i); %HORIZONTAL STEP 
       sdR(ii(i),jj(i))=sum_log(s,ii,jj,i); 
   end 
   for i=1:len 
        
       if mod(sdR(ii(i),jj(i)),2)==0 
       LR0(ii(i),jj(i))=log(2)-f_plus(LdR(ii(i),jj(i))); 
       elseif mod(sdR(ii(i),jj(i)),2)==1 
           LR0(ii(i),jj(i))=log(2)+f_minus(LdR(ii(i),jj(i))); 
       end 
   end  
   %%%%  
   for i=1:len 
       if mod(sdR(ii(i),jj(i)),2)==0 
       LR1(ii(i),jj(i))=log(2)+f_minus(LdR(ii(i),jj(i))); 
       elseif mod(sdR(ii(i),jj(i)),2)==1 
           LR1(ii(i),jj(i))=log(2)-f_plus(LdR(ii(i),jj(i))); 
       end 
   end  
   % VERTICAL  
   length(logf0); 
   for i=1:len 
       Lc0(ii(i),jj(i))=logf0(jj(i))+vertical_sum_log(LR0,ii,jj,i); 
   end 
   for i=1:len 
       Lc1(ii(i),jj(i))=logf1(jj(i))+vertical_sum_log(LR1,ii,jj,i); 
   end 
    
   for i=1:len 
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       logQ0(ii(i),jj(i))=Lc0(ii(i),jj(i))-min(Lc0(ii(i),jj(i)), 
Lc1(ii(i),jj(i)))+f_plus(abs(Lc0(ii(i),jj(i))- Lc1(ii(i),jj(i)))); 
   end 
   for i=1:len 
       logQ1(ii(i),jj(i))=Lc1(ii(i),jj(i))-min(Lc0(ii(i),jj(i)), 
Lc1(ii(i),jj(i)))+f_plus(abs(Lc0(ii(i),jj(i))- Lc1(ii(i),jj(i)))); 
   end 
    
   
   % a posteriori symbol probabilities Lq0, Lq1 
   for j=1:n  
        
       x=find(jj==j); 
       i=ii(x(1)); 
       Lc_zero(j)= Lc0(i, j)+LR0(i, j); 
       Lc_one(j)= Lc1(i, j)+LR1(i, j); 
       Lq0(j)=Lc_zero(j)-min(Lc_zero(j), 
Lc_one(j))+f_plus(abs(Lc_zero(j)-Lc_one(j))); 
       Lq1(j)=Lc_one(j)-min(Lc_zero(j), 
Lc_one(j))+f_plus(abs(Lc_zero(j)-Lc_one(j))); 
   end 
    
    vector_est=estimate_log(Lq0,Lq1,n); 
    if bin_multi(vector_est,H')==0 
        break; 
    end; 
    count_iter=count_iter+1; 
    
     
   end 
    
   error_counter=0; 
    
   final_msg=vector_est(n-k+1:n); 
   for p=1:k 
       if final_msg(p)~=m(p) 
           disp('error in position ');disp(p); 
           error_counter=error_counter+1; 
       end 
   end 
    
        sprintf('Errors: %d %d dB \n',error_counter, 
SNRrange(SNRrange_index)) 
        error_rate(1, packetnumber)=error_counter/k; 
    end 
    sprintf('For SNR= %d \n mean error rate is ',  
SNRrange(SNRrange_index)) 
    mean_error_rate(1, SNRrange_index)=double(mean(error_rate)); 
    mean_error_rate(1, SNRrange_index); 
     
    disp('new SNR'); 
  
end 
plot(SNRrange, mean_error_rate); 
title('LDPC – BPSK - AWGN'); 
xlabel('SNR (dB)'); 
ylabel('BER') 

 
 
 
Αρχείο bin_multi.m 
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function res=bin_multi(A,B) 
    % sum=0; 
    [ra,ca]=size(A); %get A dimensions 
    [rb,cb]=size(B); %get B dimensions 
  res=zeros(ra,cb); 
    if (ca==rb) ,  
  for i=1:ra  
      for k=1:cb 
          for j=1:ca 
              res(i,k)=xor(res(i,k),A(i,j)*B(j,k)); 
          end; 
      end; 
  end; 
     
    elseif (ca~=rb)  
        disp('error in matrix multiplication'); 
    else disp('...'); 
    end; 

 
Αρχείο column_product.m 
 
% a posteriori symbol probs qX(j)=fX(j) * Π RX(i,j) , i e M(j) , 
X={0,1} 
  
function cp=column_product(R,ii,jj,n) 
  
cp=1; 
for j=1:length(ii) 
    if jj(j)==n %same column 
         
            cp=cp*R(ii(j),jj(j)); 
             
     end; 
end; 
 
 
Αρχείο estimate.m 
 
% final vector estimation, in current iteration 
% if q0(j)>q1(j) -> d(j)=0, else d(j)=1 
  
function d=estimate(q0,q1,n) 
  
for j=1:n 
    if q0(j)>q1(j) 
        d(j)=0; 
    else 
        d(j)=1; 
    end; 
end; 

 
Αρχείο estimate_log.m 
 
% final vector estimation, in current iteration 
% if q0(j)>q1(j) ->  d(j)=0, else d(j)=1 
% so, logaritmically : if Lq0(j)<Lq1(j) ->  d(j)=0, else d(j)=1 
  
function d=estimate_log(Lq0,Lq1,n) 
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for j=1:n 
    if Lq0(j)<Lq1(j) 
        d(j)=0; 
    else 
        d(j)=1; 
    end; 
end; 
 
 
Αρχείο f_minus.m 
 
%look-up f- 
function lup = f_minus(x) 
    lup=abs(log(1-exp(-x))); 
end 
 

 
Αρχείο f_minus.m 
 
%look-up f+ 
function lup = f_plus(x) 
    lup=abs(log(1+exp(-x))); 
end 
 

 
Αρχείο myXor.m 
 
%modulo-2 addition  
function mxr=myXor (a , b) 
if ((a==0) && (b==0)), mxr=0; 
  
elseif ((a==0) && (b==1)), mxr=1; 
  
elseif ((a==1) && (b==0)), mxr=1; 
  
elseif ((a==1) && (b==1)), mxr=0; 
 else disp('error...'); 
end; 
 
 
Αρχείο normalize.m 
 
% normalize Q0,Q1 so that Q0(i,j)+Q1(i,j)=1 
  
function [a,b]=normalize(inp1,inp2) 
  
aux=1./(eps+(inp1+inp2)); 
  
a=inp1*aux; 
b=inp2*aux; 
 
 
Αρχείο bpsk.m 
 
%BPSK modulation / mapping 
function tr=bpsk(c) 
    for i=1:length(c) 
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        if c(i)==0  
            tr(i)=-1; 
        else 
            tr(i)=c(i); 
        end 
    end 
 

 
Αρχείο produ.m 
 
% product calculation, sum-product algorithm 
%δR(i,j)=Π δQ(i,j') , j' is_member N(i)\j    
%HORIZONTAL STEP 
function product=produ(dQ,ii,jj,i)  
  
product=1; 
for j=1:length(ii) 
    if ii(j)==ii(i) %same row 
        if jj(j)~=jj(i) % \j 
             
            product=product*dQ(ii(j),jj(j)); 
             
        end; 
    end; 
end; 
 

 
Αρχείο sum_log.m 
 
% product calculation, sum-product algorithm 
%δR(i,j)=Π δQ(i,j') , j' is_member N(i)\j    
%HORIZONTAL STEP, logarithmic decoding (product -> sum) 
function sum=sum_log(LdQ,ii,jj,i)  
  
sum=0; 
for j=1:length(ii) 
    if ii(j)==ii(i) %same row 
        if jj(j)~=jj(i) % \j 
             
            sum=sum+LdQ(ii(j),jj(j)); 
             
        end; 
    end; 
end; 
 
 
Αρχείο vert_prod.m 
 
% VERTICAL STEP 
%SUM-PRODUCT ALGORITHM, MACKAY'S SIMPLIFICATION 
%Q0(i,j)=f0(j)* Π R0(i',j) , i' is_member M(j)\i 
%same with Q1 
  
function vp=vert_prod(R,ii,jj,i) 
  
vp=1; 
for j=1:length(ii) 
    if jj(j)==jj(i) %same column 
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        if ii(j)~=ii(i) % \i 
             
            vp=vp*R(ii(j),jj(j)); 
             
        end; 
    end; 
end; 
Αρχείο vertical_sum.m 
 
% VERTICAL STEP 
%SUM-PRODUCT ALGORITHM, MACKAY'S SIMPLIFICATION in  logarithmic form 
%LQ0(i,j)=Lf0(j)+ Σ LR0(i',j) , i' is_member M(j)\i 
%same with LQ1 
  
function vs=vertical_sum_log(R,ii,jj,i) 
  
vs=0; 
for j=1:length(ii) 
    if jj(j)==jj(i) %same column 
        if ii(j)~=ii(i) % \i 
             
            vs=vs+R(ii(j),jj(j)); 
             
        end; 
    end; 
end; 
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