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ΠΡΟΛΟΓΟΣ 
 

Η παρούσα εργασία αποτελείται από δύο ανεξάρτητα όσο αναφορά το αντικείµενο που 

πραγµατεύονται µέρη. Στο πρώτο µέρος της διπλωµατικής εργασίας εφαρµόζεται η µέθοδος του µη 

γραµµικού προσαρµοστικού ελέγχου backstepping για τον έλεγχο του ατµοστροβίλου ενός συστήµατος 

τουρµπογεννήτριας. Στο πρώτο κεφάλαιο παρουσιάζεται συνοπτικά η µέθοδος του backstepping ελεγκτή. 

Στο δεύτερο κεφάλαιο εφαρµόζεται η µέθοδος αυτή στο σύστηµα της τουρµπογεννήτριας, τόσο για την 

περίπτωση ρύθµισης του σηµείου λειτουργίας όσο και για την περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς. Στο 

τρίτο κεφάλαιο παρουσιάζονται αριθµητικές εφαρµογές της µεθόδου για το σύστηµα της 

τουρµπογεννήτριας και για τις περιπτώσεις του ελέγχου παρακολούθησης τροχιάς και ρύθµισης του 

σηµείου λειτουργίας. Στο τέταρτο και τελευταίο κεφάλαιο εξάγονται συµπεράσµατα για τις επιδόσεις του 

ελεγκτή στο σύστηµα της τουρµπογεννήτριας.     

Το δεύτερο µέρος της εργασίας αποτελεί συνέχιση της δουλειάς του διδάκτορα του Ε.Μ.Π. 

Γιώργου Πασγιάνου και σε αυτό παρουσιάζονται µέθοδοι βαθµονόµησης PI και PID ελεγκτών που 

στηρίζονται στην επίτευξη του µέγιστου περιθωρίου φάσης για συστήµατα πρώτης τάξης µε καθυστέρηση 

χρόνου και γίνεται ανάλυση των περιθωρίων ευστάθειας που επιτυγχάνονται, για κάθε µια µέθοδο. Στο 

πέµπτο κεφάλαιο παρουσιάζονται τρεις εναλλακτικές µορφές για τον PID έλεγχο ασταθών συστηµάτων 

πρώτης τάξης. Στο έκτο κεφάλαιο γίνεται ανάλυση των ιδιοτήτων των ασταθών συστηµάτων πρώτης 

τάξης µε καθυστέρηση χρόνου στο πεδίο της συχνότητας, όταν αυτά ελέγχονται από PI και PID ελεγκτή. 

Στο έβδοµο και όγδοο κεφάλαιο παρουσιάζονται τρεις διαφορετικοί µέθοδοι βαθµονόµησης για PI και 

PID ελεγκτές αντίστοιχα. Επίσης, αναλύεται το µέγιστο περιθώριο φάσης που επιτυγχάνεται µε την κάθε 

µια προτεινόµενη µέθοδο. Στο ένατο κεφάλαιο παρουσιάζονται αριθµητικά αποτελέσµατα των µεθόδων 

βαθµονόµησης που παρουσιάστηκαν τόσο για PI όσο και για PID έλεγχο. Ακόµα, οι προτεινόµενες 

µέθοδοι εφαρµόζονται για τον έλεγχο ενός συστήµατος ασταθούς βιολογικού αντιδραστήρα. Στο δέκατο 

και τελευταίο κεφάλαιο εξάγονται συµπεράσµατα όσο αναφορά τις επιδόσεις των παρουσιαζόµενων 

µεθόδων.    

Ευχαριστώ θερµά τον επιβλέποντα καθηγητή κύριο Παρασκευά Παρασκευόπουλο του οποίου ο 

συµβουλευτικός ρόλος υπήρξε καθοριστικός για την εκπόνηση της εργασίας αυτής. Επίσης, θα ήθελα να 

ευχαριστήσω τον διδάκτορα του Ε.Μ.Π. Γιώργο Πασγιάνο για την καθοδήγηση και την αµέριστη 

συµπαράσταση την οποία µου παρείχε κατά την εκπόνηση της παρούσας εργασίας.  
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1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ  1 

1.Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΣΑΡΜΟΣΤΙΚΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ  BACKSTEPPING 

 

1.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ 

 

Η ανάγκη για άµεση εφαρµογή ελεγκτών σε µη γραµµικά συστήµατα έχει οδηγήσει στην 

ανάπτυξη πολλών µεθόδων για την σχεδίαση µη γραµµικών ελεγκτών. Η δυσκολία στην µέτρηση 

φυσικών µεγεθών και διεργασιών, η µη γνώση ορισµένων παραµέτρων, ή ακόµα και η ταχύτατη 

µεταβολή ορισµένων µεγεθών, έχει οδηγήσει στην ανάγκη για την ανάπτυξη εργαλείων αναγνώρισης 

των αγνώστων αυτών στοιχείων, αλλά και εργαλείων για την προσαρµογή στις µεταβολές των 

διαφόρων µεγεθών. 

Η µέθοδος σχεδίασης µη γραµµικών προσαρµοστικών ελεγκτών µε την µέθοδο του 

backstepping αποτελεί ένα τέτοιο εργαλείο, το οποίο δίνει έναν αλγοριθµικό τρόπο σχεδίασης τέτοιου 

είδους ελεγκτών. Εκτός των πλεονεκτηµάτων που έχουν όλοι οι µη γραµµικοί προσαρµοστικοί 

ελεγκτές, όπως η άµεση εφαρµογή τους σε µη γραµµικά συστήµατα, η ακρίβεια των ελεγκτών αυτών, 

αλλά και η προσαρµογή τους σε αλλαγές διαφόρων φυσικών µεγεθών, προσφέρει λόγω της 

αλγοριθµικής δοµής του, την δυνατότητα της σχεδίασης βήµα προς βήµα και κατ’ επέκταση την 

δυνατότητα εύκολου ελέγχου των αποτελεσµάτων και των επιδόσεων της συγκεκριµένης µεθόδου. 

Τέλος, σε αντίθεση µε άλλες ήδη υπάρχουσες µεθόδους, χρησιµοποιεί τις διάφορες µη γραµµικότητες  

που εµφανίζονται για την βελτίωση των επιδόσεων του ελέγχου. 

 

1.2 Ο ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΣΑΡΜΟΣΤΙΚΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ 

BACKSTEPPING  

 

  Ένα σύστηµα λέγεται ότι είναι σε αυστηρά παραµετρική µορφή ανατροφοδότησης, όταν 

το µοντέλο κατάστασής του είναι της µορφής  

 1 2 1 1( )Tx x xϕ θ= +  

 2 3 2 1 2( , )Tx x x xϕ θ= +  

  (1.1) 

 1 1 1 2 1( , ,..., )T
n n n nx x x x xϕ θ− − −= +  

 0 ( ) ( ) ( )T
n nx x x u xϕ β ϕ= + + θ  

όπου είναι ένα διάνυσµα αγνώστων παραµέτρων και pθ ∈R

 1 2[ , , ..., ]nF ϕ ϕ ϕ=  (1.2) 

είναι οµαλές συναρτήσεις , n p→R R 0 ( )xϕ n n→R R , ( ) 0xβ ≠ , και η µεταβλητή 

ελέγχου. 

nx∀ ∈R u∈R

Σκοπός του backstepping αλγορίθµου είναι να ρυθµίσουµε το 1x σε ένα επιθυµητό σηµείο λειτουργίας 

sy .  
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Τα σηµεία ισορροπίας ( ) του παραπάνω συστήµατος είναι (για τις  πρώτες εξισώσεις 

κατάστασης) 

0x = 1n −

 2 1 1( )e ex x Tϕ θ= −  

 3 2 1 2( , )e e ex x x Tϕ θ= −  

  (1.3) 

 1 1 2 1( , , ..., )e e e e
n n nx x x x Tϕ θ−= − −   

Από την τελευταία σχέση της (1.1) και για 0nx = , µπορούµε να λύσουµε ως προς για να πετύχουµε u

1
e

sx y= . Αυτό που µένει εποµένως, είναι να ευσταθοποιήσουµε αυτό το σηµείο ισορροπίας για τις 

άγνωστες παραµέτρους  θ του συστήµατος και ταυτόχρονα να πετύχουµε ex x→ καθώς  για 

κάθε αρχική συνθήκη 

t →∞

(0)x  (global asymptotic stability). 

 Η σχεδίαση του backstepping ελεγκτή ολοκληρώνεται σε βήµατα. Σε κάθε βήµα, έστω , 

ευσταθοποιούνται οι πρώτες µεταβλητές κατάστασης, µε την βοήθεια µιας συνάρτησης Lyapunov 

. Στο τελευταίο βήµα της σχεδίασης ( n ) διαλέγουµε τον έλεγχο καθώς και τον προσαρµοστικό 

νόµο για την εκτίµηση του διανύσµατος των αγνώστων παραµέτρων 

n i

i

iV u

θ . Το  βήµα του αλγορίθµου 

συνοπτικά είναι (λεπτοµέρειες [1]) 

i

1i =  1 1 sz x y= −  (1.4) 

1 i n≤ ≤  1i i iz x a −= −  (1.5) 

 
1 1

1 1 1
1 2 1 1

1 2

ˆ ˆ( , ,..., , ) ˆ ˆ
i i

T i i k
i i i i i i k i

k kk

a a a
a x x x z c z w x w z

x
θ θ τ

θ θ

− −
− − −

− +
= =

i k
∂ ∂ ∂

= − − − + + Γ + Γ
∂ ∂ ∂

∑ ∑  (1.6) 

 1 2 1
ˆ( , , ..., , )i i i i ix x x wτ θ τ −= + z  (1.7) 

 
1

1
1 2

1

ˆ( , ,..., , )
i

i
i i i

k k

a
w x x x

x kθ ϕ
−

−

=

ϕ
∂

= −
∂∑  (1.8) 

Ενώ, ο νόµος ελέγχου δίνεται από την σχέση 

 0
1 ˆ( , ) ( )
( ) nu a x
x

θ ϕ
β

x⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (1.9) 

και η εκτίµηση του διανύσµατος των αγνώστων παραµέτρων δίνεται από 

 ˆ ˆ( , )n x Wzθ τ θ= Γ = Γ  (1.10) 

όπου Γ είναι ένας σταθερός θετικά ορισµένος p p× πίνακας και , ενώ η 

συνάρτηση Lyapunov είναι   

1 2
ˆ( , ) [ , ,..., ]nW z w w wθ =

i

 2

1

1 1
2 2

i
T

i k
k

V z 1θ θ−

=

= + Γ∑  (1.11) 

Με την εφαρµογή του ελέγχου (1.9) το κλειστό σύστηµα που προκύπτει είναι 

 ˆ ˆ( , ) ( , )T
zz A z z W zθ θ θ= +  (1.12) 

 ˆ ( , )W z zˆθ θ= Γ  (1.13) 
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όπου ˆθ θ θ= − , είναι το σφάλµα της εκτίµησης του διανύσµατος των αγνώστων παραµέτρων θ̂ και ο 

πίνακας ˆ( , )zA z θ δίνεται από την σχέση  

  (1.14) 

1

2 23 2

23

1,

2 1,

1 0 0
1 1

ˆ 0 1( , )
1

0 1

n

z

n n

n n n

c
c

A z

c

σ σ
σθ

σ
σ σ

−

−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥− − +⎢ ⎥
⎢ ⎥− −=
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎣ ⎦n−

όπου 1

ˆ
i

ik k
a

wσ
θ
−∂

= − Γ
∂

. 

Επιλέγοντας σαν συνάρτηση Lyapunov για το σύστηµα που αποτελείται από τις εξισώσεις 

(1.12) και (1.13) την 2

1

1 1
2 2

n
T

n k
k

V z 1θ θ−

=

= + Γ∑  προκύπτει 

 2

1

0
n

n k k
k

V c z
=

= −∑ ≤  (1.15) 

Από το θεώρηµα του αναλλοίωτου συνόλου του LaSalle ([1]), προκύπτει ότι η κατάσταση 

του συστήµατος των εξισώσεων (1.12) και (1.13) συγκλίνει στο µεγαλύτερο αναλλοίωτο 

σύνολο 

( ( ), ( ))z t tθ

M που περιέχεται στο σύνολο { }( , ) | 0n pE z zθ += ∈ = δηλαδή στο σύνολο όπου 0nV =  . 

Στο σύνολο αυτό είναι 0z = και  και από τις εξισώσεις (1.12) και (1.13) προκύπτει ότι 0z =

 ˆ ˆ( , ) ( ) 0TW z θ θ θ− = ,  (1.16) ˆ( , )z θ∀ ∈M

Από τις σχέσεις (1.8)  και προκύπτει ότι 1 2
ˆ( , ) [ , ,..., ]nW z w w wθ =

 

1

1

1 1

1 1

1 0 0

1
ˆ ˆ( , ) ( ) ( , ) ( )

0

1

T T

n n

n

a
x

W z F x N z F x

a a
x x

θ θ

− −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎢ ⎥−
⎢ ⎥∂

= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂
− −⎢ ⎥

∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

T=  (1.17) 

Λόγω του ότι ο πίνακας ˆ( , )N z θ είναι αντιστρέψιµος (κάτω τριγωνικός) για , η σχέση 

(1.16) συνεπάγεται ότι 

ˆ( , )z θ∀ ∈M

 ˆ( ) ( ) 0TF x θ θ− = , στο M  (1.18) 

Για να αποδείξουµε την ασυµπτωτική ευστάθεια του σηµείου (1.3) δεν µένει παρά να δείξουµε ότι 
ex x=  στο M . Αφού 1 1 sz x y= − τότε στο M είναι 1 1

e
sx x y= = . Από την (1.18) προκύπτει 

 1 1
ˆ( ) ( )T exθ θ ϕ 0− = , στο M  (1.19) 

Από την (1.6) προκύπτει ότι 1 1 1
ˆTa c z 1θ ϕ= − − . Έτσι στο M λόγω και της (1.19) είναι 

1 1
ˆTa 1

Tθ ϕ θ= − = − ϕ 1a  . Λόγω του ότι 2 20z x= = −  και της σχέσης (1.3), προκύπτει ότι στο M είναι 

2 2
ex x= . Χρησιµοποιώντας την σχέση (1.18) παίρνουµε 
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 2 1 2
ˆ( ) ( , )T e ex xθ θ ϕ 0− = , στο M  (1.20) 

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, αποδυκνείεται ότι e
i ix x=  και 1 2

ˆ( ) ( , , ..., ) 0T e e e
i ix x xθ θ ϕ− =  στο 

M i∀ . Εποµένως, το µεγαλύτερο αναλλοίωτο σύνολο M στο E είναι 

 { } { }ˆ( , ) | 0, 0 ( , ) | ,n p T n p e T T
e eM z z F x x x F Feθ θ θ θ+ += ∈ = = = ∈ = = θ  (1.21) 

όπου . Μια επιπλέον ιδιότητα του συνόλου( )e
eF F x= M είναι η διάστασή του, { }ep rank F− . Όταν 

{ }erank F p= , τότε η διάσταση του συνόλου M είναι 0 και το M γίνεται το σηµείο ισορροπίας 

ex x= , θ̂ θ= . Αυτό σηµαίνει ότι η εκτίµηση θ̂  συγκλίνει στην πραγµατική τιµή του διανύσµατος 

των αγνώστων παραµέτρων θ .  

Ο παραπάνω αλγόριθµος µπορεί να επεκταθεί και στην περίπτωση όπου θέλουµε το 1x να 

ακολουθεί οποιαδήποτε είσοδο αναφοράς  της οποίας οι πρώτες παράγωγοι είναι γνωστοί, 

φραγµένοι και τµηµατικά συνεχείς. Ο backstepping αλγόριθµος σε αυτήν την περίπτωση 

τροποποιείται ως εξής  

( )ry t n

1i =  1 1 rz x y= −  (1.22) 

1 i n≤ ≤  ( 1)
1

i
i i i rz x a y −

−= − −  (1.23) 

1 1
2( ) ( )1 1 1 1

1 2 1 1 ( 1)
1 2

ˆ ˆ( , ,..., , , , ,..., ) ˆ ˆ
i i

i T ki i i k
i i r r r i i i i k r i i k ik

k kk r

a a a a
a x x x y y y z cz w x y wz k w

x y
θ θ τ

θ θ

− −
− − − −

− + −
= =

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
=− − − + + + Γ + Γ −⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ i

i i

  (1.24)      

 ( )
1 2 1

ˆ( , , ..., , , , , ..., )i
i i r r r ix x x y y y wτ θ τ −= + z  (1.25) 

 
1

( ) 1
1 2

1

ˆ( , ,..., , , , ,..., )
i

i i
i i r r r i

k k

a
w x x x y y y

x kθ ϕ
−

−

=

ϕ
∂

= −
∂∑  (1.26) 

 ( )
0

1 ˆ( , , , ,..., ) ( )
( )

i
n r r ru a x y y y

x
θ

β
xϕ⎡ ⎤= −⎣ ⎦  (1.27) 

 ( )ˆ ˆ( , , , , ..., )i
n r r rx y y y Wzθ τ θ= Γ = Γ  (1.28) 

ενώ ο πίνακας zA του κλειστού συστήµατος είναι σε αυτήν την περίπτωση  

 

2
1 1 1

2
2 2 2 23 2

23

1,
2

2 1,

1 0 0

1 1
ˆ( , ) 0 1

1

0 1

n

z

n n

n n n n

c k w

c k w
A z

c k w

σ σ
θ σ

σ

σ σ
−

−

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − +
⎢ ⎥= − −⎢ ⎥
⎢ ⎥+
⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − − −⎣ ⎦n n

 (1.29) 

από όπου και παρατηρούµε ότι υπάρχουν οι επιπλέον όροι 2
i ik w− , οι οποίοι είναι οι όροι της µη 

γραµµικής απόσβεσης (nonlinear damping) και µπορούν να εγγυηθούν ευστάθεια ακόµα και χωρίς 

την χρήση του προσαρµοστικού νόµου (1.28) ([1]). Αποδυκνείται ([1]), ότι όταν στην σχέση (1.28) 

είναι και έτσι η εκτίµηση 0Γ = θ̂  είναι σταθερή, είναι 
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 0

0 0

1( ) (0)
2

c tz t z e
c k

θ−≤ +  (1.30) 

όπου 
1

0
1

1n

i i

k
k

−

=

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ . 

Χρησιµοποιώντας την ίδια συνάρτηση Lyapunov µε τα προηγούµενα για το σύστηµα που αποτελείται 

από τις σχέσεις (1.28) και (1.12) µε τον πίνακα zA  να δίνεται από την σχέση (1.29), προκύπτει  

 22 2
0

1 1

n n

n k k i i i
k i

V c z k w z c
= =

= − − ≤ −∑ ∑ 2z

c

 (1.31) 

όπου . Εποµένως το σηµείο ισορροπίας 0 1min i n ic ≤ ≤= ( , ) 0z θ = είναι ευσταθές. Επίσης από το 

θεώρηµα των LaSalle-Yoshizawa ([1]), προκύπτει ότι καθώς . Άρα θα έχουµε και 

. 

0z → t →∞

[ ]1lim ( ) ( ) 0rt
x t y t

→∞
− =

Η µέθοδος του baxkstepping µας δίνει επίσης την ευκαιρία για βελτίωση της µεταβατικής 

απόκρισης, όπως αυτή εκφράζεται από ένα φράγµα για το ( )z t . Αποδυκνείεται ([1]), ότι  

 ( ) 0

1
2 2 2

0 0

1( ) (0) (0) (0)
2

c tz t z z e
c k

θ γ −≤ + +  (1.32) 

Έτσι µπορούµε να µικρύνουµε το φράγµα αυτό για το ( )z t  αυξάνοντας τον όρο . Όµως, όπως 

αποδυκνείεται ([1]) αυτό µπορεί να συµβεί για αυθαίρετη αύξηση του όρου  όταν . Από 

την σχέση (1.23) παρατηρούµε ότι για να έχουµε 

0 0c k

0 0c k (0) 0z =

(0) 0z = πρέπει   

 1(0) (0)ry x=   

  2 1 1
ˆ(0) (0) ( (0), (0), (0))r ry x a x yθ= −

  (1.33) 

 ( )( 1) ( 2)
1 1 2

ˆ(0) (0) (0), (0),..., (0), (0), (0), (0),..., (0)n n
r n n n r r ry x a x x x y y yθ− −

−= −  

Λόγω του ότι τα  είναι προκαθορισµένα και έτσι δεν µπορούµε να τα 

διαλέξουµε όπως εµείς θέλουµε ώστε να πετύχουµε τα  για 

( 1)(0), (0),..., (0)n
r r ry y y −

(0)i
ry 1 i n 1≤ ≤ − της σχέσης (1.33) και 

επειδή η παρακολούθηση του επιτυγχάνεται ασυµπτωτικά, τροποποιούµε το σήµα αναφοράς 

που θέλουµε να παρακολουθήσουµε έτσι ώστε να παρακολουθούµε το 

( )ry t

0 ( )ry t 0( ) ( ) ( )r r ry t y t tδ= + , 

όπου το ( )r tδ είναι ένα σήµα της επιλογής µας που τείνει ασυµπτωτικά στο µηδέν και έτσι καθώς 

θα έχουµε t →∞ 1 0 0( ) ( ) ( ) ( )r r rx t y t t y tδ→ + → . Εποµένως, για να πετύχουµε πρέπει να 

διαλέξουµε το 

(0) 0z =

( )r tδ έτσι ώστε 

 0(0) (0) (0)r r ry yδ = −  

  0(0) (0) (0)r r ry yδ = −

  (1.34) 

 ( 1) ( 1) ( 1)
0(0) (0) (0)n n n

r r ry yδ − − −= −
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2.ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ ΤΟΥ ΜΗ ΓΡΑΜΜΙΚΟΥ ΠΡΟΣΑΡΜΟΣΤΙΚΟΥ ΕΛΕΓΧΟΥ 

BACKSTEPPING ΓΙΑ ΤΟΝ ΕΛΕΓΧΟ ΤΟΥΡΜΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑΣ 

 

2.1 ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΗΣ ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑΣ ΓΙΑ ΤΙΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥΣ ΕΛΕΓΧΟΥ 

ΤΟΥΡΜΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑΣ 

 

Ο έλεγχος συστηµάτων ηλεκτρικής ενέργειας, αποτελεί ένα πολύ µεγάλο πεδίο εφαρµογής 

της θεωρίας ελέγχου. Τα συστήµατα αυτά υπόκεινται σε διαφόρων ειδών διαταραχές, περιλαµβάνουν 

άγνωστες  παραµέτρους , εµπεριέχουν συνήθως µη γραµµικότητες και εποµένως είναι δύσκολο να 

ελεγχθούν. Λόγω της ανάγκης ευσταθοποίησης τέτοιων συστηµάτων, έχουν αναπτυχθεί διάφοροι 

µέθοδοι ελέγχου. Τα προηγούµενα χρόνια υπήρξε πολύ µεγάλη ανάπτυξη τέτοιων µεθόδων, που όµως 

συνήθως στηρίζονταν σε γραµµικούς ελεγκτές. Συστήµατα όµως, όπως αυτά της ηλεκτρικής 

ενέργειας, είναι από την φύση τους µη γραµµικά και έτσι τέτοιοι ελεγκτές δεν είναι πάντα αξιόπιστοι. 

Τα τελευταία χρόνια έχουν εφαρµοστεί σε τέτοιου είδους συστήµατα µέθοδοι µη γραµµικού 

καθώς και προσαρµοστικού ελέγχου, για τον καλύτερο έλεγχο αυτών των συστηµάτων. Στην 

βιβλιογραφία συναντάει κανείς παραδείγµατα ελέγχου µιας µηχανής µε έλεγχο του συστήµατος 

διέγερσης εφαρµόζοντας τεχνικές ακριβούς γραµµικοποίησης ([2]), µη γραµµικού προσαρµοστικού 

ελέγχου ([3]), ασαφούς ελέγχου ([4]) και µεθόδους νευρωνικών δικτύων ([5]). Πολλές επίσης, είναι οι 

εφαρµογές µεθόδων ελέγχου για τον έλεγχο του ατµοστροβίλου µιας γεννήτριας. Υπάρχουν 

εφαρµογές σχεδίασης εύρωστων ([6]) καθώς και µη γραµµικών προσαρµοστικών ελεγκτών ([7],[8]). 

Ακόµα, µπορεί να συναντήσει κανείς µεθόδους ταυτόχρονου ελέγχου του συστήµατος διέγερσης και 

του ατµοστροβίλου µιας γεννήτριας ([9]) αλλά και µορφές ελεγκτών που εφαρµόζονται σε συστήµατα 

πολλών εξαρτηµένων µεταξύ τους µηχανών, όπως για παράδειγµα στις ([10],[11],[12]). 

Σκοπός της παρούσας εργασίας είναι η εφαρµογή της µεθόδου του µη γραµµικού 

προσαρµοστικού ελέγχου backstepping, για τον έλεγχο του ατµοστρόβιλου σε ένα σύστηµα µιας 

µηχανής συνδεδεµένης σε ένα άπειρο δίκτυο µεταφοράς (steam-valve control of a single machine 

infinite-bus). Το σύστηµα αυτό είναι µη γραµµικό και εµπεριέχει άγνωστες παραµέτρους. Επίσης 

υπόκειται σε µεγάλου και µικρού µεγέθους διαταραχές, οι οποίες δεν επηρεάζουν µόνο την είσοδο στο 

προς έλεγχο σύστηµα αλλά αλλάζουν και τις τιµές των παραµέτρων του συστήµατος. Θα 

εφαρµόσουµε εποµένως σε αυτό το σύστηµα την παραπάνω µέθοδο, τόσο για την περίπτωση 

ρύθµισης του σηµείου λειτουργίας όσο και για την περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς. Επίσης, 

εξάγονται οι ικανές συνθήκες για την σύγκλιση της εκτίµησης των αγνώστων παραµέτρων του 

συστήµατος µέσω του προσαρµοστικού νόµου στις πραγµατικές τους τιµές και µέσω προσοµοίωσης 

ελέγχεται η συµπεριφορά του συστήµατος όταν υπόκειται σε  διαφόρων ειδών διαταραχές. Τέλος, 

παρουσιάζονται πολλά αριθµητικά παραδείγµατα για τον έλεγχο της εγκυρότητας και των επιδόσεων 

του ελεγκτή για διάφορες πιθανές καταστάσεις στις οποίες µπορεί να βρεθεί το σύστηµα και γίνονται 

συγκρίσεις µε άλλες τεχνικές ελέγχου. 

  



2.2 ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥΡΜΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑΣ  7 

 

2.2 ΜΟΝΤΕΛΟ  ΤΟΥΡΜΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑΣ (TURBOGENERATOR)      

 

Το µοντέλο της τουρµπογεννήτριας φαίνεται στο σχήµα 1 

 

   

 

    

 
 
 
 
 
 
 
Σχήµα 1. Σύστηµα τουρµπογεννήτριας (turbogenerator) 

Το µαθηµατικό µοντέλο για την τουρµπογεννητρία περιγράφεται από ένα µοντέλο 4ης τάξης σε 

αυστηρά παραµετρική µορφή ανατροφοδότησης (σχέση (1.3), [1]) και δίνεται ([6]) 

 1y y2=  (2.1) 

 ( )( )2 3 2 1 0
1 sin( ) sins

j

y y Dy K y
T 0δ δ= − − + −  (2.1) 

 3y y4=  (2.3) 

 4 2 3
1

1 1y u y y a y
a σ
⎛= − − −⎜
⎝ ⎠

2 4
⎞
⎟

−

1

 (2.4) 

όπου  και ([11]) [ ]1 2 3 4 0 0
TTy y y y y P P Pδ δ ω⎡ ⎤= = −⎣ ⎦

0 yδ δ= +  είναι η γωνία ροπής του ρότορα και 0δ  η ονοµαστική της τιµή  

2yω =  είναι γωνιακή ταχύτητα του ρότορα  

0P P y= + 3  είναι η µηχανική δύναµη του ρότορα 

0

m
j

T
T

ω
=  είναι η σταθερά χρόνου αδράνειας της τουρµπογεννήτριας 

D  είναι ο συντελεστής απόσβεσης της δύναµης απόσβεσης της τουρµπογεννήτριας 

1 2,EH T EH Ta T T a T T= = +  όπου EHT  είναι η σταθερά χρόνου του συστήµατος ελέγχου του 

ατµοστρόβιλου και T η σταθερά χρόνου της τουρµπογεννήτριας T

σ  είναι το κέρδος του κλασικού ελεγκτή της ταχύτητας του ατµοστρόβιλου 

sK  είναι παράµετρος που εξαρτάται από την γεννήτρια και την γραµµή µεταφοράς 

u είναι η µεταβλητή ελέγχου του συστήµατος  

Line 
Transformer 

Exciter 

Turbine 

Steam 
Valve 

, , ,P Pδ ω∆ ∆  Controller 

Generator 

  



2.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ BACKSTEPPING ΣΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ ΤΟΥΡΜΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑΣ 8 

Σηµειώνουµε εδώ ότι ο συντελεστής απόσβεσης D και η παράµετρος sK αποτελούν τις άγνωστες 

παραµέτρους του συστήµατος και επίσης ότι η µεταβολή των τιµών αυτών των παραµέτρων 

αποτελούν µια από τις αιτίες διαταραχής του συστήµατος. 

Χρησιµοποιώντας τον γραµµικό µετασχηµατισµό  

 x Ty=  (2.5) 

όπου  
1

1

0 0 0
0 0
0 0 0
0 0 0

j

j

T
T

T
a

a

0
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.6) 

το σύστηµα (2.1)-(2.4) γίνεται 

  1 2x x=  (2.7) 

 2 3 1 2 2 1 3 2 1 2( ) ( , )Tx gx x x gx x xθ θ ϕ ϕ θ= − − = +  (2.8) 

 3 4x x=  (2.9) 

 4 2 3 4x u bx gx ax= − − −  (2.10) 

όπου οι άγνωστες παράµετροι είναι [ ]1 2

T
TT

s
j

D K
T

θ θ θ
⎡ ⎤

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

, η συνάρτηση 1( )xϕ δίνεται από την 

σχέση ( )1
1 0 0( ) sin sin

j

x
x

T
ϕ δ δ

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

1

a
a

a
= , 1

j

b
Tσ

=  και 
1

1g
a

= . , 

Το µοντέλο (2.7)-(2.10) είναι και το µοντέλο στο οποίο θα εφαρµόσουµε την µέθοδο του µη 

γραµµικού προσαρµοστικού ελέγχου backstepping. 

 

2.3 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ BACKSTEPPING ΣΤΟ ΜΟΝΤΕΛΟ 

ΤΟΥΡΜΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑΣ 

 

2.3.1 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΡΥΘΜΙΣΗΣ ΤΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ 

 

Στην περίπτωση αυτή θέλουµε το 1x να ακολουθεί ένα επιθυµητό σταθερό σηµείο 

λειτουργίας sy δηλαδή θέλουµε στην κατάσταση ισορροπίας του συστήµατος να είναι 1
e

sx y= . Από 

τις σχέσεις (2.7)-(2.9) παρατηρούµε ότι το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος για 1
e

sx y= είναι 

 1 2 0ex x= =  (2.11) 

 2 3 1 2 2 1( ) 0e e ex gx x xθ θ ϕ= − − =  (2.12) 

 3 4 0x x= =  (2.13) 

Παρατηρώντας ότι ( ) ( )1
1 0 0 0 0( ) sin sin sin sin ( )

e
e s

s
j j

yx
x y

T T
ϕ δ δ δ δ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + − = + − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
ϕ 0και g ≠ , 

προκύπτει ότι 
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1

2

23

4

0
( )

0

se

e
e

se

e

y
x
x

x y
x

g
x

ϕ
θ

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.14) 

Το σηµείο ισορροπίας (2.14) είναι και το σηµείο το οποίο θέλουµε να ευσταθοποιήσουµε µε την 

µέθοδο του backstepping διαλέγοντας κατάλληλα την µεταβλητή ελέγχου . u

Παρατήρηση 1 Όταν θέλουµε το επιθυµητό σηµείο λειτουργίας να είναι 0sy = και παρατηρώντας ότι 

σε αυτήν την περίπτωση είναι , το σηµείο ισορροπίας του συστήµατος (2.15) 

γίνεται το σηµείο . 

1( ) ( ) (0) 0e
sx yϕ ϕ ϕ= = =

[ ][ ] 0 0 0 0 Te Tx =

Βήµα 1: Θέτουµε την πρώτη µεταβλητή σφάλµατος ως  1z

 1 1 sz x y= −  (2.15) 

Θεωρώντας σαν εικονική µεταβλητή ελέγχου την κατάσταση 2x  θέτουµε 

 2 2 1 1( )z x a x= −  (2.16) 

Προκύπτει εποµένως στο επίπεδο  z

 1 1 sz x y= −  (2.17) 

Από τις σχέσεις (2.7), (2.16) και αφού το sy είναι σταθερό η (2.17) γίνεται  

 1 2z z a1= +  (2.18) 

Θέλουµε εποµένως σε αυτό το βήµα να ευσταθοποιήσουµε την (2.18) στο σηµείο . Για το 

λόγω αυτό διαλέγουµε την υποψήφια συνάρτηση Lyapunov 

1 0ez =

2
1

1
2

V z= 1

1

 . Είναι 

  (2.19) 1 1 1 1 2 1V z z z z z a= = +

διαλέγοντας  

 1 1 1 1( )a x c z= −   (2.20) 

η σχέση (2.19) γίνεται 

  (2.21) 2
1 1 2 1 1V z z c z= −

Από την σχέση (2.21) παρατηρούµε ότι αν η µεταβλητή κατάστασης  2x  ήταν η πραγµατική 

µεταβλητή ελέγχου και διαλέγοντας 2 1 1( )x a z= , δηλαδή 2 0z = , θα είχαµε που 

καθιστά το ευσταθές. Τέλος, µε αυτήν την επιλογή για το η σχέση (2.18) δίνει 

2
1 1 1 0V c z= − ≤

1z 1a

 1 1 1z c z z2= − +  (2.22) 

Βήµα 2: Από το βήµα 1 και τις (2.7) , (2.8) προκύπτει 

 1 1
2 2 1 1 3 1 2 2 1 1 3 1 2 2 1

1 1

( ) ( ) ( )
a a

z x a x gx x x x gx x x x2x x
θ θ ϕ θ θ ϕ

∂ ∂
= − = − − − = − − −

∂ ∂
 (2.23) 

Θεωρώντας σαν εικονική µεταβλητή ελέγχου την µεταβλητή 3x , θέτουµε 

  3 3z gx a2= −  (2.24) 
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και η (2.23) γίνεται 

 1
2 3 2 1 2 2 1

1

( )
a

z z a x x x2x
θ θ ϕ

∂
= + − − −

∂
 (2.25) 

Για να ευσταθοποιήσουµε το σύστηµα των εξισώσεων (2.22) και (2.25) και αφού στην σχέση (2.23) 

υπάρχουν άγνωστες παράµετροι, διαλέγουµε σαν υποψήφια συνάρτηση Lyapunov την 

 
1 2

2 2
2 1 2 1 2

1 1 1
2 2 2

V V z
θ θ

2θ θ
γ γ

= + + +

1

 (2.26) 

όπου 1 1
ˆθ θ θ= −  και 2 2 2̂θ θ θ= − είναι τα σφάλµατα των εκτιµήσεων 1̂θ , 2̂θ  των αγνώστων 

παραµέτρων 1θ , 2θ αντίστοιχα. Από την σχέση (2.26) παίρνουµε  

 
1 2

2 1 2 2 1 1 2
1 1V V z z
θ θ

2θ θ θ
γ γ

= + + + θ  (2.27) 

Θεωρώντας ότι οι άγνωστες παράµετροι 1θ και 2θ είναι σταθερές ή τουλάχιστον αργά 

µεταβαλλόµενες, δηλαδή   και κάνοντας χρήση των σχέσεων (2.21) και (2.25), η (2.27) 

γίνεται 

1 2 0θ θ= =

   

1 2

1 2

2 1 1
2 1 1 2 1 3 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2

1

2 1 1
1 1 2 1 3 2 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 1

1

2
1 1 2 1 3 2 1 2

( ) 1 1ˆ ˆ( )

( ) 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ

a x
V c z z z z a x x x

x

a x
c z z z z a x x x z x z x

x

c z z z z a x

θ θ

θ θ

θ θ ϕ θ θ θ θ
γ γ

θ θ ϕ θ θ θ θ θ θ ϕ
γ γ

θ

⎡ ⎤∂
= − + + + − − − − − =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

⎡ ⎤∂
= − + + + − − − − − − − =⎢ ⎥∂⎣ ⎦

= − + + + − −
1 2

1 1
2 1 2 1 1 2 2 2 21 2 1

1

( ) 1 1ˆ ˆ( ) ( )
a x

x x z x z
x θ θ

θ ϕ θ θ θ θ ϕ
γ γ

⎛ ⎞ ⎛⎡ ⎤∂
− + − − + − −⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜∂⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝

x
⎞
⎟⎟
⎠

 (2.28) 

∆ιαλέγοντας  

( ) ( ) ( )
1 2

2 21 1
2 1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 1

1

( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
a x

a x x c z z x x x K z x K z x
x θ θθ θ θ θ ϕ ϕ

∂
= − − + + + − −

∂
 (2.29) 

η (2.28) γίνεται 

( )
1 2

1 2

2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 2 3 2 2 2 1 1 11 1 2 12 21

1 ˆ ˆV c z c z z z K z x K z xθ θ
θ θ

1ϕ θ τ θ θ τ θ
γ

⎛ ⎞ ⎛
= − − + − − + − + −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ γ

⎞
⎟⎟
⎠

 (2.30) 

όπου  

 ( )11 1 2 2 2,x x zτ = − x  (2.31) 

 ( ) ( )12 1 2 2 1,x x z xτ = − ϕ

2

 (2.32) 

Από τις σχέσεις  και (2.30) βλέπουµε ότι αν η πραγµατική µεταβλητή ελέγχου ήταν η 

µεταβλητή 

3 3z gx a= −

3x , τότε διαλέγοντας την ως 3
1

2x a
g

= θα είχαµε 3 0z =  και έτσι θέτοντας τις εκτιµήσεις 

των παραµέτρων 
11 1

ˆ
θ 1θ γ τ= και

22 1
ˆ

θ 2θ γ τ= θα είχαµε από την (2.30) ότι 

( )
1 2

2 2 2 2 2 2
2 1 1 2 2 2 3 2 2 2 1 0V c z c z z z K z x K z xθ θ ϕ= − − + − − ≤ . 
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Παρατήρηση 2 Οι όροι και 
1

2
2 2K z xθ− ( )

2

2
2K z xθ ϕ− 1 αποτελούν τους όρους για την µη γραµµική 

απόσβεση, η οποία µας εγγυάται ευστάθεια ακόµα και χωρίς την εφαρµογή του προσαρµοστικού 

νόµου στις άγνωστες παραµέτρους ([1]). 

Παρατήρηση 3 Ο προσαρµοστικός νόµος για τις εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων 1θ και 2θ θα 

επιλεγεί στο τέταρτο και τελευταίο βήµα του αλγορίθµου, έτσι ώστε να µην υπάρχει πλεονάζοντας 

αριθµός εκτιµώµενων παραµέτρων, κάτι που θα αύξανε την τάξη του κλειστού συστήµατος ([1]). 

Βήµα 3: Από το βήµα 2 και τις (2.7), (2.8), (2.9) προκύπτει 

  

 
( )( )

2 2 2 2
3 3 2 4 1 2 1 2

1 2 1 2

2 2 2 2
4 2 3 1 2 2 1 1

1 2 1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a a
z gx a gx x x

x x

a a a a
gx x gx x x

x x

θ θ
θ θ

2θ θ ϕ θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂
= − = − − − − =

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂

= − − − − − −
∂ ∂ ∂ ∂

 (2.33) 

Θεωρώντας σαν εικονική µεταβλητή την µεταβλητή  4x και θέτοντας 

 4 4z gx a3= −  (2.34) 

η (2.33) γίνεται 

 ( )( )2 2 2 2
3 4 3 2 3 1 2 2 1 1

1 2 1 2

ˆ
ˆ ˆ

a a a a
z z a x gx x x

x x 2̂θ θ ϕ θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂
= + − − − − − −

∂ ∂ ∂ ∂
 (2.35) 

Για να ευσταθοποιήσουµε το σύστηµα των εξισώσεων (2.22), (2.25) και (2.35) διαλέγουµε σαν 

υποψήφια συνάρτηση Lyapunov την 

 2
3 2 3

1
2

V V z= +  (2.36) 

Κατά τα γνωστά, παραγωγίζοντας την  ως προς τον χρόνο παίρνουµε 3V

  (2.37) 3 2 3V V z z= + 3

Μέσω των σχέσεων (2.30) και (2.35) προκύπτει από την (2.37) ότι 

( )

( )( )

( )

1 2

1 2

1 2

2 2 2 2 2 2
3 1 1 2 2 2 2 2 1

2 2 2 2
3 2 4 3 2 3 1 2 2 1 1 2

1 2 1 2

2 2 2 2 2 2
1 11 1 2 12 21 1 1 2 2 2 2 2 1

3 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ

1 1ˆ ˆ

V c z c z K z x K z x

a a a a
z z z a x gx x x

x x

c z c z K z x K z x

z z z

θ θ

θ θ
θ θ

ϕ

θ θ ϕ θ θ
θ θ

θ τ θ θ τ θ ϕ
γ γ

=− − − − +

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ + − − − − − −⎢ ⎥

∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ − + − =− − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ ( )( )

( ) ( )

1 2

1 2

2 2 2 2
4 3 2 3 1 2 2 1 1 2 1 11 1 2 12 21

1 2 1 2

2 2 2 2 2 22 2
1 3 2 2 3 1 1 1 2 2 2 2 2 1

2 2

2
3 2 4 3

1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a a
a x gx x x

x x

a a
z x z x c z c z K z x K z x

x x

a
z z z a x

x

θ θ

θ θ

θ θ ϕ θ θ θ τ θ θ τ θ
γ γθ θ

θ θ ϕ ϕ

⎛ ⎞ ⎛⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
+ − − − − − − + − + − +⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝

∂ ∂
+ + =− − − − +

∂ ∂

∂
+ + −

∂

⎞
⎟⎟
⎠

( )( )
1 2

2 2 2
2 3 1 2 2 1 1 2 1 21 1 2 22 1

2 1 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a
gx x x

x θ θ

θ θ ϕ θ θ θ τ θ θ τ θ
γ γθ θ

⎛ ⎞ ⎛⎡ ⎤∂ ∂ ∂
− − − − − + − + −⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎜ ⎟ ⎜∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠ ⎝

2

⎞
⎟⎟
⎠

 (2.38) 

όπου   

  ( ) ( ) 2
21 1 2 3 1 2 11 1 2 3 2

2

ˆ ˆ, , , , ,
a

x x x x x z x
x

τ θ θ τ
∂

= +
∂

 (2.39) 
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 ( ) ( ) ( )2
22 1 2 3 1 2 12 1 2 3 1

2

ˆ ˆ, , , , ,
a

x x x x x z x
x

τ θ θ τ ϕ
∂

= +
∂

 (2.40) 

Επιλέγοντας το ως  3a

( ) ( )( ) ( )
1 2 1 2

2 2

2 2 2 2 2 2
3 1 2 3 1 2 3 3 2 2 3 1 2 2 1 21 22 3 2 3 1

1 2 2 21 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ˆ ˆ
a a a a a a

a x x x c z z x gx x x z x z x
x x x xθ θ θ θθ θ θ θϕ γ τ γ τ ϕ

θ θ
⎡ ⎤ ⎡∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

=− − + + − − + + −Λ −Λ
⎤

⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (2.41) 

η  γίνεται 3V

( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2

1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

3 1 1 2 2 3 3 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
3 21 1 3 22 2 1 21 1 2 22 21

1 2

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a
V c z c z c z K z x K z x z x z x z z

x x

a a
z z

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

ϕ ϕ

γ τ θ γ τ θ θ τ θ θ τ θ
γ γθ θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
=− − − − − −Λ −Λ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ − + − + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 4

 (2.42) 

Αν η µεταβλητή 4x ήταν η πραγµατική µεταβλητή ελέγχου τότε διαλέγοντας 4
1

3x a
g

= θα είχαµε 

. Οπότε διαλέγοντας τις εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων σύµφωνα µε τον 

προσαρµοστικό νόµο 

4 0z =

11̂ θ 21θ γ τ=  και 
22̂ θ 22θ γ τ=  θα είχαµε από την (2.42) ότι 

( ) ( )
1 2 1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

3 1 1 2 2 3 3 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

0
a a

V c z c z c z K z x K z x z x z x
x xθ θ θ θϕ ϕ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
=− − − − − −Λ −Λ ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

. 

Βήµα 4: Από το βήµα 3 και τις (2.7), (2.8), (2.9),(2.10) προκύπτει 

  

( )( )

2 3 3 3 3 3
4 4 3 2 3 4 1 2 3 1 2

1 2 3 1 2

2 3 3 3 3 3
2 3 4 2 3 1 2 2 1 4 1

1 2 3 1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a a a
z gx a gu gbx g x agx x x x

x x x

a a a a a
gu gbx g x agx x gx x x x

x x x

θ θ
θ θ

2θ θ ϕ θ θ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − = − − − − − − − − =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= − − − − − − − − − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (2.43) 

Στο τέταρτο και τελευταίο βήµα θα διαλέξουµε τον έλεγχο και τον προσαρµοστικό νόµο για τις 

εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων 

u

1̂θ  και 2̂θ  που καθιστούν το διάνυσµα ασυµπτωτικά 

ευσταθές στο σηµείο 0. ∆ιαλέγοντας σαν υποψήφια συνάρτηση Lyapunov την  

z

 2
3

1
2

V V z= + 4

4

 (2.44) 

παίρνουµε 

  (2.45) 3 4V V z z= +

Μέσω των σχέσεων (2.42) και (2.43) προκύπτει από την (2.45) ότι 
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( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2

1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 2 2 3 3 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
3 21 1 3 22 2 1 21 1 2 22 21

1 2

2
4 3 2 3

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a
V c z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a
z z

z z gu gbx g x agx

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

ϕ ϕ

γ τ θ γ τ θ θ τ θ θ τ θ
γ γθ θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
=− − − − − −Λ −Λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ − + − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ − − − ( )( )3 3 3 3 3
4 2 3 1 2 2 1 4 1

1 2 3 1 2

ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a a a
x gx x x x

x x x 2θ θ ϕ θ θ
θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − − − − −⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.46) 

Όπου λόγω του ότι 1 1 1̂θ θ θ= −  και 2 2 2̂θ θ θ= − , η (2.46) γίνεται 

( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2

1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 2 2 3 3 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
3 21 1 3 22 2 1 21 1 2 22 21

1 2

2
4 3 2 3

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a
V c z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a
z z

z z gu gbx g x agx

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

ϕ ϕ

γ τ θ γ τ θ θ τ θ θ τ θ
γ γθ θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
=− − − − − −Λ −Λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ − + − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ − − − ( )( )

( )

3 3 3 3 3
4 2 3 1 2 2 1 4 1

1 2 3 1 2

3 3
4 1 2 4 2 1

2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a a a
x gx x x x

x x x

a a
z x z x

x x

2θ θ ϕ θ θ
θ θ

θ θ ϕ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − − − − −⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ ∂
+ +

∂ ∂

 (2.47) 

Θέτοντας  

 ( ) ( ) 3
31 1 2 3 4 1 2 21 1 2 3 1 2 4 2

2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , ,
a

x x x x x x x z x
x

τ θ θ τ θ θ
∂

= +
∂

 (2.48) 

 ( ) ( ) ( )3
32 1 2 3 4 1 2 22 1 2 3 1 2 4 1

2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , , , , , ,
a

x x x x x x x z x
x

τ θ θ τ θ θ ϕ
∂

= +
∂

 (2.49) 

η (2.47) γίνεται 

( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2

1 2

1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 2 2 3 3 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
3 21 1 3 22 2 1 31 1 2 32 21

1 2

2
4 3 2 3

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a
V c z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a
z z

z z gu gbx g x agx

θ θ θ θ

θ θ
θ θ

ϕ ϕ

γ τ θ γ τ θ θ τ θ θ τ θ
γ γθ θ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
=− − − − − −Λ −Λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
+ − + − + − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+ − − − ( )( )3 3 3 3 3
4 2 3 1 2 2 1 4 1

1 2 3 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a a a a
x gx x x x

x x x 2θ θ ϕ θ θ
θ θ

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − − − − − −⎢ ⎥
∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.50) 

 

Επιλέγοντας τον έλεγχο σύµφωνα µε την σχέση u

( )

( )( )

( )

1 2

1 2

2 3 3
4 4 3 2 3 4 2 3 1 2 2 1

1 2

3 3 3
1 2 3 4 1 2 4 31 32

3 1 2
2 2

3 3
4 2 4 1

2 2

ˆ ˆ

1ˆ ˆ, , , , , ˆ ˆ

a a
c z z gbx g x agx x gx x x

x x
a a a

u x x x x x
g x

a a
M z x M z x v

x x

θ θ

θ θ

θ θ ϕ

θ θ γ τ γ τ
θ θ

ϕ

⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥− − + + + + + − −
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥= + + + −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎢ ⎥− +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.51) 
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η V γίνεται  

( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2

1

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
2 23 3 3 3

4 2 4 1 4 31 1 4 32 2
2 2 1 2

1 31 1

ˆ ˆ
ˆ ˆ

1 ˆ

a a
V c z c z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a a a
M z x M z x z z

x x

θ θ θ θ

θ θ θ θ

θ

ϕ ϕ

ϕ γ τ θ γ τ θ
θ θ

θ τ θ
γ

⎡ ⎤ ⎡∂ ∂
=− − − − − − −Λ −Λ

⎤
⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
− − + − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛
+ −⎜⎜

⎝

⎦

( ) ( )1 2

2

2 2
2 32 21 3 21 1 3 22 2 4

1 2

1 ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

a a
z z z vθ θ

θ

θ τ θ γ τ θ γ τ θ
γ θ θ

⎞ ⎛ ⎞ ∂ ∂
+ − + − + − +⎟ ⎜ ⎟⎟ ⎜ ⎟ ∂ ∂⎠ ⎝ ⎠

 (2.52) 

Για να κάνουµε την V αρνητική δεν µένει παρά µόνο να διαλέξουµε τον προσαρµοστικό νόµο για τα 

1̂θ και 2̂θ  καθώς και το . ∆ιαλέγοντας  v

 ( )11 31 1 2 3 4 1 2
ˆ , , , , ,x x x xθ

ˆ ˆθ γ τ θ θ=  (2.53)

 ( )22 32 1 2 3 4 1
ˆ , , , , ,x x x xθ 2

ˆ ˆθ γ τ θ θ=  (2.54) 

η V γίνεται 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
2 23 3 2 2

4 2 4 1 3 21 31 3 22 32 4
2 2 1 2

ˆ ˆ

a a
V c z c z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a a a
M z x M z x z z z v

x x

θ θ θ θ

θ θ θ θ

ϕ ϕ

ϕ γ τ τ γ τ τ
θ θ

⎡ ⎤ ⎡∂ ∂
=− − − − − − −Λ −Λ

⎤
⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
− − + − + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎦

 

Από τις σχέσεις (2.48) και (2.49) προκύπτει 

( ) ( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
2 23 3 3 32 2

4 2 4 1 3 4 2 3 4 1 4
2 2 2 21 2

2
1 1 2

ˆ ˆ

a a
V c z c z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a a aa a
M z x M z x z z x z z x z v

x x x x

c z c

θ θ θ θ

θ θ θ θ

ϕ ϕ

ϕ γ γ ϕ
θ θ

⎡ ⎤ ⎡∂ ∂
=− − − − − − −Λ −Λ

⎤
⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
− − − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=− − ( )

⎦

=

( )

( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

2
2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

2 3 3 4 4 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
2 23 3 3 2 2

4 2 4 1 4 3 2 1
2 2 2 1 2

ˆ ˆ

a a
z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a a a a
M z x M z x z v z x x

x x x

θ θ θ θ

θ θ θ θ

ϕ ϕ

ϕ γ γ ϕ
θ θ

2
⎡ ⎤ ⎡∂ ∂

− − − − −Λ −Λ
⎤

⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − + − +⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎦

 (2.55) 

∆ιαλέγοντας  

 ( ) ( )
1 2

3 2 2
1 2 3 1 2 3 2 1

2 1 2

ˆ ˆ, , , , ˆ ˆ
a a a

v x x x z x x
x θ θθ θ γ γ ϕ

θ θ

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= +⎜⎜∂ ∂ ∂⎝ ⎠

⎟⎟  (2.56) 

η V τελικά προκύπτει 
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( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2

1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 2 1 3 2 3 1
2 2

2 2
2 23 3

4 2 4 1
2 2

0

a a
V c z c z c z c z K z x K z x z x z x

x x

a a
M z x M z x

x x

θ θ θ θ

θ θ

ϕ ϕ

ϕ

⎡ ⎤ ⎡∂ ∂
=− − − − − − −Λ −Λ

⎤
⎢ ⎥ ⎢∂ ∂ ⎥
⎣ ⎦ ⎣

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
− − ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎦

 (2.57) 
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Σύµφωνα µε την ανάλυση που προηγήθηκε και µε βάση τις σχέσεις (2.18)-(2.0), (2.25)-

(2.29), (2.35)-(2.41), (2.43)-(2.51)-(2.56),(2.53),(2.54), το σύστηµα σφάλµατος και ο προσαρµοστικός 

νόµος (1.12) και (1.13) αντίστοιχα, γίνονται σε αυτήν την περίπτωση 

 ˆ ˆ( , ) ( , )T
zz A z z W zθ θ θ= +  (2.58) 

 ˆ ( , )W z zˆθ θ= Γ  (2.59) 

µε  

( )

( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

1
2 2

2 2 1

2 2
32 2 2 2

3 2 1 2 1
2 2 2 1 2

2
3 32 2

2 1 4 2
2 21 2

1 0 0
1 1

ˆ 0 1 1, ˆ ˆ

0 0 1 ˆ ˆ

z

c
c K x K x

aa a a a
c x x x xA z x x x

a aa a
x x c M x M

x x

θ θ

θ θ θ θ

θ θ θ θ

ϕ

ϕ γ γθ
θ θ

γ γ ϕ ϕ
θ θ

−
− − − −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ∂∂ ∂ ∂ ∂
− − −Λ −Λ − +⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂∂ ∂
− + + − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂∂ ∂⎢ ⎥ ⎣ ⎦⎣ ⎦

(3

2

0

a
x

ϕ

∂
∂

)1x

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.60) 

 

( )

( )

( )

2 1

2 2
2

2 2

3 3
2 1

2 2

0 0

ˆ( , )T

x x
a a

1x xW z
x x
a a

x x
x x

ϕ

ϕθ

ϕ

⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂

= ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥
∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.61) 

 1

2

0

0
θ

θ

γ

γ
⎡ ⎤

Γ = ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.62) 

∆ιαλέγοντας σαν υποψήφια συνάρτηση Lyapunov για το σύστηµα (2.58) έως (2.62) την 

 
1 2

2 2 2 2 2
1 2 3 4 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

V z z z z
θ θ

2
2θ θ

γ γ
= + + + + +  (2.63) 

η οποία είναι θετικά ορισµένη για { }{ }ˆ( , ) 0n pz θ +∀ ∈ −R και συνεχώς παραγωγίσιµη, παίρνουµε ότι η 

παράγωγός της ως προς τον χρόνο κατά µήκος των τροχιών του παραπάνω συστήµατος δίνεται από 

την σχέση (2.57), την οποία ξαναγράφουµε ως 
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( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 1 3 3 2 1
2 2

2 2
2 3 3

4 4 2 1
2 2

0

a a
V c z z c K x K x z c x x

x x

a a
z c M x M x

x x

θ θ θ θ

θ θ

ϕ ϕ

ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂⎡ ⎤ ⎢ ⎥=− − + + − +Λ +Λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥− + + ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.64) 

Από το θεώρηµα του αναλλοίωτου συνόλου (LaSalle [1]) προκύπτει ότι το διάνυσµα ˆ( , )z θ συγκλίνει 

για  στο µεγαλύτερο αναλλοίωτο σύνολο t →∞ M που περιέχεται στο σύνολο 

{ }ˆ( , ) | 0n pE z Vθ += ∈ =R  , δηλαδή στο σύνολο { }ˆ( , ) | 0n pE z zθ += ∈ =R , αφού επιλέγουµε τις 

παραµέτρους του ελεγκτή 
1 2 1 2 11 2 3 4, , , , , , , , ,c c c c K K M M

2θ θ θ θ θ θΛ Λ  θετικές. Λόγω του ότι το σύνολο 

M είναι αναλλοίωτο, προκύπτει ότι στο M θα είναι 0z =  αλλά και 0z = . Λόγω αυτού, προκύπτει 

από την (2.58) ότι στο M θα είναι 

  ( )ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) 0T TW z W zθ θ θ θ θ= − =  (2.65) 

Επίσης, η ˆ( , )TW z θ µπορεί να γραφτεί  

 
( ) ( )

1

1
2 1

2 2

1 2

3 3 3

1 2 3

1 0 0 0

1 0 0 0 0

ˆ ˆ( , ) , ( )
1 0 0 0

0 0
1

T T

a
x

x x
W z N z F xa a

x x
a a a
x x x

ϕ
θ θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥∂⎢ ⎥− ⎡ ⎤
⎢ ⎥∂ ⎢ ⎥− −⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =∂ ∂⎢ ⎥− − ⎢ ⎥
⎢ ⎥∂ ∂ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎣ ⎦∂ ∂ ∂⎢ ⎥− − −⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

 (2.66) 

Αφού ο πίνακας ( )ˆ,N z θ είναι αντιστρέψιµος, συµπεραίνουµε ότι στο M θα είναι  

 0z =  (2.67) 

και  

 ( )ˆ( ) 0TF x θ θ− =  (2.68) 

Η (2.68) απλά µπορεί να γραφτεί  

 ( ) ( )2 1 1 2 2 1 1 2
ˆx x x x ˆθ ϕ θ θ ϕ θ+ = +  (2.69) 

Επίσης, από την σχέση (2.15) προκύπτει ότι στο M θα είναι 1 1
e

sx y x= = . Για οι σχέσεις (2.20), 

(2.29) και (2.41) δίνουν αντίστοιχα 

0z =

 1 1( ) 0a x =  (2.70) 

 ( ) ( ) 1 1
2 1 2 1 2 1 2 2 1 2

1

( )ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,
a x

a x x x x x
x

θ θ θ θ ϕ
∂

= + +
∂

 (2.71) 

 ( ) ( )( ) 1

2 2 2 2
3 1 2 3 1 2 2 3 1 2 2 1 21 22

1 2 1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , , ˆ ˆ
a a a a

a x x x x gx x x
x x θ 2θ

θ θ θ θ ϕ γ τ
θ θ

∂ ∂ ∂ ∂
= + − − + +
∂ ∂ ∂ ∂

γ τ  (2.72) 
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Επειδή, ( ) 2
21 1 2 3 1 2 2 2 3 2

2

ˆ ˆ, , , ,
a

x x x z x z x
x

τ θ θ
∂

= − +
∂

και ( ) ( ) ( )2
22 1 2 3 1 2 2 1 3 1

2

ˆ ˆ, , , ,
a

x x x z x z x
x

τ θ θ ϕ
∂

= − +
∂

ϕ στο

M  είναι µηδέν θα είναι και 

 ( ) ( )(2 2
3 1 2 3 1 2 2 3 1 2 2 1

1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ, , , ,
a a

a x x x x gx x x
x x

θ θ θ θ ϕ )∂ ∂
= + − −
∂ ∂

 (2.73) 

Από τον ορισµό του διανύσµατος προκύπτει ότι στο z M θα είναι 

 0z = ⇒   

 

1

2 1

3 2

4 3

0
0
0
0

sx y
x a

gx a
gx a

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎢ ⎥ ⎢ ⎥=
⎢ ⎥ ⎢ ⎥−
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.74) 

Μέσω των σχέσεων (2.70),(2.71) και (2.73) παίρνουµε ότι στο M θα είναι 

 ( )

( )( )

1

2
1 2 2 1

3
2

4 3 1 2 2 1
2

0
ˆ ˆ

ˆ ˆ

sy
x
x

x xgx
agx gx x x
x

θ θ ϕ

θ θ ϕ

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

∂⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎢ ⎥∂⎣ ⎦

 (2.75) 

Τέλος, κάνοντας χρήση της (2.73) προκύπτει 

 ( )

1

2

2 13

4

0
1

0

sy
x
x

xx
g

x
θ ϕ

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ = ⎢
⎢ ⎥

⎥
⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.75) 

Από όπου και παρατηρούµε λόγω της (2.14), ότι τελικά στο M θα είναι 

 

1

2

23

4

0
( )

0

s

e
s

y
x
x

xy
x

g
x

ϕ
θ

⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.76) 

Πετύχαµε τελικά την ασυµπτωτική ευστάθεια του συστήµατος µας στο σηµείο ισορροπίας του. 
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Όσο αναφορά το σύνολο στο οποίο συγκλίνουν οι εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων 

1̂θ και 2̂θ , το µόνο που µπορούµε να συµπεράνουµε (σχέση (2.69)) είναι ότι στο M θα ισχύει  

 ( ) ( )2 1 1 2 2 1 1 2
ˆe e e ex x x x ˆθ ϕ θ θ ϕ+ = + θ  (2.78) 

∆ηλαδή, αφού και 2 0ex = 1
e

sx y=  

 ( ) ( )2
ˆ

sy y 2sϕ θ ϕ θ=  (2.79) 
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Από την (2.79) παρατηρούµε ότι η εκτίµηση της παραµέτρου 1θ θα συγκλίνει σε µια τιµή, αφού στο 

M  είναι και το σύστηµά µας είναι ευσταθές (ενότητα 2.3.1.1), αλλά δεν µπορούµε να 

συµπεράνουµε τίποτα για αυτήν την τιµή σύγκλισης της 

1̂ 0θ =

1̂θ . Επίσης, λόγω του ότι 

( )0( ) sin sins
s

j

y
y

T 0ϕ δ
⎛ ⎞

= + −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

δ , βλέπουµε ότι αν το sy είναι τέτοιο ώστε  ( ) 0syϕ =  (π.χ. ) δεν 

µπορούµε να συµπεράνουµε τίποτα και όσο αναφορά την τιµή σύγκλισης της εκτίµησης της 

παραµέτρου 

0sy =

2θ . Όµως, αν διαλέξουµε το σηµείο αναφοράς το οποίο θέλουµε να ακολουθεί 

ασυµπτωτικά η µεταβλητή 1x , έτσι ώστε ( ) 0syϕ ≠ , βλέπουµε από την (2.79) ότι η εκτίµηση της 

παραµέτρου 2θ θα συγκλίνει στην πραγµατική τιµή της παραµέτρου αυτής. Συνοψίζοντας, έχουµε στο 

M  

 , αν 2
1 2

ˆ ˆ ˆ TTθ θ θ⎡ ⎤= ∈⎣ ⎦ R ( ) 0syϕ =  (2.80) 

και 

 , όπου 1 2 1 2
ˆ ˆ ˆ ˆT TTθ θ θ θ θ⎡ ⎤ ⎡= =⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎦ 1̂θ ∈R , αν ( ) 0syϕ ≠  (2.81) 

 

2.3.1.3 ΕΥΣΤΑΘΕΙΑ ΧΩΡΙΣ ΤΟΝ ΠΡΟΣΑΡΜΟΣΤΙΚΟ ΝΟΜΟ 

 

Όπως έχουµε ήδη αναφέρει, στον έλεγχο µας προσθέτουµε κάποιους επιπλέον όρους που 

χρησιµοποιούντα για την µη γραµµική απόσβεση η οποία µας εγγυάται ευστάθεια ή ακόµα και σε 

ορισµένες περιπτώσεις ασυµπτωτική ευστάθεια ([1]) ακόµα και χωρίς τον προσαρµοστικό νόµο. Θα 

δείξουµε εδώ πως επιτυγχάνεται αυτό στο σύστηµα της τουρµπογεννήτριας. 

Χωρίς τον προσαρµοστικό νόµο, δηλαδή θέτοντας 
1 2

0θ θγ γ= = , οι εκτιµήσεις των 

αγνώστων παραµέτρων, , θα είναι σταθερές και ίσες µε µία αρχική εκτίµηση, έστω 

. Έτσι, το σφάλµα στην εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων θα είναι 

και αυτό σταθερό (υποθέτοντας σταθερές άγνωστες παραµέτρους) και ίσο µε 

. Θεωρώντας την συνάρτηση  

1 2
ˆ ˆ ˆ TTθ θ θ⎡= ⎣

⎤
⎦

∈

⎤
⎦

2
1 2

ˆ ˆ ˆ(0) (0) (0)
TTθ θ θ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ R

1 1 2 2
ˆ ˆ(0) (0)

TTθ θ θ θ θ⎡= − −⎣

 2 2 2
1 2 3

1 1 1 1
2 2 2 2

V z z z z′ = + + + 2
4  (2.82) 

παίρνουµε ότι η παράγωγός της κατά µήκος των τροχιών του συστήµατος (2.58) για 
1 2

0θ θγ γ= = είναι 
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( ) ( )

( ) ( )

( )

1 2

1 2

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4 2 2 1 2 2 2 1 2 2 1

2 2
2 22 2 2 2

3 2 1 3 2 3 1 2 3 1
2 2 2 2

2 2
2 23 3 3

4 2 1 4 2 4 1
2 2 2

V c z c z c z c z K z x z x K z x z x

a a a a
z x z x z x z x

x x x x

a a a
M z x z x M z x

x x x

θ θ

θ θ

θ θ

θ ϕ θ

θ ϕ θ ϕ

θ ϕ

′=− − − − − − − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
−Λ + −Λ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂
− + − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

ϕ

( )3
2 4 1

2

a
z x

x
θ ϕ

∂
∂

 (2.83) 

Κάνοντας χρήση της ανισότητας του Young, η οποία εκφράζεται στην περίπτωση µας ως 

2 21
4

xy kx y
k

− ≤ ,  η (2.83) προκύπτει ότι ικανοποιεί 2( , )x y∀ ∈R

1 2 1 2 1 2

10 20

2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 3 3 4 4 1 2 1 2 1 2

2 2 2
0 1 2

1 1 1 1 1 1
4 4 4 4 4 4

1 1
4 4

V c z c z c z c z
K K M M

c z
K K

θ θ θ θ θ θ

θ θ

2θ θ θ θ θ

θ θ

′≤− − − − + + + + + +
Λ Λ

≤− + +

θ

 (2.84) 

όπου { }0 1 4min i ic c≤ ≤= και 
0

1 1 1 1

i i i
K K M

iθ θ θ

= + +
Λ θ

2για 1 i≤ ≤ . Θέτοντας { }10 200 max ,K K Kθ θ= , η 

(2.84) γίνεται 

 
22

0
0

1
4

V c z
K

θ′≤− +  (2.85) 

Από την (2.85) βλέπουµε ότι για 
0 0

1
2

z
c K

θ≥  είναι 0V′≤  και επειδή 21
2

V z′ =  συµπεραίνουµε ότι το 

z  θα φθίνει όταν 
0 0

1
2

z
c K

θ≥ . Έτσι, µπορούµε να συµπεράνουµε ότι το διάνυσµα παραµένει 

ευσταθές µιας και ικανοποιεί 

z

 
0 0

1( ) max , (0)
2

z t z
c K

θ
⎧ ⎫⎪ ⎪≤ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, 0t∀ ≥  (2.86) 

Θα ήταν χρήσιµο επίσης, να δούµε στην περίπτωση που δεν έχουµε προσαρµοστικό έλεγχο 

που συγκλίνει η λύση του συστήµατος (2.58). Από την (2.85) παίρνουµε ότι 

 

2

22
0

0

1 ( ) 12
4

d z t
c z

dt K
θ≤− + ⇒ 

 0 0

2

222 2 2
0

0

1 ( ) 12
4

c t c t c t
d z t

e c z e e
dt K

θ 0≤− + ⇒ 

 0 0

2

222 2 2
0

0

1 ( ) 12
4

c t c t c t
d z t

e c z e e
dt K

θ 0+ ≤ ⇒ 

 

0

0

2 2

2 2

0

1 ( )
12

4

c t

c t
d z t e

e
dt K

θ

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦ ≤ ⇒  
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 ( )0 0
22 2 22 2

0 0 00

1 1 1 1 1( ) (0) (0) 1
2 2 4 2 8

t
c t c t c tz t e z e dt z e

K c K
θ θ≤ + = + −∫ 0

2 2 ⇒  

 ( )0 0 0
2 22 2 22 2 2

0 0 0 0

1( ) (0) 1 (0)
4 4

c t c t c tz t z e e z e
c K c K

1θ θ− − −≤ + − ≤ +  (2.87) 

Επειδή είναι ,a b∀ ∈R 2 2a b a b+ ≤ +  η (2.87) γίνεται 

 0

0 0

1( ) (0)
2

c tz t z e
c K

θ−≤ +  (2.88) 

Έτσι, όταν , το t→∞ ( )z t A→ , όπου το σύνολο είναι το σύνολο A
0 0

1:
2

nA z z
c K

θ
⎧ ⎫⎪ ⎪= ∈ ≤⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

R  

 

 

2.3.2 ΠΕΡΙΠΤΩΣΗ ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ΤΡΟΧΙΑΣ 

 

Στην περίπτωση αυτή θέλουµε η µεταβλητή 1x να ακολουθεί µια οποιαδήποτε είσοδο 

αναφοράς η οποία είναι φραγµένη, τµηµατικά συνεχής και οι πρώτες της παράγωγοι είναι 

γνωστοί. Συνήθως, αυτή η είσοδος αναφοράς προκύπτει από την έξοδο ενός ευσταθούς γραµµικού 

συστήµατος, το οποίο µπορεί να περιγραφεί στο πεδίο της συχνότητας από την συνάρτηση µεταφοράς  

( )ry t 4

 4 3 2
1 2 1

( )
( )

( )
r

r
r

Y s KG s
R s s s s s 0β β β β

= =
+ + + +

 (2.89) 

Ενώ µια πραγµατοποίηση του παραπάνω συστήµατος στο πεδίο του χρόνου είναι µε µεταβλητές 

κατάστασης στην κανονική µορφή φάσης, δηλαδή 

 

0 1 2 3

1

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0r

r r

r rx x r

K
y x

β β β β

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥− − − − ⎣ ⎦⎣ ⎦

=

 (2.90) 

Πρέπει να σηµειωθεί εδώ ότι µε την πραγµατοποίηση (2.90) τα ( ) ,1 3i
ry i≤ ≤  είναι διαθέσιµα από τις 

καταστάσεις του συστήµατος , δηλαδή ( )
1 , 0 3i

r riy x i+= ≤ ≤ . 

Ο αλγόριθµος του backstepping εφαρµόζεται και εδώ µε µόνη τροποποίηση από τον 

αλγόριθµο της ενότητας 2.3.1 στον ορισµό του διανύσµατος σφάλµατος . Ορίζουµε εδώ z

 1 1 rz x y= −  

 
2 2 1

3 3

4 4

r

r

r

z x y a
z g x y a
z g x y a

= − −

2

3

= − −

= − −

 (2.91) 

Ο ορισµός του διανύσµατος σύµφωνα µε την σχέση (2.91) έχει σαν αποτέλεσµα τα z

1 2, , 1 3i i ia iτ τ ≤ ≤ να εξαρτώνται από τα ( ) , 0 2i
ry i≤ ≤ . Τα ,1 3ia i≤ ≤  τροποποιούνται εδώ ως εξής 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

1 2

1

2 1

1 1 1 1

2 21 1
2 1 2 1 2 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 2 1
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3 1 2 3 1 2 3 3 2 2 3 1 2 2 1 21
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ˆ

r

r r r
r

r r r

a x y c z
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a x x y y c z z x x x K z x K z x y
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a a a
a x x x y y y c z z x gx x x

x x

a

θ θ

θ

θ θ

θ θ θ θ ϕ ϕ

θ θ θ θ ϕ γ τ
θ

γ τ
θ

= −
∂ ∂

= − − + + + − − +
∂ ∂

∂ ∂ ∂
= − − + + − − +

∂ ∂ ∂

∂
+ − Λ
∂

( )
2

2 2

2 2 2 2
3 2 3 1

2 2
r r

r r
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z x z x y y

x x y yθ ϕ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂

− Λ + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (2.92) 

Έτσι ο έλεγχος που προκύπτει εξαρτάται και αυτός από τα ( ) , 0 2i
ry i≤ ≤ αλλά και λόγω του ότι 

εµπεριέχει το εξαρτάται και από τα 4z ( ) ,3 4i
ry i≤ ≤ . Προκύπτει ότι η µεταβλητή ελέγχου είναι 

( )

( )( )

( )

1 2 1

2

2 3 3
4 4 3 2 3 4 2 3 1 2 2 1

1 2
2

(4) 3 3 3 3
1 2 3 4 1 2 4 31 32 4 2

3 21 2
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3 3 3
4 1
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ˆ ˆ

1ˆ ˆ, , , , , , , , , , ˆ ˆr r r r r

r
r
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c z z gbx g x agx x gx x x

x x

a a a a
u x x x x y y y y y x M z x

g x x

a a a
M z x v y

x y

θ θ θ

θ

θ θ ϕ

θ θ γ τ γ τ
θ θ

ϕ

∂ ∂
− − + + + + + − − +

∂ ∂

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂
= + + − ⎢ ⎥∂ ∂∂ ∂ ⎣ ⎦

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
− + + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎣ ⎦

(4)3
r r r

r r

a
y y y

y y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥∂⎢ ⎥+ +

∂⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.93) 

Πρέπει να σηµειωθεί εδώ, ότι οι ορισµοί για τα 1 2, 1 3i i iτ τ ≤ ≤ και για το , παραµένουν ίδιοι µε πριν 

εκτός του ότι εµπεριέχουν τα καινούργια  και εποµένως εξαρτώνται από τα 

v

,i ia z ( ) , 0 3i
ry i≤ ≤ . 
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Η µορφή του κλειστού συστήµατος στην περίπτωση της παρακολούθησης τροχιάς είναι η 

ίδια µε την περίπτωση ρύθµισης του σηµείου λειτουργιάς, δηλαδή 

 ˆ ˆ( , , ) ( , , )T
zz A z t z W z tθ θ= + θ  (2.94) 

  (2.95) ˆ ˆ( , , )W z t zθ θ= Γ

όπου το διάνυσµα δίνεται τώρα από την σχέση (2.91), ενώ οι πίνακες z ˆ( , , )zA z tθ  και ˆ( , , )W z tθ έχουν 

τις µορφές των αντίστοιχων πινάκων για την περίπτωση  ρύθµισης του σηµείου λειτουργίας, µε την 

µόνη διαφορά ότι εµπεριέχουν τα της σχέσης (2.92) και τις αντίστοιχες µερικές παραγώγους τους. 

Η εξάρτηση αυτών των πινάκων από τον χρόνο προκύπτει λόγω της παρουσίας των όρων 

ia

t ( )i
ry µέσω 

των µερικών παραγώγων των .∆ιαλέγοντας έτσι σαν υποψήφια συνάρτηση Lyapunov την 

συνάρτηση 

ia

1 2

2 2 2 2 2
1 2 3 4 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

V z z z z
θ θ

2
2θ θ

γ γ
= + + + + + , προκύπτει ότι η παράγωγός της ως 

προς τον χρόνο, κατά µήκος των τροχιών του συστήµατος (2.94),(2.95) δίνεται από την σχέση 
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( ) ( )

( )

1 2 1 2

1 2

2 2
2 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 1 3 3 2 1
2 2

2 2
2 3 3

4 4 2 1
2 2
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a a
V c z z c K x K x z c x x

x x

a a
z c M x M x

x x

θ θ θ θ

θ θ

ϕ ϕ

ϕ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
⎡ ⎤ ⎢ ⎥=− − + + − +Λ +Λ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ∂
⎢ ⎥− + + ≤⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.96) 

Κατά τα γνωστά, προκύπτει ότι οι τροχιές του συστήµατος είναι ευσταθείς και επίσης καθώς  

έχουµε , δηλαδή, πετύχαµε την ασυµπτωτική παρακολούθησης της εισόδου   από την 

µεταβλητή 

t →∞

0z → ( )ry t

1 ( )x t . 

Τέλος, πρέπει να σηµειώσουµε ότι και στην περίπτωση του συστήµατος (2.94),(2.95) ισχύει 

η ίδια ανάλυση για την µελέτη της ευστάθειας του συστήµατος χωρίς τον προσαρµοστικό νόµο, µιας 

και όλες οι σχέσεις της ενότητας 2.3.1.3 ισχύουν και εδώ για τα αντίστοιχα που τώρα δίνονται 

από τις σχέσεις (2.92), (2.95) και (2.91) αντίστοιχα. 

ˆ, ,i i ia θ z
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Στην ενότητα 2.3.1.3 παρουσιάστηκαν οι περιοχές σύγκλισης των εκτιµήσεων των 

αγνώστων παραµέτρων. Στην περίπτωση  ρύθµισης του σηµείου λειτουργίας η περιοχή σύγκλισης των 

εκτιµήσεων εξαρτούνταν  από το αν η συνάρτηση ( )syϕ ήταν ή όχι µηδέν, δηλαδή από το αν το 

σηµείο λειτουργίας το οποίο θέλαµε να ευσταθοποιήσουµε ήταν τέτοιο ώστε να προέκυπτε 

ή ( ) 0syϕ = ( ) 0syϕ ≠ . Στην περίπτωση όµως όπου δεν θέλουµε µόνο να ευσταθοποιήσουµε το 

σύστηµά µας σε ένα σταθερό σηµείο  αλλά θέλουµε να παρακολουθεί µια είσοδο αναφοράς, η 

εξέταση της περιοχής σύγκλισης των εκτιµήσεων γίνεται πιο πολύπλοκη καθώς η είσοδος αναφοράς 

είναι ένα µεταβαλλόµενο σήµα. Στην περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς, για την εξέταση της 

σύγκλισης των εκτιµήσεων στις πραγµατικές τιµές των αγνώστων παραµέτρων πρέπει να εξετάσουµε 

πόσο «πλούσιο» είναι το σήµα της εισόδου αναφοράς. Λέγοντας «πλούσιο» εννοούµε το αν το σήµα 

αναφοράς εµπεριέχει ικανό αριθµό αρµονικών συχνοτήτων ώστε να οδηγήσουν στην σύγκλιση των 

εκτιµήσεων στις πραγµατικές τιµές τους. 

Στην ([13]), η εξέταση του αν ένα σήµα αναφοράς είναι «πλούσιο» ανάγεται στην εξέταση 

του αν ένας πίνακας είναι συνεχώς διεγερµένος (persistent excited) το οποίο τελικά ελέγχεται απλά 

από το εάν ένας συγκεκριµένος πίνακας είναι πλήρους τάξης ως προς τις γραµµές τους. Πιο 

συγκεκριµένα, ο πίνακας ο οποίος θέλουµε να είναι συνεχώς διεγερµένος είναι ο πίνακας  F   της 

σχέσης (2.66), δηλαδή  

 ( )
2

1

0 0
0 0

x
F

xϕ
− 0

0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (2.97) 

Μόνο που αντικαθιστούµε όπου 1x  το και όπου ( )ry t 2x το και έτσι προκύπτει ο πίνακας ( )ry t rF που 

δίνεται από την σχέση 
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 ( )
0 ( ) 0
0 ( ) 0

r
r

r

y t
F

y tϕ
− 0

0
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (2.98) 

 Έτσι ελέγχεται αν είναι συνεχώς διεγερµένος ένας πίνακας που περιέχει µόνο εξωγενή σήµατα και 

όχι σήµατα κλειστού βρόχου. Για να ελέγξουµε αν ο πίνακας αυτός είναι συνεχώς διεγερµένος πρέπει 

πρώτα να αναπτυχθούν οι συναρτήσεις ( )ry t− και ( )( )ry tϕ− σε σειρές Fourier. Έστω ότι οι σειρές 

Fourier των και δίνονται από την σχέση ( )ry t− ( ( )ry tϕ− )

( )

1

2

1,1 1,2 1, 1, 1 1, 2 1,

2,1 2,2 2, 2, 1 2, 2 2, 1

2

cos( )
cos( )

( ) cos( )
( ) sin( )

sin( )

sin( )

r

r

t
t

y t t
y t t

t

t

ν ν ν ν κ ν

ν ν ν ν κ ν

ν

ν κ

ω
ω

µ µ µ µ µ µ ω
µ µ µ µ µ µϕ ω

ω

ω

+ + +

+ + + +

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎢ ⎥= ⎢⎢ ⎥ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (2.99) 

Θέτοντας 

     (2.100) 1,1 1,2 1, 1, 1 1, 2 1,
2

2,1 2,2 2, 2, 1 2, 2 2,

M ν ν ν ν κ

ν ν ν ν κ

µ µ µ µ µ µ
µ µ µ µ µ µ

+ + +

+ + +

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

αποδυκνείεται ([13]) ότι οι εκτιµήσεις των παραµέτρων συγκλίνουν στις πραγµατικές τους τιµές αν ο 

πίνακας 2M είναι πλήρους βαθµού γραµµών. 

Παρατήρηση 4 Αν οι συναρτήσεις και ( )ry t− ( )( )ry tϕ−  έχουν ανάπτυγµα Fourier µε άπειρους όρους, 

τότε κρατάµε τους ν κ+ όρους οι οποίοι είναι ικανοί ώστε να προκύψει ο πίνακας 2M πλήρους 

βαθµού γραµµών ([13]).. 

∆εν µένει τώρα παρά να βρούµε ένα κατάλληλο σήµα ώστε να είναι ο ( )ry t 2M πλήρους 

βαθµού γραµµών. Για 0( ) sin( )ry t A tω= προκύπτει ότι 

  0 0( ) cos( )ry t A tω ω− = −  (2.101) 

Επίσης, η ( )0sin( )A tϕ ω− είναι ( ) 0
0

sin( )
sin( ) sin sin( )

j

A t
A t

T
ω

0 0ϕ ω δ
⎛ ⎞

− = − + +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

δ . Η οποία µπορεί να 

γραφτεί 

( ) 0 0
0 0

sin( ) sin( )
sin( ) sin cos( ) cos sin( ) sin( )

j j

A t A t
A t

T T
ω ω

0 0ϕ ω δ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

− = − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

δ δ  (2.102) 

Από τα γνωστά αναπτύγµατα σε πολυώνυµο Maclaurin του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου προκύπτει 

( )
2 1 2

0 0
0 0 0

0 0

sin( ) sin( )( 1) ( 1)sin( ) cos( ) in( ) sin( )
(2 1)! (2 )!

k k
k k

k kj j

A t A t
A t s

k T k T
ω ω

0ϕ ω δ δ
+

∞ ∞

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− −
− = − − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ δ  (2.103) 

Λόγω των τριγωνοµετρικών ιδιοτήτων , παρατηρούµε από την (2.103) ότι η συνάρτηση  

( )0sin( )A tϕ ω− περιέχει  άπειρες συχνότητες στην σειρά Fourier και έτσι λόγω της παρατήρησης 4 
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κρατάµε µόνο όσους όρους είναι ικανοί να κάνουν τον πίνακα 2M πλήρους βαθµού γραµµών. Πιο 

συγκεκριµένα, κρατώντας τους δύο πρώτους όρους κάθε αναπτύγµατος προκύπτει 

( )
3 3 2 2

0 0 0
0 0 03 2

sin( ) sin ( ) sin ( )
sin( ) cos( ) sin( ) 1 sin( )

6 2j j j

A t A t A t
A t

T T T
ω ω ω

0ϕ ω δ δ
⎡ ⎤ ⎡

− ≈ − − − − +⎢ ⎥ ⎢
⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣

δ
⎤
⎥
⎥⎦

 (2.104) 

Επειδή 3
0 0

3 1sin ( ) sin( ) sin(3 )
4 4

t t 0tω ω ω= − 2
0 0

1 1sin ( ) cos(2 )
2 2

t tω ω= −και , η (2.104) γίνεται 

( )
2 2 2 3

0 0 0 0 0 0 02 2 2 3

3sin( ) sin( ) sin( )cos(2 ) cos( ) 1 sin( ) cos( )sin(3 )
4 4 24 24jj j j j

A A A A A
0A t t t

TT T T T
tϕ ω δ δ ω δ ω δ

⎡ ⎤
− ≈ − + − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
ω  (2.105) 

Από τις (2.101) και (2.105) η σχέση (2.99) γίνεται 

( )

0 0
2 2 2 3

0
0 0 0 02 2 2 3

0

0

cos(0 )
0 0 0 0 cos( )

( )
cos(2 )3( ) sin( ) 0 sin( ) cos( ) 1 cos( )
sin( )4 4 24 24
sin(3 )

r

r
jj j j j

t
A t

y t
tA A A A Ay t

tTT T T T
t

ω ω
ω

ϕ δ δ δ δ
ω
ω

⋅⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎡ ⎤
⎢ ⎥− ⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎢= ⎢ ⎥⎢ ⎥− − − −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥  (2.106) 

Έτσι ο 2M είναι 

0

2 2 2 3
2

0 0 02 2 2

0 0 0

3sin( ) 0 sin( ) cos( ) 1 cos( )
4 4 24 24jj j j

A

M A A A A A
TT T T T

ω

03

0

j

δ δ δ

−⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤= ⎢ ⎥− − −⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
δ

 (2.107) 

Από την (2.107) παρατηρούµε ότι ο πίνακας 2M έχει πάντα δύο γραµµικώς ανεξάρτητες γραµµές 

καθώς δεν µπορεί να είναι ταυτόχρονα 0 0sin( ) cos( ) 0δ δ= = . Έτσι, προκύπτει ([13]) ότι µια είσοδο 

αναφοράς 0( ) sin( )ry t A tω= είναι ικανή (αρκετά «πλούσια») ώστε οι εκτιµήσεις των αγνώστων 

παραµέτρων να συγκλίνουν στις πραγµατικές τιµές των παραµέτρων αυτών. 
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Ένα χρήσιµο στοιχείο στην µελέτη της συµπεριφοράς του ελεγκτή θα ήταν να βρούµε το 

µέγιστο σφάλµα που προκύπτει κατά την διάρκεια της µεταβατικής απόκρισης του συστήµατος. 

Ισοδύναµα, θα ήταν πολύ χρήσιµο να βρούµε µια µέγιστη τιµή που λαµβάνει το ( )z t κατά την 

διάρκεια της µεταβατικής απόκρισης του κλειστού συστήµατος µε τον προσαρµοστικό νόµο, όπως 

ακριβώς βρέθηκε µια µέγιστη τιµή στην περίπτωση που δεν έχουµε προσαρµογή στις άγνωστες 

παραµέτρους του συστήµατος (ενότητα 2.3.1.3). 

Σύµφωνα µε την ανάλυση της ενότητας (2.3.1.3) και επειδή όπως προαναφέραµε και στην 

περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς για το κλειστό σύστηµα που προκύπτει ισχύουν αντίστοιχες 

σχέσεις, προκύπτει και εδώ ότι 

 
2

22
0

0

1
12

4

d z
c z

dt K
θ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ ≤− +  (2.108) 
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και  

 0 0
22 2 2 2 ( )

0
0 0

1( ) (0) sup ( )
2

t
c t c t

tz t z e e d
K

τ
τ θ τ τ− − −
≤ ≤≤ + ∫  (2.109) 

µόνο που τώρα το θ είναι συνάρτηση του χρόνου και δεν µπορούµε να το βγάλουµε απευθείας από το 

ολοκλήρωµα της σχέσης (2.98). Αφού όµως όπως αποδείξαµε το σύστηµα (2.94), (2.95) είναι 

ευσταθές, θα είναι και το ˆθ θ θ= − ευσταθές και έτσι το 
2

0sup ( )tτ θ τ≤ ≤ θα είναι φραγµένο. 

Αποδυκνείεται όµως ([1]) ότι όταν υπάρχει το 
0

( )
t

h dτ τ∫  για κάποια συνάρτηση η οποία είναι 

µηδέν για και το 

( )h t

0t < 0sup ( )t gτ τ≤ ≤ για κάποια συνάρτηση ( )g t , ισχύει 

 0
0 0

sup ( ) ( ) ( ) sup ( )
t t

t h t g d h d gτ 0 tττ τ τ τ τ τ≤ ≤ ≤ ≤− ≤∫ ∫  (2.110) 

Παίρνοντας ,02( ) c th t e−= 2( ) ( )g t θ= t έχουµε από τις (2.98) και (2.99) ότι 

 

( )

0 0

0 0

22 2 2 2
0

0 0

22 2 2 2

0 0

1( ) (0) sup ( )
2

1( ) (0) 1
4

t
c t c

t

c t c t

z t z e e d
K

z t z e e
c K

τ
τ θ τ τ

θ

− −
≤ ≤

− −

∞

≤ +

≤ + − ⇒

∫ ⇒
 

 0
22 2 2

0 0

1( ) (0)
4

c tz t z e
c K

θ−

∞
≤ +  (2.111) 

όπου 
2 2

0sup ( )tτθ θ τ≤ ≤∞
= . 

Από την σχέση 
1 2

2 2
1

1 1 1
2 2 2

V z
θ θ

2
2θ θ

γ γ
= + + παίρνουµε ότι 

1 2

2 2
1 2

1 1( ) ( ) 2 ( )t t
θ θ

θ θ
γ γ

+ ≤ V t . Από την σχέση 

(2.96) όµως, προκύπτει ότι αφού 0V τότε θα είναι ≤ ( ) (0)V t V≤ . Προκύπτει εποµένως ότι ισχύει  

 
1 2 1 2

22 2 2 2
1 2 1 2

1 1 1 1( ) ( ) (0) (0) (0), 0t t z
θ θ θ θ

θ θ θ θ
γ γ γ γ

+ ≤ + + t ≥  (2.112) 

Θέτοντας { }max 1 2
max ,θ θ θγ γ γ= και { }min 1 2

min ,θ θ θγ γ γ= , προκύπτει 

 max

max

min

2 2( ) (0) (0) , 0t z tθ
θ

θ

2γ
θ γ θ

γ
≤ + ≥ ⇒   

 max

max

min

2 2(0) (0)z θ
θ

θ

2γ
θ γ θ

γ∞
≤ +  (2.113) 

Συνδυάζοντας τις (2.111) και (2.112) παίρνουµε ένα φράγµα για το µέτρο του διανύσµατος 

σφάλµατος z , το οποίο είναι 

 max0

max

min

22 2 22

0 0

1( ) (0) (0) (0)
4

c tz t z e z
c K

θ
θ

θ

γ
γ θ

γ
−

⎡ ⎤
≤ + + ⇒⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
 

 max0

max

min

22

0 0

1( ) (0) (0) (0)
2

c tz t z e z
c K

θ
θ

θ

γ
γ

γ
−≤ + + θ  (2.114) 
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Από την (2.114) µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι µπορούµε να µειώσουµε αυτό το φράγµα 

είτε µειώνοντας το  
maxθγ  είτε αυξάνοντας το 

minθγ . Επίσης, εκ πρώτης όψεως φαίνεται ότι µπορούµε 

να µειώσουµε αυτό το φράγµα αυξάνοντας τα . Όµως για παράδειγµα, από τις σχέσεις (2.91) 

και (2.92) βλέπουµε ότι επειδή αυξάνοντας το θα έχει σαν αποτέλεσµα 

την αύξηση του  άρα και του 

0 0,c K

2 2 1 1(0) (0) (0)rz x y c z= − + 1c

2 (0)z (0)z , µε την προϋπόθεση ότι το δεν είναι µηδέν. Ακόµα, µια 

αύξηση στο θα έχει σαν αποτέλεσµα αύξηση του και κ.ο.κ.. Μπορούµε όµως να 

εξασφαλίσουµε µείωση του φράγµατος (2.114) αυξάνοντας το  αυθαίρετα, αν θέσουµε  

1 (0)z

2 (0)z 3 (0)z

0c (0) 0z = .  

Όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 1, µπορούµε να πετύχουµε αν ισχύει η σχέση 

(1.33). Επειδή όµως τα 

(0) 0z =

( ) (0),0 3i
ry i≤ ≤ είναι προκαθορισµένα, πρέπει να σχεδιάσουµε τον ελεγκτή 

µας έτσι ώστε αν θέλουµε το 1x να ακολουθεί µια είσοδο αναφοράς , να ακολουθεί ένα σήµα 0ry

0( ) ( ) ( )r r ry t y t tδ= + , όπου το ( )r tδ τείνει στο µηδέν καθώς και ικανοποιεί την σχέση (1.34). 

Ένα τέτοιο σήµα 

t →∞

( )r tδ µπορεί να προκύψει αν το επιλέξουµε σαν την πρώτη µεταβλητή κατάστασης 

ενός γραµµικού ευσταθούς συστήµατος στην κανονική µορφή φάσης, δηλαδή µπορούµε να 

επιλέξουµε 

 

0 1 2 3

0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

δ δ

δ δ δ δ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
− − − −⎣ ⎦

 (2.115) 

όπου και αρχικές συνθήκες που δίνονται από την σχέση (1.34). 

Στην περίπτωση της τουρµπογεννήτριας, η σχέση (1.34) µέσω της (1.33) γίνεται 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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r r r rt t t t tδ δ δ δ δ⎡= ⎣ ⎤⎦

r

 

1 0

2 0 1 1 0

3 2 1 2 1 2 0

4 3 1 2 3 1 2

(0) (0) (0)

(0) (0) (0) ( (0), (0)) (0)
ˆ ˆ(0) (0) ( (0), (0), (0), (0), (0), (0)) (0)

ˆ ˆ(0) (0) ( (0), (0), (0), (0), (0), (0), (0), (0))

r r

r r r r

r r r

r r r r

x y

x y a x y y

gx a x x y y y

gx a x x x y y y

δ

δ

δ θ θ

δ θ θ

= −

= − − −

= − −

= − 0 (0)ry−

 (2.116) 

Μετά από πράξεις προκύπτει ότι 
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= − − −

⎡ ⎤= − − − − −⎣ ⎦

 (2.117)
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3. ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΤΟΥ ΠΡΟΣΑΡΜΟΣΤΙΚΟΥ BACKSTEPPING 

ΕΛΕΓΚΤΗ ΣΤΟ ΣΥΣΤΗΜΑ ΤΗΣ ΤΟΥΡΜΠΟΓΕΝΝΗΤΡΙΑΣ ΜΕ ΤΗΝ ΧΡΗΣΗ 

ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ 

 

Για την επιβεβαίωση της εγκυρότητας και αποτελεσµατικότητας της µεθόδου backstepping 

για τον έλεγχο της τουρµπογεννήτριας τα θεωρητικά αποτελέσµατα ελέγχονται µε την χρήση 

προσοµοίωσης. Για την  πειραµατική εφαρµογή της µεθόδου backstepping στο σύστηµα της 

τουρµπογεννήτριας χρησιµοποιήθηκε το Simulink του πακέτου λογισµικού Matlab® . Το συνολικό 

σύστηµα που προκύπτει από την εφαρµογή της µεθόδου backstepping στο σύστηµα της 

τουρµπογεννήτριας φαίνεται παρακάτω. Επίσης, κατά την προσοµοίωση χρησιµοποιήθηκαν δύο 

διαφορετικά αριθµητικά µοντέλα του συστήµατος της τουρµπογεννήτριας για την καλύτερη σύγκριση 

των αποτελεσµάτων και της εγκυρότητας της µεθόδου. Τα προγράµµατα του πακέτου λογισµικού 

Matlab® που χρησιµοποιήθηκαν περιέχονται στο συνοδευτικό CD. 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 Μοντέλο Simulink του κλειστού συστήµατος 

 

3.1 ΡΥΘΜΙΣΗ ΤΟΥ ΣΗΜΕΙΟΥ ΛΕΙΤΟΥΡΓΙΑΣ 

 

Σαν πρώτο παράδειγµα της εφαρµογής του backstepping ελεγκτή στην τουρµπογεννήτρια, 

παρουσιάζουµε την απόκριση του συστήµατος της τουρµπογεννήτριας στην περίπτωση ρύθµισης του 

σηµείου λειτουργιάς. Στο συγκεκριµένο παράδειγµα ([6]) θέλουµε να ευσταθοποιήσουµε το σηµείο 

ισορροπίας όταν και έτσι διαλέγουµε το επιθυµητό σηµείο 

λειτουργίας του συστήµατος . Στον πίνακα 1 φαίνονται οι παράµετροι ([6]) του συστήµατος της 

τουρµπογεννήτριας για το συγκεκριµένο παράδειγµα. 

0 ]ex = [ 1(0) (0) 0 0 0 TTx x=

0sy =
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g 0.4 

jT  0.01258 

   

 

 

  

  

 

 

  

Στο σχήµα 2 βλέπουµε την µεταβλητή 1x , το σφάλµα 1ser y x= −  και τον έλεγχο  στην ιδανική 

περίπτωση όπου δεν έχουµε σφάλµα στην εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων. Οι παράµετροι του 

ελεγκτή της σχέσης  (2.51) επιλέγονται ως 

u

6,1 4ic i= ≤ ≤ , ενώ µιας και δεν έχουµε σφάλµα στην 

εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων, οι όροι της µη γραµµικής απόσβεσης και τα κέρδη των 

προσαρµοστικών νόµων είναι µηδέν, δηλαδή
1 2 1 2 1 2 1 2

0K K M Mθ θ θ θ θ θ θ θγ γ= = Λ = Λ = = = = = . 

Αντίθετα µε το σχήµα 2 όπου έχουµε την ιδανική περίπτωση στην οποία δεν έχουµε σφάλµα 

στην εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων, στο σχήµα 3 και για ίδιες τιµές των παραµέτρων του 

ελεγκτή, παρουσιάζονται όπως και πριν τα 1x , 1ser y x= −  και  για την περίπτωση όπου έχουµε 

σφάλµα στις εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων. Πιο συγκεκριµένα θεωρούµε 

u

1 1
ˆ ˆ (0) 2 1θ θ θ= = και 

2 2
ˆ ˆ (0) 2 2θ θ= = θ . Από το σχήµα 3 παρατηρούµε ότι η έξοδος του συστήµατος (η µεταβλητή 1x ) όχι 

µόνο δεν τείνει στο µηδέν αλλά το σύστηµα εκτελεί µόνιµες ταλαντώσεις.. Εποµένως, πρέπει να 

προσθέσουµε τους όρους της µη γραµµικής απόσβεσης ώστε να ευσταθοποιήσουµε το σύστηµά µας 

χωρίς τον προσαρµοστικό νόµο (ενότητα 2.3.1.3). 

  

  

b  0.08 

a  2.8 

0δ  0.76713 

1θ  1.039 

2θ  1.029 

1(0)x  0.01258 

Πίνακας 1. Παράµετροι του µοντέλου τουρµπογεννήτριας 
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  Σχήµα 2. 1x , και  µε µηδενικό σφάλµα στην εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων. 1ser y x= − u
 

 

  
 Σχήµα 3. 1x , και όταν 1ser y x= − u 1 1

ˆ ˆ (0) 2 1θ θ θ= =  και  2 2
ˆ ˆ (0) 2 2θ θ θ= = . 
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Στο σχήµα 4 µπορούµε να δούµε  το σφάλµα 1ser y x= − , την µεταβλητή 1x , το z  και τον έλεγχο u  

για τρεις διαφορετικές τιµές των παραµέτρων του ελεγκτή 

 (τα παραµένουν ίδια) . Από το σχήµα αυτό 

παρατηρούµε ότι πλέον το σύστηµα µας δεν εκτελεί ταλαντώσεις και αυξάνοντας τις τιµές των 

κερδών των όρων της µη γραµµικής απόσβεσης το µόνιµο σφάλµα µειώνεται. Τέλος, µπορούµε να 

δούµε ότι το 

1 2 1 2 1 2
0.01, 0.05, 0.1K K M Mθ θ θ θ θ θ= = Λ = Λ = = = ic

z  συγκλίνει στην περιοχή της σχέσης (2.86). 

  

 

 Σχήµα 4. 1x , , 1ser y x= − z  και u όταν 1 1
ˆ ˆ (0) 2 1θ θ θ= =  και 2 2

ˆ ˆ (0) 2 2θ θ θ= = , 

6,1 4ic i= ≤ ≤ και 
1 2 1 2 1 2

0.01, 0.05, 0.1K K M Mθ θ θ θ θ θ= = Λ = Λ = = = . 

 

Επόµενο βήµα είναι να εφαρµόσουµε και τον προσαρµοστικό νόµο για τις εκτιµήσεις των 

αγνώστων παραµέτρων. Εφαρµόζοντας τον προσαρµοστικό νόµο που υποδυκνείεται από τις σχέσεις 

(2.53) και (2.54) µε κέρδη 
1 2

0.05θ θγ γ= = και παραµέτρους του ελεγκτή και 

 παίρνουµε το σχήµα 5 όπου φαίνονται για την περίπτωση του 

προσαρµοστικού ελεγκτή τα , η µεταβλητή 

6,1 4ic i= ≤ ≤

1 2 1 2 1 2
0.01K K M Mθ θ θ θ θ θ= =Λ =Λ = = =

1ser y x= − 1x , το z  ο έλεγχος , ενώ τώρα φαίνονται 

και οι εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων. Από το σχήµα αυτό βλέπουµε ότι το 

u

1x τείνει στο µηδέν 
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ενώ οι εκτιµήσεις 1̂θ και 2̂θ συγκλίνουν σε κάποιες τιµές, οι οποίες όµως δεν είναι οι πραγµατικές 

τιµές των αγνώστων παραµέτρων 1θ και 2θ  (βλ. ενότητα 2.3.1.2). 

   

 

 

 

 

 Σχήµα 5. 1x , , 1ser y x= − z  και u όταν 1 1
ˆ ˆ (0) 2 1θ θ θ= =  και 2 2

ˆ ˆ (0) 2 2θ θ θ= = , 

6,1 4ic i= ≤ ≤ , 
1 2 1 2 1 2

0.01K K M Mθ θ θ θ θ θ= =Λ =Λ = = =  και 
1 2

0.05θ θγ γ= = . 
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Τελευταία εφαρµογή για το µοντέλο της τουρµπογεννήτριας µε τις παραµέτρους του πίνακα 

1 είναι η σύγκριση µε τον εύρωστο ελεγκτή στην ([6]). Θεωρώντας ως αρχικές εκτιµήσεις για τις 

άγνωστες παραµέτρους 1 1
ˆ ˆ (0) 1θ θ= =θ 2 και 2 2

ˆ ˆ (0)θ θ θ= =  και υποθέτοντας τώρα ότι οι πραγµατικές 

τιµές των 1 2,θ θ  είναι 1 1
1
2

θ θ′ = , 2
3
2 2θ θ′ =  (έχουµε δηλαδή αβεβαιότητα στις άγνωστες παραµέτρους 

 ), παίρνουµε στο σχήµα 6 το 50%± x  ,  επιλέγοντας για τις παραµέτρους του ελεγκτή , 

 και 

6,1 4ic i= ≤ ≤

1 2 1 2 1 2
0.1K K M Mθ θ θ θ θ θ= = Λ = Λ = = =

1 2
0.5θ θγ γ= = . Στο ίδιο σχήµα βλέπουµε το αντίστοιχο 

x που προκύπτει µε την µέθοδο που προτείνεται στην ([6]) και για αβεβαιότητες στα 1θ και 

2θ 10%− και αντίστοιχα . Παρατηρούµε ότι ο backstepping ελεγκτής δίνει καλύτερη απόκριση 

τόσο ως προς την υπερύψωση όσο και ως προς τον χρόνο αποκατάστασης και για αβεβαιότητες στα 

10%+

1θ και 2θ 50%± . Επίσης το σύστηµα φτάνει στο σηµείο ισορροπίας του σχεδόν χωρίς καθόλου 

ταλαντώσεις. 

 

 Σχήµα 6. Σύγκριση του x  µε τον εύρωστο ελεγκτή στην [6]. 

3.2 ΠΑΡΑΚΟΛΟΥΘΗΣΗ ΤΡΟΧΙΑΣ 

 

Το δεύτερο παράδειγµα που θα παρουσιαστεί εδώ αφορά την παρακολούθηση µιας 

επιθυµητής εισόδου αναφοράς από την µεταβλητή 1x . Οι παράµετροι της τουρµπογεννήτριας για 

αυτό το παράδειγµα φαίνονται στον πίνακα 2. 
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 g 20 

jT  0.207 

b  0.00012 

a  8 

0δ  0.7841 

1θ  0.058 

2θ  0.72 

 

 

 

 

 

 

 

 

Πίνακας 2. Παράµετροι του µοντέλου τουρµπογεννήτριας 
 

Η είσοδος αναφοράς που θέλουµε να παρακολουθήσουµε προκύπτει από την έξοδο ενός συστήµατος 

αναφοράς µε συνάρτηση µεταφοράς της µορφής (2.89). Για την συγκεκριµένη εφαρµογή θέτουµε 

0 625β = , 1 500β = , 2 150β = , 3 20β = και 625K = . Επίσης, της παραγώγους µέχρι τρίτης τάξης 

που χρειάζονται για την εφαρµογή του backstepping ελεγκτή, τις παίρνουµε από το διάνυσµα της 

σχέσης (2.90). Όπως αναφέρθηκε και στην ενότητα 2.2.2.3, όταν θέλουµε να ακολουθήσουµε µια 

είσοδο αναφοράς έστω  (που εδώ προκύπτει από το σύστηµα αναφοράς που προαναφέρθηκε) 

σχεδιάζουµε τον ελεγκτή µας να ακολουθεί το σήµα 

0 ( )ry t

0 ( ) ( )r ry t tδ+ , όπου το ( )r tδ είναι η πρώτη 

µεταβλητή κατάστασης του συστήµατος της σχέσης (2.115) µε αρχικές καταστάσεις που δίνονται 

στην σχέση (2.117). Στο παράδειγµά µας θεωρούµε 0 625δ = , 1 500δ = , 2 150δ =  και 3 20δ = ενώ οι 

αρχικές συνθήκες 0 (0),1 3i
ry i≤ ≤ θεωρούνται µηδέν. Θεωρώντας µηδενικό σφάλµα στην εκτίµηση 

των αγνώστων παραµέτρων και για παραµέτρους του ελεγκτή και 6,1 4ic i= ≤ ≤

1 2 1 2 1 2 1 2
0K K M Mθ θ θ θ θ θ θ θγ γ= =Λ =Λ = = = = =  (δηλαδή δεν έχουµε ούτε προσαρµογή στις άγνωστες 

παραµέτρους αλλά ούτε και όρους µη γραµµικής απόόσβεσης µιας και δεν έχουµε σφάλµα στην 

εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων) προσοµοιώνουµε το σύστηµά µας για µοναδιαία βηµατική 

είσοδο στο προαναφερθέν σύστηµα αναφοράς.  Στο σχήµα 7 µπορούµε να δούµε το σφάλµα 

, την µεταβλητή 0rer y x= − 1 1x (υποτιθέµενη έξοδος του συστήµατος), το z  και τον έλεγχο όταν 

το προκύπτει από την έξοδο του συστήµατος αναφοράς και οι αρχικές συνθήκες του 

συστήµατος της τουρµπογεννήτριας 

u

0 ( )ry t

(0),1 4ix i≤ ≤ είναι µηδέν. Παρατηρούµε ότι στην ιδανική αυτή 

περίπτωση έχουµε µηδενικό σφάλµα παρακολούθησης στην µόνιµη κατάσταση και µηδενική 

υπερύψωση. 
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 Σχήµα 7. 1x , 0 1rer y x= − , z  και u  µε µηδενικό σφάλµα στην εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων.

 

Στην συνέχεια παρουσιάζεται η απόκριση του συστήµατος για τις ίδιες τιµές των παραµέτρων του 

ελεγκτή αλλά την χρονική στιγµή  οι άγνωστες παράµετροι µεταβάλλονται έτσι ώστε να έχουµε 

σφάλµα στην εκτίµησή τους. Υποθέτουµε ότι η 

5t = s

2θ γίνεται 2.72 και η 1θ  γίνεται -0.2. Στο σχήµα 8 

βλέπουµε ότι τώρα έχουµε µια ταλαντωτική απόκριση και µόνιµο σφάλµα, ενώ το σύστηµα παραµένει 

ευσταθές λόγω του ότι το σφάλµα των εκτιµήσεων των  1θ και 2θ δεν είναι ικανό για τις τιµές των 

να οδηγήσει το σύστηµα σε αστάθεια κάτι που είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα 

(για µεγαλύτερες µεταβολές των αγνώστων παραµέτρων το σύστηµα γίνεται ασταθές αλλά σκοπός 

στο παρών παράδειγµα είναι να ελέγξουµε και να βελτιώσουµε την συµπεριφορά του συστήµατος 

όταν υπόκειται σε διάφορες διαταραχές).  

6,1 4ic i= ≤ ≤
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 Σχήµα 8. 1x , , 0 1rer y x= − z  και u όταν την 5t s= αλλάζουν οι τιµές των αγνώστων παραµέτρων. 

 

Όπως αναφέραµε στην εισαγωγή, το σύστηµα της τουρµπογεννήτριας υπόκειται σε 

διάφορες διαταραχές. Εκτός από την απότοµη αλλαγή των αγνώστων παραµέτρων, µια άλλη πολύ 

συχνά εµφανιζόµενη σε τέτοια συστήµατα διαταραχή, είναι το τριφασικό σφάλµα σε µία από τις 

γραµµές µεταφοράς και κοντά στην γεννήτρια (3-phase fault [14]). Κατά την διάρκεια αυτού του 

σφάλµατος η ηλεκτρική ενέργεια είναι µηδέν, ενώ µετά την εκκαθάριση του σφάλµατος, η µέγιστη 

ηλεκτρική ενέργεια  έχει αλλάξει τιµή ([14). Η ηλεκτρική ενέργεια του συστήµατος εκφράζεται από 

τους όρους 1
1 2 2 0sin( )e

j

x
P x

T
θ θ= + + δ της σχέσης (2.8), ενώ η µέγιστη ηλεκτρική ενέργεια από τον 

όρο ,max 2eP θ= . Στο σχήµα 9 φαίνεται η απόκριση του συστήµατος όταν ένα τέτοιο σφάλµα 

εµφανίζεται την χρονική στιγµή και αποµακρύνεται µετά από , ενώ µετά την 

εκκαθάριση του σφάλµατος η αλλάζει τιµή ξανά (η πρώτη φορά ήταν την )και γίνεται 

4.22. Επίσης, την χρονική στιγµή εµφανίζεται βηµατική διαταραχή φορτίου στην είσοδο του 

συστήµατος µε µέτρο 1 (περίπου 200% πάνω από την τιµή ισορροπίας του ελέγχου u  που είναι -1).  

15t = s

s

s

0.3ms

,maxeP 5t =

10t =
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  Σχήµα 9. 1x , 0 1rer y x= − , z  και u για µεταβολή των αγνώστων παραµέτρων την , διαταραχή  5t = s

s φορτίου την και 3-phase fault ([14]) την 10t = 15t s=  

 

Από το σχήµα 9 βλέπουµε ότι η απόκριση έχει αρκετά µεγάλο µόνιµο σφάλµα και αρκετές 

ταλαντώσεις, ιδιαίτερα στην περίπτωση του τριφασικού σφάλµατος. Για να βελτιώσουµε την 

συµπεριφορά του συστήµατος προσθέτουµε στον ελεγκτή µας τους όρους της µη γραµµικής 

απόσβεσης. Στο σχήµα 10 βλέπουµε την απόκριση του συστήµατος για τρεις διαφορετικές τιµές των 

παραµέτρων του ελεγκτή  . Από αυτό το σχήµα µπορούµε να 

δούµε ότι όσο αυξάνονται οι τιµές των παραµέτρων του ελεγκτή που είναι υπεύθυνες για την µη 

γραµµική απόσβεση, µειώνεται το µόνιµο σφάλµα που οφείλεται στο σφάλµα στην εκτίµηση των 

αγνώστων παραµέτρων και επιπλέον η απόκριση είναι λιγότερο ταλαντωτική. Επίσης, παρατηρούµε 

ότι το σφάλµα λόγω της διαταραχής φορτίου είναι σχεδόν µηδέν, ενώ µειώνεται επίσης το σφάλµα 

που οφείλεται στο τριφασικό σφάλµα στην γραµµή µεταφοράς και η απόκριση στην διαταραχή αυτή 

δεν έχει σχεδόν καθόλου ταλαντώσεις. 

1 2 1 2 1 2
0.001,0.01,0.05K K M Mθ θ θ θ θ θ= =Λ =Λ = = =
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 Σχήµα 10. 1x , , 0 1rer y x= − z  και u για µεταβολή των αγνώστων παραµέτρων την , διαταραχή 5t = s

s s φορτίου την και 3-phase fault ([14]) την 10t = 15t = όταν 
1 2 1 2 1 2

0.001,0.01,0.05K K M Mθ θ θ θ θ θ= =Λ =Λ = = =  

 

 

Για να εξαλείψουµε τελείως το µόνιµο σφάλµα και για να κάνουµε οµαλότερη την 

απόκριση του συστήµατος υπό την επίδραση των διαταραχών, προσθέτουµε στον ελεγκτή µας και τον 

προσαρµοστικό νόµο. Επιλέγουµε για τον προσαρµοστικό ελεγκτή 

1 2 1 2 1 2 1 2
0.01K K M Mθ θ θ θ θ θ θ θγ γ= = Λ = Λ = = = = = . Στο σχήµα 11 βλέπουµε ότι δεν έχουµε µόνιµο 

σφάλµα ούτε κατά την αλλαγή των τιµών των αγνώστων παραµέτρων ούτε κατά την εµφάνιση του 

τριφασικού σφάλµατος (το µόνο σφάλµα οφείλεται στην διαταραχή φορτίου και είναι σχεδόν 

µηδενικό). Επίσης η απόκριση του συστήµατος είναι οµαλότερη κάτω από την επίδραση των 

διαταραχών. Τέλος, όπως αναµέναµε (ενότητα 2.2.1.2) µπορούµε να δούµε από το σχήµα 12 ότι στην 

προηγούµενη περίπτωση η εκτίµηση της άγνωστης παραµέτρου 2θ  συγκλίνει στην κάθε φορά 

πραγµατική τιµή της, ενώ η εκτίµηση της 1θ  συγκλίνει µεν σε µία τιµή η οποία όµως δεν είναι η 

πραγµατική της.  
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Σηµείωση Στην συγκεκριµένη εφαρµογή οι διαταραχές εµφανίζονται τις χρονικές στιγµές  

ώστε το σύστηµα να έχει επανέλθει στην κατάσταση ισορροπίας του.7,14, 21t = s

 

 

 

  Σχήµα 11. 1x , 0 1rer y x= − , z  και u για µεταβολή των αγνώστων παραµέτρων την , διαταραχή 7t = s

s sφορτίου την και 3-phase fault ([14]) την 14t = 21t = όταν 
1 2 1 2 1

K K M M
2θ θ θ θ θ θ= = Λ = Λ = =  

1 2
0.01θ θγ γ= = =  
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 Σχήµα 12. 1̂θ  και 2̂θ  για µεταβολή των αγνώστων παραµέτρων την 7t s= , διαταραχή φορτίου την 

14t = s s και 3-phase fault  όταν 21t =
1 2 1 2 1 2 1 2

0.01K K M Mθ θ θ θ θ θ θ θγ γ= = Λ = Λ = = = = =  

 

Στα προηγούµενα παραδείγµατα θεωρήσαµε αρχικές συνθήκες για το διάνυσµα x µηδέν και 

αρχικό σφάλµα στην εκτίµηση των αγνώστων παραµέτρων επίσης µηδέν. Στο σχήµα 13 βλέπουµε την 

απόκριση του συστήµατος για ίδιες τιµές των παραµέτρων του ελεγκτή µε την προηγούµενη 

εφαρµογή και αρχικές συνθήκες [ ] [ ]1 2 3 4(0) (0) (0) (0) (0) 0.1 0.2 0.1 0.2T TTx x x x x= = − −

=

και 

, ενώ στο σχήµα 14 βλέπουµε τις εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων. 1 2
ˆ ˆ(0) 0.18, (0) 2.2θ θ=

 

Σηµείωση Στην συγκεκριµένη εφαρµογή (όπως και πριν) οι διαταραχές εµφανίζονται τις χρονικές 

στιγµές  ώστε το σύστηµα να έχει επανέλθει στην κατάσταση ισορροπίας του 7,14, 21t = s
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 Σχήµα 13. 1x , 0 1rer y x= − , z  και u για µεταβολή των αγνώστων παραµέτρων την , διαταραχή 7t = s

s s   φορτίου την  και 3-phase fault την 14t = 21t = όταν και αρχικές συνθήκες 1 2
ˆ ˆ(0) 0.18, (0) 2.2θ θ= =

 [ ] [ ]1 2 3 4(0) (0) (0) (0) (0) 0.1 0.2 0.1 0.2T TTx x x x x= = − −  

  

 

 Σχήµα 14.  1̂θ  και 2̂θ  για µη µηδενικές αρχικές συνθήκες.
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Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα (2.2.2.2), αν επιλέξουµε για είσοδο αναφοράς ένα ηµίτονο 

της µορφής 0sin( )A tω οι εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων συγκλίνουν στις πραγµατικές τους 

τιµές. Στο σχήµα 15 βλέπουµε τις εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων για είσοδο αναφοράς 

και παραµέτρους για τον ελεγκτή 0.2sin(1.1 )t
1 2 1 2 1 2

0.02K K M Mθ θ θ θ θ θ= = Λ = Λ = = = και 

1 2
0.08θ θγ γ= = , ενώ 6,1 4ic i= ≤ ≤ . Υποθέτουµε επίσης ότι οι αρχικές εκτιµήσεις των αγνώστων 

παραµέτρων είναι  και , δηλαδή περίπου τριπλάσιες των πραγµατικών τιµών 1̂ (0) 0.18θ = 2̂ (0) 2.2θ =

1θ και 2θ αντίστοιχα και ότι την χρονική στιγµή 18t s=  τα 1θ και 2θ  αλλάζουν τιµή και γίνονται 2.72 

και -0.142. Όπως αναµενόταν οι εκτιµήσεις των αγνώστων παραµέτρων συγκλίνουν στις πραγµατικές 

τους τιµές. 

Παρατήρηση 5 Η ανάλυση της παραγράφου (2.2.2.2) έγινε όταν σχεδιάζουµε τον ελεγκτή µας να 

ακολουθεί µια ηµιτονική είσοδο . Στο παράδειγµά µας όµως ο ελεγκτής  σχεδιάστηκε ώστε να 

ακολουθεί το σήµα 

( )ry t

0 ( ) ( )r ry t tδ+ όπου το είναι η έξοδος του συστήµατος αναφοράς για είσοδο 0 ( )ry t

0sin( )A tω και το ( )r tδ είναι ένα σήµα που τείνει στο µηδέν ασυµπτωτικά. Επειδή όµως το στην 

µόνιµη κατάσταση θα είναι και αυτό ηµίτονο αλλά µε άλλο µέτρο και φάση, η ανάλυση της ενότητας 

2.2.2.2 ισχύει και σε αυτήν την περίπτωση. 

0 ( )ry t

 

 Σχήµα 15. 1̂θ  και 2̂θ  όταν ( ) 0.2sin(1.1 )ry t t=

4. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ 

 

Στην παρούσα ενότητα εφαρµόσαµε την µέθοδο του προσαρµοστικού ελέγχου backstepping 

για τον έλεγχο του ατµοστροβίλου στο σύστηµα της τουρµπογεννήτριας. Η µέθοδος αυτή 

εφαρµόστηκε  σε ένα τέταρτης τάξης µη γραµµικό µοντέλο. Η µέθοδος  δίνει εξαιρετικά 

αποτελέσµατα στην περίπτωση ρύθµισης του σηµείου λειτουργιάς, παρά την παρουσία των άγνωστων 

παραµέτρων, το σφάλµα στην εκτίµηση των οποίων µπορεί να οδηγήσει το σύστηµα ακόµα και σε 

αστάθεια. Επίσης, στην περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς ο ελεγκτής δίνει γρήγορη και οµαλή 
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απόκριση, και ταχύτατη εξουδετέρωση µεγάλων διαταραχών και ακραίων µεταβολών στις τιµές των 

αγνώστων παραµέτρων. Τέλος µελετήθηκε η δυνατότητα σύγκλισης των αγνώστων παραµέτρων στις 

πραγµατικές τους τιµές µε τον προσαρµοστικό νόµο του ελεγκτή.      
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5. ΕΛΕΓΚΤΗΣ 3 ΟΡΩΝ ΓΙΑ ΑΣΤΑΘΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΠΡΩΤΗΣ ΤΑΞΗΣ ΜΕ 

ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗ ΧΡΟΝΟΥ 

 

Στην βιβλιογραφία τα ποιο ευρέως χρησιµοποιούµενα σχήµατα ελέγχου είναι εναλλακτικές 

µορφές του κλασικού PID ελεγκτή. Στο Σχήµα 16, παρουσιάζονται τρία εναλλακτικά σχήµατα 

ελέγχου που έχουν χρησιµοποιηθεί για τον έλεγχο ασταθών συστηµάτων πρώτης τάξης µε 

καθυστέρηση χρόνου. Οι τρεις αυτοί ελεγκτές είναι ο PID, P-PID και ο PDF µε τα αντίστοιχα προ-

φίλτρα ,F PIDG , ,F P PIDG − , ,F PDFG . Τα τρία αυτά σχήµατα ελέγχου είναι ισοδύναµα όταν 

0 0
, 0

1

1 1
(1 ) , ,c D c DI D D I

C C c c i D I I D i D d
I I I Dc c

k K k K
K K k k K

K Kk k
τ τ τ τ

τ τ τ τ τ τ
τ τ

+ ++
′ ′ ′= = + = = + = = = = =

+ Dτ
 (5.1) 

 ,
1( )

( 1)(P PID
I D

G s
s sτ τ

=
+ +1)

 και , 2

1( )
1P P PID

i d i

G s
s sτ τ τ− =

+ +
 (5.2) 

όπου CK ′ , Iτ ′  και Dτ ′  είναι οι παράµετροι του κλασικού PID ελεγκτή στην παράλληλη µορφή του. Η 

συνάρτηση µεταφοράς του συστήµατος κλειστού βρόχου που φαίνεται στο Σχήµα 16, όταν 

χρησιµοποιηθούν τα προ-φίλτρα που προτείνονται από την σχέση (5.2) είναι 

 
( )( )( )

( ) ( 1)( 1) ( )
C P

CL
I I D C P

K G sY sG s
R s s s s K Gτ τ τ

= =
+ + + s

 (5.3) 

Από την σχέση (5.3) γίνεται φανερό ότι το προτεινόµενο σχήµα ελέγχου δεν συνεισφέρει στα 

µηδενικά του συστήµατος κλειστού βρόχου και έτσι αναµένεται ότι δεν θα χειροτερέψει το ποσοστό 

υπερύψωσης της βηµατικής απόκρισης του κλειστού συστήµατος. 

  

  
 Σχήµα 16. Τρεις εναλλακτικές µορφές PID ελεγκτών 

 

Όπως είναι γνωστό, οι ιδιότητες που αφορούν την ευρωστία του κλειστού συστήµατος δεν 

εξαρτώνται από την επιλογή του προ-φίλτρου (αν βέβαια το προ-φίλτρο είναι ευσταθές). Από το 

σχήµα 16, είναι επίσης φανερό ότι στην περίπτωση ρυθµιστικού ελέγχου (regulatory control) οι τρεις 

ελεγκτές είναι ταυτόσηµοι αν οι παράµετροί τους επιλεγούν όπως προτείνεται από την (5.1) 
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ανεξαρτήτως αν χρησιµοποιηθεί προ-φίλτρο ή όχι. Για το λόγω αυτό, στην ανάλυση που ακολουθεί, η 

παρουσία του προ-φίλτρου δεν λαµβάνεται υπόψη και τα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται 

γενικεύονται για όλους τους τύπους PID ελεγκτή που παρουσιάστηκαν παραπάνω. 

Στην συνέχεια θα αναλύσουµε την συµπεριφορά των PI και PID ελεγκτών στην περίπτωση 

όπου το σύστηµα υπό έλεγχο είναι ασταθές σύστηµα πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου. Στην 

περίπτωση αυτή, το υπό έλεγχο σύστηµα περιγράφεται από την συνάρτηση µεταφοράς  

    exp( )( )
1P

K dG s
Ts

−
=

−
s  (5.4) 

όπου K ,T ,και d  είναι το κέρδος, η ασταθής σταθερά χρόνου και η καθυστέρηση χρόνου του 

ασταθούς συστήµατος αντίστοιχα. Για να διευκολυνθεί η ανάλυση που ακολουθεί αλλά και για να 

υπάρχει δυνατότητα συγκρίσεων, όλες οι παράµετροι του συστήµατος και του ελεγκτή στην συνέχεια 

θα παρουσιάζονται κανονικοποιηµένες ως προς την ασταθή σταθερά χρόνου του συστήµατος  T  και 

ως προς το κέρδος του συστήµατος K . Οι κανονικοποιηµένες παράµετροι φαίνονται στον πίνακα 3. 

  

Αρχικές 
Παράµετροι 

Κανονικοποιηµένες 
Παράµετροι 

T  T (=1) 
d  T/dd =  

Iτ  /I I Tτ τ=  

Dτ  /D D Tτ τ=  
ω  Tω=ω  

CK  C CK KK=  

K  K (=1) 

DK  DD KKK =  

IK  TKKK II =  
 Πίνακας 3. Κανονικοποιηµένες παράµετροι. 

 

Η συνάρτηση µεταφοράς βρόχου ενός ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης µε 

καθυστέρηση χρόνου ελεγχόµενου από PI/PID ελεγκτή είναι 

 ,
( 1)

( ) exp( )
( 1)

C I
L PI

I

K s
G s ds

s s
τ

τ
+

= −
−

 και ,
( 1)( 1)

( ) exp( )
( 1)

C I D
L PID

I

K s s
G s d

s s
s

τ τ
τ
+ +

= −
−

 (5.5) 

Οι παραπάνω συναρτήσεις µεταφοράς θα αποτελέσουν την βάση για τον καθορισµό των µεθόδων 

βαθµονόµησης που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια. 

 

6. ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΗΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ ΑΣΤΑΘΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΠΡΩΤΗΣ 

ΤΑΞΗΣ ΜΕ ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗ ΧΡΟΝΟΥ ΚΛΕΙΣΤΟΥ ΒΡΟΧΟΥ 

 

6.1 ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΗΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ PI ΕΛΕΓΚΤΗ 
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 Σχήµα 17. ∆ιάγραµα Nyquist της  για διάφορες τιµές της παραµέτρου , ( )L PIG s Iτ . 

 

Βασιζόµενοι στην  της σχέσης (5.5), η φάση και το µέτρο της συνάρτησης µεταφοράς 

βρόχου ενός ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης ελεγχόµενου από PID ελεγκτή δίνονται από τις 

σχέσεις  

,L PIG

 1 13( ) tan ( ) tan ( )2L dπ
Iφ ω ω ω− −−= − + + τ ω  (6.1) 

 
2 2

, 2

1 1( ) ( )
1

I
L L PI C

I

A G j K
τ ω

ω ω
τ ωω

+
= =

+
 (6.2) 

αντίστοιχα. Στο σχήµα 17, απεικονίζονται τα διαγράµµατα Nyquist της  για διάφορες τιµές 

της παραµέτρου 

, ( )L PIG s

Iτ . Από το σχήµα αυτό γίνεται φανερό ότι για συγκεκριµένη τιµή του και για τιµές 

του 

d

Iτ  µεγαλύτερες από µια κρίσιµη τιµή ,minIτ  (η οποία θα καθοριστεί στην συνέχεια), υπάρχουν δύο 

σηµεία τοµής (crossover points) του διαγράµµατος Nyquist µε τον αρνητικό πραγµατικό άξονα. Από 

το σχήµα 17 είναι προφανές ότι µόνο όταν υπάρχουν δύο τέτοια σηµεία τοµής µε τον πραγµατικό 

άξονα είναι δυνατόν να βρεθεί η τιµή της ενίσχυσης  που θα τοποθετήσει τα δύο σηµεία 

εκατέρωθεν του σηµείου (-1,0). Από το κριτήριο του Nyquist προκύπτει ότι αυτή είναι και η 

προϋπόθεση για να είναι το κλειστό σύστηµα ευσταθές. 

CK

Έστω ότι minω  η µικρότερη και maxω  η µεγαλύτερη συχνότητα που αντιστοιχεί στα δύο 

σηµεία τοµής (όταν αυτά υπάρχουν, δηλαδή όταν Iτ > ,minIτ ). Οι δύο αυτές συχνότητες αποκαλούνται 

κρίσιµες συχνότητες του συστήµατος. Από την σχέση (6.2), οι κρίσιµες συχνότητες minω  και maxω  

καθορίζουν τα πλάτη  και  της συνάρτησης µεταφοράς βρόχου στα αντίστοιχα σηµεία 

τοµής. Με βάση τα παραπάνω είναι φανερό ότι υπάρχουν δύο κρίσιµα κέρδη  και 

 που καθορίζουν το µέγεθος της αβεβαιότητας του κέρδους  του συστήµατος για το 

οποίο το κλειστό σύστηµα παραµένει ευσταθές. Προφανώς όσο µεγαλύτερη είναι η περιοχή 

 τόσο πιο εύρωστο είναι το κλειστό σύστηµα όσο αναφορά την αβεβαιότητα στο κέρδος.  

,minLA ,maxLA

1
min minK A−=

1
max maxK A−= K

min max( ,K K )
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Από την µορφή του διαγράµµατος Nyquist όταν µεταβάλλεται το Iτ  , παρατηρούµε ότι 

καθώς µειώνεται το Iτ  η περιοχή ευστάθειας µικραίνει , αρχίζοντας από την µέγιστη περιοχή που 

επιτυγχάνεται καθώς Iτ →∞ , (που αντιστοιχεί σε P ελεγκτή) και καταλήγοντας σε ένα µοναδικό 

σηµείο όταν ,minI Iτ τ= . Είναι επίσης γνωστό ότι η περιοχή ευστάθειας µειώνεται µε την αύξηση της 

καθυστέρησης . Όπως έχει αποδειχθεί στην [15] για >1 το σύστηµα δεν είναι δυνατόν να 

ευσταθοποιηθεί µε PI ελεγκτή. 

d d

Μια πολύ χρήσιµη ιδιότητα που παρουσιάζουν τα ασταθή συστήµατα πρώτης τάξης µε 

καθυστέρηση χρόνου είναι ότι για δεδοµένες τιµές των  και d Iτ  υπάρχει ένα σηµείο του 

διαγράµµατος Nyquist αντιστοιχεί στο σηµείο µέγιστης φάσης ,max ( , )L Idφ τ . Αν ,max ( , )L Idφ τ π> − , 

τότε είναι πάντοτε δυνατόν να βρεθεί κατάλληλη τιµή του κέρδους  που καθιστά το κλειστό 

σύστηµα ευσταθές. Η συχνότητα 

CK

pω  για την οποία η φάση ( )Lφ ω  µεγιστοποιείται, δίνεται από την 

µοναδική θετική και πραγµατική ρίζα της εξίσωσης 
( )

0Ld
d
φ ω
ω

=  η οποία µετά από υπολογισµούς 

προκύπτει 

 

22 2 2

2

(1 ) (1 ) 4 (1 )

2
I I I I I I

p
I

d d d d d

d

τ τ τ τ τ τ
ω

τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + − + − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
d

 (6.3) 

αντικαθιστώντας  pω ω=  στην σχέση (6.1) µπορούµε να υπολογίσουµε την µέγιστη φάση 

,max ( ) ( )L L pφ ω φ ω= . 

Λαµβάνοντας υπόψη τον ορισµό του περιθωρίου φάσης ( )L GPM φ ω π= + , όπου Gω  είναι 

η συχνότητα για την οποία ισχύει , ( ) 1L PI GG ω = , µπορούµε εύκολα να συµπεράνουµε ότι το µέγιστο 

περιθώριο φάσης για δεδοµένες τιµές των παραµέτρων  και d Iτ , επιτυγχάνεται αν διαλέξουµε το 

κέρδος του ελεγκτή  έτσι ώστε CK G pω ω= , δηλαδή 

 
2

2 2

1
1

p
C I p

I p

K
ω

τ ω
τ ω
+

=
+

 (6.4) 

όπου η συχνότητα pω  δίνεται από την σχέση (6.3). Με αυτήν την επιλογή για το κέρδος του ελεγκτή 

 το µέγιστο περιθώριο φάσης που επιτυγχάνεται είναι CK

 1 1( , ) tan ( ) tan ( )
2I p p IPM d dπ

pτ ω ω τ− −= − − + + ω  (6.5) 

το µεγαλύτερο περιθώριο φάσης επιτυγχάνεται µε P ελεγκτή. Από τις σχέσεις (6.3) και (6.5) 

για 

maxPM

Iτ →∞ , προκύπτει 

 1
max

1( ) 1 tan ( 1)PM d d
d d

− 1
= − − + −  (6.6) 
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 Σχήµα 18. ∆ιάγραµα Nyquist της  για διάφορες τιµές της παραµέτρου , ( )L PIDG s Dτ . 

 

Στο σχήµα 18 φαίνεται το διάγραµµα Nyquist της συνάρτησης µεταφοράς βρόχου  

για διάφορες τιµές της παραµέτρου 

, ( )L PIDG s

Dτ . Από τα σχήµατα, είναι φανερό ότι η περιοχή ευστάθειας 

µεγαλώνει µε την αύξηση της παραµέτρου Dτ  για µικρές τιµές του Dτ , για µεγάλα Dτ  όµως, η 

περιοχή αυτή µικραίνει και καταλήγει σε ένα µοναδικό σηµείο όταν το Dτ  είναι ίσο µε µια τιµή έστω 

,maxDτ  . Στην πράξη αυτή η τιµή της παραµέτρου Dτ  δεν παρουσιάζει µεγάλο ενδιαφέρον, αφού 

µεγάλες τιµές του Dτ  δεν έχουν θετικά αποτελέσµατα στον έλεγχο ασταθών συστηµάτων πρώτης 

τάξης µε καθυστέρηση χρόνου, εκτός του ότι αυξάνουν το περιθώριο φάσης. Μεγάλο ενδιαφέρον 

όµως παρουσιάζει η τιµή της παραµέτρου  Dτ , έστω ,maxD PIτ , για την οποία τα περιθώρια φάσης και 

κέρδους που επιτυγχάνονται µε χρήση PID ελεγκτή είναι µεγαλύτερα από τα αντίστοιχα περιθώρια 

φάσης και κέρδους που επιτυγχάνονται µε χρήση PI ελεγκτή.  

Όπως προαναφέρθηκε, τα ασταθή συστήµατα πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου 

παρουσιάζουν δύο κρίσιµα κέρδη  και  και το κλειστό σύστηµα είναι ευσταθές για κέρδη 

του ελεγκτή στην περιοχή . Ορίζονται εποµένως, για αυτά τα συστήµατα δύο περιθώρια 

κέρδους, ένα που δείχνει την µέγιστη αύξουσα και ένα που δείχνει την µέγιστη φθίνουσα αβεβαιότητα 

του κέρδους  που µπορεί να υποστεί το κλειστό σύστηµα. Ορίζουµε εποµένως, δύο περιθώρια 

κέρδους, το αυξητικό περιθώριο κέρδους και το µειωτικό περιθώριο κέρδους,  και  

αντίστοιχα, τα οποία δίνονται από τις σχέσεις  

minK maxK

min max( ,K K )

K

incGM decGM

 max
inc

C

K
GM

K
=  και 

min

C
dec

K
GM

K
=  (6.7) 

Με την προϋπόθεση ότι δεν υπάρχει αβεβαιότητα στην φάση, είναι προφανές ότι το κλειστό σύστηµα 

παραµένει ευσταθές όταν 

 1
inc

dec

K GM
GM

< <  (6.8) 
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Ορίζεται επίσης το γινόµενο των περιθωρίων κέρδους max

min
prod inc dec

K
GM GM GM

K
= =  το οποίο είναι 

ένα µέτρο της περιοχής ευστάθειας και µάλιστα ανεξάρτητο από το κέρδος του ελεγκτή . CK

Από το σχήµα 17, είναι φανερό ότι όλα τα περιθώρια φάσης και κέρδους αυξάνουν µε την 

αύξηση της παραµέτρου Iτ  και λαµβάνουν την µέγιστη τιµή τους όταν Iτ →∞ . Για Iτ →∞  

προκύπτει εύκολα (λεπτοµέρειες στη αναφορά [15]) ότι min 1K = . Έτσι, για δεδοµένη τιµή του 

κέρδους του ελεγκτή  , για τον υπολογισµό όλων των περιθωρίων κέρδους χρειάζεται να 

υπολογίσουµε µόνο το  το οποίο για 

CK

maxK min 1K =  είναι ίσο µε το γινόµενο των περιθωρίων κέρδους 

. Στο σχήµα 19 φαίνεται η συνάρτηση prodGM , ,( , ) / ( , 0)prod PID D prod PIDGM d GM dτ  για Iτ →∞ . Από 

το σχήµα 19 παρατηρούµε ότι για δεδοµένη τιµή της καθυστέρησης χρόνου  υπάρχει µια µέγιστη 

τιµή για του 

d

Dτ  για την οποία η συνάρτηση αυτή είναι µεγαλύτερη της µονάδας για όλα τα Dτ  που 

είναι µικρότερα από αυτή την τιµή. Λαµβάνοντας τη µοναδιαία σταθµική επιφάνεια της συνάρτησης 

, ,( , ) / ( , 0)prod PID D prod PIDGM d GM dτ  προκύπτει η συνάρτηση ( )D dτ για την οποία τα περιθώρια 

κέρδους που επιτυγχάνονται µε PID ελεγκτή είναι πάντοτε µεγαλύτερα από αυτά που επιτυγχάνονται 

µε PI ελεγκτή. ∆εδοµένου του ότι το περιθώριο φάσης που επιτυγχάνεται µε PID ελεγκτή είναι 

πάντοτε µεγαλύτερο από αυτό που επιτυγχάνεται µε PI ελεγκτή η συνάρτηση ( )D dτ  που περιγράφτκε 

παραπάνω είναι ίση µε ,max ( )D PI dτ . Η συνάρτηση αυτή φαίνεται στο σχήµα 20. Επίσης, για να είναι 

δυνατή η πραγµατοποίηση συγκρίσεων, στο σχήµα 21 έχει σχεδιαστεί η συνάρτηση 

, ,max ,( , , ) ( , , 0)prod PID I D D PI prod PID IGM d GM dτ τ τ τ= − , από όπου και παρατηρούµε ότι πράγµατι η 

συνάρτηση αυτή είναι πάντοτε θετική. Τέλος, χρησιµοποιώντας εργαλεία βελτιστοποίησης του 

λογισµικού Matlab µε σκοπό την ελαχιστοποίηση του µέγιστου σχετικού σφάλµατος, η συνάρτηση 

,max ( )D PI dτ  µπορεί να προσεγγιστεί από της απλής µορφής συνάρτηση 

        (6.9) 2
,maxˆ ( ) (0.5 0.2779 0.2171 )D PI d d d dτ = + +
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 Σχήµα 19. , ,( , ) / ( , 0)prod PID D prod PIDGM d GM dτ  για Iτ →∞  
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 Σχήµα 20. ,max ( )D PI dτ  
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 Σχήµα 21. , ,max ,( , , ) ( , , 0)prod PID I D D PI prod PID IGM d GM dτ τ τ τ= −  

 
 

Βασισµένοι στην συνάρτηση µεταφοράς της σχέσης (5.5), η φάση και το µέτρο 

της συνάρτησης µεταφοράς βρόχου ενός ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης µε καθυστέρηση 

χρόνου ελεγχόµενο από PID ελεγκτή δίνονται από τις σχέσεις 

, ( )L PIDG s

 1 1 1
, ( ) 3 tan ( ) tan ( ) tan ( )

2L PID I Ddπφ ω ω ω τ ω τ− − −= − − + + + ω   (6.10) 

 
2 2 2 2

, , 2

(1 )(1 ) 1( ) ( )
1

I D
L PID L PID C

I

A G j K
τ ω τ ω

ω ω
τ ωω

+ +
= =

+
 (6.11) 

Η συχνότητα pω , για την οποία επιτυγχάνεται η µέγιστη φάση προκύπτει για δεδοµένες 

τιµές των παραµέτρων , d Iτ  και Dτ  από την λύση της εξίσωσης , ( )
0L PIDd

d
φ ω

ω
= , η οποία είναι 

 2 2 2 2 2

1 0
1 1 1

I D

I D

d
τ τ

ω τ ω τ ω
− + + + =

+ + +
 (6.12) 

Η εξίσωση αυτή είναι γραµµική τρίτης τάξης ως προς 2ω , µε µια µόνο αποδεκτή (θετική 

και πραγµατική) ρίζα pω . Ανάλογα µε την περίπτωση του PI ελεγκτή, το µέγιστο περιθώριο φάσης 

επιτυγχάνεται όταν p Gω ω= , δηλαδή όταν το κέρδος του ελεγκτή επιλεγεί σύµφωνα µε την σχέση 

  



6.2 ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΟ ΠΕ∆ΙΟ ΤΗΣ ΣΥΧΝΟΤΗΤΑΣ ΓΙΑ PID ΕΛΕΓΚΤΗ 51 

 
2

2 2 2 2

1
(1 )(1 )

p
C I p

I p D p

K
ω

τ ω
τ ω τ ω

+
=

+ +
 (6.13)

  

όπου Gω  είναι η συχνότητα όπου ισχύει , ( ) 1L PID GA ω = . 

Το περιθώριο φάσης του συστήµατος για αυτήν την επιλογή του , δίνεται από την σχέση  CK

 1 1 1( , , , ) tan ( ) tan ( ) tan ( )
2C I D p p I p D pPM d K dπτ τ ω ω τ ω τ− − −= − − + + + ω   (6.14) 

Αυτό το περιθώριο φάσης για δεδοµένες τιµές των παραµέτρων και d Dτ , λαµβάνει την µέγιστη τιµή 

του όταν Iτ →∞  και δίνεται από την σχέση 

   (6.15) 1 1
max ,max ,max ,max( , ) tan ( ) tan ( )D p p D pPM d dτ ω ω τ ω− −= − + +

όπου η συχνότητα ,maxpω  προκύπτει από την εξίσωση (6.12) για Iτ →∞  και δίνεται από την σχέση 

 

22 2 2

,max 2

(1 ) (1 ) 4 (1 )

2
D D D D D D

p
D

d d d d

d

τ τ τ τ τ τ
ω

τ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + − + − + − + + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦=
d

 (6.16) 

 

7. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ PI ΕΛΕΓΚΤΗ ΓΙΑ ΑΣΤΑΘΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΠΡΩΤΗΣ 

ΤΑΞΗΣ ΜΕ ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗ ΧΡΟΝΟΥ 

 

Για την εφαρµογή όλων των µεθόδων βαθµονόµησης που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια, 

χρησιµοποιούµε τον κλασικό PI ελεγκτή µε το αντίστοιχο προ-φίλτρο που δίνεται από την πρώτη 

σχέση της (5.2) για  0D Dτ τ= =  και I Iτ τ=  . Με αυτή την επιλογή για το προ-φίλτρο, η συνάρτηση 

µεταφοράς του κλειστού ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου ελεγχόµενο 

από PI ελεγκτή δίνεται από την σχέση 

 , 1

exp( )( )
( 1) ( 1) exp( )CL PI

I C I

dsG s
s s K s dsτ τ−

−
=

− + + −
 (7.1) 

Το κυριότερο χαρακτηριστικό των παρακάτω µεθόδων βαθµονόµησης είναι ότι η επιλογή του 

κέρδους  του ελεγκτή γίνεται µε βάση την σχέση (6.4). Με αυτήν την επιλογή για το  

εξασφαλίζουµε το µέγιστο περιθώριο φάσης για δεδοµένη τιµή της παραµέτρου 

CK CK

Iτ . Έχοντας επιλέξει 

το κέρδος του ελεγκτή  , αποκλειστικά και µόνο για να εξασφαλίσουµε τις προδιαγραφές 

ευρωστίας του κλειστού συστήµατος, µπορούµε να επιλέξουµε την τιµή της παραµέτρου 

CK

Iτ  ώστε να 

εξασφαλίσουµε την επιθυµητή συµπεριφορά του κλειστού συστήµατος στο πεδίο του χρόνου. 
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Ο πιο απλός τρόπος επιλογής της παραµέτρου Iτ  του ελεγκτή είναι να επιλεγεί τυχαία µε το 

µόνο περιορισµό να ικανοποιεί την συνθήκη για να είναι το κλειστό σύστηµα ευσταθοποιήσιµο, 

  



7.1 ΠΡΩΤΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ ΓΙΑ PI ΕΛΕΓΚΤΗ 52 

δηλαδή ,minI Iτ τ> . Λόγω του ότι για τον υπολογισµό του ,minIτ πρέπει να γίνει χρήση επαναληπτικών 

αλγορίθµων (για λεπτοµέρειες αναφορά [15]), προτείνεται εδώ η εξής προσέγγιση για την τιµή ,minIτ  

η οποία εξαρτάται µόνο από την καθυστέρηση χρόνου του συστήµατος  . Η προσέγγιση αυτή 

δίνεται από την σχέση  

d

 ,min 2

0.0029 0.0682 1.4941ˆ ( )
(1.003 )I

dd
d

τ − +
=

−
d  (7.2) 

Έτσι µπορούµε να επιλέξουµε την παράµετρο και ως ,minˆ1.014 ( )I I dτ τ>  ([15]). 

Η προσέγγιση αυτή προέκυψε κάνοντας χρήση τεχνικών βελτιστοποίησης έτσι ώστε να 

ελαχιστοποιήσουµε το µέγιστο σχετικό σφάλµα ,min

,min

I

I

τ
τ
∆

. Σηµειώνουµε επίσης ότι το µέγιστο σχετικό 

σφάλµα αυτής της προσέγγισης είναι πάντα µικρότερο του 1. . Πρέπει να σηµειώσουµε τέλος, ότι 

όσο µεγαλύτερο επιλεγεί το 

4%

Iτ  τόσο πιο εύρωστο γίνεται το κλειστό σύστηµα ενώ ταυτόχρονα γίνεται 

πιο αργό. 
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Σε αυτήν την µέθοδο βαθµονόµησης χρησιµοποιείται η παράµετρος Iτ  σαν ελεύθερη 

παράµετρος επιλογής της συµπεριφοράς του συστήµατος στο πεδίο του χρόνου. Για κριτήριο 

απόκρισης στο πεδίο του χρόνου χρησιµοποιούνται η σταθερά απόσβεσης ζ  και η ιδιοσυχνότητα 

0
1

e

ω
τ

=  ενός συστήµατος δεύτερης τάξης που προσεγγίζει την απόκριση του κλειστού ασταθούς 

συστήµατος πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου. Είναι γνωστό ότι για ένα σύστηµα δεύτερης 

τάξης, όσο πιο µικρή επιλεγεί η τιµή της παραµέτρου ζ τόσο πιο γρήγορη είναι η απόκριση του 

συστήµατος, ενώ ταυτόχρονα γίνεται πιο ταλαντωτική. Επίσης είναι γνωστό ότι όσο πιο µεγάλο 

επιλεγεί το ζ  τόσο πιο εύρωστο είναι το κλειστό σύστηµα και ταυτόχρονα πιο αργό. Αντίστοιχα 

ισχύουν και για τη ιδιοσυχνότητα του συστήµατος δεύτερης τάξης 0
1

e

ω
τ

= . 

Στην περίπτωση βέβαια των ασταθών συστηµάτων πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου, 

το κλειστό σύστηµα  που προκύπτει δεν είναι δεύτερης τάξης. Για τον λόγω αυτό, στην συνάρτηση 

µεταφοράς που δίνεται από την σχέση (7.1) αντικαθιστούµε τον εκθετικό όρο στον παρανοµαστή µε 

την προσέγγιση πρώτης τάξης  . Με τον τρόπο αυτό προκύπτει το κλειστό σύστηµα 

δεύτερης τάξης µε συνάρτηση µεταφοράς 

exp( ) 1ds ds− = −

 , 1 2 1

exp( )( )
( ) (1 )CL PI

I C I C

dsG s
K d s K d sτ τ− − 1

−
=

⎡ ⎤− + − − +⎣ ⎦
 (7.3) 

Η σχέση (7.3) µπορεί να γραφτεί στην µορφή ενός συστήµατος δεύτερης τάξης, δηλαδή 
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 , 2

exp( )( )
2 1CL PI

e e

dsG s
s sτ ζτ

−
=

+ +
 (7.4) 

όπου 

 1(e I CK dτ τ − )= −  (7.5) 

και 

 
1

1

(1 )

2 ( )
I C

I C

K

K d

τ
ζ

τ

−

−

d− −
=

−
 (7.6) 

Εποµένως η παράµετρος του ελεγκτή Iτ  µπορεί να επιλεγεί έτσι ώστε στην σχέση (7.6) να έχουµε την 

επιθυµητή τιµή της παραµέτρουζ , έστω desζ αυτή η συγκεκριµένη τιµή του ζ ,ή έτσι ώστε στην 

σχέση (7.5) να έχουµε την επιθυµητή τιµή της παραµέτρου eτ , έστω ,e desτ . Άρα, το Iτ  προκύπτει από 

την επίλυση του συστήµατος που περιλαµβάνει τις σχέσεις (6.3),(6.4) και (7.6) για την περίπτωση που 

επιλέγουµε ως προδιαγραφή σχεδίασης την τιµή του ζ , ενώ για την περίπτωση που θέλουµε µια 

επιθυµητή τιµή για το eτ , το Iτ  προκύπτει από την επίλυση του συστήµατος των εξισώσεων 

(6.3),(6.4) και (7.5). Τα δύο αυτά συστήµατα εξισώσεων είναι µη γραµµικά και η λύση τους ως προς 

το Iτ  δεν µπορεί να εκφραστεί µε αναλυτική σχέση. Για τον λόγω αυτό προτείνεται ο παρακάτω 

αλγόριθµος σταθερού σηµείου, για τον προσδιορισµό της τιµής της παραµέτρου Iτ . 
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Βήµα 1: Ξεκινάµε µε µία αρχική εκτίµηση για το Iτ  µεγαλύτερη από ,minIτ , π.χ. ,min2I Iτ τ= . 

Βήµα 2: Για την τιµή αυτή του Iτ  υπολογίζουµε την τιµή του  από την σχέση (6.4) κάνοντας 

χρήση της σχέσης (6.3) για τον υπολογισµό της συχνότητας µέγιστου περιθωρίου κέρδους 

CK

pω . 

 Βήµα 3: Αν η προδιαγραφή σχεδίασης είναι το desζ , επιλέγουµε την νέα τιµή του Iτ  από την λύση 

της εξίσωσης (7.6) ως προς Iτ , η οποία δίνεται από την µέγιστη ρίζα της δευτεροβάθµιας εξίσωσης  

   (7.7) 2 1 2 2 1 1 2(1 ) 4 ( ) 2 (1 ) 0I C I des C CK K d d Kτ τ ζ− − −⎡ ⎤− − − + − +⎣ ⎦ d =

Αντίστοιχα, αν η προδιαγραφή σχεδίασης είναι το ,e desτ , επιλέγουµε την νέα τιµή του Iτ  από την λύση 

της εξίσωσης (7.5) ως προς Iτ , δηλαδή 

 
2

,
1

e des
I

CK d
τ

τ
−

=
−

  (7.8) 

Βήµα 4: Επαναλαµβάνουµε τα βήµατα 2 και 3 µέχρι να επέλθει σύγκλιση. 

 

Ο παραπάνω αλγόριθµος συγκλίνει πάντα στις τιµές του Iτ  και  που ικανοποιούν τις 

σχέσεις (6.4) και (7.7) στην περίπτωση που επιλέγουµε την επιθυµητή τιµή του 

CK

ζ σαν προδιαγραφή 

σχεδίασης και στις τιµές του Iτ  και  που ικανοποιούν τις σχέσεις (6.4) και (7.8) στην περίπτωση CK

  



7.2 ∆ΕΥΤΕΡΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ ΓΙΑ PI ΕΛΕΓΚΤΗ 54 

που επιλέγουµε την επιθυµητή τιµή του eτ  σαν προδιαγραφή σχεδίασης, όταν αυτές οι εξισώσεις για 

δεδοµένα τα sesζ  ή ,e desτ έχουν αποδεκτή λύση, δηλαδή  και 0CK > ,minI Iτ τ> .  

Για να είναι δυνατή η εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου σε πραγµατικό χρόνο οι 

συναρτήσεις  ( , )I desdτ ζ  και ,( , )I e desdτ τ  υπολογίσθηκαν κάνοντας χρήση του παραπάνω αλγορίθµου 

και στην συνέχεια προσεγγίσθηκαν από απλές συναρτήσεις για κάποιες βασικές  τιµές των desζ και 

,e desτ . Για ενδιάµεσες τιµές των προδιαγραφών desζ και ,e desτ µπορεί να χρησιµοποιηθεί γραµµική 

παρεµβολή για τον προσδιορισµό του Iτ . Οι προσεγγίσεις αυτές προέκυψαν µε χρήση τεχνικών 

βελτιστοποίησης µε σκοπό την ελαχιστοποίηση του µέγιστου σχετικού σφάλµατος I

I

τ
τ
∆

 το οποίο 

είναι πάντοτε µικρότερο του . Στον πίνακα 2 φαίνονται οι προσεγγίσεις αυτές µαζί µε το 

αντίστοιχο µέγιστο σχετικό σφάλµα  

5%

max I

I

τ
τ
∆

. 

  

desζ  τI(d) d max(∆ τI / 
τI) 

τI(d) d max(∆ τI / 
τI) 

0.5 3.244d+2.467 2d  d<0.45 1.23%    
0.75 6.13d+2.422 2d  d<0.57 2.1%    

1 12.534d+1.1653 2d  d<0.66 2%    

1.5 24.273d+2.866 d  d<0.25 2.2% -1.55+36.33d+58.04d6 0.2<d<0.7 2% 

2 40.41d+8.063 d  d<0.25 2.4% -3.40+69.92d+160.1d6 0.2<d<0.7 1.8% 

τe,des τI(d) d max(∆ τI / 
τI) 

τI(d) d max(∆ τI / 
τI) 

0.5 0.597-0.232/(d- d ) d<0.15 1.7% 1.567+4.474 +9.083d 4d 0.15<d<0.5 0.5% 

0.75 0.92-0.51/(d- d ) d<0.2 2.3% 3.06-0.788 +27.133d 4d  0.2<d<0.68 1.9% 

1 1.032-0.937/(d- d ) d<0.2 2.7% 4.91+0.623 +33.63d 4d  0.2<d<0.7 0.8% 

1.5 1.89-2.171/(d- d ) d<0.2 1% 9.94+1.93 +52.973d 4d  0.2<d<0.7 1% 

2 2.27-3.9126/(d- d ) d<0.2 2.2% 16.96+6.09 +72.993d 4d 0.2<d<0.7 0.6% 
 
 Πίνακας 4. Προσεγγίσεις του τI(d) για διάφορες τιµές των desζ και τe,des  (2η PI µέθοδος) 

 

Όπως έχει προαναφερθεί, η µέθοδος αυτή ταυτόχρονα µε την επιθυµητή απόκριση στο 

πεδίο του χρόνου δίνει και το µέγιστο περιθώριο φάσης για την συγκεκριµένη επιλογή του Iτ  και για 

δεδοµένη την καθυστέρηση χρόνου του συστήµατος  . Το περιθώριο φάσης αυτό φαίνεται στα 

σχήµατα 22α και 22β συναρτήσει των προδιαγραφών 

d

desζ και ,e desτ  και του . Από τα σχήµατα 22α 

και 22β µπορούµε να δούµε ότι τα περιθώρια φάσης 

d

( , )sesPM d ζ  και ,( , )e desPM d τ  είναι γνησίως 

αύξουσες συναρτήσεις ως προς desζ  και ,e desτ  αντίστοιχα. Επίσης, για να υπάρχει δυνατότητα 

εύκολων συγκρίσεων µεταξύ των προδιαγραφών desζ  και ,e desτ  και του αντίστοιχου περιθωρίου φάσης 

που προκύπτει από την παραπάνω µέθοδο βαθµονόµησης για διάφορες τιµές της καθυστέρησης 
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χρόνου  του συστήµατος, οι συναρτήσεις d ( , )sesPM d ζ  και ,( , )e desPM d τ  προσεγγίστηκαν από 

απλές συναρτήσεις για κάποιες βασικές τιµές των desζ  και ,e desτ . Στον πίνακα 5 φαίνονται αυτές οι 

προσεγγίσεις µαζί µε το µέγιστο σχετικό σφάλµα της κάθε προσέγγισης. Επίσης, στα σχήµατα 23α-

23ε φαίνονται οι συναρτήσεις (κόκκινη καµπύλη) που προέκυψαν από τις προσεγγίσεις µαζί 

µε την πραγµατική καµπύλη ( ) (µπλε καµπύλη)  για 5 βασικές τιµές του 

ˆ ( )PM d

PM d desζ , ενώ στα σχήµατα 

24α-24ε φαίνονται οι συναρτήσεις  που προέκυψαν από τις προσεγγίσεις µαζί µε την 

πραγµατική καµπύλη  για 5 βασικές τιµές του 

ˆ ( )PM d

( )PM d ,e desτ . Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε κάθε 

περίπτωση το µέγιστο σχετικό σφάλµα των προσεγγίσεων είναι µικρότερο του 5%, κάτι που φαίνεται 

στα σχήµατα 25α-25ε για την περίπτωση που έχουµε προδιαγραφή σχεδίασης το desζ και στα σχήµατα 

26α-26ε για την περίπτωση που έχουµε προδιαγραφή σχεδίασης το ,e desτ . 
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  Σχήµα 22α. Περιθώριο φάσης ( , )sesPM d ζ  
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  Σχήµα 22β. Περιθώριο φάσης ,( , )e desPM d τ  
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desζ
 

( , )PM d desζ  
d  max

/PM PM∆
 

( , )PM d desζ  
d  max

/PM PM∆  

0.5 20.874 1.553 0.511d d− +  d <0.43 2.7%    

0.75 20.671 1.617 0.699 0.001/d d− + + d  d <0.56 4%    

1 
20.514 1.505 0.764 0.009/( 0.0d d d− + + +

 
d <0.65 4.7%  

 
 

1.5 28.25 4.805 1.256d d− +  d <0.2 1.8% 0.602 0.396 0.07 /d d− + +  0.2< <0.78 d 4.5% 

2 2.128 1.045 0.009 /( 0.02)d d− + + +  d <0.2 1% 20.188 0.738 0.408 0.084 /d d d− + +  0.2< <0.85 d 1.1% 

,e desτ
 

( , ),PM d e desτ  d  
max

/PM PM∆
 

( , )PM d desζ  
d  max

/PM PM∆  

0.5 23.366 3.911 1.101 0.003 /d d− + + dd  <0.48 5%    

0.75 22.744 3.496 1.156 0.003/d d− + + d  d <0.53 3.8%    

1 2.914 1.175 0.0025d d− + + d  d <0.2 2.8% 21.652 2.637 1.065d d− +  
0.2< <0.65 d 1.6% 

1.5 22.802 3.469 1.234 0.002 /d d− + + d d d <0.2 1.8% 20.994 1.874 0.845 0.03/d d− + +  
0.2< <0.7 d 0.15% 

2 26.886 4.56 1.311 0.001/d d− + + d
20.918 1.828 0.875 0.026

 d <0.2 0.6% /d d− + +
 

0.2< <0.85 d
0.4% 

 
Πίνακας 5. Προσεγγίσεις των ( , )PM d desζ και  ( , ),PM d e desτ
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Σχήµατα 23. Προσεγγιστικές (µε κόκκινο χρώµα) και πραγµατικές (µε µπλέ χρώµα) καµπύλες  του περιθωρίου  

φάσης για διάφορες τιµές του ( )PM d desζ . 
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Σχήµατα 24. Προσεγγιστικές (µε κόκκινο χρώµα) και πραγµατικές (µε µπλέ χρώµα) καµπύλες  του περιθωρίου φάσης 

 για διάφορες τιµές του  . ( )PM d ,e desτ
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Σχήµατα 25. Μέγιστο σχετικό σφάλµα των προσεγγίσεων του  για διάφορες τιµές του ( )PM d desζ . 
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Σχήµατα 26. Μέγιστο σχετικό σφάλµα των προσεγγίσεων του  για διάφορες τιµές του ( )PM d ,e desτ . 
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Μια εναλλακτική µέθοδος βαθµονόµησης µπορεί να προκύψει από την ελαχιστοποίηση 

διαφόρων ολοκληρωτικών κριτηρίων. Τέτοια κριτήρια περιλαµβάνουν την ελαχιστοποίηση του 

ολοκληρώµατος του τετραγώνου του σφάλµατος που προκύπτει από µία βηµατική αλλαγή της 

εισόδου αναφοράς του συστήµατος (ISE-SP) ή από µια βηµατική διαταραχή στην είσοδο του 

συστήµατος(ISE-L) 

 [ 2

0

( ) ( )ISE ]J y t r t dt
∞

= −∫  (7.9) 

Άλλα ευρέως χρησιµοποιούµενα ολοκληρωτικά κριτήρια περιλαµβάνουν την ελαχιστοποίηση του 

τετραγώνου του σφάλµατος συν το τετράγωνο της κανονικοποιηµένης µεταβολής της εξόδου του 

ελεγκτή από την τελική της τιµή (ISENSCOD) ή του τετραγώνου της παραγώγου της εξόδου του 

ελεγκτή (ISENSDCO) τα οποία δίνονται από τις σχέσεις  

u∞
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 [ ] [ ]2 2

0

( ) ( ) ( )ISENSCOD
2J y t r t K u t u dt

∞

∞= − + −∫  (7.10) 

 [ ]2 2 2 2

0

( ) ( ) ( )ISENSDCOJ y t r t K T u t dt
∞

= − +∫  (7.11) 

Μέθοδοι βαθµονόµησης που βασίζονται στην ελαχιστοποίηση ISE κριτηρίων εγγυώνται 

πολύ µικρές τιµές σφάλµατος και πολύ γρήγορη απόκριση, κάτι που είναι ιδιαίτερα χρήσιµο στην 

περίπτωση ρυθµιστικού ελέγχου. Ωστόσο, η βηµατική απόκριση του κλειστού συστήµατος είναι πολύ 

ταλαντωτική µε πολύ µεγάλη υπερύψωση. Επιπλέον και η έξοδος του ελεγκτή παρουσιάζει 

ταλαντωτική συµπεριφορά µε αποτέλεσµα να προκαλούνται διαταραχές σε άλλους βρόχους ελέγχου 

του συστήµατος. Αντίθετα, ελαχιστοποίηση των κριτηρίων (7.10) και (7.11) οδηγούν σε οµαλότερες 

αποκρίσεις οι οποίες είναι λιγότερο απαιτητικές  από τον ενεργοποιητή του συστήµατος. 

Λόγω της καθυστέρησης χρόνου που υπάρχει στα ασταθή συστήµατα πρώτης τάξης µε 

καθυστέρηση χρόνου, δεν είναι δυνατόν να υπολογιστεί η απόκριση του συστήµατος στο πεδίο του 

χρόνου µε αναλυτικό τρόπο. Έτσι για τον υπολογισµό της τιµής των παραπάνω κριτηρίων 

χρησιµοποιείται προσοµοίωση.  

Τέλος, για να είναι δυνατή η εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου σε πραγµατικό χρόνο, οι 

τιµές του Iτ  που προκύπτουν από την ελαχιστοποίηση των παραπάνω κριτηρίων υπολογίσθηκαν για 

διάφορες τιµές της καθυστέρησης χρόνου του συστήµατος  και στην συνέχεια προσεγγίστηκαν από 

απλές συναρτήσεις. Οι συναρτήσεις αυτές προέκυψαν από την ελαχιστοποίηση του µέγιστου σχετικού 

σφάλµατος 

d

max I

I

τ
τ
∆

 και φαίνονται στον πίνακα 6, από όπου µπορούµε να δούµε ότι σε κάθε 

περίπτωση το µέγιστο σχετικό σφάλµα της προσέγγισης είναι µικρότερο του 5%. 

Criterion d τI(d) max(∆ τI / τI)
ISE-SP 0.05<d<0.85 6 254.3975 3.6549 2.1088 /(0.89 ) 2.3698d d d+ + − −  4.5% 
ISE-L 0.05<d<0.85 6 266.8317 (1.0941 2.5404 ) /(0.89 ) 0.0137d d d d+ + − −  4.5% 

ISENSCOD-SP 0.01<d<0.85 6 255.9188 ( 1.0402 3.5246 ) /(0.892 ) 0.6814d d d d+ − + − +  5% 
ISENSDCO-SP 0.03<d<0.85 6 242.8553 (0.8429 2.4289 ) /(0.895 ) 2.9493d d d d+ + − +  5% 
 
Πίνακας 6. Προσέγγιση του τI(d) που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση ολοκληρωτικών κριτηρίων (3η PI µέθοδος). 

 
 

8. ΜΕΘΟ∆ΟΙ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ PID ΕΛΕΓΚΤΗ ΓΙΑ ΑΣΤΑΘΗ ΣΥΣΤΗΜΑΤΑ ΠΡΩΤΗΣ 

ΤΑΞΗΣ ΜΕ ΚΑΘΥΣΤΕΡΗΣΗ ΧΡΟΝΟΥ 

 

Όλες οι παραπάνω µέθοδοι βαθµονόµησης για PI ελεγκτή µπορούν να επεκταθούν και στην 

περίπτωση του PID ελεγκτή. Η επέκταση αυτή, ώστε να συµπεριληφθεί στην σχεδίαση και ο 

διαφορικός όρος, γίνεται µε την προϋπόθεση ότι διαφορικός όρος επιλέγεται εκ των προτέρων και 

στην συνέχεια γίνεται η σχεδίαση του υπόλοιπου ελεγκτή µε βάση την επιλογή αυτή. Ο λόγος για τον 

οποίο ο διαφορικός όρος δεν επιβάλλεται µονοσήµαντα από την µέθοδο είναι ότι συνήθως οι τιµές 

που µπορεί να λάβει περιορίζονται από το σύστηµα. Ο περιορισµός των τιµών του διαφορικού όρου 
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οφείλεται κυρίως στα επίπεδα θορύβου και από την αλληλεπίδραση που τυχόν υπάρχει µε άλλους 

κλειστούς βρόχους του συστήµατος. Σηµειώνεται ότι η ελευθερία που δίνεται στον σχεδιαστή του 

ελεγκτή να επιλέξει τον διαφορικό όρο του ελεγκτή µε βάση την γνώση του για το σύστηµα, αποτελεί 

ένα από τα βασικότερα πλεονεκτήµατα των µεθόδων που παρουσιάζονται παρακάτω. 

Η τιµή της σταθεράς χρόνου διαφόρισης Dτ  είναι προφανές ότι δεν µπορεί να επιλεγεί 

αυθαίρετα. Όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 6.2, η παράµετρος Dτ  του ελεγκτή δεν µπορεί να είναι 

µεγαλύτερη από το ,maxDτ  και φυσικά δεν έχει νόηµα να λάβει αρνητικές τιµές. Οι µέθοδοι εποµένως 

που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια µπορούν να εφαρµοστούν όταν η παράµετρος Dτ  λαµβάνει 

τιµές στο διάστηµα 

 ,max0 D Dτ τ< <  (8.1) 

Επίσης, όπως αναφέρθηκε στην ενότητα 6.2, όταν το Dτ  είναι µεγαλύτερο από ,maxD PIτ  η ευρωστία 

του συστήµατος µειώνεται σηµαντικά και µπορεί το κλειστό σύστηµα ελεγχόµενο από PID ελεγκτή 

να είναι λιγότερο εύρωστο από το αντίστοιχο κλειστό σύστηµα ελεγχόµενο από PI ελεγκτή. Αν λοιπόν 

δεν υπάρχει ιδιαίτερος λόγος να επιλεγεί πολύ µεγάλη τιµή για το Dτ  (π.χ. πολύ µεγάλη ταχύτητα 

εξουδετέρωσης διαταραχών), είναι προτιµότερο η παράµετρος Dτ  να λαµβάνει τιµές στο διάστηµα   

 ,max0 D D PIτ τ< <  (8.2) 

και µάλιστα, αν δεν υπάρχει κανένας περιορισµός από το σύστηµα προτείνεται η επιλογή  

 ,maxˆD D PIτ τ=  (8.3) 

όπου ,maxˆD PIτ  είναι η προσέγγιση του ,maxD PIτ  που δίνεται από την σχέση (6.9). Με αυτήν την επιλογή 

για το Dτ  το κλειστό σύστηµα µπορεί να γίνει εξαιρετικά γρήγορο µε το µεγαλύτερο περιθώριο 

φάσης που µπορεί να επιτευχθεί µε PID ελεγκτή και ταυτόχρονα εγγυάται ότι όλα τα περιθώρια 

ευρωστίας ( PM , , , ) είναι µεγαλύτερα από αυτά που επιτυγχάνονται µε τον PI 

ελεγκτή. Με 

decGM incGM prodGM

βάση τις παραπάνω κατευθύνσεις για τη επιλογή του Dτ , µπορούµε να επεκτείνουµε τις µεθόδους 

βαθµονόµησης για PI ελεγκτή στην περίπτωση του PID αφού έχουµε προεπιλέξει το  Dτ .  

Για την εφαρµογή όλων των µεθόδων βαθµονόµησης που θα παρουσιαστούν στην συνέχεια, 

χρησιµοποιούµε τον κλασικό PID ελεγκτή µε το αντίστοιχο προ-φίλτρο που δίνεται από την πρώτη 

σχέση της (5.2) για  D Dτ τ=  και I Iτ τ=  . Με αυτή την επιλογή για το προ-φίλτρο, η συνάρτηση 

µεταφοράς του κλειστού ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου ελεγχόµενο 

από PID ελεγκτή δίνεται από την σχέση 

 , 1

exp( )( )
( 1) ( 1)( 1) exp( )CL PID

I C I D

dsG s
s s K s s dsτ τ τ−

−
=

− + + + −
 (8.4) 

Το κυριότερο χαρακτηριστικό των παρακάτω µεθόδων βαθµονόµησης είναι ότι η επιλογή του 

κέρδους  του ελεγκτή γίνεται µε βάση την σχέση (6.13). Με αυτήν την επιλογή για το  

εξασφαλίζουµε το µέγιστο περιθώριο φάσης για δεδοµένη τιµή της παραµέτρου 

CK CK

Iτ  και του Dτ  . 
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Έχοντας επιλέξει το κέρδος του ελεγκτή  , αποκλειστικά και µόνο για να εξασφαλίσουµε τις 

προδιαγραφές ευρωστίας του κλειστού συστήµατος και το 

CK

Dτ  µε βάση την παραπάνω ανάλυση, 

µπορούµε να επιλέξουµε την τιµή της παραµέτρου Iτ  ώστε να εξασφαλίσουµε την επιθυµητή 

συµπεριφορά του κλειστού συστήµατος στο πεδίο του χρόνου. 
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Αυτή η µέθοδος είναι αντίστοιχη της πρώτης µεθόδου βαθµονόµησης για PI ελεγκτή, όπου 

επιλέγουµε την παράµετρο Iτ  σχεδόν σαν αυθαίρετη µεταβλητή, µε µόνο περιορισµό  

 ,minI Iτ τ>   (8.5) 

Όπως και στην πρώτη µέθοδο βαθµονόµησης για PI ελεγκτή, έτσι και εδώ λόγω του ότι για τον 

υπολογισµό του ,minIτ πρέπει να γίνει χρήση επαναληπτικών αλγορίθµων (για λεπτοµέρειες αναφορά 

[15]), προτείνεται εδώ η εξής προσέγγιση για την τιµή ,minIτ  η οποία εξαρτάται στην περίπτωση του 

PID από την καθυστέρηση χρόνου του συστήµατος  , και την παράµετρο d Dτ . Η προσέγγιση αυτή 

δίνεται από την σχέση ([15]) 

 
3

,min ,min 2

(0.367 1.78 )ˆ ˆ( , ) ( ) 1
1I D I D

d ad d
a

τ τ τ τ
⎡ ⎤+

= − +⎢ ⎥−⎣ ⎦
 (8.6) 

όπου το ,minˆ ( )I Ddτ τ−  δίνεται από την σχέση (7.2) για Dd d τ= − . 

Έτσι µπορούµε να επιλέξουµε την παράµετρο και ως ,minˆ1.02 ( , )I I d Dτ τ τ>  ([15]). 

 

Αυτή η µέθοδος βαθµονόµησης µπορεί να εφαρµοστεί για όλα τα συστήµατα µε  και 0.9d < Da
d
τ

=  

που ικανοποιεί την σχέση 0.00980 0.55 (0.31
1

a d
d

< < + − )
−

, χωρίς την χρήση επαναληπτικών 

αλγορίθµων για τον υπολογισµό του ,minIτ , ενώ µπορεί να εφαρµοστεί σε συστήµατα µε 1 Dd τ< +  

κάνοντας χρήση επαναληπτικού αλγορίθµου για τον ακριβή υπολογισµό του ,minIτ ([15]). 

Σηµειώνεται εδώ ότι αν ο διαφορικός όρος επιλεγεί σύµφωνα µε την σχέση (8.2), τότε 

ισχύει και για την περίπτωση του PID ελεγκτή ότι όσο πιο µεγάλη επιλεγεί η τιµή του Iτ  τόσο πιο 

εύρωστο γίνεται το κλειστό σύστηµα, ενώ ταυτόχρονα η απόκριση του κλειστού συστήµατος είναι πιο 

αργή και οµαλή. 
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Αυτή η µέθοδος βαθµονόµησης για τον PID ελεγκτή είναι επέκταση της δεύτερης µεθόδου 

βαθµονόµησης για PI ελεγκτή όπου η επιλογή της παραµέτρου Iτ  ( Dτ   προεπιλεγµένο) γίνεται µε 
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βάση τις προδιαγραφές για την σταθερά απόσβεσης ζ  ή την ιδοσυχνότητα 0
1

e

ω
τ

=  ενός ισοδύναµου 

συστήµατος δεύτερης τάξης που προσεγγίζει την απόκριση του κλειστού ασταθούς συστήµατος 

πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου. 

Από την σχέση (8.4) µπορούµε να δούµε ότι ακόµα και µε την επιλογή  

για την προσέγγιση του εκθετικού όρου στην συνάρτηση µεταφοράς (8.4), το κλειστό σύστηµα που 

προκύπτει δεν είναι δεύτερης αλλά τρίτης τάξης. Μπορούµε όµως να παρατηρήσουµε ότι η 

συνάρτηση µεταφοράς βρόχου του ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου 

ελεγχόµενου από PID ελεγκτή (5.5) µπορεί να γραφτεί στην ισοδύναµη µορφή 

exp( ) 1ds ds− = −

 ,
( 1)( 1) exp( (1 ) )( )

( 1) exp( )
C I D

L PID
I

K s s a dsG s
s s ads

τ τ
τ
+ + ⎡ ⎤− −

= ⎢ ⎥− ⎣ ⎦
 (8.7) 

Όταν , οι πρώτοι δύο όροι του αναπτύγµατος Taylor µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να 

προσεγγίσουν τον εκθετικό όρο στον παρανοµαστή της (8.7). Με αυτήν την προσέγγιση η (8.7) 

γίνεται 

1ads <<

 ,
( 1)( 1) exp( (1 ) )( )

( 1) 1
C I D

L PID
I

K s s a dsG s
s s ads

τ τ
τ
+ + − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥− +⎣ ⎦

 (8.8) 

Αν τώρα επιλέξουµε την τιµή της παραµέτρου Dτ  ίση µε  , τότε η συνάρτηση µεταφοράς βρόχου 

του συστήµατος ελεγχόµενου από PID ελεγκτή µπορεί να προσεγγιστεί από την συνάρτηση 

µεταφοράς βρόχου ενός συστήµατος ελεγχόµενου από PI ελεγκτή µε µικρότερη καθυστέρηση χρόνου 

κατά 1 , δηλαδή 

ad

a−

 [,
( 1)

( ) exp (1 )
( 1)

C I
L PID

I

K s
G s d a

s s
]sτ

τ
+

= −
−

−  (8.9) 

Με βάση τα παραπάνω, η συνάρτηση µεταφοράς κλειστού βρόχου ενός ασταθούς 

συστήµατος πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου ελεγχόµενο από PID ελεγκτή µπορεί να 

προσεγγιστεί από το σύστηµα δεύτερης τάξης µε συνάρτηση µεταφοράς που δίνεται από την σχέση 

 , 1 2 1

exp( )( )
(1 ) (1 ) (1 ) 1CL PID

I C I C

dsG s
K a d s K a d sτ τ− −

−
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − + − − −⎣ ⎦ ⎣ +⎦
  (8.10) 

η οποία µπορεί να γραφτεί στην µορφή 

 , 2

exp( )( )
2 1CL PID

e e

dsG s
s sτ ζτ

−
=

+ +
 (8.11) 

όπου  

 1 (1 )e I CK aτ τ − d⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  (8.12) 

και 

 
1

1

(1 ) (1 )

2 (1
I C

I C

K a

K a

τ
ζ

τ

−

−

− − −
=

)

d

d⎡ ⎤− −⎣ ⎦
  (8.13) 
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όπου Da
d
τ

=  

Για την εφαρµογή της παρούσας µεθόδου µπορεί να χρησιµοποιηθεί ο αλγόριθµος της 

δεύτερης µεθόδου για PI ελεγκτή, µε την διαφορά ότι αντί της σχέσης (7.7) πρέπει να χρησιµοποιηθεί 

η σχέση 

 (8.14) [ ]22 1 2 2 1 1(1 ) 4 (1 ) 2(1 ) (1 ) (1 ) 0I C I des C CK K a d a d K aτ τ ζ− − −⎡ ⎤⎡ ⎤− − − − + − − + −⎣ ⎦⎣ ⎦ d =

και αντί της σχέσης (7.8) η σχέση  

 
2

,
1 (1 )

e des
I

CK a
τ

τ
−

=
− − d

 (8.15) 

Ο παραπάνω αλγόριθµος όπως και στην περίπτωση του PI ελεγκτή συγκλίνει πάντα στις τιµές του Iτ  

και  που ικανοποιούν τις σχέσεις (6.13) και (8.14) ή (8.15), όταν αυτές οι εξισώσεις για δεδοµένα 

τα 

CK

sesζ  ή ,e desτ έχουν αποδεκτή λύση, δηλαδή  και 0CK > ,minI Iτ τ> .  

Για να είναι δυνατή η εφαρµογή της παραπάνω µεθόδου σε πραγµατικό χρόνο η συνάρτηση  

( , , )I D desdτ τ ζ   υπολογίσθηκε κάνοντας χρήση του παραπάνω αλγορίθµου και στην συνέχεια 

προσεγγίσθηκε από απλή συνάρτηση για κάποιες βασικές  τιµές του desζ  και για τις δύο ειδικές 

περιπτώσεις όπου 
2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ= . Στον πίνακα 7 φαίνονται οι προσεγγίσεις αυτές µαζί µε 

το αντίστοιχο µέγιστο σχετικό σφάλµα  max I

I

τ
τ
∆

. 

 ζdes 0<d<0.3 max(∆ τI / 
τI) 

0.3<d<1.2 max(∆ τI / 
τI) 

0.5 32.046 9.31d d+  2.5% 50.2113 3.575 8.889d− + + d  4.7% 
0.75 33.88 17.13d d+  2% 20.259 14.13 9.324d+ + 8d  4.2% 

1 37.782 18.32d d+  1.5% 20.4875 25.05 15.7d d+ + 8  4.5% 
1.5 218.15 6.614 1.135d d+ + d 8 4% 21.45 57.2 33.35d d+ +  4.9% τ D

=d
/2

 

2 225.16 29.52 5.067d d+ + d 8d 2.5% 23.476 99.07 65.81d+ +  3.7% 
 ζdes 0<d<0.45 max(∆ τI / 

τI) 0.45<d<0.8 max(∆ τI / 
τI) 

0.5 2 41.957 1.81 15.3d d+ + d 10 0.8% 2 48.966 1.3 161.6d d d+ +  2.2% 
0.75 23.76 3.169 38.57d d+ + 4d 8d 0.7% 2 424.92 35.89 304d d− +  4% 

1 27.729 0.738 84.93d d+ + 4d 8d 1.5% 2 438.3 41.05 504.6d d− +  4.5% 
1.5 519.25 347.4 0.9582d d+ + d 8d4.5% 2 4103.7 152.4 1226d d− +  3.9% τ D

= 
τ D

,m
ax

PI

2 428.86 321.8 4.904d d+ + d 8d 1.8% 2 6163 952.2 3155d d− +  4.6% 
 

Πίνακας 7. Προσεγγίσεις του τI(d) για διάφορες τιµές των desζ και τe,des και για   2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ=  

  (2η PID µέθοδος) 
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Όπως και στην περίπτωση του PI ελεγκτή, η µέθοδος αυτή ταυτόχρονα µε την επιθυµητή 

απόκριση στο πεδίο του χρόνου δίνει και το µέγιστο περιθώριο φάσης για την συγκεκριµένη επιλογή 

του Iτ  και του Dτ και για δεδοµένη την καθυστέρηση χρόνου του συστήµατος . Το περιθώριο 

φάσης αυτό φαίνεται στα σχήµατα 27α και 27β συναρτήσει της προδιαγραφής 

d

desζ και του  για d

2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ=  αντίστοιχα. Από τα σχήµατα 27α και 27β µπορούµε να κάνουµε τις ίδιες 

παρατηρήσεις όπως και στην περίπτωση του PI ελεγκτή, δηλαδή ότι τα περιθώρια φάσης 

( , , )
2D ses
dPM d τ ζ=  και max( , , )D D PI desPM d τ τ ζ=  είναι γνησίως αύξουσες συναρτήσεις ως προς 

desζ . Επίσης, για να υπάρχει δυνατότητα εύκολων συγκρίσεων µεταξύ της προδιαγραφής desζ  και του 

αντίστοιχου περιθωρίου φάσης που προκύπτει από την παραπάνω µέθοδο βαθµονόµησης για διάφορες 

τιµές της καθυστέρησης χρόνου  του συστήµατος, οι συναρτήσεις d ( , , )
2D ses
dPM d τ ζ=  και 

max( , , )D D PI desPM d τ τ ζ=  προσεγγίστηκαν από απλές συναρτήσεις για κάποιες βασικές τιµές του 

desζ . Οι προσεγγίσεις αυτές φαίνονται στον πίνακα 8 µαζί µε το µέγιστο σχετικό σφάλµα της κάθε 

προσέγγισης. Επίσης στα σχήµατα 28α-28ε φαίνονται οι συναρτήσεις ˆ ( , , )
2D ses
dPM d τ ζ=  

προέκυψαν από τις προσεγγίσεις µαζί µε την πραγµατική καµπύλη ( , , )
2D ses
dPM d τ ζ=  για 5 βασικές 

τιµές του desζ . Αντίστοιχα βλέπουµε στα σχήµατα 29α-29ε για την περίπτωση όπου ,maxD D PIτ τ= . 

Αξίζει να σηµειωθεί ότι σε κάθε περίπτωση το µέγιστο σχετικό σφάλµα των προσεγγίσεων είναι 

µικρότερο του 5%, κάτι που φαίνεται στα σχήµατα 30α-30ε για την περίπτωση όπου 
2D
dτ =  και στα 

σχήµατα 31α-31ε για την περίπτωση όπου ,maxD D PIτ τ= . 
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Σχήµα 27α. Περιθώριο φάσης ( , , )
2D ses
dPM d τ ζ=  

0
12

3
45 0
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P
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Σχήµα 27β. Περιθώριο φάσης max( , , )D D PI desPM d τ τ ζ=  

 
 

 ζdes 0<d<1.2 max( ) /PM PM∆
0.5 20.5864 0.5704 0.1763d d− + +  4.4% 
0.75 20.8942 0.8239 0.2755d d− + +  4% 

1 21.2081 1.0158 0.4126d d− + +  4.4% 
1.5 21.3554 1.1254 0.0021/ 0.4635d d− + + + d  2.5% τ D

=d
/2

 

2 21.4582 1.1831 0.0021/ 0.5071d d− + + + d  2.5% 
 ζdes 0<d<0.8 max( ) /PM PM∆

0.5 20.3912 0.5665 0.5217d d− + +  3% 
0.75 20.7141 0.8245 0.5471d d− + +  2.8% 

1 21.195 1.0305 0.8426d d− + +  3% 
1.5 21.4942 1.1755 0.9929 0.0012 /d d− + + + d  2.5% τ D

= 
τ D

,m
ax

PI

2 21.4199 1.1995 0.8197 0.0021/d d− + + + d  3% 
 

Πίνακας 8. Προσεγγίσεις του ( , , )D sesPM d τ ζ για διάφορες τιµές του desζ και για 
2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ= . 
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Σχήµατα 28. Προσεγγιστική (κόκκινη καµπύλη) και πραγµατική (µπλε καµπύλη) καµπύλη του ( , , )
2D ses
dPM d τ ζ=  

 για διάφορες τιµές του desζ  (2η µέθοδος PID ελεγκτή). 
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Σχήµατα 29. Προσεγγιστική (κόκκινη καµπύλη) και πραγµατική (µπλε καµπύλη) καµπύλη του max( , , )D D PI desPM d τ τ ζ=  

 για διάφορες τιµές του desζ  (2η µέθοδος PID ελεγκτή). 
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Σχήµατα 30. Μέγιστο σχετικό σφάλµα της προσέγγισης του ( , , )
2D ses
dPM d τ ζ= για διάφορες τιµές του desζ . 
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Σχήµατα 31. Μέγιστο σχετικό σφάλµα της προσέγγισης του max( , , )D D PI desPM d τ τ ζ= για διάφορες τιµές του desζ . 
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8.3 ΤΡΙΤΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ ΓΙΑ PID ΕΛΕΓΚΤΗ 

 

Αντίστοιχα µε την τρίτη µέθοδο βαθµονόµησης για PI ελεγκτή είναι δυνατόν να 

υπολογιστεί η τιµή του ( , )I Ddτ τ  για την οποία ελαχιστοποιείται κάποιο από τα κριτήρια που 

αναφέρθηκαν στην ενότητα 7.3. Για τον ακριβή υπολογισµό του Iτ  πρέπει να χρησιµοποιηθεί επίσης 

προσοµοίωση. Όπως και στην περίπτωση του PI ελεγκτή, µπορούµε να υπολογίσουµε τις τιµές του 

( , )I Ddτ τ  που προκύπτουν µε την χρήση προσοµοίωσης και ελαχιστοποιούν τα προαναφερθείσα στην 

ενότητα 7.3 ολοκληρωτικά κριτήρια και στην συνέχεια για την εφαρµογή της µεθόδου χωρίς την 

χρήση επαναληπτικών αλγορίθµων, οι τιµές αυτές  προσεγγίζονται από απλές συναρτήσεις για τις 

τιµές του  Dτ , 
2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ=  και για κάθε ένα από τα ολοκληρωτικά κριτήρια. Οι 

συναρτήσεις αυτές φαίνονται στον πίνακα 9. 

 Criteria 0<d<0.4 max(∆ τI / τI) 0.4<d<0.9 max(∆ τI / τI) 

ISE-SP 32.976 33.2 24.33d d+ − 4d  2.5% 
41.295 12.8

0.96
d d

d
+
−

 4.9% 

ISE-L 32.739 32.63 16.34d d+ − 4d  2.3% 
41.2 15.79

0.95
d d

d
+

−
 3.9% 

ISENSCOD-
SP 

20.7774 1.344 13.68d d+ +  2.6% 
41.78 11.8

0.95
d d

d
+
−

 3.3% 

ISENSCOD-L 25.926 96.8 0.158d d+ + d  2.9% 
41.62 15.54

0.95
d d

d
+
−

 4.2% 

ISENSDCO-
SP 

23.123 1.877 19.41d d− +  1.6% 
42.9 8.23

0.95
d d

d
+
−

 2.3% 

τ D
=d

/2
 

ISENSDCO-L 43.62 56.84 0.124d d+ + d  3% 
41.26 15.41

0.95
d d

d
+
−

 4% 

 Criteria 0<d<0.9 max(∆ τI / 
τI) 0.4<d<0.9 max(∆ τI / 

τI) 
ISE-SP 22.387 3.485 5.91d d+ + 4d  1.5%   
ISE-L 22.186 3.237 5.697d d+ + 4d 1.2%   

ISENSCOD-
SP 

40.6736 3.67 9.747d d+ +  4.1%   

ISENSCOD-L 25.968 7.23 13.16d d− + 3d  2.1%   
ISENSDCO-

SP 
23.051 6.396 5.147d d+ + 4  4%   

τ D
= 
τ D

,m
ax

PI

ISENSDCO-L 32.326 7.878 0.2488d d+ +  3%   
 
Πίνακας 9. Προσεγγίσεις του ( , )I Ddτ τ που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση ολοκληρωτικών κριτηρίων για 

 
2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ=  (3η PID µέθοδος) 

 

Θα ήταν και εδώ χρήσιµο να δούµε τι περιθώριο φάσης πετυχαίνετε µε την επιλογή του Iτ  

ώστε να ελαχιστοποιούνται τα προαναφερθείσα ολοκληρωτικά κριτήρια. Έτσι στην περίπτωση του 

PID, για διάφορες τιµές της καθυστέρησης χρόνου του συστήµατος   υπολογίζουµε το περιθώριο 

φάσης (σχέση (6.14)) του συστήµατος που προκύπτει για τις τιµές του 

d

Iτ  που ελαχιστοποιούν τα 
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προαναφερθέντα κριτήρια και για τις δύο συγκεκριµένες τιµές του Dτ , 
2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ=  . 

Επίσης, για ευκολία των συγκρίσεων οι συναρτήσεις του περιθωρίου φάσης ως συνάρτηση της 

καθυστέρησης χρόνου ( , )
2D
dPM d τ =  και ,max( , )D D PIPM d τ τ= που προκύπτουν από την 

ελαχιστοποίηση τέτοιων κριτηρίων , προσεγγίστηκαν από απλές συναρτήσεις ˆ ( , )
2D
dPM d τ =  και 

,max
ˆ ( , )D D PIPM d τ τ=  . Στον πίνακα 10 φαίνονται οι συναρτήσεις ˆ ( , )

2D
dPM d τ =  και 

,max
ˆ ( , )D D PIPM d τ τ= που προκύπτουν από την ελαχιστοποίηση του καθενός από τα προαναφερθείσα 

κριτήρια. Επίσης, στα σχήµατα 34α-34στ φαίνονται οι πραγµατικές συναρτήσεις ( , )
2D
dPM d τ =  µαζί 

µε τις αντίστοιχες προσεγγίσεις ˆ ( , )
2D
dPM d τ = ,ενώ στα σχήµατα 35α-35στ βλέπουµε αντίστοιχα τα 

,max( , )D D PIPM d τ τ=  και ,max
ˆ ( , )D D PIPM d τ τ= . Τέλος, στα σχήµατα 36α-36στ και 37α-37στ 

βλέπουµε τα  µέγιστα σχετικά σφάλµατα 
( , )

2max
( , )

2

D

D

dPM d

dPM d

τ

τ

∆ =

=
 και ,max

,max

( , )
max

( , )
D D PI

D D PI

PM d
PM d

τ τ
τ τ

∆ =

=
 

για κάθε ολοκληρωτικό κριτήριο, από όπου και παρατηρούµε ότι σε κάθε περίπτωση το µέγιστο 

σχετικό σφάλµα δεν ξεπερνάει το 5%. 

 

 Κριτήριο PM(d) d max(∆ τI / τI) 
ISE-SP 20.5073 0.4542 0.1768 0.0002 /d d− + + + d 0<d<0.9 1.5% 
ISE-L 20.4895 0.4346 0.17 0.0003 /d d− + + + d  0<d<0.9 2% 

ISENSCOD-SP 1.0038 1.5809 2.4429d + − d  0<d<0.9 1% 
ISENSCOD-L 20.5371 0.9869 0.3581 0.6705d d− + + − d 0<d<0.9 1.7% 

ISENSDCO-SP 0.5618 1.6319 2.0387d + − d  0<d<0.9 3% 

τ D
=d

/2
 

ISENSDCO-L 0.2964 1.6357 1.7894d + − d  0<d<0.9 3% 
 Criteria PM(d) d max(∆ τI / τI) 

ISE-SP 0.006 0.4895 0.2606d + − d  0<d<0.9 3% 
ISE-L 0.0111 0.4883 0.2811d− + − d  0<d<0.9 1.5% 

ISENSCOD-SP 21.59 1.5733 0.2827 2.5852d d+ − − d  0<d<0.9 3% 
ISENSCOD-L 0.1031 1.0132 0.9138d + − d  0<d<0.9 5% 

ISENSDCO-SP 0.9393 1.6295 2.108d + − d  0<d<0.9 1.5% τ D
= 
τ D

,m
ax

PI

ISENSDCO-L 0.1963 1.539 1.376d + − d  0<d<0.8 1.7% 
 
Πίνακας 10. Προσεγγίσεις του ( , )DPM d τ που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση ολοκληρωτικών κριτηρίων για 

    
2D
dτ =  και ,maxD D PIτ τ=  (3η PID µέθοδος) 
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Σχήµατα 32. Προσεγγιστική (κόκκινη καµπύλη) και πραγµατική (µπλε καµπύλη) καµπύλη του ( , )

2D
dPM d τ =  

  που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση ολοκληρωτικών κριτηρίων (3η PID µέθοδος) 
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Σχήµατα 33. Προσεγγιστική (κόκκινη καµπύλη) και πραγµατική (µπλε καµπύλη) καµπύλη του ,max( , )D D PIPM d τ τ=  

 που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση ολοκληρωτικών κριτηρίων (3η PID µέθοδος). 
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Σχήµατα 34. Μέγιστο σχετικό σφάλµα της προσέγγισης του ( , )
2D
dPM d τ = που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση 

  ολοκληρωτικών κριτηρίων (3η PID µέθοδος). 

  



8.3 ΤΡΙΤΗ ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ ΓΙΑ PID ΕΛΕΓΚΤΗ  76 

 

 
Σχήµατα 35. Μέγιστο σχετικό σφάλµα της προσέγγισης του ,max( , )D D PIPM d τ τ= που προκύπτει από την ελαχιστοποίηση 

 ολοκληρωτικών κριτηρίων (3η PID µέθοδος). 
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9. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΡΟΣΟΜΟΙΩΣΗΣ 

 

9.1. ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΕΣ ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ ΤΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ ΓΙΑ PI ΕΛΕΓΚΤΗ 

 

Για να ελέγξουµε την εγκυρότητα και τις δυνατότητες των παρών µεθόδων βαθµονόµησης 

και για να συγκρίνουµε αυτές τις µεθόδους µε άλλες υπάρχουσες, παρουσιάζουµε εδώ διάφορα 

αριθµητικά παραδείγµατα. Στον πίνακα 11 φαίνονται οι τιµές των παραµέτρων του  PI ελεγκτή, Iτ  

και  για διάφορες αριθµητικές εφαρµογές των µεθόδων βαθµονόµησης που παρουσιάστηκαν στην 

ενότητα 7, ενώ οι αποκρίσεις του κλειστού συστήµατος για βηµατική αλλαγή της εισόδου αναφοράς, 

αλλά και για βηµατικές διαταραχές στην είσοδο του συστήµατος, για τις συγκεκριµένες αριθµητικές 

εφαρµογές, φαίνονται στα σχήµατα 36 εώς 40. 

CK

  

Σχήµα Περίπτωση Παράµετροι του Ελεγκτή 
d=0.9 KC=1.0661,τI=363.7499 Σχήµα 21 d=0.9 KC=1.0634,τI=489.998 
d=0.1 KC=4.2237,τI=1.1867 
d=0.3 KC=2.0948,τI=3.6157 Σχήµα 22α 
d=0.5 KC=1.5665,τI=6.7113 
ζdes=0.5 KC=2.3509,τI=1.1959 
ζdes=1 KC=2.0948,τI=3.6157 Σχήµα 22b 
ζdes=2 KC=1.895,τI=17.5784 
ζdes=1 KC=1.5665,τI=6.7113 
ζdes=2 KC=1.4523,τI=34.2329 Σχήµα 23 
ζdes=5 KC=1.4201,τI=236.6596 
ζdes=1 KC=1.5665,τI=6.7113 
R&L KC=1.9091,τI=9.24 
P&M KC=1.357,τI=6.944 
V&C KC=1.5066,τI=12.5 

Σχήµα 24a 

K&C KC=1.4528,τI=10.94 
ζdes=1 KC=1.5665,τI=6.7113 
P&M KC=1.357,τI=4.6002, τD=0.2174 
R&L KC=2.0091,τI=8.86, τD=0.2429 Σχήµα 24b 

I-R&L KC=2.3477,τI=6.01, τD=0.2396 
ζdes=1 KC=1.5665,τI=6.7113 
ISE_L KC=1.601,τI=5.0446 

ISENSCOD KC=1.5878,τI=5.6078 
ISENSDCO KC=1.5543,τI=7.5019 

IMC λ=2 KC=0.1402,τI=0.9571, KC,I=1.4142 

Σχήµα 25 

IMC λ=2.5 KC=0.1121,τI=0.9571, KC,I=1.4142 
 
Πίνακας 11. Παράµετροι του ελεγκτή. 
  

Πιο συγκεκριµένα, στο σχήµα 36 φαίνονται οι αποκρίσεις σε µοναδιαία βηµατική αλλαγή 

της εισόδου αναφοράς  ενός ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου κλειστού 

βρόχου, µε PI ελεγκτή βαθµονοµηµένο σύµφωνα µε την πρώτη µέθοδο βαθµονόµησης, µε  

,min3I Iτ τ=  και ,min4I Iτ τ=  και καθυστέρηση χρόνου του συστήµατος 0.9d = . Τα αποτελέσµατα 

είναι αρκετά ικανοποιητικά, αν λάβουµε υπόψη ότι υπάρχουσες µέθοδοι βαθµονόµησης δεν µπορούν 
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να εφαρµοστούν σε συστήµατα µε . Στα σχήµατα 37α και 37β συγκρίνονται οι αποκρίσεις του 

συστήµατος σε µοναδιαία βηµατική αλλαγή της εισόδου αναφοράς, εφαρµόζοντας την δεύτερη 

µέθοδο βαθµονόµησης,  µε την αναµενόµενη από την σχέση (7.3) απόκριση. Στο σχήµα 37α 

εφαρµόζεται η δεύτερη µέθοδος βαθµονόµησης µε 

0.6d >

1desζ =  και για τιµές της καθυστέρησης χρόνου 

του συστήµατος  ,  και 0.1d = 0.3d = 0.5d = , ενώ στο σχήµα 37β εφαρµόζεται η ίδια µέθοδος σε 

σύστηµα µε καθυστέρηση χρόνου   και για τιµές του 0.3d = desζ , 0.5desζ = , 1desζ =  και 2desζ = . 

Από τα σχήµατα 37, είναι ξεκάθαρο ότι οι αποκρίσεις του συστήµατος είναι πολύ κοντά στις 

αναµενόµενες. Επιπλέον, η διαφορά των αποκρίσεων του συστήµατος σε σχέση µε τις αναµενόµενες 

αποκρίσεις αυξάνει µε την µείωση του desζ  ή την αύξηση του  , οπότε και η προσέγγιση (7.3) δεν 

είναι ακριβής. Παρόµοια αποτελέσµατα ισχύουν και στην περίπτωση όπου η προδιαγραφή σχεδίασης 

είναι το 

d

,e desτ  (λεπτοµέρειες [15]). Στο σχήµα 38 φαίνεται η συµπεριφορά του συστήµατος σε 

µοναδιαία βηµατική αλλαγή της εισόδου αναφοράς και βηµατική διαταραχή στην είσοδο του ελεγκτή 

µε 0.1L = , όταν έχουµε παραµετρική αβεβαιότητα στην τιµή της καθυστέρησης και του κέρδους 

 και εφαρµόζεται η δεύτερη µέθοδος βαθµονόµησης µε 

d

K 1desζ = . Από το σχήµα αυτό παρατηρούµε 

ότι το κλειστό σύστηµα είναι αρκετά εύρωστο και ότι η ευρωστία του συστήµατος αυξάνεται µε την 

αύξηση του desζ . 

Στα σχήµατα 39 συγκρίνονται οι αποκρίσεις του συστήµατος όταν εφαρµόζονται οι 

παρούσες µέθοδοι βαθµονόµησης, σε σχέση µε ήδη υπάρχουσες, για το χαρακτηριστικό παράδειγµα 

όπου  ([2], [3], [4]), για µοναδιαία βηµατική αλλαγή της εισόδου αναφοράς και βηµατική 

διαταραχή στην είσοδο του ελεγκτή µε 

0.5d =

0.1L = , όταν έχουµε παραµετρική αβεβαιότητα στην τιµή 

της. Στο σχήµα 39α συγκρίνεται η απόκριση του συστήµατος µε PI ελεγκτή βαθµονοµηµένο σύµφωνα 

µε την δεύτερη µέθοδο για 1desζ = , σε σχέση µε τις µεθόδους βαθµονόµησης για PI ελεγκτή που 

έχουν προταθεί από τους  Rotstein και Lewin (R&L), ([16] για 2.2λ = ), De Paor και O’Malley 

(P&M) ([17] quasi-optimum phase margin method), Venkatashankar και Chindamvaram (V&C) ([18]) 

και Kavdia και Chidabaram (K&C) ([19]). Όλα αυτά τα κλασικά σχήµατα PI ελεγκτή, δίνουν πάρα 

πολύ µεγάλη υπερύψωση (της τάξης του 300%) και µερικά από αυτά ταλαντωτική συµπεριφορά. Η 

παρούσα µέθοδος εγγυάται την καλύτερη απόκριση όσο αναφορά το ποσοστό υπερύψωσης, 

ταλαντώσεων και χρόνου αποκατάστασης σε σχέση µε αυτά τα σχήµατα ελέγχου. Στην περίπτωση 

ρυθµιστικού ελέγχου, η παρούσα µέθοδος είναι συγκρίσιµη µε τις προαναφερθείσες µεθόδους. Στο 

σχήµα 39β συγκρίνεται η απόκριση του συστήµατος µε PI ελεγκτή βαθµονοµηµένο σύµφωνα µε την 

δεύτερη µέθοδο για 1desζ = , σε σχέση µε τις PID µεθόδους βαθµονόµησης P&M, R&L µε 2.1λ =  

και την βελτιωµένη R&L µέθοδο µε 1.6λ =  ([16]). Είναι ξεκάθαρο, ότι η παρούσα µέθοδος εγγυάται 

καλύτερη απόκριση στην περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς, ενώ, στην περίπτωση ρυθµιστικού 

ελέγχου, τα κλασικά αυτά σχήµατα PID ελέγχου συµπεριφέροντε καλύτερα, όπως αναµενόταν, λόγω 

της δράσης του διαφορικού όρου. 
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Στα σχήµατα 40 συγκρίνεται η δύο βηµάτων IMC µέθοδος ([20]) µε την δεύτερη µέθοδο 

βαθµονόµησης µε  1desζ = , καθώς και µε την τρίτη µέθοδο βαθµονόµησης για ελαχιστοποίηση των 

κριτηρίων ISENSCOD ή ISENSDCO στην περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς (σχήµα 40α ) και για 

ελαχιστοποίηση του κριτηρίου ISE-L στην περίπτωση ρυθµιστικού ελέγχου µε διαταραχή φορτίου 

0.1L =  (σχήµα 40β). Από τα σχήµατα αυτά, συµπεραίνουµε ότι η επίδοση της τρίτης µεθόδου 

βαθµονόµησης είναι συγκρίσιµη σε σχέση µε την βέλτιστα-ρυθµιζόµενη δύο-βηµάτων (best-tuned 

two-stages) IMC µέθοδο στην περίπτωση παρακολούθησης τροχιάς. Στην περίπτωση ρυθµιστικού 

ελέγχου, η δεύτερη µέθοδος είναι συγκρίσιµη µε την µέθοδο στην αναφορά [20], αφού παράγει 

µικρότερο σφάλµα, ενώ η ISE-L µέθοδος είναι καλύτερη όσο αναφορά το µέγιστο σφάλµα και 

χειρότερη όσο αναφορά τις ταλαντώσεις και τον χρόνο αποκατάστασης. 
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Σχήµα 36. Βηµατική απόκριση και απόκριση σε βηµατική διαταραχή φορτίου ( 0.1L = )ενός ασταθούς συστήµατος  

πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου 0.9d = βαθµονοµηµένο σύµφωνα µε την 1η PI µέθοδο. 
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Σχήµα 27α. Βηµατική απόκριση ενός ασταθούς                                    Σχήµα 27β.Βηµατική απόκριση ενός ασταθούς συστή-           

συστήµατος 1ης τάξης για διάφορες τιµές της                                       µατος   1ης τάξης µε  0.3d =  για διάφορες τιµές του        

καθυστέρησης µε 1desζ = (2η PI µέθοδος) .                                        desζ (2η PI µέθοδος).   
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Σχήµα 38. Βηµατική απόκριση και απόκριση σε διαταραχή φορτίου 0.1L = για 0.5d = και αβεβαιότητα 

  στις τιµές των και  . d = K
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Σχήµα 39α. Σύγκριση της 2ης µεθόδους µε άλλες PI 
µεθόδους βαθµονόµησης.  
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Σχήµα 39β. Σύγκριση της PI µεθόδου µε άλλες PI 
µεθόδους βαθµονόµησης.
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Σχήµα 40α.Σύγκριση της απόκρισης της 2ης και 3ης 
PIµεθόδου µε την IMC µέθοδο για βηµατική είσοδο. 
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Σχήµα 40β. Σύγκριση της απόκρισης της 2ης και 3ης PI 
µεθόδου µ την IMC µέθοδο για βηµατική αλλαγή 
φορτίου. 
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Με την χρήση του διαφορικού όρου στον ελεγκτή είναι δυνατόν να ελεγχθούν ασταθή 

συστήµατα πρώτης τάξης µε πολύ µεγάλη καθυστέρηση χρόνου. Για παράδειγµα, εφαρµόζοντας την 

πρώτη  µέθοδο για PID ελεγκτή σε ένα σύστηµα µε 1.7d =  και µε προεπιλεγµένη την τιµή για τον 

διαφορικό όρο 0.8Dτ =  προκύπτει ο ελεγκτής µε 1.0136CK =  και 955Iτ = . Στο σχήµα 41, φαίνεται 

η απόκριση του κλειστού συστήµατος σε µοναδιαία αλλαγή της εισόδου αναφοράς, καθώς και 

βηµατική διαταραχή στην είσοδο του ελεγκτή µε  0.1L = . Αν λάβει κανείς υπόψη το γεγονός ότι δεν 

είναι δυνατόν να ελεγχθεί µε PID ελεγκτή ασταθές σύστηµα πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου 

µεγαλύτερη από 2, η απόκριση του συστήµατος είναι αρκετά ικανοποιητική. Βέβαια το σύστηµα είναι 

πολύ ευαίσθητο σε διαταραχές φορτίου. 
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Στο σχήµα 42 φαίνεται η απόκριση του συστήµατος εφαρµόζοντας την δεύτερη µέθοδο 

βαθµονόµησης µε  1desζ =  και για τιµές της καθυστέρησης χρόνου του συστήµατος  , 0.3d = 0.5d =  

και , ενώ στο σχήµα 43 παρουσιάζεται η απόκριση του συστήµατος για  και για τιµές 

του 

0.7d = 0.7d =

desζ , 0.5desζ = , 1desζ = , 1.5desζ = . Στα ίδια σχήµατα µε διακεκοµµένες γραµµές φαίνονται οι 

αναµενόµενες από το αντίστοιχο δεύτερης τάξης σύστηµα, ενώ και στα δύο σχήµατα η τιµή του 

διαφορικού όρου του ελεγκτή έχει επιλεγεί ,maxD D PIτ τ= . Είναι φανερό ότι αυτές οι αποκρίσεις σχεδόν 

ταυτίζονται, κάτι που επιβεβαιώνει την ακρίβεια τη µεθόδου. Τέλος, στο σχήµα 44, γίνεται σύγκριση 

των αποκρίσεων που λαµβάνονται για 0.7d = , 1desζ = και για τιµές του διαφορικού όρου 

,maxD D PIτ τ=  και 0.2Dτ = . Από το σχήµα αυτό, παρατηρούµε ότι όσο πιο µεγάλη επιλεγεί η τιµή για 

τον διαφορικό όρο τόσο πιο γρήγορη είναι η απόκριση του συστήµατος, τόσο για την περίπτωση 

παρακολούθησης τροχιάς όσο και για την περίπτωση ρυθµιστικού ελέγχου. 
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Σχήµα 41. Βηµατική απόκριση και απόκριση σε βηµατική διαταραχή φορτίου για ασταθές σύστηµα πρώτης τάξης 

  µε βαθµονοµηµένο µε την πρώτη PID µέθοδο και 1.7d = 0.8Dτ = . 
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Σχήµα 42. Αναµενόµενη(διακεκοµένη γραµµή)  και πραγµατική, βηµατική απόκριση και απόκριση σε βηµατική διαταραχή 

 φορτίου ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης βαθµονοµηµένο σύµφωνα µε την 2η PID µέθοδο µε 1desζ = και 

   για , 0.3d = 0.5d = , µε 0.7d = ,maxD D PIτ τ= . 
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Σχήµα 43. Αναµενόµενη(διακεκοµένη γραµµή)  και πραγµατική, βηµατική απόκριση και απόκριση σε βηµατική διαταραχή  

 φορτίου ασταθούς συστήµατος πρώτης τάξης βαθµονοµηµένο σύµφωνα µε την 2η PID µέθοδο µε   και 0.7d =
 0.5desζ = , 1desζ = , 1.5desζ = µε ,maxD D PIτ τ= . 
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Σχήµα 44. Σύγκριση των αποκρίσεων της 2ης PID µεθόδου µε 0.7d = και 1desζ =  για ,maxD D PIτ τ=  και 0.2Dτ = . 

  
  
9.3. ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΩΝ ΜΕΘΟ∆ΩΝ ΒΑΘΜΟΝΟΜΗΣΗΣ ΣΕ ΜΟΝΤΕΛΟ ΑΣΤΑΘΟΥΣ 

ΒΙΟΛΟΓΙΚΟΥ ΑΝΤΙ∆ΡΑΣΤΗΡΑ 

 

Η δεύτερη µέθοδος βαθµονόµησης για PI ελεγκτή εφαρµόζεται στο σύστηµα ασταθούς 

πυρηνικού αντιδραστήρα. Οι εξισώσεις του µοντέλου του συστήµατος δίνονται από τις σχέσεις 

([4],[7],[8]) 

 [ ]( )X S D Xµ= −  (9.1) 

 1
/( )f X SS D S S S XYµ −⎡ ⎤= − −⎣ ⎦  (9.2) 

όπου X  είναι η συγκέντρωση της εκρέουσας µάζας,  είναι η συγκέντρωση υποστρώµατος, S
12

( ) m m
SI

SS S K S
K

µ µ
−

⎡ ⎤
= + +⎢

⎣ ⎦
⎥  είναι ο ειδικός ρυθµός ανάπτυξης, /X SY  είναι ο συντελεστής απόδοσης 

βιοµάζας, mµ  είναι ο µέγιστος ειδικός ρυθµός ανάπτυξης,  είναι η σταθερά του ρυθµού ανάπτυξης 

και  είναι είναι η σταθερά αναστολής του υποστρώµατος. Ο ρυθµός διάλυσης 

mK

SIK D  χρησιµοποιείται 

ως η ελεγχόµενη είσοδος του συστήµατος, ενώ fS  είναι η συγκέντρωση του υποστρώµατος 

τροφοδοσίας. Τυπικές τιµές για τις παραµέτρους του συστήµατος είναι ([21]): , 

, 

/ 0.4% /X SY g= g

= 134% /fS g g , 10.53m hµ −= , 0.12% /mK g g= , D h−= 0.4545% /SIK g g= . Το παραπάνω 

σύστηµα έχει ένα ασταθές σηµείο ισορροπίας [ ]2
, [0.9951,1.5122]X S = , που είναι το επιθυµητό 

σηµείο λειτουργίας του συστήµατος. Η συγκέντρωση της εκρέουσας βιοµάζας X  , είναι η µεταβλητή 

την οποία θέλουµε να ελέγξουµε. Η ελεγχόµενη είσοδος του συστήµατος D  υπόκειται στον 

περιορισµό . Επίσης υπάρχει χρονική καθυστέρηση µιας ώρας  στην µέτρηση της 10.25 0.4h D h− < < 1−
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µεταβλητής X . Γραµµικοποίηση του συστήµατος γύρω από το σηµείο ισορροπίας 2[ , ]X S , δίνει το 

ακόλουθο γραµµικό σύστηµα ([22]) 

  5.89exp( )( )
5.86 1P

sG s
s

− −
=

−
  (9.3) 

Για τον έλεγχο του παραπάνω συστήµατος δεν χρησιµοποιούµε το µοντέλο της συνάρτησης 

µεταφοράς (9.3) αλλά, χρησιµοποιώντας τεχνικές αναγνώρισης συστηµάτων (λεπτοµέρειες [15]) 

χρησιµοποιούµε το µοντέλο  

 exp( )( )
1P

K dG s
Ts

−
=

−
s  (9.4) 

όπου σύµφωνα µε τις τεχνικές αναγνώρισης που προτείνονται στην [15], βρίσκουµε 5.6818K = − , 

5.2T =  και 1d = , οι οποίες είναι πολύ κοντά στις πραγµατικές τιµές του µοντέλου (9.3). Η 

συνάρτηση µεταφοράς εποµένως του προς έλεγχο συστήµατος είναι  

 5.6818exp( )( )
5.2 1P

sG s
s

− −
=

−
 (9.5) 

Στην συνέχεια, χρησιµοποιούµε την δεύτερη µέθοδο βαθµονόµησης για PI ελεγκτή µε 

προδιαγραφή την σταθερά απόσβεσης ζ  και επιθυµητή τιµή για την σταθερά απόσβεσης 0.75desζ = . 

Οι παράµετροι του ελεγκτή προκύπτουν 0.4262CK = −  και 10.5878Iτ = . Η προτεινόµενη µέθοδος, 

συγκρίνεται µε την µέθοδο της γραµµικοποίησης µέσω ανατροφοδότησης κατάστασης,  για την οποία, 

η είσοδος του συστήµατος είναι 

  (9.6) 1 1 1 2(cl des cl m SI mu T X X T S K S S Kµ− − −= − + + + + 1)−

όπου  είναι επιθυµητή σταθερά χρόνου του κλειστού συστήµατος και clT desX  είναι η επιθυµητή τιµή 

του σηµείου λειτουργίας. Για να εφαρµόσουµε την µέθοδο της γραµµικοποιήσης µέσω 

ανατροφοδότησης κατάστασης σε σύστηµα µε καθυστέρηση χρόνου, η µεταβλητή  πρέπει να 

επιλεγεί έτσι ώστε 

clT

5clT ≥ d h. Στην συγκεκριµένη περίπτωση, διαλέγουµε 5clT = . Τέλος, η µέθοδος 

που προτείνουµε εδώ, συγκρίνεται µε την K&C µέθδοδο βαθµονόµησης για PI ελεγκτή (µε 

 και 0.4788CK = − 8.45Iτ = ). Στο σχήµα 45α, φαίνεται η βηµατική απόκριση του συστήµατος για 

αλλαγή του σηµείου λειτουργίας από 0.9951X =  σε 1.1951X =  και για βηµατική διαταραχή στην 

είσοδο του συστήµατος -0.03. Είναι φανερό, ότι η προτεινόµενη µέθοδος δίνει συγκρίσιµα 

αποτελέσµατα σε σχέση µε την µέθοδο γραµµικοποίησης µέσω ανατροφοδότησης κατάστασης και 

πολύ µικρότερη υπερύψωση σε σχέση µε την K&C µέθοδο. Η µέθοδος γραµµικοποιήσης µέσω 

ανατροφοδότησης κατάστασης δίνει πολύ µεγάλο σφάλµα στην περίπτωση ρυθµιστικού ελέγχου και 

έτσι χρειάζεται επιπλέον PI ελεγκτής. Στο σχήµα 45β, φαίνονται οι έξοδοι των ελεγκτών. Από αυτό το 

σχήµα, παρατηρούµε ότι στην περίπτωση του PI ελεγκτή η έξοδος του ελεγκτή ξεπερνάει την 

αποδεκτή τιµή για την είσοδο του συστήµατος ( 0.25D < ). Συµπερασµατικά, βλέπουµε ότι η 

προτεινόµενη µέθοδος βαθµονόµησης δίνει καλύτερη απόκριση. 
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Σχήµα 45α. Σύγκριση της 2ης PI µεθόδου µε 
άλλες τεχνικές ελέγχου (έξοδος συστήµατος) 
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Σχήµα 45β. Σύγκριση της 2ης PI µεθόδου µε 
άλλες τεχνικές ελέγχου (έξοδος ελεγκτή)

10. ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ
 

Στη παρούσα ενότητα παρουσιάστηκαν µέθοδοι βαθµονόµησης PI και PID ελεγκτών για 

ασταθή συστήµατα πρώτης τάξης µε καθυστέρηση χρόνου. Όπως αποδείχθηκε, οι µέθοδοι αυτοί 

εφαρµόζονται άµεσα σε κάθε µια από τις ισοδύναµες µορφές PI και PID ελεγκτών. Οι µέθοδοι αυτοί 

εκτός από το ότι ικανοποιούν κάποιο κριτήριο απόκρισης στο πεδίο του χρόνου, δίνουν και το µέγιστο 

περιθώριο φάσης που µπορεί να επιτευχθεί ταυτόχρονα µε την προδιαγραφή απόκρισης του κλειστού 

συστήµατος στο πεδίο του χρόνου. Επίσης γίνεται ανάλυση αυτού του µέγιστου περιθωρίου φάσης 

και εξάγονται προσεγγίσεις για  ευκολία συγκρίσεων των περιθωρίων φάσης που επιτυγχάνονται µε 

κάθε µέθοδο. Ακόµα, προτείνονται απλές προσεγγιστικές σχέσεις που δίνουν τις παραµέτρους των 

ελεγκτών που προκύπτουν από την εφαρµογή των παραπάνω µεθόδων βαθµονόµησης, ώστε να είναι 

δυνατή η εφαρµογή τους σε πραγµατικό χρόνο. Τέλος, παρουσιάστηκαν διάφορα αριθµητικά 

αποτελέσµατα από όπου και παρατηρήσαµε, ότι οι µέθοδοι αυτοί δίνουν εύρωστους και γρήγορους 

ελεγκτές τόσο για την περίπτωση ρυθµιστικού ελέγχου όσο και για την περίπτωση παρακολούθησης 

τροχιάς.  

Κλείνοντας, διευκρινίζεται ότι ένα πολύ µεγάλο ποσοστό της ύλης του Μέρους Β είναι από 

τις εργασίες [15], [22] και [23]. Η συµβολή του συγγραφέα της παρούσας διπλωµατικής στο Μέρος Β, 

συνίσταται κυρίως στα εξής: 1) Απόδειξη ότι για την εύρεση του ,maxD PIτ  χρησιµοποιείται µόνο το 

 και γραφική εξαγωγή του maxK ,maxD PIτ . 2)Εύρεση προσεγγιστικών σχέσεων για το περιθώριο φάσης 

που προκύπτει από κάθε µία  µέθοδο βαθµονόµησης και γραφική απεικόνιση αυτών µαζί µε τα 

µέγιστα σχετικά σφάλµατα των προσεγγίσεων. 3) Εύρεση προσεγγιστικής σχέσης για το ( )I dτ  που 

προκύπτει από την 2η PI µέθοδο. 4)Αριθµητικές προσοµοιώσεις µε την χρήση Matlab των µεθόδων 

βαθµονόµησης που στηρίζονται στην επίτευξη του µέγιστου περιθωρίου φάσης.  
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