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1    Εισαγωγή

  Σολιτονικά κύματα ή με την κοινή ονομασία σολιτόνια έχουν υπάρξει το αντικείμενο εντατικών θεωρητικών και πειραματικών μελετών σε ένα έυρος πεδίων όπως η υδροδυναμική, η μη γραμμική οπτική, η φυσική πλάσματος και η βιολογία .
  Αν και το πρώτο τέτοιου είδους κύμα παρατηρήθηκε το 1834 από τον James Scott Russell, οι ιδιότητές τους δεν ήταν πλήρως κατανοητές μέχρι να εισαχθούν τα κατάλληλα μαθηματικά μοντέλα και να αναπτυχθεί η μέθοδος της αντίστροφης σκέδασης την δεκαετία του 1960 .Ο όρος σολιτόνιο εισήχθη το 1965 για να αποδώσει την σωματιδιακή φύση των κυμάτων αυτών τα οποία παρέμεναν ανέπαφα ακόμα και μετά από συγκρούσεις μεταξύ τους .
  Στα πλαίσια της μη γραμμικής οπτικής τα σολιτόνια ταξινομούνται σαν χρονικά ή χωρικά ανάλογα αν ο περιορισμός του φωτός συμβαίνει στον χρόνο ή τον χώρο κατά την διάδοση του κύματος .Χρονικά σολιτόνια (temporal solitons) αντιπροσωπεύουν οπτικούς παλμούς που διατηρούν την μορφή τους , ενώ τα χωρικά σολιτόνια (spatial solitons) αυτοοδηγούμενους παλμούς που παραμένουν περιορισμένοι ,στο κάθετο στην κατεύθυνση διάδοσης επίπεδο .Και τα δυο είδη σολιτονίων δημιουργούνται από μια μη γραμμική μεταβολή του δείκτη διάθλασης ενός οπτικού υλικού που προκαλείται από την ισχύ του φωτός –οπτικό φαινόμενο Kerr . Η εξάρτηση του δείκτη διάθλασης από την ισχύ οδηγεί στην χωρική αυτο-εστίαση (self-focusing) ή αυτο-αποκέντρωση (self-defocusing) και στην χρονική αυτοδιαμόρφωση φάσης (self-phase modulation) SPM τα δυο κυριότερα μη γραμμικά φαινόμενα που είναι υπεύθυνα για τον σχηματισμό των οπτικών σολιτονίων .Ένα χωρικό σολιτόνιο δημιουργείται όταν η χωρική συγκέντρωση της οπτικής ακτινοβολίας εξισορροπεί το άπλωμά (spreading) της που οφείλεται στην περίθλαση .Σε αντίθεση με αυτό είναι  το SPM που αντιμάχεται την διεύρυνσή (broadening) του που οφείλεται στην διασπορά του οπτικού παλμού και οδηγεί στον σχηματισμό ενός χρονικού σολιτονίου .Και στις δυο περιπτώσεις ο παλμός διαδίδεται στο μέσο αναλλοίωτος ,είναι δηλαδή αυτοεντοπισμένος (self-localized or self-trapped) .
  Το πρώτο παράδειγμα χωρικού σολιτονίου ανάγεται στο 1964 ,ανακαλύφθηκε το μη γραμμικό φαινόμενο του αυτοεντοπισμού μιας συνεχούς κύματος CW οπτικής ακτινοβολίας σε ένα συμπαγές μη γραμμικό μέσο .Η αυτοπαγίδευση αυτού του είδους δεν συνδέθηκε αμέσως με την έννοια του χωρικού σολιτονίου λόγω της ασταθούς φύσης της .Την δεκαετία του 1980 ευσταθή χωρικά σολιτόνια παρατηρήθηκαν χρησιμοποιώντας μη γραμμικά μέσα στα οποία η περίθλαση περιοριζόταν σε μια μόνο εγκάρσια διάσταση .

  Το πρώτο παράδειγμα χρονικού σολιτονίου σχετίζεται με την ανακάλυψη του μη γραμμικού φαινομένου της αυτοπροκαλούμενης διαφάνειας (self-induced transparency) σε μια κοιλότητα μη γραμμικού μέσου .Σε αυτήν την περίπτωση ένας οπτικός παλμός συγκεκριμένης μορφής και ενέργειας διαδίδεται στο μη γραμμικό μέσο αναλλοίωτος παρά τις μεγάλες απώλειες λόγω απορρόφησης .Ένα άλλο παράδειγμα χρονικού σολιτονίου βρέθηκε το 1973 όταν ανακαλύφθυκε ότι οπτικοί παλμοί μπορούν να διαδίδονται σε μια οπτική ίνα –μη γραμμικό μέσο με διασπορά- με την ίδια μορφή αν η διασπορά είναι ανώμαλη .Η διάδοση σολιτονίων σε ένα τέτοιο μέσον παρατηρήθηκε πειραματικά το 1980 .Από τότε είχαμε την πρακτική αξιοποίησή τους στην σχεδίαση συστημάτων επικοινωνιών οπτικών ινών .
  Το 1973 ανακαλύφθηκε ότι οι οπτικές ίνες μπορούν να υποστηρίξουν ακόμα ένα είδος χρονικών σολιτονίων όταν η διασπορά ταχύτητας ομάδας GVD (group velocity dispersion) είναι ομαλή .Τέτοια σολιτόνια εμφανίζονται σαν βυθίσματα ισχύος σε ένα CW κύμα και λέγονται dark solitons .Η διάκριση είναι ότι τα σολιτόνια μορφής ενός παλμού λέγονται bright solitons . Τα χρονικά dark solitons προσέλκυσαν αυξημένο ενδιαφέρον την δεκαετία του 1980 .Χωρικά dark solitons μπορούν επίσης να σχηματιστούν σε οπτικούς κυματοδηγούς και συμπαγή μέσα όταν ο δείκτης διάθλασης είναι χαμηλότερος στην περιοχή υψηλής ισχύος ,όπου δηλαδή φωτίζουμε το μέσον (μη γραμμικότητα αυτο-αποκέντρωσης) . Κατά την δεκαετία του1990 πολλά άλλα είδη οπτικών σολιτονίων ανακαλύφθηκαν ,παραδείγματα αυτών είναι τα spatiotemporal solitons ή αλλιώς φωτεινές βολίδες (light bullets) , Bragg solitons , vortex solitons , vector solitons και quadratic solitons . 
  Στην εργασία αυτήν θα εξαγάγουμε επίσης από το συνεχές μοντέλο την εξίσωση διακριτού σολιτονίου DNLS . Τα διακριτά σολιτόνια σε μη γραμμικά πλέγματα είναι από την φύση τους αυτοεντοπισμένοι ρυθμοί που οφείλουν την ύπαρξή τους στην αλληλεπίδραση μεταξύ της σύζευξης και των μη γραμμικών φαινομένων . Τα τελευταία χρόνια τα διακριτά σολιτόνια έχουν υπάρξει αντικείμενο εντατικής έρευνας σε αρκετούς τομείς της επιστήμης . Ανάμεσα στις διακριτές μη γραμμικές διαφορικές εξισώσεις που περιγράφουν τέτοια συστήματα η διακριτή μη γραμμική εξίσωση Schroedinger DNLS παίζει σημαντικό ρόλο . Συγκεκριμένα τα διακριτά σολιτόνια τύπου DNLS έχουν προταθεί σε κλάδους όπως η βιολογία ( θα δούμε σχετικά την πολύ ενδιαφέρουσα θεωρία του Davydov στο κεφάλαιο 7 ) , μη γραμμική οπτική , μοριακοί κρύσταλλοι και ατομικές αλυσίδες . Στην οπτική οι συστοιχίες μη γραμμικών κυματοδηγών παρέχουν ένα άριστο περιβάλλον για την δημιουργία και την πειραματική παρατήρηση διακριτών σολιτονίων . Σε αυτήν την περίπτωση χωρικά DS είναι εφικτά χάρη στην ισορροπημένη αλληλεπίδραση της διακριτής περίθλασης (οφείλεται στα φαινόμενα γραμμικής σύζευξης ) και μη γραμμικότητας κυματοδηγών. Μέχρι στιγμής μερικά φαινόμενα που αφορούν στην συμπεριφορά των οπτικών διακριτών σολιτονίων έχουν μελετηθεί , όπως η DS δυναμική οι αλληλεπιδράσεις και οι αστάθειες . 

  Σε μια πρόσφατη μελέτη αποδείχθηκε ότι DS σε διδιάστατα δίκτυα από μη γραμμικούς κυματοδηγούς μπορούν να χρησιμοποιηθούν για την πραγματοποίηση ευφυών λειτουργιών όπως δρομολόγηση (routing) λογικές συναρτήσεις (logic functions) και χρονισμός (time gating) . Αυτή η κατηγορία των σολιτονίων μπορεί να πλοηγηθεί οπτικά (all optically) οπουδήποτε στο μη γραμμικό πλέγμα . Σε αυτήν την περίπτωση οι κλάδοι των συστοιχειών (array branches) συμπεριφέρονται σαν σολιτονικά καλώδια ( “ soliton wires ” ) που κυματοδηγούν το DS κατά μήκος της επιθυμητής διαδρομής . Ακόμη πιο σημαντικό είναι ότι τα διακριτά σολιτόνια μπορούν να δρομολογηθούν σε διασταυρώσεις συστοιχείων (array intersections) χρησιμοποώντας αλληλεπιδράσεις (vector/incoherent interactions) με άλλα DS . Στην ουσία αυτές οι διασταυρώσεις λειτουργούν σαν κόμβοι μεταγωγής διακριτών σολιτονίων .    
2    Bright spatial solitons
  Η πιο απλή μορφή που μπορεί να πάρει η εξίσωση NLS είναι η εξής 
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αυτή η εξίσωση είναι (1+1)-dimensional , δηλαδή αναφέρεται σε μια διεύθυνση διάδοσης και μια εγκάρσια διεύθυνση .Θα εστιάσουμε σε αυτήν την εξίσωση διότι μπορεί να επιλυθεί αναλυτικά με την μέθοδο της αντίστροφης σκέδασης και για τα δυο πρόσημα του μη γραμμικού όρου .Τα bright και dark solitons αντιστοιχούν στο + και – πρόσημο αντίστοιχα .Σαν ένα απλό παράδειγμα ενός χωρικού bright soliton θεωρούμε την εξίσωση αυτήν με το + πρόσημο υποθέτοντας ότι η CW ακτινοβολία διαδίδεται σε ένα self-focusing Kerr μέσον .

  Αν θέλουμε να βρούμε όλες τις δυνατές λύσεις είναι αναγκαίο να καταφύγουμε στην μέθοδο της αντίστροφης σκέδασης ,ωστόσο η λύση που ανταποκρίνεται στην θεμελιώδη σολιτονική λύση μπορεί να βρεθεί με την εξής εφαρμόσιμη ,ακόμα και όταν η μέθοδος αυτή δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί , τεχνική . 
  Αρχικά υποθέτουμε ότι η λύση υπάρχει και έχει την μορφή
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όπου η περιβάλλουσα   
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 (CW) , έχουμε δηλαδή διατήρηση του σχήματος κατά την διάδοση . Αν εισαχθεί αυτή η λύση στο μοντέλο ,χωρίζοντας πραγματικά και φανταστικά μέρη παίρνουμε 
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Επιλέγοντας  
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πολλαπλασιάζουμε με   
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οι συνοριακές συνθήκες ότι τα   
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  στην κορυφή του σολιτονίου που υποθέτουμε ότι συμβαίνει για  
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 , τότε ολοκληρώνοντας την (2.1) παίρνουμε 
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 είναι το πλάτος του σολιτονίου .

Άρα βρήκαμε την λύση 
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η οποία εκφράζει τον θεμελιώδη ρυθμό του οπτικού κυματοδηγού που προκαλείται από την διαδιδόμενη ακτινοβολία (έχουμε υψηλότερο δείκτη διάθλασης κοντά στο κέντρο του παλμού όπου η ισχύς είναι μέγιστη) .Αν ο παλμός εισόδου έχει την σωστή μορφή , όλη του η ενέργεια διοχετεύεται σε αυτόν τον ρυθμό και ο παλμός διαδίδεται αναλλοίωτος ,δεν απλώνεται (spreading) λόγω περίθλασης . Αν όμως ο παλμός εισόδου δεν έχει ακριβώς μορφή   
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 τότε ένα μέρος της ενέργειας θα συζευχθεί/περάσει με/σε ανώτερης τάξης δέσμιες καταστάσεις/ρυθμούς ή σε ρυθμούς ακτινοβολίας του μη γραμμικού κυματοδηγού . Αυτοί οι ρυθμοί βρίσκονται από την αρχική εξίσωση με την μέθοδο της αντίστροφης σκέδασης . 
3   Γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών

  Για να εξετάσουμε την ευστάθεια των χωρικών οπτικών σολιτονίων θεωρούμε την μη ολοκληρώσιμη αδιάστατη NLS εξίσωση που περιγράφει την αυτοεστίαση ενός (1+1)-dimensional παλμού σε μια γεωμετρία κυματοδηγών .
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 είναι η αδιάστατη μιγαδική περιβάλλουσα του ηλεκτρικού πεδίου , 
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 η ισχύς του παλμού και η πραγματική συνάρτηση 
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 . Οι στάσιμες χωρικά εντοπισμένες λύσεις του μοντέλου αυτού έχουν την μορφή 
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 είναι η σταθερά διάδοσης του σολιτονίου και η πραγματική συνάρτηση 
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 . Μια σημαντική διατηρήσιμη ποσότητα του άνω μοντέλου είναι η ισχύς του σολιτονίου 
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  Για να βρούμε τις συνθήκες γραμμικής ευστάθειας θεωρούμε την εξέλιξη μιας μικρού πλάτους διαταραχής του σολιτονίου παριστώντας την λύση ως εξής 
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και παίρνουμε το γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών 
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  Μια στάσιμη λύση του μοντέλου είναι ευσταθής αν κανένας από τους ρυθμούς του προηγούμενου γραμμικού προβλήματος ιδιοτιμών δεν έχει εκθετικά αυξανόμενο πλάτος ,δηλαδή  Im(λ)=0 . Μπορεί να αποδειχθεί ότι το συνεχές μέρος από το γραμμικό φάσμα του προβλήματος (3.1) αποτελείται από δυο συμμετρικούς κλάδους που ανταποκρίνονται στις πραγματικές ιδιοτιμές με  
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 και ως εκ τούτου μόνο οι διακριτές ιδιοκαταστάσεις είναι υπεύθυνες για τις ιδιότητες ευστάθειας των εντοπισμένων κυμάτων/σολιτονίων .
  Οι δυνατές ιδιοκαταστάσεις/λύσεις ανήκουν στις εξής κατηγορίες 

· εσωτερικοί ρυθμοί (internal modes) με πραγματικές ιδιοτιμές περιγράφουν περιοδικές ταλαντώσεις 

· ασταθείς ρυθμοί (instability modes) ανταποκρίνονται σε φανταστικές ιδιοτιμές

· ταλαντωνούμενες αστάθειες (oscillatory instabilities) ανταποκρίνονται σε μιγαδικές ιδιοτιμές 

  Άρα το ζητούμενο είναι να δούμε αναλυτικά ή αριθμητικά την δομή του διακριτού φάσματος ώστε να αποφασίσουμε για τις ιδιότητες γραμμικής ευστάθειας των σολιτονίων .Μπορούμε ακόμα να αναλύσουμε την μη γραμμική εξέλιξη των ασταθών σολιτονίων .

3.1       Εσωτερικοί ρυθμοί σολιτονίων και ευστάθεια 
  Οι σολιτονικές αστάθειες συμβαίνουν πάντα στα μη ολοκληρώσιμα μοντέλα , θα ήταν λοιπόν ενδιαφέρον να δούμε ποιά διακεκριμένα χαρακτηριστικά των σολιτονικών κυμάτων σε μη ολοκληρώσιμα μοντέλα θα μπορούσαν να είναι υπεύθυνα για τις αστάθειές τους αυτές . Είναι γενικά αποδεκτό σαν αντίληψη ότι τα σολιτονικά κύματα των μη ολοκληρώσιμων μη γραμμικών μοντέλων διαφέρουν από τα σολιτόνια των ολοκληρώσιμων μοντέλων μόνο στον χαρακτήρα των σολιτονικών αλληλεπιδράσεων . Αντίθετα με τις αλληλεπιδράσεις των σολιτονίων , αυτές των σολιτονικών κυμάτων συνοδεύονται από ακτινοβολία . Ωστόσο οι σολιτονικές αστάθειες σχετίζονται με μη τετριμένα φαινόμενα διαφορετικής φύσεως , που είναι γενικευμένα για εντοπισμένα κύματα μη ή σχεδόν ολοκληρωσίμων μοντέλων .

  Πιό συγκεκριμένα μια μικρή διαταραχή σε ένα ολοκληρώσιμο μοντέλο μπορεί να δημιουργήσει έναν εσωτερικό ρυθμό σολιτονικού κύματος . Αυτό το φαινόμενο είναι πέρα από οτιδήποτε θα μπορούσε να αντιμετωπιστεί από μια κανονική θεωρία διαταραχής , διότι τα σολιτόνια των ολοκληρώσιμων μοντέλων δεν έχουν εσωτερικούς ρυθμούς . Κι όμως στα μη ολοκληρώσιμα μοντέλα τέτοιοι ρυθμοί μπορούν να εισάγουν ποιοτικά νέα χαρακτηριστικά στην δυναμική του συστήματος και συγκεκριμένα να οδηγήσουν στην εμφάνιση σολιτονικής αστάθειας .

  Για να δούμε πως οι εσωτερικοί ρυθμοί είναι γενικευμένοι για τα μη ολοκληρώσιμα μοντέλα θεωρούμε την ελαφρώς διαταραγμένη NLS εξίσωση με μη γραμμικό όρο
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Το γραμμικό πρόβλημα ιδιοτιμών που προκύπτει μπορεί να λυθεί ακριβώς για 
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Το διακριτό του φάσμα περιέχει μόνο μια εκφυλισμένη ιδιοτιμή ,
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, που αντιστοιχεί στον ουδέτερο ρυθμό (σολιτόνιο) . Μπορεί να δειχθεί ότι μια μικρή διαταραχή μπορεί να οδηγήσει στην δημιουργία ενός εσωτερικού ρυθμού (που αντιστοιχεί σε δυο συμμετρικές διακριτές ιδιοτιμές ). Αν θεωρήσουμε τον άνω κλάδο του φάσματος με οριακές συχνότητες (cut-off frequencies) 
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 ,οι οποίες δεν μεταβάλλονται από την διαταραχή ,η συχνότητα του εσωτερικού ρυθμού μπορεί να γραφτεί
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 είναι οι ιδιοσυναρτήσεις της αδιατάρακτης NLS εξίσωσης υπολογισμένης για 
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, είναι το σολιτόνιο της αδιατάρακτης εξίσωσης και 
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 είναι η εντοπισμένη διόρθωση . Σολιτονικός εσωτερικός ρυθμός εμφανίζεται αν 
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3.2       Κριτήριο ευστάθειας για θεμελιώδη σολιτόνια

  Η άμεση διερεύνηση του προβλήματος ιδιοτιμών είναι μια περίπλοκη εργασία που στην γενική περίπτωση δεν αποδίδει μια αναλυτική λύση . Ωστόσο για την κατηγορία των θεμελιωδών σολιτονικών κυμάτων, σολιτόνια δηλαδή χωρίς κόμβους, η ανάλυση μπορεί να απλοποιηθεί σημαντικά . Καταρχήν θα εξάγουμε από το πρόβλημα την εξίσωση 
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η οποία αν θέλουμε να απαιτήσουμε ευστάθεια της σολιτονικής λύσης θα πρέπει να έχει ιδιοτιμές   
[image: image60.wmf]0

2

>

l

  (θετικές) . Μπορούμε να δείξουμε ότι  
[image: image61.wmf]-

+

=

L

L

L

0

  ,όπου 
[image: image62.wmf])

(

1

dx

d

dx

d

L

F

F

+

±

=

-

±

  και άρα εναλλακτικά μπορούμε να θεωρήσουμε το βοηθητικό πρόβλημα ιδιοτιμών
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έχοντας αντικαταστήσει   
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 είναι ερμιτιανός οι ιδιοτιμές του , 
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 , είναι πραγματικές ,άρα το μόνο που μπορούμε να πούμε προς το παρόν είναι ότι δεν μπορούν να συμβούν ταλαντωνούμενες αστάθειες .
  Οι ιδιότητες των τελεστών  
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  έχουν μελετηθεί αρκετά στην βιβλιογραφία την σχετική με την φασματική θεωρία διαφορικών τελεστών δευτέρας τάξης . Στο πρόβλημά μας θα χρησιμοποιήσουμε δυο αποτελέσματα για το φάσμα του γραμμικού προβλήματος ιδιοτιμών 
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· οι ιδιοτιμές μπορούν να διαταχθούν ,ισχύει δηλαδή
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        ιδιοσυνάρτησης    
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· για ένα βαθύτερο πηγάδι δυναμικού  
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  το αντίστοιχο σύνολο   

ιδιοτιμών μετατοπίζεται προς τα κάτω (μια προς μια) ,δηλαδή
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  Θα παρατηρήσουμε αρχικά ότι για τον τελεστή 
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 ,άρα ο ουδέτερος ρυθμός (neutral mode) , 
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  είναι θετικά ορισμένος στον υποχώρο των συναρτήσεων που είναι ορθογώνιες στην  
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  . Αυτό μας επιτρέπει να χρησιμοποιήσουμε μερικά γενικά θεωρήματα για να συνδέσουμε τις ιδιότητες ευστάθειας των σολιτονίων με τον αριθμό των αρνητικών ιδιοτιμών του τελεστή  
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 . Ειδικότερα
· σολιτονική αστάθεια εμφανίζεται αν έχουμε δυο ή περισσότερες αρνητικές ιδιοτιμές , δηλαδή  
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· έχουμε ευστάθεια σολιτονίου αν ο τελεστής  
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  είναι θετικά ορισμένος

· στην ενδιάμεση περίπτωση , η ευστάθεια του σολιτονίου εξαρτάται από την κλίση της ισχύος του σολιτονίου 
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 , σύμφωνα με το κριτήριο ευστάθειας Vakhitov-Kolokolov , δηλαδή το σολιτόνιο είναι ευσταθές αν   
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  και είναι ασταθές αλλιώς .

  Άρα για να διακρίνουμε ανάμεσα στις προηγούμενες περιπτώσεις αρκεί να βρούμε τα πρόσημα των μηδενικής και πρώτης τάξης ιδιοτιμών (n=0 ,1) του τελεστή  
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  Αρχικά θα παρατηρήσουμε ότι για θεμελιώδη σολιτόνια (χωρίς κόμβους) ,και ο τελεστής  
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  υπάρχουν και είναι θετικά ορισμένοι για κάθε συνάρτηση ορθογώνια στην  
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 που είναι ο ουδέτερος ρυθμός της (3.2) και άρα μπορεί να αγνοηθεί. Από την (3.2) παίρνουμε αν εφαρμόσουμε τον τελεστή  
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  ένα άλλο γραμμικό πρόβλημα με το ίδιο φάσμα .
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Αν τώρα πολλαπλασιάσουμε την (3.3) με  
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Εφόσον ο παρονομαστής της (3.5) είναι θετικά ορισμένος αν η  
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 ικανοποιεί την (3.4) , το πρόσημο του λόγου εξαρτάται μόνο από τον αριθμητή . Ξέρουμε ότι αστάθεια θα εμφανιστεί αν υπάρχει ιδιοτιμή 
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κανονικοποιώντας ώστε 
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  Προκειμένου να βρούμε το ελάχιστο της (3.6) κάτω από τους περιορισμούς (3.4) και (3.7) χρησιμοποιούμε την μέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange και ψάχνουμε για ελάχιστο της 

          
[image: image102.wmf]>

F

<

-

>

<

-

>

=<

,

,

,

1

u

u

u

u

L

u

L

m

n


(3.8)
όπου οι πραγματικές παράμετροι  
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και σύμφωνα με την  (3.6) η στάσιμη κατάσταση είναι ασταθής μόνο αν υπάρχει 
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Προκειμένου να βρούμε τον πολλαπλασιαστή Lagrange 
[image: image127.wmf]n

 ,παίρνουμε από την (3.4) 
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(3.10)
  Υπενθυμίζοντας ότι αστάθεια εμφανίζεται όταν υπάρξει ρίζα  
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 ,θα βρούμε το πρόσημο του ελάχιστου 
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  Εφόσον οι χαμηλότερης τάξης ρυθμοί των τελεστών  
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  Αν παρατηρήσουμε ότι η  
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  Το τελευταίο δυνατό σενάριο είναι όταν 
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 . Τα αποτελέσματα αυτά δίνουν την απόδειξη των κριτηρίων ευστάθειας που προαναφέρθηκαν και τα οποία βρήκαν την απόδειξή τους σε μια γενική μαθηματική θεωρία που αναπτύχθηκε από τον Γρυλλάκη .
 3.3        Ταλαντωνούμενες αστάθειες

  Όταν οι συνθήκες του κριτηρίου Vakhitov-Kolokolov ή η γενίκευσή του δεν πληρούνται , για παράδειγμα έχουμε περισσότερες από μια αρνητικές ιδιοτιμές , η μελέτη της ευστάθειας μπορεί να βασιστεί μόνο στα αποτελέσματα αριθμητικών προσομοιώσεων και δεν διαθέτουμε κάποιο κριτήριο ευστάθειας . Σε μια τέτοια περίπτωση οι ασταθείς ιδιοτιμές είναι μιγαδικές και η αντίστοιχη σολιτονική αστάθεια λέγεται ταλαντωνούμενη .
  Ένα από τα πρώτα παραδείγματα τέτοιας αστάθειας σολιτονικών κυμάτων αναλύθηκε από τον Barashenkov στην περίπτωση σολιτονίων οπτικού διακένου ,στα πλαίσια της θεωρίας συζευγμένων ρυθμών μέσω δυο μη γραμμικών συζευγμένων εξισώσεων για τα αδιάστατα πλάτη δυο αντίθετα οδευόντων κυμάτων .
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[image: image172.wmf]s

 , είναι η παράμετρος ετεροδιαμόρφωσης φάσης και η περίπτωση 
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αντιστοιχεί στο ακριβώς ολοκληρώσιμο μοντέλο Thirring της θεωρίας πεδίων .

  Το γεγονός ότι για  
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 το άνω σύστημα είναι ολοκληρώσιμο μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να μελετηθούν οι διακλαδώσεις νέων ιδιοτιμών από το όριο του συνεχούς φάσματος στην περίπτωση μικρού 
[image: image175.wmf]s

 , όπως στην περίπτωση της βαθμωτής ελαφρώς διαταραγμένης κυβικής NLS εξίσωσης που ήδη είδαμε .Οι πρόσθετες ιδιοτιμές αντιστοιχούν σε εσωτερικούς ρυθμούς σολιτονίου διακένου και συγκρούσεις δυο τέτοιων ιδιοτιμών προκαλούν ταλαντωνούμενη αστάθεια του σολιτονίου που χαρακτηρίζεται από ένα ζευγάρι μιγαδικών ιδιοτιμών με θετικά πραγματικά μερη .
4        Μέθοδος Split-Step Fourier 
  Θέλουμε να λύσουμε την εξίσωση:
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  Η λύση που θα εφαρμόσουμε δεν είναι αναλυτική αμιγώς, καθώς υπάρχει μη γραμμικός όρος αλλά αριθμητική, η ευρωστία της οποίας έχει αποδειχθεί.Θα ορίσουμε γιαυτό τη μέθοδο SSF (split-step Fourier) κάνοντας αρχικά τις ακόλουθες αλλαγές μεταβλητής ώστε να προκύψουν αδιάστατα μεγέθη.
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 EMBED Equation.3  [image: image178.wmf]
οπότε προκύπτει η:
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  Θα θεωρήσουμε ότι μπορούμε να περιγράψουμε την μεταβολή του 
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  χωρίζοντας την εξίσωση σε γραμμικό και μη γραμμικό μέρος και με την σχέση αλληλεξάρτησης αυτών  που θα ορίσουμε στην συνέχεια.      
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  Η πρώτη εξίσωση είναι το γραμμικό μέρος της εξίσωσης σύμφωνα με την οποία εξελίσσεται η  
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Χωρίζουμε την εξίσωση σε δυο, μια γραμμική και μια μη γραμμική υποθέτοντας ότι όπως συμπεριφέρεται η υπό εξέταση συνάρτηση στο τέλος ενός βήματος βάσει της αρχικής, με τον ίδιο τρόπο θα συμπεριφέρεται στο τέλος του ίδιου βήματος από την συνδυασμένη δράση σε αυτήν της γραμμικής και της μη γραμμικής ως εξής:  
Εισάγουμε την αρχική τιμή της συνάρτησης στην γραμμική εξίσωση και την λύνουμε για μισό βήμα (dz/2) ,στην συνέχεια παίρνουμε την αναθεωρημένη τιμή και την εισάγουμε στην μη γραμμική εξίσωση την οποία λύνουμε για ένα βήμα (dz) και τέλος την καινούρια τιμή την εισάγουμε για ένα ακόμη μισό βήμα στην γραμμική εξίσωση (dz/2) .
Άρα ο χωρισμός της αρχικής εξίσωσης σε δυο έχει νόημα για το αντίστοιχο κάθε φορά βήμα .
Για αυτό το βήμα λοιπόν η μη γραμμική εξίσωση γίνεται:      
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[image: image198.wmf]0
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 . Άρα για αυτό το βήμα :  
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Έχουμε
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 έχοντας λάβει και τη μη γραμμικότητα .
Άρα για ένα βήμα :  
[image: image203.wmf])
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Τελικά για την συνολική απόσταση (m βήματα) :
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  .   
5  Ηλεκτρομαγνητισμός σε αναμεμιγμένο διηλεκτρικό μέσο

  Για να μελετήσουμε την διάδοση του φωτός σε έναν φωτονικό κρύσταλλο θα πρέπει να καταφύγουμε στις εξισώσεις του Maxwell και να αντιμετωπίσουμε το πρόβλημα της διάδοσης ως πρόβλημα ηλεκτρομαγνητικών πεδίων. Μια τέτοια ανάλυση ,με την στενή έννοια ,ίσως περιέπλεκε την κατάσταση και σίγουρα δεν θα προσέθετε στις γνώσεις μας για το αντικείμενο ούτε στο ελάχιστο από όσα θα προσέθετε μια ποιό επιστημονική αντιμετώπιση.Αφού εξιδεικεύσουμε στην περίπτωση ενός “αναμεμιγμένου διηλεκτρικού μέσου” εννοώντας ως τέτοιο ένα μίγμα περιοχών από ομογενές διηλεκτρικό υλικό χωρίς ελεύθερα φορτία και ρεύματα (εφόσον δεν έχουμε πηγές φωτός) , θα καταστρώσουμε τις εξισώσεις μας σαν ένα πρόβλημα ιδιοτιμών ενός γραμμικού ερμιτιανού τελεστή και έτσι με αυτόν τον τρόπο θα έχουμε μια στενή αναλογία με την εξίσωση του Schrödinger στην κβαντομηχανική και θα διαπιστώσουμε ένα πλήθος από χρήσιμες ιδιότητες.
  Μακροσκοπικά οι ηλεκτρομαγνητικές ιδιότητες της ύλης συμπεριλαμβανομένης της διάδοσης του φωτός στον κρύσταλλο περιγράφονται από τις μακροσκοπικές εξισώσεις του Maxwell , οι οποίες δεχόμαστε ότι ισχύουν αξιωματικά (φυσικά τελικός κριτής θα είναι πάντα το πείραμα) και στον χώρο 
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  όπου 
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 η ηλεκτρική και μαγνητική πόλωση.
Στην γενική περίπτωση έχουμε :
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       i,j,k : x και y και z
ωστόσο για πολλά διηλεκτρικά υλικά όπως και για την περίπτωσή μας μπορούμε με καλή προσέγγιση να κάνουμε τις ακόλουθες υποθέσεις :

  Πρώτον υποθέτουμε ότι οι δυνάμεις του πεδίου είναι αρκετά μικρές ώστε να είμαστε στην γραμμική περιοχή , έτσι τα 
[image: image214.wmf]ijk
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 και όλοι οι υψηλότερης τάξης όροι μπορούν να αγνοηθούν.
  Δεύτερον υποθέτουμε ότι το μέσον είναι μακροσκοπικό και ισοτροπικό ώστε τα
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 συσχετίζονται με μια βαθμωτή διηλεκτρική σταθερά 
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Γενικεύοντας μπορούμε να πούμε ότι σε ανισοτροπικά μέσα συσχετίζονται με διηλεκτρικό τανυστή (
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  Τέλος επικεντρώνουμε σε χαμηλών απωλειών διηλεκτρικά άρα θεωρούμε ότι 
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Άρα τελικά   
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  Ίσως προκύπτει το ερώτημα αν με τις υποθέσεις που κάναμε χάνουμε την δυνατότητα να ανακαλύψουμε κάποια ενδιαφέροντα φυσικά φαινόμενα .Μπορεί να είναι έτσι, αλλά και με αυτήν την απλή θεώρηση έχουμε ακετές ενδιαφέρουσες και χρήσιμες ιδιότητες να ανακαλύψουμε.
  Εφόσον οι εξισώσεις του Maxwell είναι γραμμικές μπορούμε αρχικά να καταφύγουμε στον χωρισμό της λύσης σε χωρικό και χρονικό μέρος ,η ορθότητα ή όχι αυτού του μαθηματικού τεχνάσματος θα αποδειχθεί εκ των υστέρων. Άρα μπορούμε να αναπτύξουμε τα πεδία σε ένα άθροισμα αρμονικών ρυθμών (σειρά Fourier) .Θα θεωρήσουμε λοιπόν ότι οι εξισώσεις μας δρουν σε ένα πεδίο που μεταβάλλεται ημιτονοειδώς χρονικά ,ενώ τελικά θα αθροίσουμε τα πραγματικά μέρη των ρυθμών .
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Άρα έχουμε :
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η φυσική σημασία των οποίων είναι ότι στο διηλεκτρικό μέσο (φωτονικός κρύσταλλος) δεν ύπάρχουν πηγές ή καταβόθρες των 
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δηλαδή τα πεδία είναι εγκάρσια .Αν το κύμα είναι επίπεδο για παράδειγμα , δηλαδή    
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 .Μπορούμε λοιπόν να επικεντρώσουμε στις άλλες δυο εξισώσεις αρκεί να απαιτούμε οι λύσεις να είναι εγκάρσια κύματα .
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  Αυτή είναι η κύρια εξίσωση η οποία καθορίζει απόλυτα το 
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 ,λύνουμε την εξίσωση αυτήν για μια δεδομένη συχνότητα ώστε να βρούμε τους ρυθμούς 
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5.1   Ηλεκτρομαγνητισμός σαν ένα πρόβλημα ιδιοτιμών

    Αν ορίσουμε   τον τελεστή    
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έχουμε   :     
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η οποία ορίζει ένα πρόβλημα ιδιοτιμών .Βλέπουμε ότι ο τελεστής είναι γραμμικός, το οποίο σημαίνει ότι ο γραμμικός συνδυασμός δυο λύσεων  
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  είναι λύση του προβλήματος (περίπτωση εκφυλισμού) . 
  Δυο πεδιακές κατανομές που διαφέρουν κατά μια πολλαπλασιαστική σταθερά έχουν την ίδια συχνότητα και αναφέρονται στο ίδιο πρόβλημα ιδιοτιμών γιαυτό θεωρούμε ότι έχουμε τον ίδιο ρυθμό .
  Επίσης ο τελεστής είναι και ερμιτιανός εφόσον για δυο πεδιακές κατανομές 
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το οποίο αποδεικνύεται ως εξής :
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  Αξίζει να σημειωθεί ότι μπορούμε χρησιμοποιώντας την προηγούμενη ιδιότητα να κανονικοποιήσουμε τον ρυθμό ,εκτός αν ενδιαφερόμαστε όχι απλώς για την χωρική του κατανομή αλλά για την ενέργεια του πεδίου .
  Ισχύει ότι :  
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  Άρα η συχνότητα μπορεί να είναι είτε πραγματικός είτε φανταστικός αρχικά .

Επίσης
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και εφόσον   
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  Αν θεωρήσουμε δυο ρυθμούς  
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αν 
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 τότε οι ρυθμοί είναι ορθογώνιοι ενώ αν ισχύει 
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 τότε οι ρυθμοί είναι εκφυλισμένοι (όχι απαραίτητα ορθογώνιοι) .
  Αν για παράδειγμα έχουμε μια διηλεκτρική διαμόρφωση αμετάβλητη υπό μια περιστροφή 
[image: image255.wmf]0
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 τότε μια τέτοια συμμετρία υποχρεώνει δυο πεδιακές χωρικές κατανομές που διαφέρουν κατά μια τέτοια περιστροφή στο χώρο να έχουν την ίδια συχνότητα .Γιατί θα έπρεπε να είναι διαφορετική ; Και αν ναι τότε ποιά συχνότητα αντιστοιχεί στον κάθε ρυθμό αν αυτός έχει σταθερή συχνότητα ; 
5.2    Συμμετρίες και ηλεκτρομαγνητισμός στερεάς   

         κατάστασης

  Εαν μια διηλεκτρική δομή έχει μια συμμετρία τότε μπορούμε να δώσουμε μια μορφή στους ηλεκτρομαγνητικούς ρυθμούς που μπορούν να διαδοθούν χρησιμοποιώντας την συμμετρία αυτήν . Συγκεκριμένα ο φωτονικός κρύσταλλος που εξετάζουμε έχει μια διακριτής μετατόπισης συμμετρία στις δυο διαστάσεις x,y και συνεχούς μετατόπισης συμμετρία στον άξονα z ,άρα η εξέταση από αυτήν την οπτική γωνία του διηλεκτρικού μέσου θα μας δώσει κάποια εικόνα των κυματοδηγούμενων ρυθμών ενώ θα αποτελέσει το απαραίτητο φυσικό υπόβαθρο για την συζήτηση των ενεργειακών ζωνών .
  Στην κλασσική μηχανική αλλά και στην κβαντομηχανική έχουμε μάθει ότι οι συμμετρίες ενός συστήματος μας επιτρέπουν να κάνουμε γενικές διαπιστώσεις για την συμπεριφορά του , δεν θα έπρεπε να μας εντυπωσιάζει λοιπόν λόγω της μαθηματικής αναλογίας που ήδη αναπτύξαμε το ότι οι συμμετρίες βοηθούν να καθορίσουμε τις ιδιότητες και ενός ηλεκτρομαγνητικού συστήματος .
  Ας ξεκινήσουμε με το παράδειγμα μιας μεταλλικής κοιλότητας με συμμετρία ως προς την αρχή των αξόνων (το κέντρο της) .Αν θέλαμε να λύσουμε το πρόβλημα επακριβώς θα αντιμετωπίζαμε μια συνοριακή συνθήκη ,η οποία θα μπορούσε να περιπλέξει την κατάσταση λόγω του αυθαίρετου σχήματός της ,γιαυτό θα καταφύγουμε σε μια άλλη προσέγγιση . Αν με κάποιον τρόπο βρίσκαμε ότι η χωρική κατανομή  
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  τότε και η κατανομή 
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πρέπει να είναι ένας ρυθμός με συχνότητα 
[image: image259.wmf]w

 . Η κοιλότητα δεν θα μπορούσε να διαχωρίσει τους δυο ρυθμούς εφόσον δεν μπορεί να διακρίνει το  
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  Αν υποθέσουμε ότι ο ρυθμός δεν είναι εκφυλισμένος τότε έχουμε τον ίδιο ρυθμό, άρα ισχύει :
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Άρα ένας δεδομένος μη εκφυλισμένος ρυθμός μπορεί να είναι 

άρτιος       
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  Ποιά όμως είναι η μαθηματική έκφραση της πρότασης ότι το σύστημά μας έχει συμμετρία ως προς το κέντρο του ; 
Ορίζουμε τον τελεστή     
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Λόγω της συμμετρίας ισχύει 
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Αντίστροφα έχουμε  
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 ,και εαν δεν έχουμε εκφυλισμό (και αν έχουμε;), πρόκειται για τον ίδιο ρυθμό, δηλαδή
          
[image: image273.wmf])

(

)

(

r

a

r

l

r

r

r

r

H

=

H

O

    

αυτή όμως είναι η εξίσωση ιδιοτιμών του τελεστή   
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   με ιδιοτιμές  
[image: image275.wmf]1

±

 ,άρα για το τυχόν διανυσματικό πεδίο   
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δηλαδή έχουμε άρτιους ή περιττούς ρυθμούς κάτι το οποίο σημαίνει ότι το σύστημά μας έχει συμμετρία ως προς το κέντρο .

  Αν έχουμε εκφυλισμένες ιδιοσυναρτήσεις μπορούμε πάντα να σχηματίσουμε ισάριθμους γραμικούς συνδυασμούς αυτών ώστε ο κάθε ένας από τους ρυθμούς αυτούς να είναι άρτιος ή περιττός . 
   Γενικεύοντας ο τελεστής 
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S ενός συστήματος και άρα μπορούμε όπως θα αποδείξουμε να δημιουργήσουμε τις ιδιοσυναρτήσεις του 
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 έχει μη εκφυλισμένες ιδιοσυναρτήσεις ,τότε 
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  Αν τώρα το 
[image: image289.wmf])

(

r

j

r

r

H

 είναι μια εκφυλισμένη ιδιοσυνάρτηση του τελεστή 
[image: image290.wmf]Q


m-τάξης, δηλαδή υπάρχουν m γραμμικά ανεξάρτητες ιδιοσυναρτήσεις του 
[image: image291.wmf]Q

 με την ίδια ιδιοτιμή 
[image: image292.wmf]j

a

  το μόνο που μπορούμε να πούμε είναι ότι 

     
[image: image293.wmf]å

=

H

=

H

m

k

k

jk

j

r

n

r

S

1

)

(

)

(

r

r

r

r


όπου τα  
[image: image294.wmf]jk

n

είναι σταθερές  .Υπάρχουν m τον αριθμό σχέσεις του παραπάνω τύπου μια για κάθε  
[image: image295.wmf])

(

r

j

r

r

H

 .Άρα για  
[image: image296.wmf]const

c

j

=

 έχουμε 
     
[image: image297.wmf]å

å

å

=

=

=

H

=

H

m

j

m

k

k

jk

j

m

j

j

j

r

n

c

r

c

S

1

1

1

)

(

)

(

r

r

r

r


Στην παραπάνω εξίσωση οι σταθερές  
[image: image298.wmf]jk

n

είναι ορισμένες ενώ οι  
[image: image299.wmf]j

c

 αυθαίρετες .

Αν διαλέξουμε τις σταθερές  
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όπου το b είναι μια σταθερά , οι σχέσεις αυτές αποτελούν ένα ομογενές σύστημα m εξισώσεων με m αγνώστους , για να έχει αυτό λύση διάφορη της μηδενικής θα πρέπει να μηδενίζεται η ορίζουσα των συντελεστών των αγνώστων . Από τον μηδενισμό της ορίζουσας παίρνουμε μια εξίσωση m βαθμού ως προς b που δίνει τις ρίζες  
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 , επίσης  παίρνουμε την εξίσωση ιδιοτιμών 
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οι οποίες είναι ιδιοσυναρτήσεις και του 
[image: image308.wmf]S

  και του 
[image: image309.wmf]Q
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  Αποδείξαμε λοιπόν ότι σε κάθε περίπτωση αν οι τελεστές αντιμετατίθενται έχουν κοινές ιδιοσυναρτήσεις . Αυτό είναι πολύ βολικό εφόσον οι ιδιοσυναρτήσεις (ρυθμοί)
και οι ιδιοτιμές απλών τελεστών συμμετρίας όπως ο  
[image: image310.wmf]l

O

  για παράδειγμα βρίσκονται εύκολα ενώ αντίστοιχα αυτές του  
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 όχι .
5.3      Συμμετρία διακριτής/συνεχούς μετατόπισης
  Ένας φωτονικός κρύσταλλος δεν έχει συμμετρία συνεχούς μετατόπισης , αλλά διακριτής .Αυτό σημαίνει ότι δεν είναι αμετάβλητος βλέποντάς τον μετατοπισμένο κατά οποιαδήποτε απόσταση ,παρά μόνο κατά πολλαπλάσια ενός μήκους βήματος και σε συγκεκριμένη/ες κατευθύνσεις .
  Στον υπό εξέταση κρύσταλλο έχουμε συμμετρία διακριτής μετατόπισης στους άξονες x και y και συνεχούς στον άξονα z . Το βασικό μήκος βήματος είναι η σταθερά πλέγματος  
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 και το πρωταρχικό διάνυσμα πλέγματος κατά την x κατεύθυνση είναι 
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Λόγω συμμετρίας ισχύει  
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  Επίσης λόγω των συμμετριών μετατόπισης ο τελεστής 
[image: image317.wmf]Q

αντιμετατίθεται με τους τελεστές μετατόπισης και στους τρεις άξονες , άρα οι ρυθμοί είναι κοινές ιδιοσυναρτήσεις (οι ιδιοσυναρτήσεις τους είναι κοινές) των τριων τελεστών .
  Αυτές είναι επίπεδα κύματα 
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  Παρατηρούμε ότι οι ρυθμοί με κυματαριθμούς  
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 , έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές των τελεστών 
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 αντίστοιχα . Άρα συνιστούν ένα σύνολο εκφυλισμένων ρυθμών ,

των οποίων θεωρούμε τον γραμμικό συνδυασμό .

Τελικά οι ρυθμοί που κυματοδηγούνται στον φωτονικό κρύσταλλο παίρνουν την μορφή :
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είναι περιοδική συνάρτηση στο x,y ,δηλαδή 
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  Η διακριτή περιοδικότητα στο x,y οδηγεί σε μια εξάρτηση των x,y για το 
[image: image332.wmf]H
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 που είναι το γινόμενο ενός σφαιρικού κύματος με μια περιοδική στο x,y συνάρτηση  . Μπορούμε να το σκεφθούμε σαν ένα σφαιρικό κύμα όπως θα ήταν στον ελεύθερο χώρο αλλά διαμορφωμένο με μια περιοδική συνάρτηση λόγω του περιοδικού πλέγματος στο x,y επίπεδο .
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Αυτό το αποτέλεσμα είναι γνωστό σαν θεώρημα του Bloch .Και η προηγούμενη σχέση αναφέρεται σαν κατάσταση Bloch στην φυσική στερεάς κατάστασης και σαν ρυθμός Floquet στην μηχανική .
  Είναι προφανές ότι οι καταστάσεις Bloch με κυματοδιάνυσμα 
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είναι ταυτόσημες .Επίσης τα κυματοδιανύσματα αυτά αν και η μαθηματική τους έκφραση είναι διαφορετική ,δεν διαφέρουν από φυσικής πλευράς εφόσον αντιστοιχούν στις ίδιες ιδιοτιμές των τελεστών ( υπάρχει εκφυλισμός ,αν διαφέρανε θα αντιστοιχούσαν σε διαφορετικές τιμές των τελεστών τους ) ,δηλαδή 
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  Τέλος θα πρέπει όπως έχουμε δείξει, οι ιδιοτιμές του τελεστή 
[image: image343.wmf]Q

 των ρυθμών αυτών να είναι ίσες, δηλαδή για 
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Άρα στην πραγματικότητα αρκεί τα 
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 να θεωρηθεί ότι υπάρχουν στο εύρος 
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Η περιοχή αυτή λέγεται ζώνη Brillouin . 
5.5  Περιστροφική συμμετρία και η ελάχιστη ζώνη Brillouin
  Ο φωτονικός κρύσταλλος που εξετάζουμε έχει εκτός από συμμετρία διακριτής μεταφοράς στους άξονες x,y και συνεχούς στον άξονα z ,περιστροφική στο επίπεδο x-y ,δηλαδή μένει αμετάβλητος αν περιστραφεί γύρω από το κέντρο του κατά 
[image: image350.wmf]0
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Θα εξετάσουμε τα συμπεράσματα που μπορούμε να αντλήσουμε για τους ρυθμούς ενός τέτοιου κρυστάλλου . 
  Ας υποθέσουμε τον τελεστή  
[image: image351.wmf])
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 ,ο οποίος περιστρέφει ένα διάνυσμα κατά μια γωνία  
[image: image352.wmf]a

 γύρω από τον ημιάξονα του διανύσματος  
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 .Ο τελεστής υποθέτουμε ότι δρα και στο όρισμα ενός διανυσματικού πεδίου ,άρα ισχύει :

        
[image: image354.wmf])

(

)

(

1

'

r

f

r

f

r

r

r

r

-

Â

Â

=

Â

  
αν θέλουμε να περιστρέψουμε το διάνυσμα  
[image: image355.wmf])
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Ορίζουμε ως περιστροφή του διανυσματικού πεδίου στην θέση  
[image: image356.wmf]r
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 , με την μαθηματική έκφραση του τελεστή
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  Αν όπως ισχυριστήκαμε η περιστροφή κατά  
[image: image358.wmf]Â

 αφήνει το σύστημα αμετάβλητο , συμπεραίνουμε όπως και προηγουμένως ότι 
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Βλέπουμε ότι ο περιστραμμένος ρυθμός είναι ένας επιτρεπτός ρυθμός με την ίδια ιδιοτιμή όπως ο αρχικός . Επίσης έχοντας αποδείξει ότι ο ρυθμός  
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[image: image364.wmf])
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 στο επίπεδο x-y ). Για να το κάνουμε αυτό αρκεί να δείξουμε ότι ο ρυθμός  
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η πρώτη ισότητα αποδεικνύεται ως εξής :
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[image: image374.wmf]å
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[image: image375.wmf]å
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άρα εφόσον ο  
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άρα διαπιστώνουμε ότι υπάρχει μια ένα προς ένα αντιστοιχία της γεωμετρικής συμμετρίας με μια αντίστοιχη συχνοτική για κάθε n εντός της ζώνης Brillouin (τετράγωνη περιοχή ,όπως αποδείξαμε ) .

  Με ανάλογες μεθόδους μπορούμε να δείξουμε ότι όταν ο κρύσταλλος έχει περιστροφική ,κατοπτρική ή αντίστροφη συμμετρία ,οι συναρτήσεις  
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έχουν την ίδια συμμετρία . Το σύνολο αυτό των λειτουργιών συμμετρίας (περιστροφή,κατοπτρισμός και αντιστροφή) λέγεται σημείο ομάδας του κρυστάλλου .
  Εφόσον οι  
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 κατέχουν το σύνολο των συμμετριών του σημείου ομάδας δεν χρειάζεται να εξετάσουμε όλη την ζώνη Brillouin ,αλλά την μικρότερη περιοχή εντός αυτής ,τα σημεία της οποίας δεν συνδέονται γεωμετρικά με την αντίστοιχη συμμετρία .Αυτή η περιοχή λέγεται ελάχιστη ζώνη Brillouin .
  Στην περίπτωσή μας η περιοχή αυτή είναι το τρίγωνο (
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6     Εξαγωγή της εξίσωσης κυματοδήγησης για το 

       συνεχές μοντέλο
  Μέχρι στιγμής είδαμε κάποιες χρήσιμες ιδιότητες του κρυστάλλου και βγάλαμε κάποια συμπεράσματα έχοντας εστιάσει στο διάνυσμα του μαγνητικού πεδίου .
  Θα καταφύγουμε τώρα στις εξισώσεις του Maxwell πάλι και θα επικεντρώσουμε αυτήν την φορά την προσοχή μας στο ηλεκτρικό πεδίο .

  Αποσυμπλέκοντας τα πεδία και υποθέτοντας ότι στο μέσο μας έχουμε 
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 η διηλεκτρική επιτρεπτότητα του κενού
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 : η διηλεκτρική σταθερά του μέσου
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Ο μετασχηματισμός Fourier του πεδίου είναι:
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  η σταθερά διάδοσης στον ελεύθερο χώρο.
Πρόκειται να εξεταστεί φωτονικός κρύσταλλος με περιοδική διαμόρφωση του δείκτη διάθλασης στο επίπεδο x,y (μπορεί να είναι και επί τοις χιλίοις η διαμόρφωση).
Μπορούμε να υποθέσουμε ότι η διαμόρφωση  αναφέρεται στον γραμμικό όρο της 
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, λογικό εφόσον ο μη γραμμικός όρος είναι μικρός.
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 όρος που εξαρτάται από τις ιδιότητες του υλικού
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 σε αυτόν τον όρο οφείλεται η περιοδική διαμόρφωση του δείκτη διάθλασης  
             με τρόπο που θα εξηγήσουμε στην συνέχεια (πολύ μικρό). 
Άρα τελικά
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 είναι κάποιος στενός συχνοτικά παλμός περί την 
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Έχουμε στο πεδίο του χρόνου:
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η συχνότητα του φέροντος.
  Ας κάνουμε στο σημείο αυτό μια μικρή παρένθεση για να υπολογίσουμε την αναλυτική έκφραση του πεδίου .  
  Το πεδίο γράφεται στην περίπτωση όπου δεν έχουμε εξασθένηση κατά την 

διάδοση σε ένα διηλεκτρικό μέσο :
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όπου το 
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 υποθέτουμε αρχικά ότι είναι μια σταθερά ,πολύ σύντομα θα τροποποιήσουμε αυτήν την υπόθεση.
  Ορίζουμε σαν ταχύτητα φάσης την ταχύτητα που πρέπει να έχει ένας κινούμενος παρατηρητής έτσι ώστε ταξιδεύοντας μαζί με το κύμα να βλέπει την φάση 
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  Έστω ότι αρχικά ο παρατηρητής βρισκόμενος με κάποιον τρόπο πάνω στο κύμα στην θέση 
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 την χρονική στιγμή 
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  Στην παραπάνω ανάλυση και ειδικά γράφοντας την εξίσωση (6.1) έχουμε παραδεχτεί σιωπηρά ότι το ηλεκτρικό πεδίο 
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. Αυτή η παραδοχή έχει σαν συνέπεια η ενέργεια του κύματος  
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Άρα μπορούμε να γράψουμε σε πραγματική μορφή
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όπου w είναι το συνολικό εύρος συχνότητας του ηλεκτρομαγνητικού φάσματος και 
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  είναι ο μετασχηματισμός Fourier της κυματομορφής που διαμορφώνει το κύμα .
  Στην θέση z = 0 το ηλεκτρικό πεδίο γράφεται λοιπόν 
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  Στην περίπτωση που  
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  Στην πράξη σχεδόν πάντοτε ισχύει όπως άλλωστε και στην περίπτωσή μας 
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  Αντικαθιστώντας στην εξίσωσή μας έχουμε 
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  Αν θέσουμε 
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τότε το πεδίο γράφεται στην τελική μορφή
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  Το αποτέλεσμα αυτό δείχνει ότι το σήμα διαμόρφωσης για να διανύσει μια απόσταση  
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δηλαδή η ταχύτητα διάδοσης του σήματος είναι ίση με 
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και την ονομάζουμε ταχύτητα ομάδας  
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  Αποδεικνύεται με απλό τρόπο ότι η ταχύτητα ομάδας αντιπροσωπεύει την ταχύτητα διάδοσης της μέσης τιμής της ισχύος (μέση τιμή του διανύσματος Poynting) και όταν ισχύει 
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  Στο πεδίο της συχνότητας 
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ο Fourier στον χώρο 
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     Η εξίσωση κυματοδήγησης ξαναγράφεται:
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Προκειμένου να λύσουμε αυτήν την εξίσωση υπολογιστικά θα μετατρέψουμε τα μεγέθη σε αδιάστατα κανονικοποιώντας τα .
Normalization:
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      (6.2)
 6.1     Μετάβαση από το συνεχές στο διακριτό μοντέλο

  Tight binding approximation:

Θα θεωρήσουμε αρχικά το γραμμικό πρόβλημα το οποίο είναι αυτό στο οποίο δεν υπάρχει μη γραμμικός όρος και χρονική εξάρτηση ,προσπαθώντας με αυτόν τον τρόπο να δημιουργήσουμε μια βάση συναρτήσεων για την λύση του διακριτού προβλήματος όπως θα δούμε στην συνέχεια .Πώς θα μπορούσε να το ισχυριστεί κανείς ; 
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  η ακτίνα του κυλινδρικού κυματοδηγού .
Θα θεωρήσουμε για το γραμμικό πρόβλημα λύσεις της μορφής :
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    Κυλινδρικό πηγάδι δυναμικού

  Θεωρούμε την προηγούμενη εξίσωση 
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  από την αντίστοιχη σχέση .Άρα έχουμε βρει το πεδίο που αντιστοιχεί στο γραμμικό πρόβλημα (προσέχουμε να εισάγουμε στις προηγούμενες σχέσεις κανονικοποιημένα μεγέθη) .
Ισχυριζόμαστε ότι ισχύει (προσεγγιστικά), χρησιμοποιώντας την μέθοδο της διαταραχής:
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παίρνουμε :
    Tight binding:
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Από τη λύση του γραμμικού προβλήματος ισχύει :
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Έχουμε τους εξής όρους
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  μη γραμμικός όρος (non linear term)
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Άρα η εξίσωση που περιγράφει το διακριτό μοντέλο γράφεται
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η οποία θα επιλυθεί και αυτή αριθμητικά με την μέθοδο Split-Step Fourier . Αρχικά όμως θα πρέπει να υπολογισθούν οι προηγούμενοι συντελεστές . Έχουμε δηλαδή να υπολογίσουμε τα εξής ολοκληρώματα :
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Για τον γειτονικό κυματοδηγό έχουμε την λύση του γραμμικού προβλήματος αντίστοιχα
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  Αν ξεκινήσουμε από το ολοκλήρωμα 
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   έχουμε βάσει των προηγουμένων ολοκληρωμάτων
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  τέλος έχουμε 

    ζ .  
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 7      Εντοπισμός και μεταφορά ενέργειας σε πρωτείνες
  7.1   Ο μηχανισμός που προτάθηκε από τον Davydov
  Οι πρωτείνες είναι μόρια τύπου αλυσίδας αποτελούμενες από μια σειρά αμινοξέων με συντακτικό τύπο
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όπου το σύμβολο R δηλώνει μια αλυσίδα υδρογονανθράκων που εξαρτάται από το συγκεκριμένο αμινοξύ . Υπάρχουν 20 διαφορετικά αμινοξέα . Συνδέονται και σχηματίζουν πρωτείνες μέσω ενός πεπτιδικού δεσμού που επιτυγχάνεται με την εξουδετέρωση ενός μορίου νερού μεταξύ της όξινης ομάδας και της –ΝΗ ομάδας . Αυτό οδηγεί σε μακριές αλυσίδες που περιέχουν ένα επαναλαμβανόμενο μοτίβο ως εξής 
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Αυτές οι αλυσίδες διπλώνουν στην δευτερεύουσα δομή των πρωτεινών που σταθεροποιείται με τον σχηματισμό δεσμών υδρογόνου ανάμεσα σε αυτά τα μοτίβα . Τα δυο κύρια στοιχεία που βρίσκονται στις πρωτείνες (δευτερεύουσες δομές) είναι οι α-έλικες και οι επίπεδες δομές , β-φύλλα . Ο μηχανισμός που προτάθηκε από τον Davydov για τον εντοπισμό και την μεταφορά ενέργειας στις πρωτείνες αφορά στις α-έλικες .

  Η υδρόλυση του ΑΤP
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απελευθερώνει ενέργεια που είναι ίση περίπου με δυο κβάντα 
[image: image598.wmf]w
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 του ταλαντωτικού ρυθμού (vibrational mode) του δεσμού 
[image: image599.wmf]O
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. Αυτή η ταλάντωση είναι ως εκ τούτου ένας φυσικός υποψήφιος για την αποθήκευση της ενέργειας υδρόλυσης του ΑΤP . Επιπρόσθετα καθώς το άτομο οξυγόνου της ομάδας 
[image: image600.wmf]O
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 εμπλέκεται σε έναν δεσμό υδρογόνου που σταθεροποιεί την γεωμετρία της έλικας , μια σύζευξη ανάμεσα στην διέγερση του δεσμού 
[image: image601.wmf]O
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 και των ρυθμών παραμόρφωσης (deformation modes) της έλικας (phonon modes) είναι πιθανή . Αυτή είναι η ουσία του μοντέλου του Davydov που υποθέτει ότι η ενέργεια που μεταδίδεται στον δεσμό 
[image: image602.wmf]O
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 , προκαλεί μια τοπική διαταραχή στην έλικα . Αυτή η διαταραχή ελαφρώς μετατοπίζει την συχνότητα του διεγερμένου δεσμού 
[image: image603.wmf]O
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 , ο οποίος παύει να επικοινωνεί (no longer resonates with) με τους άλλους δεσμούς 
[image: image604.wmf]O
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 στην περιοχή του . Η συχνοτική ασυμβατότητα έχει ως αποτέλεσμα την μείωση του ρυθμού μεταφοράς της ενέργειας του διεγερμένου 
[image: image605.wmf]O
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 προς τους γείτονές του , που τείνει να παγιδεύσει την ενέργεια υδρόλυσης του ΑΤP . 

  Αυτή η διαδικασία αυτοπαγίδευσης λειτουργεί σύμφωνα με τις ίδιες αρχές όπως η αυτοπαγίδευση (self-trapping) ενέργειας στην οπτική . 

· η ενέργεια που εγχύεται στο μέσον τροποποιεί τις τοπικές του ιδιότητες 

· αυτή η τροποποίηση τείνει να δυναμώσει τον εντοπισμό (localization) 

  Ωστόσο υπάρχει μια ουσιώδης διαφορά με την αυτοπαγίδευση στην οπτική που συμβαίνει σε ένα τρισδιάστατο μέσον , διότι οι αλυσίδες δεσμών υδρογόνου των πρωτεινών είναι στην ουσία μονοδιάστατες ακόμα και αν αυτά τα τύπου αλυσίδας μόρια διπλώνουν σε μια τρισδιάστατη δομή . Η διαδικασία θετικής ανάδρασης δεν εξελίσσεται σε μια απόκλιση της πυκνότητας ενέργειας , αλλά οδηγεί στον σχηματισμό μιας σταθερής , τύπου σολιτονίου μη γραμμικής διέγερσης που είναι η λύση μιας μη γραμμικής εξίσωσης Schrödinger !
   7.2    Η χαμιλτονιανή του Davydov
  Για να απλοποιήσουμε τους υπολογισμούς θα περιγράψουμε τις πρωτείνες σύμφωνα με το μοντέλο του Davydov θεωρώντας μια μονή αλυσίδα 
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όπου οι αλυσίδες R και τα υδρογόνα δέσμια στα άτομα άνθρακα δεν δείχνονται . Για να προσδιορίσουμε τις κατάλληλες παραμέτρους του μοντέλου , όπως και τις συνθήκες για την ύπαρξη του σολιτονίου του Davydov , οι τρεις παράλληλες αλυσίδες δεσμών υδρογόνου , οι οποίες εκτείνονται κατά μήκος της α-έλικας , πρέπει να ληφθούν υπόψην , αλλά μια καλή προσέγγιση επιτυγχάνεται πολλαπλασιάζοντας απλώς επί τρια τις παραμέτρους του μοντέλου της απλής αλυσίδας , και καθώς οι ιδέες της φυσικής περιλαμβάνονται στο μοντέλο απλής αλυσίδας , περιορίζουμε την παρουσίασή μας στην απλούστερη αυτή περίπτωση .

  Για τις πρωτείνες τα κβαντικά φαινόμενα δεν μπορούν να αγνοηθούν διότι οι συχνότητες των ρυθμών που παίζουν ρόλο στην θεωρία , όπως οι ρυθμοί  
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 , είναι υψηλοί . Θα θεωρήσουμε λοιπόν μια κβαντική χαμιλτονιανή , άθροισμα τριων μερών 
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  Ο πρώτος όρος 
[image: image609.wmf]e
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 ονομάζεται exciton Hamiltonian . Περιγράφει τους δεσμούς 
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. Συμβολίζουμε με 
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B

n

 τον τελεστή που δημιουργεί ένα κβάντο ταλάντωσης 
[image: image612.wmf]O
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 στο κύτταρο n . Ο τελεστής που δίνει τον αριθμό των κβάντων στον 
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 δεσμό 
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 είναι ως εκ τούτου 
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 . Η ενέργεια ενός κβάντου της ταλάντωσης του 
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 ,όπου η συχνότητα 
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 αντιστοιχεί σε κυματαριθμό περίπου 
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Ο πρώτος όρος περιγράφει την ενέργεια ταλάντωσης (vibrational energy) στο κύτταρο n , ενώ ο δεύτερος όρος περιγράφει την πιθανή μεταφορά μέρους της ενέργειας του κυττάρου n στα γειτονικά κύτταρα που μειώνει την ενέργεια του συστήματος εφόσον ο όρος σύζευξης 
[image: image621.wmf]0
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 (θεωρούμε έτσι) . Αυτό αντιστοιχεί στο φυσικό άπλωμα της ενέργειας σε μια αλυσίδα ίδιων ταλαντωτών : η διέγερση ενός από αυτούς τείνει να μεταφερθεί στους άλλους . Ο όρος 
[image: image622.wmf]n
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 εξουδετερώνει ένα κβάντο στην πλευρά n και δημιουργεί ένα στην πλευρά n+1 , έτσι ώστε είναι ο όρος που περιγράφει την μεταφορά από την πλευρά n στην n+1 , όμοια ο 
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 περιγράφει την μεταφορά από το n+1 στο n . 
  Ο όρος 
[image: image624.wmf]ph
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 phonon Hamiltonian περιγράφει τον αποσχηματισμό της πεπτιδικής αλυσίδας . Συμβολίζουμε με 
[image: image625.wmf]n
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 τον τελεστή που αντιστοιχεί στην μετατόπιση της 
[image: image626.wmf]thV
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 πεπτιδικής ομάδας . Μόνο η κίνησή της κατά μήκος της αλυσίδας θεωρείται σε αυτό το μονοδιάστατο μοντέλο . Ο τελεστής 
[image: image627.wmf]n
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 αντιστοιχεί στην συζυγή ορμή του 
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Θεωρούμε ότι τελεστές που αντιστοιχούν σε διαφορετικές πλευρές δρουν σε διαφορετικούς υποχώρους άρα αντιμετατίθενται . Αυτό ισχύει και για τους τελεστές της 
[image: image630.wmf]e
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  Η φωνονική χαμιλτονιανή γράφεται σε αρμονική προσέγγιση ώστε 
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Κ είναι η σταθερά σύζευξης ανάμεσα σε γειτονικές πεπτιδικές ομάδες . Μια τέτοια χαμιλτονιανή μπορεί να διαγωνιοποιηθεί μεταβαίνοντας στον χώρο Fourier , εισάγοντας κανονικούς ρυθμούς . Πιο συγκεκριμένα ας υποθέσουμε ότι η αλυσίδα έχει Ν κύτταρα και ας διαλλέξουμε περιοδικές συνοριακές συνθήκες . Συμβολίζοντας με 
[image: image632.wmf]+
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 τον τελεστή που δημιουργεί ένα φωνόνιο με κυματοδιάνυσμα q και γενικεύοντας τις συνηθισμένες εκφράσεις που έχουμε για έναν απλό κβαντικό αρμονικό ταλαντωτή (παράρτημα Α), έχουμε 
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q ακέραιος ώστε    
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Ο διακριτός μετασχηματισμός που έχουμε εισάγει επαληθεύει τις σχέσεις 

      
[image: image637.wmf]'

'

1

0

/

)

(

2

qq

n

n

q

q

i

e

d

p

N

=

å

-

N

=

N

-

    

  
[image: image638.wmf]'

'

2

/

1

2

/

/

)

(

2

nn

q

n

n

q

i

e

d

p

N

=

å

N

+

N

-

=

N

-


Η φωνονική χαμιλτονιανή γράφεται έτσι σε όρους κανονικών ρυθμών 
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Η χαμιλτονιανή αλληλεπίδρασης είναι το κρίσιμο μέρος της χαμιλτονιανής του Davydov , διότι περιγράφει την μεταβολή της ενέργειας ταλάντωσης του δεσμού 
[image: image640.wmf]O
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 όταν η απόσταση ανάμεσα στις πεπτιδικές ομάδες μεταβάλλεται . Αυτό συμβαίνει διότι η ηλεκτρονική κατανομή του ατόμου του οξυγόνου μεταβάλλεται όταν τα γειτονικά άτομα υδρογόνου μετακινούνται πιο κοντά ή μακριά . Επιλέγουμε τον όρο αυτό 
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Ο όρος 
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 εμφανίζεται σαν διόρθωση στην ενέργεια 
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 που δίνεται στην 
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 . Η σύζευξη εμπεριέχει τις πλευρές n και n+1 , δεν συμμετρικοποιείται με την n-1 ,εφόσον ο n δεσμός 
[image: image646.wmf]O
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 είναι ανάμεσα στις n και n+1 πεπτιδικές ομάδες . 
  7.3   Η μέθοδος μεταβλητότητας και η εκτίμηση 
[image: image647.wmf]2

D


  Η περιγραφή της μεταφοράς ενέργειας σε μια πρωτείνη απαιτεί την λύση ενός προβλήματος αρχικών τιμών . Θέλουμε να ξεκινήσουμε από μια δεδομένη κατανομή της ενέργειας ταλάντωσης των δεσμών 
[image: image648.wmf]O
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 υποθέτοντας για παράδειγμα ότι ένας δεσμός στο τέλος της πρωτείνης έχει διεγερθεί από την υδρόλυση του ΑΤP  και έπειτα να βρούμε την χρονική της εξέλιξη . 
  Ως εκ τούτου πρέπει να λύσουμε μια χρονοεξαρτημένη εξίσωση Schroedinger . Καθώς η χαμιλτονιανή είναι μιγαδική , στην πραγματικότητα λόγω της σύζευξης ανάμεσα στους exciton  και phonon βαθμούς ελευθερίας μια ακριβής λύση δεν μπορεί να επιτευχθεί . Μερικές προσεγγιστικές λύσεις έχουν προταθεί . Αντί να παρουσιάσουμε την λύση που προτάθηκε από τον Davydov , θα περιγράψουμε μια απλούστερη γνωστή σαν εκτίμηση (Ansatz) 
[image: image649.wmf]2
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 που είναι ισοδύναμη με μια μέθοδο μεταβλητότητας . Ο υπολογισμός λύνει την εξίσωση Schroedinger σε έναν υποχώρο του χώρου  των φυσικών καταστάσεων που καθορίζεται από την επιλογή μιας προσεγγιστικής λύσης . Αυτή η λύση που θα ονομάσουμε ‘trial ket’ εξαρτάται από ένα σύνολο παραμέτρων , οι οποίες πρέπει να εκτιμηθούν συναρτήσει του χρόνου . 
  Οι δυο πρώτοι όροι της χαμιλτονιανής 
[image: image650.wmf]e
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 και 
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 δρουν σε διαφορετικούς υποχώρους , διότι η 
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 δρα στις μεταβλητές που χαρακτηρίζουν την ταλάντωση του 
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, ενώ η 
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 έχει να κάνει με τις κινήσεις των πεπτιδικών ομάδων . Εαν δεν υπήρχε όρος αλληλεπίδρασης η χαμιλτονιανή θα ήταν το άθροισμα δυο τελεστών που αντιμετατίθενται και άρα η ιδιοκατάστασή της θα μπορούσε να γραφτεί σαν γινόμενο τανυστών
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Στην εκτίμηση της 
[image: image656.wmf]2
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 Ansatz ,αυτή η αποσύζευξη κρατείται παρουσία του όρου αλληλεπίδρασης . Ως εκ τούτου αυτή η εκτίμηση-Ansatz αγνοεί την ανάμιξη ανάμεσα στα excitons και phonons ,διότι μια γενική κατάσταση ket που ανήκει σε ένα γινόμενο καταστάσεων 
[image: image657.wmf]ph
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 δεν είναι απλώς το γινόμενο του ket του ενός χώρου επί το ket του άλλου . Η λύση βάσει της 
[image: image658.wmf]2
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 Ansatz αρχίζει από το γινόμενο προσεγγιστικών λύσεων σε κάθε έναν από τους χώρους 
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 και 
[image: image660.wmf]ph

e

 .
  Για το exciton μέρος διαλλέγουμε το ket 
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όπου 
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 η κατάσταση κενού για τις διεγέρσεις  
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 .Αυτό σημαίνει ότι για οποιοδήποτε πλευρά διαλλέξουμε 
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 . Ο τελεστής δημιουργεί ένα κβάντο ταλάντωσης (quantum of vibration) στην πλευρά n . Η πιθανότητα ότι η 
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 πλευρά (κύτταρο) έχει διεγερθεί από ένα κβάντο είναι
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  Άρα από την  
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 , έχουμε αν πάρουμε το εσωτερικό γινόμενο με
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απ’όπου θα υπολογίσουμε το
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Καθώς το ket 
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  είναι γινόμενο σύμφωνων καταστάσεων για κάθε q χρησιμοποιούμε την 
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Έχουμε επίσης  
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Το άθροισμα αυτό στον χώρο Fourier μπορεί να γραφτεί και στον πραγματικό χώρο ως
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Οι πρώτοι δυο όροι μας θυμίζουν την κλασική έκφραση της ενέργειας ταλάντωσης του πλέγματος , ενώ ο τελευταίος όρος έχει αμιγώς κβαντικό χαρακτήρα , είναι η ενέργεια μηδενικού σημείου . 
  Για την έκφραση του S είναι με χρήση της (7.1)
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Χρησιμοποιώντας την ισότητα
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τότε
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Άρα τελικά έχουμε
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όπου ο όρος 
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είναι ανεξάρτητος του n . Η ενέργεια μηδενικού σημείου 
[image: image749.wmf]0
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 είναι σταθερή για ένα δεδομένο πλέγμα . 

  Εφόσον το 
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 είναι που έχει φυσική σημασία και όχι το 
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 θα είσάγουμε αλλαγή φάσης στο 
[image: image752.wmf]n
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 χωρίς να αλλάξουν τα φυσικά αποτελέσματα .
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Παρατηρείται ότι η πεπερασμένη διαφορά στον τελευταίο όρο είναι ανάλογη μιας διακριτοποίησης μιας λαπλασιανής (δεύτερη παράγωγος) , αλλά ένας όρος λείπει . Γιαυτό θα κάνουμε νέα αλλαγή φάσης
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      (7.2)
Ξανά για τα 
[image: image757.wmf]n
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 το μόνο που μας ενδιαφέρει είναι το τετράγωνο του μέτρου τους που δίνει την πιθανότητα διέγερσης του αντίστοιχου δεσμού 
[image: image758.wmf]O
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, άρα η διαφορές τους στην φάση δεν μας ενδιαφέρουν . 

  Οι εξισώσεις (7.1),(7.2) είναι οι εξισώσεις που εξήγε ο Davydov με την εκτίμηση 
[image: image759.wmf]2
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   7.6     Οι εξισώσεις του Davydov
  Η δυναμική της εξέλιξης της ενέργειας που μεταφέρεται σε μια πρωτείνη από την υδρόλυση του ATP έχει αναχθεί σε ένα σύνολο εξισώσεων για τις μιγαδικές μεταβλητές 
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 που δίνουν την κατάσταση διέγερσης των διαφορετικών δεσμών 
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και τις πραγματικές 
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 που δίνουν την κβαντική μέση τιμή της μετατόπισης της αντίστοιχης πεπτιδικής ομάδας .
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Η αναλυτική λύση του συνόλου των δυο συζευγμένων μη γραμμικών εξισώσεων δεν είναι γνωστή , όπως συμβαίνει συνήθως όταν μελετάμε διακριτά μη γραμμικά συστήματα . Είναι εύκολο να μελετηθούν αναλυτικά αλλά και δυνατόν να καταλάβουμε τον μηχανισμό του σολιτονίου του Davydov ψάχνοντας για μια προσεγγιστική λύση χρησιμοποιώντας μια αδιαβατική προσέγγιση . Η ιδέα είναι να αγνοήσουμε την καθυστέρηση του πλέγματος να προσαρμοστεί στην διέγερση ενός δεσμού  
[image: image765.wmf]O
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. Πρέπει να σημειώσουμε ότι αυτό δεν σημαίνει ότι υποθέτουμε ότι οι ταλαντώσεις του πλέγματος ακολουθούν την ταλάντωση του δεσμού 
[image: image766.wmf]O
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 που έχει πολύ υψηλή συχνότητα , απλώς ότι η διαταραχή του πλέγματος εμφανίζεται χωρίς καθυστέρηση όταν η ταλάντωση μεταφέρεται (αν μεταφέρεται δηλαδή) από την μια πλευρά στην άλλη .

  Αγνοώντας την δεύτερη παράγωγο παίρνουμε 
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                    (7.3)
Βρίσκουμε την μη γραμμική εξίσωση Schrödinger με μια μη γραμμικότητα ελεγχόμενη από την σύζευξη ανάμεσα στην ταλάντωση του 
[image: image770.wmf]O
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 και στα φωνόνια (phonons) . Είναι ενδιαφέρον να δούμε ότι το πρόσημο του συντελεστή σύζευξης 
[image: image771.wmf]c

 δεν έχει εδώ σημασία .
  Παίρνουμε μια διακριτή μορφή της μη γραμμικής εξίσωσης Schrödinger που δεν είναι ακριβώς επιλύσιμη αντίθετα με την όμοια
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γνωστή ως εξίσωση Ablowitz-Ladik . Στην πρώτης τάξης προσέγγιση συνεχούς ορίου και οι δυο δίνουν την ίδια NLS εξίσωση . Η εξίσωση Ablowitz-Ladik που είναι απόλυτα ολοκληρώσιμη μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως αφετηρία για να δούμε την (7.3) με υπολογισμό διαταραχής με χρήση της μεθόδου της αντίστροφης σκέδασης .
  Θα δούμε την (7.3) στην προσέγγιση του συνεχούς ορίου , παίρνουμε
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(7.4)
που έχει στατική λύση
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Σε αντίθεση με την μη γραμμική εξίσωση Schrödinger όπου το πλάτος του σολιτονίου είναι ανεξάρτητη παράμετρος , εδώ πρέπει να λάβουμε υπόψιν την συνθήκη  
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 που δηλώνει ότι ένα κβάντο ταλάντωσης 
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έχει διεγερθεί. Στην προσέγγιση συνεχούς ορίου γίνεται
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που δίνει
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Η λύση της (4) γίνεται 
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Σε μια τέτοια έκφραση ο παράγοντας 
[image: image781.wmf]x

 είναι το αντίστροφο του πλάτους L του σολιτονίου (
[image: image782.wmf]2
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). Καθορίζει αν η διέγερση είναι ελεύθερη να μετακινηθεί σαν σολιτόνιο στο σύστημα ή αν είναι παγιδευμένη από την διακριτότητα .
  Για να εφαρμόσουμε τα θεωρητικά αποτελέσματα στο πρόβλημα του εντοπισμού και μεταφοράς ενέργειας σε μια πρωτείνη πρέπει να εκτιμήσουμε τις παραμέτρους του μοντέλου .

· Η τιμή της σταθεράς σύζευξης Κ του φωνονικού πλέγματος μπορεί να εξαχθεί από τα πειράματα που μετρούν τις φωνονικές καμπύλες διασποράς ,χρησιμοποιώντας για παράδειγμα μη ελαστική σκέδαση νετρονίου. Αυτή η τιμή ωστόσο δεν είναι πολύ ακριβής και ο ρόλος της σύζευξης ανάμεσα στις τρεις αλυσίδες δεσμών υδρογόνου σε μια α-έλικα πρέπει να αποσαφηνιστεί . Η συμφωνία είναι ότι το Κ βρίσκεται στο εύρος [39 , 58.5] Ν/m όταν οι τρεις παράλληλες αλυσίδες λαμβάνονται υπόψιν .
· Η τιμή του J έχει εξαχθεί από έναν υπολογισμό των διπολικών αλληλεπιδράσεων ανάμεσα σε γειτονικούς δεσμούς 
[image: image783.wmf]O
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. Εκτιμάται σε 
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· Η exciton-phonon σταθερά σύζευξης 
[image: image785.wmf]c

 είναι πιο δύσκολο να εκτιμηθεί διότι γενικά την παίρνουμε από την θερμοκρασιακή εξάρτηση των ρυθμών ταλάντωσης 
[image: image786.wmf]O
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, παρατηρούμενες σε πειράματα φασματοσκοπίας Raman . Κάποιοι υπολογισμοί έχουν γίνει αλλά είναι πολύ δύσκολοι διότι μόνο ένα μικρό μέρος της έλικας μπορεί να μελετηθεί και οι βάσεις που χρησιμοποιούνται για τις ιδιοσυναρτήσεις πρέπει να περικοπούν που είναι ιδιαιτέρως επιζήμιο όταν εμπλέκονται δεσμοί υδρογόνου .Οι τιμές που εκτιμώνται είναι                 [35 , 62]
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  Με αυτές τις εκτιμήσεις προς το παρόν και την μάζα 
[image: image788.wmf]kg
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 για τις τρεις πεπτιδικές ομάδες στις τρεις αλυσίδες μιας έλικας το L κυμαίνεται ανάμεσα σε 6 και 30 κυτταρικές μονάδες . Έτσι αν οι παράμεροι είναι σωστοί το σολιτόνιο του Davydov θα πρέπει να μπορεί να μετακινηθεί κατά μήκος της α-έλικας με μικρά φαινόμενα διακριτότητας .Αυτή η εικόνα προτείνει ότι η ενέργεια της υδρόλυσης του ΑΤP ίσως μπορεί να μετακινηθεί σε μια πρωτείνη σαν ένα πακέτο ενέργειας .

  7.7       Υπάρχει το σολιτόνιο του Davydov;
  Οι υπολογισμοί που έχουμε παρουσιάσει δεν είναι επαρκείς για να συμπεράνουμε την ύπαρξη του σολιτονίου του Davydov . Μερικά ερωτήματα είναι ακόμη ανοικτά .

· Ποιά είναι η εγκυρότητα της εκτίμησης 
[image: image789.wmf]2

D

 που χρησιμοποιείται για το 
[image: image790.wmf]y

;
Πολλές προσπάθειες έχουν γίνει για να πάμε πέρα από αυτήν την εκτίμηση και να ξεκινήσουμε από μια πιο ολοκληρωμένη βάση για το ket της κατάστασης .Για παράδειγμα αντί να διαλλέξουμε ένα γινόμενο τανυστών για το 
[image: image791.wmf]y

 μπορούμε να υποθέσουμε ότι δεν υπάρχει ανεξαρτησία ανάμεσα στις καταστάσεις phonon και exciton . Υπολογισμοί με περισσότερα του ενός κβάντα του δεσμού 
[image: image792.wmf]O
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έχουν γίνει επίσης .

  Αυτοί οι υπολογισμοί τροποποιούν τα ποσοτικά αποτελέσματα και δεν ακυρώνουν τα συμπεράσματα του απλού μοντέλου που παρουσιάσαμε. Οι πιο σοβαρές κριτικές του μοντέλου δεν αφορούν σε αυτό το σημείο αν και τα αποτελέσματα του D. Brown et al. [185] έχουν υποδείξει ότι η λύση του Davydov είναι πολύ ακατέργαστη.
-     Ποιός ο ρόλος των θερμικών διακυμάνσεων;
Αυτή είναι μια πιο σημαντική κριτική και αυτό το πρόβλημα δεν έχει επιλυθεί. Ο εντοπισμός της ενέργειας του σολιτονίου του Davydov χρειάζεται μια τοπική διαταραχή του πλέγματος που θα μπορούσε να καταστραφεί/αναιρεθεί από το μετριοποιητικό φαινόμενο των θερμικών διακυμάνσεων. Για να αποφασίσουμε την ευστάθεια του σολιτονίου η τιμή της παραμέτρου 
[image: image793.wmf]c

 και οι λεπτομέρειες της εκτίμησης (Ansatz) που χρησιμοποιούνται για να περιγράψουμε την κβαντική κατάσταση είναι καθοριστικής σημασίας , κάτι που εξηγεί γιατί διαφορετικές μελέτες μερικές φορές οδηγούν σε αντικρουόμενα αποτελέσματα . Η ορθή περιγραφή των θερμικών διακυμάνσεων σε ένα κβαντικό σύστημα που περιγράφεται από μια χαμιλτονιανή τόσο σύνθετη όσο η χαμιλτονιανή του Davydov είναι ακόμη ένα ανοικτό πρόβλημα .
· Είναι δυνατόν να δημιουργηθεί ένα σολιτόνιο από μια διέγερση λόγω της υδρόλυσης του ATP στην μια πλευρά της πρωτείνης ;
Εκτός από την σολιτονική λύση η διακριτή μη γραμμική εξίσωση Schroedinger (7.3) έχει επίσης μη εντοπισμένες λύσεις στο γραμμικό όριο. Όταν ο αριθμός των κυττάρων είναι αρκετά μεγάλος στην πρωτείνη είναι δυνατόν να ικανοποιείται η συνθήκη 
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 μικρά .Έτσι μπορεί να ερωτηθεί αν η ενέργεια μπορεί να αυτοεντοπιστεί για να σχηματίσει ένα σολιτόνιο . 
  Για εφαρμογές στην βιολογία ένας αυθόρμητος εντοπισμός ενέργειας δεν απαιτείται διότι η ενέργεια από την υδρόλυση του ATP εγχύεται τοπικά . Αριθμητικές προσομοιώσεις στο εύρος των παραμέτρων όπου τα σολιτόνια υπάρχουν δείχνουν ότι μια αρχική συνθήκη εντοπισμένη σε ένα κύτταρο μπορεί να δώσει σολιτόνιο και μια μικρού πλάτους ακτινοβολία , έτσι που να μπορούμε να πούμε ότι μεγάλο μέρος της ενέργειας της υδρόλυσης του ATP μπορεί πράγματι να μείνει εντοπισμένη. 

  Οι εως τώρα υπολογισμοί δεν μπορούν να πουν με βεβαιότητα ότι υπάρχει το σολιτόνιο του Davydov ή όχι. Μόνο τα πειράματα θα μπορούσαν να πουν, αλλά εως τώρα η παρατήρηση της μεταφοράς εντοπισμένης ενέργειας σε μια πρωτείνη δεν έχει επιτευχθεί. Μια προσέγγιση θα ήταν να προσκολλήσουμε χρωμοφόρες στις δυο άκρες μιας έλικας . Αυτές είναι μοριακές ομάδες που επιτελούν μετατροπή ανάμεσα στην ενέργεια ταλάντωσης και το φως , λόγω της ανταλλαγής ενέργειας ανάμεσα στα επίπεδα της ενέργειας ταλάντωσης και τα ηλεκτρονιακά επίπεδα . Μια από τις χρωμοφόρες διεγερμένη από ένα laser θα μπορούσε να εγχύσει ενέργεια ταλάντωσης στο ένα άκρο της έλικας .Αν αυτή η ενέργεια διαδοθεί σαν μια εντοπισμένη διέγερση όπως το σολιτόνιο του Davydov ένας καθυστερημένος παλμός φωτός θα έπρεπε να εκπεμφθεί από την δεύτερη χρωμοφόρα που θα έχει συλλέξει την ενέργεια .

  Αυτό το πείραμα ωστόσο είναι εξαιρετικά ευαίσθητο διότι σε μοριακό επίπεδο είναι πολύ δύσκολο να διεγείρεις το ένα πέρας της πρωτείνης χωρίς να αγγίξεις το άλλο . Αυτό μπορεί να αντιμετωπιστεί επιλέγοντας χρωμοφόρες που αντιδρουν σε διαφορετικό μήκος κύματος . Το να κτίσεις αυτό το μοριακό μόρφωμα είναι μια δύσκολη εργασία , αλλά το δυσκολότερο θα ήταν να επιτύχουμε επαρκή μεταφορά ενέργειας στην πρωτείνη για να διεγείρουμε τις μη γραμμικότητές της .

   Όσο η μεταφορά ενέργειας από ένα σολιτόνιο είναι ανοικτό ερώτημα ,η μεταφορά της από έναν μηχανισμό πολύ όμοιο με την διαδικασία που δημιουργεί το σολιτόνιο του Davydov έχει επιδειχθεί πειραματικά στο μοντέλο ενός συστήματος, τον κρύσταλλο ακετανιλίδης...      

  Παράρτημα Α

Θεωρούμε ένα σύστημα Ν θεμελιωδών κυψελίδων ενός πλέγματος Bravais. Οι Ν κυψελίδες απαρτίζουν τον γεννήτορα όγκο(generating volume).
Έστω ότι σε κάθε κυψελίδα του πλέγματος υπάρχει ένας αριθμός ιόντων. Το 
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Η θέση ισορροπίας ιόντος τύπου s στην κυψελίδα 
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Επειδή το πλέγμα είναι περιοδικό  
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Οι εξισώσεις κίνησης προκύπτουν από την Λαγκρανσιανή του συστήματος των ιόντων που ταλαντώνονται (παράρτημα Β)
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Θα φέρουμε την εξίσωση κίνησης στην μορφή
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Αυτή είναι η χαρακτηριστική εξίσωση της  
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σε ένα άθροισμα από 3Νf αρμονικούς ταλαντωτές.

Έστω ότι τα 3Νf ιδιοδιανύσματα είναι 
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Έστω ότι τα 3Νf ιδιοδιανύσματα 
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H χαρακτηριστική εξίσωση 
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Αυτές οι ιδιότητες οδηγούν στην ορθοκανονικότητα των διανυσμάτων πόλωσης 
[image: image844.wmf])

,

(

l

e

®

®

q

s

 στις 3f διαστάσεις.

  
[image: image845.wmf]'

)

,

(

)

,

(

'

ll

b

b

b

d

l

e

l

e

=

å

å

®

*

®

s

s

s

q

q

,
  
[image: image846.wmf]'

'

)

,

(

)

,

(

ss

s

s

q

q

d

d

l

e

l

e

ab

l

b

a

=

å

®

*

®


Επίσης επιλέγουμε 
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Συνεπώς τα 
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Κανονικές συντεταγμένες

  Οι μετατοπίσεις του πυρήνα συναρτήσει των κανονικών συντεταγμένων 
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Ο αντίστροφος μετασχηματισμός δίνει
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Η χαμιλτονιανή του συστήματος είναι
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Ο μετασχηματισμός αυτός δεν αναμιγνύει τους τρόπους ταλάντωσης λ και συνεπώς οι 
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την οποία θα απλοποιήσουμε ακόμη περισσότερο έχοντας

  
[image: image882.wmf]0

]

,

[

'

'

=

®

®

l

l

q

q

b

b

 , 
[image: image883.wmf]0

]

,

[

'

'

=

®

®

+

+

l

l

q

q

b

b

 , 
[image: image884.wmf]'

'

'

'

]

,

[

ll

l

l

d

d

®

®

®

®

=

+

q

q

q

q

b

b


τότε

  
[image: image885.wmf]å

å

®

®

®

®

=

+

+

=

H

N

q

f

q

q

q

b

b

3

1

)

2

1

(

l

l

l

l

w

h


Οι  
[image: image886.wmf]l

®

+

q

b

, 
[image: image887.wmf]l

®

q

b

 είναι τελεστές δημιουργίας και καταστροφής αντιστοίχως. Ορίζουμε τον αριθμητικό τελεστή κατάληψης 
[image: image888.wmf]l

®

q

n

 
  
[image: image889.wmf]l

l

l

®

®

®

+

=

q

q

q

b

b

n

 

άρα

   
[image: image890.wmf]å

å

®

®

®

=

+

=

H

N

q

f

q

q

n

3

1

)

2

1

(

l

l

l

w

h


Παράρτημα Β 

Αρμονική προσέγγιση

Σε ένα στερεό σώμα(αποτελείται από ιόντα και ηλεκτρόνια), τα ιόντα δεν μπορούν να είναι ακίνητα αλλά ταλαντώνονται γύρω από την θέση ισορροπίας. 

Αγνοούμε την κίνηση των ηλεκτρονίων και εστιάζουμε στην κίνηση των ιόντων.

Θεωρούμε ότι κάθε ιόν κινείται κατά πολύ μικρές αποστάσεις γύρω από την θέση ισορροπίας σε σχέση με την απόσταση μεταξύ δυο ιόντων, αυτή είναι η αρμονική προσέγγιση.

Το μοντέλο είναι ως εξής, Ν ιόντα με θέσεις ισορροπίας 
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Πώς μπορούμε να εκφράσουμε την δυναμική ενέργεια του συστήματος μόνο με την συμβολή των ιόντων.
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Παράρτημα Γ

Η χαμιλτονιανή ενός αρμονικού ταλαντωτή είναι
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ολοκληρώνουμε ως προς λ και για λ=1,έχουμε
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για μια σύμφωνη κατάσταση.
8 Κώδικας
function y = new_cont_input(N, M, x2D, y2D, t2D, Uin, Tin, Xin, DXin, DYin, inputtype);

%

y = zeros(M,M,N);

%

if inputtype == 0

%    y = Uin*sech(t2D/Tin).*exp(-(((x2D-DXin).^2)+((y2D-DYin).^2))/(2*(Xin^2)))+Uin*sech(t2D/Tin).*exp(-(((x2D-(DXin-1)).^2)+((y2D-DYin).^2))/(2*(Xin^2)))+Uin*sech(t2D/Tin).*exp(-(((x2D-(DXin+1)).^2)+((y2D-DYin).^2))/(2*(Xin^2)));        % Sechant in t Gaussian in x

    y = Uin*sech(t2D/Tin).*exp(-(((x2D-DXin).^2)+((y2D-DYin).^2))/(2*(Xin^2)))        % Sechant in t Gaussian in x

elseif inputtype == 1

    y = Uin*exp(-(t2D.^2)/(2*(Tin^2))).*exp(-((x2D.^2)+(y2D.^2))/(2*(Xin^2)));   % Gaussian in both t - x

end;

%

function y = new_cont_operator_nonlinear(N, M, PTN, NL, zin);

%

OPNL = zeros(M,M,N);

OPNL = i*NL*zin.*conj(zin).*zin+ i*PTN.*zin;

y = OPNL;

%  

function y = new_cont_ptnwell(M);

%

Ma=3*2;

Md=3*6;

%

PTN = zeros(M,M);

PERIODS = floor(M/Md);

REST = mod(M,Md);

%

Dn = 10;%0.005*((2*pi)/(1534.5*10^(-9)))*0.007;%143.73;%10;

%

cent=M/2;

%

for pp = 1:ceil((PERIODS+1)/2)

    for qq = 1:ceil((PERIODS+1)/2)

        PTN(cent-(pp-1)*Md,cent-(qq-1)*Md) = Dn;

            for ii = 1:(Ma/2)

                for jj = 1:(Ma/2)

                    if  (ii-0.5)^2+(jj-0.5)^2<=(Ma/2)*(Ma/2)

                        PTN(cent-(pp-1)*Md+ii,cent-(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent-(pp-1)*Md+ii,cent-(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                        PTN(cent-(pp-1)*Md-ii,cent-(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent-(pp-1)*Md-ii,cent-(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                    end;

                end;

            end;

        PTN(cent-(pp-1)*Md,cent+(qq-1)*Md) = Dn;

            for ii = 1:(Ma/2)

                for jj = 1:(Ma/2)

                    if  (ii-0.5)^2+(jj-0.5)^2<=(Ma/2)*(Ma/2)

                        PTN(cent-(pp-1)*Md+ii,cent+(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent-(pp-1)*Md+ii,cent+(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                        PTN(cent-(pp-1)*Md-ii,cent+(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent-(pp-1)*Md-ii,cent+(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                    end;

                end;

            end;

        PTN(cent+(pp-1)*Md,cent-(qq-1)*Md) = Dn;

            for ii = 1:(Ma/2)

                for jj = 1:(Ma/2)

                    if  (ii-0.5)^2+(jj-0.5)^2<=(Ma/2)*(Ma/2)

                        PTN(cent+(pp-1)*Md+ii,cent-(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent+(pp-1)*Md+ii,cent-(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                        PTN(cent+(pp-1)*Md-ii,cent-(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent+(pp-1)*Md-ii,cent-(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                    end;

                end;

            end;

        PTN(cent+(pp-1)*Md,cent+(qq-1)*Md) = Dn;

            for ii = 1:(Ma/2)

                for jj = 1:(Ma/2)

                    if  (ii-0.5)^2+(jj-0.5)^2<=(Ma/2)*(Ma/2)

                        PTN(cent+(pp-1)*Md+ii,cent+(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent+(pp-1)*Md+ii,cent+(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                        PTN(cent+(pp-1)*Md-ii,cent+(qq-1)*Md+jj)=Dn;

                        PTN(cent+(pp-1)*Md-ii,cent+(qq-1)*Md-jj)=Dn;

                    end;

                end;

            end;

    end;   

end;

for ii = 1:M

    for jj = 1:M

        y(ii,jj) = PTN(ii,jj);

    end;

end;
function y = new_cont_rk(N, M, PTN, NL, dz, zin);

%

zeta  = zeros(M,M,N);

zeta1 = zeros(M,M,N);

zeta2 = zeros(M,M,N);

zeta3 = zeros(M,M,N);

zeta4 = zeros(M,M,N);

%

zeta = zin;

%

x = new_cont_operator_nonlinear(N, M, PTN, NL, zin);

zeta1 = dz*x;

%

x = new_cont_operator_nonlinear(N, M, PTN, NL, zeta+zeta1/2);

zeta2 = dz*x;

%

x = new_cont_operator_nonlinear(N, M, PTN, NL, zeta+zeta2/2);

zeta3 = dz*x;

%

x = new_cont_operator_nonlinear(N, M, PTN, NL, zeta+zeta3);

zeta4 = dz*x;

%

zetafinal = zeta + (zeta1 + 2*zeta2 + 2*zeta3 + zeta4)/6;

%

y = zetafinal;

%%%%%%%%%%%%%%%

clear;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%                                                                               %

%     2007                                                                 %

%                                                                               %

%     3+1 NLS Solver                                                            %

%                                                                               %

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

    8U           8^2U  8^2U            8^2U                               
 i*---+DIF*(------+------)+DSP*------+PTN(x)*U+ NL*|U|^2*U = 0  

    8z             8x^2  8y^2             8t^2                                  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%

% PARAMETERS' / COEFFICIENTS' INPUT

%

N = 1*64;                % number of dt

M = 1*140;                % number of dx

Md = 3*6;

%

PTN = new_cont_ptn_even(M);       % potential D(x)

%

DIF = 2.24769;%11.2;%0.2; % 2.24769;         % diffraction

DSP = -0.3375;             % dispersion

% PTN = PTNWELL(1,:);        % potential D(x)

NL  = 4.2105;%0;             % Kerr

%

%

Uin  = sqrt(1000/1000);       % initial amplitude                                                   

Tin  = 100/100;               % initial temporal width

Xin  = 2/(2*9*sqrt(log(2)));  % initial spatial width

DXin = 0;  

DYin = DXin;

%

inputtype  = 0;            % 0 for sech(t)*gaus(x) / 1 for gaus(t)*gaus(x)

%

Ztotal =  1;               % total normalized distance

Xtotal = floor(M/Md);             % total normalized width

Ytotal = floor(M/Md);

Ttotal = 16;%              % total normalized time

%

dz = 1/100;               % dz

iter = ceil(Ztotal/dz);    % number of recursions

%

Xmin = -Xtotal/2;     % negative x-axis range for the plot 

Xmax = +Xtotal/2;     % positive x-axis range for the plot

Ymin = -Ytotal/2;     % Ymin = 0

Ymax = +Ytotal/2;     % number of channels

Zmin = -Ttotal/2;     % Zmin = 0

Zmax = +Ttotal/2;     % z-axis range for the plot

Umin = 0;

Umax = 1;

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% VECTORS USED IN THIS CODE

%

spacet = zeros(1,1,N);

spacex = zeros(1,M,1);

spacey = zeros(M,1,1);

omega  = zeros(1,1,N);

kapax  = zeros(1,M,1);

kapay  = zeros(M,1,1);

t2D    = zeros(M,M,N);

x2D    = zeros(M,M,N);

y2D    = zeros(M,M,N);

kt2D   = zeros(M,M,N);

kx2D   = zeros(M,M,N);

ky2D   = zeros(M,M,N);

zin    = zeros(M,M,N);

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% PREPARATION OF THE FFT

%

dt     = Ttotal/N;

dx     = Xtotal/M;

dy     = Ytotal/M;

spacet = [(-Ttotal/2)+dt:dt:Ttotal/2];

spacex = [(-Xtotal/2)+dx:dx:Xtotal/2];

spacey = [(-Ytotal/2)+dy:dy:Ytotal/2]';

%

w0=2*pi/(N*dt);

k0=2*pi/(M*dx);

%

for l=1:N/2

  omega(l) = w0*(l-1);

end;

for l=N/2+1:N

  omega(l) = -w0*(N-l+1);

end;

%

for l=1:M/2

  kapax(l) = k0*(l-1);

  kapay(l) = k0*(l-1);

end;

for l=M/2+1:M

  kapax(l) = -k0*(M-l+1);

  kapay(l) = -k0*(M-l+1);

end;

%

for k=1:N

    for pp=1:M

       x2D(pp,:,k) = spacex;

       y2D(:,pp,k) = spacey;

       kx2D(pp,:,k) = kapax;

       ky2D(:,pp,k) = kapay;

    end;   

end;

%

for yy=1:M

    for xx=1:M

       t2D(yy,xx,:) = spacet;

       kt2D(yy,xx,:) = omega;

    end;   

end;

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% MAIN PROGRAM

%

%

Zdist = 0;

%

zin = new_cont_input(N, M, x2D, y2D, t2D, Uin, Tin, Xin, DXin, DYin, inputtype);     % initial pulse

%

figure(1);

isosurface(zin.*conj(zin),0.002);

% 

%

new_cont_well;    %figure(2)

%

pin = new_cont_totalpower(N, M, zin, dt, dx, dy);

disp([' Initial Power = ',num2str(pin)]);

disp(['    BPM  Iterations :  ',num2str(iter)]);

disp(['         T segments :  ',num2str(N),'  // X segments :  ',num2str(M)]);

disp(['         T window   :  ',num2str(Ttotal),'  // X window   :  ',num2str(Xtotal)]);

%

disp([' ']);

anyth=input('Press ENTER to begin','s');

startrunning=str2num(anyth);

%

L    = DIF*(kx2D.*kx2D+ky2D.*ky2D) + DSP*kt2D.*kt2D;

EL   = exp(-i*L*dz/2);

%

for jj = 1:N

    PTN3D(:,:,jj) = PTN;

end;

%

%

for Zj=1:iter

    Zdist = Zj*dz

    zout = new_cont_SSF(N, M, zin, EL, PTN3D, NL, dz);

    zin  = zout;

end;

zout = zin;

pout = new_cont_totalpower(N, M, zout, dt, dx, dy);

disp([' Input Power  = ',num2str(pin)]);

disp([' Output Power = ',num2str(pout)]);

%

figure(3);

isosurface(zout.*conj(zout));

%
function y = new_cont_SSF(N, M, zin, EL, PTN, NL, dz);

%

zout = ifftn(EL.*fftn(zin));                     % 1st step

zin  = zout;                                     % feedback

zout = new_cont_rk(N, M, PTN, NL, dz, zin);       % 2nd step

zin  = zout;                                     % feedback

zout = ifftn(EL.*fftn(zin));                     % 3rd step

% 

y = zout;

function y = new_cont_totalpower(N, M, zout, dt, dx, dy);

%

Upower = zout.*conj(zout);

%

Pow = 0;

for jj=1:M

    for kk=1:M

        for mm=1:N

            Pow = Pow + Upower(jj,kk,mm)*dt*dx*dy;

        end;

    end;

end;

%

y = Pow;

function y = new_array_initial_vector(n, N, time, U0, chi, DT, mi, inputtype);

%

y = zeros(n,n,N);

jjc = ((n-1)/2) + 1; 

%

if inputtype == 0

    for yy=1:n

        for xx=1:n

            y(yy,xx,:)= U0(yy,xx,1)* (sech(chi(yy,xx,1)*(time + DT(yy,xx,1)))).^(1+i*mi(yy,xx,1)); % Sechant in t

        end;            

    end;

elseif inputtype == 1

    for yy=1:n

        for xx=1:n

            y(yy,xx,:) = U0(yy,xx,1)*(exp(-(chi(yy,xx,1).^2)*(time + DT(yy,xx,1)).^2));      % Gaussian in t

        end;    

    end;

end;

%

function y = new_array_linear_solution(n, N, EL, zin_input);

% 

zout = zeros(N,n*n);

%

for kk=1:n*n

    Fzin(:,kk) = fft(zin_input(:,kk));

end;

Fzin_transp = Fzin.';

%

for jj=1:N

    Fzout_transp(:,jj) = EL(:,:,jj)*Fzin_transp(:,jj);

end;

Fzout = Fzout_transp.';

%

for kk=1:n*n

    zout(:,kk) = ifft(Fzout(:,kk));

end;

%

y = zout;

function y = new_array_operator_linear(n, N, dz, omega, D, K0, A);

% 

L = zeros(n*n,n*n,N);

%

Aelement =  omega.*omega*(D/2) - A;

Belement = -K0*ones(N,1);

%

for jj=1:N

    for ii=1:n*n

        if isequal(mod(ii-1,n),0)==0    

            im=ii-1;

            L(ii,im,jj)=Belement(jj,1);

        end;

        if isequal(mod(ii,n),0)==0

            ip=ii+1;

            L(ii,ip,jj)=Belement(jj,1);

        end;

        if ii>n

            imm=ii-n;

            L(ii,imm,jj)=Belement(jj,1);

        end;

        if n*n-ii>=n

            ipp=ii+n;

            L(ii,ipp,jj)=Belement(jj,1);

        end;

        %

        L(ii,ii,jj) = Aelement(jj,1);

    end;

end;

%

EL = zeros(n*n,n*n,N);

%

for kk = 1:N

    EL(:,:,kk) = expm(-i*L(:,:,kk)*dz);

end;

%

y = EL;

function y = new_array_operator_nonlinear(n, N, NL, zin_input);

OPNL = zeros(N,n*n);

%

for jj=1:n*n

    OPNL(:,jj) = i*NL*zin_input(:,jj).*conj(zin_input(:,jj)).*zin_input(:,jj);

end;

%

y = OPNL;

clear;

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

%  2007

%

% VERSION 1.0: Straightforward Numerical Simulation

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% PARAMETERS' / COEFFICIENTS' INPUT

%

n = 9;               % number of waveguides

jjc = ((n-1)/2) + 1;  % Central Waveguide Identification Wavenumber

N = 256;            % number of dt

%

D  = -0.013;          % GVD

K0 = 3.407;        % linear coupling

NL = 4.1;        % Kerr coefficient

A  = 194;

%

% 

%

Ztotal = 1;                                  % total distance

dz = 0.01;                                     % dz

iter = ceil(Ztotal/dz);                        % number of recursions

% iterscreen = iter/10;

%

for yy=1:n

    for xx=1:n

 %       U0(yy,xx,1)  = exp(-((xx-(jjc-1))^2+(yy-jjc)^2)/1)+exp(-((xx-(jjc+1))^2+(yy-jjc)^2)/1)+exp(-((xx-jjc)^2+(yy-jjc)^2)/1);                              % initial amplitude                                                   

        U0(yy,xx,1)  = exp(-((xx-jjc)^2+(yy-jjc)^2)/1);                              % initial amplitude                                                   

        chi(yy,xx,1) = 100/100;                      % initial inverse temporal width

        DT(yy,xx,1)  = 0;                             % initial temporal displacement

        mi(yy,xx,1)  = 0;                             % initial chirp

    end;   

end;

%    

%

moviecreation = 0;                             % 0 for no movie / 1 for movie

inputtype  = 0;                                % 0 for sech(t) / 1 for gaussian(t)

screentype = 2;                                % 0 for contour / 1 for mesh / 2 for surf

%

Xmin = -10;                                    % negative x-axis range for the plot 

Xmax = +10;                                    % positive x-axis range for the plot

Ymin = 0;                                      % Ymin = 0

Ymax = n;                                      % number of channels

Zmin = 0;                                      % Zmin = 0

Zmax = 1;                                      % z-axis range for the plot

tmax = 20;

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% PREPARATION OF THE FFT

%

dt    = tmax/(N-1);

omega = zeros(N,1);

time  = [-tmax/2:dt:tmax/2]';

%

w0=2*pi/(N*dt);

for l=1:N/2,

  omega(l)=w0*(l-1);

end;

for l=N/2+1:N,

  omega(l)=-w0*(N-l+1);

end;

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%

% MAIN PROGRAM

%

disp([' BPM  Iterations :  ',num2str(iter)]);

disp([' Temporal Window :  ',num2str(tmax)]);

Zdist = 0;

%

zin = zeros(n,n,N);

% 

zin_input = zeros(N,n*n);

% 

zout=zeros(N,n*n);

%

zin = new_array_initial_vector(n, N, time, U0, chi, DT, mi, inputtype);     % initial pump

%

kk=0;

for yy=1:n

    for xx=1:n

        kk=kk+1;

        zin_1dimension(kk,:)=zin(yy,xx,:);  

    end; 

end;

zin_input = zin_1dimension.';

%

figure(1);

new_array_screen(n, N, zin_input, time, Zdist, Ztotal, Xmin, Xmax, Zmax);

%

%

ztest=zin_input.';

znew=reshape(ztest,n,n,N);

% 

figure(2);

isosurface(znew.*conj(znew),0.002);

%

EL   = new_array_operator_linear(n, N, dz/2, omega, D, K0, A);

%

for Zj=1:iter

    Zdist = Zj*dz

    zout = new_array_SSF(n, N, zin_input, EL, NL, dz);

    zin_input  = zout;

end;

%

ztest1=zout.';

znew1=reshape(ztest1,n,n,N);

% 

figure(3);

isosurface(znew1.*conj(znew1),0.002);

%

figure(4);

new_array_screen(n, N, zout, time, Zdist, Ztotal, Xmin, Xmax, Zmax);

%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

function y = new_array_rungekutta(n, N, dz, zin_input, NL);

%

zeta  = zeros(N,n*n);

zeta1 = zeros(N,n*n);

zeta2 = zeros(N,n*n);

zeta3 = zeros(N,n*n);

zeta4 = zeros(N,n*n);

%

zeta = zin_input;

%

x = new_array_operator_nonlinear(n, N, NL, zin_input);

zeta1 = dz*x;

%

x = new_array_operator_nonlinear(n, N, NL, zeta+zeta1/2);

zeta2 = dz*x;

%

x = new_array_operator_nonlinear(n, N, NL, zeta+zeta2/2);

zeta3 = dz*x;

%

x = new_array_operator_nonlinear(n, N, NL, zeta+zeta3);

zeta4 = dz*x;

%

zetafinal = zeta + (zeta1 + 2*zeta2 + 2*zeta3 + zeta4)/6;

%

y = zetafinal;

function y = new_array_screen(n, N, zout, time, Zdist, Ztotal, Xmin, Xmax, Zmax);

%

M = 15;

modeprofile = zeros(1,M);

iic = ((M-1)/2) + 1;

for ii=1:M

    modeprofile(1,ii) = exp((-(ii-iic)^2)/11);

end;

%

uabs2 = zout.*conj(zout);

uabs2profile = zeros(N,n*n*M);

%

for ii=1:N

    for jj=1:n*n

        uabs2profile(ii,(jj-1)*M+1:jj*M) = uabs2(ii,jj)*modeprofile(1,:);

    end;

end;

uscreen = uabs2profile';

%

jjc = ((n*n-1)/2) + 1;                           % Central Waveguide Identification Wavenumber

for kk=1:n*n*M

    channels(1,kk) = 1/2 + kk/M -jjc;

end;

%

set(gcf,'Color',[1 1 1]);

surf(time, channels, uscreen,'FaceColor','interp','EdgeColor','interp');

axis([Xmin Xmax 1/2-jjc n*n+1/2-jjc 0 Zmax]);

set(gca,'ytick',[-(n*n-n)/2:n:(n*n-n)/2]);

view(0,90);

title(['\bf\fontname{tahoma}\fontsize{12} CURRENT DISTANCE = ',num2str(Zdist)]);

xlabel('\bf\fontname{tahoma}\fontsize{12} time '); 

ylabel('\bf\fontname{tahoma}\fontsize{12} channel ');

zlabel('\bf\fontname{tahoma}\fontsize{12} power ');    

pause(0);

function y = new_array_SSF(n, N, zin_input, EL, NL, dz);

%

zout = new_array_linear_solution(n, N, EL, zin_input);        % 1st step

zin_input  = zout;                                        % feedback

zout = new_array_rungekutta(n, N, dz, zin_input, NL); % 2nd step

zin_input  = zout;                                        % feedback

zout = new_array_linear_solution(n, N, EL, zin_input);        % 3rd step

%

y = zout;
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