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Περίληψη 
 

Πληθώρα µελετών έχουν δηµοσιευθεί µε στόχο την αποτίµηση της απορροφούµενης 

ηλεκτροµαγνητικής ισχύος από το κεφάλι ενός χρήστη, εξαιτίας της έκθεσής του στο 

κοντινό πεδίο κεραίας κινητής τερµατικής συσκευής. Σύµφωνα µε τη βιβλιογραφία, τα 

δηµοσιευµένα αποτελέσµατα µελετών συχνά διαφέρουν και κάποιες φορές είναι 

αντικρουόµενα. Εκτός του προφανούς λόγου της χρησιµοποίησης διαφορετικών 

µοντέλων κεφαλιού και κινητών τερµατικών συσκευών από την εκάστοτε ερευνητική 

οµάδα, ένας άλλος λόγος για αυτήν την διαφοροποίηση είναι η έλλειψη προτυποποίησης 

όσον αφορά στην τοποθέτηση του θεωρούµενου κάθε φορά µοντέλου κινητής 

τερµατικής συσκευής, σε σχέση µε το µοντέλο κεφαλιού που χρησιµοποιείται. Τα 

πρότυπα EN 50361-2001 και IEEE 1528-2003 ορίζουν τέσσερις τυπικές τοποθετήσεις 

για το προτυποποιηµένο µοντέλο κεφαλιού SAM (Specific Anthropomorphic 

Mannequin). Το 2005, οι ορισµοί αυτοί επεκτάθηκαν ώστε να είναι εφαρµόσιµοι σε 

ανατοµικά µοντέλα κεφαλιών τα οποία έχουν εξαχθεί από δεδοµένα µαγνητικής 

τοµογραφίας. Ο τρόπος τοποθέτησης της τερµατικής συσκευής βασίζεται σε 

συγκεκριµένα ανατοµικά χαρακτηριστικά του κεφαλιού.  

Σκοπός αυτής της διπλωµατικής εργασίας είναι η εφαρµογή της 

προτυποποιηµένης τοποθέτησης της κινητής τερµατικής συσκευής σε δεδοµένο 

ανατοµικό µοντέλο κεφαλιού και η συγκριτική παρουσίαση των αποτελεσµάτων 

δοσιµετρίας. Το µοντέλο κινητής τερµατικής συσκευής έχει αναπτυχθεί από το 

Εργαστήριο Βιοϊατρικών Προσοµοιώσεων και Απεικονιστικής Τεχνολογίας του Ε.Μ.Π. 

και το ανατοµικό µοντέλο κεφαλιού ενήλικα έχει αναπτυχθεί από ερευνητική οµάδα του 

πανεπιστηµίου του Μπράντφορντ. Έχουν επιλεγεί τρεις τοποθετήσεις της κινητής 

συσκευής: απλή (κατακόρυφη) τοποθέτηση, µε κλίση ως προς την παρειά και µε κλίση 

ως προς την κατακόρυφο. Στο πλαίσιο της εργασίας, έχει αναπτυχθεί λογισµικό, µε 

δυνατότητα γενίκευσης, το οποίο ελέγχει και εκτελεί την περιστροφή του µοντέλου του 

κεφαλιού και τοποθετεί την κινητή τερµατική συσκευή στις θέσεις που προβλέπονται 

από τους ορισµούς µε ηµιαυτόµατο τρόπο. Οι ηλεκτροµαγνητικές προσοµοιώσεις 

εκτελέστηκαν µε χρήση του προγράµµατος XFDTD για τον υπολογισµό του Ρυθµού 

Ειδικής Απορρόφησης (SAR-Specific Absorption Rate) και την αποτίµηση της 

κατανοµής της απορροφούµενης ισχύος. Στη συνέχεια γίνεται σύγκριση των 

αποτελεσµάτων και εξάγονται συµπεράσµατα τα οποία πρέπει να επαληθευτούν µε 

χρήση διαφορετικών µοντέλων κεφαλιού και κινητής τερµατικής συσκευής.  

 

 

 
Λέξεις κλειδιά: Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης Ενέργειας (SAR), Μοντέλο SAM, 

Μέθοδος Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου (FDTD), Ανατοµικά 

Μοντέλα Κεφαλιών, Γεωµετρικός Μετασχηµατισµός, Μεταφορά, Περιστροφή, 

Τοποθέτηση ‘cheek’, Τοποθέτηση ‘tilted’ 
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Abstract 
 

Plethora of published studies assess the absorbed electromagnetic power in the user’s 

head, due to its exposure to the antenna near field of the mobile handset. According to the 

literature, published results often differ and sometimes are even contradictory, due to the 

use of different head and mobile handset models. Apart from this obvious reason, the 

differences are due to the lack of a well-established and accepted framework for handset 

positioning with respect to the user’s head. The EN 50361-2001 and IEEE 1528-2003 

standards define four typical positions for the standardized head model SAM (Specific 

Anthropomorphic Mannequin). In 2005, these definitions were extended in order to 

become applicable to anatomical, MRI-based head models. The definition is solely based 

on anatomical characteristics of the head.  

The aim of this diploma thesis was to implement the various standardized ways of 

mobile handset positioning in the proximity of a given anatomical head model and to 

comparatively assess the obtained dosimetry results. The used mobile handset model was 

developed by the Biomedical Simulations and Imaging Laboratory (BIOSIM-NTUA) and 

the anatomical adult head model was developed at Bradford University. Three positions 

were studied: simple (vertical) ‘cheek’ and ‘tilt’. In the frame of this thesis, an in-house 

developed software, with ability of generalization, that checks and rotates the head 

model, places the mobile handset at the studied positions in a semi-automatic way. The 

commercial software package XFDTD was used in order to compute the SAR values 

(Specific Absorption Rate-SAR), to assess the absorbed power distribution and the total 

absorbed power by the head model. 

 

 

 
Keywords: Specific Absorption Rate (SAR), Specific Anthropomorphic Mannequin 

(SAM), Finite Difference Time Domain (FDTD), Anatomic Head Model, Geometrical 

Transformation, Translation, ‘Cheek’ position, ‘Tilted’ position 
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 Κεφάλαιο 

 
 

 

Εισαγωγή 

 

 
Το παρόν κεφάλαιο, έχει ως στόχο να εισαγάγει τον αναγνώστη σε έννοιες απαραίτητες 

για την κατανόηση του περιεχοµένου και του σκοπού της διπλωµατικής εργασίας. 

Καταρχάς, για την κατανόηση αυτού του κεφαλαίου, αλλά και της υπόλοιπης 

εργασίας, προϋποτίθεται ότι ο αναγνώστης έχει κάποιες στοιχειώδεις γνώσεις 

ευκλείδειας γεωµετρίας και γραµµικής άλγεβρας και λίγο βαθύτερες γνώσεις διαφορικού 

λογισµού και ηλεκτροµαγνητικής θεωρίας.  

 

1.1. Τα ραδιοκύµατα 
 
Με τον όρο ραδιοκύµατα (radio waves) αποκαλούνται οι ηλεκτροµαγνητικές 

ταλαντώσεις που έχουν συχνότητα ταλάντωσης µεταξύ των 3Hz  και 300GHz  [1]. 

Επιβάλλεται να τονιστεί, ότι ο ορισµός αυτός δεν έχει αυστηρό χαρακτήρα. Τα 

ραδιοκύµατα, χρησιµοποιούνται στις ασύρµατες επικοινωνίες, τη ραδιοφωνία, την 

1
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τηλεόραση, την αναγνώριση ραδιοσυχνοτήτων (RFID-Radio Frequencies Identification) 

[2] και σε εκατοντάδες άλλες εφαρµογές. Τα ραδιοκύµατα που έχουν συχνότητα 

ταλάντωσης µεταξύ των 300MHz  και 300GHz  [3] αποκαλούνται µικροκύµατα 

(microwaves), χρησιµοποιούνται στις κινητές τηλεπικοινωνίες και σε πλήθος άλλων 

εφαρµογών (π.χ. φούρνοι µικροκυµάτων, ασύρµατες µικροκυµατικές ζεύξεις). Κάποιοι 

θεωρούν τις µικροκυµατικές συχνότητες ως ξεχωριστή κατηγορία και όχι ως υποσύνολο 

των ραδιοσυχνοτήτων. Σε κάθε περίπτωση, τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα φυσικά 

διέπονται από τους ίδιους νόµους [4]. 

 

1.2. Έκθεση σε ακτινοβολία ραδιοσυχνοτήτων 
 
Τις τελευταίες δεκαετίες, έχουν επέλθει εκπληκτικές αλλαγές στο τοµέα των ασυρµάτων 

επικοινωνιών, µε αποτέλεσµα τη διαρκώς αυξανόµενη χρήση συσκευών που λειτουργούν 

στην περιοχή των ραδιοσυχνοτήτων, η οποία έχει αυξήσει µε τη σειρά της την έκθεση σε 

ηλεκτροµαγνητικά κύµατα ραδιοσυχνοτήτων (ραδιοκύµατα). 

Το σύνολο όλων των ηλεκτροµαγνητικών συχνοτήτων ονοµάζεται 

ηλεκτροµαγνητικό φάσµα.[5], [6] (Εικόνα 1.1). 

 

 
Εικόνα 1.1: Το ηλεκτροµαγνητικό φάσµα. 

 

Το ηλεκτροµαγνητικό φάσµα χωρίζεται σε διάφορες περιοχές (ζώνες συχνοτήτων) χωρίς 

όµως τα όρια µεταξύ των περιοχών να είναι σαφή. Οι ζώνες που φαίνονται στον Πίνακα 

1.1, αντιπροσωπεύουν τα επίσηµα ονόµατα που έχουν δοθεί για τις ζώνες του 
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ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος από την ITU (International Telecommunication Union) 

[1], [7]-[12]. 

 

Πίνακας 1.1: ∆ιαχωρισµός του φάσµατος συχνοτήτων ( για ορισµένες εφαρµογές-χρήσεις οι 

συχνότητες πιθανόν να αφορούν µόνο την Ελλάδα και µε βάση την τελευταία αναθεώρηση) 

 

Ζώνη Συχνότητας Ονοµασία Εφαρµογές-Χρήσεις 

3-30 Hz ELF 

(Extremely low frequency) 

Μπορούν να ακουστούν από το 

ανθρώπινο αυτί όταν 

µετατραπούν σε ήχο (20 Hz-

…),ανίχνευση υποβρυχίων 

30-300 Hz SLF  

(Super low frequency) 

Μπορούν να ακουστούν από το 

ανθρώπινο αυτί όταν 

µετατραπούν σε ήχο, συνήθης 

συχνότητα δικτύων 

ηλεκτροδότησης (60 Hz 

Β.Αµερική,50 Hz Ευρώπη), 

επικοινωνία µεταξύ υποβρυχίων 

300 Hz-3000Hz ULF  

(Ultra low frequency) 

Μπορούν να ακουστούν από το 

ανθρώπινο αυτί όταν 

µετατραπούν σε ήχο, 

επικοινωνία µέσα σε ορυχεία 

3 – 30 kHz VLF 

(Very Low Frequency) 

Μπορούν να ακουστούν από το 

ανθρώπινο αυτί όταν 

µετατραπούν σε ήχο (…-20 

kHz), Ιατρικά Εµφυτεύµατα 

Ναυτιλιακές επικοινωνίες, 

Στρατιωτικές εφαρµογές κ.α. 

30 – 300 kHz LF 

(Low Frequency) 

Ναυτιλιακές επικοινωνίες 

Στρατιωτικές εφαρµογές 

Ιατρικά εµφυτεύµατα 

Εφαρµογές ραδιοερασιτέχνη 

Ραδιοφωνία 

Ναυτιλιακοί ραδιοφάροι κ.α. 

300 – 3000 kHz MF 

(Medium Frequency) 

Ναυτιλιακοί ραδιοφάροι 

Ιατρικά Εµφυτεύµατα 

Εφαρµογές ραδιοεπισύµανσης 

Ραδιοφωνία AM κ.α. 

3 – 30 MHz HF 

(High Frequency) 

Στρατιωτικές εφαρµογές 

Αεροναυτικές επικοινωνίες, 

Ραδιοφωνία 

Ναυτιλιακές επικοινωνίες 

Εφαρµογές ερασιτέχνη και 

ερασιτέχνη µέσω δορυφόρου 

Ναυτιλιακές εφαρµογές 

Πληροφορίες ναυτιλιακής 
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ασφάλειας 

Κίνηση και κλήση τηλεφωνίας 

έκτακτης ανάγκης 

Κίνηση τηλετυπίας έκτακτης 

ανάγκης 

Ερασιτεχνικές εφαρµογές 

∆ορυφορικές εφαρµογές 

ερασιτέχνη, 

Αµυντικά συστήµατα-

Ασύρµατα µικρόφωνα (29.7-

30.005 MHz) κ.α. 

30 – 300 MHz VHF 

(Very High Frequency) 

Ραδιοφωνία FM 

Συσκευές µικρής εµβέλειας 

Ασύρµατες Ακουστικές 

Εφαρµογές (Wireless Audio 

Applications) 

∆ορυφόροι χαµηλής τροχιάς κ.α 

300 – 3000 MHz UHF 

(Ultra High Frequency) 

Μετεωρολογικές εφαρµογές 

Κινητές επικοινωνίες (κινητή 

τηλεφωνία) 

Κινητές δορυφορικές εφαρµογές 

Υπηρεσίες επίγειων 

ευρυζωνικών ηλεκτρονικών 

επικοινωνιών 

Αµυντικά συστήµατα 

Σταθερές ραδιοζεύξεις 

Πολιτικά δορυφορικά 

συστήµατα, Ραδιοαστρονοµία 

κ.α. 

3 – 30 GHz SHF (Super High Frequency) Αεροµεταφερόµενα ραντάρ 

Επίγειοι σταθµοί 

Σταθερές-Κινητές ραδιοζεύξεις 

Καθορισµός θέσης 

Ραντάρ καιρού 

Αµυντικά Συστήµατα 

Εφαρµογές Ραδιοερασιτέχνη 

Ραντάρ(γενικότερα) κ.α. 

30 – 300 GHz EHF (Extremely High 

Frequency) 

Ραδιοζεύξεις 

Τηλεµατικά συστήµατα οδικών 

µεταφορών 

Πειραµατικές επικοινωνίες 

ευρείας ζώνης 

Μελλοντικά εµπορικά 

συστήµατα ευρείας ζώνης κ.α. 

 



 

 

18 

Στην Ελλάδα, ο Εθνικός Κανονισµός Κατανοµής Ζωνών Συχνοτήτων (ΕΚΚΖΣ) 

περιέχει τις διατάξεις που εφαρµόζονται σε µόνιµες εκχωρήσεις, σε περίοδο ειρήνης, 

στην Ελληνική Επικράτεια για τη χρήση του ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος από 9kHz 

µέχρι 400GHz. O ΕΚΚΖΣ αναθεωρείται διαρκώς από το υπουργείο µεταφορών και 

επικοινωνιών. Στον πίνακα 1.1 περιλαµβάνονται κάποια στοιχεία από την πιο πρόσφατη 

αναθεώρησή του (24 Σεπτεµβρίου 2008). 

Παρόλο που, όπως διαφαίνεται από τα παραπάνω, τα όρια της περιοχής RF 

(δηλαδή της περιοχής των ραδιοσυχνοτήτων) του ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος, δεν 

είναι αυστηρά καθορισµένα, αυτό που είναι αποδεκτό από το σύνολο του επιστηµονικού 

κόσµου, είναι ότι η ακτινοβολία στην περιοχή των ραδιοσυχνοτήτων του 

ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος, είναι µη ιονίζουσα  

Γενικότερα, η ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία χωρίζεται σε δύο µεγάλες 

κατηγορίες: την ιονίζουσα και τη µη ιονίζουσα ακτινοβολία (εικόνα 1.1). Ιονίζουσα, 

ονοµάζεται η ακτινοβολία που µεταφέρει κβαντική ενέργεια, ικανή να προκαλέσει 

ιονισµό -φαινόµενο κατά το οποίο ένα αρχικά ουδέτερο µόριο ή άτοµο µετατρέπεται σε 

ιόν. Η ιονίζουσα ακτινοβολία µπορεί να προκαλέσει καρκινογεννετικά φαινόµενα στα 

βιολογικά συστήµατα, προκαλώντας ενδεχόµενες αλλοιώσεις στο DNA των κυττάρων 

[13]. Μη ιονίζουσα, ονοµάζεται η ακτινοβολία που µεταφέρει σχετικά µικρή κβαντική 

ενέργεια η οποία αντιθέτως µε αυτή της ιονίζουσας ακτινοβολίας, δεν είναι ικανή να 

προκαλέσει ιονισµό σε άτοµα ή µόρια [14], [15], αλλά µπορεί να προκαλέσει θερµικές 

επιδράσεις στα κύτταρα των οργανισµών, άλλοτε ευεργετικές και άλλοτε επιβλαβείς για 

την λειτουργία τους. Σε αντίθεση µε την ιονίζουσα ακτινοβολία, η µη ιονίζουσα 

ακτινοβολία, δε διαθέτει την απαραίτητη ενέργεια για να µπορέσει να προκαλέσει 

καρκινογεννετικά φαινόµενα στα βιολογικά συστήµατα. 

Πρακτικά, η µη ιονίζουσα περιοχή του ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος, θεωρείται 

ότι εκτείνεται περίπου ως τη συχνότητα 148 10 800 800000Hz THz GHz× = =  [3]. H 

περιοχή του ηλεκτροµαγνητικού φάσµατος µε συχνότητα υψηλότερη από τη συχνότητα 
148 10 800Hz THz× = , χαρακτηρίζεται ως ιονίζουσα (µικρό µέρος της υπεριώδους 

ακτινοβολίας, ακτίνες Χ, ακτίνες γ, κοσµική ακτινοβολία).  

∆εδοµένης της πολύχρονης χρήσης των ραδιοσυχνοτήτων από τον άνθρωπο, 

υπάρχει ανησυχία σχετικά µε την έκθεσή του σε ακτινοβολία ραδιοσυχνοτήτων τις 

τελευταίες δεκαετίες [16]. Για αυτό το λόγο, έχουν θεσπιστεί σχετικά πρότυπα, 

βασιζόµενα στην τρέχουσα επιστηµονική γνώση και από τα οποία καθορίζεται η 

«ασφαλής» χρήση ηλεκτροµαγνητικής ενέργειας στην περιοχή των ραδιοσυχνοτήτων 

[17]. Για τον καθορισµό των ορίων ασφαλούς έκθεσης σε πεδία ραδιοσυχνοτήτων, 

χρησιµοποιείται ο ορισµός του Ρυθµού Ειδικής Απορρόφησης (Specific Absorption 

Rate-SAR).  

 

1.3. Ο Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης (Specific Absorption Rate-SAR) 
 

H ηλεκτροµαγνητική παράµετρος δοσιµετρίας SAR (Specific Absorption Rate- Ρυθµός 

Ειδικής Απορρόφησης) ορίζεται σύµφωνα µε το Ινστιτούτο Ηλεκτρολόγων και 

Ηλεκτρονικών Μηχανικών (Institute of Electrical and Electronics Engineers – IEEE) ως 

εξής [18], [19]: 
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«Ο Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης ορίζεται ως η χρονική παράγωγος της στοιχειώδους 

ενέργειας ( )dW  απορροφηµένης από µία στοιχειώδη µάζα ( )dm , η οποία περιέχεται σε 

ένα στοιχειώδη όγκο ( )dV  δεδοµένης πυκνότητας ρ ». ∆ηλαδή: 

[ / ]
d dW d dW

SAR W kg
dt dm dt dVρ

  = =   
   

  (1.1) 

Για ηλεκτροµαγνητικά πεδία που µεταβάλλονται αρµονικά σε σχέση µε το χρόνο [20], ο 

Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης εκφράζεται ως εξής: 

2

[ / ]
2

SAR E W kg
σ
ρ

=   (1.2) 

όπου [ ]/Si mσ  είναι η ηλεκτρική αγωγιµότητα του ιστού και 3/kg mρ     η πυκνότητα 

µάζας του ιστού ενώ [ ]/E V m  είναι το µέτρο της εντάσεως του ηλεκτρικού πεδίου. Η 

παραπάνω εξίσωση µπορεί ισοδύναµα να γραφτεί ως: 

2

[ / ]SAR E W kg
σ
ρ

=   (1.3), αν χρησιµοποιηθεί η ενεργός τιµή του µέτρου 

της εντάσεως του ηλεκτρικού πεδίου.  

Ο Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης ενδέχεται να αναφέρεται σε ένα εντοπισµένο 

σηµείο ενός ιστού, ή ως µέσος όρος σε µία συγκεκριµένη µάζα (1g ή 10g) [18]. 

Περισσότερες πληροφορίες µπορεί να βρει ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης σε πλήθος 

βιβλίων και επιστηµονικών κειµένων. 

 

1.4. Όρια αποδεκτής έκθεσης 
 

∆ιάφοροι οργανισµοί έχουν θέσει τα αποδεκτά όρια έκθεσης σε ακτινοβολία 

ραδιοσυχνοτήτων καθορίζοντας ανώτερες επιτρεπτές τιµές του Ρυθµού Ειδικής 

Απορρόφησης (Specific Absorption Rate-SAR). Τα όρια αυτά καθορίζονται για έκθεση 

ολόκληρού του σώµατος, µέρους του σώµατος (για παράδειγµα του κεφαλιού και του 

κορµού του σώµατος), των άνω και κάτω άκρων, των καρπών ακόµα και των 

αστραγάλων [17]. 

 Στην Ευρώπη, τα ανώτερα επιτρεπτά όρια για το SAR στο κεφάλι είναι 2 και 10 

/W kg  όσον αφορά την έκθεση του κοινού και την επαγγελµατική έκθεση αντίστοιχα. 

Αυτές οι τιµές έχουν υπολογιστεί ως µέσος όρος του SAR σε ιστό µάζας 10 γραµµαρίων. 

Για ιστό µάζας 1 γραµµαρίου ισχύουν τα ίδια όρια σύµφωνα µε πρόσφατη αναθεώρηση. 

Οι τιµές αυτές αναφέρονται σε ένα µεγάλο εύρος ραδιοσυχνοτήτων 

(100 6 )kHz GHz− [18]. Τα ανώτερα επιτρεπτά όρια για την Ευρώπη καθορίζονται στο 

πρότυπο EN 50360 [16].  

 

1.5. Τρόποι εκτίµησης SAR µε αποκλειστική χρήση λογισµικού 

ηλεκτροµαγνητικής προσοµοίωσης 
 

Ο Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης (SAR) µπορεί να µετρηθεί µε χρήση «οµοιωµάτων» 

κεφαλιών που έχουν πραγµατική υλική υπόσταση και κινητών που κυκλοφορούν στο 

εµπόριο ή είναι κατασκευασµένα για αποκλειστικά ερευνητικούς σκοπούς. 
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 Ένας άλλος τρόπος υπολογισµού του SAR, είναι µε αποκλειστική χρήση 

λογισµικού ηλεκτροµαγνητικής προσοµοίωσης, πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι 

χρησιµοποιούνται µοντέλα κεφαλιών ή κινητών που δεν έχουν πραγµατική υλική 

υπόσταση. Η εποπτική τους αναπαράσταση γίνεται µε τη βοήθεια ηλεκτρονικού 

υπολογιστή (Computer Aided Design). 

 Για να κατανοήσει ο αναγνώστης τη διαφορά, πρέπει να λάβει υπόψη ότι η 

Εικόνα 1.2 [16] αντιστοιχεί σε πειραµατική µέτρηση του SAR ενώ η Εικόνα 1.3 [16] 

αντιστοιχεί σε υπολογιστική προσοµοίωση: και το κεφάλι και το κινητό έχουν σχεδιαστεί 

µε τη βοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή. 

 

 
Εικόνα 1.2: Οµοίωµα κεφαλιού και κινητό. 

 
Εικόνα 1.3: Μοντέλα κεφαλιού και κινητού. 

 

Πάντως, όσον αφορά στη µέτρηση του SAR, είτε χρησιµοποιούνται οµοιώµατα κεφαλιού 

είτε µοντέλα κεφαλιού επιβάλλεται για ευνόητους λόγους το µοντέλο (ή οµοίωµα) του 
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κεφαλιού να καλύπτει τη δυσµενέστερη περίπτωση έκθεσης (worst case exposure) στην 

ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία. 

 

1.6. Οµοιώµατα/µοντέλα ανθρώπινων κεφαλιών 
 

1.6.1. Το µοντέλο SAM 
 

Οι κατασκευαστές των κινητών τερµατικών συσκευών υποχρεούνται να χρησιµοποιούν 

ως αναφορά ένα οµοίωµα ανθρώπινου κεφαλιού ενηλίκου που ονοµάζεται Specific 

Anthropomorphic Mannequin (SAM) [17] (εικόνα 1.4).  

 

 
Εικόνα 1.4: Το οµοίωµα SAM. 

 

Η δηµιουργία του SAM, βασίστηκε σε µία έρευνα που έγινε πάνω σε προσωπικό του 

αµερικανικού στρατού και αναπαριστά ένα κεφάλι ανδρός. Το πρώτο βήµα για τη 

δηµιουργία του µοντέλου αυτού ήταν η κατασκευή ενός τρισδιάστατου οµοιώµατος 

κεφαλιού-το οποίο θα λέγεται στο εξής οµοίωµα SAM- που βασίστηκε σε διαστάσεις και 

σχήµα από επιλεγµένα µέλη του αµερικανικού στρατού ενώ εσωτερικά αποτελείτο από 

διηλεκτρικό υλικό µικρών απωλειών. Τα δεδοµένα για την κατασκευή του οµοιώµατος 

αυτού, εισήχθησαν µε κατάλληλο τρόπο σε έναν υπολογιστή δηµιουργώντας ένα αρχείο 

CAD (Computer Aided Design). Με βάση αυτό το SAM-CAD αρχείο δηµιουργήθηκε 

ένα µοντέλο κεφαλιού που θα ονοµάζεται στο εξής µοντέλο SAM [19]. 

Έκτοτε, έχουν κατασκευαστεί πολλά οµοιώµατα και µοντέλα που βασίστηκαν 

στο αρχικό SAM και αποκαλούνται πολλές φορές και αυτά SAM µε την έννοια ότι είναι 

πιστά αντίγραφα αυτού. Αντίστοιχα, έχει κατασκευαστεί και χρησιµοποιείται στη 

βιβλιογραφία το αριθµητικό µοντέλο SAM το οποίο αποτελεί αντίγραφο του 

πειραµατικού µοντέλου SAM και χρησιµοποιείται για αριθµητικές προσοµοιώσεις 

ηλεκτροµαγνητικής δοσιµετρίας. Το οµοίωµα και κατά συνέπεια το µοντέλο SAM 

κατασκευάστηκε µε σκοπό να καλύπτεται η δυσµενέστερη περίπτωση έκθεσης σε 

ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία.  
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1.6.2. Τα ανατοµικά αριθµητικά µοντέλα 
 

Κάποια από τα µοντέλα που χρησιµοποιούνται για τη µοντελοποίηση του ανθρώπινου 

κεφαλιού και είναι βασισµένα στην ανθρώπινη ανατοµία (ανατοµικά µοντέλα), 

προέρχονται από το Πρόγραµµα του Ορατού Ανθρώπου (Visible Human Project-VHP) 

[21] και λέγονται VHP µοντέλα. Παραδείγµατα τέτοιων µοντέλων είναι τα αριθµητικά 

µοντέλα VHAD,VH10YS,VH5YS [22]. Το VHAD είναι ένα µοντέλο κεφαλιού ενηλίκου, 

το VH10YS είναι ένα µοντέλο κεφαλιού ενός δεκάχρονου παιδιού που δηµιουργήθηκε 

από το VHAD, ενώ το VH5YS είναι και αυτό ένα µοντέλο κεφαλιού ενός πεντάχρονου 

παιδιού που δηµιουργήθηκε και αυτό από το µοντέλο VHAD (Εικόνα 1.5).  

 

 
Εικόνα 1.5: Παραδείγµατα VHP µοντέλων: Από αριστερά προς τα δεξιά απεικονίζονται το 

VHAD,το VH10YS, και το VH5YS µοντέλο. 

 

Τα ανατοµικά µοντέλα, κατασκευάζονται µε τρισδιάστατη αναπαράσταση των 

δεδοµένων εγκάρσιων τοµών κεφαλιών εθελοντών, οι οποίες προέρχονται από 

Απεικόνιση Μαγνητικού Συντονισµού (MRI-Magnetic Resonance Imaging) [23]. Για τους 

σκοπούς της εργασίας αυτής, θα αποκαλούνται MRI-based µοντέλα. Υπάρχουν αρκετά 

µοντέλα κεφαλιού που έχουν δηµιουργηθεί µε χρήση της δυνατότητας της 3-D 

απεικόνισης που προσφέρει η µαγνητική τοµογραφία (MRI-based µοντέλα) [22]. Για 

παράδειγµα, το FEM40Y-CE µοντέλο, το οποίο έχει δηµιουργηθεί µε τη χρήση MRI 

εικόνων οι οποίες πάρθηκαν από µία ευρωπαία 40χρονη γυναίκα εθελόντρια. Τα MRI 

δεδοµένα αποτελούνται από 121 διαφορετικές τοµές, ενώ διακρίνονται 15 διαφορετικοί 

ιστοί (Εικόνα 1.6). 

 
Εικόνα 1.6: Το µοντέλο FEM40Y-CE. 
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Τέλος, πολλά ανατοµικά µοντέλα σχεδιάζονται εξ’ αρχής µε την βοήθεια CAD 

λογισµικού που λαµβάνει υπόψη την ανθρώπινη ανατοµία, χωρίς να γίνεται χρήση 

δεδοµένων που προέρχονται από πραγµατικό ανθρώπινο κεφάλι. Τα µοντέλα αυτά 

ονοµάζονται CAD-based µοντέλα [20] (Eικόνα 1.7). 

 

 
Εικόνα 1.7: CAD-based µοντέλο. 

 

1.7. Τοποθέτηση της κινητής τερµατικής συσκευής σε σχέση µε το κεφάλι 
 

Από τις σχεδόν άπειρες πιθανές τοποθετήσεις ενός δεδοµένου κινητού τηλεφώνου σε 

σχέση µε το οµοίωµα SAM στα πρότυπα EN 50361-2001 και IEEE 1528-2003 [19], 

αποφασίστηκε να επιλέγονται τέσσερις συγκεκριµένες τοποθετήσεις [19]: 

α) Right tilt(ή tilted) position 

β) Right cheek(ή cheeked) position 

γ) Left tilt(ή tilted) position 

δ) Left cheek(ή cheeked) position 

 Αυτές οι τέσσερις τοποθετήσεις επιλέχτηκαν από ένα εύρος τοποθετήσεων που 

προσοµοιώνουν φυσιολογικές τοποθετήσεις του κινητού τηλεφώνου, µε στόχο να 

παρέχουν τη χειρότερη περίπτωση έκθεσης για την πλειοψηφία των χρηστών [22]. Μία 

από αυτές αναµένεται να αντιπροσωπεύει τη δυσµενέστερη («των δυσµενέστερων») 

περίπτωση για τη πλειοψηφία των χρηστών [22]. 

 Ο ορισµός για την “right tilted” τοποθέτηση ενός κινητού τηλεφώνου σε σχέση 

µε το µοντέλο SAM που δίνεται στο [19] είναι τέτοιος ώστε αν δοθεί η ίδια κινητή 

τερµατική συσκευή σε δύο τυχαίες και ανεξάρτητες ερευνητικές οµάδες, να τοποθετηθεί 

η κινητή τερµατική συσκευή στην ίδια θέση, σε σχέση µε το οµοίωµα SAM και από τις 

δύο αυτές ερευνητικές οµάδες. Οµοίως δίνονται και οι ορισµοί για τις “right cheeked”, 

“left tilted”, “left cheeked” τοποθετήσεις του κινητού τηλεφώνου. Αντίστοιχοι είναι 

φυσικά οι ορισµοί για το µοντέλο SAM (Εικόνες 1.8 και 1.9). 
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Εικόνα 1.8: Left cheek (ή cheeked) position. 

 

 
Εικόνα 1.9: Left tilt (ή tilted) position. 

 

Λόγω της πληθώρας διαφορετικών MRI-based κεφαλιών, είναι αδύνατον να επεκταθούν 

οι ορισµοί αυτοί σε οποιοδήποτε µοντέλο κεφαλιού. Για αυτό και η τοποθέτηση των 

κινητών τηλεφώνων σε ανατοµικά µοντέλα, είναι πολύπλοκη διαδικασία που δε µπορεί 

να βασιστεί στους παραπάνω ορισµούς που δίνονται µε βάση το SAM και η οποία µέχρι 

το έτος 2005 δεν είχε προτυποποιηθεί. 

Το έτος 2005 [22] δόθηκαν τέσσερις ορισµοί αντίστοιχοι µε αυτούς που είχαν 

δοθεί για το µοντέλο SAM, για ανατοµικά µοντέλα κεφαλιών που βασιζόταν σε 

συγκεκριµένα ανατοµικά χαρακτηριστικά του εκάστοτε µοντέλου ανατοµικού κεφαλιού. 

Απώτερος στόχος των συγγραφέων του επιστηµονικού άρθρου [22] δεν ήταν µόνο ο 

καθορισµός µίας δεδοµένης προτυποποίησης που προτάθηκε για να ακολουθείται από 

τούδε και στο εξής αλλά και η χρησιµοποίηση αυτής της προτυποποίησης για να ελεγχθεί 

κατά πόσο καλύπτει το µοντέλο SAM τη χειρότερη περίπτωση έκθεσης συγκρινόµενο µε 

14 άλλα ανατοµικά µοντέλα. Οι ορισµοί που δίνονται στο [22] είναι τέτοιοι ώστε αν 

δοθεί το ίδιο µοντέλο κινητής τερµατικής συσκευής και το ίδιο ανατοµικό µοντέλο σε 

δύο τυχαίες και ανεξάρτητες ερευνητικές οµάδες, να τοποθετηθεί το µοντέλο της κινητής 

τερµατικής συσκευή στην ίδια θέση, σε σχέση µε το ανατοµικό µοντέλο και από τις δύο 

αυτές ερευνητικές οµάδες. Έτσι θα υπάρχει στο εξής µία προτυποποίηση για να 

συγκρίνονται αποτελέσµατα διαφορετικών ερευνητικών οµάδων. 
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1.8. Σκοπός της εργασίας 
 

Στην εργασία αυτή πραγµατοποιήθηκε µία σειρά από ηλεκτροµαγνητικές προσοµοιώσεις 

στις οποίες χρησιµοποιήθηκε ένα MRI-based µοντέλο που είχε κατασκευαστεί από 

ερευνητική οµάδα του πανεπιστηµίου του Bradford και ένα µοντέλο κινητής τερµατικής 

συσκευής που είχε σχεδιαστεί από ερευνητική οµάδα του Εθνικού Μετσόβιου 

Πολυτεχνείου. Οι ηλεκτροµαγνητικές προσοµοιώσεις έγιναν µε στόχο να µετρηθεί ο 

Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης, και να γίνει σύγκριση µεταξύ των τριών διαφορετικών 

τοποθετήσεων του µοντέλου της κινητής τερµατικής συσκευής σε σχέση µε το µοντέλο 

του κεφαλιού. 

Για τις δύο από τις τρεις αυτές διαφορετικές τοποθετήσεις, ακολουθήθηκε η 

προτυποποίηση που προτάθηκε από τους συγγραφείς του άρθρου [22].Για το σκοπό 

αυτό, αναπτύχθηκε ένας ηµιαυτόµατος τρόπος εισαγωγής και περιστροφής του µοντέλου 

του κεφαλιού καθώς και εισαγωγής και µεταφοράς του µοντέλου του κινητού σε 

κατάλληλο πρόγραµµα ηλεκτροµαγνητικών προσοµοιώσεων. Ο τρόπος αυτός είναι 

αρκετά γενικός ενώ επιπρόσθετα, παρουσιάζονται στην εργασία στοιχεία για διάφορες 

πιθανές αναγκαίες εξειδικεύσεις του. Η τρίτη τοποθέτηση του κινητού τηλεφώνου ήταν 

αρκετά απλή αλλά ακόµα και εκεί, ακολουθήθηκε µία αλγοριθµική διαδικασία . 

 

1.9. ∆ιάρθρωση της εργασίας 
 

Στο Κεφάλαιο 2 της εργασίας, δίνονται βασικά θεωρητικά στοιχεία για τη µέθοδο των 

πεπερασµένων διαφορών στο πεδίο του χρόνου (Finite Difference Time Domain-FDTD) 

που χρησιµοποιείται συνήθως για την επίλυση των εξισώσεων στροβιλισµού του 

Maxwell στο πεδίο του χρόνου. 

 Στο Κεφάλαιο 3, δίδονται επιλεγµένα πρακτικά στοιχεία που αφορούν στο 

πρόγραµµα XFDTD που χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία για τις 

ηλεκτροµαγνητικές προσοµοιώσεις. 

 Στο Κεφάλαιο 4 παρουσιάζεται ο ορισµός που δίνεται στο [22] και πώς αυτός 

µπορεί να εφαρµοστεί στην παρούσα εργασία αλλά και σε ένα γενικότερο πλαίσιο. 

 Στο Κεφάλαιο 5 εφαρµόζεται στο πρόγραµµα XFDTD η θεωρία του Κεφαλαίου 4 

και περιγράφονται αναλυτικά τα βήµατα που ακολουθήθηκαν. Η δοµή του Κεφαλαίου 

ακολουθεί τη δοµή του λογισµικού που αναπτύχθηκε στο πλαίσιο της εργασίας για την 

ανάπτυξη ηµιαυτόµατου τρόπου τοποθέτησης της κινητής τερµατικής συσκευής 

σύµφωνα µε τους ορισµούς της βιβλιογραφίας.  

 Στο Κεφάλαιο 6 εκτελούνται οι προσοµοιώσεις παρουσιάζονται και συγκρίνονται 

τα αποτελέσµατα για τρεις διαφορετικές τοποθετήσεις του µοντέλου του κινητού 

τηλεφώνου. 

 Τέλος, στο Κεφάλαιο 7 παρουσιάζονται κάποιες προτάσεις για µελλοντικές 

εργασίες που θα µπορούσαν να βασιστούν στο θεωρητικό και πρακτικό υπόβαθρο που 

παρέχει η εργασία αυτή. 

H εργασία υποστηρίζεται από τρία παραρτήµατα.. Το Παράρτηµα 1 χρησιµεύει 

στο να υπενθυµιστούν στον αναγνώστη κάποιες πιθανότατα ήδη γνωστές µαθηµατικές 

έννοιες που αποτελούν αντικείµενο της επιστήµης της Αναλυτικής και ∆ιανυσµατικής 

Γεωµετρίας αλλά χρησιµοποιούνται επίσης µε κάποια ίσως διαφορετική προσέγγιση, 

στην επιστήµη των Γραφικών µε Υπολογιστές (Computer Graphics) και σε πολλές άλλες 
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επιστήµες. Στο Παράρτηµα 2 παρουσιάζονται έννοιες που αποτελούν και αυτές 

αντικείµενο των δύο προαναφερθεισών επιστηµών και είναι αυτές στις οποίες βασίστηκε 

κατά κύριο λόγο η παρούσα εργασία. Στο Παράρτηµα 3 παρουσιάζεται ο κώδικας σε 

γλώσσα Matlab που χρησιµοποιήθηκε για τις πρακτικές ανάγκες της παρούσας εργασίας. 

Έγινε προσπάθεια να ακολουθηθεί η λογική του δοµηµένου προγραµµατισµού και να 

αντιµετωπίζονται πιθανά σφάλµατα του προγράµµατος µε χρήση εξαιρέσεων. 
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Η µέθοδος των πεπερασµένων 

διαφορών- finite difference 

method(FDM) – η µέθοδος των 

πεπερασµένων διαφορών στο πεδίο του 

χρόνου-finite difference time domain 

method (FDTDM) 
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2.1. Εισαγωγή 
 

Tα ηλεκτροµαγνητικά προβλήµατα που συναντώνται στην πράξη, δεν µπορούν συνήθως 

να επιλυθούν µε τις γνωστές αναλυτικές µεθόδους επίλυσης, όπως για παράδειγµα µε τη 

µέθοδο του χωρισµού των µεταβλητών. Αυτό συµβαίνει επειδή τις περισσότερες φορές, 

οι µερικές διαφορικές εξισώσεις που συναντώνται στην πράξη, δεν είναι γραµµικές και 

είναι αδύνατον να γραµµικοποιηθούν χωρίς να επηρεαστεί σοβαρά το τελικό 

αποτέλεσµα. Επιπρόσθετα, στις περισσότερες των περιπτώσεων, η περιοχή µέσα στην 

οποία επιθυµείται να επιλυθεί το πρόβληµα είναι πολύπλοκη, ενώ οι οριακές συνθήκες 

είναι µικτού τύπου ή µεταβάλλονται µε το χρόνο. Τέλος, πολλές φορές το υλικό µέσο 

είναι ανοµοιογενές ή ανισοτροπικό. Οποτεδήποτε λοιπόν παρουσιάζονται προβλήµατα µε 

τέτοια πολυπλοκότητα, πρέπει να επιστρατευτούν αριθµητικές µέθοδοι για την επίλυσή 

τους. Από όλες τις αριθµητικές µεθόδους που είναι διαθέσιµες για την εύρεση της λύσης 

µερικών διαφορικών εξισώσεων, αυτές που εφαρµόζονται περισσότερο, είναι εκείνες που 

κάνουν χρήση των πεπερασµένων διαφορών (finite differences) [1]. 

Η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών-finite difference method(FDM)- εισήχθη 

από τον A.Thom το 1920 µε την ονοµασία «η µέθοδος των τετραγώνων». 

Χρησιµοποιώντας αυτήν τη µέθοδο ο Thom έλυσε µη γραµµικές εξισώσεις 

υδροδυναµικής. Από τότε, η µέθοδος χρησιµοποιείται ευρύτατα στην επίλυση διαφόρων 

τύπων προβληµάτων. Οι τεχνικές των πεπερασµένων διαφορών βασίζονται σε 

προσεγγίσεις τέτοιες, ώστε να γίνεται αποδεκτή χωρίς µεγάλο σφάλµα η αντικατάσταση 

διαφορικών εξισώσεων από εξισώσεις πεπερασµένων διαφορών. Αυτές οι προσεγγίσεις 

πεπερασµένων διαφορών (finite difference approximations) βρίσκονται σε αλγεβρική 

µορφή: Συσχετίζουν την τιµή της εξαρτώµενης µεταβλητής σε ένα  σηµείο της περιοχής 

µέσα στην οποία επιδιώκεται να επιλυθεί το πρόβληµα, µε τις τιµές της ίδιας µεταβλητής 

σε κάποια από τα γειτονικά σε αυτό σηµεία. Η διαδικασία λοιπόν για την εύρεση της 

λύσης ενός προβλήµατος, µε χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών, 

περιλαµβάνει βασικά τρία βήµατα: 

 

α) Χωρισµός της περιοχής µέσα στην οποία επιθυµείται να βρεθεί η λύση του 

προβλήµατος, σε ένα πλέγµα (grid) από σηµεία (nodes). 

β) Προσέγγιση της δοθείσας διαφορικής εξίσωσης από µία ισοδύναµη εξίσωση 

πεπερασµένων διαφορών που συσχετίζει την τιµή της εξαρτηµένης µεταβλητής σε ένα 

σηµείο µέσα στην περιοχή που ενδιαφέρει, µε τις τιµές τις µεταβλητής αυτής στα 

γειτονικά σηµεία. 

γ) Επίλυση των εξισώσεων διαφορών, λαµβάνοντας υπόψη τις οριακές ή τις αρχικές 

συνθήκες [1]. 

 

2.2. Βασικές αρχές της µεθόδου FDM 

 

Στην ενότητα αυτή, θα µελετηθεί ο τρόπος µε τον οποίο λαµβάνονται, προσεγγίσεις 

πεπερασµένων διαφορών, από µία δοθείσα διαφορική εξίσωση. 

Ας θεωρηθεί µία συνάρτηση : ff D → ℝ , µε fD ⊆ ℝ  και 0 fx D∈ . Μέρος της 

γραφικής παράστασης της , ff C , απεικονίζεται στο παρακάτω σχήµα: 
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Σχήµα 2.1: Τµήµα της γραφικής παράστασης της f γύρω από το σηµείο ( )0 0, ( )x f xΡ . 

 

όπου 0x∆ >  και 0 0[ , ] fx x x x D− ∆ + ∆ ⊂ . Θεωρείται ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο 0x . 

Η παράγωγος ή κλίση της συνάρτησης f  στο 0x  ή ισοδύναµα ο συντελεστής διεύθυνσης 

της εφαπτοµένης της fC  στο σηµείο ( )0 0, ( )x f xΡ , 0'( )f x  [2,3], µπορεί να προσεγγιστεί 

µε τρεις τρόπους: 

 

α) Με χρήση του ευθύγραµµου τµήµατος PB: 

0 0
0

( ) ( )
'( )

f x x f x
f x

x

+ ∆ −
∆

≃       (2.1) (forward-difference formula)  

β) Με χρήση του ευθύγραµµου τµήµατος ΑP: 

0 0
0

( ) ( )
'( )

f x f x x
f x

x

− −∆
∆

≃       (2.2) (backward-difference formula) 

γ) Με χρήση του ευθύγραµµου τµήµατος ΑB: 

 

0 0
0

( ) ( )
'( )

2

f x x f x x
f x

x

+ ∆ − −∆
∆

≃  (2.3) (central-difference formula)-(προσέγγιση 

κεντρικής διαφοράς).  

 Επίσης, µπορεί να προσεγγιστεί η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης f –

υποθέτοντας ότι η f  είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο του διαστήµατος 

0 0[ , ]x x x x−∆ + ∆ - στο σηµείο 0x , ως εξής [1]: 

0 0
0

0 0 0 0

'( / 2) '( / 2)
''( )

( ) ( ) ( ) ( )1

f x x f x x
f x

x

f x x f x f x f x x

x x x

+ ∆ − −∆
∆

+ ∆ − − −∆ = − ∆ ∆ ∆ 

≃

 

ή ισοδύναµα: 

0 0 0
0 2

( ) 2 ( ) ( )
''( )

( )

f x x f x f x x
f x

x

+ ∆ − + −∆
∆

≃         (2.4) 
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Ο παραπάνω τρόπος προσέγγισης της πρώτης και της δεύτερης παραγώγου  της 

συνάρτησης f  στο σηµείο 0x , είναι κάπως διαισθητικός. Μία πιο γενική προσέγγιση, 

χρησιµοποιεί τα αναπτύγµατα σε σειρές Taylor [5]: 

Έστω ότι η συνάρτηση f  είναι απείρως παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο 

0 0[ , ]x x x x x∈ −∆ + ∆ . Τότε σύµφωνα µε τον τύπο του Taylor, για κάθε 

0 0[ , ]x x x x x∈ −∆ + ∆  και κάθε n∈ℕ , ισχύει: 

0

( )

0
0 ,

0

( )
( ) ( ) ( )

!

nn
k

n x

k

f x
f x x x R x

k=

= − +∑  

µε  

0

( 1)
1

, 0

( )
( ) ( )

( 1)!

n
n

n x

f
R x x x

n

ξ+
+= −

+
, όπου ξ  µεταξύ x  και 0x . 

Θεωρείται ότι 
0,lim ( ) 0n x

n
R x

→+∞
= . Αυτό, ισοδύναµα, σηµαίνει ότι η σειρά Taylor 

( )

0
0

0

( )
( )

!

n
k

k

f x
x x

k

∞

=

−∑  συγκλίνει και έχει άθροισµα την ( )f x . ∆ηλαδή για κάθε 

0 0[ , ]x x x x x∈ −∆ + ∆  ισχύει ότι: 

( )

0
0

0

( )
( ) ( )

!

n
k

k

f x
f x x x

k

∞

=

= −∑     (2.5). 

Για x = 0x x x= + ∆  η (2.5) δίνει: 

2 3

0 0 0 0 0

1 1
( ) ( ) '( ) ( ) ''( ) ( ) '''( ) ...

2! 3!
f x x f x xf x x f x x f x+ ∆ = + ∆ + ∆ + ∆ +  (2.6) 

και για 0x x x= −∆ , δίνει: 

2 3

0 0 0 0 0

1 1
( ) ( ) '( ) ( ) ''( ) ( ) '''( ) ...

2! 3!
f x x f x xf x x f x x f x−∆ = −∆ + ∆ − ∆ +  (2.7)  

Προσθέτοντας κατά µέλη τις (2.6),(2.7), λαµβάνεται: 

2 4 (4)

0 0 0 0 0

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

2
f x x f x x f x x f x x f x′′+ ∆ + −∆ = + ∆ + ∆ +  

Εποµένως: 
2 4

0 0 0 0( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )f x x f x x f x x f x O x′′+ ∆ + − ∆ = + ∆ + ∆  (2.8) 

όπου το 4( )O x∆  είναι το σφάλµα που εισάγεται λόγω της αποκοπής των σειρών. 

Από την (2.8), λαµβάνεται: 

20 0 0
0 2

( ) 2 ( ) ( )
''( ) ( )

( )

f x x f x f x x
f x O x

x

+ ∆ − + −∆
= + ∆

∆
  (2.9) 

Αν υποτεθεί ότι το σφάλµα 2( )O x∆  είναι αµελητέο, λαµβάνεται η (2.4): 

0 0 0
0 2

( ) 2 ( ) ( )
''( )

( )

f x x f x f x x
f x

x

+ ∆ − + −∆
∆

≃  

  

Αν τώρα αφαιρεθεί η (2.7) από την (2.6):   
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3

0 0 0 0

1
( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ...

3
f x x f x x xf x x f x′′ ′′′+ ∆ − − ∆ = ∆ + ∆ +   

Εποµένως: 
3

0 0 0( ) ( ) 2 ( ) ( )f x x f x x xf x O x′′+ ∆ − − ∆ = ∆ + ∆  (2.10) 

όπου το 3( )O x∆  είναι το σφάλµα που εισάγεται λόγω της αποκοπής των σειρών. Αν 

υποτεθεί και εδώ ότι το σφάλµα αυτό είναι αµελητέο, λαµβάνεται η (2.3): 

0 0
0

( ) ( )
'( )

2

f x x f x x
f x

x

+ ∆ − −∆
∆

≃ . 

Από την (2.10) : 

20 0
0

( ) ( )
'( ) ( )

2

f x x f x x
f x O x

x

+ ∆ − −∆
= + ∆

∆
     (2.11). 

Αν θεωρηθεί και εδώ ότι το σφάλµα 2( )O x∆  είναι αµελητέο, λαµβάνεται η (2.3): 

0 0
0

( ) ( )
'( )

2

f x x f x x
f x

x

+ ∆ − −∆
∆

≃  

Από τις (2.9), (2.11) φαίνεται ότι το σφάλµα στις προσεγγίσεις (2.3) και (2.4) είναι 
2( )O x∆ . 

Αντιθέτως, από τις εξισώσεις (2.6), (2.7) λαµβάνονται: 
2

0 0 0( ) ( ) '( ) ( )f x x f x xf x O x+ ∆ = + ∆ + ∆  (2.12) 

και: 
2

0 0 0( ) ( ) '( ) ( )f x x f x xf x O x−∆ = −∆ + ∆  (2.13) 

όπου το 2( )O x∆ , είναι το σφάλµα που εισάγεται λόγω της αποκοπής των σειρών.  

Από τις (2.12), (2.13) συµπεραίνεται ότι: 

0 0
0

( ) ( )
'( ) ( )

f x x f x
f x O x

x

+ ∆ −
= + ∆

∆
  (2.14) 

0 0
0

( ) ( )
'( ) ( )

f x f x x
f x O x

x

− −∆
= + ∆

∆
  (2.15). 

Από τις (2.14), (2.15) αν θεωρηθεί ότι το σφάλµα ( )O x∆ είναι αµελητέο, λαµβάνονται οι 

προσεγγίσεις (2.1) και (2.2): 

0 0
0

( ) ( )
'( )

f x x f x
f x

x

+ ∆ −
∆

≃ , 0 0
0

( ) ( )
'( )

f x f x x
f x

x

− − ∆
∆

≃  

Συνεπώς, από τις (2.14) (2.15), φαίνεται ότι στις προσεγγίσεις (2.1) και (2.2) 

παρουσιάζεται σφάλµα ( )O x∆ . Εποµένως είναι προτιµότερη η χρησιµοποίηση της 

προσέγγισης (2.3) που παρουσιάζει σφάλµα 2( )O x∆ από τη χρησιµοποίηση των 

προσεγγίσεων (2.1) και (2.2). 

Μπορούν να ληφθούν ακόµα καλύτερες προσεγγίσεις πεπερασµένων διαφορών, 

αν χρησιµοποιηθούν ακόµα περισσότεροι όροι από τα αναπτύγµατα σε σειρές Taylor. Αν 

µπορούσαν θεωρητικά να ληφθούν όλοι οι όροι, θα επιτυγχάνονταν απόλυτη ακρίβεια. 

∆υστυχώς όµως όπως γίνεται εύκολα αντιληπτό, για πρακτικούς λόγους, αποκόπτονται 

κάθε φορά οι άπειρες σειρές Taylor. Αυτό εισάγει ένα σφάλµα που υπάρχει αναγκαστικά 

σε όλες τις λύσεις προβληµάτων µε χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών 

[1]. 

Ας θεωρηθεί τώρα µία συνάρτηση τεσσάρων µεταβλητών-οι τρεις καρτεσιανές 
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συντεταγµένες και ο χρόνος-έστω 4:ϕ Β ⊆ →ℝ ℝ , Β ανοικτό [4], η οποία 

παραγωγίζεται µερικώς ως προς οποιαδήποτε µεταβλητή για κάθε ( )( , ) , , ,r t x y z t= ∈Β
�

. 

Τότε, σε αντιστοιχία µε τις εξισώσεις (2.1), (2.2), (2.3) θα ισχύουν οι παρακάτω 

προσεγγίσεις για κάθε ( , )r t ∈Β
�

 [6]: 

( , ) ( , ) ( , )r t r t t r t

t t

ϕ ϕ ϕ∂ + ∆ −
∂ ∆

� � �

≃  (2.16) 

( , ) ( , ) ( , )r t r t r t t

t t

ϕ ϕ ϕ∂ − − ∆
∂ ∆

� � �

≃  (2.17) 

( , ) ( , ) ( , )

2

r t r t t r t t

t t

ϕ ϕ ϕ∂ + ∆ − −∆
∂ ∆

� � �

≃  (2.18) 

µε 0t∆ > . 

Οµοίως, µπορεί να προσεγγιστεί η χωρική παράγωγος της συνάρτησης π.χ. ως προς x : 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )x y z t x x y z t x y z t

x x

ϕ ϕ ϕ∂ + ∆ −
∂ ∆

≃   (2.19) 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )x y z t x y z t x x y z t

x x

ϕ ϕ ϕ∂ − − ∆
∂ ∆

≃   (2.20) 

( , , , ) ( , , , ) ( , , , )

2

x y z t x x y z t x x y z t

x x

ϕ ϕ ϕ∂ + ∆ − −∆
∂ ∆

≃  (2.21) 

Για την δεύτερη παράγωγο της συνάρτησης ως προς x -αν θεωρηθεί ότι αυτή ορίζεται σε 

κάθε σηµείο ( , )r t ∈Β
�

, σε αντιστοιχία µε τη σχέση (2.4), λαµβάνεται: 
2

2 2

( , , , ) ( , , , ) 2 ( , , , ) ( , , , )

( )

x y z t x x y z t x y z t x x y z t

x x

ϕ ϕ ϕ ϕ∂ + ∆ − + −∆
∂ ∆

≃  (2.22). 

Για να εφαρµοστεί, ως παράδειγµα, η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών, 

προκειµένου να βρεθεί η λύση κάποιας εξίσωσης, µίας συνάρτησης :Φ Β→ ℝ , µε 
2{( , ) : , }x t x e t eΒ = ∈ > − > −ℝ  και 0e > , για κάθε ( , )x t ∈Α  µε 
2{( , ) : 0, 0}x t x tΑ = ∈ ≥ ≥ℝ , θεωρείται το πρώτο τεταρτηµόριο του καρτεσιανού 

επιπέδου x t− , το οποίο χωρίζεται σε ίσα µεταξύ τους ορθογώνια πλευρών x∆ , t∆ . Οι 

συντεταγµένες κάθε σηµείου Ρ, του πλέγµατος που δηµιουργείται, ( , )x t , µπορούν να 

είναι της µορφής [1]: 

, 0,1,2,...

, 0,1,2,...

x i x i

t j x j

= ∆ =

= ∆ =
 

Έτσι, η τιµή της συνάρτησης Φ στο σηµείο P γράφεται ως [1]:  

( , ) ( , )P i x j t i jΦ = Φ ∆ ∆ = Φ  

Τα παραπάνω απεικονίζονται στο σχήµα που ακολουθεί: 
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Σχήµα 2.2: Πλέγµα πεπερασµένων διαφορών για δύο ανεξάρτητες µεταβλητές ,x t . 

 

Εποµένως, αν υποτεθεί ότι ορίζονται οι συναρτήσεις , , ,
x t xx tt

Φ Φ Φ Φ  για κάθε 

( , )x t ∈Β , η παράγωγος της συνάρτησης Φ  ως προς x  στο σηµείο ( , )i x j tΡ ∆ ∆  

προσεγγίζεται-µε βάση τη σχέση (2.21)-ως εξής: 

( , )

( , ) ( , ) ( , )

2i x j t

x t i x x j t i x x j t

x x∆ ∆

∂Φ Φ ∆ + ∆ ∆ −Φ ∆ −∆ ∆
∂ ∆

≃  ή ισοδύναµα: 

,

( 1, ) ( 1, )

2
x i j

i j i j

x

Φ + −Φ −
Φ

∆
≃ . 

Με βάση τις σχέσεις (2.19), (2.20), αντίστοιχα, ως εξής: 

( , )

( , ) ( , ) ( , )

i x j t

x t i x x j t i x j t

x x∆ ∆

∂Φ Φ ∆ + ∆ ∆ −Φ ∆ ∆
∂ ∆

≃  ή ισοδύναµα: 

,

( 1, ) ( , )
x i j

i j i j

x

Φ + −Φ
Φ

∆
≃  και 

( , )

( , ) ( , ) ( , )

i x j t

x t i x j t i x x j t

x x∆ ∆

∂Φ Φ ∆ ∆ −Φ ∆ −∆ ∆
∂ ∆

≃  ή ισοδύναµα: 

,

( , ) ( 1, )
x i j

i j i j

x

Φ −Φ −
Φ

∆
≃  

Η δεύτερη παράγωγος ως προς x της συνάρτησης Φ  στο σηµείο 

( , )i x j tΡ ∆ ∆ προσεγγίζεται µε βάση τη σχέση (2.22) ως εξής: 

2

2 2

( , )

( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )

( )
i x j t

x t i x x j t i x j t i x x j t

x x
∆ ∆

∂ Φ Φ ∆ + ∆ ∆ − Φ ∆ ∆ +Φ ∆ −∆ ∆
∂ ∆

≃  ή ισοδύναµα: 

2,

( 1, ) 2 ( , ) ( 1, )

( )
xx i j

i j i j i j

x

Φ + − Φ +Φ −
Φ

∆
≃         (2.23) 

Οµοίως όσον αφορά τη µεταβλητή t : 

,

( , 1) ( , 1)

2
t i j

i j i j

t

Φ + −Φ −
Φ

∆
≃ , 
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,

( , 1) ( , )
t i j

i j i j

t

Φ + −Φ
Φ

∆
≃      (2.24), 

 

,

( , ) ( , 1)
t i j

i j i j

t

Φ −Φ −
Φ

∆
≃  

και: 

2,

( , 1) 2 ( , ) ( , 1)

( )
tt i j

i j i j i j

t

Φ + − Φ +Φ −
Φ

∆
≃  

Ας θεωρηθεί τώρα µία απλή µερική διαφορική εξίσωση: 
2

2
k

t x

∂Φ ∂ Φ
=

∂ ∂
  (2.25) µε k∈ℝ  µία σταθερά και ( , )x t ∈Α  µε αρχική συνθήκη 

( ,0) ( )x f xΦ =  και οριακές συνθήκες: (0, ) , ( , )t L tα βΦ = Φ =  

Με βάση της (2.23), (2.24), η ισοδύναµη µε την εξίσωση (2.25), προσέγγιση περασµένων 

διαφορών είναι η: 

2

( , 1) ( , ) ( 1, ) 2 ( , ) ( 1, )

( )

i j i j i j i j i j
k

t x

Φ + −Φ Φ + − Φ +Φ −
=

∆ ∆
 (2.26). 

Έστω 
( )2

t
r

k x

∆
=

∆
 (2.27)  

Τότε η εξίσωση (2.26) µπορεί να γραφτεί ως: 

 

( , 1) ( 1, ) (1 2 ) ( , ) ( 1, )i j r i j r i j r i jΦ + = Φ + + − Φ + Φ −  (2.28). 

 

Οι τιµές της Φ  για t t= ∆ , µπορούν να υπολογιστούν µε βάση τις οριακές και τις αρχικές 

συνθήκες. Αφού υπολογιστούν αυτές οι τιµές, µε βάση αυτές, υπολογίζονται οι τιµές της 

συνάρτησης για 2t t= ∆ κ.ο.κ.. 

Για να εξασφαλιστεί η ευστάθεια της λύσης ή να µειωθούν τα λάθη, πρέπει να 

επιλεγεί προσεκτικά η τιµή του r . Μπορεί να αποδειχθεί ότι η εξίσωση (2.28) είναι 

έγκυρη αν ισχύει 0 1/ 2r< ≤  [1]. 

Τελειώνοντας µε την παρούσα ενότητα, πρέπει να τονιστεί ότι ο παραπάνω 

τρόπος υπολογισµού της λύσης για την εξίσωση (2.25)-και γενικά για παραβολικές 

µερικές διαφορικές εξισώσεις, δηλαδή της µορφής 
2 2 2

2 2 2
a b c d e f g

x y z x y

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂Φ ∂Φ
+ + + + + Φ =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 µε 2 4 0b ac− = -δεν είναι ο µοναδικός. 

Άλλοι τρεις τρόποι–για τον έναν γίνεται εκτενής και για τους άλλους δύο απλή αναφορά-

υπολογισµού της λύσης παραβολικών µερικών διαφορικών εξισώσεων µε χρήση της 

µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών, δίνονται στο [1], από όπου µπορεί ο 

ενδιαφερόµενος αναγνώστης να βρει ακόµα περισσότερες βιβλιογραφικές πηγές. Γενικά 

η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών αναλύεται σε πληθώρα επιστηµονικών βιβλίων 

που σχετίζονται µε την επιστήµη των εφαρµοσµένων µαθηµατικών. 

 

2.3. Ευστάθεια των λύσεων µε χρήση της µεθόδου FD 

 

Για να µελετηθεί η ευστάθεια των λύσεων µε χρήση της µεθόδου FD, ορίζεται ένα 
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σφάλµα nε  το οποίο εµφανίζεται στο n -οστό χρονικό βήµα, υποθέτοντας ότι υπάρχει 

µόνο µία ανεξάρτητη µεταβλητή. Ορίζεται η «ενίσχυση» αυτού του σφάλµατος, στο 

χρονικό βήµα 1n + ως [1]: 

 
1n ngε ε+ =  (2.29). 

Αν υπάρχουν παραπάνω από µία ανεξάρτητες µεταβλητές, η εξίσωση (2.29) 

παίρνει τη µορφή: 

[ ] [ ][ ]1n n
Gε ε

+
=  (2.30) 

Για να είναι η λύση ευσταθής πρέπει να ισχύει [1]: 

1G ≤   (2.31) 

 Ο έλεγχος για το κατά πόσο οι εξισώσεις διαφορών οι οποίες έχουν θεωρηθεί στη 

θέση των µερικών διαφορικών εξισώσεων που ενδιαφέρουν, είναι ευσταθείς, µπορεί να 

γίνει µε τη µέθοδο Von-Neumann [1,6] και µε χρήση των (2.30), (2.31). Για παράδειγµα, 

η απόδειξη του γεγονότος ότι η εξίσωση (2.28) είναι έγκυρη αν ισχύει 0 1/ 2r< ≤ , 

γίνεται µε χρήση της µεθόδου Von-Neumann και των (2.30), (2.31). 

 

2.4. Η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών στο πεδίο του χρόνου (Finite 

Difference Time Domain-FDTD method)  
 

Η µέθοδος των πεπερασµένων διαφορών στο πεδίο του χρόνου (Finite Difference Time 

Domain-FDTD) χρησιµοποιείται συνήθως για την επίλυση των εξισώσεων στροβιλισµού 

του Maxwell στο πεδίο του χρόνου [1], αλλά και κυµατικών εξισώσεων [6] και βασίζεται 

στη µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών. Εισήχθη από τον Yee το 1966 και αργότερα 

αναπτύχθηκε περαιτέρω από τον Taflove και από άλλους [1]. Παρόλο όµως που υπάρχει 

από την δεκαετία του 1960, τα τελευταία χρόνια έχει γίνει εξαιρετικά δηµοφιλής, 

εξαιτίας της συνεχούς αυξανόµενης επίδοσης των υπολογιστικών συστηµάτων [7]. 

Η εφαρµογή της µεθόδου σε διανυσµατικές εξισώσεις, όπως οι εξισώσεις του 

Maxwell, γίνεται σύµφωνα µε τον αλγόριθµο του Yee [6]. Στη συγκεκριµένη περίπτωση 

της επίλυσης των χρονικά εξαρτώµενων εξισώσεων στροβιλισµού του Maxwell, η 

µέθοδος FDTD χρησιµοποιεί ως άγνωστα διακριτά µεγέθη την ένταση του ηλεκτρικού 

και του µαγνητικού πεδίου ως συνάρτηση του χώρου και του χρόνου. O συνεχής 

χωροχρόνος του προβλήµατος µετατρέπεται σε διακριτό, ενώ οι µερικές διαφορικές 

εξισώσεις του αρχικού προβλήµατος µετατρέπονται σε εξισώσεις διαφορών [6]. Ο χώρος 

διακριτοποιείται σε κυβικά «κελιά», των οποίων οι ακµές πρέπει να είναι µικρές σε 

σχέση µε το χρησιµοποιούµενο µήκος κύµατος [8]. Παρακάτω θα αναλυθεί πόσο µικρές 

πρέπει να είναι συσχετιζόµενες µε το µήκος κύµατος. Οι συνιστώσες της έντασης του 

ηλεκτρικού πεδίου ‘τοποθετούνται’ στις ακµές του «κελιού». Οι µαγνητικές συνιστώσες 

‘τοποθετούνται’ έτσι ώστε να ξεκινούν από τα µέσα των πλευρών του «κελιού» [1]. 

Κάθε τέτοιο στοιχειώδες κελί ονοµάζεται κελί του Yee [1]. Στο παρακάτω σχήµα 

απεικονίζεται το κελί του Yee και η τοποθέτηση των συνιστωσών της έντασης του 

ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου: 
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Σχήµα 2.3: Θέση των διανυσµάτων της έντασης του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου στο 

κελί του Yee. 

 

2.4.1. Ο αλγόριθµος του Yee 
 

Ένα υλικό µέσο µέσα στο οποίο υπάρχουν ηλεκτροµαγνητικά πεδία, χαρακτηρίζεται από 

τις παραµέτρους σ ,ε  και µ  [1]. Αυτές οι παράµετροι ονοµάζονται όπως είναι γνωστό : 

µ  µαγνητική διαπερατότητα [H/m], 

ε  διηλεκτρική επιτρεπτότητα [F/m],  

σ  ηλεκτρική αγωγιµότητα [S/m] [8]. 

Το µέσο ονοµάζεται γραµµικό, αν τα σ ,ε  και µ  είναι ανεξάρτητα από τα 

E
��

, H
���

.∆ιαφορετικά ονοµάζεται µη γραµµικό. Αν τα σ ,ε  και µ  δεν είναι συναρτήσεις 

των χωρικών µεταβλητών ονοµάζεται οµογενές, διαφορετικά ονοµάζεται µη οµογενές. 

Λέγεται επίσης ότι το υλικό µέσο είναι ισοτροπικό αν τα σ ,ε  και µ  δεν εξαρτώνται 

από την κατεύθυνση, ενώ διαφορετικά λέγεται ανισοτροπικό [1]. Αν τα σ ,ε  και µ  

εξαρτώνται από την κατεύθυνση παίρνουν τη µορφή πινάκων 3x3. 

Σε ένα υλικό µέσο που παρουσιάζει ηλεκτρικές και µαγνητικές απώλειες, οι 

εξισώσεις του Maxwell, γράφονται ως εξής [1]: 

 

D υρ∇ =
��

 (2.32) 

0B∇ =
��

 (2.33) 
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m

B
E J

t

∂
∇× = − −

∂

��
�� ���

 (2.34) 

e

D
H J

t

∂
∇× = +

∂

��
��� ���

 (2.35) 

όπου: 
3[ / ]C mυρ  η πυκνότητα του ηλεκτρικού φορτίου, 

2[ / ]D C m
��

 η πυκνότητα ηλεκτρικής ροής, 

[ ]B T
��

 η πυκνότητα µαγνητικής ροής, 

[ / ]E V m
��

 η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου, 

[ / ]H A m
���

 η ένταση του µαγνητικού πεδίου, 

2[ / ]mJ V m
���

 η χωρική πυκνότητα του µαγνητικού ρεύµατος, που εκφράζει τις µαγνητικές 

απώλειες [8] και 
2[ / ]eJ A m

���
 η χωρική πυκνότητα του ηλεκτρικού ρεύµατος, που εκφράζει τις ηλεκτρικές 

απώλειες [8]. 

Ακόµα, σε περίπτωση που το µέσο είναι ισοτροπικό, ισχύουν : 

D Eε=
���

 (2.36) 

B Hµ=
�� ���

 (2.37) 

eJ Eσ=
��� ��

 (2.38) 

mJ Hσ ∗=
��� ���

 (2.39) 

όπου: 

µ  µαγνητική διαπερατότητα [H/m], 

ε  διηλεκτρική επιτρεπτότητα [F/m], 

σ  ηλεκτρική αγωγιµότητα [S/m], 

σ ∗  ισοδύναµη ειδική µαγνητική αντίσταση [Ω/m]. [1] 

Πρέπει να σηµειωθεί ότι µέσα σε µία περιοχή του χώρου, στην οποία υπάρχουν 

ηλεκτροµαγνητικά πεδία Maxwell ,αυτά τα πεδία θεωρείται ότι: 

 

α) για κάθε σηµείο της περιοχής και για κάθε χρονική στιγµή µπορούν να πάρουν µία και 

µόνο µία τιµή 

β) είναι φραγµένες συναρτήσεις και 

γ) είναι συνεχείς συναρτήσεις του χώρου και του χρόνου µε συνεχείς παραγώγους [1]. 

Σε ένα γραµµικό και ισοτροπικό µέσο, που δεν παρουσιάζει µαγνητικές απώλειες 

οι εξισώσεις στροβιλισµού του Maxwell (2.34-2.35) µπορούν να γραφτούν ως εξής: 

H
E

t
µ
∂

∇× = −
∂

���
��

 (2.40) 

E
H E

t
σ ε

∂
∇× = +

∂

��
��� ��

 (2.41) 

Ισοδύναµα, οι δύο παραπάνω διανυσµατικές εξισώσεις δίνουν το εξής σύστηµα έξι 

βαθµωτών εξισώσεων, στις καρτεσιανές συντεταγµένες: 
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Ακολουθώντας τον συµβολισµό του Yee, συµβολίζεται -όπως έγινε 

προηγουµένως για τις δύο διαστάσεις - ένα τυχαίο σηµείο Μ στο τρισδιάστατο πλέγµα 

ως: 

( , , ) ( , , )M i j k M i x j x k z≡ ∆ ∆ ∆  

και ο τύπος οποιασδήποτε συνάρτησης του χώρου και του χρόνου στο σηµείο Μ 

συµβολίζεται ως: ( , , ) ( , , , )nF i j k F i j k n tδ δ δ≡ ∆  

όπου 0x y zδ = ∆ = ∆ = ∆ >  είναι το µήκος της ακµής του κάθε κελιού, δηλαδή το βήµα 

του χώρου και όπου 0t∆ >  είναι το χρονικό βήµα, ενώ φυσικά τα , , ,i j k n  είναι ακέραιοι 

[1]. 

Αν χρησιµοποιηθούν προσεγγίσεις, όπως αυτές για τη δύο µεταβλητών συνάρτηση 

Φ ,λαµβάνεται [1]: 

2( , , ) ( 1/ 2, , ) ( 1/ 2, , )
( )

n n nF i j k F i j k F i j k

x
δ

δ
∂ + − −

= +Ο
∂

 (2.40) 

1/2 1/2
2( , , ) ( , , ) ( , , )

( )
n n nF i j k F i j k F i j k

t
t t

+ −∂ −
= +Ο ∆

∂ ∆
 (2.41)  

Κατά την εφαρµογή της εξίσωσης (2.40) σε όλες τις µερικές παραγώγους των 

ηλεκτρικών ή µαγνητικών συνιστωσών ως προς , ,x y z , ο Yee τοποθέτησε τις 

συνιστώσες της έντασης του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου σε ένα µοναδιαίο 

κελί ενός πλέγµατος-που αποτελείται από πολλά τέτοια κελιά-, όπως φαίνεται στο σχήµα 

2.3 [1]. Επίσης, όπως φαίνεται από την εξίσωση (2.41), για την εφαρµογή της εξίσωσης 

αυτής, οι πεδιακές συνιστώσες υπολογίζονται ανά µισά χρονικά βήµατα [1]. 

Με τη χρησιµοποίηση των εξισώσεων (2.40) και (2.41), προσεγγίζεται-

αµελώντας τα σφάλµατα-το σύστηµα των έξι παραπάνω βαθµωτών εξισώσεων Maxwell 

µε τις παρακάτω εξισώσεις διαφορών: 
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( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1/2 1/2
, 1/ 2, 1/ 2 , 1/ 2, 1/ 2

, 1/ 2, 1 , 1/ 2,
, 1/ 2, 1/ 2

, , 1/ 2 , 1, 1/ 2 ,

n n

x x

n n

y y

n n

z z

H i j k H i j k

t
E i j k E i j k

i j k

E i j k E i j k

δ
µ δ

+ −+ + = + +

+ + + − ++ +

+ + − + + 

(2.42) 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1/2 1/21/ 2, , 1/ 2 1/ 2, , 1/ 2

1, , 1/ 2 , , 1/ 2
, 1/ 2, 1/ 2

1/ 2, , 1/ 2, , 1 ,

n n

y y

n n

z z

n n

x x

H i j k H i j k

t
E i j k E i j k

i j k

E i j k E i j k

δ
µ δ

+ −+ + = + +

+ + + − ++ +

+ + − + + 

  (2.43) 

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

1/2 1/21/ 2, 1/ 2, 1/ 2, 1/ 2,

1/ 2, 1, 1/ 2, ,
1/ 2, 1 / 2,

, 1/ 2, 1, 1 / 2, ,

n n

z z

n n

x x

n n

y y

H i j k H i j k

t
E i j k E i j k

i j k

E i j k E i j k

δ
µ δ

+ −+ + = + +

+ + + − ++ +

+ + − + + 

(2.44) 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1

1/2

1/2 1/2

1/2

1/ 2, ,
1/ 2, , 1 1/ 2, ,

1/ 2, ,

1 / 2, 1/ 2,
1/ 2, ,

1 / 2, 1/ 2, 1/ 2, , 1 / 2

1/ 2, , 1/ 2 ,

n n

x x
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n n

z y

n
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i j k
E i j k E i j k

i j k
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H i j k

i j k

H i j k H i j k

H i j k

σ
ε

δ
ε δ

+

+

+ +

+

 +
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+ + + −+

− + − + + − −
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      (2.45) 

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( )

1

1/2

1/2 1/2

1/2

, 1/ 2,
, 1 / 2, 1 , 1/ 2,

, 1/ 2,

, 1 / 2, 1/ 2
1/ 2, ,

, 1/ 2, 1/ 2 1/ 2, 1,

1/ 2, 1/ 2, ,

n n

y y

n

x

n n

x z

n

z

i j k t
E i j k E i j k

i j k

t
H i j k

i j k

H i j k H i j k

H i j k

σ δ
ε

δ
ε δ

+

+

+ +

+

 +
+ = − ⋅ + +  + 

+ + + −+

− + − + − + −

− + + 

(2.46) 
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( ) ( )
( )

1

1/2
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, , 1/ 2
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 +
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(2.47) 

 

Από τις εξισώσεις αυτές και από την τοποθέτηση των διανυσµάτων στο κελί του 

Yee φαίνεται ότι οι συνιστώσες της έντασης του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου 

περιπλέκονται µέσα στο κελί και ότι, όπως αναφέρθηκε προηγουµένως, υπολογίζονται 

ανά µισά χρονικά διαστήµατα. Και οι έξι πεδιακές συνιστώσες µπορούν να 

τοποθετηθούν σε ένα τέταρτο του µοναδιαίου κελιού ,όπως φαίνεται από το σχήµα 2.4. 

Το σχήµα 2.5 δείχνει τη σχέση που υπάρχει µεταξύ των συνιστωσών του ηλεκτρικού και 

του µαγνητικού πεδίου πάνω σε ένα επίπεδο. Κάτι τέτοιο είναι χρήσιµο κατά την 

εφαρµογή των οριακών συνθηκών [1]. Το σχήµα αυτό αφορά στην εξίσωση (2.42). 

 

 
Σχήµα 2.4: Οι σχετικές θέσεις µεταξύ των πεδιακών συνιστωσών σε ένα τέταρτο ενός µοναδιαίου 

κελιού. 
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Σχήµα 2.5: Οι σχετικές θέσεις µεταξύ των πεδιακών συνιστωσών πάνω σε ένα επίπεδο. 

 
Για να µετατρέψει κανείς το σύστηµα των εξισώσεων (2.42),(2.43),(2.44),(2.45),(2.46) 

και (2.47) σε κώδικα στον υπολογιστή πρέπει να λάβει υπόψη ότι µέσα στο ίδιο χρονικό 

βήµα πρώτα υπολογίζονται κάποιες συνιστώσες και στη συνέχεια µε βάση αυτές 

υπολογίζονται κάποιες άλλες συνιστώσες [1].  

Στην πραγµατικότητα, οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου υπολογίζονται σε 

ακέραιες τιµές των χρονικών βηµάτων ενώ οι συνιστώσες του µαγνητικού πεδίου 

υπολογίζονται στη µέση των χρονικών βηµάτων. 

Επιπρόσθετα πρέπει να επισηµανθεί ότι επιβάλλεται σε κάθε περίπτωση να 

γίνεται εφαρµογή των κατάλληλων οριακών και αρχικών συνθηκών. Για να επιλυθεί 

επιτυχώς το σύστηµα των εξισώσεων (2.42),(2.43),(2.44),(2.45),(2.46) και (2.47) είναι 

αναγκαία η χρησιµοποίηση αρχικών και οριακών συνθηκών, διαφορετικά δε θα είναι 

δυνατή η λύση του προβλήµατος. 

Ο αλγόριθµος του Yee που βασίζεται στο σύστηµα των εξισώσεων διαφορών 

(2.42),(2.43),(2.44),(2.45),(2.46) και (2.47) παρουσιάζεται σχηµατικά στο λογικό 

διάγραµµα που απεικονίζεται στην επόµενη σελίδα [8]: 
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Σχήµα 2.6: Λογικό διάγραµµα του αλγορίθµου του Yee. 

 

Όπως φαίνεται από το παραπάνω λογικό διάγραµµα του αλγορίθµου, πρώτα 

υπολογίζονται οι συνιστώσες του ηλεκτρικού πεδίου, στη συνέχεια, µετά την εφαρµογή 

των οριακών συνθηκών για το ηλεκτρικό πεδίο, ο χρόνος αυξάνεται κατά µισό χρονικό 

βήµα και ο κύκλος τελειώνει µε τον υπολογισµό των µαγνητικών συνιστωσών [8].  
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2.4.2 Ακρίβεια και Ευστάθεια της µεθόδου των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο 

Πεδίο του Χρόνου  
 

Για να εξασφαλιστεί η ακρίβεια των υπολογισθέντων από τη µέθοδο των πεπερασµένων 

διαφορών στο πεδίο του χρόνου αποτελεσµάτων πρέπει να εξασφαλιστεί ότι το µήκος 

της ακµής του κάθε στοιχειώδους κελιού (αν θεωρηθούν κυβικά κελιά- x y z δ∆ = ∆ = ∆ = ) 

είναι µικρότερο σε σχέση µε το ελάχιστο µήκος κύµατος που χρησιµοποιείται ή έστω ίσο 

µε το µήκος κύµατος αυτό διαιρούµενου διά του 10. Αυτό σηµαίνει ότι πρέπει να 

υπάρχουν 10 ή παραπάνω κελιά ανά ελάχιστο µήκος κύµατος. ∆ηλαδή: min

10

λ
δ ≤  (2.48α) 

Επίσης για να εξασφαλιστεί η ευστάθεια της µεθόδου ,πρέπει να ισχύει η εξής 

σχέση: 
1/2

max 2 2 2

1 1 1
u t

x y z

−
 

∆ ≤ + + ∆ ∆ ∆ 
(2.48β) 

όπου maxu  είναι η µέγιστη ταχύτητα φάσης κύµατος(ή κυµατική φασική ταχύτητα) µέσα 

στο µοντέλο. Αφού συνήθως χρησιµοποιούνται κυβικά κελιά, 

ισχύει: x y z δ∆ = ∆ = ∆ = .Έτσι, η παραπάνω εξίσωση γίνεται:  

max 1u t

nδ
∆
≤  

,όπου n  είναι ο αριθµός των διαστάσεων του χώρου. Στην συνήθης περίπτωση ισχύει 

3n =  και εποµένως η ευστάθεια του αλγορίθµου εξασφαλίζεται αν ισχύει: 

max 1

3

u t

δ
∆
≤  (2.48γ) 

Στην πράξη, είναι προτιµότερο να επιλέγεται ο λόγος 
t

δ
∆

 όσο πιο µεγάλος γίνεται 

αλλά πάντα να είναι τέτοιος ώστε να ικανοποιείται η παραπάνω σχέση. 

 

2.4.3. Οριακές Συνθήκες Απορρόφησης (Absorbing Boundary Conditions) για 

τη µέθοδο των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου 
 

Σε ένα τρισδιάστατο πλέγµα από κελιά, τα πεδία σε κάθε κελί εξαρτώνται από 

αυτά των γειτονικών κελιών. Εξαιτίας όµως περιορισµών όσον αφορά την υπολογιστική 

µνήµη, το πλέγµα πρέπει να είναι πεπερασµένο και συνεπώς είναι απαραίτητο να 

εφαρµόζονται κατάλληλες οριακές συνθήκες στα εξωτερικά όρια του πλέγµατος ώστε να 

προσοµοιώνεται η έκταση του πλέγµατος µέχρι το άπειρο [7].  

Αν λοιπόν τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα απορροφούνται πλήρως στα όρια του 

πλέγµατος, το πλέγµα θα φαίνεται σαν να εκτείνεται στο άπειρο. Εποµένως οι οριακές 

συνθήκες απορρόφησης είναι πολύ σηµαντικές για την ακρίβεια των υπολογισµών και 

πρέπει να γίνεται σωστή χρήση αυτών. Οι οριακές συνθήκες απορρόφησης που 

χρησιµοποιήθηκαν κατά τις προσοµοιώσεις στην εργασία αυτή είναι οι οριακές συνθήκες 

απορρόφησης του Liao. Υπάρχουν και άλλοι τύποι οριακών συνθηκών απορρόφησης, 

όπως για παράδειγµα αυτοί του Mur και οι οριακές συνθήκες PML (Perfect Matched 
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Layer). Χρησιµοποιήθηκαν όµως οι οριακές συνθήκες απορρόφησης του Liao,επειδή 

είναι πιο συµφέρουσες αποδοτικά σε σύγκριση µε αυτές του Mur [7]. Επίσης, παρόλο 

που οι οριακές συνθήκες PML προσφέρουν καλύτερη απορρόφηση των ανακλάσεων, 

είναι πιο περίπλοκες στην εφαρµογή τους και απαιτούν µεγάλη υπολογιστική µνήµη 

[7].Περισσότερες λεπτοµέρειες για τις οριακές συνθήκες απορρόφησης PML, Mur 

µπορεί να βρει ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης στα [1], [8]. 

 

2.4.3.1. Οριακές συνθήκες Liao  
 

Ένα επίπεδο κύµα που ταξιδεύει µε γωνία θ  ως προς τον άξονα x , έχει τη µορφή 

( cos )u ct x θ− , οπότε ένα αυθαίρετο κύµα µπορεί να γραφεί µε υπέρθεση ως εξής: 

 

( , ) ( cos )i i

i

x t u ct xϕ θ= −∑  

Επειδή είναι ( / cos , ) ( , )x c t t x t tϕ θ ϕ− ∆ = + ∆ ,λαµβάνεται: 

 

( , ) ( ( ) cos cos ) ( )i i i i i i

i i

x t t u c t t x ac t u nϕ θ θ ε+ ∆ = + ∆ − ± ∆ = +∑ ∑  (2.49) 

όπου ( ) cos , (1 cos )i i i in ct x ac t c t aθ ε θ= − − ∆ = ∆ −  

Αν τώρα οριστεί ο τελεστής ∆  ώστε: 

( ) ( ) ( )u n u n u nε ε∆ + = + −  

τότε: 

1

1

( ) ( ) ( )
N

m

m

u n u n u nε ε− Ν

=

+ = ∆ + ∆ +∑  και µπορεί να γραφεί αν αγνοηθεί ο όρος N-στης 

τάξης: 

1

1

( ) ( )
N

m

m

u n u nε −

=

+ ≈ ∆∑  

Εφαρµόζοντας τη σχέση αυτή στον τύπο (2.49) λαµβάνεται: 

1

1

( , ) ( 1) ( , ( 1) )
N

j N

j

j

x t t C x jac t t j tϕ ϕ+

=

+ ∆ = − − ∆ − − ∆∑  (2.50) 

όπου 
!

!( )!

N

j

N
C

j N j
=

−
 

Η σχέση (2.50) είναι η οριακή συνθήκη απορρόφησης που εκφράζει την 

( , )x t tϕ + ∆  στο σύνορο σε συνάρτηση µε τις τιµές της σε προηγούµενες χρονικές 

στιγµές και σε εσωτερικά σηµεία του άξονα x . Με όµοιο τρόπο προκύπτουν οριακές 

συνθήκες απορρόφησης για τις τιµές κάθε συνιστώσας των εντάσεων του ηλεκτρικού και 

του µαγνητικού πεδίου στα σύνορα µίας τρισδιάστατης περιοχής ως συνάρτηση των 

τιµών των συνιστωσών σε προηγούµενες χρονικές στιγµές και στα εσωτερικά σηµεία του 

τρισδιάστατου χώρου. Αυτές οι οριακές συνθήκες απορρόφησης χρησιµοποιούνται για 

την επίλυση των εξισώσεων (2.42)-(2.47). 
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2.4.4. Πλεονεκτήµατα και µειονεκτήµατα της χρήσης της µεθόδου των 

Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου 
 

Η µέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου έχει περισσότερα 

πλεονεκτήµατα σε σχέση µε άλλες µεθόδους µοντελοποίησης: 

α) Ένα από τα πλεονεκτήµατα της µεθόδου, είναι ότι είναι σχετικά εύκολο να 

κατανοήσει κανείς τη φιλοσοφία µε βάση την οποία λειτουργεί [1].  

Επιπρόσθετα: 

β) Παρέχει τη δυνατότητα επίλυσης προβληµάτων σε ευρεία περιοχή συχνοτήτων [8]. 

Γενικά είναι πιο εύκολο να εξαχθούν αποτελέσµατα στο πεδίο της συχνότητας µέσου του 

πεδίου του χρόνου αν εµπλέκονται πολλές συχνότητες. στο πρόβληµα [1]. 

γ) Είναι απλός ο χειρισµός πολύπλοκων και ανοµοιογενών υλικών µε απώλειες γιατί η 

αγωγιµότητα (σ), η διηλεκτρική σταθερά (εr), η µαγνητική διαπερατότητα (µ),-ακόµα και 

η ισοδύναµη µαγνητική αντίσταση- µπορούν να είναι διαφορετικές για κάθε σηµείο του 

πλέγµατος [1]. 

δ)Τέλος, ο αλγόριθµος του Yee δεν απαιτεί τον σχηµατισµό ολοκληρωτικών εξισώσεων 

[1] ενώ ακόµα και σχετικά πολύπλοκα προβλήµατα µπορούν να αντιµετωπισθούν χωρίς 

την ανάγκη αντιστροφής µεγάλων πινάκων [1], [8]. Αυτό το τελευταίο επιτρέπει τη 

µελέτη οµοιωµάτων του ανθρωπίνου σώµατος που αποτελούνται από εκατοµµύρια 

κυβικά στοιχεία [8]. 

Όπως κάθε τεχνική µοντελοποίησης έτσι και η µέθοδος των πεπερασµένων 

διαφορών στο πεδίο του χρόνου, έχει εκτός από πλεονεκτήµατα και διάφορα 

µειονεκτήµατα: 

Καταρχάς:  

α)η ανάγκη διακριτοποίησης του χρόνου και του χώρου που περιβάλλει ο σκεδαστής 

αυξάνει κατά πολύ το υπολογιστικό κόστος για την επίλυση του προβλήµατος αφού 

αυξάνεται ο αριθµός των απαραίτητων κυβικών στοιχείων µε αποτέλεσµα η µέθοδος να 

απαιτεί σηµαντικό υπολογιστικό χρόνο για την εξαγωγή των αποτελεσµάτων [8].  

Ακόµη:  

β) Η µέθοδος αυτή υπολογίζει την ένταση του µαγνητικού και του ηλεκτρικού πεδίου 

στο υπολογιστικό πλέγµα. Προκειµένου όµως να γίνει εφικτή, από υπολογιστικής 

άποψης, η υλοποίηση της µεθόδου, πρέπει να περιοριστεί το υπολογιστικό πλέγµα. Αυτό 

γίνεται µε την εισαγωγή κατάλληλων συνοριακών συνθηκών στον υπολογιστικό χώρο. 

Απαιτείται µεγάλη προσοχή έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθούν τα σφάλµατα από την 

εισαγωγή αυτών των συνοριακών συνθηκών, τα οποία µπορεί να αποτελέσουν 

µειονέκτηµα της µεθόδου. 

Άλλο ένα µειονέκτηµα της µεθόδου είναι ότι: 

γ) εφόσον τα υπολογιστικά πλέγµατα έχουν ορθογωνικό σχήµα, εισάγονται πρόσθετα 

σφάλµατα στην περίπτωση που υπάρχουν στο υπολογιστικό πλέγµα σκεδαστές µε 

κυλινδρικές ή σφαιρικές επιφάνειες και γενικά σκεδαστές µε καµπύλα τµήµατα [1]. 

 Τέλος, όπως συµβαίνει σε όλους τους αλγόριθµους πεπερασµένων διαφορών, έτσι 

και σε αυτή την περίπτωση: 

δ)τα πεδία υπολογίζονται µόνο στα σηµεία του πλέγµατος και όχι σε όλο το χώρο 

ενδιαφέροντος [1]. 
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 Κεφάλαιο 

 
 

 

 

Εισαγωγή στο λογισµικό 

προσοµοίωσης XFDTD 

 

 
3.1. Εισαγωγή 
 

Το πρόγραµµα που χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία για τις προσοµοιώσεις, 

ονοµάζεται XFDTD και πιο συγκεκριµένα χρησιµοποιήθηκε η έκδοση 6.0 του 

προγράµµατος αυτού. Το εν λόγω πρόγραµµα χρησιµοποιείται για την 

επίλυση/προσοµοίωση ηλεκτροµαγνητικών προβληµάτων µε βάση τη µέθοδο των 

πεπερασµένων διαφορών στο πεδίο του χρόνου (Finite Difference Time Domain 

Method). 

 Το συγκριµένο κεφάλαιο δεν έχει ως στόχο να αντικαταστήσει το [1] που είναι το 

3
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εγχειρίδιο αναφοράς (Reference Manual) για χρήση του XFDTD 6.0. Έχει ως στόχο να 

βοηθήσει τον αναγνώστη έτσι ώστε αυτός να κατανοήσει τις κύριες λειτουργίες του 

προγράµµατος XFDTD και να γνωρίσει µέρος του γραφικού του περιβάλλοντος. 

Το πρόγραµµα XFDTD, κάνει χρήση της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών 

στο πεδίο του χρόνου η οποία όπως αναφέρθηκε στο Κεφάλαιο 2 χρησιµοποιείται κυρίως 

για την επίλυση των εξισώσεων στροβιλισµού του Maxwell στο πεδίο του χρόνου .Αυτό 

σηµαίνει ότι ο υπολογισµός των τιµών του ηλεκτρικού και του µαγνητικού πεδίου, 

γίνεται σε διακριτά βήµατα στο χρόνο. 

Ο κύριος λόγος για τον οποίο το πρόγραµµα XFDTD χρησιµοποιεί τη µέθοδο των 

πεπερασµένων διαφορών στο πεδίο του χρόνου είναι το γεγονός ότι καθώς ο αριθµός των 

αγνώστων που εµφανίζονται στο πρόβληµα αυξάνει, η µέθοδος των Πεπερασµένων 

∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου ξεπερνά αισθητά σε απόδοση άλλες µεθόδους. 

Επιπρόσθετα, έχει αναγνωριστεί ως η καταλληλότερη µέθοδος για την εκτέλεση 

ηλεκτροµαγνητικών προσοµοιώσεων που σχετίζονται µε τη µελέτη των βιολογικών 

επιδράσεων από τη χρήση ασύρµατων συσκευών. Τέλος, η µέθοδος FDTD παρέχει 

αποτελέσµατα µεγάλης ακρίβειας στην περίπτωση προβληµάτων διάδοσης 

ηλεκτροµαγνητικών πεδίων µέσα σε βιολογικούς ιστούς [1].  

 

3.2. Η χρήση της µεθόδου των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του 

Χρόνου (FDTD) στο λογισµικό XFDTD 
 

Η µέθοδος των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου αναλύθηκε στο 

κεφάλαιο 2., εδώ απλώς θα γίνει αναφορά µεταξύ άλλων και σε πρακτικά ζητήµατα που 

αφορούν τη µέθοδο όταν αυτή χρησιµοποιείται µε το πρόγραµµα XFDTD. 

Όταν συνδυαστούν πολλά κελιά FDTD (δηλαδή κελιά του Yee) για να 

δηµιουργήσουν ένα τρισδιάστατο σχήµα, τότε το αποτέλεσµα είναι ένα FDTD πλέγµα 

(FDTD grid ή FDTD mesh). Κάθε κελί εφάπτεται µε τα γειτονικά του, έτσι ώστε να 

θεωρείται, κατά σύµβαση, πως κάθε κελί έχει τρεις ηλεκτρικές συνιστώσες που ξεκινούν 

από ένα κοινό κόµβο συσχετιζόµενο µε αυτό. Οι ηλεκτρικές συνιστώσες στις άλλες 

εννέα ακµές του κελιού ανήκουν στα γειτονικά κελιά. Κάθε κελί θα έχει επίσης τρεις 

µαγνητικές συνιστώσες µε αρχή τις πλευρές του γειτονικού κελιού στον κοινό κόµβο των 

ηλεκτρικών συνιστωσών, όπως φαίνεται στο Σχήµα 3.1 [2]. 
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Σχήµα 3.1: Το στοιχειώδες κελί του Yee, όπως αυτό χρησιµοποιείται από το πρόγραµµα XFDTD. 

 

Μέσα στο πλέγµα, µπορούν να προστεθούν υλικά όπως αγωγοί και διηλεκτρικά υλικά 

αλλάζοντας τις εξισώσεις υπολογισµού των πεδίων σε συγκεκριµένα σηµεία. Για 

παράδειγµα, για να προστεθεί ένα κοµµάτι τέλεια αγώγιµου σύρµατος στην κορυφή Α 

ενός κελιού, η τιµή του ηλεκτρικού πεδίου στο σηµείο Α µπορεί να τεθεί ίση µε µηδέν, 

δεδοµένου ότι το πεδίο µέσα σε ένα τέλειο αγωγό είναι µηδέν. Θέτοντας σε πολλά 

συνεχόµενα συνευθειακά σηµεία του πλέγµατος την τιµή του ηλεκτρικού πεδίου ίση µε 

µηδέν, λαµβάνεται ένας τέλειος αγωγός κάποιου επιθυµητού µήκους. 

 Συσχετίζοντας πολλές ακµές κελιών µε διάφορα υλικά-δίνοντας κατά κάποιο 

τρόπο τιµές στις παραµέτρους , , ,ε µ σ σ ∗ ( ενότητα 2.4.1) µπορεί να σχηµατιστεί µια 

γεωµετρική κατασκευή µέσα στο πλέγµα FDTD όπως αυτή η σφαίρα από διηλεκτρικό 

υλικό που απεικονίζεται στην Εικόνα 3.1. Σε αυτήν την εικόνα, κάθε µικρό κουτί 

αναπαριστά ένα κελί FDTD. 
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Εικόνα 3.1: Μία σφαίρα από διηλεκτρικό όπως έχει «πλεγµατοποιηθεί» µέσα στο FDTD πλέγµα. 

 

3.3. Βασικά βήµατα σε έναν υπολογισµό XFDTD 
 

Ένα ολοκληρωµένο αρχείο το οποίο περιέχει την κατάλληλη πληροφορία για τη 

διεξαγωγή της προσοµοίωσης στο πρόγραµµα XFDTD αναφέρεται ως project. Κάθε 

project έχει ένα «αρχείο γεωµετρίας»-«geometry file» (κατάληξη .id)-µε την περιγραφή 

της δοµής ή της συσκευής που πρόκειται να χρησιµοποιηθεί στην προσοµοίωση και ένα 

αρχείο παραµέτρων που περιλαµβάνει τις εισόδους (inputs) και τις εξόδους 

(outputs/results) του προγράµµατος [1]. 

 Στις περισσότερες περιπτώσεις, ένα XFDTD project ξεκινά µε τη δηµιουργία της 

κατάλληλης γεωµετρίας [1]. Όταν εισαχθούν ή κατασκευαστούν µέσα από το πρόγραµµα 

όλα τα αντικείµενα που περιγράφουν τη γεωµετρία, µπορεί τότε να δηµιουργηθεί το 

FDTD πλέγµα [1]. Για να εκτελέσει το πρόγραµµα τους διάφορους υπολογισµούς, 

χρησιµοποιεί το FDTD πλέγµα ως υπολογιστικό πλέγµα (computational grid). 

 Μόλις τελειώσει το πρώτο βήµα της εισαγωγής ή κατασκευής της γεωµετρίας και 

της κατασκευής του πλέγµατος, πρέπει να οριστούν οι επιθυµητές είσοδοι για τους 
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υπολογισµούς [1]. Η πηγή της διέγερσης µπορεί να είναι πηγή ρεύµατος ή τάσης -µεταξύ 

άλλων- και πρέπει να τοποθετηθεί σε κατάλληλο σηµείο του υπολογιστικού πλέγµατος. 

Το σήµα εισόδου µπορεί να είναι διαφορετικών κυµατοµορφών, αλλά στην παρούσα 

εργασία χρησιµοποιήθηκε µόνο ηµιτονοειδής πηγή. Οι διάφοροι παράµετροι της 

κυµατοµορφής εισόδου, δύναται να οριστούν από τον χρήστη. Έπειτα από την 

προσοµοίωση, ο χρήστης µπορεί να λάβει τα δεδοµένα εξόδου µέσα από το γραφικό 

περιβάλλον του προγράµµατος. Πάντως, πολλά από τα δεδοµένα εξόδου µπορούν να 

αποθηκευτούν από το πρόγραµµα XFDTD είτε αυτόµατα είτε µετά από επιθυµία του 

χρήστη, προκειµένου να έχει αργότερα πρόσβαση σε αυτά .Επίσης είναι δυνατόν να γίνει 

και «µεταεπεξεργασία» σε κάποια από τα αποθηκευµένα αποτελέσµατα. 

 

3.4 Eισαγωγή στο περιβάλλον του XFDTD 
 

Με την εκκίνηση του προγράµµατος XFDTD εµφανίζεται ένα παράθυρο, όπως αυτό που 

απεικονίζεται στην Εικόνα 3.2: 

 

 
Εικόνα 3.2: Το παράθυρο που εµφανίζεται αµέσως µετά την εκκίνηση του προγράµµατος. 

 

Υπάρχουν 4 περιοχές (Εικόνα 3.2) στις οποίες υποδιαιρείται το παράθυρο: 
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• Η περιοχή 1(menu bar [1]) 

• Η περιοχή 2(tool bar [1]) 

• Η περιοχή 3(window tabs [1])-(ετικέτες παραθύρου) 

• Η περιοχή 4(work area [1])-(περιοχή εργασίας) 
 

Μόλις ξεκινήσει το πρόγραµµα, στην περιοχή εργασίας δίνονται περιληπτικά, κάποιες 

λεπτοµέρειες που αφορούν το τρέχον project: το όνοµα του project, το σχετικό αρχείο 

γεωµετρίας, ρυθµίσεις που αφορούν τις εισόδους και τις εξόδους, ρυθµίσεις που αφορούν 

το υπολογιστικό πλέγµα κ.α. Στην Εικόνα 2 επειδή δεν έχει δηµιουργηθεί project, δεν 

είναι διαθέσιµες οι ρυθµίσεις εφόσον δεν έχουν καθοριστεί ακόµη. 

Μέσα από το αρχικό παράθυρο µπορεί κανείς να προσπελάσει το παράθυρο στο 

οποίο δηµιουργείται ή εισάγεται η γεωµετρία (Geometry window)-(παράθυρο 

Γεωµετρίας), επιλέγοντας την αντίστοιχη ετικέτα παραθύρου (window tab): . 

Μέσα από αυτό το παράθυρο γεωµετρίας µπορεί να εισαχθεί ή να δηµιουργηθεί η 

γεωµετρία, να γίνει επεξεργασία αυτής και να δηµιουργηθεί το υπολογιστικό πλέγµα. Για 

να γίνουν προσβάσιµα τα υπόλοιπα δύο από τα τρία παράθυρα (Run parameters, Request 

Results) πρέπει να δηµιουργηθεί η γεωµετρία και να κατασκευαστεί το υπολογιστικό 

πλέγµα. Το παράθυρο Run Parameters(Παράµετροι Εκτέλεσης) χρησιµοποιείται για τον 

καθορισµό της διέγερσης. Το παράθυρο Request Results (Επιθυµητά Αποτελέσµατα), για 

τον καθορισµό των προς αποθήκευση δεδοµένων και των εξόδων. Για να γίνει 

προσβάσιµο το παράθυρο Results (Αποτελέσµατα) πρέπει να οριστούν οι είσοδοι και οι 

έξοδοι και να αποθηκευτούν σε ένα αρχείο project (.fdtd). Αφού αποθηκευτεί τo project, 

γίνεται ενεργή η ετικέτα Results και µπορούν να εκτελεστούν οι υπολογισµοί. Έπειτα 

από τους υπολογισµούς, τα δεδοµένα εξόδου και τα εργαλεία για την µεταεπεξεργασία 

των αποτελεσµάτων είναι διαθέσιµα από το παράθυρο Results [1].  

 

3.5. Εισαγωγή και επεξεργασία της γεωµετρίας 
 

Όπως αναφέρθηκε παραπάνω , το πρώτο βήµα σε µία προσοµοίωση µε το πρόγραµµα 

XFDTD είναι η δηµιουργία της κατάλληλης γεωµετρίας, που αποτελεί την 

αναπαράσταση του πραγµατικού αντικειµένου που ενδιαφέρει, στο πρόγραµµα [1]. 

Υπάρχουν διάφορα εργαλεία για να ορίσει κανείς και να επεξεργαστεί µία γεωµετρία στο 

πρόγραµµα XFDTD και για να δηµιουργήσει µετά το αρχείο «mesh» που 

χρησιµοποιείται για τους διάφορους υπολογισµούς [1]. Στην παρούσα ενότητα θα γίνει 

αναφορά σε κάποια από αυτά. 

 

3.5.1.
 
Η περιοχή απεικόνισης 

 

Αν ένας χρήστης είναι µέσα στο περιβάλλον του προγράµµατος και ‘κάνει’ διαδοχικά 

«αριστερό κλικ» στις ετικέτες  και  (η ετικέτα View είναι επιλεγµένη 

κατά σύµβαση, αφού επιλεγεί η ετικέτα Geometry), θα εµφανιστεί ένα παράθυρο όπως 

αυτό που απεικονίζεται στην Εικόνα 3.3. Το παράθυρο αυτό, δεν είναι ακριβώς αυτό που 

αναφέρθηκε στην παράγραφο 3.4 ως παράθυρο Γεωµετρίας (Geometry window), αλλά 

περιέχει το µεγαλύτερο µέρος αυτού και κάποιες πρόσθετες ετικέτες. Με εναλλαγή της 

επιλογής Solid Mode σε Mesh Mode και αντίστροφα, απεικονίζονται δύο είδη 

«απεικονίσεων» που υπάρχουν στο πρόγραµµα XFDTD (Εικόνα 3.3):η «απεικόνιση του 
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στερεού» (solid mode) και η «απεικόνιση του πλέγµατος» (mesh mode). 

 

 

Εικόνα 3.3: Απεικόνιση της ετικέτας (1), της ετικέτας  (2) και του µενού 

που αναδύεται (3),επιλέγοντας το µαύρο βέλος στο πλαίσιο . 

 

Αρχικά, χρησιµοποιείται η απεικόνιση του στερεού στην οποία όλα τα γεωµετρικά 

χαρακτηριστικά σχεδιάζονται ως τρισδιάστατα αντικείµενα. Η απεικόνιση του πλέγµατος 

είναι εµφανής µόνο αφού δηµιουργηθεί ένα XFDTD πλέγµα .Η απεικόνιση του 

πλέγµατος δείχνει το πραγµατικό FDTD πλέγµα που χρησιµοποιείται για τους 

υπολογισµούς [1]. 

 Στην Εικόνα 3.4, φαίνεται το παράθυρο γεωµετρίας, στην κύρια περιοχή του 

οποίου - main display area ή viewing area - περιοχή απεικόνισης [1]-απεικονίζεται µία 

τρισδιάστατη γραφική αναπαράσταση τριών αντικειµένων, µίας συγκεκριµένης 

γεωµετρίας στερεού (solid geometry [1]). 
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Εικόνα 3.4: Το παράθυρο της γεωµετρίας στο οποίο απεικονίζονται κάποια στερεά αντικείµενα. 

 

∆ίπλα στο δεξί άκρο της περιοχής απεικόνισης υπάρχει ένα µενού από όπου ο χρήστης 

µπορεί να επιλέξει διάφορα εργαλεία (tools), τα οποία χρησιµοποιούνται για την αλλαγή 

της εικόνας που εµφανίζεται στην περιοχή απεικόνισης. Από αυτά τα εργαλεία, 

αναφέρονται ενδεικτικά το εργαλείο εκτέλεσης τροχιάς (orbit tool) ( ) που 

χρησιµοποιείται για την περιστροφή των αντικειµένων, µαζί µε το σύστηµα 

συντεταγµένων όπως αυτές εφαρµόζονται στην περιοχή απεικόνισης. Κάτω από το 

εργαλείο τροχιάς υπάρχει το pan tool ( ) που χρησιµοποιείται για τη «µεταφορά» της 

εικόνα της περιοχής απεικόνισης. Αναφέρεται ότι υπάρχει και η δυνατότητα να 

παρατηρήσει ο χρήστης τα αντικείµενα από πολύ κοντινή ή µακρινή απόσταση ( , 

) Τέλος, ο χρήστης µπορεί να ακυρώσει ό,τι έχει γίνει µε χρήση των εργαλείων 

, , . µε χρήση του εργαλείου . 

 Πάνω αριστερά στην Εικόνα 3.4,απεικονίζεται το λεγόµενο δέντρο αντικειµένων 

(object tree) το οποίο απεικονίζεται και στην Εικόνα 3.5 σε µεγέθυνση: 

 

 
Εικόνα 3.5: Το δέντρο αντικειµένων. 
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Το δέντρο αυτό απεικονίζει τη σχέση µεταξύ των αντικειµένων που υπάρχουν στο χώρο 

της προσοµοίωσης και δηµιουργούν την τρέχουσα κάθε φορά γεωµετρία του 

προβλήµατος. Παρατηρείται ότι υπάρχει µία ιεραρχία στο δέντρο αυτό. Κάποια 

αντικείµενα (είτε είναι αντικείµενα πλέγµατος είτε αντικείµενα γεωµετρίας) βρίσκoνται 

πιο ψηλά από άλλα σε αυτήν την ιεραρχία. Όταν δηµιουργείται το πλέγµα-“meshing”, τα 

αντικείµενα που βρίσκονται πιο ψηλά στην ιεραρχία υπερισχύουν έναντι των άλλων. 

Αυτό θα φανεί και στην πράξη, στο Κεφάλαιο 5. 

 Στην Εικόνα 3.6, απεικονίζεται το µεγαλύτερο µέρος του παραθύρου γεωµετρίας, 

πριν γίνει εισαγωγή ή κατασκευή κάποιου αντικειµένου. Μπορεί να θεωρηθεί ότι η 

περιοχή απεικόνισης αντιπροσωπεύει ένα συγκεκριµένο τρισδιάστατο πλέγµα από 

σηµεία. Τα σηµεία αυτά απέχουν κάποια απόσταση µεταξύ τους. Αν αφεθεί ο κέρσορας 

του ποντικιού µέσα σε αυτή την αρχικά µαύρη περιοχή, τότε αυτός θα δείχνει σε κάποιο 

σηµείο του πλέγµατος. Οι συντεταγµένες αυτού του σηµείου, σε σχέση µε ένα σταθερό 

σηµείο Ο, το οποίο θεωρείται ως αρχή ενός δεξιόστροφου καρτεσιανού συστήµατος 

συντεταγµένων, φαίνονται δίπλα στην επιγραφή . Οι µονάδες που 

χρησιµοποιούνται, είναι κατά σύµβαση τα χιλιοστά (mm). Αν ο χρήστης επιθυµεί, µπορεί 

να τις αλλάξει. Αριστερά από την περιοχή απεικόνισης υπάρχουν τέσσερις µικρότερες 

περιοχές-Εικόνα 3.6 Αν έχει απλά εισαχθεί ή δηµιουργηθεί µία γεωµετρία στερεού, 

χωρίς να έχει δηµιουργηθεί το υπολογιστικό πλέγµα, τότε η περιοχή 2-XY View- 

απεικονίζει αυτό που θα έβλεπε υποθετικά ένας παρατηρητής, αν βρισκόταν σε ένα 

επίπεδο µε εξίσωση 0z z=  “πάνω” από το αντικείµενο και κατευθυνόταν προς τα 

αρνητικά z. Oι περιοχές 3 και 4-YZ View και ZX View- απεικονίζουν αντίστοιχες τοµές 

του χώρου του προβλήµατος. 

 

 
Εικόνα 3.6: Απεικόνιση µέρους του παραθύρου γεωµετρίας. 
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Η µικρή περιοχή µε τον αριθµό 5 στην Εικόνα 3.6 απεικονίζει τον προσανατολισµό του 

συστήµατος συντεταγµένων του προγράµµατος που αντιπροσωπεύει τις περιστροφές που 

έχουν γίνει στη κύρια περιοχή του παραθύρου, µε χρήση του εργαλείου εκτέλεσης 

τροχιάς: . Κάνοντας ο χρήστης αριστερό «κλικ» µέσα στην περιοχή 5 µπορεί να έχει 

µία τρισδιάστατη απεικόνιση του προβλήµατος. 

Εφόσον εισάγει ο χρήστης ένα ή περισσότερα αντικείµενα σε ποικίλα σχήµατα, 

είτε από κάποιο αρχείο είτε τα δηµιουργήσει απευθείας στο πρόγραµµα, σε κάποιες 

περιπτώσεις, µπορεί να περιστρέψει αυτά τα αντικείµενα ( ), ή να τα µετακινήσει 

( ),να τα παρατηρήσει από πολύ κοντινή ή µακρινή απόσταση( , ), να τα 

ονοµάσει-µετονοµάσει, να τα µεγεθύνει, να τα µικρύνει, να εισάγει διάφορα υλικά σε 

αυτά, και γενικά να τα επεξεργαστεί. Τα υλικά που µπορεί κανείς να χρησιµοποιήσει δεν 

περιορίζονται µόνο σε αυτά που περιέχονται στο πρόγραµµα. Καταρχάς, υπάρχει η 

δυνατότητα να προσοµοιωθεί ο ελεύθερος χώρος. Μπορεί επιπλέον να προσοµοιωθεί µία 

µεγάλη ποικιλία, από ηλεκτρικά και µαγνητικά υλικά. Συγκεκριµένα ,µπορούν να 

προσοµοιωθούν τέλεια αγώγιµα ηλεκτρικά και µαγνητικά υλικά και µάλιστα οι 

υπολογισµοί µε αυτά τα υλικά να είναι σχετικά απλοί [1]. Με το πρόγραµµα XFDTD 

µπορεί ο χρήστης να προσοµοιώσει διηλεκτρικά και µαγνητικά υλικά των οποίων οι 

ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες δεν εξαρτώνται από τη συχνότητα, αλλά και υλικά µέσα 

που έχουν ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες εξαρτώµενες από τη συχνότητα, 

χαρακτηρίζονται δηλαδή από το φαινόµενο της διασποράς (dispersive materials [1]). 

Γενικά ο χρήστης µπορεί να προσοµοιώσει υλικά σχεδόν µε οποιεσδήποτε 

ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες (ηλεκτρική αγωγιµότητα, διηλεκτρική σταθερά, µαγνητική 

διαπερατότητα κα) αυτός επιθυµεί. Όλα αυτά µπορούν να γίνουν µέσα από τo παράθυρο 

Geometry->View.  

Αφού εισάγει ο χρήστης την επιθυµητή γεωµετρία αντικειµένων στο πρόγραµµα 

και τα κατάλληλα υλικά, δηµιουργεί µε τους κατάλληλους χειρισµούς το αντίστοιχο 

πλέγµα. Σε κάποιες περιπτώσεις ίσως χρειαστεί να κάνει ο χρήστης κάποιες αλλαγές στο 

πλέγµα που δηµιουργείται από το πρόγραµµα. Οι παράµεροι πάντως που σχετίζονται µε 

τη δηµιουργία του πλέγµατος (πχ. ορισµός του µήκους της ακµής του κελιού) ορίζονται 

από τον χρήστη, µέσα από την ετικέτα Mesh. 

 

3.5.2. Αντικείµενα πλέγµατος (mesh objects) 
 

Πρέπει να επισηµανθεί ότι στο πρόγραµµα XFDTD χρησιµοποιούνται κυρίως δύο ειδών 

«αντικείµενα» (objects),το «αντικείµενο γεωµετρίας» (geometry object) και το 

«αντικείµενο πλέγµατος» (mesh object). Τα γεωµετρικά σχήµατα στην Εικόνα 3.4, είναι 

παραδείγµατα αντικειµένων γεωµετρίας. Πολλές φορές όµως χρειάζεται να εισαχθεί ένα 

αντικείµενο πλέγµατος στο πρόγραµµά µας ή και να δηµιουργηθεί ένα, µέσα από το 

πρόγραµµα. 

Τα αντικείµενα πλέγµατος αποθηκεύονται ξεχωριστά από το κύριο υπολογιστικό 

πλέγµα. Αποθηκεύονται σε εξωτερικά αρχεία µε την κατάληξη .mesh. Αυτά τα αρχεία 

mesh περιέχουν ορισµούς υλικών, την περιγραφή του XFDTD πλέγµατος του 

αντικειµένου και άλλες πληροφορίες που αφορούν στο πλέγµα .Ένα αντικείµενο 

πλέγµατος µπορεί να δηµιουργηθεί µε τρεις διαφορετικούς τρόπους (βλ. σελίδα 5-27 του 

[1]). Αναφέρονται οι εξής δύο που χρησιµοποιήθηκαν στην παρούσα εργασία: 
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α) Φόρτωση των δεδοµένων που αφορούν το πλέγµα, από ένα ήδη υπάρχον αρχείο 

πλέγµατος µε κατάληξη .mesh. 

β) ∆ηµιουργία ενός αρχείου mesh από ένα ήδη υπάρχον αρχείο mesh [1]. 

 

Πληροφοριακά, αναφέρεται ότι ο χρήστης του προγράµµατος µπορεί να εκτελέσει µε τα 

αντικείµενα πλέγµατος σχεδόν ό,τι λειτουργίες µπορεί να εκτελέσει µε τα αντικείµενα 

γεωµετρίας, αλλά συνήθως µε περισσότερη δυσκολία. 
 

3.5.3. Η ετικέτα Mesh 
 

H ετικέτα Mesh (Mesh tab) είναι το διασυνδετικό στοιχείο µεταξύ µίας δεδοµένης 

γεωµετρίας και του τελικού πλέγµατος στο χώρο. Είναι η δεύτερη επιλογή που είναι 

διαθέσιµη αν ενεργοποιηθεί η ετικέτα Geometry (η πρώτη είναι η ετικέτα View). Εδώ 

µπορεί κανείς να ρυθµίσει το µέγεθος του κάθε κελιού, να καθορίσει τις διαστάσεις του 

πλέγµατος και να προσαρµόσει τη µνήµη που θα χρησιµοποιήσει το πρόγραµµα για τους 

υπολογισµούς µε βάση αυτήν που είναι διαθέσιµη από το σύστηµα. Παρακάτω (Εικόνα 

3.7) απεικονίζεται ένα στιγµιότυπο του παραθύρου που εµφανίζεται αν «κάνουµε κλικ» 

στην ετικέτα mesh. 

 

 
Εικόνα 3.7: Το παράθυρο που εµφανίζεται µε την ενεργοποίηση της ετικέτας Mesh. 

 

Πάνω αριστερά, στην Εικόνα 3.7, στο πλαίσιο Existing Mesh Information, φαίνεται το 

µέγεθος του κελιού, οι διαστάσεις του χώρου και η µέγιστη συχνότητα που µπορεί κανείς  
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να έχει. Η µέγιστη συχνότητα στο πλαίσιο Existing Mesh Information αναφέρεται στον 

ελεύθερο χώρο. Αν υπάρχουν υλικά στο πρόβληµά, όπως συµβαίνει τις περισσότερες 

φορές, η πραγµατική µέγιστη συχνότητα θα είναι µικρότερη από αυτήν .Κατά συνέπεια 

χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή στον προσδιορισµό της µέγιστης συχνότητας που µπορεί 

να υποστηριχθεί προκειµένου η ακρίβεια της µεθόδου των πεπερασµένων διαφορών στο 

πεδίο του χρόνου να είναι ικανοποιητική. 

 Πάνω δεξιά, στο πλαίσιο Grid Placement Preview υπάρχουν .τρία «κουµπιά» 

(Objects, Geometry Bounding Box, Mesh Bounding Box). Τα δύο Bounding Boxes 

µπορούν να θεωρηθούν µεγάλα άυλα κελιά-«κουτιά». Μέσα στο Geometry Bounding 

Box βρίσκεται το αντικείµενο ή τα αντικείµενα ενώ το Mesh Bounding Box είναι 

ολόκληρο το υπολογιστικό πλέγµα. Τα όρια του κουτιού αυτού, είναι τα όρια του 

υπολογιστικού πλέγµατος. 

Κάτω από το πλαίσιο Existing Mesh Information υπάρχει το πλαίσιο New Mesh 

Parameters που χρησιµοποιείται για τον καθορισµό των παραµέτρων που αφορούν το 

FDTD πλέγµα. Μέσα από αυτό µπορεί ο χρήστης να καθορίσει το µέγεθος του κελιού, 

τις µονάδες µέτρησης, τον τύπο (ηλεκτρικό ή µαγνητικό πλέγµα) και το µέγεθος του 

πλέγµατος καθώς και τον τρόπο µε τον οποίο γίνεται το «γέµισµα» (“padding”) µε 

επιπλέον κελιά από αυτά που βρίσκονται µέσα στα όρια του Geometry Bounding Box για 

την αποφυγή ανακλάσεων.To µέγεθος του κελιού µπορεί να αλλάζει αυτόµατα από το 

πρόγραµµα, για αυτό, αν ο χρήστης θέλει να το διατηρήσει σταθερό πρέπει να «κάνει 

κλικ» στο εικονίδιο µε το λουκέτο. Όπως φαίνεται και από την Εικόνα 3.7, υπάρχουν 

πέντε διαφορετικοί τρόποι για να καθοριστούν οι διαστάσεις του FDTD χώρου του 

προβλήµατος. Αφού έχουν καθοριστεί όλες οι παράµετροι, επιλέγοντας το “Generate 

Mesh”, ο χρήστης δίνει την εντολή στο πρόγραµµα XFDTD να ξεκινήσει τη δηµιουργία 

του πλέγµατος. Μόλις δηµιουργηθεί το πλέγµα, µπορεί κανείς να το δει επιλέγοντας την 

ετικέτα View και µετά “Mesh Mode”. 

 

3.6. Ηλεκτροµαγνητικές πηγές και ∆ιεγέρσεις 
 

Έπειτα από τη δηµιουργία της γεωµετρίας και του πλέγµατος, το επόµενο βήµα είναι ο 

καθορισµός της διέγερσης. Η µορφή της διέγερσης εξαρτάται από την εφαρµογή. 

Επιλέγοντας την ετικέτα Run Parameters και µετά την ετικέτα Waveform µπορεί ο 

χρήστης να καθορίσει τον τύπο της κυµατοµορφής που θέλει να χρησιµοποιήσει. Όπως 

φαίνεται στην Εικόνα 3.8 για τις µετρήσεις που εκτελέστηκαν κατά την παρούσα εργασία 

επιλέχθηκε ηµιτονοειδής είσοδος σε 1.8 GHz συχνότητα και έξοδος στη µόνιµη 

κατάσταση. (∆εν έγινε πάντως επιλογή του ίδιου αριθµού βηµάτων µε αυτόν που 

φαίνεται στην εικόνα).Άλλες δυνατότητες που έχει ο χρήστης είναι η επιλογή διέγερσης 

µε µορφή παλµού Gauss η οποία είναι δυνατόν να χαρακτηρίζεται από διάφορες 

παραµέτρους αλλά και η χρησιµοποίηση κυµατοµορφής σχεδόν εξ’ ολοκλήρου 

ορισµένης από το χρήστη (User Defined). 
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Εικόνα 3.8: Παράδειγµα καθορισµού τύπου κυµατοµορφής. 

 

Υπάρχουν τρεις κύριες επιλογές για τη µορφή της εισόδου στο πρόγραµµα XFDTD. Για 

να καθορίσει κανείς τη µορφή εισόδου που επιθυµεί, πρέπει να επιλέξει στην ετικέτα 

Run Parameters την ετικέτα Source Type. Όταν χρησιµοποιείται ως είσοδο µία πηγή 

τάσης ή ρεύµατος, πρέπει να επιλεγεί η επιλογή Discrete Sources, η οποία είναι και η 

κατά σύµβαση επιλογή. Μία discrete source («διακριτή πηγή») είναι µία ακµή ενός 

κελιού πάνω στην οποία το ηλεκτρικό πεδίο αλλάζει µε την προσθήκη κάποιου τύπου 

κυµατοµορφής εισόδου. Όταν επιλεγεί µία διακριτή πηγή, µπορούν να προστεθούν πηγές 

τάσης και ρεύµατος από την ετικέτα Components/Ports .Απαιτείται ιδιαίτερη προσοχή 

όσον αφορά στην σωστή τοποθέτηση των πηγών τάσης ή ρεύµατος.  

Στην Εικόνα 3.9, απεικονίζεται µία περίπτωση όπου έχει γίνει εισαγωγή µίας 

πηγής τάσης (Type:Voltage ) στο σηµείο (81,161,169) και κατά τη διεύθυνση z. Το 

πλάτος της πηγής είναι 1 volt και η φάση της 0 µοίρες. Πρέπει να επισηµανθεί ότι ο 

καθορισµός του σηµείου στο οποίο εισάγεται η πηγή γίνεται µε χρησιµοποίηση κελιών 

και όχι χιλιοστών ως συντεταγµένων. Για παράδειγµα αν χρησιµοποιούνται κυβικά 

κελιά, το σηµείο στο οποίο έγινε η εισαγωγή είναι το σηµείο 

(81* _ _ ,161* _ _ ,169* _ _ )ή ή ύ ή ή ύ ή ή ύµ κος ακµ ς κελιο µ κος ακµ ς κελιο µ κος ακµ ς κελιο
 Οι δύο άλλες δυνατές επιλογές για τη µορφή της εισόδου δε χρησιµοποιήθηκαν 

στην εργασία αυτή. Παρόλα αυτά ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης παραπέµπεται στο [1]. 
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Εικόνα 3.9: Παράδειγµα τοποθέτησης πηγών διεγέρσεων 

 

3.7. Οριακές συνθήκες απορρόφησης 
 

Από τις οριακές συνθήκες που είναι διαθέσιµες προς χρησιµοποίηση από το πρόγραµµα, 

χρησιµοποιήθηκαν οι οριακές συνθήκες απορρόφησης Liao. Αυτές οι οριακές συνθήκες 

διασφαλίζουν ότι τα ηλεκτροµαγνητικά κύµατα διαδίδονται έξω από τα όρια της 

υπολογιστικής περιοχής χωρίς να ανακλώνται. Ο χρήστης µπορεί να καθορίσει τις 

οριακές συνθήκες που χρησιµοποιεί το πρόγραµµα µέσω των ετικετών Run Parameters-

>Outer boundary (Εικόνα 3.10) [1].  

 

 
Εικόνα 3.10: Παράδειγµα καθορισµού οριακών συνθηκών απορρόφησης. 
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Κεφάλαιο 

 
 

 

 

Καθορισµός τοποθέτησης της κινητής 

τερµατικής συσκευής σε σχέση µε 

ανατοµικά µοντέλα κεφαλιών. 

 

 
4.1. Εισαγωγή 

 

Στο συγκεκριµένο κεφάλαιο παρουσιάζεται ο ορισµός της “right cheek” (Κεφάλαιο 1) 

τοποθέτησης των κινητών τηλεφώνων σε σχέση µε ανατοµικά µοντέλα κεφαλιών για τις 

ανάγκες αριθµητικής µελέτης προσοµοίωσης. Αυτός ο ορισµός, ο οποίος αναφέρεται στο 

[1] (έγινε απλή αναφορά και στο Κεφάλαιο 1), προτείνεται από τους συγγραφείς του 

άρθρου αυτού για να ακολουθείται ως προτυποποίηση προκειµένου να είναι δυνατή η 

4
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σύγκριση των αποτελεσµάτων διαφορετικών µελετών οι οποίες χρησιµοποιούν 

διαφορετικά ανατοµικά µοντέλα. Προτείνεται δηλαδή, να τοποθετείται το εκάστοτε 

µοντέλο κινητού σε µία συγκεκριµένη θέση σε σχέση µε το εκάστοτε ανατοµικό µοντέλο 

κεφαλιού, έτσι ώστε να είναι δυνατή η σύγκριση µεταξύ των αποτελεσµάτων 

ηλεκτροµαγνητικών προσοµοιώσεων που εκτελούνται από διαφορετικές ερευνητικές 

οµάδες για τις ίδιες συνθήκες έκθεσης. Ο ορισµός αυτός είναι σύµφωνος µε τον ορισµό 

της “right cheek position”(Ενότητα 1.7) που έχει οριστεί στα πρότυπα EN 50361-2001 

και IEEE 1528-2003 [2] µε βάση το µοντέλο SAM (Κεφάλαιο 1). Έχουν γίνει φυσικά οι 

απαραίτητες µετατροπές κυρίως λόγο του γεγονότος ότι το εξωτερικό µέρος του αυτιού 

(pinna =outer ear) είναι επίπεδο και καθορισµένο στο µοντέλο SAM σε αντίθεση µε την 

ποικιλία και την ανοµοιότητα που παρουσιάζεται µεταξύ των εξωτερικών µερών του 

αυτιού στα διάφορα ανατοµικά µοντέλα [1].Από τον ορισµό αυτό µπορούν εύκολα να 

εξαχθούν και οι υπόλοιποι τρεις ορισµοί που αντιστοιχούν στους υπόλοιπους τρεις που 

δίδονται στο [2] (Ενότητα 1.7,Εικόνα 4.1α,Εικόνα 4.1β) .  

 

 
Εικόνα 4.1α: Left cheek position στο µοντέλο SAM. 

 

 

Εικόνα 4.1β: Left titled position στο µοντέλο SAM. 
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4.2. Ο ορισµός των σηµείων αναφοράς και των επιπέδων αναφοράς για τα 

ανατοµικά µοντέλα κεφαλιών 
 

Ο τρόπος µε τον οποίο ορίζεται στο [1] η «σωστή» τοποθέτηση του κινητού τηλεφώνου 

σε σχέση µε το κεφάλι (µε το εκάστοτε ανατοµικό µοντέλο κεφαλιού που 

χρησιµοποιείται) βασίζεται στη χρησιµοποίηση κάποιων σηµείων του κεφαλιού, τα 

σηµεία του οποίου θεωρούνται στην παρούσα εργασία ότι είναι στοιχεία ενός σηµειακού 

χώρου (affine space), έστω ℧  (βλ. ενότητα Π.2.2 στο Παράρτηµα 2). Με βάση αυτά που 

αναφέρονται στο Παράρτηµα 2, οι έννοιες της ευκλείδειας γεωµετρίας έχουν ερµηνεία 

και σε αυτόν τον υποθετικό χώρο ℧ . 

Για να τοποθετηθεί στη «σωστή» θέση το κινητό σε σχέση µε το κεφάλι (ή πιο 

ορθά το κεφάλι σε σχέση µε το κινητό) µε βάση το [1], πρέπει αρχικά να οριστεί αυτό 

που αναφέρεται στο [1] ως επίπεδο αναφοράς (reference plane ). Ο ορισµός αυτού του 

επιπέδου, βασίζεται σε ανατοµικά χαρακτηριστικά του εκάστοτε µοντέλου κεφαλιού [1]. 

∆εν αρκεί όµως ,φυσικά, ο ορισµός του επιπέδου αναφοράς για να καθορίσει κανείς τη 

θέση του κινητού τηλεφώνου σε σχέση µε το µοντέλο κεφαλιού που χρησιµοποιείται. Τα 

επίπεδα και οι ευθείες που χρειάζονται για τον καθορισµό της θέσης του κινητού 

τερµατικού, βασίζονται σε δύο σύνολα σηµείων που ανήκουν στο κεφάλι [1]: 

1)Το πρώτο σύνολο σηµείων του κεφαλιού που χρησιµοποιείται για τον ορισµό του 

επιπέδου αναφοράς, και όχι µόνο, αποτελείται από τα 3 παρακάτω σηµεία: 

 

• Το σηµείο EECL (entrance to ear canal left)-θα συµβολίζεται για συντοµία ως 

σηµείο L. 

 

• Το σηµείο EECR (entrance to ear canal right)-θα συµβολίζεται για συντοµία ως 

σηµείο R. 

 

• Το σηµείο M (mouth point). 

Το σηµείο EECL είναι το σηµείο εισόδου στο κανάλι του αριστερού αυτιού. Το σηµείο 

EECR είναι το σηµείο εισόδου στο κανάλι του δεξιού αυτιού. Το σηµείο M είναι το 

σηµείο εισόδου του στόµατος. 

2)Το δεύτερο σύνολο σηµείων αποτελείται από: 

 

• Το σηµείο Ν. 

 

• Το σηµείο F. 

•  

• Το σηµείο Τ. 

Παρακάτω θα φανεί πώς ορίζονται τα σηµεία N, F, T.  

 Στην Εικόνα 4.2 που ακολουθεί, απεικονίζονται το πρώτο και το δεύτερο σύνολο 

σηµείων (µε εξαίρεση το σηµείο T) αλλά και κάποιοι γεωµετρικοί τόποι (στον ℧ ) που 

θα οριστούν στη συνέχεια: 
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Εικόνα 4.2: Ένα µοντέλο κεφαλιού µε ορισµένα χαρακτηριστικά σηµεία και γεωµετρικούς 

τόπους (στον ℧ ) που χρησιµοποιούνται για την τοποθέτηση του κινητού τηλεφώνου. 

 

Ας θεωρηθεί ένα τυχαίο σταθερό σηµείο O∈℧  ως αρχή ενός τυχαίου, σταθερού 

δεξιόστροφου ορθογώνιου συστήµατος συντεταγµένων στον ℧ (βλ. Παραρτήµατα 1 και 

2). Το σηµείο αυτό έχει συντεταγµένες (0,0,0) . 

Έστω ότι τα σηµεία ,L R  και M  του κεφαλιού, έχουν συντεταγµένες 

( , , ), ( , , ), ( , , )L L L R R R M M ML x y z R x y z M x y z  αντίστοιχα. Έστω 

, ,L R ML o R o M oΟ = Ο = Ο =
���� ��� ���� ��� ����� ���

 τα διανύσµατα θέσης των σηµείων , ,L R M  αντίστοιχα. 

Ισχύουν: 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

L L L L

R R R R

M M M M

L o x x y y z z

R o x x y y z z

M o x x y y z z

Ο = = + +

Ο = = + +

Ο = = + +

���� ���

���� ���

����� ���
 

Με βάση το πρώτο σύνολο σηµείων, που αποτελείται από τα τρία σηµεία 

,L R , M , τα οποία προφανώς δεν είναι συνευθειακά, είναι δυνατόν όπως ειπώθηκε να 

οριστεί το επίπεδο αναφοράς µε τον εξής τρόπο: 

Έστω το (ελεύθερο) διάνυσµα Rl LR=
�� ����

. Ισχύει: 
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ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )R R L R L R L R Ll o o x x x y y y z z z= − = − + − + −
�� ��� ���

.  

Επίσης για το (ελεύθερο) διάνυσµα Ml LM=
��� �����

, ισχύει: 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )M M L M L M L M Ll o o x x x y y y z z z= − = − + − + −
��� ��� ���

. 

Τα δύο αυτά διανύσµατα είναι µη συγγραµµικά και παράλληλα προς το επίπεδο 

αναφοράς. Επιπρόσθετα, όπως σηµειώθηκε παραπάνω, το επίπεδο αναφοράς διέρχεται 

από το σηµείο ( , , )L L LL x y z . Είναι δυνατόν εποµένως να οριστεί µε µοναδικό τρόπο το 

επίπεδο αναφοράς µε βάση όσα παρουσιάζονται στο Π.1.11, χρησιµοποιώντας το 

διάνυσµα RM R Ml l l= ×
���� �� ���

, που είναι κάθετο στο επίπεδο αναφοράς και έχει συγκεκριµένες 

συνιστώσες για τις δεδοµένες συντεταγµένες των σηµείων , ,L R M  (σχέση π.1.12 για 

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )R R L R L R Ll x x x y y y z z zα = = − + − + −
�� ��

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )M M L M L M Ll x x x y y y z z zβ = = − + − + −
�� ���

),  

και το σηµείο ( , , )L L LL x y z , και να βρεθεί και η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου 

αυτού. Με βάση αυτήν την εξίσωση είναι δυνατό να µοντελοποιηθεί το επίπεδο 

αναφοράς στο πρόγραµµα XFDTD µε τρόπο που θα φανεί στο Κεφάλαιο 5. 

Εποµένως µέχρι στιγµής έχει οριστεί το επίπεδο αναφοράς, µε µοναδικό (φυσικά) 

τρόπο από τα τρία µη συνευθειακά σηµεία , ,L R M . Ένας άλλος χρήσιµος ορισµός, είναι 

αυτός της RL  ευθείας, που συµβολίζεται ως EEC-line στο [1] και η οποία ορίζεται από 

τα σηµεία R  και L . 

Έπειτα από τον ορισµό του επιπέδου αναφοράς και της RL  ευθείας, πρέπει µε 

βάση το [1] να βρεθεί η απόσταση DPP. Η απόσταση αυτή, υπολογίζεται από τον τύπο 

[1]: 

15
2 145.5

EECL M EECR M
DPP mm

mm

 − + − 
= × 

× 
 

Στο [1], συµβολίζονται µε EECL M−  και EECR M−  οι αποστάσεις µεταξύ των 

σηµείων ,L M  και ,L R  αντίστοιχα. Στην παρούσα εργασία συµβολίζονται µε ( , )d L M  

και ( , )d R M  αντίστοιχα. Αυτές οι αποστάσεις, µπορούν να υπολογιστούν, επειδή είναι 

γνωστές οι συντεταγµένες των σηµείων , ,L R M , σύµφωνα µε τη σχέση π.1.4 για 

1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )L L L M M ML x y z M x y zα α α β β βΑ = Β =   

και 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )R R R M M MR x y z M x y zα α α β β βΑ = Β = . Εποµένως µπορεί να 

υπολογιστεί η απόσταση DPP, που για τους υιοθετηµένους σε αυτήν την εργασία 

συµβολισµούς, παίρνει την παρακάτω µορφή: 

( , ) ( , )
15

2 145.5

d L M d R M
DPP mm

mm

+ = × 
× 

 

όπου πρέπει να τονιστεί ότι όλες οι αποστάσεις είναι απαραίτητο να είναι δοσµένες σε 

χιλιοστά (mm). Γενικά στο χώρο ℧  τα µέτρα των διανυσµάτων και κατά συνέπεια οι 

αποστάσεις, θεωρούνται δοσµένα σε «φανταστικά» χιλιοστά. 

Η απόσταση DPP  πρέπει να υπολογιστεί επειδή είναι απαραίτητη για την 

εύρεση της εξίσωσης του βασικού επιπέδου (pivot plane) [1] που είναι το επόµενο 

επίπεδο που πρέπει να οριστεί για να επιτευχθεί εν τέλει η «σωστή» τοποθέτηση του 

κινητού σε σχέση µε το κεφάλι. 
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Η RL  ευθεία που ενώνει τα σηµεία L , R , ανήκει στο επίπεδο αναφοράς, εφόσον 

τα σηµεία L , R  ανήκουν και τα δύο στο επίπεδο αναφοράς. Η ευθεία αυτή χωρίζει το 

επίπεδο αναφοράς σε δυο ηµιεπίπεδα. Ένα που περιέχει το M  και ένα που δεν το 

περιέχει. Έστω ( )1π και ( )2π  τα δύο αυτά ηµιεπίπεδα αντίστοιχα. Έστω ( )Π  το 

(µοναδικό) επίπεδο που: 

α) είναι κάθετο στο επίπεδο αναφοράς και 

β) περιέχει την RL  ευθεία. 

Σύµφωνα µε το [1], το βασικό επίπεδο ορίζεται ως το επίπεδο το οποίο: 

α) είναι κάθετο στο επίπεδο αναφοράς 

β) είναι παράλληλο στην RL  ευθεία  

γ) απέχει από την RL  ευθεία απόσταση DPP και βρίσκεται «πίσω» από τη γραµµή αυτή 

(Εικόνα 4.3) 

Ένας ισοδύναµος ορισµός, που δίνεται στην παρούσα εργασία, είναι ο παρακάτω: 

Το βασικό επίπεδο ορίζεται ως το επίπεδο το οποίο: 

α) είναι κάθετο στο επίπεδο αναφοράς 

β) είναι παράλληλο στην RL  ευθεία  

γ) απέχει από την RL  ευθεία απόσταση DPP και 

δ) τέµνει το ηµιεπίπεδο ( )2π . 

∆ηλαδή το βασικό επίπεδο είναι παράλληλο στο ( )Π , απέχει από αυτό απόσταση DPP 

και τέµνει το ηµιεπίπεδο ( )2π  (Εικόνα 4.3). 

To βασικό επίπεδο είναι παράλληλο στο διάνυσµα LR
����

, εφόσον είναι παράλληλο 

στην RL  ευθεία. Επίσης, είναι παράλληλο στο διάνυσµα RM R Ml l l= ×
���� �� ���

, επειδή το RMl
����

 

είναι κάθετο στο επίπεδο αναφοράς (Εικόνα 4.3). Το εξωτερικό γινόµενο των Rl
��

, RMl
����

 (τα 

οποία είναι µη συγγραµµικά) είναι ένα διάνυσµα R RMl l l= ×
�� �����

 που είναι κάθετο στο 

βασικό επίπεδο. Αφού όµως το βασικό επίπεδο είναι παράλληλο στο ( )Π , τότε κάθε 

διάνυσµα που είναι κάθετο στο ( )Π , θα είναι κάθετο και στο βασικό επίπεδο και σε όλα 

γενικά τα επίπεδα που είναι παράλληλα στο ( )Π . Έτσι, µε χρήση του διανύσµατος 

( )R R Ml l l l= × ×
�� �� ����

 (4.1) 

,είναι δυνατόν να οριστεί κάθε ένα από όλα αυτά τα παράλληλα επίπεδα, αν είναι γνωστή 

και η γεωµετρική τοποθέτηση ενός σηµείου του καθενός (Εικόνα 4.3). 
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Εικόνα 4.3: Απεικόνιση των επιπέδων ( )Π , αναφοράς και του βασικού επιπέδου. 

 

Επειδή και το επίπεδο ( )Π  και το βασικό επίπεδο µπορούν να οριστούν µε το ίδιο 

διάνυσµα ˆ ˆ ˆ 0l Ax By Cz= + + ≠
� �

, αν η καρτεσιανή εξίσωση του ενός είναι 

1 0Ax By Cz D+ + + = , τότε η καρτεσιανή εξίσωση του άλλου θα µπορεί να γραφτεί στη 

µορφή 2 0Ax By Cz D+ + + =  µε 1 2D D≠  ( ενότητα Π.1.11). Είναι εποµένως γνωστό (και 

µε τη γεωµετρική του έννοια και όσον αφορά τις συνιστώσες του, βάση της σχέσης 

π.1.12 για ,R RMl lα β= =
�� �� �� ����

) ένα δεδοµένο διάνυσµα κάθετο στο βασικό επίπεδο, το l
�

. 

Συνεπώς, για να οριστεί το βασικό επίπεδο, χρειάζεται πρόσθετα ένα σηµείο που να 

ανήκει στο βασικό επίπεδο. 

Για την εύρεση ενός σηµείου του βασικού επιπέδου µπορεί να χρησιµοποιηθεί το 

σηµείο R . Για να βρεθεί η προβολή του σηµείου R  πάνω στο επίπεδο ( )π  που είναι 

παράλληλο στο ( )Π  και απέχει από αυτό απόσταση DPP (υπάρχουν δύο τέτοια επίπεδα), 

πρέπει να σχεδιαστεί νοητά η ευθεία που περνάει από το R  και είναι κάθετη στο ( )π . 
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Το σηµείο στο οποίο αυτή η κάθετη τέµνει το επίπεδο ( )π , είναι ένα σηµείο– έστω Κ -

που ανήκει στο ( )π . Έστω oΚΟΚ =
���� ���

 το διάνυσµα θέσης του σηµείου Κ . Προσοχή 

πρέπει να δοθεί στο γεγονός ότι το σηµείο Κ  αντιπροσωπεύει δύο σηµεία του χώρου ℧ . 

Το µέτρο του διανύσµατος RΚ
����

, είναι ίσο µε την απόσταση DPP, δηλαδή 

R DPPΚ =
����

 (4.2). 

Το διάνυσµα r RΚ = Κ
��� ����

 (4.3) είναι συγγραµµικό µε το διάνυσµα l
�

, εφόσον το ( )π  είναι 

παράλληλο στο ( )Π . Αυτό ισοδύναµα σηµαίνει ότι (σχέση π.1.2 για ,
K

r lα β= =
��� ���

) 

υπάρχει 
*λ∈ℝ  τέτοιο ώστε r lλΚ =

��� �
  (4.4).  

Η (4.2) µε χρήση της (4.3) και της (4.4), γίνεται: 

DPP l l

DPP DPP
ή

l l

λ λ

λ λ

= = ⇔

= = −

� �

� �
 

Η (4.4), εφόσον R O ORΚ = Κ −
���� ���� ����

 γράφεται και ως:  

R

R

r l o o l

o o l

λ λ

λ
Κ Κ

Κ

= ⇔ − = ⇔

= +

��� ��� ���� �

��� ��� �  (4.5) 

Η τελευταία σχέση δίνει τη θέση του Κ . Τo Κ  ανήκει στο επίπεδο ( )π , το 

οποίο µπορεί να είναι ή: 

α) το επίπεδο που είναι στο παράλληλο στο ( )Π , απέχει από αυτό απόσταση 

DPP και τέµνει το ηµιεπίπεδο ( )1π  ή  

β) το επίπεδο που είναι παράλληλο στο παράλληλο στο ( )Π , απέχει από αυτό 

απόσταση DPP και τέµνει το ηµιεπίπεδο ( )2π  (βασικό επίπεδο), ανάλογα µε το αν το 

r lλΚ =
��� �

 είναι οµόρροπο ή αντίρροπο µε το l
�

. 

Για να οριστεί το βασικό επίπεδο, πρέπει να βρεθεί το Κ  και οι συντεταγµένες 

του, στην περίπτωση που το ( )π  είναι το βασικό επίπεδο. 

Το πρόβληµα απεικονίζεται στο Σχήµα 4.1,στην επόµενη σελίδα. 

 Έστω τώρα ότι εκλέγεται ένα λ (ή το θετικό ή το αρνητικό): 

DPP DPP
ή

l l
λ λ
 
 = = −
 
 

� �  

Η εκλογή ενός λ  υποδηλώνει την επιλογή ενός και µόνο εκ των δύο σηµείων που 

αντιπροσωπεύονται από το µεταβλητό σηµείο Κ . Το σηµείο αυτό, έστω K , είναι ένα 

συγκεκριµένο σηµείο του επιπέδου αναφοράς. 
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Σχήµα 4.1: Η απεικόνιση του προβλήµατος εύρεσης ενός κατάλληλου σηµείου για τον ορισµό 

του βασικού επιπέδου, πάνω στο επίπεδο αναφοράς. 

 

Αν υπολογιστεί το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων r RΚ = Κ
��� ����

, M
r RM=
��� �����

, 

M M
r r l rλΚ ⋅ = ⋅
��� ��� ����

, τότε, αν αυτό είναι θετικό, η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων θα είναι 

2 2

π π
θ− < < , πράγµα το οποίο σηµαίνει ότι το K  θα βρίσκεται πάνω στο ηµιεπίπεδο 

( )1π . ∆ιαφορετικά, αν το εσωτερικό γινόµενο είναι αρνητικό, τότε το K  θα βρίσκεται 

στον πάνω στο ηµιεπίπεδο ( )2π  (Σχήµα 4.1). 

Είναι επιθυµητό όπως σηµειώθηκε ,να βρεθεί το Κ  και οι συντεταγµένες του, 

στην περίπτωση που το ( )π  είναι το βασικό επίπεδο. Εποµένως: 

Α) Αν το Ml rλ ⋅
����

 είναι αρνητικό, τότε έχει επιλεγεί η κατάλληλη τιµή του λ και άρα το 

κατάλληλο σηµείο Κ  και  

Β) Αν το Ml rλ ⋅
����

 είναι θετικό, τότε έχει επιλεγεί η λάθος τιµή για το λ και θα πρέπει να 

επιλεγεί η άλλη τιµή. 

Σε κάθε περίπτωση θα ισχύει 

R
o o lλΚ = +
��� ��� �

 από όπου υπολογίζονται, επιλέγοντας το κατάλληλο λ, οι συντεταγµένες 

του KΚ = . 
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Για την εύρεση ενός σηµείου του βασικού επιπέδου, µε βάση τον παραπάνω τρόπο, θα 

µπορούσε να χρησιµοποιηθεί οποιοδήποτε σηµείο του επιπέδου αναφοράς και να 

υπολογιζόταν οι συντεταγµένες της προβολής του σηµείου αυτού. Η αλήθεια πάντως 

είναι ότι η επιλογή του σηµείου R  δεν ήταν τυχαία. Το σηµείο K  ξαναχρησιµοποιείται 

παρακάτω, εποµένως είναι ούτως ή άλλως αναγκαία η εύρεση των συντεταγµένων του. 

Επιπρόσθετα, η επιλογή του R  κάνει τον αναγνώστη να υποψιαστεί ότι η τοποθέτηση 

του κινητού τηλεφώνου θα είναι σε “right position” [1], [2], δηλαδή στη δεξιά µεριά του 

κεφαλιού ως προς τον χρήστη. Αν αντιθέτως είναι επιθυµητό το κινητό τηλέφωνο να 

τοποθετηθεί σε “left position”, θα έπρεπε καθαρά για λόγους διευκόλυνσης, να βρεθεί η 

προβολή του σηµείου L πάνω στο βασικό επίπεδο.  

Συνοψίζοντας, θεωρούνται γνωστές πλέον οι συντεταγµένες ενός σηµείου του 

βασικού επιπέδου-του K -και οι συνιστώσες ενός διανύσµατος κάθετου στο βασικό 

επίπεδο, του l
�

, οπότε είναι δυνατόν να βρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση του βασικού 

επιπέδου (ενότητα Π.1.11).  

Είναι απαραίτητο να βρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση του βασικού επιπέδου, έτσι 

ώστε να µπορέσει ο χρήστης του προγράµµατος XFDTD να µοντελοποιήσει µε τη 

βοήθεια του προγράµµατος XFDTD-(λεπτοµέρειες στο Κεφάλαιο 5) το βασικό επίπεδο, 

προκειµένου να βρεθούν εποπτικά, τα σηµεία N, F ,που ορίζουν την NF  ευθεία (NF-line) 

[1]. 

Τα σηµεία N, F είναι σηµεία του βασικού επιπέδου και ορίζονται σύµφωνα µε το 

[1] ως τα εξωτερικά σηµεία της τοµής του βασικού επιπέδου και του εξωτερικού µέρους 

του αυτιού (Σχήµα 4.2). 

 

 

Σχήµα 4.2: Η NF ευθεία. 

 

Στην παρούσα εργασία τα σηµεία N , F  έχουν οριστεί µε έναν στην πραγµατικότητα 

ισοδύναµο, αλλά πιο αυστηρά δοσµένο ορισµό και ο οποίος είναι τέτοιος ώστε να µπορεί 

να εφαρµοστεί άµεσα στο πρόγραµµα XFDTD. Αναφερόµαστε όµως σε “right position” 

αλλά ο ορισµός επεκτείνεται πολύ εύκολα για την περίπτωση της “left position”. 
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Πάντως, πριν δοθεί αυτός ο ορισµός, σηµειώνεται ότι µπορούν να δοθούν όχι 

ένας αλλά πολλοί ισοδύναµοι ορισµοί για την εύρεση των σηµείων N , F . 

Για παράδειγµα: 

Ας θεωρηθεί ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων πάνω στο βασικό επίπεδο και 

τέτοιο ώστε: 

α) η αρχή των αξόνων  ορίζεται από την προβολή του R  πάνω στο βασικό 

επίπεδο, δηλαδή το «σωστό» σηµείο K .(Για αυτό το λόγο για την περίπτωση της left 

position είναι προτιµότερο να επιλεγεί το L στην παραπάνω διαδικασία) 

β) Ο y   άξονας  είναι κάθετος στο επίπεδο αναφοράς και το πέρας του 

διανύσµατος ŷ  βρίσκεται στον ηµιχώρο που ορίζεται από τα µάτια και το επίπεδο 

αναφοράς. Ο x  άξονας ορίζεται από την τοµή του επιπέδου αναφοράς και του βασικού 

επιπέδου και το πέρας του διανύσµατος x̂  δείχνει προς το εσωτερικό του κεφαλιού: 

 

 
Σχήµα 4.3: Η NF ευθεία και ο σχεδιασµός του κατάλληλου για τον καθορισµό της, συστήµατος 

συντεταγµένων πάνω στο βασικό επίπεδο. 

 

γ)Το σηµείο N  ορίζεται ως το σηµείο του κεφαλιού που ανήκει στο δεύτερο 

τεταρτηµόριο και έχει το µικρότερο x ,ενώ το σηµείο F  ορίζεται ως το σηµείο του 

κεφαλιού που ανήκει στο τρίτο τεταρτηµόριο και έχει το µικρότερο x .Με αυτούς τους 

ορισµούς ,τα σηµεία N , F ορίζονται µονοσήµαντα σε φυσιολογικά κεφάλια. Αν, παρόλα 

αυτά, τύχει να υπάρχουν πάνω από δύο σηµεία του κεφαλιού στο δεύτερο ή στο τρίτο 

τεταρτηµόριο που να έχουν το µικρότερο x , τότε και για τα δύο τεταρτηµόρια 

(ξεχωριστά) πρέπει να επιλεγεί το σηµείο του κεφαλιού του οποίου η απόλυτη τιµή της 

y  συντεταγµένης είναι η ελάχιστη. 

 Ένας άλλος ισοδύναµος ορισµός ( αυτός χρησιµοποιείται στην παρούσα εργασία) 

είναι ο εξής: 
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Αi) Σχεδιασµός του επιπέδου, έστω ( )2Π , που ορίζεται από το ( , , )R R RR x y z  και το 

διάνυσµα L Rr RL l= = −
�� ���� ��

 (4.6). Αυτός ο σχεδιασµός γίνεται µε τη βοήθεια του 

προγράµµατος XFDTD και προς τούτο χρησιµοποιείται η καρτεσιανή εξίσωση του 

επιπέδου ( )2Π  (βλ. ενότητα Π.1.11). Οι συνιστώσες του διανύσµατος Lr
��

 θεωρούνται 

γνωστές, αφού βάση της σχέσης (4.6) είναι οι αντίθετες από τις γνωστές συνιστώσες του 

Rl
��

. Εξάλλου µπορεί να χρησιµοποιηθεί και το διάνυσµα Rl
��

. 

Αii) Για την περίπτωση της “left position” το επίπεδο ( )2Π  ορίζεται από το 

( , , )L L LL x y z  και µπορεί να χρησιµοποιηθεί το ίδιο διάνυσµα ή το αντίθετό του 

( Lr
��

ή Rl
��

). 

 

Βi) Η προβολή του R πάνω στο βασικό επίπεδο, δηλαδή το «σωστό» σηµείο Κ, ανήκει 

στο ( )2Π  και το Κ ανήκει επίσης στο επίπεδο αναφοράς. Στη συνέχεια θα αποδειχθεί ότι 

το σηµείο Κ ανήκει στο ( )2Π : 

Το Κ, ανήκει στο ( )2Π  αν και µόνο αν 0K Lr r⋅ =
��� ��

. 

Πράγµατι, ισχύει : 

 

( )

( )( )
( )( )

( ) ( )( )
( ) ( )

(4.4) (4.1)

(4.6)

0

K L L L

R R M L

R R R M

R R M R R R M

R M R R R M R R

r r l r l r

l l l r

l l l l

l l l l l l l

l l l l l l l l

λ λ

λ

λ

λ

λ λ

⋅ ⋅ = ⋅

= × × ⋅

= − ⋅ × × =

= − ⋅ ⋅ − ⋅ =

= − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ =

= =

=

��� �� �� ��� �

�� �� ��� ��

�� �� �� ���

�� �� ��� �� �� �� ���

�� ��� �� �� �� ��� �� ��

 

όπου χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα ( ) ( ) ( )R R M R M R R R Ml l l l l l l l l× × = ⋅ − ⋅
�� �� ��� �� ��� �� �� �� ���

 (βλ. σχέση 

π.1.13). 

 

Βii) Με όµοιο τρόπο αποδεικνύεται ότι η προβολή του L πάνω στο βασικό επίπεδο, 

ανήκει στο ( )2Π  (για την περίπτωση “left position”) και στο επίπεδο αναφοράς. 

Γ) Αν σχεδιαστούν τα επίπεδα αναφοράς, ( )2Π  και το βασικό επίπεδο, τότε µπορούν να 

οριστούν τα σηµεία Ν και F ως εξής: 

• Τα επίπεδα αναφοράς και ( )2Π  «κόβουν» το βασικό επίπεδο σε 4 τεταρτηµόρια 

1 2 3 4, , ,η η η η , τα οποία απεικονίζονται στο παρακάτω σχήµα: 
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Σχήµα 4.4: Τα τέσσερα τεταρτηµόρια στα οποία χωρίζεται το βασικό επίπεδο. 

 

• Θεωρείται ότι µετακινείται διαρκώς το επίπεδο ( )2Π  παράλληλα και προς το 

εξωτερικό µέρος του αυτιού (ή και προς το εσωτερικό, αλλά είναι σχεδόν 

αδύνατο να χρειαστεί να µεταφερθεί προς το εσωτερικό) µέχρι να συναντήσει το 

πρώτο τεταρτηµόριο (ίσως και τα δύο µαζί) iη , 1 2i ή=  το οποίο να µην περιέχει 

κανένα σηµείο του κεφαλιού. Τότε στο ( )2Π  θα ανήκει ένα σύνολο σηµείων του 

κεφαλιού. 

• Από αυτό το πλήθος σηµείων, επιλέγονται αυτά που βρίσκονται σε µικρότερη 

απόσταση από το επίπεδο αναφοράς και θα είναι ή το Ν (για το 1η ) ή το F (για το 

2η ) ή το Ν (για το 1η ) και το F (για το 2η )  

• Στη συνέχεια, συνεχίζεται η µετακίνηση του επιπέδου αν στο προηγούµενο βήµα 

είχε επιλεγεί µόνο ένα σηµείο, και βρίσκεται ή το Ν (για το 1η ) ή το F (για το 2η ) 

(Σχήµατα 4.5α) και 4.5β)). 
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Σχήµα 4.5α: Εύρεση του F σηµείου, θεωρώντας ότι κατά τη µεταφορά του επιπέδου ( )2Π  το 

πρώτο τεταρτηµόριο που παύει να περιέχει σηµεία του κεφαλιού, είναι το 2n . 

 

 
Σχήµα 4.5β: Εύρεση του Ν σηµείου, θεωρώντας ότι στο προηγούµενο «βήµα» της µεταφοράς 

είχε βρεθεί το σηµείο F. 

 

Με τον παραπάνω τρόπο µπορούν να προσδιοριστούν τα σηµεία N , F  και να βρεθούν 

οι συντεταγµένες αυτών των σηµείων. 

Μόλις βρεθούν οι συντεταγµένες των σηµείων N , F  µπορεί πλέον να οριστεί η 

NF  ευθεία. H NF  ευθεία χρησιµοποιείται για τον προσδιορισµό του εφαπτόµενου 

σηµείου (tangent point [1]) T  και την εύρεση των συντεταγµένων του. Ο γεωµετρικός 

προσδιορισµός του σηµείου T  και των συντεταγµένων του, θα εξεταστούν στο 

Κεφάλαιο 5. Προς το παρόν το σηµείο και φυσικά οι συντεταγµένες του, θα θεωρηθούν 

δεδοµένα. 

Έστω λοιπόν ότι τα διανύσµατα θέσης που αντιστοιχούν στα σηµεία 

( , , ), ( , , ), ( , , )N N N F F F T T TN x y z F x y z T x y z  είναι τα: 

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

N N N N

F F F F

T T T T

N o x x y y z z

F o x x y y z z

T o x x y y z z

Ο = = + +

Ο = = + +

Ο = = + +

���� ���

���� ���

���� ���
 

Με βάση το δεύτερο αυτό σύνολο σηµείων, που αποτελείται από αυτά τα τρία σηµεία, τα 

οποία προφανώς δεν είναι συνευθειακά, µπορεί να οριστεί το εφαπτόµενο επίπεδο 

(tangent plane) [1]. 

Έστω το (ελεύθερο) διάνυσµα F
n NF=
��� ����

 και το (ελεύθερο) διάνυσµα T
n NT=
��� ����

. 

Ισχύουν: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

F F N F N F N F N

T T N T N T N T N

n o o x x x y y y z z z

n o o x x x y y y z z z

= − = − + − + −

= − = − + − + −

��� ��� ���

��� ��� ���  
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Τα δύο αυτά διανύσµατα είναι µη συγγραµµικά και παράλληλα προς το εφαπτόµενο 

επίπεδο. Επιπρόσθετα, όπως σηµειώθηκε παραπάνω, το εφαπτόµενο επίπεδο διέρχεται 

από το σηµείο ( , , )N N NN x y z . Είναι δυνατόν εποµένως να οριστεί µε µοναδικό τρόπο το 

εφαπτόµενο επίπεδο µε βάση όσα παρουσιάζονται στο Παράρτηµα 1 (ενότητα Π.1.11), 

χρησιµοποιώντας το διάνυσµα FT F T
n n n= ×
���� ��� ���

, που είναι κάθετο στο εφαπτόµενο επίπεδο 

και έχει συγκεκριµένες συνιστώσες για τις δεδοµένες συντεταγµένες των σηµείων 

, ,N F T , (σχέση π.1.12 για ( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ
F F N F N F N

n x x x y y y z z zα = = − + − + −
�� ���

( ) ( ) ( )ˆ ˆ ˆ
T T N T N T N

n x x x y y y z z zβ = = − + − + −
�� ���

), και το σηµείο ( , , )N N NN x y z , και 

να βρεθεί η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου αυτού. Αυτό το επίπεδο είναι το κύριο 

επίπεδο στο οποίο βασίζεται η τοποθέτηση του κινητού τηλεφώνου. 

Στην Eικόνα 4.4 απεικονίζονται το εφαπτόµενο επίπεδο (µπλε), το βασικό 

επίπεδο (µωβ) και το επίπεδο αναφοράς (πράσινο). Υπενθυµίζεται ότι ο τρόπος εύρεσης 

του σηµείου T  περιγράφεται στο Κεφάλαιο 5. Σηµειώνεται πάντως ότι για την εύρεση 

του σηµείου  T  χρησιµοποιούνται ως βοηθητικά επίπεδα τα δύο επίπεδα που είναι 

παράλληλα στο επίπεδο αναφοράς και απέχουν από αυτό µία καθορισµένη απόσταση. 

Λεπτοµέρειες στο επόµενο κεφάλαιο.  

 

 

Εικόνα 4.4: Απεικόνιση του βασικού επιπέδου (µωβ), του επιπέδου αναφοράς (πράσινο) και 

εφαπτόµενου επιπέδου (µπλε). Απεικονίζονται επίσης δύο βοηθητικά επίπεδα για την εύρεση των 

σηµείων N,F. Η εικόνα αναφέρεται όπως είναι ξεκάθαρο σε “right position”. 
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4.3. Η αρχική τοποθέτηση του κινητού και οι αναγκαίες περιστροφές του 

κεφαλιού 
 

Στην πρακτική ανάλυση που έγινε για το σχεδιασµό των διαφόρων επιπέδων στο χώρο 

℧ , χρησιµοποιήθηκαν οι συντεταγµένες που αντιστοιχούν στα διάφορα σηµεία του 

κεφαλιού στο σύστηµα συντεταγµένων του προγράµµατος XFDTD, αφού το µοντέλο 

κεφαλιού είχε «εισαχθεί» στον χώρο του προγράµµατος. Εποµένως ο χώρος του 

προγράµµατος ταυτιζόταν µε το χώρο ℧ . Κατά συνέπεια, στην παρακάτω ανάλυση θα 

θεωρείται ότι οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί, λαµβάνουν χώρα στο χώρο ℧  (βλ. 

Παράρτηµα 2). 

Τα σηµεία N , F ,T  ορίζουν όπως αναφέρθηκε το εφαπτόµενο επίπεδο. Για τον 

καθορισµό της θέσης του κινητού τηλεφώνου, πρέπει καταρχάς, το επίπεδο του 

τηλεφώνου να ταυτιστεί µε το εφαπτόµενο επίπεδο [1]. Το επίπεδο του τηλεφώνου είναι 

ένα υποθετικό επίπεδο που σύµφωνα µε το [2] ορίζεται µέσω του ορισµού δύο γραµµών 

πάνω στο κινητό. Πρόκειται για την κάθετη κεντρική γραµµή (vertical center line) και την 

οριζόντια γραµµή (horizontal line) που απεικονίζονται στην Εικόνα 4.5 [1], [2]. 

Η κάθετη κεντρική γραµµή διέρχεται από δύο σηµεία που βρίσκονται στην 

µπροστινή πλευρά του τηλεφώνου: το µέσο του πλάτους tw  του κινητού τηλεφώνου στο 

επίπεδο της ακουστικής εξόδου (acoustic output) (σηµείο Α στην Eικόνα 4.5) και το µέσο 

bw  του πλάτους του κινητού τηλεφώνου στην κατώτατη πλευρά του κινητού (σηµείο Β 

στην Eικόνα 4.5). Η οριζόντια γραµµή είναι κάθετη στην κάθετη κεντρική γραµµή και 

διέρχεται από το κέντρο της ακουστικής εξόδου (Eικόνα 4.5).Οι δύο γραµµές τέµνονται 

στο σηµείο Α. 

 

 
Εικόνα 4.5: Η κάθετη κεντρική γραµµή και η οριζόντια γραµµή από τις οποίες ορίζεται το 

επίπεδο του τηλεφώνου. 
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Η ανάγκη ταύτισης του εφαπτόµενου επίπεδου, µε το επίπεδο του τηλεφώνου, πρακτικά 

σηµαίνει ότι µε βάση την τοποθέτηση του µοντέλου κινητού που χρησιµοποιείται σε 

σχέση µε τους άξονες στο πρόγραµµα XFDTD (Εικόνα 4.6) πρέπει αρχικά να 

εφαρµοστεί στο κεφάλι µία τέτοια ακολουθία γεωµετρικών µετασχηµατισµών, ώστε το 

διάνυσµα FT
n
����

, να είναι αντίρροπο µε το µοναδιαίο διάνυσµα του άξονα των x , δηλαδή, 

να ισχύει ˆ
FT

n x
����
րւ . Έτσι, το εφαπτόµενο επίπεδο που είναι κάθετο στο διάνυσµα FT

n
����

 

θα είναι παράλληλο στο YZ επίπεδο και κατά συνέπεια παράλληλο και στο επίπεδο του 

τηλεφώνου. Βέβαια, η παραλληλία αυτή εκφράζεται από την απαίτηση ˆ/ /FTn x
����

. Η 

ισχυρότερη απαίτηση: ˆ
FT

n x
����
րւ  (4.7) χρησιµοποιείται για να υποδηλωθεί ότι 

πρόκειται για “right position”. 

Κατά συνέπεια, µέχρι στιγµής τα επίπεδα του τηλεφώνου και το εφαπτόµενο, δεν 

έχουν ταυτιστεί αλλά έχει γίνει ένα πρώτο βήµα µε την «παραλληλοποίησή» τους και ένα 

δεύτερο µε τη συσχέτιση των φορών των διανυσµάτων ˆ,
FT

n x
����

. 

  

 

Εικόνα 4.6: Η αρχική τοποθέτηση του κινητού που χρησιµοποιήθηκε [3] σε σχέση µε τους 

άξονες στο πρόγραµµα XFDTD.  
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Ας υποτεθεί ότι εφαρµόζεται µία πρώτη ακολουθία µετασχηµατισµών και ότι ισχύει 

πλέον ˆ
FT

n x
����
րւ . Τότε επιπρόσθετα, σύµφωνα µε το [1] πρέπει η κάθετη κεντρική 

γραµµή που απεικονίζεται στο Σχήµα 4.6 για το µοντέλο κινητού που χρησιµοποιήθηκε 

[3] να ταυτιστεί µε την τοµή του εφαπτόµενου επιπέδου και του επιπέδου αναφοράς. 

 

 

Σχήµα 4.6: Η κάθετη κεντρική γραµµή στο µοντέλο του κινητού τηλεφώνου που 

χρησιµοποιήθηκε [3]. 

 

 Καλό θα είναι το σχήµα 4.6 να συγκριθεί µε την εικόνα 4.6.Με τη βοήθεια του 

επισηµασµένου σηµείου O  µπορεί να γίνει εύκολα κατανοητός ο αρχικός 

προσανατολισµός του µοντέλου της κινητής τερµατικής συσκευής στο λογισµικό 

XFDTD. 

 Η ταύτιση της κάθετης κεντρικής γραµµής που περνάει από το κέντρο του 

κινητού τηλεφώνου και βρίσκεται πάνω στο επίπεδο του τηλεφώνου, µε την τοµή του 

εφαπτόµενου επιπέδου και του επιπέδου αναφοράς, απεικονίζεται στην Εικόνα 4.7. 
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Εικόνα 4.7: Το µοντέλο του κεφαλιού µε το επίπεδο αναφοράς (πράσινο), το εφαπτόµενο επίπεδο 

(µπλε) και την τοµή του εφαπτόµενου επιπέδου µε το επίπεδο αναφοράς κατά τη “right position” 

τοποθέτηση ενός κινητού τηλεφώνου.  

 

Για να µπορεί σε αρχική φάση, η κάθετη γραµµή που περνάει από το κέντρο του 

τηλεφώνου προς τη µεριά της οθόνης και βρίσκεται πάνω στο επίπεδο του τηλεφώνου , 

να γίνει παράλληλη µε την τοµή του εφαπτόµενου επιπέδου και του επιπέδου αναφοράς 

(Εικόνα 4.7) και ταυτόχρονα η κεραία του κινητού να βρίσκεται στον ηµιχώρο που 

ορίζεται από τον αυχένα και το επίπεδο αναφοράς (“right position” για το συγκεκριµένο 

όµως µοντέλο κινητού), πρέπει το διάνυσµα Fn NF=
��� ����

 που είναι παράλληλο στο 

εφαπτόµενο επίπεδο να είναι οµόρροπο του µοναδιαίου διανύσµατος του άξονα 

y.∆ηλαδή να ισχύει ˆ
F

n y
���
րր  (4.8). Προς τούτο, εφαρµόζεται µία δεύτερη ακολουθία 

γεωµετρικών µετασχηµατισµών. 

Στη συνέχεια, πρέπει να εξασφαλιστεί, ότι ισχύουν ταυτόχρονα οι σχέσεις (4.7) 

και (4.8). Θα έχει έτσι τοποθετηθεί το κεφάλι σε τέτοια θέση ,ώστε στη συνέχεια, µόνο 

µε απλές µεταφορές του κεφαλιού, ή του κινητού τηλεφώνου, όταν έχουν και τα δύο 

εισαχθεί στο πρόγραµµα, να µπορούν να τοποθετηθούν στη σωστή θέση το ένα σε σχέση 

µε το άλλο .Οι µεταφορές αυτές, θα µελετηθούν στο Κεφάλαιο 5. 

 To τελικό αποτέλεσµα των παραπάνω µετασχηµατισµών (χωρίς τις µεταφορές), 

απεικονίζεται στην Εικόνα 4.8: 
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Εικόνα 4.8: Το αποτέλεσµα των περιστροφών του κεφαλιού σε σχέση µε το σύστηµα 

συντεταγµένων του προγράµµατος XFDTD. 

 

Είναι αναγκαίο να σηµειωθεί ότι το µοντέλο κινητού τηλεφώνου που χρησιµοποιείται 

στο [2] και είναι αυτό που απεικονίζεται στην Εικόνα 4.5 διαφέρει από το µοντέλο που 

χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία, κατασκευάστηκε στο [3] και είναι αυτό που 

απεικονίζεται στο Σχήµα 4.6. 

Η πρώτη ουσιαστική διαφορά είναι ότι το µοντέλο που απεικονίζεται στην 

Εικόνα 4.5 έχει σε διαφορετική θέση την κεραία του τηλεφώνου σε σχέση µε αυτό που 

απεικονίζεται στο Σχήµα 4.6. Αν χρησιµοποιούνταν πάντως ένα µοντέλο σαν αυτό της 

Εικόνας 4.5, τότε οι απαιτήσεις που εκφράζονται από τις σχέσεις (4.7), (4.8) θα ήταν οι 

ίδιες, µε την προϋπόθεση ότι και αυτό το κινητό θα είχε τοποθετηθεί µε τον τρόπο που 

απεικονίζεται στην Εικόνα 4.5. Για να κατανοήσει ο αναγνώστης µία δεύτερη και 

ουσιαστικότερη διαφορά, µπορεί να µελετήσει προσεκτικά την Εικόνα 4.5.Όπως 

φαίνεται σε αυτήν την εικόνα, το σηµείο αναφοράς εισόδου στο κανάλι του αυτιού πάνω 

στο επίπεδο του κινητού τηλεφώνου (EEC reference point on the mobile phone [2]) είναι 
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ένα µεταβλητό σηµείο Ε  πάνω στο επίπεδο του τηλεφώνου, το οποίο εξαρτάται από την 

απόσταση DPP που είναι γενικά διαφορετική για τα διάφορα ανατοµικά µοντέλα. Στην 

Εικόνα 4.5 φαίνεται ότι το µεταβλητό σηµείο Ε : 
 

α) βρίσκεται πάνω στην κάθετη κεντρική γραµµή 
 

β) απέχει από το σηµείο A  απόσταση DPP και 
 

γ) βρίσκεται µεταξύ της οριζόντιας γραµµής και της κατώτατης πλευράς του κινητού 

(δηλαδή µεταξύ των σηµείων Α,Β). 

Το µεταβλητό σηµείο Ε  κατά την τοποθέτηση του κινητού στη σωστή θέση 

πρέπει να ταυτιστεί µε την τοµή της RL ευθείας και του εφαπτόµενου επιπέδου (Εικόνα 

4.7). Λεπτοµέρειες για το πώς θα γίνει αυτό, θα δοθούν στο Κεφάλαιο 5. 

Το αντίστοιχο σηµείο-έστω E -στο µοντέλο που απεικονίζεται στο Σχήµα 4.6, 

είναι σταθερό πάνω στο επίπεδο του τηλεφώνου. Όπως σηµειώθηκε, αυτό το µοντέλο 

χρησιµοποιήθηκε στην παρούσα εργασία. Και σε αυτήν όµως την περίπτωση, το σηµείο 

E  κατά την τοποθέτηση του κινητού στη σωστή θέση πρέπει να ταυτιστεί µε την τοµή 

της RL ευθείας και του εφαπτόµενου επιπέδου (Εικόνα 4.7). 

Τελειώνοντας µε την ενότητα αυτή, πρέπει να επισηµανθεί ότι γενικότερα και 

στην περίπτωση χρήσης άλλων µοντέλων κινητού τηλεφώνου ή προγραµµάτων, το 

επίπεδο του τηλεφώνου όταν αυτό εισάγεται στο εκάστοτε πρόγραµµα µπορεί να µην 

είναι παράλληλο στο YZ αλλά π.χ. στο XY επίπεδο του συστήµατος συντεταγµένων του 

εκάστοτε προγράµµατος.   

Επιπρόσθετα, µπορεί να µην επιθυµείται η τοποθέτηση του κινητού τηλεφώνου 

σε “right position” (tilted ή cheek) αλλά σε “left position”, αν υποτεθεί φυσικά ότι έχουν 

βρεθεί τα αντίστοιχα ,N F . Συγκεκριµένα, αν µελετάται η περίπτωση της “left position” 

µε την ίδια αρχική τοποθέτηση του κινητού (Εικόνα 4.6) σε σχέση µε τους άξονες σε ένα 

γενικότερο πρόγραµµα που χρησιµοποιεί δεξιόστροφό ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων (άρα και στο XFDTD) οι αντίστοιχες απαιτήσεις που εκφράζονται από 

τις σχέσεις (4.7) και (4.8) γίνονται: 

ˆ
FT

n x
����
րր  (4.9) 

ˆ
F

n y
���
րւ  (4.10) 

Επίσης, µπορεί για παράδειγµα το σύστηµα συντεταγµένων που χρησιµοποιεί το 

εκάστοτε πρόγραµµα να είναι αριστερόστροφο. 

Η τελευταία ειδικά περίπτωση (αριστερόστροφο σύστηµα συντεταγµένων), 

χρήζει εξέχουσας προσοχής. Στον επίλογο του Παραρτήµατος 1, γίνεται αναφορά στο 

γεγονός ότι η µελέτη της διανυσµατικής άλγεβρας, µπορεί να γίνει µε διάφορους 

τρόπους. Αναφέρθηκε χαρακτηριστικά ότι: «Μπορούν να οριστούν οι διάφορες 

αλγεβρικές πράξεις µεταξύ των διανυσµάτων µε γεωµετρικό τρόπο και να προκύψουν ως 

θεωρήµατα οι αντίστοιχοι τύποι που εκφράζουν τις πράξεις αυτές στη γλώσσα των 

συνιστωσών. Από την άλλη, µπορούν να οριστούν αρχικά όλες οι πράξεις αποκλειστικά 

συναρτήσει των συνιστωσών και να ερµηνευτούν ύστερα γεωµετρικά οι λαµβανόµενοι 

τύποι. Οι µέθοδοι αυτοί είναι ισοδύναµοι µε εξαίρεση την περίπτωση του εξωτερικού 

γινοµένου (περισσότερες λεπτοµέρειες στο [4]) αλλά προτιµήθηκε να ακολουθηθεί η 

πρώτη µέθοδος στην παρούσα εργασία που βρίσκεται πιο «κοντά» στην Ευκλείδεια 

γεωµετρία.».Ο αναγνώστης παραπέµφθηκε στο [4],το γνωστό βιβλίο του Tom 
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M.Apostol.Κάποιες όµως από τις λεπτοµέρειες που αναφέρονται στο [4] θα πρέπει να 

αναφερθούν και εδώ. 

Στο [4] αναφέρεται ότι από αναλυτική άποψη ο τύπος του εξωτερικού γινοµένου 

µπορεί να οριστεί από άλλα αξιώµατα ο τύπος του εξωτερικού γινοµένου και να είναι ή ο  

γνωστός τύπος (π.1.12) ή ο τύπος (π.1.12) αλλά αντικαθιστώντας τα + µε τα – και το 

αντίστροφο. ∆ηλαδή: 

1 2 3 1 2 3

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

x y z x y z

x y z

α β α α α β β β

α β α β α β α β α β α β

× = + + × + + =

= − + + − + + − +

�� ��

 

, µε βάση τους συµβολισµούς που έγιναν στο Παράρτηµα 1. 

Στη συνέχεια, εκλέγεται ένας από τους δύο αυτούς τύπους. Συνήθως εκλέγεται ο 

(π.1.12). Οι ρουτίνες που χρησιµοποιήθηκαν για την εύρεση των συνιστωσών των 

διαφόρων εξωτερικών γινοµένων στην παρούσα εργασία βασιζόταν στον «σωστό» τύπο 

(π.1.12). 

Ας υποτεθεί λοιπόν ότι έχει εκλεγεί ο τύπος (π.1.12),τότε, η αντίστοιχη 

γεωµετρική ερµηνεία στην περίπτωση που χρησιµοποιείται αριστερόστροφο σύστηµα 

συντεταγµένων (Σχήµα 4.7), δίνεται µε τον «κανόνα του αριστερού χεριού» και όχι µε 

τον ευρέως γνωστό κανόνα του δεξιού χεριού. 

 

 
Σχήµα 4.7: Αριστερόστροφο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων τριών διαστάσεων. 

 

Υπενθυµίζεται ότι ο χαρακτηρισµός ενός συστήµατος συντεταγµένων ως δεξιόστροφου 

ή ως αριστερόστροφου (ενότητα Π.1.8) έχει βασιστεί σε έννοιες πιο «ισχυρές» και 

ανεξάρτητες από αυτή του εξωτερικού γινοµένου. 

Για παράδειγµα, το εξωτερικό γινόµενο ˆ ˆx y× , υπολογίζεται βάσει της (π.1.12) 

δίδοντας ως γνωστό: 
ˆ ˆ ˆx y z× =  

Αυτό το αποτέλεσµα ερµηνεύεται γεωµετρικά µόνο µε τον κανόνα του αριστερού 

χεριού ή έστω της αντίθετης γεωµετρικής ερµηνείας από αυτήν που θα δώσει ο κανόνας 

του δεξιού χεριού, σε ένα αριστερόστροφο σύστηµα συντεταγµένων. 

Εποµένως, αν το σύστηµα συντεταµένων του προγράµµατος ήταν 

αριστερόστροφο και υποτεθεί ότι η αρχική τοποθέτηση ενός άλλου µοντέλου κινητής 

τερµατικής συσκευής ήταν σαν αυτή που φαίνεται στην Εικόνα 4.6 αλλά µε τον άξονα Ζ 
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να έχει την αντίθετη φορά, τότε η µία αναγκαία συνθήκη δεν θα ήταν η (4.7) αλλά η 

ˆ
FT

n x
����
րր . 

Συνοψίζοντας, σε γενικές γραµµές, η διαδικασία περιστροφής του κινητού που 

περιγράφηκε στην ενότητα αυτή γίνεται αρκετά γενική µε τις κατάλληλες µετατροπές. 

Προϋποθέτει βέβαια ότι το επίπεδο του τηλεφώνου είναι παράλληλο µε κάποιο από τα 

επίπεδα ΧΥ, ΥΖ, ΧΖ και ότι η κάθετη γραµµή που περνάει από το κέντρο του τηλεφώνου 

προς τη µεριά της οθόνης και βρίσκεται πάνω στο επίπεδο του τηλεφώνου είναι 

παράλληλη µε κάποιον από τους κύριους άξονες. 

 

4.4. Οι περιστροφές στο πρόγραµµα XFDTD 

 
Οι περιστροφές µέσα από το πρόγραµµα XFDTD όσον αφορά ένα µοντέλο κεφαλιού που 

έχει εισαχθεί στο πρόγραµµα σε µορφή αρχείου .mesh (βλ. Κεφάλαιο 3), αναφέρονται 

σαν “remesh” στο [5] επειδή στην πραγµατικότητα δεν είναι περιστροφές. 

Σύµφωνα παρόλα αυτά πάντα µε το [5], κατά την εφαρµογή της συνάρτησης 

“remesh” µπορεί να θεωρηθεί ότι ορίζεται ένα δεύτερο σύστηµα συντεταγµένων, (έστω 

2Σ ) µε διαφορετικό προσανατολισµό (ο οποίος εξαρτάται από έναν πίνακα 3x3 που 

εισάγει ο χρήστης στο πρόγραµµα) και µε διαφορετική αρχή σε σχέση µε το αρχικό 

σύστηµα συντεταγµένων, (έστω 1Σ ) και τα δύο θεωρούµενα στο πρόγραµµα XFDTD 

που είναι ένας αφηρηµένος σηµειακός χώρος έστω ℧  (βλ. Παράρτηµα 2,ενότητα Π.2.2), 

τα σηµεία του οποίου θεωρούνται στην παρούσα εργασία ότι είναι υπερσύνολο των 

σηµείων του κεφαλιού και του κινητού, αν θεωρηθούν και τα δύο στο χώρο ℧ . 

 Στην παρακάτω ανάλυση, θεωρείται ότι δε γίνεται χρήση οµογενών αλλά 

κανονικών συντεταγµένων (ενότητα Π.2.5.3), εποµένως µελετώνται µόνο οι περιστροφές 

και δεν µελετώνται οι µεταφορές, αν θεωρηθούν οι µετασχηµατισµοί ευκλείδειοι 

(Παράρτηµα 2). 

Βάσει της σχέσης (π.2.20.1), ισχύει για 0
′Φ = Φ ∈℧  και 2 1, ′Σ = Σ Σ = Σ : 

1 2

2 1

( ) ( )

0 0M
Σ Σ

Σ →Σ′ ′Φ = ⋅Φ  (4.11) και 

βάσει της σχέσης (π.2.20.2) για 2Σ = Σ , 0Φ = Φ ∈℧ : 

2 2 2( ) ( )

0 0Q
Σ Σ Σ′Φ = ⋅Φ  (4.12). 

 Από όσα αναφέρονται στο [5] υπονοείται ότι ο χρήστης εισάγει τον πίνακα  

( )2

2 1

1

Q
−Σ

Σ →ΣΑ = = Μ  (4.13) 

(σχέση (π.2.20.3) για 2 1, ′Σ = Σ Σ = Σ ). 

Εποµένως, σύµφωνα και µε όσα αναφέρθηκαν στο τέλος της ενότητας Π.2.8, το 

πρόγραµµα φροντίζει, έτσι ώστε για κάθε Φ∈℧ : 

2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )Σ Σ Σ Σ′ ′Φ = Φ ⇔Φ =Φ . 

 Αν ο χρήστης σκεφτεί µε τη λογική του ενεργητικού µετασχηµατισµού 

(Παράρτηµα 2) στο χώρο ℧ , θα περιµένει ότι θα ισχύει για ένα τυχαίο σταθερό 0Φ ∈℧ : 

1 1( ) ( )

0 0

Σ Σ′Φ = Α⋅Φ  και αυτό γιατί θα αντιλαµβάνεται το σύστηµα συντεταγµένων 1Σ . 
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Πράγµατι, από την (4.11): 

( )
1 2

2 1

2 2

2 1

2 1

2 1 1 2

1 1

4.12
( ) ( )

0 0

( )
( )

0

(4.13)
( )

0

( ) ( )1

0 0

M

M Q

M Q M

Σ Σ
Σ →Σ

∗
Σ Σ

Σ →Σ

Σ Σ
Σ →Σ Σ →Σ

Σ Σ−

′ ′Φ = ⋅Φ

= ⋅ ⋅Φ

= ⋅ ⋅ ⋅Φ

= Α ⋅Α⋅Α⋅Φ = Α⋅Φ

=

=

=
 

όπου στο ( )∗  χρησιµοποιήθηκε η σχέση (π.2.20.1) για 0Φ = Φ ∈℧  και 1 2, ′Σ = Σ Σ = Σ . 

 Όσον αφορά λοιπόν στις περιστροφές, το αποτέλεσµα για το χρήστη θα είναι το 

αναµενόµενο. Το πρόγραµµα δε δίνει τη δυνατότητα στο χρήστη να καθορίσει την αρχή 

του νέου συστήµατος συντεταγµένων 2Σ , µε αποτέλεσµα, κατά την εισαγωγή του 

πίνακα 3x3 και µετά την εφαρµογή του κατάλληλου µετασχηµατισµού, να επιλέγει το 

πρόγραµµα αυθαίρετα µία νέα αρχή στο χώρο ℧ η οποία δεν έχει καµία σχέση µε την 

αρχή του συστήµατος 1Σ . 

Στο [5] αναφέρεται ότι δεν έχει σηµασία ποια ήταν η αρχή του 1Σ  και ποια η 

αρχή του 2Σ  στο χώρο ℧ (στον αφηρηµένο σηµειακό χώρο του προγράµµατος). Όµως 

για πρακτικούς λόγους που σχετίζονται µε την εργασία αυτή, εδώ έχει σηµασία η 

απόσταση µεταξύ των αρχών των δύο συστηµάτων συντεταγµένων.  

Επιπρόσθετα, είναι σηµαντικό να σηµειωθεί ότι η εισαγωγή του πινάκα 3x3 που 

καθορίζει το προσανατολισµό του συστήµατος συντεταγµένων 2Σ  σε σχέση µε το 

σύστηµα συνταγµένων 1Σ  πρέπει να γίνει µία και µόνο φορά, δηλαδή ο χρήστης να 

εισάγει έναν πίνακα που να εκφράζει µία ακολουθία των κατάλληλων µετασχηµατισµών 

και όχι να εισάγονται «βήµα-βήµα» διάφοροι πίνακες 3x3.Αυτό συµβαίνει γιατί 

δυστυχώς µε την εφαρµογή ενός µετασχηµατισµού που εισάγεται ως πίνακας 3x3 στο 

πρόγραµµα XFDTD το ανατοµικό µοντέλο του κεφαλιού θα αλλοιωθεί. Αν τώρα 

εισαχθούν διαδοχικά πάνω από ένας πίνακες στο πρόγραµµα XFDTD, θα αλλοιώνονται 

διαδοχικά τα ήδη αλλοιωµένα από τον προηγούµενο «γύρο» µοντέλα κεφαλιών. Κάτι 

τέτοιο είναι σαφώς ανεπιθύµητο. Συµπερασµατικά, επιβάλλεται να εισαχθεί ένας πίνακας 

3x3, µία φορά στο πρόγραµµα XFDTD και να εφαρµοστεί στο αρχικό µοντέλο. 

Με βάση τα παραπάνω, πρακτικά οι περιστροφές στο πρόγραµµα XFDTD 

µπορούν να ερµηνευτούν ως εξής: 

Θεωρείται ότι το πρόγραµµα εφαρµόζει σε σχέση µε το αρχικό σταθερό σύστηµα 

συντεταγµένων 1Σ : 

α) Περιστροφές (ως έναν ενιαίο µετασχηµατισµό) µε βάση τον πίνακα 

περιστροφής που εισάγεται(λεπτοµέρειες στο επόµενο κεφάλαιο για το πώς γίνεται αυτό 

στην πράξη). Θεωρείται από το χρήστη ότι οι περιστροφές αυτές γίνονται µε τη λογική 

του ενεργού µετασχηµατισµού. ∆εν έχει σηµασία αν το 1Σ  είναι δεξιόστροφο ή 

αριστερόστροφο. Στην προκειµένη περίπτωση πάντως είναι δεξιόστροφο. 

β) Μεταφορά που αποκρύπτεται από το χρήστη. 
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Για να µελετηθούν και µαθηµατικά οι παραπάνω δύο προτάσεις: 

α) Έστω το σηµείο ( , , )x y zΑ Α ΑΑ  του κεφαλιού. Το σηµείο ( , , )x y zΑ Α ΑΑ  θα µετακινηθεί 

από τη θέση (συντεταγµένων) ( , , )x y zΑ Α Α  στη θέση (συντεταγµένων) ( , , )x y zΑ Α Α′ ′ ′ , (βλ. 

σύµβαση στο τέλος της ενότητας Π.2.2) σύµφωνα µε έναν πίνακα 

περιστροφής:

1 1 1

2 2 2

3 3 3

R

α β γ

α β γ
α β γ

 
 =  
  

 και θα ισχύει (Παράρτηµα 2): 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

x x

y y

z z

α β γ

α β γ
α β γ

Α Α

Α Α

Α Α

′     
     ′ = ⋅     
′          

 (4.14). 

β) Το πρόγραµµα όµως θα εφαρµόσει µία πρόσθετη µεταφορά η οποία θα είναι άγνωστη 

στο χρήστη. Έτσι, το σηµείο ( , , )x y zΑ Α ΑΑ  του κεφαλιού θα µετασχηµατιστεί στην 

πραγµατικότητα στο σηµείο ( , , )x y zΑ Α Α′′ ′′ ′′Α  και θα ισχύει: 

1 1 1 0

2 2 2 0

3 3 3 0

x x x

y y y

z z z

α β γ
α β γ
α β γ

Α Α

Α Α

Α Α

′′       
       ′′ = ⋅ +       
′′              

 (4.15) 

όπου 

0

0

0

x

y

z

 
 
 
  

 η µεταφορά που αποκρύπτεται από το χρήστη.  

Από τις εξισώσεις (4.14) και (4.15) προκύπτει : 

0

0

0

x x x

y y y

z z z

Α Α

Α Α

Α Α

′′ ′     
     ′′ ′= +     
′′ ′          

 (4.16). 

Αν εποµένως µπορέσει ο χρήστης µε κάποιον πρακτικό τρόπο να βρει τις νέες 

συντεταγµένες 
0 0 0

( , , )x y zΑ Α Α′′ ′′ ′′  (σύµφωνα µε το πρόγραµµα) ενός τυχαίου σταθερού 

σηµείου 0Α ∈℧  του κεφαλιού του οποίου γνωρίζει τις παλαιές συντεταγµένες 

0 0 0
( , , )x y zΑ Α Α  και υπολογίσει επίσης µέσω της εξίσωσης (4.14) για 

0 0 00( , , ) ( , , )x y z x y zΑ Α Α Α Α ΑΑ = Α  τις νέες «δικές του» συντεταγµένες 
0 0 0

( , , )x y zΑ Α Α′ ′ ′ , 

τότε θα µπορεί να υπολογίσει µέσω της απλής εξίσωσης (4.16) τη µεταφορά που έχει 

εφαρµόσει «κρυφά» από αυτόν το πρόγραµµα. Έτσι, θα µπορέσει να βρει, γνωρίζοντας 

τις «δικές του» συντεταγµένες ( , , )x y zΓ Γ Γ′ ′ ′  για κάθε σηµείο Γ  που αυτός επιθυµεί και 

ορίζει µαζί µε πολλά άλλα σηµεία το κεφάλι, τις συντεταγµένες ( , , )x y zΓ Γ Γ′′ ′′ ′′  που έχει το 

σηµείο αυτό του κεφαλιού στο πρόγραµµα XFDTD µετά την εφαρµογή του 

µετασχηµατισµού. 
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4.5. Κατάλληλες περιστροφές διανύσµατος 
 

Έστω ένα τυχαίο σταθερό σηµείο O∈℧  το οποίο είναι η αρχή ενός (σταθερού) 

ορθογώνιου συστήµατος συντεταγµένων { }ˆ ˆ ˆ, , ,O x y zΣ = . 

Θα βρεθεί ποίες µπορούν να είναι οι κατάλληλες περιστροφές, δηλαδή ποιοί 

µπορούν να είναι οι κατάλληλοι πίνακες περιστροφής έτσι ώστε ένα µη µηδενικό 

διάνυσµα 1 2 3
ˆ ˆ ˆx y zα α α α= + +

�
, να γίνει οµόρροπο µε το µοναδιαίο διάνυσµα î , όπου ή 

ˆ ˆi x=  ή ˆ ˆi y=  ή ˆ ˆi z=  ή ˆ ˆi x= − ή ˆ ˆi y= −  ή ˆ ˆi z= − .Με βάση τη θεωρία του Παραρτήµατος 

2 γίνεται εύκολα αντιληπτό ότι αν βρεθούν κάποιοι κατάλληλοι πίνακες περιστροφής, 

τότε αυτοί δεν θα είναι οι µοναδικοί κατάλληλοι πίνακες. 

 Σε πρώτη φάση, θα µελετηθούν οι περιπτώσεις όπου ή ˆ ˆi x=  ή ˆ ˆi x= −  ή ˆ ˆi z=  ή 

ˆ ˆi z= −  και το σύστηµα συντεταγµένων είναι δεξιόστροφο. 

Αρχικά, τοποθετείται η αρχή του ελεύθερου διανύσµατος α
�

 στην αρχή των αξόνων.  

 

Περίπτωση 1) 2 30 0ήα α≠ ≠ , δηλαδή τα 2 3,α α  δεν µπορούν να είναι και τα δύο 0. 

 

Περίπτωση 1α) 1 0α ≤ , 2 0α ≥ , 3 0α ≤ όπου 2 30 0α α= ⇔ ≠ .  

 

α) Προβάλλεται το πέρας, έστω σηµείο Α, του διανύσµατος 1 2 3
ˆ ˆ ˆx y zα α α α= + +

�
 πάνω 

στο ηµιεπίπεδο yOz . Το διάνυσµα-έστω β
�

- που έχει ως αρχή το O  και ως πέρας την 

προβολή του Α-έστω το σηµείο Β –πάνω στο ηµιεπίπεδο yOz , είναι το 

2 3
ˆ ˆ ˆ0x y zβ α α= + +

�
. Η γωνία 

^

1
ˆ( , )zθ β=

��
 µεταξύ του β

�
 και του ẑ  ισούται µε τη γωνία 

που απαιτείται για να περιστραφεί το διάνυσµα α
�

γύρω από τον άξονα x , έτσι ώστε το Α 

να «πέσει» πάνω στο επίπεδο ΧΖ.  

Για το 1cosθ  ισχύει:  

3 3
1

2 2

2 3

ˆ
cos

z α αβ
θ

β β α α

⋅
= = =

+

�

� �  (4.17). 

Ισχύει επίσης ότι:  

( )2 3 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ0z x y z z xβ α α α× = + + × =

�
   (4.18). 

Όµως δεδοµένου ότι 
^

1
ˆ( , ) 0zπ θ β ≥ = ≥ 

 

��
 (Σχήµα 4.8) από τη σχέση (π.1.9) και τη 

(4.18) προκύπτει ότι: 

2
1

2

ˆ
ˆ sin

x
z

α
β β θ

α
× = ⋅ ⋅
� �

    (4.19). 
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Σχήµα 4.8: Η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων 2 3
ˆ ˆ ˆ0x y zβ α α= + +

�
 και ẑ . 

 

Από (4.18), (4.19) έπεται: 

2 2
1

2 2

2 3

sin
α α

θ
β α α

= =
+

�  (4.20) 

,εφόσον 
2 2

2 3β α α= +
�

. 

Εποµένως για τον πίνακα περιστροφής γύρω από τον άξονα x , θα ισχύει, βάση των 

σχέσεων (π.2.12.2), (4.17), (4.20) για 1θ θ= :  

3 2
1

32

1 0 0

( ) 0

0

xR
α α

θ
β β

αα

β β

 
 
 
 
 = − 
 
 
 +
  

� �

� �

 (4.21). 

Μετά την εφαρµογή της περιστροφής, το διάνυσµα α
�

 µετασχηµατίζεται στο διάνυσµα 

1
ˆ ˆ ˆ0x y zγ α β= + +

��
      (4.22) (Σχήµα 4.9). 

 



 

 

91 

 

Σχήµα 4.9: Το διάνυσµα γ
�

 

 

Αυτό µπορεί να επαληθευτεί εύκολα από τον αναγνώστη είτε µε πολλαπλασιασµό του 

1( )xR θ  µε το διάνυσµα στήλη:

1

2

3

α

α α
α

 
 =  
  

 είτε αν σκεφτεί ότι, επειδή έτσι όπως 

εφαρµόστηκε ο µετασχηµατισµός, είναι ευκλείδειος µετασχηµατισµός (βλ. Παράρτηµα 

2) (αυτό φαίνεται και από τη σχέση (4.21), όπου ο πίνακας είναι ορθογώνιος) , η 

συνιστώσα 1α  του διανύσµατος δεν αλλάζει (στροφή γύρω από τον άξονα x ), η 

συνιστώσα 2α  γίνεται (αν δεν είναι ήδη) 0  (το διάνυσµα «πέφτει» στο επίπεδο XZ) και 

για να διατηρηθεί το µέτρο του πρέπει η τρίτη συνιστώσα να ισούται µε 

2 2

2 3β α α= +
�

. 

 Για να ευθυγραµµιστεί το διάνυσµα γ
�

µε το î , πρέπει να περιστραφεί κατά γωνία 

2
ˆ( , )iθ γ=
�

 γύρω από τον άξονα των y , όπου  

(4.22)

2

ˆ
cos

i γ
θ

γ
⋅

= ⇔
�

�  

( )1

2

ˆ ˆ ˆ ˆ0
cos

i x y zα β
θ

γ

⋅ + +
=

�

�  (4.23). 

Ισχύει επίσης ότι: 

( )
(4.22)

1
ˆ ˆˆ ˆ ˆ0i x y z iγ α β× + + ×=

��
⇔  

( ) ( )1
ˆ ˆ ˆˆ ˆi x i z iγ α β× = × + ×

��
 (4.24). 
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∆ιακρίνονται τώρα οι περιπτώσεις: 

 

Α) για ˆ ˆi x=  η (4.23) γίνεται: 1
2cos
α

θ
γ

= �  (4.25) 

και η (4.24) γίνεται  

ˆ ˆx yγ β× =
��

 (4.26). 

Όµως, από τη σχέση (π.1.9) για ˆ, xα γ β= =
�� ���

µε ˆ ŷτ = : 

( )2
ˆ ˆsinx yγ γ θ× =

� �
 (4.27). 

Από (4.26), (4.27) και από το γεγονός ότι η γωνία 2θ  είναι θετική: 

2 2

2 3

2 2sin sin
β α α

θ θ
γ γ

+
= ⇔ =

�

� �  (4.28), 

 

Β) για ˆ ˆi x= − , η (4.23) γίνεται 1
2cos

α
θ

γ
= − �  (4.29) 

και η (4.24) γίνεται ˆ ˆx yγ β− × = −
��

 

εποµένως τελικά λαµβάνεται, από την παραπάνω σχέση και τη (4.27): 

2 2

2 3

2 2sin sin
β α α

θ θ
γ γ

+
= − ⇔ = −

�

� �  (4.30), 

 

Γ) για ˆ ˆi z= , η (4.23) δίνει : 2cos
β

θ
γ

=

�

�  (4.31) 

και η (4.24) γίνεται:  

( ) ( )1
ˆˆ ˆ ˆ ˆz x z z zγ α β× = × + × ⇔

��
 

1
ˆẑ yγ α× = −

�
      (4.32). 

Όµως από τη σχέση (π.1.9) για ˆ, zα γ β= =
�� ���

 µε 
1

1

ˆ
ˆ

yα
τ

α
−

=
−

: 

( ) 1
2

1

ˆ
ˆ sin

y
z

α
γ γ θ

α
−

× =
−

� �
 (4.33). 

Εφόσον θεωρείται ότι 1 0α ≤ , η (4.23) γίνεται: 

( )2
ˆˆ sinz yγ γ θ× =

� �
 (4.34) 

και από το γεγονός ότι η γωνία 2θ  είναι θετική, από (4.32), (4.34) και την ανισότητα 

1 0α ≤ : 

1
2sin

α
θ

γ
−

= �  (4.35), 
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∆) για ˆ ˆi z= − , η (4.23) γίνεται: 2cos
β

θ
γ

= −

�

�  (4.36) 

και η (4.24) γίνεται 1
ˆẑ yγ α− × =

�
 

εποµένως τελικά λαµβάνεται, από την παραπάνω σχέση και τη (4.27): 

1
2sin

α
θ

γ
= + �  (4.37). 

Η περιστροφή έγινε γύρω από τον άξονα των y  εποµένως βάσει της σχέσης (π.2.12.3) 

για 2
ˆ( , )iθ θ γ= =
�

: 

 

Για την περίπτωση Α (4.25), (4.28): 

 

( )

1

2

1

0

0 1 0

0

yR

βα
γ γ

θ

β α
γ γ

 
 
 
 

=  
 
 −
  

�

� �

�

� �

 (4.38). 

 

Για την περίπτωση Β (4.29), (4.30): 

 

( )

1

2

1

0

0 1 0

0

yR

βα
γ γ

θ

β α
γ γ

 
 − −
 
 

=  
 
 + −
  

�

� �

�

� �

 (4.39). 

 

Για την περίπτωση Γ (4.31), (4.35): 

 

( )

1

2

1

0

0 1 0

0

yR

β α
γ γ

θ

βα
γ γ

 
 + −
 
 

=  
 
 + +
  

�

� �

�

� �

 (4.40). 

 

Για την περίπτωση ∆ (4.36), (4.37): 
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( )

1

2

1

0

0 1 0

0

yR

β α
γ γ

θ

βα
γ γ

 
 − +
 
 

=  
 
 − −
  

�

� �

�

� �

 (4.41). 

 

Ο τελικός µετασχηµατισµός σαν σύνθεση των δύο επιµέρους µετασχηµατισµών που 

εφαρµόστηκαν, εκφράζεται από το γινόµενο 2 1( ) ( )y xR R Rθ θ= ⋅ . Ο πίνακας αυτός είναι 

ορθογώνιος (ενότητα Π.2.4) ως γινόµενο ορθογώνιων πινάκων (αυτή η πρόταση 

αποδεικνύεται παρακάτω), και για τις περιπτώσεις Α, Β, Γ ∆ γίνεται αντίστοιχα: 

 

Α) 

31 2

3 2

1 31 2

0R

αα α
γ γ γ

α α

β β

β α αα α
γ β γ β γ

 
 
 
 
 
 = −
 
 
 
 −
  

� � �

� �

�

� �� � �

 

 

Β) 

 

31 2

3 2

1 31 2

0R

αα α
γ γ γ

α α

β β

β α αα α
γ β γ β γ

 
 
− − − 
 
 
 = −
 
 
 
 − −
  

� � �

� �

�

� �� � �

 

 

Γ) 
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1 31 2

3 2

31 2

0R

β α αα α
γ β γ β γ

α α

β β

αα α
γ γ γ

 
 − −
 
 
 = − 
 
 
 
  

�

� �� � �

� �

� � �

 

∆) 

1 31 2

3 2

32 2

0R

β α αα α
γ β γ β γ

α α

β β

αα α
γ γ γ

 
 −
 
 
 = − 
 
 
 − − −
  

�

� �� � �

� �

� � �

. 

 

Όπως αναφέρθηκε, οι πίνακες αυτοί είναι ορθογώνιοι ως γινόµενα ορθογωνίων πινάκων. 

Αν εποµένως το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού του καθενός µε το διάνυσµα στήλη 

1

2

3

α

α α
α

 
 =  
  

είναι αντίστοιχα για τις 4 περιπτώσεις: 

 

Α) 0

0

γ 
 
 
  

�

 

Β) 0

0

γ− 
 
 
  

�

 

Γ) 

0

0

γ

 
 
 
  
�

 

∆) 

0

0

γ

 
 
 
 − 
�
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τότε οι τέσσερεις αυτοί πίνακές εκφράζουν τέσσερις πιθανούς ευκλείδειους 

µετασχηµατισµούς (Παράρτηµα 2). ∆εν είναι οι µόνοι ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί οι 

οποίοι δίνουν το επιθυµητό κάθε φορά αποτέλεσµα, αλλά σίγουρα οι µετασχηµατισµοί 

που εκφράζονται από αυτούς τους τέσσερεις παραπάνω πίνακες δίνουν το επιθυµητό 

κάθε φορά αποτέλεσµα και εξασφαλίζουν ότι δε θα «αλλοιωθεί» το αντικείµενο στου 

οποίου τα σηµεία θα εφαρµοστούν (Παράρτηµα 2). 

Πράγµατι: 

 

Α) 

31 2

1

3 2
2

2
2 23

1 1 2 1 3

1 31 2

0 0

( ) ( )

0

0

αα α
γ γ γ

α γ
α α

α
β β

α β α α α α α
β α αα α β γ
γ β γ β γ

γ

 
   
   
           − ⋅ = =         − + +
   
   −    

 
 =  
  

� � �
�

� �
�

�
� �

� �� � �

�

 

 

Β) 

31 2

1

3 2
2

2
2 23

1 1 2 1 3

1 31 2

0 0

( ) ( )

0

0

αα α
γ γ γ

α γ
α α

α
β β

α β α α α α α
β α αα α β γ
γ β γ β γ

γ

 
   
− − −   
   −        − ⋅ = =         − −
   
   − −    

− 
 =  
  

� � �
�

� �
�

�
� �

� �� � �

�

 

Γ) 
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( ) ( )
2 2 2

1 31 2
1 1 2 1 3

1

3 2
2

3

31 2

0 0

0

0

β α αα α α β α α α α
γ β γ β γ

β γα
α α

α
β β

α γ
αα α

γ γ γ

γ

   − − − −               − ⋅ = =                     

 
 =  
  

�
�

� �� � � � �

� �
�

� � �

�

 

 

∆) 

 

( ) ( )
2 2 2

1 31 2
1 1 2 1 3

1

3 2
2

3

32 2

0 0

0

0

β α αα α β α α α α α
γ β γ β γ

β γα
α α

α
β β

α γ
αα α

γ γ γ

γ

   − + + −               − ⋅ = =         −       − − −      

 
 =  
 − 

�
�

� �� � � � �

� �
�

� � �

�

 

 

Με βάση τη µορφή των παραπάνω πινάκων, µπορεί ο αναγνώστης να υποψιαστεί ότι ο R 

για τις περιπτώσεις 

Ε) ˆ ˆi y=  ΣΤ) ˆ ˆi y= −  θα µπορούσε να πάρει την εξής µορφή: 

 

Ε) 

1 31 2

31 2

3 20

R

β α αα α
γ γ β γ β

αα α
γ γ γ

α α

β β

 
 −
 
 
 =  
 
 

− 
  

�

� �� � �

� � �

� �
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ΣΤ) 

1 31 2

31 2

3 20

R

β α αα α
γ γ β γ β

αα α
γ γ γ

α α

β β

 
 − −
 
 
 = − − − 
 
 

− 
  

�

� �� � �

� � �

� �

. 

 

Αυτοί οι πίνακες είναι ορθογώνιοι και αν ο αναγνώστης εκτελέσει τους 

πολλαπλασιασµούς R α⋅  θα δει ότι πράγµατι λαµβάνονται τα επιθυµητά κάθε φορά 

αποτελέσµατα. Εποµένως είναι αποδεκτοί. 

Αν κάποιος έδινε εξαρχής τους πίνακες των περιπτώσεων Α, Β, Γ, ∆, Ε, ΣΤ και 

επιβεβαιωνόταν ότι: 

α) αυτοί οι πίνακες είναι ορθογώνιοι  

και ότι β) ισχύει ότι ο πολλαπλασιασµός 

1

2

3

R

α

α
α

 
 ⋅  
  

 δίνει ένα διάνυσµα που είναι οµόρροπο 

µε το î  και έχει µέτρο ( ) ( ) ( )2 2 2

1 2 3α α α+ + , τότε σίγουρα αυτοί οι πίνακες θα 

εξέφραζαν ευκλείδειους µετασχηµατισµούς µε το επιθυµητό αποτέλεσµα. 

 Αν τώρα τεθεί: 

31 2

3 2

1 31 2

0

A

B

C

αα α
γ γ γ

α α

β β

β α αα α
γ β γ β γ

 
=  
 

 
 = −
  

 
 = −
  

� � �

� �

�

� �� � �

 (4.42) 

τότε για τις περιπτώσεις Α, Β, Γ, ∆, Ε και ΣΤ θα ισχύουν: 

Α) 

A

R B

C

 
 =  
  

 

Β) 

A

R B

C

− 
 =  
 − 
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Γ) 

C

R B

A

− 
 =  
  

 

∆) 

C

R B

A

 
 =  
 − 

 

Ε) 

C

R A

B

 
 =  
  

 

ΣΤ) 

C

R A

B

− 
 = − 
  

 

Από αυτές τις µορφές των πινάκων είναι πιο ξεκάθαρο ότι οι πίνακες είναι ορθογώνιοι 

και είναι και πιο εύκολο να δηµιουργηθεί µία συνάρτηση σε κάποια γλώσσα 

προγραµµατισµού που να υπολογίζει τον επιθυµητό κάθε φορά µετασχηµατισµό. 

 ∆εν ενδιαφέρει τι γίνεται στις υπόλοιπες υποπεριπτώσεις της περίπτωσης 1 και 

αυτό γιατί έχουν ήδη βρεθεί κάποιοι µετασχηµατισµοί που δίνουν τα επιθυµητά 

αποτελέσµατα για οποιαδήποτε 2 3,α α  τέτοια ώστε να ισχύει 2 30 0ήα α≠ ≠  είτε 

πρόκειται για δεξιόστροφο είτε για αριστερόστροφο σύστηµα συντεταγµένων. 

 

Περίπτωση 2) 2 3 0α α= = . 

 

Για αυτήν την περίπτωση θα επιλεγούν «κατάλληλοι» γεωµετρικοί 

µετασχηµατισµοί, αφού γίνει ο εξής διαχωρισµός περιπτώσεων: 

2Α) ( ) ( )1 1
ˆ ˆˆ ˆ( 0) ( 0)i x i xα α= ∧ > ∨ = − ∧ <  

 

2Β) ( ) ( )1 1
ˆ ˆˆ ˆ( 0) ( 0)i x i xα α= ∧ < ∨ = − ∧ >  

 

2Γ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆˆ ˆ( 0) ( 0)i y i yα α= ∧ > ∨ = − ∧ <  

 

2∆) ( ) ( )1 1
ˆ ˆˆ ˆ( 0) ( 0)i y i yα α= ∧ < ∨ = − ∧ >  

2Ε) ( ) ( )1 1
ˆ ˆˆ ˆ( 0) ( 0)i z i zα α= ∧ > ∨ = − ∧ <  

2ΣΤ) ( ) ( )1 1
ˆ ˆˆ ˆ( 0) ( 0)i z i zα α= ∧ < ∨ = − ∧ >  
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Για την περίπτωση 2Α, ένας κατάλληλος πίνακας είναι φυσικά ο: 

 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

R

 
 =  
  

 

Για την περίπτωση 2Β, ένας κατάλληλος πίνακας (Σχήµα 4.10) είναι αυτός που 

αντιστοιχεί σε στροφή 180o+  γύρω από τον άξονα των y  (σχέση (π.2.12.3)) για 

180οθ = + : 

( )
1 0 0

180 0 1 0

0 0 1

o

y
R R

− 
 = =  
 − 

 

 

 
Σχήµα 4.10: Βοηθητικό σχήµα για την εύρεση του κατάλληλου πίνακα για τις περιπτώσεις 2Β, 

2Ε, 2ΣΤ. 

 

Για την περίπτωση 2Γ, ένας κατάλληλος πίνακας (Σχήµα 4.11) είναι αυτός που 

αντιστοιχεί σε στροφή γύρω από τον άξονα z  (σχέση (π.2.12.1)) κατά 90oθ = : 

0 1 0

( 90 ) 1 0 0

0 0 1

o

z
R R

− 
 = + =  
  

 

Για την περίπτωση 2∆, ένας κατάλληλος πίνακας (Σχήµα 4.11) είναι αυτός που 

αντιστοιχεί σε στροφή γύρω από τον άξονα z  (σχέση (π.2.12.1)) κατά 90oθ = − : 
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0 1 0

( 90 ) 1 0 0

0 0 1

o

z
R R

 
 = − = − 
  

 

 

 
Σχήµα 4.11: Βοηθητικό σχήµα για την εύρεση του κατάλληλου πίνακα για τις περιπτώσεις 2Γ, 

2∆. 

 

Για την περίπτωση 2Ε, ένας κατάλληλος πίνακας (Σχήµα 4.10) είναι αυτός που 

αντιστοιχεί σε στροφή γύρω από τον άξονα y  (σχέση (π.2.12.3)) κατά 90oθ = − : 

0 0 1

( 90 ) 0 1 0

1 0 0

o

yR R

− 
 = − =  
  

 

Για την περίπτωση 2ΣΤ, ένας κατάλληλος πίνακας (Σχήµα 4.10) είναι αυτός που 

αντιστοιχεί σε στροφή γύρω από τον άξονα y  (σχέση (π.2.12.3)) κατά 90oθ = + : 

0 0 1

( 90 ) 0 1 0

1 0 0

o

yR R

 
 = + =  
 − 

 

 

Αν τεθεί: 

[ ]1 0 0A = , 

[ ]0 1 0B =  και  

[ ]0 0 1C = , 

τότε οι κατάλληλοι τύποι για τις περιπτώσεις 2Α, 2Β, 2Γ, 2∆, 2Ε, 2ΣΤ είναι αντίστοιχα: 

 



 

 

102 

2Α) 

A

R B

C

 
 =  
  

 

 

2Β) 

A

R B

C

− 
 =  
 − 

 

 

2Γ) 

B

R A

C

− 
 =  
  

 

 

2∆) 

B

R A

C

 
 = − 
  

 

2Ε) 

C

R B

A

− 
 =  
  

 

 

2ΣΤ) 

C

R B

A

 
 =  
 − 

 

 

Παρακάτω ακολουθεί η απόδειξη της πρότασης που χρησιµοποιήθηκε: 

«το γινόµενο δύο ορθογώνιων πινάκων έστω ,A B  είναι και αυτό ορθογώνιος πίνακας». 

Είναι σίγουρο ότι αυτή η εύκολη απόδειξη υπάρχει σε κάποια µαθηµατικά βιβλία. 

Θεωρήθηκε όµως ότι ήταν πιο σύντοµο να αποδειχθεί αναλυτικά παρά να βρεθεί κάποιο 

κατάλληλο µαθηµατικό εγχειρίδιο και να γίνει παραποµπή σε αυτό. 

Υπενθυµίζεται ότι µε βάση τα όσα αναλύθηκαν στην ενότητα Π.2.4: 

«ένας πίνακας Α  τύπου ν ν×  ονοµάζεται ορθογώνιος αν και µόνο αν 1− ΤΑ = Α . Η 

σχέση αυτή γράφεται ισοδύναµα ως Τ ΤΑ⋅Α = Α ⋅Α = Ι ». 
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Εποµένως: 

( )

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

det 0

det 0

T

T

B
T T T

A
T T T

B B I
T T T

T T

A A I
T T

T

A B B A

B A B B B A

A B A B A B B A

A B A B A I A

A B A B A A

A B A B I

≠

≠

⋅ =

⋅ =

⋅ = ⋅ ⇔

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇔

⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⇔

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⇔

⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⇔

⋅ ⋅ ⋅ =

 

Επίσης από την τελευταία σχέση µε ισοδυναµία λαµβάνεται: 

( ) ( )( )
( ) ( )

T
T T

T

A B A B I

A B A B I

⋅ ⋅ ⋅ = ⇔

⋅ ⋅ ⋅ =
 

Εποµένως αποδείχθηκε ότι το γινόµενο δύο ορθογωνίων πινάκων είναι ορθογώνιος 

πίνακας. Πάντως ίσως να µην ήταν και τόσο απαραίτητο να αποδειχθεί αυτό, µε βάση 

όσα αναφέρονται στο Παράρτηµα 2. 
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Κεφάλαιο 

 
 

 

 

Τοποθέτηση της κινητής τερµατικής 

συσκευής σε σχέση µε το αριθµητικό 

µοντέλο κεφαλιού χρήστη στο 

πρόγραµµα XFDTD 

 

 
Σηµείωση: Το κεφάλαιο αυτό, αναφέρεται σε καθαρά πρακτικά ζητήµατα. Θεωρείται 

ότι ο αναγνώστης διαθέτει τον απαραίτητο κώδικα των συναρτήσεων που παρατίθενται 

στο Παράρτηµα 3. Επίσης, εκτός φυσικά του προγράµµατος XFDTD (έκδοση 6.0), 

διαθέτει και το πρόγραµµα Matlab R2007b ή κάποια άλλη έκδοση του Matlab συµβατή 

µε αυτήν.  

5
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Ο χρήστης µπορεί να ξεκινήσει το παρόν κεφάλαιο µε την εκκίνηση της 

συνάρτησης “refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp” η οποία αναφέρεται στη συνέχεια, και της 

οποίας τον απαραίτητο κώδικα διαθέτει. Η συνάρτηση αυτή, καλεί άλλες συναρτήσεις οι 

οποίες µε τη σειρά τους καλούν άλλες και ου το καθεξής σύµφωνα µε την λογική του 

δοµηµένου προγραµµατισµού (modularity). Ενδείκνυται ο χρήστης αν επιθυµεί, να 

διαβάζει το κεφάλαιο 5 ενώ εκτελείται ταυτόχρονα η συνάρτηση 

“refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp”. 

 

5.1. Εισαγωγή 
 

Προκειµένου να καθοριστεί η θέση του κινητού τηλεφώνου σε σχέση µε το ανατοµικό 

µοντέλο κεφαλιού (anatomical head model) που χρησιµοποιείται, εισάγεται αρχικά το 

µοντέλο του κεφαλιού ως αρχείο .mesh (Kεφάλαιο 3) στο πρόγραµµα XFDTD. Με 

συγκεκριµένες ρυθµίσεις στο πρόγραµµα εµφανίζεται στο “Mesh Mode”(βλ. Kεφάλαιο 

3), το ανατοµικό κεφάλι της Εικόνας 5.1, όπου τα σηµεία από τα οποία αποτελείται 

(σηµεία ενός υποθετικού σηµειακού χώρου ℧ .- Παράρτηµα 2, Κεφάλαιο 4), έχουν το 

κάθε ένα τις δικές του συντεταγµένες. 

 
 

Εικόνα 5.1: Το αριθµητικό µοντέλο κεφαλιού που χρησιµοποιήθηκε όπως απεικονίζεται µέσα 

από το πρόγραµµα XFDTD. 

 

Η διαδικασία τοποθέτησης του µοντέλου κεφαλιού στη σωστή θέση σε σχέση µε το 

µοντέλο του κινητού τηλεφώνου, µέσα από το περιβάλλον του προγράµµατος XFDTD 

αποτελείται από τα παρακάτω βήµατα-ενότητες: 
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5.2. Εισαγωγή του µοντέλου του κεφαλιού, ως ένα αρχείο .mesh στο 

λογισµικό XFDTD.  
 

Η εισαγωγή αυτή γίνεται ως εξής: 

α) Ο χρήστης πρέπει αρχικά να «ανοίξει» το πρόγραµµα XFDTD 6.0 και στη συνέχεια να 

ενεργοποιήσει την ετικέτα Geometry ( ). Στο πρόγραµµα κατά σύµβαση είναι 

ενεργοποιηµένη η ετικέτα View ( ) και η αρχική απεικόνιση είναι η απεικόνιση του 

στερεού ( ). 

β) Αφού τοποθετήσει ο χρήστης τον κέρσορα του ποντικιού µέσα στην περιοχή 

απεικόνισης, πρέπει να κάνει δεξί «κλικ». Από το αναδυόµενο µενού πρέπει να επιλεγεί 

“Ιmport->Mesh Object->Import from mesh file” και να επιλεγεί µε αριστερό «κλικ» το 

“Import from mesh file” 

Η διαδικασία αυτή απεικονίζεται στην Εικόνα 5.2: 

 

 
Εικόνα 5.2: Απεικόνιση της διαδικασίας εισαγωγής στο πρόγραµµα XFDTD του ανατοµικού 

µοντέλου κεφαλιού ως ένα αρχείο .mesh. 

 

γ) Εµφανίζεται έτσι ένα παράθυρο µέσω του οποίου µπορεί να βρεθεί το κατάλληλο 

αρχείο .mesh και µε την επιλογή “open”, να γίνει πρόσβαση στο αρχείο αυτό. 

δ) Στη συνέχεια ο χρήστης πρέπει να περιµένει µέχρι να εµφανιστεί ένα παράθυρο µε την 

επιγραφή “Mesh Object Properties”. Αφού εµφανιστεί το παράθυρο αυτό, ο χρήστης 

επιβάλλεται να επιλέξει να τοποθετηθεί το αντικείµενο .mesh (αντικείµενο πλέγµατος) 

στη θέση (0,0,0) και µε µονάδες “Μillimeters”.Καλύτερα να αποφευχθεί ενδεχόµενη 

τοποθέτηση σε κάποια άλλη θέση παρόλο που δίνεται αυτή η δυνατότητα από το 

πρόγραµµα. Επίσης, είναι δυνατό, αν ο χρήστης το επιθυµεί, να δοθεί κάποιο όνοµα στο 

αντικείµενο πλέγµατος (µε αυτό το όνοµα θα εµφανίζεται στο δέντρο αντικειµένων-

Κεφάλαιο 3). Πρέπει τέλος να σηµειωθεί ότι είναι αναγκαίο να γίνει επιλογή του “Apply 

imported material definitions to the Geometry”, πριν ο χρήστης επιλέξει “ΟK”.Με αυτόν 
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τον τρόπο λαµβάνονται υπόψη οι ηλεκτροµαγνητικές παράµετροι των υλικών που έχουν 

οριστεί στο αρχείο .mesh. 

Τα παραπάνω απεικονίζονται στην Εικόνα 5.3:  

 

 
Εικόνα 5.3: Καθορισµός τοποθέτησης του αντικειµένου πλέγµατος. 

 

Έχει γίνει πλέον η εισαγωγή του αρχείου .mesh. 

 

5.3. Ρύθµιση των παραµέτρων του πλέγµατος 
 

Για να εµφανιστεί το µοντέλο του κεφαλιού, πρέπει να επιλεγεί “Mesh Mode” 

(απεικόνιση του πλέγµατος) (βλ. ενότητα 3.5.1).Μετά την επιλογή “Mesh Mode”,το 

πρόγραµµα θα εµφανίσει το παρακάτω µήνυµα, αν δεν έχουν ρυθµιστεί οι παράµετροι 

του πλέγµατος: 

 

 
Εικόνα 5.4: Μήνυµα του προγράµµατος XFDTD προς το χρήστη 

το οποίο εµφανίζεται αν επιλεγεί η απεικόνιση του πλέγµατος 

ενώ δεν έχουν ρυθµιστεί οι παράµετροι του πλέγµατος. 

 

Επιλέγοντας “Yes” ο χρήστης «µεταφέρεται» σε ένα παράθυρο το οποίο έχει τη µορφή 

της Εικόνας 5.5. 

 Σε περίπτωση που για κάποιον λόγο έχουν ήδη ρυθµιστεί παράµετροι για το 

πλέγµα, θα εµφανιστεί στο χρήστη κατευθείαν ένα παράθυρο αυτής της µορφής, χωρίς 

προηγουµένως να του εµφανιστεί το µήνυµα της εικόνας 5.5 

 

 

 

 

 



 

 

109 

 

 

 
Εικόνα 5.5: Το παράθυρο που εµφανίζεται µε την ενεργοποίηση της ετικέτας Mesh. 

 

Μέσα από αυτό το παράθυρο είναι δυνατόν-όπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 

3.5.3-να ρυθµιστεί το µέγεθος του κάθε κελιού, και να καθοριστούν οι διαστάσεις του 

πλέγµατος. Καλό είναι να επιλεγούν ως µονάδες (Grid Units) τα χιλιοστά-(millimeters). 

Ο τύπος του πλέγµατος (Grid Type) µπορεί να καθοριστεί ως “Auto” αλλά η επιλογή 

“Electric” είναι καταλληλότερη. Έπειτα, πρέπει να καθοριστούν από το χρήστη οι 

διαστάσεις του κάθε κελιού (θεωρείται ότι x y z δ∆ = ∆ = ∆ = -ενότητα 2.4.2), αφού λάβει 

υπόψη τη σχέση (2.48α) .Για το συγκεκριµένο πρόβληµα ισχύει βάσει όσων αναφέρονται 

στο [1] : 

min

_

max

ύ xώ

r

λελε θερου ρουλ
ε

=  (5.1). 

Στο πρόβληµα που εξετάζεται εδώ, 

είναι: 3
83*10 / 1

10
_ 1800 6

c m s
mm

ύ xώ f MHz
λελε θερου ρου = = = ×  και 68,3

maxr
ε = .  

Έτσι προκύπτει: min

1000

6* 68.3
mmλ = . 

Λόγω συγκεκριµένου µοντέλου κεφαλιού που χρησιµοποιήθηκε στο πρόβληµα αυτό, 

είναι επιθυµητό να είναι 1.25mmδ = . 

Συνεπώς, για την τιµή του minλ  που βρέθηκε παραπάνω, ισχύει η σχέση (2.48α) 

εποµένως βάση της θεωρίας του Κεφαλαίου 2, έχει εξασφαλιστεί η ακρίβεια των 

υπολογισθέντων από τη µέθοδο των πεπερασµένων διαφορών στο πεδίο του χρόνου 

αποτελεσµάτων. 

Όπως έχει ήδη αναφερθεί στην ενότητα 3.5.3, τo µέγεθος του κελιού µπορεί να 

αλλάζει αυτόµατα από το πρόγραµµα, για αυτό, αν ο χρήστης θέλει να το διατηρήσει 
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σταθερό, πρέπει να ενεργοποιήσει το εικονίδιο µε το λουκέτο( → ). Επίσης, επειδή 

για τις ανάγκες της προσοµοίωσης κρίνεται απαραίτητο το «γέµισµα» (“padding”) (βλ. 

Κεφάλαιο 3) να είναι «οµοιόµορφο», πρέπει να επιλεγεί το “Uniform padding in cells”. 

∆ίπλα από την επιγραφή “Uniform padding in cells” υπάρχει ένα πλαίσιο, το οποίο 

χρησιµοποιείται για τον καθορισµό του αριθµού των κελιών που απέχει η κάθε πλευρά 

του «κουτιού» Geometry Bounding Box από την αντίστοιχη του «κουτιού» Mesh 

Bounding Box (βλ. Κεφάλαιο 3). Σε αυτό το πλαίσιο, πρέπει από εµπειρικό κανόνα, να 

εισαχθεί αριθµός µεγαλύτερος ή ίσος του: 

( / 4) /
_

1000 / (24 1.25) 34

ύ xώ
λ δελε θερου ρου

  =  

= ∗ =  

 . 

Πάντως στην εν λόγω εργασία, για µεγαλύτερη ασφάλεια, εισήχθη στο παραπάνω 

πλαίσιο ο αριθµός 40. 

Αφού λοιπόν ο χρήστης κάνει τις κατάλληλες επιλογές πρέπει στη συνέχεια να 

επιλέξει “Generate Mesh”. 

 

5.4. Απεικόνιση του µοντέλου του κεφαλιού-εύρεση των κατάλληλων σηµείων 

και επιπέδων. 
 

Συνεχίζοντας, επιλέγοντας την ετικέτα View, µπορεί πλέον ο χρήστης να δει µία τοµή 

του κεφαλιού παράλληλη στο-κατά σύµβαση-ΧΥ επίπεδο. Κάνοντας κυρίως χρήση των 

XY, YZ, ZX Views (σε διαφορετικές τοµές (slices)) αλλά και της τρισδιάστατης 

απεικόνισης (βλ. Κεφάλαιο 3) βρίσκει τις συντεταγµένες των σηµείων L (EECL), R 

(EECR) και M (βλ. Κεφάλαιο 4). Χρήσιµα προς αυτό το σκοπό είναι τα εξής εργαλεία 

που ανήκουν στο µενού το οποίο βρίσκεται στο δεξί άκρο της περιοχής απεικόνισης: 

α)  β)  γ)  δ)  ε) , και λιγότερο το στ)  . 

Οι συντεταγµένες των τριών παραπάνω σηµείων πρέπει να εισαχθούν κατά το 

κάλεσµα µίας συνάρτησης µε όνοµα “refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp” που έχει 

δηµιουργηθεί σε γλώσσα matlab (η οποία πάντως δε δέχεται ορίσµατα). Η συνάρτηση 

αυτή, θα επιστρέψει στο χρήστη µεταξύ άλλων τέσσερα κατάλληλα σηµεία για την 

µοντελοποίηση του επιπέδου αναφοράς, του επιπέδου ( )2Π , του βασικού επιπέδου (βλ. 

Κεφάλαιο 4), και τέλος [2] του άνω και του κάτω επιπέδου αναφοράς (reference plane up 

(RPU) και reference plane down (RPD)). Υπάρχουν δύο επίπεδα που είναι παράλληλα 

στο επίπεδο αναφοράς και απέχουν από αυτό απόσταση ίση µε το µήκος του κινητού (σε 

χιλιοστά) διαιρεµένη διά του 2. Το επίπεδο που βρίσκεται στον ηµιχώρο που ορίζεται 

από το λαιµό και το επίπεδο αναφοράς είναι το κάτω επίπεδο αναφοράς και το άλλο είναι 

το άνω επίπεδο αναφοράς Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζονται οι διαστάσεις του 

κινητού που χρησιµοποιείται: 
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Σχήµα 5.1: Οι διαστάσεις στο µοντέλο του κινητού τηλεφώνου που χρησιµοποιήθηκε. 

 

Αρχικά ο χρήστης πρέπει να βρει 2 σηµεία– άλλα δύο βρίσκονται αυτόµατα από την 

παραπάνω συνάρτηση-µε τη βοήθεια των οποίων θα καθοριστεί µία λεπτή πλάκα, της 

µορφής Advance Quadrilateral Plate [3] που θα µοντελοποιεί το επίπεδο αναφοράς. Για 

το σκοπό αυτό, είναι χρήσιµες οι τοµές του κεφαλιού που είναι παράλληλες σε κάποιο 

από τα XY, YZ, ZX επίπεδα. 

Το ποιες τοµές είναι κάθε φορά οι κατάλληλες δίνεται απευθείας κατά την 

εκτέλεση της συνάρτησης “refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp ”. 

Ως παράδειγµα, ας θεωρηθεί ότι το ΧΥ επίπεδο-ΧΥ view-είναι το κατάλληλο για 

την εύρεση δύο σηµείων από τα τέσσερα που θα χρησιµοποιηθούν για τη µοντελοποίηση 

του επιπέδου αναφοράς. Σε κάποια τοµή του κεφαλιού που είναι παράλληλη στο XΥ 

επίπεδο, στο ύψος ενός Ζ (γενικά στο ύψος της τρίτης µεταβλητής που λείπει-π.χ. για το 

ZX επίπεδο στο ύψος ενός Y) που να βρίσκεται περίπου στη µέση του κεφαλιού, πρέπει 

αφού γίνει χρήση του εργαλείου ( ), να επιλεγούν δύο σηµεία τέτοια ώστε να 

σχηµατίζουν υποθετικά µία διαγώνιο, ενός τετραγώνου, το οποίο περιέχει την τοµή του 

κεφαλιού. Στις παρακάτω εικόνες, µε τις κόκκινες τελίτσες απεικονίζονται δύο τέτοια 

σηµεία: 
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                                               (α)                                                  

 
                                                 (β)                                                

Εικόνες 5.6 (α), (β): Η επιλογή δύο κατάλληλων σηµείων για τη µοντελοποίηση ενός επιπέδου 

στο πρόγραµµα XFDTD.Τα σηµεία απεικονίζονται µε κόκκινο χρώµα. 



 

 

113 

 

Η υποθετική διαγώνιος που δηµιουργείται, φαίνεται στην Εικόνα 5.7: 

 

 
Εικόνα 5.7: Η υποθετική διαγώνιος που δηµιουργείται από τα δύο παραπάνω σηµεία. 

 

Έχοντας ο χρήστης διαλέξει τα δύο κατάλληλα σηµεία (τα οποία σηµειώνεται πάλι, θα 

του ζητηθεί από το πρόγραµµα Matlab να εισάγει αφού κληθεί η συνάρτηση 

“refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp”), επιλέγει το εικονίδιο Quadrilateral plane ( ) από 

τη γραµµή εργαλείων ( ) που βρίσκεται πάνω 

από το δέντρο αντικειµένων (βλ. Κεφάλαιο 2).  

Στο παράθυρο που εµφανίζεται µετά την επιλογή του εικονιδίου ,ο χρήστης 

επιλέγει “Advanced…”. Με αυτόν τον τρόπο αναδύεται ένα παράθυρο όπως αυτό που 

απεικονίζεται στην Εικόνα 5.8. Από αυτό το παράθυρο εισάγει ο χρήστης τις 

συντεταγµένες των τεσσάρων κορυφών για την κατασκευή του αντικειµένου Advance 

Quadrilateral Plate.Το αντικείµενο αυτό είναι όπως αναφέρθηκε µία λεπτή πλάκα 

σχήµατος παραλληλογράµµου που χρησιµοποιείται για τη µοντελοποίηση του επιπέδου 

αναφοράς. 
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Εικόνα 5.8: Το παράθυρο που εµφανίζεται µετά την επιλογή ( )->“Advanced…” 

 

O χρήστης πρέπει να εισάγει στο πρόγραµµα Matlab στις κατάλληλες θέσεις τις 

συντεταγµένες των τεσσάρων σηµείων µε τη σειρά που αυτές εµφανίστηκαν. ∆ηλαδή 

στο πλαίσιο Point 1 πρέπει να µπουν οι συντεταγµένες του σηµείου P1 (ή p1), και ου το 

καθεξής Πριν ο χρήστης επιλέξει το ( ), πρέπει να προσέξει έτσι ώστε το 

υλικό από το οποίο θα κατασκευαστεί το αντικείµενο Advanced Quadrilateral Plate να 

έχει τις ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες του ελεύθερου χώρου. Για να το κάνει αυτό 

επιβάλλεται να επιλέξει το µαύρο βέλος στο πλαίσιο  και 

από το µενού που θα αναδυθεί να επιλέξει “Add Material”: 

 

 
 

Στη συνέχεια από το παράθυρο που θα εµφανιστεί θα επιλέξει το χρώµα του καινούργιου 

υλικού από το οποίο θα κατασκευαστεί το αντικείµενο που θα εισαχθεί, και έπειτα θα 

επιλέξει “OK”. Το παράθυρο που θα εµφανιστεί θα πρέπει να τροποποιηθεί πριν 

ξαναεπιλεγεί “OK” αν δεν είναι ίδιο µε αυτό που απεικονίζεται στην Εικόνα 5.9 (οι 

ηλεκτροµαγνητικές παράµετροι που φαίνονται στην εικόνα, είναι αυτές του ελευθέρου 
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χώρου). Μοναδική εξαίρεση είναι φυσικά η ονοµασία του νέου υλικού κάτω από την 

επιγραφή “Material Name”. Στη συγκεκριµένη περίπτωση δεν είναι απαραίτητο οι 

ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες του νέου υλικού να είναι αυτές του ελευθέρου χώρου, 

εφόσον αργότερα θα σβηστεί αυτό το αντικείµενο, αλλά καλό είναι να ακολουθείται 

γενικά µία συγκεκριµένη τακτική. 

 

 
Εικόνα 5.9: Το παράθυρο που εµφανίζεται µετά την επιλογή “Add Material”. 

 

Στη συνέχεια ο χρήστης πρέπει να κατασκευάσει ένα ίδιο αντικείµενο (Advanced 

Quadrilateral Plate) το οποίο αυτή τη φορά θα προσοµοιώνει το επίπεδο ( )2Π , µε 

παρόµοια διαδικασία, δίνοντας ως παραµέτρους δύο συντεταγµένες δύο κατάλληλων 

σηµείων µε τη βοήθεια των οποίων θα καθοριστεί πού θα τοποθετηθεί στο χώρο του 

προγράµµατος το αντικείµενο της µορφής Advanced Quadrilateral Plate. 

Αφού εν τέλει εισαχθεί κατάλληλο αντικείµενο πάνω στο ( )2Π , µε παρόµοια 

διαδικασία εισάγεται αντίστοιχα, ένα ίδιο αντικείµενο στο βασικό επίπεδο. 

Στη συνέχεια ο χρήστης, πρέπει-αφού επιλέξει την τρισδιάστατη απεικόνιση-µε 

βάση τον ορισµό των σηµείων Ν και F (βλ. Κεφάλαιο 4), να µεταφέρει διαρκώς το 

αντικείµενο που αντιστοιχεί στο επίπεδο ( )2Π  παράλληλα σε αυτό το επίπεδο, 

χρησιµοποιώντας ταυτόχρονα τα εργαλεία: , , , , . Για να το κάνει 

αυτό, πρέπει, αφού επιλέξει το αντικείµενο που αντιπροσωπεύει το επίπεδο ( )2Π  από το 

δέντρο των αντικειµένων, µε δεξί «κλικ» να επιλέξει “Edit” και στη συνέχεια µε 

αριστερό «κλικ» “Move” από το µενού που θα αναδυθεί. Το µενού αυτό απεικονίζεται 

στην Εικόνα 5.10: 
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Εικόνα 5.10: Το παράθυρο που χρησιµεύει για τη µεταφορά ενός αντικειµένου που δεν αποτελεί 

µέρος του τρέχοντος πλέγµατος. 

 

Με τις κατάλληλες εισαγωγές δίπλα στην επιγραφή “Distance (x,y,z)” προσέχοντας ώστε 

οι µονάδες να είναι σε χιλιοστά (Millimeters) ο χρήστης προσθέτει στην ουσία αυτήν την 

τριάδα των πραγµατικών αριθµών που θα εισάγει, στις αντίστοιχες συντεταγµένες κάθε 

σηµείου του αντικειµένου µε αποτέλεσµα να µεταφέρεται το αντικείµενο, 

µοντελοποιώντας διαρκώς επίπεδα πάντα παράλληλα µε το επίπεδο που µοντελοποιούσε 

στην αρχή. 

Σταµατώντας τη µεταφορά εκεί που πρέπει σύµφωνα µε τον ορισµό που δόθηκε 

στο προηγούµενο κεφάλαιο, επιλέγει το σηµείο Ν (κάνοντας ξανά χρήση των εργαλείων 

, , , , ) και εισάγει σε αυτό το σηµείο έναν πολύ µικρό κύβο µε ακµή 

ενός κελιού. Για το σκοπό αυτό, επιλέγει το εικονίδιο Rectangular Block ( ) [3] από τη 

γραµµή εργαλείων: ( ). Εµφανίζεται έτσι ένα 

παράθυρο όµοιο µε αυτό της Εικόνας 5.11: 

 

 
Εικόνα 5.11: Το παράθυρο που αναδύεται µετά την επιλογή του εικονιδίου . 
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Κάτω από το πλαίσιο Corner Point πρέπει να εισάγει τις συντεταγµένες για το σηµείο N 

και κάτω από το πλαίσιο Change in να εισάγει τις διαστάσεις του κελιού. Έπειτα, αφού 

δηµιουργηθεί ένα νέο υλικό µε τις ηλεκτροµαγνητικές ιδιότητες του ελευθέρου χώρου 

και µε ένα εύκολα αναγνωρίσιµο χρώµα σύµφωνα µε τη διαδικασία που περιγράφτηκε 

παραπάνω, εισάγεται το νέο αντικείµενο στο δέντρο αντικειµένων. 

Στη συνέχεια ο χρήστης πρέπει να µετακινήσει τον κύβο (όπως µετακίνησε τα 

αντικείµενα Advanced Quadrilateral Plate), µέχρι αυτός να συµπέσει οπτικά στο κελί του 

οποίου την µία άκρη θεωρεί ως σηµείο Ν. Για το σκοπό αυτό πρέπει να γίνει χρήση των 

XY, YZ, ZX Views και της τρισδιάστατης απεικόνισης. Χρήσιµα επίσης είναι τα 

εργαλεία , , , ,  . Σηµειώνεται πάντως ότι µε λίγο προσεκτική χρήση 

των εργαλείων , , , ,  θα βρεθεί από την αρχή το κατάλληλο σηµείο N 

χωρίς να χρειαστεί να γίνει µεταφορά του µικρού κύβου.  

Γενικά η ταχύτητα µε την οποία θα διενεργηθεί αυτή η διαδικασία, αλλά και όλες 

που περιγράφονται σε αυτό το κεφάλαιο, εξαρτώνται από την εµπειρία που διαθέτει ο 

χρήστης. 

Με βάση τα παραπάνω βρίσκονται οι συντεταγµένες του σηµείου Ν, µε 

ικανοποιητική ακρίβεια. Παρόµοια διαδικασία ακολουθείται και για την εύρεση των 

συντεταγµένων του σηµείου F.  

Γνωρίζοντας πλέον ο χρήστης τις συντεταγµένες των σηµείων Ν, F πρέπει να 

περιστρέψει το αντικείµενο που αντιστοιχεί στο βασικό επίπεδο µέσα από το πρόγραµµα 

XFDTD και µε άξονα περιστροφής την NF ευθεία µέχρι αυτό να τµήσει το µάγουλο 

κάπου ανάµεσα στο άνω και στο κάτω επίπεδο αναφοράς. Είναι εποµένως απαραίτητος 

και ο σχεδιασµός αυτών των δύο επιπέδων. 

Συνεπώς, πριν ξεκινήσει η περιστροφή του βασικού επιπέδου γύρω από την NF 

ευθεία, πρέπει να εισαχθούν δύο νέα αντικείµενα “Advance Quadrilateral Plates” στο 

πρόγραµµα, που θα αντιπροσωπεύουν τα άνω και κάτω επίπεδα αναφοράς. Τα σηµεία 

για την κατασκευή αυτών των δύο αντικειµένων, δίνονται αυτοµάτως από το πρόγραµµα 

Matlab. Ο τρόπος κατασκευής και εισαγωγής των αντικειµένων αυτών είναι ακριβώς ο 

ίδιος µε αυτόν που περιγράφηκε και αφορούσε το επίπεδο αναφοράς, το βασικό επίπεδο 

και το επιπέδου ( )2Π . 

 Αφού εισαχθούν αυτά τα δύο αντικείµενα, πρέπει ο χρήστης να κάνει δεξί «κλικ» 

στο Αdvanced Quadrilateral Plate που αντιστοιχεί στο βασικό επίπεδο, στο δέντρο 

αντικειµένων 

Στη συνέχεια, µε την επιλογή “Εdit->Rotate” θα εµφανιστεί στην οθόνη του 

χρήστη ένα παράθυρο σαν αυτό που απεικονίζεται στην Εικόνα 5.12. 
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Εικόνα 5.12: Το παράθυρο που χρησιµεύει για τη περιστροφή ενός αντικειµένου που δεν 

αποτελεί µέρος του τρέχοντος πλέγµατος. 

 

Στο παράθυρο αυτό, πρέπει αρχικά να ενεργοποιηθεί η επιλογή “Define Rotation 

Axis”στην ετικέτα Rotation Axis: 

 

 
Εικόνα 5.13: Επιλογή ορισµού του άξονα περιστροφής. 
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Ως δύο “Axis Points” (σηµεία του άξονα περιστροφής) πρέπει να εισαχθούν οι 

συντεταγµένες των σηµείων N, F αντίστοιχα. Με αυτό τον τρόπο µπορεί να περιστραφεί 

το αντικείµενο Advanced Quadrilateral Plate γύρω από την ευθεία NF. Στρέφοντας 

επανειληµµένα υπό διάφορες γωνίες (Rotation Angle) το αντικείµενο αυτό γύρω από την 

ευθεία NF, προσπαθεί ο χρήστης να βρει το εφαπτόµενο σηµείο (tangent point) T. Tο 

εφαπτόµενο σηµείο ορίζεται ως εξής: Περιστρέφεται το βασικό επίπεδο (pivot plane) 

γύρω από τη NF ευθεία µέχρι αυτό να τµήσει το µάγουλο κάπου ανάµεσα στα άνω και 

κάτω επίπεδα αναφοράς (RPU και RPD αντίστοιχα). ∆ηλαδή, αρχικά, περιστρέφεται το 

Advanced Quadrilateral Plate γύρω από την NF ευθεία µέχρι αυτό να τµήσει το µάγουλο. 

Στη συνέχεια θα συνεχίζονται οι περιστροφές µέχρι να βρεθεί το πρώτο κοινό σηµείο του 

κεφαλιού και του περιστρεφόµενου βασικού επιπέδου που µοντελοποιείται από το 

αντικείµενο Advanced Quadrilateral Plate και το οποίο είναι ανάµεσα στα άνω και κάτω 

επίπεδα αναφοράς. Πρέπει να σηµειωθεί ότι σε περίπτωση που απενεργοποιηθεί το 

παράθυρο µε την επιγραφή “Rotate Objects” (Εικόνα 5.13) απαιτείται προσοχή έτσι ώστε 

τα νέα “Axis Points” να είναι ίδια µε τα αρχικά ( δηλαδή το N και το F). 

Είναι δυνατόν να επιλεγούν αρχικά µέσω της τρισδιάστατης απεικόνισης κάποιες 

υποψήφιες συντεταγµένες για το εφαπτόµενο σηµείο. Έπειτα, µε διαδικασία παρόµοια µε 

αυτήν που ακολουθήθηκε για τα σηµεία N, F-µε την εισαγωγή ενός πολύ µικρού κύβου 

µε ακµή όσο η ακµή του κελιού-µπορούν να βρεθούν µε ικανοποιητική ακρίβεια οι 

συντεταγµένες του εφαπτόµενου σηµείου. Οι συντεταγµένες των σηµείων N, F, T 

εισάγονται από το χρήστη κατά τη διάρκεια εκτέλεσης της ρουτίνας 

“refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp”. Η όλη παραπάνω διαδικασία αναφέρεται στην 

περίπτωση της “cheek position”.  

Θεωρείται ότι το εφαπτόµενο σηµείο και κατά συνέπεια το εφαπτόµενο επίπεδο 

είναι διαφορετικό όταν πρόκειται για τοποθέτηση του κινητού σε “tilted position”. Αφού 

βρεθεί το εφαπτόµενο σηµείο για τη “cheek position”, πρέπει να γίνει µία επιπρόσθετη 

περιστροφή κατά +15 µοίρες ή κατά -15 µοίρες. Ποια περιστροφή είναι η κατάλληλη 

επαφίεται στο χρήστη και στην εκάστοτε εφαρµογή. Για παράδειγµα αν ο χρήστης 

διαπιστώσει ότι η περιστροφή των +15 µοιρών δεν είναι η κατάλληλη, τότε σίγουρα η 

κατάλληλη πλέον περιστροφή είναι -30 µοίρες. Αντιθέτως, αν ο χρήστης διαπιστώσει ότι 

η περιστροφή των -15 µοιρών δεν είναι η κατάλληλη, τότε σίγουρα η κατάλληλη πλέον 

περιστροφή είναι +30 µοίρες. Μετά από αυτές τις περιστροφές, το βασικό επίπεδο θα 

ορίζεται από τα σηµεία N, F και από ένα οποιοδήποτε σηµείο του αντικειµένου 

Advanced Quadrilateral Plate που µοντελοποιεί το (περιστρεµµένο) βασικό επίπεδο. 

Κατά προτίµηση όµως, καλό θα είναι ο χρήστης να επιλέξει ένα σηµείο του αντικειµένου 

που βρίσκεται ανάµεσα στo άνω και κάτω επίπεδο αναφοράς και µακριά από τα σηµεία 

N, F. Θεωρητικά πάντως δεν ενδιαφέρει πού βρίσκεται το εφαπτόµενο σηµείο, απλά 

ενδιαφέρει να ανήκει στο επίπεδο. Με παρόµοια λογική, δεν ενδιέφερε το –παλαιό 

(“cheek position”)- εφαπτόµενο σηµείο. Θα µπορούσε να γίνει χρήση οποιουδήποτε 

σηµείου του αντικειµένου, διαφορετικού φυσικά από τα N,F σηµεία, το οποίο πάντως για 

πρακτικούς λόγους θα έπρεπε ναι µεν να βρίσκεται στο επίπεδο αλλά να είναι και αυτό 

σχετικά µακριά από τα σηµεία N,F.∆ηλαδή το εφαπτόµενο σηµείο βρίσκεται όχι 

απαραίτητα για να γίνει το τρίτο σηµείο από το οποίο θα οριστεί το εφαπτόµενο επίπεδο, 

αλλά για να καθοριστεί ποιο περιστρεµµένο γύρω από την NF ευθεία βασικό επίπεδο, 

είναι το εφαπτόµενο επίπεδο Αφού αποφασιστεί ποιο σηµείο πρέπει να θεωρηθεί ως 

εφαπτόµενο σηµείο (ανάλογα και µε το αν πρόκειται για “tilted position” ή “cheek 
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position”), εισάγονται οι συντεταγµένες των σηµείων N, F, T από το χρήστη στην 

ρουτίνα “refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp” και τέλος επιλέγονται οι περιστροφές που 

εκφράζονται από τις σχέσεις (4.7), (4.8) ή (4.9), (4.10) (right ή left position αντίστοιχα). 

Στη συνέχεια, πρέπει να σβηστούν όλα τα αντικείµενα στο δέντρο αντικειµένων µε 

εξαίρεση το µοντέλο του κεφαλιού. 

 

5.5. ∆ηµιουργία νέου αντικειµένου πλέγµατος 
 

Στη συνέχεια, επιβάλλεται να κατασκευαστεί ένα αντικείµενο τύπου Rectangular Block 

( ) από τη γραµµή εργαλείων: ( ) µε ακµή 

όσο η ακµή του κελιού και το ένα άκρο του να είναι τo σηµείο L για τις περιπτώσεις 

“right titled position” και “right cheek position” που εξετάζονται σε αυτήν την εργασία 

(ή τo σηµείο R για τις περιπτώσεις“left titled position” και “left cheek position”). O 

κύβος ( ) που θα εισαχθεί στα σηµεία πρέπει να είναι κατασκευασµένος από υλικό µε 

ιδιότητες όπως αυτές του ελεύθερου χώρου. Εδώ αυτό κρίνεται απαραίτητο. Έπειτα 

κάνοντας δεξί «κλικ» στο αντικείµενο πλέγµατος που αντιπροσωπεύει το κεφάλι, στο 

δέντρο αντικειµένων ο χρήστης το τοποθετεί µε την επιλογή “Reorder in list->Move To 

Top” πάνω από τα άλλα αντικείµενα. Στη συνέχεια είναι αναγκαίο να ξαναγίνει 

“Generate mesh” µε τις ίδιες παραµέτρους που είχαν εισαχθεί προηγουµένως. Μετά από 

αυτό, ο χρήστης είναι αναγκαίο να επιλέξει “View” και στη συνέχεια “Tools->Mesh 

Object->Create from this Mesh”. Έπειτα από αυτές τις ενέργειες, θα εµφανιστεί ένα 

παράθυρο όπως το παρακάτω: 

 

 
Εικόνα 5.14: Το παράθυρο δηµιουργίας ενός νέου αντικειµένου πλέγµατος. 

 

Ο χρήστης επιλέγει “ΟΚ” χωρίς να αλλάξει καµία από τις ρυθµίσεις. Μπορεί µόνο αν 

επιθυµεί να ονοµατίσει το καινούργιο αντικείµενο .mesh που θα προστεθεί στο δέντρο 

αντικειµένων. Μετά από αυτή την ενέργεια, το νέο αντικείµενο πλέγµατος θα εµφανιστεί 

στην κορυφή του δέντρου αντικειµένων. Στη συνέχεια πρέπει να σβηστούν τα 

αντικείµενα από τα οποία προήλθε αυτό το αντικείµενο πλέγµατος-το αντικείµενο 

Rectangular Block και το προηγούµενο µοντέλο κεφαλιού (δεξί «κλικ» στο δέντρο 

αντικειµένων και επιλογή “Delete”)-και να γίνει ξανά “Generate mesh” µε τις ίδιες 
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παραµέτρους που είχαν εισαχθεί προηγουµένως µε εξαίρεση τον αριθµό των κελιών 

δίπλα στην επιγραφή “Uniform padding in cells” όπου σε αυτήν την περίπτωση πρέπει να 

εισαχθούν 1 µε 2 κελιά για πρακτικούς λόγους. 

 

5.6. Περιστροφή του αντικειµένου πλέγµατος 
 

Στο µοναδικό πλέον αντικείµενο πλέγµατος που υπάρχει στο δέντρο αντικειµένων 

γίνεται η εφαρµογή των κατάλληλων περιστροφών. Συγκεκριµένα, αφού επιλεγεί µε 

αριστερό «κλικ» το αντικείµενο αυτό στο δέντρο αντικειµένων, ο χρήστης πρέπει να 

κάνει δεξί «κλικ» πάνω του και να επιλέξει από το αναδυόµενο µενού “Mesh Object-

>Remesh/Rotate/Scale”. Θα εµφανιστεί το παράθυρο που απεικονίζεται στην Εικόνα 

5.15. 

 

 
Εικόνα 5.15: Το παράθυρο που χρησιµεύει για τη περιστροφή ενός αντικειµένου πλέγµατος. 

 

Κάνοντας «κλικ» στον άσπρο κύκλο δίπλα στην επιγραφή “Direction Cosines” ο 

χρήστης εισάγει τον πίνακα µετασχηµατισµού R που προκύπτει, κατά το κάλεσµα της 

συνάρτησης “refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp”. 

Μετά την εφαρµογή του γεωµετρικού µετασχηµατισµού επαναλαµβάνεται το 

“Generate mesh” µε τον αριθµό των κελιών δίπλα στην επιγραφή “Uniform padding in 

cells” να είναι ίσος µε 40 + (1 ή 2). 

Στο σηµείο αυτό ή και από ποιο πριν θα αναρωτηθεί( θα έχει αναρωτηθεί) 

πιθανότατα ο αναγνώστης, γιατί γίνεται περιστροφή του µοντέλου κεφαλιού και όχι του 
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µοντέλου κινητού. Η απάντηση δεν είναι η προφανής «το ίδιο κάνει, δεν έχει πρακτικά 

καµία διαφορά». 

Σύµφωνα µε το [3] η λειτουργία “remesh” σχεδιάστηκε για να εφαρµόζεται µε 

µικρά σφάλµατα σε σχετικά µεγάλα αντικείµενα πλέγµατος µε καµπυλοειδή µορφή όπως 

το µοντέλο κεφαλιού που χρησιµοποιήθηκε .Τα αποτελέσµατα για άλλων ειδών 

αντικείµενα πλέγµατος όπως επίπεδες επιφάνειες, λεπτά σύρµατα ή ορθογώνια 

παραλληλεπίπεδα σαν το µοντέλο κινητό που χρησιµοποιήθηκε, είναι πολύ λιγότερο 

ακριβή. Συνοψίζοντας, αν περιστραφεί το κεφάλι, θα αλλοιωθεί λιγότερο από την 

αντίστοιχη αλλοίωση που θα υφίστατο το κινητό για την αντίστοιχη περιστροφή 

 

5.7. Εισαγωγή του µοντέλου κινητής τερµατικής συσκευής στο λογισµικό 

XFDTD  
 

Για την εισαγωγή του κινητού ως ένα αρχείο .mesh στο πρόγραµµα, είναι αναγκαίο να 

ακολουθηθεί µία παρόµοια διαδικασία µε αυτή που ακολουθήθηκε για την εισαγωγή του 

κεφαλιού. 

Συγκεκριµένα, ο χρήστης εισάγει το κινητό στη θέση (0,0,0) και µε µονάδες 

“millimeters”. Έπειτα , πρέπει πιθανόν να µεταφέρει το κινητό (κάνοντας διπλό αριστερό 

«κλικ» στο σχετικό αντικείµενο στο δέντρο αντικειµένων κλπ.) µέχρι αυτό να ξεχωρίσει 

εντελώς από το κεφάλι. Στη συνέχεια, «διαβάζει» µε βάση το αντικείµενο Rectangular 

Block που είχε εισάγει (κατά προτίµηση) στο L ή R και το οποίο συµπεριέλαβε στο νέο 

αντικείµενο πλέγµατος .mesh, ποιες είναι οι νέες συντεταγµένες του σηµείου R ή L και N 

στο πρόγραµµα, µετά τους γεωµετρικούς µετασχηµατισµούς. Mε βάση τις παλιές (πριν 

την περιστροφή) συντεταγµένες τις οποίες ο χρήστης εισάγει κατά το κάλεσµα της 

συνάρτησης “refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp”, υπολογίζεται από τη συνάρτηση αυτή το 

διάνυσµα-στήλη 

0

0

0

x

y

z

 
 
 
  

 (βλ. σχέση 4.16) που όπως έχει τονιστεί είναι ίδιο για όλα τα 

σηµεία. Έτσι υπολογίζονται και οι συντεταγµένες του σηµείου N–έστω 1 2 3( , , )n n n -στο 

πρόγραµµα. Έστω επίσης 1 2 3( , , )r r r  οι συντεταγµένες του σηµείου R στο πρόγραµµα που 

υπολογίζονται και αυτές µε χρήση της ίδιας συνάρτησης.  

Πρέπει να επισηµανθεί ότι είναι απαραίτητο το µοντέλο του κινητού ως ένα 

αρχείο .mesh να βρίσκεται πάνω από το µοντέλο του κεφαλιού στο δέντρο των 

αντικειµένων. Το γεγονός αυτό, αντιπροσωπεύει την ρεαλιστική κατάσταση της 

µεγαλύτερης σκληρότητας των υλικών από τα οποία είναι φτιαγµένο το κινητό σε σχέση 

µε τη σκληρότητα του δέρµατος στα σηµεία επαφής του χρήστη µε το κινητό, που έχει 

ως αποτέλεσµα την πίεση του αυτιού. 

Στην παρακάτω εικόνα απεικονίζεται το µοντέλο του κινητού αφού αυτό έχει 

εισαχθεί στο πρόγραµµα XFDTD και φαίνονται και οι διαστάσεις του. 
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Εικόνα 5.16: Το µοντέλο του κινητού αφού αυτό έχει εισαχθεί στο πρόγραµµα XFDTD µε τις 

διαστάσεις του. 

 

5.8. Μεταφορά της κινητής τερµατικής συσκευής 
 

Μετά από τους παραπάνω υπολογισµούς ο χρήστης πρέπει να επιλέξει το κινητό από το 

δέντρο των αντικειµένων (µε διπλό «κλικ»), και αφού επιλύσει ως προς α, β, γ τις 

παρακάτω εξισώσεις (στην ουσία εφαρµόζεται µεταφορά µέσα από το πρόγραµµα): 

1 _n ά ύ aπλ τος κινητο= +  

2 _ / 2r ή ύµ κος κινητο β= +  

3 _ _r ύ ίψος σηµε ου γ= Ε +  

όπου για το µοντέλο κινητού που χρησιµοποιήθηκε (Εικόνα 5.16) είναι: 

_ 25ά ύ mmπλ τος κινητο =  

_ 61.25ή ύ mmµ κος κινητο =  

_ _ 90ύ ί mmψος σηµε ου Ε =  

κάνοντας αριστερό «κλικ» στο αρχείο .mesh του κεφαλιού στο δέντρο αντικειµένων, 

τοποθετεί σε νέα θέση το κινητό, προσθέτοντας τα α, β, γ στις 3 συντεταγµένες , ,x y z  

αντίστοιχα. Προσοχή πρέπει να δοθεί στο να είναι οι µονάδες πάντα σε χιλιοστά. 

 Αφού τοποθετηθεί στην επιδιωκόµενη θέση το κινητό γίνεται για τελευταία φορά 

“Generate Mesh” κρατώντας τις προηγούµενες παραµέτρους.(42 κελιά). 
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 Σηµειώνεται ότι αν στο κινητό, το σηµείο E  ήταν ένα µεταβλητό σηµείο 

(Κεφάλαιο 4) τότε θα ήταν: 

_ _ _ _ύ ί E ύ ή ό DPPψος σηµε ου ψος ακουστικ ς εξ δου= −  όπου η απόσταση DPP  

εξαρτάται από το εκάστοτε χρησιµοποιούµενο ανατοµικό µοντέλο κεφαλιού (Κεφάλαιο 

4). 

 

5.9. Τελική δηµιουργία αρχείου πλέγµατος 
 
Ως επόµενο βήµα, µπορεί να εκτελεστεί η προσοµοίωση και να δηµιουργηθεί ένα αρχείο 

project (Κεφάλαιο 3) µε βάση τη θεωρία τις οδηγίες του Κεφαλαίου 6. 

 Εναλλακτικά, µπορεί δηµιουργηθεί από τα παραπάνω δύο µοντέλα (κινητό και 

κεφάλι στη σωστή θέση το ένα σε σχέση µε το άλλο) ένα νέο αρχείο .mesh από τα δύο 

µοντέλα (κινητό και κεφάλι στη σωστή θέση το ένα σε σχέση µε το άλλο) µε τον ίδιο 

τρόπο που δηµιουργήθηκε ένα όµοιο αρχείο από το αρχικό κεφάλι και το Rectangular 

Block (+(1-2) στο “Uniform padding in cells”). 

 Στη συνέχεια από το κύριο µενού του προγράµµατος πρέπει να γίνει αποθήκευση 

της γεωµετρίας: File->Geometry->Save as… και να δοθεί ένα όνοµα ως αρχείο 

γεωµετρίας. Έπειτα θα ζητηθεί από το πρόγραµµα να αποθηκευτεί και το αρχείο .mesh 

που δηµιουργήθηκε. 

Αυτό το αντικείµενο πλέγµατος που αποθηκεύεται στο αρχείο .mesh, µπορεί µετά 

να εισαχθεί µε τη γνωστή πλέον διαδικασία στο πρόγραµµα XFDTD και να εισάγεται 

γενικά όποτε επιθυµείται να γίνει µία νέα προσοµοίωση. 
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 Κεφάλαιο 

 
 

 

 

Αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων µε 

το πρόγραµµα XFDTD 

 

 
6.1 Εισαγωγή 
  

Στο κεφάλαιο αυτό περιγράφονται τα βήµατα εκτέλεσης των ηλεκτροµαγνητικών 

προσοµοιώσεων και γίνεται σχολιασµός των αποτελεσµάτων και σύγκρισή τους. Οι 

προσοµοιώσεις που εκτελέστηκαν σε αυτήν την εργασία, εκτελέστηκαν µε απώτερο 

σκοπό να µετρηθεί η ηλεκτροµαγνητική παράµετρος SAR (Specific Absorption Rate- 

Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης). 

 Γενικά, το πρόγραµµα XFDTD εκτός από τη δυνατότητα υπολογισµού της 

µέγιστης τοπικής τιµής του SAR, παρέχει τη δυνατότητα υπολογισµού τοπικών και 

6
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µέσων τιµών του SAR σε µάζα αναφοράς συγκεκριµένων ιστών 1 ή 10 γραµµαρίων. 

Βρίσκεται έτσι ο µέσος όρος του SAR ανά 1 ή 10 γραµµάρια συγκεκριµένου ιστού. Ο 

αλγόριθµος υπολογισµού της µάζας αναφοράς ακολουθεί το πρότυπο [1]. 

 

6.2 ∆ηµιουργία αρχείου project-προετοιµασία εκτέλεσης προσοµοιώσεων 
 

Συνεχίζοντας τη διαδικασία που περιγράφηκε στο προηγούµενο κεφάλαιο, ο χρήστης 

πρέπει να επιλέξει µέσω των ετικετών και  

ηµιτονοειδή (Sinusoid) τύπο κυµατοµορφής (Waveform Type) µε συχνότητα 1.8 GHz 

για τη συγκεκριµένη προσοµοίωση, στη µόνιµη κατάσταση (Steady State), όπως φαίνεται 

στην εικόνα 3.8 αλλά µε αριθµό βηµάτων το πολύ 7000. Τουλάχιστον τόσα βήµατα 

χρησιµοποιήθηκαν στη συγκεκριµένη εργασία. Πιθανόν να χρειάζονταν λιγότερα. ∆εν 

υπάρχει σύµφωνα µε το [2] µία γενική µέθοδος για να εξασφαλιστεί ότι η προσοµοίωση 

θα φτάσει στην ηµιτονοειδή µόνιµη κατάσταση. Ο πιο σίγουρος τρόπος είναι οι δοκιµές 

και η χρήση κάποιων γραφικών παραστάσεων από τις οποίες µπορεί να παρατηρηθεί αν 

και κατά πόσο έχει επιτευχθεί κατάσταση που προσοµοιώνει µε αρκετή ακρίβεια την 

ηµιτονοειδή µόνιµη κατάσταση. Για περισσότερες πληροφορίες ο ενδιαφερόµενος 

αναγνώστης παραπέµπεται στο [2]. 

Όταν στη συνέχεια ο χρήστης επιλέξει File->Project->Save as θα του ζητηθεί από 

το πρόγραµµα να προσθέσει της κατάλληλες πηγές τάσης ή πηγές ρεύµατος (ίσως 

επιπρόσθετα του ζητηθεί πιο πριν να αποθηκεύσει το αρχείο γεωµετρίας και το αρχείο 

του πλέγµατος). Ο χρήστης θα πρέπει µε βάση τη θεωρία της ενότητας 3.6 να προσθέσει 

«διακριτή πηγή» στη διεύθυνση που αυτός επιθυµεί (X-Directed, Y-Directed ή Z-

Directed) µε τρόπο ώστε η «διακριτή πηγή» να είναι η ακµή ενός κελιού που αποτελεί τη 

βάση της κεραίας του κινητού τηλεφώνου. Κατά τα άλλα, οι ρυθµίσεις όσον αφορά το 

πλάτος και τη φάση της πηγής, είναι αυτές που απεικονίζονται στην εικόνα 3.9. ή όπως 

εν τέλει ο χρήστης επιθυµεί. Από τις οριακές συνθήκες που είναι διαθέσιµες προς 

χρησιµοποίηση από το πρόγραµµα, προτιµήθηκαν στις συγκεκριµένες προσοµοιώσεις, οι 

οριακές συνθήκες απορρόφησης Liao (εικόνα 3.10). 

 Από τις ετικέτες και  επιλέγεται 

να υπολογιστούν πηγές πεδίων που αντιστοιχούν στη διεύθυνση στην οποία 

τοποθετήθηκε η διακριτή πηγή της κεραίας του κινητού και στο πλαίσιο Location 

εισάγεται η θέση σε κελιά της βάσης της διακριτής πηγής της κεραίας του κινητού.  

Από την ετικέτα επιλέγεται η ηλεκτροµαγνητική 

παράµετρος που επιθυµείται να µετρηθεί και σε ποια επίπεδα. Στις συγκεκριµένες 

προσοµοιώσεις επελέγησαν “XY” “SAR”, “Add All Planes” και “Unaveraged” καθώς 

επίσης και “ZX” “SAR”, “Add All Planes”, “Unaveraged”, “1 g Average”, “10 g 

Average”.  

 Τελειώνοντας, ο χρήστης οφείλει να επιλέξει να αποθηκευτεί ξανά το αρχείο 

project, το οποίο έχει υποστεί ορισµένες τροποποιήσεις. 
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6.3 Ευστάθεια της µεθόδου των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο λογισµικό 

XFDTD 
 
Στην ενότητα 2.4.2 είχε γίνει αναφορά στην ακρίβεια και στην ευστάθεια της µεθόδου 

των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του Χρόνου. Πρακτικά, η ακρίβεια της 

µεθόδου όπως εφαρµόζεται στο πρόγραµµα XFDTD εξετάστηκε στην ενότητα 5.3. Ο 

οξυδερκής αναγνώστης ίσως να παρατήρησε ότι δεν έγινε αναφορά στην ευστάθεια της 

µεθόδου όπως εφαρµόζεται στο πρόγραµµα XFDTD. Η αλήθεια είναι ότι (µε αφαιρετική 

θεώρηση) το πρόγραµµα εξασφαλίζει την ευστάθεια του αλγορίθµου επιλέγοντας µόνο 

του το κατάλληλο t∆ . Πάντως είναι γεγονός ότι αφού εκτελεστούν τα παραπάνω βήµατα 

είναι δυνατόν µε χρήση της ετικέτας  να δει ο χρήστης ποιο είναι 

το t∆  που επέλεξε το πρόγραµµα. Στη συνέχεια, µπορεί φυσικά να ελέγξει αν ισχύει η 

σχέση (2.48γ). Στη συγκεκριµένη περίπτωση πρέπει να ελέγξει αν ισχύει η σχέση (2.48γ) 

µε 1.25mmδ =  και 8

max 3 10 [ / ]u m s= ×  όπου ως µέγιστη φασική ταχύτητα είναι η 

ταχύτητα το φωτός στο κενό. Στο συγκεκριµένο πρόβληµα δεν υφίσταται το φαινόµενο 

της διασποράς εποµένως η οµαδική ταχύτητα ισούται µε τη φασική [3], [4], [5].  

 Στην προκειµένη περίπτωση όπου είναι 2.407t ps∆ =  δεν είναι δύσκολο να 

επαληθευτεί η ευστάθεια της µεθόδου των Πεπερασµένων ∆ιαφορών στο Πεδίο του 

Χρόνου. 

 

6.4 Εκτέλεση και αποτελέσµατα των προσοµοιώσεων 
 

Από τις ετικέτες ,  και µε την επιλογή 

“Calculate” µπορεί να ξεκινήσει πλέον να εκτελείται η προσοµοίωση. Όταν τελειώσει η 

εκτέλεση της προσοµοίωσης, η οποία σηµειωτέον πιθανότατα θα διαρκέσει κάποιες 

ώρες, λαµβάνονται τα επιθυµητά αποτελέσµατα µε χρήση της ετικέτας  

και του όπου και γίνεται κανονικοποίηση των τιµών µε βάση µία τιµή ισχύος 

0,125W  που αφορά συχνότητα 1,8GHz  [5]. Πιο συγκεκριµένα, έγιναν τρεις 

διαφορετικές προσοµοιώσεις και για να είναι εφικτή η σύγκριση των αποτελεσµάτων 

έγινε κανονικοποίηση ως προς τη µέγιστη τοπική τιµή του SAR που υπολογίστηκε 

( 6.7219[ / ]W kg ). 

 

6.5 Γραφική παρουσίαση των αποτελεσµάτων-Κατανοµές τοπικού SAR 
 

6.5.1 “Cheek” position 
 

Στις τρεις παρακάτω εικόνες (Εικόνα 6.1α, Εικόνα 6.1β, Εικόνα 6.1γ) απεικονίζεται η 

right cheek (ή cheeked) position όπως φαίνεται µέσα από το πρόγραµµα XFDTD. 
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Εικόνες 6.1α, 6.1β, 6.1γ: Right cheek position όπως φαίνεται µέσα από το πρόγραµµα XFDTD. 

 

Τα στατιστικά αποτελέσµατα για τον Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης (SAR) φαίνονται 

στην Εικόνα 6.2: 

 



 

 

130 

 
Εικόνα 6.2: Στατιστικά για το Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης. 

 

Παρακάτω παρουσιάζεται η γραφική αναπαράσταση των κατανοµών SAR στις τοµές 

Υ=134 και Ζ=140 (µε κανονικοποίηση όσον αφορά το SAR, στην τιµή 6.7219[ / ]W kg ) 

(Εικόνες 6.3, 6.4): 

 

 
Εικόνα 6.3: Γραφική αναπαράσταση της κατανοµής SAR στην τοµή Υ=134. 
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Εικόνα 6.4: Γραφική αναπαράσταση της κατανοµής SAR στην τοµή Z=140. 

 

6.5.2 “Tilt” position 
 

Στις τρεις παρακάτω εικόνες (Εικόνα 6.5α, Εικόνα 6.5β, Εικόνα 6.5γ) απεικονίζεται η 

right tilt (ή tilted) position όπως φαίνεται µέσα από το πρόγραµµα XFDTD. 
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Εικόνες 6.5α, 6.5β, 6.5γ: Right tilted position όπως φαίνεται µέσα από το πρόγραµµα XFDTD. 

 

Τα στατιστικά αποτελέσµατα για τον Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης (SAR) φαίνονται 

στην Εικόνα 6.6: 

 

 
Εικόνα 6.6: Στατιστικά για τον Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης (SAR). 

 

Παρακάτω αναπαρίστανται γραφικά οι κατανοµές SAR στις τοµές Υ=131 και Ζ=134 (µε 

κανονικοποίηση όσον αφορά το SAR, στην τιµή 6.7219[ / ]W kg ): 
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Εικόνα 6.7: Γραφική αναπαράσταση των κατανοµών SAR στην τοµή Y=131. 

 

 
Εικόνα 6.8: Γραφική αναπαράσταση των αποτελεσµάτων στην τοµή Z=134. 
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6.5.3 Απλή τοποθέτηση του κινητού 
 

Αυτός ο τρόπος τοποθέτησης του κινητού είναι αρκετά απλός. ∆εν γίνεται καµία 

περιστροφή και απλά γίνεται εισαγωγή του µοντέλου του κεφαλιού στο πρόγραµµα, 

εισαγωγή του µοντέλου του κινητού στο πρόγραµµα µε παράλληλη φυσικά ρύθµιση των 

παραµέτρων του πλέγµατος και χρησιµοποιείται η εξίσωση της ενότητας 5.8 µε τις 

συντεταγµένες των σηµείων R και Ν πριν την περιστροφή .∆ηλαδή τις συντεταγµένες 

που έχουν τα σηµεία R και Ν µε το που εισάγεται το κεφάλι, οι οποίες σηµειωτέον, αν 

χρησιµοποιηθούν ίδιες παράµετροι πλέγµατος µε τις δύο παραπάνω περιπτώσεις θα είναι 

οι ίδιες. Παράλληλα έχει υλοποιηθεί συµπίεση του αυτιού κατά 1-3 mm η οποία είναι 

αποδεκτή από τη βιβλιογραφία [6].  

 

 

 
Εικόνες 6.9α, 6.9β, 6.9γ: Η απλή τοποθέτηση του κινητού όπως φαίνεται µέσα από το πρόγραµµα 

XFDTD. 
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Τα στατιστικά που αφορούν το Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης (SAR) για αυτήν την 

περίπτωση, είναι τα εξής: 

 

 
Εικόνα 6.10: Στατιστικά για τον Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης (SAR). 

 

Είναι φανερό από τα παραπάνω στατιστικά αποτελέσµατα, ότι η µέγιστη τιµή 

6.7219[ / ]W kg  αφορά αυτήν την περίπτωση.  

Εν συνεχεία, δίνεται µία γραφική αναπαράσταση των κατανοµών SAR στις τοµές 

Υ=131 και Ζ=140:  

 

 
Εικόνα 6.11:Γραφική αναπαράσταση των κατανοµών SAR στην τοµή Y=131. 
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Εικόνα 6.12: Γραφική αναπαράσταση των κατανοµών SAR στην τοµή Ζ=140. 

 

6.5.4 Σύνοψη των αποτελεσµάτων 
 

Στην ενότητα αυτή συνοψίζονται τα αποτελέσµατα των ενοτήτων 6.5.1, 6.5.2, 6.5.3. 

Αρχικά, συνοψίζονται τα στατιστικά αποτελέσµατα για το Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης: 

 

Πίνακας 6.1: Σύνοψη των στατιστικών αποτελεσµάτων για το SAR 

Περίπτωση Cheek position Tilt position Απλή τοποθέτηση 

Peak local SAR (W/kg) 2.28 3.12 6.72 

Averaged SAR (W/kg) 0.015 0.017 0.031 

Peak spatial SAR1g (W/kg) 1.05 1.16 2.20 

Peak spatial SAR10g (W/kg) 0.45 0.53 1.31 

 

Παρακάτω, παρουσιάζεται µία σύνοψη των γραφικών αναπαραστάσεων των 

αποτελεσµάτων για τις Y τοµές και στη συνέχεια για τις Ζ τοµές: 
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         α                       β         γ 

Εικόνα 6.13: Συνοπτική γραφική αναπαράσταση των κατανοµών SAR για τις Y τοµές σε α)  

cheek, β) tilt και γ) απλή τοποθέτηση 

 

         α                       β         γ 

Εικόνα 6.14: Συνοπτική γραφική αναπαράσταση των κατανοµών SAR για τις Z τοµές σε α)  

cheek, β) tilt και γ) απλή τοποθέτηση 

 

Επιβάλλεται να επισηµανθεί ότι οι Y και οι Z τοµές στην περίπτωση της απλής 

τοποθέτησης του κινητού δεν «ταιριάζουν» µε τις αντίστοιχες των δύο άλλων 

περιπτώσεων, κάτι το οποίο έχει να κάνει µε το γεγονός ότι η τοποθέτηση του κινητού σε 

σχέση µε το κεφάλι είναι εντελώς διαφορετική στην περίπτωση της απλής τοποθέτησης 

(υπενθυµίζεται στον αναγνώστη ότι στην απλή τοποθέτηση του κινητού δεν έγινε 

περιστροφή του κεφαλιού). 

 

6.6 Συµπεράσµατα  
 

Πριν γίνει εξαγωγή των όποιων συµπερασµάτων, επιβάλλεται να γίνουν κάποιες 

θεωρήσεις και να επισηµανθούν ορισµένα πράγµατα: 

• Όπως σηµειώνεται στο [2] αλλά και από τη θεωρία των κεφαλαίων 4, 5 το 

µοντέλο του κεφαλιού αλλοιώνεται όταν υφίσταται περιστροφή µέσα από το 

πρόγραµµα XFDTD. Παρόλα αυτά επειδή επετεύχθη να γίνει η περιστροφή µόνο 

µία φορά και στο αρχικό αντικείµενο πλέγµατος-κεφάλι, θεωρείται ότι η 

αλλοίωση είναι αµελητέα. Έτσι, θεωρείται ότι το µοντέλο του κεφαλιού είναι το 

ίδιο και στις τρεις παραπάνω περιπτώσεις. 
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• Και οι 3 τοποθετήσεις βασίστηκαν στη σχέση που δίδεται στην ενότητα 5.8, αλλά 

µε διαφορετική θεώρηση των συντεταγµένων των σηµείων N και R. 

• H συχνότητα που χρησιµοποιήθηκε ήταν η ίδια ( )1.8GHz , η ισχύς που 

χρησιµοποιήθηκε για την κανονικοποίηση ήταν η ίδια ( )0,125W  και γενικά οι 

ρυθµίσεις ήταν οι ίδιες και στις τρεις προσοµοιώσεις. Μόνο ο τρόπος 

τοποθέτησης του κινητού άλλαζε. 

• Ζητείται να γίνει αποδεκτή µία αυθαίρετη και όχι απολύτως σωστή γενίκευση 

των συµπερασµάτων, καθότι το σίγουρο είναι µόνο ότι τα συµπεράσµατα ισχύουν 

για συγκεκριµένο τύπο κεφαλιού, συγκεκριµένο τύπο κινητού, συγκεκριµένες 

τοποθετήσεις κ.ο.κ. 

• Γενικά για την εξαγωγή των συµπερασµάτων και τις συγκρίσεις είναι 

προτιµότερο να χρησιµοποιείται η µέγιστη τιµή του µέσου SAR σε µάζα 10 

γραµµαρίων και να µην λαµβάνονται υπόψη οι τοπικές τιµές. Με αυτόν τον 

τρόπο, ελαχιστοποιούνται τα σφάλµατα καθότι κάποιες υψηλές τιµές του τοπικού 

SAR δεν είναι πάντα αντιπροσωπευτικές. 

Με βάση τα παραπάνω εξάγονται τα εξής συµπεράσµατα: 

1. Σύµφωνα µε τα όρια που έχουν αναφερθεί στην ενότητα 1.4 για τη 

µέγιστη τιµή του µέσου SAR σε µάζα 10 γραµµαρίων, σε καµία 

περίπτωση δεν έχει γίνει υπέρβαση των ορίων αυτών. Παρόλα αυτά η 

χειρότερη περίπτωση είναι η απλή τοποθέτηση του κινητού 

( )1,31280[ / ]W kg . Ακολουθεί η tilted position ( )0,53225[ / ]W kg  και η 

λιγότερο δυσµενής περίπτωση βρίσκεται να είναι η cheeked position 

( )0, 44895[ / ]W kg . 

2. Από το 1, προκύπτει το συµπέρασµα ότι γενικά έχει σηµασία η 

τοποθέτηση του κινητού. Πάντως, αφού η χειρότερη περίπτωση φαίνεται 

να είναι η απλή περίπτωση τοποθέτησης ίσως θα µπορούσε να γίνει 

εξαγωγή αποτελεσµάτων µε βάση αυτήν την περίπτωση. Αν δεν γίνεται 

υπέρβαση των ορίων σε αυτήν την περίπτωση, τότε πιθανότατα δεν θα 

γίνεται ούτε στις άλλες δύο «κανονικές» τοποθετήσεις. Από την άλλη 

όµως πρέπει να τονιστεί ότι η απλή τοποθέτηση του κινητού δεν εκφράζει 

σε καµία περίπτωση κάποια ρεαλιστική κατάσταση. Εποµένως, θα 

µπορούσε κανείς να θεωρήσει ότι θα πρέπει να µελετώνται µόνο οι δύο 

«κανονικές» τοποθετήσεις (άλλες δύο από την αριστερή πλευρά), για να 

υπάρχει άλλωστε και συµφωνία µε τα πρότυπα που έχει θέσει η IEEE 

(Κεφάλαιο 1, Κεφάλαιο 4). Βέβαια, το συµπέρασµα για τη δυσµενέστερη 

περίπτωση της απλής τοποθέτησης οφείλει να επιβεβαιωθεί µε 

περισσότερες προσοµοιώσεις χρησιµοποιώντας πληθώρα κεφαλιών και 

κινητών τηλεφώνων ώστε να είναι λογική µία ενδεχόµενη γενίκευσή του.  
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Προτάσεις για µελλοντική εργασία 

 

 
Πολλές ιδέες για µελλοντικές εργασίες µπορούν να βασιστούν στη θεωρία που 

παρουσιάστηκε σε αυτήν την εργασία και στα αποτελέσµατα που ελήφθησαν . 

 Ενδεικτικά, προτείνεται να κατασκευαστούν νέα µοντέλα κινητών τερµατικών µε 

ακουστική έξοδο (Κεφάλαιο 4, 5) προκειµένου να υπάρχει απόλυτη συµφωνία µε το [1] 

στο οποίο δίνεται ο ορισµός της πιο αντιπροσωπευτικής τοποθέτησης των κινητών 

τηλεφώνων σε σχέση µε ανατοµικά µοντέλα κεφαλιών που υιοθετήθηκε στην εργασία 

αυτή. 

 Επίσης µε κατάλληλα µοντέλα κεφαλιού τα οποία εκτίθενται στην 

ηλεκτροµαγνητική ακτινοβολία µοντέλων κινητού τηλεφώνου θα µπορούσε να µετρηθεί 

ο Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης για την περίπτωση παιδικών κεφαλιών και για τις 

συγκεκριµένες τέσσερεις τοποθετήσεις που περιγράφονται στο πρότυπο 1528-2003 της 

7
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ΙΕΕΕ (Κεφάλαιο 1) και χρησιµοποιήθηκαν (οι δύο από αυτές) σε αυτήν την εργασία. Η 

κατασκευή ενός µοντέλου παιδικού κεφαλιού µπορεί να γίνει µε βάση το µοντέλο 

κεφαλιού ενηλίκου και µε µία διαδικασία που περιγράφεται στο [3] ή εναλλακτικά 

µπορούν να χρησιµοποιηθούν MRI-based µοντέλα κεφαλιού παιδιών διαφόρων ηλικιών. 

 Επίσης, θα µπορούσε εκτός από το Ρυθµό Ειδικής Απορρόφησης (SAR) να 

µετρηθεί η θερµοκρασιακή αύξηση σε ευαίσθητα σηµεία του κεφαλιού, εξαιτίας της 

χρήσης του κινητού τηλεφώνου, όπως για παράδειγµα στον οφθαλµό, µε χρήση της 

βιοθερµικής εξίσωσης [2]. Σε αυτές τις περιπτώσεις, θα ήταν προτιµότερη η χρήση CAD 

µοντέλων κεφαλιού τα οποία έχουν συνήθως µεγαλύτερη ανάλυση από τα ανατοµικά 

µοντέλα, επιτρέποντας µε αυτό τον τρόπο τη θεώρηση περισσότερων ιστών. Τα VHP 

ανατοµικά µοντέλα και τα MRI ανατοµικά µοντέλα (όπως αυτό που χρησιµοποιήθηκε 

στην παρούσα εργασία) έχουν πολύ µικρή ανάλυση (1-2mm) η οποία δεν είναι αρκετή 

για την σωστή µοντελοποίηση του ανθρώπινου οφθαλµού. Από κάποια αποτελέσµατα 

ηλεκτροµαγνητικών προσοµοιώσεων σε βιολογικούς ιστούς, όπως αυτά που 

δηµοσιεύονται στο [2], συνάγεται το συµπέρασµα ότι επιβάλλεται πλέον, όσον αφορά τα 

ευαίσθητα όργανα του ανθρωπίνου σώµατος (όπως τα µάτια), να µελετάται επιπρόσθετα 

η θερµοκρασιακή αύξηση που προέρχεται από τη έκθεση στην ακτινοβολία της κεραίας 

του κινητού τηλεφώνου και όχι µόνο ο Ρυθµός Ειδικής Απορρόφησης (SAR). 

Θα µπορούσαν επιπρόσθετα, να εκτελεστούν προσοµοιώσεις, κατά τις οποίες το 

κινητό τηλέφωνο να τοποθετείται στην πιο αντιπροσωπευτική θέση όσον αφορά άλλες 

καταστάσεις, όπως για παράδειγµα την κατάσταση «ανοικτής ακρόασης». Πιθανόν η 

κατάσταση «ανοικτής ακρόασης» να έχει δυσµενέστερες επιπτώσεις από τις συνήθεις 

τοποθετήσεις σχετικά µε την απορρόφηση ακτινοβολίας από το ανθρώπινο κεφάλι, και 

ιδιαίτερα από ευαίσθητους ιστούς µε χαµηλή ικανότητα θερµορύθµισης. Σε ορισµένες 

περιπτώσεις, η ακουστική έξοδος για την «ανοικτή ακρόαση» βρίσκεται στο πίσω µέρος 

του κινητού µε αποτέλεσµα κατά τη διάρκεια µίας τέτοιας χρήσης του κινητού, να µην 

παρεµβάλλεται κάποιο επίπεδο που να αποτρέπει την ακτινοβολία να κατευθυνθεί προς 

το χρήστη. 

Αξίζει να αναφερθεί επίσης ότι θα ήταν δυνατό να µελετηθούν και οι άλλες δύο 

τοποθετήσεις “left cheeked position” και “left tilted position”, που δεν 

χρησιµοποιήθηκαν σε αυτές τις προσοµοιώσεις, αν και στην πραγµατικότητα χρειάζονται 

ελάχιστες αλλαγές στις συναρτήσεις που χρησιµοποιήθηκαν και η επαρκής θεωρία για 

κάτι τέτοιο περιλαµβάνεται σε αυτήν την εργασία. 

 Το τελικό συµπέρασµα από αυτήν την εργασία είναι ότι θα πρέπει σε όλες τις 

ηλεκτροµαγνητικές προσοµοιώσεις από τούδε και στο εξής, να τοποθετείται το κινητό σε 

µία ή παραπάνω από τις τέσσερις αντιπροσωπευτικές τοποθετήσεις που παρουσιάζονται 

στο πρότυπο IEEE 1528-2003 [4] και οι δύο εκ των οποίων χρησιµοποιήθηκαν εδώ. 
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Παράρτηµα 

 
 

 

 

∆ιανυσµατικός Λογισµός-Το επίπεδο 

 

 

Π.1.1. Εισαγωγή 

 

Το συγκεκριµένο παράρτηµα κρίθηκε σκόπιµο να συµπεριληφθεί στην παρούσα εργασία 

προκειµένου να υπενθυµιστούν στον αναγνώστη κάποιες βασικές µαθηµατικές έννοιες 

µε τις περισσότερες από τις οποίες είναι πιθανότατα ήδη εξοικειωµένος. Εκτός τούτου, 

στο κύριο µέρος της εργασίας γίνονται συχνά αναφορές στον παρόν παράρτηµα. Έτσι ο 

αναγνώστης που δε γνωρίζει ή δε θυµάται κάποιο µαθηµατικό τύπο που αναφέρεται στο 

κύριο κείµενο, µπορεί να ανατρέχει στο παράρτηµα αυτό. Οι µαθηµατικές έννοιες που 

εισάγονται αποτελούν αντικείµενο της επιστήµης της Αναλυτικής και ∆ιανυσµατικής 

1
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Γεωµετρίας αλλά χρησιµοποιούνται και στην επιστήµη των Γραφικών µε Υπολογιστές 

(Computer Graphics) και φυσικά σε πλήθος άλλων επιστηµών.  

 

Π.1.2. Αρχικές Συµβάσεις 
 
Ας θεωρηθεί ότι συµβολίζεται µε Ε  ο τρισδιάστατος Ευκλείδειος χώρος σηµείων [1], 

δηλαδή ο συνήθης χώρος των σηµείων της «εποπτείας» µας µαζί µε την Ευκλείδεια 

Γεωµετρία του [2]. Ο Ε ονοµάζεται και εποπτικός χώρος σύµφωνα µε το [2]. Τα 

αντικείµενα που παρίστανται στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο σηµείων µπορούν να 

οριστούν ως σύνολα σηµείων του Ε [1]. 

 Τα στοιχεία του συνόλου Ε , δηλαδή τα σηµεία του Ε , θα συµβολίζονται µε 

κεφαλαία γράµµατα της λατινικής αλφαβήτου (δε θα χρησιµοποιείται όµως το γράµµα 

O ). Έτσι π.χ. το C  είναι ένα συγκεκριµένο στοιχείο-σηµείο του Ε  όπως π.χ. ο αριθµός 

32,67 είναι συγκεκριµένο στοιχείο του συνόλου ℝ . Βέβαια το σύνολο των γραµµάτων 

της λατινικής αλφαβήτου είναι πεπερασµένο ενώ το σύνολο των σηµείων του Ε  είναι 

άπειρο. Παρόλα αυτά θα υιοθετηθεί αυτός ο συµβολισµός. Ένα τυχαίο (µεταβλητό) 

σηµείο του Ε  θα συµβολίζεται µε κεφαλαία γράµµατα της ελληνικής αλφαβήτου. Έτσι 

π.χ. το γράµµα Γ  µπορεί να αντιπροσωπεύει οποιοδήποτε σηµείο του Ε , όπως π.χ. η 

µεταβλητή x  µπορεί να αντιπροσωπεύει οποιοδήποτε αριθµό του συνόλου ℝ . Ένα 

τυχαίο σταθερό σηµείο του συνόλου Ε  συµβολίζεται µε ένα ελληνικό γράµµα και ένα 0 

ως κάτω δείκτη (π.χ. 0Α ) (όπως για παράδειγµα συµβολίζουµε συνήθως µε 0x  ένα 

τυχαίο σταθερό αριθµό του ℝ ) ή µε το λατινικό γράµµα O . 

 Για να κατανοήσει ο αναγνώστης γιατί γίνονται οι παραπάνω συµβάσεις, µπορεί 

να φανταστεί έναν παρατηρητή να σχεδιάζει σε έναν πίνακα ένα τρίγωνο και να ονοµάζει 

µε A, B και C τις τρεις κορυφές του. Ο χώρος στον οποίο δουλεύει ο παρατηρητής αυτός 

είναι κατά κάποιο τρόπο ο δυσδιάστατος Ευκλείδειος χώρος σηµείων (στην 

πραγµατικότητα δουλεύει σε ένα affine plane [3]). Αν θεωρηθεί ότι τα γράµµατα Α και Β 

µπορούν να αντιπροσωπεύουν το καθένα, οποιοδήποτε σηµείο του πίνακα, τότε το 

ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ θα αντιπροσωπεύει οποιοδήποτε ευθύγραµµο τµήµα πάνω στον 

πίνακα, ενώ το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ για τον παρατηρητή είναι ένα και µοναδικό-η µία 

πλευρά του τριγώνου. 

 

Π.1.3. Εφαρµοστά διανύσµατα - Ελεύθερα διανύσµατα 
 
∆ύο ευθείες έχουν την ίδια διεύθυνση, αν και µόνο αν είναι παράλληλες ή συµπίπτουν. 

Το σύνολο δ  όλων των παραλλήλων ευθειών προς µία δεδοµένη ευθεία ( )ε  λέγεται 

διεύθυνση της ευθείας ( )ε . Συνήθως όµως η διεύθυνση περιγράφεται από ένα στοιχείο 

του συνόλου αυτού. ∆ιεύθυνση µίας ηµιευθείας xΑ  ή ενός ευθυγράµµου τµήµατος ΑΒ  

µε Α  διαφορετικό του Β, λέγεται η διεύθυνση της ευθείας στην οποία ανήκει. Έστω το 

σύνολο των ηµιευθειών µε µία ορισµένη διεύθυνση. ∆ύο οποιεσδήποτε ηµιευθείες 

,x yΑ Β  του συνόλου αυτού, έχουν την ίδια φορά, αν και µόνο αν: ή α) ανήκουν στην ίδια 

ευθεία και η µία περιέχει την άλλη ή β) ανήκουν σε δύο διαφορετικές ευθείες και 

βρίσκονται στο ίδιο ηµιεπίπεδο µε ακµή το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ  (σχήµα Π.1.1): 
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Σχήµα Π.1.1: Φορά ηµιευθειών 

 

∆ιαφορετικά λέγεται ότι οι ηµιευθείες έχουν αντίθετη φορά. Το σύνολο ϕ  όλων των 

ηµιευθειών που έχουν την ίδια φορά προς µία δεδοµένη ηµιευθεία 0xΑ  λέγεται φορά της 

ηµιευθείας 0xΑ . Συνήθως όµως η φορά δίνεται µέσω µίας ηµιευθείας του συνόλου αυτού 

[2]. 

Όπως είναι γνωστό, κάθε διατεταγµένο ζευγάρι ( , )Α Β  σηµείων του Ε , ορίζει 

ένα ευθύγραµµο τµήµα µε καθορισµένη αρχή Α  και πέρας Β . Ένα τέτοιο ευθύγραµµο 

τµήµα λέγεται εφαρµοστό διάνυσµα µε αρχή το Α  και πέρας το Β  και συµβολίζεται ως 

ΑΒ
����

. ∆ιεύθυνση και φορά του εφαρµοστού διανύσµατος ΑΒ
����

, µε Α  διαφορετικό του Β, 

ονοµάζεται η διεύθυνση και η φορά αντίστοιχα της ηµιευθείας ΑΒ . Η ευθεία που 

περιέχει το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ  λέγεται φορέας του εφαρµοστού διανύσµατος ΑΒ
����

. 

Το µήκος του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ , ως προς µία µονάδα µήκους, λέγεται µέτρο 

του εφαρµοστού διανύσµατος ΑΒ
����

 ως προς τη µονάδα αυτή και συµβολίζεται µε ΑΒ
����

. 

Αναφέρεται επίσης ότι για κάθε σηµείοΑ∈Ε , το εφαρµοστό διάνυσµα ΑΑ
����

 λέγεται 

µηδενικό εφαρµοστό διάνυσµα στο Α  [2]. Ως φορέας του µηδενικού εφαρµοστού 

διανύσµατος στο Α  µπορεί να θεωρηθεί οποιαδήποτε ευθεία διέρχεται από το Α . ∆εν 

ορίζεται τέλος διεύθυνση και φορά για το µηδενικό εφαρµοστό διάνυσµα σε οποιοδήποτε 

σηµείο, ενώ ως µέτρο του θεωρείται το 0 και γράφεται π.χ. 0ΑΑ =
����

 [4]. 

Το σύνολο των εφαρµοστών διανυσµάτων σε ένα τυχαίο σταθερό σηµείο O  του 

Ε  συµβολίζεται µε OD . 

Έστω ένα τυχαίο σταθερό σηµείο O  του Ε . Σε κάθε σηµείο Ρ  του Ε  αντιστοιχεί 

ακριβώς ένα στοιχείο του OD , το OΡ
����

. Αντιστρόφως, σε κάθε στοιχείο του OD  

αντιστοιχεί ακριβώς ένα σηµείο του Ε , το πέρας αυτού του στοιχείου-εφαρµοστού 

διανύσµατος. Στο σηµείο O  αντιστοιχεί το µηδενικό εφαρµοστό διάνυσµα OO
����

. Υπάρχει 

εποµένως µία αµφιµονοσήµαντη και επί απεικόνιση η οποία σε κάθε σηµείοΡ  του Ε  
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αντιστοιχίζει το εφαρµοστό διάνυσµα OΡ
����

 του OD  και αντιστρόφως. Το εφαρµοστό 

διάνυσµα OΡ
����

 λέγεται διάνυσµα θέσης του σηµείου Ρ∈Ε . 

∆ύο οποιαδήποτε µη µηδενικά εφαρµοστά διανύσµατα που έχουν την ίδια 

διεύθυνση λέγονται συγγραµµικά αν και µόνο αν βρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία ή 

παράλληλα αν και µόνο αν βρίσκονται πάνω σε παράλληλες ευθείες .Αν δύο οποιαδήποτε 

µη µηδενικά εφαρµοστά διανύσµατα ,ΑΒ Γ∆
���� ����

 είναι παράλληλα, τότε και µόνο τότε 

γράφεται / /ΑΒ Γ∆
���� ����

. ∆ύο οποιαδήποτε παράλληλα ή συγγραµµικά διανύσµατα ,ΑΒ Γ∆
���� ����

 

λέγονται οµόρροπα αντίστοιχα αντίρροπα, αν και µόνο αν οι ηµιευθείες ,ΑΒ Γ∆  έχουν 

την ίδια, αντίστοιχα αντίθετη, φορά. ∆ηλαδή δύο οποιαδήποτε µη µηδενικά εφαρµοστά 

διανύσµατα ,ΑΒ Γ∆
���� ����

 λέγονται οµόρροπα-αντίστοιχα αντίρροπα- αν και µόνο αν έχουν 

την ίδια-αντίστοιχα αντίθετη- φορά. Αν οι διευθύνσεις δύο οποιοδήποτε µη µηδενικών 

εφαρµοστών διανυσµάτων ,ΑΒ Γ∆
���� ����

 είναι κάθετες, τότε και µόνο τότε, τα διανύσµατα 

λέγονται κάθετα και το γεγονός αυτό συµβολίζεται µε: ΑΒ ⊥ Γ∆
���� ����

 [2]. 

∆ύο µη µηδενικά εφαρµοστά διανύσµατα ,ΑΒ Γ∆
���� ����

 λέγονται ισοδύναµα, αν και 

µόνο αν είναι οµόρροπα και έχουν ίδιο µέτρο. Το σύνολο όλων των εφαρµοστών 

διανυσµάτων που είναι ισοδύναµα προς ένα τυχαίο σταθερό µη µηδενικό εφαρµοστό 

διάνυσµα 0 0Α Β
������

 ονοµάζεται ελεύθερο διάνυσµα και το 0 0Α Β
������

 είναι ένας αντιπρόσωπος 

του ελεύθερου διανύσµατος. Το σύνολο των ελεύθερων διανυσµάτων συµβολίζεται 

συνήθως µε το γράµµα D  και τα (σταθερά) στοιχεία του µε µικρά γράµµατα της 

αγγλικής αλφαβήτου (µε βέλος από πάνω) πχ. , ,a b c
� � �

 (δε θα χρησιµοποιείται όµως το o
�

). 

Ένα τυχαίο (µεταβλητό) στοιχείο του D  θα συµβολίζεται µε µικρά γράµµατα της 

ελληνικής αλφαβήτου (και βέλη από πάνω) π.χ. , ,α β γ
�� �� �

. Ένα τυχαίο σταθερό στοιχείο 

του D  θα συµβολίζεται µε ένα ελληνικό γράµµα και ένα 0 ως κάτω δείκτη χωρίς να 

παραλείπεται φυσικά το βέλος π.χ. 0 0 0, ,α β γ
��� ��� ���

. ή µε o
�

. 

Ορισµένες φορές θα παριστάνεται ένα ελεύθερο διάνυσµα µε έναν οποιοδήποτε 

αντιπρόσωπό του. Επίσης κάποιες φορές όταν χρησιµοποιείται ένα τυχαίο σταθερό µη 

µηδενικό εφαρµοστό διάνυσµα 0OΒ
�����

 και µέσω αυτού ορίζεται το αντίστοιχο ελεύθερο 

διάνυσµα, αυτό το τελευταίο θα συµβολίζεται µε 
0

oΒ

����
. Έτσι π.χ. τα ,R Ll o

�� ���
 είναι στοιχεία 

του D .  

Θεωρείται ότι τα µηδενικά εφαρµοστά διανύσµατα ,AA BB
��������

 κλπ., µε αρχή τα 

διάφορα σηµεία του Ε  είναι ισοδύναµα και εποµένως αυτά και µόνο αυτά ορίζουν ένα 

ελεύθερο διάνυσµα που ονοµάζεται µηδενικό ελεύθερο διάνυσµα και συµβολίζεται µε 0
�

 

[2]. ∆ιεύθυνση, φορά και µέτρο ενός µη µηδενικού ελεύθερου διανύσµατος ονοµάζεται η 

διεύθυνση, φορά και το µέτρο αντίστοιχα ενός οποιουδήποτε αντιπροσώπου του. ∆εν 

ορίζεται διεύθυνση και φορά για το µηδενικό ελεύθερο διάνυσµα [4]. Επίσης το µέτρο 

του µηδενικού διανύσµατος ορίζεται να είναι 0 [4]. Το µέτρο κάθε ελεύθερου 

διανύσµατος a
�

 συµβολίζεται µε a
�

.  

∆ύο οποιαδήποτε µη µηδενικά ελεύθερα διανύσµατα , Dα β ∈
�� ��

 λέγονται 

συγγραµµικά, αν και µόνο αν έχουν την ίδια διεύθυνση, δηλαδή δύο οποιοιδήποτε 
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αντιπρόσωποι τους είναι συγγραµµικά ή παράλληλα εφαρµοστά διανύσµατα και 

γράφεται / /α β
�� ��

.  

∆ύο οποιαδήποτε µη µηδενικά ελεύθερα διανύσµατα , Dα β ∈
�� ��

 λέγονται κάθετα, 

αν και µόνο αν έχουν κάθετες διευθύνσεις, δηλαδή δύο οποιοιδήποτε αντιπρόσωποι τους 

είναι κάθετα εφαρµοστά διανύσµατα και γράφεται α β⊥
�� ��

. 

Στο εξής θα θεωρείται ότι η έννοια διάνυσµα ταυτίζεται µε την έννοια ελεύθερο 

διάνυσµα. 

Πρέπει τέλος να σηµειωθεί ότι ο χώρος D , δηλαδή το σύνολο των ελεύθερων 

διανυσµάτων του εποπτικού χώρου, είναι αυτό που αναφέρεται σε κάποια βιβλία [1] ως 

τρισδιάστατος διανυσµατικός Ευκλείδειος χώρος [1]. 

 

Π.1.4. Πράξεις διανυσµάτων 
 

Στο σύνολο D  των ελεύθερων διανυσµάτων ορίζεται το άθροισµα α β+
�� ��

 δύο 

οποιοδήποτε διανυσµάτων ,α β
�� ��

 ως εξής: 

Αν O E∈ , ένα τυχαίο σταθερό σηµείο, τότε ορίζονται τα σηµεία Α και Γ  έτσι ώστε 

O αΑ =
���� ��

 και βΑΓ =
���� ��

. Το ελεύθερο διάνυσµα που ορίζει το O γΓ =
���� �

 είναι ανεξάρτητο 

από την επιλογή του O E∈  (εποµένως είναι το ίδιο για κάθε Ο∈Ε ) και λέγεται 

άθροισµα τωνα
��

 και β
��

. Γράφεται Oγ α β= + = Α+ ΑΓ
� �� �� ���� ����

 [2]. 

Στο σύνολο D  ορίζεται και το γινόµενολα
��

 κάθε διανύσµατος 0α ≠
�� �

 επί 

οποιοδήποτε αριθµό λ ∗∈ℝ  ως το διάνυσµα που έχει την ίδια διεύθυνση (συγγραµµικό) 

µε το α
��

και είναι: α) οµόρροπο µε το α
��

,αν 0λ > , β) αντίρροπο µε το α
��

,αν 0λ <  και 

έχει µέτρο λα λ α=
�� ��

. Αν το α
��

 είναι το µηδενικό διάνυσµα ή αν 0λ =  ορίζεται 0 0λ =
� �

 

και 0 0α =
�� �

. Το διάνυσµα ( )1 α−
��

 ονοµάζεται αντίθετο του α
��

 και συµβολίζεται µε α−
��

 . 

Προφανώς αν ΑΒ
����

 είναι ένας αντιπρόσωπος του τυχαίου ελεύθερου διανύσµατος α
��

, 

τότε το ΒΑ
����

 είναι ένας αντιπρόσωπος του α−
��

. Έτσι σύµφωνα µε τη σύµβαση που έγινε 

για τον συµβολισµό στο Π.1.3. («ορισµένες φορές θα παριστάνεται ένα ελεύθερο 

διάνυσµα µε έναν οποιοδήποτε αντιπρόσωπό του»), µπορεί να γραφτεί: 

ΑΒ = −ΒΑ⇔ ΒΑ = −ΑΒ
���� ���� ���� ����

 [2]. 

Αν , , ,Α Β Γ ∆  είναι (τυχαία) σηµεία του Ε , τότε, από τον ορισµό της πρόσθεσης 

διανυσµάτων, έπεται αµέσως ότι: 

ΑΒ+ΒΓ +Γ∆ = Α∆

ΒΓ = ΒΑ+ ΑΓ = ΑΓ −ΑΒ

���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ����  

Επίσης, από τον ορισµό της πρόσθεσης διανυσµάτων, του πολλαπλασιασµού 

διανύσµατος επί πραγµατικό αριθµό και µε τη βοήθεια της στοιχειώδους Ευκλείδειας 

Γεωµετρίας αποδεικνύονται εύκολα οι ιδιότητες: 
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( )

( )

( )

( ) ( )

( )

0

1

0

( )

α β β α

κ λ α κα λα

α β γ α β γ

κλ α κ λα

α α

α α

α α

κ α β κα κβ

+ = +

+ = +

+ + = + +

=

+ =

=

+ − =

+ = +

�� �� �� ��

�� �� ��

�� �� � �� �� �

�� ��

�� � ��

�� ��

�� �� �

�� �� �� ��

 (π.1.1.) 

για κάθε , , Dα β γ ∈
�� �� �

 και για κάθε ,κ λ∈ℝ  [2]. 

  

Π.1.5. Συνεπίπεδα-Γραµµικώς εξαρτηµένα-Γραµµικώς ανεξάρτητα 

διανύσµατα 
 

Αποδεικνύεται πολύ εύκολα ότι δύο µη µηδενικά διανύσµατα ,α β
�� ��

 είναι συγγραµµικά 

αν και µόνο αν υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί 0, 0λ µ≠ ≠  µε 0λα µβ+ =
�� �� �

 [2] ή 

ισοδύναµα, αν και µόνο αν υπάρχει πραγµατικός αριθµός 0λ ≠  τέτοιος ώστε α λβ=
��

 (π.1.2.). 

Τρία οποιαδήποτε µη µηδενικά διανύσµατα λέγονται συνεπίπεδα αν και µόνο αν 

οι διευθύνσεις τους είναι παράλληλες προς το ίδιο επίπεδο ( )π . Αποδεικνύεται εύκολα 

ότι τρία οποιαδήποτε µη µηδενικά διανύσµατα , ,α β γ
�� �� �

είναι συνεπίπεδα αν και µόνο αν 

υπάρχουν πραγµατικοί αριθµοί , ,κ λ µ , όχι όλοι µηδέν, τέτοιοι ώστε: 0κα λβ µγ+ + =
�� �� � �

 

[2]. 

Όταν δύο µη µηδενικά διανύσµατα ,α β
�� ��

, αντίστοιχα τρία µη µηδενικά 

διανύσµατα , ,α β γ
�� �� �

, συνδέονται µε µία σχέση της µορφής 0λα µβ+ =
�� �� �

, 

αντίστοιχα 0κα λβ µγ+ + =
�� �� � �

, χωρίς όλοι οι συντελεστές ,κ λ , αντίστοιχα , ,κ λ µ , να 

είναι µηδέν, τότε και µόνο τότε λέγονται γραµµικώς εξαρτηµένα. ∆ιαφορετικά λέγονται 

γραµµικώς ανεξάρτητα [2]. 

Από τα παραπάνω προκύπτουν εύκολα τα εξής: 

i) ∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα ,α β
�� ��

 είναι γραµµικώς εξαρτηµένα όταν και µόνο 

όταν είναι συγγραµµικά. ∆ύο µη µηδενικά διανύσµατα ,α β
�� ��

 είναι γραµµικώς 

ανεξάρτητα, ισοδύναµα µη συγγραµµικά, αν και µόνο αν: 0 0κα λβ κ λ+ = ⇔ = =
�� �� �

 µε 

,κ λ∈ℝ . 

ii) Αν τρία οποιαδήποτε µη µηδενικά διανύσµατα είναι γραµµικώς εξαρτηµένα 

τότε και µόνο τότε είναι συνεπίπεδα. Τρία µη µηδενικά διανύσµατα , ,α β γ
�� �� �

 είναι 

γραµµικώς ανεξάρτητα, ισοδύναµα µη συνεπίπεδα, αν και µόνο αν 

0 0κα λβ µγ κ λ µ+ + = ⇔ = = =
�� �� � �

 µε , ,κ λ µ∈ℝ . 



 

 

149 

 

Π.1.6. Βάσεις διανυσµάτων-Συνιστώσες 
 

Έστω δύο µη συγγραµµικά-γραµµικώς ανεξάρτητα- διανύσµατα ,α β
�� ��

. Τότε 

αποδεικνύεται εύκολα ότι για κάθε διάνυσµα 0δ ≠
�� �

 που είναι συνεπίπεδο µε αυτά, 

υπάρχουν µονοσήµαντα καθορισµένοι αριθµοί ,κ λ∈ℝ  τέτοιοι ώστε δ κα λβ= +
�� �� ��

. Το 

σύνολο { },α βΒ =
�� ��

 αυτών των δύο µη συγγραµµικών διανυσµάτων λέγεται βάση του 

«δισδιάστατου διανυσµατικού Ευκλείδειου χώρου». 

Έστω τρία µη συνεπίπεδα-γραµµικώς ανεξάρτητα- διανύσµατα , ,α β γ
�� �� �

. Τότε 

αποδεικνύεται εύκολα ότι για κάθε διάνυσµα δ
��

 υπάρχουν µονοσήµαντα καθορισµένοι 

αριθµοί , ,κ λ µ∈ℝ  τέτοιοι ώστε δ κα λβ µγ= + +
�� �� �� �

 (π.1.3.).  

Το σύνολο { }, ,α β γΒ =
�� �� �

 των τριών µη συνεπιπέδων διανυσµάτων λέγεται βάση 

του D  [2]. Οι αριθµοί στη σχέση (π.1.3.) λέγονται συνιστώσες του διανύσµατος δ
��

 ως 

προς τη βάση { }, ,α β γΒ =
�� �� �

 [2]. 

Αν τα (τυχαία) διανύσµατα 1 2 3, ,ε ε ε
�� ��� ���

, µίας βάσης { }1 2 3, ,ε ε εΒ =
�� ��� ���

 είναι ανά δύο 

ορθογώνια, τότε και µόνο τότε η βάση λέγεται ορθογώνια. Αν επιπρόσθετα τα 

διανύσµατα είναι και µοναδιαία, δηλαδή 1, 1, 2,3i iε = = , τότε και µόνο τότε η βάση 

λέγεται ορθοκανονική [2].  

 

Π.1.7. Συστήµατα συντεταγµένων-Αναλυτική περιγραφή των διανυσµάτων 
 

Σηµειώθηκε παραπάνω ότι όταν δοθεί ένα τυχαίο σταθερό σηµείο O  του χώρου Ε, τότε 

σε κάθε σηµείο Ρ  αντιστοιχεί ακριβώς ένα (εφαρµοστό αλλά και ελεύθερο) διάνυσµα, το 

διάνυσµα θέσης OοΡ = Ρ
��� ����

 του Ρ . Αν επιπλέον δοθεί και µία τυχαία σταθερή βάση 

διανυσµάτων { }0 0 0, ,α β γΒ =
��� ��� ���

, τότε στο διάνυσµα οΡ
���

 αντιστοιχεί µία διατεταγµένη 

τριάδα αριθµών, οι συνιστώσες του ( ), ,x y z , έτσι ώστε 0 0 0x y zο α β γΡ = + +
��� ��� ��� ���

. Εποµένως 

όταν δοθεί ένα τυχαίο σταθερό σηµείο O  και η τυχαία σταθερή βάση Β  τότε σε κάθε 

σηµείο Ρ  του εποπτικού χώρου αντιστοιχεί µία και µόνο µία διατεταγµένη τριάδα 

αριθµών ( ) 3, ,x y z ∈ℝ και το αντίστροφο. Σε κάθε διατεταγµένη τριάδα πραγµατικών 

αριθµών ( ) 3, ,x y z ∈ℝ αντιστοιχεί ένα και µόνο ένα σηµείο του εποπτικού χώρου. Οι 

αριθµοί στην τριάδα αυτή, που θεωρούνται και οι συνιστώσες του διανύσµατος οΡ = ΟΡ
��� ����

, 

ονοµάζονται συντεταγµένες του σηµείου Ρ  ως προς το σύστηµα συντεταγµένων που 

αποτελείται από το σηµείο O  και τη βάση { }0 0 0, ,α β γΒ =
��� ��� ���

 ή ισοδύναµα το σύστηµα 

συντεταγµένων { }0 0 0, , ,O α β γ
��� ��� ���

 [2]. Γράφεται ( ), ,x y zΡ για κάθε σηµείο Ρ  µε 

συντεταγµένες ( ), ,x y z  και ( )οΡΡ
���

 για κάθε σηµείο Ρ  µε διάνυσµα θέσης οΡ
���

. Οι φορείς 

των εφαρµοστών στο σηµείο O  διανυσµάτων που εκπροσωπούν τα διανύσµατα της 
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βάσης { }0 0 0, ,α β γΒ =
��� ��� ���

 λέγονται άξονες του συστήµατος συντεταγµένων και 

συµβολίζονται µε ' , 'x x y y και 'z z αντίστοιχα [2]. Ως θετική φορά των αξόνων 

θεωρείται η φορά των αντίστοιχων διανυσµάτων. Mε , ,Ox Oy Oz  ή µε , ,X Y Z , 

συµβολίζονται αντίστοιχα οι ηµιεύθειες µε τη θετική φορά (θετικοί ηµιάξονες). Το 

επίπεδο των ,Ox Oy  συµβολίζεται µε xOy  ή µε XY . Αντίστοιχα συµβολίζονται µε yOz  

(ή YZ ) και µε xOz  (ή XZ ) τα άλλα δύο επίπεδα . 

Αν η βάση { }, ,α β γΒ =
�� �� �

 του συστήµατος συντεταγµένων είναι ορθοκανονική, 

τότε το σύστηµα συντεταγµένων λέγεται ορθογώνιο [2]. Ένα ορθογώνιο σύστηµα 

συµβολίζεται συνήθως ως Oxyz  και η βάση του ως { }ˆ ˆ ˆ, ,x y zΒ = . Όλο το σύστηµα 

συντεταγµένων συµβολίζεται ως { }ˆ ˆ ˆ, , ,O x y z  όπου εδώ µε ˆ ˆ ˆ, ,x y z  συµβολίζονται κατ’ 

εξαίρεση τυχαία σταθερά κάθε φορά µοναδιαία διανύσµατα. 

Σε ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων { }ˆ ˆ ˆ, , ,O x y z , για το διάνυσµα θέσης 

οΡ = ΟΡ
��� ����

 οποιουδήποτε σηµείουΡ  του χώρου Ε  ισχύει: 

2 2 2 .x y z

οΡ = ΟΡ =

= + +

��� ����

 

Οποιοδήποτε ελεύθερο διάνυσµα α
��

 είναι διάνυσµα θέσης ακριβώς ενός σηµείου 

1 2 3( , , )α α αΑ  και άρα το µέτρο του (σε ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων 

{ }ˆ ˆ ˆ, , ,O x y z ) είναι 2 2 2

1 2 3α α α α= + +
��

. Αν ,O Oο οΑ Β= Α = Β
��� ���� ��� ����

 είναι τα διανύσµατα 

θέσης δύο σηµείων Α  και Β  αντίστοιχα, τότε η απόσταση ( , )d Α Β  των δύο αυτών 

σηµείων είναι ( , )d ο οΒ ΑΑ Β = ΑΒ = −
���� ��� ���

. Αν 1 2 3( , , )β β βΒ , τότε: 

( ) ( )1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ( )x y zο ο β α β α β αΒ Α− = − + − + −

��� ���
 και άρα: 

 

( ) ( )2 22

1 1 2 2 3 3( , ) ( )d β α β α β αΑ Β = − + − + −  (π.1.4.). 

 

Π.1.8. Προσανατολισµός συστήµατος συντεταγµένων 
 

Έστω O  ένα τυχαίο σταθερό σηµείο του Ε  και ,Α Β  δύο σηµεία που δεν µπορούν να 

αντιπροσωπεύουν το ίδιο σταθερό σηµείο του Ε , ούτε το O . Αν οι δύο ηµιευθείες 

,O OΑ Β  δεν είναι αντικείµενες (βλ. σχήµα Π.1.2), τότε ορίζουν ένα επίπεδο.  

 

 
Σχήµα Π.1.2: Αντικείµενες ηµιευθείες 
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Ας φανταστεί ο αναγνώστης ότι επιλέγει να βρίσκεται ως παρατηρητής στο ένα από τα 

δύο µέρη (ηµιχώροι) στα οποία το επίπεδο χωρίζει τον χώρο Ε . Ορίζεται τότε ως προς 

αυτόν µία µοναδική κυρτή γωνία της οποίας οι πλευρές θεωρούνται διατεταγµένες µε 

πρώτη την OΑ  και δεύτερη την OΒ . Η γωνία αυτή λέγεται προσανατολισµένη και 

συµβολίζεται µε ÔΑ Β . Ας υποτεθεί ότι η ηµιευθεία OΑ  στρέφεται περί το O  

διαγράφοντας το εσωτερικό της γωνίας, µέχρι να συµπέσει µε την OΒ . Αν για να συµβεί 

αυτό, η φορά της περιστροφής είναι αντίθετη από τη φορά περιστροφής των δεικτών του 

ρολογιού, η γωνία λέγεται θετική (σχήµα Π.1.3). ∆ιαφορετικά λέγεται αρνητική (σχήµα 

Π.1.4).  

 

 
Σχήµα Π.1.3: Θετική γωνία 

 

 
Σχήµα Π.1.4: Αρνητική γωνία 

 

Η αλγεβρική τιµή της Ôθ = Α Β  ορίζεται ως η αλγεβρική τιµή του αντίστοιχου τόξου 

ενός προσανατολισµένου κύκλου µε κέντρο το O . Θεωρείται ότι η γωνία που 

σχηµατίζουν δύο αντικείµενες ηµιευθείες είναι θετική. Έτσι για την αλγεβρική τιµή της 

προσανατολισµένης γωνίας θ , ισχύει : π θ π− < ≤ . 

Ως γωνία δύο οποιονδήποτε µη µηδενικών διανυσµάτων ,α β
�� ��

 ορίζεται η γωνία 

των ηµιευθειών OΑ  και OΒ  µε O αΑ =
���� ��

 και O βΒ =
���� ��

 και O  τυχαίο σταθερό σηµείο του 
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χώρου Ε . Προφανώς ο ορισµός αυτός είναι ανεξάρτητος της επιλογής του O , εποµένως 

ισχύει για κάθε Ο∈Ε . ∆εν ορίζεται γωνία µεταξύ δύο διανυσµάτων αν και µόνο αν 

τουλάχιστον το ένα από τα δύο είναι το µηδενικό.  

Έστω ένα σύστηµα συντεταγµένων { }1 2, ,O e e
�� ���

 στο επίπεδο. Τα διανύσµατα 

1 2,O e O eΑ = Β =
���� �� ���� ���

 δεν είναι συγγραµµικά και άρα ˆ 0OΑ Β ≠ . Το σύστηµα λέγεται 

δεξιόστροφο αν και µόνο αν ˆ 0OΑ Β > . Αν ˆ 0OΑ Β < , τότε και µόνο τότε, το σύστηµα 

λέγεται αριστερόστροφο [2]. Προφανώς ο ορισµός αυτός είναι ανεξάρτητος της επιλογής 

του O , εποµένως ισχύει για κάθε σύστηµα συντεταγµένων. 

Έστω { }1 2 3, , ,O e e e
�� ��� ��

 ένα σύστηµα συντεταγµένων στον εποπτικό χώρο Ε . Το 

σύστηµα αυτό λέγεται δεξιόστροφο (αντίστοιχα αριστερόστροφο) αν και µόνο αν το 

σύστηµα συντεταγµένων { }1 2, ,O e e
�� ���

 του επιπέδου φαίνεται από το πέρας του 3e
��

 ως 

δεξιόστροφο (αντίστοιχα αριστερόστροφο) [2]. Και εδώ, ο ορισµός είναι ανεξάρτητος 

της επιλογής του O , εποµένως ισχύει για κάθε σύστηµα συντεταγµένων.  

Στο παρακάτω σχήµα απεικονίζεται ένα δεξιόστροφο και ένα αριστερόστροφο 

ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων τριών διαστάσεων . 

 

 
Σχήµα Π.1.5: (α) ∆εξιόστροφο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων τριών διαστάσεων, (β) 

αριστερόστροφο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων τριών διαστάσεων. 

 

Μία βάση διανυσµάτων { }1 2 3, ,e e e
�� ��� ��

 του χώρου D  λέγεται δεξιόστροφη, αντιστοίχως 

αριστερόστροφη, αν και µόνο αν για κάθε σηµείο Ο  του Ε  το σύστηµα συντεταγµένων 

{ }1 2 3, , ,e e eΟ
�� ��� ��

 είναι δεξιόστροφο, αντιστοίχως αριστερόστροφο. 

Λέγεται, τέλος, ότι ο εποπτικός χώρος Ε  είναι θετικά ή αρνητικά 

προσανατολισµένος, αν και µόνο αν το σύστηµα συντεταγµένων που έχει επιλεγεί είναι 

δεξιόστροφο ή αριστερόστροφο αντίστοιχα [2]. 
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Π.1.9. Εσωτερικό γινόµενο-∆ιευθύνοντα συνηµίτονα 
 

Έστω , Dα β ∈
�� ��

. Αν τα ,α β
�� ��

 είναι και τα δύο µη µηδενικά, τότε και µόνο τότε, το 

εσωτερικό γινόµενό τους α β⋅
�� ��

 ορίζεται ως ο πραγµατικός αριθµός:  
^

cos( , )α β α β α β⋅ =
�� �� �� �� �� ��

 (π.1.5.). 

Αν ένα τουλάχιστον από τα ,α β
�� ��

 είναι µηδενικό διάνυσµα, τότε και µόνο τότε, ορίζουµε 

0α β⋅ =
�� ��

. Είναι φανερό ότι ισχύει 0 0 0ή ήα β α β α β⋅ = ⇔ = = ⊥
�� �� �� � �� � �� ��

. Αποδεικνύονται 

πολύ εύκολα οι παρακάτω ιδιότητες του εσωτερικού γινοµένου: 

 

( )
( )
( )

0

0 0

l l

α β β α

α β α β

α β γ α γ β γ

α α και

α α α

⋅ = ⋅

⋅ = ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅

⋅ ≥

⋅ = ⇔ =

�� �� �� ��

�� �� �� ��

�� �� � �� � �� �

�� ��

�� �� ��

 (π.1.6.) 

για κάθε , , Dα β γ ∈
�� ����

, και για κάθε l∈ℝ  [2].  

Αν η ˆ ˆ ˆ{ , , }x y z  είναι µία ορθοκανονική βάση, τότε: 

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 1

x y y z z x

x x y y z z

⋅ = ⋅ = ⋅ =

⋅ = ⋅ = ⋅ =
 (π.1.7.) 

Άρα αν θεωρηθούν δύο οποιαδήποτε διανύσµατα , Dα β ∈
��

 µε  

1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z

α α α α

β β β β

= + +

= + +

��

��  

τότε µε βάση τις σχέσεις (π.1.6.) [2]: 

( ) ( )1 2 3 1 2 3

1 1 2 2 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆx y z x y zα β α α α β β β

α β α β α β

⋅ = + + ⋅ + + =

= + +

�� ��

 

Έστω ˆ ˆ ˆ{ , , }x y z  µία ορθοκανονική βάση του D  και Dα ∈
��

 µε 1 2 3
ˆ ˆ ˆx y zα α α α= + +

��
. 

Αν τεθούν 
^

ˆ( , )x xθ α=
��

, 
^

ˆ( , )y yθ α=
��

, 
^

ˆ( , )z zθ α=
��

 τότε 

1

2

3

ˆ cos

ˆ cos

ˆ cos

x

y

z

x

y

z

α α α θ

α α α θ

α α α θ

= ⋅ =

= ⋅ =

= ⋅ =

�� ��

�� ��

�� ��

 

 

Άρα: 

 



 

 

154 

ˆ ˆ ˆcos cos cos

ˆ ˆ ˆ(cos cos cos )

x y z

x y z

x y z

x y z

α α θ α θ α θ

α θ θ θ

= + + =

= + +

�� �� �� ��

��  

 

Προφανώς το διάνυσµα ˆˆ ˆ ˆcos cos cosx y zx y z
α

θ θ θ α
α

+ + = =

��

��  είναι µοναδιαίο και 

οµόρροπο προς το α
��

. Άρα: 
2 2 2cos cos cos 1x y zθ θ θ+ + =   (π.1.8.) 

Οι αριθµοί cos ,cos ,cosx y zθ θ θ  λέγονται συνηµίτονα διεύθυνσης ή διευθύνοντα 

συνηµίτονα του διανύσµατος α
��

 ως προς τη βάση ˆ ˆ ˆ{ , , }x y z  [2]. 

 

Π.1.10. Εξωτερικό γινόµενο– Μικτό γινόµενο-∆ισεξωτερικό γινόµενο 
 

Το εξωτερικό γινόµενο δύο οποιονδήποτε διανυσµάτων , Dα β ∈
�� ��

 είναι ένα διάνυσµα 

που συµβολίζεται µε Dα β× ∈
�� ��

 και ορίζεται ως εξής: 

α) Αν τα ,α β
�� ��

 είναι µη συγγραµµικά, τότε το µέτρο, η διεύθυνση και η φορά του α β×
�� ��

 

ορίζονται αντίστοιχα από τις σχέσεις: 

i) 
^

sin( , )α β α β α β× =
�� �� �� �� �� ��

 

ii) ( ) , ( )α β α α β β× ⊥ × ⊥
�� �� �� �� �� ��

 

iii) Η βάση { , , }α β α β×
�� �� �� ��

 είναι δεξιόστροφη. 

 

β) 0 0 0 / /ή ήα β α β α β× = ⇔ = =
�� �� �� �� �� ��� � �

 

Αν τα ,α β
�� ��

 είναι µη συγγραµµικά, τότε και µόνο τότε µπορεί να γραφτεί: 
^

ˆsin( , )α β α β α β τ× = ⋅
�� �� �� �� �� ��

, µε 
^

0 ( , )α β π≤ ≤
�� ���

 (π.1.9.) 

όπου τ̂  είναι το µοναδιαίο διάνυσµα που έχει τη φορά του α β×
�� ��

 µε βάση τα αii) και 

αiii) [5]. 

Για οποιαδήποτε διανύσµατα , , Dα β γ ∈
�� �� �

 και για κάθε l∈ℝ  ισχύουν: 

α β β α× = − ×
�� �� �� ��

 (.1.10.1.) 

( ) bα β γ α γ γ+ × = × + ×
�� �� � �� � ��

 

( )α β γ α β α γ× + = × + ×
�� �� � �� �� �� �

 

( ) ( ) ( )l l lα β α β α β× = × = ×
�� �� �� �� �� ��

 (π.1.10.2.) 

Επίσης αν ˆ ˆ ˆ{ , , }x y z , είναι µία δεξιόστροφη ορθοκανονική βάση, τότε: 

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ 0x x y y z z× = × = × =
�

 (π.1.11.1.) 

και ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, ,x y z y z x z x y× = × = × =  (π.1.11.2.) 

οπότε αν ως προς τη βάση αυτή, θεωρηθούν δύο οποιαδήποτε διανύσµατα , Dα β ∈
�� ��

µε  
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1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x y z

x y z

α α α α

β β β β

= + +

= + +

��

��  

ισχύει: 

1 2 3 1 2 3

2 3 3 2 3 1 1 3 1 2 2 1

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

x y z x y z

x y z

α β α α α β β β

α β α β α β α β α β α β

× = + + × + + =

= − + − + −

�� ��

 (π.1.12.) 

Αυτή είναι η έκφραση του εξωτερικού γινοµένου δύο οποιονδήποτε διανυσµάτων 

, Dα β ∈
�� ��

 ως προς µία δεξιόστροφη ορθοκανονική βάση. 

Το µικτό γινόµενο τριών µη µηδενικών διανυσµάτων , , Dα β γ ∈
�� �� �

 είναι ένας 

πραγµατικός αριθµός που συµβολίζεται µε ( ), ,α β γ
�� �� �

 και ορίζεται από τη σχέση: 

( ), , ( )α β γ α β γ= ⋅ ×
�� �� � �� �� �

. Αποδεικνύεται εύκολα ότι τρία µη µηδενικά διανύσµατα 

, , Dα β γ ∈
�� �� �

 είναι συνεπίπεδα (γραµµικώς εξαρτηµένα) αν και µόνο αν ( ), , 0α β γ =
�� �� �

 [2]. 

Το δισεξωτερικό γινόµενο τριών οποιονδήποτε µη µηδενικών διανυσµάτων 

, , Dα β γ ∈
�� �� �

 ορίζεται ως το διάνυσµα ( )α β γ× ×
�� �� �

. Μπορεί να αποδειχθεί [2] ότι [2,6]: 

( ) ( ) ( )α β γ α γ β α β γ× × = ⋅ − ⋅
�� �� � �� � �� �� �� �

 (π.1.13.). 

 

Π.1.11. Το επίπεδο 
 

Ένα επίπεδο ορίζεται: 

α) από ένα σηµείο του και από µία διεύθυνση κάθετη σε αυτό ή 

β) από ένα σηµείο του και δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα παράλληλα προς αυτό ή  

γ) από δύο (διαφορετικά σηµεία) του ,Α Β  και ένα (µη µηδενικό) διάνυσµα ν
�

 που είναι 

παράλληλο προς αυτό, αλλά όχι συγγραµµικό µε το ΑΒ
����

 ή τέλος 

δ) από τρία σηµεία του , ,Α Β Γ  που δεν είναι συνευθειακά (δεν βρίσκονται δηλαδή πάνω 

στην ίδια ευθεία). Οι περιπτώσεις (γ) και (δ) ανάγονται άµεσα στην περίπτωση (β). Για 

το λόγο αυτό θα εξεταστούν µόνο οι περιπτώσεις (α),(β) [2]. 

 

Έστω ένα τυχαίο, σταθερό σηµείο O  του εποπτικού χώρου. 

α) Το επίπεδο ( )π  διέρχεται από το τυχαίο σταθερό σηµείο ( )
00 oΡΡ
���

 και είναι κάθετο στο 

τυχαίο σταθερό διάνυσµα 0 0ν ≠
��� �

. 

Έστω ( )
00 oΚΚ
����

 ένα τυχαίο σταθερό σηµείο του επιπέδου, διαφορετικό του ( )
00 oΡΡ
���

. Το 

τυχαίο σταθερό σηµείο ( )
00 oΚΚ
����

 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν και µόνο αν  0 0 0νΚ Ρ ⊥
������ ���

. 

∆ηλαδή, το τυχαίο σταθερό σηµείο ( )
00 oΚΚ
����

 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν και µόνο αν 

( )
0 0 0 0o o νΚ Ρ− ⋅ =
���� ��� ��� �

. Εποµένως κάθε σηµείο ( ) ( )
00o oΚ ΡΚ ≠ Ρ

��� ���
 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν 

και µόνο αν ( )
0 0 0o o νΚ Ρ− ⋅ =

��� ��� ��� �
 Για ( ) ( )

00o oΚ ΡΚ = Ρ
��� ���

 ισχύει η παραπάνω εξίσωση. 

Συνεπώς κάθε σηµείο ( )oΚΚ
���

 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν και µόνο αν ( )
0 0 0o o νΚ Ρ− ⋅ =

��� ��� ��� �
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(π.1.14.). Η εξίσωση (π.1.14.) λέγεται διανυσµατική εξίσωση του επιπέδου ( )π  [2]. Αν 

θεωρηθεί ένα ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων ˆ ˆ ˆ{ , , , }O x y z  ως προς το οποίο π.χ. 

ισχύουν  

0
ˆ ˆ ˆx y zν = Α +Β +Γ

���
, ˆ ˆ ˆo xx yy zzΚ = + +
���

 και 
0 0 0 0

ˆ ˆ ˆo x x y y z zΡ = + +
���

 τότε η εξίσωση (π.1.14.) 

γράφεται ισοδύναµα: 

 

0 0 0( ) ( ) ( ) 0

0

x x y y z z

x y z

− Α + − Β+ − Γ = ⇔

Α +Β +Γ + ∆ =
 (π.1.15.) 

 

µε 0 0 0( )x y z∆ = − Α +Β +Γ  και 0Α + Β + Γ ≠ . 

 

Η εξίσωση (π.1.15.) λέγεται καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου [2] και ικανοποιείται από 

εκείνες και µόνο τις τριάδες πραγµατικών αριθµών ( , , )x y z  που αντιστοιχούν στις 

συντεταγµένες των σηµείων του επιπέδου. Το 0Α + Β + Γ ≠  απλά σηµαίνει ότι 0 0ν ≠
��� �

. 

 

β) Το επίπεδο ( )π  διέρχεται από το τυχαίο σταθερό σηµείο ( )
00 oΡΡ
���

 και είναι παράλληλο 

προς τα µη συγγραµµικά διανύσµατα 0 0,α β
��� ���

.  

Έστω ( )
00 oΚΚ
����

 ένα τυχαίο σταθερό σηµείο του επιπέδου, διαφορετικό του ( )
00 oΡΡ
���

. Το 

σηµείο ( )
00 oΚΚ
����

 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν και µόνο αν τα ( )
0 0 0 0, ,o o α βΚ Ρ−
���� ��� ��� ���

 είναι 

συνεπίπεδα. Ισοδύναµα, το τυχαίο σταθερό σηµείο ( )
00 oΚΚ
����

 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν 

και µόνο αν ( ) ( )
0 0 0 0 0o o α βΚ Ρ− ⋅ × =
���� ��� ��� ��� �

 (βλ. Π.1.10., µικτό γινόµενο). Εποµένως κάθε 

σηµείο ( ) ( )
00o oΚ ΡΚ ≠ Ρ

��� ���
 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν και µόνο αν 

( ) ( )
0 0 0 0o o α βΚ Ρ− ⋅ × =

��� ��� ��� ��� �
. Για ( ) ( )

00o oΚ ΡΚ = Ρ
��� ���

 ισχύει η παραπάνω εξίσωση. Συνεπώς 

κάθε σηµείο ( )oΚΚ
���

 ανήκει στο επίπεδο ( )π  αν και µόνο αν ( ) ( )
0 0 0 0o o α βΚ Ρ− ⋅ × =

��� ��� ��� ��� �
 

 (π.1.16.). Τελειώνοντας, αξίζει να σηµειωθεί ότι η εξίσωση (π.1.14.) είναι 

ισοδύναµη µε την εξίσωση (π.1.16.), αν θεωρηθεί ότι 0 0 0ν α β≡ ×
��� ��� ���

. 

 

Π.1.12. Επίλογος 
 

Προς αποφυγή παρεξηγήσεων πρέπει να τονιστεί ότι η µελέτη της διανυσµατικής 

άλγεβρας, µπορεί να γίνει µε διάφορους τρόπους. Μπορούν να οριστούν οι διάφορες 

αλγεβρικές πράξεις µεταξύ των διανυσµάτων µε γεωµετρικό τρόπο και να προκύψουν ως 

θεωρήµατα οι αντίστοιχοι τύποι που εκφράζουν τις πράξεις αυτές στη γλώσσα των 

συνιστωσών. Από την άλλη, µπορούν να οριστούν αρχικά όλες οι πράξεις αποκλειστικά 

συναρτήσει των συνιστωσών και να ερµηνευτούν ύστερα γεωµετρικά οι λαµβανόµενοι 

τύποι. Οι µέθοδοι αυτοί είναι ισοδύναµοι (µε εξαίρεση την περίπτωση του εξωτερικού 



 

 

157 

γινοµένου) αλλά προτιµήθηκε να ακολουθηθεί η πρώτη µέθοδος στην παρούσα εργασία 

που βρίσκεται πιο «κοντά» στην Ευκλείδεια γεωµετρία.  

Αξίζει να αναφερθεί τέλος ότι υπάρχει και ένας άλλος τρόπος προσπέλασης της 

διανυσµατικής άλγεβρας, ο λεγόµενος αφηρηµένος ή αξιωµατικός τρόπος κατά τον οποίο 

δε γίνεται καµία απόπειρα περιγραφής της φύσης ενός διανύσµατος. Αντί αυτού, τόσο τα 

διανύσµατα όσο και ορισµένες από τις παραπάνω διανυσµατικές πράξεις (η πρόσθεση 

και ο βαθµωτός πολλαπλασιασµός) θεωρούνται σαν µη προσδιοριζόµενες έννοιες για τις 

οποίες το µόνο που είναι γνωστό είναι ότι ικανοποιούν ένα ορισµένο σύνολο από 

αξιώµατα. Μία τέτοια αλγεβρική δοµή ονοµάζεται διανυσµατικός χώρος [2]. 
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Παράρτηµα 

 
 

 

 

Γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί 

 

 
Π.2.1. Εισαγωγή 
 

Το δεύτερο αυτό παράρτηµα είναι πολύ σηµαντικό καθότι η επίτευξη του στόχου της 

εργασίας αυτής έγινε µέσω µαθηµατικών εννοιών και σχέσεων που αναφέρονται εδώ. 

Στο κύριο µέρος της εργασίας, γίνονται συχνά αναφορές στο παρόν παράρτηµα. 

Οι µαθηµατικές έννοιες που εισάγονται εδώ, αποτελούν αντικείµενο της επιστήµης της 

Αναλυτικής και ∆ιανυσµατικής Γεωµετρίας αλλά εφαρµόζονται κατά κόρον στην 

επιστήµη των Γραφικών µε Υπολογιστές (Computer Graphics). 

 

 

2
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Π.2.2. Η έννοια του γεωµετρικού µετασχηµατισµού-Συµβάσεις 

 
Μία αντιστοιχία :f Ε→Ε  από το σύνολο των σηµείων του εποπτικού χώρου Ε  στο 

σύνολο των σηµείων του εποπτικού χώρου Ε , ονοµάζεται γεωµετρικός µετασχηµατισµός. 

Αν δοθεί ένα τυχαίο σταθερό σηµείο O∈Ε  ως αρχή, τότε ένας γεωµετρικός 

µετασχηµατισµός f  ορίζεται ισοδύναµα από την απεικόνιση του διανύσµατος θέσης 

OοΡ = Ρ
��� ����

 κάθε σηµείου Ρ∈Ε  στο διάνυσµα θέσης Oο ′Ρ ′= Ρ
��� ����

 της εικόνας του Ρ , 

( )f′Ρ ≡ Ρ ∈Ε  [1]. 

Πιο γενικά, ο γεωµετρικός µετασχηµατισµός µπορεί να θεωρηθεί ως µία 

αντιστοιχία ( ):f Ω ⊆ Ε →Ε  από ένα υποσύνολο των σηµείων του εποπτικού χώρου στο 

σύνολο των σηµείων του εποπτικού χώρου. 

Όπως σηµειώθηκε στο παράρτηµα 1, τα αντικείµενα που παρίστανται στον 

τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο σηµείων (δηλαδή στον εποπτικό χώρο) µπορούν να 

οριστούν ως σύνολα σηµείων του εποπτικού χώρου Ε . 

Ένα σηµείο του Ε , είναι κατά κάποιο τρόπο ένα αντικείµενο µηδενικής 

διάστασης και το οποίο σε αυτήν την περίπτωση θεωρείται ως σηµείο-αντικείµενο [2]. 

Ορίζεται δηλαδή από ένα σύνολο του Ε  που περιέχει ένα και µόνο στοιχείο, τον ίδιο του 

τον εαυτό. 

Αν ο γεωµετρικός µετασχηµατισµός εφαρµοστεί σε ένα σύνολο σηµείων του Ε  

από τα οποία ορίζεται ένα αντικείµενο, τότε είναι αυτό που λέγεται µετατόπιση µε την 

έννοια ότι αρχικά το αντικείµενο ορίζεται από ένα γεωµετρικό τόπο του Ε  (γεωµετρικός 

τόπος ονοµάζεται ένα σύνολο σηµείων του Ε  που ικανοποιούν µία κοινή γεωµετρική 

ιδιότητα) και στη συνέχεια, µετά την εφαρµογή του γεωµετρικού µετασχηµατισµού, 

ορίζεται από έναν άλλο γεωµετρικό τόπο του Ε . 

Οι κινήσεις (όσον αφορά την αρχική και την τελική τοποθέτηση του 

αντικειµένου) µπορούν να θεωρηθούν ως απλοί γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί που 

µετασχηµατίζουν κάθε αντικείµενο F  στο ίσο του αντικείµενο F ′ , και που όπως είναι 

γνωστό διατηρούν αναλλοίωτα τα µήκη και τις γωνίες των αντικειµένων-σχηµάτων.  

Αν ένα αντικείµενο µετακινείται στο εποπτικό χώρο, αυτό σηµαίνει ότι ορίζεται 

διαρκώς από διαφορετικά σύνολα σηµείων του Ε , ότι δηλαδή µετατοπίζεται διαρκώς. 

Μπορεί να θεωρηθεί ότι τα σηµεία που είναι σταθερά ως προς το αντικείµενο 

µετακινούνται στον εποπτικό χώρο και το σύνολο αυτών των σηµείων ταυτίζεται 

διαρκώς µε διαφορετικά υποσύνολα του Ε  καθώς το αντικείµενο µετακινείται στο χώρο. 

Άρα η κίνηση, είναι µία διαρκής αντιστοιχία από ένα υποσύνολο του Ε  σε κάποιο 

(διαφορετικό, εκτός αν το αντικείµενο είναι ακίνητο, δηλαδή δεν υπάρχει κίνηση) 

υποσύνολο του Ε . 

Οι κινήσεις, (όσον αφορά την αρχική και τελική τοποθέτηση του αντικειµένου) 

δεν είναι φυσικά οι µόνοι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί. Για παράδειγµα, οι 

µετασχηµατισµοί που διατηρούν τη µορφή των σωµάτων, αλλά πιθανόν να µεταβάλλουν 

τις διαστάσεις τους, λέγονται µετασχηµατισµοί οµοιότητας. Κάθε σχήµα F  το 

µετασχηµατίζει ο µετασχηµατισµός οµοιότητας στο όµοιό του σχήµα F ′  που είναι 

µεγέθυνση ή σµίκρυνση του αρχικού. Όλες οι διαστάσεις του σχήµατος F ′  είναι ίσες µε 

τις αντίστοιχες διαστάσεις του σχήµατος F  πολλαπλασιασµένες µε τον ίδιο αριθµό. 

Άλλο παράδειγµα µετασχηµατισµών είναι οι συσχετισµένοι ή οµοιοπαραλληλικοί 
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µετασχηµατισµοί (affine transformations). Αν ένα τετράγωνο µετασχηµατιστεί σε ένα 

ρόµβο, τότε πρόκειται για συσχετισµένο µετασχηµατισµό. Ενώ οι κινήσεις (αρχική και 

τελική τοποθέτηση του αντικειµένου) δεν αλλοιώνουν τα µήκη και τις γωνίες των 

αντικειµένων-σχηµάτων, οι µετασχηµατισµοί οµοιότητας αλλοιώνουν τα µήκη κατά µία 

συγκεκριµένη βέβαια σταθερά. Οι συσχετισµένοι µετασχηµατισµοί δεν διατηρούν τα 

µήκη ούτε τις γωνίες, απλά διατηρούν την παραλληλία των γραµµών. Αν ένας 

γεωµετρικός µετασχηµατισµός εκφράζει κίνηση (αρχική και τελική τοποθέτηση του 

αντικειµένου) τότε είναι και µετασχηµατισµός οµοιότητας. Αν ένας γεωµετρικός 

µετασχηµατισµός είναι µετασχηµατισµός οµοιότητας, τότε είναι και συσχετισµένος 

µετασχηµατισµός. Τα αντίστροφα δεν ισχύουν. Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορεί να 

βρει ο ενδιαφερόµενος αναγνώστης στα [3]-[5] και γενικότερα σε πληθώρα βιβλίων που 

αναφέρονται στα Γραφικά µε Υπολογιστές. 

Οι κινήσεις (υπενθυµίζεται: όσον αφορά την αρχική και τελική τοποθέτηση του 

αντικειµένου) αναφέρονται στα Γραφικά µε Υπολογιστές σαν ”Euclidean 

transformations” [6] (ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί) ή “rigid body transformations” [4] 

επειδή το γεγονός ότι διατηρούν αναλλοίωτα τα µήκη και τις γωνίες έχει σαν αποτέλεσµα 

να µην αλλοιώνουν το µετασχηµατιζόµενο αντικείµενο. Στη συνέχεια θα µελετηθούν 

µόνο ευκλείδειοι µετασχηµατισµοί, δηλαδή γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί που 

εκφράζουν κίνηση (αρχική και τελική τοποθέτηση του αντικειµένου) στον εποπτικό 

χώρο. 

Στα γραφικά µε υπολογιστές, ένας γεωµετρικός µετασχηµατισµός µελετάται ως 

µία αντιστοιχία 
3 3: ff D ⊆ →ℝ ℝ . Εδώ, η έννοια του γεωµετρικού 

µετασχηµατισµού είναι πολύ πιο αφηρηµένη σε σχέση µε την αντίστοιχη έννοια της 

γεωµετρίας. ∆εν υπάρχουν πραγµατικά αντικείµενα, υπάρχουν µοντέλα που 

αναπαριστούν φανταστικά ή πραγµατικά αντικείµενα. 

Στην εργασία αυτή, θεωρείται ότι ένα µοντέλο ορίζεται σαν ένα σύνολο σηµείων 

που ανήκει σε ένα χώρο ℧  ο οποίος είναι ένας νέος σηµειακός ή οµοιοπαραλληλικός 

χώρος (affine space [1], [4]) και στον οποίο έχει νόηµα η ευκλείδεια γεωµετρία. Στο 

χώρο αυτό µπορούν να οριστούν εφαρµοσµένα και ελεύθερα διανύσµατα σε αντιστοιχία 

µε τον εποπτικό χώρο και να επεκταθούν γενικά όλες οι διανυσµατικές λειτουργίες που 

ορίστηκαν εκεί (Παράρτηµα 1). Είναι ένας χώρος σαν τον εποπτικό χώρο ο οποίος όµως 

στην πραγµατικότητα δεν υφίσταται. 

Ας θεωρηθεί τώρα ένα τυχαίο σταθερό σύστηµα συντεταγµένων { }ˆ ˆ ˆ, , ,O x y z  στον 

℧  µε O∈℧  και το σύνολο { }ˆ ˆ ˆ, ,B x y z=  να αποτελεί τη βάση ενός τρισδιάστατου 

διανυσµατικού χώρου που σχετίζεται µε τον ℧  ([1], [3], [4]). Τότε, σε κάθε σηµείο του 

℧  θα αντιστοιχεί µία και µόνο µία διατεταγµένη τριάδα πραγµατικών αριθµών που όλες 

µαζί θα αποτελούν ένα σύνολο 
3Ψ ⊆ ℝ . Και φυσικά το αντίστροφο. Σε κάθε 

διατεταγµένη τριάδα πραγµατικών αριθµών που θα ανήκει στο 
3Ψ ⊆ ℝ , θα αντιστοιχεί 

ένα και µόνο ένα σηµείο του ℧  (βλ. Παράρτηµα 1, σε αντιστοιχία µε τον εποπτικό χώρο 

Ε ). 

Με αυτήν την έννοια, ο γεωµετρικός µετασχηµατισµός στο χώρο ℧  θα θεωρείται 

σαν µία αντιστοιχία 
3:f Ψ→ℝ . Όταν ισχύει 

3Ψ =ℝ  ο µετασχηµατισµός λέγεται 

παθητικός, αλλιώς λέγεται ενεργητικός.  
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Επειδή λοιπόν στο εξής κάθε σηµείο του ℧  θα ταυτίζεται µε µία µοναδική 

διατεταγµένη τριάδα πραγµατικών αριθµών του Ψ , θα αναφέρεται ως θέση 

συντεταγµένων (coordinate positions) ή αν αυτό δεν προκαλεί σύγχυση απλά ως θέση. 

∆ηλαδή ως θέση ή ως θέση συντεταγµένων θα αναφέρεται µία διατεταγµένη τριάδα 

πραγµατικών αριθµών τουΨ . 

Τα σηµεία του ℧ , θα αναφέρονται ως σηµεία και θα συµβολίζονται µε κεφαλαία 

γράµµατα της λατινικής αλφαβήτου. Έτσι π.χ. το C  είναι ένα συγκεκριµένο σηµείο. Ένα 

τυχαίο (δηλαδή µεταβλητό, όχι µετακινούµενο) σηµείο, θα συµβολίζεται µε κεφαλαία 

γράµµατα της ελληνικής αλφαβήτου. Έτσι π.χ. το γράµµα Γ  µπορεί να αντιπροσωπεύει 

οποιοδήποτε σηµείο του ℧ . Παρόµοιες συµβάσεις έχουν γίνει στο Παράρτηµα 1 για τα 

σηµεία του εποπτικού χώρου Ε  και υιοθετούνται και στο κύριο µέρος της εργασίας. 

Στο εξής τέλος, όταν αναφέρεται ότι το σηµείο Ρ  µετακινείται από τη θέση 

(συντεταγµένων) ( , , )x y z  στη θέση (συντεταγµένων) ( , , )x y z′ ′ ′ , θα υπονοείται ότι η 

διατεταγµένη τριάδα πραγµατικών αριθµών ( , , )x y z ∈Ψ  αντιστοιχίζεται µε βάση τον 

τύπο κάποιου γεωµετρικού µετασχηµατισµού, στη διατεταγµένη τριάδα πραγµατικών 

αριθµών 
3( , , )x y z′ ′ ′ ′∈Ψ ⊆ ℝ . Το σηµείο Ρ  αρχικά θα γράφεται ως ( , , )x y zΡ  και στο 

τέλος ως ( , , )x y z′ ′ ′Ρ . 

 

Π.2.3. Γεωµετρικοί Μετασχηµατισµοί δύο διαστάσεων 

 

Π.2.3.1. Μεταφορά (Translation) 

 

Ας θεωρηθεί ένα καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων (δεξιόστροφο) σε ένα «κοµµένο» 

επίπεδο που θεωρείται ότι αποτελεί το χώρο ℧ . 

Μπορούν να µετακινηθούν σηµεία πάνω σε αυτό το επίπεδο από τις θέσεις 

συντεταγµένων που κατέχουν σε νέες θέσεις συντεταγµένων, µε τη προσθήκη κάποιων 

αριθµών στις συντεταγµένες των αρχικών θέσεων. Για κάθε σηµείο Ρ , το οποίο 

επιδιώκεται να µετακινηθεί κατά xd  µονάδες παράλληλα στον x  άξονα και κατά yd  

µονάδες παράλληλα στον y  άξονα, από τη θέση ( , )x y  στη θέση ( , )x y′ ′  του επιπέδου, 

µπορεί να γραφεί [4]: 

xx x d′ = +  και yy y d′ = +  (π.2.1) ή ισοδύναµα: 

x

y

dx x

dy y

′     
= +     ′     

 (π.2.2) 

 

Αν οριστούν τα διανύσµατα-στήλες 

 

, ,
x

y

dx x
P P T

dy y

′     
′= = =     ′     

  (π.2.3) 

τότε η (π.2.1) µπορεί να εκφραστεί ως εξής [4]: 
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P P T′= +  (π.2.4) 

Είναι δυνατόν το αντικείµενο που ενδιαφέρει να «µετακινηθεί» στο χώρο ℧  κατά 

x

y

d
T

d

 
=  
 

,µε µετακίνηση κάθε σηµείου Ρ  του αντικείµενου κατά το ίδιο 
x

y

d
T

d

 
=  
 

. Σε 

αυτήν την περίπτωση ο µετασχηµατισµός που εκφράζεται από την εξίσωση (π.2.2) 

θεωρούµενος σαν απεικόνιση 
2Ψ → ℝ  ονοµάζεται µεταφορά (translation). 

 

Π.2.3.2. Περιστροφή (Rotation) 

 

Ας θεωρηθεί και πάλι ένα (δεξιόστροφο) καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων σε ένα 

επίπεδο που αποτελεί το σηµειακό χώρο ℧ . 

H περιστροφή (rotation) του σηµείου ( , )x yΡ  γύρω από την αρχή των αξόνων 

κατά µία γωνία θ  έχει ως αποτέλεσµα αυτό το σηµείο να µετακινηθεί στη θέση ( , )x y′ ′  

του «κοµµένου» επιπέδου και ορίζεται µαθηµατικά από τις σχέσεις [4], [5]: 

 

cos sin , ' sin cosx x y y x yθ θ θ θ′ = − = +  (π.2.5) 

Σε µορφή πινάκων µπορεί να γραφτεί: 

 

cos sin

sin cos

x x

y y

θ θ
θ θ

′ −     
= ⋅     ′     

 (π.2.6) 

ή ισοδύναµα µε βάση την (π.2.3) [4]: 

( )P R Pθ′ = ⋅  (π.2.7) 

όπου 

cos sin
( )

sin cos
R

θ θ
θ

θ θ
− 

=  
 

 (π.2.8) 

Το σύστηµα των εξισώσεων (π.2.5) µπορεί να εξαχθεί από το σχήµα Π.2.1 όπου 

απεικονίζεται µία περιστροφή γύρω από την αρχή των αξόνων κατά µία γωνία θ . 
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Σχήµα Π.2.1: Περιστροφή του σηµείου Ρ γύρω από την αρχή των αξόνων κατά µία γωνία θ  που 

έχει ως αποτέλεσµα αυτό το σηµείο να µετακινηθεί από τη θέση ( , )x y  στη θέση ( , )x y′ ′  του 

επιπέδου. 

 

Επειδή η περιστροφή γίνεται γύρω από την αρχή των αξόνων, οι αποστάσεις των θέσεων 

( , )x y  και ( , )x y′ ′  του επιπέδου από την αρχή των αξόνων που συµβολίζονται µε r  στο 

σχήµα, είναι ίσες. Χρησιµοποιώντας απλή τριγωνοµετρία, είναι φανερό ότι ισχύουν: 

cos , sinx r y rϕ ϕ= =   (π.2.9) 

και  

cos( ) cos cos sin sin

sin( ) cos sin sin cos

x r r r

y r r r

θ ϕ ϕ θ ϕ θ
θ ϕ ϕ θ ϕ θ

′ = ⋅ + = −

′ = ⋅ + = +
 (π.2.10) 

Οι σχέσεις (π.2.9) και (π.2.10) ισχύουν για κάθε ,θ ϕ∈ℝ . 

Αν αντικατασταθεί η (π.2.9) στην (π.2.10), λαµβάνεται η (π.2.5) ή ισοδύναµα η (π.2.6). 

Όπως και στην περίπτωση της µεταφοράς, µπορεί να περιστραφεί ένα 

αντικείµενο γύρω από την αρχή των αξόνων σύµφωνα µε έναν πίνακα 

cos sin
( )

sin cos
R

θ θ
θ

θ θ
− 

=  
 

 µε περιστροφή κάθε σηµείου του αντικείµενου σύµφωνα µε τον 

ίδιο πίνακα 
cos sin

( )
sin cos

R
θ θ

θ
θ θ

− 
=  
 

. 

Γενικά µε τον όρο περιστροφή (rotation) υποδηλώνεται ο µετασχηµατισµός που 

εκφράζεται από την εξίσωση (π.2.6) για συγκεκριµένο θ , αν θεωρηθεί σαν απεικόνιση 
2Ψ→ ℝ . 

 Πρέπει τέλος να σηµειωθεί ότι µπορεί να περιστραφεί ένα αντικείµενο γύρω από 

ένα οποιοδήποτε σηµείο του ℧  αν περιστραφεί κάθε σηµείο του αντικειµένου γύρω από 
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αυτό το σηµείο κατά µία συγκεκριµένη φυσικά γωνία. ∆ε θα γίνει καµία αναφορά σε 

αυτό το τελευταίο. Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορούν να βρεθούν στα [3]-[5]. 

 

Π.2.4. Ορθογώνιοι πίνακες 

 

Μπορούν, για τον πίνακα της σχέσης (Π.2.8), να θεωρηθούν τα διανύσµατα-γραµµές του 

πίνακα [3]: 

1 2
ˆ ˆ ˆ ˆcos sin , sin cosr x y r x yθ θ θ θ= − = +

�� ��
 

Τότε ισχύει: 

α) 1 21, 1r r= =
�� ��

 και β) 1 2 0r r⋅ =
�� ��

 δηλαδή τα διανύσµατα αυτά είναι µοναδιαία και 

µεταξύ τους κάθετα. Αυτές οι δύο ιδιότητες είναι αληθείς αν θεωρηθούν και τα 

διανύσµατα-στήλες του πίνακα. Επίσης γ) η ορίζουσα αυτού του πίνακα έχει τιµή 1. Με 

βάση τις ιδιότητες α και β (η ιδιότητα γ απορρέει από αυτές), ο πίνακας ονοµάζεται 

ορθογώνιος. 

  Γενικά στα µαθηµατικά ένας πίνακας Α  τύπου ν ν×  ονοµάζεται ορθογώνιος αν 

και µόνο αν 1− ΤΑ = Α . Η σχέση αυτή γράφεται ισοδύναµα ως Τ ΤΑ⋅Α = Α ⋅Α = Ι . 

 Ένας πίνακας Α  τύπου ν ν×  είναι ορθογώνιος αν και µόνο αν τα διανύσµατα 

στήλες (ή γραµµές) του είναι µοναδιαία και ανά δύο ορθογώνια. Αυτή η µαθηµατική 

πρόταση χρησιµοποιείται τις περισσότερες φορές στα γραφικά σαν ορισµός του 

ορθογώνιου πίνακα. Όπως και να ‘χει, οι δύο προτάσεις είναι ισοδύναµες. Επίσης, αν ο 

Α  είναι ένας ν ν×  ορθογώνιος πίνακας τότε ο ΤΑ  είναι ορθογώνιος και η ορίζουσά του 

detΑ  ισούται µε 1 [1]. 

 Οι ορθογώνιοι πίνακες κατέχουν σηµαντικό ρόλο στους γεωµετρικούς 

µετασχηµατισµούς, για λόγους που θα φανούν στα επόµενα.  

 

Π.2.5. Γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί στις τρεις διαστάσεις. 

 
Ας θεωρηθεί ένα δεδοµένο δεξιόστροφο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων, 

{ }ˆ ˆ ˆ, , ,O x y zΒ =  στο ℧  (σχήµα Π.2.2). 
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Σχήµα Π.2.2: ∆εξιόστροφο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων τριών διαστάσεων 

 

Π.2.5.1. Μεταφορά (Translation) 
 

Μπορούν να µετακινηθούν σηµεία στον ℧  από τις θέσεις συντεταγµένων που κατέχουν 

σε νέες θέσεις συντεταγµένων, µε τη προσθήκη κάποιων αριθµών στις συντεταγµένες 

των αρχικών θέσεων. Για κάθε σηµείο P , το οποίο επιδιώκεται να µετακινηθεί κατά xd  

µονάδες παράλληλα στον x  άξονα και κατά yd  µονάδες παράλληλα στον y  άξονα και 

κατά zd  µονάδες παράλληλα στον z  άξονα από τη θέση ( , , )x y z  στη θέση ( , , )x y z′ ′ ′  

του χώρου, µπορεί να γραφτεί: 

xx x d′ = + , yy y d′ = +  και zz z d′ = +  ή ισοδύναµα: 

x

y

z

x x d

y y d

z z d

′     
     ′= +     

′          

 (π.2.11). 

 

Αν οριστούν όπως και στην περίπτωση των δύο διαστάσεων τα διανύσµατα-στήλες 

 

, ,

x

y

z

x x d

P y P y T d

z z d

′     
     ′ ′= = =     

′          

 

τότε η (π.2.11) µπορεί µα εκφραστεί ως εξής [3]: 

 

P P T′= + . 
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Μπορεί να «µετακινηθεί» ένα αντικείµενο κατά 

x

y

z

d

T d

d

 
 =  
  

 µε µετακίνηση κάθε σηµείου 

Ρ  του αντικείµενου κατά το ίδιο 

x

y

z

d

T d

d

 
 =  
  

. Σε αυτή την περίπτωση ο µετασχηµατισµός 

που εκφράζεται από την εξίσωση (π.2.11) θεωρούµενος σαν απεικόνιση 
3Ψ→ℝ  

ονοµάζεται µεταφορά (translation) σε αντιστοιχία µε τη µεταφορά που περιγράφηκε στις 

δύο διαστάσεις. 

 

Π.2.5.2. Περιστροφή (Rotation) 
 

Γενικά για να οριστεί µία περιστροφή (rotation) ενός αντικειµένου στον χώρο ℧ , πρέπει 

να θεωρηθεί ένας άξονας περιστροφής, γύρω από τον οποίο πρόκειται να περιστραφεί το 

αντικείµενο και µία γωνία περιστροφής [5]. Για την περίπτωση των δύο διαστάσεων ο –

κατά κάποιον τρόπο- άξονας περιστροφής είναι πάντα κάθετος στο επίπεδο xy . Στην 

περίπτωση των τριών διαστάσεων, ο άξονας περιστροφής µπορεί να έχει οποιοδήποτε 

προσανατολισµό στο χώρο ℧ . Στο συγκεκριµένο παράρτηµα γίνεται αναφορά µόνο για 

την περιστροφή γύρω από τους άξονες , ,x y z . Περισσότερες λεπτοµέρειες µπορούν να 

βρεθούν στα [3]-[5]. 

Η δισδιάστατη περιστροφή (2-D rotation) που εκφράζεται από το σύστηµα (π.2.6) 

είναι µία τρισδιάστατη περιστροφή (3-D rotation) γύρω από τον άξονα των z η οποία 

εκφράζεται ως [3], [5]: 

( )
cos sin 0

sin cos 0

0 0 1

zR

θ θ

θ θ θ

− 
 =  
  

      (π.2.12.1). 

Η εξίσωση (π.2.12.1) προκύπτει στην ουσία από το σύστηµα των εξισώσεων [5]  

cos sin

' sin cos

'

x x y

y x y

z z

θ θ
θ θ

′ = −

= +

=

 

που είναι το σύστηµα των εξισώσεων (π.2.6).µε µία πρόσθετη εξίσωση. 

Με όµοιο σκεπτικό, ο πίνακας που εκφράζει περιστροφή γύρω από τον άξονα των 

x  είναι [3], [6]: 

( )
1 0 0

0 cos sin

0 sin cos

xR θ θ θ
θ θ

 
 = − 
  

      (π.2.12.2) 

και ο πίνακας που εκφράζει περιστροφή γύρω από τον άξονα των y  είναι [3], [6]: 
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( )
cos 0 sin

0 1 0

sin 0 cos

yR

θ θ

θ
θ θ

 
 =  
 − 

      (π.2.12.3) 

 

Όπως και στην περίπτωση των δύο διαστάσεων, µπορεί να περιστραφεί ένα 

αντικείµενο γύρω από έναν από τους τρεις κύριους άξονες σύµφωνα µε έναν πίνακα 

( )R θ  µε περιστροφή κάθε σηµείου του αντικείµενου σύµφωνα µε τον ίδιο πίνακα ( )R θ  

γύρω από τον άξονα.  

Γενικά µε τον όρο περιστροφή (rotation) στις τρεις διαστάσεις υποδηλώνεται ο 

µετασχηµατισµός που εκφράζεται µε κάποιον από τους παραπάνω πίνακες για 

συγκεκριµένο θ , αν θεωρηθεί σαν απεικόνιση 
3Ψ→ℝ . 

 

Π.2.5.3. Σύνθεση Μετασχηµατισµών στις τρεις διαστάσεις 
 

Μία διαδοχική σειρά περιστροφών και µεταφορών µπορεί να εκφραστεί ενιαία ως ένας πίνακας 

αν χρησιµοποιηθούν οι οµογενείς συντεταγµένες [3]-[5]. Κάνοντας χρήση των οµογενών 

συντεταγµένων στην ουσία εισάγεται σε κάθε σηµείο του ℧  µία τέταρτη συντεταγµένη w , η 

οποία όπως πρέπει να είναι διαφορετική του µηδενός. Επειδή υπάρχουν άπειρες τέτοιες 

αναπαραστάσεις του ίδιου σηµείου του ℧ , χρησιµοποιείται συνήθως η ονοµαζόµενη βασική 

παράσταση [3] µε 1w = . Έτσι θεωρείται ότι κάθε σηµείο ( , , )x y zΡ  έχει τις οµογενείς 

συντεταγµένες ( , , ,1)x y z . 

Με χρήση των οµογενών συντεταγµένων, µπορεί να εκφραστεί η (π.2.11) ως εξής: 
 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0 0 1 1

x

y

z

x d x

y d y

z d z

′     
     ′     = ⋅
′     

     
     

 (π.2.13) 

 

που στην ουσία δίνει το σύστηµα εξισώσεων: 

 

1 1

x

x x

y

y y

z
zz

x x d
x x d x x d

y y d
y y d y y d

z z d
z z dz z d

′ = + 
′  ′= +       ′ = +         ′ ′⇔ = + ⇔ = +         ′ = +    ′     ′ = +        = 

 

 

∆ηλαδή η (π.2.13) µε την (π.2.11) είναι ισοδύναµες. 

Φαίνεται εποµένως ότι µε τη χρήση των οµογενών συντεταγµένων µπορεί να εκφραστεί 

όχι µόνο η περιστροφή, αλλά και η µεταφορά ως πίνακας. Γενικά αν χρησιµοποιηθούν οµογενείς 

συντεταγµένες, τότε κάθε συσχετισµένος µετασχηµατισµός (Π.2.2) µπορεί να εκφραστεί µε τη 

βοήθεια πινάκων ως αντιστοιχία 
4 4Ψ ⊆ →ℝ ℝ  [4]. 

Έτσι, κάνοντας χρήση της προσεταιριστικής ιδιότητας του πολλαπλασιασµού πινάκων 

µπορεί να παραστηθεί µία ακολουθία µετασχηµατισµών µε έναν µόνο πίνακα, και να γίνει 

σύνθεση µετασχηµατισµών. Η σύνθεση των µετασχηµατισµών είναι πολύ αποδοτική, γιατί αντί να 
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εκτελούνται διαδοχικές σειρές µεµονωµένων µετασχηµατισµών πάνω στα συγκεκριµένα σηµεία 

ενός αντικειµένου, εφαρµόζεται σε αυτά ένας συνολικός µετασχηµατισµός [3]. 

 Αν εφαρµοστούν διαδοχικοί γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί πάνω σε ένα σηµείο 

( , , )x y zΡ , η σύνθεση αυτών των γεωµετρικών µετασχηµατισµών θα περιγράφεται από το 

γινόµενο των αντίστοιχων πινάκων. 

Για παράδειγµα, ας θεωρηθεί το σηµείο ( , , )x y zΡ . 

α) Έστω ότι µετακινείται από τη θέση ( , , )x y z , στη θέση ( , , )x y z′ ′ ′  του χώρου µε 

x
x x d′ = + , yy y d′ = +  και zz z d′ = + . 

Με χρήση οµογενών συντεταγµένων η µεταφορά αυτή εκφράζεται ως: 

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0 0 1 1

x

y

z

x d x

y d y

z d z

′     
     ′     = ⋅
′     

     
     

 (π.2.14). 

β) Αν µετακινηθεί τώρα το σηµείο ( , , )x y z′ ′ ′Ρ  από τη θέση ( , , )x y z′ ′ ′ , στη θέση 

( , , )x y z′′ ′′ ′′  του χώρου µε xx x d′′ ′ ′= + , yy y d′′ ′ ′= +  και zz z d′′ ′ ′= + , θα ισχύει: 

 

( .2.14)

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0 0 1 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 0 0 0 1 1

1 0 0

0 1 0
( ' , ' , ' )

0 0 1

x

y

z

x x

y y

z z

x

y

x y z

x d x

y d y

z d z

d d x

d d y

d d z

d

d
T d d d

π

′′ ′ ′     
     ′′ ′ ′     = ⋅ =
′′ ′ ′     

     
     

′     
     ′     = ⋅ ⋅ =

′     
     
     

= ⋅

0 0 0 1 1

z

x

y

d z

   
   
   ⋅ =
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( ' , ' , ' ) ( , , )

1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0 1 1

x y z x y z

x x

y y

z z

x

y
T d d d T d d d

z

d d x

d d y

d d z

 
 
 = ⋅ ⋅ =
 
 
 

′+   
   ′+   = ⋅

′   +
   
   

 

 

µε 

1 0 0

0 1 0
( ' , ' , ' )

0 0 1

0 0 0 1

x

y

x y z

z

d

d
T d d d

d

′ 
 ′ =

′ 
 
 

 και 

1 0 0

0 1 0
( , , )

0 0 1

0 0 0 1

x

y

x y z

z

d

d
T d d d

d

 
 
 =
 
 
 

 

 

Η συνολική µεταφορά θα εκφράζεται από τον πίνακα: 

( )

1 0 0

0 1 0
, ,

0 0 1

0 0 0 1

x x

y y

x x y y z z

z z

d d

d d
T d d d d d d

d d

′+ 
 ′+ ′ ′ ′+ + + =

′ +
 
 

 

Είναι φανερό ότι ισχύει: 

( ), , ( ' , ' , ' ) ( , , )

( , , ) ( ' , ' , ' )

x x y y z z x y z x y z

x y z x y z

T d d d d d d T d d d T d d d

T d d d T d d d

′ ′ ′+ + + = ⋅ =

= ⋅
 

δηλαδή δεν ενδιαφέρει η σειρά µε την οποία γίνονται δύο διαδοχικές µεταφορές. 

 Αποδεικνύεται σχετικά εύκολα, ότι δεν ενδιαφέρει ούτε η σειρά µε την οποία 

γίνονται δύο διαδοχικές περιστροφές [4] γύρω όµως από τον ίδιο άξονα. 

 Μία όµως µεταφορά µε µία περιστροφή δεν µπορούν γενικά να εναλλαχτούν. 

∆ηλαδή σε αυτήν την περίπτωση έχει σηµασία η σειρά µε την οποία γίνονται. Αυτό είναι 

µία γενική παρατήρηση που µπορεί να ερµηνευτεί από το γεγονός ότι γενικά ο 

πολλαπλασιασµός πινάκων δεν είναι πράξη αντιµεταθετική. 

 Σηµειώνεται ότι οι πίνακες που εκφράζουν τις περιστροφές γύρω από τους 

άξονες, γράφονται σε οµογενείς συνταγµένες ως: 

( )

1 0 0 0

0 cos sin 0

0 sin cos 0

0 0 0 1

xR
θ θ

θ
θ θ

 
 − =
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( )

cos 0 sin 0

0 1 0 0

sin 0 cos 0

0 0 0 1

yR

θ θ

θ
θ θ

 
 
 =
 −
 
 

 

και 

( )

cos sin 0 0

sin cos 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

zR

θ θ
θ θ

θ

− 
 
 =
 
 
 

 

 

 

Γενικά, για την περίπτωση περιστροφών και µεταφορών, ο γεωµετρικός 

µετασχηµατισµός υποδηλώνεται µε έναν πίνακα 4x4: 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0 0 0 1

x

y

z

r r r t

r r r t
M

r r r t

 
 
 =
 
 
 

 (π.2.15), όπου ο άνω αριστερός 3x3 πίνακας 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

r r r

R r r r

r r r

 
 =  
  

 αντιστοιχεί στις περιστροφές ενώ ο 3x1 πίνακας 

x

y

z

t

T t

t

 
 =  
  

 δίνει τη 

συνολική µεταφορά. 

 

Π.2.6. Ευκλείδειοι Μετασχηµατισµοί 
 

Ένας µετασχηµατισµός, ο οποίος εκφράζει διαδοχικές περιστροφές και µεταφορές, είναι 

ευκλείδειος µετασχηµατισµός, δηλαδή είναι κίνηση (αναφερόµαστε στην αρχική και την 

τελική τοποθέτηση του αντικειµένου) όπως είναι λογικό και σύµφωνα µε όσα 

αναφέρθηκαν στην αρχή του παραρτήµατος. Βέβαια εδώ θεωρείται ότι γίνεται στον ℧ . 

Ένας πίνακας µετασχηµατισµού 4x4 όπου άνω αριστερός 3x3 πίνακας είναι 

ορθογώνιος εκφράζει έναν ευκλείδειο µετασχηµατισµό που όπως έχει ήδη τονιστεί 

διατηρεί αναλλοίωτα τα µήκη και τις γωνίες γεγονός το οποίο έχει ως αποτέλεσµα να µην 

αλλοιώνεται το µετασχηµατιζόµενο αντικείµενο [3],[4]. Οποιαδήποτε λοιπόν ακολουθία 

από µεταφορές και περιστροφές δηµιουργεί έναν πίνακα αυτής της µορφής. 

∆ηλαδή η σχέση  

1 1

x x

y y
M

z z

′   
   ′   = ⋅
′   

   
   

 όπου ο πίνακας M  είναι ο πίνακας της σχέσης (π.2.15), εκφράζει 
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ευκλείδειο µετασχηµατισµό. 

Επειδή τώρα η παραπάνω σχέση, που µπορεί µε χρήση της (π.2.15) να γραφτεί ως: 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

1 0 0 0 1 1

x

y

z

x r r r t x

y r r r t y

z r r r t z

′     
     ′     = ⋅
′     

     
     

 

 

είναι ισοδύναµη µε τη σχέση 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

x r r r x

y r r r y T

z r r r z

′     
     ′ = ⋅ +     
′          

 (π.2.16) όπου 

x

y

z

t

T t

t

 
 =  
  

,  

συνάγεται το συµπέρασµα ότι οποιοιδήποτε µετασχηµατισµοί γράφονται µε µία σχέση 

της µορφής αυτής µε τον πίνακα 3x3 να είναι ορθογώνιος, είναι και αυτοί ευκλείδειοι 

µετασχηµατισµοί.  

 

Π.2.7. Χρήση ελεύθερων διανυσµάτων για εύρεση των κατάλληλων 

ευκλείδειων µετασχηµατισµών 
 

Αδιαφορώντας για τις µεταφορές, µπορούν να εφαρµοστούν ευκλείδειοι 

µετασχηµατισµοί (µόνο περιστροφές) σε ελεύθερα διανύσµατα που τοποθετούνται στην 

αρχή των αξόνων του ℧ . 

 Αυτοί οι γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί θα έχουν τη µορφή ορθογώνιων πινάκων 

3x3. Μπορεί να θεωρηθεί ότι αυτοί γεωµετρικοί µετασχηµατισµοί εφαρµόζονται σε κάθε 

σηµείο του διανύσµατος. ∆ηλαδή να θεωρηθεί το ελεύθερο διάνυσµα σαν ένα 

αντικείµενο που αποτελείται από πολλά σηµεία. Μπορεί ακόµα να θεωρηθεί ότι 

εφαρµόζονται στο πέρας του διανύσµατος. 

 Όπως και να χει, το αποτέλεσµα από την περιστροφή θα είναι ένας ορθογώνιος 

πίνακας 3x3 που θα µπορεί να πολλαπλασιαστεί µε κάθε σηµείο ενός αντικειµένου (για 

την ακρίβεια µε το διάνυσµα-στήλη των συντεταγµένων του) και να περιστραφεί µε 

αυτόν τον τρόπο το αντικείµενο στον ℧ . Αυτή η θεώρηση χρησιµοποιήθηκε στην 

παρούσα εργασία, δηλαδή έγινε περιστροφή διανυσµάτων και όχι σηµείων. 

 

Π.2.8. Παθητικοί και ενεργητικοί µετασχηµατισµοί. 
 
Μετά την εφαρµογή ενός µετασχηµατισµού, το αντικείµενο που ορίζεται σαν ένα σύνολο 

σηµείων που ανήκει στον ℧  αντιστοιχίζεται σε ένα διαφορετικό από το αρχικό 

υποσύνολο 
3′Ψ ∈ℝ  και ορίζεται πλέον από το αντίστοιχο σύνολο σηµείων του ℧ . Ο 

µετασχηµατισµός αυτός που γίνεται στο χώρο ℧  ονοµάζεται ενεργητικός και 

εφαρµόζεται σε ένα υποσύνολο του ℧ . 

Μπορεί ισοδύναµα να θεωρηθεί ότι µετασχηµατίζεται το αρχικό σύστηµα των 

συντεταγµένων Σ  στο χώρο ℧ , σε ένα διαφορετικό σύστηµα συνταγµένων ′Σ  στο χώρο 
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℧   Αυτή η περίπτωση αναφέρεται σαν παθητικός µετασχηµατισµός που είναι ένας 

µετασχηµατισµός που εφαρµόζεται σε όλο το ℧ . 

∆ηλαδή ,όπως αναφέρθηκε στο Π.2.2. αν θεωρηθεί, ο γεωµετρικός 

µετασχηµατισµός στο χώρο ℧  σαν µία αντιστοιχία 
3:f Ψ→ℝ , τότε όταν ισχύει 

3Ψ =ℝ  ο µετασχηµατισµός λέγεται παθητικός, αλλιώς λέγεται ενεργητικός. Στις 

ενότητες Π2.2. έως και Π.2.7. έγινε αναφορά σε ενεργητικούς µετασχηµατισµούς. Σε 

αυτή την ενότητα θα µελετηθούν οι παθητικοί µετασχηµατισµοί. 

Στην ενότητα αυτή θα αναφέρεται π.χ. ότι η θέση 
3( , , )x y z ∈ℝ  σε σχέση µε το 

σύστηµα συντεταγµένων Σ , αντιστοιχίζεται στη θέση 
3( , , )x y z′ ′ ′ ∈ℝ  σε σχέση µε το 

σύστηµα συντεταγµένων ′Σ . Η αρχική θέση είναι συντεταγµένες του Σ  και η τελική 

συντεταγµένες του ′Σ . 

Για να µελετηθεί από καθαρά µαθηµατική σκοπιά αυτή η θεώρηση ας θεωρηθεί 

το ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων ˆ ˆ ˆ( , , , )O x y zΣ =  στο χώρο ℧  και το σύστηµα 

συντεταγµένων ( , , , )O x y z′ ′ ′ ′ ′Σ =
� � �

, στον ίδιο χώρο όπου ,O O′  δύο σηµεία του χώρου 

℧ . Έστω ότι τα διανύσµατα του ′Σ  εκφράζονται στη βάση των διανυσµάτων του Σ µε 

τις σχέσεις: 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ

x a x a y a z

y b x b y b z

z c x c y c z

′ = + +

′ = + +

′ = + +

�

�

�
      (π.2.18) 

όπου οι αριθµοί 1 2 3, ,a a a  είναι οι συνιστώσες του διανύσµατος x′
�

αυτού ως προς τη 

βάση { }ˆ ˆ ˆ, ,B x y z=  και αντίστοιχα οι αριθµοί 1 2 3, ,b b b  και 1 2 3, ,c c c  οι συνιστώσες των 

διανυσµάτων ,y z′ ′
� �

 ως προς τη βάση { }ˆ ˆ ˆ, ,B x y z= . 

Για το διάνυσµα θέσης OοΡ = Ρ
��� ����

 ενός τυχαίου σηµείου Ρ∈℧  ως προς την αρχή O  

ισχύει:  

ˆ ˆ ˆxx yy zzοΡ = + +
���

 (π.2.19.1) 

Για το διάνυσµα θέσης OοΡ′ ′= Ρ
��� ����

 του ίδιου σηµείου Ρ∈℧  ως προς την αρχή O′  ισχύει:  

ˆ ˆ ˆx x y y z zοΡ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + +
���

     (π.2.19.2) 

Επίσης, θεωρώντας ότι: 

'
O O O O

O O x x y y z zο ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = + +
��� ����� � � �

 

ισχύει: 

( ) ( ) ( )

O

O O O

O O O

x x y y z z x x y y z z

x x x y y y z z z

ο ο οΡ Ρ′ ′= − =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − − − =

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − + −

��� ��� ���

� � � �� �

� � �
 

Συνεπώς: 



 

 

174 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

( ) ( ) ( )

ˆ ˆ ˆ( )( )

ˆ ˆ ˆ( )( )

ˆ ˆ ˆ( )( )

ˆ( )

ˆ( )

(

O O O

O

O

O

O O O

O O O

x x x y y y z z z

x x a x a y a z

y y b x b y b z

z z c x c y c z

x a y b z c x a y b z c x

x a y b z c x a y b z c y

x a

οΡ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − + − =

′ ′− + + +

′ ′+ − + + +

′ ′+ − + + =

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − − − +

′ ′ ′ ′ ′ ′+ + + − − − +

′+

��� � � �

3 3 3 3 3 3
ˆ)O O Oy b z c x a y b z c z′ ′ ′ ′ ′+ + − − −

 

 

Από την παραπάνω σχέση και την (π.2.19.1) εξάγεται το εξής σύστηµα εξισώσεων: 

 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

O O O

O O O

O O O

x x a y b z c x a y b z c

y x a y b z c x a y b z c

z x a y b z c x a y b z c

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − − −

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − − −

′ ′ ′ ′ ′ ′= + + − − −
 

ή ισοδύναµα σε µορφή πινάκων: 

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

O

O

O

x a b c x a b c x

y a b c y a b c y

z a b c z a b c z

′ ′         
         ′ ′= ⋅ −         

′ ′                  

 

Αποδεικνύεται σχετικά εύκολα, ότι ο πίνακας 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c

a b c

a b c

 
 
 
  

 είναι αντιστρέψιµος [1] 

εποµένως το παραπάνω σύστηµα εξισώσεων γίνεται:  
1 1

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

O

O

O

O

O

x a b c x a b c x

y a b c y a b c y

z a b c z a b c z

x x

y y

z z

α α α α α α
β β β β β β
γ γ γ γ γ γ
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ή ισοδύναµα σε οµογενείς συντεταγµένες:  
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Ο πίνακας 

1

1 1 11 2 3

2 2 21 2 3

3 3 31 2 3

0

0

0

10 0 0 1

O

O

O

O O O

a b cx

a b cy
M

a b cz

x y z

α α α
β β β
γ γ γ

−

′Σ→Σ

′   
  ′   = =
 ′ 
   ′ ′ ′   

 είναι ο πίνακας που 

µετασχηµατίζει το σύστηµα συντεταγµένων Σ  στο σύστηµα συντεταγµένων ′Σ , δηλαδή 

αντιστοιχίζει τη θέση ( , , ,1)x y z  του συστήµατος συντεταγµένων Σ  θεωρώντας 

οµογενείς συντεταγµένες, στη θέση ( , , ,1)x y z′ ′ ′  συστήµατος συντεταγµένων ′Σ  

Εκφράζει δηλαδή παθητικό γεωµετρικό µετασχηµατισµό. Ο πίνακας  
1

1 1 1 1 2 3

2 2 2 1 2 3

3 3 3 1 2 3

0

0

0

1 0 0 0 1

O

O

O

O O O

a b c x

a b c y
M

a b c z

x y z

α α α
β β β
γ γ γ

−

′Σ →Σ

′   
   ′   = =
  ′ 
   ′ ′ ′   

 

µετασχηµατίζει το σύστηµα συντεταγµένων ′Σ  στο σύστηµα συντεταγµένων Σ , δηλαδή 

αντιστοιχίζει τη θέση ( , , ,1)x y z′ ′ ′  του συστήµατος συντεταγµένων ′Σ , στη θέση 

( , , ,1)x y z  του συστήµατος συντεταγµένων Σ . Εκφράζει και αυτός παθητικό 

γεωµετρικό µετασχηµατισµό. 

Ας συµβολιστεί τώρα µε 
( )ΣΦ  η θέση (τετράδα συντεταγµένων-χρήση οµογενών 

συντεταγµένων) του τυχαίου σηµείου Φ∈℧  σε σχέση µε το τυχαίο σύστηµα 

συντεταγµένων Σ  και µε 
( )′ΣΦ η θέση (τετράδα συντεταγµένων-χρήση οµογενών 

συντεταγµένων) του ίδιου σηµείου Φ∈℧  σε σχέση µε το τυχαίο σύστηµα 

συντεταγµένων ′Σ . Ένας συγκεκριµένος πίνακας µετασχηµατισµού στο τυχαίο σύστηµα 

συντεταγµένων Σ  (στο χώρο ℧ ) θα συµβολίζεται µε Q
Σ

 και θα εκφράζει ενεργητικό 

µετασχηµατισµό, µε την έννοια ότι θα εφαρµόζεται ως πίνακας στο υποσύνολο Ψ  του 

3ℝ . Μέσω αυτού του ενεργητικού µετασχηµατισµού θα αντιστοιχίζεται η τετράδα 
( )ΣΦ  

στην τετράδα 
( )Σ′Φ  που θα είναι η νέα θέση του σηµείου Φ∈℧  στο Σ . 

Από την παραπάνω ανάλυση γίνεται αντιληπτό ότι: 

( ) ( )M
′Σ Σ

′Σ→ΣΦ = ⋅Φ   (π.2.20.1) 

και:
( ) ( )QΣ Σ Σ′Φ = ⋅Φ  (π.2.20.2) 

Γενικά αποδεικνύεται, ότι ένας συγκεκριµένος µετασχηµατισµός (θεωρούµενος σαν 

πίνακας), QΣ
 που αντιστοιχίζει τη τυχαία θέση 

( )ΣΦ ∈Ψ  στη θέση 
( )Σ′Φ ∈Ψ  είναι ο 

αντίστροφος του αντίστοιχου παθητικού µετασχηµατισµού M ′Σ→Σ  που χρειάζεται για να 

µετασχηµατιστεί το σύστηµα συντεταγµένων Σ  σε ένα νέο σύστηµα συντεταγµένων ′Σ  

προκειµένου να ισχύει: 
( ) ( )′Σ Σ′Φ = Φ  [4]. ∆ηλαδή ( ) 1

Q M
−Σ

′Σ→Σ=  (π.2.20.3).  
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refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp. m 
 
function refer_pivot_P2_tp_peristrofi_tp  
 
%αρχικά θέτουµε το διάνυσµα RLXRM να είναι ίσο µε το µηδέν(τα σηµεία 
%R,L,M είναι συνευθειακά) έτσι ώστε 
%να επαναλαµβάνεται η εισαγωγή των συντεταγµένων των σηµείων  
% καθόσον ισχύει αυτό  
  
RLXRM=0; 
 
while (RLXRM==0) 
 
fprintf('∆ώστε τις συντεταγµένες του σηµείου L σε χιλιοστά(mm):\n 
Εισάγετε µία-µία τις συντεταγµένες διαχωρίζοντάς τες µε <Enter> \n και 
προσέξτε ώστε να είναι πραγµατικοί αριθµοί:\n'); 
 
xl=eisagwgh_sintetagmenhs_x; 
yl=eisagwgh_sintetagmenhs_y; 
zl=eisagwgh_sintetagmenhs_z; 
 
fprintf('∆ώστε τις συντεταγµένες του σηµείου R σε χιλιοστά(mm):\n 
Εισάγετε µία-µία τις συντεταγµένες διαχωρίζοντάς τες µε <Enter> \n και 
προσέξτε ώστε να είναι πραγµατικοί αριθµοί:\n'); 
 
xr=eisagwgh_sintetagmenhs_x; 
yr=eisagwgh_sintetagmenhs_y; 
zr=eisagwgh_sintetagmenhs_z; 
 
fprintf('∆ώστε τις συντεταγµένες του σηµείου M σε χιλιοστά(mm):\n 
Εισάγετε µία-µία τις συντεταγµένες διαχωρίζοντάς τες µε <Enter> \n και 
προσέξτε ώστε να είναι πραγµατικοί αριθµοί:\n'); 
 
xm=eisagwgh_sintetagmenhs_x; 
ym=eisagwgh_sintetagmenhs_y; 
zm=eisagwgh_sintetagmenhs_z; 
 
 
OL=[xl,yl,zl];%το διάνυσµα θέσης που αντιστοιχεί στο σηµείο L-δηλαδή 
%στο σηµείο EECL 
clear   xl yl zl;  %δεν τα χρειαζόµαστε πια 
OR=[xr,yr,zr];%το διάνυσµα θέσης που αντιστοιχεί στο σηµείο R-δηλαδή 
%στο σηµείο EECR 
clear   xr yr zr; %δεν τα χρειαζόµαστε πια 
 
OM=[xm,ym,zm];%το διάνυσµα θέσης που αντιστοιχεί στο σηµείο M. 
 
clear   xm ym zm; %δεν τα χρειαζόµαστε πια 
 
%εύρεση των συντεταγµένων του διανύσµατος µε αρχή το R και τέλος το L- 
%θα χρειαστεί για αργότερα 
RL=OL-OR;%το θεωρούµε ως ελεύθερο διάνυσµα 
 
 
%εύρεση των συντεταγµένων του διανύσµατος µε αρχή το R και τέλος το Μ-
%θα χρειαστεί για αργότερα 
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RM=OM-OR; 
 
 
RLXRM=cross(RL,RM); 
%Το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων RL και RM, 
%τα οποία τα θεωρούµε σαν ελεύθερα διανύσµατα που προφανώς είναι µη 
%συγγραµµικά και  µη µηδενικά (άρα το εξωτερικό τους γινόµενο δεν 
%µπορεί να ισούται µε το µηδενικό διάνυσµα). 
%Με το διάνυσµα RLXRM και ένα σηµείο του reference plane π.χ το R 
%έχουµε πλέον ορίσει µε µοναδικό τρόπο το reference plane. 
 
if(RLXRM==0) 
    fprintf('\nΚάνατε λάθος στην εισαγωγή των συντεταγµένων.\nΤα σηµεία 
R,L,M δεν µπορούν να είναι συνευθειακά!!!!\n'); 
    fprintf('Ξαναδώστε τις συντεταγµένες!!!:\n\n'); 
%Αν τα σηµεία R,L,M είναι συνευθειακά τότε 
% επαναλαµβάνεται η εισαγωγή των συντεταγµένων των σηµείων ,αλλά πριν 
%από αυτό τυπώνεται το παραπάνω µήνυµα 
 
end 
 
 
end 
 
 
%εύρεση 4 κατάλληλων σηµείων για το reference plane 
 
fprintf('\n\n Εύρεση  τεσσάρων κατάλληλων σηµείων για τη µοντελοποίηση 
του επιπέδου αναφοράς:'); 
 
m=poio_view(RLXRM(1,1),RLXRM(1,2),RLXRM(1,3)); 
 
 
[P1 P2 P3 
P4]=euresi_4_katallhlwn_shmeiwn(RLXRM(1,1),RLXRM(1,2),RLXRM(1,3),OR(1,1
),OR(1,2),OR(1,3),m) 
 
 
%εύρεση 4 κατάλληλων σηµείων για το Π2 
 fprintf('\nΕύρεση  τεσσάρων κατάλληλων σηµείων για τη µοντελοποίηση 
του επιπέδου Π2:'); 
  
 m=poio_view(RL(1,1),RL(1,2),RL(1,3)); 
 
[p1 p2 p3 
p4]=euresi_4_katallhlwn_shmeiwn(RL(1,1),RL(1,2),RL(1,3),OR(1,1),OR(1,2)
,OR(1,3),m) 
 
 
%εύρεση της απόστασης DPP µε βάση το paper 
%Στο paper συµβολίζονται ως |EECL-M|,|EECR-M| οι αποστάσεις  
%µεταξύ των σηµείων EECL,M και EECR,M αντίστοιχα.Αυτές 
%οι αποστάσεις είναι τα µέτρα των διανυσµάτων ML και RM 
%Αν το ΑΒ είναι ένα διάνυσµα, τότε το norm(AΒ) επιστρέφει 
%το µέτρο του διανύσµατος ΑΒ, δηλαδή την απόσταση µεταξύ των σηµείων 
%Α,Β. 
%Με βάση τον τύπο που υπάρχει στο paper στη σελίδα 3428,έχουµε: 
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DPP=(15*(norm(OL-OM)+norm(RM)))/(2*145.5); 
 
%Η απόσταση DPP υπολογίσθηκε επειδή είναι απαραίτητη για 
%την εύρεση της  εξίσωσης του pivot plane και κατά συνέπεια των 
%τεσσάρων κατάλληλων σηµείων για το pivot plane 
%III)Εύρεση της  εξίσωσης του pivot plane 
 
%το RLX(RLXLM) 
RLX_RLXRM=cross(RL,RLXRM); 
 
%pairnw th thetikh timh gia to l 
l=(DPP/(norm(RLX_RLXRM))); 
 
 
RK=l*RLX_RLXRM;%=LK 
 
a=dot(RK,RM); 
 
 
if (a<0) 
 
    OK=OR + l*(RLX_RLXRM); 
else 
    OK=OR - l*(RLX_RLXRM); 
end 
 
 
%βρίσκω έτσι τις συντεταγµένες του σηµείου K 
 
%Μπορώ πλέον να βρω την εξίσωση του pivot plane. 
 
%,είναι αναγκαία 
%η εύρεση εξίσωσης  για το pivot plane,προκειµένου 
%µέσω αυτής να βρει ο χρήστης τα κατάλληλα σηµεία 
%για να εισάγει ένα αντικείµενο τύπου "Advance Quadrilateral Plate" 
%πάνω στο κεφάλι, κάτι το οποίο  
%θα τον βοηθήσει να βρει τα σηµεία N και F µε  βάση το paper. 
 
%εύρεση 4 κατάλληλων σηµείων για το pivot plane 
 
 fprintf('\nΕύρεση  τεσσάρων κατάλληλων σηµείων για τη µοντελοποίηση 
του  βασικού επιπέδου:'); 
  
m=poio_view(RLX_RLXRM(1,1),RLX_RLXRM(1,2),RLX_RLXRM(1,3)); 
   
[p1 p2 p3 
p4]=euresi_4_katallhlwn_shmeiwn(RLX_RLXRM(1,1),RLX_RLXRM(1,2),RLX_RLXRM
(1,3),OK(1,1),OK(1,2),OK(1,3),m) 
 
%για την σχεδίαση των επιπέδων RPU και RPD 
 
 fprintf('\nΕύρεση  τεσσάρων κατάλληλων σηµείων για τη µοντελοποίηση 
των  βοηθητικών  επιπέδων:'); 
 
w=mhkos_kinhtou;   %στη µεταβλητή αυτή αποθηκεύεται το µήκος του 
%κινητού 
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w=(w/2);  %διαιρούµε το µήκος διά του 2 
 
l=(w/(norm(RLXRM))); 
 
% σηµεία για τον ορισµό του ενός επιπέδου 
fprintf('\nΣηµεία για τον ορισµό του ενός επιπέδου που απέχει απόσταση 
(µήκος κινητού)/2 από το επίπεδο αναφοράς(σε χιλιοστά οι συντεταγµένες) 
:\n'); 
 
p1 =P1 + l*(RLXRM); 
p2 =P2 + l*(RLXRM); 
p3 =P3 + l*(RLXRM); 
p4 =P4 + l*(RLXRM); 
 
p1 
fprintf('\n'); 
p2  
fprintf('\n'); 
p3  
fprintf('\n'); 
p4 
fprintf('\n'); 
 
%σηµεία για τον ορισµό του άλλου επιπέδου 
 
fprintf('\nΣηµεία για τον ορισµό του άλλου επιπέδου που απέχει απόσταση 
(µήκος κινητού)/2 από το επίπεδο αναφοράς(σε χιλιοστά οι συντεταγµένες) 
:\n'); 
 
p1 =P1 - l*(RLXRM); 
p2 =P2 - l*(RLXRM); 
p3 =P3 - l*(RLXRM); 
p4 =P4 - l*(RLXRM); 
 
p1 
fprintf('\n'); 
p2  
fprintf('\n'); 
p3  
fprintf('\n'); 
p4 
fprintf('\n'); 
 
 
fprintf('\nΣτη συνέχεια,πρέπει να δώσετε τις συντεταγµένες(σε χιλιοστά) 
των σηµείων N,F,T έτσι ώστε'); 
fprintf('\nνα βρεθεί ο πίνακας περιστροφής  R που πρέπει να εισαχθεί 
στο πρόγραµµα:'); 
fprintf('\nκαι  οι νέες(µετά την περιστροφή) συντεταγµένες του σηµείου 
N(σε χιλιοστά):\n'); 
 
[R ON]=peristrofh_tangent_plane; 
 
fprintf('\nΟ πίνακας περιστροφής που πρέπει να εισαχθεί στο πρόγραµµα 
XFDTD είναι ο:\n'); 
R 
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s=se_poio_shmeio_to_kuvo; 
 
if(s=='R') 
     
    OSOLD=(OR)'; 
elseif(s=='L') 
    OSOLD=(OL)'; 
elseif(s=='M') 
    OSOLD=(OM)'; 
end 
 
 
%σε ποια θέση πρέπει να βρίσκεται το σηµείο στο οποίο εισήχθη η σφαίρα 
%µε βάση τα µαθηµατικά 
 
OSNEWMY=R*(OSOLD); 
 
[Xo_o Yo_o 
Zo_o]=euresh_metaforas_sto_programma(OSNEWMY(1,1),OSNEWMY(2,1),OSNEWMY(
3,1)); 
 
fprintf('\nΤο σηµείο Ν στο πρόγραµµα, έχει την εξής x συντεταγµένη: '); 
 
%n1 
x_N_program=ON(1,1) +  Xo_o 
 
 
fprintf('\nΤο σηµείο R στο πρόγραµµα, έχει τις εξής y και z 
συντεταγµένες: '); 
 
if(s=='R') 
%r2 
y_R_program=OSNEWMY(2,1)   + Yo_o 
 
%r3 
z_R_program= OSNEWMY(3,1)  +  Zo_o 
else 
    OSOLD=(OR)'; 
    OSNEWMY=R*(OSOLD); 
    %r2 
y_R_program=OSNEWMY(2,1)   + Yo_o 
 
%r3 
z_R_program= OSNEWMY(3,1)  +  Zo_o 
     
end 
 
     
 
 
 
End 
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eisagwgh_sintetagmenhs_x.m 
 

function m1=eisagwgh_sintetagmenhs_x 
 
while(1>0) 
        
     try 
    m1=input('∆ώστε την  πρώτη συντεταγµένη του σηµείου (x) και πατήστε 
<Enter>:'); 
    catch 
          %αν προκαλέσει η εισαγωγή κάποιο σφάλµα,"ζητάς" από το 
πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
         continue 
    end 
    m2=(isempty(m1)); 
    if(m2==1 ) 
          %αν εισάγει ο χρήστης την κενή λίστα(πατώντας κατευθείαν 
<Enter>) ζητάς από το πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
        continue 
    end 
    m2=ischar(m1); 
     if(m2==1 ) 
      continue   %πχ αν εισάγει 's' 
    end 
 
    m2= isreal(m1); 
    if(m2==1 ) 
      break   %µόνο αν ο "πίνακας" που έχει εισάγει ο χρήστης  δεν 
είναι κενός,δεν έχει προκαλέσει σφάλµα και έχει µόνο πραγµατικά 
στοιχεία,θα "σπάσει" ο ατέρµωνας βρόχος 
    end 
  
 
end 
end 
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eisagwgh_sintetagmenhs_y.m 
 
function m1=eisagwgh_sintetagmenhs_y 
 
while(1>0) 
    try 
    m1=input('∆ώστε την  δεύτερη συντεταγµένη του σηµείου (y) και 
πατήστε <Enter>:'); % Η χρήση του %s  για την κατασκευή µίας ενιαίας 
%συνάρτησης "eisagwgh_sintetagmenhs" δηµιουργούσε 
    %προβλήµατα 
    catch 
          %αν προκαλέσει η εισάγωγή κάποιο σφάλµα,"ζητάς" από το 
%πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
         continue 
    end 
    m2=(isempty(m1)); 
    if(m2==1 ) 
          %αν εισάγει ο χρήστης την κενή λίστα(πατώντας κατευθείαν 
%<Enter>) ζητάς από το πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
        continue 
    end 
    m2=ischar(m1); 
     if(m2==1 ) 
        
      continue   %µόνο αν ο "πίνακας" που έχει εισάγει ο χρήστης  δεν 
%είναι κενός,δεν έχει προκαλέσει σφάλµα και έχει µόνο πραγµατικά 
%στοιχεία,θα "σπάσει" ο ατέρµωνας βρόχος 
    end 
 
    m2= isreal(m1); 
    if(m2==1 ) 
      break   %µόνο αν ο "πίνακας" που έχει εισάγει ο χρήστης  δεν 
%είναι κενός,δεν έχει προκαλέσει σφάλµα και έχει µόνο πραγµατικά 
%στοιχεία,θα "σπάσει" ο ατέρµωνας βρόχος 
    end 
end 
end 
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eisagwgh_sintetagmenhs_z.m 
 
function m1=eisagwgh_sintetagmenhs_z 
 
while(1>0) 
    try 
    m1=input('∆ώστε την  τρίτη συντεταγµένη του σηµείου (z) και πατήστε 
<Enter> :'); 
    catch 
          %αν προκαλέσει η εισάγωγή κάποιο σφάλµα,"ζητάς" από το 
%πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
         continue 
    end 
    m2=(isempty(m1)); 
    if(m2==1 ) 
          %αν εισάγει ο χρήστης την κενή λίστα(πατώντας κατευθείαν 
%<Enter>) ζητάς από το πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
        continue 
    end 
    m2=ischar(m1); 
     if(m2==1 ) 
        
      continue   %µόνο αν ο "πίνακας" που έχει εισάγει ο χρήστης  δεν 
%είναι κενός,δεν έχει προκαλέσει σφάλµα και έχει µόνο πραγµατικά 
%στοιχεία,θα "σπάσει" ο ατέρµωνας βρόχος 
    end 
 
    m2= isreal(m1); 
    if(m2==1 ) 
      break   %µόνο αν ο "πίνακας" που έχει εισάγει ο χρήστης  δεν 
%είναι κενός,δεν έχει προκαλέσει σφάλµα και έχει µόνο πραγµατικά 
%στοιχεία,θα "σπάσει" ο ατέρµωνας βρόχος 
    end 
end 
end 
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poio_view.m 
 
function m=poio_view(n1,n2,n3) 
 
%τα τρία µοναδιαία διανύσµατα 
x=[1 0 0]; 
y=[0 1 0]; 
z=[0 0 1]; 
 
n=[n1 n2 n3]; 
 
% στην ουσία κάνω τις πράξεις x*n,y*n,z*n,-x*n,-y*n,-z*n 
%Aν το x*n είναι αρνητικό,τότε το  -x*n είναι θετικό και αντίστροφα. 
%Aν το y*n είναι αρνητικό,τότε το  -y*n είναι θετικό και αντίστροφα. 
%Aν το z*n είναι αρνητικό,τότε το  -z*n είναι θετικό και αντίστροφα. 
 
%Το max(max(x*n, -x*n),max(y*n,-y*n),max(z*n,-
%z*n))=max(abs(x*n),abs(y*n),abs(z*n)) 
%θα καθορίσει ποιό  από τα XY,YZ,ZX επίπεδα θα χρησιµοποιηθεί για  
%τον καθορισµό του επιπέδου που θέλουµε  
%και αυτό γιατί  αν π.χ 
% max(max(x*n, -x*n),max(y*n, -y*n),max(z*n, -z*n))==max(x*n, -
%x*n)=abs(x*n) 
%τότε  η γωνία µεταξύ του επιπέδου YZ και του προς σχεδιασµό επιπέδου 
%θα είναι µικρότερη από τη γωνία µεταξύ του ΧΥ και του προς σχεδιαισµό 
%επιπέδου και του ΖΧ και του προς σχεδιασµό επιπέδου. 
eswteriko1=dot(x,n); 
eswteriko2=dot(y,n); 
eswteriko3=dot(z,n); 
 
eswteriko1=abs(eswteriko1); 
 
eswteriko2=abs(eswteriko2); 
 
eswteriko3=abs(eswteriko3); 
 
%η συνάρτηση max δε δέχεται τρία ορίσµατα,για  
%αυτό πρέπει πρώτα να βρούµε το µέγιστο από δύο εσωτερικά γινόµενα  
%να το κρατήσουµε και µετά να το συγκρίνουµε µε  το τρίτο εσωτερικό 
%γινόµενο για να βρούµε στο τέλος το µέγιστο εσωτερικό γινόµενο 
eswteriko=max(eswteriko1,eswteriko2); 
 
eswteriko=max(eswteriko3,eswteriko); 
 
if(eswteriko == eswteriko1) 
 
fprintf('\n Η τοµή YZ (YZ view) είναι χρήσιµη για τον "καθορισµό" του 
επιπέδου.\n'); 
m='x'; 
fprintf('Κατά συνέπεια πρέπει να δώσετε τις y και z συντεταγµένες  δύο 
κατάλληλων σηµείων:\n');  
elseif(eswteriko == eswteriko2) 
     
fprintf('\n Η τοµή ZX (ZX view) είναι χρήσιµη για τον "καθορισµό" του 
επιπέδου.\n'); 
m='y'; 
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fprintf('Κατά συνέπεια πρέπει να δώσετε τις x και z συντεταγµένες  δύο 
κατάλληλων σηµείων:\n');  
 
else 
    fprintf('\n Η τοµή XY(XY view) είναι χρήσιµη για τον "καθορισµό" 
του επιπέδου.\n'); 
    m='z'; 
    fprintf('Κατά συνέπεια πρέπει να δώσετε τις x και y συντεταγµένες  
δύο κατάλληλων σηµείων:\n');  
end 
 
end 
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euresi_4_katallhlwn_shmeiwn.m 
 
function [A1 A2 A3 A4] =euresi_4_katallhlwn_shmeiwn(a,b,c,xk,yk,zk,m) 
%euresi  4 katallhlwn shmeiwn gia  to reference plane 
 
%fprintf('\nΩς προς ποια µεταβλητή θέλετε να λυθεί η εξίσωση του 
επιπέδου;\n'); 
%m='a'; 
%while(1>0) %δεν µπορώ να βάλω εδώ τον έλεγχο m~='x' && m~='y' && 
%m~='z'  γιατί ενώ χρειάζοµαι  
    %να "πιάσω" την εξαίρεση 2,δε θα µπορώ µετά το while 
   % try 
%    m=input('∆ώστε ή ''x'' ή ''y'' ή ''z''  και  πατήστε 
<Enter>.\nΠροσέξτε έτσι ώστε να συµπεριλάβετε τα ''  '' :\n'); 
    % catch  
        %εξαίρεση 1 
       % continue 
%    end 
   %l=(isempty(m));  
%    if(l==1 ) 
   %     m='a'; 
      %  continue 
%    end 
   %   l= (ischar(m));  
%    if(l==0 ) 
   %     m='a'; 
      %  continue 
%    end 
   % if(l==1) 
      % try 
%        l=(m~='x' && m~='y' && m~='z' ); 
   %    catch  
       %εξαίρεση 2  % υπάρχουν περιπτώσεις εισαγωγής που 
       %χρειάζονται αυτήν την εξαίρεση,όπως για παράδειγµα   '''''''' 
%(8 "αυτάκια") 
      % continue 
%       end 
   %     if (l==0) 
      %      break   % αν δεν έχει "χτυπήσει" λάθος στο από πάνω και 
l==0 
               %αν l==0 
%        end 
         %αν l==1 
   % end 
%end 
 
%εισαγωγή και εύρεση κατάλληλων σηµείων 
fprintf('Πριν την εισαγωγή των συντεταγµένων των σηµείων µην ξεχάσετε 
να χρησιµοποιήσετε το εργαλείο All\nπου ανήκει στο µενού το οποίο 
βρίσκεται στο δεξί άκρο της περιοχής απεικόνισης'); 
 
    if(m=='x')%periptwsi 1 m='x' 
      [y1 z1] = eisagwgh_shmeiwn(m);  
       x='x'; 
       A1=euresi_shmeiou_epipedou (x,y1,z1,a,b,c,xk,yk,zk); 
        [y2 z2] = eisagwgh_shmeiwn(m);  
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       A3=euresi_shmeiou_epipedou (x,y2,z2,a,b,c,xk,yk,zk); 
        
       A2=euresi_shmeiou_epipedou (x,y1,z2,a,b,c,xk,yk,zk); 
        
       A4=euresi_shmeiou_epipedou (x,y2,z1,a,b,c,xk,yk,zk); 
    end 
 
    %periptwsi 2 m='y' 
 
if(m=='y') 
[x1 z1] = eisagwgh_shmeiwn(m) ; %gia epilisi ws pros y gia to prwto 
shmeio 
   y='y'; 
A1=euresi_shmeiou_epipedou (x1,y,z1,a,b,c,xk,yk,zk); 
 
 [x2 z2] = eisagwgh_shmeiwn(m) ; %gia epilisi ws pros y gia to deutero 
shmeio 
    
A3=euresi_shmeiou_epipedou (x2,y,z2,a,b,c,xk,yk,zk); 
 
 A2=euresi_shmeiou_epipedou (x1,y,z2,a,b,c,xk,yk,zk); 
        
 A4=euresi_shmeiou_epipedou (x2,y,z1,a,b,c,xk,yk,zk); 
 
 
end 
 
%periptwsi 3 m='z' 
 
if(m=='z') 
   [x1 y1]= eisagwgh_shmeiwn(m); %gia epilisi ws pros z gia to prwto 
shmeio 
    z='z'; 
    A1=euresi_shmeiou_epipedou (x1,y1,z,a,b,c,xk,yk,zk); 
     [x2 y2]= eisagwgh_shmeiwn(m); %gia epilisi ws pros z  gia to 
deutero shmeio 
     
    A3=euresi_shmeiou_epipedou (x2,y2,z,a,b,c,xk,yk,zk); 
     
     A2=euresi_shmeiou_epipedou (x1,y2,z,a,b,c,xk,yk,zk); 
        
       A4=euresi_shmeiou_epipedou (x2,y1,z,a,b,c,xk,yk,zk); 
     
end 
 
%τέλος εισαγωγής σηµείων 
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eisagwgh_shmeiwn.m 
 
function [a, b] = eisagwgh_shmeiwn(m) 
   
 
%.Epanalamvanetai mexri ta y,z na einai pragmatikoi arithmoi. 
if(m=='x') 
    while(1>0) 
    try 
    a=input('\n∆ώστε την τιµή του y(σε χιλιοστά) και πατήστε 
<Enter>:'); 
    catch 
         continue 
    end 
    m=(isempty(a)); 
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
    m=(ischar(a)); 
      
     if(m==1 ) 
        
      continue    
     end 
     
    m= (isreal(a)); 
    
    if(m==1 ) 
        break 
    end 
    end 
 
    while(1>0) 
    try 
    b=input('\n∆ώστε την τιµή του z(σε χιλιοστά) και πατήστε 
<Enter>:'); 
    catch 
         continue 
    end 
    m=(isempty(b)); 
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
     m=(ischar(b)); 
      
     if(m==1 ) 
        
      continue    
    end 
     
    m= (isreal(b)); 
    
    if(m==1 ) 
        break 
    end 
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    end 
     
end 
 
 
%telos tis periptwsis opou m='x' 
 
 
if(m=='y') 
 
%.Epanalamvanetai mexri ta x,z na einai arithmoi. 
    while(1>0) 
    try 
    a=input('\n∆ώστε την τιµή του x(σε χιλιοστά) και πατήστε 
<Enter>::'); 
    catch 
         continue 
    end 
    m=(isempty(a)); 
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
    m=(ischar(a)); 
      
     if(m==1 ) 
        
      continue    
     end 
    m= (isreal(a)); 
    
    if(m==1 ) 
        break 
    end 
    end 
 
    while(1>0) 
    try 
    b=input('\n∆ώστε την τιµή του z(σε χιλιοστά) και πατήστε 
<Enter>::'); 
    catch 
         continue 
    end 
    m=(isempty(b)); 
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
    m=(ischar(b)); 
      
     if(m==1 ) 
        
      continue    
     end 
    m= (isreal(b)); 
    
    if(m==1 ) 
        break 
    end 
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    end 
     
end 
%telos tis periptwsis opou m='y' 
 
 
if(m=='z') 
 
 
%Epanalamvanetai mexri ta x,y na einai arithmoi. 
    while(1>0) 
    try 
    a=input('\n∆ώστε την τιµή του x(σε χιλιοστά) και πατήστε 
<Enter>::'); 
    catch 
         continue 
    end 
    m=(isempty(a)); 
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
     
    m= (ischar(a)); 
    
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
    m= (isreal(a)); 
    
    if(m==1 ) 
        break 
    end 
     
     
        
    end 
 
    while(1>0) 
    try 
    b=input('\n∆ώστε την τιµή του y(σε χιλιοστά) και πατήστε 
<Enter>::'); 
    catch 
         continue 
    end 
    m=(isempty(b)); 
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
    m= (ischar(b)); 
    
    if(m==1 ) 
        continue 
    end 
    m= (isreal(b)); 
    
    if(m==1 ) 
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        break 
    end 
     
    end 
end 
%telos tis periptwsis opou m=='z' 
end 
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euresi_shmeiou_epipedou.m 
 
function A =euresi_shmeiou_epipedou (x1,y1,z1,a,b,c,xk,yk,zk)  
%η συνάρτηση αυτή προσδιορίζει ένα σηµείο µε τις δύο του συντεταγµένες 
%σταθερές και την τρίτη να προσδιορίζεται µέσω της εξίσωσης του 
%επιπέδου που είναι κάθετο στο διάνυσµα (a,b,c) και περνά από το σηµείο 
%(xk,yk,zk) αντικαθιστώντας το αρχικό σηµείο σε αυτή. 
 
n=[a b c]; 
OK=[xk yk zk]; 
 
realdot = @(u, v) u*transpose(v); 
 
d = realdot(n,-OK);  %εύρεση του ∆ στην εξίσωση ax+by+cz+∆=0 µε χρήση 
του σηµείου Κ(xk,yk,zk) 
 
if x1=='x'  %αν η µεταβλητή είναι το x 
    if a==0  %αν a =0 
        x2=xk; 
        y2=y1; 
        z2=z1; 
    else  %τότε αν a διαφορετικό του 0 
    x2=(1/a)*(-b*y1-c*z1-d); 
    y2=y1; 
       z2=z1; 
    end 
     
elseif y1=='y' 
        if b==0 
     x2=x1; 
        y2=yk; 
      z2=z1; 
        else 
        x2=x1; 
        y2=(1/b)*(-a*x1-c*z1-d); 
         z2=z1; 
        end 
 
elseif z1=='z' 
            if c==0 
                x2=x1; 
                y2=y1; 
        z2=zk; 
            else 
        x2=x1; 
        y2=y1; 
       z2=(1/c)*(-a*x1-b*y1-d); 
            end 
end 
 
 A=[x2 y2 z2];   %το σηµείο που θέλουµε 
 
 
        
 
end 
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peristrofh_tangent_plane.m 
   
function [R ON]=peristrofh_tangent_plane  
 
NFXNT=0; 
 
while (NFXNT==0) 
 
 
fprintf('∆ώστε τις συντεταγµένες του σηµείου N σε 
χιλιοστά(mm):\nΕισάγετε µία-µία τις συντεταγµένες διαχωρίζοντάς τες µε 
<Enter> \nκαι προσέξτε ώστε να είναι πραγµατικοί αριθµοί:\n'); 
 
xn=eisagwgh_sintetagmenhs_x; 
yn=eisagwgh_sintetagmenhs_y; 
zn=eisagwgh_sintetagmenhs_z; 
 
fprintf('∆ώστε τις συντεταγµένες του σηµείου F σε 
χιλιοστά(mm):\nΕισάγετε µία-µία τις συντεταγµένες διαχωρίζοντάς τες µε 
<Enter>\n και προσέξτε ώστε να είναι πραγµατικοί αριθµοί:\n'); 
 
xf=eisagwgh_sintetagmenhs_x; 
yf=eisagwgh_sintetagmenhs_y; 
zf=eisagwgh_sintetagmenhs_z; 
 
fprintf('∆ώστε τις συντεταγµένες του σηµείου T σε 
χιλιοστά(mm):\nΕισάγετε µία-µία τις συντεταγµένες διαχωρίζοντάς τες µε 
<Enter>\n και προσέξτε ώστε να είναι πραγµατικοί αριθµοί:\n'); 
 
xt=eisagwgh_sintetagmenhs_x; 
yt=eisagwgh_sintetagmenhs_y; 
zt=eisagwgh_sintetagmenhs_z; 
 
 
%Ι)Εύρεση εξίσωσης tangent plane 
%Αφού έχει βρεθεί η NF line,σύµφωνα µε το paper,έχει γίνει περιστροφή 
%του pivot plate-σαν quadrilateral plate - γύρω από την NF line 
%προκειµένου να βρεθεί το Tangent Point T. 
%Έχω έτσι τις συντεταγµένες των σηµείων N,F,T. 
ON=[xn 
    yn 
    zn];%το διάνυσµα θέσης που αντιστοιχεί στο σηµείο N 
 
clear xn yn xn 
 
OF=[xf 
    yf 
    zf];%το διάνυσµα θέσης που αντιστοιχεί στο σηµείο F 
clear xf yf zf 
 
OT=[xt 
    yt 
    zt];%το διάνυσµα θέσης που αντιστοιχεί στο σηµείο T(Tangent Point) 
 
%πρώτα υπολογίζω το NFXNT,δηλαδή,το εξωτερικό γινόµενο των διανυσµάτων 
%NF και NT          
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NFXNT=cross(OF-ON,OT-ON); 
%NF=OF-ON=NO+OF 
%NT=OT-ON=NO+OT 
if(NFXNT==0) 
    fprintf('\nΚάνατε λάθος στην εισαγωγή των συντεταγµένων.Τα σηµεία 
N,F,T δεν µπορούν να είναι συνευθειακά!!!!\n'); 
    fprintf('\nΞαναδώστε τις συντεταγµένες!!!:\n\n'); 
else 
    break 
end 
 
 
end 
 
 
fprintf('\n\nΓια το διάνυσµα nFXnT:\n'); 
 
s1=ws_pros_poio_dianysma_thes_na_einai_omorropo; 
 
 
G1=peristrofi_dianismatos(NFXNT(1,1),NFXNT(2,1),NFXNT(3,1),s1); 
 
 
ON=G1*ON;%νέα θέση του σηµείου Ν 
 
OF=G1*OF;%νέα θέση του σηµείου F 
 
OT=G1*OT;%νέα θέση του σηµείου T 
 
%νέο διάνυσµα NF 
NF=OF-ON; 
 
fprintf('\nΓια το διάνυσµα nF:\n'); 
 
s2=ws_pros_poio_dianysma_thes_na_einai_omorropo; 
 
G2=peristrofi_dianismatos(NF(1,1),NF(2,1),NF(3,1),s2); 
 
 R=G2*G1; 
    
ON=G2*ON;%νέα θέση του σηµείου Ν 
 
OF=G2*OF;%νέα θέση του σηµείου F 
 
OT=G2*OT;%νέα θέση του σηµείου T 
 
 
if(xt>0) 
    %νέο διάνυσµα NFXNT 
    NFXNT=cross(OF-ON,OT-ON); 
G1=peristrofi_dianismatos(NFXNT(1,1),NFXNT(2,1),NFXNT(3,1),s1); 
 
ON=G1*ON;%νέα θέση του σηµείου Ν 
 
OF=G1*OF;%νέα θέση του σηµείου F 
 
OT=G1*OT;%νέα θέση του σηµείου T 
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R=G1*R; 
end 
 
if(xt<0) 
%νέο διάνυσµα NF 
NF=OF-ON; 
 
G2=peristrofi_dianismatos(NF(1,1),NF(2,1),NF(3,1),s2); 
 
ON=G2*ON;%νέα θέση του σηµείου Ν 
 
OF=G2*OF;%νέα θέση του σηµείου F 
 
OT=G2*OT;%νέα θέση του σηµείου T 
 
 
R=G2*R; 
end 
 
NF=OF-ON 
NFXNT=cross(OF-ON,OT-ON) 
end 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

198 

ws_pros_poio_dianysma_thes_na_einai_omorropo.m 
 
function m= ws_pros_poio_dianysma_thes_na_einai_omorropo 
 
fprintf('Ως προς ποια διάνυσµα θέλετε να γίνει οµόρροπο το διάνυσµά 
αυτό;\n'); 
m='a'; 
while(1>0) %atermon vroxos.Xreiazetai wposdhpote break gia na 
leitoyrghsei 
    try 
    m=input('∆ώστε ή ''+x'' ή ''+y'' ή ''+z'' ή ''-x'' ή ''-y'' ή ''-
z''\nκαι πατήστε <Enter>.\nΠροσέξτε έτσι ώστε να συµπεριλάβετε τα ''  
'' :'); 
    catch  
       continue 
    end 
    l=(isempty(m));  
    if(l==1 ) 
        m='a'; 
        continue 
    end 
      l= (ischar(m));  
    if(l==0 ) 
        m='a'; 
        continue 
    end 
    if(l==1) 
      try 
        l=(strcmp(m,'+x') || strcmp(m,'-x')    || strcmp(m,'+y') || 
strcmp(m,'-y')  || strcmp(m,'+z') || strcmp(m,'-z')); 
        catch  
     continue    
      end 
        if (l==1) 
            break 
        else 
            continue 
        end 
    end 
end 
end 
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peristrofi_dianismatos.m 
 
function   R =peristrofi_dianismatos(a1,a2,a3,s) 
 
c=[a1 a2 a3]; 
c=norm(c); 
 
if c~=0 
    
b=norm([0 a2 a3]); 
 
if b~=0 
    
    A=[a1/c  a2/c  a3/c];   %3,41 
    B=[0  a3/b  -(a2/b)];   %3,41 
    C=[-(b/c)   (a1*a2)/(b*c)  (a1*a3)/(b*c)  ];    %3.41 
    
if (strcmp(s,'+x')) 
        R=[A 
             B                      
            C ];                        
elseif (strcmp(s,'-x') ) 
     R=[-A 
             B 
            -C ]; 
elseif (strcmp(s,'+z')) 
      R=[-C 
             B 
            A ]; 
     
elseif (strcmp(s,'-z')) 
      R=[C 
             B 
            -A ]; 
     
elseif (strcmp(s,'+y')) 
    R=[C 
             A 
            B ]; 
     
elseif (strcmp(s,'-y')) 
     R=[-C 
             -A 
            B ]; 
end 
     
elseif b==0 
     
    if(strcmp(s,'+x')) 
        s=1;                                        
    elseif (strcmp(s,'-x')) 
        s=-1; 
    elseif (strcmp(s,'+y')) 
        s=2; 
   elseif (strcmp(s,'-y')) 
        s=-2; 
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          elseif (strcmp(s,'+z')) 
        s=3; 
          elseif (strcmp(s,'-z')) 
        s=-3; 
    end 
     
    A=[1  0  0]; 
    B=[0  1  0]; 
    C=[0   0  1]; 
     
    if ((s==1 && a1>0) || (s==-1 && a1<0)) 
         
        R=[A 
             B 
            C ]; 
    elseif  ((s==1 && a1<0) || (s==-1 && a1>0)) 
         R=[-A 
             B 
            -C ]; 
         
    end 
     
     if ((s==3 && a1>0) || (s==-3 && a1<0)) 
         R=[-C 
             B 
            A ]; 
     
         
    elseif  ((s==3 && a1<0) || (s==-3 && a1>0)) 
         R=[C 
             B 
            -A ]; 
         
     end 
     
     
      if ((s==2 && a1>0) || (s==-2 && a1<0)) 
           R=[-B 
             A 
            C ]; 
     
    elseif  ((s==2 && a1<0) || (s==-2 && a1>0)) 
         R=[B 
            -A 
            C]; 
               
       end 
       
end 
elseif c==0 
    R=[1 0 0 
        0 1 0 
        0 0 1]; 
      
end 
 
end 
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se_poio_shmeio_to_kuvo.m 
 
function m= se_poio_shmeio_to_kuvo 
 
fprintf('Σε ποιό σηµείο αποφασίσατε να εισάγετε τo αντικείµενο 
Rectangular Block πριν κάνετε meshing;') 
 
m='a'; 
while(1>0) %atermon vroxos.Xreiazetai wposdhpote break gia na 
leitoyrghsei 
    try 
    m=input('\n∆ώστε ή ''R'' ή ''L'' ή ''M''  και  πατήστε 
<Enter>.\nΠροσέξτε έτσι ώστε να συµπεριλάβετε τα ''  '':\n'); 
    catch  
        fprintf('λάθος  εισαγωγή δεδοµένων!!'); %exairesi 1 
    end 
    l=(isempty(m));  
    if(l==1 ) 
        m='a'; 
        continue 
    end 
      l= (ischar(m));  
    if(l==0 ) 
        m='a'; 
        continue 
    end 
    if(l==1) 
       try 
        l=(m~='R' && m~='L' && m~='M' ); 
         catch  
        fprintf('λάθος  εισαγωγή δεδοµένων!!');   %exairesi 2 
       end 
        if (l==1) 
            continue 
        else 
            break 
        end 
    end 
end 
end 
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euresh_metaforas_sto_programma.m 
 
function [Xo_o Yo_o 
Zo_o]=euresh_metaforas_sto_programma(Xosnewmy,Yosnewmy,Zosnewmy) 
 
 
fprintf('∆ώστε τις συντεταγµένες(σε χιλιοστά) που έχει το σηµείο στο 
κέντρο του οποίου\nεισάγατε τo αντικείµενο Rectangular Block,στο 
πρόγραµµα µετά την περιστροφή:\n'); 
 
xpr=eisagwgh_sintetagmenhs_x; 
ypr=eisagwgh_sintetagmenhs_y; 
zpr=eisagwgh_sintetagmenhs_z; 
 
Xo_o=xpr-Xosnewmy; 
Yo_o=ypr-Yosnewmy; 
Zo_o=zpr-Zosnewmy; 
 
end 
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mhkos_kinhtou.m 
 
function m1=mhkos_kinhtou 
 
 
while(1>0) 
    try 
    m1=input('\nΕισάγετε το µήκος του κινητού(σε χιλιοστά(mm)):\n'); 
%αν ο χρήστης εισάγει ένα σύµβολο του αλφαβήτου,χωρίς "αυτάκια" 
    %π.χ s,τότε αυτοµάτως η συνάρτηση του ξαναζητά εισαγωγή 
    catch 
          %αν προκαλέσει η εισάγωγή κάποιο σφάλµα,"ζητάς" από το 
πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
         continue 
    end 
    m2=(isempty(m1)); 
    if(m2==1 ) 
          %αν εισάγει ο χρήστης την κενή λίστα(πατώντας κατευθείαν 
<Enter>) ζητάς από το πρόγραµµα να το αντιµετωπίσει έτσι 
        continue 
    end 
    m2=ischar(m1); 
     if(m2==1 ) 
        
      continue   % αν ο "πίνακας" που έχει εισάγει ο χρήστης  δεν είναι 
κενός,δεν έχει προκαλέσει σφάλµα και έχει χαρακτήρα,συνεχίζει ο βρόχος 
     end 
      
    m2= isreal(m1); 
    if(m2==1 && m2>0 ) 
      break   %µόνο αν ο "πίνακας" που έχει εισάγει ο χρήστης  δεν 
είναι κενός,δεν έχει προκαλέσει σφάλµα και έχει µόνο  θετικά πραγµατικά 
στοιχεία,θα "σπάσει" ο ατέρµωνας βρόχος 
    end 
end 
end 
 


