[image: image249.png]%*__om odd mmm___wr

\\“?ue:(o
] '




ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ

ΣΧΟΛΗ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
ΤΟΜΕΑΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕΤΑ∆ΟΣΗΣ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΑΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΛΙΚΩΝ
ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ

ΓΙΑ ΤΗ ΜΕΤΡΗΣΗ ΟΓΚΟΥ

ΚΟΙΛΟΤΗΤΑΣ ΑΚΑΘΟΡΙΣΤΟΥ

ΣΧΗΜΑΤΟΣ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΩΝ
∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ

ΦΩΤΙΑΔΗ Α.ΑΝΑΣΤΑΣΙΑ
	Επιβλέπων:
	Διονύσιος-Δημήτριος Κουτσούρης

	
	Καθηγητής Ε.Μ.Π.


Αθήνα, Μάιος 2009 
[image: image250.png]%*__om odd mmm___wr

\\“?ue:(o
] '




ΕΘΝΙΚΟ ΜΕΤΣΟΒΙΟ ΠΟΛΥΤΕΧΝΕΙΟ

ΣΧΟΛΗ ΗΛΕΚΤΡΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΚΑΙ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ
ΤΟΜΕΑΣ ΣΥΣΤΗΜΑΤΩΝ ΜΕΤΑ∆ΟΣΗΣ ΠΛΗΡΟΦΟΡΙΑΣ ΚΑΙ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΛΙΚΩΝ
ΔΗΜΙΟΥΡΓΙΑ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ

ΓΙΑ ΤΗ ΜΕΤΡΗΣΗ ΟΓΚΟΥ

ΚΟΙΛΟΤΗΤΑΣ ΑΚΑΘΟΡΙΣΤΟΥ

ΣΧΗΜΑΤΟΣ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΩΝ
∆ΙΠΛΩΜΑΤΙΚΗ ΕΡΓΑΣΙΑ

ΦΩΤΙΑΔΗ Α.ΑΝΑΣΤΑΣΙΑ
	Επιβλέπων:
	Διονύσιος-Δημήτριος Κουτσούρης

	
	Καθηγητής Ε.Μ.Π.


Εγκρίθηκε από την τριµελή εξεταστική επιτροπή την 5η  Μαίου 2009.
	………………………
	………………………
	………………………

	Διονύσιος-Δημήτριος Κουτσούρης
	Κωνσταντίνα Νικήτα
	Παναγιώτης Τσανάκας

	Καθηγητής Ε.Μ.Π.
	Καθηγήτρια Ε.Μ.Π.
	Καθηγητής  Ε.Μ.Π.


Αθήνα, Μάιος 2009

………………………

ΦΩΤΙΑΔΗ Α.ΑΝΑΣΤΑΣΙΑ

∆ιπλωµατούχος Ηλεκτρολόγος Μηχανικός και Μηχανικός Υπολογιστών Ε.Μ.Π.

Copyright © Φωτιάδη Α.Αναστασία, 2009

Με επιφύλαξη παντός δικαιώµατος – All rights reserved

Απαγορεύεται η αντιγραφή, αποθήκευση και διανοµή της παρούσας εργασίας, εξ ολοκλήρου
ή τµήµατος αυτής, για εµπορικό σκοπό.  Επιτρέπεται η ανατύπωση, αποθήκευση και διανοµή για  σκοπό  µη  κερδοσκοπικό,  εκπαιδευτικής  ή  ερευνητικής  φύσης,  υπό  την  προϋπόθεση  να αναφέρεται  η  πηγή  προέλευσης  και  να  διατηρείται  το  παρόν  µήνυµα. Ερωτήµατα  που αφορούν τη χρήση της εργασίας για κερδοσκοπικό σκοπό πρέπει να απευθύνονται προς τον συγγραφέα.

Οι  απόψεις  και  τα  συµπεράσµατα  που  περιέχονται  σε  αυτό  το  έγγραφο  εκφράζουν  τον συγγραφέα  και  δεν  πρέπει  να  ερµηνευθεί  ότι  αντιπροσωπεύουν  τις  επίσηµες  θέσεις  του Εθνικού Μετσόβιου Πολυτεχνείου.
Ευχαριστίες

Θα ήθελα να ευχαριστήσω τον καθηγητή κ. Κουτσούρη Δημήτριο-Διονύσιο για την εμπιστοσύνη που μου έδειξε στην ανάθεση αλλά και στην ανάπτυξη της παρούσας αυτής ενδιαφέρουσας εργασίας.

Επίσης θα ήθελα να ευχαριστήσω τον υποψήφιο διδάκτορα  Τουμπανιάρη Πέτρο ο οποίος είχε την εργασία υπό την εποπτεία του, για τις συμβουλές και την καθοδήγησή του κατά τη διάρκεια εκπόνησης της διπλωματικής μου.

Ακόμα θα ήθελα να ευχαριστήσω τον υποψήφιο διδάκτορα και καλό μου φίλο Σταυρουλάκη Στυλιανό για την πολύτιμη βοήθειά του σε ότι αφορά το μαθηματικό-υπολογιστικό κομμάτι της διπλωματικής μου καθώς επίσης και για  το χρόνο που διέθεσε.

Τέλος  να ευχαριστήσω το συνάδελφο, μελλοντικό διδάκτορα και καλό μου φίλο Τσίρμπα Χαράλαμπο για την ηθική  στήριξή, τον άπλετο χρόνο και την αμέριστη βοήθεια που μου πρόσφερε στη συγγραφή της διπλωματικής μου.

Περίληψη
Η παρούσα διπλωματική έχει σαν στόχο να παρουσιάσει έναν αλγόριθμο για τον υπολογισμό όγκου τυχαίας κοιλότητας με μεγάλη ακρίβεια, κάνοντας χρήση υπερήχου στο εσωτερικό της. Θα γίνει προσπάθεια αναγωγής μέσω διάφορων μαθηματικών μοντέλων της άγνωστης σε σχήμα άρα και σε όγκο κοιλότητας σε γνωστά γεωμετρικά σχήματα. Επίσης στο εργαστήριο Βιοιατρικής Τεχνολογίας του Ε.Μ.Π. μέσω ενός transducer συστήματος με δύο αισθητήρες διεξάχθηκαν πειράματα, διεισδύοντας σε διάφορα σχήματα.. Από το εσωτερικό τους με τη χρήση υπερήχων μετρήθηκαν με ακρίβεια αποστάσεις από τυχαίο σημείο μέχρι τα τοιχώματα τους. Συνδυάζοντας τις μετρήσεις αυτές και τις μαθηματικές μεθόδους αριθμητικής ανάλυσης μικρού σφάλματος, μπόρεσε να υπολογιστεί ο όγκος τους .
Ένα τέτοιος αλγόριθμος που δίνει την δυνατότητα με χρήση λίγων παραμέτρων (αποστάσεων) να μετρά τον όγκο μιας τυχαίας κοιλότητας επεμβατικά χωρίς να υπάρχει κίνδυνος αλλοίωσής της, σε αντίθεση με τις ήδη υπάρχουσες τεχνολογικές μεθόδους, θα ήταν πολύ χρήσιμος σε διάφορους τομείς. Εάν συνυπολογιστεί η μη καταστροφικότητα αλλά και η σημασία που έχει να γίνεται γνωστός ανά περιπτώσεις, με ακρίβεια τον όγκο διαφόρων ακαθόριστων αλλά και ανώμαλων κοιλοτήτων μπορεί να βρει εφαρμογή σε τομείς όπως η αρχαιολογία, η ιατρική αλλά και αλλού.
Λέξεις κλειδιά
Υπολογισμός όγκου, μαθηματικές μέθοδοι, υπέρηχος, άγνωστο σχήμα ,ακαθόριστη κοιλότητα, αλγόριθμος, μη καταστροφικά αποτελέσματα
Abstract
The present thesis, aims at presenting an algorithm for calculating the volume of accidental cavity with great accuracy, by making use of ultrasound in its interior. We will try through various mathematical models to convert the unknown in form and volume cavity, into known geometric forms. Also in the laboratory of Biomedicine of Technology at NTUA, by using a transducer system with two sensors, we infiltrated in various geometric forms and carried out experiments. From their interior, with the use of ultrasounds, we measured distances from an accidental point, up to their walls with precision. Combining this data and the mathematical methods of numerical analysis of minor error, we were able to calculate their volume.
Such an algorithm which gives the ability, with the use of a few parameters, to measure the volume of accidental cavity without the danger of alteration, in contrast to the already existing technological methods, would be very useful in various fields. If we also take into consideration, not only its non-destructive effects but also the importance of knowing in each case the volume of different undetermined and irregular cavities with precision, it can be applied in fields such as archaeology, medicine or elsewhere.
Key words
Calculation of volume, mathematical methods, ultrasound, unknown shape, vague cavity, algorithm, non-destructive effects
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Κεφάλαιο 1Ο 

Υπέρηχοι – Βασικές αρχές και  Μετρήσεις τεχvικώv  χαρακτηριστικών στην υπερηχητική απεικόνιση

1.1Βασικές Αρχές

1.1.1Εισαγωγή στους υπέρηχους

Τα ηχητικά κύματα είναι υλικά κύματα δηλαδή απαιτούν την ύπαρξη ελαστικού μέσου για τη διάδοσή τους (σε αντίθεση με τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα – το φως – που μπορούν να διαδοθούν και στο κενό). Επιπλέον, είναι στη συντριπτική πλειοψηφία τους διαμήκη κύματα αφού η ταλάντωση των δομικών μονάδων του μέσου (π.χ. τα μόρια ενός αερίου) γύρω από τη θέση ισορροπίας τους πραγματοποιείται κατά τη διεύθυνση της διάδοσής τους (πάλι σε αντίθεση με τα ηλεκτρομαγνητικά κύματα που είναι εγκάρσια μια και το ηλεκτρικό και μαγνητικό πεδίο τους ταλαντώνονται κάθετα στη διεύθυνση διάδοσης). Ο ήχος μπορεί να διαδοθεί σε αέρια, υγρά και στερεά μέσα (στα τελευταία και μόνο μπορεί να είναι και

εγκάρσιο κύμα). Η ταλάντωση των δομικών μονάδων του μέσου έχει ως αποτέλεσμα τη δημιουργία πυκνωμάτων και αραιωμάτων, δηλαδή μεταβολών της πίεσης. Είναι τα πυκνώματα και αραιώματα που κινούνται κατά τη διεύθυνση διάδοσης του κύματος και όχι οι ίδιες οι δομικές μονάδες (δεν υπάρχει δηλαδή μεταφορά μάζας).
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                 Σχήμα 1.1:Ταλάντωση δομικών μονάδων του μέσου

Τέλος, με τα ηχητικά κύματα μπορούν να παρατηρηθούν όλα τα γνωστά κυματικά φαινόμενα όπως η ανάκλαση, η διάθλαση, η συμβολή και η περίθλαση ενώ για τα διαμήκη κύματα η έννοια της πόλωσης δεν υφίσταται.

Τα ηχητικά κύματα κατηγοριοποιούνται σύμφωνα με τη συχνότητά τους v σε τρεις περιο-

χές: την υποηχητική (f<20 Hz, προκαλούμενα από σεισμικά ή θαλάσσια κύματα), την ακουστική (20 Hz<f<20 kHz, αντιληπτά από το ανθρώπινο αυτί) και την υπερηχητική περιοχή (20 kHz<f<~3 GHz, αντιληπτά από π.χ. από τα δελφίνια και τις νυχτερίδες).

Υπέρηχος λοιπόν είναι µια μηχανική ταλάντωση/δόνηση της ύλης µε συχνότητα πάνω από το ακουστικό όριο (audible range 20 kHz). Το κύµα διαδίδεται µέσα στον ιστό σαν µια διαταραχή των σωµατιδίων του µέσου που συντηρεί τη διάδοση του κύµατος. Η ταλάντωση είναι κατά µήκος της διεύθυνσης διάδοσης του κύµατος, καθιστώντας το ένα διαµήκες κύµα (Iongitudinal wave). Δεν υφίστανται ουσιαστικά συνολική µετατόπιση (net displacement) των σωµατιδίων και µεταφορά µάζας. Το υπερηχητικό κύµα επιδρά ως απλή διαταραχή στο µέσο. 
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Σχήμα 1.2:Μετατόπιση των σωµατιδίων για ένα διαδιδόµενο υπερηχητικό κύµα σε µια σταθερά χρόνου. Τα Βέλη δείχνουν τη κατεύθυνση και το µέγεθος της ταχύτητας των σωµατιδίων. 

Συγκεκριµένα, η απόσταση που διανύεται από τα σωµατίδια κατά την διάδοση του ήχου καλείται «σωµατιδιακή» µετατόπιση και συνήθως είναι της τάξης των µερικών δεκάτων του νανοµέτρου (1 nm = 10-9 m). Συνεπώς, η ταχύτητα των σωµατιδίων που ταλαντώνονται καλείται «σωµατιδιακή ταχύτητα». Θα πρέπει να τονιστεί ότι, η ταχύτητα αυτή διαφέρει από τον ρυθµό διάδοσης της ενέργειας σ' ένα µέσο, η οποία στην πραγµατικότητα ορίζεται σαν «φασική ταχύτητα» και η οποία παίρνει αρκετά µεγαλύτερες τιµές σε σχέση µε την «σωµατιδιακή ταχύτητα». Τελικά, παρά το γεγονός ότι τα σωµατίδια κινούνται κατά µερικά δέκατα του νανόμετρου, η διαταραχή που προκαλούν µεταδίδεται σε άλλα σωµατίδια του µέσου σε πολύ µεγαλύτερη απόσταση. 

Η ταχύτητα διάδοσης αυτής της διαταραχής εξαρτάται από το µέσο και δίνεται από τη σχέση: 
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όπου ρο είναι η µέση πυκνότητα και κ είναι η αδιαβατική συµπιεστότητα 

 (adiabatic compressibilitγ). 

Υποθέτοντας ότι δεν υφίστανται καθαρή µεταφορά ενέργειας από το κύµα στο µέσο. Η συµπιεστότητα εκφράζεται σε m2/N και είναι περίπου 457·10-12 m2/N στο νερό, καθιστώντας την ταχύτητα του ήχου ίση µε 1480 m/s. 

Η παραπάνω έκφραση, προϋποθέτει επίσης ότι η διαταραχή της πίεσης που προκαλείται από το κύµα είναι µικρή, συγκρινόµενη µε την πίεση σε ισορροπία (equilibrium pressure), µε αποτέλεσµα η διάδοση να είναι γραµµική. Η υπόθεση αυτή υφίσταται πραγµατικά για τις περισσότερες περιπτώσεις των ιατρικών υπερήχων. 

Το µήκος κύµατος λ είναι η απόσταση µεταξύ δύο διαδοχικών χαµηλών ή υψηλών µετόπων πίεσης του ηχητικού κύµατος (στο διάστηµα της οποίας επιτυγχάνεται ένας κύκλος). Η περίοδος Τ είναι ο χρόνος στον οποίο επιτυγχάνεται αυτός ο κύκλος. Το µήκος κύµατος συνδέεται µε την συχνότητα και την ταχύτητα σύµφωνα µε τη σχέση: 

                         f . λ = c ή Τ = c . λ 

όπου c είναι η ταχύτητα διάδοσης του ήχου. 
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Σχήµα 1.3: Ηµιτονικό κύµα υπερήχων διαδιδόµενο στην z διεύθυνση σε συγκεκριµένο χρόνο.

1.1.2 Βασικές αρχές της διάδοσης του ήχου 

Εάν η διαταραχή που παράγεται από την πηγή είναι µικρή, η διάδοση του ήχου είναι µία συνάρτηση του χρόνου t και της απόστασης Ζ και περιγράφεται από την ακόλουθη εξίσωση: 
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όπου W, Ρο, Β είναι αντίστοιχα η «σωµατιδιακή» µετατόπιση στον z άξονα, η πυκνότητα του µέσου και ο συντελεστής «σκληρότητας» του µέσου. 

Η λύση που επιδέχεται αυτή η κυµατική εξίσωση είναι της µορΦής f (z ± ct). Η ηµιτονοειδής λύση είναι: 

W=W0 ej(ωt
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όπου ω είναι η γωνιακή συχνότητα µε ω =
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και k να είναι ο κυµαταριθµός  k=                   με c= 

Από την εξίσωση θα πρέπει να συγκρατήσουµε ότι στην ουσία υπάρχουν δύο κύµατα τα οποία διαδίδονται προς τις διευθύνσεις +z αλλά και -z . 

Θεωρώντας µόνο την θετική διεύθυνση +z, η ακουστική πίεση του αρµονικού επίπεδου κύµατος περιγράφεται από τη σχέση: 

Ρ = (t,z) = Ρο ·exp(j(rot - k . z)) 

διαδιδόµενη και τη θετική z-διεύθυνση µε ρ0 είναι το πλάτος της ακουστικής πίεσης. 

Η ταχύτητα των σωµατιδίων σχετίζεται µε την πίεση που δηµιουργείται από ένα κύµα ως εξής: 
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Ζ είναι η χαρακτηριστική ακουστική εµnέδηση (acoustic impedance), η οποία ορίζεται ως ο λόγος της ακουστικής πίεσης σε ένα σηµείο του µέσου διάδοσης προς τη ταχύτητα του σωµατιδίου στο ίδιο σηµείο. Δηλαδή για την ακουστική εµπέδηση ενός διαδιδόµενου επίπεδου κύµατος ισχύει: 

Ζ=ρο ·c 

Από την παραπάνω σχέση φαίνεται ότι η ακουστική εµπέδηση εξαρτάται µόνο από τις µηχανικές ιδιότητες του µέσου και όχι από την συχνότητα του ηχητικού κύµατος. Η µονάδα µέτρησης της είναι το Rayl (1Rayl = 10-5 gr/cm2·sec). 

1.1.3 Ένταση και µετρήσεις εντάσεως 

Η ακουστική ένταση ενός κύµατος είναι η µέση τιµή της ροής της ενέργειας που διαπερνά µια µοναδιαία επιΦάνεια κατά τη φυσιολογική κατεύθυνση της φοράς του κύµατος στη µονάδα του χρόνου. Η ένταση είναι η µέση τιµή του λόγου του έργου που έχει συντελεστεί ανά µονάδα επιφάνειας (work done per unit area) από ένα στοιχειώδες τµήµα του υγρού πάνω σε ένα γειτονικό στοιχειώδες τµήµα. Συγκεκριµένα είναι: 
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όπου, η ολοκλήρωση έχει γίνει κατά µήκος ενός κύκλου του αρµονικού πεδίου. Για ένα επίπεδο κύµα που διαδίδεται ισχύει: Ρ (t) = Ρο ·exp(j(rot-k·z)) 
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όπου ωο η γωνιακή συχνότητα, k = ωο / c ο κυµαταριθµός και Ζ η απόσταση που διανύθηκε κατά τη κατεύθυνση της διάδοσης. Εποµένως: 
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Στο σύστηµα SI η µονάδα της έντασης είναι W/m2, αλλά η µονάδα που συνήθως χρησιµοποιείται στους ιατρικούς υπερήχους είναι mW/cm2.
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Σχήµα 1.4: Διαφορετικές µετρήσεις της έντασης από ένα τυπικό υπερηχητικό παλµό. Ο χρόνος επαναληψιµότητας του παλµού έχει τεχνικά περιοριστεί κάτω από 17,5 µs. 
1.1.4 Ανάκλαση και Διάδοση 

Ένα διαδιδόµενο κύµα όταν συναντήσει ένα µέσο µε διαφορετικές µέσες τιµές ακουστικών ιδιοτήτων θα ανακλαστεί µερικώς ενώ, ένα µέρος του κύµατος θα συνεχίζει και θα διαδοθεί µέσα στο δεύτερο µέσο, πιθανόν σε µια νέα διεύθυνση. 

Για κάθετη πρόσπτωση, ο συντελεστής ανάκλασης της πίεσης (pressure reflection coefficient) είναι: 

[image: image260.png]



Z1 είναι η χαρακτηριστική ακουστική εµπέδηση του πρώτου µέσου και Z2 του δεύτερου.

 Στη περίπτωση της µη κάθετης πρόσπτωσης, όπως απεικονίζεται στο παρακάτω σχήµα, ο συντελεστής ανάκλασης (reflection coeffιcient) είναι: 
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Σχήµα 1.5: Ανάκλαση και διάθλαση ενός επίπεδου κύµατος στο σύνορο µεταξύ δύο µέσων µε ακουστικές εµπεδήσεις Ζl και Ζ2.

όπου θi είναι η γωνία πρόσπτωσης και θt η γωνία διάδοσης του κύµατος. Αυτές οι γωνίες σχετίζονται µε τον νόµο του Snell σύµφωνα µε τη σχέση: 
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όπου c1 και c2 οι ταχύτητες στο µέσο διάδοσης. Η γωνία του ανακλώµενου κύµατος είναι ίση µε αυτή του κύµατος που προσπίπτει. 

Το προσπίmον κύµα δηµιουργεί ένα κύµα που συνεχίζει να διαδίδεται µέσα στο µέσο. Το πλάτος του συντελεστή διάδοσης της πίεσης (pressure amplitude transmission coefficient) για αυτό το κύµα είναι: 
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Οι εντάσεις των συντελεστών διάδοσης και ανάκλασης για επίπεδα κύµατα είναι εύκολο να υπολογιστούν χρησιµοποιώντας τις προηγούµενες σχέσεις 
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αντίστοιχα. 

1.1.5 Σκέδαση 

Όταν ένα κύµα διαδίδεται µέσα σα ένα µέσο, η ενέργειά του µειώνεται σαν συνάρτηση της απόστασης. Η ενέργεια µπορεί να µεταβάλλεται λόγω ανάκλασης ή σκέδασης ή απορρόφησης της από το µέσο και µετατροπής της σε θερµότητα. Η πίεση ενός επίπεδου κύµατος που διαδίδεται κατά την διεύθυνση z µπορεί να εκφραστεί ως: 

                                                     PZ=PZo
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είναι η πίεση στη θέση z = Ο και β είναι ο συντελεστής εξασθένησης της πίεσης μετρούμενος σε nepers ανά cm. Η σκέδαση ενός επιπέδου κύµατος από έναν (µοναδικό) σκεδαστή συχνά περιγράφεται από τον όρο «διατοµή σκέδασης» (scattering cross-section). Αυτός ο όρος ορίζεται σαν την συνολική ισχύ που σκεδάζεται από το αντικείµενο ανά µονάδα προσπίπτουσας έντασης. Εάν υποθέσουµε ένα προσπίπτον επίπεδο κύµα µε προσπίπτουσα πίεση Ρi στην θέση r0 όπως παρατηρούµε και στο παρακάτω σχήµα, ισχύει: 
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Σχήµα 1.6: Σκέδαση ενός επίπεδου κύµατος που προσπίπτει πάνω σ'ένα αντικείµενο Ο, που είναι τοποθετηµένο στη θέση 
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 είναι το διάνυσµα του κυµαταριθµού. Η τιµή της πίεσης που σκεδάζεται στην θέση 
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 δίνεται από τη σχέση: 
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όπου 
[image: image12.wmf]i

 και 
[image: image13.wmf]o

 είναι οι διευθύνσεις της πρόσπτωσης και της παρατήρησης υποθέτοντας ότι το σηµείο της παρατήρησης είναι στο µακρινό πεδίο του σκεδαστή και ότι 
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Στην τελευταία σχέση ο όρος f(
[image: image15.wmf]o

,
[image: image16.wmf]i

) καλείται συνάρτηση του πλάτους σκέδασης και περιγράφει της ιδιότητες σκέδασης του αντικειµένου. Η σκεδαζόµενη ένταση είναι λοιπόν: 
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Η διαφορική διατοµή σd (
[image: image18.wmf]i

, 
[image: image19.wmf]o

), η οποία ορίζεται σαν η ισχύς που σκεδάζεται στην διεύθυνση 
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 ανά στερεά γωνία και ανά προσπίπτουσα ένταση, ορίζεται από τη σχέση: 
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Η διατοµή σκέδασης δίνεται λοιπόν από τη σχέση: 
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όπου dΩ το διαφορικό της στερεάς γωνίας. Η ενεργός διατοµή σκέδασης αποτελεί µια µέθοδο µέτρησης της σκέδασης, εξαρτάται από τα χαρακτηριστικά του υλικού​µέσου και αποτελεί µια ένδειξη του πόσο ισχυρά σκεδάζει το συγκεκριμένο υλικό. 

Ανάλογα µπορούµε να ορίσουµε την διατοµή απορρόφησης του αντικειµένου σi σαν την συνολική ισχύ ανά προσπίπτουσα ένταση που απορροφάται από το αντικείµενο. Η απώλεια ενέργειας εξαιτίας της παρουσίας του αντικειµένου είναι: 

2β=(σi+σt)

όπου το 2β είναι ο συντελεστής εξασθένησης της έντασης. Αν υπάρχουν περισσότερα του ενός αντικείµενα, θα έχουµε αντίστοιχα: 

2β=n(σi+σt)

όπου n είναι η συγκέντρωση των σωµατιδίων. Η παραπάνω σχέση ισχύει για µικρά n εξαιτίας των διαφορετικών φαινοµένων πολλαπλής σκέδασης που εµφανίζονται όταν αυξάνει η τιµή του n. 

Στην πραγµατικότητα, δεν έχει νόηµα να µιλάµε για ανακλαστική ισχύ της κάθε δοµής του µέσου διάδοσης, καθώς το οπισθοσκεδαζόµενο σήµα εξαρτάται από την ενισχυτική και καταστρεπτική αλληλεπίδραση (συµβολή) των κυµάτων που προέρχονται από έναν αριθµό µικρών δοµών του ιστού. Μάλιστα, αυτό που καθορίζει την ένταση του επιστρεφόµενου σήµατος είναι οι διακυµάνσεις µέσα στον ιστό και η σύσταση του ιστού. Για το λόγο αυτό, το µέγεθος του επιστρεφόμενου σήματος περιγράφεται µε όρους ισχύος του σκεδαζόμενου σήματος (power of the returned signal). Καθώς οι µικρές δοµές επανεκπέµπουν κύµατα σε όλες τις διευθύνσεις και οι διάφορες δοµές σκέδασης µπορεί να διαταχθούν (ordered) σε κάποια διεύθυνση, η επιστρεφόμενη ισχύς είναι γενικά ανεξάρτητη από τη σχετική θέση ανάµεσα στον ποµπό και τον λήπτη του υπέρηχου. Ένα τέτοιο µέσο διάδοσης ονοµάζεται ανισοτροπικό (anisotropic), παραδείγµατα του οποίου είναι ο µυϊκός και νεφρικός ιστός. Συγκρίνοντας τους διάφορους τύπους ιστών, τόσο το αίµα όσο και ο ιστός του ήπατος (εάν εξαιρεθούν τα µεγάλα αγγεία αιµάτωσης του), είναι ένα αρκετά ισοτροπικά µέσα σκέδασης (isotropic scattering media). Για την εκποµπή και τη συλλογή του σήµατος στους ιατρικούς υπερήχους χρησιµοποιείται συνήθως µόνο ένας µετατροπέας (transducer) και µόνο το οπισθοσκεδαζόµενο σήµα, λαµβάνεται υπόψη. Η ισχύς του σήµατος που δηµιουργείται από έναν µόνο σκεδαστή χαρακτηρίζεται όπως αναφέρθηκε και παραπάνω από την ενεργό διατοµή σκέδασης (scattering cross section). Εάν ο σκεδαστής είναι τόσο µικρός ώστε το προσπίπτον κύµα να έχει οµοιόµορφη ένταση, Ii, τότε η σκεδαζόµενη ισχύς δίνεται από τη σχέση:
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όπου σs είναι η ενεργός διατοµή σκέδασης. 

Υποθέτοντας ότι η σκεδαζόµενη ενέργεια που εκπέµπεται οµοιόµορφα σε όλες τις κατευθύνσεις, η ένταση είναι: 
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όπου R είναι η απόσταση από τη περιοχή σκέδασης. Αυτή είναι η περίπτωση για ένα σκεδαστή που παρουσιάζει διαφοροποίηση στην συµπιεστότητα του, µε αποτέλεσµα τη δηµιουργία ενός σφαρικού κύµατος. Η συλλεγόµενη ισχύς εξαρτάται από την ενεργό διατοµή σκέδασης και την εκπεµπόµενη ισχύ. Εξαρτάται επίσης, από την απόσταση σε σχέση µε τον µετατροπέα και σε µεγάλο βαθµό από το ποια είναι η ενεργή επιφάνεια (aperture) του µετατροπέα. Γενικά, ένας µεγάλος µετατροπέας αποδίδει και ένα αυξηµένο (µεγαλύτερο) σήµα λήψης-καταγραφής. 

1.1.6 Απορρόφηση 

Οι µηχανισµοί απορρόφησης στους βιολογικούς ιστούς είναι αρκετά σύνθετοι αλλά υποθέτουµε ότι προέρχονται κυρίως από: 

1. κλασσική απορρόφηση εξαιτίας του ιξώδους  (viscosity) 

2. Φαινόµενα χαλάρωσης (relaxation phenomena). 

Και τα δύο αυτά φαινόµενα εξαρτώνται από την συχνότητα f του κύµατος. Η κλασσική απορρόφηση περιγράφει τις απώλειες τριβής που σχετίζονται µε το ιξώδες του µέσου. Μάλιστα, έχει αποδειχτεί ότι σε υλικά όπως ο αέρας ή το νερό, όπου η κλασσική απορρόφηση υπερισχύει, η απορρόφηση είναι ανάλογη του όρου f2. 

Παρόλα αυτά στην περίπτωση των βιολογικών ιστών τα πράγµατα δεν περιγράφονται µε παρόµοιο τρόπο. Αντίθετα σε τέτοιες περιπτώσεις χρησιµοποιείται η έννοια του φαινοµένου χαλάρωσης. Συγκεκριµένα, όταν ένα µόριο εξωθείται-διεγείρεται σε µία νέα θέση και στη συνέχεια αφήνεται ελεύθερο, απαιτείται ένας συγκεκριµένος χρόνος ώστε το µόριο να επιστρέψει στην αρχική του, ουδέτερη θέση (κατάσταση χαµηλότερης δυνατής δυναµικής ενέργειας). Ο χρόνος αυτός καλείται χρόνος χαλάρωσης (retaxation time) του µορίου. Αν ο χρόνος αυτός είναι µικρός σε σχέση µε την περίοδο του κύµατος τότε η επίδραση της χαλάρωσης θα είναι µικρή. Διαφορετικά, εάν οι χρόνοι αυτοί είναι συγκρίσιμοι τότε πιθανόν τα µόρια να µην προλαβαίνουν να επανέλθουν στις αρχικές τους θέσεις ωσότου ένα δεύτερο κύµα καταφθάσει και τα επαναδιεγείρει. Έτσι, ενώ το κύµα ωθεί τα µόρια προς µία κατεύθυνση αυτά κινούνται λόγω της προηγούµενης κατάστασής τους προς την αντίθετη. Λόγω της ύπαρξης αυτού του Φαινοµένου απαιτείται περισσότερη ενέργεια για να αντιστραφεί η κίνηση των µορίων. Από την άλλη µεριά όµως εάν αυξηθεί αρκετά η συχνότητα τα µόρια δεν θα µπορούν να ακολουθήσουν την κίνηση του κύµατος και δεν θα εμφανίζεται η επίδραση της χαλάρωσης. Η µέγιστη απορρόφηση εμφανίζεται όταν η κίνηση της χαλάρωσης των µορίων είναι τελείως εκτός συγχρονισµού συγκρινόµενη µε αυτή του κύµατος. Η απορρόφηση των υπερήχων στους βιολογικούς ιστούς περιγράφεται από την µαθηµατική σχέση: 
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όπου Α και Β, οι σταθερές που αντιπροσωπεύουν τα µεγέθη της κλασσικής απορρόφησης και της απορρόφησης εξαιτίας της χαλάρωσης αντίστοιχα Επίσης fri είναι η συχνότητα χαλάρωσης του i µορίου. Όµως, καθώς οι βιολογικοί ιστοί αποτελούνται από διαφορετικούς τύπους µορίων αλληλοεπικαλύπτονται τα Φαινόµενα-διαδικασίες χαλάρωσης, µε αποτέλεσµα την σχεδόν γραµµική συνάρτηση από την συχνότητα f, Φαινόµενο που παρατηρείται πειραματικά σε πολλούς µαλακούς ιστούς.
1.1.7 Εξασθένηση 

Ένα υπερηχητικό κύµα που διαδίδεται µέσα σε ιστό εξασθενεί λόγω των φαινοµένων απορρόφησης και σκέδασης σε αυτό. Η εξασθένηση αυτή εξαρτάται από τη συχνότητα, και µάλιστα αυξάνεται καθώς αυξάνεται η συχνότητα.. Συχνά µάλιστα υποθέτουµε ότι υπάρχει µια γραµµική εξάρτηση της εξασθένησης ανάµεσα στην απόσταση που διανύθηκε και τη συχνότητα του κύµατος. Για τους ιατρικούς υπέρηχους, η συνήθης χρησιµοποιούµενη µονάδα εξασθένησης είναι dB/[MHz·cm]. Χαρακτηριστικές τιμές για διαφόρους τύπους ιστών φαίνονται στον επόμενο πίνακα. Οι τιµές προέκυψαν όταν υπερηχητικά σήµατα διαδόθηκαν µέσα από τα συγκεκρμένα είδη ιστών. Για µια εξασθένηση της τάξης των 0.7 dB/[MHz·cm], ο ήχος θα εξασθενίσει κατά 2·10·3·0.7 = 42 dB, όταν το συλλεγόµενο σήµα προέρχεται από µετατροπέα των 3 ΜΗΖ, και ο ήχος διαδίδεται δύο φορές µέσα από πάχος ιστού ίσο µε 10 cm. 
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Πίνακας 1.2: Προσεγγιστικές τιµές εξασθένησης για διαφόρους τύπου ανθρώπινου ιστού. 

(σύµφωνα µε τους Haney & O'Brien (1986). 

	Τύπος ιστού 
	Εξασθένηση 

	
	(dB / [ΜΗΖ cm]) 

	Ήπαρ 
	0.6- 0.9 

	Νεφρό 
	0.8 -1.0 

	Σπλήνα 
	0.5 -1.0 

	Λίπος 
	1.0 - 2.0 

	Αίµα 
	0.17 - 0.24 

	Πλάσµα 
	0.01 

	Οστό 
	16.0 - 23.0 


Η εξασθένηση στον ιστό οφείλεται σε έναν αριθµό φαινοµένων. Η σκέδαση του πεδίου θα διασκορπίσει τµήµατα της ενέργειας προς όλες τις κατευθύνσεις. Η απορρόφηση, όπως αναφέρθηκε και προηγούµενα, αποτελεί την µετατροπή της ενέργειας του κύµατος σε θερµική ενέργεια, λόγω ταλαντωτικών απωλειών, απαγωγής θερµότητας, απωλειών που σχετίζονται µε ανταλλαγές της ενέργειας ανάµεσα στα µόρια, κλπ  Ερευνητικές µελέτες αποκάλυψαν ότι, η απορρόφηση συνεισφέρει κατά 75 έως 95% στη συνολική εξασθένηση (Parker 1983). Εξαιτίας της πολύ περίπλοκης σύστασης του ιστού, δεν κατέστη δυνατό να εξαχθεί ένα απλό µοντέλο, το οποίο να µπορεί να περιγράψει την εξάρτηση της εξασθένησης από τη συχνότητα, µε αποτέλεσµα η περισσότερη βιβλιογραφία που υπάρχει να περιορίζεται σε απλά φαινοµενολογικά µοντέλα (phenomenological models). Το πλάτος της συνάρτησης µμεταφοράς της εξασθένησης για ένα επίπεδο κύµα διαδιδόµενο µέσα από τον ιστό, εκφρασµένο στην περιοχή των συχνοτήτων είναι: 
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όπου z είναι το βάθος του ιστού, f η συχνότητα, β0 η µη εξαρτώµενη από τη συχνότητα εξασθένηση και β1 ο εξαρτώµενος από τη συχνότητα όρος. Το β1 εκφράζεται σε Np/[MHz-cm] (Νρ - Nepers) και µετατρέπεται σε dB/[MHz
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cm] πολλαπλασιάζοντας µε 8.6859. Στη προηγούμενη σχέση, το κύριο αίτιο της εξασθένησης περιγράφεται από τον όρο που εξαρτάται από τη συχνότητα ενώ, ο µη εξαρτώμενος από τη συχνότητα όρος, συχνά δεν λαμβάνεται υπόψη. 

Η εξάρτηση της εξασθένησης από τη συχνότητα έχει ως αποτέλεσμα τη µμεγαλύτερη εξασθένηση των υψηλών συχνοτήτων σε σχέση µε τις χαμηλές. Επομένως, το φάσμα (κατανομή συχνοτήτων) του συλλεγόµενου σήματος µμεταβάλλεται όταν ο παλμός διαδίδεται µέσω του ιστού και η μέση τιμή της συχνότητας μειώνεται. 

1. 2Δηµιουργία και λήψη των υπερήχων- μετατροπείς 

Γενικά σαν μετατροπείς καλούμε τις συσκευές αυτές που µετασχηµατίζουν µία μορφή ενέργειας σε κάποια άλλη. Ο µετατρoπέας (transducer) αποτελεί ίσως το σημαντικότερο συστατικό σε ένα σύστημα υπερήχων. Υλικά που ακολουθούν το πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο χρησιμοποιούνται σαν στοιχειώδεις κυψέλες του μετατροπέα. Η λειτουργία του έγκειται στο να μετατρέπει ηλεκτρικά σήματα σε κύματα πίεσης τα οποία διαδίδονται μέσα στο μέσο διάδοσης (δημιουργία υπερήχων) και να παράγει το ηλεκτρικό αντίστοιχο οποιασδήποτε λαµβανόµενης ακουστικής κυµατoµορφής (λήψη υπερήχων). Ένας καλά σχεδιασμένος µετατροπέας θα κάνει κάτι τέτοιο µε υψηλή ακρίβεια και απόδοση μετατροπής, μικρή παραγωγή θορύβου ή άλλα παρενέργειες (artefacts). Επίσης, είναι σημαντικό για τον σχεδιασμό του µετατροπέα, να παρέχεται από τη διάταξη έλεγχος πάνω στην διακριτική ικανότητα (system resolution) και τη χωρική μεταβολή (βήμα, spatial variation) αυτής. 

Υπάρχουν δύο βασικά είδη μετατροπέων για πραγματικού χρόνου σάρωση (real​tillle scanning): ο μηχανικός μετατροπέας και ο πολλαπλός μετατροπέας. Ο μηχανι​κός μετατροπέας είναι το πιο απλό είδος μετατροπέα, ο οποίος περιστρέφεται με μεγάλη ταχύτητα και συλλέγει σήματα κάθε φορά που αντικρίζει ένα παράθυρο στη διεύθυνση του σώματος. Ο μετατροπέας αυτός κυρίως χρησιμοποιείται για σάρωση τομών του σώματος.

Ο πολλαπλός μετατροπέας διακρίνεται σε δύο είδη: στον πολλαπλό γραμμικό μετατροπέα και στο μη-γραμμικό μετατροπέα. Ο πολλαπλός γραμμικός μετατρο​πέας (lllultiple elelllent linear tranduser) αποτελείται από πολλές στοιχειώδεις κυψέ​λες διατεταγμένες σε σειρά. Μπορούν να φθάσουν τις 64 δίνοντας ένα συνολικό µήκος για τον µετατροπέα ίσο µε 170mm. Οι στοιχειώδεις κυψέλες διεγείρονται ηλεκτρο​νικά σε ομάδες με τη βοήθεια ηλεκτρονικών διακοπτών (switch). Η διαδικασία της απεικόνισης και ο κάθε διακόπτης συνδέονται κατά τέτοιο τρόπο ώστε η πρώτη ομάδα στοιχειωδών κυψελών να διεγείρεται όταν η πρώτη γραμμή της εικόνας πα​ράγεται. Όλες οι αντανακλάσεις που συλλέγονται από αυτή την ομάδα απεικονίζο​νται στην πρώτη γραμμή της εικόνας. Η ολοκλήρωση της εικόνας πραγματοποιείται όταν όλες οι ομάδες των κυψελών διεγερθούν κατά τον προηγούμενο τρόπο. Μια σχηματική παράσταση για τον πολλαπλό γραμμικό μετατροπέα δίνεται παρακάτω. 
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Ο πολλαπλός µη-γραµµικός µετατροπέας (lllultiple element phase transduser) εί​ναι πιο συµπαγής από τους άλλους και µπορεί να περιέχει περίπου 60 στοιχειώδεις κυψέλες δίνοντας ένα συνολικό µήκος για τον µετατροπέα ίσο µε 150mm. Κάθε στοιχειώδης κυψέλη διεγείρεται χωριστά µε µια χαρακτηριστική χρονική καθυστέ​ρηση, έτσι ώστε το µέτωπο του ηχητικού κύµατος που παράγεται να σχηµατίζει µια γωνία µε τον άξονα του µετατροπέα. Αλλάζοντας τη χρονική καθυ​στέρηση των παλµών (σήµερα αυτό γίνεται ηλεκτρονικά), επιτυγχάνεται µια αλλα​γή στη φορά της δέσµης από πλευρά σε πλευρά. Οι σηµερινοί σύγχρονοι υπερηχο​γράφοι που χρησιµοποιούν πολλαπλούς µη-γραµµικούς µετατροπείς, παρέχουν µια πολύ καλής ποιότητας εικόνα µειώνοντας σηµαντικά το σχηµατισµό παρασίτων (artifacts) σε αυτήν και αυξάνοντας παράλληλα τη χωρική διακριτική ικανότητά του. Μια σχηματική παράσταση για τον πολλαπλό μη-γραμμικό μετατροπέα δίνεται παρακάτω. Πιο αναλυτικά θα περιγραφούν στις επόμενες παραγράφους.
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1.2.1 Παραγωγή & ανίχνευση υπερήχων – φασματική καμπύλη συντονισμού

Μία συνήθης μέθοδος παραγωγής και ανίχνευσης υπερήχων βασίζεται στους πιεζοηλεκτρικούς κρυστάλλους. Όταν στους κρυστάλλους αυτούς (που είναι κομμένοι σε μορφή πλακιδίου με συγκεκριμένες κρυσταλλογραφικές διευθύνσεις) εφαρμοστεί πίεση και μεταβληθεί το πάχος τους, το υλικό πολώνεται ηλεκτρικά και προκαλείται συσσώρευση αντίθετων ηλεκτρικών φορτίων στις επιφάνειες που υφίστανται την πίεση. Η συσσώρευση αυτή με τη σειρά της δημιουργεί μετρήσιμη διαφορά δυναμικού μεταξύ των επιφανειών (πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο) που είναι ανάλογη της πίεσης. Εάν η μεταβολή της πίεσης (που στη περίπτωση που ενδιαφέρει εδώ προέρχεται από τη πρόσπτωση κάποιου ηχητικού κύματος στο πλακίδιο) είναι περιοδική τότε ο κρύσταλλος εξαναγκάζεται σε περιοδική μεταβολή-ταλάντωση του πάχους του και η δημιουργούμενη διαφορά δυναμικού είναι περιοδική. Συνεπώς το πλακίδιο μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως ανιχνευτής – δέκτης ηχητικών

κυμάτων. Αντίστροφα, η εφαρμογή διαφοράς δυναμικού μεταξύ των επιφανειών του κρυστάλλου έχει ως αποτέλεσμα την μεταβολή του πάχους του (ηλεκτροσυστολή). Η εφαρμογή εναλλασσόμενης τάσης σε πιεζοηλεκτρικό πλακίδιο το εξαναγκάζει σε περιοδική συστολή-ταλάντωση, η οποία με τη σειρά της δημιουργεί ηχητικά κύματα στο περιβάλλον ελαστικό μέσο. Τότε το πλακίδιο λειτουργεί ως πομπός ηχητικών κυμάτων με μόνη διαφοροποίηση ως προς την ανίχνευσή τους το ηλεκτρικό κύκλωμα με το οποίο αυτό συνδέεται.

Και οι δύο παραπάνω περιπτώσεις αποτελούν παραδείγματα εξαναγκασμένης ταλάντωσης με τα προσπίπτοντα ηχητικά κύματα ή την εφαρμοζόμενη τάση να έχουν το ρόλο του διεγέρτη. Είναι αναμενόμενο λοιπόν η “δεκτικότητα” (απόκριση) του κρυστάλλου στον εξαναγκασμό του σε ταλάντωση να μην είναι η ίδια σε όλες τις συχνότητες, αλλά να υπάρχει μια περιοχή συχνοτήτων διέγερσης γύρω από την οποία το πλάτος της ταλάντωσής του Α μεγιστοποιείται. 

                              [image: image24.png]A KpUOTGANOU





                                          Σχήμα 1.7: Φαινόμενο συντονισμού

Η φασματική αυτή κατανομή ενός πομπού αντανακλάται φυσικά και στα εκπεμπόμενα ηχητικά κύματα. Για δεδομένο πλάτος ταλάντωσης του διεγέρτη το μέγιστο πλάτος της ταλάντωσης του κρυστάλλου εμφανίζεται όταν η συχνότητα του διεγέρτη είναι ίση με την ιδιοσυχνότητα του πλακιδίου fo. Η τελευταία εξαρτάται από τη ταχύτητα του ήχου στο πλακίδιο και από το πάχος του. Για κάποιο συγκεκριμένο πιεζοηλεκτρικό υλικό η επιλογή του πάχους καθορίζει λοιπόν και τη περιοχή συχνοτήτων της καμπύλης συντονισμού, συνεπώς και την περιοχή ηχητικών κυμάτων που μπορούν να εκπεμφθούν ή ανιχνευτούν. Ως μέτρο της οξύτητας του συντονισμού χρησιμοποιούμε τον ονομαζόμενο παράγοντα ποιότητας 
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Με f1 και f2  τις συχνότητες του διεγέρτη όπου το πλάτος ταλάντωσης του πλακιδίου είναι το μισό του μεγίστου (σχήμα 7). Όσο μεγαλύτερη η τιμή του Q τόσο στενότερη η καμπύλη συντονισμού άρα και η φασματική περιοχή ικανοποιητικής διέγερσης του κρυστάλλου.

Κλείνουμε τη αναφορά μας στη παραγωγή και ανίχνευση υπερήχων με μία σημαντική πα-ρατήρηση που αφορά τον πειραματικό προσδιορισμό της φασματικής κατανομής ενός πιεζοηλεκτρικού δέκτη μέσω ενός πανομοιότυπου πομπού που βρίσκεται σε σταθερή απόσταση από τον πρώτο. Εάν το πλάτος της διεγείρουσας τάσης του πομπού δεν κρατηθεί σταθερό τότε θα μετρηθεί ο συνδυασμός των φασματικών κατανομών πομπού και δέκτη. Ο συνδυασμός αυτός αποδίδεται στα μαθηματικά με τον όρο συνέλιξη ή αναδίπλωση (convolution) και δυσκολεύει την εύρεση της πραγματικής φασματικής κατανομής του δέκτη. Για το λόγο αυτό, είναι προτιμότερο να μεταβάλουμε το πλάτος της διεγείρουσας τάσης σε κάθε συχνότητα διέγερσης έτσι ώστε το πλάτος ταλάντωσης του κρυστάλλου-πομπού να κρατείται κάθε φορά σταθερό. Τότε, η όποια μεταβολή του ανιχνευόμενου πλάτους θα οφείλεται αποκλειστικά στη φασματική απόκριση του δέκτη.

1.2.2 Κλασική κατασκευή (µονό στοιχείο) 

Ένας µετατροπέας καλής ποιότητας θα έχει τα ακόλουθα χαρακτηριστικά σχεδίασης, όπως εικονίζονται στο ακόλουθο σχήµα. 
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Σχήµα 1.8: Τυπικά διάταξη ενός (συνήθους) υπερηχητικού µετατροπέα µονού στοιχείου (single element). 

1.2.3 Πιεζοηλεκτρικό στοιχείο 

Αυτό κόβεται και σχηµατίζεται από ένα πιεζοηλεκτρικό κεραµικό (piezoelectric ceramic) [συνήθως µόλυβδος ζιρκόνιο τιτάνιο (lead zirconate titanate-PZT)] ή πλαστικό [πολυβινυλιδικό διφθορίδιο (polyvinylίdine difluoride-PVDF)]. Στις µπροστινές και πίσω επιφάνειες του στοιχείου τοποθετούνται αργυρά ηλεκτρόδια (silver electrodes) και το στοιχείο πολώνεται µόνιµα σε όλο το πάχος του. Μετά από αυτό, το στοιχεία έχει την ιδιότητα, όποτε εφαρµόζεται µια τιµή τάσης ανάµεσα στα ηλεκτρόδια, να παρουσιάζει µια αντίστοιχη αλλαγή στο πάχος του και, αντίστροφα µια πίεση που εφαρµόζεται στις δύο επιφάνειες του να παράγει µια διαφορά δυναµικού ανάµεσα στα ηλεκτρόδια. 

Η εστίαση (focusing), µπορεί να επιτευχθεί µε έναν αριθµό µεθόδων: 

1. ένα σχηµατισµένο κοίλο (σφαίρα) κεραµικό (shaped concave ceramic) 

2.έναν φακό (κοίλο για υλικά όπως epoxy ή Perspex, ή κυρτό για silicone rubber) σε συνδυασµό µε έναν επίπεδο κεραµικό δίσκο, 

3.µια σφαίρα σε συνδυασµό µε έναν φακό απεστίασης (αποκλίνοντα), και 

4.µέσω της αλληλοεπικάλυψης των δεσµών (overlapping beams) από δύο διαφορετικά στοιχεία (όπως σε συνεχούς κύµατος συστήµατα Doppler). 

1.2.4 Στρώµα προσαρµογής (matching layer) 

Η ύπαρξη του στρώµατος αυτού στοχεύει στο να ξεπεραστεί το ακουστικό µη ταίριασµα (mismatch) ανάµεσα στο στοιχείο και στον ιστό, που αναφέρθηκε παραπάνω και να αυξήσει την απόδοση µεταφοράς της ενέργειας (energγ transfer). 

Ένα καλό παράδειγµα είναι η σκόνη αλουµινίου σε Araldite, το οποίο έχει Τ 0.14mm για στοιχείο που εκπέµπει σε συχνότητα πάνω από 5 ΜΗΖ.  Για στοιχεία από PVDF δεν απαιτείται στρώµα προσαρµογής. 

1.2.5 Μέσο υποστήριξης 

Αυτό συνήθως απαιτείται για µηχανική υποστήριξη αλλά θα πρέπει να είναι το ελάχιστο δυνατό (και κατά προτίµηση µόνο αέρας) για βέλτιστη απόδοση (υψηλή τιµή µηχανικού συντελεστή Q). 


1.2.6 
Περίβληµα 

Το περίβληµα του στοιχείου θα πρέπει να επιτυγχάνει την ηλεκτρική θωράκιση και την ακουστική αποσύζευξη αυτού (διαφορετικά το δυναµικό εύρος (dynamic range) του στοιχείου, µειώνεται είτε εξαιτίας της ακουστικής ηχούς, είτε εξαιτίας ηλεκτρονικής παρεµβολής). Αυτό σηµαίνει ότι είναι αναγκαίο είτε ένα πλαστικό περίβληµα (θήκη) µε ένα στρώµα θωράκισης (screening layer) είτε, ένα µεταλλικό περίβληµα µε κατάλληλη ακουστική µόνωση. 

1.2.7 Διέγερση του µετατροπέα - χαρακτηριστικά της δέσµης 

Η διέγερση του µετατροπέα πραγµατοποιείται από έναν παλµό τάσης ο οποίος επιτυγχάνεται είτε εκφορτίζοντας έναν πυκνωτή διαµέσου του κρυστάλλου είτε χρησιµοποιώντας έναν τετραγωνικό παλµό µικρής διάρκειας της τάξης του nanosecond. Το πλάτος ενός τέτοιου παλµού κυµαίνεται από µερικές εκατοντάδες Volt, για τους παλαιότερους τύπους µετατροπέων, έως µερικά δέκατα του Volt για τους νεότερους µετατροπείς οι οποίοι διαθέτουν χαµηλότερες ακουστικές εµπεδήσεις και υψηλότερες πιεζοηλεκτρικές σταθερές. 

Ο διεγερµένος κρύσταλλος µε την σειρά του ωθείται σε ταλάντωση µε αποτέλεσµα να παράγεται ένα φθίνον ηµιτονοειδές µηχανικό κύµα το οποίο και καλείται παλµικό κύµα. Η διάρκεια του παλµικού αυτού κύµατος εξαρτάται από την συχνότητα του κρυστάλλου και από την απόσβεση που έχει επιτευχθεί (όπως αναφέρθηκε προηγούµενα). Η διάρκεια αυτή µετριέται συνήθως, σε αριθµούς κύκλων µέχρι αρχικό πλάτος του κύµατος να µειωθεί στο 10%. Αυτό µπορεί να επιτευχθεί συνήθως, µετά από δύο µε τρεις κύκλους κύµατος, για παράδειγµα για f= 3 ΜΗΖ και τρία κύµατα, η διάρκεια του παλµικού κύµατος θα είναι 1μs. 

Ας σηµειωθεί ότι, ο βασικός στόχος είναι να επιτευχθεί όσο το δυνατό µικρότερος δυνατόν παλµός, επίσης ότι η χωρικό µήκος του παλµού (spatial pulse length, SPL) ισούται µε το γινόµενο του µήκους κύµατος επί των αριθµό των κύκλων. Δηλαδή: 

SPL = αριθµός κύκλων (n) 
[image: image27.wmf]´

 µήκος κύµατος (λ) 

Καθώς το παλµικό κύµα δεν ακολουθεί την κατανοµή ενός κανονικού (ακριβές) ηµίτονου, η µορφή του µπορεί να παρασταθεί από το αντίστοιχο φάσµα κατανοµής της συχνότητάς του, από την οποία µπορεί να προκύψει το εύρος ζώνης (bandwidth) του κύµατος, ένα τέτοιο παράδειγµα απεικονίζεται παρακάτω. 
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Σχήµα 1.9: Ένας παλµός υπερήχων µε χρονική διάρκεια Δt και το αντίστοιχο φάσµα συχνοτήτων του που περιλαµ8άνει την κεντρική συχνότητα  f0 και εύρος συχνοτήτων Δf 

Θα πρέπει επίσης να επισηµανθεί ότι, όσο στενότερος είναι ο παλµός τόσο περισσότερο ευρύ θα είναι το αντίστοιχο φάσµα συχνοτήτων του γεγονός που αποτελεί περιοριστικό παράγοντα της χρησιµοποίησης ιδιαίτερα στενών παλµών. Αποτελεί λοιπόν ιδιαίτερη παράµετρο του µετατροπέα ο λεγόµενος µηχανικός συντελεστής Q ο οποίος ορίζεται ως: 

Συντελεστής Q = συχνότητα λειτουργίας / εύρος ζώνης 
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Σχήµα 1.10: Προσοµοίωση του πεδίου πίεσης για διέγερση συνεχούς κύµατος από επίπεδο κυκλικό µετατροπέα µε ακτίνα r=8mm,, κεντρική συχνότητα fο = 3 ΜΗ που ακολοθεί τον τρόπο λειτουργίας του εµ8όλο

Ένα άλλο χαρακτηριστικό µέγεθος του µετατροπέα είναι η συχνότητα επαναληψιµότητας παλµού (pulse repetition frequency PRF). Το µέγεθος αυτό µας δίνει τον αριθµό των παλµών ανά second και µετριέται σε ΗΖ και αποτελεί το αντίστροφο µέγεθος της περιόδου επανάληψης του παλµού

1.2.8 Μετατροπείς πολλαπλών στοιχείων 

Οι µετατροπείς µονού στοιχείου, όπως περιγράφτηκαν παραπάνω, δεν χρησιµοποιούνται συχνά σε µοντέρνο εξοπλισµό σάρωσης, παρότι όλα τα υπόλοιπα βασικά χαρακτηριστικά του σχεδιασµού τους ισχύουν και για τα συστήµατα πολλαπλών στοιχείων (multiple-element systems). Για να επιτευχθεί η χρήση συνεχών κυµάτων (όπως στο σύστηµα Doppler), µπορεί να χρειαστούν (στην απλούστερη περίπτωση) περισσότερα από ένα στοιχεία, όπου απαιτείται να υπάρχουν ξεχωριστά στοιχεία για την εκποµπή και τη λήψη. Στην απεικόνιση παλµικού ήχου (pulsed-echo imaging), µπορούν να χρησιµοποιούνται πολλαπλά στοιχεία για την ηλεκτρονική (και γρήγορη µεταβολή) διαµόρφωση της δέσµης (beam forming), και/ή την εστίαση (focusing) αυτής και για ταχεία ηλεκτρονική µετατροπή της δέσµης (beam translation) και/ή κατεύθυνση της δέσµης (beam steering). Μέσα σε αυτό το πλαίσιο, υπάρχει µια µεγάλη ποικιλία από µορφές για τα στοιχεία και από αντίστοιχες µορφές πεδίών που αυτά παράγουν.

Οι γενικές αρχές διαµόρφωσης, εστίασης, σάρωσης και κατεύθυνσης της υπερηχητικής δέσµης απεικονίζονται σχηµατικά (διδιάστατα) µόνο, στα παρακάτω σχήµατα. Διεγείροντας ταυτόχρονα µια οµάδα από µικροσκοπικά στοιχεία, το κάθε στοιχείο µπορεί, (εάν κάθε στοιχείο συµπεριφέρεται σαν µια πηγή Huygen), να συνθέσει ένα επίπεδο κυµατικό µέτωπο, το οποίο σχηµατίζεται από την χωρική έκταση που καταλαµβάνει αυτή η οµάδα στοιχείων. Η ηχητική δέσµη µπορεί τότε να µεταφερθεί από τη θέση 1 στη θέση 2 διεγείροντας ένα διαφορετικό αλλά αλληλοεπικαλυπτόµενο (overlapping) σύνολο από στοιχεία. Για την εστίαση ή την κατεύθυνση της ηχητικής δέσµης θα πρέπει να µπορεί κάποιος να διεγείρει κάθε στοιχείο µέσω µεταβλητής καθυστέρησης. Τα συστήµατα που χρησιµοποιούν αυτή την τεχνολογία έχουν γίνει γνωστά ως συστήµατα µε «καθυστέρηση φάσης» (phased​array systems). Η ονομασία αυτή (και φυσικά η µέθοδος-τεχνολογία) έχει υιοθετηθεί από τον χώρο των ραντάρ. 

Εφαρµόζοντας την ίδια τεχνική κατά την λήψη µπορούµε να εστιάσουµε το λαµβανόµενο σήµα αυξάνοντας έτσι την ευαισθησίας. Μάλιστα, µέσα στο χρονικό διάστηµα που απαιτείται για να επιστρέψει µία πλήρη ακολουθία (σειρά) από ηχητικούς παλµούς (σαν αποτέλεσµα ενός µόνου µεταδιδόµενου ηχητικού παλµού), είναι πιθανό να ρυθµίζονται καθόλη αυτή τη διάρκεια οι καθυστερήσεις εστίασης έτσι ώστε, το σύστηµα να έχει µια µορφή κατευθυντικότητας (directivity pattern) στην λήψη του σήµατος που χαρακτηρίζεται από µέγιστη ευαισθησία. Για το λόγο αυτό, η λήψη αυτή µπορεί να είναι εστιασµένη σε κάθε θέση της ηχούς (echo position), καθώς αυτή φτάνει από το καθένα ξεχωριστό σηµείο, το οποίο µπορεί να βρίσκεται σε οποιοδήποτε βάθος (εν γένει). Αυτή η προσέγγιση είναι γνωστή ως «σαρωτική (ή δυναµική) εστίαση» (swept οr dynamic focusing), και φυσικά, µπορεί να εφαρµοστεί µόνο στο λαµβανόµενο σήµα. Ένα φθηνότερο σύστηµα είναι οι εναλλαγές ανάµεσα, έναν αριθµό καθορισµένων συνδυασµών καθυστέρησης, η οποία παρέχει µια σειρά από «εστιακές ζώνες» (focal zones). Αλλαγές στις ιδιότητες εστίασης της εκπεµπόµενης δέσµης µπορούν να επιτευχθούν µόνο επίδρασης πάνω σε διαδοχικούς ηχητικούς παλµούς, µε αντάλλαγµα τη µεταβολή του ρυθµού και του τρόπου λήψης του συλλεγόµενου σήµατος

. 
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Σχήµα 1.11: Εστίαση δέσµης υπερήχων.

Α εστίαση µε κυρτό φακό όπου διακρίνεται το σηµείο εστίασης. 

Β εστίαση όπου διακρίνεται η ζώνη εστίασης. 

Γ Διαφορετικοί 6αιθµoί εστίασης, όπου παρατηρείται το φαινόµενο να αυξάνεται η απόκλιση της   δέσµης µετά την ζώνη εστίασης όταν αυξάνεται o 6αιθµός εστίασης. 

Γενικά κάποιος µπορεί να συναντήσει συνδυασµούς αυτών των µεθόδων: σάρωση σε συνδυασµό  µε εστίαση και κατεύθυνση σε συνδυασµό µε εστίαση. 
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Σχήµα 1.12: Σχηµατική (διδιάστατη) απεικόνιση των αρχών λειτουργίας της: διαµόρφωσης (α, b, c) εστίασης (b), χωρικής σάρωσης (α) και κατεύθυνσης (c) της υπερηχητικής δέσµης, χρησιµοποιώντας συστοιχίες µοναδιαίων µετατροπέων. 

Οι µετατροπείς που χρησιµοποιούν συστοιχίες µε «καθυστέρηση φάσης» (phased arrays) πιθανά αποτελούν µία πολύ ισχυρή µέθοδο δηµιουργίας υπέρηχων εικόνων, αφού π
αρέχουν: 

(α) κατεύθυνση της δέσµης χωρίς µετακίνηση (beam steering without motion), 

(β) δυναµική εστίαση (dynamic focusing), 

(γ) δυνατότητα επιλογής της κατεύθυνσης της δέσµης µε αυθαίρετη σεφά (arbitrary sequencing of directions), 

(δ) πλεονεκτήµατα λόγω της δυνατότητας αυθαίρετης επιλογής του ρυθµού απεικόνισης (arbitrary frame-rate),

(ε) εύκολο ψηφιακό έλεγχο (easy digital control), και 

(στ) δυνατότητα παράλληλης διαδικασίας (parallel processing), η οποία µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να ελαττώσει φαινόµενα speckle µέσω του συνδυασµού ή της αύξησης είτε της ανάλυσης (resolution) ή του ρυθµού απεικόνισης (frame rate). 

Τα µειονεκτήµατα αυτού του τύπου των συστοιχιών, τα οποία είναι αρκετά    πιθανό να επιλυθούν στο µέλλον, είναι: 

(α) Τα προβλήµατα δειγµατοληψίας (grating lobes, σφάλματα κατά την ψηφιοποίηση), και 

(β) Το κόστος και πολυπλοκότητα, που χαρακτηρίζει αυτά τα συστήµατα.

1. 2.9 Μεταροπέας και συχνότητα 

Η επιλογή της τιµής της συχνότητας συνιστά έναν συµβιβασµό ανάµεσα στη καλή ανάλυση resolution και σε βαθιά διείσδυση. Συχνά κανείς συναντά συχνότητες της τάξης των 3-5 ΜΗΖ να χρησιµοποιούνται για την απεικόνιση του ήπατος και άλλων κοιλιακών οργάνων, της µήτρας και της καρδιάς. Ενώ, για τις περισσότερο επιφανειακές δοµές όπως ο θυρεοειδής αδένας} η καρωτική αρτηρία, οι µαστοί, οι όρχεις και διάφορα άλλα όργανα βρεφών θα ήταν προτιμότερη η χρήση κάπως υψηλότερων συχνοτήτων (4-10 ΜΗΖ). Για τον οφθαλμό, όντας πλήρως επιφανειακό όργανο που παρουσιάζει χαµηλή εξασθένηση, χρησιμοποιούνται συχνότητες της τάξης των 7-15 ΜΗΖ για την απεικόνιση του. 
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Σχήμα 1.13: Σχηματικό διάγραμμα των βασικών συστατικών της αλυσιδωτής σειράς επεξεργασίας του σήματος σε ένα σύστημα απεικόνισης της παλμικής ηχού. Στο δεξιό τμήμα του σχήµατος παραθέτονται µε αντίστοιχες επιγραφές οι σχηµατικές µορφές των τύπων των σηµάτων που αναµένεται κάποιος να παρατηρήσει στα σηµεία που καταδεικνύονται, ως απόκριση στην εκπομπή ενός µονού παλµού. 

Ο χαµηλός παλµός του ήχου που εκπέµπεται από ένα διαγνωστικό µετατροπέα ή συστοιχία γενικά δεν είναι περισσότερος από 3-4 κύκλους σε διάρκεια και δηµιουργείται (στον ποµπό-ηχοβολέα) εφαρµόζοντας στον µετατροπέα είτε ένα στιγµιαίο σκαλοπάτι τάσης ή ένα µονού κύκλου ηµιτονοειδές κύµα µε συχνότητα ίσης µε τη συχνότητα ταλάντωσης του µετατροπέα. 


1.2.10 Γεννήτρια ωρολογιακών παλµών (Clock pulse generαtor) 

Η γεννήτρια αυτή δηµιουργεί τον σκανδαλισµό (triggering) για τη διέγερση του µετατροπέα και αναλαµβάνει, σε ορισµένες περιπτώσεις. να συγχρονίσει την έκθεση. Μετά την εκποµπή ενός ηχητικού παλµού, ακολουθεί η επιστροφή ενός χειµάρρου από ήχους, έτσι ώστε, όλη η πληροφορία του ήχου για µία γραµµή απεικόνισης να περιέχεται σε έναν κύκλο (clock cycle). Ωστόσο, οι υψηλοί ρυθµοί επανάληψης είναι επιθυµητοί κατά την γρήγορη σάρωση (fast scanning) ή την παρακολούθηση κινούµενων δοµών. Ο µέγιστος ρυθµός επαναληψιµότητας (PRRmax) περιορίζεται από το µέγιστο βάθος (dmax) το οποίο είναι επιθυµητό για απεικόνιση σύµφωνα µε τη σχέση: 

PRRmax (ΚΗΖ) = (1,5 / 2· dmax) . 103 

όπου το dmax µετράται σε χιλιοστά και ο παράγοντας 1,5 είναι η αντίστοιχη τιµή της ταχύτητας του ήχου (που συχνά σε τέτοιους υπολογισµούς εκφράζεται σε mm/µs). Εάν υπερβαίνεται ο ρυθµός επαναληψιµότητας, προκαλείται ασάφεια στην ηχώ (echo ambiguity) καθώς ήχοι από βαθιές δοµές οφείλονται σε έναν προγενέστερο παλµό, συµπίπτουν χρονικά, µε αυτούς από τις πιο επιφανειακές δοµές για τον ισχύοντα παλµό. Για την απεικόνιση της κοιλιακής χώρας, οι τυπικές τιµές PRR βρίσκονται συχνά στην περιοχή των 1 ΚΗΖ. 

1.2.11 Ηχοβολέας 

Ο εφαρµοζόµενος παλµός τάσης στον µετατροπέα είναι συνήθως κάτω από 500 V και συχνά στην βρίσκεται στην κλίµακα 100-200 V. Το σχήµα του εξαρτάται από τον εξοπλισµό, αλλά θα πρέπει να έχει επαρκή στοιχεία συχνότητας για να διεγείρει σωστά τον µετατροπέα, π.χ για στοιχεία συχνότητας πάνω από 10 MHz, απαιτείται διάρκεια ανύψωσης (risetime) του παλµού λιγότερο από 25 ns. 

1.2.12 Γραµµικός ενισχυτής 

Ο γραµµικός RF ενισχυτής αποτελεί ένα σηµαντικό συστατικό της διάταξης, καθώς η δηµιουργία θορύβου σε αυτό το σηµείο µπορεί να περιορίσει την απόδοση ολόκληρης της διάταξης. Για αυτό το λόγο απαιτείται έξυπνη σχεδίαση καθώς, ενώ θα πρέπει να επιτυγχάνεται χαµηλός θόρυβος και υψηλή ενίσχυση, το εσωτερικό θα πρέπει παράλληλα να προστατεύεται από τον υψηλής τάσης παλµό που παράγεται από τον ποµπό. Οποιοδήποτε κύκλωµα κάνει τα προηγούµενα, θα πρέπει να έχει µικρό χρόνο αποκατάστασης (short recovery time) και ο ενισχυτής από µόνος του να χαρακτηρίζεται από µεγάλο δυναµικό εύρος (dynamic range) και καλή γραµµικότητα (linearity). Όπως φαίνεται και στο σχηματικό διάγραµµα(σχήμα 11), το σήµα ραδιοσυχνότητας του ήχου που επιστρέφει από το αντικείµενο µπορεί να έχει ένα συνολικό δυναµικό εύρος (από το επίπεδο ήχου έως τους µεγαλύτερους ήχους) από 70 έως 80 dB. 

1.2.13 Έλεγχος χρονικού κέρδους 

  Αυτό παρέχεται από έναν εξασθενιτή (attenuator) που ελέγχεται µέσω τάσης. Κάποια µορφή χρονοεξαρτηµένης συνάρτησης λειτουργίας, η οποία είναι συγχρονισµένη µε το κύριο ρολόι και σκανδαλίζεται (triggered) µέσω ενός κυκλώµατος καθυστέρησης, χρησιµοποιείται σαν ελεγκτής τάσης έτσι ώστε, η ενίσχυση του συστήµατος να αναπληρώνεται κατά προσέγγιση την εξασθένηση του ήχου µέσα στον ιστό. Η απλούστερη συνάρτηση που χρησιµοποιείται είναι µια λογαριθµική συνάρτηση κεκλιµένου πεδίου για την τάση (logarithmic voltage ramp), ρυθµισµένη συνήθως να αντισταθµίζει µια µέση τιµή της εξασθένησης. Η επίδραση που έχει η εφαρµογή αυτής της συνάρτησης στην χρονοεξαρτώµενη ενίσχυση του συστήµατος απεικονίζεται στο σχήµα που ακολουθεί. Το χρονικό διάστηµα (περίοδος) της καθυστέρησης είναι συχνά ρυθµιζόµενο, έτσι ώστε, η αναπλήρωση της εξασθένησης να µην εφαρµόζεται µέχρι τα ηχητικά σήµατα να αρχίσουν να επιστρέφουν από τον ιστό, που τα εξασθενεί. Για παράδειγµα, αυτό µπορεί να χρησιµοποιηθεί, κατά τη σάρωση µέσω µίας γεµάτης ουροδόχου κύστης ή µέσω µιας δεξαµενής νερού. Σαν γενικό συµπέρασµα αυτής της διόρθωσης της εξασθένησης, το δυναµικό εύρος του σήµατος στην έξοδο, του τµήµατος ελέγχου του χρονικού κέρδους (TGC) έχει συχνά µειωθεί σε περίπου 40-50 dB. 

  Ένα µειονέκτηµα (artefact) αυτού του τύπου διόρθωσης της εξασθένησης είναι ότι οι µεταγενέστεροι ήχοι σε µια δοµή η οποία εξασθενεί τον ήχο περισσότερο από τον µέσο όρο για τον περιβάλλοντα ιστό, τείνουν να µην ενισχύονται αρκετά. Αυτό προκαλεί την εµφάνιση µιας σκιάς πίσω από τέτοιες δοµές. Αντιστρόφως, η απλή λειτουργία TGC θα υπεραντισταθµίζει το σήµα για δοµές που εξασθενούν τον ήχο λιγότερο από την τιµή του µέσου όρου έτσι ώστε, να εµφανίζεται ένας τύπος αρνητικής σκιάς, ή «υπερτίµησης» (enhancement), σε απεικονίσεις που βρίσκονται πίσω από τέτοιες δοµές (συνήθως δοµές γεµάτες από υγρά, όπως κύστες).
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Σχήµα 1.14: Απεικόνιση µιας απλής αλλά συνήθους τύπου χρονοεξαρτώµενης ενίσχυσης για ένα απεικονιστικό σύστηµα παλµικής ηχούς

1.2.14 Ενισχυτής Συµπύκνωσης 

Υπάρχει ένα µεγάλο εύρος από χρησιµοποιούµενα χαρακτηριστικών ενίσχυσης αλλά, ένα γενικό χαρακτηριστικό είναι ότι η ενίσχυση µειώνεται καθώς αυξάνεται το λαµβανόµενο σήµα. Ένα παράδειγµα είναι, ένας ενισχυτής µε λογαριθµική ανταπόκριση. Αυτός επιτρέπει στον εναποµένων εύρος ήχου των 40-50dB, να απεικονίζεται σαν µια διαβάθµιση του γκρι (gray scale) σε ένα καθοδικό σωλήνα (cathode ray tube CRT). Τυπικά, η απεικόνιση αυτή µπορεί να έχει δυναµικό εύρος µόνο 20-30 dB. 

1.2.15 Αποδιαµόρφωση 

Σε αυτό το τµήµα της διάταξης εξάγεται η «περιβάλλουσα» (envelope) του RF σήµατος του ήχου, συνήθως µέσω µιας απλής ολόκληρου ή µισού κύµατος λήψης σήµατος, που ακολουθείται από οµαλοποίηση (smoothing) µε σταθερά χρόνου περίπου ίση µε l,5λ. Το σήµα που συλλέγεται σε αυτό το σηµείο της διάταξης είναι γνωστό σαν ένα λαµβανόµενο A-scan σήµα, και αναπαριστά το πλάτος των ηχητικών σηµάτων. 

1.2.16 Προεπεξεργασία 

Είναι σύνηθες το ηχητικό σήµα A-scan να προεπεξεργάζεται πριν και µετά την ψηφιοποίηση του και την αποθήκευση του στη µνήµη της απεικόνιση (display memorγ). Παραδείγµατα αποτελούν, οι διάφορες συναρτήσεις ανίχνευσης ακµών (edge detection) (συνήθως παραγώγιση differentiation) και επιπλέον ρυθµίσεις στα χαρακτηριστικά της ενίσχυσης, όπως καταστολή (suppression), η οποία είναι ο περιορισµός του δυναµικού εύρους µέσω της απόρριψης-αποκοπής από την απεικόνιση των ηχητικών σηµάτων που βρίσκονται κάτω από ένα κατώφλι που καθορίζεται από τον χειριστή της διάταξης (operator-defined threshold) (καταστολή θορύβου, noise suppression). Στις σύγχρονες διατάξεις ο όρος καταστολή γενικά δεν χρησιµοποιείται, αλλά το ίδιο αποτέλεσµα µπορεί να επιτευχθεί µέσω διαφόρων µεθόδων επεξεργασίας, που συνήθως παρέχονται από κατάλληλους χερισµούς του δυναµικού εύρους. 

1.3.1 Πλεονεκτήματα και χρήσεις υπερήχων

Οι Υπέρηχοι αναπτύχθηκαν αρχικά για στρατιωτική χρήση, για χρήση στη ναυσι​πλοία και για αναγνώριση. Αντίστοιχα, χρησιμοποιηθήκαν σε ένα µεγάλο βαθµό στη µηχανική για µετρήσεις διαστάσεων υλικών και αναγνώριση παραµορφώσεων από µηχανικές καταπονήσεις. Χρησιμοποιούνται συχνά στις φωτογραφικές μηχανές για να μετρήσουν την απόσταση και χρησιμοποιούνται στα σκάφη για να μετρήσουν το βάθος θάλασσας. Εντούτοις, οι πιο ενδιαφέρουσες εφαρμογές του υπερήχου είναι στον τομέα της ιατρικής. Χρησιμοποιώντας μια σειρά πιεζοηλεκτρικών μετατροπέων, ο υπέρηχος μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τη λήψη εικόνας στο εσωτερικό των οργάνων. Προτιμούνται συχνά από τις ακτίνες X επειδή δεν παράγουν κανένα επιβλαβές αποτέλεσμα και είναι σχετικά φτηνοί. Στην Ιατρική, οι υπέρηχοι χρησιµοποιούνται για δια​γνωστικούς λόγους από το 1950. Από τότε µέχρι σήµερα, οι υπέρηχοι χρησιµο​ποιούνται συχνά για διάγνωση στη γενετική, καρδιολογία, µαστογραφία και σε άλ​λους τοµείς. Με την αυξανόµενη χρήση υπολογιστών υψηλών απαιτήσεων και τη συνεχή βελτίωση της τεχνολογίας των υπερήχων, πολλές εταιρίες σήµερα είναι σε θέση να προσφέρουν µια µεγάλη σειρά από µηχανήµατα υπερήχων για διαφορετι​κές εφαρµογές συνδυάζοντας κατά τον καλύτερο δυνατό τρόπο κατασκευαστικές και λογισµικές (hardware-software) τεχνικές. 

Ειδικότερα, οι διαγνωστικοί υπέρηχοι παρουσιάζουν βασικά πλεονεκτήµατα σε σχέση µε άλλες απεικονιστικές διαγνω​στικές τεχνολογίες: 

· Δεν προκαλούν φαινόµενα ιονισµού 

· Χρησιµοποιούν µη-επεµβατικές τεχνικές διατάξεις 

· Δε δηµιουργούν παρενέργειες 

· Η διαδικασία της σάρωσης είναι γρήγορη και άνετη για τον ασθενή 

· Προσφέρουν δυναµική απεικόνιση των οργάνων - ιστών του σώµατος 

· Οι διατάξεις είναι σχετικά χαµηλού κόστους συµπεριλαµβανοµένων προσωπικού  και µηχανηµάτων. 

· Είναι εύκολοι στη χρήση και στη µεταφορά σε διαφορετικό κλινικό περιβάλλον.

·  Οι προαναφερθείσες ιδιότητες καθιστούν τους διαγνωστικούς υπέρηχους σαν µια από τις βασικότερες απεικονιστικές τεχνικές που χρησιµοποιούνται σήµερα. 

1.3.2 Τεχνικές σάρωσης 

Σήµερα, υπάρχει ένας µεγάλος αριθµός συσκευών όπου µπορούν να απεικονιστούν τα αποτελέσµατα της διέλευσης των υπερήχων µέσα από τους ανθρώπινους ιστούς, όπως παλµογράφοι, τηλεοπτικές οθόνες, video, κ.λπ. Τα διάφορα αυτά είδη συ​σκευών εξαρτώνται κατά κύριο λόγο από την τεχνική σάρωσης που χρησιµοποιεί​ται και από την αντίστοιχη εφαρµογή. 

Υπάρχουν τρία είδη τεχνικών σάρωσης (scanniηg modes) µε υπερηχογράφο, βάσ​ει του τρόπου απεικόνισης: "Α-τεχνική", "Β-τεχνική" και 'ΤΡ ή Μ-τεχνική" σά​ρωσης. 

Η "Α-τεχνική" σάρωσης είναι σηµαντική για ακριβείς µετρήσεις και για υπολογι​σµούς µεγεθών µήκους σε ευθείες που συνδέουν δύο σηµεία µιας εικόνας. σήµερα είναι περιορισµένη η χρήση της και προσαρµοσµένη σε µετρήσεις βασικών ανατο​µικών χαρακτηριστικών µε γραµµικές διαστάσεις. 

Η "ΤΡ (Time-Position) ή Μ (Μοtiοn)-τεχνική" σάρωσης επιτρέπει τη γραφική καταγραφή της κίνησης χαρακτηριστικών στην κατεύθυνση της ηχητικής δέσµης. Αποτελεί ένα συνδυασµό διαµορφώσεων κατά πλάτος και κατά φωτεινότητα. Ανα​τοµικά στοιχεία του σώµατος που παραµένουν ακίνητα προκαλούν αντανακλάσεις στο ίδιο σηµείο σε αντίθεση µε τα κινούµενα όργανα για τα οποία παράγεται ένα γράφηµα της κίνησής τους . Αυτή η τεχνική σάρωσης χρησιµοποιείται στη γυναικολογία αλλά και στην καρ​διολογία για τη µελέτη της κίνησης των καρδιακών τοιχωµάτων σε έναν πλήρη καρ​διακό κύκλο. Για το σκοπό αυτό, η ηχητική δέσµη πέφτει µε τη µορφή ενός τόξου από τη βάση µέχρι την κορυφή της καρδιάς και οι κινήσεις; των καρδιακών ιστών καταγράφονται. 

        Η "Β-τεχνική" σάρωσης είναι πιο διαδεδοµένη σήµερα για τη διδιάστατη απεικό​νιση ιστών του σώµατος. Το ηχητικό σήµα διαδίδεται, ανακλάται, επιστρέφει και αποθηκεύεται µέσω του µετατροπέα του υπερηχογράφου. Στη συνέχεια µετατρέπε​ται σε ηλεκτρικό και µε κατάλληλους επεξεργαστές οπτικοποιείται στην οθόνη του υπερηχογράφου. Οι εικόνες στους διαγνωστικούς υπέρηχους είναι το αποτέλεσµα πολλών ηχητικών παλµών οι 

οποίοι καταγράφονται καθώς διαπερνούν τους διάφο​ρους ιστούς. Όσο µεγαλύτερη είναι η συχνότητα τόσο καλύτερη είναι η ποιότητα της εικόνας που παράγουν. 

Η συγκέντρωση των πληροφοριών και ο σχηµατισµός µίας εικόνας από έναν δια​γνωστικό υπέρηχο είναι µια διαδικασία ταχύτατη, για πραγµατικού χρόνου υπερη​χογράφο.. Η εικόνα που εµφανί​ζεται στην οθόνη είναι ό.τι ακριβώς συµβαίνει εσωτερικά την αντίστοιχη χρονική στιγµή. Τέλος, οι εικόνεις παράγονται σαν σειρές από φωτεινά σηµεία στην οθόνη. Κάθε φωτεινό σηµείο είναι µία ηχητική αντανάκλαση ενός ιστού και η φωτεινότητα του σηµείου αυτού αντιστοιχεί στην αντοχή του ηχητικού σήµα​τος καθώς επιστρέφει στον µετατροπέα. Οι περισσότεροι πραγµατικού χρόνου υπε​ρηχογράφοι διαθέτουν οθόνες για παραγωγή εικόνων µε διαστάσεις 256
[image: image31.wmf]´

256 ή 512
[image: image32.wmf]´

512. Όσο µεγαλύτερος είναι ο αριθµός των pixels των εικόνων, τόσο καλύτερη είναι η χωρική διακριτικότητα των εικόνων. 
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 Σχήµα 1.15: Απεικονίζεται µια τυπι​κή εικόνα υπερηχογράφου χρησιµοποιώντας τη ''Β-τεχνική'' σάρωσης

Κεφάλαιο 2

Ήδη υπάρχουσες τεχνολογικές μέθοδοι μέτρησης όγκου κοιλότητας ακαθόριστου σχήματος, εξωτερικά
.


Three Dimensional Laser Scanner2.1 Μέτρηση Απόστασης
2.1.1 Αισθητήρες IR
H εξέλιξη των απλών IR (infrared – υπέρυθρων) αισθητήρων ανακλαστικότητας συντέλεσε στη δυνατότητα μέτρησης της απόστασης των αντικειμένων που ανιχνεύονται.  
Μαζί με IR LED, ενσωματώνουν σε μια ολοκληρωμένη συσκευή έναν ανιχνευτή θέσης (PSD - position sensitive detector) συναζόμενο με φακό εστίασης. 
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Σχήμα 2.1: Ανιχνευτής θέσης PSD
H έξοδος τους δεν επηρεάζεται από τον περιβάλλοντα φωτισμό, αλλά 
ούτε και από το χρώμα του αντικειμένου που ανιχνεύεται.

Αλλά πλεονεκτήματα τους είναι: 

· Το συμπαγές μέγεθος τους 

· Η μικρή κατανάλωση ρεύματος 

· Η ποικιλία από διαθέσιμες εξόδους
Η αρχή λειτουργίας τους βασίζεται στον τριγωνισμό (triangulation) και τη χρήση μιας σειράς αισθητήρων τύπου CCD στον ανιχνευτή θέσης PSD.
Tο IR LED εκπέμπει παλμικό σήμα μέτρησης, όπως στα απλά αισθητήρια υπερύθρων. Πιθανή ανάκλαση του σήματος σε κάποιο αντικείμενο, ανιχνεύεται στο PSD του αισθητηρίου. 

Δημιουργείται έτσι ένα τρίγωνο μεταξύ του πομπού, του σημείου πρόσπτωσης και του ανιχνευτή. H γωνία επιστροφής εξαρτάται από την απόσταση μεταξύ του αντικειμένου και του αισθητηρίου. 
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Σχήμα 2.2: Αρχή λειτουργίας (τριγωνισμός)

O ανιχνευτής διαθέτει ένα φακό εστίασης, ο οποίος κατευθύνει το ανακλώμενο σήμα σε μια ενσωματωμένη γραμμική διάταξη αισθητήρων τύπου CCD στο PSD.
Το σημείο πρόσπτωσης του ανακλώμενου σήματος μεταβάλλεται ανάλογα με την απόσταση με την απόσταση του αντικειμένου από το αισθητήριο. 

Ανάλογα με το ποιο τμήμα της διάταξης αυτής ενεργοποιείται, μπορούμε να υπολογίσουμε τη γωνία επιστροφής, άρα και την απόσταση του αντικειμένου.

Στον παρακάτω πίνακα παρουσιάζονται διάφορα διαθέσιμα μοντέλα με διαφορετικά χαρακτηριστικά λειτουργίας και διασύνδεσης, προκειμένου να μπορούν να καλύψουν καλύτερα τις ανάγκες ποικιλίας εφαρμογών.

Πίνακας 2.1: Διάφορα μοντέλα
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Βάσει τριγωνομετρίας, η σχέση μεταξύ της εξόδου του αισθητήρα και της απόστασης του αντικειμένου είναι μη γραμμική και έχει την μορφή που φαίνεται στο σχήμα. 
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Σχήμα 2.3:Διάγραμμα μη γραμμικότητας εξόδου

H διάταξη έχει μια ωφέλιμη περιοχή λειτουργίας η οποία ξεκινάει από τα ~10cm.

H μέτρηση αποστάσεων κάτω από το όριο αυτό, είναι επομένως προβληματική. 

H περιοχή αξιόπιστης λειτουργίας (10-80 cm) παρουσιάζει μη-γραμμική σχέση μεταξύ της τάσης στην έξοδο του αισθητηρίου και της απόστασης στην οποία αντιστοιχεί.

Στη πράξη, οι παράμετροι της καμπύλης παρουσιάζουν μικροδιαφορές, ακόμα και για αισθητήρια του ιδίου τύπου. Για το λόγο αυτό, απαιτείται η βαθμονόμηση όσων αισθητηρίων IR πρόκειται να χρησιμοποιηθούν στο ρομπότ 
2.1.2 Aισθητήρια Hχοβολισμού (SONAR)

Τα αισθητήρια ηχοβολισμού αναπτύχθηκαν αρχικά για υποβρύχια χρήση. 

H αρχή λειτουργίας τους βασίζεται στην εκπομπή και λήψη υπερήχων, απαντάται δε και στη φύση, στον ηχοεντοπισμό που χρησιμοποιούν δελφίνια και νυχτερίδες

Τα αισθητήρια υπερήχων χρησιμοποιούνται σε σειρά εφαρμογών και στη βιομηχανία (μέτρηση αποστάσεων, διαστασιομέτρηση, μέτρηση στάθμης κλπ.)
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Σχήμα 2.4:Εφαρμογές αισθητηρίων υπερήχων

Αυτοκινητούμεν ρομπότ, διαστασιομετρητής, σύστημα αυτόματης εστίασης φωτογραφικής μηχανής
Yπολογισμός Aποστάσεων με Sonar

Τα sonar λειτουργούν με βάση την αρχή υπολογισμού χρόνου πτήσης (time of flight – TOF), η οποία μάλιστα απαντάται και στη φύση (νυχτερίδες και δελφίνια).
Αρχικά, ο ακουστικός μετατροπίας εκπέμπει ένα σύντομο σήμα υπερήχων (στη περιοχή των 50kHz).
Το σήμα ανακλάται σε κάποιο εμπόδιο, επιστρέφει πίσω, οπού και ανιχνεύεται από κάποια διάταξη δέκτη. 
Η απόσταση του αντικειμένου υπολογίζεται ως D/2, όπου:
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Σχήμα 2.5: Η αρχή λειτουργίας sonar σχηματικά 

Στην πράξη, τα αισθητήρια υπερήχων παρουσιάζουν αρκετά προβλήματα και περιορισμούς:
· Kωνικού σχήματος δέσμη του σήματος μέτρησης, με σημαντικό γωνιακό εύρος (10-30°)

· Προβλήματα ανακλάσεων σε κοινές επιφάνειες 

· Σχετικά αργή ταχύτητα διάδοσης π.χ. απαιτούνται 200 mes για τη διάσχιση 60 (=2x30) μέτρων 
Παρόλα αυτά, η χρήση τους σε εφαρμογές αυτοκινούμενων ρομπότ είναι ιδιαιτέρα διαδεδομένη, καθώς σε συνδυασμό χαρακτηρίζονται από 

· χαμηλό κόστος 
· ακρίβεια
· απλή χρήση, ιδιαίτερα σε σχέση με τις διατιθέμενες ολοκληρωμένες μονάδες 

· μικρό μέγεθος 
· αξιόπιστη λειτουργία 
2.1.3 Laser Μέτρησης Απόστασης 

Tα Laser μέτρησης απόστασης (laser range finders) ανήκουν στη κατηγορία των TOF ‘Time Of Flight’ αισθητηρίων και χρησιμοποιούνται για την πλοήγηση και αποφυγή εμποδίων από το ρομπότ.
Αντί για υπερήχους (όπως στα sonar), εκπέμπεται δέσμη ακτίνας laser και ανιχνεύεται η επιστροφή της μετά από ανάκλαση σε κάποιο αντικείμενο. 

Η μεγάλη ταχύτητα μετάδοσης του φωτός, επιτρέπει την σάρωση μεγάλου γωνιακού εύρους σε μικρό χρονικό διάστημα.
Πλεονεκτήματα των laser:

· Μεγάλη εμβέλεια (από μέτρα έως και χιλιόμετρα, ανάλογα με την ισχύ του laser και την εφαρμογή)

· Αυξημένη ακρίβεια 

· Ταχεία λειτουργία 

· Κατάλληλα για μέτρηση αντικειμένων από μεγάλο εύρος υλικών 

· Συγκριτικά φθηνή τεχνολογία πλέον (σε σχέση με τις παρεχόμενες             δυνατότητες)
Περιορισμοί των laser:

· Λόγω της μεγάλης ταχύτητας διάδοσης του φωτός, είναι προβληματική η      μέτρηση αποστάσεων μικρότερη του ~1m

· Περιορισμένες δυνατότητες σε συνθήκες πολύ εντόνου φωτισμού, καθώς και παρουσία καπνού, ομίχλης κλπ

· Συγκριτικά μεγάλος όγκος και βάρος για χρήση σε μικρά ρομπότ 

Tα περισσότερα laser μέτρησης απόστασης χρησιμοποιούν τη μέθοδο υπολογισμού χρόνου πτήσης (TOF).

Ένα κύκλωμα παραγωγής ηλεκτρικών παλμών οδηγεί περιοδικά μια διάταξη ημιαγωγών, η οποία αποστείλει μια ακολουθία από οπτικούς παλμούς (πάνω από το ορατό φάσμα), οι οποίοι συγκεντρώνονται σε μια πολύ εστιασμένη δέσμη, μέσω οπτικών διατάξεων. H δέσμη μέτρησης ταξιδεύοντας με την ταχύτητα του φωτός, προσκρούει σε κάποιο αντικείμενο που βρίσκεται στην (ευθεία) διαδρομή της και ανακλάται πάνω του. Ένα τμήμα της ανάκλασης συλλέγεται μέσω του φακού λήψης και ενεργοποιεί μια φωτοδίοδο, η οποία δημιουργεί ένα ηλεκτρικό σήμα, το οποίο ειδοποιεί την υπολογιστική μονάδα, προκειμένου να υπολογιστεί το χρονικό διάστημα μεταξύ αποστολής και λήψης. 
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Σχήμα 2.6: Αρχή λειτουργίας laser για τον υπολογισμό της απόστασης

H αρχή μέτρησης είναι ανάλογη με αυτή που περιγράφηκε για το sonar. H διαφοροποίηση των χαρακτηριστικών λειτουργίας απορρέει από τη διαφορετική φύση του σήματος μέτρησης όπως φαίνεται στον ακόλουθο πίνακα.

Πίνακας 2.2: Διαφορές ηχητικών-ηλεκτρομαγνητικών κυμάτων
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Kαι στην περίπτωση αυτή σημαντικό ρόλο παίζει το είδος της επιφάνειας πρόσπτωσης 
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Σχήμα 2.7:Είδος επιφάνειας-Γωνία πρόσπτωσης
H δίοδος laser (laser diode) είναι μια διάταξη ημιαγωγών η οποία μετατρέπει ηλεκτρική ενέργεια σε οπτική ενέργεια, σε μεγάλο θερμοκρασιακό εύρος, με αξιοπιστία και με υψηλό βαθμό απόδοσης 
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Σχήμα 2.8: Δίοδος Laser

H βασική διάταξη μέτρησης απόστασης μπορεί να επιτύχει σάρωση για την παραγωγή 2D δεδομένων, συνδυαζόμενη με κάποιο μηχανικό σύστημα περιστροφής.

Υλοποιείται με τη χρήση περιστρεφόμενων καθρεπτών οι οποίοι στέλνουν την παραγομένη δέσμη του laser σε διαφορετικές γωνιές.
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Σχήμα 2.9:2D laser scanner
2.1.4  Tρισδιάστατοι Σαρωτές Laser
Πρόσφατες ερευνητικές δραστηριότητες επιτυγχάνουν τρισδιάστατη σάρωση χρησιμοποιώντας έναν 2D σαρωτή laser ο οποίος τοποθετείται σε βάση, η οποία επιτρέπει μεταβολή της κλίσης του, μέσω σερβομηχανισμού.
H διάταξη της εικόνας επιτρέπει τη λήψη μέχρι 30.280 μετρήσεων (απόστασης και ανακλαστικότητας), καλύπτοντας γωνιακό εύρος μέχρι 180° x 120° (οριζόντια x κάθετα), και με ακρίβεια εκατοστού. 
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Σχήμα 2.10: Τρισδιάστατοι σαρωτές

O τρισδιάστατος σαρωτής βρίσκει εφαρμογή και σε αυτοκινούμενα ρομπότ, για την ακριβή χαρτογράφηση των χώρων στους οποίους κινείται. Επιτρέπει έτσι την υλοποίηση πολύπλοκων αλγορίθμων πλοήγησης σε μη-γνωστά περιβάλλοντα. H επεξεργασία της πληθώρας των δεδομένων που παρέχει ο σαρωτής ανεβάζει σημαντικά τις απαιτήσεις σε υπολογιστική ισχύ, ταχύτητα και μνήμη για τον ελεγκτή κίνησης.

2.2 Μέτρηση όγκου με laser
2.2.1 3D Scanner
Many different technologies can be used to build these 3D scanning devices; each technology comes with its own limitations, advantages and costs. Ένας τρισδιάστατος ανιχνευτής είναι μια συσκευή που αναλύει ένα πραγματικό αντικείμενο ή ένα περιβάλλον για να συλλέξει στοιχεία όσον αφορά το σχήμα του και ενδεχομένως χαρακτηριστικά όπως το  χρώμα του. Τα δεδομένα αυτά μπορούν έπειτα να χρησιμοποιηθούν για την κατασκευή ψηφιακών, τρισδιάστατων μοντέλων χρήσιμων για ένα ευρύ φάσμα εφαρμογών. These devices are used extensively by the entertainment industry in the production of movies and video games. Αυτές οι συσκευές χρησιμοποιούνται εκτενώς από τη βιομηχανία του θεάματος στην παραγωγή των κινηματογραφικών ταινιών και των τηλεοπτικών παιχνιδιών. Άλλες συνήθεις εφαρμογές αυτής της τεχνολογίας αποτελούν το βιομηχανικό σχέδιο, η προσθετική, η αντίστροφη εφαρμοσμένη μηχανική και η πρωτυποποίηση, ο ποιοτικός έλεγχος/επιθεώρηση και τεκμηρίωση των πολιτιστικών χειροποίητων αντικειμένων.
Λειτουργία
Ο σκοπός ενός τρισδιάστατου ανιχνευτή είναι συνήθως να δημιουργεί ένα σύννεφο σημείων βάσει γεωμετρικών δειγμάτων στην επιφάνεια του αντικειμένου. Αυτά τα σημεία μπορούν έπειτα να χρησιμοποιηθούν για να υπολογιστεί το σχήμα του θέματος (μια διαδικασία που ονομάζεται ανασυγκρότηση). 
Οι τρισδιάστατοι σαρωτές είναι ανάλογοι με τις κάμερες. Όπως και οι κάμερες, έχουν ένα κωνοειδές οπτικό πεδίο, και όπως οι κάμερες, μπορούν μόνο να συλλέξουν πληροφορίες για επιφάνειες που είναι εύκολα παρατηρήσιμες. Ενώ μια κάμερα συλλέγει πληροφορίες χρώματος για τις επιφάνειες μέσα στο οπτικό τους πεδίο, οι τρισδιάστατοι ανιχνευτές συλλέγουν πληροφορίες απόστασης για τις επιφάνειες μέσα στο οπτικό τους πεδίο. Σε ένα σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων ορίζεται η προέλευση και το διάνυσμα έξω από το μέτωπο του ανιχνευτή να είναι φ=0 και θ=0 και έτσι κάθε σημείο στην εικόνα συνδέεται με ένα φ και ένα θ. Μαζί με την απόσταση, που αντιστοιχεί στο τμήμα ρ, αυτές οι σφαιρικές συντεταγμένες περιγράφουν πλήρως την τρισδιάστατη θέση κάθε σημείου στην εικόνα, σε ένα τοπικό σύστημα συνταταγμένων σχετικά με τον ανιχνευτή.Για τις περισσότερες περιπτώσεις, μια μόνο σάρωση δεν θα παράγει ένα πλήρες μοντέλο του αντικειμένου. Πολλαπλές σαρώσεις, ακόμη και εκατοντάδες, από πολλές διαφορετικές κατευθύνσεις απαιτούνται συνήθως για να ληφθούν οι πληροφορίες σχετικά με όλες τις πλευρές του αντικειμένου. Αυτές οι σαρώσεις πρέπει να παρουσιαστούν σε ένα κοινό σύστημα αναφοράς, μια διαδικασία που καλείται συνήθως εναρμόνιση, και στη συνέχεια να συγχωνευτούν για να δημιουργήσουν ένα πλήρες μοντέλο. Όλη αυτή η διαδικασία, που πηγαίνει από τον ενιαίο χάρτη σειράς στο συνολικό μοντέλο, είναι συνήθως γνωστή ως τρισδιάστατη ανίχνευση αγωγού.
Οι δύο τύποι τρισδιάστατων σαρωτών είναι αυτοί της επαφής και αυτοί της μη-επαφής.
Σαρωτές επαφής 

Οι τρισδιάστατοι σαρωτές επαφής εξετάζουν το αντικείμενο μέσω της φυσικής αφής. Μια CMM (μηχανή μέτρησης συντεταγμένων) είναι ένα παράδειγμα ενός τρισδιάστατου σαρωτή επαφής.
Μειονεκτήματα:

· Απαιτεί επαφή με το αντικείμενο που ανιχνεύεται. Κατά συνέπεια, η σάρωση του αντικειμένου μπορεί να το τροποποιήσει ή ακόμα και να του προξενήσει ζημιά. Αυτό το γεγονός είναι πολύ σημαντικό κατά τη σάρωση λεπτών ή πολύτιμων αντικειμένων όπως ιστορικά χειροποίητα αντικείμενα. 
· Είναι σχετικά αργή έναντι των άλλων μεθόδων σάρωσης. Η μετακινήση του βραχίονα από εκεί που είναι τοποθετημένος μπορεί να είναι πολύ αργή και η γρηγορότερη CMMs μπορεί να λειτουργήσει μόνο για μερικές εκατοντάδες Hertz. Αντίθετα, ένα οπτικό σύστημα όπως ένας σαρωτής λέιζερ μπορεί να λειτουργήσει από 10 έως 500 kHz.
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Σχήμα 2.11: Μηχανή μέτρησης συντεταγμένων
Σαρωτές μη επαφής

Οι ενεργοί ανιχνευτές εκπέμπουν κάποιου είδος ακτινοβολίας ή φωτός και ανιχνεύουν την αντανάκλασή του προκειμένου να εξετάσουν ένα αντικείμενο ή ένα περιβάλλον. Πιθανοί τύποι εκπομπών που χρησιμοποιούνται είναι το φως, οι υπέρηχοι ή οι ακτίνες X.

Στο επίκεντρο αυτού του τύπου σαρωτή είναι ένα λέιζερ το οποίο βρίσκει την απόσταση μιας επιφάνειας μέσω του χρόνου μετ'επιστροφής ενός παλμού του φωτός. Ένα λέιζερ χρησιμοποιείται για να εκπέμψει έναν παλμό του φωτός και το χρονικό διάστημα προτού ανιχνευτεί από το σαρωτή το ανακλώμενο φως χρονομετράται. Δεδομένου ότι η ταχύτητα του φωτός c είναι γνωστή, ο μετ'επιστροφής χρόνος καθορίζει την απόσταση του φωτός, το οποίο είναι δύο φορές η απόσταση μεταξύ του σαρωτή και της επιφάνειας. Εάν t είναι ο μετ'επιστροφής χρόνος, τότε η απόσταση είναι ίση με (
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. Η ακρίβεια ενός τρισδιάστατου σαρωτή λέιζερ [ edit ] Time-of-flight εξαρτάται από πως ακριβώς μπορούμε να μετρήσουμε το χρόνο t. 3.3 picoseconds (περίπου) είναι ο χρόνος που χρειάζεται για να ταξιδέψει το φως 1mm.

Το  λέιζερ ανιχνεύει μόνο την απόσταση ενός σημείου στην κατεύθυνση του. Κατά συνέπεια, ο σαρωτής ανιχνεύει στο οπτικό του πεδίο του ένα τη φορά σημείο ενώ με την αλλαγή της κατεύθυνσης του ανιχνεύσει διαφορετικά σημεία. Η κατεύθυνση του οπτικού του πεδίου μπορεί να αλλάξει είτε με την περιστροφή  του, είτε με τη χρησιμοποίηση ενός συστήματος περιστρεφόμενων καθρεφτών. Η τελευταία μέθοδος χρησιμοποιείται συνήθως επειδή οι καθρέφτες είναι πολύ ελαφρύτεροι και μπορούν έτσι να περιστραφούν γρηγορότερα και με μεγαλύτερη ακρίβεια. Αυτού του τύπου [ edit ] Time-of-flight  σαρωτές μπορούν να μετρήσουν την απόσταση 10,000~100,000 σημείων το δευτερόλεπτο.
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Σχήμα 2.12: Αυτός ο ανιχνευτής ραντάρ με ακτίνες laser μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να ανιχνεύσει κτήρια,σχηματισμούς βράχων, κ.λπ., για να παράγει ένα τρισδιάστατο μοντέλο. Το ραντάρ με ακτίνες laser μπορεί να στοχεύσει τη ακτίνα λέιζερ του σε ένα ευρύ φάσμα: η κεφαλή του περιστρέφεται οριζόντια ενώ ένας καθρέφτης χτυπά κάθετα. Η ακτίνα λέιζερ χρησιμοποιείται για να μετρήσει την απόσταση στο πρώτο αντικείμενο στην πορεία της.
Πλεονέκτημα
· Μπορούν να λειτουργούν σε πολύ μεγάλες αποστάσεις, της τάξης των χιλιομέτρων. Αυτοί οι σαρωτές είναι συνεπώς κατάλληλοι για μεγάλες δομές όπως κτήρια ή γεωγραφικά χαρακτηριστικά 
Μειονέκτημα 
· Δεν πολύ υψηλή ακρίβεια. Λόγω της υψηλής ταχύτητας του φωτός, ο υπολογισμός του μετ'επιστροφή χρόνου είναι δύσκολος και η ακρίβεια της μέτρησης της απόστασης είναι σχετικά χαμηλή, της τάξης των χιλιοστόμετρων.
2.2.2Τρισδιάστατο Laser Scanner 
The LM3D is the first instrument to provide fast, automated, and accurate volume measurement and mass calculations of bulk materials. 

Ο LM3D είναι το πρώτο όργανο που παρέχει γρήγορα και αυτοματοποιημένα ακριβείς υπολογισμούς μέτρησης της μάζας και του όγκου των συμπαγών υλικών. Η συσκευή χρησιμοποιεί μια περιστρεφόμενη κεφαλή λέιζερ για να σαρώνει και να μετρά, είτε κατ 'αίτηση είτε περιοδικά, την ανώμαλη επιφάνεια των υλικών. Ένας τρισδιάστατος χάρτης της επιφάνειας δημιουργείται στον σαρωτή μνήμης και ο ενσωματωμένος μικροεπεξεργαστής υπολογίζει αμέσως τον αποθηκευμένο όγκο του υλικού και τη μάζα του.
 Οι μετρήσεις μπορούν να διαβιβαστούν μέσω 4-20 mΑ ή RS-232 διεπαφών σε ένα DCS ή PLC σύστημα ελέγχου, ή σε τρίτες εφαρμογές όπως το Microsoft Excel. Αυτό παρέχει εύκολες και ανέξοδες συνδέσεις με τις πιο κοινές διεπαφές βιομηχανίας χωρίς την ανάγκη για ιδιόκτητο λογισμικό.
When the LM3D is not performing surface scans, it can be used for single point measurements.Όταν LM3D δεν εκτελεί ανιχνεύσεις/σαρώσεις επιφάνειας, μπορεί να χρησιμοποιηθεί για μετρήσεις ενός μόνου σημείου. Η εγκατάσταση είναι γρήγορη και διαισθητική χρησιμοποιώντας το ενσωματωμένο σύστημα στο μενού επιλογών της συσκευής. Με το συνδυασμό των πολλαπλών σαρωτών, ποικίλες μορφές και μεγέθη σχημάτων μπορούν να προσαρμοστούν.


Two Dimensional Laser Scanner 
2.2.3 Φορητό λέιζερ
Οι φορητοί σαρωτές λέιζερ δημιουργούν μια τρισδιάστατη εικόνα μέσω του μηχανισμού τριγωνισμού.

 Ένα λέιζερ εκπέμπει ακτίνα στο αντικείμενο και εκμεταλλεύεται μια κάμερα για να ανιχνεύσει τη θέση του σημείου λέιζερ. Ανάλογα με πόσο μακριά το λέιζερ χτυπά μια επιφάνεια, το σημείο λέιζερ εμφανίζεται σε διάφορα μέρη στο οπτικό πεδίο της κάμερας. Αυτή η τεχνική ονομάζεται τριγωνισμός επειδή το σημείο λέιζερ, η κάμερα και ο εκπομπός του λέιζερ σχηματίζουν τρίγωνο. Το μήκος της μιας πλευράς του τριγώνου, η απόσταση μεταξύ της κάμερας και του εκπομπού λέιζερ είναι γνωστή. Η γωνία του εκπομπού λέιζερ είναι επίσης γνωστή. Η γωνία της κάμερας μπορεί να καθοριστεί με την εξέταση της θέσης του σημείου λέιζερ στο οπτικό πεδίο της. Αυτές οι τρεις πληροφορίες καθορίζουν πλήρως τη μορφή και το μέγεθος του τριγώνου και δίνουν τη θέση της γωνίας του σημείου λέιζερ του τριγώνου.

 Έτσι ένα σημείο ή μια γραμμή λέιζερ προβάλλεται επάνω σε ένα αντικείμενο από μια φορητή συσκευή και ένας αισθητήρας μετρά την απόσταση στην επιφάνεια. Τα δεδομένα συλλέγονται σε σχέση με ένα εσωτερικό σύστημα συντεταγμένων και επομένως για να συλλέξει τα στοιχεία στα σημεία που ο σαρωτής είναι σε κίνηση η θέση του θα πρέπει να καθοριστεί. Η θέση μπορεί να καθοριστεί από τον σαρωτή χρησιμοποιώντας τα χαρακτηριστικά γνωρίσματα της επιφάνειας που σαρώνεται ή με τη χρησιμοποίηση μιας εξωτερικής μεθόδου. Η εξωτερική μέθοδος λαμβάνει συχνά τη μορφή ενός ιχνηλάτη λέιζερ (για να καθορίσει τη θέση του αισθητήρα) με ενσωματωμένη κάμερα (για να καθορίσει τον προσανατολισμό του σαρωτή) ή τη μορφή φωτομετρικής λύσης χρησιμοποιώντας 3 ή περισσότερες κάμερες που παρέχουν πλήρως τους έξι βαθμούς ελευθερίας του σαρωτή. Και οι δύο τεχνικές τείνουν να χρησιμοποιήσουν τις υπέρυθρες εκπεμπόμενες ακτίνες που αναγνωρίζονται από την κάμερα του αισθητήρα μέσω φίλτρων που παρέχουν ανθεκτικότητα στον φυσικό φωτισμό.

Τα δεδομένα συλλέγονται από έναν υπολογιστή και καταγράφονται ως σημεία μέσα στο τρισδιάστατο χώρο, με επεξεργασία αυτών μπορεί να προκύψει ένα τριγωνοποιημένο πλέγμα και έπειτα ένα μοντέλου σχεδιασμού μέσω υπολογιστή. Οι φορητοί σαρωτές λέιζερ μπορούν να συνδυάσουν αυτά τα δεδομένα με παθητικό, ορατό-αισθητήρα φωτός- ο όποιος συλλέγει πληροφορίες για  τις συστάσεις και τα χρώματα της επιφάνειας - για να κατασκευαστεί ένα πλήρες τρισδιάστατο μοντέλο
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Σχήμα 2.13: Αρχή ενός triangulation λέιζερ αισθητήρα. Δύο θέσεις αντικειμένου παρουσιάζονται. 

Therefore, it is natural for these lasers to be applied in sophisticated products for profiling of complex material shapes.
2.2.4 LIDAR
Οι αερομεταφερόμενοι σαρωτές laser  ή LiDAR (Light Detection and Ranging) αναμφίβολα έχουν φέρει επανάσταση στην συλλογή τρισδιάστατων δεδομένων και στη δημιουργία ψηφιακών μοντέλων εδάφους (DTM). 

Εξ’ ορισμού, τα LiDAR βασίζονται στην εκπομπή παλμών laser οι οποίοι ανακλώνται στην προσπίπτουσα επιφάνεια και ο δέκτης καταγράφοντας το ανακλώμενο σήμα μπορεί να προσδιορίσει την απόσταση. Στην αγορά υπάρχει η δεύτερη γενιά τέτοιων σαρωτών, με χαρακτηριστικά που να υποστηρίζουν εφαρμογές για τον υπολογισμό γραμμών υψηλής τάσης, υπολογισμό όγκων εκσκαφών ορυχείων, αλλά και δημιουργίας μοντέλων πόλεων.

Ένα βασικό χαρακτηριστικό αυτών των συστημάτων είναι ο ρυθμός παλμών. Ορισμένοι σαρωτές έχουν την δυνατότητα καθορισμού των παλμών ανά τετραγωνικό μέτρο (τ.μ.) εδάφους. Όσο μεγαλύτερος είναι ο ρυθμός, τόσο περισσότεροι παλμοί προσπίπτουν στην επιφάνεια και επιστρέφουν, περιγράφοντας καλύτερα την επιφάνεια. Το ζητούμενο όμως είναι όχι πόσοι παλμοί φεύγουν από τον σαρωτή, αλλά πόσοι επιστρέφουν για να καταγραφούν. Σε έδαφος με πυκνή βλάστηση, μόνο ένα 20% των παλμών επιστρέφει, οπότε μόνο με πυκνότητα 5 ή περισσοτέρων παλμών ανά τ.μ είναι δυνατή η καταγραφή του φυσικού εδάφους με ένα σημείο ανά τ.μ. Για λεπτομερείς εφαρμογές, όπως καλώδια γραμμών υψηλής τάσης ή ογκομετρήσεις ορυχείων με κατακόρυφες επιφάνειες, απαιτείται ρυθμός 20 παλμών ανά τ.μ. Οι σύγχρονοι σαρωτές έχουν την δυνατότητα να εμπεριέχουν πολύ περισσότερη πληροφορία ανά παλμό, πέραν της εντελώς βασικής πληροφορίας της απόστασης από τον στόχο, όπως π.χ την πρώτη και την τελευταία επιστροφή του παλμού. Τέτοιου είδους πληροφορία χρησιμοποιείται προκειμένου να διαχωριστούν εύκολα τα κτίρια από την υψηλή βλάστηση.

  Το μέγεθος του παλμού, αποτελεί ουσιαστικά την διαχωριστική ικανότητα του συστήματος. Σύστημα με παλμό μικρότερο από 4 ns με πλήρη καταγραφή του επιστρεφόμενου σήματος, μπορεί να διαχωρίσει αντικείμενα που απέχουν 0,6 μέτρα μεταξύ τους, ενώ ταυτόχρονα μπορεί να διαπεράσει ακόμα την πολύ χαμηλή βλάστηση και να καταγράψει το φυσικό έδαφος.

Ένα ακόμα χαρακτηριστικό, που χρήζει προσοχής, είναι το σύστημα που διασπά και κατανέμει τον παλμό από την γεννήτρια laser  προς το έδαφος. Από αυτό εξαρτάται το μοτίβο σάρωσης του εδάφους, που μπορεί να οδηγήσει ακόμα και σε απώλεια αντικειμένων κατά μήκος της γραμμής πτήσης. Όσο περισσότερα κινητά μέρη έχει, τόσο αυξάνει και η ανάγκη συντήρησης και συχνής βαθμονόμησής του.
Η χρήση βοηθητικής ή κυρίως ψηφιακής μηχανής, για εποπτικό έλεγχο είναι εξαιρετικά χρήσιμη στο στάδιο της επεξεργασίας και ψηφιοποίησης γραμμών αλλαγής κλίσης. Το μέγεθος της δέσμης του laser  στο έδαφος είναι επίσης ένα κρίσιμο χαρακτηριστικό. Δέσμη 0.5 mrad από ύψος πτήσης 700 μέτρων, στο έδαφος έχει μέγεθος 0.25-0.5 μ., που είναι ικανοποιητικό για πληθώρα εφαρμογών. Βασικές εφαρμογές τέτοιων συστημάτων είναι η δημιουργία αξιόπιστων DTM για οποιαδήποτε χρήση (ακτογραμμές, διαχείριση δασικών εκτάσεων, εκτίμηση πλημμυρών, τηλεπικοινωνίες, ογκομετρήσεις ορυχείων, κλπ), αποτυπώσεις ζωνών (γραμμές υψηλής τάσης, υπόβαθρα για οδοποιία, έλεγχος εμποδίων σε σιδηροδρομικές γραμμές, κλπ), αναγνώριση προτύπων και μοντελοποίηση (ψηφιακά μοντέλα πόλεων, φωτορεαλιστικά ή μη).
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Σχήμα 2.14: Τρισδιάστατη απεικόνιση δεδομένων LiDAR

2.3 Μέτρηση όγκου με χρήση υπερήχων
Μία από τις χρήσεις των υπερήχων είναι η μέτρηση αποστάσεων με ακρίβεια. Με βάση αυτή την ιδιότητα υπολογίζεται ο όγκος διαφόρων σχημάτων.

Για παράδειγμα οι πολιτικοί μηχανικοί χρησιμοποιούν τους υπέρηχους στον έλεγχο της στατικότητας των κτηρίων. Ύστερα από κάποιο σεισμό όταν θέλουν να ελέγξουν την αρτιότητα κάποιας κολώνας χρησιμοποιούν κατάλληλα όργανα εξωτερικά αυτής εξοπλισμένα με υπέρηχους. Έτσι υπολογίζοντας το χρόνο που κάνει ο ήχος να φτάσει από το ένα τοίχωμα στο άλλο καθώς και το χρόνο της ηχούς υπολογίζουν τις διαστάσεις της και συνεπώς και τον όγκο της κολώνας. Αυτή η μέθοδος προϋποθέτει την εξέταση αντικειμένων που τείνουν σε γνωστά γεωμετρικά σχήματα. Έτσι εξασφαλίζεται μεγάλη ακρίβεια στις μετρήσεις και η μη καταστροφικότητα των κτηρίων.

Άλλη χρήση των υπερήχων στη μέτρηση όγκου συναντάται στον τομέα της διαγνωστικής ιατρικής. Έτσι λοιπόν στην καρδιολογία χρησιμοποιείται εκτεταμένα ο υπερηχογράφος για την απεικόνιση της καρδιάς και των επιμέρους τμημάτων της. Μέσω του υπέρηχου μπορεί να υπολογιστεί στην αριστερή κοιλία της καρδιάς ο όγκος παλμού. 
Μέθοδος επιφάνειας-μήκους (Area-Length method): Ο υπερηχοκαρδιογράφος δείχνει έναν επιμήκη άξονα που ξεκινά από τη βάση της αριστεράς κοιλίας και καταλήγει στην υποτιθέμενη κορυφή της. Ο χρήστης μπορεί να διορθώσει τον άξονα, αν δεν διέρχεται από την πραγματική κορυφή της αριστεράς κοιλίας. Ο όγκος υπολογίζεται από την εξίσωση: [8 × A2] ÷ 3πL, όπου Α είναι η επιφάνεια και L το μήκος του επιμήκη άξονα (εικόνα 3). Η διαφορά όγκου μεταξύ διαστολής και συστολής είναι ο όγκος παλμού (SV, stroke volume) και το πηλίκο OΠ / τελοδιαστολικός όγκος είναι το υπολογιζόμενο κλάσμα εξωθήσεως (EF, ejection fraction). 

Φυσιολογικές τιμές: (για μετρήσεις που γίνονται στην ME 4C) 57±13 (37-94) ml/m2 
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Σχήμα 2.15:Μέτρηση όγκου παλμού

Τελο-διαστολική επιφάνεια = 25 cm2
Τελοσυστολική επιφάνεια = 7 cm2 
Ποσοστιαίαμεταβολή επιφάνειας της αριστερής κοιλίας (25 cm2 –7 cm2) ÷25 cm2= 72%TG mid SAX 
Η ποσοστιαία μεταβολή της επιφάνειας της αριστεράς κοιλίας υπολογίζεται χρησιμοποιώντας την εγκάρσια διαγαστρική τομή, στο επίπεδο των θηλοειδών μυών (TG mid SAX). Η τελοδιαστολική επιφάνεια και η τελο-συστολική επιφάνεια, κατά τη διάρκεια ενός καρδιακού παλμού, υπολογίζονται από την ιχνηλάτηση του ενδοκαρδίου, χωρίς να περιλαμβάνονται τα σώματα των θηλοειδών μυών. Η ποσοστιαία μεταβολή της επιφάνειας της αριστεράς κοιλίας ισούται με (τελοδιαστολική επιφάνεια – τελοσυστολική επιφάνεια) ÷ τελοδιαστολική επιφάνεια. 

Επίσης μπορεί να μετρηθεί ο όγκος της αριστερής κοιλίας όχι όμως με η μέγιστη ακρίβεια. Για τον υπολογισμό του όγκου της χρησιμοποιείται η μέθοδος των δίσκων. Χωρίζεται δηλαδή η αριστερή κοιλία σε κυκλικούς δίσκους, η ακτίνα τον οποίων εύκολα υπολογίζεται μέσω των υπερήχων. Στην συνέχεια βρίσκοντας το εμβαδό κάθε επιμέρους κυκλικού δίσκου και αθροίζοντας τα εμβαδά αυτά προκύπτει  ο όγκος της.

Η εξωτερική μέθοδος υπολογισμού του όγκου δεν παρέχει μεγάλη ακρίβεια  διότι υποθέτει πως η καρδιά βρίσκεται σε μια συγκεκριμένη “στατική” φάση όσο γίνονται οι μετρήσεις και επίσης υποθέτει πως πλησιάζει τη μορφή κυλίνδρου εισάγοντας έτσι μεγάλο σφάλμα. Ωστόσο από τα γενικά συμπεράσματα και τους γενικούς πίνακες οι ιατροί κάνουν διάγνωση.
 Μέθοδος δίσκων (Simpson’s method): Η μέθοδος εφαρμόζεται στις ME 4C και ME 2C τομές, και χρησιμοποιεί ένα μαθηματικό μοντέλο που υποθέτει ότι η αριστεράς κοιλίας αποτελείται από μια στοίβα 20 νομισμάτων, ίσου πάχους και με διάμετρο που ορίζεται από τα όρια του ενδοκαρδίου. Ο όγκος κάθε δίσκου υπολογίζεται από την διατομή του και το πάχος του, και ο όγκος της αριστεράς κοιλίας είναι το άθροισμα των όγκων των επιμέρους δίσκων. Ο ΟΠ και το ΚΕ υπολογίζονται όπως παραπάνω. 

Φυσιολογικές τιμές: 55±10 (36-82) ml/m2. 
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Σχήμα 2.16:Μέτρηση όγκου αριστερής κοιλίας με τη μέθοδο των δίσκων.
Περιορισμοί: Είναι σύνηθες να «κατασκευάζεται» το ίχνος του ενδοκαρδίου σε υπόηχες περιοχές. Η κορυφή της αριστεράς κοιλίας δεν πρέπει να βραχύνεται πρώιμα. Η μέθοδος είναι χρονοβόρα (απαιτεί τέσσερις διαφορετικές μετρήσεις) για άμεσο, γρήγορο υπολογισμό του ΟΠ και ΚΕ. 
 Στην εικόνα φαίνεται η ογκομέτρηση της αριστερής κοιλίας, χρησιμοποιώντας τη μεσοοισοφάγειο τομή 4 κοιλοτήτων (mid-esophageal 4 chamber [ME 4C]). Το ενδοκάρδιο ιχνηλατείται αρχίζοντας από τη μία πλευρά του μιτροειδικού δακτυλίου και τελειώνοντας στην αντίπλευρη. Η επιφάνεια (Α) και το μήκος του επιμήκη άξονα (L) χρησιμοποιούνται στην ογκομετρική μέθοδο επιφάνειας-μήκους, και ο όγκος των επιμέρους δίσκων στη μέθοδο των δίσκων. 
Κεφάλαιο 3

Πειραματική Διάταξη - Μετρήσεις

3.1 Περιγραφή της μεθόδου

Στο εργαστήριο Βιοιατρικής Τεχνολογίας του Ε.Μ.Π. μέσω ενός transducer συστήματος με δύο αισθητήρες διεξάγουμε πειράματα, διεισδύοντας σε διάφορα σχήματα. Από το εσωτερικό τους  με τη χρήση υπερήχων μετράμε με ακρίβεια  αποστάσεις από τυχαίο σημείο μέχρι τα τοιχώματα τους με σκοπό να υπολογίσουμε τον όγκο τους.

Χρησιμοποιούμε δύο γνωστά μοντέλα για την εφαρμογή της μεθόδου μέτρησης όγκου με υπέρηχους. Θα πάρουμε μετρήσεις σε ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο και σε ένα ελλειψοειδές των οποίων οι διαστάσεις είναι εκ των προτέρων υπολογισμένες.

Τα πειραματικά δεδομένα που θα προκύψουν θα συγκριθούν τελικά με τη μαθηματική και τη θεωρητική μέθοδο μέτρησης όγκου των δύο αυτών σχημάτων για να αξιολογήσουμε την ακρίβεια που προσφέρει η χρήση υπέρηχων και ειδικότερα ο συγκεκριμένος διπλός αισθητήρας.

2. Η μαθηματική μέθοδος είναι:

Ο όγκος για το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο με διαστάσεις a,b,c δίδεται από τη σχέση V=a
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O όγκος για το ελλειψοειδές με κεντρικούς άξονες a,b,c δίδεται από τη σχέση

V=
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3. Η θεωρητική μέθοδος είναι:

Η μέθοδος αυτή βασίζεται στη μέτρηση της μάζας με τελικό στόχο την εξαγωγή του όγκου. Για να υπολογιστεί αυτό χρησιμοποιείται απεσταγμένο νερό το οποίο θεωρείται ότι έχει πυκνότητα ίση με 1gr/ml στους 4 βαθμούς Κελσίου. Έτσι μετράμε με ζυγαριά ακριβείας το βάρος του δοχείου-μοντέλου αρχικά όταν είναι άδειο. Έπειτα το γεμίζουμε με το απεσταγμένο νερό και μετράμε το νέο βάρος του δοχείου-μοντέλου. Η διαφορά που θα προκύψει από τις δύο τιμές θα ισούται με τη μάζα του απεσταγμένου νερού που προστέθηκε. Ο όγκος δίνεται βάση της πυκνότητας από τον τύπο 
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. Επειδή όπως ειπώθηκε το απεσταγμένο νερό έχει ρ=1 από τον τύπο συνεπάγεται V = m. Kαι άρα έτσι θα έχουμε υπολογίσει το ζητούμενο όγκο. Φυσικά η μέθοδος αυτή έχει κάποιο μικρό σφάλμα, το οποίο οφείλεται στο σφάλμα που υπεισέρχεται κατά τη ζύγιση, έναντι της μαθηματικής μεθόδου γι’ αυτό και δεν προτιμάται τόσο. Ωστόσο εμείς θα εφαρμόσουμε και τις δύο αυτές μεθόδους.

Βυθίζουμε τον αισθητήρα σε ένα τυχαίο σημείο του ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου για να πάρουμε τις μετρήσεις στους τρεις άξονες και να υπολογίσουμε στη συνέχεια τον όγκο. Ο αισθητήρας έχει δύο κανάλια οπότε για τη μία διάσταση μας δίνει δύο μετρήσεις. Το άθροισμα των δύο αυτών μετρήσεων μας δίνει την απόσταση του σημείου από τα τοιχώματα του δοχείου-μοντέλου. Το πάχος του αισθητήρα έχει καλιμπραριστεί (βαθμονομηθεί) κατάλληλα ώστε να δίνει κατευθείαν τη μέτρηση. 

Στη συνέχεια στρέφουμε το δοχείο-μοντέλο και προς τις άλλες δύο κατευθύνσεις για να υπολογίσουμε και τις άλλες δύο διαστάσεις που χρειάζονται. Λαμβάνουμε μετρήσεις για 100 τυχαία σημεία. 

Το ίδιο κάνουμε και για το ελλειψοειδές  με τη μόνη διαφορά ότι οι μετρήσεις εδώ λαμβάνονται κοντά στους κεντρικούς άξονες a,b,c. Διαπιστώθηκε ότι όταν οι μετρήσεις γίνονταν προς τα άκρα του ελλειψοειδούς δεν έδιναν σωστά αποτελέσματα  για τη μέτρηση του όγκου.

Οι υπέρηχοι στην πραγματικότητα δεν μετρούν απόσταση αλλά χρόνο. Μετράται ο χρόνος που κάνει ο ήχος μέχρι να προσκρούσει στο τοίχωμα του δοχείου και ο χρόνος που κάνει η ηχώ του να επιστρέψει πάλι πίσω στον αισθητήρα υπερήχου. Αφού ξέρουμε την ταχύτητα διάδοσης του ήχου στο μέσο (1485m/sec στο νερό) μετράμε και τον χρόνο εύκολα υπολογίζουμε την απόσταση από τον τύπο 
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Στο πείραμα οι δύο αισθητήρες του transducer συνδέθηκαν μέσω του πολυπλέκτη με τα κανάλια 8 και 9  της κάρτας επεξεργασίας. Το άθροισμα των αποτελεσμάτων που παίρνουμε από τα δύο κανάλια δίνει το μήκος της μίας διάστασης. Για να βρεθεί το κάθε κανάλι με ποιόν αισθητήρα συνδέεται (δηλαδή την κατεύθυνση που μετρά το κάθε κανάλι) συγκρίθηκαν οι τιμές που δίνουν τα δύο κανάλια όταν είχε τοποθετηθεί ο αισθητήρας κοντά στο τοίχωμα του δοχείου-μοντέλου (μονόπλευρα και οχι στο κέντρο). Το κανάλι που θα έδειχνε πιο μικρή ένδειξη ήταν αυτό που μέτραγε την πιο κοντινή απόσταση στο τοίχωμα.

Αυτά φαίνονται και στα επόμενα σχήματα:

Για το κανάλι 8:

[image: image49.png]



Για το κανάλι 9:

[image: image50.png]



3.2 Διάταξη

Στo παρακάτω σχήμα φαίνονται τα κύρια όργανα που χρησιμοποιούνται στην πειραματική μας μέθοδο τα οποία ανήκουν στο Εργαστήριο  Βιοϊατρικής Τεχνολογίας του ΕΜΠ. 

Ο transducer με  δυο αισθητήρες σε γεωμετρική διάταξη 180 μοιρών 

Η στρεφόμενη και κινούμενη σε 3 διαστάσεις βάση στην οποία στηρίζεται ο αισθητήρας

Ο 8-κάναλος πολυπλέκτης 

Στις παρακάτω εικόνες φαίνονται τα όργανα που χρησιμοποιήθηκαν κατά τις μετρήσεις:

[image: image51.png]



Σχήμα 3.1: Διάταξη και πολυπλέκτης κατά τη διάρκεια μέτρησης

                                     [image: image52.png]



Σχήμα 3.2: Η διάταξη της βάσης του αισθητήρα 

Τα τεχνικά χαρακτηριστικά των οργάνων είναι τα εξής:

· Αισθητήρας
5MHz μέση συχνότητα

· Κάρτα :

              A/D converter:

- Ανάλυση: 8 bits

- Συχνότητα δειγματοληψίας:100MHz          

- Κέρδος εισόδου ενισχυτή: -20dB - 76dB

- Ρυθμός εξασθένισης εισόδου -20dB

- Εύρος: 0.5 MHz - 25 MHz (-3dB)
 Γεννήτρια παλμών:

-Τάση παλμών από (0V) έως 360V
 -Διάρκεια παλμού – κλειστό κύκλωμα, εύρος μέχρι ~ 50MHz
3.3Μετρήσεις:

· Για ελλειψοειδές:

	
	a1
	a1(mm)
	a2
	a2(mm)
	b1
	b1(mm)
	b2
	b2(mm)
	c1
	c1(mm)
	c2
	c2(mm)

	1
	21,85
	16,22363
	32,28
	23,9679
	21,14
	15,69645
	19,85
	14,73863
	38,51
	28,59368
	41,74
	30,99195

	2
	27,07
	20,09948
	27,04
	20,0772
	20,05
	14,88713
	20,38
	15,13215
	41,58
	30,87315
	38,66
	28,70505

	3
	27,97
	20,76773
	27,53
	20,44103
	18,78
	13,94415
	23,51
	17,45618
	38,92
	28,8981
	41,15
	30,55388

	4
	29,89
	22,19333
	24,03
	17,84228
	20,52
	15,2361
	20,45
	15,18413
	40,66
	30,19005
	39,54
	29,35845

	5
	28,28
	20,9979
	25,79
	19,14908
	20,3
	15,07275
	20,84
	15,4737
	38,67
	28,71248
	41,57
	30,86573

	6
	29,15
	21,64388
	26,38
	19,58715
	20,91
	15,52568
	21,12
	15,6816
	44,41
	32,97443
	35,78
	26,56665

	7
	27,21
	20,20343
	27,22
	20,21085
	21,06
	15,63705
	19,36
	14,3748
	39,36
	29,2248
	40,83
	30,31628

	8
	27,91
	20,72318
	26,16
	19,4238
	20,53
	15,24353
	19,62
	14,56785
	37,46
	27,81405
	42,72
	31,7196

	9
	26,25
	19,49063
	27,53
	20,44103
	19,68
	14,6124
	20,82
	15,45885
	39,21
	29,11343
	41,13
	30,53903

	10
	25,32
	18,8001
	28,62
	21,25035
	20,09
	14,91683
	20,36
	15,1173
	41,43
	30,76178
	38,82
	28,82385

	11
	25,98
	19,29015
	27,84
	20,6712
	21,01
	15,59993
	19,43
	14,42678
	39,57
	29,38073
	40,63
	30,16778

	12
	26,47
	19,65398
	27,34
	20,29995
	21,59
	16,03058
	18,91
	14,04068
	37,63
	27,94028
	42,56
	31,6008

	13
	25,38
	18,84465
	28,48
	21,1464
	21,24
	15,7707
	22,48
	16,6914
	40,34
	29,95245
	39,78
	29,53665

	14
	27,46
	20,38905
	26,56
	19,7208
	20,39
	15,13958
	20,72
	15,3846
	41,88
	31,0959
	38,32
	28,4526

	15
	28,51
	21,16868
	25,34
	18,81495
	20,92
	15,5331
	19,01
	14,11493
	44,02
	32,68485
	36,21
	26,88593

	16
	24,82
	18,42885
	29,16
	21,6513
	20,32
	15,0876
	20,12
	14,9391
	44,38
	32,95215
	35,81
	26,58893

	17
	29,32
	21,7701
	24,71
	18,34718
	20,31
	15,08018
	20,64
	15,3252
	40,41
	30,00443
	39,53
	29,35103

	18
	27,36
	20,3148
	26,66
	19,79505
	20,97
	15,57023
	20,21
	15,00593
	39,89
	29,61833
	40,38
	29,98215

	19
	24,13
	17,91653
	29,78
	22,11165
	19,13
	14,20403
	22,08
	16,3944
	36,92
	27,4131
	43,25
	32,11313

	20
20
	22,58
	16,76565
	31,54
	23,41845
	20,11
	14,93168
	21,71
	16,11968
	39,37
	29,23223
	40,81
	30,30143

	21
	24,38
	18,10215
	29,68
	22,0374
	19,22
	14,27085
	21,16
	15,7113
	42,48
	31,5414
	37,71
	27,99968

	22
	25,24
	18,7407
	28,57
	21,21323
	19,52
	14,4936
	20,87
	15,49598
	44,44
	32,9967
	35,75
	26,54438

	23
	24,47
	18,16898
	29,28
	21,7404
	18,44
	13,6917
	22,81
	16,93643
	43,06
	31,97205
	37,12
	27,5616

	24
	26,62
	19,76535
	27,52
	20,4336
	21,36
	15,8598
	19,08
	14,1669
	40,06
	29,74455
	40,12
	29,7891

	25
	24,38
	18,10215
	29,31
	21,76268
	22,51
	16,71368
	17,72
	13,1571
	38,34
	28,46745
	41,81
	31,04393

	26
	25,42
	18,87435
	28,31
	21,02018
	22,12
	16,4241
	18,34
	13,61745
	36,52
	27,1161
	43,68
	32,4324

	27
	26,67
	19,80248
	27,14
	20,15145
	21,01
	15,59993
	19,38
	14,38965
	40,66
	30,19005
	39,51
	29,33618

	28
	29,63
	22,00028
	24,24
	17,9982
	19,88
	14,7609
	21,12
	15,6816
	43,13
	32,02403
	37,73
	28,01453

	29
	25,72
	19,0971
	28,32
	21,0276
	19,18
	14,24115
	21,13
	15,68903
	41,68
	30,9474
	39,28
	29,1654

	30
	28,68
	21,2949
	25,29
	18,77783
	20,21
	15,00593
	21,76
	16,1568
	42,31
	31,41518
	37,88
	28,1259

	31
	25,31
	18,79268
	28,49
	21,15383
	21,74
	16,14195
	18,69
	13,87733
	44,03
	32,69228
	36,16
	26,8488

	32
	24,43
	18,13928
	29,54
	21,93345
	20,44
	15,1767
	19,92
	14,7906
	37,32
	27,7101
	43,67
	32,42498

	33
	26,12
	19,3941
	27,71
	20,57468
	19,83
	14,72378
	20,58
	15,28065
	39,46
	29,29905
	40,72
	30,2346

	34
	27,62
	20,50785
	27,76
	20,6118
	19,01
	14,11493
	21,08
	15,6519
	41,51
	30,82118
	38,68
	28,7199

	35
	29,67
	22,02998
	24,23
	17,99078
	19,52
	14,4936
	20,81
	15,45143
	39,21
	29,11343
	41,75
	30,99938

	36
	21,76
	16,1568
	32,23
	23,93078
	19,92
	14,7906
	20,62
	15,31035
	40,65
	30,18263
	39,52
	29,3436

	37
	23,34
	17,32995
	30,38
	22,55715
	21,54
	15,99345
	19,43
	14,42678
	39,12
	29,0466
	41,65
	30,92513

	38
	28,75
	21,34688
	24,93
	18,51053
	22,01
	16,34243
	18,92
	14,0481
	37,25
	27,65813
	42,92
	31,8681

	39
	27,12
	20,1366
	26,61
	19,75793
	21,63
	16,06028
	19,42
	14,41935
	36,57
	27,15323
	43,62
	32,38785

	40
	25,85
	19,19363
	28,02
	20,80485
	20,91
	15,52568
	19,52
	14,4936
	39,61
	29,41043
	40,68
	30,2049

	41
	24,38
	18,10215
	29,51
	21,91118
	19,69
	14,61983
	20,61
	15,30293
	40,33
	29,94503
	39,94
	29,65545

	42
	23,47
	17,42648
	30,38
	22,55715
	20,71
	15,37718
	20,27
	15,05048
	40,89
	30,36083
	39,41
	29,26193

	43
	24,89
	18,48083
	28,79
	21,37658
	22,31
	16,56518
	18,12
	13,4541
	41,73
	30,98453
	38,56
	28,6308

	44
	24,02
	17,83485
	29,78
	22,11165
	21,38
	15,87465
	18,89
	14,02583
	42,36
	31,4523
	37,95
	28,17788

	45
	25,62
	19,02285
	28,37
	21,06473
	20,75
	15,40688
	19,68
	14,6124
	43,08
	31,9869
	37,24
	27,6507

	46
	26,41
	19,60943
	27,47
	20,39648
	19,98
	14,83515
	20,43
	15,16928
	44,28
	32,8779
	36,03
	26,75228

	47
	28,62
	21,25035
	26,82
	19,91385
	19,06
	14,15205
	20,92
	15,5331
	42,93
	31,87553
	37,35
	27,73238

	48
	25,71
	19,08968
	28,26
	20,98305
	19,29
	14,32283
	21,01
	15,59993
	41,75
	30,99938
	38,58
	28,64565

	49
	27,45
	20,38163
	26,51
	19,68368
	20,42
	15,16185
	20,68
	15,3549
	42,06
	31,22955
	39,82
	29,56635

	50
	27,98
	20,77515
	25,89
	19,22333
	19,68
	14,6124
	21,23
	15,76328
	40,77
	30,27173
	41,08
	30,5019

	51
	28,91
	21,46568
	25,06
	18,60705
	21,51
	15,97118
	19,42
	14,41935
	38,18
	28,34865
	42,03
	31,20728

	52
	29,12
	21,6216
	24,59
	18,25808
	22,41
	16,63943
	18,89
	14,02583
	37,15
	27,58388
	43,05
	31,96463

	53
	27,36
	20,3148
	26,45
	19,63913
	20,91
	15,52568
	19,25
	14,29313
	37,77
	28,04423
	42,36
	31,4523

	54
	28,34
	21,04245
	25,43
	18,88178
	21,36
	15,8598
	18,73
	13,90703
	37,01
	27,47993
	43,11
	32,00918

	55
	26,16
	19,4238
	27,61
	20,50043
	20,52
	15,2361
	19,89
	14,76833
	36,47
	27,07898
	43,67
	32,42498

	56
	28,68
	21,2949
	25,71
	19,08968
	18,65
	13,84763
	22,02
	16,34985
	37,58
	27,90315
	42,56
	31,6008

	57
	26,89
	19,96583
	27,01
	20,05493
	18,48
	13,7214
	21,77
	16,16423
	38,39
	28,50458
	41,74
	30,99195

	58
	27,98
	20,77515
	25,74
	19,11195
	19,52
	14,4936
	21,61
	16,04543
	39,39
	29,24708
	40,72
	30,2346

	59
	26,56
	19,7208
	27,53
	20,44103
	20,84
	15,4737
	19,56
	14,5233
	40,31
	29,93018
	39,82
	29,56635

	60
	27,36
	20,3148
	26,41
	19,60943
	21,59
	16,03058
	19,42
	14,41935
	40,92
	30,3831
	39,21
	29,11343

	61
	26,01
	19,31243
	27,89
	20,70833
	21,14
	15,69645
	19,31
	14,33768
	41,92
	31,1256
	38,23
	28,38578

	62
	27,32
	20,2851
	26,34
	19,55745
	21,94
	16,29045
	19,12
	14,1966
	42,92
	31,8681
	37,18
	27,60615

	63
	25,59
	19,00058
	28,36
	21,0573
	20,21
	15,00593
	20,21
	15,00593
	43,56
	32,3433
	36,55
	27,13838

	64
	27,36
	20,3148
	28,09
	20,85683
	18,89
	14,02583
	21,24
	15,7707
	44,24
	32,8482
	40,21
	29,85593

	65
	27,99
	20,78258
	25,89
	19,22333
	19,89
	14,76833
	20,25
	15,03563
	42,52
	31,5711
	37,61
	27,92543

	66
	25,91
	19,23818
	29,27
	21,73298
	18,75
	13,92188
	21,67
	16,08998
	38,48
	28,5714
	41,63
	30,91028

	67
	25,21
	18,71843
	28,88
	21,4434
	20,34
	15,10245
	20,06
	14,89455
	36,67
	27,22748
	43,45
	32,26163

	68
	26,41
	19,60943
	27,34
	20,29995
	21,23
	15,76328
	19,18
	14,24115
	37,72
	28,0071
	42,41
	31,48943

	69
	24,51
	18,19868
	29,48
	21,8889
	19,91
	14,78318
	20,38
	15,13215
	38,54
	28,61595
	41,58
	30,87315

	70
	26,68
	19,8099
	27,32
	20,2851
	20,83
	15,46628
	19,58
	14,53815
	39,89
	29,61833
	40,22
	29,86335

	71
	25,26
	18,75555
	28,74
	21,33945
	19,98
	14,83515
	20,45
	15,18413
	41,78
	31,02165
	38,34
	28,46745

	72
	26,71
	19,83218
	27,06
	20,09205
	21,28
	15,8004
	18,89
	14,02583
	43,34
	32,17995
	36,78
	27,30915

	73
	28,23
	20,96078
	25,44
	18,8892
	22,19
	16,47608
	18,48
	13,7214
	44,36
	32,9373
	35,75
	26,54438

	74
	25,47
	18,91148
	28,31
	21,02018
	21,31
	15,82268
	19,08
	14,1669
	39,92
	29,6406
	40,05
	29,73713

	75
	26,01
	19,31243
	27,71
	20,57468
	21,21
	15,74843
	19,84
	14,7312
	42,02
	31,19985
	38,78
	28,79415

	76
	29,47
	21,88148
	24,38
	18,10215
	20,71
	15,37718
	19,93
	14,79803
	40,03
	29,72228
	40,01
	29,70743

	77
	27,71
	20,57468
	27,59
	20,48558
	18,81
	13,96643
	22,18
	16,46865
	38,05
	28,25213
	42,68
	31,6899

	78
	26,13
	19,40153
	27,82
	20,65635
	19,86
	14,74605
	20,56
	15,2658
	39,28
	29,1654
	41,56
	30,8583

	79
	27,91
	20,72318
	25,99
	19,29758
	18,71
	13,89218
	22,32
	16,5726
	40,15
	29,81138
	39,88
	29,6109

	80
	28,78
	21,36915
	25,21
	18,71843
	20,67
	15,34748
	20,02
	14,86485
	42,18
	31,31865
	37,86
	28,11105

	81
	26,19
	19,44608
	27,66
	20,53755
	19,91
	14,78318
	20,51
	15,22868
	43,16
	32,0463
	36,91
	27,40568

	82
	27,21
	20,20343
	26,56
	19,7208
	21,28
	15,8004
	19,89
	14,76833
	40,18
	29,83365
	39,88
	29,6109

	83
	25,47
	18,91148
	28,38
	21,07215
	19,73
	14,64953
	20,71
	15,37718
	40,21
	29,85593
	39,83
	29,57378

	84
	24,23
	17,99078
	29,56
	21,9483
	21,08
	15,6519
	19,26
	14,30055
	38,92
	28,8981
	41,13
	30,53903

	85
	26,25
	19,49063
	27,61
	20,50043
	19,79
	14,69408
	20,66
	15,34005
	37,86
	28,11105
	42,21
	31,34093

	86
	24,69
	18,33233
	29,08
	21,5919
	21,25
	15,77813
	19,18
	14,24115
	37,27
	27,67298
	43,55
	32,33588

	87
	26,85
	19,93613
	27,01
	20,05493
	19,84
	14,7312
	20,52
	15,2361
	43,33
	32,17253
	36,71
	27,25718

	88
	28,14
	20,89395
	25,68
	19,0674
	20,91
	15,52568
	19,86
	14,74605
	42,28
	31,3929
	38,53
	28,60853

	89
	25,72
	19,0971
	28,26
	20,98305
	19,77
	14,67923
	20,64
	15,3252
	41,08
	30,5019
	39,71
	29,48468

	90
	27,39
	20,33708
	26,32
	19,5426
	21,26
	15,78555
	18,94
	14,06295
	39,23
	29,12828
	41,56
	30,8583

	91
	25,01
	18,56993
	29,01
	21,53993
	19,28
	14,3154
	21,12
	15,6816
	37,66
	27,96255
	43,23
	32,09828

	92
	25,94
	19,26045
	27,89
	20,70833
	20,78
	15,42915
	19,66
	14,59755
	37,34
	27,72495
	43,56
	32,3433

	93
	27,21
	20,20343
	26,47
	19,65398
	21,98
	16,32015
	18,21
	13,52093
	42,46
	31,52655
	38,25
	28,40063

	94
	26,61
	19,75793
	27,24
	20,2257
	22,37
	16,60973
	18,02
	13,37985
	40,06
	29,74455
	39,91
	29,63318

	95
	28,16
	20,9088
	25,63
	19,03028
	18,91
	14,04068
	21,52
	15,9786
	38,72
	28,7496
	41,21
	30,59843

	96
	29,84
	22,1562
	24,18
	17,95365
	20,51
	15,22868
	20,56
	15,2658
	36,48
	27,0864
	43,48
	32,2839

	97
	25,09
	18,62933
	28,86
	21,42855
	18,91
	14,04068
	21,54
	15,99345
	39,86
	29,59605
	40,06
	29,74455

	98
	26,58
	19,73565
	27,31
	20,27768
	19,82
	14,71635
	20,62
	15,31035
	42,37
	31,45973
	38,34
	28,46745

	99
	26,42
	19,61685
	27,72
	20,5821
	20,62
	15,31035
	19,79
	14,69408
	39,96
	29,6703
	39,99
	29,69258

	100
	27,91
	20,72318
	25,99
	19,29758
	18,71
	13,89218
	22,32
	16,5726
	40,15
	29,81138
	39,88
	29,6109


	Α.Α.
	a
	b
	c
	V

	1
	20,09576
	15,21754
	29,79281
	38,14422

	2
	20,08834
	15,00964
	29,7891
	37,60451

	3
	20,60438
	15,70016
	29,72599
	40,25949

	4
	20,0178
	15,21011
	29,77425
	37,95404

	5
	20,07349
	15,27323
	29,7891
	38,23661

	6
	20,61551
	15,60364
	29,77054
	40,0936

	7
	20,20714
	15,00593
	29,77054
	37,79398

	8
	20,07349
	14,90569
	29,76683
	37,28857

	9
	19,96583
	15,03563
	29,82623
	37,48655

	10
	20,02523
	15,01706
	29,79281
	37,50959

	11
	19,98068
	15,01335
	29,77425
	37,39357

	12
	19,97696
	15,03563
	29,77054
	37,43743

	13
	19,99553
	16,23105
	29,74455
	40,41618

	14
	20,05493
	15,26209
	29,77425
	38,15436

	15
	19,99181
	14,82401
	29,78539
	36,95639

	16
	20,04008
	15,01335
	29,77054
	37,50006

	17
	20,05864
	15,20269
	29,67773
	37,88967

	18
	20,05493
	15,28808
	29,80024
	38,25269

	19
	20,01409
	15,29921
	29,76311
	38,15501

	20
	20,09205
	15,52568
	29,76683
	38,87547

	21
	20,06978
	14,99108
	29,77054
	37,49992

	22
	19,97696
	14,99479
	29,77054
	37,33575

	23
	19,95469
	15,31406
	29,76683
	38,08345

	24
	20,09948
	15,01335
	29,76683
	37,60653

	25
	19,93241
	14,93539
	29,75569
	37,0864

	26
	19,94726
	15,02078
	29,77425
	37,34951

	27
	19,97696
	14,99479
	29,76311
	37,32643

	28
	19,99924
	15,22125
	30,01928
	38,25889

	29
	20,06235
	14,96509
	30,0564
	37,78039

	30
	20,03636
	15,58136
	29,77054
	38,91163

	31
	19,97325
	15,00964
	29,77054
	37,36578

	32
	20,03636
	14,98365
	30,06754
	37,79225

	33
	19,98439
	15,00221
	29,76683
	37,36346

	34
	20,55983
	14,88341
	29,77054
	38,13968

	35
	20,01038
	14,97251
	30,0564
	37,70121

	36
	20,04379
	15,05048
	29,76311
	37,59038

	37
	19,94355
	15,21011
	29,98586
	38,08201

	38
	19,9287
	15,19526
	29,76311
	37,73409

	39
	19,94726
	15,23981
	29,77054
	37,88942

	40
	19,99924
	15,00964
	29,80766
	37,46105

	41
	20,00666
	14,96138
	29,80024
	37,34515

	42
	19,99181
	15,21383
	29,81138
	37,96129

	43
	19,9287
	15,00964
	29,80766
	37,32892

	44
	19,97325
	14,95024
	29,81509
	37,2736

	45
	20,04379
	15,00964
	29,8188
	37,55853

	46
	20,00295
	15,00221
	29,81509
	37,4588

	47
	20,5821
	14,84258
	29,80395
	38,11897

	48
	20,03636
	14,96138
	29,82251
	37,42855

	49
	20,03265
	15,25838
	30,39795
	38,90087

	50
	19,99924
	15,18784
	30,38681
	38,64229

	51
	20,03636
	15,19526
	29,77796
	37,95688

	52
	19,93984
	15,33263
	29,77425
	38,11074

	53
	19,97696
	14,9094
	29,74826
	37,09536

	54
	19,96211
	14,88341
	29,74455
	36,99856

	55
	19,96211
	15,00221
	29,75198
	37,30319

	56
	20,19229
	15,09874
	29,75198
	37,9761

	57
	20,01038
	14,94281
	29,74826
	37,24068

	58
	19,94355
	15,26951
	29,74084
	37,91833

	59
	20,08091
	14,9985
	29,74826
	37,51123

	60
	19,96211
	15,22496
	29,74826
	37,85234

	61
	20,01038
	15,01706
	29,75569
	37,43506

	62
	19,92128
	15,24353
	29,73713
	37,8068

	63
	20,02894
	15,00593
	29,74084
	37,42332

	64
	20,58581
	14,89826
	31,35206
	40,2567

	65
	20,00295
	14,90198
	29,74826
	37,12512

	66
	20,48558
	15,00593
	29,74084
	38,27653

	67
	20,08091
	14,9985
	29,74455
	37,50654

	68
	19,95469
	15,00221
	29,74826
	37,28466

	69
	20,04379
	14,95766
	29,74455
	37,33527

	70
	20,0475
	15,00221
	29,74084
	37,44873

	71
	20,0475
	15,00964
	29,74455
	37,47194

	72
	19,96211
	14,91311
	29,74455
	37,07239

	73
	19,92499
	15,09874
	29,74084
	37,45935

	74
	19,96583
	14,99479
	29,68886
	37,21256

	75
	19,94355
	15,23981
	29,997
	38,17054

	76
	19,99181
	15,0876
	29,71485
	37,52444

	77
	20,53013
	15,21754
	29,97101
	39,20178

	78
	20,02894
	15,00593
	30,01185
	37,76433

	79
	20,01038
	15,23239
	29,71114
	37,91498

	80
	20,04379
	15,10616
	29,71485
	37,66829

	81
	19,99181
	15,00593
	29,72599
	37,3353

	82
	19,96211
	15,28436
	29,72228
	37,96682

	83
	19,99181
	15,01335
	29,71485
	37,33978

	84
	19,96954
	14,97623
	29,71856
	37,21059

	85
	19,99553
	15,01706
	29,72599
	37,36995

	86
	19,96211
	15,00964
	30,00443
	37,63833

	87
	19,99553
	14,98365
	29,71485
	37,27283

	88
	19,98068
	15,13586
	30,00071
	37,98545

	89
	20,04008
	15,00221
	29,99329
	37,75262

	90
	19,93984
	14,92425
	29,99329
	37,36858

	91
	20,05493
	14,9985
	30,03041
	37,818

	92
	19,98439
	15,01335
	30,03413
	37,72696

	93
	19,9287
	14,92054
	29,96359
	37,30144

	94
	19,99181
	14,99479
	29,68886
	37,26099

	95
	19,96954
	15,00964
	29,67401
	37,2377

	96
	20,05493
	15,24724
	29,68515
	38,00317

	97
	20,02894
	15,01706
	29,6703
	37,36227

	98
	20,00666
	15,01335
	29,96359
	37,68031

	99
	20,09948
	15,00221
	29,68144
	37,47083

	100
	20,01038
	15,23239
	29,71114
	37,91498

	
	37,77966


· Για ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο:
	Α.Α.
	A1
	A1(mm)
	A2
	A2(mm)
	B1
	B1(mm)
	B2
	B2(mm)
	C1
	C1(mm)
	C2
	C2(mm)

	1
	78,6
	58,3605
	89,12
	66,1716
	67,75
	50,30438
	67,68
	50,2524
	52,59
	39,04808
	55,78
	41,41665

	2
	79,72
	59,1921
	87,92
	65,2806
	65,85
	48,89363
	69,58
	51,66315
	55,62
	41,29785
	52,72
	39,1446

	3
	82,6
	61,3305
	85,15
	63,22388
	64,48
	47,8764
	70,92
	52,6581
	55,94
	41,53545
	52,37
	38,88473

	4
	83,42
	61,93935
	84,36
	62,6373
	63,59
	47,21558
	71,81
	53,31893
	52,82
	39,21885
	55,48
	41,1939

	5
	82,12
	60,9741
	85,62
	63,57285
	64,73
	48,06203
	70,68
	52,4799
	54,62
	40,55535
	53,71
	39,87968

	6
	83,52
	62,0136
	84,15
	62,48138
	63,34
	47,02995
	72,04
	53,4897
	52,92
	39,2931
	55,41
	41,14193

	7
	82,45
	61,21913
	85,23
	63,28328
	67,89
	50,40833
	67,89
	50,40833
	56,64
	42,0552
	51,68
	38,3724

	8
	84,65
	62,85263
	83,02
	61,64235
	69,75
	51,78938
	65,68
	48,7674
	52,82
	39,21885
	55,42
	41,14935

	9
	78,92
	58,5981
	88,78
	65,91915
	65,92
	48,9456
	69,42
	51,54435
	52,31
	38,84018
	56,03
	41,60228

	10
	84,82
	62,97885
	82,86
	61,52355
	65,56
	48,6783
	69,86
	51,87105
	52,84
	39,2337
	55,36
	41,1048

	11
	84,92
	63,0531
	82,71
	61,41218
	65,59
	48,70058
	69,82
	51,84135
	50,48
	37,4814
	57,86
	42,96105

	12
	83,42
	61,93935
	84,25
	62,55563
	64,71
	48,04718
	70,67
	52,47248
	51,96
	38,5803
	56,36
	41,8473

	13
	84,48
	62,7264
	83,12
	61,7166
	64,65
	48,00263
	70,74
	52,52445
	55,37
	41,11223
	52,99
	39,34508

	14
	87,24
	64,7757
	80,29
	59,61533
	64,68
	48,0249
	70,72
	52,5096
	53,42
	39,66435
	54,91
	40,77068

	15
	86,65
	64,33763
	80,92
	60,0831
	70,15
	52,08638
	65,28
	48,4704
	52,36
	38,8773
	56,98
	42,30765

	16
	78,64
	58,3902
	88,92
	66,0231
	68,23
	50,66078
	67,17
	49,87373
	52,72
	39,1446
	55,63
	41,30528

	17
	78,21
	58,07093
	89,34
	66,33495
	66,95
	49,71038
	68,47
	50,83898
	56,26
	41,77305
	52,08
	38,6694

	18
	79,44
	58,9842
	88,12
	65,4291
	64,84
	48,1437
	70,59
	52,41308
	52,72
	39,1446
	55,65
	41,32013

	19
	87,09
	64,66433
	80,43
	59,71928
	63,91
	47,45318
	71,52
	53,1036
	61,06
	45,33705
	47,27
	35,09798

	20
	86,15
	63,96638
	81,42
	60,45435
	65,92
	48,9456
	69,52
	51,6186
	51,98
	38,59515
	56,34
	41,83245

	21
	89,86
	66,72105
	77,69
	57,68483
	66,54
	49,40595
	68,91
	51,16568
	51,12
	37,9566
	57,22
	42,48585

	22
	83,73
	62,16953
	83,89
	62,28833
	73,41
	54,50693
	62,03
	46,05728
	53,16
	39,4713
	55,18
	40,97115

	23
	89,92
	66,7656
	77,62
	57,63285
	66,72
	49,5396
	68,72
	51,0246
	55,52
	41,2236
	52,86
	39,24855

	24
	80,72
	59,9346
	86,81
	64,45643
	70,12
	52,0641
	65,25
	48,44813
	55,43
	41,15678
	52,92
	39,2931

	25
	89,51
	66,46118
	78,02
	57,92985
	67,94
	50,44545
	68,42
	50,80185
	53,53
	39,74603
	54,82
	40,70385

	26
	83,32
	61,8651
	84,16
	62,4888
	63,93
	47,46803
	71,43
	53,03678
	51,16
	37,9863
	56,82
	42,18885

	27
	84,61
	62,82293
	82,92
	61,5681
	62,52
	46,4211
	72,92
	54,1431
	57,46
	42,66405
	50,89
	37,78583

	28
	82,62
	61,34535
	84,92
	63,0531
	64,34
	47,77245
	71,09
	52,78433
	51,71
	38,39468
	56,61
	42,03293

	29
	84,04
	62,3997
	83,42
	61,93935
	61,62
	45,75285
	73,76
	54,7668
	54,21
	40,25093
	54,12
	40,1841

	30
	84,42
	62,68185
	83,05
	61,66463
	65,63
	48,73028
	69,76
	51,7968
	51,83
	38,48378
	56,52
	41,9661

	31
	79,72
	59,1921
	87,78
	65,17665
	67,38
	50,02965
	68,02
	50,50485
	56,68
	42,0849
	51,66
	38,35755

	32
	80,81
	60,00143
	86,67
	64,35248
	68,81
	51,09143
	66,56
	49,4208
	53,52
	39,7386
	55,92
	41,5206

	33
	82,92
	61,5681
	84,62
	62,83035
	70,35
	52,23488
	65,02
	48,27735
	58,42
	43,37685
	49,95
	37,08788

	34
	80,89
	60,06083
	86,62
	64,31535
	69,11
	51,31418
	67,35
	50,00738
	55,36
	41,1048
	52,98
	39,33765

	35
	82,97
	61,60523
	84,52
	62,7561
	67,25
	49,93313
	68,15
	50,60138
	55,84
	41,4612
	52,49
	38,97383

	36
	88,15
	65,45138
	79,31
	58,88768
	66,32
	49,2426
	69,02
	51,24735
	53,06
	39,39705
	55,28
	41,0454

	37
	86,72
	64,3896
	80,72
	59,9346
	65,18
	48,39615
	70,24
	52,1532
	51,92
	38,5506
	56,43
	41,89928

	38
	87,43
	64,91678
	79,99
	59,39258
	63,45
	47,11163
	71,94
	53,41545
	57,36
	42,5898
	50,99
	37,86008

	39
	83,23
	61,79828
	84,22
	62,53335
	64,62
	47,98035
	70,81
	52,57643
	53,13
	39,44903
	55,23
	41,00828

	40
	82,32
	61,1226
	85,13
	63,20903
	69,98
	51,96015
	65,42
	48,57435
	51,78
	38,44665
	56,54
	41,98095

	41
	85,28
	63,3204
	82,17
	61,01123
	67,78
	50,32665
	67,61
	50,20043
	54,82
	40,70385
	53,51
	39,73118

	42
	86,92
	64,5381
	80,49
	59,76383
	65,82
	48,87135
	69,57
	51,65573
	53,84
	39,9762
	54,56
	40,5108

	43
	85,52
	63,4986
	81,92
	60,8256
	64,02
	47,53485
	71,38
	52,99965
	53,82
	39,96135
	54,52
	40,4811

	44
	89,25
	66,26813
	78,14
	58,01895
	63,82
	47,38635
	71,56
	53,1333
	56,95
	42,28538
	51,43
	38,18678

	45
	84,37
	62,64473
	83,06
	61,67205
	67,21
	49,90343
	68,18
	50,62365
	60,28
	44,7579
	48,05
	35,67713

	46
	80,96
	60,1128
	86,47
	64,20398
	69,71
	51,75968
	65,69
	48,77483
	60,11
	44,63168
	48,23
	35,81078

	47
	83,34
	61,87995
	84,09
	62,43683
	71,64
	53,1927
	63,74
	47,32695
	59,93
	44,49803
	48,42
	35,95185

	48
	86,34
	64,10745
	81,16
	60,2613
	72,38
	53,74215
	62,95
	46,74038
	56,52
	41,9661
	51,82
	38,47635

	49
	82,78
	61,46415
	84,71
	62,89718
	70,92
	52,6581
	64,42
	47,83185
	57,25
	42,50813
	51,07
	37,91948

	50
	78,32
	58,1526
	89,15
	66,19388
	68,06
	50,53455
	67,24
	49,9257
	58,79
	43,65158
	49,52
	36,7686

	51
	82,02
	60,89985
	85,43
	63,43178
	65,08
	48,3219
	70,23
	52,14578
	57,67
	42,81998
	50,68
	37,6299

	52
	83,52
	62,0136
	83,94
	62,32545
	67,77
	50,31923
	67,53
	50,14103
	56,23
	41,75078
	52,12
	38,6991

	53
	86,82
	64,46385
	80,62
	59,86035
	68,63
	50,95778
	66,28
	49,2129
	54,78
	40,67415
	53,57
	39,77573

	54
	87,23
	64,76828
	80,21
	59,55593
	66,58
	49,43565
	68,74
	51,03945
	52,72
	39,1446
	55,66
	41,32755

	55
	85,21
	63,26843
	82,25
	61,07063
	63,83
	47,39378
	71,47
	53,06648
	51,67
	38,36498
	56,69
	42,09233

	56
	86,51
	64,23368
	81,48
	60,4989
	65,72
	48,7971
	69,12
	51,3216
	50,67
	37,62248
	57,68
	42,8274

	57
	85,68
	63,6174
	82,31
	61,11518
	63,25
	46,96313
	71,62
	53,17785
	50,03
	37,14728
	58,32
	43,3026

	58
	83,06
	61,67205
	84,78
	62,94915
	64,62
	47,98035
	70,34
	52,22745
	53,81
	39,95393
	54,52
	40,4811

	59
	81,72
	60,6771
	86,18
	63,98865
	67,48
	50,1039
	67,56
	50,1633
	55,76
	41,4018
	52,57
	39,03323

	60
	84,82
	62,97885
	82,98
	61,61265
	66,28
	49,2129
	68,74
	51,03945
	58,14
	43,16895
	50,13
	37,22153

	61
	86,94
	64,55295
	80,58
	59,83065
	65,25
	48,44813
	70,01
	51,98243
	59,18
	43,94115
	49,16
	36,5013

	62
	87,72
	65,1321
	79,81
	59,25893
	67,71
	50,27468
	67,53
	50,14103
	59,79
	44,39408
	48,53
	36,03353

	63
	83,59
	62,06558
	83,92
	62,3106
	69,52
	51,6186
	65,73
	48,80453
	60,48
	44,9064
	47,84
	35,5212

	64
	82,52
	61,2711
	84,98
	63,09765
	66,66
	49,49505
	68,61
	50,94293
	61,01
	45,29993
	47,28
	35,1054

	65
	79,53
	59,05103
	87,86
	65,23605
	64,86
	48,15855
	70,38
	52,25715
	59,98
	44,53515
	48,32
	35,8776

	66
	85,88
	63,7659
	81,67
	60,63998
	66,31
	49,23518
	68,93
	51,18053
	59,03
	43,82978
	49,28
	36,5904

	67
	82,38
	61,16715
	85,04
	63,1422
	63,09
	46,84433
	72,12
	53,5491
	57,72
	42,8571
	50,58
	37,55565

	68
	84,19
	62,51108
	83,32
	61,8651
	64,52
	47,9061
	70,72
	52,5096
	56,94
	42,27795
	51,36
	38,1348

	69
	84,82
	62,97885
	82,65
	61,36763
	67,29
	49,96283
	67,96
	50,4603
	55,62
	41,29785
	52,72
	39,1446

	70
	85,81
	63,71393
	81,68
	60,6474
	69,15
	51,34388
	66,07
	49,05698
	54,85
	40,72613
	53,44
	39,6792

	71
	83,56
	62,0433
	83,95
	62,33288
	68,22
	50,65335
	67,04
	49,7772
	53,69
	39,86483
	54,72
	40,6296

	72
	85,72
	63,6471
	81,73
	60,68453
	66,15
	49,11638
	69,12
	51,3216
	52,82
	39,21885
	55,49
	41,20133

	73
	82,62
	61,34535
	84,83
	62,98628
	63,72
	47,3121
	71,58
	53,14815
	52,32
	38,8476
	56,02
	41,59485

	74
	85,86
	63,75105
	81,62
	60,60285
	66,81
	49,60643
	68,46
	50,83155
	51,48
	38,2239
	56,82
	42,18885

	75
	87,71
	65,12468
	79,73
	59,19953
	67,83
	50,36378
	67,42
	50,05935
	51,13
	37,96403
	57,19
	42,46358

	76
	82,28
	61,0929
	85,13
	63,20903
	65,61
	48,71543
	69,71
	51,75968
	50,46
	37,46655
	57,85
	42,95363

	77
	85,38
	63,39465
	82,02
	60,89985
	62,49
	46,39883
	72,72
	53,9946
	51,78
	38,44665
	56,58
	42,01065

	78
	84,68
	62,8749
	82,74
	61,43445
	64,37
	47,79473
	70,92
	52,6581
	53,83
	39,96878
	54,46
	40,43655

	79
	82,38
	61,16715
	85,03
	63,13478
	67,12
	49,8366
	68,16
	50,6088
	52,58
	39,04065
	55,78
	41,41665

	80
	83,91
	62,30318
	83,51
	62,00618
	65,22
	48,42585
	70,06
	52,01955
	53,16
	39,4713
	55,14
	40,94145

	81
	81,65
	60,62513
	85,74
	63,66195
	62,82
	46,64385
	72,42
	53,77185
	52,36
	38,8773
	55,98
	41,56515

	82
	82,62
	61,34535
	84,76
	62,9343
	65,79
	48,84908
	69,48
	51,5889
	51,38
	38,14965
	56,89
	42,24083

	83
	85,69
	63,62483
	81,73
	60,68453
	68,81
	51,09143
	66,45
	49,33913
	52,71
	39,13718
	55,62
	41,29785

	84
	87,37
	64,87223
	80,04
	59,4297
	70,51
	52,35368
	64,79
	48,10658
	54,42
	40,40685
	53,89
	40,01333

	85
	84,31
	62,60018
	83,12
	61,7166
	68,94
	51,18795
	66,31
	49,23518
	52,34
	38,86245
	55,92
	41,5206

	86
	85,42
	63,42435
	82,01
	60,89243
	67,75
	50,30438
	67,51
	50,12618
	52,36
	38,8773
	56,03
	41,60228

	87
	87,58
	65,02815
	79,84
	59,2812
	65,82
	48,87135
	69,42
	51,54435
	55,02
	40,85235
	53,25
	39,53813

	88
	84,47
	62,71898
	82,91
	61,56068
	62,92
	46,7181
	72,36
	53,7273
	57,08
	42,3819
	51,19
	38,00858

	89
	85,65
	63,59513
	81,72
	60,6771
	65,12
	48,3516
	70,12
	52,0641
	58,48
	43,4214
	49,86
	37,02105

	90
	79,76
	59,2218
	87,65
	65,08013
	71,01
	52,72493
	64,24
	47,6982
	58,25
	43,25063
	50,07
	37,17698

	91
	81,48
	60,4989
	85,92
	63,7956
	72,08
	53,5194
	63,18
	46,91115
	57,09
	42,38933
	51,23
	38,03828

	92
	80,32
	59,6376
	87,12
	64,6866
	69,81
	51,83393
	65,466
	48,60851
	54,82
	40,70385
	53,51
	39,73118

	93
	82,91
	61,56068
	84,52
	62,7561
	68,35
	50,74988
	66,92
	49,6881
	52,89
	39,27083
	55,47
	41,18648

	94
	83,88
	62,2809
	83,53
	62,02103
	67,72
	50,2821
	67,52
	50,1336
	52,83
	39,22628
	55,53
	41,23103

	95
	84,71
	62,89718
	82,68
	61,3899
	66,95
	49,71038
	68,29
	50,70533
	55,71
	41,36468
	52,62
	39,07035

	96
	86,15
	63,96638
	81,24
	60,3207
	67,72
	50,2821
	67,53
	50,14103
	58,04
	43,0947
	50,32
	37,3626

	97
	86,82
	64,46385
	80,56
	59,8158
	66,48
	49,3614
	68,79
	51,07658
	58,68
	43,5699
	49,71
	36,90968

	98
	85,2
	63,261
	82,16
	61,0038
	64,51
	47,89868
	70,76
	52,5393
	59,82
	44,41635
	48,53
	36,03353

	99
	83,01
	61,63493
	84,39
	62,65958
	65,43
	48,58178
	69,81
	51,83393
	61,18
	45,42615
	47,15
	35,00888

	100
	82,38
	61,16715
	85,03
	63,13478
	67,12
	49,8366
	68,16
	50,6088
	52,58
	39,04065
	55,78
	41,41665


	Α.Α.
	A
	B
	C
	V

	1
	124,5321
	100,5568
	80,46473
	1007,623

	2
	124,4727
	100,5568
	80,44245
	1006,864

	3
	124,5544
	100,5345
	80,42018
	1007,022

	4
	124,5767
	100,5345
	80,41275
	1007,109

	5
	124,547
	100,5419
	80,43503
	1007,223

	6
	124,495
	100,5197
	80,43503
	1006,579

	7
	124,5024
	100,8167
	80,4276
	1009,52

	8
	124,495
	100,5568
	80,3682
	1006,114

	9
	124,5173
	100,49
	80,44245
	1006,555

	10
	124,5024
	100,5494
	80,3385
	1005,728

	11
	124,4653
	100,5419
	80,44245
	1006,655

	12
	124,495
	100,5197
	80,4276
	1006,486

	13
	124,443
	100,5271
	80,4573
	1006,512

	14
	124,391
	100,5345
	80,43503
	1005,887

	15
	124,4207
	100,5568
	81,18495
	1015,733

	16
	124,4133
	100,5345
	80,44988
	1006,253

	17
	124,4059
	100,5494
	80,44245
	1006,249

	18
	124,4133
	100,5568
	80,46473
	1006,662

	19
	124,3836
	100,5568
	80,43503
	1006,05

	20
	124,4207
	100,5642
	80,4276
	1006,332

	21
	124,4059
	100,5716
	80,44245
	1006,472

	22
	124,4579
	100,5642
	80,44245
	1006,818

	23
	124,3985
	100,5642
	80,47215
	1006,709

	24
	124,391
	100,5122
	80,44988
	1005,85

	25
	124,391
	101,2473
	80,44988
	1013,206

	26
	124,3539
	100,5048
	80,17515
	1002,042

	27
	124,391
	100,5642
	80,44988
	1006,37

	28
	124,3985
	100,5568
	80,4276
	1006,077

	29
	124,3391
	100,5197
	80,43503
	1005,319

	30
	124,3465
	100,5271
	80,44988
	1005,639

	31
	124,3688
	100,5345
	80,44245
	1005,8

	32
	124,3539
	100,5122
	81,2592
	1015,666

	33
	124,3985
	100,5122
	80,46473
	1006,096

	34
	124,3762
	101,3216
	80,44245
	1013,735

	35
	124,3613
	100,5345
	80,43503
	1005,647

	36
	124,3391
	100,49
	80,44245
	1005,114

	37
	124,3242
	100,5494
	80,44988
	1005,681

	38
	124,3094
	100,5271
	80,44988
	1005,338

	39
	124,3316
	100,5568
	80,4573
	1005,908

	40
	124,3316
	100,5345
	80,4276
	1005,314

	41
	124,3316
	100,5271
	80,43503
	1005,333

	42
	124,3019
	100,5271
	80,487
	1005,742

	43
	124,3242
	100,5345
	80,44245
	1005,44

	44
	124,2871
	100,5197
	80,47215
	1005,362

	45
	124,3168
	100,5271
	80,43503
	1005,213

	46
	124,3168
	100,5345
	80,44245
	1005,38

	47
	124,3168
	100,5197
	80,44988
	1005,324

	48
	124,3688
	100,4825
	80,44245
	1005,28

	49
	124,3613
	100,49
	80,4276
	1005,109

	50
	124,3465
	100,4603
	80,42018
	1004,599

	51
	124,3316
	100,4677
	80,44988
	1004,924

	52
	124,3391
	100,4603
	80,44988
	1004,91

	53
	124,3242
	100,1707
	80,44988
	1001,894

	54
	124,3242
	100,4751
	80,47215
	1005,217

	55
	124,3391
	100,4603
	80,4573
	1005,003

	56
	124,7326
	100,1187
	80,44988
	1004,663

	57
	124,7326
	100,141
	80,44988
	1004,887

	58
	124,6212
	100,2078
	80,43503
	1004,474

	59
	124,6658
	100,2672
	80,43503
	1005,429

	60
	124,5915
	100,2524
	80,39048
	1004,125

	61
	124,3836
	100,4306
	80,44245
	1004,88

	62
	124,391
	100,4157
	80,4276
	1004,606

	63
	124,3762
	100,4231
	80,4276
	1004,56

	64
	124,3688
	100,438
	80,40533
	1004,371

	65
	124,2871
	100,4157
	80,41275
	1003,581

	66
	124,4059
	100,4157
	80,42018
	1004,633

	67
	124,3094
	100,3934
	80,41275
	1003,538

	68
	124,3762
	100,4157
	80,41275
	1004,301

	69
	124,3465
	100,4231
	80,44245
	1004,506

	70
	124,3613
	100,4009
	80,40533
	1003,939

	71
	124,3762
	100,4306
	80,49443
	1005,469

	72
	124,3316
	100,438
	80,42018
	1004,256

	73
	124,3316
	100,4603
	80,44245
	1004,757

	74
	124,3539
	100,438
	80,41275
	1004,343

	75
	124,3242
	100,4231
	80,4276
	1004,141

	76
	124,3019
	100,4751
	80,42018
	1004,388

	77
	124,2945
	100,3934
	80,4573
	1003,974

	78
	124,3094
	100,4528
	80,40533
	1004,039

	79
	124,3019
	100,4454
	80,4573
	1004,554

	80
	124,3094
	100,4454
	80,41275
	1004,058

	81
	124,2871
	100,4157
	80,44245
	1003,952

	82
	124,2797
	100,438
	80,39048
	1003,466

	83
	124,3094
	100,4306
	80,43503
	1004,188

	84
	124,3019
	100,4603
	80,42018
	1004,239

	85
	124,3168
	100,4231
	80,38305
	1003,524

	86
	124,3168
	100,4306
	80,47958
	1004,804

	87
	124,3094
	100,4157
	80,39048
	1003,483

	88
	124,2797
	100,4454
	80,39048
	1003,54

	89
	124,2722
	100,4157
	80,44245
	1003,832

	90
	124,3019
	100,4231
	80,4276
	1003,961

	91
	124,2945
	100,4306
	80,4276
	1003,975

	92
	124,3242
	100,4424
	80,43503
	1004,426

	93
	124,3168
	100,438
	80,4573
	1004,6

	94
	124,3019
	100,4157
	80,4573
	1004,257

	95
	124,2871
	100,4157
	80,43503
	1003,859

	96
	124,2871
	100,4231
	80,4573
	1004,211

	97
	124,2797
	100,438
	80,47958
	1004,578

	98
	124,2648
	100,438
	80,44988
	1004,087

	99
	124,2945
	100,4157
	80,43503
	1003,919

	100
	124,3094
	100,4528
	80,40533
	1004,039

	
	1005,481


3.4 Συμπεράσματα

Από τις μετρήσεις διαπιστώσαμε τα εξής:

· Για το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο

Οι διαστάσεις του έχουν μετρηθεί με χάρακα και είναι:

 a=12.5cm, b=10cm , c=8cm 

οπότε με τη μαθηματική μέθοδο ο όγκος του προκύπτει ίσος με: 

V= a
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 = 1000cm3 = 1000ml
Με τη θεωρητική μέθοδο μετρήσαμε:

βάρος άδειου δοχείου: 818gr
βάρος γεμάτου δοχείου:1836gr
Οπότε m = 1836-818 = 1018γρ. Και επομένως V=1018ml.

Από τις μετρήσεις ο όγκος προκύπτει ίσος με V=1005.481ml.

Υπάρχει κάποια απόκλιση της τάξης 0.548% έναντι της μαθηματικής μεθόδου και της τάξης του 1.23% έναντι της θεωρητικής μεθόδου. 

Στο παρακάτω διάγραμμα φαίνεται ο όγκος που υπολογίσαμε πειραματικά σε σχέση με τον πραγματικό όγκο που μας δίνει η μαθηματική μέθοδος:

[image: image298.jpg]Retroreflecting foil or
it avesiallicinr




Αν πάρουμε ακριβέστερες μετρήσεις δηλ. τις πραγματικές διαστάσεις που δίνει ο κατασκευαστής τότε η απόκλιση αλλάζει.

α=10.1, β=8.02, γ=12.4

Οπότε ο όγκος γίνεται:

V= a
[image: image55.wmf]c
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 = 1004,42cm3 = 1004,42ml
Η απόκλιση τώρα είναι ίση με 0,106%. Είναι σαφώς μικρότερη αφού ο υπολογισμός των μετρήσεων έχει γίνει με μελαλύτερη ακρίβεια. 

Τότε το διάγραμμα γίνεται:
[image: image299.jpg]



· Για το ελλειψοειδές 

Οι διαστάσεις του έχουν μετρηθεί: 

a=4cm, b=3cm , c=6cm οπότε 

με τη μαθηματική μέθοδο ο όγκος του προκύπτει ίσος με: 

V=
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= 37.68 cm3 = 37.68ml 

Με τη θεωρητική μέθοδο μετρήσαμε:

βάρος άδειου δοχείου: 196gr
βάρος γεμάτου δοχείου:233gr
Οπότε m = 233-196 = 37γρ. Και επομένως V=37ml.

Από τις μετρήσεις ο όγκος προκύπτει ίσος με V=37.77966ml. 

Υπάρχει κάποια απόκλιση της τάξης 0.26% έναντι της μαθηματικής μεθόδου και της τάξης του 2.11% έναντι της θεωρητικής μεθόδου. 

[image: image300.jpg]


Στο παρακάτω διάγραμμα φαίνεται ο όγκος που υπολογίσαμε πειραματικά σε σχέση με τον πραγματικό όγκο που μας δίνει η μαθηματική μέθοδος:

Προκύπτει δηλαδή ότι η μέθοδος μέτρησης όγκου με χρήση υπερήχων είναι πάρα πολύ ακριβής (σφάλμα ~1%).  Αυτό  οφείλεται βέβαια στο γεγονός της ακρίβειας του συγκεκριμένου αισθητήρα κατά τη μέτρηση των αποστάσεων. Το σφάλμα θα μπορούσε να ήταν ακόμα μικρότερο αν ήταν ακριβέστερη η ταχύτητα διάδοσης του ήχου στο νερό. Χρησιμοποιήθηκε η τιμή 1485m/s η οποία ισχύει για την ιδανική περίπτωση.    
Pricing & Delivery
Κεφάλαιο 4

Μαθηματικοί Αλγόριθμοι 
για μέτρηση όγκου ακαθόριστου

 (μη γεωμετρικού) σχήματος 

από το εσωτερικό της

4.1 Μέθοδοι για τη μέτρηση όγκου ακαθόριστης κοιλότητας στο εσωτερικό της μέσω της χρήσης υπερήχων.

Μέθοδος 1η

Ένας τρόπος θα ήταν με έναν αισθητήρα από ένα τυχαίο σημείο της κοιλότητας να μετρήσουμε τις αποστάσεις από τους τρεις άξονες (a,b,c) και κατά προσέγγιση να υπολογίσουμε τον όγκο της. Να στηριχτούμε στον τρόπο μέτρησης που εφαρμόσαμε στο προηγούμενο κεφάλαιο, να αναγάγουμε δηλαδή την τυχαία κοιλότητα σε ένα  συγκεκριμένο γνωστό γεωμετρικό σχήμα πχ ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο ή ελλειψοειδές και να υπολογίσουμε τον όγκο της. Αυτός όμως ο τρόπος δίνει μεγάλο σφάλμα το οποίο αυξάνεται ακόμα περισσότερο όσο η τυχαία καμπύλη διαφοροποιείται από το σχήμα στο οποίο την αναγάγαμε.
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                                                                        Κάτοψη

Σχήμα 4.1:Έστω ότι θέλουμε να μετρήσουμε τον όγκο της τυχαίας αυτής κοιλότητας. Αναγάγουμε την καμπύλη σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο και υπολογίζουμε με τον αισθητήρα υπερήχων στο σημείο k τις αποστάσεις του a,b,c από τους τρεις άξονες για να υπολογίσουμε τον όγκο του ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου ο οποίος διαφέρει πολύ από το σχήμα της τυχαίας κοιλότητας που έχουμε και θα μας δώσει πολύ μεγάλο σφάλμα.

Μέθοδος 2η

Ένας άλλος τρόπος θα ήταν να βάλουμε στο εσωτερικό της κοιλότητας ένα καλώδιο με συγκεκριμένο αριθμό αισθητήρων πάνω σε αυτό και σε συγκεκριμένη απόσταση μεταξύ τους έτσι ώστε να είναι γνωστή η διάσταση στον άξονα x. Ο κάθε αισθητήρας θα μετρά τις άλλες δύο αποστάσεις (y,z) από τα τοιχώματα της κοιλότητας. Θα δημιουργούνται έτσι  λεπτές φλούδες  σε σχήμα ορθογωνίων  των οποίων μπορούμε να υπολογίσουμε το εμβαδό. Στη συνέχεια πολλαπλασιάζουμε την γνωστή απόσταση των αισθητήρων επί το εμβαδό της φλούδας και έτσι προκύπτει ο όγκος της. Με το άθροισμα όλων αυτών των όγκων  θα προκύψει ο συνολικός όγκος της κοιλότητας. Εκτός από το σφάλμα λόγω της αναγωγής της καμπύλης σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο θα υπάρχουν και κομμάτια που θα επικαλύπτονται. Τα κομμάτια αυτά είναι αδύνατο να απομονωθούν αφού δεν μπορούμε να γνωρίζουμε ποια είναι. Αυτό θα μπορούσε να αποφευχθεί μόνο στην ιδανική περίπτωση που το καλώδιο έμπαινε στο πάνω μέρος της καμπύλης.
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Σχήμα 4.2: Τα γραμμοσκιασμένα κομμάτια είναι είτε αυτά που επικαλύπτονται είτε αυτά που προκύπτουν από την αναγωγή της καμπύλης σε επιμέρους ορθογώνια παραλληλεπίπεδα.
Μέθοδος 3η

Μια καλύτερη λύση αποτελεί η παρακάτω μέθοδος που θα περιγράψουμε. Η μέθοδος αυτή χρησιμοποιεί δύο βραχίονες που περιστρέφονται, ο ένας κατά γωνία φ από 0ο έως 360ο και ο άλλος κατά γωνία θ από 0ο έως 180ο. Υπάρχει βραχίονας που κινείται κατά γωνία θ στην άκρη του οποίου είναι τοποθετημένος ο αισθητήρας υπερήχων ο οποίος μετρά ακτινική απόσταση, δηλαδή την απόσταση του από το τοίχωμα της κοιλότητας (στα αποτελέσματα των μετρήσεων του αισθητήρα θα είναι ενσωματωμένο και το μήκος του βραχίονα) . Με αυτό τον τρόπο σε κάθε ζεύγος γωνιών (φ,θ) ο αισθητήρας θα υπολογίζει μια απόσταση. Αν διαλέξουμε συγκεκριμένο βήμα για τις δύο αυτές γωνίες θα έχουμε μια σάρωση της επιφάνειας του σχήματος η οποία θα δίνει τα σημεία ( r,φ,θ) σε σφαιρικές συντεταγμένες για να τα χρησιμοποιήσουμε παρακάτω στις μεθόδους υπολογισμού όγκου της τυχαίας κοιλότητας που μας ενδιαφέρει.

Βάση του σχήματος
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Σχήμα 4.3:Όλο αυτό φυσικά θα περιστρέφεται και κατά γωνία φ [0,2π] όπως φαίνεται παρακάτω
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Σχήμα4.4:Διάταξη δύο στρεφόμενων βραχιόνων
   4.2 Τύποι υπολογισμού όγκου
Επειδή ο υπολογισμός όγκου απαιτεί τη μετατροπή του τριπλού ολοκληρώματος σε διπλό δηλαδή σε εμβαδόν, βρίσκουμε πρώτα το εμβαδό με προσεγγιστικούς τύπους ολοκλήρωσης για να το χρησιμοποιήσουμε έπειτα στον υπολογισμό όγκου.

Έστω μια πραγματική ολοκληρώσιμη συνάρτηση f στο διάστημα [a,b]. Ο υπολογισμός του ορισμένου ολοκληρώματος 
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Ένα παράδειγμα προκύπτει αν αντικαταστήσουμε την 
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 θα ικανοποιεί την εξής συνθήκη 
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Ειδάλλως αν για κάποια 
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4.2.1 Τύπος αρχικού σημείου
Υπολογίζουμε το εμβαδό σε πολικές συντεταγμένες:
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Οπότε το ολοκλήρωμα γίνεται:
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 Θα πρέπει 
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Και έτσι υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα 


[image: image83.wmf]ò

=

=

p

2

0

f(θ)dθ

)

(

f

I

I


Έστω 
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 το προσεγγιστικό ολοκλήρωμα τυχαίας διαμέρισης με άκρα τα α και b όπως φαίνεται και στο παρακάτω σχήμα. 
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Η διαμέριση θα είναι:

Οπότε θα πρέπει να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα
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Υπολογισμός σφάλματος στο 
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Με ολοκλήρωση αυτής στο διάστημα (α,b) θα έχουμε:
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Άρα για μία διαίρεση 
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Άρα συνολικά θα ισχύει
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Και 
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 και με βάσει το θεώρημα μέσης τιμής 
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Άρα το σφάλμα είναι:
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Το σφάλμα είναι της τάξης 
[image: image101.wmf]h).

(

O


4.2.2 Τύπος ορθογωνίων

Αυτός ο τύπος λαμβάνεται αντικαθιστώντας την f στο [α, b] με τη σταθερή συνάρτηση ίση με την αξία που επιτυγχάνεται από την f στο μεσαίο σημείο του διαστήματος [α, b] (σχήμα  αριστερά). 

Δηλαδή τώρα το προσεγγιστικό ολοκλήρωμα 
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Πράγματι, γράφοντας την f σε σειρά  Taylor γύρω από το c = (α + b) /2 και σταματώντας στον δεύτερο όρο, παίρνουμε
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Την οποία ολοκληρώνουμε στο διάστημα (α, b) και χρησιμοποιώντας το θεώρημα μέσης τιμής προκύπτει ο τύπος:
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Υποθέτοντας τώρα ότι προσεγγίζουμε το
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[image: image111.wmf]αντικαθιστώντας την f στο διάστημα  [α, b] με το σύνθετο πολυώνυμο παρεμβολής της μηδενικού βαθμού, που κατασκευάζεται από n διαμερίσεις πλάτους h = (b − α) /n, για το n ≥ 1 (σχήμα δεξιό). Εισάγοντας τα σημεία ξk = α + (2k + 1) h/2, για k= 0,…, n− 1, παίρνουμε το σύνθετο τύπο ορθογωνίων.
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Οπότε  το σφάλμα θα είναι:
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Δηλαδή 
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Το σφάλμα είναι της τάξης , είναι δηλαδή πιο ακριβής μέθοδος σε σχέση με την προηγούμενη.

Όλα αυτά ισχύουν με την προϋπόθεση ότι 
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 Για τις πράξεις χρησιμοποιούμε το Θεώρημα Μέσης Τιμής:
Έστω 
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Απόδειξη:  
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  δύο σημεία στο διάστημα (α,b). Tότε 
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Εφαρμόζοντας  το θεώρημα μέσης-τιμής, υπάρχει ένα σημείο 
[image: image130.wmf]h

 μεταξύ του α και του b τέτοιο ώστε 
[image: image131.wmf]s

σ

U(η)

=

, το οποίο είναι ο τύπος 
[image: image132.wmf]å

å

=

=

×

=

s

j

u

x

u

0

j

s

0

j

j

j

δ

)

(

)

(

h

d

. Μια παρόμοια απόδειξη μπορεί να πραγματοποιηθεί εάν οι συντελεστές δj είναι αρνητικοί.

4.2.3 Τύπος του τραπεζίου
Μια προσέγγιση της fn πρέπει να είναι εύκολα ολοκληρώσιμη πχ αν 
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. Από αυτή την άποψη, μια φυσική προσέγγιση αποτελείται από τη χρησιμοποίηση 
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Όπου li είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο Lagrange n βαθμού στον κόμβο xi.  
Στο σημείο αυτό αποδυκνείεται ότι το li είναι το χαρακτηριστικό πολυώνυμο:

Πολυώνυμο παρεμβολής:
Θεωρούμε n + 1 ζευγάρια (xi, yi). Το πρόβλημα είναι να βρεθεί ένα πολυώνυμο Πm Є Pm., το οποίο λέγεται πολυώνυμο παρεμβολής, έτσι ώστε
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Τα σημεία xi καλούνται κόμβοι παρεμβολής. 
Θεώρημα: Δίνοντας n+1 ευδιάκριτα σημεία x0,…, xn και n+1 αντίστοιχες τιμές y0,…, yn, υπάρχει ένα μοναδικό πολυώνυμο Πn Є Pn έτσι ώστε Πn (xi) = yi για i= 0,…, n.
Απόδειξη: Για να αποδειχθεί η ύπαρξη χρησιμοποιείται μια προσέγγιση, ώστε να έχουμε μια έκφραση για το Ρn. Δηλώνοντας το {li}ni=0 ως μια βάση για το Ρn τότε  
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Αν ορίσουμε 
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Τότε li(xj)=δij και αμέσως από τον τύπο του 
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Τα πολυώνυμα {li, i=0,…n} αποτελούν μια βάση του Pn. Κατά συνέπεια,

το πολυώνυμο παρεμβολής υπάρχει και έχει την ακόλουθη μορφή (Lagrange)
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Ο τύπος αυτός λέγεται πολυώνυμο παρεμβολής Lagrange, ενώ τα πολυώνυμα  li(x)  χαρακτηριστικά πολυώνυμα.

Για να αποδειχθεί η μοναδικότητα, υποθέτουμε ότι ένα άλλο πολυώνυμο παρεμβολής Ψm  βαθμού m≤ n υπάρχει, τέτοιο ώστε Ψm (xi) = yi για i = 0,…,  n. Τότε, η διαφορά μεταξύ πολυωνύμων Πn −Ψm εξαφανίζεται στα n+1 ευδιάκριτα σημεία  xi και συμπίπτει έτσι με το μηδενικό πολυώνυμο. Επομένως, Ψm = Πn.
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Επιστρέφοντας παρατηρείται ότι ο τύπος 

 είναι μια ειδική περίπτωση του ακόλουθου τύπου    
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 όπου οι συντελεστές αi του γραμμικού συνδυασμού δίνονται από το ολοκλήρωμα 

Ο τύπος αυτός του 
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είναι το  σταθμισμένο ποσό των τιμών της f στα σημεία xi για i=0,…,n. Αυτά τα σημεία θεωρούνται οι κόμβοι του τύπου του ολοκληρώματος, ενώ οι αριθμοί 
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 είναι οι συντελεστές ή τα βάρη του. Και τα βάρη και οι κόμβοι εξαρτώνται γενικά από το n (πάλι για απλότητα, αυτή η εξάρτηση θεωρείται γνωστή).
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Ο τύπος                                                         αποκαλούμενος τύπος τετραγωνισμού του 

Lagrange, μπορεί να γενικευτεί στην περίπτωση όπου επίσης οι τιμές της παραγώγου της f είναι διαθέσιμες. Αποτελεί τύπο τετραγωνισμού παρεμβολής εφόσον η συνάρτηση f έχει αντικατασταθεί από το πολυώνυμο παρεμβολής της (πολυώνυμα Lagrange). Ορίζουμε το βαθμό ακρίβειας ενός τύπου τετραγωνισμού σαν το μέγιστο ακέραιο αριθμό r ≥ 0 για τον οποίο 
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Οποιοσδήποτε τύπος τετραγωνισμού παρεμβολής που χρησιμοποιεί n+1 ευδιάκριτους κόμβους έχει βαθμό ακρίβειας ίσο τουλάχιστον με n. Πράγματι, εάν 
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 τότε 
Πnf = f και έτσι In(Πnf) = I(Πnf). Το αντίστροφο επίσης ισχύει δηλ., ένας τύπος τετραγωνισμού που χρησιμοποιεί n+1 ευδιάκριτους κόμβους και έχει βαθμό ακρίβειας  ίσου τουλάχιστον με n είναι σίγουρα τύπος παρεμβολής.
Με βάση τα προηγούμενα προκύπτει ότι ο τύπος του τραπεζίου λαμβάνεται με την αντικατάσταση της f με Π1f, του πολυωνύμου παρεμβολής Lagrange βαθμού 1, σχετικά με τους κόμβους θ0 = α και θ1 = b. 
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Ο προκύπτων τετραγωνισμός, που έχει τους κόμβους θ0 = α, θ1 = b και βάρη α0 = α1 = (b − α) /2, είναι
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Εάν f 
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 C2 ([α, β]), το σφάλμα δίνεται από τον τύπο
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όπου ξ είναι ένα σημείο μέσα στο διάστημα ολοκλήρωσης.
Σε αυτό το τμήμα υπολογίζουμε το σφάλμα παρεμβολής που προκύπτει κατά την  αντικατάσταση μιας δεδομένης συνάρτησης f με το πολυώνυμο παρεμβολής Πnf στους κόμβους θ0, θ1,…, θn 

Θεώρημα 1: Έστω θ0, θ1,…, θn είναι n+1 ευδιάκριτοι κόμβοι και έστω x είναι ένα σημείο που ανήκει στην περιοχή μιας δεδομένης συνάρτησης f. Yποθέτουμε ότι f 
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 Cn+1 (
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), όπου
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 είναι το μικρότερο διάστημα που περιέχει τους κόμβους θ0, θ1,…, θn και θ.
Τότε το σφάλμα παρεμβολής στο σημείο x δίνεται από τον τύπο:
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 Ιθ και ωn+1 είναι το κομβικό πολυώνυμο βαθμού n + 1. 
Πράγματι, από αυτή την έκφραση του σφάλματος ο τύπος γίνεται:
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Εφόσον ω2 (θ) = (θ − α) (θ − b) < 0 στο διάστημα (α, b), το θεώρημα μέσης-τιμής δίνει: 
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 (α,b) 
Για να λάβουμε το σύνθετο τραπεζοειδή τύπο, προχωράμε όπως στην περίπτωση όπου n = 0, αντικαθιστώντας την f στο [α, β] με το σύνθετο Lagrange πολυώνυμο βαθμού της 1 με n διαμερίσεις, με το n ≥ 1. 

Εισάγοντας τους κόμβους τετραγωνισμού θk = α + τη kh, για k = 0,…, n και h = (b − α) /n, να προκύπτει
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Επειδή κάθε όρος αυτού του τύπου μετριέται δύο φορές, εκτός από τον πρώτο και τελευταίο, ο τύπος μπορεί να γραφτεί ως
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Οπότε το σφάλμα θα είναι:
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υπό τον όρο ότι f 
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 C2 ([α, b]), όπου ξ 
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 (α, b). 
Έχει ακρίβεια 
[image: image170.wmf]).
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4.2.4 Τύπος cavalieri-Simpson 

Ο τύπος cavalieri-Simpson μπορεί να ληφθεί αντικαθιστώντας την  f στο [α, β] με το πολυώνυμο παρεμβολής βαθμού του 2 στους κόμβους θ0 = α, θ1 = (α +b ) /2 και 
θ2 = b . 
[image: image312.png]



Τα βάρη δίνονται α0 = α2 = (b−a) /6 και α1 = 4 (b−a) /6, και προκύπτει ο  τύπος:
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Μπορεί να αποδειχθεί ότι το σφάλμα είναι
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υπό τον όρο ότι f Є C4 ([α, b]), όπου ξ βρίσκεται μέσα στο (α, b). 
Αντικαθιστώντας την f με το σύνθετο πολυώνυμο βαθμού 2 στο [α, b] προκύπτει  ο σύνθετος τύπος που αντιστοιχεί στον τύπο 
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. 
Εισάγοντας τους κόμβους τετραγωνισμού θk = α + τη kh/2, για k = 0,…, 2n και 
h= (b − α) /n με n ≥ 1 προκύπτει o τύπος 
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Ο τύπος του σφάλματος θα είναι 
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υπό τον όρο ότι f Є C4 ([α, b]), όπου ξ βρίσκεται μέσα στο (α, b).
Έχει ακρίβεια 
[image: image177.wmf])

(

4

h

O

.
4.3Υπολογισμός όγκου
Υπολογίζουμε τον όγκο σε σφαιρικές συντεταγμένες:
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Οπότε το ολοκλήρωμα γίνεται:


[image: image182.wmf]ò

ò

ò

ò

ò

ú

û

ù

ê

ë

é

×

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

=

p

p

p

p

q

f

f

q

q

q

f

f

q

q

2

0

0

3

2

0

0

)

,

(

0

2

sin

3

)

,

(

sin

d

d

R

d

d

dr

r

V

R


Ορίζω σαν 
[image: image183.wmf]0

sinθ

3

)

,

(

R

)

,

(

3

³

×

=

q

f

q

f

f

  

Θα πρέπει 
[image: image184.wmf][0,2π]

C

f

¢

Î


Και έτσι υπολογίζουμε το ολοκλήρωμα 
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Υπολογίζουμε προσεγγιστικά πρώτα το εσωτερικό ολοκλήρωμα και στη συνέχεια το εξωτερικό με οποιαδήποτε από τις προηγούμενες μεθόδους που αποδείξαμε στην προηγούμενη παράγραφο(4.2) σχετικά με τον υπολογισμό του εμβαδού. 
Οι διαμερίσεις θα είναι:
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4.3.1Υπολογισμός όγκου με βάση την μέθοδο υπολογισμού εμβαδού από  αρχικό σημείο
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[image: image313.png]



Άρα το ολοκλήρωμα                                        θα ισούται με:
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Το σφάλμα θα είναι:
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Άρα: 
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4.3.2Υπολογισμός όγκου με βάση την μέθοδο υπολογισμού εμβαδού από τον τύπο ορθογωνίων 
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Άρα το ολοκλήρωμα     
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4.3.3Υπολογισμός όγκου με βάση την μέθοδο υπολογισμού εμβαδού από τον τύπο cavalieri-Simpson 
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Άρα το ολοκλήρωμα     
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 EMBED Equation.3  [image: image199.wmf]ú
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4.4Μοντελοποίηση

Επειδή η διάταξη αυτή με τους δύο στρεφόμενους βραχίονες είναι χρονοβόρα στην κατασκευή της και πολύ ακριβή γίνεται μοντελοποίησή της με βάση την πρώτη μέθοδο υπολογισμού του όγκου (υπολογισμό όγκου με βάση την μέθοδο υπολογισμού εμβαδού από  αρχικό σημείο) μέσω του προγράμματος mathematica.

Εφαρμόζουμε λοιπόν τη μέθοδο υπολογισμού εμβαδού στον τύπο αρχικού σημείου για συγκεκριμένο κύκλο, για συγκεκριμένη έλλειψη και για μια τυχαία καμπύλη. Τα δεδομένα που λαμβάνουμε παρουσιάζονται παρακάτω:
· Για κύκλο
[image: image315.png]
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κώδικας του mathematica 
[image: image201.png]Ifi}= Solve[ (RCos[th] -1)“2 + (RSin[th] -1)*2=4, R]

(® costh] + Sin(ch] -3 Cos[th] + 2 Cos[ch] Sin(th] + 3 Sinth]
ourk {{r-
cos[th]? + sin[th)?

® cos(th] + Sin[ch] +/3 Cos[th]” + 2 Cos [ch] Sin[th] + 3 Sin[th]

Cos(th)? - sin(th)®
121~ Pullsimplify(x]
ougr {{R~cosien) +sin(en] - V3 Sin[zen] }, {R- Cos(th) + Sin(eh] + V3
W~ R[Eh_] = Cos[th] + Sin[en] + V3 + SIa[Z eA]

n=50
phi=2+Pi/n




[image: image202.png]oupl Cos[th] +Sin[th] + V3 + Sin(2 th)

ou —
S

1= emv= phi/2. Sum[R[kphi] “2, (K, 0, n-1}]

oufs 12.5664

in)= PLOt[R[th], {th, 0, 2Pi), AxesOrigin= {0, 0}]

I6)= ParametricPlot[{R[th] Cos[th], R[th] Sin[th]}, {th, 0, 24Pi}]

In61]= 81 = ParametricPlot[{R[th] Cos[th], R[th] Sin[th]},
{th, 0, 2+Pi}, AxesOrigin- (0, 0}, PlotStyle- Thick]




[image: image203.emf]
[image: image204.emf]
[image: image205.emf][image: image206.emf][image: image207.emf]
Το εμβαδόν του κύκλου δίνεται από τον τύπο 
[image: image208.wmf]56
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Άρα στις 50 μετρήσεις το σφάλμα είναι 
[image: image209.wmf]4
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Αποστάσεις των διαφόρων σημείων ως προς τις γωνίες:

	Α.Α.
	θ
	R(θ)

	1
	0
	2,732051

	2
	0,125664
	2,91986

	3
	0,251327
	3,083219

	4
	0,376991
	3,217418

	5
	0,502655
	3,318756

	6
	0,628319
	3,384529

	7
	0,753982
	3,413022

	8
	0,879646
	3,403504

	9
	1,00531
	3,356218

	10
	1,130973
	3,272387

	11
	1,256637
	3,154219

	12
	1,382301
	3,004914

	13
	1,507964
	2,828678

	14
	1,633628
	2,63072

	15
	1,759292
	2,417212

	16
	1,884956
	2,19517

	17
	2,010619
	1,972194

	18
	2,136283
	1,755972

	19
	2,261947
	1,553551

	20
	2,38761
	1,37049

	21
	2,513274
	1,210181

	22
	2,638938
	1,073668

	23
	2,764602
	0,960009

	24
	2,890265
	0,867005

	25
	3,015929
	0,791926

	26
	3,141593
	0,732051

	27
	3,267256
	0,684964

	28
	3,39292
	0,648673

	29
	3,518584
	0,621616

	30
	3,644247
	0,602635

	31
	3,769911
	0,590924

	32
	3,895575
	0,585991

	33
	4,021239
	0,58763

	34
	4,146902
	0,595909

	35
	4,272566
	0,611175

	36
	4,39823
	0,634071

	37
	4,523893
	0,665577

	38
	4,649557
	0,707044

	39
	4,775221
	0,760248

	40
	4,900885
	0,8274

	41
	5,026548
	0,911091

	42
	5,152212
	1,014099

	43
	5,277876
	1,13897

	44
	5,403539
	1,287373

	45
	5,529203
	1,459333

	46
	5,654867
	1,652645

	47
	5,78053
	1,862774

	48
	5,906194
	2,083313

	49
	6,031858
	2,306792

	50
	6,157522
	2,525489

	51
	6,283185
	2,732051


Διάγραμμα αποστάσεων ως προς τις γωνίες:

[image: image210.emf]
Αναπαράσταση της λήψης σημείων:

[image: image211.emf]
· Για έλλειψη:                   
[image: image316.png]
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κώδικας του mathematica 
[image: image213.emf]
[image: image214.emf]
[image: image215.emf]
[image: image216.emf]
Το εμβαδόν της έλλειψης δίνεται από τον τύπο 
[image: image217.wmf]44063
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Άρα στις 50 μετρήσεις το σφάλμα είναι 
[image: image218.wmf]4
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Αποστάσεις των διαφόρων σημείων ως προς τις γωνίες:

	A.A
	     θ
	   R(θ)

	1
	0
	1,5

	2
	0,125664
	1,502941

	3
	0,251327
	1,511515

	4
	0,376991
	1,524929

	5
	0,502655
	1,541689

	6
	0,628319
	1,559357

	7
	0,753982
	1,574237

	8
	0,879646
	1,581119

	9
	1,00531
	1,573328

	10
	1,130973
	1,543532

	11
	1,256637
	1,485749

	12
	1,382301
	1,398354

	13
	1,507964
	1,286481

	14
	1,633628
	1,161393

	15
	1,759292
	1,036303

	16
	1,884956
	0,921588

	17
	2,010619
	0,822659

	18
	2,136283
	0,740724

	19
	2,261947
	0,674599

	20
	2,38761
	0,622205

	21
	2,513274
	0,581402

	22
	2,638938
	0,550343

	23
	2,764602
	0,527574

	24
	2,890265
	0,512024

	25
	3,015929
	0,502972

	26
	3,141593
	0,5

	27
	3,267256
	0,502972

	28
	3,39292
	0,512024

	29
	3,518584
	0,527574

	30
	3,644247
	0,550343

	31
	3,769911
	0,581402

	32
	3,895575
	0,622205

	33
	4,021239
	0,674599

	34
	4,146902
	0,740724

	35
	4,272566
	0,822659

	36
	4,39823
	0,921588

	37
	4,523893
	1,036303

	38
	4,649557
	1,161393

	39
	4,775221
	1,286481

	40
	4,900885
	1,398354

	41
	5,026548
	1,485749

	42
	5,152212
	1,543532

	43
	5,277876
	1,573328

	44
	5,403539
	1,581119

	45
	5,529203
	1,574237

	46
	5,654867
	1,559357

	47
	5,78053
	1,541689

	48
	5,906194
	1,524929

	49
	6,031858
	1,511515

	50
	6,157522
	1,502941

	51
	6,283185
	1,5


Διάγραμμα αποστάσεων ως προς τις γωνίες:

[image: image219.emf]
Αναπαράσταση της λήψης σημείων:

[image: image220.emf]
· Για τυχαία καμπύλη  
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[image: image221.wmf]1
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· Για 10 μετρησεις:

κώδικας του mathematica 
[image: image222.emf]
[image: image318.wmf]å
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[image: image223.emf]
Αποστάσεις των διαφόρων σημείων ως προς τις γωνίες:

	A.A.
	
	

	1
	0
	1

	2
	0,628319
	1,162399

	3
	1,256637
	1,048553

	4
	1,884956
	1,048553

	5
	2,513274
	1,162399

	6
	3,141593
	1

	7
	3,769911
	1,162399

	8
	4,39823
	1,048553

	9
	5,026548
	1,048553

	10
	5,654867
	1,162399

	11
	6,283185
	1


Διάγραμμα αποστάσεων ως προς τις γωνίες:

[image: image224.emf]
Αναπαράσταση της λήψης σημείων:
[image: image225.emf]
· Για 50 μετρήσεις

κώδικας του mathematica 
[image: image226.png]Inf1]= Solve[(RCos[th])“4 + (RSin[th]) 4 =1, R]
V2 V2
wb [re-

(3+Cos[4th]) (3+Cos[4th])”'}'

) e : I}

(3+cCos[4th])™* (cos(tn]* +sin[tn]*)**

Ooufi {{R --

{Ra
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 [image: image227.png]3=

Out3}=

outsF

Infgl:=

Outfg=

n9]=

FullsSimplify[%]

(e

(3+Cos[4th]))“}' {Rai
{R—r

V2
ol o

(3 +Cos[4th]) (cns[th]‘+sin[th]‘)’“

V2

(3+Cos[4th])Y%

}

1

1
R[th_] =

(cos[tn]* .sm[r_h]‘)m
n=50;
phi=2+Pi/n

1
(cos(th]® +sin[th]*) e

n

25
emv = phi/2. Sum[R[kphi] *2, {(k, 0, n-1}]

3.70815

Plot[R[th], {th, 0, 2 Pi}, AxesOrigin- {0, 0}]

H




[image: image228.emf]
[image: image229.emf]
Αποστάσεις των διαφόρων σημείων ως προς τις γωνίες:

	A.A
	      θ
	     R(θ)

	1
	0
	1

	2
	0,125664
	1,007884

	3
	0,251327
	1,031317

	4
	0,376991
	1,06902

	5
	0,502655
	1,116487

	6
	0,628319
	1,162399

	7
	0,753982
	1,188038

	8
	0,879646
	1,178992

	9
	1,00531
	1,140692

	10
	1,130973
	1,092037

	11
	1,256637
	1,048553

	12
	1,382301
	1,017695

	13
	1,507964
	1,001973

	14
	1,633628
	1,001973

	15
	1,759292
	1,017695

	16
	1,884956
	1,048553

	17
	2,010619
	1,092037

	18
	2,136283
	1,140692

	19
	2,261947
	1,178992

	20
	2,38761
	1,188038

	21
	2,513274
	1,162399

	22
	2,638938
	1,116487

	23
	2,764602
	1,06902

	24
	2,890265
	1,031317

	25
	3,015929
	1,007884

	26
	3,141593
	1

	27
	3,267256
	1,007884

	28
	3,39292
	1,031317

	29
	3,518584
	1,06902

	30
	3,644247
	1,116487

	31
	3,769911
	1,162399

	32
	3,895575
	1,188038

	33
	4,021239
	1,178992

	34
	4,146902
	1,140692

	35
	4,272566
	1,092037

	36
	4,39823
	1,048553

	37
	4,523893
	1,017695

	38
	4,649557
	1,001973

	39
	4,775221
	1,001973

	40
	4,900885
	1,017695

	41
	5,026548
	1,048553

	42
	5,152212
	1,092037

	43
	5,277876
	1,140692

	44
	5,403539
	1,178992

	45
	5,529203
	1,188038

	46
	5,654867
	1,162399

	47
	5,78053
	1,116487

	48
	5,906194
	1,06902

	49
	6,031858
	1,031317

	50
	6,157522
	1,007884

	51
	6,283185
	1


Διάγραμμα αποστάσεων ως προς τις γωνίες:

[image: image230.emf]
Αναπαράσταση της λήψης σημείων:

[image: image231.emf]
Στη συνέχεια εφαρμόζουμε τη μέθοδο υπολογισμού όγκου στον τύπο αρχικού σημείου για συγκεκριμένη σφαίρα, για συγκεκριμένο ελλειψοειδές και για μια τυχαία καμπύλη. Τα δεδομένα που λαμβάνουμε παρουσιάζονται παρακάτω:
· Για σφαίρα


[image: image232.wmf]16
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[image: image233.emf]
κώδικας του mathematica
[image: image234.emf]
[image: image235.emf]
[image: image236.emf]
Αποστάσεις των διαφόρων σημείων ως προς τις γωνίες:

	Φ/Θ(rad)
	0
	π/20
	π/19
	π/18
	π/17
	π/16
	π/15
	π/14
	π/13
	π/12

	0
	4,741657
	4,926849
	5,079469
	5,193246
	5,263462
	5,287197
	5,263462
	5,193246
	5,079469
	4,926849

	2π/20
	4,741657
	4,980037
	5,187099
	5,354156
	5,474141
	5,541965
	5,554751
	5,511957
	5,415398
	5,26917

	2π/19
	4,741657
	5,008158
	5,244277
	5,439992
	5,586932
	5,678804
	5,711681
	5,684159
	5,597412
	5,455149

	2π/18
	4,741657
	5,008158
	5,244277
	5,439992
	5,586932
	5,678804
	5,711681
	5,684159
	5,597412
	5,455149

	2π/17
	4,741657
	4,980037
	5,187099
	5,354156
	5,474141
	5,541965
	5,554751
	5,511957
	5,415398
	5,26917

	2π/16
	4,741657
	4,926849
	5,079469
	5,193246
	5,263462
	5,287197
	5,263462
	5,193246
	5,079469
	4,926849

	2π/15
	4,741657
	4,854293
	4,933801
	4,976992
	4,982125
	4,948992
	4,878931
	4,774756
	4,640617
	4,481775

	2π/14
	4,741657
	4,769975
	4,766315
	4,730823
	4,664885
	4,571061
	4,452946
	4,314979
	4,162194
	3,999937

	2π/13
	4,741657
	4,682472
	4,594719
	4,481775
	4,347906
	4,198033
	4,037458
	3,871561
	3,705513
	3,544012

	2π/12
	4,741657
	4,600365
	4,435927
	4,254582
	4,062931
	3,867541
	3,674564
	3,489413
	3,316545
	3,159358

	2π/11
	4,741657
	4,531387
	4,304309
	4,068955
	3,833564
	3,605551
	3,3911
	3,194923
	3,02023
	2,868879

	2π/10
	4,741657
	4,481775
	4,21071
	3,938576
	3,674564
	3,426338
	3,19966
	2,998302
	2,82424
	2,678042

	2π/9
	4,741657
	4,455864
	4,162194
	3,871561
	3,593568
	3,335871
	3,103847
	2,900636
	2,727474
	2,58421

	2π/8
	4,741657
	4,455864
	4,162194
	3,871561
	3,593568
	3,335871
	3,103847
	2,900636
	2,727474
	2,58421

	2π/7
	4,741657
	4,481775
	4,21071
	3,938576
	3,674564
	3,426338
	3,19966
	2,998302
	2,82424
	2,678042

	2π/6
	4,741657
	4,531387
	4,304309
	4,068955
	3,833564
	3,605551
	3,3911
	3,194923
	3,02023
	2,868879

	2π/5
	4,741657
	4,600365
	4,435927
	4,254582
	4,062931
	3,867541
	3,674564
	3,489413
	3,316545
	3,159358

	2π/4
	4,741657
	4,682472
	4,594719
	4,481775
	4,347906
	4,198033
	4,037458
	3,871561
	3,705513
	3,544012

	2π/3
	4,741657
	4,769975
	4,766315
	4,730823
	4,664885
	4,571061
	4,452946
	4,314979
	4,162194
	3,999937

	2π/2
	4,741657
	4,854293
	4,933801
	4,976992
	4,982125
	4,948992
	4,878931
	4,774756
	4,640617
	4,481775

	2π
	4,741657
	4,926849
	5,079469
	5,193246
	5,263462
	5,287197
	5,263462
	5,193246
	5,079469
	4,926849


	Φ/Θ(rad)
	π/11
	π/10
	π/9
	π/8
	π/7
	π/6
	π/5
	π/4
	π/3
	π/2
	π

	0
	4,741657
	4,531387
	4,304309
	4,068955
	3,833564
	3,605551
	3,3911
	3,194923
	3,02023
	2,868879
	2,741657

	2π/20
	5,079469
	4,854293
	4,603008
	4,335788
	4,062931
	3,794138
	3,537835
	3,300686
	3,087365
	2,900636
	2,741657

	2π/19
	5,263462
	5,030551
	4,766315
	4,481775
	4,18835
	3,897034
	3,617574
	3,357818
	3,123353
	2,917504
	2,741657

	2π/18
	5,263462
	5,030551
	4,766315
	4,481775
	4,18835
	3,897034
	3,617574
	3,357818
	3,123353
	2,917504
	2,741657

	2π/17
	5,079469
	4,854293
	4,603008
	4,335788
	4,062931
	3,794138
	3,537835
	3,300686
	3,087365
	2,900636
	2,741657

	2π/16
	4,741657
	4,531387
	4,304309
	4,068955
	3,833564
	3,605551
	3,3911
	3,194923
	3,02023
	2,868879
	2,741657

	2π/15
	4,304309
	4,114759
	3,919742
	3,725555
	3,537835
	3,361309
	3,19966
	3,055529
	2,930616
	2,825863
	2,741657

	2π/14
	3,833564
	3,668159
	3,508286
	3,357818
	3,219848
	3,096688
	2,989945
	2,900636
	2,829335
	2,776312
	2,741657

	2π/13
	3,3911
	3,250052
	3,123353
	3,012761
	2,919415
	2,843979
	2,786778
	2,747936
	2,727474
	2,725381
	2,741657

	2π/12
	3,02023
	2,900636
	2,801351
	2,722652
	2,664518
	2,626798
	2,609328
	2,612019
	2,634885
	2,678042
	2,741657

	2π/11
	2,741657
	2,638603
	2,559322
	2,503252
	2,469857
	2,45877
	2,469857
	2,503252
	2,559322
	2,638603
	2,741657

	2π/10
	2,559322
	2,467182
	2,400562
	2,358509
	2,340339
	2,345738
	2,374802
	2,42802
	2,506218
	2,610422
	2,741657

	2π/9
	2,469857
	2,38307
	2,322502
	2,287058
	2,276037
	2,289214
	2,326858
	2,389709
	2,478893
	2,595765
	2,741657

	2π/8
	2,469857
	2,38307
	2,322502
	2,287058
	2,276037
	2,289214
	2,326858
	2,389709
	2,478893
	2,595765
	2,741657

	2π/7
	2,559322
	2,467182
	2,400562
	2,358509
	2,340339
	2,345738
	2,374802
	2,42802
	2,506218
	2,610422
	2,741657

	2π/6
	2,741657
	2,638603
	2,559322
	2,503252
	2,469857
	2,45877
	2,469857
	2,503252
	2,559322
	2,638603
	2,741657

	2π/5
	3,02023
	2,900636
	2,801351
	2,722652
	2,664518
	2,626798
	2,609328
	2,612019
	2,634885
	2,678042
	2,741657

	2π/4
	3,3911
	3,250052
	3,123353
	3,012761
	2,919415
	2,843979
	2,786778
	2,747936
	2,727474
	2,725381
	2,741657

	2π/3
	3,833564
	3,668159
	3,508286
	3,357818
	3,219848
	3,096688
	2,989945
	2,900636
	2,829335
	2,776312
	2,741657

	2π/2
	4,304309
	4,114759
	3,919742
	3,725555
	3,537835
	3,361309
	3,19966
	3,055529
	2,930616
	2,825863
	2,741657

	2π
	4,741657
	4,531387
	4,304309
	4,068955
	3,833564
	3,605551
	3,3911
	3,194923
	3,02023
	2,868879
	2,741657


Διάγραμμα αποστάσεων ως προς τις γωνίες:
[image: image237.emf]
· Για ελλειψοειδές

[image: image238.wmf]1

16

4

2

2

=

+

+

z

y

x

y


[image: image239.emf]
κώδικας του mathematica 
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17}~ ogkos = hphi hth Sum[Sum[R[1 hphi, khth] 3 Sin[khth] /3., {1, 0, m-1}], {k, 0, n-1}]
ourE 0104829

6] ogkosakr = 4.P1 / (3x2x4x5)
ougE 0.10472

1¢) posostostalma = Abs[ogkosaks - ogkos] / ogkosakr « 100

ouge 0086703

In10]= Plot3D[R[phi, th], {phi, 0, 2P}, {th, 0, Pi}]

W11~ ParametricPlot3D[{R[phi, th] Cos[phi] Sin[th],
R[phi, th] Sin[phi] Sin[th], R[phi, th] Cos[th]}, {phi, 0, 2Pi}, {th, 0, Pi}]




Αποστάσεις των διαφόρων σημείων ως προς τις γωνίες:
	Φ/Θ(rad)
	0
	π/20
	π/19
	π/18
	π/17
	π/16
	π/15
	π/14
	π/13
	π/12

	0
	0,25
	0,248297
	0,243545
	0,236658
	0,228758
	0,220863
	0,213733
	0,20786
	0,203529
	0,200887

	2π/20
	0,25
	0,248673
	0,24494
	0,239445
	0,233021
	0,226471
	0,220444
	0,2154
	0,211635
	0,209319

	2π/19
	0,25
	0,249667
	0,248708
	0,247237
	0,24542
	0,243451
	0,24153
	0,239834
	0,238514
	0,237678

	2π/18
	0,25
	0,250912
	0,253617
	0,258009
	0,263883
	0,270888
	0,278482
	0,28591
	0,292248
	0,296546

	2π/17
	0,25
	0,251933
	0,257807
	0,267836
	0,282313
	0,301475
	0,325156
	0,352119
	0,379056
	0,400003

	2π/16
	0,25
	0,252326
	0,259464
	0,271897
	0,290446
	0,316228
	0,350373
	0,393041
	0,440828
	0,482599

	2π/15
	0,25
	0,251933
	0,257807
	0,267836
	0,282313
	0,301475
	0,325156
	0,352119
	0,379056
	0,400003

	2π/14
	0,25
	0,250912
	0,253617
	0,258009
	0,263883
	0,270888
	0,278482
	0,28591
	0,292248
	0,296546

	2π/13
	0,25
	0,249667
	0,248708
	0,247237
	0,24542
	0,243451
	0,24153
	0,239834
	0,238514
	0,237678

	2π/12
	0,25
	0,248673
	0,24494
	0,239445
	0,233021
	0,226471
	0,220444
	0,2154
	0,211635
	0,209319

	2π/11
	0,25
	0,248297
	0,243545
	0,236658
	0,228758
	0,220863
	0,213733
	0,20786
	0,203529
	0,200887

	2π/10
	0,25
	0,248673
	0,24494
	0,239445
	0,233021
	0,226471
	0,220444
	0,2154
	0,211635
	0,209319

	2π/9
	0,25
	0,249667
	0,248708
	0,247237
	0,24542
	0,243451
	0,24153
	0,239834
	0,238514
	0,237678

	2π/8
	0,25
	0,250912
	0,253617
	0,258009
	0,263883
	0,270888
	0,278482
	0,28591
	0,292248
	0,296546

	2π/7
	0,25
	0,251933
	0,257807
	0,267836
	0,282313
	0,301475
	0,325156
	0,352119
	0,379056
	0,400003

	2π/6
	0,25
	0,252326
	0,259464
	0,271897
	0,290446
	0,316228
	0,350373
	0,393041
	0,440828
	0,482599

	2π/5
	0,25
	0,251933
	0,257807
	0,267836
	0,282313
	0,301475
	0,325156
	0,352119
	0,379056
	0,400003

	2π/4
	0,25
	0,250912
	0,253617
	0,258009
	0,263883
	0,270888
	0,278482
	0,28591
	0,292248
	0,296546

	2π/3
	0,25
	0,249667
	0,248708
	0,247237
	0,24542
	0,243451
	0,24153
	0,239834
	0,238514
	0,237678

	2π/2
	0,25
	0,248673
	0,24494
	0,239445
	0,233021
	0,226471
	0,220444
	0,2154
	0,211635
	0,209319

	2π
	0,25
	0,248297
	0,243545
	0,236658
	0,228758
	0,220863
	0,213733
	0,20786
	0,203529
	0,200887


	Φ/Θ(rad)
	π/11
	π/10
	π/9
	π/8
	π/7
	π/6
	π/5
	π/4
	π/3
	π/2
	π

	0
	0,2
	0,200887
	0,203529
	0,20786
	0,213733
	0,220863
	0,228758
	0,236658
	0,243545
	0,248297
	0,25

	2π/20
	0,208539
	0,209319
	0,211635
	0,2154
	0,220444
	0,226471
	0,233021
	0,239445
	0,24494
	0,248673
	0,25

	2π/19
	0,237392
	0,237678
	0,238514
	0,239834
	0,24153
	0,243451
	0,24542
	0,247237
	0,248708
	0,249667
	0,25

	2π/18
	0,298072
	0,296546
	0,292248
	0,28591
	0,278482
	0,270888
	0,263883
	0,258009
	0,253617
	0,250912
	0,25

	2π/17
	0,408067
	0,400003
	0,379056
	0,352119
	0,325156
	0,301475
	0,282313
	0,267836
	0,257807
	0,251933
	0,25

	2π/16
	0,5
	0,482599
	0,440828
	0,393041
	0,350373
	0,316228
	0,290446
	0,271897
	0,259464
	0,252326
	0,25

	2π/15
	0,408067
	0,400003
	0,379056
	0,352119
	0,325156
	0,301475
	0,282313
	0,267836
	0,257807
	0,251933
	0,25

	2π/14
	0,298072
	0,296546
	0,292248
	0,28591
	0,278482
	0,270888
	0,263883
	0,258009
	0,253617
	0,250912
	0,25

	2π/13
	0,237392
	0,237678
	0,238514
	0,239834
	0,24153
	0,243451
	0,24542
	0,247237
	0,248708
	0,249667
	0,25

	2π/12
	0,208539
	0,209319
	0,211635
	0,2154
	0,220444
	0,226471
	0,233021
	0,239445
	0,24494
	0,248673
	0,25

	2π/11
	0,2
	0,200887
	0,203529
	0,20786
	0,213733
	0,220863
	0,228758
	0,236658
	0,243545
	0,248297
	0,25

	2π/10
	0,208539
	0,209319
	0,211635
	0,2154
	0,220444
	0,226471
	0,233021
	0,239445
	0,24494
	0,248673
	0,25

	2π/9
	0,237392
	0,237678
	0,238514
	0,239834
	0,24153
	0,243451
	0,24542
	0,247237
	0,248708
	0,249667
	0,25

	2π/8
	0,298072
	0,296546
	0,292248
	0,28591
	0,278482
	0,270888
	0,263883
	0,258009
	0,253617
	0,250912
	0,25

	2π/7
	0,408067
	0,400003
	0,379056
	0,352119
	0,325156
	0,301475
	0,282313
	0,267836
	0,257807
	0,251933
	0,25

	2π/6
	0,5
	0,482599
	0,440828
	0,393041
	0,350373
	0,316228
	0,290446
	0,271897
	0,259464
	0,252326
	0,25

	2π/5
	0,408067
	0,400003
	0,379056
	0,352119
	0,325156
	0,301475
	0,282313
	0,267836
	0,257807
	0,251933
	0,25

	2π/4
	0,298072
	0,296546
	0,292248
	0,28591
	0,278482
	0,270888
	0,263883
	0,258009
	0,253617
	0,250912
	0,25

	2π/3
	0,237392
	0,237678
	0,238514
	0,239834
	0,24153
	0,243451
	0,24542
	0,247237
	0,248708
	0,249667
	0,25

	2π/2
	0,208539
	0,209319
	0,211635
	0,2154
	0,220444
	0,226471
	0,233021
	0,239445
	0,24494
	0,248673
	0,25

	2π
	0,2
	0,200887
	0,203529
	0,20786
	0,213733
	0,220863
	0,228758
	0,236658
	0,243545
	0,248297
	0,25


Διάγραμμα αποστάσεων ως προς τις γωνίες:
[image: image242.emf]
· Για τυχαία καμπύλη:
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[image: image244.png]



κώδικας του mathematica 
[image: image245.emf]
[image: image246.emf]
[image: image247.emf]
Αποστάσεις των διαφόρων σημείων ως προς τις γωνίες:
	Φ/Θ(rad)
	0
	π/20
	π/19
	π/18
	π/17
	π/16
	π/15
	π/14
	π/13
	π/12

	0
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465

	2π/20
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π/19
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/18
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/17
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π/16
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465

	2π/15
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π/14
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/13
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/12
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π/11
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465

	2π/10
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π/9
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/8
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/7
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π/6
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465

	2π/5
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π/4
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/3
	1
	1,012465
	1,051462
	1,12231
	1,235436
	1,39765
	1,479202
	1,380414
	1,294455
	1,246459

	2π/2
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122246
	1,233042
	1,348825
	1,291192
	1,179852
	1,105569
	1,064567

	2π
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465


	Φ/Θ(rad)
	π/11
	π/10
	π/9
	π/8
	π/7
	π/6
	π/5
	π/4
	π/3
	π/2
	π

	0
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/20
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/19
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/18
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/17
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/16
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/15
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/14
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/13
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/12
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/11
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/10
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/9
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/8
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/7
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/6
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/5
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π/4
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/3
	1,231113
	1,246459
	1,294455
	1,380414
	1,479202
	1,39765
	1,235436
	1,12231
	1,051462
	1,012465
	1

	2π/2
	1,051461
	1,064567
	1,105569
	1,179852
	1,291192
	1,348825
	1,233042
	1,122246
	1,051461
	1,012465
	1

	2π
	1
	1,012465
	1,051461
	1,122194
	1,231113
	1,319508
	1,231113
	1,122194
	1,051461
	1,012465
	1


Διάγραμμα αποστάσεων ως προς τις γωνίες:
[image: image248.emf]
Επειδή δεν είναι γνωστός ο πραγματικός όγκος της τυχαίας καμπύλης δεν είναι δυνατό να συγκριθεί με τον όγκο που προκύπτει από τη μοντελοποίηση για βρεθεί η απόκλιση. Αυτό επιδέχεται περαιτέρω πειραματική ανάλυση.
Επίλογος

Με τα πειράματα τα οποία έγιναν σε γνωστά σχήματα αποδείχθηκε ότι ο αισθητήρας του εργαστηρίου της Βιοιατρικής Τεχνολογίας του ΕΜΠ που χρησιμοποιήθηκε  μετράει με μεγάλη  ακρίβεια τις αποστάσεις από ένα τυχαίο σημείο εντός αυτών μέχρι τα τοιχώματα τους. Η χρήση των υπερήχων έδωσε τη δυνατότητα να μετρηθεί ο όγκος τους με πολύ μεγάλη ακρίβεια. Παρόλη όμως την ακρίβεια των υπερήχων η μέθοδος αυτή δεν μπορεί να εφαρμοστεί σε τυχαίες κοιλότητες, αφού σε ένα τυχαίο γεωμετρικό σχήμα δεν γνωρίζουμε τον τύπο υπολογισμού του όγκου του.

Για το λόγο αυτό προτείνεται ένας νέος αλγόριθμος για τον υπολογισμό όγκου τυχαίας κοιλότητας με μεγάλη ακρίβεια, κάνοντας χρήση υπερήχου στο εσωτερικό της, χρησιμοποιώντας δύο βραχίονες που περιστρέφονται ο ένας κατά 360 και ο άλλος κατά 180 μοίρες συγχρόνως. Είναι βέβαια κατανοητό ότι η  αντίστοιχη διάταξη ήταν τεχνικά δύσκολο να κατασκευαστεί (λόγω χρόνου και οικονομικού κόστους) ώστε να γίνουν πειράματα και να ελεγχθεί η ακρίβειά της και  γι’αυτό έγινε μοντελοποίηση του αλγόριθμου μέσω του προγράμματος mathematica. Αυτό το οποίο διαπιστώθηκε είναι ότι μεταβάλλοντας το βήμα στρέψης των βραχιόνων μεταβάλλεται και η ακρίβεια στον υπολογισμό του όγκου και άρα και το σφάλμα. Μάλιστα με αύξηση του αριθμού των μετρήσεων προκύπτει μικρότερο σφάλμα. Άρα σύμφωνα με την εκάστοτε εφαρμογή και την  αναγκαιότητα αυτής σε ακρίβεια θα μπορεί να οριστεί αναλόγως το βήμα στρέψης ώστε να μειωθεί και ο χρόνος κατά την δειγματοληψία αλλά και το κόστος κατά την κατασκευή της. 


Το πλεονέκτημα αυτής  της  μεθόδου υπολογισμού του όγκου είναι εκτός από την ακρίβεια ότι δεν προκαλεί αλλοίωση των χαρακτηριστικών των υπό μελέτη αντικειμένων αφού δεν απαιτεί την άμεση εξωτερική επαφή με αυτά. Σε αυτό συντελεί η χρήση των υπερήχων οι οποίοι σαρώνουν με υψηλή ταχύτητα το αντικείμενο και προσφέρουν δυναµική απεικόνιση του. Δεν είναι τυχαίο το ότι σήμερα οι υπέρηχοι χρησιμοποιούνται σαν τη  βασικότερη απεικονιστική τεχνική και αυτό γιατί πέρα από τις μετρήσεις παρέχουν και άλλες χρήσιμες διαγνωστικές πληροφορίες.


Η μέτρηση του όγκου τυχαίας κοιλότητας από το εσωτερικό της είναι χρήσιμη σε πολλούς τομείς όπως: 


1. στη γεωλογία όπου θα διευκολύνεται η μέτρηση του όγκου ενός ορυκτού


2. στην αρχαιολογία για τη μέτρηση των όγκων σπηλαίων ή διαφόρων 
 
    αντικειμένων όπως θαμμένων στο υπέδαφος των οποίων δε γνωρίζουμε τις 
    διαστάσεις


3. στην ωκεανογραφία


4. στην ιατρική π.χ. για τη μέτρηση του όγκου κοιλιών της καρδιάς  με τη 
       
    χρήση υπερήχων που θα μας βοηθήσει στην καλύτερη διαχείριση        
   
    ασθενών  με καρδιακά προβλήματα .
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