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Περίληψη

Σκοπός της διπλωματικής αυτής εργασίας είναι η ανάπτυξη ενός αλγορίθμου για τη βέλτιστη εκτίμηση του όγκου τυχαίων και μη κοιλοτήτων με τη χρήση υπερήχων. Βασική προϋπόθεση είναι  οι μετρήσεις να γίνονται στο εσωτερικό της προς μέτρηση κοιλότητας. Αφού εξεταστούν κάποιες μέθοδοι σε γνωστά γεωμετρικά στερεά, στη συνέχεια αναπτύσσεται μια μέθοδος που μπορεί να εφαρμοστεί και σε κοιλότητες τυχαίου σχήματος. Η μέθοδος αυτή βασίζεται στην τριγωνοποίηση της επιφάνειας του στερεού και στη συνέχεια μέσω ενός μαθηματικού μοντέλου που προκύπτει από την εφαρμογή του θεωρήματος του Gauss είναι δυνατή η εκτίμηση του όγκου του στερεού.

Η διπλωματική εργασία είναι χωρισμένη σε πέντε κεφάλαια:

Στο πρώτο κεφάλαιο γίνεται εισαγωγή σε βασικά στοιχεία της θεωρίας των υπερήχων και παρουσιάζονται κάποιες εφαρμογές τους.

Στο δεύτερο κεφάλαιο γίνεται μια ανασκόπηση μεθόδων που υπάρχουν για τη μέτρηση όγκου μιας κοιλότητας με χρήση υπερήχων. Αναφέρεται επίσης η αναγκαιότητα εύρεσης νέας μεθόδου για την εκτίμηση όγκου κοιλοτήτων.

Στο τρίτο κεφάλαιο αναπτύσσονται μέθοδοι εκτίμησης όγκου γνωστών γεωμετρικών στερεών με χρήση υπερήχων από το εσωτερικό τους. Με βάση τα αποτελέσματα κάθε μεθόδου, κρίνεται αποτελεσματικότερη αυτή που περιλαμβάνει τριγωνοποίηση της επιφάνειας της κοιλότητας και μέσω ενός μαθηματικού μοντέλου που βασίζεται στο θεώρημα του Gauss, καταλήγει στον υπολογισμό του όγκου.

Στο τέταρτο κεφάλαιο αναφέρεται στην επέκταση της μεθόδου αυτής σε οποιοδήποτε γεωμετρικό στερεό και παρουσιάζεται ένας αλγόριθμος για τον υπολογισμό του όγκου τυχαίων κοιλοτήτων. 

Στο πέμπτο κεφάλαιο παρατίθενται κάποιες μετρήσεις που έγιναν σε συγκεκριμένα γεωμετρικά στερεά στο Εργαστήριο Βιοϊατρικής Τεχνολογίας του Ε.Μ.Π. και παρουσιάζεται η επεξεργασία τους.

Τέλος αναφέρονται κάποια συμπεράσματα και μελλοντικές προτάσεις.

Λέξεις Κλειδιά
Υπέρηχοι, υπολογισμός όγκου, αισθητήρας υπερήχων, τυχαία κοιλότητα, μαθηματικό μοντέλο, θεώρημα του Gauss, τριγωνοποίηση
Abstract

The aim of this diploma thesis is to develop an algorithm for optimum volume estimation of random shaped cavities with the use of ultrasounds. The main requirement for this method was to measure the volume from the interior of the cavity. After the methods of volume computation for commonly known solids (such as cubes, ellipsoids etc) were reviewed, a method for volume computation was developed which can be applied to random shape cavities. This method based on the triangulation of the solid’s surface. A mathematical model which derives from Gauss Theorem is then used to compute the solid’s volume.

This diploma thesis is divided into five Chapters:

In first Chapter an introduction to ultrasounds and their practical applications is presented.

The second Chapter reviews the known methods for volume estimation of cavities by the use of ultrasounds.  The necessity of a new method for cavity volume estimation is pointed.

The third Chapter analyses methods for volume estimation of commonly known solids with the use of ultrasounds from the inside of the solid. Based on the results of each method, it can be concluded that the most effective method for volume computation is the one accomplished by triangulating the external surface of the cavity and then applying Gauss’ theorem. 

The fourth Chapter deals with the extension of the previous method to compute the volume of random shaped geometrical solids. An algorithm to compute the volume of random cavities is presented.

The fifth Chapter includes all experimental data acquired and processed at the Biomedical Laboratory of N.T.U.A. during volume measurements of various solids.

The final section of the Thesis presents conclusions and future suggestions.

Key Words

Ultrasound, Volume computation, Ultrasound sensor, random cavity, mathematical model, Gauss theorem, triangulation
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1 

ΘΕΩΡΙΑ ΥΠΕΡΗΧΩΝ

1.1 ΓΕΝΙΚΑ
Ήχος είναι το αποτέλεσμα της μηχανικής ταλάντωσης των σωματιδίων της ύλης (στερεά, υγρά , αέρια) .Τα σωματίδια της ύλης ταλαντώνονται περί τη θέση ισορροπίας τους χωρίς να μετακινούνται ενώ η ενέργεια ταλάντωσης τους μεταβιβάζεται στα γειτονικά μόρια, έτσι ώστε να έχουμε διάδοση της διαταραχής (ηχητικό κύμα).Η μετατόπιση των σωματιδίων από τη θέση ισορροπίας κατά την ταλάντωση ονομάζεται «σωματιδιακή μετατόπιση», η δε ταχύτητά τους κατά την ταλάντωση ονομάζεται «σωματιδιακή ταχύτητα».Η «σωματιδιακή μετατόπιση»  είναι της τάξης του 1nm.Η ταχύτητα διάδοσης της διαταραχής στο υλικό μέσο ορίζεται σαν «φασική ταχύτητα» και παίρνει αρκετά μεγαλύτερες τιμές σε σχέση με τη σωματιδιακή. Το ηχητικό κύμα ανήκει στα διαμήκη κύματα, στα οποία η διεύθυνση ταλάντωσης των σωματιδίων είναι ίδια με τη διεύθυνση διάδοσης του ηχητικού κύματος.

Η συχνότητα ταλάντωσης των σωματιδίων της ύλης ονομάζεται συχνότητα του ήχου. Ο άνθρωπος έχει την ικανότητα να αναγνωρίζει ήχους σε μια περιοχή από 20 Hz έως 20 kHz.Μηχανικές ταλαντώσεις/δονήσεις της ύλης με συχνότητα μεγαλύτερη από το ακουστικό όριο (20 kHz), ονομάζονται υπέρηχοι. Βασικά στοιχεία των υπερήχων , εκτός της συχνότητας , είναι το μήκος κύματος και η ταχύτητα. Μήκος κύματος είναι η απόσταση στην οποία διαδίδεται η διαταραχή στο χρόνο που διαρκεί μια πλήρης ταλάντωση ενός σωματιδίου (περίοδος).Η ταχύτητα ενός υπερήχου δίνεται από τη σχέση:
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 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf](θεμελιώδης σχέση)

Αν θεωρήσουμε ένα επίπεδο υλικό μέσο στο οποίο διαδίδεται ένα υπερηχητικό κύμα , τότε τα ταλαντούμενα σωματίδια (του αέρα π.χ.) σε μια χρονική στιγμή (στιγμιότυπο) εμφανίζονται όπως στις εικόνες 1.1 και 1.2
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Εικόνα 1.1: Τα βέλη δείχνουν την κατεύθυνση και το μέγεθος της ταχύτητας των σωματιδίων

[image: image8.png]Increased Atmospheric:





Εικόνα 1.2: Μετατόπιση των σωματιδίων για ένα διαδιδόμενο υπερηχητικό κύμα

Όπως φαίνεται στα σχήματα δημιουργούνται κατά τη διάδοση του επίπεδου υπερηχητικού κύματος πυκνώματα και αραιώματα στις περιοχές των οποίων φαίνονται και οι μεταβολές της πίεσης (ημιτονοειδής καμπύλη).

Η ταχύτητα διάδοσης της διαταραχής εξαρτάται από το μέσο και δίνεται από την παρακάτω σχέση:
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Όπου ρ0 είναι η μέση πυκνότητα και κ η αδιαβατική συμπιεστότητα.Η συμπιεστότητα  μετράται σε  m2/N .Στο νερό η τιμή της είναι περίπου 
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 m2/N, και με την τιμή της πυκνότητας για το νερό περίπου ίση με 
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 kg/m3  η ταχύτητα διάδοσης του ήχου είναι 1480 m/s.

1.2 ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΡΧΕΣ

1.2.1 Βασικές αρχές διάδοσης του ήχου.

Εφόσον η διαταραχή που παράγεται από την πηγή είναι μικρή, η διάδοση του ήχου είναι συνάρτηση του χρόνου t και της απόστασης z και δίνεται από την παρακάτω σχέση:
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όπου W είναι η «σωματιδιακή μετατόπιση» στον άξονα z, ρ0 η πυκνότητα του μέσου και Β ο συντελεστής σκληρότητας του μέσου.Η λύση της παραπάνω εξίσωσης είναι της μορφής 
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.Η ημιτονοειδής λύση είναι η παρακάτω:
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Στην παραπάνω σχέση το k είναι ο κυματαριθμός και ω η κυκλική συχνότητα. Τα μεγέθη αυτά συνδέονται με τις σχέσεις:
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Επίσης 
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Από την εξίσωση (1) παρατηρούμε ότι στην ουσία υπάρχουν δύο κύματα τα οποία διαδίδονται κατά τις κατευθύνσεις +z και –z.

Θεωρώντας μόνο τη θετική διεύθυνση +z, η ακουστική πίεση του αρμονικού επίπεδου κύματος δίνεται από την παρακάτω σχέση:
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Η διάδοσή της είναι κατά τη θετική z-διεύθυνση. Όπου p0 είναι το πλάτος της ακουστικής πίεσης. Επομένως η κυματική κίνηση είναι ανεξάρτητη σε σχέση με την εγκάρσια θέση. Το επίπεδο κύμα αποτελεί μια ιδανική περίπτωση καθώς στα πραγματικά υπερηχητικά πεδία που παράγονται από έναν ηχοβολέα, παρουσιάζονται σχεδόν πάντα εγκάρσιες διακυμάνσεις στο κύμα της πίεσης. Όμως σε κάποια απόσταση από τον μετατροπέα και κατά μήκος μιας σύντομης εγκάρσιας διαδρομής, πράγματι δημιουργείται ένα σχεδόν επίπεδο κύμα, που μπορεί να χρησιμοποιηθεί για λόγους μετρήσεων. Η κυριότερη εφαρμογή αυτού του κύματος είναι για λόγους ορισμού καθώς οι μαθηματικοί χειρισμοί που απαιτεί είναι αρκετά απλοί.

Άλλος ένας τύπος κύματος που παίζει σημαντικό ρόλο στην ακουστική των υπερήχων, είναι το σφαιρικό κύμα, το οποίο εκφρασμένο σε πολικές συντεταγμένες δίνεται από τη σχέση:
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όπου r είναι η ακτινική απόσταση. Η ακουστική πίεση p(t,r) είναι σταθερή κατά μήκος μιας σταθερής ακτινικής θέσης για κάθε χρονική στιγμή. Η τελευταία εξίσωση περιγράφει  το κύμα που εκπέμπεται από την ταλάντωση μιας μικρής σφαίρας η οποία βρίσκεται στην αρχή του συστήματος πολικών συντεταγμένων. Στην περίπτωση αυτή το πλάτος της πίεσης είναι:
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όπου kp είναι μια σταθερά που εκφράζει ότι η ενέργεια του εξερχόμενου κύματος παραμένει σταθερή. Αυτός ο τύπος κύματος είναι σημαντικός για την περιγραφή των υπερηχητικών πεδίων και των φαινομένων σκέδασης των υπερήχων. Η σχέση που συνδέει την ταχύτητα των σωματιδίων με την πίεση που δημιουργείται από ένα κύμα, είναι η ακόλουθη:
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όπου  Ζ είναι η χαρακτηριστική ακουστική εμπέδηση, η οποία είναι ίση με το λόγο της ακουστικής πίεσης σε ένα σημείο του μέσου διάδοσης προς την ταχύτητα του σωματιδίου στο σημείο αυτό. Για την ακουστική εμπέδηση ενός διαδιδόμενου επίπεδου κύματος ισχύει:
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Από την παραπάνω σχέση είναι φανερό ότι η ακουστική εμπέδηση εξαρτάται μόνο από τις μηχανικές ιδιότητες του μέσου και όχι από τη συχνότητα του ηχητικού κύματος. Η μονάδα μέτρησης της ακουστικής εμπέδησης είναι το Rayl (
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Η ακουστική εμπέδηση έχει ιδιαίτερη σημασία στον χαρακτηρισμό και την περιγραφή της διάδοσης των επιπέδων κυμάτων. Στον πίνακα 1.1 που ακολουθεί φαίνονται οι τυπικές τιμές που παρατηρούνται για διάφορα είδη ανθρωπίνων ιστών.
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Πίνακας 1.1: Προσεγγιστικές τιμές της πυκνότητας ,της ταχύτητας ήχου και της χαρακτηριστικής ακουστικής εμπέδησης για διάφορα είδη από ανθρώπινους ιστούς. Η ταχύτητα ήχου υπολογίστηκε από την πυκνότητα και τη χαρακτηριστική ακουστική εμπέδηση των δεδομένων. 

1.2.2 Ακουστική ένταση και μετρήσεις εντάσεως.

Η ακουστική ένταση ενός κύματος ορίζεται ως η μέση τιμή της ροής της ενέργειας που διαπερνά μια μοναδιαία επιφάνεια κατά τη φυσιολογική κατεύθυνση της φοράς του κύματος στη μονάδα του χρόνου. Η ένταση είναι η μέση τιμή του λόγου του έργου που έχει συντελεστεί ανά μονάδα επιφάνειας από ένα στοιχειώδες τμήμα του υγρού πάνω σε ένα γειτονικό στοιχειώδες τμήμα. Πιο συγκεκριμένα είναι:
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Η ολοκλήρωση έχει γίνει κατά μήκος ενός κύκλου του αρμονικού πεδίου. Για ένα επίπεδο κύμα που διαδίδεται, όπως αναφέρθηκε σε προηγούμενη παράγραφο, ισχύει:
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Καθώς επίσης και 
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όπου ω0 η γωνιακή συχνότητα, k= ω0/c ο κυματαριθμός και z η απόσταση που διανύθηκε κατά την κατεύθυνση της διάδοσης. Άρα έχουμε:
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Στο σύστημα S.I. η μονάδα της έντασης είναι 
[image: image27.wmf]2
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.Αυτή που όμως χρησιμοποιείται στους ιατρικούς υπερήχους είναι  
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1.2.3 Ανάκλαση και διάθλαση

Μια ηχητική δέσμη όταν προσπίπτει στη διαχωριστική επιφάνεια δυο υλικών μέσων με διαφορετική διαπερατότητα, τότε ένα μέρος της ανακλάται και ένα μέρος της διαθλάται. Η γωνία πρόσπτωσης θ0,η γωνία ανάκλασης θα και η γωνία διάθλασης θδ συνδέονται με τις παρακάτω σχέσεις:

θα= θ0
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όπου n21  είναι ο σχετικός δείκτης διάθλασης του μέσου 2 ως προς το μέσο 1. Ο συντελεστής ανάκλασης πλάτους RA (ή ενέργειας R1) ορίζεται ως το ποσοστό του πλάτους (ή της ενέργειας αντίστοιχα) της προσπίπτουσας δέσμης που ανακλάται και εξαρτάται από το λόγο των ακουστικών εμπεδήσεων των δυο μέσων. Οι συντελεστές ανάκλασης πλάτους RA και ενέργειας R1 , υπολογίζονται από τις επόμενες σχέσεις:
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Παρατηρούμε ότι όσο μεγαλύτερη είναι η διαφορά της διαπερατότητας, τόσο μεγαλύτερο είναι το ποσοστό της ανακλώμενης δέσμης και τόσο μικρότερο είναι το ποσοστό της δέσμης που διέρχεται στο δεύτερο μέσο.

Κατά τη διάδοση μιας υπερηχητικής δέσμης σε ένα υλικό μέσο, παρατηρείται εξασθένηση. Η εξασθένηση οφείλεται σε τρείς παράγοντες: το εύρος της δέσμης, τη σκέδαση και την απορρόφηση.

1.3 ΠΑΡΑΓΩΓΗ ΚΑΙ ΛΗΨΗ ΤΩΝ ΥΠΕΡΗΧΩΝ

Τα συστήματα παραγωγής και λήψης των υπερήχων στηρίζονται στο πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο, κατά το οποίο συμβαίνει μετατροπή της μηχανικής ενέργειας σε ηλεκτρική και αντίστροφα από ειδικούς κρυστάλλους. Η πιεζοηλεκτρική ιδιότητα οφείλεται στην μετατόπιση και σχετική αναδιάταξη φορτίων που προκαλείται στην δομή των κρυστάλλων με την εφαρμογή μηχανικής πίεσης.

Το πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο  ανακαλύφθηκε από τους Jacques και Pierre Curie το 1880. Διαπίστωσαν ότι εάν σε ορισμένα κρύσταλλα ασκηθεί  μηχανική πίεση, πολώνονται ηλεκτρικά και ο βαθμός πόλωσης ήταν ανάλογος με την εφαρμοσμένη πίεση. Επίσης παρατήρησαν ότι τα υλικά αυτά παραμορφώνονται όταν εκτίθενται σε ένα ηλεκτρικό πεδίο. Αυτό είναι γνωστό ως  αντίστροφο πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο.

Όταν ένα ηλεκτρικό πεδίο εφαρμόζεται σε ένα πιεζοηλεκτρικό κρύσταλλο, τα πολωμένα μόρια θα ευθυγραμμιστούν με το ηλεκτρικό πεδίο. Η ευθυγράμμιση αυτή των μορίων προκαλεί την αλλαγή των διαστάσεων του υλικού. Επίσης όταν ένα πιεζοηλεκτρικό υλικό αλλάζει τις διαστάσεις λόγω μιας εξωτερικής μηχανικής δύναμης τότε αυτό έχει ως αποτέλεσμα την αναδιάταξη των φορτίων του κρυστάλλου και την εμφάνιση θετικών και αρνητικών φορτίων στις επιφάνειες του κρύσταλλου.
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Εικόνα 1.3: Το πιεζοηλεκτρικό φαινόμενο a) Η εφαρμογή ηλεκτρικού πεδίου προκαλεί αλλαγή των διαστάσεων του υλικού b) Εφαρμογή πίεσης στο υλικό δημιουργεί επιφανειακά φορτία


Ο πιεζοηλεκτρικός κρύσταλλος τοποθετείται ανάμεσα σε δυο λεπτά επίπεδα ηλεκτρόδια. Η εφαρμογή μιας διαφοράς δυναμικού σε αυτά προκαλεί τη δημιουργία ενός ηλεκτρικού πεδίου εντάσεως Ε και τη μεταβολή του πάχους z  του κρυστάλλου:


[image: image33.wmf]E

C

z

dz

c

×

=


Όπου Cc είναι η αντίστροφη πιεζοηλεκτρική σταθερά.  Η εφαρμογή μηχανικής πίεσης (στη συγκεκριμένη περίπτωση υπερηχητικής πίεσης p) στον κρύσταλλο, δημιουργεί ένα ηλεκτρικό πεδίο εντάσεως E το οποίο δίνεται από την ακόλουθη σχέση:
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Όπου Cd είναι η ευθεία πιεζοηλεκτρική σταθερά.

Βασικό συστατικό των συστημάτων παραγωγής και λήψης υπερήχων είναι ο μετατροπέας. Γενικά οι μετατροπείς μετασχηματίζουν μια μορφή ενέργειας σε κάποια άλλη. Κατά την παραγωγή των υπερήχων ο μετατροπέας μετατρέπει ηλεκτρικά σήματα  σε κύματα πίεσης τα οποία διαδίδονται στο μέσο διάδοσης, ενώ κατά τη λήψη παράγει ηλεκτρικό αντίστοιχο του λαμβανόμενου υπερηχητικού κύματος.

Πιεζοηλεκτρικά υλικά που χρησιμοποιούνται είναι: το PZT (lead – zirconate - titanate), το BPT (barium lead titanate), το PVDF (polyvinylidene difluoride), και το PMN (lead magnesium niobate). Το ευρύτερα χρησιμοποιούμενο σήμερα είναι το PZT  γιατί παρουσιάζει πολλά πλεονεκτήματα. 
1.4 ΜΕΤΡΗΣΗ ΑΠΟΣΤΑΣΗΣ ΜΕ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΩΝ
Η μέτρηση της απόστασης, γενικά έχει να κάνει με τον καθορισμό του μήκους μιας γραμμής που ενώνει δύο σημεία στο χώρο. Ανάλογα με το σκοπό που της μέτρησης αυτής, τα διάφορα συστήματα μπορούν να ταξινομηθούν σε τρεις κατηγορίες:

· “Ranging Systems”: αναφέρεται στα συστήματα που εκτελούν τις απλές μετρήσεις αισθητήρα από το στόχο

· "Range-Imaging Systems" : είναι συστήματα που συλλέγουν πολλές μετρήσεις αποστάσεων  στο χώρο και τις καταγράφουν σε πίνακες με στόχο την σχεδίαση του χώρου.

· “Position Tracking Systems”: είναι συστήματα που καταγράφουν τη χρονική ιστορία της μέτρησης απόστασης σε έναν ή περισσότερους στόχους με στόχο τον υπολογισμό ταχύτητας κ.τ.λ.

Υπάρχουν πολλές κατηγορίες οργάνων μέτρησης μη επαφής, οι οποίες, με πολύ λίγες εξαιρέσεις, βασίζονται σε μια από τις ακόλουθες αρχές:

· Η ενέργεια διαδίδεται με μια γνωστή, πεπερασμένη, ταχύτητα (π.χ. η ταχύτητα του φωτός, η ταχύτητα του ήχου στον αέρα)

· Η ενέργεια διαδίδεται στις ευθείες γραμμές μέσω ενός ομοιογενούς μέσου

· Το πεδίο αλλάζει κατά έναν συνεχή, μονοτονικό τρόπο προβλέψιμο με την απόσταση από την πηγή του

Οι τεχνικές που συνδέονται με αυτά τα βασικά φαινόμενα αναφέρονται ως Χρόνου πτήσης (time of flight), Τριγωνομέτρησης (triangulation) ή βασιζόμενης σε πεδίο (field based) αντίστοιχα. 

Στην παρούσα εργασία θα αξιοποιήσουμε την τεχνική του χρόνου πτήσης (ToF) για τη μέτρηση των αποστάσεων που χρειαζόμαστε για την εκτίμηση του όγκου ενός γεωμετρικού στερεού. Ανάλογα με τη γεωμετρία του σχήματος του οποίου θέλουμε να μετρήσουμε τον όγκο, θα χρησιμοποιηθεί και κατάλληλη διάταξη των αισθητήρων εκπομπής – λήψης υπερήχων. Για την ακρίβεια, θα πρέπει να επιλεγεί ο βέλτιστος αριθμός αισθητήρων υπερήχων, ο οποίος να συνδυάζει τον ελάχιστο αριθμό αισθητήρων και το μικρότερο δυνατό σφάλμα. Για παράδειγμα σε ένα ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο  για να μετρηθεί ο όγκος είναι απαραίτητες οι 3 διαστάσεις του. Έτσι ένα σημείο στο εσωτερικό του θα πρέπει να διαθέτει έναν αριθμό 6 αισθητήρων και να τοποθετηθεί με κατάλληλο τρόπο (οι υπερηχητικές δέσμες να προσπίπτουν κάθετα στις έδρες του παραλληλεπιπέδου) για την ακριβή μέτρηση του όγκου του. Βέβαια το ίδιο πράγμα είναι εφικτό και με έναν αριθμό 2 αισθητήρων εφόσον υπάρχει η δυνατότητα περιστροφής και αλλαγής της θέσης του μηχανισμού με τους 2 αισθητήρες στο εσωτερικό του παραλληλεπιπέδου.

Παρακάτω παρουσιάζονται επιγραμματικά οι τρεις τεχνικές που χρησιμοποιούνται για τη μέτρηση απόστασης με χρήση υπερήχων.
1.4.1 Τεχνική του χρόνου πτήσης

Τα συστήματα χρόνου πτήσης (time of flight) μπορούν να είναι τύπου αντανάκλασης (δηλ., ηχώ, αντανάκλαση κυμάτων) ή του "μονόδρομου" τύπου (δηλ. ενεργός στόχος). Στα τύπου αντανάκλασης συστήματα μετράται ο συνολικός χρόνος που χρειάζεται ένα εκπεμπόμενο κύμα να ταξιδέψει από μια πηγή αναφοράς σε μία  μερικώς αντανακλαστική επιφάνεια του στόχου και να φθάσει ξανά πίσω στην πηγή. Ανάλογα με το είδος των κυμάτων που χρησιμοποιούνται π.χ. ραδιοσυχνότητες, συχνότητες φωτός, ή  ηχητικά κύματα οι συσκευές αυτές παίρνουν ονόματα όπως ραντάρ, ραντάρ με ακτίνες laser (lidar), και sonar. 

Βασικό χαρακτηριστικό πολλών συστημάτων χρόνου πτήσης είναι ότι η ακρίβεια της  μέτρησης τους βασίζεται στο πιο σύντομο χρονικό διάστημα που μπορούν να μετρήσουν. Δηλαδή εάν ένα αντικείμενο είναι κοντινό ή μακρινό, το σφάλμα στη μέτρηση είναι σταθερό.

Η απόσταση δίνεται από τον τύπο 
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Όπου  c είναι η ταχύτητα διάδοσης των κυμάτων ( π.χ. 343
Συνήθως χρησιμοποιούνται ηχητικά κύματα καθώς οι εφαρμογές που αναπτύσσονται είναι πολύ φθηνές σε σχέση με συστήματα time of flight (ToF) που κάνουν χρήση κυμάτων φωτός (laser). Λόγω της μεγάλης ταχύτητας του φωτός απαιτούνται πολύ γρήγορα συστήματα μέτρησης χρόνου (με ακρίβεια της τάξης του picosecond).

1.4.2 Τεχνική τριγωνομέτρησης

Η τεχνική της  τριγωνομέτρησης βασίζεται στην ιδέα ότι εάν είναι γνωστά το μήκος μιας πλευράς ενός τριγώνου και δύο από τις γωνίες του, τότε είναι δυνατόν να υπολογιστούν και τα μήκη των άλλων δύο πλευρών. Η γνωστή πλευρά καλείται βάση. Στην εικόνα 1.4 οι δυο πλευρές του τριγώνου  εκτείνονται από κορυφές της βάσης στο σημείο που βρίσκεται ο στόχος. Εάν οι γωνίες που σχηματίζονται μεταξύ αυτών των γραμμών και της γραμμής της βάσης είναι γνωστές, η απόσταση υπολογίζεται από τον ακόλουθο τύπο:
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Εικόνα 1.4:  Γεωμετρία της μεθόδου τριγωνομέτρησης για υπολογισμό της απόστασης απομακρυσμένου στόχου

1.4.3 Τεχνική βασιζόμενη σε πεδίο
Σε αντίθεση με τις μεθόδους του χρόνου πτήσης και της τριγωνομέτρησης οι οποίες χρησιμοποιούν τα φαινόμενα διάδοσης κυμάτων μιας συγκεκριμένης μορφής ενέργειας για την μέτρηση της απόστασης, οι τεχνικές που βασίζονται στο πεδίο χρησιμοποιούν τη κατανομή μιας μορφής ενέργειας στο χώρο. Η ένταση οποιουδήποτε πεδίου αλλάζει ως προς την απόσταση από την πηγή του. Έπειτα, τα πεδία περιγράφονται και από διανυσματικά μεγέθη όπως για παράδειγμα η κατευθυντικότητα. Επομένως, εάν η θέση μιας πηγής ενός  πεδίου είναι γνωστή και αν και τα χαρακτηριστικά που το πεδίο παράγει στο χώρο είναι προβλέψιμα, τότε οι μετρήσεις σ’ ένα σημείο του πεδίου μακριά από την πηγή μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να συμπεράνουν την απόσταση του σημείου από την πηγή.
Μια βασική διάκριση ανάμεσα στις τεχνικές που βασίζονται σε πεδίο και στις τεχνικές που βασίζονται στα κύματα (χρόνου πτήσης και τριγωνομέτρησης) είναι ότι οι πρώτες, αν και χρησιμοποιούν τα ενεργειακά πεδία (δηλ. κύματα), δεν στηρίζονται στη διάδοση και τη μετατροπή ενέργειας. Δηλαδή μπορούν να χρησιμοποιήσουν και στάσιμα πεδία, όπως εκείνα που παράγονται από έναν μαγνήτη ή ένα στατικό φορτίο. Τα ηχητικά κύματα ή τα κύματα φωτός μπορούν να χρησιμοποιηθούν με τον ίδιο τρόπο όπως και τα στατικά πεδία αφού η έντασή τους εξαρτάται από την απόσταση τους από την πηγή.
Οι τεχνικές που βασίζονται σε πεδίο αντιμετωπίζουν μερικά βασικά ζητήματα που περιορίζουν την εφαρμογή τους. Κατ' αρχάς, τα χαρακτηριστικά των περισσότερων πεδίων που χρησιμοποιούνται επηρεάζονται από τα αντικείμενα ή τα υλικά στην γύρω περιοχή, και δεν είναι  πάντα δυνατό να εξασφαλιστεί ότι αυτές οι επιρροές θα παραμείνουν σταθερές. Έπειτα, η μεταβολή των πεδίων σε σχέση με την απόσταση  είναι ιδιαίτερα μη γραμμική (αντίστροφος ανάλογη του τετραγώνου ή του κύβου), κάτι το οποίο έχει ως αποτέλεσμα η ευαισθησία μιας μέτρησης να επηρεάζεται έντονα από την απόσταση από την πηγή. Παρόλα αυτά, οι συσκευές που έχουν αναπτυχθεί και είναι διαθέσιμες κάνουν αρκετά καλές μετρήσεις.
1.5 ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
Εξαιτίας της υψηλής συχνότητας των υπερήχων (η οποία μπορεί να είναι και της τάξης των GHz), μπορούμε να πετύχουμε εύκολα μεγάλη κατευθυντικότητα και μεγάλη ισχύ. Το 99% των εφαρμογών των υπερήχων στηρίζονται σε αυτή την κατευθυντικότητα και στις περισσότερες περιπτώσεις αρκεί η μέτρηση της καθυστέρησης και της παραμόρφωσης ενός κύματος υπερήχων για να μας δώσει πολλές πληροφορίες για την διαδρομή την οποία διένυσε.

Οι υπέρηχοι βρήκαν τις πρώτες εφαρμογές τους στον τομέα της ιατρικής γύρω στο 1950. Μία από τις πολύ γνωστές εφαρμογές τους είναι η ανώδυνη παρακολούθηση του εμβρύου από τους πρώτους κιόλας  μήνες της εγκυμοσύνης. Ένας σαρωτής υπερήχων, συχνότητας από 3.5 – 7MHz, δίνει μία καθαρή εικόνα του εμβρύου μέσα στην κοιλιά της μητέρας του. Με αυτόν τον τρόπο μπορεί πολύ εύκολα ο μέλλον γονιός να ξέρει το φύλλο και την κατάσταση της υγείας του μωρού (ακόμα κι αν έχει δίδυμα)!Τα πλεονεκτήματα της χρήσης υπερήχων είναι ότι είναι απόλυτα ασφαλείς, δίνουν γρήγορα αποτελέσματα μεγάλης ακριβείας και είναι πολύ οικονομικοί. Οι τελευταίες εξελίξεις στον τομέα αυτό περιλαμβάνουν έγχρωμη εικόνα του μωρού, την ακρόαση των χτύπων της καρδιάς του, όπως και την τρισδιάστατη λήψη εικόνας του!
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Υπέρηχοι υψηλής ισχύος χρησιμοποιούνται και στον τομέα των τροφίμων. Πιο συγκεκριμένα χρησιμοποιούνται  στο κόψιμο, το ξεφλούδισμα, την ανάμειξη, την ομογενοποίηση, τον ψεκασμό και φυσικά στην συσκευασία και τον έλεγχο ποιότητας. 
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Μία ακόμη εφαρμογή των υπερήχων βρίσκεται στη μέτρηση αποστάσεων χωρίς την αφαίρεση, μετακίνηση ή καταστροφή του μετρούμενου αντικειμένου. Μεγάλη εφαρμογή αυτής της μεθόδου βρίσκεται στα υγρά όπου γενικά οι μετρήσεις είναι αρκετά δύσκολες. Ένας στεγανοποιημένος transducer υπερήχων παράγει το σήμα το οποίο περνά μέσα από το υγρό. Το σήμα αυτό  επιστρέφει στο transducer εξ’ αντανακλάσεως από την επιφάνεια (του βυθού), με μία καθυστέρηση η οποία εξαρτάται από το είδος του υγρού και φυσικά από την απόσταση από την επιφάνεια. Η εξασθένιση του σήματος αποτελεί άλλη μία τιμή χαρακτηριστική του υγρού. Επιπλέον, η διάχυση του σήματος, προδίδει την πυκνότητά του. Τα δεδομένα αυτά μπορούν να αποθηκευτούν σε έναν Η/Υ και να δώσουν μετά πληροφορίες τόσο για το υγρό και την καθαρότητά του, όσο και για την ποιότητα και τα χαρακτηριστικά της δεξαμενής αποθήκευσής του.
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Μία τεχνολογία η οποία πιθανότατα να υπάρχει και στα σπίτια μας είναι αυτή των εκτυπωτών τύπου inkjet. Η διάταξη που χρησιμοποιείται είναι όμοια με την παρακάτω. Ένας “φυσητήρας” αποτελείται από την αποθήκη του υγρού π.χ. μελάνι, μία πιεζοηλεκτρική μεμβράνη και ένα μικρό άνοιγμα. Το υγρό είναι εκτεθειμένο σε ατμοσφαιρική πίεση, Μόλις εφαρμοστεί εναλλασσόμενη τάση στην μεμβράνη, αρχίζει να δονείται. Το πλάτος της ταλάντωσης στις συχνότητες συντονισμού της, είναι μέγιστο. Όταν η δύναμη της αδράνειας που προκαλείται στο υγρό από την ταλάντωση ξεπεράσει την επιφανειακή του τάση, αυτό εξέρχεται από το άνοιγμα με ταχύτητα η οποία εξαρτάται από το υγρό, την διάμετρο του ανοίγματος και την ενέργεια που τροφοδοτεί την μεμβράνη στη συχνότητα λειτουργίας. Το μεγάλο πλεονέκτημα της χρήσης αυτής της τεχνικής είναι ότι οι φυσητήρες μπορούν να είναι τόσο μικροί ώστε να τοποθετηθούν στη σειρά πάνω σε ένα ηλεκτρομηχανικό ολοκληρωμένο κύκλωμα. Επίσης η μέθοδος αυτή δεν φθείρει το υγρό και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για πολλά ευαίσθητα υγρά όπως βενζίνη και φωτοευαίσθητο υγρό. 

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2 

ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ ΤΡΕΧΟΥΣΩΝ ΜΕΘΟΔΩΝ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΟΓΚΟΥ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ. ΝΕΑ ΜΕΘΟΔΟΣ ΑΠΟ ΣΗΜΕΙΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΑ

2.1 ΓΕΝΙΚΑ

Στην ιατρική, η μέτρηση όγκου ενός οργάνου ή κύστης έχει διαγνωστική σημασία, ιδιαίτερα κατά την εξέλιξη μίας ασθένειας. Στις περισσότερες περιπτώσεις, μία κλινική εξέταση της κοιλιακής χώρας ενός ασθενούς περιλαμβάνει μία εκτίμηση του μεγέθους του συκωτιού και του σπλήνα, και του μεγέθους του προστάτη στους άνδρες. Παρόλα αυτά, είναι ευρέως γνωστό ότι οι κλινικές εκτιμήσεις των όγκων οργάνων που βασίζονται εξολοκλήρου στη φυσική εξέταση είναι πολύ ανακριβείς. Αναλόγως, υπάρχει ανάγκη για μεθόδους εξέτασης οι οποίες επιτρέπουν τον υπολογισμό του όγκου του οργάνου με επαρκή ακρίβεια, και οι οποίες είναι γρήγορες, όχι δαπανηρές και προκαλούν μικρή δυσανεξία στον ασθενή.

Η μέτρηση με υπερήχους είναι μη επεμβατική, όχι δαπανηρή και ασφαλής διαδικασία που επιτρέπει τη διαδραστική απεικόνιση και οι μετρήσεις μπορούν να γίνουν σε εικόνες, είτε σε πραγματικό χρόνο σε βιντεοταινίες είτε σε ψηφιοποιημένα υπερηχογραφήματα. Η πιο απλή μέθοδος υπολογισμού του όγκου ενός οργάνου βασίζεται στον πολλαπλασιασμό τριών διαμέτρων κάθετων μεταξύ τους, συχνά ρυθμιζόμενων από μία κατάλληλη μεταβλητή.

Αναλόγως με το όργανο για το οποίο υπάρχει ενδιαφέρον, υπάρχουν πολυάριθμες φόρμουλες που μπορούν να εφαρμοστούν για την εκτίμηση του όγκου. Παρόλα αυτά, αυτές οι φόρμουλες έχουν ως κοινό ότι οι γεωμετρικές υποθέσεις αναφορικά με το σχήμα του οργάνου πρέπει να γίνουν πριν τον υπολογισμό του όγκου. Στη συνέχεια, η ακρίβεια στον υπολογισμό του όγκου που βασίζεται σε υπερηχογράφημα δύο διαστάσεων (2D) είναι περιορισμένη. Σε μία σύνοψη δημοσιευμένων αποτελεσμάτων για τη μέτρηση όγκου κυστών, αναφέρθηκαν λάθη από 15 έως 95 %. Ο υπολογισμός του όγκου του θυρεοειδούς αδένα συχνά βασίζεται στο ελλειπτικό μοντέλο το οποίο παρουσιάζει σημαντικό σφάλμα μέτρησης, συχνά ξεπερνώντας το 100 %.

Σε αντίθεση με τα παραπάνω, τα συστήματα υπερήχων τριών διαστάσεων (3D) μπορεί να παρουσιάζουν ένα σημαντικό βήμα μπροστά και μπορεί έτσι να  παρέχουν ένα πιο αξιόπιστο και ακριβή τρόπο υπολογισμού όγκου στον κλινικό γιατρό. Μελέτες που συνέκριναν συμβατικό σκανάρισμα σε δύο διαστάσεις με υπερηχογραφήματα τριών διαστάσεων κατέληξαν στο συμπέρασμα ότι το υπερηχογράφημα τριών διαστάσεων είχε καλύτερη επίδοση από το υπερηχογράφημα δύο διαστάσεων αναφορικά με την ακρίβεια του υπολογισμού όγκου.
Παρακάτω αναλύονται κάποιες υπάρχουσες μέθοδοι υπολογισμού όγκου κοιλοτήτων που βρίσκουν εφαρμογή στον τομέα της ιατρικής.  Οι δυο πρώτες μέθοδοι βασίζονται στις μετρήσεις με χρήση υπερήχων από την εξωτερική πλευρά της κοιλότητας, ενώ στην επόμενη γίνεται εκτίμηση του όγκου με μετρήσεις από το εσωτερικό της κοιλότητας.
2.2 ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΟΓΚΟΥ ΜΕ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΟΓΡΑΦΗΜΑΤΟΣ ΤΡΙΩΝ ΔΙΑΣΤΑΣΕΩΝ
Εάν η θέση στο χώρο κάθε υπερηχογραφήματος δύο διαστάσεων καταγραφεί μαζί με δεδομένα εικόνων, μπορούν να κατασκευαστούν εικόνες υπερηχογραφήματος τριών διαστάσεων. Προς το παρόν, η διαδικασία κατασκευής εικόνων τριών διαστάσεων που βασίζεται στα υπερηχογραφήματα μπορεί να διαιρεθεί σε πέντε βασικά βήματα: Λήψη δεδομένων, ψηφιοποίηση δεδομένων, αποθήκευση δεδομένων, επεξεργασία δεδομένων και απεικόνιση δεδομένων.

2.2.1 Λήψη δεδομένων

Βασικά, η λήψη δεδομένων με υπερηχογράφημα τριών διαστάσεων μπορεί να γίνει με τρεις διαφορετικούς τρόπους. Η δειγματοληψία των δεδομένων μπορεί να γίνει με τη χρήση ενός καθετήρα δύο διαστάσεων προσαρμοσμένου σε ένα μοτέρ που μετακινεί τον καθετήρα με τρόπο που ορίζεται από υπολογιστή, ή με ένα σύστημα χωρικού προσανατολισμού συνδεδεμένου με ένα καθετήρα δύο διαστάσεων, ή με ηλεκτρονικούς καθετήρες τριών διαστάσεων με τη δυνατότητα απευθείας λήψης του όγκου σε πραγματικό χρόνο.

Καταρχήν, και πιο συχνά χρησιμοποιούμενοι, είναι οι συνήθεις καθετήρες δύο διαστάσεων που εισάγονται σε υποδοχείς κινούμενους από μοτέρ, και είτε περιστρέφονται, μετακινούνται ή παίρνουν κλίση για τη λήψη των δεδομένων του όγκου. Το σκανάρισμα με περιστροφή συχνά εφαρμόζεται στην απεικόνιση καρδιάς ενώ η λήψη (του όγκου) με κλίση ή μετακίνηση συχνά χρησιμοποιείται για το σκανάρισμα γαστρικών ή γυναικολογικών περιοχών. Άλλες συσκευές επίσης κατασκευάστηκαν για να βοηθήσουν το σκανάρισμα ενδοαγγειακών και “intraductal” περιοχών όπου ο πομποδέκτης τοποθετείται μακριά σχετικά με το μηχανικό υποδοχέα. 
Δευτερευόντως, η λήψη δεδομένων υπερηχογραφήματος μπορεί να βοηθηθεί από συσκευές που καταγράφουν την ακριβή θέση και τις κινήσεις του πομποδέκτη στο χώρο. Αυτό επιτεύχθηκε με τη χρήση μηχανικών βραχιόνων, ακουστικών αισθητήρων ή μαγνητικών αισθητήρων. 

Ένας μαγνητικός αισθητήρας προσαρτημένος σε ένα πομποδέκτη απεικονίζεται στο Σχήμα 1. Επιπροσθέτως, γυροσκοπικές και οπτικές συσκευές μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να ακολουθήσουν τη θέση της κεφαλής σκαναρίσματος.

Τρίτον, οι πραγματικοί πομποδέκτες μέτρησης όγκου σε πίνακες δύο διαστάσεων είναι υπό ανάπτυξη. Αυτοί οι πολύπλοκοι πομποδέκτες γενικά θα παράγουν ένα σκανάρισμα με υπέρηχο σε σχήμα πυραμίδας, δίνοντας τη δυνατότητα για μέτρηση με υπερήχους σε τρείς διαστάσεις δυναμικά και σε πραγματικό χρόνο.

2.2.2 Ψηφιοποίηση των δεδομένων

Τα μη επεξεργασμένα δεδομένα από τους υπερήχους είναι διαθέσιμα σε ψηφιακό φορμάτ από τους περισσότερους σκάνερ. Παρόλα αυτά, πολλοί από τους εμπορικούς σκάνερ υπερήχων παράγουν ανάλογα σήματα εξόδου. Επομένως, για να μπορέσουν να τα επεξεργαστούν υπολογιστές, η μετατροπή των δεδομένων των υπερηχογραφημάτων σε ψηφιακό φορμάτ είναι απαραίτητη. Συχνά, αυτό γίνεται με τη σύλληψη ενός καρέ από βίντεο χρησιμοποιώντας κάρτες γραφικών ειδικού σκοπού στον υπολογιστή ή στο σκάνερ. Παρόλα αυτά, η σύλληψη των καρέ σημάτων βίντεο χειροτερεύει την ανάλυση της εικόνας. Προτιμητέο είναι, τα μη επεξεργασμένα δεδομένα των εικόνων υπερήχων να ψηφιοποιούνται αμέσως, διατηρώντας την αρχική ανάλυση.

2.2.3 Αποθήκευση δεδομένων

Μετά τη λήψη και την ψηφιοποίηση των δεδομένων, τα δεδομένα εικόνας συνήθως αποθηκεύονται προσωρινά μέχρι να γίνει η επεξεργασία από υπολογιστή. Η αναλογική βιντεοταινία χρησιμοποιείται ακόμη κάποιες φορές ως μέσο αποθήκευσης για τις εικόνες υπερήχων εξαιτίας της διαθεσιμότητάς της και του χαμηλού της κόστους. Παρόλα αυτά, οι εγγενείς της αδυναμίες συμπεριλαμβάνουν χειροτέρευση του σήματος, θόρυβο και την ανάγκη για ψηφιοποίηση των εικόνων πριν την επεξεργασία σε τρείς διαστάσεις. Τα δεδομένα υπερήχων τριών διαστάσεων υψηλής ανάλυσης αυξάνουν τα ήδη μεγάλα αρχεία εικόνων προκαλώντας την ανάγκη για μέσα αποθήκευσης μεγάλης χωρητικότητας όπως: μαγνητικούς – οπτικούς δίσκους, ψηφιακές κασέτες ή σκληρούς δίσκους. Για παράδειγμα, ένα σκανάρισμα ενός όγκου 90 μοιρών χρησιμοποιώντας ένα μηχανικό πομποδέκτη στα 3.25 MHz κανονικά παράγει δεδομένα εικόνας υπερηχογραφήματος με μέγεθος 4.5 MB. Ο τελικός στόχος στο υπερηχογράφημα τριών διαστάσεων είναι να αποφευχθεί η λειτουργία της αποθήκευσης δεδομένων και να γίνει απευθείας η επεξεργασία των δεδομένων και ο υπολογισμός του όγκου σε πραγματικό χρόνο και στη συνέχεια η αποθήκευση μόνο των κλινικά σχετικών εικόνων και μετρήσεων.

2.2.4 Επεξεργασία Δεδομένων

Αναλόγως με τον τρόπο λήψης, τα δεδομένα εικόνας προετοιμάζονται με διαφορετικούς τρόπους. Μόνο το κύριο διάγραμμα ροής της επεξεργασίας θα περιγραφεί στο παρόν.

Αρχικά, τα δεδομένα εικόνας πρέπει να μετατραπούν σε ορθοκανονικό (Καρτεσιανό) σύστημα συντεταγμένων. Τα σημεία της εικόνας αντιστοιχίζονται σε νέες θέσεις μέσα σε έναν ιδανικό όγκο (όγκο κανονικοποιημένων δεδομένων) βασιζόμενα στις πολικές τους συντεταγμένες (αν η λήψη έχει γίνει με κλίση). Αυτή η μετατροπή (scan-conversion) είναι συχνά σχετικά χρονοβόρα και γίνεται με αλγόριθμους σε υπολογιστή.

Δεύτερον, η μαθηματική παρεμβολή γίνεται για να παραχθούν τιμές που «συμπληρώνουν τα κενά» μεταξύ φετών (slices) δύο διαστάσεων που συσσωρεύονται μαζί στον πρότυπο όγκο (κυβοειδές). Μετά την μετατροπή (scan-conversion) και την παρεμβολή, τα pixel μπορούν να θεωρηθούν σαν χωρικά ορθά στοιχεία τριών διαστάσεων γνωστά ως voxel.

Τρίτον, οι μέθοδοι για τη βελτίωση της εικόνας συχνά εφαρμόζονται για να βελτιώσουν την αντίθεση της εικόνας και να απομακρύνουν τα τεχνουργήματα (artifacts). Αυτές οι τεχνικές περιλαμβάνουν το φιλτράρισμα, την διεύρυνση και τον «τεμαχισμό» ιστογράμματος και μορφολογικές λειτουργίες. Αυτό το βήμα μπορεί να είναι σημαντικό για τη συνολική ποιότητα της τελικής εικόνας του υπερήχου τριών διαστάσεων αλλά μπορεί να μην είναι πολύ σημαντική στη μέτρηση όγκων. Η βελτίωση εικόνας παρουσιάζει μία αβεβαιότητα διότι σημαντικές κλινικές πληροφορίες μπορούν να χαθούν σε αυτή τη λειτουργία.

Τέταρτον, ο κύβος των δεδομένων εικόνας είναι τώρα έτοιμος για κατάτμηση. Αυτή είναι η διαδικασία όπου το αντικείμενο ενδιαφέροντος χωρίζεται από τις περιβάλλουσες δομές για να απεικονιστεί η σημασία του. Τρεις βασικές προσεγγίσεις στην κατάτμηση έχουν χρησιμοποιηθεί στα υπερηχογραφήματα τριών διαστάσεων: εξαγωγή με οπτική εξέταση και χειροκίνητο σχεδιασμό των περιγραμμάτων, ημιαυτόματος διαχωρισμός χρησιμοποιώντας αλγορίθμους απεικόνισης με τη βοήθεια της επέμβασης του χρήστη και πλήρως αυτοματοποιημένη κατάτμηση με υπολογιστή. Η τελευταία μέθοδος είναι ικανή να ανιχνεύσει ακμές με μεγάλη αντίθεση αλλά υπόκειται σε ανακρίβειες και δημιουργία τεχνουργημάτων. Επομένως, η αυτόματη κατάτμηση πρέπει να χρησιμοποιείται με μεγάλη προσοχή αν εφαρμόζεται στα δεδομένα ασθενών. Η χειροκίνητη κατάτμηση των δομών σε σύνολα δεδομένων τριών διαστάσεων κάνει ακριβή εκτίμηση του όγκου και ανακατασκευάζει (αναδεικνύει) τα όργανα ή παθογενείς ιστούς. Αυτή η μέθοδος, η οποία πρωτίστων παρέχει ποσοτική πληροφορία, είναι εφαρμόσιμη σε όλες τις περιοχές απεικόνισης με υπερήχους όπου εφαρμόζεται η μέτρηση όγκου.

2.2.5 Απεικόνιση Δεδομένων

Το τελευταίο βήμα στη δημιουργία εικόνων υπερήχων τριών διαστάσεων είναι να απεικονιστούν τα δεδομένα έτσι ώστε η εγγενής πληροφορία των voxel να απεικονιστεί κατάλληλα. Συχνά, η απλή περιστροφή ενός αντικειμένου στην οθόνη του υπολογιστή μπορεί να δημιουργήσει μερικά 3D effect. Η τομογραφική απεικόνιση ορθογώνιων περιοχών ή ακόμα αυθαίρετων περιοχών χρησιμοποιείται ευρέως για να απεικονίσει τα αποτελέσματα των υπερηχογραφημάτων σε τρεις διαστάσεις. Συγκεκριμένα, η αυθαίρετη κατάτμηση στην τρισδιάστατη εικόνα επιτρέπει στο χρήστη να προσδιορίσει μοναδικά επίπεδα για να παρουσιάσει δομές που μπορεί να μην είναι προσανατολισμένες κατά μήκος ενός ορθογώνιου πλέγματος τριών διαστάσεων. Για να βελτιωθεί περεταίρω το τρισδιάστατο αποτέλεσμα των εικόνων, γίνεται εφαρμογή των stereoglasses. Η προβολή των εικόνων με οπτικά ολογράμματα δίνει τη δυνατότητα στον παρατηρητή να περιπλανηθεί στο αντικείμενο και να εξετάσει τις χωρικές σχέσεις από διαφορετικά σημεία παρατήρησης. Μία κλασσική εγκατάσταση ενός τρισδιάστατου συστήματος υπερήχων φαίνεται στην Εικόνα 2.1.
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Εικόνα 2.1: Εγκατάσταση ενός τρισδιάστατου συστήματος υπερήχων

Τα δεδομένα υπερήχων περιέχουν ένα σημαντικό ποσοστό θορύβου και ακμών και μπορεί να παρουσιάζουν όρια (περιοχές) που είναι αρκετά εικονοστοιχεία (pixels) σε πλάτος. Είναι σημαντικό να θυμάται κανείς ότι η ποιότητα των τελικών τρισδιάστατων δεδομένων απεικόνισης εξαρτώνται σημαντικά από την ανάλυση των πρωτογενών δεδομένων. Η συχνότητα και η τελική απεικόνιση του μετατροπέα, η συχνότητα των καρέ του σαρωτή, η ακρίβεια του τρισδιάστατου καθετήρα, η ταχύτητα σάρωσης και οι μέθοδοι φιλτραρίσματος και κατάτμησης είναι όλοι παράγοντες που επηρεάζουν την τελική εικόνα και κατ' επέκταση τις μετρήσεις του όγκου. Επιπρόσθετα, δεν υπάρχει κανένα πλεονέκτημα στη δειγματοληψία σε μία χωρική κλίμακα που είναι πολύ μικρότερη από το στοιχείο της ανάλυσης του συστήματος απεικόνισης. Οι συνθήκες δειγματοληψίας του υπερήχου με τη χρήση ενός συγκεκριμένου μετατροπέα συνδέονται στενά με τις παραμέτρους απεικόνισης.

2.3 ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΟΥ ΟΓΚΟΥ ΜΕ ΤΗ ΒΟΗΘΕΙΑ ΕΝΟΣ ΜΟΝΤΕΛΟΥ ΠΟΥ ΒΑΣΙΖΕΤΑΙ ΣΤΗΝ ΤΡΙΓΩΝΟΠΟΙΗΣΗ ΤΗΣ ΕΠΙΦΑΝΕΙΑΣ ΤΗΣ ΠΡΟΣ ΜΕΤΡΗΣΗ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑΣ

Όπως προαναφέρθηκε, στην ιατρική, σημαντικές παράμετροι από διαγνωστικής άποψης, είναι οι όγκοι διαφόρων οργάνων ή μερών τους. Ο υπολογισμός των όγκων μπορεί να γίνει με διάφορες μεθόδους οι περισσότερες από τις οποίες είναι δαπανηρές τόσο σε χρόνο όσο και απαιτήσεις για αποθήκευση ενδιάμεσων δεδομένων. Ο υπολογισμός συχνά γίνεται αυτοματοποιημένα με τη βοήθεια υπολογιστή, αλλά μπορεί να επιτευχθούν βέλτιστα αποτελέσματα με την ανθρώπινη παρέμβαση.

Η χειροκίνητη κατάτμηση και επεξεργασία υψηλής ανάλυσης και πολλών επιπέδων δεδομένων που προκύπτουν από καρδιακές τομογραφίες είναι κοπιώδης και δαπανηρή σε χρόνο. Για αυτό το λόγο είναι απαραίτητο να παρασχεθεί στον καρδιολόγο ένα ισχυρό σετ εργαλείων για να «κατατμήσει» το μυοκάρδιο αλλά και τις καρδιακές κοιλότητες και για να υπολογίσει τις σχετικές διαγνωστικές παραμέτρους. Χρησιμοποιείται μία μέθοδος αυτόματης κατάτμησης με περιορισμένη παρέμβαση από το χρήστη. Βασίζεται σε ένα συνδυασμένο δίχρονο στατιστικό μοντέλο της αριστερής και δεξιάς κοιλίας με τη χρήση PCA (principal component analysis) αλλά και ICA (independent component analysis) για να μοντελοποιηθεί η γενική αλλά και ειδική μορφή του όγκου.

Για την προσαρμογή του μοντέλου χρησιμοποιείται η χειροκίνητη σχεδίαση περιγράμματος της καρδιάς στην τελοδιαστολική αλλά και τελοσυστολική φάση για την κατασκευή τριγωνικών επιφανειών σε δοκιμαστικά σύνολα τιμών. Αυτές οι επιφάνειες χρησιμοποιούνται για να δημιουργηθεί ένα μέσο τριγωνικό επιφανειακό μοντέλο τις αριστερής και δεξιάς κοιλίας για την τελοδιαστολική και τελοσυστολική φάση και για τον υπολογισμό πινάκων αποσυσχέτισης για τα PCA και ICA που χρησιμοποιούνται σε ένα μοντέλο διανομής σημείου (PDM - Point Distribution Model) για την περιγραφή των τοπικών αλλά και γενικών παραλλαγών του όγκου. 

Σε αντίθεση με πολλές προηγούμενες προσπάθειες με μοντέλα που βασίζονταν στην κατάτμηση της καρδιάς δε δημιουργούνται ξεχωριστά μοντέλα για την αριστερή και δεξιά κοιλία και για τις διαφορετικές φάσεις της καρδιάς, αλλά δημιουργείται ένα μοναδικό παραμετρικό διάνυσμα που περιέχει πληροφορίες και για τις δύο κοιλίες και για τις δύο φάσεις της καρδιάς. Αυτό επιτρέπει τη χρήση της συσχέτισης μεταξύ των φάσεων και μεταξύ της αριστερής και δεξιάς πλευράς για τη δημιουργία ενός μοντέλου που είναι πιο στιβαρό και λιγότερο ευαίσθητο π.χ. σε κακή αντίθεση στη δεξιά κοιλία.

Το τριγωνικό πλέγμα που χρησιμοποιείται για τους υπολογισμούς αποτελείται από στοιχειώδεις τριγωνικές επιφάνειες που σχηματίζουν ένα ενιαίο πλέγμα. Το πλέγμα περιβάλλει το προς μέτρηση αντικείμενο, όπως φαίνεται στην παρακάτω Εικόνα 2.2 : 
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: Το τριγωνικό πλέγμα που περιβάλλει την προς μέτρηση κοιλότητα

Μία από τις πιο σημαντικές διαγνωστικές παραμέτρους είναι ο όγκος της κοιλίας και η σχετιζόμενες με αυτόν παράμετροι όπως το ejection fraction (EF) ή ο όγκος κάθε χτύπου (stroke volume). Ο όγκος χτύπου είναι η διαφορά μεταξύ του όγκου στην τελοσυστολική και την τελοδιαστολική φάση. Το μέγεθος EF ορίζεται ως ο λόγος μεταξύ του όγκου χτύπου και του όγκου στην τελοσυστολική φάση.
Για τον υπολογισμό αυτών των ογκομετρικών παραμέτρων είναι απαραίτητο να υπολογιστεί ο όγκος του αίματος στην αριστερή και δεξιά κοιλία. Καθώς ο όγκος του αίματος στις κοιλίες υπολογίζεται από το μοντέλο του τριγωνικού πλέγματος, το ερώτημα του προσδιορισμού του όγκου του αίματος στις κοιλίες ανάγεται στον υπολογισμό του όγκου του κλειστού τριγωνικού πλέγματος.
Ο εσωκλειόμενος όγκος από το κλειστό πλέγμα μπορεί να υπολογιστεί με τη χρήση του θεωρήματος του Gauss που συνδέει την απόκλιση ενός διανύσματος με την τιμή των επιφανειακών ολοκληρωμάτων τις ροής που ορίζεται από αυτή την περιοχή. Μπορεί να δειχθεί ότι αυτό το θεώρημα μπορεί να χρησιμοποιηθεί για τον υπολογισμό του περιεχόμενου όγκου ως εξής:
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 είναι οι συντεταγμένες των 3 κορυφών (j=1,2,3) του i-οστού τριγώνου και m είναι το πλήθος των τριγώνων από τα οποία αποτελείται το πλέγμα.

2.4 ΕΚΤΙΜΗΣΗ ΤΟΥ ΟΓΚΟΥ ΤΗΣ ΔΕΞΙΑΣ ΚΟΙΛΙΑΣ ΤΗΣ ΚΑΡΔΙΑΣ ΜΕ ΤΗ ΜΕΘΟΔΟ SIMPSON
Σε αντίθεση με τις μεθόδους που αναπτύχθηκαν προηγουμένως, όπου οι μετρήσεις γινόταν από την εξωτερική πλευρά της κοιλότητας, με την παρούσα μέθοδο οι μετρήσεις γίνονται από το εσωτερικό της κοιλότητας (δεξιάς κοιλίας) ύστερα από την εισαγωγή ενός καθετήρα σε αυτήν.  Η εκτίμηση του όγκου γίνεται με τη βοήθεια ενός μαθηματικού μοντέλου, το οποίο είναι γνωστό ως «μέθοδος του Simpson».

Η εξίσωση που χρησιμοποιήθηκε για τον υπολογισμό του όγκου της δεξιάς κοιλίας είναι: 
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 .Σε αυτή την εξίσωση, Α είναι η πραγματική περιοχή της κοιλότητας κάθε τομής. Οι σειρές εικόνων που προκύπτουν από τη μέτρηση διαιρούν τον όγκο σε πολλαπλά (ν) τμήματα (που ήταν αρκετά μικρά για να υποθέσουμε ένα σταθερό σχήμα μέσα σε κάθε τμήμα) που τα διαχωρίζει ένα σταθερό διάστημα των 0,5cm (h2). Επειδή ο μετατροπέας δεν ήταν προσαρμοσμένος στο άκρο του καθετήρα αλλά σε απόσταση 0,7cm κοντά στο άκρο, το απομακρυσμένο όριο της κορυφής δε μπορεί να απεικονιστεί σωστά. Με την υπόθεση ότι το σχήμα της κορυφής μοιάζει με ένα τριγωνικό πρίσμα, ο όγκος του μπορεί να υπολογιστεί πολλαπλασιάζοντας το h (h ~= 0,7cm = απόσταση του μετατροπέα από το όριο του καθετήρα) με το εμβαδό της πρώτης τομής όπως αυτή μετράται (Aapex) και να διαιρεθεί με δύο. Το ύψος (h3) είναι η πραγματική απόσταση από το τελευταίο απεικονιζόμενο τμήμα προς τη βάση του όγκου (δακτύλιος). Με αυτό τον τρόπο, η άθροιση των επιμέρους  όγκων με τη μέθοδο του Simpson, παράγει τους όγκους σε τελοδιαστολή  και τελοσυστολή, από τους οποίους (όγκους) υπολογίζεται ο όγκος χτύπου (stroke volume) και το ejection fraction με ένα κανονικοποιημένο τρόπο.  

Στην εικόνα 2.3 που ακολουθεί, απεικονίζεται η διαδικασία υπολογισμού του όγκου της δεξιάς κοιλίας της καρδιάς με την εισαγωγή του καθετήρα στο εσωτερικό της και η εφαρμογή της μεθόδου του Simpson.
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Εικόνα 2.3: Εφαρμογή της μεθόδου του Simpson για τον υπολογισμό του όγκου της δεξιάς κοιλίας (RV Volume).Α .Άθροισμα όλων των ενδιάμεσων τμημάτων χωρίς το τμήμα της κορυφής (apex). Β. Υπολογισμός του όγκου του τμήματος της κορυφής (Vapex). C. Ο τύπος για το συνολικό όγκο της δεξιάς κοιλίας. Όπου Αn είναι το εμβαδό της διατομής οποιουδήποτε ενδιάμεσου τμήματος, h1 είναι η απόσταση από το μετατροπέα (από την πλευρά της κορυφής) μέχρι την κορυφή, h2 είναι οι αποστάσεις που ελήφθησαν για τα ενδιάμεσα τμήματα και h3 είναι η απόσταση από το πλησιέστερο στη βάση τμήμα και της βάσης του μετρούμενου όγκου.

2.5 ΕΠΙΘΥΜΗΤΟΣ ΣΤΟΧΟΣ
Στόχος της παρούσας εργασίας είναι η εύρεση ενός ικανοποιητικού αλγορίθμου για την εκτίμηση του όγκου κοιλοτήτων με τη χρήση υπερήχων. Βασική προϋπόθεση του προς αναζήτηση αλγορίθμου είναι  οι απαραίτητες μετρήσεις να διεξάγονται από το εσωτερικό της προς μέτρηση κοιλότητας. Έτσι, έχοντας διαθέσιμες της ήδη υπάρχουσες μεθόδους που αναπτύχθηκαν αμέσως πριν  για την εκτίμηση του όγκου τυχαίων κοιλοτήτων, θα διεξαχθεί στα αμέσως επόμενα κεφάλαια η αναζήτηση του επιθυμητού αλγορίθμου. Σε πρώτη φάση θα μελετηθεί η εκτίμηση του όγκου κάποιων γνωστών γεωμετρικών στερεών με τη χρήση υπερήχων και στη συνέχεια θα εξεταστεί  και η εφαρμογή της μεθόδου για τυχαίες κοιλότητες.
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 

ΜΕΘΟΔΟΙ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΥ ΟΓΚΟΥ ΓΝΩΣΤΩΝ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΣΩΜΑΤΩΝ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΩΝ

3.1 ΓΕΝΙΚΑ

Ο όγκος ενός στερεού σώματος δείχνει πόσο χώρο καταλαμβάνει το συγκεκριμένο στερεό. Ο υπολογισμός του όγκου των γεωμετρικών στερεών είναι απλός και γίνεται με τη χρήση γνωστών μαθηματικών τύπων, έχοντας υπόψη και τους μαθηματικούς τύπους υπολογισμού του εμβαδού της επιφάνειας επίπεδων σχημάτων.

Στο παρόν κεφάλαιο θα παρουσιαστούν κάποιες προσεγγιστικές μέθοδοι υπολογισμού του όγκου ορισμένων βασικών γεωμετρικών στερεών με χρήση υπερήχων. Αν είναι γνωστοί οι μαθηματικοί τύποι που δίνουν τον όγκο του εκάστοτε στερεού θα υπάρχει η δυνατότητα να υπολογιστεί το σφάλμα της εκάστοτε μεθόδου και να εκτιμηθεί  η αξιοπιστία της.

3.2 ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΚΑΙ ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΒΑΣΙΚΩΝ ΣΤΕΡΕΩΝ ΣΩΜΑΤΩΝ 
3.2.1 Κύβος – Ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο
Ο κύβος και το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο ανήκουν στα πρίσματα. Πρίσμα είναι στερεό γεωμετρικό σχήμα, μορφής πολυέδρου, που οι δυο έδρες του είναι παράλληλες, ίσες, πολυγωνικού σχήματος και ονομάζονται βάσεις του πρίσματος, ενώ οι άλλες έδρες του, παράλληλες και αυτές μεταξύ τους, έχουν σχήμα ορθογωνίου παραλληλογράμμου και ονομάζονται παράπλευρες έδρες του πρίσματος.

Η ονομασία του πρίσματος εξαρτάται από τον αριθμό των πλευρών ή των γωνιών της βάσης του. Έτσι υπάρχουν τριγωνικά πρίσματα, αν η βάση τους είναι τρίγωνο, τετραγωνικά, αν η βάση τους είναι τυχαίο τετράπλευρο κ.ο.κ.

Βασική ιδιότητα του κύβου είναι ότι οι βάση του καθώς και όλες οι έδρες του είναι ίσα τετράγωνα πλευράς α. Έτσι το εμβαδό του κύβου δίνεται από τη σχέση  
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.Στην περίπτωση του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου οι έδρες είναι ορθογώνια παραλληλόγραμμα οι οποίες είναι ανά δύο ίσων διαστάσεων, οπότε υπάρχουν τρείς τιμές για τις ακμές του, οι a, b, c . Έτσι το εμβαδό ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου δίνεται από τη σχέση 
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 ενώ ο όγκος του από τη σχέση  
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3.2.2 Πυραμίδα
Η πυραμίδα είναι γεωμετρικό πολύεδρο που σχηματίζεται με ν-γωνο σαν βάση και ν τριγωνικές πλευρικές έδρες οι οποίες είναι κατά κανόνα ισοσκελή τρίγωνα. Ο όγκος μιας πυραμίδας δίνεται από τον τύπο 
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 , όπου Α το εμβαδό της βάσης και υ το ύψος από τη βάση στην κορυφή ή η απόσταση της κορυφής της πυραμίδας από το επίπεδο της βάσης. Το εμβαδό της πυραμίδας εξαρτάται από το είδος της πυραμίδας (αν είναι τριγωνική, τετραγωνική κλπ) και προκύπτει από την άθροιση των εμβαδών των εδρών της.

3.2.3 Σφαίρα – Ελλειψοειδές
Η σφαίρα είναι το στερεό που προκύπτει από την περιστροφή ενός κύκλου περί τη διάμετρό του. Η εξίσωση η οποία περιγράφει μια σφαίρα στο χώρο με κέντρο το Ο(0, 0, 0) είναι:
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Όπου R, είναι η ακτίνα της σφαίρας.

Το εμβαδό της σφαίρας υπολογίζεται από τον μαθηματικό τύπο 
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 ενώ ο όγκος της από τον τύπο  
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Ελλειψοειδές είναι ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του χώρου Ε3, των οποίων οι συντεταγμένες (x, y, z) ικανοποιούν την εξίσωση:
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Όπου a, b, c είναι θετικοί αριθμοί και Κ(x0, y0, z0) το κέντρο του ελλειψοειδούς. Αν δυο από τους αριθμούς a, b, c είναι ίσοι, τότε το ελλειψοειδές ονομάζεται «εκ περιστροφής».Πιο συγκεκριμένα, όταν είναι a=b>c ονομάζεται «πεπλατυσμένο σφαιροειδές» (oblate spheroid), ενώ όταν είναι a=b<c, ονομάζεται «επίμηκες σφαιροειδές» (prolate spheroid). Στην περίπτωση που είναι  
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 τότε το ελλειψοειδές ονομάζεται «σκαληνό».Τέλος όταν είναι a=b=c τότε η παραπάνω εξίσωση παριστάνει σφαίρα με κέντρο το (x0, y0, z0) και ακτίνα R=a=b=c.
Στην περίπτωση που ισχύει a=b>c ή a=b<c ορίζεται η εκκεντρότητα ε του ελλειψοειδούς η οποία δίνεται απ την παρακάτω σχέση:

· Όταν  a=b>c
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Σε αυτή την περίπτωση το εμβαδό του ελλειψοειδούς είναι ίσο με  :
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· Όταν  a=b<c
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Σε αυτή την περίπτωση το εμβαδό του ελλειψοειδούς είναι ίσο με  :
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Ένας προσεγγιστικός τύπος για τον υπολογισμό του εμβαδού ενός ελλειψοειδούς, είναι ο ακόλουθος: 
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 μια σταθερά για την οποία ο παραπάνω τύπος δίνει το εμβαδό με σφάλμα περίπου 1,178%. Ο όγκος του ελλειψοειδούς είναι :
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3.2.4 Συγκεντρωτικοί πίνακες – τυπολόγιο
Στους παρακάτω πίνακες παρουσιάζονται συγκεντρωτικά οι μαθηματικοί τύποι που χρησιμοποιούνται για τον υπολογισμό εμβαδών και όγκων βασικών γεωμετρικών σχημάτων και στερεών.

· Γεωμετρία

	Παραλληλόγραμμο
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	Ρόμβος
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	Τραπέζιο
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Πίνακας 3.1: Εμβαδά επίπεδων σχημάτων.

· Κύκλος

	Μήκος κύκλου
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	Εμβαδό κύκλου
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· Στερεομετρία

	Ορθό πρίσμα
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	Ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο
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	Κύβος
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	Κύλινδρος
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	Κώνος
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	Σφαίρα
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	Ελλειψοειδές
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Πίνακας 3.2: Εμβαδό παράπλευρης – κυρτής – ολικής επιφάνειας. Όγκος

3.3 ΕΠΙΠΕΔΟ ΣΤΟ ΧΩΡΟ – ΕΞΙΣΩΣΗ ΚΑΙ ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΕΣ ΣΧΕΣΕΙΣ
Ένα επίπεδο (π) ορίζεται είτε (i) από ένα σημείο του και μια διεύθυνση κάθετη σε αυτό, είτε (ii) από ένα σημείο του και δυο μη συγγραμμικά διανύσματα παράλληλα προς αυτό, είτε (iii) από δύο σημεία του Α, Β και ένα διάνυσμα 
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, είτε (iv) από τρία σημεία του Α, Β, Γ  που δεν βρίσκονται επάνω στην ίδια ευθεία. 
Κάθε επίπεδο (π) στο R3 έχει εξίσωση της μορφής
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[image: image82.wmf])

(

,

,

0

0

0

p

Î

z

y

x

 και  
[image: image83.wmf])

(

,

,

3

R

c

b

Î

a

.Και αντίστροφα κάθε εξίσωση της μορφής 


[image: image84.wmf]0

=

+

×

+

×

+

×

d

z

c

y

b

x

a


παριστάνει ένα επίπεδο .Έστω Α(x1, y1, z1) , B(x2, y2, z2) και Γ(x3, y3,z3) είναι τρία σημεία (με τις συντεταγμένες τους), τα οποία βρίσκονται πάνω στο επίπεδο (π).Τότε η εξίσωση του επιπέδου (π) προκύπτει από την παρακάτω ορίζουσα:
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ή αλλιώς
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Η απόσταση σημείου Α(x1, y1, z1)  από ένα επίπεδο, δίνεται από τον ακόλουθο μαθηματικό τύπο:
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όπου a, b, c, d είναι οι συντελεστές της εξίσωσης του επιπέδου 
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 και  x1, y1, z1  είναι οι συντεταγμένες του σημείου του οποίου θέλουμε να υπολογίσουμε την απόσταση.

3.4 ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΓΚΟΥ ΚΥΒΟΥ ΚΑΙ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟΥ ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΠΙΠΕΔΟΥ ΜΕ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΟΥ ΑΠΟ ΤΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΤΗΣ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑΣ.
Όπως έχει προαναφερθεί, βασικός στόχος είναι η όσο το δυνατόν καλύτερη εκτίμηση του όγκου μιας τυχαίας κοιλότητας με τη χρήση υπερήχων, παίρνοντας μετρήσεις από το εσωτερικό της κοιλότητας αυτής. Για να γίνει όμως εφικτό αυτό  θα πρέπει αρχικά να εξεταστεί πως είναι δυνατόν να γίνει μια τέτοια εκτίμηση σε ορισμένα βασικά γεωμετρικά στερεά.

Αρχικά λοιπόν θα εξεταστεί η περίπτωση του κύβου, καθώς ο κύβος, λόγω συμμετρίας,  αποτελεί ένα απλό στερεό όσον αφορά τα δεδομένα που απαιτούνται για τον υπολογισμό του όγκου του. Εδώ πρέπει να είναι γνωστό μόνο το μήκος μιας ακμής του. Στην περίπτωση αυτή αρκεί ένας αισθητήρας ο οποίος να εκπέμπει δύο δέσμες υπερήχων με αντίθετη κατεύθυνση. Ο αισθητήρας αυτός τοποθετείται σε τυχαίο σημείο στο εσωτερικό του κύβου. Μόνη προϋπόθεση είναι οι δύο δέσμες να προσπίπτουν κάθετα   στα τοιχώματα του κύβου. Υπολογίζοντας λοιπόν το χρόνο που μεσολαβεί από την εκπομπή του υπερήχου μέχρι την επιστροφή της ανακλώμενης υπερηχητικής δέσμης στον αισθητήρα και με τη χρήση του τύπου  
[image: image89.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]2
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 (γνωρίζοντας φυσικά και την ταχύτητα διάδοσης του υπερήχου στο μέσον που υπάρχει στο εσωτερικό του κύβου), προκύπτει η τιμή της απόστασης από τον αισθητήρα μέχρι το τοίχωμα του κύβου. Με αυτόν τον τρόπο μπορούν να υπολογιστούν, όπως φαίνεται και στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 3.1) οι αποστάσεις α1 και α2. Η ακμή του κύβου είναι ίση με το άθροισμά τους (α=α1+α2). Τέλος ο όγκος του κύβου, ως γνωστόν, δίνεται από τη σχέση V=α3.


[image: image91]
Εικόνα 3.1
Με ανάλογο τρόπο είναι δυνατός ο υπολογισμός και του όγκου ενός ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου. Στην περίπτωση αυτή όμως πρέπει να μετρηθούν οι τρείς ακμές του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, έτσι ώστε να είναι εφικτός ο υπολογισμός του όγκου, ο οποίος δίνεται από τη σχέση 
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. Αυτό μπορεί να γίνει ως εξής: i) μέτρηση της πρώτης ακμής a με τον ίδιο ακριβώς τρόπο που περιγράφηκε στην περίπτωση του κύβου, ii) στροφή του αισθητήρα κατά 90ο έτσι ώστε οι υπερηχητικές δέσμες να προσπίπτουν κάθετα στις άλλες δύο παράπλευρες έδρες και έπειτα  μέτρηση της ακμής b με τον ίδιο ακριβώς τρόπο και iii) εισαγωγή του αισθητήρα από μια παράπλευρη έδρα του στερεού, έτσι ώστε οι δέσμες να έχουν κατακόρυφη διεύθυνση και μέτρηση της ακμής c με τη διαδικασία που προαναφέρθηκε για τον κύβο.
3.5 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΓΚΟΥ ΣΦΑΙΡΑΣ ΑΠΟ ΤΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΤΗΣ ΜΕ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΟΥ
3.5.1 Προσέγγιση με πυραμίδες.

Μια αρχική σκέψη είναι η προσέγγιση του όγκου μιας σφαίρας ακτίνας R «διαιρώντας» τη σφαίρα αυτή σε τριγωνικές πυραμίδες των οποίων οι κορυφές βρίσκονται στο κέντρο της σφαίρας και οι κορυφές των βάσεών τους «ακουμπούν» στην επιφάνεια της σφαίρας από την εσωτερική της πλευρά. Σύμφωνα με την ιδέα αυτή θα πρέπει να τοποθετηθεί ένας αισθητήρας υπερήχων στο κέντρο της σφαίρας. Ο αισθητήρας αυτός θα πρέπει να έχει σφαιρικό σχήμα μικρών διαστάσεων, στην επιφάνεια του οποίου θα είναι ομοιόμορφα κατανεμημένα τα «μάτια» τα οποία θα εκπέμπουν δέσμες υπερήχων προς την επιφάνεια της σφαίρας. Οι υπερηχητικές αυτές δέσμες θα σχηματίζουν η καθεμιά με τη γειτονική της, γνωστή σταθερή γωνία και θα αποτελούν τις ακμές των πυραμίδων στις οποίες είναι διαιρεμένος ο όγκος της σφαίρας. Έπειτα υπολογίζεται ο όγκος καθεμιάς πυραμίδας και από την άθροιση αυτών των όγκων προκύπτει η προσέγγιση του όγκου της σφαίρας. 

3.5.1.1  Υπερηχητικές δέσμες οι οποίες σχηματίζουν με τις γειτονικές τους γωνία 45o. 
Έστω σφαίρα κέντρου Κ και ακτίνας R όπως απεικονίζεται στην παρακάτω Εικόνα 3.2. Όπως φαίνεται στην εικόνα, από το κέντρο Κ της σφαίρας εκπέμπονται υπερηχητικές δέσμες προς την επιφάνεια αυτής. Στην εικόνα απεικονίζονται οι δέσμες που εκπέμπονται σε ένα ογδοημόριο της σφαίρας. Οι υπερηχητικές δέσμες παριστάνονται από τα ευθύγραμμα τμήματα ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ΚΔ, ΚΖ και σχηματίζουν τις τριγωνικές πυραμίδες ΚΑΓΒ, ΚΓΒΔ και ΚΓΔΖ με γωνίες κορυφής των πλευρικών εδρών, ίσες με 45ο.Οι βάσεις των πυραμίδων είναι αντίστοιχα τα επίπεδα σχήματα ΑΓΒ, ΓΒΔ και ΓΔΖ.
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Εικόνα 3.2: Από το κέντρο Κ της σφαίρας ξεκινούν υπερηχητικές δέσμες οι οποίες σχηματίζουν με τις γειτονικές τους δέσμες γωνία 45ο.Τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ζ είναι σημεία τομής  των δεσμών με τη σφαιρική επιφάνεια

Σε όλη τη σφαίρα μπορούν να δημιουργηθούν 16 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΑΓΒ, 16 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΓΒΔ και 16 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΓΔΖ.

Ο υπολογισμός του όγκου των πυραμίδων ΚΑΓΒ, ΚΓΒΔ και ΚΓΔΖ μπορεί να γίνει όπως παρακάτω:

· Υπολογισμός του μήκους της χορδής ΑΒ όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.3 που παριστάνει τον κύκλο ακτίνας ΑΚ η οποία είναι και ακτίνα της σφαίρας (ΑΚ=R).
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Εικόνα 3.3: 
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· Υπολογισμός του μήκους της χορδής ΓΔ, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.4 που παριστάνει τον κύκλο ακτίνας ΕΓ.







Εικόνα 3.4:
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.Αυτό προκύπτει από την Εικόνα 3.2.Το τρίγωνο ΚΕΓ είναι ορθογώνιο με μία γωνία 
[image: image101.wmf]o
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 επομένως και η άλλη γωνία είναι 
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.Άρα το τρίγωνο ΚΕΓ είναι ισοσκελές, από όπου προκύπτει και η παραπάνω σχέση. Επίσης, 
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· Υπολογισμός της απόστασης των χορδών ΑΒ και ΓΔ, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.5.

Εικόνα 3.5
Οι χορδές ΑΒ, ΑΓ, ΒΔ, ΓΖ και ΔΖ  είναι ίσες γιατί βαίνουν σε ίσα τόξα (
[image: image104.wmf]o

45

) ίσων κύκλων (μεγίστων δηλ. ακτίνας R). 
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. Άρα το ΑΒΔΓ είναι ισοσκελές τραπέζιο. Επομένως ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
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Όπου ΘΔ είναι το ύψος του τραπεζίου

· Υπολογισμός του ύψους του τριγώνου ΓΔΖ, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.6


Εικόνα 3.6
Όπως προαναφέρθηκε ισχύει 
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Επομένως το τρίγωνο ΓΔΖ είναι ισοσκελές, οπότε ισχύει 
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Άρα το ύψος ΖΖ’ υπολογίζεται :
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· Το ύψος των πυραμίδων μπορεί να υπολογιστεί με τη χρήση του μαθηματικού τύπου υπολογισμού της απόστασης ενός σημείου από ένα επίπεδο. Στην προκειμένη περίπτωση πρέπει να γίνει ο υπολογισμός της απόσταση του κέντρου Κ από τα επίπεδα ΑΓΒ (Π1), ΓΒΔ (Π2) και ΓΔΖ (Π3).Αρχικά θα πρέπει να βρεθούν οι εξισώσεις των επιπέδων Π1, Π2 και Π3  έτσι ώστε στη συνέχεια να είναι δυνατή η εφαρμογή του τύπου για τον υπολογισμό της απόστασης. Για να γίνει όμως αυτό πρέπει πρώτα να είναι γνωστές οι συντεταγμένες των τριών  σημείων που ορίζουν καθένα από τα επίπεδα αυτά και μετά να βρεθούν οι εξισώσεις των επιπέδων με τη διαδικασία που περιγράφηκε στην παράγραφο 3.3.Για καθένα από τα επίπεδα είναι γνωστά τρία σημεία. Επομένως μένει να υπολογιστούν οι συντεταγμένες κάθε σημείου και έπειτα να βρεθούν οι εξισώσεις των επιπέδων.

Πριν γίνει όμως αυτό, καλό είναι να  αναφερθούν  ορισμένα στοιχεία σχετικά με το σύστημα σφαιρικών συντεταγμένων. Στο σύστημα αυτό η θέση ενός σημείου Α καθορίζεται από (i) την απόσταση r από την αρχή των αξόνων, (ii) τη γωνία θ που σχηματίζει η ακτίνα r με το θετικό ημιάξονα Οz και (iii) τη γωνία φ που σχηματίζει η προβολή Α’ του σημείου Α στο επίπεδο Οxy. Οι τιμές που μπορούν να πάρουν οι γωνίες θ και φ είναι:
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Τα παραπάνω φαίνονται παραστατικά στην  Εικόνα 3.7 που ακολουθεί:


Εικόνα 3.7: Το σφαιρικό σύστημα συντεταγμένων.

Οι σφαιρικές συντεταγμένες r, θ, φ συνδέονται με τις καρτεσιανές συντεταγμένες x, y, z με τις παρακάτω σχέσεις:
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Σύμφωνα λοιπόν με τον τρόπο που έχει οριστεί να εκπέμπονται οι υπερηχητικές δέσμες και  θεωρώντας ως αρχή των αξόνων το σημείο όπου βρίσκεται ο αισθητήρας υπερήχων, είναι γνωστές για όλα τα σημεία  στην επιφάνεια της σφαίρας όπου πέφτουν οι δέσμες υπερήχων, οι γωνίες θ και φ. Επίσης είναι γνωστή και η απόσταση r των σημείων από την αρχή των αξόνων καθώς με τη βοήθεια των υπερήχων μετράται ακριβώς αυτή η απόσταση. Προφανώς το r είναι το ίδιο για όλα τα σημεία αφού, όπως έχει προαναφερθεί, ο αισθητήρας είναι τοποθετημένος στο κέντρο της σφαίρας. Έτσι είναι γνωστές για τα σημεία αυτά οι σφαιρικές συντεταγμένες τους. Έπειτα, με την εφαρμογή των τελευταίων σχέσεων, προκύπτουν οι καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων. Στον επόμενο πίνακα 3.3 φαίνονται τα σημεία που είναι απαραίτητα για τους υπολογισμούς, οι σφαιρικές τους συντεταγμένες και οι καρτεσιανές τους συντεταγμένες.

	Σημείο
	r
	θ
	φ
	x
	y
	z

	Α
	R
	90
	0
	R
	0
	0

	Β
	R
	90
	45
	0,707107R
	0,707107R
	0

	Γ
	R
	135
	0
	0,707107R
	0
	-0,707106781R

	Δ
	R
	135
	45
	0,5R
	0,5R
	-0,707106781R

	Ζ
	R
	180
	0
	0
	0
	-R


Πίνακας 3.3: Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων. Οι γωνίες είναι σε μοίρες και R είναι η ακτίνα της σφαίρας.

Τώρα είναι γνωστές οι συντεταγμένες των σημείων, οπότε με την εφαρμογή της παρακάτω σχέσης, είναι δυνατή η εύρεση των εξισώσεων των επιπέδων: 
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Πιο αναλυτικά, είναι:

Για το επίπεδο (Π1), τα σημεία Α(R, 0, 0), Β(0,707107R, 0,707107R, 0) και Γ(0,707107R, 0, -0,707107R)
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Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π1) είναι:


Για το επίπεδο (Π2), τα σημεία Β(0,707107R, 0,707107R,  0) , 

Γ(0,707107R, 0, -0,707107R) και Δ(0,5R, 0,5R, -0,707107R)
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Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π2) είναι:
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Για το επίπεδο (Π3), τα σημεία Γ(0,707107R, 0, -0,707107R) ,    Δ(0,5R, 0,5R, -0,707107R) και Ζ(0, 0, -R)
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Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π3) είναι:
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· Τώρα είναι διαθέσιμα όλα τα απαραίτητα στοιχεία για τον υπολογισμό των όγκων των πυραμίδων:
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Προφανώς το σφάλμα είναι πολύ μεγάλο, επομένως θα πρέπει να ληφθεί μεγαλύτερος αριθμός πυραμίδων έτσι ώστε να είναι εφικτή μια καλύτερη προσέγγιση τον πραγματικού όγκου της σφαίρας.
3.5.1.2  Υπερηχητικές δέσμες οι οποίες σχηματίζουν με τις γειτονικές τους γωνία 30ο. 
Όπως αναφέρθηκε στην προηγούμενη παράγραφο παίρνοντας τις υπερηχητικές δέσμες ανά 45ο, είναι πολύ μεγάλο το σφάλμα στην εκτίμηση του όγκου της σφαίρας ύστερα από την πρόσθεση των όγκων των πυραμίδων που σχηματίζονται ανά τρείς γειτονικές δέσμες. Στην παρούσα παράγραφο θα ακολουθηθεί η ίδια διαδικασία με τη διαφορά ότι οι υπερηχητικές δέσμες θα σχηματίζουν μεταξύ τους γωνία 30ο.  Θεωρείται η σφαίρα της παρακάτω Εικόνας 3.8. Από το κέντρο Κ της σφαίρας εκπέμπονται υπερηχητικές δέσμες προς την επιφάνεια αυτής. Στην εικόνα απεικονίζονται οι δέσμες που εκπέμπονται σε μια περιοχή της σφαίρας. Οι υπερηχητικές δέσμες παριστάνονται από τα ευθύγραμμα τμήματα ΚΑ, ΚΒ, ΚΓ, ΚΔ, ΚΕ, ΚΗ και ΚΖ και σχηματίζουν τις τριγωνικές πυραμίδες ΚΑΒΔ, ΚΑΓΔ, ΚΓΔΗ, ΚΓΕΗ και ΚΕΗΖ με γωνίες κορυφής των πλευρικών εδρών, ίσες με 30ο.Οι βάσεις των πυραμίδων είναι αντίστοιχα τα επίπεδα σχήματα ΑΒΔ, ΑΓΔ, ΓΔΗ, ΓΕΗ και ΕΗΖ. Τα ευθύγραμμα τμήματα  ΚΑ με ΚΒ, ΚΓ με ΚΔ και ΚΕ με ΚΗ σχηματίζουν μεταξύ τους γωνία 30ο.Το ίδιο ισχύει και για τα τμήματα ΚΖ, ΚΗ, ΚΔ και ΚΒ μεταξύ τους, όπως επίσης και για τα ΚΖ, ΚΕ, ΚΓ και ΚΑ μεταξύ τους
. [image: image121.jpg]



Εικόνα 3.8: Από το κέντρο Κ της σφαίρας ξεκινούν οι υπερηχητικές δέσμες οι οποίες  σχηματίζουν με τις γειτονικές τους γωνία 30ο . Τα σημεία Α, Β, Γ, Δ, Ε, Η, Ζ είναι σημεία τομής δεσμών με τη σφαιρική επιφάνεια

Σε όλη τη σφαίρα μπορούν να δημιουργηθούν 24 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΑΓΒ, 24 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΓΒΔ, 24 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΓΕΔ, 24 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΕΔΗ και 24 τριγωνικές πυραμίδες ίσες με την ΚΕΗΖ.

Ο υπολογισμός του όγκου των πυραμίδων ΚΑΓΒ, ΚΓΒΔ, ΚΓΕΔ, ΚΕΔΗ και ΚΕΗΖ μπορεί να γίνει όπως παρακάτω:

· Υπολογισμός του μήκους της χορδής ΑΒ όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.9 που παριστάνει τον κύκλο ακτίνας ΑΚ η οποία είναι και ακτίνα της σφαίρας (ΑΚ=R).
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Από την Εικόνα 3.8 φαίνεται ότι ισχύουν τα παρακάτω:
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Επίσης ισχύει:
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καθώς τα παραπάνω ευθύγραμμα τμήματα είναι χορδές που βαίνουν σε ίσα τόξα (30ο) ίσων κύκλων (μέγιστοι).

· Υπολογισμός του μήκους της χορδής ΓΔ, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.10 που παριστάνει τον κύκλο ακτίνας ΓΛ.


Εικόνα 3.10:
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Από την Εικόνα 3.8 φαίνεται ότι η γωνία 
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Άρα είναι:
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· Υπολογισμός της απόστασης των χορδών ΑΒ και ΓΔ, όπως φαίνεται στην Εικόνα  3.11.

Εικόνα 3.11
AB=ΑΓ=ΒΔ οπότε το τραπέζιο ΑΒΔΓ είναι ισοσκελές. Άρα ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
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Όπου ΞΔ είναι το ύψος του τραπεζίου.

· Υπολογισμός του μήκους της χορδής ΕΗ, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.12 που παριστάνει τον κύκλο ακτίνας ΕΜ.


Εικόνα 3.12:
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Από την Εικόνα 3.8 φαίνεται ότι η γωνία 
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Άρα:
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· Υπολογισμός της απόστασης των χορδών ΓΔ και ΕΗ, όπως φαίνεται στην Εικόνα 3.13.

Εικόνα 3.13
ΓΕ=ΔΗ  οπότε το τραπέζιο ΓΔΗΕ είναι ισοσκελές. Άρα ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις:
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Όπου ΣΗ είναι το ύψος του τραπεζίου.

· Υπολογισμός του ύψους του τριγώνου ΕΗΖ, όπως φαίνεται στην Εικόνα  3.14.


Εικόνα 3.14
Όπως προαναφέρθηκε ισχύει:
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Επομένως το τρίγωνο ΕΗΖ είναι ισοσκελές, οπότε ισχύει 
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Άρα το ύψος ΖΤ υπολογίζεται :
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 EMBED Equation.3  [image: image143.wmf]R
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· Το ύψος των πυραμίδων υπολογίζεται με τη χρήση του μαθηματικού τύπου υπολογισμού της απόστασης ενός σημείου από ένα επίπεδο. Στην προκειμένη περίπτωση πρέπει να γίνει ο υπολογισμός της απόστασης του κέντρου Κ από τα επίπεδα ΑΒΔ (Π1), ΑΓΔ (Π2), ΓΔΗ (Π3), ΓΕΗ (Π4) και ΕΗΖ (Π5). Πρώτα θα πρέπει να βρεθούν οι εξισώσεις των επιπέδων Π1, Π2, Π3, Π4 και Π5 έτσι ώστε στη συνέχεια να είναι δυνατή η εφαρμογή του τύπου για τον υπολογισμό της απόστασης. Για να γίνει όμως αυτό πρέπει πρώτα να είναι γνωστές οι συντεταγμένες τριών  σημείων που ορίζουν καθένα από τα επίπεδα αυτά και μετά να βρεθούν οι εξισώσεις των επιπέδων. Για καθένα από τα επίπεδα είναι γνωστά τρία σημεία. Έτσι αφού βρεθούν οι συντεταγμένες όλων των ενδιαφερόμενων σημείων θα είναι δυνατή η εύρεση της εξίσωσης κάθε επιπέδου.

Όπως έχει προαναφερθεί οι καρτεσιανές με τις σφαιρικές συντεταγμένες συνδέονται μέσω των παρακάτω σχέσεων:
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Σύμφωνα λοιπόν με τον τρόπο που έχει οριστεί να εκπέμπονται οι υπερηχητικές δέσμες και  θεωρώντας ως αρχή των αξόνων το σημείο όπου βρίσκεται ο αισθητήρας υπερήχων, είναι γνωστές  για όλα τα σημεία  στην επιφάνεια της σφαίρας όπου πέφτουν οι δέσμες υπερήχων, οι γωνίες θ και φ. Η απόσταση r όλων των σημείων από την αρχή των αξόνων είναι ίση με την ακτίνα R της σφαίρας αφού ο αισθητήρας είναι τοποθετημένος στο κέντρο της σφαίρας. 

Αξίζει να σημειωθεί μάλιστα ότι καθώς ο αισθητήρας έχει σχήμα μικρής σφαίρας, μπορεί να θεωρηθεί ότι είναι τοποθετημένος έτσι ώστε το κέντρο του να συμπίπτει με το κέντρο της σφαίρας. Φυσικά ο αισθητήρας θα είναι έτσι φτιαγμένος ώστε στις αποστάσεις που μετράει να συνυπολογίζεται και η έστω και μικρή ακτίνα του σφαιρικού σχήματος που αυτός έχει. 

Έτσι είναι γνωστές για τα σημεία αυτά οι σφαιρικές συντεταγμένες τους. Έπειτα, με την εφαρμογή των τελευταίων σχέσεων προκύπτουν οι καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων. Στον επόμενο πίνακα 3.4 φαίνονται τα σημεία που είναι απαραίτητα για τους υπολογισμούς, οι σφαιρικές τους συντεταγμένες και οι καρτεσιανές τους συντεταγμένες.

	Σημείο
	r
	θ
	φ
	x
	y
	z

	Α
	R
	90
	0
	R
	0
	0

	Β
	R
	90
	30
	0,866025404R
	0,5R
	0

	Γ
	R
	120
	0
	0,866025404R
	0
	-0,5R

	Δ
	R
	120
	30
	0,75R
	0,433013R
	-0,5R

	Ε
	R
	150
	0
	0,5R
	0
	-0,866025404R

	Η
	R
	150
	30
	0,433012702R
	0,25R
	-0,866025404R

	Ζ
	R
	180
	0
	0
	0
	-R


Πίνακας 3.4:Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων. Οι γωνίες είναι σε μοίρες και R είναι η ακτίνα της σφαίρας.

Έχοντας τις συντεταγμένες των σημείων, γίνεται εφαρμογή της ακόλουθης σχέσης για την εύρεση των εξισώσεων των επιπέδων: 
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Πιο αναλυτικά, είναι:

Για το επίπεδο (Π1), τα σημεία Α(R, 0, 0), Β(0,866025404R, 0,5R, 0) και Δ(0,75R, 0,433013R, -0,5R)
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Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π1) είναι:
Για το επίπεδο (Π2), τα σημεία Α(R, 0, 0) , Γ(0,866025404R, 0, -0,5R) και Δ(0,75R, 0,433013R, -0,5R)


[image: image147.wmf]0

2165

.

0

058

.

0

058

.

0

2165

.

0

0

))

00038

.

1

(

267898

.

0

(

2165

.

0

0

5

.

0

433

.

0

25

.

0

5

.

0

0

134

.

0

0

0

5

.

0

0

433

.

0

75

.

0

0

5

.

0

0

0

866

.

0

0

0

3

2

2

2

2

=

-

×

-

×

-

×

Þ

=

-

×

-

-

×

-

Þ

=

-

-

-

-

-

Þ

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

R

z

R

y

R

x

R

z

y

x

R

R

R

R

R

R

R

z

y

R

x

R

R

R

R

R

R

R

z

y

R

x


Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π2) είναι:
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Για το επίπεδο (Π3), τα σημεία Γ(0,866025404R, 0, -0,5R),          Δ(0,75R, 0,433013R, -0,5R) και  Η(0,433012702R, 0,25R, -0,866025404R)
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Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π3) είναι:
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 Για το επίπεδο (Π4), τα σημεία Γ(0,866025404R, 0, -0,5R),          Ε(0,5R, 0, -0,866R) και  Η(0,433012702R, 0,25R, -0,866025404R)
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Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π4) είναι:
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Για το επίπεδο (Π5), τα σημεία Ε(0,5R, 0, -0,866R),  Η(0,433012702R, 0,25R, -0,866025404R) και Ζ(0, 0, -R)
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Η απόσταση το κέντρου Κ(0,0,0) από το (Π5) είναι:
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· Τώρα είναι διαθέσιμα όλα τα απαραίτητα στοιχεία για τον υπολογισμό των όγκων των πυραμίδων.

Πυραμίδα  ΚΑΒΔ :
Εμβαδό βάσης = 
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Πυραμίδα  ΚΑΓΔ :
Εμβαδό βάσης =
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Πυραμίδα  ΚΓΔΗ :
Εμβαδό βάσης =
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2

3

0361

.

0

949

.

0

11407

.

0

3

1

)

(

3

1

R

V

R

R

V

D

V

=

Þ

×

×

=

Þ

×

E

×

=

KGDH

KGDH

KGDH

bashV

mbado


Πυραμίδα ΚΓΕΗ:

Εμβαδό βάσης =
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Πυραμίδα ΚΕΗΖ:

Εμβαδό βάσης =
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Σε όλη τη σφαίρα υπάρχουν 24 παρόμοιες περιοχές με την περιοχή που εξετάστηκε. Έτσι ο συνολικός όγκος των πυραμίδων από τις οποίες αποτελείται η σφαίρα, είναι:


[image: image165.wmf]3

3

3

3

3

3

7316

,

3

)

0208

,

0

02083

,

0

0361

,

0

036085

,

0

041667

,

0

(

24

)

(

24

R

V

R

R

R

R

R

V

V

V

V

V

V

V

=

+

+

+

+

×

=

Þ

+

+

+

+

×

=

KEHZ

KGEH

KGDH

KAGD

KABD

ol

ol

ol


Ο πραγματικός όγκος της σφαίρας είναι:
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Το σφάλμα θα είναι:
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Από τα παραπάνω είναι εμφανές ότι το σφάλμα δεν είναι πολύ μεγάλο, αλλά πλέον απαιτείται μεγάλος αριθμός υπολογισμών. Επίσης ο αισθητήρας υπερήχων σε αυτήν την περίπτωση θα πρέπει να διαθέτει 62 μάτια που σημαίνει ότι θα έχει αρκετά μεγάλο μέγεθος, πράγμα που τον καθιστά όχι πολύ πρακτικό. Έπειτα όταν στη σφαίρα, που είναι ένα συμμετρικό στερεό, το σφάλμα είναι 10.91% σίγουρα εφαρμόζοντας την ίδια μέθοδο για την εκτίμηση του όγκου ενός στερεού τυχαίας μορφής, το σφάλμα θα είναι μεγαλύτερο. Υπάρχει  βέβαια και η σκέψη να «διαιρέσουμε» τη σφαίρα σε περισσότερες πυραμίδες, για παράδειγμα με τρόπο ώστε οι γειτονικές υπερηχητικές δέσμες να σχηματίζουν μεταξύ τους γωνία 22,5ο .Εκεί σίγουρα το σφάλμα θα είναι μικρότερο από 10%, αλλά για να γίνει αυτό, απαιτείται αισθητήρας με 114 μάτια και σίγουρα θα πρέπει να γίνουν πολύ περισσότεροι υπολογισμοί, οπότε κάτι τέτοιο είναι ανέφικτο. Όλες αυτές οι δυσκολίες καθιστούν αναγκαία μια διαφορετική προσέγγιση για την εκτίμηση του όγκου της σφαίρας (και κατ επέκταση οποιουδήποτε στερεού) από το εσωτερικό της με χρήση υπερήχων.

3.5.2 Προσεγγιστικός υπολογισμός όγκου σφαίρας με τη βοήθεια ενός μαθηματικού μοντέλου.
Σύμφωνα με όσα αναφέρθηκαν στην προηγούμενη παράγραφο, η εκτίμηση του όγκου μιας σφαίρας διαιρώντας την σε πυραμίδες και προσθέτοντας τον όγκο κάθε πυραμίδας, είναι μια αρκετά αναξιόπιστη μέθοδος καθώς παρουσιάζει σημαντικό σφάλμα   σε σύγκριση με τον αριθμό των υπολογισμών που απαιτείται. Αυτό καθιστά αναγκαία την αναζήτηση ενός διαφορετικού τρόπου προσεγγιστικού υπολογισμού του όγκου της σφαίρας.

Όπως ειπώθηκε και στο δεύτερο κεφάλαιο, υπάρχει ένα μαθηματικό μοντέλο το οποίο χρησιμοποιείται στην ιατρική για τον υπολογισμό του όγκου της δεξιάς και της αριστερής κοιλίας της καρδιάς. Σύμφωνα με το μοντέλο αυτό, θεωρείται ένα τριγωνικό πλέγμα. Το πλέγμα αυτό αποτελείται από στοιχειώδεις τριγωνικές επιφάνειες και περιβάλλει εξωτερικά  την κοιλότητα της οποίας πρέπει να υπολογιστεί ο όγκος, με τρόπο τέτοιο ώστε ο όγκος του πλέγματος να ταυτίζεται όσο το δυνατόν περισσότερο με τον όγκο της υπό μέτρηση κοιλότητας. Έπειτα γνωρίζοντας τις συντεταγμένες των κορυφών όλων των τριγώνων από τα οποία αποτελείται το πλέγμα, ο όγκος προκύπτει από τον παρακάτω τύπο:
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Όπου 
[image: image169.wmf])
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 είναι οι συντεταγμένες των 3 κορυφών (j=1,2,3) του i-οστού τριγώνου και m είναι το πλήθος των τριγώνων από τα οποία αποτελείται το πλέγμα.

Ο παραπάνω τύπος μετράει τον όγκο του πλέγματος και προκύπτει από την  εφαρμογή του θεωρήματος της απόκλισης (Gauss – Ostrogradsky).

Η επιλογή πρόσημου (+) ή (-) είναι κάτι το οποίο θα αναλυθεί αμέσως παρακάτω. Πριν όμως παρουσιαστεί  το θεώρημα της απόκλισης θα γίνει αναφορά σε κάποιες βασικές μαθηματικές έννοιες που είναι απαραίτητες για την κατανόηση του θεωρήματος.

· Διανυσματική συνάρτηση είναι μια συνάρτηση της μορφής 
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 τα μοναδιαία διανύσματα κατά τις κατευθύνσεις x, y, z αντίστοιχα.

· Θεωρείται η επίπεδη επιφάνεια της Εικόνας 3.15. που έχει σύνορο την καμπύλη c και εμβαδό ίσο με Α. Η επίπεδη αυτή επιφάνεια παριστάνεται με το διάνυσμα 
[image: image174.wmf]A

r

 που έχει μέτρο όσο το εμβαδό της επιφάνειας και είναι κάθετο στην επιφάνεια. Η φορά του 
[image: image175.wmf]A

r

 μπορεί να είναι προς τη μία ή την άλλη πλευρά της επιφάνειας, ανάλογα πως θα οριστεί. Αν όμως έχει ορισθεί φορά στην καμπύλη c τότε η φορά του διανύσματος 
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 ορίζεται ως εξής :αν τα δάκτυλα του δεξιού χεριού δείχνουν τη φορά της καμπύλης c, τότε ο αντίχειρας του ίδιου χεριού δείχνει τη φορά του διανύσματος 
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. Συνήθως η φορά της καμπύλης c ορίζεται τέτοια ώστε καθώς προχωράμε στο σύνορο της επιφάνειας να έχουμε στα αριστερά μας την επιφάνεια. Με τον τρόπο αυτό επιλέχτηκαν και οι φορές της Εικόνας 3.15
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                Εικόνα 3.15
Αν τώρα θεωρηθεί μια τυχαία (καμπύλη) επιφάνεια S με σύνορο την κλειστή καμπύλη c τότε ένα στοιχειώδες τμήμα με εμβαδό dS μπορεί να θεωρηθεί επίπεδο, οπότε μπορεί να παρασταθεί με διάνυσμα  
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. Το διάνυσμα 
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 είναι κάθετο στο τμήμα dS και γράφεται στη μορφή μέτρο επί αντίστοιχο μοναδιαίο διάνυσμα: 
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· Επιφανειακό ολοκλήρωμα διανυσματικής συνάρτησης: έστω η διανυσματική  συνάρτηση 
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και η επιφάνεια S=S(x,y,z).Όταν η εξίσωση της επιφάνειας είναι της μορφής z=z(x,y)  τότε ισχύει:
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Όπου  P, Q, R είναι οι συνιστώσες της διανυσματικής συνάρτησης S είναι η επιφάνεια στην οποία γίνεται η ολοκλήρωση και Τxy είναι η προβολή της επιφάνειας S στο επίπεδο Oxy. Το πρόσημο εξαρτάται από τον προσανατολισμό της επιφάνειας. Λαμβάνεται το (+) αν 
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Η παραπάνω σχέση ισχύει κυκλικά, δηλαδή αν y=y(x,z) είναι η εξίσωση της επιφάνειας και  Τxz η προβολή της στο επίπεδο Oxz, τότε : 
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όπου εδώ λαμβάνεται το (+) αν 
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Τέλος αν x=x(y,z) είναι η εξίσωση της επιφάνειας και  Τyz η προβολή της στο επίπεδο Oyz, τότε :
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όπου εδώ λαμβάνεται το (+) αν 
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· Έστω η διανυσματική συνάρτηση 
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Ορίζεται η απόκλιση της διανυσματικής συνάρτησης 
[image: image193.wmf]F
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 που είναι ίση με:
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 EMBED Equation.3  [image: image195.wmf]z
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Το θεώρημα της απόκλισης (Gauss – Ostrogradsky)
Υποθέτουμε ότι μια  κλειστή επιφάνεια S έχει θετική φορά προς τα έξω ( φορά του 
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) και περικλείει τον όγκο (V). Η διανυσματική συνάρτηση  
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 έχει συνεχείς συνιστώσες P, Q, R με συνεχείς μερικές παραγώγους στον τόπο (V). Ισχύει :
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Το σύμβολο 
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σημαίνει ότι η ολοκλήρωση γίνεται σε κλειστή επιφάνεια.

Αν λοιπόν επιλεγεί διανυσματική συνάρτηση 
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 τέτοια ώστε 
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, τότε η παραπάνω σχέση γίνεται :
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Το ολοκλήρωμα του δεύτερου μέλους της τελευταίας σχέσης είναι ο όγκος (V) που περικλείει η κλειστή επιφάνεια (S). Συναρτήσεις που δίνουν 
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όπου z(x,y) είναι η εξίσωση της επιφάνειας (S) επιλυμένη ως προς z και Τxy  η προβολή της (S) στο επίπεδο Oxy.
Αντίστοιχα αν επιλεγόταν  η συνάρτηση 
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Επιλύοντας λοιπόν το τελευταίο ολοκλήρωμα για την επιφάνεια (S) του τριγωνικού πλέγματος που προαναφέρθηκε, προκύπτει η σχέση :
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Η επιλογή του θετικού ή αρνητικού πρόσημου γίνεται ανάλογα με τη γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
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 της κάθε τριγωνικής επιφάνειας με το μοναδιαίο διάνυσμα 
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 και πιο συγκεκριμένα λαμβάνεται το (+) αν 
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. Αξίζει να σημειωθεί ότι 
[image: image214.wmf]f

f

cos

cos

=

×

×

=

×

z

n

z

n

)

)

)

)

 αφού τα 
[image: image215.wmf]n

)

,
[image: image216.wmf]z

)

είναι μοναδιαία. Άρα όταν 
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 δηλαδή η γωνία φ που σχηματίζουν τα 
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είναι οξεία και όταν 
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 η γωνία που σχηματίζουν τα 
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είναι αμβλεία  (
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Ένας τρόπος για την επιλογή θετικού ή αρνητικού πρόσημου στον παραπάνω τύπο, είναι αυτός που θα αναλυθεί αμέσως παρακάτω. Έστω  2 διανύσματα 
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τα οποία έχουν κοινή αρχή το σημείο Α και η μεταξύ του γωνία είναι δ. Οι συντεταγμένες των σημείων Α, Β, Γ είναι Α(x1,y1,z1), Β(x2,y2,z2), Γ(x3,y3,z3). Το εσωτερικό τους γινόμενο είναι αριθμός και υπολογίζεται:
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Το διάνυσμα 
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 μπορεί να γραφεί ως εξής:
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Ομοίως 
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Αν θεωρηθεί 
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τότε το εσωτερικό γινόμενο των 
[image: image228.wmf]G

A

B

A

r

r

,

μπορεί να γραφεί και με τον ακόλουθο τρόπο:
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Το εξωτερικό τους γινόμενο είναι ένα διάνυσμα κάθετο στο επίπεδο των 
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και υπολογίζεται ως εξής :
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Τέλος το μοναδιαίο διάνυσμα 
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 γράφεται
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Από την πρώτη σχέση που αναφέρθηκε για τον υπολογισμό του εσωτερικού γινομένου, είναι εμφανές ότι το πρόσημο του cosδ εξαρτάται αποκλειστικά από το πρόσημο του 
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 καθώς ο παρανομαστής είναι θετική ποσότητα. Αφού υπολογιστεί λοιπόν το εξωτερικό γινόμενο των 
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 στην συνέχεια υπολογίζεται το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων  
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και στη συνέχεια η τιμή του cosδ. Σύμφωνα με τη δεύτερη σχέση που δόθηκε για το εσωτερικό γινόμενο, προκύπτει ότι  
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. Από τη σχέση που ισχύει για το cosδ προκύπτει ότι το πρόσημό του εξαρτάται μόνο από την ποσότητα  
[image: image238.wmf])]
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, οπότε όταν cosδ>0 η γωνία φ που σχηματίζουν τα 
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είναι οξεία και λαμβάνεται θετικό πρόσημο στον τύπο για τον υπολογισμό του όγκου και όταν cosδ<0 η γωνία φ που σχηματίζουν τα 
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είναι αμβλεία και λαμβάνεται το αρνητικό πρόσημο. Επειδή όμως η παραπάνω σχέση δε βρίσκει εφαρμογή για όλες τις περιοχές του υπό μέτρηση σχήματος, η ορθότητα του πρόσημου πρέπει να διασφαλιστεί με μία επιπλέον συνθήκη βάσει της οποίας θεωρείται ένα διάνυσμα 
[image: image241.wmf]a
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 με αρχή την αρχή των αξόνων και πέρας ένα από τα σημεία της στοιχειώδους τριγωνικής επιφάνειας. Έπειτα πρέπει να ελεγχθεί η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ των 
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 και 
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από τον τύπο του εσωτερικού γινομένου. Αν η γωνία είναι μικρότερη από 90ο τότε η συνθήκη που αφορά το πρόσημο μένει ως έχει, διαφορετικά προστίθεται αρνητικό πρόσημο.

Με αφετηρία την ιδέα του τριγωνικού πλέγματος που περιβάλλει τον υπό μέτρηση όγκο μπορεί να θεωρηθεί ανάλογο τριγωνικό πλέγμα το οποίο όμως βρίσκεται στο εσωτερικό της κοιλότητας με τέτοιο τρόπο ώστε οι κορυφές κάθε τριγωνικής επιφάνειας να είναι σημεία και της κοιλότητας της οποίας πρέπει να εκτιμηθεί ο όγκος. Είναι ευνόητο ότι όσο περισσότερες τριγωνικές επιφάνειες έχει το πλέγμα τόσο καλύτερη εκτίμηση θα είναι και η εκτίμηση του προς μέτρηση όγκου, καθώς έτσι το πλέγμα τείνει να πάρει το σχήμα της κοιλότητας μέσα στην οποία βρίσκεται.

Αρκεί λοιπόν να προσδιοριστούν τα σημεία που θα είναι κορυφές κάθε τριγωνικής επιφάνειας του πλέγματος και να βρεθούν οι συντεταγμένες όλων αυτών των σημείων. Αυτό μπορεί να γίνει με τη βοήθεια υπερήχων με τον ίδιο τρόπο που έγινε στην περίπτωση της «διαίρεσης» της σφαίρας σε επιμέρους πυραμίδες. Είναι γνωστές οι σφαιρικές συντεταγμένες (r,θ,φ) του κάθε σημείου, και αφού μετατραπούν στη συνέχεια σε καρτεσιανές γίνεται εφαρμογή του τύπου 
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 για την εκτίμηση του όγκου.
3.5.2.1   Προσεγγιστικός υπολογισμός όγκου σφαίρας με χρήση του μαθηματικού μοντέλου όταν οι υπερηχητικές δέσμες σχηματίζουν με τις γειτονικές τους γωνία 45ο.
Έστω σφαίρα με κέντρο Κ και ακτίνα R και ένας αισθητήρας υπερήχων τοποθετημένος στο κέντρο Κ της σφαίρας. Ο αισθητήρας έχει σφαιρικό σχήμα πολύ μικρών διαστάσεων και εκπέμπει δέσμες υπερήχων προς την επιφάνεια της σφαίρας. Κάθε υπερηχητική δέσμη σχηματίζει με τις 2  γειτονικές της στο ίδιο επίπεδο, γωνία ίση με 45ο. Επίσης κάθε δέσμη σχηματίζει με τις 2 γειτονικές της στην κατεύθυνση z’z πάλι γωνία 45ο. Πρόκειται δηλαδή για την ίδια ακριβώς διάταξη, όπως στην περίπτωση της προσέγγισης του όγκου με τις πυραμίδες. Ως αρχή των αξόνων θεωρείται το σημείο όπου βρίσκεται ο αισθητήρας των υπερήχων (που συμπίπτει και με το κέντρο Κ της σφαίρας). Απαιτούνται  μόνο τα σημεία της επιφάνειας της σφαίρας στα οποία προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες. Για τα σημεία αυτά είναι γνωστές οι σφαιρικές συντεταγμένες (r,θ,φ), καθώς το r μετράται με τη βοήθεια των υπερήχων και τα θ,φ είναι γνωστά για κάθε σημείο έτσι όπως έχει οριστεί να εκπέμπονται οι υπερηχητικές δέσμες. Στον επόμενο πίνακα 3.5 απεικονίζονται όλα τα σημεία Σ(r,θ,φ)  της σφαιρικής επιφάνειας και οι καρτεσιανές συντεταγμένες που αντιστοιχούν σε κάθε σημείο. Όπου R είναι η ακτίνα της σφαίρας.
	Σημείο (r,θ,φ)
	θ
	φ
	θ(rad)
	φ(rad)
	x
	y
	z

	(R, 0 , 0)
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	R

	(R, 45 , 0)
	45
	0
	0,785398
	0
	0,707107R
	0
	0,707107R

	(R, 45 , 45)
	45
	45
	0,785398
	0,785398
	0,5R
	0,5R
	0,707107R

	(R, 45 , 90)
	45
	90
	0,785398
	1,570796
	0
	0,707107R
	0,707107R

	(R, 45 , 135)
	45
	135
	0,785398
	2,356194
	-0,5R
	0,5R
	0,707107R

	(R, 45 , 180)
	45
	180
	0,785398
	3,141593
	-0,70711R
	0
	0,707107R

	(R, 45 , 225)
	45
	225
	0,785398
	3,926991
	-0,5R
	-0,5R
	0,707107R

	(R, 45 , 270)
	45
	270
	0,785398
	4,712389
	0
	-0,70711R
	0,707107R

	(R, 45 , 315)
	45
	315
	0,785398
	5,497787
	0,5R
	-0,5R
	0,707107R

	(R, 90 , 0)
	90
	0
	1,570796
	0
	R
	0
	0

	(R, 90 , 45)
	90
	45
	1,570796
	0,785398
	0,707107R
	0,707107R
	0

	(R, 90 , 90)
	90
	90
	1,570796
	1,570796
	0
	1
	0

	(R, 90 , 135)
	90
	135
	1,570796
	2,356194
	-0,70711R
	0,707107R
	0

	(R, 90 , 180)
	90
	180
	1,570796
	3,141593
	-R
	0
	0

	(R, 90 , 225)
	90
	225
	1,570796
	3,926991
	-0,70711R
	-0,70711R
	0

	(R, 90 , 270)
	90
	270
	1,570796
	4,712389
	0
	-R
	0

	(R, 90 , 315)
	90
	315
	1,570796
	5,497787
	0,707107R
	-0,70711R
	0

	(R, 135 , 0)
	135
	0
	2,356194
	0
	0,707107R
	0
	-0,70711R

	(R,135 , 45)
	135
	45
	2,356194
	0,785398
	0,5R
	0,5R
	-0,70711R

	(R, 135 , 90)
	135
	90
	2,356194
	1,570796
	0
	0,707107R
	-0,70711R

	(R, 135 , 135)
	135
	135
	2,356194
	2,356194
	-0,5R
	0,5R
	-0,70711R

	(R, 135 , 180)
	135
	180
	2,356194
	3,141593
	-0,70711R
	0
	-0,70711R

	(R, 135 , 225)
	135
	225
	2,356194
	3,926991
	-0,5R
	-0,5R
	-0,70711R

	(R, 135 , 270)
	135
	270
	2,356194
	4,712389
	0
	-0,70711R
	-0,70711R

	(R, 135 , 315)
	135
	315
	2,356194
	5,497787
	0,5R
	-0,5R
	-0,70711R

	(R, 180 , 0)
	180
	0
	3,141593
	0
	0
	0
	-R


Πίνακας 3.5: . Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων της σφαιρικής επιφάνειας όπου προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες.
Στη συνέχεια εφαρμόζεται ο τύπος για την εκτίμηση του όγκου 
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 για 4 περιοχές της σφαίρας. Η πρώτη περιοχή είναι για 
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 και η τέταρτη για 
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 όπου θ είναι η γωνία των σφαιρικών συντεταγμένων. Είναι εύκολα κατανοητό ότι για τις 2 πρώτες περιοχές λαμβάνεται το θετικό πρόσημο του παραπάνω τύπου (γιατί είναι 
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), ενώ για τις άλλες 2 λαμβάνεται το αρνητικό πρόσημο (γιατί είναι 
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). Στους πίνακες που ακολουθούν φαίνονται οι τριάδες των σημείων (σε σφαιρικές συντεταγμένες) τα οποία αποτελούν τις κορυφές των τριγώνων του τριγωνικού πλέγματος, οι καρτεσιανές τους συντεταγμένες και για κάθε τριάδα των σημείων αυτών ο όρος Α=
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του αθροίσματος από το οποίο προκύπτει ο όγκος.

	ΠΕΡΙΟΧΗ 1

	τρίγωνο
	x1
	y1
	z1
	x2
	y2
	z2
	x3
	y3
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,0, 0),( R,45 ,0), (R,45 ,45)}
	0
	0
	R
	0,7071R
	0
	0,7071R
	0,5R
	0,5R
	0,7071R
	0,176776695 R3

	{(R,0, 0),(R,45 ,45), (R,45 ,90)}
	0
	0
	R
	0,5R
	0,5R
	0,7071R
	0
	0,7071R
	0,7071R
	0,030330086 R3

	{(R,0, 0),(R,45 ,90), (R,45 ,135)}
	0
	0
	R
	0
	0,7071R
	0,7071R
	-0,5R
	0,5R
	0,7071R
	0,030330086 R3

	{(R,0, 0),(R,45 ,135), (R,45 ,180)}
	0
	0
	R
	-0,5R
	0,5R
	0,7071R
	-0,7071R
	0
	0,7071R
	0,176776695 R3

	{(R,0, 0),(R,45 ,180), (R,5 ,225)}
	0
	0
	R
	-0,7071R
	0
	0,7071R
	-0,5R
	-0,5R
	0,7071R
	0,176776695 R3

	{(R,0, 0),(R,45 ,225), (R,45 ,270)}
	0
	0
	R
	-0,5R
	-0,5R
	0,7071R
	0
	-0,7071R
	0,7071R
	0,030330086 R3

	{(R,0, 0),(R,45 ,270), (R,45 ,315)}
	0
	0
	R
	0
	-0,7071R
	0,7071R
	0,5R
	-0,5R
	0,7071R
	0,030330086 R3

	{(R,0, 0),(R,45 ,315), (R,45 ,0)}
	0
	0
	R
	0,5
	-0,5R
	0,7071R
	0,7071R
	0
	0,7071R
	0,176776695 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,828427125R3


Πίνακας 3.6
	ΠΕΡΙΟΧΗ 2

	τρίγωνο
	x1
	y1
	z1
	x2
	Y2
	Z2
	X3
	Y3
	Z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,45 ,0),(R,90 ,0), (R,90, 45)}
	0,70711R
	0
	0,70711R
	R
	0
	0
	0,70711R
	0,70711R
	0
	1,20710678R3

	{(R,45 ,0),(R,45 ,45), (R,90, 45)}
	0,70711R
	0
	0,70711R
	0,5R
	0,5R
	0,70711R
	0,70711R
	0,70711R
	0
	-0,6767767 R3

	{(R,45 ,45),(R,90 ,45), (R,90, 90)}
	0,5R
	0,5R
	0,70711R
	0,70711R
	0,70711R
	0
	0
	R
	0
	0,25 R3

	{(R,45 ,45),(R,45 ,90), (R,90, 90)}
	0,5R
	0,5R
	0,70711R
	0
	0,70711R
	0,70711R
	0
	R
	0
	-0,0732233 R3

	{(R,45 ,90),(R,90 ,90), (R,90, 135)}
	0
	0,70711R
	0,70711R
	0
	R
	0
	-0,70711R
	0,70711R
	0
	0,14644661 R3

	{(R,45 ,90),(R,45 ,135), (R,90, 135)}
	0
	0,70711R
	0,70711R
	-0,5R
	0,5R
	0,70711R
	-0,70711R
	0,70711R
	0
	-0,1767767 R3

	{(R,45 ,135),(R,90 ,135), (R,90, 180)}
	-0,5R
	0,5R
	0,70711R
	-0,70711R
	0,70711R
	0
	-R
	0
	0
	1,10355339 R3

	{(R,45 ,135),(R,45 ,180), (R,90, 180)}
	-0,5R
	0,5R
	0,70711R
	-0,70711R
	0
	0,70711R
	-R
	0
	0
	-0,78033009 R3

	{(R,45 ,180),(R,90 ,180), (R,90, 225)}
	-0,7071R
	0
	0,70711R
	-R
	0
	0
	-0,70711R
	-0,70711R
	0
	1,20710678 R3

	{(R,45 ,180),(R,45 ,225), (R,90, 225)}
	-0,7071R
	0
	0,70711R
	-0,5R
	-0,5R
	0,70711R
	-0,70711R
	-0,70711R
	0
	-0,6767767 R3

	{(R,45 ,225),(R,90 ,225), (R,90, 270)}
	-0,5R
	-0,5R
	0,70711R
	-0,70711R
	-0,7071R
	0
	0
	-R
	0
	0,25 R3

	{(R,45 ,225),(R,45 ,270), (R,90, 270)}
	-0,5R
	-0,5R
	0,70711R
	0
	-0,7071R
	0,70711R
	0
	-R
	0
	-0,0732233 R3

	{(R,45 ,270),(R,90 ,270), (R,90, 315)}
	0
	-0,70711R
	0,70711R
	0
	-R
	0
	0,70711R
	-0,70711R
	0
	0,14644661 R3

	{(R,45 ,270),(R,45 ,315), (R,90, 315)}
	0
	-0,70711R
	0,70711R
	0,5R
	-0,5R
	0,70711R
	0,70711R
	-0,70711R
	0
	-0,1767767 R3

	{(R,45 ,315),(R,90 ,315), (R,90, 0)}
	0,5R
	-0,5R
	0,70711R
	0,70711R
	-0,7071R
	0
	R
	0
	0
	1,10355339 R3

	{(R,45 ,315),(R,45 ,0), (R,90, 0)}
	0,5R
	-0,5R
	0,70711R
	0,70711R
	0
	0,70711R
	R
	0
	0
	-0,78033009 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	2 R3


Πίνακας 3.7
	ΠΕΡΙΟΧΗ 3

	τρίγωνο
	x1
	y1
	z1
	x2
	Y2
	Z2
	X3
	Y3
	Z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,90 ,0),( R,135 ,0), (R,135, 45)}
	R
	0
	0
	0,70711R
	0
	-0,70711R
	0,5R
	0,5R
	-0,70711R
	0,78033009R3

	{( R,90 ,0),( R,90 ,45), (R,135, 45)}
	R
	0
	0
	0,70711R
	0,70711R
	0
	0,5R
	0,5R
	-0,70711R
	-1,10355339 R3

	{( R,90 ,45),( R,135 ,45), (R,135, 90)}
	0,70711R
	0,70711R
	0
	0,5R
	0,5R
	-0,70711R
	0
	0,70711R
	-0,70711R
	0,1767767 R3

	{( R,90 ,45),( R,90 ,90), (R,135, 90)}
	0,70711R
	0,70711R
	0
	0
	R
	0
	0
	0,70711R
	-0,70711R
	-0,14644661 R3

	{( R,90 ,90),( R,135 ,90), (R,135, 135)}
	0
	R
	0
	0
	0,70711R
	-0,70711R
	-0,5R
	0,5R
	-0,70711R
	0,0732233 R3

	{( R,90 ,90),( R,90 ,135), (R,135, 135)}
	0
	R
	0
	-0,70711R
	0,70711R
	0
	-0,5R
	0,5R
	-0,70711R
	-0,25 R3

	{( R,90 ,135),( R,135 ,135), (R,135, 180)}
	-0,7071R
	0,70711R
	0
	-0,5R
	0,5R
	-0,70711R
	-0,70711R
	0
	-0,70711R
	0,6767767 R3

	{( R,90 ,135),( R,90 ,180), (R,135, 180)}
	-0,7071R
	0,70711R
	0
	-R
	0
	0
	-0,70711R
	0
	-0,70711R
	-1,20710678 R3

	{( R,90 ,180),( R,135 ,180), (R,135, 225)}
	-R
	0
	0
	-0,70711R
	0
	-0,70711R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,70711R
	0,78033009 R3

	{( R,90 ,180),( R,90 ,225), (R,135, 225)}
	-R
	0
	0
	-0,70711R
	-0,7071R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	-0,70711R
	-1,10355339 R3

	{( R,90 ,225),( R,135 ,225), (R,135, 270)}
	-0,7071R
	-0,70711R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	-0,70711R
	0
	-0,70711R
	-0,70711R
	0,1767767 R3

	{( R,90 ,225),( R,90 ,270), (R,135, 270)}
	-0,7071R
	-0,70711R
	0
	0
	-R
	0
	0
	-0,70711R
	-0,70711R
	-0,14644661 R3

	{( R,90 ,270),( R,135 ,270), (R,135, 315)}
	0
	-R
	0
	0
	-0,7071R
	-0,70711R
	0,5R
	-0,5R
	-0,70711R
	0,0732233 R3

	{( R,90 ,270),( R,90 ,315), (R,135, 315)}
	0
	-R
	0
	0,70711R
	-0,7071R
	0
	0,5R
	-0,5R
	-0,70711R
	-0,25 R3

	{( R,90 ,315),( R,135 ,315), (R,135, 0)}
	0,70711R
	-0,70711R
	0
	0,5R
	-0,5R
	-0,70711R
	0,70711R
	0
	-0,70711R
	0,6767767 R3

	{( R,90 ,315),( R,90 ,0), (R,135, 0)}
	0,70711R
	-0,70711R
	0
	R
	0
	0
	0,70711R
	0
	-0,70711R
	-1,20710678 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-2 R3


	Πίνακας 3.8
ΠΕΡΙΟΧΗ 4

	τρίγωνο
	x1
	y1
	z1
	x2
	y2
	z2
	x3
	y3
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{( R,180, 0),( R,135 ,0), (R,135 ,45)}
	0
	0
	-R
	0,7071R
	0
	-0,7071R
	0,5R
	0,5R
	-0,7071R
	-0,176776695 R3

	{( R,180, 0),( R,135 ,45), (R,135 ,90)}
	0
	0
	-R
	0,5R
	0,5R
	-0,7071R
	0
	0,7071R
	-0,7071R
	-0,030330086 R3

	{( R,180, 0),( R,135 ,90), (R,135 ,135)}
	0
	0
	-R
	0
	0,7071R
	-0,7071R
	-0,5R
	0,5R
	-0,7071R
	-0,030330086 R3

	{( R,180, 0),( R,135 ,135), (R,135 ,180)}
	0
	0
	-R
	-0,5R
	0,5R
	-0,7071R
	-0,7071R
	0
	-0,7071R
	-0,176776695 R3

	{( R,180, 0),( R,135 ,180), (R,135 ,225)}
	0
	0
	-R
	-0,7071R
	0
	-0,7071R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,7071R
	-0,176776695 R3

	{( R,180, 0),( R,135 ,225), (R,135 ,270)}
	0
	0
	-R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,7071R
	0
	-0,707R
	-0,7071R
	-0,030330086 R3

	{( R,180, 0),( R,135 ,270), (R,135 ,315)}
	0
	0
	-R
	0
	-0,7071R
	-0,7071R
	0,5R
	-0,5R
	-0,7071R
	-0,030330086 R3

	{( R,180, 0),( R,135 ,315), (R,135 ,0)}
	0
	0
	-R
	0,5R
	-0,5R
	-0,7071R
	0,7071R
	0
	-0,7071R
	-0,176776695 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	
	-0,828427125 R3


Πίνακας 3.9

Από την πρόσθεση των συνόλων για τις τέσσερις περιοχές της σφαίρας, προκύπτει ο συνολικός όγκος :
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Σημειώνεται ότι για τις περιοχές 3 και 4 της σφαίρας ελήφθη το αρνητικό πρόσημο του τύπου για τον υπολογισμό του όγκου γιατί στις περιοχές αυτές ισχύει για κάθε στοιχειώδη τριγωνική επιφάνεια 
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Ο πραγματικός όγκος της σφαίρας είναι :
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Στην περίπτωση αυτή το σφάλμα θα είναι :
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3.5.2.2  Προσεγγιστικός υπολογισμός όγκου σφαίρας με χρήση του μαθηματικού μοντέλου όταν οι υπερηχητικές δέσμες σχηματίζουν με τις γειτονικές τους γωνία 30ο. 
Θεωρείται πάλι σφαίρα με κέντρο Κ και ακτίνα R και έναν αισθητήρα υπερήχων τοποθετημένο στο κέντρο Κ της σφαίρας όπως και στην προηγούμενη περίπτωση. Η μόνη διαφορά με πριν είναι ότι εδώ κάθε υπερηχητική δέσμη σχηματίζει με τις 2  γειτονικές της στο ίδιο επίπεδο, γωνία ίση με 30ο. Επίσης κάθε δέσμη σχηματίζει με τις 2 γειτονικές της στην κατεύθυνση z’z πάλι γωνία 30ο. Όπως και πριν είναι απαραίτητα όλα τα σημεία της σφαιρικής επιφάνειας, στα οποία προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες. Με γνωστές τις σφαιρικές συντεταγμένες για καθένα από τα σημεία αυτά, γίνεται η μετατροπή τους σε καρτεσιανές. Εν συνεχεία θεωρούνται οι τριάδες των σημείων που σχηματίζουν τις στοιχειώδεις τριγωνικές επιφάνειες του τριγωνικού πλέγματος που βρίσκεται στο εσωτερικό της σφαίρας και ακολουθεί η εφαρμογή του μαθηματικού τύπου για τον υπολογισμό του όγκου που καταλαμβάνει το τριγωνικό αυτό πλέγμα.
Στους επόμενους πίνακες 3.10 και 3.11 απεικονίζονται όλα τα σημεία σε σφαιρικές συντεταγμένες Σ(r,θ,φ)  της σφαιρικής επιφάνειας και οι καρτεσιανές συντεταγμένες που αντιστοιχούν σε κάθε σημείο. Στην πρώτη στήλη οι γωνίες θ και φ είναι σε μοίρες.  Όπου R είναι η ακτίνα της σφαίρας.

	Σημείο (r,θ,φ)
	θ(rad)
	φ(rad)
	x
	y
	z

	(R, 0 , 0)
	0
	0
	0
	0
	R

	(R, 30 , 0)
	0,523598776
	0
	0,5R
	0
	0,866025404R

	(R, 30 , 30)
	0,523598776
	0,523598776
	0,433012702R
	0,25R
	0,866025404R

	(R, 30 , 60)
	0,523598776
	1,047197551
	0,25R
	0,433012702R
	0,866025404R

	(R, 30 , 90)
	0,523598776
	1,570796327
	0
	0,5R
	0,866025404R

	(R, 30 , 120)
	0,523598776
	2,094395102
	-0,25R
	0,433012702R
	0,866025404R

	(R, 30 , 150)
	0,523598776
	2,617993878
	-0,433012702R
	0,25R
	0,866025404R

	(R, 30 , 180)
	0,523598776
	3,141592654
	-0,5R
	0
	0,866025404R

	(R, 30 , 210)
	0,523598776
	3,665191429
	-0,433012702R
	-0,25R
	0,866025404R

	(R, 30 , 240)
	0,523598776
	4,188790205
	-0,25R
	-0,433012702R
	0,866025404R

	(R, 30 , 270)
	0,523598776
	4,71238898
	0
	-0,5R
	0,866025404R

	(R, 30 , 300)
	0,523598776
	5,235987756
	0,25R
	-0,433012702R
	0,866025404R

	(R, 30 , 330)
	0,523598776
	5,759586532
	0,433012702R
	-0,25R
	0,866025404R

	(R, 60 , 0)
	1,047197551
	0
	0,866025404R
	0
	0,5R

	(R, 60 , 30)
	1,047197551
	0,523598776
	0,75R
	0,433012702R
	0,5R

	(R, 60 , 60)
	1,047197551
	1,047197551
	0,433012702R
	0,75R
	0,5R

	(R, 60 , 90)
	1,047197551
	1,570796327
	0
	0,866025404R
	0,5R

	(R, 60 , 120)
	1,047197551
	2,094395102
	-0,433012702R
	0,75R
	0,5R

	(R, 60 , 150)
	1,047197551
	2,617993878
	-0,75R
	0,433012702R
	0,5R

	(R, 60 , 180)
	1,047197551
	3,141592654
	-0,866025404R
	0
	0,5R

	(R, 60 , 210)
	1,047197551
	3,665191429
	-0,75R
	-0,433012702R
	0,5R

	(R, 60 , 240)
	1,047197551
	4,188790205
	-0,433012702R
	-0,75R
	0,5R

	(R, 60 , 270)
	1,047197551
	4,71238898
	0
	-0,866025404R
	0,5R

	(R, 60 , 300)
	1,047197551
	5,235987756
	0,433012702R
	-0,75R
	0,5R

	(R, 60 , 330)
	1,047197551
	5,759586532
	0,75R
	-0,433012702R
	0,5R

	(R, 90 , 0)
	1,570796327
	0
	R
	0
	0

	(R, 90 , 30)
	1,570796327
	0,523598776
	0,866025404R
	0,5R
	0

	(R, 90 , 60)
	1,570796327
	1,047197551
	0,5R
	0,866025404R
	0

	(R, 90 , 90)
	1,570796327
	1,570796327
	0
	R
	0

	(R, 90 , 120)
	1,570796327
	2,094395102
	-0,5R
	0,866025404R
	0

	(R, 90 , 150)
	1,570796327
	2,617993878
	-0,866025404R
	0,5R
	0

	(R, 90 , 180)
	1,570796327
	3,141592654
	-R
	0
	0

	(R, 90 , 210)
	1,570796327
	3,665191429
	-0,866025404R
	-0,5R
	0

	(R, 90 , 240)
	1,570796327
	4,188790205
	-0,5R
	-0,866025404R
	0

	(R, 90 , 270)
	1,570796327
	4,71238898
	0
	-R
	0

	(R, 90 , 300)
	1,570796327
	5,235987756
	0,5R
	-0,866025404R
	0

	(R, 90 , 330)
	1,570796327
	5,759586532
	0,866025404R
	-0,5R
	0


Πίνακας 3.10: Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων της σφαιρικής επιφάνειας όπου προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες.
	Σημείο (r,θ,φ)
	θ(rad)
	φ(rad)
	x
	y
	z

	(R, 120 , 0)
	2,094395102
	0
	0,866025404R
	0
	-0,5R

	(R, 120 , 30)
	2,094395102
	0,523598776
	0,75R
	0,433012702R
	-0,5R

	(R, 120 , 60)
	2,094395102
	1,047197551
	0,433012702R
	0,75R
	-0,5R

	(R, 120 , 90)
	2,094395102
	1,570796327
	0
	0,866025404R
	-0,5R

	(R, 120 , 120)
	2,094395102
	2,094395102
	-0,433012702R
	0,75R
	-0,5R

	(R, 120 , 150)
	2,094395102
	2,617993878
	-0,75R
	0,433012702R
	-0,5R

	(R, 120 , 180)
	2,094395102
	3,141592654
	-0,866025404R
	0
	-0,5R

	(R, 120 , 210)
	2,094395102
	3,665191429
	-0,75R
	-0,433012702R
	-0,5R

	(R, 120 , 240)
	2,094395102
	4,188790205
	-0,433012702R
	-0,75R
	-0,5R

	(R, 120 , 270)
	2,094395102
	4,71238898
	0
	-0,866025404R
	-0,5R

	(R, 120 , 300)
	2,094395102
	5,235987756
	0,433012702R
	-0,75R
	-0,5R

	(R, 120 , 330)
	2,094395102
	5,759586532
	0,75R
	-0,433012702R
	-0,5R

	(R, 150 , 0)
	2,617993878
	0
	0,5R
	0
	-0,866025404R

	(R, 150 , 30)
	2,617993878
	0,523598776
	0,433012702R
	0,25R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 60)
	2,617993878
	1,047197551
	0,25R
	0,433012702R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 90)
	2,617993878
	1,570796327
	0
	0,5R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 120)
	2,617993878
	2,094395102
	-0,25R
	0,433012702R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 150)
	2,617993878
	2,617993878
	-0,433012702R
	0,25R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 180)
	2,617993878
	3,141592654
	-0,5R
	0
	-0,866025404R

	(R, 150 , 210)
	2,617993878
	3,665191429
	-0,433012702R
	-0,25R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 240)
	2,617993878
	4,188790205
	-0,25R
	-0,433012702R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 270)
	2,617993878
	4,71238898
	0
	-0,5R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 300)
	2,617993878
	5,235987756
	0,25R
	-0,433012702R
	-0,866025404R

	(R, 150 , 330)
	2,617993878
	5,759586532
	0,433012702R
	-0,25R
	-0,866025404R

	(R, 180 , 0)
	3,141592654
	0
	0
	0
	-R


Πίνακας 3.11: Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων της σφαιρικής επιφάνειας όπου προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες.
Στη συνέχεια γίνεται εφαρμογή του τύπου για την εκτίμηση του όγκου 
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 για 6 περιοχές της σφαίρας. Η πρώτη περιοχή είναι για 
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 όπου θ είναι η γωνία των σφαιρικών συντεταγμένων. Είναι εύκολα κατανοητό ότι για τις 3 πρώτες περιοχές λαμβάνεται το θετικό πρόσημο του παραπάνω τύπου (γιατί είναι 
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του αθροίσματος από το οποίο προκύπτει ο όγκος. Για κάθε περιοχή υπολογίζεται και το άθροισμα των όρων Α για όλα τα τρίγωνα της εκάστοτε περιοχής.

	Τρίγωνο
	x1
	x2
	x3
	y1
	y2
	y3
	z1
	z2
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,0, 0),(R,30 ,0), (R,30 ,30)}
	0
	0,5R
	0,433012702R
	0
	0
	0,25R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,03125R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,30), (R,30 ,60)}
	0
	0,433012702R
	0,25R
	0
	0,25R
	0,433012702R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,016746825 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,60), (R,30 ,90)}
	0
	0,25R
	0
	0
	0,433012702R
	0,5R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,002243649 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,90), (R,30 ,120)}
	0
	0
	-0,25R
	0
	0,5R
	0,433012702R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,002243649 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,120), (R,30 ,150)}
	0
	-0,25R
	-0,433012702R
	0
	0,433012702R
	0,25R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,016746825 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,150), (R,30 ,180)}
	0
	-0,433012702R
	-0,5R
	0
	0,25R
	0
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,03125 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,180), (R,30 ,210)}
	0
	-0,5R
	-0,433012702R
	0
	0
	-0,25R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,03125 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,210), (R,30 ,240)}
	0
	-0,433012702R
	-0,25R
	0
	-0,25R
	-0,433012702R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,016746825 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,240), (R,30 ,270)}
	0
	-0,25R
	0
	0
	-0,433012702R
	-0,5R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,002243649 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,270), (R,30 300)}
	0
	0
	0,25R
	0
	-0,5R
	-0,433012702R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,002243649 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,300), (R,30 ,330)}
	0
	0,25R
	0,433012702R
	0
	-0,433012702R
	-0,25R
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,016746825 R3

	{(R,0, 0),(R,30 ,330), (R,30 ,0)}
	0
	0,433012702R
	0,5R
	0
	-0,25R
	0
	R
	0,866R
	0,86603R
	0,03125 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,200961894 R3


Πίνακας 3.12: Η περιοχή 1 της σφαίρας
	τρίγωνο
	x1
	y1
	z1
	x2
	y2
	z2
	x3
	y3
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,180, 0),(R,150 ,0), (R,150 ,30)}
	0
	0
	-R
	0,5R
	0
	-0,866025404R
	0,433012702R
	0,25R
	-0,866R
	-0,03125 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,30), (R,150 ,60)}
	0
	0
	-R
	0,433012702R
	0,25R
	-0,866025404R
	0,25R
	0,433R
	-0,866R
	-0,016746825 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,60), (R,150 ,90)}
	0
	0
	-R
	0,25R
	0,433012702R
	-0,866025404R
	0
	0,5R
	-0,866R
	-0,002243649 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,90), (R,150 ,120)}
	0
	0
	-R
	0
	0,5R
	-0,866025404R
	-0,25R
	0,433R
	-0,866R
	-0,002243649 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,120), (R,150 ,150)}
	0
	0
	-R
	-0,25R
	0,433012702R
	-0,866025404R
	-0,433012702R
	0,25R
	-0,866R
	-0,016746825 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,150), (R,150 ,180)}
	0
	0
	-R
	-0,433012702R
	0,25R
	-0,866025404R
	-0,5R
	0
	-0,866R
	-0,03125 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,180), (R,150 ,210)}
	0
	0
	-R
	-0,5R
	0
	-0,866025404R
	-0,433012702R
	-0,25R
	-0,866R
	-0,03125 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,210), (R,150 ,240)}
	0
	0
	-R
	-0,433012702R
	-0,25R
	-0,866025404R
	-0,25R
	-0,433R
	-0,866R
	-0,016746825 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,240), (R,150 ,270)}
	0
	0
	-R
	-0,25R
	-0,433012702R
	-0,866025404R
	0
	-0,5R
	-0,866R
	-0,002243649 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,270), (R,150 300)}
	0
	0
	-R
	0
	-0,5R
	-0,866025404R
	0,25R
	-0,433R
	-0,866R
	-0,002243649 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,300), (R,150 ,330)}
	0
	0
	-R
	0,25R
	-0,433012702R
	-0,866025404R
	0,433012702R
	-0,25R
	-0,866R
	-0,016746825 R3

	{(R,180, 0),(R,150 ,330), (R,150 ,0)}
	0
	0
	-R
	0,433012702R
	-0,25R
	-0,866025404R
	0,5R
	0
	-0,866R
	-0,03125 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-0,200961894 R3


Πίνακας 3.13: Η περιοχή 6 της σφαίρας (συμμετρική της 1)
	τρίγωνο
	x1
	x2
	x3
	y1
	y2
	y3
	z1
	z2
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,30 ,0),(R,60 ,0), (R,60, 30)}
	0,5R
	0,8660254R
	0,75R
	0
	0
	0,433012R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,335376588R3

	{(R,30 ,0),(R,30 ,30), (R,60, 30)}
	0,5R
	0,4330127R
	0,75R
	0
	0,25R
	0,433012R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,154006351 R3

	{(R,30 ,30),(R,60 ,30), (R,60, 60)}
	0,4330127R
	0,75R
	0,4330127R
	0,25R
	0,4330127R
	0,75R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,1875 R3

	{(R,30 ,30),(R,30 ,60), (R,60, 60)}
	0,4330127R
	0,25R
	0,4330127R
	0,25R
	0,4330127R
	0,75R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,074759527 R3

	{(R,30 ,60),(R,60 ,60), (R,60, 90)}
	0,25R
	0,4330127R
	0
	0,4330127R
	0,75R
	0,866025R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,029006351 R3

	{(R,30 ,60),(R,30 ,90), (R,60, 90)}
	0,25R
	0
	0
	0,4330127R
	0,5R
	0,866025R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,006129763 R3

	{(R,30 ,90),(R,60 ,90), (R,60, 120)}
	0
	0
	-0,4330127R
	0,5R
	0,8660254R
	0,75R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,01838929 R3

	{(R,30 ,90),(R,30 ,120), (R,60, 120)}
	0
	-0,25R
	-0,4330127R
	0,5R
	0,4330127R
	0,75R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,016746825 R3

	{(R,30 ,120),(R,60 ,120), (R,60, 150)}
	-0,25R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0,4330127R
	0,75R
	0,433012R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,166265877 R3

	{(R,30 ,120),(R,30 ,150), (R,60, 150)}
	-0,25R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0,4330127R
	0,25R
	0,433012R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,095993649 R3

	{(R,30 ,150),(R,60 ,150), (R,60, 180)}
	-0,4330127R
	-0,75R
	-0,8660254R
	0,25R
	0,4330127R
	0
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,324759527 R3

	{(R,30 ,150),(R,30 ,180), (R,60, 180)}
	-0,4330127R
	-0,5R
	-0,8660254R
	0,25R
	0
	0
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,164623412 R3

	{(R,30 ,180),(R,60 ,180), (R,60, 210)}
	-0,5R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0
	0
	-0,433012R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,335376588 R3

	{(R,30 ,180),(R,30 ,210), (R,60, 210)}
	-0,5R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0
	-0,25R
	-0,433012R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,154006351 R3

	{(R,30 ,210),(R,60 ,210), (R,60, 240)}
	-0,4330127R
	-0,75R
	-0,4330127R
	-0,25R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,1875 R3

	{(R,30 ,210),(R,30 ,240), (R,60, 240)}
	-0,4330127R
	-0,25R
	-0,4330127R
	-0,25R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,074759527 R3

	{(R,30 ,240),(R,60 ,240), (R,60, 270)}
	-0,25R
	-0,4330127R
	0
	-0,4330127R
	-0,75R
	-0,866025R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,029006351 R3

	{(R,30 ,240),(R,30 ,270), (R,60, 270)}
	-0,25R
	0
	0
	-0,4330127R
	-0,5R
	-0,866025R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,006129763 R3

	{(R,30 ,270),(R,60 ,270), (R,60, 300)}
	0
	0
	0,4330127R
	-0,5R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,01838929 R3

	{(R,30 ,270),(R,30 ,300), (R,60, 300)}
	0
	0,25R
	0,4330127R
	-0,5R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,016746825 R3

	{(R,30 ,300),(R,60 ,300), (R,60, 330)}
	0,25R
	0,4330127R
	0,75R
	-0,4330127R
	-0,75R
	-0,433012R
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,166265877 R3

	{(R,30 ,300),(R,30 ,330), (R,60, 330)}
	0,25R
	0,4330127R
	0,75R
	-0,4330127R
	-0,25R
	-0,433012R
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,095993649 R3

	{(R,30 ,330),(R,60 ,330), (R,60, 0)}
	0,4330127R
	0,75R
	0,8660254R
	-0,25R
	-0,4330127R
	0
	0,866025R
	0,5R
	0,5R
	0,324759527 R3

	{(R,30 ,330),(R,30 ,0), (R,60, 0)}
	0,4330127R
	0,5R
	0,8660254R
	-0,25R
	0
	0
	0,866025R
	0,866R
	0,5R
	-0,164623412 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	1,098076212 R3



Πίνακας 3.14: Η περιοχή 2 της σφαίρας
	τρίγωνο
	x1
	x2
	x3
	y1
	y2
	y3
	z1
	z2
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,60, 0),(R,90, 0),( R,90 ,30)}
	0,8660254R
	R
	0,8660254R
	0
	0
	0,5R
	0,5R
	0
	0
	0,683012702 R3

	{(R,60, 0),(R,60, 30),( R,90 ,30)}
	0,8660254R
	0,75R
	0,8660254R
	0
	0,4330127R
	0,5R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,537379763 R3

	{(R,60, 30),(R,90, 30),( R,90 ,60)}
	0,75R
	0,8660254R
	0,5R
	0,4330127R
	0,5R
	0,8660254R
	0,5R
	0
	0
	0,387259527 R3

	{(R,60, 30),(R,60, 60),( R,90 ,60)}
	0,75R
	0,4330127R
	0,5R
	0,4330127R
	0,75R
	0,8660254R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,266746824 R3

	{(R,60, 60),(R,90, 60),( R,90 ,90)}
	0,4330127R
	0,5R
	0
	0,75R
	0,8660254R
	R
	0,5R
	0
	0
	0,0625 R3

	{(R,60, 60),(R,60, 90),( R,90 ,90)}
	0,4330127R
	0
	0
	0,75R
	0,8660254R
	R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,025120237 R3

	{(R,60 ,90),(R,90 ,90), (R,90, 120)}
	0
	0
	-0,5R
	0,8660254R
	R
	0,8660254R
	0,5R
	0
	0
	0,033493649 R3

	{(R,60 ,90),(R,60 ,120), (R,90, 120)}
	0
	-0,4330127R
	-0,5R
	0,8660254R
	0,75R
	0,8660254R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,054126588 R3

	{(R,60 ,120),(R,90 ,120), (R,90, 150)}
	-0,4330127R
	-0,5R
	-0,8660254R
	0,75R
	0,8660254R
	0,5R
	0,5R
	0
	0
	0,329246825 R3

	{(R,60 ,120),(R,60 ,150), (R,90, 150)}
	-0,4330127R
	-0,75R
	-0,8660254R
	0,75R
	0,4330127R
	0,5R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,324759526 R3

	{(R,60 ,150),(R,90 ,150), (R,90, 180)}
	-0,75
	-0,8660254R
	-R
	0,4330127R
	0,5R
	0
	0,5R
	0
	0
	0,654006351 R3

	{(R,60 ,150),(R,60 ,180), (R,90, 180)}
	-0,75
	-0,8660254R
	-R
	0,4330127R
	0
	0
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,566386114 R3

	{(R,60 ,180),(R,90 ,180), (R,90, 210)}
	-0,8660254R
	-R
	-0,8660254R
	0
	0
	-0,5R
	0,5R
	0
	0
	0,683012702 R3

	{(R,60 ,180),(R,60 ,210), (R,90, 210)}
	-0,8660254R
	-0,75R
	-0,8660254R
	0
	-0,4330127R
	-0,5R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,537379763 R3

	{(R,60 ,210),(R,90 ,210), (R,90, 240)}
	-0,75R
	-0,8660254R
	-0,5R
	-0,4330127R
	-0,5R
	-0,8660254R
	0,5R
	0
	0
	0,387259527 R3

	{(R,60 ,210),(R,60 ,240), (R,90, 240)}
	-0,75R
	-0,4330127R
	-0,5R
	-0,4330127R
	-0,75R
	-0,8660254R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,266746824 R3

	{(R,60 ,240),(R,90 ,240), (R,90, 270)}
	-0,4330127R
	-0,5R
	0
	-0,75R
	-0,8660254R
	-R
	0,5R
	0
	0
	0,0625 R3

	{(R,60 ,240),(R,60 ,270), (R,90, 270)}
	-0,4330127R
	0
	0
	-0,75R
	-0,8660254R
	-R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,025120237 R3

	{(R,60 ,270),(R,90 ,270), (R,90, 300)}
	0
	0
	0,5R
	-0,8660254R
	-R
	-0,8660254R
	0,5R
	0
	0
	0,033493649 R3

	{(R,60 ,270),(R,60 ,300), (R,90, 300)}
	0
	0,4330127R
	0,5R
	-0,8660254R
	-0,75R
	-0,8660254R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,054126588 R3

	{(R,60 ,300),(R,90 ,300), (R,90, 330)}
	0,4330127R
	0,5R
	0,8660254R
	-0,75R
	-0,8660254R
	-0,5R
	0,5R
	0
	0
	0,329246825 R3

	{(R,60 ,300),(R,60 ,330), (R,90, 330)}
	0,4330127R
	0,75R
	0,8660254R
	-0,75R
	-0,4330127R
	-0,5R
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,324759526 R3

	{(R,60 ,330), R,90 ,330), (R,90, 0)}
	0,75R
	0,8660254R
	R
	-0,4330127R
	-0,5R
	0
	0,5R
	0
	0
	0,654006351 R3

	{(R,60 ,330),(R,60 ,0), (R,90, 0)}
	0,75R
	0,8660254R
	R
	-0,4330127R
	0
	0
	0,5R
	0,5R
	0
	-0,566386114 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	0,75 R3


Πίνακας 3.15: Η περιοχή 3 της σφαίρας
	τρίγωνο
	x1
	x2
	x3
	y1
	y2
	y3
	z1
	z2
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,90, 0),(R,120, 0),(R,120 ,30)}
	R
	0,8660254R
	0,75R
	0
	0
	0,4330127R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,566386114 R3

	{(R,90, 0),(R,90, 30),(R,120 ,30)}
	R
	0,8660254R
	0,75R
	0
	0,5R
	0,4330127R
	0
	0
	-0,5R
	-0,654006351 R3

	{(R,90, 30),(R,120, 30),(R,120 ,60)}
	0,8660254R
	0,75R
	0,4330127R
	0,5R
	0,4330127R
	0,75R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,324759526 R3

	{(R,90, 30),(R,90, 60),(R,120 ,60)}
	0,8660254R
	0,5R
	0,4330127R
	0,5R
	0,8660254R
	0,75R
	0
	0
	-0,5R
	-0,329246825 R3

	{(R,90, 60),(R,120, 60),(R,120 ,90)}
	0,5R
	0,4330127R
	0
	0,8660254R
	0,75R
	0,8660254R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,054126588 R3

	{(R,90, 60),(R,90, 90),(R,120 ,90)}
	0,5R
	0
	0
	0,8660254R
	R
	0,8660254R
	0
	0
	-0,5R
	-0,033493649 R3

	{(R,90 ,90),(R,120 ,90), (R,120, 120)}
	0
	0
	-0,4330127R
	R
	0,8660254R
	0,75R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,025120237 R3

	{(R,90 ,90),(R,90 ,120), (R,120, 120)}
	0
	-0,5R
	-0,4330127R
	R
	0,8660254R
	0,75R
	0
	0
	-0,5R
	-0,0625 R3

	{(R,90 ,120),(R,120 ,120), (R,120, 150)}
	-0,5R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0,8660254R
	0,75R
	0,4330127R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,266746824 R3

	{(R,90 ,120),(R,90 ,150), (R,120, 150)}
	-0,5R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0,8660254R
	0,5R
	0,4330127R
	0
	0
	-0,5R
	-0,387259527 R3

	{(R,90 ,150),(R,120 ,150), (R,120, 180)}
	-0,8660254R
	-0,75R
	-0,8660254R
	0,5R
	0,4330127R
	0
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,537379763 R3

	{(R,90 ,150),(R,90 ,180), (R,120, 180)}
	-0,8660254R
	-R
	-0,8660254R
	0,5R
	0
	0
	0
	0
	-0,5R
	-0,683012702 R3

	{(R,90 ,180),(R,120 ,180), (R,120, 210)}
	-R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0
	0
	-0,4330127R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,566386114 R3

	{(R,90 ,180),(R,90 ,210), (R,120, 210)}
	-R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0
	-0,5R
	-0,4330127R
	0
	0
	-0,5R
	-0,654006351 R3

	{(R,90 ,210),(R,120 ,210), (R,120, 240)}
	-0,8660254R
	-0,75R
	-0,4330127R
	-0,5R
	-0,4330127R
	-0,75R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,324759526 R3

	{(R,90 ,210),(R,90 ,240), (R,120, 240)}
	-0,8660254R
	-0,5R
	-0,4330127R
	-0,5R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0
	0
	-0,5R
	-0,329246825 R3

	{(R,90 ,240),(R,120 ,240), (R,120, 270)}
	-0,5R
	-0,4330127R
	0
	-0,8660254R
	-0,75R
	-0,8660254R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,054126588 R3

	{(R,90 ,240),(R,90 ,270), (R,120, 270)}
	-0,5R
	0
	0
	-0,8660254R
	-R
	-0,8660254R
	0
	0
	-0,5R
	-0,033493649 R3

	{(R,90 ,270),(R,120 ,270), (R,120, 300)}
	0
	0
	0,4330127R
	-R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,025120237 R3

	{(R,90 ,270),(R,90 ,300), (R,120, 300)}
	0
	0,5R
	0,4330127R
	-R
	-0,8660254R
	-0,75R
	0
	0
	-0,5R
	-0,0625 R3

	{(R,90 ,300),(R,120 ,300), (R,120, 330)}
	0,5R
	0,4330127R
	0,75R
	-0,8660254R
	-0,75R
	-0,4330127R
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,266746824 R3

	{(R,90 ,300),(R,90 ,330), (R,120, 330)}
	0,5R
	0,8660254R
	0,75R
	-0,8660254R
	-0,5R
	-0,4330127R
	0
	0
	-0,5R
	-0,387259527 R3

	{(R,90 ,330),(R,120 ,330), (R,120, 0)}
	0,8660254R
	0,75R
	0,8660254R
	-0,5R
	-0,4330127R
	0
	0
	-0,5R
	-0,5R
	0,537379763 R3

	{(R,90 ,330),(R,90 ,0), (R,120, 0)}
	0,8660254R
	R
	0,8660254R
	-0,5R
	0
	0
	0
	0
	-0,5R
	-0,683012702 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-0,75 R3


Πίνακας 3.16: Η περιοχή 4 της σφαίρας
	τρίγωνο
	x1
	x2
	x3
	y1
	y2
	y3
	z1
	z2
	z3
	όρος Α αθροίσματος

	{(R,120, 0),(R,150, 0),(R,150 ,30)}
	0,86602R
	0,5R
	0,43301R
	0
	0
	0,25R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,164623412 R3

	{(R,120, 0),(R,120, 30),(R,150 ,30)}
	0,86602R
	0,75R
	0,43301R
	0
	0,43301R
	0,25R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,324759527 R3

	{(R,120, 30),(R,150, 30),(R,150 ,60)}
	0,75R
	0,43301R
	0,25R
	0,43301R
	0,25R
	0,43301R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,095993649 R3

	{(R,120, 30),(R,120, 60),(R,150 ,60)}
	0,75R
	0,43301R
	0,25R
	0,43301R
	0,75R
	0,43301R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,166265877 R3

	{(R,120, 60),(R,150, 60),(R,150 ,90)}
	0,43301R
	0,25R
	0
	0,75R
	0,43301R
	0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,016746825 R3

	{(R,120, 60),(R,120, 90),(R,150 ,90)}
	0,43301R
	0
	0
	0,75R
	0,86602R
	0,5R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,01838929 R3

	{(R,120 ,90),(R,150 ,90), (R,150, 120)}
	0
	0
	-0,25R
	0,86602R
	0,5R
	0,43301R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,006129763 R3

	{(R,120 ,90),(R,120 ,120), (R,150, 120)}
	0
	-0,43301R
	-0,25R
	0,86602R
	0,75R
	0,43301R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,029006351 R3

	{(R,120 ,120),(R,150 ,120), (R,150, 150)}
	-0,43301R
	-0,25R
	-0,43301R
	0,75R
	0,43301R
	0,25R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,074759527 R3

	{(R,120 ,120),(R,120 ,150), (R,150, 150)}
	-0,43301R
	-0,75R
	-0,43301R
	0,75R
	0,43301R
	0,25R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,1875 R3

	{(R,120 ,150),(R,150 ,150), (R,150, 180)}
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,5R
	0,43301R
	0,25R
	0
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,154006351 R3

	{(R,120 ,150),(R,120 ,180), (R,150, 180)}
	-0,75R
	-0,86602R
	-0,5R
	0,43301R
	0
	0
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,335376588 R3

	{(R,120 ,180),(R,150 ,180), (R,150, 210)}
	-0,86602R
	-0,5R
	-0,43301R
	0
	0
	-0,25R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,164623412 R3

	{(R,120 ,180),(R,120 ,210), (R,150, 210)}
	-0,86602R
	-0,75R
	-0,43301R
	0
	-0,43301R
	-0,25R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,324759527 R3

	{(R,120 ,210),(R,150 ,210), (R,150, 240)}
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,25R
	-0,43301R
	-0,25R
	-0,43301R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,095993649 R3

	{(R,120 ,210),(R,120 ,240), (R,150, 240)}
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,25R
	-0,43301R
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,166265877 R3

	{(R,120 ,240),(R,150 ,240), (R,150, 270)}
	-0,43301R
	-0,25R
	0
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,016746825 R3

	{(R,120 ,240),(R,120 ,270), (R,150, 270)}
	-0,43301R
	0
	0
	-0,75R
	-0,86602R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,01838929 R3

	{(R,120 ,270),(R,150 ,270), (R,150, 300)}
	0
	0
	0,25R
	-0,86602R
	-0,5R
	-0,43301R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,006129763 R3

	{(R,120 ,270),(R,120 ,300), (R,150, 300)}
	0
	0,43301R
	0,25R
	-0,86602R
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,029006351 R3

	{(R,120 ,300),(R,150 ,300), (R,150, 330)}
	0,43301R
	0,25R
	0,43301R
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,25R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,074759527 R3

	{(R,120 ,300),(R,120 ,330), (R,150, 330)}
	0,43301R
	0,75R
	0,43301R
	-0,75R
	-0,43301R
	-0,25R
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,1875 R3

	{(R,120 ,330),(R,150 ,330), (R,150, 0)}
	0,75R
	0,43301R
	0,5R
	-0,43301R
	-0,25R
	0
	-0,5R
	-0,866R
	-0,866R
	0,154006351 R3

	{(R,120 ,330),(R,120 ,0), (R,150, 0)}
	0,75R
	0,86602R
	0,5R
	-0,43301R
	0
	0
	-0,5R
	-0,5R
	-0,866R
	-0,335376588 R3

	ΣΥΝΟΛΟ
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	-1,098076212 R3


Πίνακας 3.17: Η περιοχή 5 της σφαίρας
Από την πρόσθεση των συνόλων που υπολογίστηκαν στους πίνακες 3.12 – 3.17 για τις έξι περιοχές της σφαίρας, προκύπτει ο συνολικός όγκος :
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 Για τις περιοχές 4, 5 και 6 της σφαίρας ελήφθη το αρνητικό πρόσημο του τύπου για τον υπολογισμό του όγκου γιατί στις περιοχές αυτές ισχύει για κάθε στοιχειώδη τριγωνική επιφάνεια 
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Ο πραγματικός όγκος της σφαίρας είναι :
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οπότε  σε αυτήν την περίπτωση το σφάλμα θα είναι 
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δηλαδή πάρα πολύ μικρό, πράγμα το οποίο υποδηλώνει την αρκετά μεγάλη αξιοπιστία της συγκεκριμένης μεθόδου για τον υπολογισμό του όγκου.
Είναι εμφανές ότι στην περίπτωση των 30ο έχουμε αξιόπιστα αποτελέσματα σε αντίθεση με τις 45ο όπου η απόκλιση είναι μεγάλη και δεν υπάρχει αξιοπιστία στα αποτελέσματα σχετικά με τον πραγματικό όγκο.
3.6 ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΤΙΚΟΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΓΚΟΥ ΕΛΛΕΙΨΟΕΙΔΟΥΣ ΑΠΟ ΤΟ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΤΟΥ ΜΕ ΤΗ ΧΡΗΣΗ ΥΠΕΡΗΧΟΥ
Θεωρείται το ελλειψοειδές του επόμενου σχήματος 3.16. Στο κέντρο του Ο τοποθετείται ένας αισθητήρας υπερήχων σφαιρικού σχήματος μικρών διαστάσεων, ο οποίος εκπέμπει υπερηχητικές δέσμες προς την επιφάνεια του ελλειψοειδούς. Κάθε υπερηχητική δέσμη σχηματίζει σταθερή γωνία με τις γειτονικές της με τον ίδιο τρόπο όπως και στην περίπτωση της σφαίρας. Ως αρχή των αξόνων θεωρείται το κέντρο Ο του ελλειψοειδούς, όπου βρίσκεται και ο αισθητήρας υπερήχων. Και εδώ θα γίνει προσέγγιση του όγκου του ελλειψοειδούς με τη χρήση του μαθηματικού μοντέλου που αναπτύχθηκε στην προηγούμενη παράγραφο. Έτσι και στην περίπτωση αυτή απαιτούνται όλα τα σημεία της επιφάνειας του ελλειψοειδούς στα οποία προσπίπτουν οι δέσμες υπερήχου, με τις καρτεσιανές τους συντεταγμένες. Όπως και στα προηγούμενα είναι γνωστές για κάθε σημείο οι σφαιρικές του συντεταγμένες (r,θ,φ) οι οποίες στη συνέχεια μετατρέπονται σε καρτεσιανές και ακολουθεί η εφαρμογή του μαθηματικού τύπου που αναλύθηκε στα προηγούμενα.
Για το ελλειψοειδές οι σχέσεις που συνδέουν τις καρτεσιανές με τις σφαιρικές συντεταγμένες για όλα τα σημεία της επιφάνειάς του είναι οι ακόλουθες :
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όπου a, b, c είναι θετικοί αριθμοί που χαρακτηρίζουν τις διαστάσεις του ελλειψοειδούς.


Εικόνα 3.16: . Σχηματική παράσταση ελλειψοειδούς

Στη συνέχεια μελετάται η προσέγγιση του όγκου για τη γενική περίπτωση του σκαληνού ελλειψοειδούς, δηλαδή όταν ισχύει 
[image: image272.wmf]c

b

a

¹

¹

.

3.6.1 Προσεγγιστικός υπολογισμός όγκου ελλειψοειδούς με χρήση του μαθηματικού μοντέλου όταν οι υπερηχητικές δέσμες σχηματίζουν με τις γειτονικές τους γωνία 45ο. 
Κατ αναλογία με την αντίστοιχη περίπτωση για τη σφαίρα, έτσι κι εδώ κάθε υπερηχητική δέσμη σχηματίζει με τις 2  γειτονικές της στο ίδιο επίπεδο, γωνία ίση με 45ο. Επίσης κάθε δέσμη σχηματίζει με τις 2 γειτονικές της στην κατεύθυνση z’z πάλι γωνία 45ο. Στον πίνακα 3.18 που ακολουθεί απεικονίζονται όλα τα σημεία τις επιφάνειας του ελλειψοειδούς που απαιτούνται, με τις σφαιρικές και τις καρτεσιανές τους συντεταγμένες. Στη στήλη των σφαιρικών συντεταγμένων το μέγεθος r είναι η απόσταση του εκάστοτε σημείου από την αρχή των αξόνων και διαφέρει από σημείο σε σημείο.

	Σημείο (r,θ,φ)
	θ
	φ
	θ(rad)
	φ(rad)
	x
	y
	z

	(r, 0 , 0)
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	c

	(r, 45 , 0)
	45
	0
	0,785398
	0
	0,707107a
	0
	0,707107c

	(r, 45 , 45)
	45
	45
	0,785398
	0,785398
	0,5a
	0,5b
	0,707107c

	(r, 45 , 90)
	45
	90
	0,785398
	1,570796
	0
	0,707107b
	0,707107c

	(r, 45 , 135)
	45
	135
	0,785398
	2,356194
	-0,5a
	0,5b
	0,707107c

	(r, 45 , 180)
	45
	180
	0,785398
	3,141593
	-0,70711a
	0
	0,707107c

	(r, 45 , 225)
	45
	225
	0,785398
	3,926991
	-0,5a
	-0,5b
	0,707107c

	(r, 45 , 270)
	45
	270
	0,785398
	4,712389
	0
	-0,70711b
	0,707107c

	(r, 45 , 315)
	45
	315
	0,785398
	5,497787
	0,5a
	-0,5b
	0,707107c

	(r, 90 , 0)
	90
	0
	1,570796
	0
	a
	0
	0

	(r, 90 , 45)
	90
	45
	1,570796
	0,785398
	0,707107a
	0,707107b
	0

	(r, 90 , 90)
	90
	90
	1,570796
	1,570796
	0
	b
	0

	(r, 90 , 135)
	90
	135
	1,570796
	2,356194
	-0,70711a
	0,707107b
	0

	(r, 90 , 180)
	90
	180
	1,570796
	3,141593
	-a
	0
	0

	(r, 90 , 225)
	90
	225
	1,570796
	3,926991
	-0,70711a
	-0,70711b
	0

	(r, 90 , 270)
	90
	270
	1,570796
	4,712389
	0
	-b
	0

	(r, 90 , 315)
	90
	315
	1,570796
	5,497787
	0,707107a
	-0,70711b
	0

	(r, 135 , 0)
	135
	0
	2,356194
	0
	0,707107a
	0
	-0,70711c

	(r,135 , 45)
	135
	45
	2,356194
	0,785398
	0,5a
	0,5b
	-0,70711c

	(r, 135 , 90)
	135
	90
	2,356194
	1,570796
	0
	0,707107b
	-0,70711c

	(r, 135 , 135)
	135
	135
	2,356194
	2,356194
	-0,5a
	0,5b
	-0,70711c

	(r, 135 , 180)
	135
	180
	2,356194
	3,141593
	-0,70711a
	0
	-0,70711c

	(r, 135 , 225)
	135
	225
	2,356194
	3,926991
	-0,5a
	-0,5b
	-0,70711c

	(r, 135 , 270)
	135
	270
	2,356194
	4,712389
	0
	-0,70711b
	-0,70711c

	(r, 135 , 315)
	135
	315
	2,356194
	5,497787
	0,5a
	-0,5b
	-0,70711c

	(r, 180 , 0)
	180
	0
	3,141593
	0
	0
	0
	-c


Πίνακας 3.18: Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων της επιφάνειας του ελλειψοειδούς όπου προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες.
Κατ αναλογία με την περίπτωση τις σφαίρας γίνεται κι εδώ εφαρμογή του τύπου για την εκτίμηση του όγκου 
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 για 4 περιοχές του ελλειψοειδούς. Η πρώτη περιοχή είναι για 
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 όπου θ είναι η γωνία των σφαιρικών συντεταγμένων. Για τις 2 πρώτες περιοχές ισχύει το θετικό πρόσημο του παραπάνω τύπου διότι  είναι 
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 για κάθε στοιχειώδη τριγωνική επιφάνεια, ενώ για τις άλλες 2 ισχύει το αρνητικό πρόσημο καθώς σε αυτές  είναι 
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 για κάθε στοιχειώδη τριγωνική επιφάνεια. Τα αποτελέσματα είναι τα ίδια με αυτά στους πίνακες 3.6 – 3.9 με τη διαφορά ότι εδώ τα νούμερα που προκύπτουν στην τελευταία στήλη των πινάκων είναι πολλαπλασιασμένα επί  
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(και όχι επί R όπως ήταν στην περίπτωση της σφαίρας).

Από την πρόσθεση των συνόλων για τις τέσσερις περιοχές του ελλειψοειδούς, προκύπτει ο συνολικός όγκος :
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Όπως έχει αναφερθεί και σε προηγούμενη παράγραφο, ο όγκος ενός ελλειψοειδούς είναι
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Έτσι το σφάλμα θα είναι:
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3.6.2 Προσεγγιστικός υπολογισμός όγκου ελλειψοειδούς με χρήση του μαθηματικού μοντέλου όταν οι υπερηχητικές δέσμες σχηματίζουν με τις γειτονικές τους γωνία 30ο. 
Στην περίπτωση αυτή κάθε υπερηχητική δέσμη σχηματίζει με τις 2  γειτονικές της στο ίδιο επίπεδο, γωνία ίση με 30ο. Επίσης κάθε δέσμη σχηματίζει με τις 2 γειτονικές της στην κατεύθυνση z’z πάλι γωνία 30ο. Πάλι είναι απαραίτητα όλα τα σημεία της επιφάνειας του ελλειψοειδούς στα οποία προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες.

Στους πίνακες 3.19 και 3.20 που ακολουθούν φαίνονται όλα τα σημεία τις επιφάνειας του ελλειψοειδούς που χρειάζονται, με τις σφαιρικές και τις καρτεσιανές τους συντεταγμένες. Στην πρώτη στήλη των σφαιρικών συντεταγμένων, όπως και την τελευταία περίπτωση, το μέγεθος r είναι η απόσταση του εκάστοτε σημείου από την αρχή των αξόνων και διαφέρει από σημείο σε σημείο. Το r είναι η απόσταση που μετράται με τη βοήθεια των υπερήχων.

	Σημείο (r,θ,φ)
	θ(rad)
	φ(rad)
	x
	y
	z

	(r, 0 , 0)
	0
	0
	0
	0
	c

	(r, 30 , 0)
	0,523598776
	0
	0,5a
	0
	0,866025404c

	(r, 30 , 30)
	0,523598776
	0,523598776
	0,433012702a
	0,25b
	0,866025404c

	(r, 30 , 60)
	0,523598776
	1,047197551
	0,25a
	0,433012702b
	0,866025404c

	(r, 30 , 90)
	0,523598776
	1,570796327
	0
	0,5b
	0,866025404c

	(r, 30 , 120)
	0,523598776
	2,094395102
	-0,25a
	0,433012702b
	0,866025404c

	(r, 30 , 150)
	0,523598776
	2,617993878
	-0,433012702a
	0,25b
	0,866025404c

	(r, 30 , 180)
	0,523598776
	3,141592654
	-0,5a
	0
	0,866025404c

	(r, 30 , 210)
	0,523598776
	3,665191429
	-0,433012702a
	-0,25b
	0,866025404c

	(r, 30 , 240)
	0,523598776
	4,188790205
	-0,25a
	-0,433012702b
	0,866025404c

	(r, 30 , 270)
	0,523598776
	4,71238898
	0
	-0,5b
	0,866025404c

	(r, 30 , 300)
	0,523598776
	5,235987756
	0,25a
	-0,433012702b
	0,866025404c

	(r, 30 , 330)
	0,523598776
	5,759586532
	0,433012702a
	-0,25b
	0,866025404c

	(r, 60 , 0)
	1,047197551
	0
	0,866025404a
	0
	0,5c

	(r, 60 , 30)
	1,047197551
	0,523598776
	0,75a
	0,433012702b
	0,5c

	(r, 60 , 60)
	1,047197551
	1,047197551
	0,433012702a
	0,75b
	0,5c

	(r, 60 , 90)
	1,047197551
	1,570796327
	0
	0,866025404b
	0,5c

	(r, 60 , 120)
	1,047197551
	2,094395102
	-0,433012702a
	0,75b
	0,5c

	(r, 60 , 150)
	1,047197551
	2,617993878
	-0,75a
	0,433012702b
	0,5c

	(r, 60 , 180)
	1,047197551
	3,141592654
	-0,866025404a
	0
	0,5c

	(r, 60 , 210)
	1,047197551
	3,665191429
	-0,75a
	-0,433012702b
	0,5c

	(r, 60 , 240)
	1,047197551
	4,188790205
	-0,433012702a
	-0,75b
	0,5c

	(r, 60 , 270)
	1,047197551
	4,71238898
	0
	-0,866025404b
	0,5c

	(r, 60 , 300)
	1,047197551
	5,235987756
	0,433012702a
	-0,75b
	0,5c

	(r, 60 , 330)
	1,047197551
	5,759586532
	0,75a
	-0,433012702b
	0,5c

	(r, 90 , 0)
	1,570796327
	0
	a
	0
	0

	(r, 90 , 30)
	1,570796327
	0,523598776
	0,866025404a
	0,5b
	0

	(r, 90 , 60)
	1,570796327
	1,047197551
	0,5a
	0,866025404b
	0

	(r, 90 , 90)
	1,570796327
	1,570796327
	0
	b
	0

	(r, 90 , 120)
	1,570796327
	2,094395102
	-0,5a
	0,866025404b
	0

	(r, 90 , 150)
	1,570796327
	2,617993878
	-0,866025404a
	0,5b
	0

	(r, 90 , 180)
	1,570796327
	3,141592654
	-a
	0
	0

	(r, 90 , 210)
	1,570796327
	3,665191429
	-0,866025404a
	-0,5b
	0

	(r, 90 , 240)
	1,570796327
	4,188790205
	-0,5a
	-0,866025404b
	0

	(r, 90 , 270)
	1,570796327
	4,71238898
	0
	-b
	0

	(r, 90 , 300)
	1,570796327
	5,235987756
	0,5a
	-0,866025404b
	0

	(r, 90 , 330)
	1,570796327
	5,759586532
	0,866025404a
	-0,5b
	0


Πίνακας 3.19: Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων της επιφάνειας του ελλειψοειδούς όπου προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες.
	Σημείο (r,θ,φ)
	θ(rad)
	φ(rad)
	x
	y
	z

	(r, 120 , 0)
	2,094395102
	0
	0,866025404a
	0
	-0,5c

	(r, 120 , 30)
	2,094395102
	0,523598776
	0,75a
	0,433012702b
	-0,5c

	(r, 120 , 60)
	2,094395102
	1,047197551
	0,433012702a
	0,75b
	-0,5c

	(r, 120 , 90)
	2,094395102
	1,570796327
	0
	0,866025404b
	-0,5c

	(r, 120 , 120)
	2,094395102
	2,094395102
	-0,433012702a
	0,75b
	-0,5c

	(r, 120 , 150)
	2,094395102
	2,617993878
	-0,75a
	0,433012702b
	-0,5c

	(r, 120 , 180)
	2,094395102
	3,141592654
	-0,866025404a
	0
	-0,5c

	(r, 120 , 210)
	2,094395102
	3,665191429
	-0,75a
	-0,433012702b
	-0,5c

	(r, 120 , 240)
	2,094395102
	4,188790205
	-0,433012702a
	-0,75b
	-0,5c

	(r, 120 , 270)
	2,094395102
	4,71238898
	0
	-0,866025404b
	-0,5c

	(r, 120 , 300)
	2,094395102
	5,235987756
	0,433012702a
	-0,75b
	-0,5c

	(r, 120 , 330)
	2,094395102
	5,759586532
	0,75a
	-0,433012702b
	-0,5c

	(r, 150 , 0)
	2,617993878
	0
	0,5a
	0
	-0,866025404c

	(r, 150 , 30)
	2,617993878
	0,523598776
	0,433012702a
	0,25b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 60)
	2,617993878
	1,047197551
	0,25a
	0,433012702b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 90)
	2,617993878
	1,570796327
	0
	0,5b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 120)
	2,617993878
	2,094395102
	-0,25a
	0,433012702b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 150)
	2,617993878
	2,617993878
	-0,433012702a
	0,25b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 180)
	2,617993878
	3,141592654
	-0,5a
	0
	-0,866025404c

	(r, 150 , 210)
	2,617993878
	3,665191429
	-0,433012702a
	-0,25b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 240)
	2,617993878
	4,188790205
	-0,25a
	-0,433012702b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 270)
	2,617993878
	4,71238898
	0
	-0,5b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 300)
	2,617993878
	5,235987756
	0,25a
	-0,433012702b
	-0,866025404c

	(r, 150 , 330)
	2,617993878
	5,759586532
	0,433012702a
	-0,25b
	-0,866025404c

	(r, 180 , 0)
	3,141592654
	0
	0
	0
	-c


Πίνακας 3.20: Σφαιρικές και καρτεσιανές συντεταγμένες των σημείων της επιφάνειας του ελλειψοειδούς όπου προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες.
Εν συνεχεία γίνεται εφαρμογή του τύπου για την εκτίμηση του όγκου 
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 για 6 περιοχές του ελλειψοειδούς. Η πρώτη περιοχή είναι για 
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 όπου θ είναι η γωνία των σφαιρικών συντεταγμένων. Για τις 3 πρώτες περιοχές ισχύει το θετικό πρόσημο του παραπάνω τύπου αφού  είναι 
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για κάθε στοιχειώδη τριγωνική επιφάνεια, ενώ για τις άλλες 3 ισχύει το αρνητικό πρόσημο καθώς για κάθε στοιχειώδη τριγωνική επιφάνεια  είναι 
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Τα αποτελέσματα που προκύπτουν είναι τα ίδια με αυτά στους πίνακες 3.12 – 3.17 για την περίπτωση της σφαίρας για τις 30ο , με τη διαφορά ότι εδώ τα νούμερα που προκύπτουν στην τελευταία στήλη των πινάκων είναι πολλαπλασιασμένα επί  
[image: image293.wmf]c
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(και όχι επί R όπως ήταν στην περίπτωση της σφαίρας).

Έτσι από  την πρόσθεση των συνόλων που υπολογίστηκαν για τις έξι  περιοχές του ελλειψοειδούς, προκύπτει η εκτίμηση του συνολικού όγκου :
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Ο πραγματικός όγκος του ελλειψοειδούς είναι 
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Οπότε το σφάλμα θα είναι:
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3.7 ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Όπως φαίνεται η εκτίμηση του όγκου ενός γεωμετρικού στερεού από την εσωτερική του πλευρά, με χρήση του μαθηματικού τύπου 
[image: image297.wmf])
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, εξαρτάται από τη γωνία που σχηματίζουν οι δέσμες μεταξύ τους. Στην παρούσα εργασία έγινε δοκιμή στις γωνίες 45ο και 30ο . Για τη γωνία 45ο τα αποτελέσματα ήταν μη αξιόπιστα απέχοντας κατά πολύ από τον πραγματικό όγκο. Ωστόσο στην περίπτωση των 30ο  τα αποτελέσματα ήταν ικανοποιητικά για σχετικά μικρό αριθμό μετρήσεων. Συμπερασματικά μπορεί να θεωρηθεί ότι για γωνίες μικρότερες ή ίσες των 30ο η μέθοδος παρέχει ικανοποιητική ακρίβεια όσον αφορά τη μέτρηση όγκου κυρτών σχημάτων.

 Έτσι είναι δυνατόν έχοντας έναν αισθητήρα υπερήχων στο εσωτερικό ενός γεωμετρικού σχήματος να εκτιμηθεί σε έναν πολύ καλό βαθμό ο όγκος του σχήματος αυτού. Κατ επέκταση αυτή η μέθοδος μπορεί να εφαρμοστεί και για την εκτίμηση του όγκου μιας τυχαίας κοιλότητας κυρτού σχήματος.

Τέλος αξίζει να σημειωθεί ότι θεωρήθηκε ο αισθητήρας υπερήχων τοποθετημένος στο κέντρο του εκάστοτε γεωμετρικού στερεού για ευκολία στις πράξεις. Καλό είναι σε κάθε περίπτωση ο αισθητήρας να βρίσκεται κοντά στο κέντρο της υπό μέτρηση κοιλότητας, έτσι ώστε να υπάρχει σχετικά ομοιόμορφη κατανομή των ενδιαφερόμενων σημείων στην επιφάνεια της προς μέτρηση κοιλότητας και επομένως και το μικρότερο δυνατό σφάλμα στην εκτίμηση του όγκου.
3.8 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟΔΟΥ ΣΤΟ MATLAB
Στη συνέχεια παρουσιάζεται ένα πρόγραμμα γραμμένο σε κώδικα matlab για την επιβεβαίωση λειτουργίας της μεθόδου, το οποίο πραγματοποιεί την τριγωνοποίηση μιας επιφάνειας και εφαρμόζει τη μέθοδο στην περίπτωση των 30ο για τη σφαίρα, σύμφωνα με τις απαιτήσεις που έχουν οριστεί για τη συγκεκριμένη περίπτωση.

theta=[0 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 60 60 60 60 60 60 60 60 60 60 60 60 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 90 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 120 150 150 150 150 150 150 150 150 150 150 150 150 180];
fi=[0 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 0];
radius=[10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10];
for i=1:s2

    radFi=fi(i)*pi/180;

    radTheta=theta(i)*pi/180;

    p(i,1)=radius(i)*sin(radTheta)*cos(radFi);

    p(i,2)=radius(i)*sin(radTheta)*sin(radFi);

    p(i,3)=radius(i)*cos(radTheta);

end
figure(1);

set(gcf,'position',[0,0,1280,800]);

subplot(1,2,1)

hold on

axis equal

title('Points Cloud','fontsize',14)

plot3(p(:,1),p(:,2),p(:,3),'g.')

view(3);
figure(1)

subplot(1,2,2)

hold on

title('Output Triangulation','fontsize',14)

axis equal
view(3);
[k,volumeMatlab]=convhulln(p) ;
t=[1 2 3; 

    1
3
4;

1
4
5;

1
5
6;

1
6
7;

1
7
8;

1
8
9;

1
9
10;

1
10
11;

1
11
12;

1
12
13;

1
13
2;

2
14
15;

2
3
15;

3
15
16;

3
4
16;

4
16
17;

4
5
17;

5
17
18;

5
6
18;

6
18
19;

6
7
19;

7
19
20;

7
8
20;

8
20
21;

8
9
21;

9
21
22;

9
10
22;

10
22
23;

10
11
23;

11
23
24;

11
12
24;

12
24
25;

12
13
25;

13
25
14;

13
2
14;

14
26
27;

14
15
27;

15
27
28;

15
16
28;

16
28
29;

16
17
29;

17
29
30;

17
18
30;

18
30
31;

18
19
31;

19
31
32;

19
20
32;

20
32
33;

20
21
33;

21
33
34;

21
22
34;

22
34
35;

22
23
35;

23
35
36;

23
24
36;

24
36
37;

24
25
37;

25
37
26;

25
14
26;

26
38
39;

26
27
39;

27
39
40;

27
28
40;

28
40
41;

28
29
41;

29
41
42;

29
30
42;

30
42
43;

30
31
43;

31
43
44;

31
32
44;

32
44
45;

32
33
45;

33
45
46;

33
34
46;

34
46
47;

34
35
47;

35
47
48;

35
36
48;

36
48
49;

36
37
49;

37
49
38;

37
26
38;

38
50
51;

38
39
51;

39
51
52;

39
40
52;

40
52
53;

40
41
53;

41
53
54;

41
42
54;

42
54
55;

42
43
55;

43
55
56;

43
44
56;

44
56
57;

44
45
57;

45
57
58;

45
46
58;

46
58
59;

46
47
59;

47
59
60;

47
48
60;

48
60
61;

48
49
61;

49
61
50;

49
38
50;

62
50
51;

62
51
52;

62
52
53;

62
53
54;

62
54
55;

62
55
56;

62
56
57;

62
57
58;

62
58
59;

62
59
60;

62
60
61;

62
61
50];
trisurf(t,p(:,1),p(:,2),p(:,3),'facecolor','c','edgecolor','b')
[t1,t2]=size(t);

for i=1:t1

    x1=p(t(i,1),1);

    x2=p(t(i,2),1);

    x3=p(t(i,3),1);

    y1=p(t(i,1),2);

    y2=p(t(i,2),2);

    y3=p(t(i,3),2);

    z1=p(t(i,1),3);

    z2=p(t(i,2),3);

    z3=p(t(i,3),3);

    t(i,4)=((p(t(i,2),1)-p(t(i,1),1))*(p(t(i,3),2)-p(t(i,1),2)))-((p(t(i,3),1)-p(t(i,1),1))*(p(t(i,2),2)-(p(t(i,1),2)))); %υπολογισμός θετικού ή αρνητικού

    t(i,4)=((x2-x1)*(y3-y1))-((x3-x1)*(y2-y1));

    A=   ((p(t(i,2),2)-p(t(i,1),2))*(p(t(i,3),3)-p(t(i,1),3))) -  ((p(t(i,3),2)-p(t(i,1),2))*(p(t(i,2),3)-p(t(i,1),3)));

    A= (y2-y1)*(z3-z1)-(y3-y1)*(z2-z1);
B= -(((p(t(i,2),1)-p(t(i,1),1))*(p(t(i,3),3)-p(t(i,1),3))) -  ((p(t(i,3),1)-p(t(i,1),1))*(p(t(i,2),3)-p(t(i,1),3))));

    B=-((x2-x1)*(z3-z1)-(x3-x1)*(z2-z1));
C=   ((p(t(i,2),1)-p(t(i,1),1))*(p(t(i,3),2)-p(t(i,1),2))) - ((p(t(i,2),1)-p(t(i,1),1))*(p(t(i,2),2)-p(t(i,1),2)));

    C=(x2-x1)*(y3-y1)-(x2-x1)*(y2-y1);

    metroA=sqrt(A^2+B^2+C^2);

    metroB=sqrt(p(t(i,1),1)^2+p(t(i,1),2)^2+p(t(i,1),3)^2);

    metroB=sqrt(x1^2+y1^2+z1^2);

    mycos=(A*p(t(i,1),1)+B*p(t(i,1),2)+C*p(t(i,1),3))/(metroA*metroB);

    mycos=(A*x1+B*y1+C*z1)/(metroA*metroB);

    t(i,5)=mycos;

    t(i,6)=t(i,4)*t(i,5);

end
volume=0;

for i=1:t1

    if t(i,6)>0

        volume=volume+((((p(t(i,2),2)-p(t(i,1),2))*(p(t(i,3),3)-p(t(i,1),3)))-(p(t(i,2),3)-p(t(i,1),3))*(p(t(i,3),2)-p(t(i,1),2)))*((p(t(i,1),1))+p(t(i,2),1)+p(t(i,3),1)));

    else

        volume=volume-((((p(t(i,2),2)-p(t(i,1),2))*(p(t(i,3),3)-p(t(i,1),3)))-(p(t(i,2),3)-p(t(i,1),3))*(p(t(i,3),2)-p(t(i,1),2)))*((p(t(i,1),1))+p(t(i,2),1)+p(t(i,3),1)));

    end
end
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4 

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΟΓΚΟΥ ΤΥΧΑΙΩΝ ΚΟΙΛΟΤΗΤΩΝ

4.1 ΓΕΝΙΚΑ

Σύμφωνα με όσα αναφέρθηκαν στο προηγούμενο κεφάλαιο, η εκτίμηση του όγκου μιας σφαίρας και ενός ελλειψοειδούς με τη χρήση του μαθηματικού μοντέλου που περιγράφηκε, για να παρέχει ικανοποιητικά αποτελέσματα πρέπει η γωνία να μην είναι μεγαλύτερη από 30ο . Έτσι η μέθοδος αυτή είναι δυνατόν να επεκταθεί και για την εκτίμηση του όγκου μιας τυχαίας κοιλότητας.

Συνοπτικά, τα βήματα που ακολουθούνται κατά την εφαρμογή της μεθόδου αυτής, είναι τα εξής: i) τριγωνοποίηση της επιφάνειας της προς μέτρηση κοιλότητας, ii) έλεγχος της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image298.wmf]n

)

 της κάθε τριγωνικής επιφάνειας με το μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image299.wmf]z

)

 για την αντίστοιχη επιλογή του πρόσημου στον τύπο για τον υπολογισμό του όγκου και iii) εφαρμογή του μαθηματικού τύπου για όλες τις τριγωνικές επιφάνειες 
[image: image300.wmf])
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 από όπου προκύπτει ο όγκος της κοιλότητας.

Ως αρχή των αξόνων θεωρείται το σημείο όπου βρίσκεται ο αισθητήρας των υπερήχων. Για την τριγωνοποίηση της επιφάνειας και τον έλεγχο της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image301.wmf]n

)

 της κάθε τριγωνικής επιφάνειας με το μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image302.wmf]z

)

, θα χρειαστεί κάποιο υπολογιστικό πρόγραμμα  όπως το matlab. Με τη βοήθεια των υπερήχων μετρώνται οι αποστάσεις των ενδιαφερόμενων σημείων από τον αισθητήρα και ανάλογα με τη διάταξη των ματιών στον αισθητήρα, είναι γνωστές, για κάθε σημείο που χρειάζεται, οι σφαιρικές του συντεταγμένες (r, θ, φ). Ακολουθεί μετατροπή των σφαιρικών συντεταγμένων σε καρτεσιανές και έπειτα εφαρμογή του τύπου για τον υπολογισμό του όγκου.
4.2 ΔΙΑΔΙΚΑΣΙΑ ΕΚΤΙΜΗΣΗΣ ΤΟΥ ΟΓΚΟΥ ΤΗΣ ΠΡΟΣ ΜΕΤΡΗΣΗ ΚΟΙΛΟΤΗΤΑΣ

Παρακάτω περιγράφεται αναλυτικά η διαδικασία που ακολουθείται για την εκτίμηση του όγκου μιας τυχαίας κοιλότητας με τα τρία βήματα που αναφέρθηκαν προηγουμένως.
4.2.1 Τριγωνοποίηση
Τριγωνοποίηση ονομάζεται η διαδικασία κατά την οποία δημιουργείται ένα πλέγμα τριγώνων πάνω σε μια επιφάνεια. Το πλέγμα αυτό προσεγγίζει την επιφάνεια. Πρόκειται δηλαδή για μια επιφάνεια που αποτελείται από στοιχειώδεις τριγωνικές επιφάνειες. Οι παράμετροι ως προς τη δημιουργία των τριγώνων είναι κάτι που μπορεί να καθοριστεί.

Στην παρούσα περίπτωση οι κορυφές των τριγώνων είναι τα σημεία της επιφάνειας της προς μέτρηση κοιλότητας όπου προσπίπτουν οι υπερηχητικές δέσμες. Έτσι το τριγωνικό πλέγμα που δημιουργείται, βρίσκεται εσωτερικά της επιφάνειας της προς μέτρηση κοιλότητας. Η κατασκευή του αισθητήρα είναι τέτοια ώστε κάθε υπερηχητική δέσμη να σχηματίζει με τις 2  γειτονικές της στο ίδιο επίπεδο, (σταθερή) γωνία i. Επίσης κάθε δέσμη σχηματίζει με τις 2 γειτονικές της στην κατεύθυνση z’z πάλι γνωστή (σταθερή) γωνία j. Ο αισθητήρας τοποθετείται σε όσο το δυνατόν πιο κεντρικό σημείο στο εσωτερικό της κοιλότητας.

4.2.2 Έλεγχος της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα n της κάθε τριγωνικής επιφάνειας με το μοναδιαίο διάνυσμα
[image: image303.wmf]z

)


Αφού ολοκληρωθεί η διαδικασία της τριγωνοποίησης της επιφάνειας, επόμενο βήμα είναι ο έλεγχος της γωνίας που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image304.wmf]n

)

 της κάθε στοιχειώδους τριγωνικής επιφάνειας με το μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image305.wmf]z

)

. Για κάθε κορυφή οποιασδήποτε τριγωνικής επιφάνειας είναι γνωστές οι σφαιρικές της συντεταγμένες οι οποίες στη συνέχεια μετατρέπονται σε καρτεσιανές. Έτσι για κάθε τριγωνική επιφάνεια υπάρχουν τρία σημεία, τα Α, Β, Γ με Α(x1,y1,z1), Β(x2,y2,z2), Γ(x3,y3,z3). Σύμφωνα με τη διαδικασία που περιγράφηκε στην παράγραφο 3.5.2 για το εξωτερικό και το εσωτερικό γινόμενο δυο διανυσμάτων, η γωνία που σχηματίζει το διάνυσμα 
[image: image306.wmf]n

)

 της κάθε τριγωνικής επιφάνειας με το μοναδιαίο διάνυσμα 
[image: image307.wmf]z

)

 εξαρτάται αποκλειστικά από την ποσότητα 
[image: image308.wmf])]
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. Πιο συγκεκριμένα όταν 
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n

)
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,

είναι οξεία και λαμβάνεται θετικό πρόσημο στον τύπο για τον υπολογισμό του όγκου και όταν 
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είναι αμβλεία και λαμβάνεται το αρνητικό πρόσημο. Επειδή η παραπάνω σχέση δε βρίσκει εφαρμογή για όλες τις περιοχές του υπό μέτρηση σχήματος, πρέπει να διασφαλιστεί με μία επιπλέον συνθήκη βάσει της οποίας θεωρείται ένα διάνυσμα 
[image: image313.wmf]a

v

 με αρχή την αρχή των αξόνων και πέρας ένα από τα σημεία της στοιχειώδους τριγωνικής επιφάνειας. Κατόπιν πρέπει να ελεγχθεί η γωνία που σχηματίζεται μεταξύ των 
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 και 
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από τον τύπο του εσωτερικού γινομένου. Αν η γωνία είναι μικρότερη από 90ο τότε η συνθήκη που αφορά το πρόσημο μένει ως έχει, διαφορετικά προστίθεται αρνητικό πρόσημο.

4.2.3 Εφαρμογή του μαθηματικού τύπου από τον οποίο υπολογίζεται ο όγκος, για όλες τις τριγωνικές επιφάνειες
Ύστερα από την επιλογή του πρόσημου για κάθε στοιχειώδη τριγωνική επιφάνεια, επόμενο βήμα είναι ο υπολογισμός του όρου 
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 για κάθε i-οστή τριγωνική επιφάνεια και πολλαπλασιασμός του αποτελέσματος με το πρόσημο που αντιστοιχεί στη συγκεκριμένη επιφάνεια. Έπειτα προστίθενται οι αντίστοιχοι όροι που υπολογίστηκαν για όλες τις τριγωνικές επιφάνειες (πλήθους m) και έτσι ολοκληρώνεται η εκτίμηση του όγκου της κοιλότητας. Πρόκειται δηλαδή για την εφαρμογή του τύπου 
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 για το σύνολο m των τριγωνικών επιφανειών του πλέγματος.
ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 

ΠΕΙΡΑΜΑΤΙΚΗ ΠΡΟΣΕΓΓΙΣΗ – ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΚΑΙ ΕΠΕΞΕΡΓΑΣΙΑ                         
5.1 ΓΕΝΙΚΑ

Στο παρόν κεφάλαιο παρατίθενται πειραματικές μετρήσεις που έγιναν στο εργαστήριο Βιοϊατρικής Τεχνολογίας του ΕΜΠ σε κάποια δοκίμια με εξοπλισμό που ανήκει στο εργαστήριο. 
Σκοπός των μετρήσεων αυτών είναι να ελέγξουμε την ακρίβεια του αισθητήρα υπερήχων σε μετρήσεις κλειστής κοιλότητας μικρού όγκου 

Πιο συγκεκριμένα μέσω του αισθητήρα υπερήχων ο οποίος εκπέμπει δυο υπερηχητικές δέσμες με αντίθετες κατευθύνσεις, μετρήθηκαν οι διαστάσεις που είναι απαραίτητες για τον υπολογισμό του όγκου κάθε δοκιμίου. Οι μετρήσεις έγιναν σε ένα γυάλινο ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο και σε ένα ελλειψοειδές από PVC. Με τη βοήθεια της διαθέσιμης πειραματικής διάταξης, μετρήθηκε ο χρόνος που χρειάζεται ένα εκπεμπόμενο υπερηχητικό κύμα να ταξιδέψει από τον αισθητήρα υπερήχων έως την  επιφάνεια του δοκιμίου και να φθάσει ξανά πίσω στον αισθητήρα. Έπειτα με την εφαρμογή του μαθηματικού τύπου 
[image: image318.wmf]2
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 υπολογίστηκε η απόσταση που μεσολαβούσε κάθε φορά από τον αισθητήρα μέχρι την επιφάνεια του δοκιμίου. Το εσωτερικό των δοκιμίων περιείχε φυσιολογικό ορό για τον οποίο είναι γνωστή η ταχύτητα διάδοσης του υπερήχου, που είναι 1485 m/sec.  

Τα χαρακτηριστικά της πειραματικής διάταξης που χρησιμοποιήθηκε, είναι τα παρακάτω :

Αισθητήρας
5MHz medium frequency
 
Κάρτα Επεξεργασίας 

A/D converter:

- Resolution: 8 bits

- Sampling frequency: 12.5,25,50 or 100MHz

Analog parameters:

- Input amplifier gain: -20dB - 76dB

- Input attenuator off or -20dB

- Bandwidth: 0.5 MHz - 25 MHz (-3dB)

Pulser:

- Pulse Voltage from off (0V) to 360V

- Pulse Duration short circuit, bandwidth up to about 50MHz
Αξίζει να σημειωθεί ότι ο αισθητήρας ήταν τοποθετημένος σε μια κατασκευή η οποία επέτρεπε την περιστροφή του μέχρι 90ο . Επίσης υπήρχε η δυνατότητα μετακίνησης του αισθητήρα στην κατακόρυφη διεύθυνση με βήμα 1mm. Τέλος τα δοκίμια τοποθετήθηκαν με τέτοιο τρόπο ώστε σε κάθε μέτρηση να εξασφαλίζεται η κατακόρυφη πρόσπτωση των 2 υπερηχητικών δεσμών στις δύο αντικριστές επιφάνειες τους, άρα και το ελάχιστο δυνατόν σφάλμα.
Στη συνέχεια ακολουθούν οι μετρήσεις που ελήφθησαν και η επεξεργασία τους.

5.2 ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΣΕ ΟΡΘΟΓΩΝΙΟ ΠΑΡΑΛΛΗΛΕΠΙΠΕΔΟ

Η πρώτη σειρά μετρήσεων έγινε σε ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο διαστάσεων 
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. Συγκεκριμένα ορίσαμε τις πλευρές, ως εξής : 
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. Ο πραγματικός όγκος του δοκιμίου είναι 
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. Το εσωτερικό του δοκιμίου περιείχε φυσιολογικό ορό. Περίπου στο κέντρο της πάνω έδρας του παραλληλεπιπέδου, υπήρχε μια οπή από όπου βυθίζαμε τον αισθητήρα υπερήχων στο εσωτερικό του δοκιμίου. Έτσι πήραμε τις μετρήσεις για τις πλευρές a και b. Για την πλευρά a πήραμε τη σειρά μετρήσεων a1 t(μsec) και a2 t(μsec), που αντιπροσωπεύουν τους χρόνους που χρειάζεται καθένα από τα 2 εκπεμπόμενα υπερηχητικά κύματα να ταξιδέψει από τον αισθητήρα υπερήχων έως την  επιφάνεια του δοκιμίου και να φθάσει ξανά πίσω στον αισθητήρα. Έπειτα με τη χρήση του τύπου 
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 υπολογίσαμε τις αποστάσεις a1 και a2 από τον αισθητήρα έως τις 2 αντικριστές επιφάνειες του δοκιμίου και από την πρόσθεσή τους προέκυψε για κάθε μέτρηση το μήκος της  πλευράς a. Έπειτα με στροφή του αισθητήρα κατά 90ο πήραμε τις μετρήσεις b1 t(μsec) και b2 t(μsec),από όπου με την ίδια ακριβώς διαδικασία προέκυψε το μήκος της πλευράς b. Επίσης υπήρχε μια ακόμη οπή περίπου στο κέντρο μιας πλαϊνής έδρας του παραλληλεπιπέδου  από όπου ήταν δυνατή η εισαγωγή του αισθητήρα στο εσωτερικό του δοκιμίου για τη λήψη της σειράς μετρήσεων  c1 t(μsec) και c2 t(μsec). Με την ίδια ακριβώς διαδικασία που περιγράψαμε αμέσως πριν, υπολογίσαμε για όλες τις μετρήσεις το μήκος της πλευράς c. Τα παραπάνω παρουσιάζονται συγκεντρωτικά στους πίνακες που ακολουθούν. Συνολικά για το ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο ελήφθησαν 100 μετρήσεις.

	Α/Α
	a1
 t (μsec)
	a1
 d 
(mm)
	a2
 t
(μsec)
	a2
 d
 (mm)
	b1
 t 
(μsec)
	b1
 d 
(mm)
	b2
 t (μsec)
	b2
 d
 (mm)
	c1
 t (μsec)
	c1
 d 
(mm)
	c2
 t
(μsec)
	c2 
d 
(mm)

	1
	88,1
	65,414
	78,94
	58,613
	66,77
	49,577
	67,93
	50,438
	57,64
	42,798
	50,24
	37,303

	2
	88,1
	65,414
	78,94
	58,613
	66,77
	49,577
	67,93
	50,438
	57,64
	42,798
	50,24
	37,303

	3
	87,28
	64,805
	79,16
	58,776
	63,74
	47,327
	70,81
	52,576
	53,23
	39,523
	54,61
	40,548

	4
	87,28
	64,805
	79,16
	58,776
	63,74
	47,327
	70,81
	52,576
	53,23
	39,523
	54,61
	40,548

	5
	87,3
	64,82
	79,19
	58,799
	65,7
	48,782
	69,13
	51,329
	51,48
	38,224
	56,39
	41,87

	6
	87,3
	64,82
	79,19
	58,799
	65,7
	48,782
	69,13
	51,329
	51,48
	38,224
	56,39
	41,87

	7
	86,74
	64,404
	79,63
	59,125
	62,36
	46,302
	72,21
	53,616
	56,24
	41,758
	51,57
	38,291

	8
	86,74
	64,404
	79,63
	59,125
	62,36
	46,302
	72,21
	53,616
	56,24
	41,758
	51,57
	38,291

	9
	86,38
	64,137
	80,04
	59,43
	64,16
	47,639
	70,54
	52,376
	57,17
	42,449
	50,68
	37,63

	10
	86,38
	64,137
	80,04
	59,43
	64,16
	47,639
	70,54
	52,376
	57,17
	42,449
	50,68
	37,63

	11
	86,41
	64,159
	80,06
	59,445
	63,71
	47,305
	70,96
	52,688
	53,41
	39,657
	54,44
	40,422

	12
	86,41
	64,159
	80,06
	59,445
	63,71
	47,305
	70,96
	52,688
	53,41
	39,657
	54,44
	40,422

	13
	86,27
	64,055
	80,17
	59,526
	66,69
	49,517
	68,16
	50,609
	50,39
	37,415
	57,48
	42,679

	14
	86,27
	64,055
	80,17
	59,526
	66,69
	49,517
	68,16
	50,609
	50,39
	37,415
	57,48
	42,679

	15
	86,1
	63,929
	80,37
	59,675
	64,35
	47,78
	70,34
	52,227
	54,13
	40,192
	53,71
	39,88

	16
	86,1
	63,929
	80,37
	59,675
	64,35
	47,78
	70,34
	52,227
	54,13
	40,192
	53,71
	39,88

	17
	86,09
	63,922
	80,38
	59,682
	63,19
	46,919
	71,72
	53,252
	55,38
	41,12
	52,58
	39,041

	18
	86,09
	63,922
	80,38
	59,682
	63,19
	46,919
	71,72
	53,252
	55,38
	41,12
	52,58
	39,041

	19
	85,88
	63,766
	80,55
	59,808
	63,11
	46,859
	71,61
	53,17
	57,36
	42,59
	50,51
	37,504

	20
	85,88
	63,766
	80,55
	59,808
	63,11
	46,859
	71,61
	53,17
	57,36
	42,59
	50,51
	37,504

	21
	85,51
	63,491
	80,92
	60,083
	63,19
	46,919
	71,41
	53,022
	54,39
	40,385
	53,44
	39,679

	22
	85,51
	63,491
	80,92
	60,083
	63,19
	46,919
	71,41
	53,022
	54,39
	40,385
	53,44
	39,679

	23
	85,52
	63,499
	80,95
	60,105
	65,77
	48,834
	69,12
	51,322
	55,19
	40,979
	52,69
	39,122

	24
	85,52
	63,499
	80,95
	60,105
	65,77
	48,834
	69,12
	51,322
	55,19
	40,979
	52,69
	39,122

	25
	84,89
	63,031
	81,53
	60,536
	62,99
	46,77
	71,7
	53,237
	59,23
	43,978
	48,62
	36,1

	26
	84,89
	63,031
	81,53
	60,536
	62,99
	46,77
	71,7
	53,237
	59,23
	43,978
	48,62
	36,1

	27
	84,82
	62,979
	81,61
	60,595
	64,38
	47,802
	70,47
	52,324
	51,66
	38,358
	56,19
	41,721

	28
	84,82
	62,979
	81,61
	60,595
	64,38
	47,802
	70,47
	52,324
	51,66
	38,358
	56,19
	41,721

	29
	84,91
	63,046
	81,65
	60,625
	63,24
	46,956
	71,38
	53
	58,79
	43,652
	49,06
	36,427

	30
	84,91
	63,046
	81,65
	60,625
	63,24
	46,956
	71,38
	53
	58,79
	43,652
	49,06
	36,427

	31
	84,65
	62,853
	81,85
	60,774
	63,18
	46,911
	71,68
	53,222
	55,39
	41,127
	52,61
	39,063

	32
	84,65
	62,853
	81,85
	60,774
	63,18
	46,911
	71,68
	53,222
	55,39
	41,127
	52,61
	39,063

	33
	84,65
	62,853
	81,85
	60,774
	63,18
	46,911
	71,68
	53,222
	55,39
	41,127
	52,61
	39,063

	34
	84,65
	62,853
	81,85
	60,774
	63,18
	46,911
	71,68
	53,222
	55,39
	41,127
	52,61
	39,063

	35
	84,53
	62,764
	81,97
	60,863
	62,74
	46,584
	71,92
	53,401
	54,92
	40,778
	52,99
	39,345

	36
	84,53
	62,764
	81,97
	60,863
	62,74
	46,584
	71,92
	53,401
	54,92
	40,778
	52,99
	39,345

	37
	84,41
	62,674
	82,03
	60,907
	65,66
	48,753
	69,19
	51,374
	52,22
	38,773
	55,66
	41,328

	38
	84,41
	62,674
	82,03
	60,907
	65,66
	48,753
	69,19
	51,374
	52,22
	38,773
	55,66
	41,328

	39
	84,32
	62,608
	82,11
	60,967
	62,49
	46,399
	72,19
	53,601
	51,5
	38,239
	56,33
	41,825

	40
	84,32
	62,608
	82,11
	60,967
	62,49
	46,399
	72,19
	53,601
	51,5
	38,239
	56,33
	41,825

	41
	84,38
	62,652
	82,15
	60,996
	62,51
	46,414
	72,12
	53,549
	58,72
	43,6
	49,14
	36,486

	42
	84,38
	62,652
	82,15
	60,996
	62,51
	46,414
	72,12
	53,549
	58,72
	43,6
	49,14
	36,486

	43
	84,11
	62,452
	82,49
	61,249
	66,15
	49,116
	68,69
	51,002
	55,43
	41,157
	52,54
	39,011

	44
	84,11
	62,452
	82,49
	61,249
	66,15
	49,116
	68,69
	51,002
	55,43
	41,157
	52,54
	39,011

	45
	83,75
	62,184
	82,63
	61,353
	67,64
	50,223
	67,18
	49,881
	57,79
	42,909
	50,06
	37,17

	46
	83,75
	62,184
	82,63
	61,353
	67,64
	50,223
	67,18
	49,881
	57,79
	42,909
	50,06
	37,17

	47
	83,74
	62,177
	82,69
	61,397
	63,58
	47,208
	71,13
	52,814
	54,98
	40,823
	52,91
	39,286

	48
	83,74
	62,177
	82,69
	61,397
	63,58
	47,208
	71,13
	52,814
	54,98
	40,823
	52,91
	39,286

	49
	83,64
	62,103
	82,79
	61,472
	64,39
	47,81
	70,29
	52,19
	51,22
	38,031
	56,58
	42,011

	50
	83,64
	62,103
	82,79
	61,472
	64,39
	47,81
	70,29
	52,19
	51,22
	38,031
	56,58
	42,011

	51
	83,62
	62,088
	82,97
	61,605
	63,92
	47,461
	70,89
	52,636
	55,48
	41,194
	52,48
	38,966

	52
	83,62
	62,088
	82,97
	61,605
	63,92
	47,461
	70,89
	52,636
	55,48
	41,194
	52,48
	38,966

	53
	83,29
	61,843
	83,15
	61,739
	65,69
	48,775
	69,04
	51,262
	57,96
	43,035
	49,91
	37,058

	54
	83,29
	61,843
	83,15
	61,739
	65,69
	48,775
	69,04
	51,262
	57,96
	43,035
	49,91
	37,058

	55
	83,26
	61,821
	83,21
	61,783
	62,15
	46,146
	72,67
	53,957
	60,88
	45,203
	47,03
	34,92

	56
	83,26
	61,821
	83,21
	61,783
	62,15
	46,146
	72,67
	53,957
	60,88
	45,203
	47,03
	34,92

	57
	83,07
	61,679
	83,28
	61,835
	65,84
	48,886
	68,78
	51,069
	50,31
	37,355
	57,5
	42,694

	58
	83,07
	61,679
	83,28
	61,835
	65,84
	48,886
	68,78
	51,069
	50,31
	37,355
	57,5
	42,694

	59
	83,18
	61,761
	83,31
	61,858
	65,66
	48,753
	69,24
	51,411
	60,59
	44,988
	47,38
	35,18

	60
	83,18
	61,761
	83,31
	61,858
	65,66
	48,753
	69,24
	51,411
	60,59
	44,988
	47,38
	35,18

	61
	83,19
	61,769
	83,37
	61,902
	64,66
	48,01
	70,13
	52,072
	51,48
	38,224
	56,47
	41,929

	62
	83,19
	61,769
	83,37
	61,902
	64,66
	48,01
	70,13
	52,072
	51,48
	38,224
	56,47
	41,929

	63
	82,64
	61,36
	83,89
	62,288
	64,39
	47,81
	70,23
	52,146
	58,23
	43,236
	49,62
	36,843

	64
	82,64
	61,36
	83,89
	62,288
	64,39
	47,81
	70,23
	52,146
	58,23
	43,236
	49,62
	36,843

	65
	82,57
	61,308
	83,93
	62,318
	65,53
	48,656
	69,12
	51,322
	51,79
	38,454
	56,04
	41,61

	66
	82,57
	61,308
	83,93
	62,318
	65,53
	48,656
	69,12
	51,322
	51,79
	38,454
	56,04
	41,61

	67
	82,23
	61,056
	84,09
	62,437
	66,43
	49,324
	68,19
	50,631
	51,35
	38,127
	56,51
	41,959

	68
	82,23
	61,056
	84,09
	62,437
	66,43
	49,324
	68,19
	50,631
	51,35
	38,127
	56,51
	41,959

	69
	82,12
	60,974
	84,19
	62,511
	64,92
	48,203
	69,75
	51,789
	53,11
	39,434
	54,67
	40,592

	70
	82,12
	60,974
	84,19
	62,511
	64,92
	48,203
	69,75
	51,789
	53,11
	39,434
	54,67
	40,592

	71
	82,27
	61,085
	84,24
	62,548
	62,87
	46,681
	71,98
	53,445
	55,27
	41,038
	52,71
	39,137

	72
	82,27
	61,085
	84,24
	62,548
	62,87
	46,681
	71,98
	53,445
	55,27
	41,038
	52,71
	39,137

	73
	81,75
	60,699
	84,56
	62,786
	67,02
	49,762
	67,69
	50,26
	54,84
	40,719
	53
	39,353

	74
	81,75
	60,699
	84,56
	62,786
	67,02
	49,762
	67,69
	50,26
	54,84
	40,719
	53
	39,353

	75
	81,89
	60,803
	84,66
	62,86
	64,98
	48,248
	69,7
	51,752
	57,42
	42,634
	50,43
	37,444

	76
	81,89
	60,803
	84,66
	62,86
	64,98
	48,248
	69,7
	51,752
	57,42
	42,634
	50,43
	37,444

	77
	81,79
	60,729
	84,74
	62,919
	65,54
	48,663
	69,28
	51,44
	55,31
	41,068
	52,63
	39,078

	78
	81,79
	60,729
	84,74
	62,919
	65,54
	48,663
	69,28
	51,44
	55,31
	41,068
	52,63
	39,078

	79
	81,49
	60,506
	85,03
	63,135
	64,38
	47,802
	70,22
	52,138
	55,61
	41,29
	52,24
	38,788

	80
	81,49
	60,506
	85,03
	63,135
	64,38
	47,802
	70,22
	52,138
	55,61
	41,29
	52,24
	38,788

	81
	81,16
	60,261
	85,16
	63,231
	62,98
	46,763
	71,65
	53,2
	52,53
	39,004
	55,3
	41,06

	82
	81,16
	60,261
	85,16
	63,231
	62,98
	46,763
	71,65
	53,2
	52,53
	39,004
	55,3
	41,06

	83
	80,96
	60,113
	85,34
	63,365
	64,07
	47,572
	70,58
	52,406
	53,68
	39,857
	54,16
	40,214

	84
	80,96
	60,113
	85,34
	63,365
	64,07
	47,572
	70,58
	52,406
	53,68
	39,857
	54,16
	40,214

	85
	80,94
	60,098
	85,55
	63,521
	62,44
	46,362
	72,18
	53,594
	51,25
	38,053
	56,57
	42,003

	86
	80,94
	60,098
	85,55
	63,521
	62,44
	46,362
	72,18
	53,594
	51,25
	38,053
	56,57
	42,003

	87
	80,23
	59,571
	86,08
	63,914
	64,44
	47,847
	70,14
	52,079
	51,75
	38,424
	56,04
	41,61

	88
	80,23
	59,571
	86,08
	63,914
	64,44
	47,847
	70,14
	52,079
	51,75
	38,424
	56,04
	41,61

	89
	79,81
	59,259
	86,69
	64,367
	63,78
	47,357
	70,81
	52,576
	54,78
	40,674
	53,04
	39,382

	90
	79,78
	59,237
	86,69
	64,367
	64,66
	48,01
	69,97
	51,953
	50,19
	37,266
	57,63
	42,79

	91
	79,78
	59,237
	86,69
	64,367
	64,66
	48,01
	69,97
	51,953
	50,19
	37,266
	57,63
	42,79

	92
	79,81
	59,259
	86,69
	64,367
	63,78
	47,357
	70,81
	52,576
	54,78
	40,674
	53,04
	39,382

	93
	79,73
	59,2
	86,77
	64,427
	67,53
	50,141
	67,21
	49,903
	58,11
	43,147
	49,76
	36,947

	94
	79,73
	59,2
	86,77
	64,427
	67,53
	50,141
	67,21
	49,903
	58,11
	43,147
	49,76
	36,947

	95
	79,28
	58,865
	87,14
	64,701
	65,79
	48,849
	69,03
	51,255
	57,99
	43,058
	49,87
	37,028

	96
	79,28
	58,865
	87,14
	64,701
	65,79
	48,849
	69,03
	51,255
	57,99
	43,058
	49,87
	37,028

	97
	78,98
	58,643
	87,51
	64,976
	65,62
	48,723
	69,16
	51,351
	60,18
	44,684
	47,69
	35,41

	98
	78,98
	58,643
	87,51
	64,976
	65,62
	48,723
	69,16
	51,351
	60,18
	44,684
	47,69
	35,41

	99
	79
	58,658
	87,52
	64,984
	64,28
	47,728
	70,55
	52,383
	55,24
	41,016
	52,73
	39,152

	100
	79
	58,658
	87,52
	64,984
	64,28
	47,728
	70,55
	52,383
	55,24
	41,016
	52,73
	39,152


Πίνακας 5.1
Στους πίνακες που ακολουθούν φαίνονται τα αποτελέσματα που προέκυψαν για τις πλευρές a, b,c και ο όγκος που αντιστοιχεί σε κάθε μέτρηση.
	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)
	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)

	1
	124,0272
	100,0148
	80,1009
	993,6156
	21
	123,5743
	99,9405
	80,06378
	988,7936

	2
	124,0272
	100,0148
	80,1009
	993,6156
	22
	123,5743
	99,9405
	80,06378
	988,7936

	3
	123,5817
	99,90338
	80,0712
	988,5774
	23
	123,604
	100,1558
	80,1009
	991,6218

	4
	123,5817
	99,90338
	80,0712
	988,5774
	24
	123,604
	100,1558
	80,1009
	991,6218

	5
	123,6188
	100,1113
	80,09348
	991,2079
	25
	123,5669
	100,0073
	80,07863
	989,5788

	6
	123,6188
	100,1113
	80,09348
	991,2079
	26
	123,5669
	100,0073
	80,07863
	989,5788

	7
	123,5297
	99,91823
	80,04893
	988,0335
	27
	123,5743
	100,1261
	80,07863
	990,8139

	8
	123,5297
	99,91823
	80,04893
	988,0335
	28
	123,5743
	100,1261
	80,07863
	990,8139

	9
	123,5669
	100,0148
	80,07863
	989,6523
	29
	123,6708
	99,95535
	80,07863
	989,8966

	10
	123,5669
	100,0148
	80,07863
	989,6523
	30
	123,6708
	99,95535
	80,07863
	989,8966

	11
	123,604
	99,99248
	80,07863
	989,7292
	31
	123,6263
	100,1336
	80,19
	992,6829

	12
	123,604
	99,99248
	80,07863
	989,7292
	32
	123,6263
	100,1336
	80,19
	992,6829

	13
	123,5817
	100,1261
	80,09348
	991,0572
	33
	123,6263
	100,1336
	80,19
	992,6829

	14
	123,5817
	100,1261
	80,09348
	991,0572
	34
	123,6263
	100,1336
	80,19
	992,6829

	15
	123,604
	100,0073
	80,0712
	989,7844
	35
	123,6263
	99,98505
	80,12318
	990,3847

	16
	123,604
	100,0073
	80,0712
	989,7844
	36
	123,6263
	99,98505
	80,12318
	990,3847

	17
	123,604
	100,1707
	80,1603
	992,5042
	37
	123,5817
	100,1261
	80,1009
	991,1491

	18
	123,604
	100,1707
	80,1603
	992,5042
	38
	123,5817
	100,1261
	80,1009
	991,1491

	19
	123,5743
	100,0296
	80,09348
	990,0423
	39
	123,5743
	99,9999
	80,06378
	989,3813

	20
	123,5743
	100,0296
	80,09348
	990,0423
	40
	123,5743
	99,9999
	80,06378
	989,3813


	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)
	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)

	41
	123,6485
	99,96278
	80,08605
	989,8836
	71
	123,6337
	100,1261
	80,17515
	992,485

	42
	123,6485
	99,96278
	80,08605
	989,8836
	72
	123,6337
	100,1261
	80,17515
	992,485

	43
	123,7005
	100,1187
	80,16773
	992,8559
	73
	123,4852
	100,0222
	80,0712
	988,9799

	44
	123,7005
	100,1187
	80,16773
	992,8559
	74
	123,4852
	100,0222
	80,0712
	988,9799

	45
	123,5372
	100,1039
	80,07863
	990,2959
	75
	123,6634
	99,9999
	80,07863
	990,2783

	46
	123,5372
	100,1039
	80,07863
	990,2959
	76
	123,6634
	99,9999
	80,07863
	990,2783

	47
	123,5743
	100,0222
	80,10833
	990,1523
	77
	123,6485
	100,1039
	80,14545
	992,0158

	48
	123,5743
	100,0222
	80,10833
	990,1523
	78
	123,6485
	100,1039
	80,14545
	992,0158

	49
	123,5743
	99,9999
	80,0415
	989,106
	79
	123,6411
	99,9405
	80,07863
	989,5118

	50
	123,5743
	99,9999
	80,0415
	989,106
	80
	123,6411
	99,9405
	80,07863
	989,5118

	51
	123,6931
	100,0964
	80,1603
	992,4835
	81
	123,4926
	99,96278
	80,06378
	988,3603

	52
	123,6931
	100,0964
	80,1603
	992,4835
	82
	123,4926
	99,96278
	80,06378
	988,3603

	53
	123,5817
	100,037
	80,09348
	990,1753
	83
	123,4778
	99,97763
	80,0712
	988,4799

	54
	123,5817
	100,037
	80,09348
	990,1753
	84
	123,4778
	99,97763
	80,0712
	988,4799

	55
	123,604
	100,1039
	80,12318
	991,3828
	85
	123,6188
	99,95535
	80,05635
	989,2053

	56
	123,604
	100,1039
	80,12318
	991,3828
	86
	123,6188
	99,95535
	80,05635
	989,2053

	57
	123,5149
	99,95535
	80,04893
	988,2818
	87
	123,4852
	99,92565
	80,03408
	987,5674

	58
	123,5149
	99,95535
	80,04893
	988,2818
	88
	123,4852
	99,92565
	80,03408
	987,5674

	59
	123,6188
	100,1633
	80,16773
	992,6418
	89
	123,6263
	99,93308
	80,05635
	989,0443

	60
	123,6188
	100,1633
	80,16773
	992,6418
	90
	123,604
	99,96278
	80,05635
	989,16

	61
	123,6708
	100,0816
	80,15288
	992,0656
	91
	123,604
	99,96278
	80,05635
	989,16

	62
	123,6708
	100,0816
	80,15288
	992,0656
	92
	123,6263
	99,93308
	80,05635
	989,0443

	63
	123,6485
	99,95535
	80,07863
	989,7183
	93
	123,6263
	100,0445
	80,09348
	990,6057

	64
	123,6485
	99,95535
	80,07863
	989,7183
	94
	123,6263
	100,0445
	80,09348
	990,6057

	65
	123,6263
	99,97763
	80,06378
	989,577
	95
	123,5669
	100,1039
	80,08605
	990,6258

	66
	123,6263
	99,97763
	80,06378
	989,577
	96
	123,5669
	100,1039
	80,08605
	990,6258

	67
	123,4926
	99,95535
	80,08605
	988,5619
	97
	123,6188
	100,0742
	80,09348
	990,8403

	68
	123,4926
	99,95535
	80,08605
	988,5619
	98
	123,6188
	100,0742
	80,09348
	990,8403

	69
	123,4852
	99,99248
	80,02665
	988,1361
	99
	123,6411
	100,1113
	80,16773
	992,3055

	70
	123,4852
	99,99248
	80,02665
	988,1361
	100
	123,6411
	100,1113
	80,16773
	992,3055


Πίνακας 5.2
Στην επόμενη Εικόνα 5.1 φαίνεται γραφικά η σύγκριση  της τιμής του πραγματικού όγκου με αυτήν που προκύπτει από τις μετρήσεις.
Εικόνα 5.1
Στη συνέχεια υπολογίζονται από τις τιμές των προηγούμενων πινάκων, οι μέσοι όροι των μηκών των πλευρών που προκύπτουν από τις μετρήσεις, ο μέσος όρος του όγκου, οι τυπικές αποκλίσεις των τιμών και τα αντίστοιχα σφάλματα σε σχέση με τα πραγματικά μεγέθη.

Μέσος όρος πλευράς a= 123,6023mm
Τυπική απόκλιση  σx=0,082 mm
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Μέσος όρος πλευράς b= 100,0324mm
Τυπική απόκλιση  σx=0,0758 mm

[image: image326.wmf]%
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Μέσος όρος πλευράς c= 80,09541mm
Τυπική απόκλιση  σx=0,042 mm
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119

,

0

%

100

80

80,09541

80

-

=

×

-

=

S

falma


Μέσος όρος όγκου=990,3194cm3
Τυπική απόκλιση  σx=1,51 cm3

[image: image328.wmf]%
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Είναι φανερό ότι οι τιμές που προέκυψαν από τις μετρήσεις για τις πλευρές του παραλληλεπιπέδου είναι πάρα πολύ ικανοποιητικές καθώς το σφάλμα σε σχέση με τις πραγματικές τιμές είναι ελάχιστο έως μηδαμινό και επίσης η απόκλιση που έχουν μεταξύ τους οι τιμές αυτές είναι πολύ μικρή. Αυτό δείχνει τη σχετικά μεγάλη ακρίβεια του αισθητήρα υπερήχων ο οποίος χρησιμοποιήθηκε για τις μετρήσεις.

5.3 ΜΕΤΡΗΣΕΙΣ ΣΕ ΕΛΛΕΙΨΟΕΙΔΕΣ
Η δεύτερη σειρά μετρήσεων πραγματοποιήθηκε σε ελλειψοειδές. Οι παράμετροι a, b, c του ελλειψοειδούς ήταν αντίστοιχα 2cm, 1.5cm και 3cm. Ο πραγματικός όγκος του δοκιμίου υπολογίζεται από τον τύπο 
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. Και σε αυτήν την περίπτωση το εσωτερικό του δοκιμίου περιείχε φυσιολογικό ορό. Το ελλειψοειδές ήταν τοποθετημένο μέσα σε ένα κουτί το οποίο είχε στο πάνω μέρος και σε μία πλαϊνή πλευρά οπές που επέτρεπαν τη διείσδυση του υπερηχητικού αισθητήρα στο εσωτερικό του, έτσι ώστε να είναι δυνατές οι μετρήσεις των παραμέτρων του ελλειψοειδούς a, b και c. 
Αρχικά τοποθετήσαμε τον αισθητήρα από την πάνω πλευρά του ελλειψοειδούς και τον μετακινούσαμε σταδιακά προς τα κάτω μέχρι να προσδιορίσουμε τη μέγιστη μέτρηση η οποία αντιπροσωπεύει και το σημείο από όπου θα παίρναμε και τις μετρήσεις για τις παραμέτρους a και b του ελλειψοειδούς. Έπειτα πήραμε 200 ζεύγη μετρήσεων (τα    a1 t(μsec) και a2 t(μsec)). Για κάθε ένα ζεύγος υπολογίσαμε με τη χρήση του τύπου 
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 τις 2 αντιδιαμετρικές αποστάσεις από τον αισθητήρα ως τα τοιχώματα του δοκιμίου και στη συνέχεια από το ημιάθροισμα των 2 αυτών αποστάσεων προέκυψε η παράμετρος a του ελλειψοειδούς. Το επόμενο βήμα μας ήταν να στρέψουμε τον αισθητήρα κατά 90ο (χωρίς να  τον μετακινήσουμε καθόλου κατά την κατακόρυφη διεύθυνση)    και επαναλαμβάνοντας την ίδια διαδικασία για άλλα 200 ζεύγη μετρήσεων (τα b1 t(μsec) και b2 t(μsec)) καταλήξαμε στον προσδιορισμό της παραμέτρου b για κάθε ζεύγος μετρήσεων. Τέλος εισάγαμε τον αισθητήρα από την πλαϊνή οπή με τρόπο ώστε οι υπερηχητικές δέσμες να εκπέμπονται κατά την κατακόρυφη διεύθυνση. Αφού τον  μετακινήσαμε σταδιακά μέχρι να προσδιορίσουμε τη μέγιστη μέτρηση η οποία αντιπροσωπεύει και το σημείο από όπου θα πάρουμε και τις μετρήσεις για την παράμετρο c του ελλειψοειδούς, επαναλάβαμε την ίδια διαδικασία για 200 ακόμη ζεύγη μετρήσεων (τα c1 t(μsec) και c2 t(μsec)), για κάθε ζεύγος από τα οποία υπολογίσαμε την παράμετρο c του ελλειψοειδούς.
Οι παραπάνω μετρήσεις, οι τιμές των παραμέτρων a, b, c όπως υπολογίστηκαν με τη διαδικασία που περιγράφηκε πριν, καθώς και οι τιμές που προέκυψαν για τον όγκο του δοκιμίου από αυτά τα δεδομένα, παρουσιάζονται στους πίνακες που ακολουθούν.

	Α/Α
	a1
 t (μsec)
	a1
 d 
(mm)
	a2
 t
(μsec)
	a2
 d
 (mm)
	b1
 t 
(μsec)
	b1
 d 
(mm)
	b2
 t (μsec)
	b2
 d
 (mm)
	c1
 t (μsec)
	c1
 d 
(mm)
	c2
 t
(μsec)
	c2 
d 
(mm)

	1
	26,32
	19,543
	26,68
	19,81
	20,73
	15,392
	19,49
	14,471
	38,87
	28,861
	41,04
	30,472

	2
	20,86
	15,489
	31,36
	23,285
	20,48
	15,206
	21,12
	15,682
	40,99
	30,435
	38,97
	28,935

	3
	23,52
	17,464
	29,49
	21,896
	20,69
	15,362
	19,07
	14,159
	39,42
	29,269
	40,32
	29,938

	4
	25,09
	18,629
	27,95
	20,753
	20,76
	15,414
	19,39
	14,397
	38,38
	28,497
	41,55
	30,851

	5
	24,94
	18,518
	27,89
	20,708
	19,93
	14,798
	20,25
	15,036
	37,61
	27,925
	42,26
	31,378

	6
	26,83
	19,921
	26,19
	19,446
	21,52
	15,979
	18,71
	13,892
	40,22
	29,863
	39,93
	29,648

	7
	27,79
	20,634
	25,08
	18,622
	19,83
	14,724
	20,45
	15,184
	39,08
	29,017
	41,03
	30,465

	8
	25,25
	18,748
	29,26
	21,726
	19,23
	14,278
	20,96
	15,563
	41,39
	30,732
	38,72
	28,75

	9
	26,56
	19,721
	27,96
	20,76
	18,12
	13,454
	22,16
	16,454
	40,74
	30,249
	39,38
	29,24

	10
	25,78
	19,142
	27,19
	20,189
	20,09
	14,917
	20,19
	14,991
	39,83
	29,574
	40,36
	29,967

	11
	26,67
	19,802
	27,88
	20,701
	19,16
	14,226
	21,09
	15,659
	39,18
	29,091
	40,97
	30,42

	12
	25,19
	18,704
	29,45
	21,867
	19,67
	14,605
	20,56
	15,266
	39,97
	29,678
	40,21
	29,856

	13
	26,18
	19,439
	26,94
	20,003
	20,73
	15,392
	19,61
	14,56
	39,27
	29,158
	40,86
	30,339

	14
	26,61
	19,758
	26,31
	19,535
	19,49
	14,471
	20,66
	15,34
	41,12
	30,532
	38,99
	28,95

	15
	26,99
	20,04
	25,88
	19,216
	18,07
	13,417
	22,09
	16,402
	40,19
	29,841
	39,79
	29,544

	16
	27,45
	20,382
	25,41
	18,867
	19,58
	14,538
	20,41
	15,154
	39,57
	29,381
	40,59
	30,138

	17
	28,06
	20,835
	24,83
	18,436
	18,42
	13,677
	21,47
	15,941
	38,51
	28,594
	40,98
	30,428

	18
	28,69
	21,302
	24,14
	17,924
	19,43
	14,427
	20,28
	15,058
	40,61
	30,153
	39,98
	29,685

	19
	26,93
	19,996
	25,89
	19,223
	18,31
	13,595
	21,72
	16,127
	43,04
	31,957
	37,89
	28,133

	20
	27,48
	20,404
	25,41
	18,867
	19,96
	14,82
	20,02
	14,865
	43,22
	32,091
	36,9
	27,398

	21
	28,33
	21,035
	24,53
	18,214
	18,96
	14,078
	20,66
	15,34
	44,51
	33,049
	36,15
	26,841

	22
	27,68
	20,552
	25,31
	18,793
	20,08
	14,909
	20,21
	15,006
	44,66
	33,16
	35,45
	26,322

	23
	28,28
	20,998
	24,56
	18,236
	19,73
	14,65
	20,33
	15,095
	42,11
	31,267
	37,99
	28,208

	24
	23,02
	17,092
	29,95
	22,238
	19,34
	14,36
	20,41
	15,154
	41,47
	30,791
	38,63
	28,683

	25
	23,73
	17,62
	29,35
	21,792
	21,08
	15,652
	18,97
	14,085
	40,12
	29,789
	39,97
	29,678

	26
	24,56
	18,236
	29,53
	21,926
	23,51
	17,456
	16,71
	12,407
	39,01
	28,965
	41,12
	30,532

	27
	25,28
	18,77
	28,21
	20,946
	23,08
	17,137
	17,17
	12,749
	38,86
	28,854
	41,78
	31,022

	28
	26,19
	19,446
	27,93
	20,738
	23,46
	17,419
	16,81
	12,481
	39,39
	29,247
	40,73
	30,242

	29
	26,92
	19,988
	26,15
	19,416
	21,56
	16,008
	18,68
	13,87
	40,94
	30,398
	39,17
	29,084

	30
	27,08
	20,107
	25,71
	19,09
	22,24
	16,513
	18,38
	13,647
	42,29
	31,4
	37,82
	28,081

	31
	27,42
	20,359
	28,54
	21,191
	17,19
	12,764
	22,98
	17,063
	40,39
	29,99
	39,33
	29,203

	32
	24,07
	17,872
	28,82
	21,399
	18,91
	14,041
	21,38
	15,875
	42,21
	31,341
	37,92
	28,156

	33
	22,88
	16,988
	29,98
	22,26
	18,91
	14,041
	20,75
	15,407
	42,98
	31,913
	37,1
	27,547

	34
	24,25
	18,006
	28,71
	21,317
	18,64
	13,84
	21,47
	15,941
	43,81
	32,529
	36,17
	26,856

	35
	25,97
	19,283
	28,32
	21,028
	17,59
	13,061
	22,56
	16,751
	42,86
	31,824
	37,26
	27,666

	36
	26,88
	19,958
	26,03
	19,327
	18,78
	13,944
	21,48
	15,949
	43,99
	32,663
	36,61
	27,183

	37
	27,61
	20,5
	26,91
	19,981
	19,06
	14,152
	20,92
	15,533
	43,23
	32,098
	38,71
	28,742

	38
	28,34
	21,042
	24,53
	18,214
	19,46
	14,449
	20,34
	15,102
	41,97
	31,163
	38,13
	28,312

	39
	28,92
	21,473
	24,19
	17,961
	20,83
	15,466
	18,66
	13,855
	42,84
	31,809
	37,26
	27,666

	40
	27,06
	20,092
	25,74
	19,112
	21,74
	16,142
	18,32
	13,603
	41,36
	30,71
	38,76
	28,779

	41
	25,91
	19,238
	28,56
	21,206
	19,02
	14,122
	21,25
	15,778
	39,98
	29,685
	40,13
	29,797

	42
	23,67
	17,575
	29,31
	21,763
	19,75
	14,664
	20,14
	14,954
	41,7
	30,962
	38,45
	28,549

	43
	24,34
	18,072
	28,46
	21,132
	18,93
	14,056
	21,19
	15,734
	40,17
	29,826
	39,96
	29,67

	44
	25,59
	19,001
	27,33
	20,293
	19,75
	14,664
	20,52
	15,236
	39,03
	28,98
	41,08
	30,502

	45
	24,15
	17,931
	28,64
	21,265
	22,33
	16,58
	17,69
	13,135
	38,45
	28,549
	41,65
	30,925

	46
	25,59
	19,001
	27,18
	20,181
	23,05
	17,115
	17,22
	12,786
	38,02
	28,23
	42,09
	31,252

	47
	26,38
	19,587
	27,72
	20,582
	23,55
	17,486
	16,49
	12,244
	40,54
	30,101
	39,58
	29,388

	48
	27,13
	20,144
	25,98
	19,29
	21,42
	15,904
	18,68
	13,87
	39,49
	29,321
	40,62
	30,16

	49
	23,95
	17,783
	28,92
	21,473
	21,72
	16,127
	18,27
	13,565
	40,42
	30,012
	39,69
	29,47

	50
	24,21
	17,976
	28,9
	21,458
	21,67
	16,09
	18,41
	13,669
	39,73
	29,5
	40,58
	30,131

	51
	25,39
	18,852
	27,73
	20,59
	21,47
	15,941
	18,78
	13,944
	42,41
	31,489
	37,72
	28,007

	52
	24,89
	18,481
	28,25
	20,976
	20,51
	15,229
	19,69
	14,62
	40,35
	29,96
	39,79
	29,544

	53
	27,14
	20,151
	25,93
	19,253
	21,52
	15,979
	18,74
	13,914
	43,18
	32,061
	36,92
	27,413

	54
	28,49
	21,154
	25,98
	19,29
	17,65
	13,105
	21,77
	16,164
	40,56
	30,116
	39,54
	29,358

	55
	26,12
	19,394
	26,74
	19,854
	18,5
	13,736
	21,79
	16,179
	41,86
	31,081
	38,24
	28,393

	56
	27,29
	20,263
	27,24
	20,226
	17,74
	13,172
	22,23
	16,506
	40,55
	30,108
	39,61
	29,41

	57
	26,9
	19,973
	27,62
	20,508
	19,09
	14,174
	21,01
	15,6
	42,14
	31,289
	37,91
	28,148

	58
	27,73
	20,59
	25,34
	18,815
	21,28
	15,8
	18,71
	13,892
	40,41
	30,004
	39,71
	29,485

	59
	28,31
	21,02
	24,72
	18,355
	19,89
	14,768
	20,21
	15,006
	39,21
	29,113
	40,9
	30,368

	60
	29,12
	21,622
	23,99
	17,813
	20,63
	15,318
	18,96
	14,078
	39,84
	29,581
	42,06
	31,23

	61
	29,42
	21,844
	23,49
	17,441
	21,53
	15,986
	17,65
	13,105
	41,34
	30,695
	39,15
	29,069

	62
	27,69
	20,56
	25,32
	18,8
	20,23
	15,021
	19,79
	14,694
	43,09
	31,994
	37,55
	27,881

	63
	26,53
	19,699
	27,97
	20,768
	18,99
	14,1
	21,31
	15,823
	43,72
	32,462
	36,34
	26,982

	64
	27,42
	20,359
	25,68
	19,067
	21,03
	15,615
	19,99
	14,843
	44,32
	32,908
	35,76
	26,552

	65
	28,63
	21,258
	24,47
	18,169
	21,48
	15,949
	18,76
	13,929
	38,76
	28,779
	41,36
	30,71

	66
	26,53
	19,699
	26,56
	19,721
	20,92
	15,533
	19,37
	14,382
	39,85
	29,589
	40,26
	29,893

	67
	27,32
	20,285
	25,54
	18,963
	19,12
	14,197
	20,91
	15,526
	37,46
	27,814
	42,65
	31,668

	68
	28,24
	20,968
	26,27
	19,505
	17,56
	13,038
	21,9
	16,261
	40,02
	29,715
	41,72
	30,977

	69
	28,26
	20,983
	25,63
	19,03
	18,64
	13,84
	20,73
	15,392
	40,93
	30,391
	39,54
	29,358

	70
	27,06
	20,092
	25,84
	19,186
	22,41
	16,639
	17,79
	13,209
	43,67
	32,425
	36,81
	27,331

	71
	26,24
	19,483
	26,51
	19,684
	22,13
	16,432
	18,14
	13,469
	41,83
	31,059
	38,6
	28,661

	72
	23,6
	17,523
	29,33
	21,778
	21,01
	15,6
	18,92
	14,048
	44,51
	33,049
	35,61
	26,44

	73
	24,99
	18,555
	29,61
	21,985
	19,48
	14,464
	20,71
	15,377
	42,76
	31,749
	37,35
	27,732

	74
	25,99
	19,298
	28,48
	21,146
	17,83
	13,239
	22,43
	16,654
	40,53
	30,094
	39,49
	29,321

	75
	27,39
	20,337
	27,1
	20,122
	19,17
	14,234
	20,82
	15,459
	40,61
	30,153
	39,53
	29,351

	76
	23,33
	17,323
	31,18
	23,151
	18,92
	14,048
	21,75
	16,149
	35,99
	26,723
	44,18
	32,804

	77
	24,46
	18,162
	29,06
	21,577
	18,89
	14,026
	21,29
	15,808
	36,4
	27,027
	43,69
	32,44

	78
	23,39
	17,367
	29,71
	22,06
	20,19
	14,991
	19,61
	14,56
	38,23
	28,386
	41,85
	31,074

	79
	25,02
	18,577
	29,4
	21,83
	19,24
	14,286
	20,94
	15,548
	40,01
	29,707
	40,29
	29,915

	80
	26,06
	19,35
	26,71
	19,832
	20,04
	14,88
	20,24
	15,028
	41,24
	30,621
	39,29
	29,173

	81
	26,19
	19,446
	26,22
	19,468
	21,86
	16,231
	18,4
	13,662
	39,48
	29,314
	42,41
	31,489

	82
	28,02
	20,805
	25,06
	18,607
	19,24
	14,286
	20,37
	15,125
	38,51
	28,594
	41,84
	31,066

	83
	28,68
	21,295
	24,41
	18,124
	21,13
	15,689
	19,09
	14,174
	37,16
	27,591
	42,95
	31,89

	84
	29,08
	21,592
	29,11
	21,614
	19,98
	14,835
	19,72
	14,642
	38,47
	28,564
	41,62
	30,903

	85
	26,68
	19,81
	27,78
	20,627
	18,86
	14,004
	21,36
	15,86
	40,36
	29,967
	43,01
	31,935

	86
	25,61
	19,015
	27,26
	20,241
	20,01
	14,857
	20,26
	15,043
	36,04
	26,76
	44,03
	32,692

	87
	26,46
	19,647
	26,29
	19,52
	20,92
	15,533
	19,33
	14,353
	40,51
	30,079
	42,79
	31,772

	88
	28,62
	21,25
	24,43
	18,139
	21,46
	15,934
	18,53
	13,759
	39,12
	29,047
	40,92
	30,383

	89
	26,88
	19,958
	26,22
	19,468
	20,66
	15,34
	19,58
	14,538
	41,06
	30,487
	39,02
	28,972

	90
	24,71
	18,347
	28,08
	20,849
	22,21
	16,491
	17,99
	13,358
	38,86
	28,854
	41,23
	30,613

	91
	23,01
	17,085
	30,06
	22,32
	20,97
	15,57
	18,68
	13,87
	38,92
	28,898
	41,13
	30,539

	92
	24,76
	18,384
	28,27
	20,99
	19,56
	14,523
	20,62
	15,31
	40,22
	29,863
	39,88
	29,611

	93
	25,59
	19,001
	27,29
	20,263
	18,78
	13,944
	21,48
	15,949
	39,64
	29,433
	40,43
	30,019

	94
	27,15
	20,159
	28,96
	21,503
	17,82
	13,231
	22,2
	16,484
	39,41
	29,262
	40,71
	30,227

	95
	28,54
	21,191
	24,41
	18,124
	19,49
	14,471
	20,62
	15,31
	40,14
	29,804
	39,92
	29,641

	96
	29,45
	21,867
	24,93
	18,511
	18,39
	13,655
	20,64
	15,325
	41,18
	30,576
	38,94
	28,913

	97
	26,22
	19,468
	27,92
	20,731
	17,61
	13,075
	22,49
	16,699
	39,35
	29,217
	40,74
	30,249

	98
	27,54
	20,448
	25,29
	18,778
	18,37
	13,64
	21,69
	16,105
	38,55
	28,623
	41,55
	30,851

	99
	25,25
	18,748
	29,16
	21,651
	19,26
	14,301
	20,96
	15,563
	40,44
	30,027
	39,68
	29,462

	100
	24,56
	18,236
	29,91
	22,208
	18,47
	13,714
	21,63
	16,06
	38,78
	28,794
	41,3
	30,665

	101
	26,11
	19,387
	26,92
	19,988
	21,19
	15,734
	19,04
	14,137
	40,62
	30,16
	39,44
	29,284

	102
	27,64
	20,523
	26,16
	19,424
	18,78
	13,944
	21,23
	15,763
	42,91
	31,861
	40,41
	30,004

	103
	28,29
	21,005
	26,19
	19,446
	18,33
	13,61
	21,94
	16,29
	41,65
	30,925
	38,43
	28,534

	104
	28,01
	20,797
	24,84
	18,444
	20,09
	14,917
	20,29
	15,065
	39,49
	29,321
	40,58
	30,131

	105
	25,06
	18,607
	27,79
	20,634
	18,82
	13,974
	21,35
	15,852
	41,77
	31,014
	38,27
	28,415

	106
	26,66
	19,795
	26,29
	19,52
	19,93
	14,798
	20,29
	15,065
	40,28
	29,908
	41,28
	30,65

	107
	27,79
	20,634
	26,67
	19,802
	19,04
	14,137
	22,99
	17,07
	39,19
	29,099
	40,89
	30,361

	108
	27,06
	20,092
	27,39
	20,337
	17,92
	13,306
	21,99
	16,328
	42,34
	31,437
	37,74
	28,022

	109
	26,12
	19,394
	26,72
	19,84
	19,97
	14,828
	20,28
	15,058
	40,2
	29,849
	39,86
	29,596

	110
	27,23
	20,218
	27,22
	20,211
	18,88
	14,018
	21,22
	15,756
	39,08
	29,017
	41,04
	30,472

	111
	26,33
	19,55
	26,45
	19,639
	21,64
	16,068
	18,61
	13,818
	38,45
	28,549
	41,86
	31,081

	112
	27,79
	20,634
	25,24
	18,741
	21,02
	15,607
	18,99
	14,1
	41,34
	30,695
	38,75
	28,772

	113
	28,41
	21,094
	24,56
	18,236
	20,02
	14,865
	21,68
	16,097
	40,22
	29,863
	39,88
	29,611

	114
	24,36
	18,087
	30,03
	22,297
	19,12
	14,197
	20,95
	15,555
	38,53
	28,609
	41,55
	30,851

	115
	25,43
	18,882
	27,41
	20,352
	19,81
	14,709
	20,36
	15,117
	41,64
	30,918
	38,63
	28,683

	116
	26,41
	19,609
	26,62
	19,765
	20,28
	15,058
	19,99
	14,843
	40,33
	29,945
	39,76
	29,522

	117
	27,02
	20,062
	27,48
	20,404
	18,93
	14,056
	21,09
	15,659
	38,67
	28,712
	41,41
	30,747

	118
	27,71
	20,575
	25,14
	18,666
	19,81
	14,709
	20,33
	15,095
	37,63
	27,94
	42,44
	31,512

	119
	28,55
	21,198
	24,51
	18,199
	21,34
	15,845
	18,76
	13,929
	42,22
	31,348
	37,85
	28,104

	120
	27,29
	20,263
	25,79
	19,149
	20,49
	15,214
	19,56
	14,523
	39,12
	29,047
	40,96
	30,413

	121
	23,69
	17,59
	29,26
	21,726
	19,84
	14,731
	20,03
	14,872
	41,9
	31,111
	38,19
	28,356

	122
	25,11
	18,644
	27,68
	20,552
	22,13
	16,432
	18,28
	13,573
	39,19
	29,099
	40,91
	30,376

	123
	26,12
	19,394
	27,97
	20,768
	23,64
	17,553
	16,61
	12,333
	41,03
	30,465
	39,04
	28,987

	124
	24,14
	17,924
	28,96
	21,503
	19,79
	14,694
	20,18
	14,984
	39,71
	29,485
	40,39
	29,99

	125
	23,06
	17,122
	30,33
	22,52
	23,28
	17,285
	17,16
	12,741
	43,51
	32,306
	36,53
	27,124

	126
	25,54
	18,963
	27,49
	20,411
	21,68
	16,097
	18,54
	13,766
	44,56
	33,086
	35,77
	26,559

	127
	24,43
	18,139
	29,28
	21,74
	23,48
	17,434
	17,44
	12,949
	41,53
	30,836
	38,56
	28,631

	128
	25,39
	18,852
	27,63
	20,515
	21,91
	16,268
	18,51
	13,744
	39,58
	29,388
	40,52
	30,086

	129
	26,28
	19,513
	26,88
	19,958
	19,93
	14,798
	20,29
	15,065
	41,38
	30,725
	38,71
	28,742

	130
	27,55
	20,456
	26,92
	19,988
	18,75
	13,922
	21,51
	15,971
	39,7
	29,477
	40,39
	29,99

	131
	26,63
	19,773
	27,86
	20,686
	18,21
	13,521
	22,19
	16,476
	42,21
	31,341
	38,07
	28,267

	132
	27,11
	20,129
	27,34
	20,3
	19,09
	14,174
	20,96
	15,563
	39,98
	29,685
	40,14
	29,804

	133
	26,41
	19,609
	26,31
	19,535
	19,89
	14,768
	20,38
	15,132
	42,1
	31,259
	38,22
	28,378

	134
	25,16
	18,681
	27,64
	20,523
	18,41
	13,669
	21,76
	16,157
	39,83
	29,574
	40,06
	29,745

	135
	26,21
	19,461
	26,61
	19,758
	18,89
	14,026
	21,36
	15,86
	38,49
	28,579
	41,56
	30,858

	136
	26,72
	19,84
	26,15
	19,416
	18,84
	13,989
	21,35
	15,852
	42,52
	31,571
	37,54
	27,873

	137
	28,22
	20,953
	24,82
	18,429
	20,34
	15,102
	21,62
	16,053
	39,98
	29,685
	40,12
	29,789

	138
	26,68
	19,81
	26,23
	19,476
	19,74
	14,657
	20,43
	15,169
	38,93
	28,906
	41,14
	30,546

	139
	27,42
	20,359
	25,42
	18,874
	20,1
	14,924
	20,01
	14,857
	43,01
	31,935
	37,56
	27,888

	140
	25,58
	18,993
	28,85
	21,421
	19,07
	14,159
	21,16
	15,711
	40,12
	29,789
	39,94
	29,655

	141
	26,96
	20,018
	26,08
	19,364
	21,18
	15,726
	19,01
	14,115
	38,54
	28,616
	41,51
	30,821

	142
	25,51
	18,941
	27,29
	20,263
	19,8
	14,702
	20,42
	15,162
	41,83
	31,059
	38,26
	28,408

	143
	26,99
	20,04
	25,83
	19,179
	21,62
	16,053
	18,44
	13,692
	41,24
	30,621
	38,79
	28,802

	144
	27,95
	20,753
	25,01
	18,57
	19,06
	14,152
	20,51
	15,229
	42,21
	31,341
	37,46
	27,814

	145
	25,89
	19,223
	27,13
	20,144
	21,3
	15,815
	18,94
	14,063
	44,31
	32,9
	35,96
	26,7

	146
	24,83
	18,436
	27,95
	20,753
	19,03
	14,13
	21,11
	15,674
	40,76
	30,264
	39,59
	29,396

	147
	26,04
	19,335
	26,86
	19,944
	21,01
	15,6
	19,27
	14,308
	39,03
	28,98
	41,22
	30,606

	148
	24,51
	18,199
	28,29
	21,005
	18,49
	13,729
	21,64
	16,068
	38,02
	28,23
	42,28
	31,393

	149
	25,17
	18,689
	27,64
	20,523
	19,19
	14,249
	20,98
	15,578
	41,21
	30,598
	38,84
	28,839

	150
	26,27
	19,505
	28,21
	20,946
	18,53
	13,759
	21,71
	16,12
	43,16
	32,046
	36,83
	27,346

	151
	27,1
	20,122
	25,86
	19,201
	19,45
	14,442
	20,69
	15,362
	40,07
	29,752
	39,97
	29,678

	152
	26,07
	19,357
	26,97
	20,025
	20,83
	15,466
	19,39
	14,397
	41,59
	30,881
	38,46
	28,557

	153
	25,13
	18,659
	27,82
	20,656
	20,19
	14,991
	19,98
	14,835
	39,23
	29,128
	40,82
	30,309

	154
	23,62
	17,538
	29,28
	21,74
	19,44
	14,434
	20,49
	15,214
	42,05
	31,222
	37,99
	28,208

	155
	25,74
	19,112
	27,29
	20,263
	20,53
	15,244
	19,68
	14,612
	43,21
	32,083
	37,03
	27,495

	156
	24,89
	18,481
	28,13
	20,887
	21,23
	15,763
	18,93
	14,056
	40,97
	30,42
	39,09
	29,024

	157
	25,83
	19,179
	27,09
	20,114
	19,73
	14,65
	20,5
	15,221
	39,23
	29,128
	41,09
	30,509

	158
	27,09
	20,114
	25,94
	19,26
	20,93
	15,541
	19,24
	14,286
	42,31
	31,415
	38,03
	28,237

	159
	27,94
	20,745
	25,09
	18,629
	21,31
	15,823
	19,58
	14,538
	39,65
	29,44
	41,91
	31,118

	160
	25,57
	18,986
	28,01
	20,797
	19,41
	14,412
	20,82
	15,459
	40,61
	30,153
	39,53
	29,351

	161
	24,59
	18,258
	28,31
	21,02
	18,59
	13,803
	21,47
	15,941
	41,85
	31,074
	28,26
	20,983

	162
	26,41
	19,609
	26,38
	19,587
	19,49
	14,471
	20,73
	15,392
	41,23
	30,613
	40,75
	30,257

	163
	27,42
	20,359
	25,6
	19,008
	21,19
	15,734
	18,77
	13,937
	42,55
	31,593
	37,56
	27,888

	164
	25,43
	18,882
	27,53
	20,441
	20,33
	15,095
	19,87
	14,753
	44,44
	32,997
	36,13
	26,827

	165
	24,94
	18,518
	27,83
	20,664
	19,29
	14,323
	20,86
	15,489
	41,04
	30,472
	39,48
	29,314

	166
	26,14
	19,409
	28,19
	20,931
	17,68
	13,127
	22,57
	16,758
	42,56
	31,601
	37,49
	27,836

	167
	27,31
	20,278
	27,08
	20,107
	18,78
	13,944
	21,51
	15,971
	40,46
	30,042
	39,85
	29,589

	168
	28,71
	21,317
	24,23
	17,991
	20,32
	15,088
	20,23
	15,021
	42,77
	31,757
	37,29
	27,688

	169
	27,87
	20,693
	25,16
	18,681
	21,29
	15,808
	19,58
	14,538
	42,83
	31,801
	39,03
	28,98

	170
	25,73
	19,105
	27,31
	20,278
	20,47
	15,199
	19,73
	14,65
	39,64
	29,433
	40,44
	30,027

	171
	24,45
	18,154
	28,29
	21,005
	19,11
	14,189
	20,9
	15,518
	44,04
	32,7
	36,01
	26,737

	172
	22,96
	17,048
	29,89
	22,193
	17,97
	13,343
	21,65
	16,075
	41,62
	30,903
	38,44
	28,542

	173
	25,09
	18,629
	27,08
	20,107
	16,91
	12,556
	23,26
	17,271
	39,09
	29,024
	40,95
	30,405

	174
	26,21
	19,461
	26,49
	19,669
	18,26
	13,558
	21,94
	16,29
	41,82
	31,051
	38,17
	28,341

	175
	27,42
	20,359
	25,37
	18,837
	19,53
	14,501
	20,44
	15,177
	40,18
	29,834
	39,92
	29,641

	176
	28,6
	21,236
	24,41
	18,124
	20,97
	15,57
	19,05
	14,145
	38,48
	28,571
	41,58
	30,873

	177
	26,59
	19,743
	26,04
	19,335
	22,29
	16,55
	17,85
	13,254
	41,94
	31,14
	38,13
	28,312

	178
	24,36
	18,087
	28,64
	21,265
	21,38
	15,875
	18,69
	13,877
	39,76
	29,522
	40,32
	29,938

	179
	22,24
	16,513
	30,75
	22,832
	20,19
	14,991
	19,16
	14,226
	38,53
	28,609
	41,78
	31,022

	180
	23,74
	17,627
	30,69
	22,787
	19,16
	14,226
	20,61
	15,303
	41,24
	30,621
	38,82
	28,824

	181
	25,21
	18,718
	27,52
	20,434
	17,94
	13,32
	22,26
	16,528
	43,09
	31,994
	36,31
	26,96

	182
	26,91
	19,981
	25,94
	19,26
	18,64
	13,84
	21,36
	15,86
	43,72
	32,462
	38,15
	28,326

	183
	27,52
	20,434
	25,31
	18,793
	19,65
	14,59
	20,46
	15,192
	44,75
	33,227
	35,86
	26,626

	184
	28,24
	20,968
	24,75
	18,377
	21,55
	16,001
	18,98
	14,093
	43,51
	32,306
	37,39
	27,762

	185
	24,35
	18,08
	29,27
	21,733
	23,02
	17,092
	17,06
	12,667
	40,3
	29,923
	39,99
	29,693

	186
	22,24
	16,513
	30,43
	22,594
	21,89
	16,253
	17,65
	13,105
	42,15
	31,296
	38,14
	28,319

	187
	21,59
	16,031
	31,46
	23,359
	20,56
	15,266
	19,59
	14,546
	43,12
	32,017
	36,93
	27,421

	188
	25,98
	19,29
	26,87
	19,951
	18,61
	13,818
	21,6
	16,038
	41,67
	30,94
	38,33
	28,46

	189
	26,72
	19,84
	26,28
	19,513
	19,37
	14,382
	21,75
	16,149
	38,91
	28,891
	41,11
	30,524

	190
	25,19
	18,704
	27,49
	20,411
	17,69
	13,135
	22,39
	16,625
	38,31
	28,445
	41,75
	30,999

	191
	26,13
	19,402
	28,31
	21,02
	19,04
	14,137
	21,18
	15,726
	40,29
	29,915
	39,75
	29,514

	192
	26,53
	19,699
	27,39
	20,337
	24,82
	18,429
	16,35
	12,14
	41,75
	30,999
	38,33
	28,46

	193
	24,19
	17,961
	29,19
	21,674
	23,14
	17,181
	16,92
	12,563
	40,88
	30,353
	39,69
	29,47

	194
	25,18
	18,696
	27,59
	20,486
	20,99
	15,585
	19,07
	14,159
	43,38
	32,21
	36,69
	27,242

	195
	23,51
	17,456
	29,4
	21,83
	19,72
	14,642
	20,16
	14,969
	40,91
	30,376
	39,11
	29,039

	196
	23,07
	17,129
	29,96
	22,245
	21,07
	15,644
	18,68
	13,87
	43,11
	32,009
	36,93
	27,421

	197
	25,42
	18,874
	27,46
	20,389
	19,51
	14,486
	20,72
	15,385
	40,19
	29,841
	39,93
	29,648

	198
	26,26
	19,498
	26,42
	19,617
	19,98
	14,835
	20,23
	15,021
	38,28
	28,423
	41,79
	31,029

	199
	25,19
	18,704
	27,86
	20,686
	20,59
	15,288
	19,56
	14,523
	40,75
	30,257
	39,32
	29,195

	200
	28,49
	21,154
	25,98
	19,29
	17,65
	13,105
	21,77
	16,164
	40,56
	30,116
	39,54
	29,358


Πίνακας 5.3
Στη συνέχεια παρουσιάζονται σε μορφή πινάκων τα αποτελέσματα που προέκυψαν από τους προηγούμενους πίνακες, για τις παραμέτρους a, b, c του ελλειψοειδούς που αντιστοιχούν σε κάθε μέτρηση, καθώς επίσης και ο αντίστοιχος όγκος που υπολογίστηκε για το ελλειψοειδές.
	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)
	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)

	1
	19,67625
	14,93168
	29,66659
	36,5096
	41
	20,22199
	14,95024
	29,74084
	37,6629

	2
	19,38668
	15,444
	29,68515
	37,22982
	42
	19,66883
	14,80916
	29,75569
	36,30509

	3
	19,67996
	14,7609
	29,60348
	36,02205
	43
	19,602
	14,89455
	29,74826
	36,38128

	4
	19,6911
	14,90569
	29,67401
	36,48269
	44
	19,64655
	14,95024
	29,74084
	36,59116

	5
	19,61314
	14,91683
	29,65174
	36,3381
	45
	19,59829
	14,85743
	29,73713
	36,27014

	6
	19,68368
	14,93539
	29,75569
	36,64218
	46
	19,59086
	14,95024
	29,74084
	36,48744

	7
	19,62799
	14,95395
	29,74084
	36,56567
	47
	20,08463
	14,86485
	29,74455
	37,19806

	8
	20,23684
	14,92054
	29,74084
	37,61568
	48
	19,71709
	14,88713
	29,74084
	36,56751

	9
	20,24055
	14,95395
	29,74455
	37,71154
	49
	19,62799
	14,84629
	29,74084
	36,30241

	10
	19,66511
	14,95395
	29,77054
	36,67141
	50
	19,71709
	14,8797
	29,81509
	36,64052

	11
	20,25169
	14,94281
	29,75569
	37,7183
	51
	19,7208
	14,94281
	29,74826
	36,72037

	12
	20,2851
	14,93539
	29,76683
	37,7759
	52
	19,72823
	14,92425
	29,75198
	36,69315

	13
	19,7208
	14,97623
	29,74826
	36,80248
	53
	19,70224
	14,94653
	29,73713
	36,68119

	14
	19,64655
	14,90569
	29,74084
	36,48212
	54
	20,22199
	14,63468
	29,73713
	36,86333

	15
	19,62799
	14,9094
	29,69258
	36,39757
	55
	19,62428
	14,95766
	29,73713
	36,56326

	16
	19,62428
	14,84629
	29,7594
	36,3182
	56
	20,24426
	14,83886
	29,7594
	37,44686

	17
	19,63541
	14,80916
	29,51066
	35,94497
	57
	20,24055
	14,88713
	29,71856
	37,51021

	18
	19,61314
	14,74234
	29,91904
	36,23678
	58
	19,70224
	14,84629
	29,74455
	36,44428

	19
	19,60943
	14,86114
	30,04526
	36,67596
	59
	19,68739
	14,88713
	29,74084
	36,51243

	20
	19,63541
	14,84258
	29,74455
	36,31159
	60
	19,71709
	14,69779
	30,40538
	36,90912

	21
	19,62428
	14,70893
	29,94503
	36,20661
	61
	19,64284
	14,54558
	29,88191
	35,76285

	22
	19,67254
	14,95766
	29,74084
	36,65776
	62
	19,67996
	14,85743
	29,9376
	36,66683

	23
	19,61685
	14,87228
	29,73713
	36,34078
	63
	20,23313
	14,96138
	29,72228
	37,68818

	24
	19,66511
	14,75719
	29,73713
	36,14828
	64
	19,71338
	15,22868
	29,7297
	37,38542

	25
	19,70595
	14,86856
	29,73341
	36,49217
	65
	19,71338
	14,9391
	29,74455
	36,69285

	26
	20,08091
	14,93168
	29,74826
	37,36304
	66
	19,70966
	14,95766
	29,74084
	36,72694

	27
	19,85816
	14,94281
	29,9376
	37,21148
	67
	19,62428
	14,86114
	29,74084
	36,33185

	28
	20,09205
	14,95024
	29,74455
	37,42556
	68
	20,23684
	14,64953
	30,34598
	37,6839

	29
	19,70224
	14,9391
	29,74084
	36,66754
	69
	20,00666
	14,61611
	29,87449
	36,5928

	30
	19,59829
	15,08018
	29,74084
	36,81852
	70
	19,63913
	14,92425
	29,8782
	36,6824

	31
	20,77515
	14,91311
	29,59605
	38,40916
	71
	19,58344
	14,95024
	29,85964
	36,61931

	32
	19,63541
	14,95766
	29,74826
	36,59772
	72
	19,65026
	14,82401
	29,74455
	36,29361

	33
	19,62428
	14,72378
	29,7297
	35,98255
	73
	20,27025
	14,92054
	29,74084
	37,67779

	34
	19,6614
	14,89084
	29,69258
	36,41414
	74
	20,22199
	14,94653
	29,70743
	37,61124

	35
	20,15516
	14,90569
	29,74455
	37,43125
	75
	20,22941
	14,84629
	29,75198
	37,42877

	36
	19,64284
	14,94653
	29,92275
	36,79888
	76
	20,23684
	15,09874
	29,76311
	38,09344

	37
	20,24055
	14,84258
	30,42023
	38,28094
	77
	19,8693
	14,91683
	29,73341
	36,9141

	38
	19,62799
	14,77575
	29,73713
	36,12542
	78
	19,71338
	14,77575
	29,7297
	36,27352

	39
	19,71709
	14,66066
	29,73713
	36,00675
	79
	20,20343
	14,91683
	29,81138
	37,63327

	40
	19,602
	14,87228
	29,74455
	36,32234
	80
	19,59086
	14,95395
	29,89676
	36,68785


	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)
	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)

	81
	19,45721
	14,94653
	30,40166
	37,03453
	126
	19,68739
	14,93168
	29,82251
	36,72226

	82
	19,70595
	14,70521
	29,82994
	36,20842
	127
	19,93984
	15,19155
	29,73341
	37,72742

	83
	19,70966
	14,93168
	29,74084
	36,66313
	128
	19,68368
	15,00593
	29,73713
	36,79227

	84
	21,60304
	14,73863
	29,73341
	39,65566
	129
	19,73565
	14,93168
	29,73341
	36,7023

	85
	20,21828
	14,93168
	30,95111
	39,1397
	130
	20,22199
	14,94653
	29,73341
	37,64414

	86
	19,62799
	14,95024
	29,72599
	36,53834
	131
	20,22941
	14,9985
	29,80395
	37,87857

	87
	19,58344
	14,94281
	30,92513
	37,90717
	132
	20,21456
	14,86856
	29,74455
	37,44806

	88
	19,69481
	14,84629
	29,71485
	36,39417
	133
	19,5723
	14,95024
	29,8188
	36,54843

	89
	19,71338
	14,9391
	29,7297
	36,67453
	134
	19,602
	14,91311
	29,65916
	36,31752

	90
	19,59829
	14,92425
	29,73341
	36,42873
	135
	19,60943
	14,94281
	29,71856
	36,47654

	91
	19,70224
	14,72006
	29,71856
	36,10286
	136
	19,62799
	14,92054
	29,72228
	36,4612

	92
	19,68739
	14,91683
	29,73713
	36,58071
	137
	19,6911
	15,57765
	29,73713
	38,20846

	93
	19,6317
	14,94653
	29,72599
	36,53617
	138
	19,64284
	14,91311
	29,72599
	36,47518

	94
	20,83084
	14,85743
	29,74455
	38,56082
	139
	19,61685
	14,89084
	29,91161
	36,59964

	95
	19,65769
	14,89084
	29,72228
	36,44368
	140
	20,20714
	14,93539
	29,72228
	37,57439

	96
	20,18858
	14,48989
	29,74455
	36,44741
	141
	19,6911
	14,92054
	29,71856
	36,57386

	97
	20,09948
	14,88713
	29,73341
	37,26738
	142
	19,602
	14,93168
	29,73341
	36,45376

	98
	19,61314
	14,87228
	29,73713
	36,3339
	143
	19,60943
	14,87228
	29,71114
	36,29528

	99
	20,19971
	14,93168
	29,74455
	37,57939
	144
	19,6614
	14,69036
	29,57749
	35,78466

	100
	20,22199
	14,88713
	29,7297
	37,48986
	145
	19,68368
	14,9391
	29,80024
	36,70616

	101
	19,68739
	14,93539
	29,72228
	36,60794
	146
	19,59458
	14,90198
	29,82994
	36,48553

	102
	19,97325
	14,85371
	30,93255
	38,44042
	147
	19,63913
	14,95395
	29,79281
	36,65035

	103
	20,2257
	14,95024
	29,7297
	37,65571
	148
	19,602
	14,89826
	29,81138
	36,46755

	104
	19,62056
	14,99108
	29,72599
	36,62428
	149
	19,60571
	14,91311
	29,71856
	36,39715

	105
	19,62056
	14,91311
	29,71485
	36,42016
	150
	20,2257
	14,9391
	29,69629
	37,58536

	106
	19,65769
	14,93168
	30,27915
	37,2283
	151
	19,6614
	14,90198
	29,71485
	36,46871

	107
	20,21828
	15,60364
	29,7297
	39,28702
	152
	19,6911
	14,93168
	29,71856
	36,60117

	108
	20,21456
	14,81659
	29,7297
	37,29853
	153
	19,65769
	14,91311
	29,71856
	36,49364

	109
	19,61685
	14,94281
	29,72228
	36,49491
	154
	19,63913
	14,82401
	29,71485
	36,23682

	110
	20,21456
	14,88713
	29,74455
	37,49481
	155
	19,68739
	14,92796
	29,7891
	36,672

	111
	19,59458
	14,94281
	29,81509
	36,5673
	156
	19,68368
	14,9094
	29,72228
	36,53735

	112
	19,68739
	14,85371
	29,73341
	36,42139
	157
	19,64655
	14,93539
	29,8188
	36,65064

	113
	19,66511
	15,48113
	29,73713
	37,92159
	158
	19,68739
	14,91311
	29,82623
	36,68118

	114
	20,19229
	14,87599
	29,7297
	37,40679
	159
	19,68739
	15,18041
	30,27915
	37,90565

	115
	19,61685
	14,91311
	29,80024
	36,51791
	160
	19,89158
	14,93539
	29,75198
	37,02457

	116
	19,68739
	14,95024
	29,73341
	36,65807
	161
	19,63913
	14,87228
	26,02834
	31,84451

	117
	20,23313
	14,85743
	29,7297
	37,43567
	162
	19,59829
	14,93168
	30,43508
	37,30694

	118
	19,62056
	14,90198
	29,72599
	36,40661
	163
	19,68368
	14,83515
	29,74084
	36,37809

	119
	19,69853
	14,88713
	29,72599
	36,51484
	164
	19,6614
	14,92425
	29,91161
	36,76507

	120
	19,70595
	14,86856
	29,7297
	36,48762
	165
	19,59086
	14,90569
	29,89305
	36,5649

	121
	19,65769
	14,80174
	29,73341
	36,23919
	166
	20,17001
	14,94281
	29,71856
	37,51932

	122
	19,59829
	15,00221
	29,73713
	36,6236
	167
	20,19229
	14,95766
	29,81509
	37,7202

	123
	20,08091
	14,94281
	29,72599
	37,36291
	168
	19,65398
	15,05419
	29,72228
	36,8365

	124
	19,71338
	14,83886
	29,73713
	36,43755
	169
	19,68739
	15,17299
	30,39053
	38,02647

	125
	19,82104
	15,01335
	29,71485
	37,03959
	170
	19,6911
	14,92425
	29,7297
	36,59667


	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)
	A/A
	a (mm)
	b (mm)
	c (mm)
	V (cm3)

	171
	19,57973
	14,85371
	29,71856
	36,20412
	186
	19,55374
	14,67923
	29,80766
	35,83847

	172
	19,62056
	14,70893
	29,72228
	35,93048
	187
	19,69481
	14,90569
	29,71856
	36,54435

	173
	19,36811
	14,91311
	29,71485
	35,95156
	188
	19,62056
	14,92796
	29,7
	36,43821

	174
	19,56488
	14,92425
	29,69629
	36,32121
	189
	19,67625
	15,2658
	29,70743
	37,37795

	175
	19,59829
	14,83886
	29,73713
	36,22483
	190
	19,55745
	14,8797
	29,72228
	36,23073

	176
	19,67996
	14,85743
	29,72228
	36,40311
	191
	20,21085
	14,93168
	29,71485
	37,56257

	177
	19,53889
	14,90198
	29,72599
	36,25505
	192
	20,0178
	15,28436
	29,7297
	38,10156

	178
	19,67625
	14,87599
	29,7297
	36,45082
	193
	19,81733
	14,87228
	29,91161
	36,92758

	179
	19,67254
	14,60869
	29,81509
	35,89189
	194
	19,59086
	14,87228
	29,72599
	36,27905

	180
	20,20714
	14,76461
	29,72228
	37,14476
	195
	19,64284
	14,80545
	29,70743
	36,18924

	181
	19,57601
	14,92425
	29,47725
	36,07384
	196
	19,68739
	14,75719
	29,71485
	36,16212

	182
	19,62056
	14,85
	30,39424
	37,0952
	197
	19,6317
	14,93539
	29,74455
	36,53174

	183
	19,61314
	14,89084
	29,92646
	36,61088
	198
	19,55745
	14,92796
	29,72599
	36,35278

	184
	19,67254
	15,04676
	30,03413
	37,23977
	199
	19,69481
	14,90569
	29,72599
	36,55348

	185
	19,90643
	14,8797
	29,80766
	36,98316
	200
	20,22199
	14,63468
	29,73713
	36,86333


Πίνακας 5.4
Στην Εικόνα 5.2 που ακολουθεί, φαίνεται γραφικά η σύγκριση της τιμής του πραγματικού όγκου του ελλειψοειδούς, με τις αντίστοιχες τιμές που προέκυψαν από τις μετρήσεις.

Εικόνα 5.2
Στη συνέχεια ακολουθεί στατιστική επεξεργασία των τιμών που προέκυψαν από τις μετρήσεις, η οποία περιλαμβάνει την εύρεση του μέσου όρου και της τυπικής απόκλισης των τιμών που αντιστοιχούν στις παραμέτρους a, b, c του ελλειψοειδούς και των τιμών που αντιστοιχούν στον όγκο που υπολογίστηκε για κάθε μέτρηση. Υπολογίζεται επίσης και το σφάλμα κάθε μέσου όρου των τιμών που υπολογίζεται σε σχέση με τις αντίστοιχες πραγματικές τιμές.

 Μέσος όρος παραμέτρου a= 19,79709 mm
Τυπική απόκλιση  σx=0,2871 mm
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Μέσος όρος παραμέτρου b= 14,9075 mm
Τυπική απόκλιση  σx=0,1385  mm
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Μέσος όρος παραμέτρου c= 29,778 mm
Τυπική απόκλιση  σx=0,3352 mm

[image: image334.wmf]%

74

,

0

%

100

30

778

,

29

30

=

×

-

=

S

falma


Μέσος όρος όγκου=36,81235 cm3
Τυπική απόκλιση  σx=0,7489 cm3
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Όπως και στην περίπτωση του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου, έτσι και στην περίπτωση του ελλειψοειδούς, τα σφάλματα για τις παραμέτρους a,b,c και για τον όγκο είναι πάρα πολύ μικρά. Επίσης η απόκλιση μεταξύ των τιμών που προέκυψαν από τις μετρήσεις είναι σχεδόν αμελητέα. Έτσι μπορούμε με ασφάλεια να μιλήσουμε για μεγάλη ακρίβεια των μετρήσεων που πραγματοποιήθηκαν στο εργαστήριο με τη βοήθεια του αισθητήρα υπερήχων.
ΕΠΙΛΟΓΟΣ

Στόχος της παρούσας διπλωματικής εργασίας ήταν η ανάπτυξη μεθόδων για την εκτίμηση του όγκου τυχαίων κοιλοτήτων από το εσωτερικό τους, με τη χρήση υπερήχων. Αρχικά αναπτύχθηκαν κάποιες μέθοδοι εκτίμησης του όγκου γνωστών γεωμετρικών στερεών. Σε κάθε περίπτωση θεωρήθηκε ότι ο αισθητήρας υπερήχων βρισκόταν στο εσωτερικό του εκάστοτε στερεού και είχε σφαιρικό σχήμα μικρών διαστάσεων. Από τις μεθόδους αυτές επιλέχτηκε εκείνη που συνδύαζε το μικρότερο αριθμό μετρήσεων και το ελάχιστο σφάλμα, ως καταλληλότερη μέθοδος και παρουσιάστηκε ένας αλγόριθμος για την εκτίμηση του όγκου τυχαίων κοιλοτήτων.

Στη συνέχεια έγιναν πειραματικές μετρήσεις σε συγκεκριμένα γεωμετρικά στερεά με τη βοήθεια ενός αισθητήρα υπερήχων. Οι μετρήσεις έγιναν στο εργαστήριο Βιοϊατρικής  τεχνολογίας του Ε.Μ.Π. και αφορούσαν διαστάσεις των στερεών που ήταν απαραίτητες για τον υπολογισμό του όγκου τους. Από τις μετρήσεις αυτές διαπιστώθηκε η μεγάλη ακρίβεια του αισθητήρα υπερήχων όσον αφορά τη μέτρηση απόστασης, καθώς η απόκλιση του μετρούμενου από τον πραγματικό όγκο, ήταν πολύ μικρή.

Πολλές φορές είναι απαραίτητο να υπάρχει η δυνατότητα εκτίμησης του όγκου μιας κοιλότητας με μετρήσεις από το εσωτερικό της. Για παράδειγμα στην Ιατρική η γνώση του όγκου κάποιων οργάνων παρέχει σημαντικές διαγνωστικές πληροφορίες. Μέχρι τώρα έχουν αναπτυχθεί αρκετές μέθοδοι εκτίμησης του όγκου με μετρήσεις από την εξωτερική πλευρά μιας κοιλότητας, αλλά υπάρχουν περιπτώσεις όπου κάτι τέτοιο δεν είναι εφικτό, όπως στην περίπτωση ενός ασθενή που βρίσκεται στη μονάδα εντατικής θεραπείας. 

Ως μελλοντικό βήμα προτείνεται η κατασκευή ενός αισθητήρα υπερήχων ο οποίος θα συνδυάζει μικρό μέγεθος και μεγάλο αριθμό αισθητήρων εκπομπής υπερηχητικών δεσμών, κάτι το οποίο είναι εφικτό δεδομένης της ραγδαίας τεχνολογικής ανάπτυξης. Έτσι θα είναι δυνατή η εκτίμηση του όγκου μιας τυχαίας κοιλότητας από το εσωτερικό της με αρκετά μεγάλη ακρίβεια και ευελιξία, πράγμα το οποίο θα βρει σίγουρα εφαρμογές σε πολλούς τομείς.
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Σήμα στο transducer
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Πίνακας 3.14.Η περιοχή 2 της σφαίρας 
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