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Περίληψη

Ο σκοπός αυτής της εργασίας είναι να δοθούν ικανές συνθήκες για μη ομοιόμορφη στο χρόνο ολική σταθεροποίηση μέσω γραμμικού χρονομεταβλητού ελεγκτή ανάδρασης για γραμμικά συστήματα, και αξιοποίηση αυτών των αποτελεσμάτων για την επίλυση του προβλήματος παρακολούθησης για μια ειδική κατηγορία συστημάτων, τα μη ολονομικά συστήματα σε αλυσιδωτή μορφή. Στο πρώτο μέρος της εργασίας (κεφάλαια 1-4) γίνεται μια εισαγωγή στη θεωρία των δυναμικών συστημάτων, παρουσίαση αποτελεσμάτων από τη θεωρία γραμμικών συστημάτων ελέγχου και παράθεση εννοιών και εργαλείων απαραίτητων για την αντιμετώπιση του θέματος. Στο δεύτερο μέρος (κεφάλαιο 5) αποδεικνύουμε αποτελέσματα για μη ομοιόμορφη (στο χρόνο) ολική σταθεροποίηση μέσω γραμμικών χρονομεταβλητών ελεγκτών ανάδρασης. Συγκεκριμένα, δίνουμε ένα Lyapunov χαρακτηρισμό της ευστάθειας και αποδεικνύουμε ότι το γενικό γραμμικό σύστημα είναι ελέγξιμο αν και μόνο αν είναι σταθεροποιήσιμο μέσω γραμμικού χρονομεταβλητού ελεγκτή ώστε οι τροχιές του συστήματος κλειστού βρόχου να προσεγγίζουν (αυθαίρετα) γρήγορα την αρχή. Μάλιστα, ο έλεγχος μας προκύπτει από την επίλυση μιας δυναμικής εξίσωσης Riccati και αποτελεί γενίκευση κλασικών τεχνικών Βελτίστου ελέγχου. Μετά από μια σύντομη αναφορά στα μη ολονομικά συστήματα, συγκρίνουμε κάποια γνωστά αποτελέσματα στο ίδιο πρόβλημα και αποδεικνύουμε -αξιοποιώντας τα προηγούμενα συμπεράσματα- ότι το πρόβλημα παρακολούθησης για  μη ολονομικά συστήματα σε αλυσιδωτή μορφή είναι ολικά επιλύσιμο. 
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Abstract
The purpose  of this essay is to  provide sufficient conditions for non-uniform in time global stabilization for linear systems by means of a linear time-varying feedback controller.We shall use these results to solve the tracking problem for a special system category,the nonholonomic systems in chained form.In the first part of the essay (chapters 1-4) ) we discuss fundamental properties of dynamical systems, we present results from linear systems’ theory and ideas, notions and tools necessary in order to derive the purported results.In the second part (chapters 5) we prove results -for the general case-  for the non-uniform in time global stabilization by means of time-varying feedback controllers.In particular,in this section we establish a Lyapunov characterization of (non-uniform in time) global asymptotic stability for a particular linear case and we prove that the general system  is controllable, if and only if it is stabilizable by means of a linear time-varying feedback in such a way that the trajectories of the closed-loop system approach zero with an arbitrary fast rate of convergence. To be noted, that the controller is the result of a dynamic Riccati equation ant constitutes a generalization of standard optimal control procedures. We compare known results on the subject , and after a short reference to nonholonomic systems, we prove -via the previous conclusions- that the tracking problem for the nonholonomic systems in chained form is globally solvable. 
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Πρόλογος

Το αντικείμενο της παρούσας εργασίας εμπίπτει στην περιοχή της Μαθηματικής Θεωρίας Ελέγχου. Η μαθηματική Θεωρία Ελέγχου είναι η περιοχή των Εφαρμοσμένων Μαθηματικών που ασχολείται με τις βασικές αρχές που υποβόσκουν στην Ανάλυση και τον Σχεδιασμό των Συστημάτων Ελέγχου. Έλεγχος ενός συστήματος σημαίνει η επίδραση στη συμπεριφορά του ώστε να επιτευχθεί ένας επιθυμητός στόχος. Για να επιτευχθεί αυτή η επίδραση, οι μηχανικοί έχουν επινοήσει μηχανισμούς που ενσωματώνουν διάφορες μαθηματικές τεχνικές. Αυτοί οι μηχανισμοί, περιλαμβάνουν από την ατμομηχανή του Watt,που σχεδιάστηκε στη διάρκεια της Βιομηχανικής Επανάστασης μέχρι τους υπερσύγχρονους ελεγκτές με μικροεπεξεργαστές που συναντάμε από τα αυτοκίνητα μας μέχρι τα βιομηχανικά robot και τους αυτόματους πιλότους αεροσκαφών. Η μελέτη αυτών των μηχανισμών και η αλληλεπίδραση με το υπό έλεγχο αντικείμενο είναι ο σκοπός αυτής της Θεωρίας. Από τη μία είναι επιθυμητό να κατανοήσουμε τους μαθηματικούς περιορισμούς σχετικά με το τι είναι εφικτό, ανεξάρτητα από την χρησιμοποιούμενη τεχνολογία ενώ από την άλλη είναι γεγονός ότι η τεχνολογία μπορεί να επηρεάσει  το είδος της ερώτησης και την επιλογή του μαθηματικού μοντέλου. Για παράδειγμα, όταν ενδιαφερόμαστε για ψηφιακό έλεγχο χρησιμοποιούμε εξισώσεις διαφορών αντί για διαφορικές εξισώσεις. Μιλώντας αυστηρά, υπάρχουν δύο κύριες κατευθύνσεις στην έρευνα της θεωρίας ελέγχου, που αν και είναι συμπληρωματικές, φαίνονται μερικές φορές να πορεύονται σε τελείως διαφορετικές κατευθύνσεις. Η μία, βασίζεται στην ιδέα ότι είναι διαθέσιμο ένα καλό μοντέλο του υπό έλεγχο αντικειμένου και θέλουμε να βελτιστοποιήσουμε τη συμπεριφορά του. Για παράδειγμα, φυσικές αρχές και εξειδικεύσεις από μηχανικούς χρησιμοποιούνται για υπολογιστεί αυτή η τροχιά ενός  διαστημόπλοιου που ελαχιστοποιεί το χρόνο του ταξιδιού ή/και την κατανάλωση καυσίμων. Οι τεχνικές εδώ είναι στενά συνδεδεμένες με το Λογισμό Μεταβολών και άλλες περιοχές της Θεωρίας Βελτιστοποίησης. Το αποτέλεσμα εδώ είναι ο σχεδιασμός μιας προκαθορισμένης πορείας.

Η άλλη κύρια κατεύθυνση εργασίας είναι βασισμένη στους περιορισμούς που επιβάλει η αβεβαιότητα (σχετικά με το μοντέλο ή το περιβάλλον του αντικειμένου).Το κύριο εργαλείο εδώ είναι η χρήση της ανατροφοδότησης με σκοπό να διορθώνονται οι αποκλίσεις από την επιθυμητή συμπεριφορά. Για παράδειγμα, διάφορα συστήματα ελέγχου με ανατροφοδότηση χρησιμοποιούνται στις διαστημικές πτήσεις για να διορθώσουν τις αποκλίσεις από την προκαθορισμένη πορεία. Μαθηματικά, η θεωρία ευστάθειας,  τα δυναμικά συστήματα και ιδιαίτερα η θεωρία των μιγαδικών συναρτήσεων  έχουν ιδιαίτερη επίδραση και χρήση σε αυτή την προσέγγιση.

Εδώ θα δουλέψουμε σε ένα έτοιμο μαθηματικό μοντέλο που αντιπροσωπεύει μια ειδική κατηγορία πραγματικών συστημάτων και θα βγάλουμε χρήσιμα αποτελέσματα σχετικά με τον έλεγχο του (έλεγχο με την ευρεία έννοια).Να σημειώσουμε ότι εδώ χρησιμοποιούμε έννοιες και τεχνικές τόσο από τη θεωρία ανάδρασης όσο και από τη βελτιστοποίηση ώστε να πετύχουμε βέλτιστο αποτέλεσμα.

Κλείνοντας, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον επιβλέποντα καθηγητή μου κ. Ιωάννη Τσινιά, τόσο για την πολύτιμη βοήθειά του κατά την σύνταξη του παρόντος, όσο και για τις πολύ χρήσιμες βιβλιογραφικές του υποδείξεις. Επίσης, θα ήθελα να ευχαριστήσω τον κ.Στυλιανό Κώτσιο,αναπληρωτή καθηγητή ΕΚΠΑ, και γιατί πρώτος με εισήγαγε στην περιοχή της Μαθηματικής Θεωρίας Συστημάτων Ελέγχου και για τη διάθεση του να με βοηθήσει σε οποιαδήποτε στιγμή σε οποιοδήποτε θέμα προέκυπτε.
Κεφάλαιο 1

Θεμελιώδεις ιδιότητες δυναμικών συστημάτων

1.1 Mοντελοποίηση φυσικών συστημάτων

    Στην εργασία αυτή ασχολούμαστε με ντετερμινιστικές διαδικασίες και συστήματα πεπερασμένης διάστασης που έχουν την ιδιότητα της διαφορισιμότητας ως προς το  χρόνο. 
  Μια διαδικασία καλείται πεπερασμένης διάστασης αν ο αριθμός των μεταβλητών κατάστασης που την περιγράφουν είναι πεπερασμένος, και ντετερμινιστική αν, το γεγονός ότι η διαδικασία βρίσκεται σε μια συγκεκριμένη κατάσταση -σε μια δεδομένη χρονική στιγμή- καθορίζει πλήρως και με μοναδικό τρόπο όλη την μελλοντική και παρελθοντική της πορεία. Τέλος, μια διαδικασία είναι διαφορίσιμη ως προς τον χρόνο εάν οι χρονικές συναρτήσεις που περιγράφουν την αλλαγή της κατάστασης της είναι διαφορίσιμες ως προς τον χρόνο.

Οι διαδικασίες αυτές περιγράφονται από  ένα σύστημα n-διαφορικών εξισώσεων πρώτης τάξης
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  το n-διάστατο διάνυσμα κατάστασης. 
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   Σε συστήματα που περιγράφονται από εξισώσεις της μορφής (1.1)  η μελλοντική  και η παρελθοντική πορεία της κατάστασης εξαρτάται τόσο από την αρχική τους κατάσταση, όσο και από την χρονική στιγμή στην οποία το σύστημα βρέθηκε σε αυτή την κατάσταση. Συστήματα τέτοιου τύπου καλούνται μη αυτόνομα.

  Σε συστήματα στα οποία το δεξιό μέλος της (1.1) εξαρτάται αποκλειστικά από το διάνυσμα κατάστασης 
[image: image4.wmf]x

, η πορεία της κατάστασης εξαρτάται αποκλειστικά από την αρχική κατάσταση του συστήματος, χωρίς να επηρεάζεται από την χρονική στιγμή στην οποία το σύστημα βρέθηκε εκεί. Συστήματα τέτοιου τύπου καλούνται αυτόνομα, με την έννοια ότι οι φυσικοί νόμοι που τα διέπουν δεν αλλάζουν με τον χρόνο. 

Παράδειγμα 1.1.1: Έστω το απλό εκκρεμές που φαίνεται στο παρακάτω σχήμα 
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Σχήμα 1.1
  Έστω 
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 η μάζα του σφαιριδίου, 
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 το μήκος της ράβδου και 
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 η γωνία που σχηματίζει το εκκρεμές με την κατακόρυφη διεύθυνση. Έστω ότι η δύναμη τριβής που ασκείται στο σφαιρίδιο είναι ανάλογη της ταχύτητας του με συντελεστή 
[image: image8.wmf]k

. Με εφαρμογή του  δεύτερου νόμου του Νεύτωνα κατά την εφαπτομενική διεύθυνση κίνησης του σφαιριδίου λαμβάνουμε την εξίσωση
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που είναι η διαφορική εξίσωση κίνησης του συστήματος. Αν στην συνέχεια

θέσουμε 
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,λαμβάνουμε το μοντέλο ενός αυτόνομου συστήματος στον χώρο κατάστασης 
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το οποίο είναι ένα σύστημα της μορφής (1.1). Ο όρος
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  οφείλεται στην δύναμη τριβής που ασκείται στο σφαιρίδιο. Εάν δεν υπάρχει τριβή (
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Και στις δύο περιπτώσεις ,τα σημεία ισορροπίας του συστήματος δίνονται από τις  
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1.2 Μερικές αναγκαίες ιδιότητες που πρέπει να έχει το  μοντέλο

  Σε αυτή την παράγραφο αναφέρουμε μερικές αναγκαίες απαιτήσεις που πρέπει να ικανοποιεί ένα μαθηματικό μοντέλο της μορφής (1.1), προκειμένου να αποτελεί μια αποδεκτή μαθηματική περιγραφή ενός φυσικού συστήματος.
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1.2.1 Ύπαρξη και μοναδικότητα των λύσεων

   Πειραματιζόμενοι με ένα φυσικό σύστημα που έχει τις ιδιότητες που αναφέρθηκαν στην παράγραφο 1.1, όπως το εκκρεμές, αναμένουμε τα εξής:

1) Ξεκινώντας το σύστημα από μια αρχική κατάσταση 
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2) Δεδομένου ότι το φυσικό σύστημα είναι ντετερμινιστικό, περιμένουμε ότι αν επαναλάβουμε το πείραμα με τον ίδιο ακριβώς τρόπο, θα παρατηρούσαμε την ίδια ακριβώς κίνηση.

       Εάν (1.2.α) είναι το μοντέλο του συστήματος, οι απαιτήσεις αυτές μεταφράζονται μαθηματικά με την απαίτηση το πρόβλημα αρχικών τιμών (1.2.α),(1.2.b) να έχει μοναδική λύση για κάθε 
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Το θεώρημα που ακολουθεί παρέχει ικανές συνθήκες για την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης 
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Παράδειγμα 1.2.2: Έστω το μονοδιάστατο σύστημα
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Το θεώρημα που ακολουθεί εξασφαλίζει την ύπαρξη και μοναδικότητα της λύσης 
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Θεώρημα 1.2.2  Έστω 
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  Η διαφορά μεταξύ των Θεωρημάτων 1.2.1 και 1.2.2 βρίσκεται στο ότι το Θεώρημα 1.2.1 απαιτεί την ισχύ της συνθήκης Lipschitz σε μια περιοχή του 
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Θεώρημα 1.2.3  Έστω
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  Η εφαρμογή του  Θεωρήματος 1.2.3 απαιτεί κάποιες υποθέσεις για τις λύσεις του συστήματος. Μια χρήσιμη μέθοδος για να εξασφαλίσουμε τις υποθέσεις του Θεωρήματος 1.2.3 είναι η μέθοδος της συνάρτησης Lyapunov,που θα αναλύσουμε στο επόμενο κεφάλαιο.

1.2.2 Συνέχεια των λύσεων ως προς τις αρχικές συνθήκες 
 Μια ακόμα απαίτηση που έχουμε από ένα μοντέλο της μορφής (1.1) είναι η συνεχής εξάρτηση των λύσεων του από τις αρχικές συνθήκες. Μια μικρή αλλαγή στην αρχική συνθήκη του προβλήματος (1.2.α),(1.2.b) δεν θα πρέπει να οδηγεί σε μεγάλη απόκλιση της λύσης .
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    Το θεώρημα  που ακολουθεί παρέχει ικανές συνθήκες για την ισχύ της παραπάνω απαίτησης.
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Θεώρημα 1.2.5: Έστω 
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1.2.3 Μη αυτόνομα συστήματα

Έστω το μη αυτόνομο σύστημα 
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Κεφάλαιο 2

Ευστάθεια- Θεωρήματα Lyapunov
2.1 Σημεία ισορροπίας-ορισμός της ευστάθειας

  Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με το ζήτημα της ευστάθειας των αυτόνομων δυναμικών συστημάτων, που παίζει βασικό ρόλο στη μελέτη της θεωρίας συστημάτων και φυσικά στην ανάλυση και σχεδίαση εφαρμογών. Η λέξη ευστάθεια είναι όρος δανεισμένος από τη Μηχανική, όπου χρησιμοποιείται για να περιγράψει την ισορροπία του στερεού σώματος. Η θέση ισορροπίας καλείται ευσταθής  αν το σώμα επιστρέφει στην αρχική του θέση, έχοντας διαταραχτεί ελαφρώς από μια θέση που ισορροπεί. Αλλιώς, αν πηγαίνει σε άλλη θέση, τότε καλείται ασταθής. Υπάρχουν διάφορα «είδη ευστάθειας» όπως ευστάθεια εισόδου-εξόδου, ευστάθεια σημείων ισορροπίας, ευστάθεια περιοδικών τροχιών… Εδώ θα ασχοληθούμε με ευστάθεια σημείων ισορροπίας κατά την έννοια του Lyapunov. Το σημαντικότερο εργαλείο στην μελέτη της ευστάθειας ενός συστήματος είναι η θεωρία Lyapunov,την οποία και θα αναλύσουμε στην συνέχεια.

 Έστω λοιπόν το αυτόνομο σύστημα   
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Ορισμός 2.1.1: Το σημείο 
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 Ένα σημείο ισορροπίας είναι ευσταθές αν όλες οι λύσεις που ξεκινούν «κοντά» του, μένουν «κοντά» του για πάντα. Αλλιώς είναι ασταθές.                                                    Είναι ασυμπτωτικά ευσταθές, αν ,όχι απλά μένουν κοντά του, αλλά τείνουν σ’ αυτό όσο ο χρόνος τείνει στο άπειρο.  
 Από το θεώρημα μοναδικότητας, είναι φανερό πως αν σημείο αφετηρίας του
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Λήμμα 2.1.2 Έστω 
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 Το παραπάνω λήμμα δίνει μια πρώτη πληροφορία για την συμπεριφορά των λύσεων ενός αυτόνομου συστήματος. Οποιαδήποτε λύση που περνάει από σημεία που δεν είναι σημεία ισορροπίας, δεν μπορεί να φτάσει ένα σημείο ισορροπίας σε πεπερασμένο χρόνο. Μπορεί μόνο να τείνει ασυμπτωτικά σε αυτό.

 Στη συνέχεια, υποθέτουμε ότι το σημείο ισορροπίας  
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 του (2.1) ταυτίζεται με την αρχή των αξόνων. Η υπόθεση αυτή γίνεται χωρίς βλάβη της γενικότητας, αφού κάθε σημείο ισορροπίας μπορεί με κατάλληλη γραμμική αλλαγή συντεταγμένων να μεταφερθεί στο
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Ορισμός 2.1.3 Το σημείο ισορροπίας 
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                                Σχήμα 2.1 : (α) ευστάθεια ,(b) ασυμπτωτική ευστάθεια          

Παράδειγμα 2.1.1: Στο παράδειγμα 1.1.1 του προηγούμενου κεφαλαίου 

                                    εξαγάγαμε τις εξισώσεις του απλού εκκρεμούς, 
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Τα σημεία ισορροπίας του συστήματος είναι τα (0, 
[image: image233.wmf]p

n

) για 
[image: image234.wmf],...

2

,

1

,

0

±

±

=

n

.Τα σημεία για 
[image: image235.wmf],...

4

,

2

,

0

±

±

=

n
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στην θέση που φαίνεται στο σχήμα 2.2.b.
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Σχήμα 2.2
 Παρουσία της τριβής η θέση (α) αποτελεί ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας για το σύστημα. Για οποιαδήποτε μικρή εκτροπή από την θέση (α), το σύστημα θα εκτελέσει αποσβεννύμενες ταλαντώσεις κινούμενο προς την θέση ισορροπίας. Εάν δεν υπήρχε τριβή, η θέση (α) θα ήταν ένα ευσταθές ,αλλά όχι ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας του συστήματος: για οποιαδήποτε εκτροπή από την θέση (α) το σύστημα θα εκτελούσε μη αποσβεννύμενες ταλαντώσεις κοντά στην αρχική θέση, αλλά δεν θα επέστρεφε ποτέ στην αρχική του θέση. Η θέση (b) αποτελεί ένα ασταθές σημείο ισορροπίας του συστήματος : για οποιαδήποτε εκτροπή από την θέση (b),το σύστημα απομακρύνεται από την αρχική του θέση.                                                            
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2.2 Το θεώρημα του Lyapunov
  To θεώρημα του Lyapunov παρέχει ικανές συνθήκες για την ευστάθεια και την ασυμπτωτική ευστάθεια ενός σημείου ισορροπίας. Το θεώρημα αυτό, που βασίζεται στην ιδέα της συνάρτησης Lyapunov,αποτελεί ένα από τα σημαντικότερα εργαλεία της ανάλυσης μη γραμμικών συστημάτων και της ποιοτικής θεωρίας διαφορικών εξισώσεων. Στην παράγραφο αυτή θα αναφέρουμε το θεώρημα, και θα αποδείξουμε το κομμάτι που αφορά στην  ευστάθεια. Θα ολοκληρώσουμε την απόδειξη του θεωρήματος με το κομμάτι της ασυμπτωτικής ευστάθειας αργότερα (βλ. Πόρισμα 2.3.6), έχοντας προηγουμένως  αποδείξει το θεώρημα του La’Salle.

 Επανερχόμαστε στο σύστημα (2.1),
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και έστω  μια συνεχώς διαφορίσιμη συνάρτηση  
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Ορισμός 2.2.1 Έστω 

 συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση ορισμένη σε μια περιοχή 
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H παράγωγος της 
[image: image248.wmf]V

 κατά μήκος των τροχιών του (2.1) εξαρτάται από την εξίσωση του συστήματος. Άρα η χρονική παράγωγος θα είναι διαφορετική για διαφορετικά συστήματα. Αν  
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Αν η παράγωγος είναι αρνητική, η  
[image: image253.wmf]V

 θα φθίνει κατά μήκος της λύσης του (2.1).Σύμφωνα με αυτά, θα εκθέσουμε το θεώρημα ευστάθειας του Lyapunov.
Θεώρημα 2.2.2 (Lyapunov):Έστω 
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σημαίνει ότι η μόνη τροχιά του συστήματος πάνω στην οποία η παράγωγος της συνάρτησης Lyapunov παραμένει 0 για κάποιο χρονικό διάστημα, είναι η  
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Παράδειγμα 2.3.9: Θεωρούμε πάλι το σύστημα του απλού εκκρεμούς παρουσία τριβής                         
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   Με συνάρτηση Lyapunov την συνάρτηση ενέργειας του συστήματος έχουμε 
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  Από το Πόρισμα 2.3.6 του Θεωρήματος La’Salle, συμπεραίνουμε
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Θεώρημα 2.4.3:  Έστω 
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Κεφάλαιο 3ο
Σταθεροποίηση

3.1 Περιγραφή και διατύπωση του προβλήματος

  Στο κεφάλαιο αυτό θα περιγράψουμε και θα διατυπώσουμε το πρόβλημα της σταθεροποίησης ενός δυναμικού συστήματος και στη  συνέχεια θα δώσουμε παραδείγματα σταθεροποίησης συστημάτων. Για λόγους απλότητας θα περιοριστούμε εδώ σε αυτόνομα συστήματα.

   Έστω το αυτόνομο σύστημα 
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Λαμβάνοντας υπ’ όψη ότι πέρα από την ελεύθερη απόκριση του συστήματος που περιγράφεται από την εξίσωση (3.1)  για 
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     Δοθέντος ενός συστήματος (3.1),το οποίο για 
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 ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας.

 Στην συνέχεια, θα δώσουμε παραδείγματα σταθεροποίησης γραμμικών και μη γραμμικών συστημάτων.

3.2 Σταθεροποίηση γραμμικών συστημάτων

  Έστω ένα αυτόνομο γραμμικό σύστημα
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με ένα μοναδικό σημείο ισορροπίας στο 
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  Ως γνωστόν, το σύστημα (3.2) έχει μοναδικό σημείο ισορροπίας αν και μόνο αν 
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Θεωρούμε τώρα το σύστημα
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 Η σταθεροποίηση του (3.3) συνίσταται στην εύρεση μιας γραμμικής σχέσης 
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 Η πρόταση που ακολουθεί  απαντάει στο ερώτημα, κατά πόσο υπάρχει μία γραμμική σχέση της μορφής (3.4), που να μεταθέτει τις ιδιοτιμές του κλειστού συστήματος στα επιθυμητά σημεία. 

Πρόταση 3.2.2:  Έστω ότι το σύστημα (3.3) είναι ελέγξιμο (ισοδύναμα, ο  πίνακας 
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3.3 Σταθεροποίηση μη γραμμικών συστημάτων
  Ένα βασικό εργαλείο στην αντιμετώπιση τέτοιων προβλημάτων είναι η ανάλυση με συναρτήσεις Lyapunov. Εάν για μια κατάλληλα επιλεγμένη συνάρτηση Lyapunov 
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 ένα ασυμπτωτικά ευσταθές σημείο ισορροπίας για το σύστημα (3.1).Στην συνέχεια δίνουμε παραδείγματα σταθεροποίησης συστημάτων με χρήση συναρτήσεων Lyapunov. 

Παράδειγμα 3.3.1: Θεωρούμε το σύστημα 
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Σαν συνάρτηση Lyapunov επιλέγουμε την συνάρτηση  
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Επιλέγοντας 
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και από το Θεώρημα Lyapunov, το 
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Παράδειγμα 3.3.2:  Έστω το σύστημα
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 Θεωρούμε την συνάρτηση Lyapunov 
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Επιλέγοντας  γραμμική ανάδραση 
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και από το Θεώρημα του Lyapunov εξάγουμε ότι το 
[image: image660.wmf]2

0

Â

Î

 είναι ευσταθές. Ορίζοντας το σύνολο 
[image: image661.wmf]}

)

(

,

{

2

c

x

V

x

c

£

Â

Î

=

W

, για κάποιο 
[image: image662.wmf]0

>

c

 έχουμε ότι το 
[image: image663.wmf]c

W

 είναι κλειστό και φραγμένο, και ότι 
[image: image664.wmf]c

W

είναι θετικώς χρονικά αναλλοίωτο για προς το σύστημα. Κάθε λύση που ξεκινάει από το 
[image: image665.wmf]c

W

για 
[image: image666.wmf]¥

®

t

 θα πλησιάζει το 
[image: image667.wmf]M

,το ευρύτερο χρονικά αναλλοίωτο υποσύνολο του   
[image: image668.wmf]}

0

,

{

}

0

)

(

,

{

2

=

W

Î

=

=

W

Î

=

E

x

x

x

V

x

c

c

.

 Έστω μια λύση 
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  Επομένως, η μόνη λύση του συστήματος που μπορεί να παραμείνει στο
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Κεφάλαιο 4ο
Στοιχεία από τη Θεωρία Γραμμικών Συστημάτων Ελέγχου

Σ’ αυτό το κεφάλαιο έγινε προσπάθεια να συγκεντρωθούν βασικά στοιχεία από τη θεωρία Γραμμικών  Συστημάτων. Με ελάχιστες εξαιρέσεις, αποφύγαμε να εμβαθύνουμε ιδιαίτερα. Στόχος αυτού του κεφαλαίου είναι να αποτελέσει μια εύκολη αναφορά για τον αναγνώστη ώστε να μπορεί να ανατρέξει σε ορισμούς και βασικές ιδέες που χρησιμοποιούνται στο υπόλοιπο κείμενο. Θα αναφερθούμε, μεταξύ άλλων, στην έννοια της ελεγξιμότητας, σε βασικές ιδέες και τεχνικές Βελτίστου Ελέγχου. Η διαδικασία που ακολουθήθηκε στο μεγαλύτερο μέρος είναι η εξαγωγή και παρουσίαση αποτελεσμάτων πρώτα για την περίπτωση συστημάτων χρονικά αμετάβλητων και στη συνέχεια για συστήματα που μεταβάλλονται με το χρόνο. Για τον αναγνώστη που θα θελήσει να εμβαθύνει προτείνουμε τα συγγράμματα [4],[6],[32].
4.1 Στοιχεία από τη θεωρία Γραμμικών Χρονομεταβλητών Συστημάτων
Έστω η χρονομεταβλητή εξίσωση κατάστασης  
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Υποθέτουμε ότι για κάθε αρχική κατάσταση 
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Η λύση της χρονοανεξάρτητης εξίσωσης 
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. Επεκτείνοντας για πίνακες, 
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 Η επέκταση δεν είναι όμως έγκυρη διότι 
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Εκτός από αυτές τις περιπτώσεις, ο υπολογισμός του πίνακα μετάβασης είναι γενικά δύσκολος.

4.2 Ελεγξιμότητα
Ιδιότητα ενός συστήματος για το οποίο, δεδομένων οποιωνδήποτε αρχικών και τελικών καταστάσεων, υπάρχει ένα χρονικό διάστημα  και ένα σήμα εισόδου το οποίο μεταφέρει την αρχική κατάσταση στην επιθυμητή τελική μέσα στο χρονικό αυτό διάστημα.  Στα επόμενα θα εξετάσουμε κριτήρια ελεγξιμότητας τόσο για χρονικά αμετάβλητα, όσο και χρονικά μεταβαλλόμενα συστήματα.

4.2.1 Ελεγξιμότητα για χρονικά αμετάβλητα συστήματα
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Σημείωση:Για χρονικά μεταβαλλόμενα συστήματα, όλα τα χρήσιμα αποτελέσματα θα παρουσιαστούν και θα αποδειχθούν στην πορεία για την κύρια απόδειξη.
4.3 Βέλτιστος Έλεγχος

Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε ακροθιγώς έννοιες και αποτελέσματα από τη θεωρία Βελτίστου Ελέγχου στο βαθμό που θα μας απασχολήσουν σ’ αυτή την εργασία.

Ασχοληθήκαμε στα προηγούμενα με την έννοια της ελεγξιμότητας, τη δυνατότητα να  χρησιμοποιούμε εισόδους ώστε να αναγκάσουμε το σύστημα να μεταφερθεί από μια κατάσταση σε άλλη. Όμως, συχνά δεν ενδιαφερόμαστε απλά να πραγματοποιήσουμε μια μετάβαση, αλλά στο να το επιτύχουμε και με τον καλύτερο δυνατό τρόπο. Το γενικό πρόβλημα Βελτίστου Ελέγχου αφορά στην ελαχιστοποίηση μιας συνάρτησης 
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 τροχιών, τη συνάρτηση κόστους ή δείκτη επίδοσης. Η συνάρτηση κόστους μπορεί να ενσωματώνει το κόστος ενέργειας ή το χρονικό διάστημα που χρειάζεται ο έλεγχος για ένα συγκεκριμένο στόχο, και η βελτιστοποίηση μπορεί να εξαρτάται από περιορισμούς όπως πχ τη μέγιστη τιμή που μπορούν  να πάρουν οι είσοδοι.  Μπορούμε, πολύ γενικά, να χωρίσουμε τη θεωρητική μελέτη του Βελτίστου Ελέγχου σε δύο μεγάλες  κατηγορίες ανάλογα με την προσέγγιση: το Δυναμικό Προγραμματισμό και τις Μεταβολικές Μεθόδους(στην τελευταία περιλαμβάνουμε και την αρχή Μεγίστου του Pontryagin) . Και οι δύο προσεγγίσεις βασίζονται σε ένα μετασχηματισμό της δυναμικής βελτιστοποίησης σε ένα σύνολο στατικών προβλημάτων βελτιστοποίησης για κάθε χρονική στιγμή, μαζί με μια διαφορική εξίσωση. Αυτή η εξίσωση περιλαμβάνει τόσο την κατάσταση όσο και μια βοηθητική μεταβλητή που συνδέει μεταξύ τους τα στατικά προβλήματα. Στο Δυναμικό προγραμματισμό η βοηθητική πληροφορία κωδικοποιείται σε ένα στιγμιαίο κόστος που αποδίδεται σε παρούσα κατάσταση. Στις μεταβολικές μεθόδους αντίθετα, δουλεύουμε με ένα πολλαπλασιαστή Lagrange.

Εδώ θα ασχοληθούμε με τις μεταβολικές μεθόδους (στο σύγχρονο έλεγχο, η αρχή Μεγίστου του Pontryagin) εισάγουμε μια συνάρτηση 
[image: image922.wmf])

(

t

p

p

=

σαν πολλαπλασιαστή Lagrange για το πρόβλημα βελτιστοποίησης και, όχι αυστηρά μιλώντας, μελετάμε τα κρίσιμα σημεία της 
[image: image923.wmf]>

-

<

+

)

,

(

,

)

,

(

u

x

f

x

p

u

x

F

&

 σαν συνάρτηση της κατάστασης
[image: image924.wmf])

(

×

x

, του ελέγχου 
[image: image925.wmf])

(

×

u

 και του πολλαπλασιαστή 
[image: image926.wmf])

(

×

p

. Εξισώνοντας τις παραγώγους με 0, μπορούμε γενικά να επιλύσουμε ως προς τον έλεγχο 
[image: image927.wmf])

(

t

u

σαν συνάρτηση του 
[image: image928.wmf])

(

t

x

και του
[image: image929.wmf])

(

t

p

κι επιπλέον προκύπτει και μια διαφορική εξίσωση για το ζευγάρι των διανυσματικών συναρτήσεων 
[image: image930.wmf])

,

(

p

x

.Οι μεταβολικές μέθοδοι έχουν το πλεονέκτημα ότι κάνουν λιγότερες υποθέσεις για το σύστημα και άρα είναι πιο γενικές (συγκρίνοντας με  το Δυναμικό Προγραμματισμό) αλλά έχουν το μειονέκτημα ότι οδηγούν μόνο σε αναγκαίες συνθήκες. Στα επόμενα, θα αναφερθούμε στη μητρική διαφορική εξίσωση Riccati και στο πρόβλημα απείρου ορίζοντα για γραμμικά συστήματα με τετραγωνικό κόστος. 

Σαν τελική εισαγωγική παρατήρηση, να τονίσουμε ότι η μελέτη του Βελτίστου Ελέγχου είναι πιο σημαντική κι από την ίδια τη βελτιστότητα: για μη γραμμικά συστήματα, είναι συχνά δύσκολο να βρεθούν έλεγχοι που να υλοποιούν την επιθυμητή μετάβαση. Ο Βέλτιστος Έλεγχος προσφέρει μια συστηματική προσέγγιση στην αναζήτηση για τέτοιους ελέγχους ‘ προσέγγιση που μπορεί να χρησιμοποιηθεί και σαν βάση για αριθμητικές μεθόδους.

4.3.1 Γραμμικά Συστήματα με Τετραγωνικό Κόστος
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 Το γραμμικό τετραγωνικό πρόβλημα που λύθηκε παραπάνω είναι γνωστό σαν το πρόβλημα του ρυθμιστή ή πρόβλημα ρύθμισης(regulator problem).

Εφαρμογή (βέλτιστο πρόβλημα σερβομηχανισμού): Πολλά σημαντικά προβλήματα μπορούν να αναχθούν στο κλασικό πρόβλημα ρύθμισης. Ένα από αυτά είναι το πρόβλημα του σερβομηχανισμού που ορίζεται ως εξής: Ο στόχος είναι να έχουμε την έξοδο  
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Η ιδέα είναι να εισάγουμε ένα «μεγάλο» γραμμικό σύστημα του οποίου ο χώρος κατάστασης αποτελείται από όλα τα ζευγάρια 
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4.3.2 Πρόβλημα άπειρου ορίζοντα

Η λύση του προβλήματος γραμμικού τετραγωνικού ρυθμιστή μπορεί  να απλοποιηθεί σημαντικά αν κάνουμε επιπλέον κατάλληλες υποθέσεις. Τέτοιες είναι:

 - το σύστημα είναι ΓΧΑ (γραμμικό, χρονικά ανεξάρτητο):  
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- δεν υπάρχει τερματικό κόστος 
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Ύπαρξη και ιδιότητες του ορίου
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Κάποιες ενδιαφέρουσες ιδιότητες του ορίου αυτού :
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Κεφάλαιο 5ο

Μη Ομοιόμορφη (στο χρόνο) Ευστάθεια και Σταθεροποίηση για Γραμμικά Συστήματα και εφαρμογή στο Πρόβλημα Παρακολούθησης για Μη Ολονομικά Συστήματα σε Αλυσιδωτή Μορφή
Ο στόχος μας είναι να δώσουμε ικανές συνθήκες για σταθεροποίηση γενικού γραμμικού συστήματος και στη συνέχεια να χρησιμοποιήσουμε αυτό το αποτέλεσμα για να αποφανθούμε για την επιλυσιμότητα του προβλήματος παρακολούθησης για την ειδική κατηγορία μη ολονομικών συστημάτων σε αλυσιδωτή μορφή.
5.1 Μη Ολονομικά Συστήματα
5.1.1 Εισαγωγή

Τα μηχανικά συστήματα υπόκεινται σε περιορισμούς. Η έννοια των μη ολονομικών περιορισμών και των μη ολονομικών συστημάτων παρουσιάζονται στα ακόλουθα. Έστω ότι το μηχανικό σύστημα αποτελείται από 
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  (1), τότε λέμε ότι οι περιορισμοί είναι ολονομικοί (Goldstein 1980). Ένα παράδειγμα τέτοιου συστήματος είναι 2 άτομα ενωμένα με μία συμπαγή ράβδο. Άλλο παράδειγμα είναι ένα άτομο περιορισμένο να κινείται σε μια δεδομένη επιφάνεια.

Περιορισμοί που δεν μπορούν να εκφραστούν σ’ αυτή τη μορφή ονομάζονται μη ολονομικοί. Οι μη ολονομικοί περιορισμοί μπορεί να δίνονται ως εξής: 
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Αυτοί οι κινηματικοί περιορισμοί λέμε ότι είναι περιοριστικοί. Μπορούν να ταξινομηθούν σε χρονομεταβλητούς και χρονοανεξάρτητους ανάλογα αν περιλαμβάνουν ή όχι ρητά το χρόνο. Οι περιορισμοί (2) είναι μη ολοκληρώσιμοι αν το αντίστοιχο σύστημα διαφορικών εξισώσεων δεν μπορεί να απλοποιηθεί στη μορφή (1). Ο συνήθης ορισμός της Ρομποτικής είναι ο ακόλουθος:

Το μηχανικό σύστημα με μη ολοκληρώσιμους κινηματικούς περιορισμούς ονομάζεται μη ολονομικό σύστημα.
Γενικά, μη ολοκληρώσιμοι διαφορικοί περιορισμοί μπορεί να περιλαμβάνουν και παραγώγους μεγαλύτερης τάξης.

Ένα σύστημα Ν-ατόμων, ελεύθερο περιορισμών έχει 3Ν ανεξάρτητες συντεταγμένες βαθμών ελευθερίας. Αν υπάρχουν ολονομικοί περιορισμοί εκφρασμένοι σε m εξισώσεις της μορφής (1), μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε αυτές τις εξισώσεις για να απαλείψουμε m από τις 3Ν συντεταγμένες, έχοντας ως αποτέλεσμα 3Ν-m γενικευμένες συντεταγμένες. Τότε, το σύστημα έχει 3Ν-m βαθμούς ελευθερίας.

Στην περίπτωση των μη ολονομικών περιορισμών, οι εξισώσεις που εκφράζουν τους περιορισμούς  δεν μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να απαλείψουμε κάποια από τις συντεταγμένες (Goldstein 1980).Για ένα μη ολονομικό σύστημα, το πλήθος των βαθμών ελευθερίας είναι μικρότερο από το πλήθος των ανεξάρτητων γενικευμένων  συντεταγμένων κατά το πλήθος των μη ολοκληρώσιμων κινηματικών περιορισμών (Neimark & Fufaev 1972), δηλαδή 
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 το πλήθος των ανεξάρτητων γενικευμένων συντεταγμένων, 
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το πλήθος των μη ολονομικών περιορισμών, και 
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οι βαθμοί ελευθερίας που αντιστοιχούν στο πλήθος των ανεξάρτητων ταχυτήτων.

Οι μη ολονομικοί περιορισμοί που απαντώνται στη μηχανική μπορούν συνήθως να εκφραστούν σε μια μορφή που είναι γραμμική ως προς τις γενικευμένες ταχύτητες 
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τότε οι περιορισμοί λέγονται ομογενείς. Είναι ανεξάρτητοι από το χρόνο αν οι 
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δεν περιέχουν ρητά το χρόνο.

Ένα απλό παράδειγμα μη ολονομικού συστήματος είναι ένας κάθετος δίσκος που κυλάει σε ένα οριζόντιο επίπεδο χωρίς να ολισθαίνει. Οι συντεταγμένες που περιγράφουν την κίνηση μπορούν να είναι η                            x-συντεταγμένη και η y-συντεταγμένη περιγράφοντας τη θέση, ο προσανατολισμός θ και η γωνία περιστροφής φ. Εξαιτίας της απαίτησης για μη ολίσθηση, το μέτρο της ταχύτητας του κέντρου του δίσκου είναι ανάλογο του 
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,όπου α η ακτίνα του δίσκου. Η φορά της ταχύτητας είναι κάθετη στον άξονα του δίσκου
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Αυτές οι συνθήκες δίνουν τους ακόλουθους μη ολονομικούς περιορισμούς: 
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Αυτοί οι περιορισμοί δεν μπορούν να ολοκληρωθούν ώστε να βρούμε έναν ολονομικό περιορισμό της μορφής 
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Παραδείγματα μη ολονομικών συστημάτων στη μηχανική είναι κινούμενα με τροχούς robots και περιστρεφόμενα σώματα όπως διαστημόπλοια με χειριστή.

5.1.2 Μη Ολονομική Δυναμική

Τα Μη Ολονομικά συστήματα είναι (όχι τελείως αυστηρά μιλώντας),μηχανικά συστήματα με περιορισμούς στην ταχύτητα που δεν εξάγονται από τους περιορισμούς της θέσης. Τα συναντάμε, για παράδειγμα, σε μηχανικά συστήματα με επαφή κύλισης (πχ η κύλιση των τροχών χωρίς ολίσθηση) ή κάποιες περιπτώσεις με επαφή ολίσθησης (πχ τα πατίνια).Είναι μια αξιοσημείωτη γενίκευση των κλασικών Λαγκρανζιανών (Lagrangian) και Χαμιλτονιανών(Hamiltonian) συστημάτων  στα οποία έχουμε μόνο περιορισμούς για τη θέση.  

Υπάρχουν κάποιες εντυπωσιακές διαφορές ανάμεσα στα μη ολονομικά και τα κλασικά Χαμιλτονιανά Λαγκρανζιανά  συστήματα. Ανάμεσα σε άλλα: 
(-) τα μη ολονομικά είναι μη μεταβολικά –εξάγονται από την αρχή Lagrange-d’Alembert και όχι από την αρχή του Hamilton 

(-) όσο η ενέργεια διατηρείται για μη ολονομικά συστήματα, η ορμή δεν διατηρείται πάντα για συστήματα με συμμετρία (σ’ αυτή την περίπτωση, δεν υπάρχει μη τετριμμένη δυναμική σχετιζόμενη με τη μη ολονομική γενίκευση του θεωρήματος της Noether,βλ.[7])
(-) τα μη ολονομικά συστήματα είναι σχεδόν-Poisson αλλά όχι Poisson (με άλλα λόγια, υπάρχει bracket
 το οποίο μαζί με την ενέργεια στο χώρο των φάσεων περιγράφει την κίνηση, αλλά το bracket γενικά δεν ικανοποιεί την ταυτότητα του Jacobi[7]) και

(-)σε αντίθεση με την Χαμιλτονιανή περίπτωση,το μέτρο δεν διατηρείται, κάτι που οδηγεί σε ενδιαφέρουσες περιπτώσεις ασυμπτωτικής ευστάθειας σε κάποιες περιπτώσεις παρά τη διατήρηση την ενέργειας.

Για αρκετό καιρό υπήρχε κάποια σύγχυση στη βιβλιογραφία σχετικά με το μεταβολικό χαρακτήρα των μη ολονομικών συστημάτων, γι αυτό για μια πιο πλήρη περιγραφή, θα κάνουμε και μια σύντομη αναφορά στην ιστορία του θέματος.

Ιστορική Αναδρομή

Ο όρος «μη ολονομικό σύστημα» προτάθηκε από τον Hertz (1894).Η πιο παλιά δημοσίευση που αναφέρεται στη δυναμική ενός κυλιόμενου στερεού σώματος είναι αυτή του Euler (1734),στην οποία μελετήθηκαν μικρές ταλαντώσεις ενός στερεού σώματος χωρίς ολίσθηση, σε ένα  οριζόντιο επίπεδο. Αργότερα, η δυναμική της κύλισης σε μια επιφάνεια μελετήθηκε από τους Routh (1860),Slesser(1861),Vienkandt(1892) και Walker (1896).H εξαγωγή των εξισώσεων της κίνησης στη μορφή των εξισώσεων Euler-Lagrange, διορθωμένη με κάποιους πρόσθετους όρους ώστε να λαμβάνονται υπόψη οι περιορισμοί (αλλά χωρίς πολλαπλασιαστές Lagrange), περιγράφηκε από τον Ferrers (1872) και η αυστηρή εξαγωγή τους σ’ αυτή τη μορφή δόθηκε από τον Voronetz (1901).Στην περίπτωση που κάποιες μεταβλητές της διάταξης είναι κυκλικές, τέτοιες εξισώσεις μελετήθηκαν και πήραν το όνομά τους από τον Chaplygin (1897).Αυτό το αποτέλεσμα ήταν που έδωσε την ιδέα για τη σύγχρονη τεχνική της μη ολονομικής απλοποίησης
 .Ο Chaplygin μάλιστα, ήταν ο πρώτος που συνειδητοποίησε τη σημασία μιας αναλλοίωτης ποσότητας στη μη ολονομική δυναμική. Ένα από το πιο ενδιαφέροντα ιστορικά γεγονότα ήταν η δημοσίευση του Korteweg (1899).Μέχρι τότε, υπήρχε σύγχυση στη βιβλιογραφία μεταξύ μη ολονομικών και μεταβολικών μηχανικών συστημάτων (ή «βακονομικών»,vaconomic) .Τα δεύτερα είναι κατάλληλα για προβλήματα βελτίστου ελέγχου. Ένας από τους στόχους της δημοσίευσης του Korteweg ήταν να ξεκαθαρίσει αυτή τη σύγχυση, και στη διαδικασία αυτή, έδειξε την ύπαρξη αριθμού λαθών στις ως τότε δημοσιεύσεις.(για εμβάθυνση και εκτενέστερη μελέτη αυτών των θεμάτων, παραπέμπουμε στο  [5]).

Τα κλασικά βιβλία της μηχανικής καθώς και τα σημερινά αντίστοιχά τους, αναφέρονται με λεπτομέρεια στη γεωμετρία των Χαμιλτονιανών και Λαγκρανζιανών συστημάτων. Αντιθέτως, δεν υπήρχε μέχρι πρόσφατα εκτεταμένη αναφορά στη γεωμετρία των μη ολονομικών συστημάτων. Η γεωμετρία και η απλοποίηση αυτών των συστημάτων, μελετάται στο πρόσφατο βιβλίο του Bloch (2003) ,στο οποίο γίνεται μια εκτενής έρευνα αυτών μαζί με μια εξέταση της φυσικής σύνδεσης με τη Θεωρία Ελέγχου.

5.2 Αναφορά σε προηγούμενες εργασίες
Το πρόβλημα παρακολούθησης και της σταθεροποίησης με ανάδραση για μη ολονομικά συστήματα έχει αντιμετωπιστεί σε πολλές σχετικά πρόσφατες εργασίες : Pomet 1992 ([28]), Sordalen and Egeland 1995 ([33]), Jiang and Nijmeijer 1997 a, b ([10],[11]), Morin and Samson 1997, 1999 a, b, 2000([23]-[26]), Jiang et al. 1998,([9])  Jiang and Nijmeijer 1999([12]),  Lefeber et al. 1999([19]), Morin et al.1999([22]), Jiang 2000([8]), Loria et al. 2001([20]), Panteley et al.2001([27]), Sarychev 2001([29]), Sun et al. 2001([35]), Karafyllis and Tsinias 2003a ([14]). Θα παρουσιάσουμε ευθύς αμέσως κάποια από τα αποτελέσματα και τις μεθόδους που ακολουθήθηκαν. Πρώτος ο Brockett το 1983 έδωσε ικανές συνθήκες για σταθεροποίηση με ανάδραση και συνέδεσε την έννοια της ελεγξιμότητας με αυτή της σταθεροποίησης. Συνέπεια του αποτελέσματος του, έδωσε ένα (αρνητικό) κριτήριο που δίνει συνθήκες  μη ύπαρξης στατικής ή δυναμικής ανάδρασης που σταθεροποιεί το σύστημα. Η αδυναμία σταθεροποίησης με ανάδραση κατάστασης παρατηρήθηκε σε πολλές περιπτώσεις στην περιοχή των μηχανικών συστημάτων με μη ολονομικούς περιορισμούς. Για να λύσει αυτό το πρόβλημα ο C.Samson το 1990 δοκίμασε (με επιτυχία) χρονομεταβλητούς νόμους ελέγχου για τη σταθεροποίηση κάποιων μη ολονομικών robot, αποτέλεσμα που κατέδειξε τη δύναμη αυτής της κλάσης ελέγχων. Ακολούθησαν σύντομα, αποτελέσματα για μη γραμμικά συστήματα όπου χρησιμοποιήθηκαν έννοιες και αποτελέσματα από τη θεωρία των Αλγεβρών Lie (για μια εισαγωγή στην ελεγξιμότητα μη γραμμικών συστημάτων με εκτεταμένη χρήση Αλγεβρών Lie, βλ.[32]).Πιο συγκεκριμένα ο J.M.Coron to 1991, έδειξε τη δυνατότητα σταθεροποίησης με περιοδικό χρονομεταβλητό έλεγχο αν η Άλγεβρα Lie του συστήματος είχε βαθμό ίδιο με του συστήματος. Ο Pomet, το 1992 βελτίωσε το αποτέλεσμα αυτό με μια κατασκευαστική προσέγγιση και χρήση της θεωρίας Lyapunov και την αρχή του αναλλοιώτου του LaSalle, και έδωσε σαν αποτέλεσμα συγκεκριμένες οικογένειες σταθεροποιητικών ελέγχων. Το 1995, o Sordalen ,στη διδακτορική του διατριβή, και ο επιβλέπων του, Egeland, έδωσαν νέα αποτελέσματα για τον έλεγχο με ανάδραση για μη ολονομικά συστήματα και συγκεκριμένα για μη ολονομικά κινούμενα robot και μάλιστα πέτυχαν να δείξουν ότι εκθετική σταθεροποίηση είναι εφικτή. Το 1997, σε δύο κοινές εργασίες τους οι Jiang και Nijmeijer ακολούθησαν μεθοδολογίες backstepping για να λύσουν το πρόβλημα παρακολούθησης για μη ολονομικά συστήματα σε αλυσιδωτή μορφή αρχικά και στη συνέχεια το εξειδίκευσαν σε κινούμενα robot. Σε μια σειρά από εργασίες τους που ξεκίνησαν την ίδια χρονιά, οι   Morin και Samson ασχολήθηκαν με τη χρονομεταβλητή εκθετική σταθεροποίηση και με χρήση backstepping συνεχίζοντας τις προηγούμενες έρευνες. Μάλιστα το 1999 σε δύο εργασίες τους, ασχολήθηκαν και με την εύρωστη σχεδίαση για γενικευμένα συστήματα με απροσδιοριστία σε κάποιες παραμέτρους. Την ίδια εποχή οι Jiang και Nijmeijer ασχολήθηκαν πιο ειδικά με τα μη ολονομικά σε αλυσιδωτή μορφή και ιδιαίτερα με το πρόβλημα της παρακολούθησης (με πολύ πρακτικά αποτελέσματα), προτείνοντας μάλιστα μια αναδρομική τεχνική σχεδίασης, σαν  επέκταση της ως τότε δημοφιλούς τεχνικής ολοκληρωτικού backstepping, δίνοντας συνθήκες κάτω από τις οποίες επιλύεται το ημικαθολικό πρόβλημα παρακολούθησης και το καθολικό πρόβλημα παρακολούθησης τροχιάς πάλι για μη ολονομικά σε αλυσιδωτή μορφή καθώς επίσης και κάποια αποτελέσματα για τοπική εκθετική παρακολούθηση και πρακτικές εφαρμογές. Επίσης, οι Lefeber,Robertsson και Nijmeijer, δημοσίευσαν τον ίδιο καιρό μελέτη για το πρόβλημα παρακολούθησης (πάντα για μη ολονομικά σε αλυσιδωτή μορφή) με χρήση ανάδρασης εξόδου, συνδυάζοντας ένα χρονομεταβλητό ελεγκτή κατάστασης με έναν παρατηρητή για το σύστημα σε αλυσιδωτή μορφή. Το σύστημα κλειστού βρόχου που προέκυψε ήταν ολικά К-εκθετικά ευσταθές (βλ.[18],definition 4.2).Oι Loria,Panteley και Melhem εργαζόμενοι για προσαρμοστικό έλεγχο, έδωσαν ένα ακόμα θεώρημα για ομοιόμορφη ολική ασυμπτωτική ευστάθεια μη-ολονομικών σε αλυσιδωτή μορφή και επιπλέον επεκτείνουν προηγούμενα αποτελέσματα για μη ολονομικούς ολοκληρωτές για την περίπτωση συστημάτων με n>3 καταστάσεων χρησιμοποιώντας λείους, χρονομεταβλητούς συνεχούς  διέγερσης ελεγκτές ([20]),αποτέλεσμα που βελτιώνουν τον ίδιο χρόνο με χαλαρότερες υποθέσεις. Ακολουθεί ο Sarychev (2001) που σε αντίθεση με τις επικρατούσες αναλυτικές τεχνικές, χρησιμοποιεί ιδέες από Άλγεβρα και άλγεβρες Lie για να μελετήσει την ευστάθεια τέτοιων συστημάτων. Στη συνέχεια οι Sun,Ge,Huo και Lee κάνουν μια δημοσίευση στην οποία μελετάται το πρόβλημα της σταθεροποίησης μη ολονομικών σε αλυσιδωτή μορφή μέσα στο πλαίσιο της μη κανονικής γραμμικοποίησης με ανάδραση: πρώτα, ορίζουν τη μη λεία εκδοχή της μη κανονικής γραμμικοποίησης και στη συνέχεια αποδεικνύουν  ότι η αλυσιδωτή μορφή είναι γραμμικοποιήσιμη μέσω μη κανονικής ανάδρασης, επιτρέποντας έτσι τη χρήση τεχνικών από τη Θεωρία Γραμμικών Συστημάτων για τη σχεδίαση του ελεγκτή ανάδρασης. Οι ασυνεχείς νόμοι ελέγχου που προκύπτουν, εγγυώνται εκθετική σύγκλιση για το σύστημα κλειστού βρόχου. Το 2003 οι Karafyllis και Tsinias –γενικεύοντας τη backstepping μεθοδολογία που πρότεινε ο Tsinias στο [37] – δίνουν ικανές συνθήκες για την ύπαρξη χρονομεταβλητών σταθεροποιητών ανάδρασης -που επιδεικνύουν μη ομοιόμορφη σύγκλιση για τα σημεία ισορροπίας- για συστήματα με άγνωστες χρονομεταβαλλόμενες παραμέτρους. Αυτά τα αποτελέσματα τα χρησιμοποιούν για την εύρεση ικανών συνθηκών για την επιλυσιμότητα του προβλήματος παρακολούθησης για μη ολονομικά σε αλυσιδωτή μορφή συστήματα. Συνέχεια και βελτίωση αυτής της εργασίας, είναι η δημοσίευση πάνω στην οποία έχει βασιστεί η παρούσα διπλωματική εργασία. Σ’ αυτή, όπως θα δούμε, αν και δεν ενδιαφερόμαστε για συστήματα με άγνωστες παραμέτρους, δίνονται ικανές συνθήκες  για την επιλυσιμότητα του προβλήματος παρακολούθησης με τελείως χαλαρές υποθέσεις για τη μορφή του ελέγχου. Η διαδικασία περιλαμβάνει αξιοποίηση, γενίκευση και επέκταση αποτελεσμάτων της Θεωρίας Γραμμικών Συστημάτων και Βελτίστου Ελέγχου και κάνει ουσιαστική χρήση θεωρημάτων για γραμμικά συστήματα, που συνδέουν την ελεγξιμότητα με τη σταθεροποίηση, καθώς και τη θεωρία βελτιστοποίησης μέσω της εξίσωσης Riccati,ιδέα που μας δίνει τη δυνατότητα να παρουσιάσουμε ένα αρκετά εφαρμόσιμο αποτέλεσμα έχοντας περιγράψει αρκετά καλά τη μορφή τέτοιων πιθανών ελέγχων. Μάλιστα -αν και πρωθύστερο, μπορούμε να κάνουμε και σύγκριση μεταξύ αυτής της εργασίας και κάποιων προηγούμενων, αυτή τη φορά αναφορικά με τις υποθέσεις κάτω από τις οποίες λύνεται το πρόβλημα κάθε φορά, καταλήγοντας τελικά στις πολύ χαλαρές υποθέσεις της εξεταζόμενης εργασίας:

 Στην εργασία του, ο Jiang (2000,θεώρημα 1) λειτουργεί με την υπόθεση ότι η τροχιά αναφοράς 
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Να σημειώσουμε ότι με αυτές τις υποθέσεις, στην εν λόγω εργασία αποδεικνύεται η επιλυσιμότητα του προβλήματος παρακολούθησης για μια ευρύτερη κλάση μη ολονομικών συστημάτων που περιλαμβάνουν και την περίπτωση αυτής της εργασίας (συστήματα και με άγνωστες χρονομεταβαλλόμενες παραμέτρους).

Τέλος, στην εργασία των Lefeber,Robertsson, Nijmeijer [19] γίνεται η υπόθεση ότι η απεικόνιση 
[image: image1076.wmf])

(

1

×

r

u

 είναι 
[image: image1077.wmf]0

C

 (συνεχής), η τροχιά αναφοράς 
[image: image1078.wmf]n

i

x

ir

,...,

2

),

(

=

×

 είναι φραγμένη πάνω στο 
[image: image1079.wmf]+

Â

 και ότι υπάρχουν σταθερές 
[image: image1080.wmf]2

1

0

,

,

e

e

d

 τέτοιες ώστε για 
[image: image1081.wmf]0

³

"

t

να ισχύει η ακόλουθη ανισότητα πινάκων: 


[image: image1082.wmf]I

£

£

I

ò

+

2

1

)

,

(

)

,

(

0

e

t

t

t

e

d

d

t

w

t

w

T

t

t

, όπου 
[image: image1083.wmf]i

n

t

t

ir

i

d

u

i

n

t

t

w

-

ò

-

=

)

)

(

(

)!

(

1

:

)

,

(

0

0

t

t
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Έστω σύστημα της μορφής
 
[image: image1086.wmf]1

u

z

=

&


 
[image: image1087.wmf]1

1

+

=

i

i

x

u

x

&

,  
[image: image1088.wmf]1

,...,

2

,

1

-

=

n

i


 
[image: image1089.wmf]2

u

x

n

=

&

                                                            

 
[image: image1090.wmf]2

2

1

)

,

(

,

)

,...

,

(

,

2

1

Â

Î

Â

Î

=

Â

Î

u

u

x

x

x

x

z

n

n

και η τροχιά αναφοράς του 


[image: image1091.wmf]0

)),

exp(

,

,

)

exp(

(

:

))

(

),

(

);

(

(

2

0

2

2

1

³

-

=

×

×

×

ò

t

t

t

d

x

x

z

t

T

r

r

r

t

t
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.Θα δείξουμε παρακάτω πώς αυτό το πρόβλημα μπορεί να αντιμετωπιστεί με εφαρμογή της Πρότασης 5.4.1.
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Στα επόμενα θα χρησιμοποιήσουμε τις παρακάτω γνωστές ιδιότητες της θεμελιώδους μήτρας
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Σημείωση: Όπου χρησιμοποιείται στα παρακάτω, ο συμβολισμός 
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5.3 Σταθεροποίηση και Ελεγξιμότητα για Γραμμικά Χρονομεταβλητά Συστήματα

Έστω το γενικό γραμμικό σύστημα 


[image: image1118.wmf]u

t

B

x

t

A

x

)

(

)

(

+

=

&

, 
[image: image1119.wmf])

1

.

3

.

5

(



[image: image1120.wmf]0

,

,

³

Â

Î

Â

Î

t

u

x

m

n

 με 
[image: image1121.wmf])

(

),

(

×

×

B

A

 πίνακες 
[image: image1122.wmf]nxn

C

,

0

 και
[image: image1123.wmf]nxm

 διάστασης αντίστοιχα και η ειδική περίπτωση

[image: image1124.wmf]n

x

x

t

A

x

Â

Î

=

,

)

(

&

 
[image: image1125.wmf])

2

.

3

.

5

(


Σ’ αυτή την ενότητα θα δώσουμε ένα Lyapunov χαρακτηρισμό της Ολικής Ασυμπτωτικής Ευστάθειας για τη μια ομοιόμορφη στο χρόνο περίπτωση του συστήματος 
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Δίνουμε τώρα τους ορισμούς  της Ολικής Ασυμπτωτικής Ευστάθειας και της Ελεγξιμότητας που υιοθετήθηκαν στην εργασία
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     [Ελκτικότητα (αγγλ.όρος Αttractivity) ]
Ορισμός 5.3.2: Θεωρούμε το σύστημα της μορφής  
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Το σύστημα (5.3.4) είναι ελέγξιμο, αν 
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 Σημείωση: Ένα σύστημα Σ λέγεται ολικά ελέγξιμο στο διάστημα 
[image: image1163.wmf]])

,

[

2

1

t

t

αν για κάθε 
[image: image1164.wmf]X

z

x

Î

,

ισχύει ότι 
[image: image1165.wmf])

t

,

(

)

,

(

2

1

z

t

x

®

(χρησιμοποιούμε το συμβολισμό 
[image: image1166.wmf])

t

,

(

)

,

(

2

1

z

t

x

®

 για να δείξουμε ότι μπορούμε να πάμε στην  κατάσταση
[image: image1167.wmf])

t

,

(

2

z

ξεκινώντας από την
[image: image1168.wmf])

,

(

1

t

x

) ([32],σελ.94,96)
Υπενθυμίζουμε τώρα το γνωστό θεώρημα από τη Θεωρία Γραμμικών Συστημάτων (πχ Θεώρημα 5,[32], σελ.109)

Πρόταση 5.3.1: Το σύστημα (5.3.1) είναι ελέγξιμο αν και μόνο αν για κάθε 
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Αν το σύστημα είναι ελέγξιμο, υπάρχει είσοδος τέτοια που να μεταφέρει την αρχική κατάσταση  
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Ευθύς αμέσως αποδεικνύουμε ένα Λήμμα που αργότερα θα χρησιμοποιηθεί στην απόδειξη μας για ισοδυναμία ελεγξιμότητας και δυνατότητα να σταθεροποιηθεί το (5.3.1) με ανάδραση. Η απόδειξη του είναι άμεση συνέπεια της προηγούμενης πρότασης.
 Λήμμα 5.3.1: Το σύστημα (5.3.1) είναι ελέγξιμο αν και μόνο αν υπάρχουν μη 
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Το αριστερό μέλος της (5.3.5) προκύπτει κατασκευάζοντας  μια μη φθίνουσα 
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Σχόλιo: Όπως θα δούμε και στη συνέχεια, η χρησιμότητα του Λήμματος έγκειται στο ότι μας δίνει ένα φράγμα για τη Gramian, κάτι που (i) θα χρησιμοποιήσουμε για τον προσδιορισμό και του πίνακα Q που εισέρχεται στην εξίσωση Riccati (γιατί πρέπει να πληροί κάποιες ανισοτικές προϋποθέσεις και (ii) μας διευκολύνει στις πράξεις γιατί δεν έχουμε να δουλέψουμε με το (δύσκολο) ολοκλήρωμα που δίνει τη Gramian . Τέλος (iii) να παρατηρήσουμε ότι μας δίνει ένα ποσοτικό χαρακτηρισμό (κι όχι Boolean: ναι ή όχι) της ελεγξιμότητας.
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Θα δώσουμε τώρα ένα Lyapunov χαρακτηρισμό της Ολικής Ασυμπτωτικής Ευστάθειας για το σύστημα (5.3.2)
Πρόταση 5.3.2: Τα επόμενα είναι ισοδύναμα
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(iii) Υπάρχει ένας θετικά ορισμένος 
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Αλλά από την ιδιότητα (ΙV) της θεμελιώδους μήτρας έχουμε: 
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Επίσης από την ιδιότητα (ΙΙΙ) έχουμε: 
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Σχόλιο:Με τον παραπάνω έλεγχο το σύστημα μας είναι της μορφής (5.3.2) 
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5.4 Εφαρμογή στο πρόβλημα Παρακολούθησης
Σ’ αυτό το μέρος θα χρησιμοποιήσουμε τα προηγούμενα αποτελέσματα για να δώσουμε ικανές συνθήκες για την επιλυσιμότητα του προβλήματος παρακολούθησης (tracking problem) μέσω γραμμικού ελεγκτή για μη ολονομικά συστήματα σε αλυσιδωτή μορφή:
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τα οποία αποτελούν γενικεύσεις προηγούμενων εργασιών και βασίζονται σε εξαιρετικά απλές υποθέσεις για τις τροχιές αναφοράς του (5.4.1).
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Είμαστε τώρα σε θέση να διατυπώσουμε και να αποδείξουμε την Πρόταση 5.4.1
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Παρατήρηση: Το Λήμμα 5.4.1 μας εξασφαλίζει ότι η υπόθεση 2 που κάναμε στην Πρόταση 5.4.1 είναι ισοδύναμη με το ότι το (5.4.7) είναι ελέγξιμο (με την έννοια του Ορισμού 5.3.2). Αυτό με τη σειρά του  είναι (από Πρόταση 5.3.1) ισοδύναμο 
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Παράδειγμα: Θα συνεχίσουμε το παράδειγμα με το σύστημα με τροχιά αναφοράς
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α (ΜΕΤΑΤΡΟΠΗ ΣΕ ΑΛΥΣΙΔΩΤΗ ΜΟΡΦΗ)
Στο Παράρτημα αυτό θα δώσουμε ένα παράδειγμα μετατροπής της κινηματικής ενός οχήματος με n βαγόνια σε αλυσιδωτή μορφή και μάλιστα σε τέτοια μορφή που είναι κατάλληλη για έλεγχο. Αυτό σημαίνει ότι ένα τέτοιο όχημα μπορεί να ελεγχθεί τοπικά είτε με στρατηγικές ανοιχτού είτε κλειστού βρόχου για αλυσιδωτά συστήματα.

Ένα όχημα με n βαγόνια είναι ένα μη ολονομικό σύστημα εξαιτίας των περιορισμών κύλισης των τροχών. Η διάταξη περιγράφεται από δύο συντεταγμένες θέσης και n+1 γωνίες, ενώ υπάρχουν μόνο δύο είσοδοι: μια εφαπτομενική και μια γωνιακή ταχύτητα. Έτσι, το σύστημα έχει δύο βαθμούς ελευθερίας. Σ’ αυτό το μοντέλο η απόλυτη θέση του οχήματος θα χαρακτηρίζεται από τη θέση του πίσω βαγονιού. Αυτό μας επιτρέπει την τοπική μετατροπή της κινηματικής για όχημα με n βαγόνια, όπου n αυθαίρετος θετικός αριθμός. Μια αλλαγή μεταβλητών κι ένας αντιστρέψιμος  μετασχηματισμός ανάδρασης θα επιτρέψουν τη  μετατροπή σε αλυσιδωτή μορφή. Η προσέγγιση έχει βασιστεί στην εργασία του Sordalen [33].
Κινηματικό μοντέλο
Σ’ αυτό το πλαίσιο, ένα τέτοιο όχημα θα αντιπροσωπεύεται από δύο τροχούς ενωμένους σε άξονα. Ένα κινηματικό μοντέλο ενός οχήματος με δύο βαθμούς ελευθερίας που σέρνει n βαγόνια μπορεί να είναι το εξής:
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Σχήμα Α.1: Μοντέλο οχήματος με n-βαγόνια
Ένα όχημα με n βαγόνια είναι ένα μη ολονομικό σύστημα με περιορισμούς κύλισης και για το όχημα και για κάθε βαγόνι. Οι μη ολονομικοί περιορισμοί μπορούν να εκφραστούν ως εξής (Laumond 1991):
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ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β
Αρχή Σύγκρισης (Comparison Principle) ([18],παρ. 3.4)
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Δίνουμε τώρα το Λήμμα χωρίς απόδειξη 
Λήμμα Σύγκρισης: Έστω η βαθμωτή διαφορική εξίσωση 
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� Απόδοση στα ελληνικά της αγγλικής λέξης “particles”.


� Ο όρος δεν μπορεί να αποδοθεί καλά στα ελληνικά. Αναφέρεται στο αντίστοιχο συμβολισμό-πράξη, που ορίζει εσωτερικό γινόμενο αλλά για γενικούς χώρους.


� Μεταφορά στα ελληνικά του αγγλικού όρου «reduction».Αναφέρεται σε ελάττωση τάξης.


1 Δεν επιχειρούμε μετάφραση στα ελληνικά. Ελπίζουμε ότι και ο αναγνώστης θα το θεωρήσει αυτονόητο.
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