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Περύληψη 

Η εργαςύα αυτό αφορϊ μια κατηγορύα δυναμικών ςυςτημϊτων, τα κυτταρικϊ 

αυτόματα. Βαςικό γνώριςμα των ςυςτημϊτων αυτών εύναι η πολυπλοκότητϊ 

τουσ. Η πολυπλοκότητα αυτό οφεύλεται ςτον τερϊςτιο αριθμό οντοτότων (θα 

τισ ονομϊζουμε agents) που αποτελούν το ςύςτημα, αν και οι κανόνεσ που 

καθορύζουν τη ςυμπεριφορϊ των agents, και επομϋνωσ τη ςυνολικό κατϊςταςη 

του ςυςτόματοσ μπορεύ, και εύναι ςυνόθωσ, πολύ απλού.  

Αφού αναφερθούμε ςτη πρώτη ενότητα ςε εφαρμογϋσ τουσ ςε ποικύλουσ τομεύσ, 

ςε πλεονεκτόματα τησ περιγραφόσ αυτόσ των ςυςτημϊτων και ςε γενικϊ τουσ 

γνωρύςματα, θα παρουςιϊςουμε ςτη δεύτερη ενότητα το μοντϋλο του Ising. Σο 

μοντϋλο αυτό προτϊθηκε με ςκοπό να εξηγόςει το φαινόμενο τησ αυθόρμητησ 

μαγνότιςησ ςτα φερρομαγνητικϊ υλικϊ και το πϋτυχε, αν και θεωρεύ πολύ απλϋσ 

αλληλεπιδρϊςεισ και μόνο μεταξύ γειτονικών διπόλων. Η απλότητϊ του οδόγηςε 

και ςτη χρόςη του για την περιγραφό και πολλών ϊλλων, τελεύωσ διαφορετικών, 

ςυςτημϊτων.  

΢την τρύτη ενότητα θα ειςϊγουμε ϋναν κανόνα για τισ τοπικϋσ αλληλεπιδρϊςεισ 

των agents, εμπνευςμϋνο από κοινωνικϊ δύκτυα, και μϋςω τον αποτελεςμϊτων 

των προςομοιώςεων θα μασ αποκαλυφθεύ η πολυπλοκότητα ςτην οπούα 

αναφερθόκαμε. Ο κανόνασ αυτόσ βαςύζεται ςτη μύμηςη –με οριςμϋνη, ςταθερό 

πιθανότητα- του agent που ςυγκϋντρωςε το μεγαλύτερο κϋρδοσ (μϋςω games 

που ανϋπτυξε με τουσ γεύτονϋσ του) την προηγούμενη χρονικό ςτιγμό. Για 

διϊφορεσ τιμϋσ των παραμϋτρων οδηγούμαςτε ςε διαφορετικϋσ μορφϋσ 

οργϊνωςησ. Ωσ πρώτη παραλλαγό θα χρηςιμοποιόςουμε μεταβλητό πιθανότητα 

μύμηςησ και θα δούμε πωσ μϋςα από μια διαδικαςύα μϊθηςησ οι agents 

καταφϋρνουν πϊλι να δημιουργόςουν δομϋσ. Έπειτα θα λαμβϊνεται υπόψη, αντύ 

του ςτιγμιαύου, το ςυνολικϊ ςυςςωρευμϋνο κϋρδοσ. ΢την περύπτωςη αυτό η 

τελικό κατϊςταςη ϋχει μικρό εξϊρτηςη από τισ τιμϋσ των παραμϋτρων του 

ςυςτόματοσ. Σϋλοσ, θα επιτρϋψουμε την ςυνύπαρξη agents με διαφορετικό 

λογικό και θα παρατηρόςουμε πωσ η ειςαγωγό ενόσ μικρού αριθμού 

«εγωιςτικών» agents αρκεύ για την καταςτροφό τησ οργϊνωςη. 

 
 
Λϋξεισ κλειδιϊ: κυτταρικϊ αυτόματα, agents με διαφορετικό λογικό, Prisoner’s 
Dilemma, Ising’s model, phase transition 
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Abstract 
 

The present work concerns a class of dynamical systems, cellular automata. The 

basic characteristic of these systems is their complexity. This complexity is due 

to the enormous number of entities (which are called agents) that constitute the 

system, although the rules that determine the behavior of the agents, and 

consequently the total state of the system, are usually very simple.  

In the first part, we will present their applications in various areas, the 

advantages of this kind of description of systems and the general characteristics 

of cellular automata.  

In the second part we will present the Ising model. This model was proposed in 

order to explain the phenomenon of spontaneous magnetization in 

ferromagnetic materials and it achieved this, although it considered very simple 

interactions and only between neighboring dipoles. Its simplicity led also to its 

use for the description of many other systems.  

In the third part we will introduce a rule which determines the local relations in 

the system, inspired from social networks. This rule is based on the imitation - 

with certain constant probability- of the agent with the biggest profit (a profit 

due to games that it is envolved in with his neighbors) the previous moment. For 

various values of the parameters we were led to different forms of organization.  

As a first variant, we will use variable probability of imitation, and we will see 

that through a process of learning agents accomplish to create structures.  For a 

second variant, it will be taken into account, the globally accumulated profit. In 

this case the final configuration has small dependence on the values of the 

system’s parameters. Finally, we will allow for the coexistence of agents with 

different rationality and we will observe that the introduction of even a small 

number of “selfish” agents is enough to destroy any kind of structure. 

 

 
 
Keywords: cellular automata, agents with different rationality, Prisoner’s 
Dilemma, Ising’s model, phase transition  
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1.   Ειςαγωγό 
 
1.1   Κατηγορύεσ ςυςτημϊτων που θα μασ απαςχολόςουν 
 
Πολλϊ ςυςτόματα, τεχνητϊ και φυςικϊ, ϋχουν τη μορφό δικτύου. Αποτελούνται 
δηλαδό από πολλϋσ οντότητεσ ό agents (το τι εννοούμε με τον όρο οντότητεσ 
εξαρτϊται από το εύδοσ του ςυςτόματοσ και θα το διευκρινύςουμε παρακϊτω), 
που μπορούμε να τισ αντιμετωπύςουμε ωσ τουσ  κόμβουσ του δικτύου, και 
μεταξύ κϊποιων από αυτϋσ αναπτύςςονται ςχϋςεισ αλληλεπύδραςησ τισ οπούεσ 
μπορούμε να φανταςτούμε ωσ τισ ςυνδϋςεισ ςτο δύκτυο. Σϋτοια ςυςτόματα για 
παρϊδειγμα εύναι: 

 Δύκτυα επικοινωνιών και υπολογιςτών ([11], [16]). Εύναι η πρώτη 
κατηγορύα που ϋχουμε ςτο μυαλό μασ και με την οπούα ψϊχνουμε 
ομοιότητεσ ςτα ϊλλα ςυςτόματα. Ο γρϊφοσ (η κατεξοχόν αναπαρϊςταςη 
ενόσ δικτύου) περιλαμβϊνει τουσ τηλεπικοινωνιακούσ κόμβουσ (π.χ. 
routers,  υπολογιςτϋσ) και οι ακμϋσ προςδιορύζουν τισ δυνατϋσ ςυνδϋςεισ. 

 
 Κοινωνικϊ δύκτυα ([9], [17], [23]). ΢ε αυτϊ οι οντότητεσ μπορεύ να εύναι 

τα μϋλη μιασ κοινότητασ και με τισ ακμϋσ του γρϊφου του δικτύου 
μπορούμε να απεικονύςουμε ανϊμεςα ςε ποια ϊτομα υπϊρχουν ςχϋςεισ 
π.χ. φιλικϋσ, επαγγελματικϋσ. Βϋβαια αντύ για κοινωνύα ανθρώπων θα 
μπορούςαμε να ϋχουμε οποιουςδόποτε ζωντανούσ οργανιςμούσ και να 
απεικονύζουμε με χρόςη γρϊφου τον τρόπο οργϊνωςησ των διαφόρων 
ειδών ςε ομϊδεσ και τισ μεταξύ τουσ αλληλεπιδρϊςεισ. 

 
 Οικονομικϊ δύκτυα. Μπορούν να χρηςιμοποιηθούν για να 

αναπαραςτόςουν τουσ ανταγωνιςμούσ και ςυνεργαςύεσ που 
προκύπτουν μεταξύ επιχειρόςεων ό ατόμων. Οι εταιρύεσ ενόσ κλϊδου 
αλληλεπιδρούν εντονότερα μεταξύ τουσ αλλϊ η επιρροό αυτό 
επεκτεύνεται και ςε ϊλλουσ τομεύσ. Σα μϋλη μιασ κοινωνύασ αναπτύςςουν 
μεταξύ τουσ εμπορικϋσ ςχϋςεισ (κϊποιοι πωλούν, ϊλλοι αγορϊζουν) και, 
όταν ο αριθμόσ τουσ γύνει πολύ μεγϊλοσ, η πολυπλοκότητα αυξϊνεται 
εντυπωςιακϊ. Οι ςχϋςεισ που καλούμαςτε να αναπαραςτόςουμε ωσ 
γρϊφο εύναι εξαιρετικϊ πολύπλοκεσ.  

 
 Υυςικϊ ςυςτόματα. Σα διϊφορα υλικϊ αποτελούν πολύ μεγϊλα δύκτυα 

ςτα οπούα οι κόμβοι εύναι τα μόρια του υλικού. Ανϊλογα με τη 
θερμοκραςύα και την πύεςη οι δομϋσ που ςχηματύζονται αλλϊζουν και 
μεταβϊλλεται ϋτςι ο γρϊφοσ του δικτύου. 

 
 Βιολογικϊ ςυςτόματα. Εδώ οι οντότητεσ εύναι τα διϊφορα κύτταρα που 

αποτελούν ϋναν οργανιςμό ό κϊποιο όργανο αυτού π.χ. οι νευρώνεσ του 
εγκεφϊλου.  

 
Όλα τα παραπϊνω ςυςτόματα εύναι ιδιαύτερα πολύπλοκα. Και μόνο τισ 
μεμονωμϋνεσ οντότητεσ που τα αποτελούν να κοιτϊξουμε, βλϋπουμε πωσ κϊθε 
μια εύναι ϋνα ςύςτημα που για να το περιγρϊψουμε πρϋπει να αναφερθούμε ςε 
πϊρα πολλϋσ παραμϋτρουσ. Ένασ router ό ϋνασ υπολογιςτόσ αποτελούν 
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ςυςτόματα τα οπούα για να μελετηθούν πρϋπει να διατρϋξουμε διϊφορα επύπεδα 
ανϊλυςησ, και αν περϊςουμε και ςτα κοινωνικϊ ςυςτόματα με τουσ ζωντανούσ 
οργανιςμούσ, τότε η πολυπλοκότητα κϊνει το πρόβλημα εξαιρετικϊ δύςκολο. 
΢την εργαςύα αυτό μασ ενδιαφϋρουν περιπτώςεισ δικτύων όπου ο αριθμόσ των 
agents εύναι πολύ μεγϊλοσ. Για να μπορούμε να μελετόςουμε αυτϊ τα δύκτυα 
ξεχνϊμε την πολυπλοκότητα κϊθε ξεχωριςτού κόμβου. ΢ε καθϋναν 
αντιςτοιχούμε μια μεταβλητό, η τιμό τησ οπούασ περιγρϊφει την κατϊςταςό του. 
 
Άλλο ϋνα κοινό γνώριςμα των παραπϊνω δικτύων εύναι το ότι ανϊμεςα ςτουσ 
agents αναπτύςςονται μόνο τοπικϋσ αλληλεπιδρϊςεισ , καθώσ θεωρούμε πωσ 
καθϋνασ επηρεϊζεται μόνο από τουσ γεύτονϋσ του. Η ςυμπεριφορϊ του ατόμου 
προςδιορύζεται από τισ ςχϋςεισ του με ϊτομα του περιβϊλλοντόσ του, το 
τηλεπικοινωνιακό φορτύο ςε ϋνα κόμβο ςχετύζεται με αυτό ςτουσ κόμβουσ με 
τουσ οπούουσ ςυνδϋεται, τα μόρια ενόσ υλικού αςκούν και δϋχονται δυνϊμεισ 
από τα γειτονικϊ τουσ. Η ύπαρξη μόνο local interactions βϋβαια αποτελεύ μια 
υπόθεςη, καθώσ ενδϋχεται να υπϊρχουν και δυνϊμεισ που επηρεϊζουν κϊθε 
ςυνιςτώςα του ςυςτόματοσ. Θα μασ απαςχολόςουν ςυςτόματα που ο κύριοσ 
μηχανιςμόσ εξϋλιξησ εύναι οι τοπικϋσ αλληλεπιδρϊςεισ και οι εξωτερικϋσ τϊςεισ 
εύναι πολύ αςθενεύσ ό ανύπαρκτεσ. 
 
Αν και οι αλληλεπιδρϊςεισ εύναι μόνο τοπικϋσ μασ ενδιαφϋρει η καθολικό 
ςυμπεριφορϊ του ςυςτόματοσ. Για κατϊλληλεσ τιμϋσ των παραμϋτρων 
εμφανύζονται πολύ ενδιαφϋρουςεσ διατϊξεισ, και για κϊποιεσ αλλαγϋσ των 
παραμϋτρων ϋχουμε ριζικό αλλαγό ςτη ςυμπεριφορϊ που ονομϊζουμε phase 
transition ([8]). Σην global κατϊςταςη του ςυςτόματοσ εύναι που θϋλουμε να 
περιγρϊψουμε ποιοτικϊ και ενδεχομϋνωσ να προβλϋψουμε. Θα δούμε ότι η 
πολυπλοκότητα αυτόσ τησ κατϊςταςησ για κϊποιεσ περιπτώςεισ εύναι 
αξιοθαύμαςτη. 
 
΢υνοψύζοντασ τα χαρακτηριςτικϊ των ςυςτημϊτων που θα παρουςιϊςουμε 
εύναι ο τερϊςτιοσ αριθμόσ οντοτότων που το αποτελούν, οντότητεσ οι οπούεσ 
όμωσ εύναι ιδιαύτερα απλϋσ και αλληλεπιδρούν μόνο με τουσ γεύτονϋσ τουσ με 
ςχετικϊ απλούσ κανόνεσ, καθώσ και η εμφϊνιςη καθολικόσ ςυμπεριφορϊσ μϋςω 
αυτών των τοπικών ςχϋςεων. Η πολυπλοκότητα τησ ςυνολικόσ κατϊςταςησ που 
μπορεύ να δημιουργηθεύ οφεύλεται αποκλειςτικϊ ςτο πλόθοσ των agents.  
 
 

1.2   Κυτταρικϊ αυτόματα 
 
Ένασ απλόσ τρόποσ να περιγρϊψουμε πολύπλοκα, λόγω του αριθμού των agents 
που τα αποτελούν, ςυςτόματα,  εύναι τα κυτταρικϊ αυτόματα (cellular 
automata) ([1], [2]). Πολύ ςυνοπτικϊ μπορούμε να πούμε ότι εύναι διακριτϊ 
χρονικϊ και χωρικϊ ςυςτόματα, ςτα οπούα οι agents αλληλεπιδρούν μόνο με 
τουσ γειτονικούσ τουσ και μπορούν να βρεθούν ςε καταςτϊςεισ από ϋνα 
πεπεραςμϋνο ςύνολο. ΢τον οριςμό τουσ αναφϋρεται ςυνόθωσ και το ότι 
αποτελούν αιτιοκρατικϊ μοντϋλα, ωςτόςο οι κανόνεσ που χρηςιμοποιούμε ςτην 
παρούςα εργαςύα εύναι ςτοχαςτικού. Άρα αποτελούν γενύκευςη των κλαςςικών 
cellular automata. 
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Η ιςτορύα των cellular automata ξεκινϊ τη δεκαετύα του ’40 με τουσ John von 
Neumann και Stanislaw Ulam. Ο von Neumann μελετούςε το πρόβλημα τησ 
υλοπούηςησ ςυςτημϊτων που θα μπορούςαν να επιτελούν λειτουργύεσ 
αντύςτοιχεσ με τισ βιολογικϋσ, όπωσ την αναπαραγωγό του εαυτού τουσ. Η 
αρχικό ιδϋα όταν αυτό ενόσ ρομπότ το οπούο εύναι εφοδιαςμϋνο με όλα τα 
κατϊλληλα εξαρτόματα και μπορεύ να φτιϊξει ϋνα αντύγραφο του εαυτού του. 
΢ύντομα κατϊλαβε ότι η πολυπλοκότητα τησ ιδϋασ την ϋκανε μη υλοποιόςιμη. 
Σότε ο Ulam του πρότεινε να χρηςιμοποιόςει κϊποιου εύδουσ αφαύρεςη για να 
περιγρϊψει το μοντϋλο του, όπωσ ο ύδιοσ χρηςιμοποιούςε απλϊ πλϋγματα για να 
μελετόςει τουσ κρυςτϊλλουσ. Έτςι δημιουργόθηκε το πρώτο CA. 
 
Ση δεκαετύα του ’70 ιδιαύτερη διϊδοςη εύχε ϋνα κυτταρικό αυτόματο γνωςτό ωσ 
«Σο παιχνύδι τησ ζωόσ», που δημιουργόθηκε από τον John Conway. Εύναι ϋνα 
διςδιϊςτατο κυτταρικό αυτόματο ςτο οπούο κϊθε agent μπορεύ να βρεθεύ ςε δύο 
καταςτϊςεισ, ζωντανόσ ό νεκρόσ. Οι κανόνεσ που περιγρϊφουν την εξϋλιξό του 
εύναι πολύ απλού. Αν ϋνασ «ζωντανόσ» ϋχει περιςςότερουσ από 3 ό λιγότερουσ 
από 2 «ζωντανούσ» γεύτονεσ «πεθαύνει». Αν ϋνασ «νεκρόσ» ϋχει 3 ακριβώσ 
«ζωντανούσ» γεύτονεσ γύνεται και αυτόσ «ζωντανόσ». Παρόλη την απλότητα των 
κανόνων, μπορούν να παρατηρηθούν πολύ ενδιαφϋροντα φαινόμενα, με πιο 
ςημαντικό το γεγονόσ ότι ςε οριςμϋνεσ περιπτώςεισ οριςμϋνοι agents μοιϊζουν 
να ταξιδεύουν. 
 
΢τη δεκαετύα του ’80 δημοςιεύτηκαν μια ςειρϊ από papers του Stephen Wolfram 
ςτα οπούα μελετϊ τα cellular automata και με χρόςη απλών κανόνων 
προκύπτουν ιδιαύτερα ενδιαφϋρονται και πολύπλοκα αποτελϋςματα. Με τη 
χρόςη του προγρϊμματοσ Mathematica, του οπούου εύναι ο δημιουργόσ, 
κατϊφερε να τα ερευνόςει περιςςότερο. Σα αποτελϋςματα τησ δουλειϊσ του 
παρουςιϊζονται και ςτο βιβλύο του “A New Kind of Science”. Ο Wolfram 
καταλόγει ότι με την χρόςη CA μπορούν να περιγραφούν φυςικϊ φαινόμενα που 
τα κλαςςικϊ Μαθηματικϊ αδυνατούν να περιγρϊψουν π.χ. με απλούσ κανόνεσ ςε 
ϋνα CA μπορούν να ςχηματιςτούν δομϋσ που μοιϊζουν με νιφϊδεσ χιονιού ό με 
ρύζεσ ό φύλλωμα δϋντρου. 
 
Σα CA μπορούν να θεωρηθούν και ωσ υπολογιςτϋσ, όπου η αρχικό διϊταξη εύναι 
η εύςοδοσ, οι τοπικού κανόνεσ ο αλγόριθμοσ και η ϋξοδοσ εύναι η κατϊςταςη μετϊ 
από κϊποιο αριθμό επαναλόψεων. CA με αρκετϊ περύπλοκουσ κανόνεσ ϋχει 
αποδειχθεύ ότι μπορούν να αποτελϋςουν universal Turing machines, ϊρα 
μπορούν να προςομοιώςουν κϊθε ςύςτημα. Ιδιαύτερα ενδιαφϋρουςα πϊνω ςτο 
θϋμα εύναι η διδακτορικό διατριβό του Chris Langton, όπου μελετϊται υπό ποιϋσ 
ςυνθόκεσ ϋνα κυτταρικό αυτόματο μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ για υπολογιςμούσ, 
δηλαδό να μπορεύ να αποθηκεύει τοπικϊ πληροφορύεσ για όςο χρόνο χρειϊζεται, 
να μεταδύδει πληροφορύεσ όςο μακριϊ χρειϊζεται και να επεξεργϊζεται αυτϋσ τισ 
πληροφορύεσ ([20]). 
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1.2.1   Σα κυτταρικϊ αυτόματα ωσ δυναμικϊ ςυςτόματα 
 
Σα βαςικϊ χαρακτηριςτικϊ ενόσ CA ωσ δυναμικό ςύςτημα εύναι ο χώροσ ςτον 
οπούο ορύζεται, το ςύνολο των καταςτϊςεων των agents και ο κανόνασ που 
καθορύζει τη μελλοντικό κατϊςταςη από την τωρινό ([13]).  
 
Οι agents βρύςκονται ςε διακεκριμϋνεσ θϋςεισ. ΢υνόθωσ χρηςιμοποιεύται ο 
Ευκλεύδειοσ χώροσ 𝓛:ℕ𝒅, όπου ℕ το ςύνολο των φυςικών αριθμών. Δηλαδό 
βρύςκονται ςτισ θϋςεισ ενόσ πλϋγματοσ, τετραγωνικού ςυνόθωσ.Η θϋςη καθενόσ 
ορύζεται από το d ςυνιςτωςών διϊνυςμα 𝒑   . ΢την εργαςύα αυτό θα 
αντιμετωπύςουμε μόνο μονοδιϊςτατουσ και διςδιϊςτατουσ χώρουσ. 
Πιο γενικϊ οι agents μπορεύ να εύναι τοποθετημϋνοι ςτουσ κόμβουσ ενόσ γρϊφου 
𝑮 = (𝑽, 𝑬) τυχαύου ςχόματοσ. 
 
 

1.2.1.α   Γειτονιϊ 
 
Αφού ορύςαμε το χώρο ςτον οπούο ορύζονται, πρϋπει να ορύςουμε τώρα και τη 
γειτονιϊ καθενόσ, που εύναι το ςύνολο των agents που η γνώςη τησ κατϊςταςόσ 
τουσ τη χρονικό ςτιγμό t αρκεύ για τον προςδιοριςμό τησ κατϊςταςόσ του την 
ςτιγμό t+1. Θα ςυμβολύζουμε με 𝓝(𝒑   , 𝒓) τη γειτονιϊ ακτύνασ r του agent που 
βρύςκεται ςτη θϋςη 𝒑   . 
Για τη μονοδιϊςτατη περύπτωςη η γειτονιϊ μπορεύ να οριςτεύ ωσ εξόσ: 

𝓝(𝒊, 𝒓) = *𝒋 ∈ 𝓛: 𝟎 ≤  𝒊 − 𝒋 ≤ 𝒓 + 
 
Για την διςδιϊςτατη περύπτωςη τώρα θεωρούμε τισ θϋςεισ 𝒑   = (𝒙𝟏, 𝒚𝟏) 𝜿𝜶𝜾 
 𝒒   = (𝒙𝟐, 𝒚𝟐). Θυμύζουμε τον οριςμό τησ Ευκλεύδειασ νόρμασ ϊπειρο,  ∗ : ℕ𝟐 → ℕ 

 𝒑   − 𝒒    ∞ = 𝒎𝒂𝒙* 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 ,  𝒚𝟏 − 𝒚𝟐 + 
Με χρόςη αυτόσ τησ νόρμασ ορύζουμε τη γνωςτό και ωσ γειτονιϊ Moore. 

𝓝(𝒑   , 𝒓) = *𝒒   ∈ 𝓛: 𝟎 ≤  𝒑   − 𝒒    ∞ ≤ 𝒓 +  
 
  Αν χρηςιμοποιόςουμε ωσ νόρμα την απόςταςη Hamming, 𝒅𝑯(𝒑   , 𝒒   ) =
 𝒙𝟏 − 𝒙𝟐 +  𝒚𝟏 − 𝒚𝟐  , ϋχουμε τη γειτονιϊ von Neumann: 

𝓝(𝒑   , 𝒓) = *𝒒   ∈ 𝓛: 𝟎 ≤ 𝒅𝑯(𝒑   , 𝒒   ) ≤ 𝒓 +  
 
΢την περύπτωςη γρϊφου τυχαύου ςχόματοσ γειτονικούσ θεωρούμε τουσ 
κόμβουσ που ςυνδϋονται με ακμϋσ, ϊρα: 

𝓝(𝒊, 𝒓) = *𝒋 ∈ 𝑮: (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑬 + 
΢την εργαςύα αυτό θεωρούμε μόνο την περύπτωςη γειτονιϊσ ακτύνασ 1. 
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Εικόνα 1.(α)Περιοχό ακτύνασ 1 ςε μονοδιϊςτατο CA,   (β) περιοχό von Neumann ακτύνασ 1 και (γ) περιοχό 

Moore  ακτύνασ 1 

 

1.2.1.β   Φώροσ κατϊςταςησ και τοπικόσ κανόνασ 
 
΢τον agent ςτη θϋςη 𝒑    αντιςτοιχεύ η ςυνϊρτηςη 𝒔(𝒑   ; 𝒕) η τιμό τησ οπούασ εύναι η 
κατϊςταςη του agent τη ςτιγμό t. Η s παύρνει τιμϋσ από ϋνα πεπεραςμϋνο 
ςύνολο 𝑺 = *𝟎, 𝟏, …𝒌 − 𝟏+. ΢την εργαςύα αυτό χρηςιμοποιούνται δύο δυνατϋσ 
καταςτϊςεισ, δηλαδό 𝑺 = *𝟎, 𝟏+ με το 0 να απεικονύζεται με μαύρο και το 1 με 
λευκό. 
Η ολικό κατϊςταςη του ςυςτόματοσ τη ςτιγμό t προςδιορύζεται από τα 
ζεύγη:  𝒑   , 𝒔(𝒑   ; 𝒕) , 𝒑   ∈ 𝓛 . 
 
Μπορούμε τώρα να ορύςουμε τη ςυνϊρτηςη που περιγρϊφει τον τοπικό κανόνα 
αλληλεπύδραςησ των agents. Ση ςυμβολύζουμε με 𝒇: 𝑺𝑵 ×𝑾 → 𝑺, όπου W το 
ςύνολο ςτο οπούο παύρνει τιμϋσ μια τ.μ. w και Ν ο αριθμόσ τον agents ςε μια 
γειτονιϊ. Ιςχύει: 
 

𝒔(𝒑   , 𝒕 + 𝟏) = 𝒇(𝒔(𝒒𝒊    ; 𝒕), 𝒘), 𝒒𝒊    ∈ 𝓝(𝒑   , 𝒓) 
 
w τ.μ. με 𝑷(𝒘 = 𝟏) = 𝒂 𝜿𝜶𝜾 𝑷(𝒘 = 𝟎) = 𝟏 − 𝒂 
 
Δηλαδό η κατϊςταςη του agent  𝒑    τη χρονικό ςτιγμό t+1 εξαρτϊται από την 
κατϊςταςη των γειτόνων του (ςε αυτούσ περιλαμβϊνεται και ο ύδιοσ) τη ςτιγμό 
t, και επειδό ο κανόνασ μπορεύ να εύναι και ςτοχαςτικόσ ϋχουμε ειςϊγει και την 
τ.μ. w. 
 

1.2.1.γ   ΢ύνορο 
 
Αν και ςυνόθωσ μασ ενδιαφϋρει να φανταζόμαςτε ότι το πλϋγμα ςτο οπούο 
βρύςκονται τα CA εύναι ϊπειρο, επειδό το κύριο εργαλεύο μελϋτησ εύναι η 
προςομούωςη ςε υπολογιςτό, ο οπούοσ ϋχει πεπεραςμϋνη μνόμη, ςε όλεσ τισ 
περιπτώςεισ θα υπϊρχει κϊποιο ςύνορο όπου και πρϋπει να ορύςουμε το τι 
ακριβώσ θα ςυμβαύνει εκεύ. Οι δύο βαςικϋσ περιπτώςεισ εύναι αυτό του 
ελεύθερου και αυτό του περιοδικού ςυνόρου. ΢την πρώτη περύπτωςη οι θϋςεισ 
ςτο ςύνορο δεν ϋχουν διαφορετικό αντιμετώπιςη από τισ ϊλλεσ με τη μόνη 
διαφορϊ ότι ϋχουν λιγότερουσ γεύτονεσ (π.χ. για πλϋγμα 2 διαςτϊςεων με 
περιοχό von Neumann τρεισ γεύτονεσ και δύο για τα γωνιακϊ). ΢τη δεύτερη 
θεωρούμε πωσ το πλϋγμα ςχηματύζει τόρο, οπότε όλοι οι agents ϋχουν τον ύδιο 
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αριθμό γειτόνων. Μπορεύ να χρηςιμοποιηθεύ και μια ϊλλη κατηγορύα ςυνόρου 
ςτο οπούο η κατϊςταςη ςτισ θϋςεισ του εύναι προκαθοριςμϋνη και δε 
μεταβϊλλεται με βϊςη τουσ κανόνεσ του ςυςτόματοσ αλλϊ μόνο επηρεϊζει την 
κατϊςταςη ςτισ εςωτερικϋσ θϋςεισ.  
 
 
 
 

1.3 Κλϊςεισ cellular automata 
 
Με βϊςη τη μορφό τησ ςυνολικόσ εικόνασ του ςυςτόματοσ και ανϊλογα με το αν 
αυτό μεταβαύνει ςε μόνιμη κατϊςταςη ό όχι, καθώσ και το τι εύδουσ εύναι αυτό η 
μόνιμη κατϊςταςη ο S.Wolfram πρότεινε των εξόσ διαχωριςμό ςε κλϊςεισ των 
CA, με καθεμύα να αντιςτοιχεύ ςε διαφορετικό επύπεδο πολυπλοκότητασ ([24]): 
 
Class 1: Τπϊρχει τελικό κατϊςταςη η οπούα εύναι ευςταθόσ και ομογενόσ. Αυτό η 
περύπτωςη εύναι ανϊλογη με την ύπαρξη οριακών ςημεύων ςε ϋνα κλαςςικό 
δυναμικό ςύςτημα. 
 
Class 2: Δεν ϋχουμε τελικό ομογενό κατϊςταςη αλλϊ ςχηματύζονται κϊποιου 
εύδουσ χωριςτϊ μοτύβα τα οπούα εύτε παραμϋνουν μόνιμα εύτε εμφανύζουν 
περιοδικότητα. Αντύςτοιχη εύναι η ύπαρξη περιοδικών τροχιών (οριακών 
κύκλων). 
 
Class 3: Εμφϊνιςη μη περιοδικόσ, χαοτικόσ ςυμπεριφορϊσ. (Αν και θεωρητικϊ, 
λόγω πεπεραςμϋνου ςυνολικού αριθμού καταςτϊςεων, δεν μπορεύ να 
εμφανιςτεύ το χϊοσ ςτα ςυςτόματα που μελετϊμε) 
 
Class 4: Εμφϊνιςη ιδιαύτερα ενδιαφερόντων, τοπικών ςχηματιςμών τα οπούα 
μοιϊζουν να μεταβϊλλονται ςυνεχώσ χωρύσ περιοδικότητεσ θυμύζοντασ χαοτικό 
ςυμπεριφορϊ. Ωςτόςο δεν εύναι χαοτικό η ςυμπεριφορϊ τουσ αλλϊ ϋχουν 
μεταβατικό ςτϊδιο με πολύ μεγϊλη διϊρκεια (transient chaos). 
 
 
 

1.4   Κανόνεσ που περιϋχουν game 
 
΢ε πολλϊ κυτταρικϊ αυτόματα η εξϋλιξη τησ ςυνολικόσ κατϊςταςησ ϋρχεται ωσ 
αποτϋλεςμα τησ προςπϊθειασ των agents να μεγιςτοποιόςουν κϊποια 
ςυνϊρτηςη κϋρδουσ (ό να ελαχιςτοποιόςουν αντύςτοιχα κϊποιο κόςτοσ). ΢την 
προςπϊθειϊ τουσ αυτό εύναι πιθανό να ϋρθουν ςε ςύγκρουςη με τουσ 
γειτονικούσ agents, με τουσ οπούουσ αλληλεπιδρούν, καθώσ η ευνοώκότερη 
κατϊςταςη για τον ϋνα μπορεύ να εύναι ιδιαύτερα ζημιογόνα για τον ϊλλο. 
Αναπτύςςεται επομϋνωσ ανταγωνιςμόσ μεταξύ τουσ και καθϋνασ καλεύται να 
επιλϋξει τη βϋλτιςτη για αυτόν ςτρατηγικό. Άρα μπορούμε να πούμε ότι κϊθε 
agent παύζει ϋνα game εναντύον των γειτόνων του. 
 
 ΢ε κϊποιεσ περιπτώςεισ, όπωσ ςτα social networks που θα εξετϊςουμε 
παρακϊτω, η μόνη δυνατότητα κϊθε παύκτη εύναι να επιλϋξει εύτε να 
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ςυνεργαςτεύ εύτε να εύναι «επιθετικόσ»  (καλόσ-κακόσ) ςτισ αλληλεπιδρϊςεισ 
του με τουσ ϊλλουσ. Αυτό το ςτοιχεύο μασ οδηγεύ ςτην παρατόρηςη ότι ςε αυτϋσ 
τισ περιπτώςεισ η εξϋλιξη ϋρχεται ωσ αποτϋλεςμα διαδοχικών Prisoner’s 
Dilemma που παύζεται μεταξύ κϊθε agent και των γειτόνων του. Αυτό που 
θϋλουμε να μελετόςουμε εύναι αν και για ποιϋσ τιμϋσ των παραμϋτρων του game 
μπορούν να αναπτυχθούν οργανωμϋνεσ δομϋσ λόγω τοπικών αλληλεπιδρϊςεων 
και μόνο (self-organization) και το πόςο ανθεκτικϋσ εύναι αυτϋσ ςε διϊφορεσ 
μορφϋσ θορύβου. 
 
 

1.4.1   Prisoner’s Dilemma 
 
Σο Δύλημμα του Υυλακιςμϋνου εύναι ύςωσ το ποιο γνωςτό πρόβλημα τησ 
Θεωρύασ Παιγνύων. Περιγρϊφηκε αρχικϊ από τουσ Merrill Flood και Melvin 
Dresher, που εργϊζονταν ςτη RAND, το 1950. Η ονομαςύα του οφεύλεται ςτον 
Albert Tucker και ςε μια ιςτορύα που ϋφτιαξε για να κϊνει πιο ενδιαφϋρουςα την 
περιγραφό του προβλόματοσ ([7]). Η ιςτορύα ϋχει περύπου ωσ εξόσ: 
 
Δύο ϊτομα ςυλλαμβϊνονται από την αςτυνομύα για ϋνα ϋγκλημα, αλλϊ καθώσ 
δεν υπϊρχουν επαρκό ςτοιχεύα, τουσ δύνεται  η δυνατότητα να ομολογόςουν (να 
προδώςουν το ςυνεργό τουσ) και να μειωθεύ η ποινό τουσ. Αν ο ϋνασ προδώςει 
και ο ϊλλοσ όχι, τότε ο πρώτοσ θα αφεθεύ ελεύθεροσ και ο δεύτεροσ θα 
καταδικαςτεύ ςε 10 χρόνια φυλακό. Αν προδώςουν και οι δύο τότε κϊθε ϋνασ θα 
τιμωρηθεύ με 5 χρόνια φυλακό, ενώ αν παραμεύνουν ςιωπηλού και οι δύο θα 
τιμωρηθούν μόνο με 6 μόνεσ ϋκαςτοσ. Κανϋνασ δεν γνωρύζει μϋχρι να 
ολοκληρωθεύ η διαδικαςύα τη ςτϊςη του ϊλλου. Πωσ πρϋπει να ενεργόςει 
κϊποιοσ που θα βρεθεύ ςε αυτό τη θϋςη; 
 
Με ύδιο τρόπο μπορεύ να αντιμετωπιςτεύ κϊθε περύπτωςη ςτην οπούα ϋχουμε 
ανταγωνιςμό μεταξύ δύο παιχτών και καθϋνασ μπορεύ να αντιδρϊςει με δύο 
τρόπουσ. Εύτε να ςυνεργαςτεύ («good») εύτε να «προδώςει» («bad»). Ανϊλογα με 
τη ςτϊςη που θα κρατόςει ο καθϋνασ θα ϋχει και το αντύςτοιχο κϋρδοσ, όπωσ 
φαύνεται ςτον παρακϊτω πύνακα για το game.  
 

Πύνακασ για το Prisoner’s Dilemma 

 good bad 

good (a,a) (b,c) 

bad (c,b) (d,d) 

 
Αν η ςχϋςη των κερδών εύναι c>a>d>b, τότε, αν πρόκειται να παιχτεύ μόνο μια 
παρτύδα, η καλύτερη ςτρατηγικό εύναι να εύναι κακόσ. Αν ο αντύπαλόσ του εύναι 
καλόσ, τότε κερδύζει a αν εύναι κακόσ και c αν εύναι κακόσ και c>a. Αν ο 
αντύπαλόσ του εύναι κακόσ, τότε αν «προδώςει» κερδύζει d ενώ αν «μεύνει 
ςιωπηλόσ» κερδύζει b και d>b. 
Αυτό η λύςη δεν εύναι ακριβώσ η καλύτερη, από την ϊποψη ότι με ϊλλη 
ςτρατηγικό θα μπορούςαν να πετύχουν μεγαλύτερο κϋρδοσ. Αν εύναι καλού και 
οι δύο μπορούν να κερδύςουν περιςςότερα ςε κϊποιεσ περιπτώςεισ. Και αυτό το 
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παρϊδοξο εύναι που κϊνει τόςο ενδιαφϋρον αυτό το game, παρόλο που εύναι 
πολύ απλό. 
Μια επιπλϋον ςυνθόκη που χρηςιμοποιεύται ςυνόθωσ εύναι και η: 2a>c+b.α 
Αυτό η ςχϋςη περιγρϊφει το γεγονόσ ότι το ςυνολικό κϋρδοσ (ϊθροιςμα των 
κερδών των παιχτών) εύναι μεγαλύτερο αν εύναι «καλού» και οι δύο. 
 
Μια γενύκευςη των παραπϊνω αποτελεύ το λεγόμενο επαναλαμβανόμενο 
Δύλημμα του Υυλακιςμϋνου, ςτο οπούο οι παύχτεσ αλληλεπιδρούν πολλϋσ φορϋσ 
(πολλϋσ παρτύδεσ του game) και ϋχουν τη δυνατότητα να θυμούνται τισ 
προηγούμενεσ  επιλογϋσ του αντιπϊλου τουσ, αλλϊ δε γνωρύζουν το ςυνολικό 
αριθμό βημϊτων για τον οπούο θα ςυνεχιςτεύ το game. ΢την περύπτωςη αυτό 
μασ ενδιαφϋρει η εύρεςη μια βϋλτιςτησ, που θα μεγιςτοποιεύ δηλαδό το 
ςυνολικό κϋρδοσ, ςτρατηγικόσ δηλαδό επιλογόσ αντιμετώπιςησ ενόσ αντιπϊλου 
ςτο επόμενο βόμα με βϊςη την ϋωσ τώρα εξϋλιξη. 
Για την εύρεςη τησ ποιο αποτελεςματικόσ πολιτικόσ το 1980 ο Robert Axelrod 
πραγματοπούηςε δύο διαγωνιςμούσ (οι διϊφορεσ ςτρατηγικϋσ 
προςομοιώνονταν ςε υπολογιςτϋσ). ΢ε αυτούσ ςυμμετεύχαν επιςτόμονεσ από 
διϊφορουσ κλϊδουσ: βιολόγοι, οικονομολόγοι, μαθηματικού, κοινωνιολόγοι. 
 
Σα αποτελϋςματα των διαγωνιςμών ϋδειξαν πωσ οι πιο «ϊπληςτεσ» ςτρατηγικϋσ 
δεν όταν τόςο αποτελεςματικϋσ ςε βϊθοσ χρόνου. Η παρατόρηςη αυτό ενιςχύει 
την υπόθεςη ότι μπορούν να αναπτυχθούν ςυνεργαςύεσ-ςυναςπιςμού, οι οπούοι 
μϊλιςτα να εύναι και αποτελεςματικού, και πωσ μϋςα από μια εξελικτικό 
διαδικαςύα όλο και περιςςότεροι θα ςυμμετϋχουν ςε αυτούσ τουσ 
ςυναςπιςμούσ. 
 
Η πιο αποτελεςματικό από όλεσ τισ ςτρατηγικϋσ αποδεύχθηκε ότι όταν η πιο 
απλό. Ήταν μια ντετερμινιςτικό πολιτικό που προτϊθηκε από τον Anatol 
Rapoport, ονομϊςτηκε tit for tat και αποτελούνταν από ελϊχιςτεσ γραμμϋσ 
κώδικα. ΢ύμφωνα με αυτό ςτην πρώτη επανϊληψη πρϋπει να εύςαι «καλόσ». 
Αυτό μπορεύ να θεωρηθεύ ωσ θετικό προδιϊθεςη απϋναντι ςτον αντύπαλο. ΢ε 
κϊθε επανϊληψη από τη δεύτερη και μετϊ αντϋδραςε όπωσ ο αντύπαλοσ ςτο 
προηγούμενο βόμα. Η αντιμετώπιςη αυτό μπορεύ να θεωρηθεύ 
επαναλαμβανόμενη διαδικαςύα τιμωρύασ (αν εύναι κακόσ γύνε και εςύ) και 
ςυγχώρεςησ (αν γύνει πϊλι καλόσ, κϊνε και εςύ το ύδιο). 
 
Όταν όμωσ ο αριθμόσ βημϊτων ςτο επαναλαμβανόμενο Prisoner’s Dilemma 
εύναι γνωςτόσ εκ των προτϋρων, τότε η λογικό επιλογό εύναι να εύςαι «κακόσ» 
ςυνεχώσ. ΢το τελευταύο βόμα και οι δύο θα εύναι κακού, ςε μια προςπϊθεια να 
μεγιςτοποιόςουν το κϋρδοσ τουσ και αφού δεν υπϊρχει ο κύνδυνοσ για 
μελλοντικό τιμωρύα. Άρα ςτο αμϋςωσ προηγούμενο βόμα πϊλι η επιλογό θα εύναι 
να εύςαι «κακόσ», αφού ξϋρεισ ότι ςύγουρα θα «τιμωρηθεύσ» ςτο τϋλοσ, ϊρα δεν 
ϋχεισ να χϊςεισ τύποτα. Και με τον ύδιο τρόπο κινούμαςτε προσ τα πύςω για να 
δεύξουμε ότι εύναι καλύτερο να εύςαι πϊντα κακόσ.  
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2.  Περιγραφό του μοντϋλου του Ising για τα 
φερρομαγνητικϊ υλικϊ 
 
 

2.1   Markov Random Fields 
 
Σα Markov Random Fields προϋκυψαν ωσ γενύκευςη των Markov chains ([4]). Οι 
τελευταύεσ εύναι ςτοχαςτικϋσ διαδικαςύεσ ςτισ οπούεσ η πιθανότητα η τυχαύα 
μεταβλητό να ϋχει οριςμϋνη τιμό τη χρονικό ςτιγμό t εύναι πλόρωσ καθοριςμϋνη 
αν γνωρύζουμε την τιμό τησ την αμϋςωσ προηγούμενη χρονικό ςτιγμό. 
Μπορούμε να την αντιμετωπύςουμε επομϋνωσ ωσ ϋναν chain graph από τυχαύεσ 
μεταβλητϋσ – κϊθε κόμβοσ του οπούου αντιςτοιχεύ ςτην τιμό τησ διαδικαςύασ ςε 
διακριτϋσ χρονικϋσ ςτιγμϋσ – όπου κϊθε κόμβοσ ϋχει την ιδιότητα ότι εύναι 
ανεξϊρτητοσ από τουσ ϊλλουσ αν εύναι καθοριςμϋνοσ ο αριςτερόσ του γεύτονασ 
(παρελθόν). Η πρώτη γενύκευςη εύναι να αγνοόςουμε την κατευθυντικότητα 
του χρόνου και να θεωρόςουμε εξϊρτηςη και από τουσ δύο του γεύτονεσ. 
 
Σα  Markov Random Fields τώρα μπορούν να θεωρηθούν ωσ οποιουδόποτε 
ςχόματοσ γρϊφοι, όπου κϊθε κόμβοσ-τυχαύα μεταβλητό εξαρτϊται μόνο από 
τουσ γεύτονϋσ του. Η εξϊρτηςη δεν εύναι πλϋον χρονικό αλλϊ χωρικό. 
 
Markov Random Fields μπορούν να οριςτούν τόςο για διακριτϋσ όςο και για 
ςυνεχεύσ τυχαύεσ μεταβλητϋσ, οι οπούεσ επύςησ μπορεύ να εύναι ςυνεχεύσ και ωσ 
προσ το χώρο. ΢την εργαςύα αυτό μασ ενδιαφϋρουν μόνο περιπτώςεισ όπου οι 
τυχαύεσ μεταβλητϋσ παύρνουν διακριτϋσ τιμϋσ και εύναι διακριτϋσ ςτο χώρο π.χ. 
κόμβοι ενόσ γρϊφου ό ςημεύα πλϋγματοσ. 
 
Έςτω τ.μ. 𝜲𝟏, 𝜲𝟐, …𝜲𝒏 που παύρνουν τιμϋσ ςε ϋνα διακριτό ςύνολο S και ϋςτω 
γρϊφοσ 𝑮 = (𝑽, 𝑬) όπου οι κόμβοι του 𝑽 = *𝟏, 𝟐, …𝒏+ αντιςτοιχούν ςτισ τυχαύεσ 
μεταβλητϋσ 𝑿𝒊. Σο ςύνολο των τιμών των τ.μ. αποτελούν τη ςυνολικό 
κατϊςταςη ω του ςυςτόματοσ. Οι διϊφορεσ δυνατϋσ διατϊξεισ τησ ω, καθώσ και 
πότε αυτϋσ προκύπτουν, εύναι ϋνα από τα ενδιαφϋροντα ερωτόματα που μασ 
απαςχολούν ςτη μελϋτη των MRFs.  
Οι τ.μ. ορύζουν ϋνα Markov Random Field αν για κϊθε 𝒙   = (𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … 𝒙𝒏) ∈ 𝑺𝒏 
ιςχύει η ιδιότητα : 
 

𝑷𝒓 𝑿𝒊 = 𝒙𝒊|𝑿𝒋 = 𝒙𝒋, 𝒋 ∈ 𝑽\𝒊 = 𝑷𝒓  𝑿𝒊 = 𝒙𝒊|𝑿𝒋 = 𝒙𝒋, 𝒋 ∈ 𝑵(𝒊)  (ιδιότητα 

Markov) 
 
όπου 𝑵(𝒊) = *𝒋 ∈ 𝑽|(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑬+, η γειτονιϊ του i. 
 
Ορύζουμε ωσ ενϋργεια του ςχηματιςμού ω (δηλαδό μιασ πιθανόσ διϊταξησ των 
τ.μ.): 

𝑼(𝝎) = − 𝑽𝒊(𝝎)

𝒊∈𝑽

 

 
Όπου οι ςυναρτόςεισ Vi ονομϊζονται δυναμικϊ των κόμβων του γρϊφου. 



21 
 

Μπορούμε τώρα να αντιςτοιχύςουμε ςε κϊθε ςχηματιςμό ω μια πιθανότητα που 
εξαρτϊται από την ενϋργειϊ του: 

𝑷(𝝎) =
𝟏

𝒁
𝒆−𝑼(𝝎) 

Με 𝒁 =  𝒆−𝑼(𝝎)𝝎∈𝑺𝒏  μια ςταθερϊ κανονικοπούηςησ. 
 
Τπϊρχει μια ςύνδεςη μεταξύ των random fields που ορύζονται με τον παραπϊνω 
τρόπο (από δυναμικϊ) και των Markov Random Fields, όταν χρηςιμοποιόςουμε 
τα επονομαζόμενα nearest neighbor potential. ΢την περύπτωςη αυτό οι τιμϋσ 
των ςυναρτόςεων δυναμικού Vi εξαρτώνται μόνο από των κόμβο i και τουσ 
γεύτονϋσ του, δηλαδό: 
 

𝑽𝒊(𝝎) = 𝒇(𝒊, 𝒋𝟏, 𝒋𝟐, … 𝒋𝑵), με 𝒋𝟏, 𝒋𝟐, … 𝒋𝑵 ∈ 𝑵(𝒊) 
 
 Όταν τα δυναμικϊ εύναι nearest neighbor potential τότε η  P που ορύςαμε 
παραπϊνω ϋχει την ιδιότητα Markov. Και αντύςτροφα αν η P εύναι ο νόμοσ ςε 
ϋνα Markov random field, τότε μπορούμε να ορύςουμε την canonical ενϋργεια 
𝑼(𝝎) = −(𝒍𝒐𝒈𝑷(𝝎) − 𝒍𝒐𝒈𝑷(𝟎 )), όπου 𝟎  μια διϊταξη που την ορύζουμε ωσ 
διϊταξη μηδενικόσ ενϋργειασ. 
Σότε το δυναμικό:  

𝑽𝒊(𝝎) =  −𝟏 𝑵(𝒊)−𝑩 𝑼(𝝎𝑩)𝑩∈𝑵(𝒊) , 
όπου ωΒ εύναι η διϊταξη που ϋχει τισ ύδιεσ τιμϋσ με το ω ςτο Β αλλϊ 0 αλλού, εύναι 
nearest neighbor potential. 

 
2.2   Σο μοντϋλο Ising 

 
Η ανϊπτυξη των MRF ςχετύζεται και με θϋματα που ϊπτονται τησ ςτατιςτικόσ 
φυςικόσ. Ιδιαύτερη ώθηςη ςτην ανϊπτυξό τουσ ϋδωςε η μελϋτη του 
αποκαλούμενου μοντϋλου Ising ([12], [19]). Σο όνομϊ του οφεύλεται ςτο 
Γερμανό φυςικό Ernst Ising που το μελϋτηςε ςτα πλαύςια τησ διδακτορικό του 
διατριβόσ. Με τη χρόςη του μοντϋλου αυτού επιθυμούςε να εξηγόςει τη 
ςυμπεριφορϊ των φερρομαγνητικών υλικών. Σα αποτελϋςματα του περιϋχονται 
ςε ϋνα paper που δημοςιεύτηκε το 1925 (Beitrag sur Theorie des 
Ferromagnetismus). Εκεύ ο Ising αναφϋρει πωσ πρώτοσ το μοντϋλο αυτό το 
πρότεινε ο Wilhelm Lenz το 1920, ο οπούοσ όταν και ο επιβλϋπων το 
διδακτορικό του καθηγητόσ. 
 
Αρχικϊ το μοντϋλο αυτό περιφρονόθηκε από τουσ επιςτόμονεσ. Αυτό οφεύλεται 
κατϊ κύριο λόγο ςτη λανθαςμϋνη προςπϊθεια από τον ύδιο τον Ising να 
γενικεύςει το μοντϋλου του ςε δύο και τρεισ διαςτϊςεισ. Θεωρόθηκε ότι όταν 
μια υπεραπλουςτευμϋνη αναπαρϊςταςη των διαμοριακών δυνϊμεων κϊτι που 
εμπόδιζε την αντιςτοιχύα του με τα παρατηρούμενα ςτον πραγματικό κόςμο 
φαινόμενα. 
 
Ο Heisenberg ςτηριζόμενοσ ςτην αποτυχύα του Ising ειςόγαγε το δικό του 
μοντϋλο για την ερμηνεύα τησ ςυμπεριφορϊσ των φερρομαγνητικών υλικών που 
θεωρεύ πολύ πιο ςύνθετεσ αλληλεπιδρϊςεισ μεταξύ των διπόλων. Έτςι 
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παρατηρόθηκε το παρϊδοξο φαινόμενο να αναπτυχθεύ και να μελετηθεύ αρχικϊ 
το πιο ςύνθετο μοντϋλο και μετϊ να γύνει επιςτροφό ςτο απλούςτερο μοντϋλο. 
 
Με το πϋραςμα των χρόνων εντοπύςτηκε το λϊθοσ του Ising και με αρχικϊ απλϊ 
προςεγγιςτικϊ επιχειρόματα αποδεύχθηκε ότι ςτο 2- και 3-διϊςτατο μοντϋλο 
μπορούμε να ϋχουμε φαινόμενα phase transitions και αυθόρμητησ μαγνότιςησ 
κϊτω από μια κρύςιμη θερμοκραςύα Σc. 
 
Σο πιο ςημαντικό όμωσ βόμα ςτη μελϋτη του Ising όταν η ακριβόσ επύλυςη του 
διςδιϊςτατου μοντϋλου από τον Lars Onsager το 1942, επύλυςη ιδιαύτερα 
δύςκολη τεχνικϊ. Με τον τρόπο αυτό αποδεύχθηκε η ύπαρξη phase transitions 
για το διςδιϊςτατο μοντϋλο και υπολογύςτηκε με ακρύβεια η κρύςιμη 
θερμοκραςύα ςτην οπούα αυτϋσ παρατηρούνται.   
 
 

 
Ernst Ising 
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Lars Onsager 

 
 

2.2.1   Περιγραφό του μοντϋλου 
 
Θεωρούμε μια ακολουθύα n ςημεύων 0,1,2,…n-1 πϊνω ςε μια ευθεύα. ΢ε κϊθε 
θϋςη βρύςκεται τοποθετημϋνο ϋνα δύπολο με spin που κϊθε χρονικό ςτιγμό 
μπορεύ να πϊρει μια από τισ τιμϋσ «πϊνω» ό  «κϊτω». 
 

 
Εικόνα 2.Μονοδιϊςτατο μοντϋλο Ising 

 
΢κοπόσ εύναι να αντιςτοιχύςουμε πιθανότητεσ ςε όλεσ τισ δυνατϋσ διατϊξεισ spin, 
να ορύςουμε δηλαδό το random field. 
Ο δειγματικόσ χώροσ Ω αποτελεύται από όλεσ τισ ακολουθύεσ  

𝝎 = (𝝎𝝄, 𝝎𝟏, …𝝎𝒏−𝟏) 
Όπου 𝝎𝒊 = + ό − που αντιςτοιχεύ ςε spin πϊνω και κϊτω. 
Μπορούμε τώρα να ορύςουμε τισ ςυναρτόςεισ spin ςi που παύρνουν τισ τιμϋσ  

𝝈𝒊 =  
+𝟏,   𝜶𝝂 𝝎𝒊 = +
−𝟏,   𝜶𝝂 𝝎𝒊 = −

  

 
Ο Ising ϋκανε την υπόθεςη ότι μόνο γειτονικϊ δύπολα αλληλεπιδρούν αςκώντασ 
δυνϊμεισ το ϋνα ςτο ϊλλο. Με το ςκεπτικό αυτό ςε κϊθε διϊταξη αντιςτούχιςε 
μια ςυνϊρτηςη ενϋργειασ τησ μορφόσ: 
 

𝑼 = −𝑱 𝝈𝒊(𝝎)𝝈𝒋(𝝎)

𝒊,𝒋

−𝒎𝑯 𝝈𝒊(𝝎) 

𝒊
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Ο πρώτοσ όροσ ςχετύζεται με την αλληλεπύδραςη γειτονικών spin. Ο παρϊγοντασ 
J εύναι χαρακτηριςτικόσ του υλικού και καθορύζει την ϋνταςη τησ 
αλληλεπύδραςησ αυτόσ. Αν J >0 τα spin τεύνουν να προςανατολιςτούν ομόρροπα 
(φερρομαγνητικϊ υλικϊ, που εύναι η περύπτωςη που απαςχόληςε των Ising και 
την οπούα θα παρουςιϊςουμε), ενώ αν J<0 ευνοεύται η δημιουργύα ζευγών με 
αντύθετα spin (αντιφερρομαγνητικϊ υλικϊ). 
Ο δεύτεροσ όροσ ϋχει να κϊνει με την επύδραςη ενόσ εξωτερικϊ επιβαλλόμενου 
μαγνητικού πεδύου ςτον προςανατολιςμό των διπόλων. Σο m εύναι 
χαρακτηριςτικό του υλικού και H εύναι η ϋνταςη του πεδύου. Λόγω του όρου 
αυτού τα spin τεύνουν να γύνουν ομόρροπα του Η. 
 
Η μορφό αυτό τησ ενϋργειασ δικαιολογεύ και την δυνατότητα, με κατϊλληλεσ 
προςαρμογϋσ, να χρηςιμοποιόςουμε αυτό το μοντϋλο για την μελϋτη πολλών και 
εκ πρώτησ όψεωσ τελεύωσ διαφορετικών ςυςτημϊτων. ΢τισ διϊφορεσ θϋςεισ 
αντύ για spin θα μπορούςαμε να ϋχουμε μόρια αερύου (δύο εύδη και να 
παρατηρούμε την διϊταξό τουσ) ό μόρια και οπϋσ ενόσ ςτερεού. Ακόμα 
γενικότερα θα μπορούςε να αναπαραςτόςει κοινωνικϊ ό και βιολογικϊ 
ςυςτόματα. ΢ε κϊθε θϋςη βρύςκεται ϋνασ agent που αλληλεπιδρϊ με τουσ 
γεύτονϋσ του. Αυτόσ μπορεύ να εύναι ϋνα ϊτομο και η κατϊςταςό του να αφορϊ 
τη ςτϊςη του ςε ϋνα θϋμα π.χ. εκλογϋσ-voter model, πληθυςμού ζώων (κυνηγού-
θηρϊματα),οι ςυμμετϋχοντεσ ςε μια αγορϊ. Θα μπορούςαμε να πούμε ότι το 
Ising εύναι το πρώτο κυτταρικό αυτόματο. Πϋρα από των ανταγωνιςμό των 
agents και ςε αυτϋσ τισ περιπτώςεισ μπορούμε να θεωρόςουμε μια εξωτερικό 
δύναμη ανϊλογη του μαγνητικού πεδύου, η οπούα τώρα θα παριςτϊ μια γενικό 
τϊςη, μια επιβαλλόμενη κατεύθυνςη. Μασ ενδιαφϋρουν οι περιπτώςεισ όπου 
αυτό η τϊςη εύναι αςθενόσ, καθώσ θϋλουμε να εςτιϊςουμε ςε φαινόμενα 
αυτοοργϊνωςησ χωρύσ παρουςύα ιςχυρού εξωτερικού ελϋγχου. 
 
Αν και μπορεύ να προκαλεύ ενςτϊςεισ η χρηςιμοπούηςη τησ ύδιασ μορφόσ 
δυνϊμεων για μια τόςο ευρεύα κατηγορύα ςυςτημϊτων αυτό που φαύνεται ςτην 
πρϊξη εύναι ότι δεν ϋχει τόςο ςημαςύα η ακριβόσ μορφό των αλληλεπιδρϊςεων 
και επιπλϋον με αυτϋσ τισ απλοποιόςεισ το μοντϋλο αυτό μασ επιτρϋπει να 
παρατηρόςουμε και ςε κϊποιεσ περιπτώςεισ να εξηγόςουμε φαινόμενα όπωσ η 
δημιουργύα και διϊδοςη κϊποιασ μορφόσ οργϊνωςησ, εςτιϊζοντασ ςτα βαςικϊ 
γνωρύςματα και αμελώντασ λεπτομϋρειασ που δυςχεραύνουν ιδιαύτερα την 
ανϊλυςη. 
 
Κατϊ τα γνωςτϊ αν όλα τα spin προςανατολιςτούν ομόρροπα μεταξύ τουσ και 
με το πεδύο τότε δεν θα παρατηρόςουμε καμύα αλλαγό από εδώ και πϋρα 
(ευςταθόσ  κατϊςταςη ιςορροπύασ). Ωςτόςο αυτό η παραδοχό εύναι κϊπωσ 
απλουςτευτικό. Λόγω θερμικών διαταραχών κϊποια spin θα αλλϊξουν 
προςανατολιςμό. Άρα όλεσ οι διατϊξεισ ω εύναι δυνατό να παρατηρηθούν. ΢ε 
κϊθε μια από αυτϋσ ο Ising αντιςτούχιςε μια πιθανότητα που εξαρτϊται μόνο 
από την ενϋργειϊ τησ: 

𝑷(𝝎) =
𝟏

𝒁
𝒆−

𝑼(𝝎)
𝒌𝑻  

όπου η Ζ εύναι μια ςταθερϊ κανονικοπούηςησ που ονομϊζεται partition function 

𝒁 =  𝒆−
𝑼(𝝎)
𝒌𝑻

𝝎

 



25 
 

 
 
Ο υπολογιςμόσ τησ εύναι αρκετϊ επύπονοσ ιδιαύτερα για το διςδιϊςτατο 
πρόβλημα (αυτό εύναι η ςυνϊρτηςη που υπολόγιςε για το διςδιϊςτατο 
πρόβλημα, χωρύσ προςεγγύςεισ, ο Onsager). Μπορεύ να φαύνεται όχι ιδιαύτερα 
ςημαντικό, αυτό που ϋχει κυρύωσ ενδιαφϋρον εύναι η ςύγκριςη των 
πιθανοτότων διαφορετικών καταςτϊςεων, οπότε η ςταθερϊ αυτό απαλεύφεται, 
ωςτόςο αν την υπολογύςουμε ϋχουμε πλόρωσ προςδιοριςμϋνο το μοντϋλο μασ. 
  
Πολύ εύκολα το μοντϋλο επεκτεύνεται ςτισ δύο διαςτϊςεισ. Σώρα τα δύπολα 
βρύςκονται τοποθετημϋνα ςτισ θϋςεισ ενόσ τετραγωνικού πλϋγματοσ. Η ενϋργεια 
και η πιθανότητα κϊθε διϊταξησ ορύζονται με τον ύδιο τρόπο, με τη μόνη 
διαφορϊ ότι κϊθε ςημεύο ϋχει τϋςςερισ γεύτονεσ, αυτούσ που βρύςκονται ςτην 
Neumann γειτονιϊ του ακτύνασ 1, εκτόσ αν βρύςκεται ςτο ςύνορο οπότε ϋχει 2 ό 
3. 

 
Εικόνα 3.Διςδιϊςτατο μοντϋλο Ising 

 

2.2.2   Σο μονοδιϊςτατο μοντϋλο  Ising 
 
Έςτω 𝒏+(𝝎) και 𝒏−(𝝎) ο αριθμόσ των θετικών και αρνητικών spin αντύςτοιχα. 
Η ςυνολικό μαγνότιςη του υλικού ορύζεται ωσ το μϋγεθοσ: 

𝜧(𝝎) = 𝒏+(𝝎) − 𝒏−(𝝎) 
Ο Ising μελϋτηςε αν υπϊρχει η δυνατότητα, απουςύα εξωτερικού μαγνητικού 
πεδύου και για αρκούντωσ χαμηλϋσ θερμοκραςύεσ, ακόμα και αν ξεκινόςουμε 
από τυχαύο προςανατολιςμό των spins, να οδηγηθούμε ςε μια κατϊςταςη 
χαμηλότερησ ενϋργειασ με τα περιςςότερα spin προσ τα πϊνω ό προσ τα κϊτω.  
 
Η ςυνϊρτηςη πυκνότητασ πιθανότητασ τησ μαγνότιςη ςε αυτό την περύπτωςη 
θα εύχε δύο κορυφϋσ. Αυτό εύναι που ονομϊζουμε αυθόρμητοσ μαγνητιςμόσ, 
αφού ο προςανατολιςμόσ επόλθε χωρύσ την επιβολό πεδύου. 
 
Αντύθετα με ότι περύμενε απϋδειξε ότι ςτο μονοδιϊςτατο μοντϋλο δεν εύναι 
δυνατόν να παρατηρηθεύ αυθόρμητη μαγνότιςη για οςοδόποτε χαμηλό 
θερμοκραςύα. Η καμπύλη τησ M θα ϋχει την μορφό Gauss με ϋνα μϋγιςτο και 
πιθανότερη τιμό το 0. 
 
Προςπϊθηςε ϋπειτα να επεκτεύνει τα ευρόματϊ του και ςτο διςδιϊςτατο 
μοντϋλο. Έκανε την υπόθεςη ότι η ϋνταςη τησ αλληλεπύδραςησ εύναι 
διαφορετικό ςτην οριζόντια (J1) και κατακόρυφη ςυνιςτώςα (J2). Τπϋθεςε 
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επύςησ ότι 𝑱𝟐 →∞. Με την υπόθεςη αυτό οδηγόθηκε ςτο ςυμπϋραςμα ότι όλεσ οι 

γραμμϋσ θα ϋχουν τον ύδιο προςανατολιςμό και επομϋνωσ κϊθε μια μπορούςε να 
μελετηθεύ με το μονοδιϊςτατο μοντϋλο κϊτι που οδηγούςε πϊλι ςε κατανομό με 
ϋνα μϋγιςτο, ϊρα αδυναμύα ύπαρξησ μαγνότιςησ. Έτςι κατϋληξε ςτο 
ςυμπϋραςμα ότι το μοντϋλο του όταν υπεραπλουςτευμϋνο για να εξηγόςει το 
φαινόμενο αυτό. 
 
Με την ϊνοδο των ναζύ ςτην εξουςύα ο Ising αναγκϊςτηκε να εγκαταλεύψει τη 
Γερμανύα το 1939. Εν τω μεταξύ ϊλλοι ερευνητϋσ, διορθώνοντασ τη λανθαςμϋνη 
του υπόθεςη ϋδειξαν ιδιαύτερο ενδιαφϋρον για το μοντϋλο του. Ο Ising, 
αποκομμϋνοσ για πολλϊ χρόνια από την επιςτημονικό κοινότητα, ενημερώθηκε 
για την ιδιαύτερη αποδοχό που εύχε μόνο μετϊ την ϊφιξό του ςτισ ΗΠΑ το 1947. 
Ωςτόςο δεν ϋκανε καμύα ϊλλη δημοςύευςη.  
 

2.2.3   Ύπαρξη φϊςεων ςτο 2-D Ising 
 
 Η βαςικό διαφορϊ του μονοδιϊςτατου από το διςδιϊςτατο μοντϋλο ϋχει να 
κϊνει με την εξϊρτηςη από το ςύνορο των spins που βρύςκονται μακριϊ από 
αυτό. Για το μονοδιϊςτατο, από τη θεωρύα των Markov chains, ιςχύει ότι: 

𝒍𝒊𝒎𝒏→∞ 𝑷(𝝈𝒏 = 𝟏|𝝈𝝄 = 𝟏) = 𝒍𝒊𝒎𝒏→∞ 𝑷(𝝈𝒏 = 𝟏|𝝈𝝄 = −𝟏) 

Άρα οι τιμϋσ των spin μακριϊ από το ςύνορο δεν εξαρτώνται από αυτό. 
Η ιδιότητα αυτό δεν επεκτεύνεται ςτισ δύο διαςτϊςεισ. 
 
Μϊλιςτα η επύδραςη του ςυνόρου εύναι ςημαντικό όςο μακριϊ αν βριςκόμαςτε 
από αυτό.  Για παρϊδειγμα, αν θεωρόςουμε θετικϊ spin ςτο ςύνορο, ςε μια θϋςη 
ςτο εςωτερικό οςοδόποτε μακριϊ η πιθανότητα το αντύςτοιχο spin να εύναι +1 
μπορεύ να γύνει μεγαλύτερη του 2/3 (για χαμηλϋσ θερμοκραςύεσ). 
Αποδεικνύεται μϊλιςτα ότι για τιμϋσ τησ θερμοκραςύασ μικρότερεσ από μια 
κρύςιμη τιμό η επύδραςη του ςυνόρου διατηρεύται, ενώ για μεγαλύτερεσ 
θερμοκραςύεσ αυτό η επύδραςη χϊνεται. Παρατηρούμε επομϋνωσ μια αλλαγό 
φϊςησ. 
 
Αν θεωρόςουμε θετικϊ spin ςτο ςύνορο η probability measure που προκύπτει 
ςυμβολύζεται με P+ και αντύςτοιχα με P_ αν ϋχουμε αρνητικϊ spin ςτο ςύνορο. 
Για θερμοκραςύεσ μικρότερεσ τησ κρύςιμησ και απουςύα εξωτερικού μαγνητικού 
πεδύου, οι δύο αυτϋσ περιπτώςεισ αντιςτοιχούν ςε τελεύωσ διαφορετικό 
ςυμπεριφορϊ, γι’αυτό και χαρακτηρύζονται ωσ δύο φϊςεισ και η μετϊβαςη από 
τη μύα ςτην ϊλλη ωσ phase transition. 
 
Εκτόσ από την περύπτωςη θετικού ό αρνητικού ςυνόρου μπορεύ να ϋχουμε και 
το λεγόμενο ελεύθερο ςύνορο ό περιοδικό ςύνορο. ΢την πρώτη περύπτωςη τα 
ςημεύα του ςυνόρου δεν ϋχουν καμύα διαφορϊ από τα εςωτερικϊ παρϊ μόνο το 
ότι ϋχουν λιγότερουσ γεύτονεσ (3 και 2 για τα γωνιακϊ). Σο περιοδικό ςύνορο το 
παύρνουμε όταν θεωρόςουμε ότι οι πλευρϋσ του πλϋγματοσ ενώνονται 
ςχηματύζοντασ τόρο. Και ςτισ δύο αυτϋσ περιπτώςεισ ςυνόρων η πιθανότητα να 

παρατηρόςω ςυγκεκριμϋνη διϊταξη δύνεται από τη ςχϋςη 𝑷 =
𝟏

𝟐
𝑷+ +

𝟏

𝟐
𝑷_.  

Αυτό ςημαύνει πωσ αν πϊρουμε μια αρκετϊ μεγϊλη περιοχό τότε με πιθανότητα 
1/2 η πυκνότητα των + spin θα εύναι όπωσ  προβλϋπεται από την P+ δηλαδό 
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μεγαλύτερη από 0.5, ενώ με πιθανότητα 1/2 θα εύναι μικρότερη από 0.5 (όπωσ 
προβλϋπεται από την P_).  Άρα κϊτω από την κρύςιμη θερμοκραςύα (οπότε οι 
δύο φϊςεισ διαφϋρουν) περιμϋνουμε να υπϊρχουν περιςςότερα spin πϊνω ό 
κϊτω, κϊτι που ςημαύνει αυθόρμητη μαγνότιςη του υλικού. 
 
Ασ δούμε τώρα τι ςυμβαύνει παρουςύα εξωτερικού πεδύου. Αν το πεδύο ϋχει την 
κατεύθυνςη των θετικών spin τότε καθώσ τεύνει ςτο μηδϋν η κατανομό των spin 
θα καθορύζεται από την P+. Αν τώρα το πεδύο τεύνει ςτο μηδϋν από αρνητικϋσ 
τιμϋσ τότε η κατανομό θα εύναι η P_. Άρα με τη χρόςη ενόσ πολύ μικρού 
εξωτερικού μαγνητικού πεδύου και για T<Tc μπορούμε να δημιουργόςουμε 
μόνιμο μαγνότη κϊτι που δεν μπορεύ να γύνει για T>Tc. 
 
Σο λϊθοσ του Ising όταν ότι θεώρηςε ότι η αλληλεπύδραςη κατϊ την 
κατακόρυφη διεύθυνςη τεύνει ςτο ϊπειρο (𝑱𝟐 →∞) οπότε μελϋτηςε μόνο μια 

οριακό περύπτωςη. Αποδεύχτηκε πωσ ςτην περύπτωςη αυτό 𝑻𝒄 → 𝟎, οπότε δεν 

μπορεύ να μετατραπεύ το υλικό ςε μόνιμο μαγνότη απουςύα ιςχυρού εξωτερικού 
μαγνητικού πεδύου. 
 
 

2.2.4   Προςομοιώςεισ 
 
Όπωσ εξηγόςαμε, ςτο μοντϋλο Ising το ςύςτημα μπορεύ να βρεθεύ ςε ϋνα πολύ 

μεγϊλο αριθμό καταςτϊςεων (2𝑛
2
 για τετραγωνικό πλϋγμα με nxn θϋςεισ) ςε 

κϊθε μια από τισ οπούεσ αντιςτοιχεύ οριςμϋνη πιθανότητα εξαρτώμενη από την 
ενϋργειϊ τησ. Προτιμώνται –ϋχουν μεγαλύτερη πιθανότητα – καταςτϊςεισ με 
χαμηλότερη ενϋργεια. 
Ένασ τρόποσ να υλοποιόςουμε την κατϊςταςη αυτό και να προςομοιώςουμε 
επομϋνωσ το μοντϋλο εύναι να θεωρόςουμε πωσ η μετϊβαςη μπορεύ να γύνει 
μόνο από μια κατϊςταςη ςε μια ϊλλη αν και μόνο αν διαφϋρουν ςε λύγεσ θϋςεισ 
τα spin τουσ. Αλλαγό κατϊςταςησ θα πραγματοποιηθεύ εύτε αν η νϋα κατϊςταςη 
ϋχει χαμηλότερη ενϋργεια εύτε αν ϋχει μεγαλύτερη με οριςμϋνη πιθανότητα που 
εξαρτϊται εκθετικϊ από τη διαφορϊ των ενεργειών (ώςτε να διατηρόςουμε το 
ςτοχαςτικό χαρακτόρα του μοντϋλου). 
Με τον τρόπο αυτό δουλεύει ο αλγόριθμοσ του Metropolis ([21]) (μια κατηγορύα 
προςομοιώςεων Monte Carlo) που θα χρηςιμοποιόςουμε. 
 
Όπωσ ϋχουμε πει, η πιθανότητα να βρύςκεται το ςύςτημα ςτην κατϊςταςη ω 
εύναι (όταν το εξωτερικό πεδύο εύναι 0): 

𝑷(𝝎) =
𝟏

𝒁
𝒆−

𝑼(𝝎)
𝒌𝑻 =

𝟏

𝒁
𝒆
𝑱
𝒌𝑻

 𝝈𝒊(𝝎)𝝈𝒋(𝝎)𝒊,𝒋  

  
Όμωσ εύκολα προκύπτει ότι: 

 𝝈𝒊(𝝎)𝝈𝒋(𝝎) = 𝒏𝒆(𝝎) − 𝒏𝒐(𝝎) = 𝑵𝒕𝒐𝒕 − 𝟐𝒏𝒐(𝝎)

𝒊,𝒋

 

όπου no, ne και Ntot= no+ ne  ο αριθμόσ των ζευγών αντύθετων γειτονικών spin, ο 
αριθμόσ των ζευγών ύδιων spin και ο ολικόσ αριθμόσ ζευγών αντύςτοιχα. 
Σώρα η πιθανότητα τησ κατϊςταςησ ω μπορεύ να γραφεύ: 
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𝑷(𝝎) =
𝟏

𝒁′
𝒆−𝟐𝒃𝒏𝒐(𝝎) 

με τη Z’ να εύναι μια νϋα ςταθερϊ κανονικοπούηςησ και b=J/(kT). 
 
 Αν θεωρόςουμε τώρα μια ϊλλη κατϊςταςη ω’ ϋχουμε: 

𝑷(𝝎′)

𝑷(𝝎)
= 𝒆−𝟐𝒃 𝒏𝒐

 𝝎′  −𝒏𝒐(𝝎) = 𝒆𝟐𝒃 𝒏𝒐
(𝝎)−𝒏𝒐 𝝎

′    

 
και αν η ω’ διαφϋρει από την ω μόνο ςτο spin ςτη θϋςη (𝒊∗, 𝒋∗) θα ιςχύει: 
 
 

𝑷(𝝎′)

𝑷(𝝎)
= 𝒆𝟐𝒃 𝒏𝒐(𝒊

∗,𝒋∗)−𝒏𝒆(𝒊
∗,𝒋∗)  

όπου no(i*,j*), ne(i*,j*) ο αριθμόσ των αντύθετων και των ύδιων γειτόνων 
αντύςτοιχα με το spin ςτη θϋςη (𝒊∗, 𝒋∗). 
Άρα ο τρόποσ με τον οπούο θα εναλλϊςςονται οι καταςτϊςεισ εύναι ο εξόσ: 
 

1. Ξεκινϊμε με μια τυχαύα διϊταξη ω από spin. 
2. Θεωρούμε τη διϊταξη ω’ που διαφϋρει από την ω ςτο πρόςημο του spin 

ςε μια τυχαύα θϋςη (𝒊∗, 𝒋∗). 
3. Αν η νϋα κατϊςταςη ϋχει μικρότερη ενϋργεια, αυτό γύνεται η νϋα 

κατϊςταςη του ςυςτόματοσ (οι καταςτϊςεισ χαμηλότερησ ενϋργειασ 
εύναι προτιμώμενεσ ςύμφωνα με τη ςτατιςτικό φυςικό ) 

4. Αν η ω’ ϋχει μεγαλύτερη ενϋργεια τότε αυτό γύνεται η νϋα κατϊςταςη του 

ςυςτόματοσ με πιθανότητα 𝒆− 𝑼(𝝎′)−𝑼(𝝎) /𝒌𝑻 = 𝒆𝟐𝒃 𝒏𝒐(𝒊
∗,𝒋∗)−𝒏𝒆(𝒊

∗,𝒋∗) . Αυτό 
ςημαύνει πωσ για υψηλϋσ θερμοκραςύεσ μπορούμε να κινηθούμε και πωσ 
υψηλότερεσ ενεργειακϊ καταςτϊςεισ (λόγω θερμικών διαταραχών), με 
πιο πιθανϊ να εύναι ϊλματα προσ καταςτϊςεισ που διαφϋρουν λύγο από 
την τρϋχουςα. Σο φαινόμενο αυτό θα εύναι πιο ϋντονο για θερμοκραςύεσ 
μεγαλύτερησ τησ κρύςιμησ, ενώ για μικρότερεσ τϋτοιεσ αλλαγϋσ δεν εύναι 
πιθανϋσ γι’αυτό οδηγεύται το ςύςτημα ςτισ «οργανωμϋνεσ» καταςτϊςεισ 
που θα δούμε ςτισ προςομοιώςεισ. 

5. Επιςτρϋφουμε ςτο βόμα 2 και επαναλαμβϊνουμε τη διαδικαςύα για 
ικανοποιητικό αριθμό φορών. 

 
Ένα ςημαντικό πλεονϋκτημα εύναι ότι χρηςιμοποιεύ για να αποφανθεύ ποια θα 
εύναι η νϋα κατϊςταςη μόνο λόγο πιθανοτότων, ϊρα απαλεύφονται οι ςταθερϋσ 
τισ οπούεσ και δε χρειϊζεται να υπολογύςουμε. 
 
΢ε όλεσ τισ προςομοιώςεισ η αρχικό κατϊςταςη των spin εύναι τυχαύα. Έχουμε 
50% θετικϊ και 50% αρνητικϊ spin ομοιόμορφα κατανεμημϋνα ςτο πλϋγμα. ΢ε 
πρώτη φϊςη πραγματοπούηςα προςομοιώςεισ, για ελεύθερο και για περιοδικό 
ςύνορο, για τιμϋσ τησ ςταθερϊσ b=J/(kT) μεγαλύτερεσ και μικρότερεσ τησ 
κρύςιμησ. Η κρύςιμη τιμό ϋχει προςδιοριςτεύ θεωρητικϊ και εύναι 0.88 . 
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Εικόνα 4. Πλϋγμα 256x256 ςημεύων, ελεύθερο ςύνορο, αποτελϋςματα μετϊ από  10,000,000 επαναλόψεισ, 

αριςτερϊ b=1.2 (πϊνω από την κρύςιμη τιμό, οπότε μπορούμε να παρατηρόςουμε την οργϊνωςη ςε 
μεγϊλεσ ομϊδεσ ύδιου προςανατολιςμού των spins), δεξιϊ =0.6 (κϊτω από την κρύςιμη τιμό, δε 

δημιουργεύται καμύα οργϊνωςη, ϋχουμε τυχαύο προςανατολιςμό των spins, ϊρα αποτελεύ διαφορετικό 
φϊςη από την προηγούμενη περύπτωςη) 

 
Εικόνα 5. Πλϋγμα 256x256 ςημεύων, περιοδικό ςύνορο, αποτελϋςματα μετϊ από  10,000,000 επαναλόψεισ, 

αριςτερϊ b=1.2, δεξιϊ =0.6 

Εύναι προφανόσ η μεγϊλη διαφορϊ ςτη ςυμπεριφορϊ του ςυςτόματοσ για 
διαφορετικϋσ θερμοκραςύεσ. Για τη χαμηλό θερμοκραςύα (μεγϊλο b) μετϊ από 
αρκετϋσ επαναλόψεισ ςχηματύζονται μεγϊλεσ περιοχϋσ μόνο με ομόρροπα spin, 
ϊρα πρϊγματι παρατηρεύται μαγνότιςη του υλικού. Υυςικϊ υπϊρχουν και 
μεμονωμϋνα spin με αντύθετο πρόςημο και ςε αυτϋσ τισ μεγϊλεσ περιοχϋσ τα 
οπούα οφεύλονται ςτο ςτοχαςτικό χαρακτόρα του μοντϋλου και αντιςτοιχούν ςε 
μεταβϊςεισ ςε υψηλότερεσ ενεργειακϊ καταςτϊςεισ λόγω θερμικών 
διαταραχών. Για μεγϊλεσ θερμοκραςύεσ δεν παρατηρεύται καμύα ποιοτικό 
διαφορϊ καθόλη τη διϊρκεια τησ προςομούωςησ. Η τελικό κατϊςταςη δεν 
εμφανύζει καμύα διαφορϊ από την τυχαύα αρχικό. Επύςησ, πρϋπει να 
παρατηρόςουμε, ότι ςτη περύπτωςη του περιοδικού ςυνόρου υπϊρχει 
ςυμφωνύα των spin ςτην πϊνω πλευρϊ του πλϋγματοσ με τα αντύςτοιχα του 
κϊτω με τα οπούα ανόκουν ςτην ύδια γειτονιϊ και αντύςτοιχα για τα πλευρικϊ. 
 
΢τη ςυνϋχεια πραγματοπούηςα προςομοιώςεισ για την περύπτωςη που ςτο 
ςύνορο υπϊρχουν spin τα οπούα εύναι μόνιμα θετικϊ. Οι προςομοιώςεισ ϋγιναν 
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για θερμοκραςύεσ μικρότερεσ τησ κρύςιμησ. Γι’αυτϋσ τισ θερμοκραςύεσ η 
επύδραςη του ςυνόρου εύναι εμφανόσ και ςε ςημεύα του πλϋγματοσ που 
βρύςκονται πολύ μακριϊ από αυτό. Για μεγϊλεσ θερμοκραςύεσ αυτό η ιδιότητα 
του ςυνόρου χϊνεται. 
 
Παρατηρούμε πωσ ςτην περύπτωςη αυτό τα spin ςτα εςωτερικϊ ςημεύα του 
πλϋγματοσ, υπό την επύδραςη του ςυνόρου, προςανατολύζονται ςτην 
πλειοψηφύα ςτη θετικό κατεύθυνςη. Οι περιοχϋσ με αρνητικϊ spin ςυνεχώσ 
ςυρρικνώνονται. Σο φαινόμενο αυτό εύναι πιο ϋντονο για τισ μεγαλύτερεσ τιμϋσ 
τησ παραμϋτρου b.  
 
Οι προςομοιώςεισ ςτισ οπούεσ αναφερθόκαμε ωσ τώρα ϋγιναν ςε πλϋγμα 
256x256 ςημεύων. Πραγματοπούηςα επύςησ και μια ςειρϊ προςομοιώςεων ςε 
πλϋγμα 50x50 ςημεύα. Ο ςημαντικϊ μικρότεροσ αριθμόσ ςημεύων επιτρϋπει την 
ευκολότερη παρατόρηςη των φαινομϋνων για τα οπούα μιλόςαμε. Πρϊγματι 
ςτην περύπτωςη που θα χρηςιμοποιόςω περιοδικό ςύνορο βλϋπουμε πωσ 
αρκετϊ γρόγορα τα spin προςανατολύζονται ομόρροπα. ΢υμβϊλλουν επομϋνωσ 
δημιουργώντασ μαγνότιςη. Επομϋνωσ επαληθεύουμε την πρόβλεψη τησ θεωρύασ 
πωσ για θερμοκραςύεσ μικρότερεσ τισ κρύςιμεσ μπορεύ να δημιουργηθεύ 
αυθόρμητα μόνιμοσ μαγνότησ. 
 
΢την περύπτωςη τώρα που χρηςιμοποιόςω ςύνορο με μιςϊ μόνιμα θετικϊ και 
μιςϊ μόνιμα αρνητικϊ spin, τότε βλϋπω πωσ θα δημιουργηθούν δύο περιοχϋσ. 
΢την κοντινότερη ςτο θετικό ςύνορο θα ϋχουμε θετικϊ spin και ςτην 
πληςιϋςτερη ςτο αρνητικό τα αρνητικϊ. Εύναι επομϋνωσ ξεκϊθαρη η επύδραςη 
του ςυνόρου ςτα εςωτερικϊ, ακόμα και απομακρυςμϋνα, ςημεύα. 
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Εικόνα 6. Πλϋγμα 256x256 ςημεύων, θετικϊ spin ςτο ςύνορο, πρώτη γραμμό κατϊςταςη μετϊ από 

2,000,000 επαναλόψεισ, δεύτερη μετϊ από 6,000,000 και τρύτη μετϊ από10,000,000 επαναλόψεισ, αριςτερό 
ςτόλη b=1.2, δεξιϊ b=3. Και ςτισ δύο περιπτώςεισ, αφού αντιςτοιχούν ςε θερμοκραςύεσ μικρότερεσ τησ 
κρύςιμησ, εύναι ξεκϊθαρη η εμφϊνιςη μαγνότιςησ (δημιουργύα μεγϊλων περιοχών με ομόρροπα spins) 
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Εικόνα 7. Πλϋγμα 50x50 ςημεύων, περιοδικό ςύνορο, αριςτερό ςτόλη b=0.7, δεξιϊ b=1.2 . ΢την περύπτωςη 
αυτό, λόγω του μικρότερου αριθμού ςημεύων, εύναι ιδιαύτερα εμφανϋσ πωσ οι καταςτϊςεισ πϊνω και κϊτω 

από την κρύςιμη θερμοκραςύα αντιςτοιχούν ςε διαφορετικϋσ φϊςεισ. ΢την πρώτη περύπτωςη ϋχουμε 
τυχαύο προςανατολιςμό, ενώ ςτη δεύτερη όλα τα spin προςανατολύζονται ομόρροπα. 
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Εικόνα 8. Πλϋγμα 50x50 ςημεύων, θετικϊ spin ςτο αριςτερό και το πϊνω ςύνορο και αρνητικϊ κϊτω και 

δεξιϊ, αριςτερό ςτόλη b=0.7, δεξιϊ b=1.2. Εύναι ξεκϊθαρη η επύδραςη του ςυνόρου ςτα εςωτερικϊ ςημεύα 
ςτην περύπτωςη b>bc . 
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2.3   Μια εφαρμογό ςε αποθορυβοπούηςη εικόνων 
 
Από την παρατόρηςη των παραπϊνω προςομοιώςεων προκύπτει ότι, για τιμϋσ 
τησ παραμϋτρου b μεγαλύτερεσ τησ κρύςιμησ, δημιουργούνται μεγϊλεσ περιοχϋσ 
του ύδιου χρώματοσ με λεύεσ καμπύλεσ για ςύνορο. Η παρατόρηςη αυτό μασ 
οδηγεύ ςτη ςκϋψη ότι θα μπορούςε να χρηςιμοποιηθεύ ο τύποσ για την  
πιθανότητα των διαφόρων διατϊξεων που χρηςιμοποιεύται ςτο Ising για το 
καθαριςμό αςπρόμαυρων εικόνων. Ο θόρυβοσ που θα θεωρόςουμε ϋχει 
κατανομό Gauss με μηδενικό μϋςη τιμό, γνωςτό διακύμανςη και οι τιμϋσ του για 
διαφορετικϊ pixels εύναι ανεξϊρτητεσ. Σϋτοιεσ μϋθοδοι δεν χρηςιμοποιούνται 
πλϋον ιδιαύτερα ςτην επεξεργαςύασ εικόνων, καθώσ θεωρούνται ωσ μη 
αποτελεςματικϋσ, ωςτόςο κρύναμε ενδιαφϋρον να παρουςιϊςουμε και αυτό την 
εφαρμογό, ϋςτω και μόνο για να δεύξουμε μια χρόςη του μοντϋλου του Ising 
τελεύωσ ξϋνη προσ τον αρχικό του προοριςμό ([15]). 
 
Έςτω h η αρχικό εικόνα, διαςτϊςεων ΜxN  pixels, με 𝒉(𝒊, 𝒋) ∈ *𝟏,−𝟏+, (𝒊, 𝒋) ∈
𝑴 ×𝑵 η τιμό του pixel ςτη θϋςη (i,j), όπου το 1 αντιςτοιχεύ ςτο λευκό και το -1 
ςτο μαύρο. Η θορυβώδησ εικόνα, που εύναι και αυτό που θα ϋχουμε ςτη διϊθεςό 
μασ, ιςούται με: 

𝒚(𝒊, 𝒋) = 𝒉(𝒊, 𝒋) + 𝒏(𝒊, 𝒋) 
 
όπου n(i,j)~N(0,ς2) τα ανεξϊρτητα δεύγματα του θορύβου. 
Η δεςμευμϋνη πιθανότητα για το y, όταν ξϋρουμε το h, ακολουθεύ την κατανομό: 
 𝒇𝒚|𝒉(𝒙) =  𝒇𝒚(𝒊,𝒋)|𝒉(𝒊,𝒋)𝒊,𝒋 =

𝝈𝝉𝜶𝜽. 𝒆𝒙𝒑  −
𝟏

𝟐𝝈𝟐
  𝒙(𝒊, 𝒋) − 𝒉(𝒊, 𝒋) 

𝟐
𝒊,𝒋   

 
Η εκ των προτϋρων πιθανότητα για το h θεωρούμε πωσ εύναι αυτό ενόσ 
μοντϋλου Ising. Άρα, όπωσ ϋχουμε δεύξει, θα ιςχύει: 

𝒇𝒉~𝒆−𝟐𝒃𝒅 
 
όπου d εύναι ο ςυνολικόσ αριθμόσ των ζευγών γειτονικών spin με αντύθετο 
πρόςημο και b=J/(kT) παρϊμετροσ που πρϋπει να επιλϋξουμε κατϊλληλα για να 
ϋχουμε όςο καλύτερο αποτϋλεςμα γύνεται. Για τιμϋσ του κοντϊ ςτο μηδϋν δεν 
επιτυγχϊνεται καθόλου ομαλοπούηςη τησ εικόνασ, ενώ καθώσ θα αυξϊνει όλο 
μεγαλύτερεσ περιοχϋσ του ιδύου χρώματοσ θα ςχηματύζονται. ΢κοπόσ εύναι να 
βρούμε την τιμό εκεύνη για την οπούα και απαλεύφεται ο θόρυβοσ, αλλϊ 
διατηρεύται και η δομό τησ εικόνασ. 
Θα θεωρόςουμε ότι η πραγματικό εικόνα h εύναι εκεύνη για την οπούα 
μεγιςτοποιεύται η a posteriori πιθανότητα: 

𝒑(𝒉|𝒚) =
𝒑(𝒚|𝒉)𝒑(𝒉)

𝒑(𝒚)
 

 
Για να απαλεύψουμε την p(y) θα πϊρουμε λόγο. 
Αν η h’ εύναι μια εικόνα που διαφϋρει από την h μόνο ςτην τιμό του pixel (𝒊∗, 𝒋∗) 
θα ϋχουμε: 
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𝒇𝒚|𝒉′𝒇𝒉
′

𝒇𝒚|𝒉𝒇𝒉
= 𝒆𝒙𝒑 −

𝟏

𝟐𝝈𝟐
   𝒚𝒊,𝒋 − 𝒉𝒊,𝒋

′  

𝒊,𝒋

𝟐

−  𝒚𝒊,𝒋 − 𝒉𝒊,𝒋 

𝒊,𝒋

𝟐

  𝒆𝒙𝒑*−𝟐𝒃(𝒅′ − 𝒅)+

= 𝒆𝒙𝒑 
−𝟐𝒚𝒊∗𝒋∗𝒉𝒊∗𝒋∗

𝝈𝟐
 𝒆𝒙𝒑 −𝟐𝒃 𝒅𝒊∗𝒋∗

′ − 𝒅𝒊∗𝒋∗  

= 𝒆𝒙𝒑 
−𝟐𝒚𝒊∗𝒋∗𝒉𝒊∗𝒋∗

𝝈𝟐
 𝒆𝒙𝒑 𝟐𝒃 𝒅𝒊∗𝒋∗ − 𝒂𝒊∗𝒋∗   

 
όπου  𝒂𝒊∗𝒋∗ , 𝒅𝒊∗𝒋∗  ο αριθμόσ των γειτονικών του (𝒊

∗, 𝒋∗) pixels με τα οπούα ϋχει την 

ύδια τιμό και διαφορετικό (ϊρα αντύθετη) αντύςτοιχα. 
 
Θα χρηςιμοποιόςουμε πϊλι τον αλγόριθμο Metropolis. Σα βόματα εύναι τα 
ακόλουθα: 

1. Αρχικϊ κϊνουμε μια εκτύμηςη για την h. Δύο πιθανϋσ αρχικϋσ εκτιμόςεισ 
εύναι  εύτε όλα τα pixels λευκϊ εύτε αυτό που  προκύπτει από την 
θορυβώδη εικόνα με απλό κατωφλύωςη παύρνοντασ ωσ κατώφλι την 
μϋςη τιμό. Επειδό δεν παρατηρόθηκαν ςημαντικϋσ διαφορϋσ ςτο 
αποτϋλεςμα παρουςιϊζονται μόνο τα αποτελϋςματα με αρχικό εκτύμηςη 
μια λευκό εικόνα (𝒉(𝒊, 𝒋) = +𝟏, ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑴 × 𝑵). 

2. Επιλϋγουμε τυχαύα ϋνα pixel (ϋςτω ςτη θϋςη (𝒊∗, 𝒋∗) ) και αλλϊζουμε την 
τιμό του οπότε προκύπτει η εκτύμηςη h’. 

3. Η νϋα εκτύμηςη (για την εικόνα μασ)εύναι η h’ με πιθανότητα α(h’ h) και η 

ύδια η h με πιθανότητα 1-α(h’ h), όπου 𝒂(𝒉′ |𝒉) = 𝒎𝒊𝒏  𝟏,
𝒇𝒚|𝒉′ 𝒇𝒉

′

𝒇𝒚|𝒉𝒇𝒉
   

4. Επαναλαμβϊνουμε την παραπϊνω διαδικαςύα για μεγϊλο αριθμό 
βημϊτων, ώςτε να πϊρουμε ικανοποιητικό αποτϋλεςμα. 

 
 
Μια βελτύωςη ςτον παραπϊνω αλγόριθμο εύναι να τον επαναλϊβουμε πολλϋσ 
φορϋσ για την ύδια εικόνα και ςε κϊθε pixel να δώςουμε την τιμό εκεύνη την 
οπούα εύχε ςτισ περιςςότερεσ προςομοιώςεισ. Με τον τρόπο αυτό αποτρϋπουμε 
την εμφϊνιςη μεμονωμϋνων pixel με αντύθετο χρώμα από αυτό τησ ευρύτερησ 
περιοχόσ τουσ, κϊτι που οφεύλεται ςτον ςτοχαςτικό χαρακτόρα του μοντϋλου.  
 

 
Εικόνα 9. Αρχικό εικόνα και θορυβώδεσ αντύγραφο τησ (θόρυβοσ που ακολουθεύ κατανομό Gauss με μϋςη 

τιμό 0 και τυπικό απόκλιςη ς=2) 
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Εικόνα 10. b=0 (χωρύσ υπόθεςη a priori κατανομόσ όπωσ ςτο Ising), αριςτερϊ 2,000,000 επαναλόψεισ, 

δεξιϊ 10,000,000 επαναλόψεισ 

 
 
 

 
Εικόνα 11. b=0.5, αριςτερϊ 2,000,000 επαναλόψεισ, δεξιϊ 10,000,000 επαναλόψεισ 

 
 
 

 
Εικόνα 12.b=1.2, αριςτερϊ 2,000,000 επαναλόψεισ, δεξιϊ 10,000,000 επαναλόψεισ 
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Εικόνα 13. b=1.7, αριςτερϊ 2,000,000 επαναλόψεισ, δεξιϊ 10,000,000 επαναλόψεισ 

 
Εικόνα 14. b=2, αριςτερϊ 2,000,000 επαναλόψεισ, δεξιϊ 10,000,000 επαναλόψεισ 

 
 

Παρατηρούμε πωσ για την τιμό τησ παραμϋτρου b=0, που εύναι ιςοδύναμο με το 
να θεωρόςουμε ότι κϊθε ςχηματιςμόσ εύναι το ύδιο πιθανόσ (με πιθανότητα  
2-ΜΝ  )το αποτϋλεςμα δεν εύναι καθόλου ικανοποιητικό. Δεν επιτυγχϊνεται 
καθόλου καθαριςμόσ τησ εικόνασ.  
Καθώσ αυξϊνεται η τιμό τησ παραμϋτρου παύρνουμε εικόνεσ με όλο και λιγότερο 
θόρυβο. Μϊλιςτα για την τιμό b=1.7 εύχαμε το καλύτερο αποτϋλεςμα. Ωςτόςο 
αν εξακολουθόςουμε να αυξϊνουμε την τιμό παρατηρούμε πωσ το αποτϋλεςμα 
χαλϊει. ΢χηματύζονται όλο και μεγαλύτερεσ περιοχϋσ, που ςχετύζονται με την 
εμφϊνιςη μαγνότιςησ ςτο Ising, και αλλοιώνεται η δομό τησ εικόνασ. 
 
Αν εφαρμόςουμε τώρα πολλϋσ φορϋσ των αλγόριθμο τα αποτελϋςματα 
βελτιώνονται ακόμα περιςςότερο. 
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Εικόνα 14. Mϋςη τιμό 10 επαναλόψεων του αλγορύθμου, αριςτερϊ b=1.7 και δεξιϊ b=2 
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3.   Παρουςύαςη μερικών κανόνων για ςυςτόματα με 
κυτταρικϊ αυτόματα  
 
3.1   Κανόνασ που βαςύζεται ςτη μύμηςη του πιο 
επιτυχημϋνου, την προηγούμενη χρονικό ςτιγμό, από τουσ 
agents ςτη γειτονιϊ 
 
΢ε αυτό την ενότητα θα αναλύςουμε ϋναν κανόνα εμπνευςμϋνο από πραγματικϊ 
κοινωνικϊ ςυςτόματα. ΢τα ςυςτόματα αυτϊ αναπτύςςεται ανταγωνιςμόσ 
μεταξύ των διαφόρων ατόμων-agents, καθώσ όλοι προςπαθούν να πετύχουν το 
καλύτερο για τον εαυτό τουσ. ΢την προςπϊθειϊ τουσ αυτό θα βρεθούν 
αντιμϋτωποι με όςουσ agents αλληλεπιδρούν, καθώσ τα ςυμφϋροντϊ τουσ 
ενδϋχεται να ςυγκρούονται. Σον ανταγωνιςμό αυτό που δημιουργεύται 
μπορούμε, όπωσ ϋχουμε όδη πει, να τον ειςϊγουμε ςτον τρόπο με τον οπούο 
εξελύςςονται τα κυτταρικϊ αυτόματα ωσ ϋνα game με ζευγϊρι αντιπϊλων κϊθε 
ζεύγοσ γειτονικών agents. ΢την απλό περύπτωςη όπου το μόνο που μασ 
ενδιαφϋρει εύναι η πολιτικό που επιλϋγει καθϋνασ για να ανταπεξϋλθει ςτον 
ανταγωνιςμό και επύςησ εύναι διαθϋςιμεσ μόνο δύο πολιτικϋσ, με κϊθε μια να 
αντιςτοιχεύ ςε διαφορετικϊ κϋρδη, μπορούμε και ςυνηθύζεται να επιλϋξουμε το 
Prisoner’s Dilemma για την περιγραφό του ανταγωνιςμού. Ανϊλογα με την 
τακτικό που επιλϋγει κϊθε παύχτησ θα τον χαρακτηρύζουμε «καλό» ό «κακό», 
ςυνεργϊςιμο ό επιθετικό, «εγωιςτό» ό «με ομαδικό πνεύμα», κατϊ αντιςτοιχύα 
με την κλαςςικό διατύπωςη του game. 
 
΢ε δύκτυα με ανταγωνιςμό με την πϊροδο του χρόνου κϊποιοι agents 
αποδεικνύονται πιο επιτυχημϋνοι. ΢ε πρώτη φϊςη ϋνασ λογικόσ κανόνασ που θα 
χρηςιμοποιόςουμε εύναι η μύμηςη του «καλύτερου», όπωσ προϋκυψε μετϊ από 
διαδοχικϊ Prisoner’s Dilemma με κϋρδη a,b,c,d όπωσ τα εξηγόςαμε ςτην 
ειςαγωγό, από όλη τη γειτονιϊ του. Ο κανόνασ αυτόσ ϋχει ομοιότητεσ με την 
ύπαρξη αρχηγών ςε ομϊδεσ ζώων των οπούο οι αςθενϋςτεροι ακολουθούν. ΢τον 
κανόνα μασ βϋβαια ο μηχανιςμόσ που χρηςιμοποιεύται εξαλεύφει τισ διαφορϋσ 
και δεν επιτρϋπει τη διατόρηςη ενόσ μόνο ιςχυρού, οι ϊλλοι θα τον μιμηθούν και 
η διαφορϊ τουσ θα εξαλειφθεύ. Αυτό που μασ ενδιαφϋρει εύναι η δημιουργύα 
δομών, αντύςτοιχων με κοινότητεσ, για διϊφορεσ τιμϋσ των παραμϋτρων. 
 

3.1.1   Μονοδιϊςτατη περύπτωςη    
 
Οι agents εύναι τοποθετημϋνοι ςτισ n θϋςεισ μονοδιϊςτατου πλϋγματοσ 
(λωρύδα). ΢τη γειτονιϊ καθενόσ περιλαμβϊνονται οι ϊμεςα διπλανού του εξ 
αριςτερών και εκ δεξιών, δηλ.: 

𝑵(𝒊) =  

*𝒊 − 𝟏, 𝒊 + 𝟏+, 𝜶𝝂 𝟏 < 𝒊 < 𝑛
*𝒏, 𝟐+, 𝜶𝝂 𝒊 = 𝟏

*𝒏 − 𝟏, 𝟏+, 𝜶𝝂 𝒊 = 𝒏

  

 
Θεωρούμε περιοδικό ςύνορο (ενώνονται οι ϊκρεσ τησ λωρύδασ), οπότε οι θϋςεισ 
n και 1 εύναι γειτονικϋσ. 
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Ασ περιγρϊψουμε τώρα λεπτομερώσ τον κανόνα με βϊςη των οπούο εξελύςςεται 
το ςύςτημα. 
Κϊθε κύτταρο i μπορεύ να βρεθεύ ςε δύο δυνατϋσ καταςτϊςεισ si, 1 («καλόσ»- 
λευκό ςτισ προςομοιώςεισ) ό 0 («κακόσ»-μαύρο). 
Κϊθε χρονικό ςτιγμό υπολογύζεται το κϋρδοσ κϊθε agent από τη ςχϋςη: 
 

𝑱𝒕(𝒊) =  𝒋𝒕(𝒊, 𝒌)

𝒌∈𝑵

 

όπου 

𝒋𝒕(𝒊, 𝒌) =

 
 

 
𝒂, 𝜶𝝂 𝒔𝒕(𝒊) = 𝟏 = 𝒔𝒕(𝒌)

𝒃, 𝜶𝝂 𝒔𝒕(𝒊) = 𝟏, 𝒔𝒕(𝒌) = 𝟎

𝒄, 𝜶𝝂 𝒔𝒕(𝒊) = 𝟎, 𝒔𝒕(𝒌) = 𝟏

𝒅, 𝜶𝝂 𝒔𝒕(𝒊) = 𝒔𝒕(𝒌) = 𝟎

  

 
 Οι τιμϋσ των παραμϋτρων a και d θα εύναι ςταθερϋσ για όλεσ τισ προςομοιώςεισ 
ςτισ τιμϋσ, a=1 και d=0. Ενδιαφερόμαςτε για την αλλαγό ςτην ςυμπεριφορϊ ωσ 
ςυνϊρτηςη των b και c. 
 
Αφού υπολογιςτεύ το κϋρδοσ ςε κϊθε θϋςη του πλϋγματοσ, υπολογύζεται η νϋα 
κατϊςταςη κϊθε agent ωσ ςυνϊρτηςη των κερδών του ιδύου και των γειτόνων 
του από τη ςχϋςη: 

𝒔𝒕+𝟏(𝒊) = 𝒓 ∙ 𝐬𝐭(𝒌) + (𝟏 − 𝒓) ∙ 𝒔𝒕(𝒊), 
𝑷(𝒓 = 𝟏) = 𝒑, 𝑷(𝒓 = 𝟎) = 𝟏 − 𝒑 

Όπου:                                            𝒌: 𝑱𝒕(𝒌) = 𝒎𝒂𝒙*𝑱𝒕(𝒋), 𝒋 ∈ 𝑵(𝒊) ∪ 𝒊+ 
 
Δηλαδό, η νϋα κατϊςταςη ενόσ agent εύναι με πιθανότητα p ύδια με την 
κατϊςταςη του agent τησ γειτονιϊσ του με το μϋγιςτο κϋρδοσ την προηγούμενη 
ςτιγμό και με πιθανότητα 1-p η τωρινό κατϊςταςη του ιδύου.   
 
΢την πραγματικότητα η γειτονιϊ δεν εύναι ακτύνασ 1, αφού για να ϋχουμε 
καθοριςμϋνη την πιθανότητα η μελλοντικό κατϊςταςη του agent να ϋχει 
δεδομϋνη τιμό, πρϋπει να γνωρύζουμε την τωρινό κατϊςταςη των γειτόνων του 
ςε ακτύνα 2. Αυτό ςυμβαύνει γιατύ την κατϊςταςό του καθορύζει όχι η 
κατϊςταςη των γειτόνων του ςε ακτύνα 1 αλλϊ το κϋρδοσ τουσ, για τον 
υπολογιςμό του οπούου εύναι απαραύτητη και γνώςη τησ κατϊςταςησ των 
γειτόνων αυτών.  
 
Θα περϊςουμε τώρα ςτο ςτϊδιο τησ παρουςύαςησ των προςομοιώςεων του 
κυτταρικού αυτόματου για διϊφορεσ τιμϋσ των b και c. 
 
΢τη πρώτη ςειρϊ προςομοιώςεων η αρχικό ςυνθόκη εύναι ϋνασ λευκόσ 
(κατϊςταςη 1) agent ςτη μϋςη και όλοι οι ϊλλοι μαύροι. Θϋλουμε να δούμε αν θα 
καταφϋρει να επιβιώςει ό και να «επιβϊλλει» την κατϊςταςό του και ςε ϊλλουσ, 
ό αν απλϊ θα εξαφανιςτεύ. Με βϊςη αυτό τη ςυμπεριφορϊ διακρύναμε τϋςςερισ 
ποιοτικϊ διαφορετικϋσ καταςτϊςεισ, χαρακτηριςτικϋσ περιπτώςεισ των οπούων 
παρουςιϊζουμε παρακϊτω. 
 

 Ομογενόσ κατϊςταςη με ύπαρξη μόνο μαύρων pixels: ΢ε αυτό την 
περύπτωςη αντιςτοιχεύ η προςομούωςη με b=0.4 και c=1.1, και γενικϊ 
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παρατηρεύται αν c>2b.  ΢ε κϊθε βόμα οι δύο γεύτονεσ ςε κατϊςταςη 0 
του κεντρικού λευκού ϋχουν μεγαλύτερο κϋρδοσ (c ο καθϋνασ από 
αυτούσ, ενώ ο λευκόσ κερδύζει 2b). Επομϋνωσ ςε κϊθε βόμα η πιθανότητα 
ο αρχικϊ λευκόσ να μιμηθεύ τουσ γεύτονϋσ του και να γύνει και αυτόσ 
«κακόσ» εύναι p. Η τιμό που ϋχω επιλϋξει για την p εύναι 0.9, ϊρα πρακτικϊ 
μϋςα ςε λύγα βόματα θα μεταβούμε ςτην ομογενό κατϊςταςη. Η 
πιθανότητα να παραμεύνει η κατϊςταςη ύδια με την αρχικό για k βόματα, 
που ςημαύνει ότι ςε κϊθε βόμα ο «καλόσ» θα προτιμϊ να μη μιμηθεύ, εύναι 
(1-p)k , που τεύνει ςτο 0 για 𝑘 →∞. Από τη ςτιγμό που θα βρεθούμε ςε 

ομογενό κατϊςταςη ςύμφωνα με τον κανόνα μασ δεν μπορεύ να αλλϊξει η 
κατϊςταςη αυτό (κατϊςταςη ιςορροπύασ).  

 
  Περιοδικό λύςη με περύοδο 2: Σο αποτϋλεςμα αυτό παρατηρόθηκε μόνο 

ςτη ντετερμινιςτικό περύπτωςη (p=1). ΢την περύπτωςη του 
ςτοχαςτικού, ακόμα και για την πολύ μεγϊλη πιθανότητα p=0.9 μύμηςησ 
του ιςχυρού, η περιοδικότητα εμφανύζεται μόνο ωσ μεταβατικό 
φαινόμενο. ΢τη μόνιμη κατϊςταςη ϋχουμε ομογενό κατϊςταςη με μόνο 
«κακούσ» agents. Άρα δεν διαφϋρει εντϋλει από την πρώτη δυνατότητα. 
Γενικϊ παρατηρεύται για τιμϋσ των παραμϋτρων 𝑏 + 1 < 𝑐 < 2𝑏, η οπούα 
για να μπορεύ να ικανοποιηθεύ πρϋπει να ιςχύει επύςησ 𝑏 > 1. Η ςυνθόκη 
𝑐 < 2𝑏 μασ εξαςφαλύζει ότι οι γεύτονϋσ του θα μιμηθούν τον 
απομονωμϋνο λευκό, και η 𝑏 + 1 < 𝑐 οδηγεύ τουσ λευκούσ πλϋον γεύτονεσ 
του κεντρικού ςτην κατϊςταςη 0 πϊλι. 

 
 Ομογενόσ κατϊςταςη με ύπαρξη μόνο λευκών: Λόγω του μηχανιςμού 

μύμηςησ, η κατϊςταςη του πιο επιτυχημϋνου λευκού ςτο μϋςο 
«διαδύδεται» και προσ τισ δύο κατευθύνςεισ. Δεν υπϊρχει απόλυτη 
ςυμμετρύα λόγω του ςτοχαςτικού χαρακτόρα του μοντϋλου. 
Παρατηρεύται για τιμϋσ των παραμϋτρων 𝑐 < 2𝑏 και 𝑐 < 𝑏 + 1 
(παρουςιϊζουμε την περύπτωςη b=0.8, c=1.5). 
 

 Μόνιμη κατϊςταςη με agents και από τα δύο εύδη: Εμφανύζεται ςε 
περύπτωςη ιςοπαλύασ (ο agent ϋχει ύδιο κϋρδοσ με τουσ γεύτονϋσ του). Αν 
𝑐 = 2𝑏 η αρχικό κατϊςταςη παραμϋνει αμετϊβλητη. Αν 𝑐 = 𝑏 + 1 και 
c<2b  ςτη μόνιμη κατϊςταςη ϋχουμε τρεισ λευκούσ ςτο κϋντρο και οι 
υπόλοιποι μαύροι. ΢τη δεύτερη περύπτωςη αυτό αντιςτοιχεύ η 
προςομούωςη με b=1.2 και c=1.2. Σα παραπϊνω αποτελϋςματα 
προκύπτουν με τη ςύμβαςη ότι, ςε περύπτωςη ιςοπαλύασ ο agent 
διατηρεύ την κατϊςταςό του. Όταν χρηςιμοποιόςουμε την ςύμβαςη, ςε 
περύπτωςη ιςοπαλύασ να μιμεύται τον αριςτερό του γεύτονα, εμφανύζεται 
μη περιοδικό λύςη. Δημιουργεύται ϋνα «κύμα» που μεταδύδεται προσ τα 
δεξιϊ, κϊθε νϋα κατϊςταςη εύναι απλώσ δεξιϊ ολύςθηςη τησ 
προηγούμενησ. Η περιοδικότητα –ποιοτικϊ μόνο μπορεύ να εμφανιςτεύ, 
αφού  λόγω του ςτοχαςτικού χαρακτόρα του μοντϋλου δεν μπορούμε ςε 
αυτό την περύπτωςη να πετύχουμε ακριβό αναπαραγωγό μιασ 
κατϊςταςησ- αν εμφανιςτεύ οφεύλεται ςτο πεπεραςμϋνο μϋγεθοσ του 
πλϋγματοσ. 
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Εικόνα 15. Πλϋγμα 100 θϋςεων με πιθανότητα μύμηςησ του πιο πετυχημϋνου ύςη με p=0.9 . Αρχικϊ υπϊρχει 
μόνο ϋνασ agent ςε κατϊςταςη 1 που βρύςκεται ςτο μϋςο. Παρουςιϊζονται 100 επαναλόψεισ. ΢τισ τρεισ 

περιπτώςεισ ϋχουμε μετϊβαςη ςε ομογενό ευςταθό κατϊςταςη (κλϊςη Ι κατϊ Wolfram), ενώ ςτην τϋταρτη 
κϊθε κατϊςταςη εύναι μια ολύςθηςη προσ τα δεξιϊ τησ προηγούμενησ  
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Εικόνα 16. ΢την αιτιοκρατικό περύπτωςη παρατηρούμε την εμφϊνιςη περιοδικότητασ 1 (κϊτι που δεν 
μπορεύ να εμφανιςτεύ ςτην αντύςτοιχη ςτοχαςτικό) και ςτην ςτοχαςτικό περύπτωςη με b=1.2 και c=2.2 

ϋχουμε εμφϊνιςη μόνιμησ κατϊςταςησ με ςυνύπαρξη λευκών και μαύρων (η μετϊβαςη ςτη μόνιμη 
κατϊςταςη γύνεται ςε λύγα βόματα) 

  

 
΢τη ςυνϋχεια παρουςιϊζουμε τα αποτϋλεςμα προςομοιώςεων χρόςησ του 
κανόνα με random κατϊςταςη αρχικϊ (50% ςε κατϊςταςη 1, 50% ςε 0). ΢τη 
μόνιμη κατϊςταςη διακρύνουμε τρεισ περιπτώςεισ: 
 

 Ύπαρξη agents και των δύο χρωμϊτων (πρώτη εικόνα παρακϊτω με 
b=0.1, c=1.1): ΢χηματύζονται γειτονιϋσ τησ τϊξεωσ των 10 pixels με 
agents του ύδιου χρώματοσ. Η μεταβατικό κατϊςταςη διαρκεύ μόνο 
μερικϊ βόματα (λιγότερα από 10).Οι προςομοιώςεισ που παρουςιϊζονται 
ϋγιναν ςε πλϋγμα 100 θϋςεων. Πραγματοποιόθηκαν και ϊλλεσ για ϋνα 
μεγϊλο εύροσ διαςτϊςεων του πλϋγματοσ, χωρύσ ωςτόςο να παρατηρηθεύ 
ποιοτικό διαφορϊ ςτο αποτϋλεςμα. 
 

 Μόνιμη κατϊςταςη με μόνο μαύρα: Σϋτοιεσ εύναι οι περιπτώςεισ b=0.5, 
c=1.2 και b=1.7, c=3. ΢τη δεύτερη εμφανύζεται παροδικϊ, κατϊ τη 
διϊρκεια του μεταβατικού φαινομϋνου, περιοδικότητα 2, η οπούα δεν 
μπορεύ να διατηρηθεύ λόγω του ςτοχαςτικού χαρακτόρα του κανόνα. 

 
 Μόνιμη κατϊςταςη με μόνο λευκϊ (περύπτωςη με b=0.3, c=1.1): 

Ανϊλογα με τισ τιμϋσ των παραμϋτρων το μεταβατικό ςτϊδιο ϋχει 
διϊρκεια που ποικύλει. Μπορεύ να ςχηματιςτούν επύςησ παροδικϋσ 
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περιοδικότητεσ που ο ςτοχαςτικόσ χαρακτόρασ του μοντϋλου δεν τουσ 
επιτρϋπει να διατηρηθούν. ΢το αντύςτοιχο ντετερμινιςτικό 
παρουςιϊζονται και περιοδικϋσ, με περύοδο 2, λύςεισ.  

 

 

Εικόνα 17. Πλϋγμα 100 θϋςεων, 100 επαναλόψεισ, πιθανότητα μύμηςησ του καλύτερου p=0.9, τυχαύεσ 
αρχικϋσ ςυνθόκεσ (50% ςε κατϊςταςη 1, 50% ςε κατϊςταςη 0) 

 
 

Οι προςομοιώςεισ που παρουςιϊςτηκαν ϋγιναν ςε πλϋγμα 100 θϋςεων. 
Πραγματοποιόθηκαν και ϊλλεσ για ϋνα μεγϊλο εύροσ διαςτϊςεων του 
πλϋγματοσ, χωρύσ ωςτόςο να παρατηρηθεύ ποιοτικό διαφορϊ ςτο αποτϋλεςμα. 
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3.1.2   Διςδιϊςτατο πλϋγμα 
 
΢την περύπτωςη διςδιϊςτατου πλϋγματοσ η γειτονιϊ που θα θεωρόςουμε για 
κϊθε agent θα εύναι Neumann περιοχό ακτύνασ 1. Σο ςυνολικό κϋρδοσ καθενόσ 
εύναι το ϊθροιςμα των κερδών του από τα game που αναπτύςςονται μεταξύ του 
ιδύου και καθενόσ από τουσ γεύτονϋσ του. Η επόμενη κατϊςταςό του εύναι η 
κατϊςταςη του πιο επιτυχημϋνου ςτο προηγούμενο βόμα γεύτονϊ του. 
 
Ο κανόνασ που χρηςιμοποιούμε εύναι πολύ απλόσ και αυτό ςτη μονοδιϊςτατη 
περύπτωςη οδόγηςε ςε πολύ απλό ςυμπεριφορϊ. Παρόλο το ςτοχαςτικό 
χαρακτόρα του μοντϋλου εύχαμε πολύ γρόγορα μετϊβαςη ςτη μόνιμη 
κατϊςταςη, ηοπούα επιπλϋον δεν εύχε κϊποια πολυπλοκότητα. Όταν περϊςουμε 
ςε πλϋγμα δύο διαςτϊςεων τα πρϊγματα γύνονται πολύ πιο ενδιαφϋροντα. 
Έχουμε πολύ πλούςια ςυμπεριφορϊ ανϊλογα και με την τιμό των διαφόρων 
παραμϋτρων. 
 
Οι προςομοιώςεισ που παρουςιϊζονται παρακϊτω πραγματοποιόθηκαν για 
ςταθερό τιμό των παραμϋτρων a και d (a=1, d=0, το κϋρδοσ όταν και οι δύο 
παύχτεσ εύναι καλού και όταν και οι δύο εύναι κακού αντύςτοιχα). Μεταβϊλλονται 
οι c ,b (κϋρδοσ «κακού» όταν αντιμετωπύζει «καλό» και αντύςτροφα), καθώσ και 
η πιθανότητα p με την οπούα ο agent μιμεύται τον πιο επιτυχημϋνο (διαφορετικϊ 
μϋνει ςτην ύδια κατϊςταςη). 
 
΢το μονοδιϊςτατο μοντϋλο δεν πόραμε κϊποιο περιοριςμό για τισ παραμϋτρουσ 
και πραγματοποιόςαμε προςομοιώςεισ για ϋνα μεγϊλο εύροσ τιμών. Εδώ οι 
παρϊμετροι θα ικανοποιούν τουσ εξόσ περιοριςμούσ, τουσ οπούουσ ειςϊγουμε 
για να διατηρηθεύ η αντιςτοιχύα με το κλαςςικό Prisoner’s Dilemma και το 
μοντϋλο μασ να ανταποκρύνεται ςε κϊποιου εύδουσ κοινωνικό δύκτυο, όπου 
δημιουργεύται ανταγωνιςμόσ μεταξύ των διαφόρων ατόμων και υπϊρχει ο 
μηχανιςμόσ τησ μύμηςησ: 

 c>a: Που ςημαύνει πωσ ϋχω μεγαλύτερο κϋρδοσ αν ςτον ανταγωνιςμό 
μου με ϋναν «καλό» ϋχω ςυμπεριφορϊ «κακού» από ότι όταν εύμαι και 
εγώ «καλόσ» 

 b<a: Αυτό ςημαύνει ότι το κϋρδοσ μου, όταν ςυμπεριφϋρομαι ωσ «καλόσ», 
εύναι μεγαλύτερο όταν και ο γεύτονασ μου ϋχει την ύδια ςυμπεριφορϊ από 
ότι όταν διαφϋρει. 

 2a>c+b: Αυτόσ ο περιοριςμόσ ειςϊγετε για να δημιουργόςει μια ώθηςη 
των agents προσ «αλτρουιςτικό» ςυμπεριφορϊ, καθώσ αν όλοι 
ςυμπεριφϋρονται ϋτςι το ςυνολικό κϋρδοσ θα εύναι μεγαλύτερο. Σο 
τελευταύο αυτό περιοριςμό δεν θα τον τηρούμε πϊντα. 

 
 

Προςομοιώςεισ με αρχικϋσ ςυνθόκεσ μια ομϊδα «καλών» ςτο 
κϋντρο 
 
Η πρώτη ςειρϊ προςομοιώςεων πραγματοποιόθηκε για πλϋγμα 100x100 
θϋςεων και τιμό τισ πιθανότητασ μύμηςησ του καλύτερου γεύτονα p=0.9 . Αρχικϊ 
όλα τα pixels, με εξαύρεςη μια τετραγωνικό κοινότητα 4x4 ςτο κϋντρο, εύναι 
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μαύρα. ΢κοπόσ εύναι να εντοπύςουμε αν και για ποιϋσ τιμϋσ των παραμϋτρων 
εύναι δυνατό αυτό η κοινότητα να επιβιώςει ό και να επεκταθεύ, καθώσ και οι 
δομϋσ αυτϋσ που επιτρϋπουν την επιβύωςό τησ. Μασ ενδιαφϋρει ιδιαύτερα και η 
«πολυπλοκότητα» τησ τελικόσ κατϊςταςησ. 
 
 
 
 

 
Εικόνα 18. Αρχικϊ ϋχουμε μια ομϊδα 16 λευκών ςτο κϋντρο. Οι τιμϋσ των παραμϋτρων εύναι b=0.35, c=1.1 . 

Παρατηρούμε πωσ η γειτονιϊ των λευκών ςυνεχώσ επεκτεύνεται, ωςότου ϋχουμε μόνιμη, ομογενό 
κατϊςταςη. Σο ςυνολικό κϋρδοσ εύναι το μϋγιςτο δυνατό και η εξϋλιξη του ϋχει μορφό ύδια με αυτό του 

αριθμού των λευκών. 
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Εικόνα 19. Και ςτισ δύο παραπϊνω περιπτώςεισ ϋχουμε εμφϊνιςη μόνιμη κατϊςταςησ με πλειοψηφύα 

μαύρουσ agents (ςτην πρώτη ϋχουμε ομογενό κατϊςταςη, ενώ ςτη δεύτερη μια μικρό κοινότητα λευκών 
καταφϋρνει να επιβιώςει) 
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Εικόνα 20. Η αρχικό κοινότητα των λευκών ςυνεχώσ επεκτεύνεται, ωςτόςο δεν καταλαμβϊνει όλο το 

πλϋγμα καθώσ και ςτη μόνιμη κατϊςταςη υπϊρχουν και οριςμϋνοι μεμονωμϋνοι μαύροι. Σο κϋρδοσ εύναι 
κοντϊ ςτο μϋγιςτο δυνατό 

 
΢ε καθεμιϊ από τισ παραπϊνω τετρϊδεσ εικόνων οι δύο εικόνεσ τησ πρώτησ 
ςειρϊσ αντιςτοιχούν ςε απεικονύςεισ του ςυςτόματοσ μετϊ από 50 (αριςτερϊ) 
και 200 (δεξιϊ) επαναλόψεισ, ενώ τα διαγρϊμματα αντιςτοιχούν ςτο ςυνολικό 
αριθμό των λευκών agents (αριςτερϊ) και το ςυνολικό κϋρδοσ-ϊθροιςμα 
κερδών κϊθε θϋςησ (δεξιϊ) ωσ ςυναρτόςεισ του χρόνου. 
 
Σο κοινό όλων των παραπϊνω περιπτώςεων εύναι ότι, από κϊποιο βόμα ςτην 
προςομούωςη και μετϊ, η εξϋλιξη του ςυςτόματοσ «παγώνει», μεταβαύνουμε 
δηλαδό ςε μια κατϊςταςη ιςορροπύασ. Η κατϊςταςη αυτό βϋβαια εύναι πολύ 
διαφορετικό για τισ διϊφορεσ περιπτώςεισ. ΢την πρώτη και τη δεύτερη ϋχουμε 
ομογενό κατϊςταςη με μόνο λευκούσ και μόνο μαύρουσ αντύςτοιχα. Οι πιο 
ενδιαφϋρουςεσ περιπτώςεισ, όμωσ εύναι οι ϊλλεσ δύο. ΢την τρύτη περύπτωςη 
ςχηματύζεται μια ςυνεκτικό περιοχό από λευκούσ agents που καταφϋρνει να 
επιβιώςει περικυκλωμϋνη από αντιπϊλουσ. Ο αριθμόσ των agents που περιϋχει η 
κοινότητα αυτό ςτη μόνιμη κατϊςταςη εύναι όςοι περύπου και οι αρχικϊ λευκού. 
Κατϊ τη μεταβατικό περύοδο, όμωσ, παρατηρούμε μια απότομη μεγϊλη αύξηςησ 
του αριθμού αυτού που ακολουθεύται από μια απότομη πτώςη. ΢ε αυτόν όπωσ 
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και ςτη δεύτερη περύπτωςη ϋχουμε μεγϊλη υπερύψωςη, όςον αφορϊ των 
αριθμών των agents ενόσ εύδουσ. ΢τη τϋταρτη περύπτωςη ςτη μόνιμη κατϊςταςη 
ϋχουμε ςτη πλειοψηφύα λευκούσ (80%). Η αύξηςη του αριθμού τουσ κατϊ τη 
μεταβατικό περύοδο εύναι ομαλό (τουλϊχιςτον ςε μεγϊλη κλύμακα, γιατύ λόγω 
του ςτοχαςτικού χαρακτόρα του μοντϋλου θα υπϊρχουν πριν τη μόνιμη 
κατϊςταςη μικρϋσ αυξομειώςεισ). 
 
Επειδό όπωσ ϋχουμε πει το μοντϋλο αυτό περιγρϊφει τον ανταγωνιςμό ανϊμεςα 
ςτουσ agents θα μπορούςε να αντιςτοιχεύ ςε κϊποιο οικονομικό ό κοινωνικό 
μοντϋλο. Σότε οι παραπϊνω περιπτώςεισ, όπου οδηγούμαςτε ςε ιςορροπύα μετϊ 
από ςύντομο μεταβατικό ςτϊδιο, θα όταν βϋβαια επιθυμητϋσ, αν το δούμε από 
την πλευρϊ ενόσ social engineer (γενικϊ, από το απλούςτερο ϋωσ το πιο 
πολύπλοκο ςύςτημα, επιθυμούμε να υπϊρχει απλό ςυμπεριφορϊ ςτη μόνιμη 
κατϊςταςη και όχι χαοτικϊ φαινόμενα), ωςτόςο δεν ανταποκρύνονται ςε 
κϊποιο πραγματικό ςύςτημα. Για ϊλλεσ τιμϋσ των παραμϋτρων παύρνουμε 
τελεύωσ διαφορετικό ςυμπεριφορϊ, όπωσ φαύνεται από τα επόμενα 
αποτελϋςματα. 
 

 
Εικόνα 21. ΢ε αυτό την περύπτωςη (b=0.2, c=1.3) δημιουργούνται ενδιαφϋρουςεσ δομϋσ. Έχουμε 

δημιουργύα μεγϊλων περιοχών με λευκούσ (ςα να οργανώνονται ϋτςι, ώςτε να καταφϋρουν να επιβιώςουν) 
ςτα ςύνορα των οπούων υπϊρχουν μαύροι. 
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Η παραπϊνω ςυμπεριφορϊ εύναι ιδιαύτερα ενδιαφϋρουςα αν τη δούμε από 
κοινωνικό ϊποψη. Μϋςω του μηχανιςμού τησ μύμηςησ οι πιο αδύναμοι λευκού 
(αφού κερδύζουν λιγότερα ςτισ αλληλεπιδρϊςεισ με τουσ μαύρουσ) 
καταφϋρνουν να επιβιώςουν ςχηματύζοντασ μεγϊλεσ κοινότητεσ ςτα ςύνορα 
των οπούων ςυγκεντρώνονται αντύπαλοι agents που επωφελούνται από τη 
γειτνύαςη με τουσ λευκούσ. Δεν δημιουργεύται κϊποια κατϊςταςη ιςορροπύασ 
(λόγω του ςτοχαςτικότεροσ), αλλϊ ϋχουμε πολύ μικρϋσ διακυμϊνςεισ. 
 
 

 
Εικόνα 22. Δημιουργύα μιασ περιοχόσ λευκών ιδιαύτερου ςχόματοσ. ΢την αντύςτοιχη αιτιοκρατικό 

περύπτωςη ϋχουμε ςυμμετρικό επϋκταςη αυτόσ τησ κοινότητασ και δημιουργεύται ϋνα ςχόμα ςαν ςταυρόσ 

 
 
 
Η περύπτωςη αυτό μοιϊζει με την πρώτη με τη διαφορϊ ότι ςχηματύζεται μόνο 
μια γειτονιϊ με ιδιαύτερο ςχόμα. Η μεταβατικό περύοδοσ ϋχει μεγϊλη διϊρκεια 
και ςε αυτόν παρατηρούμε μεγϊλεσ διακυμϊνςεισ ςτον αριθμό των λευκών 
agents. 
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Εικόνα 23. Έχουμε πϊλι δημιουργύα κοινοτότων αλλϊ ςε αυτό την περύπτωςη, όχι μόνο από τουσ λευκούσ, 
αλλϊ και από τουσ μαύρουσ. Επύςησ τώρα δεν ϋχουμε εμφϊνιςη μόνιμησ κατϊςταςησ, όπωσ φαύνεται και 
από τα διαγρϊμματα του κϋρδουσ και του αριθμού των λευκών agents, το μϋγεθοσ των περιοχών αυτών 

μεταβϊλλεται ςυνεχώσ χωρύσ να εμφανύζει κϊποια περιοδικότητα 

 
 
 
Η περύπτωςη αυτό εύναι ιδιαύτερα ενδιαφϋρουςα από δύο απόψεισ. Πρώτον, με 
αναφορϊ ςτα κοινωνικϊ μοντϋλα, μπορούμε να πούμε πωσ για αυτό την επιλογό 
των παραμϋτρων ευνοεύται ο ςχηματιςμόσ κοινοτότων από agents του ύδιου 
εύδουσ. Η αρχικό κοινότητα εξελύςςεται δημιουργώντασ νϋεσ, ενώ ταυτόχρονα 
και το ϊλλο εύδοσ οργανώνεται ςε κοινότητεσ.  
Δεύτερον δε φτϊνουμε ςε κατϊςταςη ιςορροπύασ, αλλϊ ϋχουμε ςυνεχώσ ϋντονεσ 
διακυμϊνςεισ ςτον πληθυςμό του κϊθε εύδουσ, χωρύσ ωςτόςο να επηρεϊζεται η 
δομό με βϊςη τισ κοινότητεσ που εύπαμε. Απλώσ μεταβϊλλεται το μϋγεθόσ τουσ. 
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Άρα μπορούμε να πούμε πωσ δημιουργούνται δομϋσ λόγω τησ αυτοοργϊνωςησ 
των agents, οι οπούεσ μϊλιςτα εύναι δυναμικϋσ και ανταποκρύνονται, ποιοτικϊ 
ϋςτω, ςτην διαδικαςύα εξϋλιξησ μιασ κοινωνύασ. 

 
Εικόνα 24. Έχουμε δημιουργύα μιασ ςχεδόν ςυμμετρικόσ δομό πλϋγματοσ. Μιςού agents λευκού, μιςού 

μαύροι. ΢την αιτιοκρατικό περύπτωςη η ςυμμετρύα εύναι απόλυτη 

 
 
Και ςε αυτό την περύπτωςη αναπτύςςεται κϊποιου εύδουσ δομό. Μόνο που 
τώρα οι κοινότητεσ που ςχηματύζονται εύναι μικτϋσ και τεύνουν να επεκταθούν 
καταλαμβϊνοντασ όλο το χώρο του πλϋγματοσ. Μϊλιςτα η δομό αυτό 
οργϊνωςησ εύναι ευςταθόσ. 
 
Η τελευταύα περύπτωςη εύναι αυτό ςτην οπούα το ςύςτημα παρουςιϊζει την πιο 
περύπλοκη δυναμικό. Οι agents εύναι περύπου μιςού λευκού-μιςού μαύροι, μετϊ το 
μεταβατικό φαινόμενο. Τπϊρχουν ωςτόςο ςυνεχώσ διακυμϊνςεισ οι οπούεσ δεν 
εμφανύζουν περιοδικότητα. Επύςησ η ςυνολικό εικόνα του ςυςτόματοσ μοιϊζει 
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να εύναι τελεύωσ τυχαύα. Θα μπορούςαμε να πούμε επομϋνωσ πωσ ςε αυτό την 
περύπτωςη παρατηρούμε χαοτικό ςυμπεριφορϊ ςτο ςύςτημα. Βϋβαια αυτό δεν 
εύναι ςωςτό, γιατύ αφενόσ εξ οριςμού το χϊοσ αφορϊ ντετερμινιςτικϊ 
ςυςτόματα, ενώ το μοντϋλο μασ εύναι ςτοχαςτικό. Αφετϋρου, εύναι επύςησ 
χρόςιμο να αναφϋρουμε  πωσ, αν και πολλϋσ φορϋσ αναφϋρεται ότι η 
ςυμπεριφορϊ ενόσ ςυςτόματοσ αποτελούμενου από κυτταρικϊ αυτόματα 
(αιτιοκρατικό ϋςτω) εύναι χαοτικό, αυτό θεωρητικϊ δεν εύναι ςωςτό. Αν m εύναι 
οι δυνατϋσ καταςτϊςεισ που μπορεύ να βρεθεύ ϋνασ agent και το πλϋγμα ϋχει 
ϋςτω n2 θϋςεισ, τότε οι δυνατϋσ καταςτϊςεισ που μπορούν να εμφανιςτούν εύναι 

mn2
, δηλαδό πεπεραςμϋνεσ. Άρα από ϋνα ςημεύο και μετϊ θα επαναλαμβϊνονται 

οι ύδιεσ καταςτϊςεισ και το ςύςτημα θα εύναι περιοδικό (λόγω και του 
αιτιοκρατικού του χαρακτόρα). Αυτό η παρατόρηςη αφορϊ ακόμα και 
ςυςτόματα με ϊπειρεσ δυνατϋσ καταςτϊςεισ που όμωσ αναπαριςτώνται ςε 
υπολογιςτό, ϊρα λόγω περιοριςμών ςτη μνόμη πϊλι θα ϋχουμε κϊποια κβϊντιςη 
και ϊρα πεπεραςμϋνεσ καταςτϊςεισ. Επομϋνωσ θεωρητικϊ δεν μπορούμε να 
μιλϊμε για χϊοσ ςε αυτϋσ τισ περιπτώςεισ. Πρακτικϊ ωςτόςο η περύοδοσ μπορεύ 
να εύναι πϊρα πολύ μεγϊλη οπότε, καθ’ υπϋρβαςη ϋςτω του οριςμού, μπορούμε 
να χαρακτηρύςουμε αυτό τη ςυμπεριφορϊ ωσ χαοτικό.   
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Εικόνα 25. Η πιο ενδιαφϋρουςα, από ϊποψη δυναμικόσ του ςυςτόματοσ, περύπτωςη. Η αρχικό ςυμμετρικό 
δομό μετϊ από ελϊχιςτα βόματα μετατρϋπεται ςε μια που μοιϊζει τελεύωσ τυχαύα. Θα μπορούςαμε να 
χαρακτηρύςουμε τη ςυμπεριφορϊ αυτό χαοτικό (παρόλο που ςε περιπτώςεισ με πεπεραςμϋνο αριθμό 

καταςτϊςεων δεν μπορούμε να ϋχουμε χϊοσ παρϊ πολύ μεγϊλεσ περιόδουσ) 

 
 
΢την ςυνϋχεια παρουςιϊζουμε μερικϊ ενδιαφϋροντα μοτύβα που προϋκυψαν 
εφαρμόζοντασ τον αντύςτοιχο ντετερμινιςτικό κανόνα (p=1). 
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Εικόνα 26. Προςομοιώςεισ για p=1, αριςτερό ςτόλη μετϊ από 50 βόματα, δεξιϊ μετϊ από 200. ΢τισ 
περιπτώςεισ που ο κανόνασ μασ γύνεται αιτιοκρατικόσ μπορούν να εμφανιςτούν πολύ ενδιαφϋροντα 

ςυμμετρικϊ μοτύβα, η πολυπλοκότητα των οπούων ποικύλει με τισ τιμϋσ των παραμϋτρων. 
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Συχαύεσ αρχικϋσ ςυνθόκεσ 
 
΢τη ςυνϋχεια πραγματοποιόςαμε προςομοιώςεισ με τυχαύεσ αρχικϋσ ςυνθόκεσ  
(μιςού agents ςε κϊθε εύδοσ) ςε πλϋγμα 100x100 και με p=0.9 πϊλι. Όπωσ 
φαύνεται από τα αποτελϋςματα παρακϊτω, η ςυμπεριφορϊ του ςυςτόματοσ 
εύναι, για τισ ύδιεσ τιμϋσ των παραμϋτρων b και c, η ύδια και ςτην περύπτωςη 
τυχαύων αρχικών ςυνθηκών και ςτη περύπτωςη ύπαρξησ μιασ ομϊδασ λευκών 
agents ςτο κϋντρο.  

 
Εικόνα 27. Σρεισ διαφορετικϋσ τελικϋσ καταςτϊςεισ για τυχαύεσ αρχικϋσ ςυνθόκεσ. ΢την πρώτη ϋχουμε 

ςυνύπαρξη λευκών-μαύρων και οι ϊλλεσ δύο εύναι ομογενεύσ. 
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Εικόνα 28. Σο κοινό των παραπϊνω αποτελεςμϊτων εύναι ότι ςτην τελικό κατϊςταςη ϋχουμε ςυνύπαρξη 
agents και των δύο ειδών οι οπούοι οργανώνονται ςε κοινότητεσ. ΢την πρώτη δημιουργούνται κοινότητεσ 

λευκών (ιδιαύτερου ςχόματοσ) και ςύντομα ϋχουμε μετϊβαςη ςτην τελικό κατϊςταςη (χωρύσ καμύα 
επιπλϋον μεταβολό). ΢τη δεύτερη ϋχουμε πλειοψηφύα λευκών και ςτην τρύτη ςχηματύζονται μεγϊλεσ 
περιοχϋσ με ομοειδεύσ agents, το μϋγεθοσ των οπούων μεταβϊλλεται ςυνεχώσ (δεν υπϊρχει τελικό 

κατϊςταςη με την αυςτηρό ϋννοια αλλϊ μόνο ποιοτικϊ). Και ςτισ τρεισ περιπτώςεισ η «τελικό κατϊςταςη» 
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εύναι αντύςτοιχη με την περύπτωςη που εύχαμε διαφορετικϋσ αρχικϋσ ςυνθόκεσ (κοινότητα λευκών ςτο 
κϋντρο). 

 
 

 
Εικόνα 29. ΢την πρώτη περύπτωςη πολύ ςύντομα ϋχουμε μετϊβαςη ςε μια τελικό κατϊςταςη με 

διαδοχικούσ λευκούσ και μαύρουσ agents. Αν και λόγω τησ ςτοχαςτικότητασ του κανόνα ϋχουμε ςυνεχώσ 
μεταβολϋσ, ποιοτικϊ δεν αλλϊζει τύποτα. Η δεύτερη περύπτωςη μπορεύ, όπωσ και πριν, να χαρακτηριςτεύ 

χαοτικό. 

Μϊλιςτα ςτην περύπτωςη τυχαύων ςυνθηκών, όπωσ προκύπτει και με 
παρατόρηςη του διαγρϊμματοσ του αριθμού των λευκών ωσ προσ το χρόνο, ο 
αρχικόσ αριθμόσ τουσ (5000) μειώνεται απότομα για κϊποια βόματα και μετϊ 
ακολουθεύ παρόμοια εξελικτικό πορεύα με την πρώτη περύπτωςη αρχικών 
ςυνθηκών. Η αρχικϊ τυχαύα δομό δεν επιτρϋπει την ανϊπτυξη των «καλών» οι 
οπούοι και ςυγκεντρώνονται ςε μικρϋσ κοινότητεσ οι οπούεσ αποτελούν τουσ 
πυρόνεσ από όπου θα ξεκινόςει η δημιουργύα των τελικών διατϊξεων ςτο 
ςύςτημα. 
 
Όταν ϋχουμε αιτιοκρατικϊ κυτταρικϊ αυτόματα η αρχικό κατϊςταςη επηρεϊζει 
ϋντονα την εξϋλιξη του ςυςτόματοσ. Για ςυμμετρικϋσ αρχικϋσ ςυνθόκεσ 
παρατηρούμε τη δημιουργύα ςυμμετρικών patterns, η πολυπλοκότητα των 
οπούων ποικύλει για τισ διϊφορεσ τιμϋσ παραμϋτρων. Για τυχαύεσ αρχικϋσ 
ςυνθόκεσ οι καταςτϊςεισ που παρατηρούνται εύναι τελεύωσ διαφορετικϋσ. ΢τον 
κανόνα μασ ϋχουμε ειςϊγει τυχαιότητα επιτρϋποντασ ςε κϊθε agent, αφού 
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αποφαςύςει ποιοσ εύναι ο καλύτεροσ-πιο επιτυχημϋνοσ- ςτη γειτονιϊ του (αυτό η 
απόφαςη προκύπτει από μια καθαρϊ ντετερμινιςτικό διαδικαςύα, αφού 
θεωρούμε πωσ ο καθϋνασ ϋχει ακριβό γνώςη τησ κατϊςταςησ των γειτόνων του) 
να ακολουθόςει και αυτόσ την ύδια ςυμπεριφορϊ με κϊποια πιθανότητα p (<1). 
Αυτό η ςυμπεριφορϊ, δηλαδό το να ακολουθεύται με κϊποια πιθανότητα η 
βϋλτιςτη απόφαςη, ςυνηθύζεται ςτη θεωρύα παιγνύων και χρηςιμοποιεύται από 
τουσ παύχτεσ για να εμποδύζουν τουσ αντιπϊλουσ τουσ από το να ανακαλύψουν 
τη ςτρατηγικό τουσ. ΢τα ςυςτόματα που μελετϊμε η ειςαγωγό κϊποιασ 
τυχαιότητασ ϋχει και ϋνα επιπλϋον καλό. Αποτρϋπει το ςύςτημα από το να 
«παγιδευτεύ» ςε μια αςταθό κατϊςταςη ιςορροπύασ ςτην οπούα οδηγόθηκε 
ενδεχομϋνωσ λόγω ιδιαύτερων αρχικών ςυνθηκών. Η τυχαιότητα αυτό δρα ωσ 
διαταραχό ςτο ςύςτημα η οπούα ϋχει ωσ αποτϋλεςμα μόνο οι ευςταθεύσ 
καταςτϊςεισ να εμφανύζονται μετϊ την πϊροδο των μεταβατικών φαινομϋνων. 
Έτςι η ςυμπεριφορϊ του ςυςτόματοσ δεν εξαρτϊται –ςημαντικϊ τουλϊχιςτον- 
από τισ αρχικϋσ ςυνθόκεσ. Μπορούμε καταλόγοντασ να πούμε ότι η τυχαιότητα 
αυτό, αν και γενικϊ μπορεύ να προτιμϊμε να την αποφεύγουμε για να ϋχουμε 
πλόρη γνώςη του ςυςτόματοσ μασ, βοηθϊει να μασ αποκαλυφθεύ η δυναμικό 
του.    
 
 
 

3.1.3   ΢τατιςτικό μελϋτη του κανόνα 
 
Σα κυτταρικϊ αυτόματα, παρόλα τα πλεονεκτόματα και την ικανότητϊ τουσ να 
περιγρϊφουν πολύπλοκα ςυςτόματα με απλούσ κανόνεσ, ό και λόγω αυτόσ τουσ 
τησ ιδιότητασ, εμφανύζουν μεγϊλα προβλόματα όςον αφορϊ την ανϊλυςό τουσ. 
Βϋβαια από τη ςτιγμό που γνωρύζουμε τον κανόνα που καθορύζει τη 
ςυμπεριφορϊ των agents και την αρχικό τουσ διϊταξη ϋχουμε πλόρωσ 
καθοριςμϋνο το ςύςτημα και τη ςυμπεριφορϊ του ςτο μϋλλον. Ωςτόςο, λόγω 
του τεραςτύου πλόθουσ τουσ, οι υπολογιςμού θα γύνουν ςτον υπολογιςτό. Αυτό 
δεν εύναι καθόλου κακό και μϊλιςτα χωρύσ τουσ υπολογιςτϋσ ελϊχιςτα 
πρϊγματα θα εύχαν γύνει ςτον κλϊδο αυτό.  
 
Από την ϊλλη χρειαζόμαςτε κριτόρια με χρόςη των οπούων θα προβλϋπεται η 
ςυμπεριφορϊ του ςυςτόματοσ. Δεν μασ ενδιαφϋρει να εντοπύςουμε την ακριβό 
κατϊςταςη του ςυςτόματοσ, αυτό πολύ πιο εύκολα μπορεύ να γύνει με χρόςη 
προςομοιώςεων ςε υπολογιςτό, αλλϊ κϊποια ποιοτικϊ χαρακτηριςτικϊ τησ. Οι 
ποιοτικϋσ αλλαγϋσ ςτη ςυμπεριφορϊ που παρατηρούνται για διαφορετικϋσ τιμϋσ 
των παραμϋτρων και για τον ύδιο κανόνα, για παρϊδειγμα η μετϊβαςη από μια 
ςτατικό ό περιοδικό κατϊςταςη ςε μια «χαοτικό», εύναι αυτϋσ που θϋλουμε να 
εξηγόςουμε. 
 
 Ασ ξεχϊςουμε για λύγο τώρα το τι εύδουσ ςύςτημα (κοινωνικό, οικονομικό) 
μπορεύ να αναπαριςτϊται και ασ ςκεφτούμε ότι ςτισ θϋςεισ του πλϋγματοσ 
βρύςκονται μόρια. Σα μόρια αυτϊ αλληλεπιδρούν με τα γειτονικϊ τουσ και 
ανϊλογα με τισ τιμϋσ που ϋχουμε επιλϋξει για τισ παραμϋτρουσ, ϊλλοτε 
ςχηματύζονται καταςτϊςεισ που μοιϊζουν να ϋχουν οργανωμϋνη δομό (αυτϋσ 
θυμύζουν την κρυςταλλικό δομό ςτα ςτερεϊ) και ϊλλοτε καταςτϊςεισ που 
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μοιϊζουν τυχαύεσ και μεταβϊλλονται ςυνεχώσ (μπορούμε να ςκεφτούμε ότι τότε 
το υλικό βρύςκεται ςε υγρό ό αϋρια φϊςη). Άρα θα μπορούςαμε να 
ςυςχετύςουμε παραμϋτρουσ του ςυςτόματοσ με κϊποιο μϋγεθοσ, το οπούο το 
ςκεφτόμαςτε ωσ τη θερμοκραςύα, με αλλαγϋσ του οπούου το ςύςτημα περνϊ από 
τη μια φϊςη ςτην ϊλλη. 
 
Η παρατόρηςη αυτό μασ οδηγεύ ςτο να χρηςιμοποιόςουμε ςτοιχεύα τησ 
ςτατιςτικόσ φυςικόσ και να προςπαθόςουμε να ορύςουμε μεγϋθη όπωσ 
θερμοκραςύα, πύεςη, εντροπύα, για οποιοδόποτε ςύςτημα, και με χρόςη αυτών 
των μεγεθών να προβλϋψουμε και να αναλύςουμε τη ςυμπεριφορϊ και την 
πολυπλοκότητα των ςυςτημϊτων μασ. 
 
 

Θερμοκραςύα  
 
Ασ επανϋλθουμε τώρα ςε ϋνα κανόνα ςαν αυτόν που εξετϊςαμε παραπϊνω, 
όπου κϊθε agent επιλϋγει πολιτικό απϋναντι ςτουσ αντιπϊλουσ του ςτην 
προςπϊθειϊ του να μεγιςτοποιόςει το κϋρδοσ του, που προκύπτει από τα game 
που παύζει με τουσ γεύτονϋσ του. 
 
Αν ςυμβολύςουμε με si την κατϊςταςη του agent ςτη θϋςη i (θεωρούμε ότι 
μπορεύ να πϊρει τιμϋσ 1-καλόσ και 0-κακόσ) το κϋρδοσ του ςε κϊθε βόμα θα 
εύναι: 

𝑮𝒊 =   𝒂𝒔𝒊𝒔𝒋 + 𝒃𝒔𝒊 𝟏 − 𝒔𝒋 + 𝒅(𝟏 − 𝒔𝒊) 𝟏 − 𝒔𝒋 + 𝒄(𝟏 − 𝒔𝒊)𝒔𝒋 

𝒋∈𝑵(𝒊)

 

 
Και το ςυνολικό κϋρδοσ του ςυςτόματοσ θα εύναι το ϊθροιςμα των κερδών των 
agents:  
 

𝑮𝒕𝒐𝒕 =  𝑮𝒊
𝒊

=   𝒂𝒔𝒊𝒔𝒋 + 𝒃𝒔𝒊 𝟏 − 𝒔𝒋 + 𝒅(𝟏 − 𝒔𝒊) 𝟏 − 𝒔𝒋 + 𝒄(𝟏 − 𝒔𝒊)𝒔𝒋 

𝒊,𝒋∈𝑵(𝒊)

 

 
Αν ςκεφτούμε τώρα πωσ για κϊθε ζευγϊρι γειτόνων ςε κατϊςταςη 1 και οι δύο 
κερδύζουμε 2a, για ζευγϊρι 0-0 κερδύζουμε 2d, ενώ για 1-0 το κϋρδοσ εύναι c+b, 
ϋχουμε: 
 

𝑮𝒕𝒐𝒕 =   𝟐𝒂𝒔𝒊𝒔𝒋 + 𝟐𝒅(𝟏 − 𝒔𝒊) 𝟏 − 𝒔𝒋 + (𝒃 + 𝒄)𝒔𝒊(𝟏 − 𝒔𝒋) 

𝒊,𝒋

 

 
Όπου τώρα το ϊθροιςμα εύναι πϊνω από όλα τα ζεύγη i,j γειτονικών agents 
(θεωρούμε, όπωσ και ςτον κανόνα που παρουςιϊςαμε περιοχό Neumann 
ακτύνασ 1). Μετϊ από πρϊξεισ παύρνουμε: 
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𝑮𝒕𝒐𝒕 =   𝟐𝒂𝒔𝒊𝒔𝒋 + 𝟐𝒅 𝟏 − 𝒔𝒋 − 𝒔𝒊 + 𝒔𝒊𝒔𝒋 + (𝒃 + 𝒄) 𝒔𝒊 − 𝒔𝒊𝒔𝒋  

𝒊,𝒋

=  (𝟐𝒂 + 𝟐𝒅 − 𝒄 − 𝒃)𝒔𝒊𝒔𝒋
𝒊,𝒋

+  𝟐(𝒄 + 𝒃 − 𝟒𝒅)𝒔𝒊
𝒊

+ 𝟐𝒅(#𝜶𝜿𝝁ώ𝝂) 
 
 

𝑮𝒕𝒐𝒕 = 𝟐𝒂𝒏𝟏−𝟏 + 𝟐𝒅𝒏𝟎−𝟎 + (𝒄 + 𝒃)𝒏𝟏−𝟎 
 
Μπορούμε να ορύςουμε την ενϋργεια του ςυςτόματοσ ωσ μεύον το ςυνολικό 
κϋρδοσ. Αυτό το κϊνουμε για να ςυςχετύςουμε την επιθυμύα μασ για 
μεγιςτοπούηςη του κϋρδουσ ςτο ςύςτημα με την τϊςη των φυςικών 
ςυςτημϊτων προσ τισ καταςτϊςεισ χαμηλότερησ ενϋργειασ: 
 

𝑼 = −𝑱 𝒔𝒊𝒔𝒋
𝒊,𝒋

− 𝒉 𝒔𝒊
𝒊

, ό𝝅𝝄𝝊 𝑱 = 𝟐𝒂 + 𝟐𝒅 − 𝒄 − 𝒃 𝜿𝜶𝜾 𝒉 = 𝟐(𝒄 + 𝒃 − 𝟒𝒅) 

 
Η ενϋργεια αυτό μοιϊζει με αυτό ςτο Ising μοντϋλο με τη διαφορϊ ότι το h και το 
J εύναι ςυςχετιςμϋνα. Θεωρώντασ ςταθερϊ τα a και d παρατηρούμε πωσ μεγϊλεσ 
τιμϋσ για το h ςημαύνει μικρϋσ τιμϋσ για το J. 
Για πολύ μικρϋσ τιμϋσ των c και b, ο πρώτοσ όροσ (το J θα εύναι θετικό) θα οδηγεύ 
ςε καταςτϊςεισ με όλουσ τουσ agents του ύδιου χρώματοσ και μϊλιςτα λευκούσ, 
για να ελαχιςτοποιηθεύ. Ο δεύτεροσ πϊλι θα ελαχιςτοποιεύται αν μεγιςτοποιηθεύ 
ο αριθμόσ των λευκών. Άρα ςε αυτό την περύπτωςη ευνοεύται ο ςχηματιςμόσ 
γειτονιών από λευκούσ που εύτε θα επεκταθούν και θα καλύψουν όλο το πλϋγμα, 
εύτε ςτα ςύνορα των γειτονιών αυτών θα μαζευτούν agents του ϊλλου 
χρώματοσ. ΢ε αυτό την περύπτωςη αντιςτοιχούν οι δύο πρώτεσ προςομοιώςεισ 
τησ παραπϊνω παραγρϊφου. 
 
Για πολύ μεγϊλεσ τιμϋσ τώρα των c και b ο πρώτοσ όροσ ευνοεύ τη δημιουργύα 
ζευγών από μαύρουσ agents ό ζεύγη λευκού-μαύρου. Ο δεύτεροσ 
ελαχιςτοποιεύται αν ϋχουμε πολλούσ λευκούσ (ςε μικτϊ ζεύγη όμωσ). Άρα ςε 
αυτό την περύπτωςη η δύο όροι ανταγωνύζονται και μπορεύ να προκύψουν πολύ 
πιο πολύπλοκεσ καταςτϊςεισ ανϊλογα και με τη ςυγκεκριμϋνη τιμό των 
παραμϋτρων. ΢ε αυτό την περύπτωςη αντιςτοιχεύ η τελευταύα προςομούωςη 
παραπϊνω (b=1.9, c=2.2) όπου επικρατούν τα ζεύγη από 0 και 1, και η 
περύπτωςη b=0.1, c=2 όπου ϋχουμε ομογενό κατϊςταςη με μόνο 0. 
 
Όταν 𝑐 + 𝑏 = 2𝑎 + 2𝑑 = 2 (αν πϊρουμε a=1, d=0 όπωσ παραπϊνω) τότε μϋνει 
μόνο ο δεύτεροσ όροσ ςτη ςυνϊρτηςη ενϋργειασ. Για να ελαχιςτοποιηθεύ πρϋπει 
να ϋχουμε όςο το δυνατό περιςςότερουσ λευκούσ. Οι περιςςότεροι όμωσ που 
μπορούμε να ϋχουμε εύναι όςα τα ζεύγη 0-1. Άρα ςε αυτό την περύπτωςη 
ευνοεύται η δημιουργύα ζευγών από agents διαφορετικού χρώματοσ 
(προςομούωςη με b=0.3, c=1.7 παραπϊνω). 
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Εντροπύα  
 
Ακολουθώντασ την ανϊλυςη του Ising μπορούμε ςε κϊθε διϊταξη να 
αντιςτοιχύςουμε μια πιθανότητα που ςχετύζεται με την ενϋργειϊ τησ. Αυτό θα 
ϋχει τη μορφό: 
 

𝑷 =
𝟏

𝒁
𝒆−

𝑼
𝒌𝑻 

 
 
 
Μπορούμε τώρα να υπολογύςουμε την εντροπύα του ςυςτόματοσ: 
 
 

𝑺 = − 𝑷(𝝎) 𝒍𝒏 𝑷(𝝎) 

𝝎

= − 
𝟏

𝒁
𝒆−

𝑼
𝒌𝑻  𝒍𝒏  

𝟏

𝒁
 −

𝑼

𝒌𝑻
 

=
𝟏

𝒁
𝒍𝒏𝒁 𝒆−

𝑼
𝒌𝑻

     
𝒁

+
𝟏

𝒌𝑻
 𝑼(𝝎)𝑷(𝝎) = 𝒍𝒏𝒁 + 𝑬*𝑼(𝝎)+ 

 ΢χετύζεται επομϋνωσ ϊμεςα με τη μϋςη ενϋργεια του ςυςτόματοσ. 
Κϊποιεσ ποιοτικϋσ παρατηρόςεισ που μπορούμε να κϊνουμε εύναι ότι για 
μεγϊλεσ τιμϋσ του κϋρδουσ, οπότε μικρό ενϋργεια (πολύ αρνητικό), η εντροπύα 
θα εύναι μικρό. Καθώσ η τελευταύα ςχετύζεται με την τϊξη που επικρατεύ ςτο 
ςύςτημα, εύναι επομϋνωσ ϋνα μϋτρο τησ πολυπλοκότητϊσ του, μπορούμε να 
υποθϋςουμε πωσ οι καταςτϊςεισ αυτϋσ ϋχουν μικρό αβεβαιότητα. Αυτό 
επαληθεύεται από τισ πρώτεσ προςομοιώςεισ, όπου η χαμηλό ενϋργεια 
οφεύλεται ςτην ύπαρξη ςχεδόν κατϊ αποκλειςτικότητα λευκών agents, οπότε 
αποτελούν πρϊγματι «απλϋσ» καταςτϊςεισ. 
Βϋβαια αυτόσ ο οριςμόσ τησ εντροπύασ δεν εύναι ιδιαύτερα αποτελεςματικόσ ςτο 
παρϊδειγμϊ μασ. Έτςι ςτην περύπτωςη που υπϊρχουν μόνο μαύροι agents, 
ςυμμετρικό κατϊςταςη τησ προηγούμενησ και εξύςου απλό, η ενϋργεια εύναι 
μεγϊλη (μικρό κϋρδοσ). ΢ε αντύθεςη ςτη τελευταύα από τησ προςομούωςησ, την 
οπούα όπωσ εύπαμε μπορούμε να χαρακτηρύςουμε χαοτικό –ϊρα ϋχει τη 
μεγαλύτερη πολυπλοκότητα από όλεσ τισ περιπτώςεισ που αντιμετωπύςαμε- η 
ενϋργειϊ τησ εύναι πολύ μικρό (η μικρότερη από όλεσ τισ περιπτώςεισ). Άρα 
χρειϊζεται ϋνα καλύτερο και πιο ςύνθετο μϋτρο τησ πολυπλοκότητασ. Ένα 
τϋτοιο θα μπορούςε να εύναι η τοπολογικό εντροπύα ([6], [10]), ωςτόςο ο 
υπολογιςμόσ τησ ακόμα και ςτη μονοδιϊςτατη περύπτωςη δεν εύναι εφικτόσ 
([13]) –θα πρϋπει να βρούμε μϋτρα εξύςου αποτελεςματικϊ αλλϊ εύκολα 
υπολογύςιμα-, και δε θα μασ απαςχολόςει ςτη παρούςα εργαςύα. 
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3.2   Παραλλαγό του κανόνα, όπου τώρα η μύμηςη γύνεται με 
μεταβλητό πιθανότητα 
 
Η βαςικό ιδϋα ςτον τοπικό κανόνα που καθορύζει τη μελλοντικό κατϊςταςη 
εύναι η ύδια, η μύμηςη δηλαδό από κϊθε agent του γεύτονϊ του που ςυγκϋντρωςε 
το μεγαλύτερο κϋρδοσ την προηγούμενη χρονικό ςτιγμό. Η πιθανότητα όμωσ με 
την οπούα θα μιμηθεύ την κατϊςταςη του γεύτονϊ ςτην ενότητα αυτό 
α)μεταβϊλλεται ςε κϊθε βόμα 
β)διαφϋρει από θϋςη ςε θϋςη ςτο πλϋγμα και  
γ)εύναι διαφορετικό ανϊλογα με το αν η κατϊςταςη την οπούα καλεύται να 
μιμηθεύ εύναι 0 ό 1. 
 
Ασ ςυμβολύςουμε με  𝑝𝑤ℎ𝑖𝑡𝑒 (𝑖, 𝑗; 𝑡) και 𝑝𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 (𝑖, 𝑗; 𝑡) την πιθανότητα να μιμηθεύ 
ςτο βόμα t, ο agent ςτη θϋςη (i,j), τον πιο επιτυχημϋνο γεύτονϊ του, όταν αυτόσ 
εύναι λευκόσ ό μαύροσ αντύςτοιχα. Η διαδικαςύα μϋςα από την οπούα 
μεταβϊλλονται αυτϋσ οι πιθανότητεσ εύναι η εξόσ: 

 Αν ο πιο επιτυχημϋνοσ γεύτονασ του (i,j) τη ςτιγμό t εύναι λευκόσ τότε: 
𝑝𝑤ℎ𝑖𝑡𝑒 (𝑖, 𝑗; 𝑡 + 1) = (1 + 𝜀𝑤1) ∙ 𝑝𝑤ℎ𝑖𝑡𝑒 (𝑖, 𝑗; 𝑡) 

𝑝𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 (𝑖, 𝑗; 𝑡 + 1) = 𝜀𝑤2 ∙ 𝑝𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 (𝑖, 𝑗; 𝑡) 
 
 

 Αν εύναι μαύροσ αντύςτοιχα ϋχουμε: 
𝑝𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 (𝑖, 𝑗; 𝑡 + 1) = (1 + 𝜀𝑏1) ∙ 𝑝𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 (𝑖, 𝑗; 𝑡) 

𝑝𝑤ℎ𝑖𝑡𝑒 (𝑖, 𝑗; 𝑡 + 1) = 𝜀𝑏2 ∙ 𝑝𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 (𝑖, 𝑗; 𝑡) 
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Εικόνα 30. Αποτελϋςματα προςομοιώςεων για b=0.1, c=1.4 και ε=0.5 (πρώτη γραμμό) και 0.05 (δεύτερη 
γραμμό). Η αρχικό τυχαύα ςυμπεριφορϊ των agents (μύμηςη με πιθανότητα 0.5) βελτιώνεται μϋςα από τη 
διαδικαςύα μϊθηςησ και δημιουργούνται πϊλι οργανωμϋνεσ κοινότητεσ. Ειδικϊ ςτην περύπτωςη μεγϊλου ε, 
ςχηματύζονται ευδιϊκριτεσ περιοχϋσ και οι μεταβολϋσ από κϊποιο βόμα και μετϊ εύναι πολύ μικρϋσ, ςε 

αντύθεςη με την περύπτωςη ςταθερόσ πιθανότητασ μύμηςησ. 
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Εικόνα 31. Αποτελϋςματα προςομοιώςεων για b=0.3, c=1.7 και ε=0.5 (πρώτη γραμμό) και 0.05 (δεύτερη 
γραμμό). Παρατηρούμε πωσ μϋςω τησ διαδικαςύασ μϊθηςησ επιτυγχϊνεται η δημιουργύα δομών ύδιων με 
την περύπτωςη που η πιθανότητα μύμηςησ όταν εξαρχόσ μεγϊλη (και ςταθερό). ΢την περύπτωςη μεγϊλου ε 

ϋχουμε πιο γρόγορη αποκατϊςταςη ιςορροπύασ. 

 
 
 

Η λογικό ςτην οπούα ςτηρύζεται αυτόσ ο κανόνασ εύναι πωσ με αυτόν τον τρόπο 
δε θα ϋχουμε πολύ απότομεσ μεταβολϋσ τησ κατϊςταςησ του ςυςτόματοσ. Ένασ 
agent που ϋχει βρεθεύ πολλϋσ φορϋσ ςτην κατϊςταςη 1, όταν θα προκύπτει αυτό 
ωσ καλύτερη θα την μιμεύται με μεγαλύτερη πιθανότητα και με μικρότερη την 
κατϊςταςη 0. Έτςι θα υπϊρχει μια τϊςη να μϋνει ςτη κατϊςταςη που ϋχει βρεθεύ 
όδη πολλϋσ φορϋσ. Η διαδικαςύα αυτό αποτελεύ ϋνα μηχανιςμό μϊθηςησ των 
agents. 
 
Για ευκολύα –για να μειώςουμε τη διϊςταςη του χώρου των παραμϋτρων και να 
μπορεύ επομϋνωσ να διερευνηθεύ- θεωρούμε τισ ςχϋςεισ: 

εw1 = ε 
εw2 = 1 − 0.1ε 
εb1 = 0.5ε 

εb2 = 1 − 0.1ε 
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και μεταβϊλλουμε το ε. Η επιλογό των παραμϋτρων ϋγινε ϋτςι, ώςτε να εύναι 
ευκολότερη η μύμηςη ενόσ agent που εύναι ςτην κατϊςταςη 1 (λευκόσ). 
  

 
Εικόνα 32. Αποτελϋςματα προςομοιώςεων για b=0.2, c=1.1 και ε=0.5 (πρώτη γραμμό) και 0.05 (δεύτερη 
γραμμό). Έχουμε δημιουργύα ύδιασ ποιοτικϊ δομόσ με την περύπτωςη ςταθερόσ πιθανότητασ. Ωςτόςο τώρα 

ο ςυνολικόσ αριθμόσ των λευκών και το κϋρδοσ ςτη μόνιμη κατϊςταςη εύναι μικρότερα.  

Όςον αφορϊ το ςυνολικό κϋρδοσ του ςυςτόματοσ δεν παρατηρούμε βελτύωςό 
του, αντύθετα μϊλιςτα. 

Οι παραπϊνω προςομοιώςεισ πραγματοποιόθηκαν για αρχικϋσ τιμϋσ των 
πιθανοτότων 𝑝𝑤ℎ𝑖𝑡𝑒 = 𝑝𝑏𝑙𝑎𝑐𝑘 = 0.5 για κϊθε agent. Διακρύνουμε τισ περιπτώςεισ: 
 
 
 

 b=0.1, c=1.4 
Όταν ε=0.5 τότε το κϋρδοσ που επιτυγχϊνεται εύναι μεγαλύτερο από την 
περύπτωςη με ςταθερό πιθανότητα μύμηςησ. Οι περιοχϋσ που ςχηματύζονται 
εύναι μεγαλύτερεσ και ξεκϊθαρα διαχωριςμϋνεσ και από μια επανϊληψη και μετϊ 
δεν μεταβϊλλονται ϋντονα. Όταν  ε=0.05 (μικρό τιμό) τότε δε φαύνεται διαφορϊ  
από την περύπτωςη ςταθερόσ πιθανότητασ. Η μεγϊλη αρχικϊ τυχαιότητα ςτο 
ςύςτημα δεν μπορεύ να αντιςταθμιςτεύ, καθώσ η βελτύωςη μϋςω μϊθηςησ ςε 
κϊθε βόμα εύναι μικρό. 
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 b=0.3, c=1.7 

Δεν ϋχουμε ποιοτικό διαφορϊ από την προηγούμενη περύπτωςη. Ο χρόνοσ όμωσ 
μϋςα ςτον οπούο το ςύςτημα μεταβαύνει ςε μια «τελικό» ευςταθό κατϊςταςη 
(φυςικϊ υπϊρχουν ςυνεχώσ μικρϋσ αλλαγϋσ λόγω του ςτοχαςτικού χαρακτόρα) 
εύναι πολύ μικρότεροσ, ειδικϊ ςτην περύπτωςη με μεγϊλο ε. 
 

 b=0.2, c=1.1 
Η διαδικαςύα τησ μϊθηςησ εδώ δεν αποδύδει. Σο ςυνολικό κϋρδοσ τελικϊ εύναι 
μικρότερο. Αυτό οφεύλεται ςτο γεγονόσ ότι ςε περιπτώςεισ όπωσ η 
ςυγκεκριμϋνη όπου φαύνεται εξαρχόσ ποιϊ τϊςη θα επικρατόςει (πλειοψηφύα οι 
λευκού) η διαδικαςύα μεταβολόσ απλώσ καθυςτερεύ την εξϋλιξη.  
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3.1.4   Παραλλαγό του κανόνα, όπου τώρα ϋχουμε μύμηςη            
του agent με το μεγαλύτερο ωσ τώρα κϋρδοσ ςυνολικϊ 
 
΢τα ςυςτόματα που μελετϊμε ςε αυτό την ενότητα κϊθε agent θϋλει να 
μεγιςτοποιόςει το κϋρδοσ του μϋςα από την αλληλεπύδραςη με τουσ γεύτονϋσ 
του. Ωσ τώρα η πολιτικό που υιοθετόθηκε όταν να παρακολουθεύ ο καθϋνασ τα 
κϋρδη των γειτόνων του ςε κϊθε βόμα και την επόμενη χρονικό ςτιγμό να 
μιμεύται την κατϊςταςη του γεύτονα του με το μεγαλύτερο κϋρδοσ. Άρα κϊθε 
κατϊςταςη εξαρτιόταν αποκλειςτικϊ από την κατϊςταςη ςτο αμϋςωσ 
προηγούμενο βόμα. Αυτό η ςτρατηγικό οδόγηςε ςε διαφορετικϋσ ςυμπεριφορϋσ 
για τισ διϊφορεσ τιμϋσ των παραμϋτρων b και c.  
 
Αν θϋςουμε ωσ κριτόρια για τον χαρακτηριςμό του κανόνα τη ςταθερότητα ωσ 
προσ τη μεταβολό των παραμϋτρων, θϋλουμε δηλαδό η τελικό κατϊςταςη να 
εύναι ποιοτικϊ ύδια ανεξαρτότωσ των παραμϋτρων, και τη μεγιςτοπούηςη του 
ςυνολικού κϋρδουσ του ςυςτόματοσ (ϊθροιςμα των κερδών όλων των agents 
ςτο πλϋγμα), μπορούμε να πούμε πωσ ο κανόνασ τησ προηγούμενησ 
παραγρϊφου δεν εύχε ιδιαύτερα καλό ςυμπεριφορϊ. Η τελικό κατϊςταςη ϋχει 
ϋντονη εξϊρτηςη από τα b και c (για τισ διϊφορεσ τιμϋσ παρατηρόςαμε 
καταςτϊςεισ με μόνο λευκούσ, μόνο μαύρουσ, γειτονιϋσ από λευκούσ και ϊλλεσ 
από μαύρουσ, λευκούσ ςτην πλειοψηφύα με μικρϋσ ομϊδεσ μαύρων) και το 
κϋρδοσ διαφϋρει αρκετϊ για τισ διϊφορεσ αυτϋσ περιπτώςεισ. ΢τα κριτόρια αυτϊ 
οδηγούμαςτε από την αντιςτοιχύα του ςυςτόματόσ μασ με  ϋνα κοινωνικό δύκτυο 
ςτην οπούα όδη αναφερθόκαμε. ΢ε ϋνα τϋτοιο ςύςτημα επομϋνωσ θα 
επιθυμούςαμε η εξϋλιξη να  μην εξαρτϊται τόςο ϋντονα από τισ παραμϋτρουσ 
του περιβϊλλοντοσ και το «κϋρδοσ» τησ κοινότητασ να μεγιςτοποιεύται. Τπό 
αυτό το πρύςμα μπορούμε να δικαιολογόςουμε και την όχι τόςο ικανοποιητικό 
ςυμπεριφορϊ του πρώτου κανόνα.  
 
Ο κανόνασ που θα χρηςιμοποιόςουμε τώρα διαφοροποιεύται ποιοτικϊ από τον 
προηγούμενο ςτο γεγονόσ ότι για να αποφαςιςτεύ ποια κατϊςταςη εύναι η 
επόμενη λαμβϊνονται υποψιών κατϊ κϊποιο τρόπο όλεσ οι προηγούμενεσ. 
΢υγκεκριμϋνα τώρα ο κϊθε agent μιμεύται αυτόν που ϋχει το μεγαλύτερο 
ςυςςωρευμϋνο κϋρδοσ μϋχρι αυτό τη ςτιγμό –ϊθροιςμα κερδών ςε κϊθε βόμα-. 
Αυτόσ ο κανόνασ, από κοινωνικόσ τουλϊχιςτον ϊποψησ, φαύνεται πιο 
αξιόπιςτοσ. Σο ςυνολικό κϋρδοσ κϊθε κόμβου εύναι ςχετικϊ μεγϊλο και δεν θα το 
επηρεϊςει ϋντονα κϊποιο μικρό ό αντύθετα κϊποιο μεγϊλο κϋρδοσ ςε ϋνα βόμα, 
το οπούο μπορεύ να προϋκυψε και τυχαύα. Η τϊςη που δημιουργεύται εύναι να 
γύνεται μύμηςη αυτών οι οπούοι εύναι πιο επιτυχημϋνοι διαχρονικϊ και όχι όςοι 
ευκαιριακϊ ϋκαναν κϊποια επιτυχύα. 
Παρουςιϊζουμε ςτη ςυνϋχεια τα αποτελϋςματα προςομοιώςεων για τιμϋσ των 
παραμϋτρων b και c ύδιεσ με αυτϋσ των προςομοιώςεων του πρώτου κανόνα για 
να μπορϋςουμε να κϊνουμε ςυγκρύςεισ. Αυτό που ϋχει ιδιαύτερο ενδιαφϋρον 
εύναι πωσ τώρα για την πλειοψηφύα ζευγών τιμών των παραμϋτρων η τελικό 
κατϊςταςη ϋχει την ύδια μορφό. Οι περιςςότεροι agents εύναι ςτην κατϊςταςη 1 
ενώ πϊντα παραμϋνουν και μερικού ςτην κατϊςταςη 0, μεμονωμϋνοι ό ςε μικρϋσ 
ομϊδεσ, των οπούων ο αριθμόσ ποικύλει. Σο κϋρδοσ εύναι, ςτισ περιςςότερεσ 
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περιπτώςεισ, κοντϊ ςτο μϋγιςτο δυνατό (30000-35000) και μεγαλύτερο τησ 
αντύςτοιχησ περύπτωςησ όπου χρηςιμοποιεύται ο πρώτοσ κανόνασ. 

 
Εικόνα 33. Και ςτισ τρεισ παραπϊνω περιπτώςεισ, ενώ αντιςτοιχούν ςε διαφορετικϋσ τιμϋσ των 

παραμϋτρων b και c, μετϊ από ϋνα ςύντομο μεταβατικό ςτϊδιο ϋχουμε εμφϊνιςη ύδιασ ποιοτικϊ μόνιμησ 
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κατϊςταςησ (πλειοψηφύα λευκών με λύγουσ μεμονωμϋνουσ μαύρουσ). Αυτό η ςυμπεριφορϊ εύναι αντύθετη 
με τον πρώτο κανόνα, όπου εύχαμε ϋντονη εξϊρτηςη από τισ παραμϋτρουσ. 

 
Εικόνα 34. ΢τισ δύο πρώτεσ περιπτώςεισ παρατηρούμε μια κατϊςταςη όπου ςυνυπϊρχουν λευκού και 
μαύροι ςε αριθμητικό ιςορροπύα. ΢τισ αντύςτοιχεσ περιπτώςεισ ςτον αρχικό κανόνα για αυτϋσ τισ 
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παραμϋτρουσ ςτην τελικό κατϊςταςη εύχαμε ςχεδόν αποκλειςτικϊ agents ενόσ εύδουσ (μαύρουσ). Άρα με 
αυτό την παραλλαγό που ειςϊγαμε φαύνεται να υπϊρχει κϊποια προτύμηςη ςτουσ «καλούσ» agents. 

 
Εικόνα 35. ΢τισ δύο πρώτεσ περιπτώςεισ παρατηρούμε πϊλι την κατϊςταςη που φαύνεται να χαρακτηρύζει 
αυτόν την παραλλαγό του κανόνα. Η τρύτη –αυτό την οπούα εύχαμε χαρακτηρύςει χαοτικό ςτον αρχικό 
κανόνα- εύναι η μόνη που δεν επηρεϊζεται από την αλλαγό του κανόνα, καθώσ παραμϋνει χαοτικό. 

 
 

΢ε καθεμύα από τισ παραπϊνω τριϊδεσ το αριςτερό ςχόμα εύναι η κατϊςταςη 
του ςυςτόματοσ μετϊ από 200 βόματα, το μεςαύο εύναι το διϊγραμμα του 



72 
 

αριθμού των λευκών agents και το ϊλλο το κϋρδοσ του ςυςτόματοσ-ωσ 
ϊθροιςμα των κερδών των agents ςτο δεδομϋνο βόμα- ςε κϊθε επανϊληψη. 
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3.4 ΢υνύπαρξη agents με διαφορετικό λογικό 
 
΢τον κανόνα για τον οπούο αρχύςαμε να μιλϊμε ςτην αρχό τησ παραγρϊφου οι 
διϊφορεσ οντότητεσ που αποτελούν το ςύςτημα ςυμπεριφϋρονται με τον ύδιο 
τρόπο. Παρατηρούν το κϋρδοσ κϊθε γεύτονϊ τουσ την τρϋχουςα χρονικό ςτιγμό 
και ςτο επόμενο βόμα η κατϊςταςη τουσ  εύναι αυτό του γεύτονϊ τουσ με το 
μεγαλύτερο κϋρδοσ. Όλοι επομϋνωσ αντιμετωπύζουν τουσ γεύτονϋσ τουσ με την 
ύδια πολιτικό, όλεσ οι τοπικϋσ αλληλεπιδρϊςεισ βαςύζονται ςτην ύδια λογικό. 
 
Μια ενδιαφϋρουςα διαφοροπούηςη εύναι η ύπαρξη agents οι οπούοι 
ςυμπεριφϋρονται διαφορετικϊ από τουσ προηγούμενουσ. Και λϋγοντασ 
διαφορετικϊ εννοούμε ότι η λογικό τουσ ςτο ςύςτημα εύναι διαφορετικό.  
΢ε ϋνα κοινωνικό ςύςτημα, για να επανϋλθουμε ςτην αναλογύα που 
χρηςιμοποιούμε ςυχνϊ, δεν ϋχουν όλοι ούτε τα ύδια κύνητρα ούτε τουσ ύδιουσ 
ςτόχουσ. Κϊποιοι ενδιαφϋρονται για το κοινό καλό, ενώ ϊλλοι μόνο για το 
προςωπικό τουσ κϋρδοσ ό και επιθυμούν να βλϊψουν τουσ γεύτονϋσ τουσ. 
 
Σο πωσ επηρεϊζεται η ςυμπεριφορϊ ενόσ δικτύου από κυτταρικϊ αυτόματα 
κϊτω από τισ ςυνθόκεσ που περιγρϊψαμε εύναι ϋνα ερώτημα που δεν ϋχει 
διερευνηθεύ πολύ. Γι’ αυτό θα προςπαθόςουμε να δώςουμε μια εικόνα του τι 
μπορεύ να ςυμβεύ μϋςα από ϋνα παρϊδειγμα. Σο ςενϊριο ϋχει ωσ εξόσ. Η 
πλειοψηφύα ςυμπεριφϋρεται όπωσ πριν (μύμηςη του ποιο επιτυχημϋνου), 
ωςτόςο υπϊρχουν κϊποιοι –οι ύδιοι ςε κϊθε βόμα- που ςυμπεριφϋρονται 
τελεύωσ εγωιςτικϊ. Η κατϊςταςό τουσ την επόμενη χρονικό ςτιγμό θα εύναι 
τϋτοια ώςτε να μεγιςτοποιόςουν το κϋρδοσ τουσ με βϊςη την τωρινό 
κατϊςταςη των γειτόνων τουσ. Όπωσ θα δούμε από τισ προςομοιώςεισ 
παρακϊτω η διαφοροπούηςη αυτό επιφϋρει και ποιοτικϋσ αλλαγϋσ ςτισ διατϊξεισ 
που παρατηρούνται αλλϊ και μεταβολό του ολικού κϋρδουσ του ςυςτόματοσ. 
 
Θα δούμε πρώτα πωσ επιδρϊ η ύπαρξη ενόσ μόνο agent διαφορετικόσ λογικόσ 
για την περύπτωςη όπου αρχικϊ ϋχουμε μόνο μια ομϊδα λευκών ςτο κϋντρο και 
οι υπόλοιποι εύναι μαύροι και επύςησ το μοντϋλο εύναι καθαρϊ ντετερμινιςτικό 
(p=1). 
 
Παρατηρούμε πωσ ακόμα και ϋνασ agent επαρκεύ για να δώςει μια τελεύωσ 
διαφορετικό εικόνα. Αρχικϊ την εξϋλιξη μπορούμε να την περιγρϊψουμε ωσ δύο 
κύματα με διαφορετικϋσ πηγϋσ. Σο πρώτο οφεύλεται ςτη αρχικϋσ ςυνθόκεσ και 
επεκτεύνεται από το κϋντρο προσ τα ϊκρα ϋχοντασ την ύδια ακριβώσ μορφό –
μϋχρι να ςυναντηθεύ με το δεύτερο- με την περύπτωςη όπου όλοι εύναι τησ ύδιασ 
λογικόσ. Σο δεύτερο οφεύλεται ςτον agent διαφορετικόσ πολιτικόσ και ξεκινϊ 
από τη θϋςη του. Όταν τα κύματα ςυναντηθούν ςυμβϊλλουν δημιουργώντασ μια 
τελεύωσ διαφορετικό κατϊςταςη που μοιϊζει τυχαύα-ςτοχαςτικό. Ο ϋνασ 
επομϋνωσ agent κατϊφερε, όχι μόνο να χαλϊςει τοπικϊ τη ςυμμετρύα, κϊτι που 
όταν αυτονόητο ότι θα γύνει, αλλϊ να επηρεϊςει τουσ agents ςε όλο το πλϋγμα 
οδηγώντασ ςε τελεύωσ διαφορετικό ςυμπεριφορϊ. Εύναι μια από τισ περιπτώςεισ 
όπου φαύνεται ξεκϊθαρα ότι μικρϋσ αλλαγϋσ ςτισ τοπικϋσ αλληλεπιδρϊςεισ ϋχουν 
μεγϊλη επιρροό ςτην καθολικό κατϊςταςη του ςυςτόματοσ. Μικρϋσ αλλαγϋσ ςε 
κϊθε agent αθροιζόμενεσ οδηγούν ςε τερϊςτιεσ αλλαγϋσ. Άρα τουλϊχιςτον, από 
τισ πρώτεσ προςομοιώςεισ, φαύνεται ο μηχανιςμόσ τησ μύμηςησ να μην εύναι 
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ιδιαύτερα αποτελεςματικόσ για την ομαλό ανϊπτυξη κοινωνιών. Αρκεύ πολύ λύγα 
«κακόβουλα» μϋλη για να ανατραπούν οι όποιεσ δομϋσ αναπτύςςονταν χωρύσ 
αυτϊ.  
 
 
 

 
Εικόνα 36. Πλϋγμα 100x100, p=1 (ντετερμινιςτικόσ κανόνασ), b=0.9 και c=2.2 . Αρχικϋσ ςυνθόκεσ 16 
λευκού ςτο κϋντρο. ΢την πϊνω ςειρϊ όλοι οι agents ϋχουν την ύδια λογικό όςον αφορϊ την επιλογό 
κατϊςταςησ, ενώ ςτην κϊτω ϋνασ, ςε τυχαύα θϋςη, ϋχει διαφορετικό ςυμπεριφορϊ. ΢την πρώτη ςτόλη 
βλϋπουμε την διϊταξη μετϊ από 20 επαναλόψεισ, ςτη δεύτερη μετϊ από 50 και ςτην τρύτη μετϊ από150. Η 
ύπαρξη μόνο ενόσ «διαφορετικού» agent αρκεύ για να ανατρϋψει την οργϊνωςη ςε όλο το πλϋγμα. 

 
 
΢τη ςυνϋχεια θα παρουςιϊςουμε προςομοιώςεισ που κϊναμε για τυχαύεσ 
αρχικϋσ ςυνθόκεσ, για τον ςτοχαςτικό κανόνα με p=0.9 και για διϊφορεσ τιμϋσ 
των παραμϋτρων b και c αλλϊ και του αριθμού των agents με διαφορετικό 
rationality. 
 
 
Αρχικϊ ασ δούμε το πρώτο ςετ αποτελεςμϊτων (για b=0.2, c=1.3). Αν όλοι 
ακολουθούν τη ςτρατηγικό μύμηςησ του καλύτερου, τότε οργανώνονται ςε 
μεγϊλεσ περιοχϋσ με λευκούσ, τα ςύνορα των οπούων οριοθετούν μικρϋσ ομϊδεσ 
μαύρων. Αν προςθϋςουμε τώρα και agents ϊλλησ λογικόσ, που προςπαθούν να 
μεγιςτοποιόςουν μόνο το κϋρδοσ τουσ, βλϋπουμε ότι καθώσ αυξϊνει ο αριθμόσ 
τουσ οι γειτονιϋσ των λευκών ςυρρικνώνονται ςυνεχώσ. Μϊλιςτα από ϋνα 
ςημεύο και μετϊ η τελικό κατϊςταςη ϋχει αλλϊξει τελεύωσ και ποιοτικϊ. 
Παρατηρούμε μόνο απομονωμϋνουσ λευκούσ. Σο ςυνολικό κϋρδοσ μειώνεται με 
την αύξηςη των «εγωιςτών». Μϋχρι και τουσ 1000 (10% του ςυνόλου) η μεύωςη 
εύναι αργό, αλλϊ μετϊ ϋχουμε πολύ απότομη πτώςη. 
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b=0.2 και c=1.3 

Εικόνα 37. ΢τη πρώτη ςειρϊ βλϋπουμε την κατϊςταςη του ςυςτόματοσ μετϊ από 200 βόματα, για 0, 1000 
και 500 με τη ςειρϊ, διαφορετικούσ agents. Βλϋπουμε επύςησ το διϊγραμμα του ςυνολικού κϋρδουσ 

(ϊθροιςμα κερδών των agents) του ςυςτόματοσ ςτο 200οςτο βόμα ωσ ςυνϊρτηςη του αριθμού των agents 
με διαφορετικό λογικό. Καθώσ αυξϊνει ο αριθμόσ των «διαφορετικών» agents οι περιοχϋσ των λευκών 

ςυρρικνώνονται ςυνεχώσ.  
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Εικόνα 38. Διϊγραμμα(για b=0.2 και c=1.3)του ςυνολικού κϋρδουσ ςτο 200οςτο βόμα ωσ προσ το ln(n), 
όπου n το πλόθοσ των agents με διαφορετικό λογικό. Εύναι εμφανόσ η απότομη πτώςη του ςυνολικού 
κϋρδουσ όταν ο αριθμόσ των «εγωιςτικών» agents ξεπερϊςει τουσ 1000 (το 10% των ςυνολικών) 

 

 
Εικόνα 39. b=0.35 και c=1.1. ΢ε αυτό την περύπτωςη η μεύωςη του ςυνολικού κϋρδουσ εύναι πολύ 
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Εικόνα 40. Διϊγραμμα(για b=0.35 και c=1.1)του ςυνολικού κϋρδουσ ςτο 200οςτο βόμα ωσ προσ το ln(n), 

όπου n το πλόθοσ των agents με διαφορετικό λογικό. Η απότομη πτώςη αρχύζει για ποςοςτό των 
«εγωιςτών» μικρότερο του 10%, ωςτόςο εύναι ςυνολικϊ μικρότερη από την προηγούμενη περύπτωςη 

 
 
 

΢την περύπτωςη b=0.35 και c=1.1 διαφορϊ ςτην τελικό κατϊςταςη του 
ςυςτόματοσ δεν διαφϋρει ιδιαύτερα, ποιοτικϊ τουλϊχιςτον, όςο και αν 
αυξόςουμε τον αριθμό των εγωιςτικών agents. Φωρύσ αυτούσ το ςύςτημα 
οδηγεύται ςε μόνιμη κατϊςταςη μϋγιςτου κϋρδουσ για το ςύςτημα (όλοι ςε 
κατϊςταςη 1). Αν προςθϋςουμε και agents με διαφορετικό rationality τότε 
φυςικϊ ςτην τελικό κατϊςταςη θα υπϊρχουν και μαύροι, ςτισ περιοχϋσ που 
τοποθετούνται αυτού, ωςτόςο αυτό δεν καταφϋρνουν να επιβληθούν. 
Παραμϋνουν ςε μικρϋσ ομϊδεσ και ςτην πλειοψηφύα τουσ οι agents μϋνουν 
λευκού. Σο ςυνολικό κϋρδοσ εμφανύζει πϊλι μεύωςη αλλϊ πολύ μικρότερη από 
την προηγούμενη περύπτωςη. 
 
΢την τελευταύα περύπτωςη ϋχουμε b=0.3  και c=1.7. Αν όλοι ακολουθούν την 
ύδια πολιτικό τότε η τελικό κατϊςταςη μοιϊζει με πλϋγμα με εναλλαγϋσ μαύρων 
και λευκών. Αν αλλϊξουμε τη λογικό μερικών τότε η δομό αυτό καταςτρϋφεται. 
Οδηγούμαςτε ςε καταςτϊςεισ με περύπου ύςο αριθμό agents ςε κϊθε κατϊςταςη. 
Από βόμα ςε βόμα βϋβαια η ακριβόσ αναλογύα μεταβϊλλεται ϋντονα και επύςησ 
το ςύςτημα δε δεύχνει να οδηγεύται ςε μόνιμη κατϊςταςη με την αυςτηρό 
ϋννοια. Μϋνει ςε μια κατϊςταςη που αλλϊζει ϋντονα από επανϊληψη ςε 
επανϊληψη αλλϊ όχι ποιοτικϊ. Εύναι μια κατϊςταςη που μοιϊζει τελεύωσ 
απρόβλεπτη. Άρα η ειςαγωγό των διαφορετικών agents οδόγηςε ςε 
καταςτροφό των δομών που αναπτύςςονταν. 
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Εικόνα 41.  b=0.3 και c=1.7 

΢την περύπτωςη αυτό ϋχουμε ριζικό αλλαγό ςτην ςυμπεριφορϊ του ςυςτόματοσ, όταν ο αριθμόσ των 
«εγωιςτών» εύναι τουλϊχιςτον 10%. Αρχικϊ –μόνο με agents τησ ύδιασ λογικόσ-, όπωσ ϋχουμε πει, εύχαμε 
εμφϊνιςη μόνιμησ κατϊςταςησ με τη χαρακτηριςτικό μορφό τησ πρώτησ από τισ παραπϊνω εικόνεσ. Όταν 
προςθϋςουμε και agents διαφορετικόσ λογικόσ, η δομό αυτό καταςτρϋφεται και η εξϋλιξη του ςυςτόματοσ 

μοιϊζει τυχαύα. 
 
 
 

Γενικϊ αυτό που παρατηρούμε εύναι ότι με την πολιτικό τησ μύμηςησ και μόνο 
δεν μπορούν να διατηρηθούν οι δομϋσ που δημιουργούνται υπό κανονικϋσ 
ςυνθόκεσ ςτο ςύςτημα, καθώσ αρκεύ ϋνα ποςοςτό τησ τϊξησ του 10% των 
agents να ϋχει διαφορετικϊ κύνητρα για να καταςτραφεύ η όποια οργϊνωςη. Θα 
μπορούςαμε να πούμε ότι δημιουργούνται ςυγκρούςεισ ανϊμεςα ςτουσ agents 
διαφορετικόσ νοοτροπύασ. 
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5.   ΢υμπερϊςματα και δυνατϋσ επεκτϊςεισ 
 
΢την παρούςα εργαςύα παρουςιϊςαμε και μελετόςαμε μϋςω εκτεταμϋνων 
προςομοιώςεων ςε ηλεκτρονικό υπολογιςτό ϋναν κανόνα ςτοχαςτικού 
χαρακτόρα, που καθορύζει την αλληλεπύδραςη των agents ςε ϋνα ςύςτημα από 
κυτταρικϊ αυτόματα. ΢την αρχικό μορφό του κανόνα κϊθε agent αποφαςύζει ςε 
κϊθε βόμα να μιμηθεύ με οριςμϋνη ςταθερό πιθανότητα τον γεύτονϊ του που 
ςυγκεντρώνει την τρϋχουςα ςτιγμό το μεγαλύτερο κϋρδοσ. Σο κϋρδοσ αυτό 
προκύπτει ωσ αποτϋλεςμα διαδοχικών Prisoner’s Dilemma όλων των 
γειτονικών agents. Πραγματοποιόθηκαν προςομοιώςεισ για διϊφορεσ τιμϋσ των 
παραμϋτρων του game και προϋκυψε μια μεγϊλη ποικιλύα αποτελεςμϊτων. 
Παρατηρόθηκαν από ομογενεύσ, ευςταθεύσ μόνιμεσ καταςτϊςεισ μϋχρι 
ςυμπεριφορϊ που θα μπορούςε να χαρακτηριςτεύ χαοτικό. Σο πιο ενδιαφϋρον 
εύναι ότι για δεδομϋνη τιμό των παραμϋτρων η τελικό κατϊςταςη εύναι ποιοτικϊ 
η ύδια και για τουσ δύο τύπουσ αρχικών ςυνθηκών που χρηςιμοποιόςαμε, κϊτι 
που διαφοροποιεύ ςημαντικϊ τον κανόνα αυτό από αντύςτοιχουσ αιτιοκρατικούσ 
([22]). 
 
Μια ενδιαφϋρουςα επϋκταςη αυτού του κανόνα θα όταν η ειςαγωγό 
περιοριςμών ςτην επικοινωνύα των agents. Για παρϊδειγμα, αντύ για πλόρη 
γνώςη τησ κατϊςταςησ και του κϋρδουσ των γειτόνων του, θα μπορούςε να 
εύναι διαθϋςιμη μόνο μια μϋτρηςη τησ κατϊςταςησ αυτόσ, η οπούα θα περιϋχει 
θόρυβο ό και θα ϋχει και κϊποια χρονικό καθυςτϋρηςη. Οι περιοριςμού αυτού 
μπορεύ απλώσ να οφεύλονται ςτο μϋςο επικοινωνύασ, μπορεύ ωςτόςο να 
ειςϊγονται και από τον ύδιο τον agent ςε μια προςπϊθεια να αποκρύψει την 
ςτρατηγικό του. 
 
Ωσ μια πρώτη παραλλαγό επιτρϋψαμε η πιθανότητα μύμηςησ να εύναι 
μεταβλητό. Αρχικϊ η ςυμπεριφορϊ των agents εύναι τυχαύα. Αποφαςύζουν εύτε 
να μιμηθούν τον πιο επιτυχημϋνο, εύτε να παραμεύνουν ςτην ύδια κατϊςταςη με 
την ύδια πιθανότητα. Μϋςα από μια διαδικαςύα μϊθηςησ, με βελτύωςη τησ 
πιθανότητασ μύμηςησ ανϊλογα με τα προηγούμενα αποτελϋςματα, παρατηρούμε 
πωσ επιτυγχϊνετε πϊλι η δημιουργύα οργϊνωςησ, όπωσ και ςτην περύπτωςη που 
η πιθανότητα μύμηςησ όταν υψηλό εξαρχόσ. Η περύπτωςη αυτό πρϋπει να 
μελετηθεύ περιςςότερο και για μεγαλύτερη περιοχό του χώρου των 
παραμϋτρων. Μια ενδιαφϋρουςα διαφοροπούηςη θα όταν να θεωρόςουμε ότι η 
πιθανότητα μύμηςησ, από ϋναν agent ενόσ γεύτονϊ του, βελτιώνεται ανϊλογα με 
το αν αυτό η κατϊςταςη ϋχει αποδειχτεύ για τον ύδιο επικερδόσ ςτο παρελθόν. 
 
΢τη ςυνϋχεια αλλϊξαμε το κριτόριο για το χαρακτηριςμό του πιο επιτυχημϋνου 
και χρηςιμοποιόςαμε το κϋρδοσ που ϋχει ςυγκεντρώςει μϋχρι την τρϋχουςα 
χρονικό ςτιγμό. Σο αποτϋλεςμα όταν ιδιαύτερα ενδιαφϋρον, καθώσ για όλεσ 
ςχεδόν τισ επιλογϋσ παραμϋτρων, αντύ τησ πλούςιασ ςυμπεριφορϊσ τησ πρώτησ 
περύπτωςησ, παρατηρόςαμε την ύδια ποιοτικϊ τελικό κατϊςταςη. Με την 
παραλλαγό αυτό θϋλαμε να δούμε τισ διαφορϋσ ςτη ςυμπεριφορϊ του 
ςυςτόματοσ, όταν λαμβϊνεται υπόψη μόνο η προηγούμενη κατϊςταςό του ςε 
ςχϋςη με όταν υπολογύζεται η ςυνολικό προώςτορύα του ςυςτόματοσ. Θα όταν 
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ςημαντικό να διερευνηθεύ η επύδραςη που ϋχει ςτο ςύςτημα η πλόρησ γνώςη 
από τουσ agents των προηγούμενων καταςτϊςεων ςτισ οπούεσ ϋχουν βρεθεύ. 
 
Η τελικό επϋκταςη που πραγματοποιόςαμε αφορϊ τη ςυνύπαρξη ςτο πλϋγμα 
agents με διαφορετικό λογικό, που αποφαςύζουν δηλαδό για την κατϊςταςό 
τουσ με βϊςη διαφορετικϊ κριτόρια. Προϋκυψε πωσ η ειςαγωγό ϋςτω και μικρού 
αριθμού «εγωιςτικών» agents αρκεύ για να μειώςει ςημαντικϊ το ςυνολικό 
κϋρδοσ και ςε οριςμϋνεσ περιπτώςεισ, ακόμα και αυτού οι λύγοι, μπορούν να 
καταςτρϋψουν τισ δομϋσ που ςχηματύζονταν χωρύσ την παρουςύα τουσ, 
οδηγώντασ το ςύςτημα ςε τυχαύα ςυμπεριφορϊ. Όταν ο αριθμόσ τουσ αυξηθεύ 
πολύ καταςτρϋφονται οι δομϋσ ςε όλεσ τισ περιπτώςεισ. Θα εύχε ενδιαφϋρον να 
επιτρϋψουμε ςτουσ agents να μιμούνται αντύ την κατϊςταςη (0-κακόσ, 1-καλόσ) 
του πιο επιτυχημϋνου, την ςτρατηγικό-λογικό του (απόφαςη με βϊςη τον πιο 
επιτυχημϋνο ό εγωιςτικό ςυμπεριφορϊ) και να παρατηρόςουμε ποια θα εύναι ςε 
κϊθε περύπτωςη η λογικό που θα επικρατόςει τελικϊ. 
 
Γενικότερα, η ςτατιςτικό μελϋτη κανόνων ςαν αυτόν που παρουςιϊςαμε θα 
μπορούςε να προςανατολιςτεύ ςτην προςπϊθεια να βρεθούν κατϊλληλα μϋτρα 
για τον χαρακτηριςμό και την πρόβλεψη τησ ςυμπεριφορϊσ του ςυςτόματοσ. 
Σϋτοια μϋτρα, όπωσ όδη αναφϋραμε, μπορεύ να εύναι αντύςτοιχα με τα μεγϋθη 
τησ ΢τατιςτικόσ Υυςικόσ (πύεςη, θερμοκραςύα, εντροπύα). Σϋτοιεσ επεκτϊςεισ 
υπϊρχουν, όπωσ για παρϊδειγμα η Σοπολογικό Εντροπύα που μπορεύ να 
εφαρμοςτεύ ςε ευρεύα κατηγορύα ςυςτημϊτων (και αιτιοκρατικϊ) και αποτελεύ 
ϋνα καλό μϋτρο για τον χαρακτηριςμό τησ πολυπλοκότητασ, ωςτόςο η 
υπολογιςμόσ τησ με βϊςη τον ακριβό οριςμό εύναι ιδιαύτερα δύςκολοσ.        
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Παρϊρτημα 
 

Κώδικεσ παραγρϊφου 2 
 
%Ising using Metropolis algorithm (free 
boundary) 
close all 
clear all 
%========================
===================== 
%build the GUI 
%define the plot button 
plotbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
'string','Run', ... 
'fontsize',12, ... 
'position',[120,400,50,20], ... 
'callback', 'run=1;'); 
 
%define the stop button 
erasebutton=uicontrol('style','pushbutton',.
.. 
'string','Stop', ... 
'fontsize',12, ... 
'position',[220,400,50,20], ... 
'callback','freeze=1;'); 
 
%define the Quit button 
quitbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
'string','Quit', ... 
'fontsize',12, ... 
'position',[320,400,50,20], ... 
'callback','stop=1;close;'); 
 
number = uicontrol('style','text', ... 
'string','0', ... 
'fontsize',12, ... 
'position',[10,400,100,20]); 
 
%========================
===================== 
n=50; %size n*n 
b=2; 
 
%initialize the arrays 
z = zeros(n,n); 
cells = z; 
rand('state',3) 
cells = (rand(n,n))<.5 ; 
 
%build an image and display it 
imh = image(cat(3,cells,cells,cells)); 
set(imh, 'erasemode', 'none') 
axis equal 
axis tight 
 
%index definition for cell update 
x = 2:n-1; 

y = 2:n-1; 
 
%Main event loop 
stop= 0; %wait for a quit button push 
run = 0; %wait for a draw 
freeze = 0; %wait for a freeze 
show = 0; 
 
while (stop==0) 
 
if (run==1) 
for i=1:10000 
%selection of random site to change its spin 
ix = ceil( n * rand(1) ); 
iy = ceil( n * rand(1) ); 
an = cells(ix,iy); 
%computation of disagreeing and agreeing 
neighbors 
if (ix<n)&(ix>1)&(iy<n)&(iy>1) %interior 
sites 
d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix+1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy-1)-
an) + abs(cells(ix,iy+1)-an); 
a=4-d; 
elseif (ix==1)&(iy<n)&(iy>1)   
%boundary sites 
d = abs(cells(ix,iy-1)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an) + abs(cells(ix+1,iy)-
an); 
a=3-d; 
elseif (ix==n)&(iy<n)&(iy>1) 
d = abs(cells(ix,iy-1)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an) + abs(cells(ix-1,iy)-
an); 
a=3-d; 
elseif (iy==1)&(ix<n)&(ix>1) 
d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix+1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy+1)-
an); 
a=3-d; 
elseif (iy==n)&(ix<n)&(ix>1) 
d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix+1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy-1)-
an); 
a=3-d; 
elseif (ix==1)&(iy==1)   %corner sites 
d = abs(cells(ix+1,iy)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an); 
a=2-d; 
elseif (ix==1)&(iy==n) 
d = abs(cells(ix+1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy-
1)-an); 
a=2-d; 
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elseif(ix==n)&(iy==1) 
d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an); 
a=2-d; 
elseif (ix==n)&(iy==n) 
d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy-
1)-an); 
a=2-d; 
end 
 
if ( rand(1) < exp( b*(d-a) ) ) 
cells(ix,iy) = ~cells(ix,iy); 
end 
 
end 

%draw the new image 
set(imh, 'cdata', cat(3,cells,cells,cells) ) 
%update the step number display 
stepnumber = 10000 + 
str2num(get(number,'string')); 
set(number,'string',num2str(stepnumber)) 
end 
 
if (freeze==1) 
run = 0; 
freeze = 0; 
end 
drawnow 
end 

Kώδικασ 1. Προςομούωςη Ising με free boundary 
 
 
 
%Ising using Metropolis algorithm (periodic 
boundary) 
close all 
clear all 
  
%========================
===================== 
%build the GUI 
%define the plot button 
plotbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Run', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[120,400,50,20], ... 
   'callback', 'run=1;'); 
  
%define the stop button 
erasebutton=uicontrol('style','pushbutton',.
.. 
   'string','Stop', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[220,400,50,20], ... 
   'callback','freeze=1;'); 
  
%define the Quit button 
quitbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Quit', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[320,400,50,20], ... 
   'callback','stop=1;close;'); 
  
number = uicontrol('style','text', ... 
    'string','0', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[10,400,100,20]); 
     
  
%========================
===================== 
n=200; %size n*n 
b=1.2; 

  
%initialize the arrays 
z = zeros(n,n); 
cells = z; 
rand('state',3) 
cells = (rand(n,n))<.5 ; 
  
%build an image and display it 
imh = image(cat(3,cells,cells,cells)); 
set(imh, 'erasemode', 'none') 
axis equal 
axis tight 
  
%index definition for cell update 
x = 2:n-1; 
y = 2:n-1; 
  
%Main event loop 
stop= 0; %wait for a quit button push 
run = 0; %wait for a draw  
freeze = 0; %wait for a freeze 
show = 0; 
  
while (stop==0)  
     
    if (run==1) 
        for i=1:10000 
        %selection of random site to change its 
spin 
        ix = ceil( n * rand(1) ); 
        iy = ceil( n * rand(1) ); 
        an = cells(ix,iy); 
        %computation of disagreeing and 
agreeing neighbors 
        if (ix<n)&(ix>1)&(iy<n)&(iy>1) 
%interior sites 
            d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix+1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy-1)-
an) + abs(cells(ix,iy+1)-an); 
            a = 4-d; 
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        elseif (ix==1)&(iy<n)&(iy>1)   
%boundary sites 
            d = abs(cells(ix,iy-1)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an) + abs(cells(ix+1,iy)-
an) + abs(cells(n,iy)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif (ix==n)&(iy<n)&(iy>1) 
            d = abs(cells(ix,iy-1)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an) + abs(cells(ix-1,iy)-
an) + abs(cells(1,iy)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif (iy==1)&(ix<n)&(ix>1) 
            d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix+1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy+1)-
an) + abs(cells(ix,n)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif (iy==n)&(ix<n)&(ix>1) 
            d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix+1,iy)-an) + abs(cells(ix,iy-1)-
an) + abs(cells(ix,1)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif (ix==1)&(iy==1)   %corner sites 
            d = abs(cells(ix+1,iy)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an)+ abs(cells(ix,n)-an) 
+ abs(cells(n,iy)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif (ix==1)&(iy==n) 
            d = abs(cells(ix+1,iy)-an) + 
abs(cells(ix,iy-1)-an) + abs(cells(ix,1)-an) 
+ abs(cells(n,iy)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif(ix==n)&(iy==1) 

            d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix,iy+1)-an) + abs(cells(ix,n)-an) 
+ abs(cells(1,iy)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif (ix==n)&(iy==n) 
            d = abs(cells(ix-1,iy)-an) + 
abs(cells(ix,iy-1)-an) + abs(cells(ix,1)-an) 
+ abs(cells(n,iy)-an); 
            a = 4-d; 
        end 
         
        if ( rand(1) < exp( b*(d-a) ) ) 
          cells(ix,iy) = ~cells(ix,iy); 
        end 
         
        end 
        %draw the new image 
        set(imh, 'cdata', cat(3,cells,cells,cells) ) 
        %update the step number display 
        stepnumber = 10000 + 
str2num(get(number,'string')); 
        
set(number,'string',num2str(stepnumber)) 
        
    end 
     
    if (freeze==1) 
        run = 0; 
        freeze = 0; 
    end 
     
    drawnow   
     
end 

 

Kώδικασ 2. Προςομούωςη Ising με periodic boundary 
 
 

 
%Denoising using Ising Model 
clear all 
close all 
disp('Denoising using Ising Model') 
  
%initial picture 
im = imread('C:/picture.bmp'); 
im = double(im); 
im = 2.*( (im-mean(mean(im)))> 0)-1; 
%transformation to picture with +1 or -1 
on every site 
[k,l] = size(im); 
%additive Gaussian noise (mean value 0, 
variance sigma) 
sigma = 4; 
n = sigma*(randn(k,l)); 
%noisy picture 
y = im + n; 
  
figure(1); 

subplot(1,2,1);imshow(im); 
subplot(1,2,2);imshow(y); 
drawnow; 
  
b = 1.2; %b=J/(kT), Ising's Model 
parameter 
h = ones(k,l); %white picture as initial 
estimation 
%h = 2.*(y > mean(mean(y)))-1;% initial 
estimation using threshold 
show = 2000000; %display every 2000000 
iterations 
figure(2);hfig = 
imagesc(h);set(gca,'Visible','off');colormap 
gray;drawnow; 
  
for i=1:2000000 
%selection of random site to change its spin 
        ix = ceil( k * rand(1) ); 
        iy = ceil( l * rand(1) ); 
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        an = h(ix,iy); 
        %computation of disagreeing and 
agreeing neighbors 
        if (ix<k)&(ix>1)&(iy<l)&(iy>1) 
%interior sites 
            d = abs(h(ix-1,iy)-an) + 
abs(h(ix+1,iy)-an) + abs(h(ix,iy-1)-an) + 
abs(h(ix,iy+1)-an); 
            a = 4-d; 
        elseif (ix==1)&(iy<l)&(iy>1)   
%boundary sites 
            d = abs(h(ix,iy-1)-an) + 
abs(h(ix,iy+1)-an) + abs(h(ix+1,iy)-an); 
            a = 3-d; 
        elseif (ix==k)&(iy<l)&(iy>1) 
            d = abs(h(ix,iy-1)-an) + 
abs(h(ix,iy+1)-an) + abs(h(ix-1,iy)-an); 
            a = 3-d; 
        elseif (iy==1)&(ix<k)&(ix>1) 
            d = abs(h(ix-1,iy)-an) + 
abs(h(ix+1,iy)-an) + abs(h(ix,iy+1)-an); 
            a = 3-d; 
        elseif (iy==l)&(ix<k)&(ix>1) 
            d = abs(h(ix-1,iy)-an) + 
abs(h(ix+1,iy)-an) + abs(h(ix,iy-1)-an); 
            a = 3-d; 
        elseif (ix==1)&(iy==1)   %corner sites 
            d = abs(h(ix+1,iy)-an) + 
abs(h(ix,iy+1)-an); 

            a = 2-d; 
        elseif (ix==1)&(iy==l) 
            d = abs(h(ix+1,iy)-an) + abs(h(ix,iy-
1)-an); 
            a = 2-d; 
        elseif(ix==k)&(iy==1) 
            d = abs(h(ix-1,iy)-an) + 
abs(h(ix,iy+1)-an); 
            a = 2-d; 
        elseif (ix==k)&(iy==l) 
            d = abs(h(ix-1,iy)-an) + abs(h(ix,iy-
1)-an); 
            a = 2-d; 
        end 
       
        alpha = exp(-
2*y(ix,iy)*an)*exp(2*b*(d-a)); 
        if ( rand(1) < alpha ) 
           h(ix,iy) = -h(ix,iy); 
        end 
  
        if ( mod(i,show)==0 ) 
            set(hfig,'CData',h); 
        end 
  
end 
  

  

 

Κώδικασ 3. Αποθορυβοπούηςη με χρόςη του Ising 
 

 
Κώδικεσ παραγρϊφου 3 
 
%My_CA_1 1-D  
%imitation of the best with probability p 
%in every step all agents are getting 
informed 
%Neumann neighborhood, periodic 
boundary 
%1 indicates a cooperative agent, 0 a 
defector 
clf 
clear all 
%========================
===================== 
%CA setup 
n=100; 
%prisoners dilemma parameters 
a=1; 
b=1; 
c=2.1; 
d=0; 
%probability of imitating the best agent 
pim=0.9; 
  

randn('state', sum(100*clock)) 
  
%initialize the arrays 
z = zeros(1,n); 
cells = z; 
cellsnew = z; 
sum1 = z; 
sum2 = z; 
%set a few cells to one 
cells = (rand(1,n))<.5 ;  
%cells(n/2)=1; 
cellsi(1,:) = cells; 
  
for it=1:100 %number of iterations 
     
for i=1:n 
    if (i>1)&&(i<n) 
        sum1(i) = cells(i-1) + cells(i+1);%sum 
of 1 in the neigbhorhood 
        sum2(i) = 2-sum1(i);% sum of 0 in the 
neigbhorhood 
    elseif (i==1) 



85 
 

        sum1(1) = cells(n) + cells(2); 
        sum2(1) = 2-sum1(1); 
    else 
        sum1(n) = cells(n-1) + cells(1); 
        sum2(n) = 2-sum1(n); 
    end 
    p(i) = 
(a*sum1(i)+b*sum2(i))*(cells(i)==1) + 
(c*sum1(i)+d*sum2(i))*(cells(i)==0);%Pr
isoner's Dilemma gain 
end 
  
  
for i=1:n 
    if (i>1)&&(i<n) 
       [A,k] = max( [p(i-1) p(i) p(i+1)] ); 
       imax = i+k-2; 
    elseif (i==1) 
        [A,k] = max( [p(n) p(i) p(i+1)] ); 
        switch k 
            case 1 
                imax = n; 
            case 2 
                imax = i; 
            case 3 
                imax = i+1; 
        end 

    else 
        [A,k] = max( [p(i-1) p(i) p(1)] ); 
        switch k 
            case 1 
                imax = i-1; 
            case 2 
                imax = i; 
            case 3 
                imax = 1; 
        end 
    end 
     
    r = ( rand(1)<pim ); 
    cellsnew(i) = r*cells(imax) + (1-
r)*cells(i); 
end 
cells = cellsnew; 
cellsi(it+1,:) = cells; 
end 
  
%build an image and display it 
set(0, 'DefaultAxesFontSize', 12); 
figure(1);imagesc(cellsi);colormap(gray);ax
is tight;title(['b=' num2str(b) ',c=' 
num2str(c)]) 
drawnow 

 
Κώδικασ 4. Μονοδιϊςτατο μοντϋλο για τον κανόνα με μύμηςη του πιο 

επιτυχημϋνου 
 

%My_CA_1  
%imitation of the best with probability p 
%in every step all agents are getting 
informed 
%Neumann neighborhood, periodic 
boundary 
%1 indicates a cooperative agent, 0 a 
defector 
clf 
clear all 
  
%========================
===================== 
%build the GUI 
%define the plot button 
plotbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Run', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[100,400,50,20], ... 
   'callback', 'run=1;'); 
  
%define the stop button 
erasebutton=uicontrol('style','pushbutton',.
.. 
   'string','Stop', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[200,400,50,20], ... 

   'callback','freeze=1;'); 
  
%define the Quit button 
quitbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Quit', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[300,400,50,20], ... 
   'callback','stop=1;close;'); 
  
number = uicontrol('style','text', ... 
    'string','1', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[20,400,50,20]); 
     
  
%========================
===================== 
%CA setup 
  
n=100; 
%prisoners dilemma parameters 
a=1; 
b=0.1; 
c=1.7; 
d=0; 
%probability of imitating the best agent 
pim=1.1; 
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%initialize the arrays 
z = zeros(n,n); 
cells = z; 
cellsnew = z; 
sum1 = z; 
sum2 = z; 
%set a few cells to one 
cells = (rand(n,n))<.5 ; 
%cells(n/2-1:n/2+2,n/2-1:n/2+2)=1; 
  
%build an image and display it 
imh = image(cat(3,cells,cells,cells)); 
set(imh, 'erasemode', 'none') 
axis equal 
axis tight 
  
%definition of neighborhood 
x = 2:n-1; 
y = 2:n-1; 
%Main event loop 
stop= 0; %wait for a quit button push 
run = 0; %wait for a draw  
freeze = 0; %wait for a freeze 
  
while (stop==0)  
     
    if (run==1) 
        sum1(x,y) = cells(x,y-1)+ cells(x,y+1) 
+ cells(x-1, y) + cells(x+1,y); %sum of 1 in 
the neigbhorhood 
        sum2(x,y) = 4-sum1(x,y); %sum of 0 in 
the neigbhorhood 
        sum1(1,y) = cells(1,y-1)+ cells(1,y+1) 
+ cells(n, y) + cells(2,y); 
        sum2(1,y) = 4-sum1(1,y); 
        sum1(n,y) = cells(n,y-1)+ cells(n,y+1) 
+ cells(n-1, y) + cells(1,y); 
        sum2(n,y) = 4-sum1(n,y); 
        sum1(x,1) = cells(x,n)+ cells(x,2) + 
cells(x-1, 1) + cells(x+1,1); 
        sum2(x,1) = 4-sum1(x,1); 
        sum1(x,n) = cells(x,n-1)+ cells(x,1) + 
cells(x-1, n) + cells(x+1,n); 
        sum2(x,n) = 4-sum1(x,n); 
        sum1(1,1) = cells(1,2)+ cells(2,1) + 
cells(1, n) + cells(n,1); 
        sum2(1,1) = 4-sum1(1,1); 
        sum1(n,n) = cells(n,n-1)+ cells(n,1) + 
cells(n-1, n) + cells(1,n); 
        sum2(n,n) = 4-sum1(n,n); 
        sum1(1,n) = cells(1,n-1)+ cells(1,1) + 
cells(2,n) + cells(n,n); 
        sum2(1,n) = 4-sum1(1,n); 
        sum1(n,1) = cells(n,2)+ cells(n,n) + 
cells(1,1) + cells(n-1,1); 
        sum2(n,1) = 4-sum1(n,1); 
        % The CA rule 

        p = (a*sum1+b*sum2).*(cells==1) + 
(c*sum1+d*sum2).*(cells==0);%Prisoner'
s Dilemma gain 
         
        %imitation of the best neighbor 
        for i=1:n 
            for j=1:n 
                if (i>1)&&(i<n)&&(j>1)&&(j<n) 
                   [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                   [imax,jmax] = 
maxindices(k,1,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j>1)&&(j<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,2,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j>1)&&(j<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i-1,j) 
p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,3,i,j,n); 
                elseif (j==1)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,n) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,4,i,j,n); 
                elseif (j==n)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,j-1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,5,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,n) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,6,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,j-1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,7,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,n) 
p(i-1,j) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,8,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,j-1) 
p(i-1,j) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,9,i,j,n); 
                end 
                r = ( rand(1)<pim ); 
                cellsnew(i,j) = r*cells(imax,jmax) + 
(1-r)*cells(i,j); 
            end 
        end 
        cells = cellsnew; 
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        %draw the new image 
        set(imh, 'cdata', cat(3,cells,cells,cells) ) 
        %update the step number display 
        stepnumber = 1 + 
str2num(get(number,'string')); 
        
set(number,'string',num2str(stepnumber)) 
         
        numOfwhite(stepnumber) = 
sum(sum(cells));%number of white agents 
        totalGain(stepnumber) = sum(sum(p)); 
    end 

     
    if (freeze==1) 
        run = 0; 
        freeze = 0; 
    end 
     
    drawnow  %need this in the loop for 
controls to work 
     
end 
 

Κώδικασ 5. Διςδιϊςτατο μοντϋλο για τον κανόνα με μύμηςη του πιο 
επιτυχημϋνου 

 
 
%My_CA_var_prod  
%imitation of the best with varying probability p 
%in every step all agents are getting informed 
%Neumann neighborhood, periodic boundary 
%1 indicates a cooperative agent, 0 a defector 
clf 
clear all 
  
%===========================
================== 
%build the GUI 
%define the plot button 
plotbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Run', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[100,400,50,20], ... 
   'callback', 'run=1;'); 
  
%define the stop button 
erasebutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Stop', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[200,400,50,20], ... 
   'callback','freeze=1;'); 
  
%define the Quit button 
quitbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Quit', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[300,400,50,20], ... 
   'callback','stop=1;close;'); 
  
number = uicontrol('style','text', ... 
    'string','1', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[20,400,50,20]); 
     
  
%===========================
================== 
%CA setup 
  
n=100; 
%prisoners dilemma parameters 
a=1; 
b=0.1; 
c=1.4; 

d=0; 
  
eps=0.05; 
%probability of imitating the best agent 
pwhite=0.5*ones(n,n); %if he is white 
epsw1 =eps ; 
epsw2 =1-0.1*eps ; 
  
pblack=0.5*ones(n,n); %if he is black 
epsb1 = 0.5*eps ; 
epsb2 =1-0.1*eps;  
  
%initialize the arrays 
z = zeros(n,n); 
cells = z; 
cellsnew = z; 
sum1 = z; 
sum2 = z; 
%set a few cells to one 
cells = (rand(n,n))<.5 ; 
%cells(n/2-1:n/2+2,n/2-1:n/2+2)=1; 
  
%build an image and display it 
imh = image(cat(3,cells,cells,cells)); 
set(imh, 'erasemode', 'none') 
axis equal 
axis tight 
  
%definition of neighborhood 
x = 2:n-1; 
y = 2:n-1; 
%Main event loop 
stop= 0; %wait for a quit button push 
run = 0; %wait for a draw  
freeze = 0; %wait for a freeze 
  
while (stop==0)  
     
    if (run==1) 
        sum1(x,y) = cells(x,y-1)+ cells(x,y+1) + 
cells(x-1, y) + cells(x+1,y); %sum of 1 in the 
neigbhorhood 
        sum2(x,y) = 4-sum1(x,y); %sum of 0 in the 
neigbhorhood 
        sum1(1,y) = cells(1,y-1)+ cells(1,y+1) + 
cells(n, y) + cells(2,y); 
        sum2(1,y) = 4-sum1(1,y); 
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        sum1(n,y) = cells(n,y-1)+ cells(n,y+1) + 
cells(n-1, y) + cells(1,y); 
        sum2(n,y) = 4-sum1(n,y); 
        sum1(x,1) = cells(x,n)+ cells(x,2) + cells(x-
1, 1) + cells(x+1,1); 
        sum2(x,1) = 4-sum1(x,1); 
        sum1(x,n) = cells(x,n-1)+ cells(x,1) + 
cells(x-1, n) + cells(x+1,n); 
        sum2(x,n) = 4-sum1(x,n); 
        sum1(1,1) = cells(1,2)+ cells(2,1) + cells(1, 
n) + cells(n,1); 
        sum2(1,1) = 4-sum1(1,1); 
        sum1(n,n) = cells(n,n-1)+ cells(n,1) + 
cells(n-1, n) + cells(1,n); 
        sum2(n,n) = 4-sum1(n,n); 
        sum1(1,n) = cells(1,n-1)+ cells(1,1) + 
cells(2,n) + cells(n,n); 
        sum2(1,n) = 4-sum1(1,n); 
        sum1(n,1) = cells(n,2)+ cells(n,n) + 
cells(1,1) + cells(n-1,1); 
        sum2(n,1) = 4-sum1(n,1); 
        % The CA rule 
        p = (a*sum1+b*sum2).*(cells==1) + 
(c*sum1+d*sum2).*(cells==0);%Prisoner's 
Dilemma gain 
         
        %imitation of the best neighbor 
        for i=1:n 
            for j=1:n 
                if (i>1)&&(i<n)&&(j>1)&&(j<n) 
                   [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-1,j) 
p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                   [imax,jmax] = maxindices(k,1,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j>1)&&(j<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) p(i,j-
1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = maxindices(k,2,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j>1)&&(j<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i-1,j) p(i,j-
1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = maxindices(k,3,i,j,n); 
                elseif (j==1)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-1,j) 
p(i,n) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = maxindices(k,4,i,j,n); 
                elseif (j==n)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-1,j) 
p(i,j-1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = maxindices(k,5,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,n) p(i,j+1)]); 

                    [imax,jmax] = maxindices(k,6,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) p(i,j-
1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = maxindices(k,7,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,n) p(i-1,j) 
p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = maxindices(k,8,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,j-1) p(i-
1,j) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = maxindices(k,9,i,j,n); 
                end 
  
                if ( cells(imax,jmax)==1 ) 
                    r = ( rand(1)<pwhite(i,j) ); 
                    cellsnew(i,j) = r*cells(imax,jmax) + 
(1-r)*cells(i,j); 
                    pwhite(i,j) = pwhite(i,j)*(1+epsw1); 
                    pblack(i,j) = pblack(i,j)*epsw2; 
                else 
                    r = ( rand(1)<pblack(i,j) ); 
                    cellsnew(i,j) = r*cells(imax,jmax) + 
(1-r)*cells(i,j); 
                    pblack(i,j) = pblack(i,j)*(1+epsb1); 
                    pwhite(i,j) = pwhite(i,j)*epsb2; 
                end 
             end 
        end 
        cells = cellsnew; 
        %draw the new image 
        set(imh, 'cdata', cat(3,cells,cells,cells) ) 
        %update the step number display 
        stepnumber = 1 + 
str2num(get(number,'string')); 
        set(number,'string',num2str(stepnumber)) 
         
        numOfwhite(stepnumber) = 
sum(sum(cells));%number of white agents 
        totalGain(stepnumber) = sum(sum(p)); 
    end 
     
    if (freeze==1) 
        run = 0; 
        freeze = 0; 
    end 
     
    drawnow  %need this in the loop for controls 
to work 
     
end 

 

 
Κώδικασ 6. Παραλλαγό με μεταβλητό πιθανότητα 

 
 

%My_CA_2  
%imitation of the best with probability p 
%best we call the agent with th greater sum 
of gains until now 
%in every step all agents are getting 
informed 

%Neumann neighborhood, periodic 
boundary 
%1 indicates a cooperative agent, 0 a 
defector 
clf 
clear all 
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%========================
===================== 
%build the GUI 
%define the plot button 
plotbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Run', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[100,400,50,20], ... 
   'callback', 'run=1;'); 
  
%define the stop button 
erasebutton=uicontrol('style','pushbutton',.
.. 
   'string','Stop', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[200,400,50,20], ... 
   'callback','freeze=1;'); 
  
%define the Quit button 
quitbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Quit', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[300,400,50,20], ... 
   'callback','stop=1;close;'); 
  
number = uicontrol('style','text', ... 
    'string','1', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[20,400,50,20]); 
     
  
%========================
===================== 
%CA setup 
  
n=100; 
%prisoners dilemma parameters 
a=1; 
b=1.9; 
c=2.2; 
d=0; 
%probability of imitating the best agent 
pim=0.9; 
  
%initialize the arrays 
z = zeros(n,n); 
cells = z; 
cellsnew = z; 
sum1 = z; 
sum2 = z; 
p = z; 
%set a few cells to one 
cells = (rand(n,n))<.5 ; 
%cells(n/2-1:n/2+2,n/2-1:n/2+2)=1; 
  
%build an image and display it 
imh = image(cat(3,cells,cells,cells)); 
set(imh, 'erasemode', 'none') 

axis equal 
axis tight 
  
%definition of neighborhood 
x = 2:n-1; 
y = 2:n-1; 
%Main event loop 
stop= 0; %wait for a quit button push 
run = 0; %wait for a draw  
freeze = 0; %wait for a freeze 
  
while (stop==0)  
     
    if (run==1) 
        sum1(x,y) = cells(x,y-1)+ cells(x,y+1) 
+ cells(x-1, y) + cells(x+1,y); %sum of 1 in 
the neigbhorhood 
        sum2(x,y) = 4-sum1(x,y); %sum of 0 in 
the neigbhorhood 
        sum1(1,y) = cells(1,y-1)+ cells(1,y+1) 
+ cells(n, y) + cells(2,y); 
        sum2(1,y) = 4-sum1(1,y); 
        sum1(n,y) = cells(n,y-1)+ cells(n,y+1) 
+ cells(n-1, y) + cells(1,y); 
        sum2(n,y) = 4-sum1(n,y); 
        sum1(x,1) = cells(x,n)+ cells(x,2) + 
cells(x-1, 1) + cells(x+1,1); 
        sum2(x,1) = 4-sum1(x,1); 
        sum1(x,n) = cells(x,n-1)+ cells(x,1) + 
cells(x-1, n) + cells(x+1,n); 
        sum2(x,n) = 4-sum1(x,n); 
        sum1(1,1) = cells(1,2)+ cells(2,1) + 
cells(1, n) + cells(n,1); 
        sum2(1,1) = 4-sum1(1,1); 
        sum1(n,n) = cells(n,n-1)+ cells(n,1) + 
cells(n-1, n) + cells(1,n); 
        sum2(n,n) = 4-sum1(n,n); 
        sum1(1,n) = cells(1,n-1)+ cells(1,1) + 
cells(2,n) + cells(n,n); 
        sum2(1,n) = 4-sum1(1,n); 
        sum1(n,1) = cells(n,2)+ cells(n,n) + 
cells(1,1) + cells(n-1,1); 
        sum2(n,1) = 4-sum1(n,1); 
        % The CA rule 
        pt = (a*sum1+b*sum2).*(cells==1) + 
(c*sum1+d*sum2).*(cells==0);%Prisoner'
s Dilemma gain at t step 
        p = p + pt;%sum of gains until t step 
         
        %imitation of the best neighbor 
        for i=1:n 
            for j=1:n 
                if (i>1)&&(i<n)&&(j>1)&&(j<n) 
                   [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                   [imax,jmax] = 
maxindices(k,1,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j>1)&&(j<n) 
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                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,2,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j>1)&&(j<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i-1,j) 
p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,3,i,j,n); 
                elseif (j==1)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,n) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,4,i,j,n); 
                elseif (j==n)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,j-1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,5,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,n) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,6,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,j-1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,7,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,n) 
p(i-1,j) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,8,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==n) 

                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,j-1) 
p(i-1,j) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,9,i,j,n); 
                end 
                r = ( rand(1)<pim ); 
                cellsnew(i,j) = r*cells(imax,jmax) + 
(1-r)*cells(i,j); 
            end 
        end 
        cells = cellsnew; 
        %draw the new image 
        set(imh, 'cdata', cat(3,cells,cells,cells) ) 
        %update the step number display 
        stepnumber = 1 + 
str2num(get(number,'string')); 
        
set(number,'string',num2str(stepnumber)) 
         
        numOfwhite(stepnumber) = 
sum(sum(cells));%number of white agents 
        totalGain(stepnumber) = 
sum(sum(pt)); 
    end 
     
    if (freeze==1) 
        run = 0; 
        freeze = 0; 
    end 
     
    drawnow  %need this in the loop for 
controls to work 
     
end 

 

Κώδικασ 7. Πραλλαγό με υπολογιςμό ςυνολικού κϋρδουσ μϋχρι το τρϋχον βόμα 
 

%My_CA_3  
%imitation of the best with probability p 
%in every step all agents are getting 
informed 
%some agents try to increase their gain 
%Neumann neighborhood, periodic 
boundary 
%1 indicates a cooperative agent, 0 a 
defector 
clf 
clear all 
  
%========================
===================== 
%build the GUI 
%define the plot button 
plotbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Run', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[100,400,50,20], ... 

   'callback', 'run=1;'); 
  
%define the stop button 
erasebutton=uicontrol('style','pushbutton',.
.. 
   'string','Stop', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[200,400,50,20], ... 
   'callback','freeze=1;'); 
  
%define the Quit button 
quitbutton=uicontrol('style','pushbutton',... 
   'string','Quit', ... 
   'fontsize',12, ... 
   'position',[300,400,50,20], ... 
   'callback','stop=1;close;'); 
  
number = uicontrol('style','text', ... 
    'string','1', ... 
   'fontsize',12, ... 
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   'position',[20,400,50,20]); 
     
  
%========================
===================== 
%CA setup 
  
n=100; 
mp = 1000;%number of agents with 
different rationallity 
%prisoners dilemma parameters 
a=1; 
b=0.2; 
c=1.3; 
d=0; 
%probability of imitating the best agent 
pim=0.9; 
  
%initialize the arrays 
z = zeros(n,n); 
cells = z; 
cellsnew = z; 
sum1 = z; 
sum2 = z; 
%set a few cells to one 
cells = (rand(n,n))<.5 ; 
%cells(n/2-1:n/2+2,n/2-1:n/2+2)=1; 
  
%determine agents with different 
rationality 
for mn=1:mp 
    e(mn)=ceil( n*rand(1) );m(mn)=ceil( 
n*rand(1) ); 
end 
  
%build an image and display it 
imh = image(cat(3,cells,cells,cells)); 
set(imh, 'erasemode', 'none') 
axis equal 
axis tight 
  
%definition of neighborhood 
x = 2:n-1; 
y = 2:n-1; 
%Main event loop 
stop= 0; %wait for a quit button push 
run = 0; %wait for a draw  
freeze = 0; %wait for a freeze 
  
while (stop==0)  
     
    if (run==1) 
        sum1(x,y) = cells(x,y-1)+ cells(x,y+1) 
+ cells(x-1, y) + cells(x+1,y); %sum of 1 in 
the neigbhorhood 
        sum2(x,y) = 4-sum1(x,y); %sum of 0 in 
the neigbhorhood 
        sum1(1,y) = cells(1,y-1)+ cells(1,y+1) 
+ cells(n, y) + cells(2,y); 

        sum2(1,y) = 4-sum1(1,y); 
        sum1(n,y) = cells(n,y-1)+ cells(n,y+1) 
+ cells(n-1, y) + cells(1,y); 
        sum2(n,y) = 4-sum1(n,y); 
        sum1(x,1) = cells(x,n)+ cells(x,2) + 
cells(x-1, 1) + cells(x+1,1); 
        sum2(x,1) = 4-sum1(x,1); 
        sum1(x,n) = cells(x,n-1)+ cells(x,1) + 
cells(x-1, n) + cells(x+1,n); 
        sum2(x,n) = 4-sum1(x,n); 
        sum1(1,1) = cells(1,2)+ cells(2,1) + 
cells(1, n) + cells(n,1); 
        sum2(1,1) = 4-sum1(1,1); 
        sum1(n,n) = cells(n,n-1)+ cells(n,1) + 
cells(n-1, n) + cells(1,n); 
        sum2(n,n) = 4-sum1(n,n); 
        sum1(1,n) = cells(1,n-1)+ cells(1,1) + 
cells(2,n) + cells(n,n); 
        sum2(1,n) = 4-sum1(1,n); 
        sum1(n,1) = cells(n,2)+ cells(n,n) + 
cells(1,1) + cells(n-1,1); 
        sum2(n,1) = 4-sum1(n,1); 
        % The CA rule 
        p = (a*sum1+b*sum2).*(cells==1) + 
(c*sum1+d*sum2).*(cells==0);%Prisoner'
s Dilemma gain 
         
        %imitation of the best neighbor 
        for i=1:n 
            for j=1:n 
                if (i>1)&&(i<n)&&(j>1)&&(j<n) 
                   [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                   [imax,jmax] = 
maxindices(k,1,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j>1)&&(j<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,2,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j>1)&&(j<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i-1,j) 
p(i,j-1) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,3,i,j,n); 
                elseif (j==1)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,n) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,4,i,j,n); 
                elseif (j==n)&&(i>1)&&(i<n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(i-
1,j) p(i,j-1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,5,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,n) p(i,j+1)]); 
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                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,6,i,j,n); 
                elseif (i==1)&&(j==n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(i+1,j) p(n,j) 
p(i,j-1) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,7,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==1) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,n) 
p(i-1,j) p(i,j+1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,8,i,j,n); 
                elseif (i==n)&&(j==n) 
                    [A,k] = max([p(i,j) p(1,j) p(i,j-1) 
p(i-1,j) p(i,1)]); 
                    [imax,jmax] = 
maxindices(k,9,i,j,n); 
                end 
                r = ( rand(1)<pim ); 
                cellsnew(i,j) = r*cells(imax,jmax) + 
(1-r)*cells(i,j); 
            end 
        end 
         
         
        for q=1:mp 
            cellsnew(e(q),m(q)) = ( ( 
a*sum1(e(q),m(q))+b*sum2(e(q),m(q)) ) 
> ( 
c*sum1(e(q),m(q))+d*sum2(e(q),m(q)) ) 
); 
        end 

%         for q=1:mp 
%             cellsnew(e(q),m(q)) = 
(rand(1)<0.2); 
%         end 
         
        cells = cellsnew; 
        p = (a*sum1+b*sum2).*(cells==1) + 
(c*sum1+d*sum2).*(cells==0);%Prisoner'
s Dilemma gain 
        %draw the new image 
        set(imh, 'cdata', cat(3,cells,cells,cells) ) 
        %update the step number display 
        stepnumber = 1 + 
str2num(get(number,'string')); 
        
set(number,'string',num2str(stepnumber)) 
         
        numOfwhite(stepnumber) = 
sum(sum(cells));%number of white agents 
        totalGain(stepnumber) = sum(sum(p)); 
    end 
     
    if (freeze==1) 
        run = 0; 
        freeze = 0; 
    end 
     
    drawnow  %need this in the loop for 
controls to work 
     
end 

 

Κώδικασ 8. ΢υνύπαρξη agents με διαφορετικό λογικό 
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