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gasÐac, ex olokl rou   tm matoc aut c, gia emporikì skopì. Epitrèpetai
h anatÔpwsh, apoj keush kai dianom  gia skopì mh kerdoskopikì, ek-
paideutik c   ereunhtik c fÔshc, upì thn proôpìjesh na anafèretai h phg 
proèleushc kai na diathreÐtai to parìn m numa. Erwt mata pou aforoÔn th
qr sh thc ergasÐac gia kerdoskopikì skopì prèpei na apeujÔnontai proc ton
suggrafèa. Oi apìyeic kai ta sumper�smata pou perièqontai se autì to èg-
grafo ekfr�zoun ton suggrafèa kai den prèpei na ermhneujeÐ ìti antiprosw-
peÔoun tic epÐshmec jèseic tou EjnikoÔ Metsìbiou PoluteqneÐou.
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EuqaristÐec

H diplwmatik  aut  ergasÐa apoteleÐ to teleutaÐo st�dio twn spoud¸n mou
sto Ejnikì Metsìbeio PoluteqneÐo, to opoÐo ektìc apì ta pènte paragwgik�
kai kajoristik� qrìnia pou mou prosèfere, mou èdwse kai to b ma gia na
petÔqw ta epìmena ìneira gia th zw  mou.

Kat� th di�rkeia twn spoud¸n mou eÐqa thn tim  na èrjw se epaf  me
anjr¸pouc pou me enèpneusan kai me beltÐwsan wc proswpikìthta all� kai
wc spoudast . Apì ìlouc ja  jela na xeqwrÐsw ton kajhght  mou, k.Pètro
Maragkì, epiblèponta thc paroÔsac ergasÐac, gia ìla ìsa mou prosèfere;
idèec, gn¸seic, anaforèc, kÐnhtra , upomon  all� kurÐwc prìtupa sqetik� me to
p¸c ofeÐlei na eÐnai ènac oloklhrwmènoc epist monac, ereunht c , kajhght c
kai �njrwpoc. EÔqomai, loipìn, sto mèllon, na èqw thn tim  kai thn tÔqh
na kajodhgoÔmai kai na sunerg�zomai me tètoiouc anjr¸pouc kai telik� na
plhsi�sw, apì makri�, to epÐpedì touc.

KÐmwn.
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PerÐlhyh

H anagkaiìthta epexergasÐac plhrofori¸n eÐnai dedomènh. IdiaÐtera sthn
epoq  mac, pou o ìgkoc thc plhroforÐac aux�netai kajhmerin� kai h shmasÐa
thc epexergasÐac thc gÐnetai oloèna kai megalÔterh. Mèqri prin apì k�poia
qrìnia h diadikasÐa thc automatopoihmènhc epexergasÐac meg�lou ìgkou de-
domènwn l�mbane q¸ra mìno sthn epexergasÐa eikìnac, ìpou oi upologistikoÐ
periorismoÐ kai h apaithtikìthta thc efarmog c od ghsan sthn an�ptuxh ploÔ-
siac jewrÐac kai apotelesmatik¸n teqnik¸n. Epomènwc, dedomènhc thc makro-
qrìniac exèlixhc kai beltÐwshc thc ereunhtik c melèthc ston tomèa thc epex-
ergasÐac eikìnwn den up�rqei megalÔterh phg  gn¸shc kai empeirÐac, an jèlei
kaneÐc na epektajeÐ se nèec perioqèc kai na kalÔyei tic sÔgqronec an�gkec.

Lìgw thc polumorfÐac tou trìpou parousÐashc kai anapar�stashc thc
plhroforÐac stic mèrec mac,kaloÔmaste na anaptÔxoume mejìdouc se ìso to
dunatì pio afairetikèc kai genikèc domèc me ìso to dunatì ligìterouc perioris-
moÔc sqetik� me thn montelopoÐhsh. Meg�lo mèroc twn sÔgqronwn anagk¸n,
efarmog¸n kai diadikasi¸n mporeÐ na parastajeÐ se gr�fouc, pou apoteloÔn
thn plèon afairetik  kai genik  dom . 'Etsi, loipìn, krÐnetai skìpimh h an�p-
tuxh mejìdwn gia thn apeujeÐac epexergasÐa thc plhroforÐac ston tìpo oris-
moÔ thc, ton gr�fo, o opoÐoc apokt� ìlo kai megalÔterec diast�seic kai epek-
teÐnetai se tìso meg�lo bajmì pou proseggÐzei to ìrio tou suneqoÔc.

To gegonìc autì, se sunduasmì me thn plhj¸ra, ìpwc anafèrjhke, jew-
ri¸n kai teqnik¸n sto pedÐo thc 'Orashc Upologist¸n odhgeÐ fusik� sthn
prosp�jeia epèktashc twn parap�nw stic nèec apait seic thc mh kanonik c
-tuqaÐac dom c thc anapar�stashc. Akrib¸c autìc eÐnai kai o skopìc thc
sugkekrimènhc diplwmatik c ergasÐac, h epèktash, dhlad , uparqìntwn algo-
rÐjmwn se gr�fouc.

Sugkekrimèna, oi suneisforèc thc ergasÐac aut c sqetÐzontai afenìc
me thn epèktash tou klassikoÔ gewdaitikoÔ montèlou me epipedosÔnola se
gr�fouc proseggÐzontac met� apì sugkekrimènh sullogistik  touc suneqeÐc
ìrouc sth diakrit  mh kanonik  perÐptwsh kai afetèrou me thn genÐkeush enìc
algorÐjmou ulopoÐhshc thc gewdaitik c jewrÐac sqediasmènou apokleistik�
gia orjokanonik� plègmata sthn afhrhmènh genik  perÐptwsh tou gr�fou.
Tautìqrona, parousi�zontai kai ta antÐstoiqa stoiqeÐa upob�jrou twn antÐs-
toiqwn teqnik¸n kaj¸c kai ènac grafojewrhtikìc algìrijmoc sqediasmènoc
ex' arq c gia efarmog  se dedomèna adi�forhc - mh kanonik c {qwrik c} dom c.
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Abstract

The necessity of information processing cannot be denied. Especially
nowadays, the vast amount of information increases exponentially and the
importance of processing is getting increasing attention. Until a few years
ago, procedures of automatically processing huge amounts of data used to be
dealt only by Computer Vision oriented Scientists where the computational
restrictions and the demanding applications led to the development of signif-
icant theoretical results and efficient techniques. Thus, given the extensive
experience and the constant improvement of research on image processing
there does not exist a richer source of knowledge and experience for some-
one seeking to expand to new areas and fulfill modern needs. Diversity of
the representation and aspects of information nowadays, requires from the
scientists to develop methods as general and subtractive as possible with the
minimum number of constraints regarding modeling and processing. The
biggest portion of todays’ needs, applications and procedures can be mod-
eled on graphs, structures that constitute the most general structure there
exists. Consequently, there is an urgent need for the development of methods
for processing information where it is ’born’, on a graph, whose dimension is
growing fast and expands in such a degree that approaches the continuous
space.

The above, combined with the abundance , as mentioned of theories and
techniques of Computer Vision has led naturally to the effort of expanding
the prior work to the new demands of non-normal/random structure of rep-
resentation. Exactly this is the goal of this thesis , that is the expansion of
existing algorithms on graphs.

Specifically, the contribution of this thesis relate firstly with the expansion
of the classical geodesic model implemented with level sets on graphs approx-
imating, given a strict reasoning , the continuous terms to the discrete non
canonical case and secondly with the generalization of an algorithm which
implements the geodesic theory , which has been designed originally for the
rectangular grid , to the general graph case. Simultaneously , the necessary
background knowledge is presented together with a graph-theoretic algorithm
designed originally to be applied on graph data.

keywords: geodesic active contours-random walk segmentation-
graph morphology-graph cuts-geocuts-vector caalculus on graphs-graph
segmentation-geocuts on graphs-digital curvature estimation-partial differ-
ence equations on graphs-energy minimization on graphs
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Kef�laio 1

Eisagwg 

1.1 Anagkaiìthta epexergasÐac dedomèn-

wn se gr�fouc

’Knowing a great deal is not the same as being smart; intelligence is not

information alone but also judgment, the manner in which information is

collected and used’

Carl Sagan

H ènnoia thc plhroforÐac èqei apokt sei kajoristik  shmasÐa sth shmer-
in  epoq . Tautìqrona, h exèlixh nèwn efarmog¸n, susthm�twn kai mejìdwn
kaj¸c kai h dramatik  aÔxhsh thc poluplokìthtac kai twn diast�sewn twn
uparqìntwn odhgeÐ sthn anagkaiìthta epexergasÐac oloèna kai megalÔter-
ou ìgkou dedomènwn gia thn exagwg  sumperasm�twn. KrÐnetai, loipìn, a-
paraÐthth h an�ptuxh algorÐjmwn kai mejìdwn, pou den apaitoÔn thn parèm-
bash tou anjr¸pinou par�gonta, gia thn automatopoihmènh, susthmatik  kai
apotelesmatik  epexergasÐa twn en lìgw plhrofori¸n.

Epiplèon, h polumorfÐa tou pedÐou efarmog¸n kai proèleushc tou ìgkou
twn plhrofori¸n kajist� adÔnath th montelopoÐhs  touc me susthmatikì
kai {kanonikì} trìpo kaj¸c, paradeqìmenoi thn kanonikìthta, af noume
anekmet�lleutec shmantikèc idiaiterìthtec   ephrazìmaste dusmen¸c apì tic
adunamÐec thc ek�stote efarmog c. An kai ja analÔsoume orismènec peript¸-
seic sth sunèqeia, dÐnoume èna par�deigma twn parap�nw. Ac jewr soume thn
perÐptwsh, ìpou èqoume sugkentrwmèna ta stoiqeÐa thc mèshc broqìptwshc

10
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gia mia qronik  perÐodo se èna sÔnolo metewrologik¸n stajm¸n se mia  peiro.
Fusik�, oi jèseic den eÐnai (kai eÐnai adÔnato na eÐnai) katanemhmènec me kanon-
ikì trìpo, gia par�deigma p�nw se èna orjokanonikì plègma. K�nontac ìmwc
mia tètoia paradoq    tropopoÐhsh ja èprepe na epistrateÔsoume teqnikèc
kai proseggÐseic (gia par�deigma parembol  twn endi�meswn tim¸n sta shmeÐa
tou plègmatoc ìpou den èqoume plhroforÐa) oi opoÐec eis�goun sf�lmata kai
poluplokìthta pou ja mporoÔsan na apofeuqjoÔn.

Gia ìlouc touc parap�nw lìgouc, kajÐstatai anagkaÐa h exagwg  teqnik¸n
epexergasÐac dedomènwn pou orÐzontai se ìso to dunatì pio afairetikèc domèc
oi opoÐec sth sunèqeia mporoÔn na exeidikeutoÔn me b�sh tic ek�stote an�gkec.
Tètoiou tÔpou domèc, oi opoÐec exuphretoÔn ìlo to f�sma twn efarmog¸n pou
mporoÔme na jewr soume, eÐnai oi gr�foi, oi majhmatikèc domèc dhlad  pou
montelopoioÔn tic sqèseic kat� zeÔgh metaxÔ antikeimènwn apì k�poia sug-
kekrimènh sullog . K�je gr�foc, me b�sh ton prohgoÔmeno orismì eÐnai èna
sÔnolo kìmbwn pou sundèontai metaxÔ touc apì èna sÔnolo akm¸n. Anafer-
ìmenoi sto prohgoÔmeno par�deigma twn metewrologik¸n stajm¸n mporoÔme
na fantastoÔme èna gr�fo, tou opoÐou oi kìmboi eÐnai oi metewrologikoÐ sta-
jmoÐ apì touc opoÐouc sugkentr¸noume tic metr seic thc broqìptwshc, en¸
tic akmèc mporoÔme, sth sugkekrimènh efarmog , na tic orÐsoume emeÐc ¸ste
na exuphretoÔn thn apotelesmatikìthta thc diadikasÐac thc epexergasÐac.

H shmasÐa twn parap�nw gÐnetai entonìterh an analogistoÔme thn eurÔth-
ta twn efarmog¸n:

∙ To pr¸to par�deigma diktÔwn me ter�stio ìgko dedomènwn, exairetik�
meg�lo arijmì kìmbwn kai emfan  thn an�gkh automatopoihmènhc epex-
ergasÐac thc plhroforÐac eÐnai ta DÐktua Upologist¸n kai ei-
dikìtera to DiadÐktuo. K�je dieÔjunsh diktÔou, k�je termatikìc
qr sthc akìma kai k�je upodÐktuo par�gei kÐnhsh dedomènwn h opoÐ-
a, afoÔ posotikopoihjeÐ, mporeÐ na uposteÐ epexergasÐa me apotèlesma
thn anÐqneush, gia par�deigma, perioq¸n me entonìterh   qamhlìterh
kÐnhsh, sumpèrasma ousiastikì gia touc diaqeiristèc   touc parìqouc
twn diktÔwn.

∙ 'Enac ragdaÐa anaptussìmenoc tomèac efarmog¸n me exairetik� meg�lh
anagkh gia taqeÐa kai apotelesmatik  epexergasÐa twn dedomènwn pou
par�gontai eÐnai ta Thlepikoinwniak� DÐktua. Qarakthristikì
par�deigma, èna dÐktuo Kinht¸n Thlepikoinwni¸n, ìpou o diaqeirist c
tou diktÔou antleÐ plhroforÐec apì k�je stajmì b�shc (BSC) sqetik�
me di�fora megèjh, ìpwc gia par�deigma to fortÐo pou exuphreteÐ se k�-
je qronik  stigm , to mèso fortÐo pou exuphreteÐ an� di�forec qronikèc
periìdouc, apì k�je kèntro metagwg c kinht¸n uphresi¸n (MSC) ton
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arijmì twn metapomp¸n apì kai proc k�je kuyèlh, oi opoÐec eÐnai, bèba-
ia, topik� prosdiorismènec kai poll� �lla megèjh qr sima gia thn om�l 
leitourgÐa kai th beltistopoÐhsh tou diktÔou.

∙ Tic teleutaÐec dekaetÐec èqei dojeÐ idiaÐterh èmfash se èna nèo tÔpo
diktÔwn ta legìmena Koinwnik� DÐktua (Social Networks). 'E-
na koinwnikì dÐktuo eÐnai mia dom  pou apoteleÐtai apì kìmbouc (oi opoÐoi
mporoÔn na anaparistoÔn �toma, organismoÔc, om�dec) pou sundèontai
me k�poiou eÐdou sqèsh ìpwc filÐa, axÐec, idèec, suggèneia, pepoij -
seic, oikonomikèc dosolhyÐec. Oi sqèseic autèc mporoÔn,antÐstoiqa, na
montelopoihjoÔn apì k�poia posotikopoihmènh tim  se k�je kìmbo tou
diktÔou autoÔ (p.q eklogikì posostì politik¸n komm�twn se k�je ek-
logikì kèntro) kai na upostoÔn epexergasÐa me idiaÐtera endiafèronta
sumper�smata.

1.2 Up�rqousa èreuna-Kentrik  Idèa

'Ena apì ta paradosiak� antikeÐmena thc 'Orashc Upologist¸n eÐnai h
anÐqneush antikeimènwn se eikìnec. Gia to skopì autì èqei anaptuqjeÐ
plhj¸ra teqnik¸n kai jewri¸n me ploÔsiec epekt�seic kai exairetik  jew-
rhtik  jemelÐwsh. Sqetik� prìsfata, me antikeÐmeno kai p�li efarmogèc
sto Ðdio pedÐo, xekÐnhse h prosèggish twn problhm�twn aut¸n me grafo-
jewrhtikèc mejìdouc. Tìso ìmwc autèc ìso kai oi kajar� paradosiakèc
mporoÔn na epektajoÔn ìpwc ja doÔme sthn paroÔsa melèth, se efarmogèc
oloklhrwtik� diaforetikèc apì autèc gia tic opoÐec sqedi�sthkanm gia thn
epexergasÐa dhlad  afhrhmènwn dedomènwn se tuqaÐouc gr�fouc. Eidik 
perÐptwsh paramènei fusik� to orjokanonikì plègma sto opoÐo eÐnai orismènh
mia sun�rthsh fwteinìthtac, all� me tic paroÔsec epekt�seic den suntrèqei
kanènac apolÔtwc lìgoc na perioristoÔme sthn kanonikìthta kai epanalhy-
imìthta thc dom c thc klassik c eikìnac.

Sto kef�laio 2 afoÔ gÐnei mia pl rhc parousÐash thc jewrÐac kai thc
exèlixhc twn klassik¸n gewdaitik¸n kampul¸n sto suneq  q¸ro kai afoÔ
exaqjoÔn oi exis¸seic thc ulopoÐhs c touc me epipedosÔnola , melet�tai h
dunatìthta thc epèktashc thc mejìdou apèujeÐac se gr�fouc proseggÐzon-
tac kat�llhla touc ìrouc twn klassik¸n exis¸sewn exèlixhc. Gia thn exag-
wg  orismènwn ek twn proseggÐsewn epistrateÔetai h jewrÐa thc morfologÐac
gr�fwn me telikì apotèlesma mia sunolik  exÐswsh diafor¸n h opoÐa mporeÐ
apujeÐac na qrhsimopoihjeÐ gia thn anÐqneush antikeimènwn p�nw se gr�fouc.

Sto kef�laio 3 parousi�zetai mÐa �mesa ulopoi simh teqnik  anÐqneushc
antikeimènwn se eikìnec, sÔmfwna me thn opoÐa ìmwc, to upì melèth prìblhma
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eÐnai apeujeÐac orismèno se gr�fouc. Sugkekrimèna prìkeitai gia èna prìblh-
ma pollapl c kathgoriopoÐhshc kai an�jeshc {etiket¸n} stouc kìmbouc me
b�sh thn {eggÔtht�} touc wc proc orismènouc apì to qr sth kìmbouc me
gnwst  tautìthta.

Sto kef�laio 4 met� apì mÐa sÔntomh eisagwg  sth jewrÐa twn grafo-
tom¸n, thn plèon aneptugmènh grafojewrhtik  teqnik  sta jèmata pou
meletoÔme me exairetik  epektasimìthta kai prosarmosimìthta se paradosi-
ak� probl mata lìgw thc genikìthtac thc efarmog c thc (sunduastik 
beltistopoÐhsh). Sto kef�laio autì ja epekteÐnoume se gr�fouc mia idèa
pou èqei anaptuqjeÐ gia eikìnec se prjokanonikì plègma kai ulopoieÐ me ar-
ket�, gia ta dedomèna thc diakrit e fÔshc twn problhm�twn, meg�lh akrÐbeia
th jewrÐa twn gewdaitik¸n energ¸n kampul¸n.

Tèloc sto suntomìtato kef�laio 5 dÐnetai par�deigma efarmog c twn para-
p�nw teqnik¸n se pragmatik� metewrologik� dedomèna.



Kef�laio 2

Proseggistikèc gewdaitikèc
kampÔlec se gr�fouc

2.1 Energèc KampÔlec - Suneq c

perÐptwsh

2.1.1 Eisagwgik� stoiqeÐa

Apì thn prwtìtuph doulei� twn Kass, Witkin kai Terzopoulos [1] idiaÐter-
h ereunhtik  èmfash èqei dojeÐ sta montèla energ¸n kampul¸n (gnwst� kai
wc {fÐdia} ) gia thn anÐqneush perigramm�twn kai ton temaqismì se eikìnec.
H klassik  prosèggish basÐzetai sthn stadiak  alloÐwsh tou sq matoc kai
thc topologÐac miac arqik c kampÔlhc proc to sÔnoro tou antikeimènou pou
jèloume na aniqneujeÐ. Aut  h metabol  thc morf c thc kampÔlhc prokÔptei
apì thn elaqistopoÐhsh enìc sunarthsiakoÔ pou sqedi�zetai ¸ste to ek�s-
tote topikì el�qisto na epitugq�netai sto sÔnoro tou antikeimènou-stìqou.
To sunarthsiakì enèrgeiac pou anafèrjhke, apoteleÐtai ousiastik� apì dÔo
ìrouc, ek twn opoÐwn o ènac elègqei thn omalìthta thc kampÔlhc, en¸ o �lloc
èlkei thn kampÔlh proc to epijumhtì sÔnoro.

H akrib c elaqistopoÐhsh tou en lìgw sunarthsiakoÔ den epitrèpei al-
lagèc sthn topologÐa thc exelissìmenhc kampÔlhc kai, epomènwc, h topologÐ-
a thc telik c kampÔlhc, h opoÐa kai elaqistopoieÐ to sunarthsiakì, ja eÐnai
ìmoia me thc arqik c, me exaÐresh k�poiec exeidikeumènec taktikèc kai euris-
tikèc ( [2], [3], [4]) ìpou aniqneÔontai ek twn protèrwn pijanèc topologikèc
metabolèc. To meionèkthma autì dhmiourgeÐ prìblhma, ìtan ènac �gnwstoc
arijmìc antikeimènwn ja prèpei na aniqneujeÐ tautìqrona.

Sqetik� prìsfata, nèa gewmetrik� montèla gia tic energèc kam-
pÔlec,empneusmèna apì thn kainotomik  mejodologÐa twn epipedosunìlwn gia

14
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thn exèlixh kampul¸n (textlatinOsher&Sethian 1988), prot�jhkan tautì-
qrona apì touc Malladi,Sethian [6] kai Caselles et al. [5] basismèna sth
jewrÐa thc exèlixhc kampul¸n kai twn gewmetrik¸n ro¸n. Se aut� ta nèa
montèla energ¸n kampul¸n, h kampÔlh all�zei morf  upì thn epÐdrash miac
taqÔthtac h opoÐa perilamb�nei epÐshc dÔo ìrouc, ènan pou sqetÐzetai me thn
kanonikìthta thc kampÔlhc kai ènan pou surrikn¸nei   diastèllei thn kam-
pÔlh proc to epijumhtì sÔnoro. To telikì montèlo dÐnetai apì mia èkfrash
gewmetrik c ro c (Merik  Diaforik  ExÐswsh) pou basÐzetai sthn kÐnhsh upì
thn epÐdrash thc kampulìthtac thc Ðdiac thc kampÔlhc. Me ton trìpo autì
, perissìtera antikeÐmena endiafèrontoc mporoÔn na aniqneujoÔn tautìqrona
qwrÐc thn epistr�teush exeidikeumènwn mejodologi¸n.

'Opwc ja suzht soume analutik� sth sunèqeia xekin¸ntac apì thn klas-
sik  energeiak  prosèggish mporoÔme na katal xoume sto isodÔnamo prìblh-
ma thc eÔreshc miac gewdaitik c kampÔlhc se èna q¸ro Riemann me metrikì
orismèno me b�sh thn eikìna. Epomènwc, h anÐqneush twn antikeimènwn an�ge-
tai sthn eÔresh thc kampÔlhc ekeÐnhc pou elaqistopoieÐ èna stajmismèno m koc
kai h opoÐa, an sth sunèqeia enswmatwjeÐ se mia trisdi�stath sun�rthsh wc
epipedosÔnolo, ja odhg sei sto proanaferjèn montèlo gewmetrik c ro c.

Sth sunèqeia ja exet�soume th sÔndesh metaxÔ thc twn klassik¸n -
basismènwn se elaqistopoÐhsh enèrgeiac - energ¸n kampul¸n kai twn elaqÐs-
tou m kouc kampul¸n se èna q¸ro Riemann pou sun�getai apì thn eikìna kai
ja ex�goume th Merik  Diaforik  exÐswsh pou dièpei thn kÐnhsh twn energ¸n
kampul¸n kai belti¸nei ta progenèstera montèla.

2.1.2 Energèc kampÔlec pou basÐzontai sthn e-
laqistopoÐhsh enèrgeiac

'Estw C(q) : [0, 1] → R2 mia parametropoihmènh epÐpedh kampÔlh kai èstw
I : [0, a] × [0, b] → R+ h eikìna apì thn opoÐa epijumoÔme na ex�goume ta
antikeÐmena. H klassik  energeiak  prosèggish [1] sqetÐzei thn ek�stote
kampÔlh C me to energeiakì:

E(C) = �

∫ 1

0

∣C ′(q)∣ dq+�

∫ 1

0

∣C ′′(q)∣ dq−�
∫ 1

0

∣∇I(C(q))∣ dq a, b, l ≥ 0

(2.1)
Oi pr¸toi dÔo ìroi elègqoun thn omalìthta thc kampÔlhc en¸ o trÐtoc ìroc

eÐnai upeÔjunoc gia thn èlxh thc kampÔlhc proc to antikeÐmeno. H epÐlush
tou probl matoc afor� sthn eÔresh thc kampÔlhc ekeÐnhc h opoÐa topik�  
olik� elaqistopoieÐ to parap�nw sunarthsiakì. 'Opwc anafèrjhke kai pro-
hgoumènwc, h Ðdia h morf  tou sunarthsiakoÔ den epitrèpei thn anÐqneush
perissotèrwn apì èna antikeimènwn, kaj¸c h elaqistopoÐhsh ja l�bei q¸ra
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se mia kampÔlh h opoÐa, lìgw twn ìrwn omalìthtac, ja prosidi�zei peris-
sìtero me mia sunektik  k�luyh tou q¸rou twn epimèrouc antikeimènwn. 'Ena
akìma z thma, to opoÐo tÐjetai, sqetÐzetai me thn epilog  twn paramètrwn pou
parousi�zontai sthn parap�nw èkfrash (2.1) .

Exet�zoume eidik� thn perÐptwsh gia thn opoÐa � = 0 , qalar¸nontac ètsi
thn apaÐths  mac sqetik� me thn omalìthta thc kampÔlhc. H paradoq  aut 
gÐnetai pr¸ton, epeid  mèsw aut c ja odhghjoÔme sth sÔndesh me to gew-
daitikì montèlo kai deÔteron, giatÐ h parousÐa mìno tou pr¸tou ìrou, o opoÐoc,
ìpwc ja faneÐ, sundèetai �mesa me thn kÐnhsh Ôpì thn epÐdrash thc Ðdiac kam-
pulìthtac, arkeÐ gia na exasfalÐsei arket� omalì apotèlesma([7],[8],[9]). Me
ton trìpo autì h exÐswsh (2.1) an�getai sthn:

E(C) = �

∫ 1

0

∣C ′(q)∣2 dq − �
∫ 1

0

∣∇I(C(q))∣ dq a, l ≥ 0 (2.2)

H parap�nw sqèsh prèpei na emploutisteÐ peraitèrw me ton ex c trìpo:
'Estw g : [0 + ∞] → R+ mia austhr� fjÐnousa sun�rthsh me g(r) →
0 kaj¸cr → ∞ h opoÐa ja antikatast sei ton trÐto ìro ¸ste na d¸sei
megalÔterh èmfash stic akmèc me ton ex c trìpo:

E(C) = �

∫ 1

0

∣C ′(q)∣2 dq − �
∫ 1

0

g(∇I(C(q))∣) dq a, l ≥ 0 (2.3)

Sto shmeÐo autì gÐnetai idiaÐtera emfan c h adunamÐa thc mejìdou pou
prokaleÐtai apì thn parametropoÐhsh thc kampÔlhc h opoÐa den sqetÐzetai
oÔte me th gewmetrÐa thc kampÔlhc, oÔte me tic proc anÐqneush akmèc, all�
par' ìla aut� ephre�zei ousiastik� thn èkfrash tou sunarthsiakoÔ. Gia tou
lìgou to alhjèc, an orÐsoume mia nèa parametropoÐhsh thc kampÔlhc mèsw
thc q = z(r) z : [c, d]→ [0, 1] ja èqoume:∫ 1

0

∣C ′(q)∣2 dq =

∫ d

c

∣(C ∘ z)′(r)∣2(z′(r))−1 dr

∫ 1

0

g(∇I(C(q))∣) dq =

∫ d

c

g(∣∇I(C ∘ z(r)(q))∣) dq

dhlad  h enèrgeia all�zei an�loga me thn parametropoÐhsh, meionèkthma,
to opoÐo prèpei na lujeÐ me th nèa prosèggish.
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2.1.3 To gewdaitikì montèlo

Stìqoc aut c thc paragr�fou eÐnai h skiagr�fhsh thc apìdeixhc sqetik� me
to ìti h kampÔlh h opoÐa elaqistopoieÐ to parap�nw sunarthsiakì enèrgeiac
mporeÐ na ekfrasteÐ ¸c mia gewdaitik  kampÔlh se èna q¸ro Riemann pou
orÐzetai apì thn eikìna. Me ton ìro gewdaitik  kampÔlh ennooÔme th sÔndesh
dÔo shmeÐwn me el�qisth, topik� apìstash wc proc k�poio metrikì.

An orÐsoume :

U(C) := −�g(∣∇I(C ∘ z(r)(q))∣) (2.4)

kai jèsoume a = m/2 ja èqoume:

E(C) =

∫ 1

0

L(C(q)) dq, (2.5)

ìpou

L(C) =
m

2
∣C ′∣2 − U(C)

Sto shmeÐo autì prèpei na epikalestoÔme dÔo endiafèronta shmeÐa tou [10]
ap�opou prokÔptei ìti: h Hamiltonian tou probl matoc eÐnai

H =
p2

2m
+ U(C) p := mC ′2

kai to ex c je¸rhma:

Maupertuis’ Principle 1 Oi kampÔlec C(q) ston EukleÐdio q¸ro oi opoÐec
eÐnai oriakès(me thn ènnoia thc elaqistopoÐhshshc) wc proc th Hamiltonian

H = p2

2m
+ U(C) p := mC ′2 kai èqoun dedomèno epÐpedo enèrgeiac (isqÔei h

diat rhsh thc enèrgeiac) eÐnai gewdaitikèc me mh fusik  par�metro wc proc
to nèo metrikì:

gij = 2m(Eo− U(C))�ij (2.6)

Mèsw twn parap�nw loipìn mporoÔme na exhg soume p¸c kai me poiec
proupojèseic èna prìblhma elaqistopoÐhshc enèrgeiac isodunameÐ me thn
eÔresh miac gewdaitik c kampÔlhc se èna q¸ro Riemann dhlad  pìte h
epÐlush tou arqikoÔ probl matoc eÐnai mia kampÔlh el�qisthc {barutik c
apìstashc} metaxÔ dÔo shmeÐwn. H apìstash plèon, ìpwc thn anafèroume,
eÐnai me b�sh to nèo orismèno metrikì gij.

Epomènwc mporoÔme na poÔme ìti to arqikì mac prìblhma eÐnai isodÔnamo
me to

E =

∫ 1

0

√
gijC ′iC

′
j dq = =

∫ 1

0

√
g11C ′21 + 2g12C ′1C

′
2 + g22C ′22 dq (2.7)
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ìpou gij prokÔptei apì thn exÐswsh (2.6)
Blèpoume loipìn ìti sto nèo mac prìblhma up�rqei mia par�metroc, h

enèrgeia Eo, thc opoÐac h {aprosdioristÐa} anaparist� thn eleujerÐa epilog -
c twn paramètrwn �/� kai thc parametropoÐhshc thc kampÔlhc. Mia fusik 
epilog  thc enèrgeiac Eo ìpwc exhgeÐtai sto [11] eÐnai h Eo=0 me apotèlesma
gij = 2m�g(∣∇I(C(q))∣)2�ij, gegonìc pou odhgeÐ sth graf  thc (2.7) wc ex c:

E =

∫ 1

0

g(∣∇I(C(q))∣)∣C ′(q)∣ dq (2.8)

Dedomènou ìti ∣C ′(q)∣dq = ds h (2.8) gr�fetai:

LR =

∫ 1

0

g(∣∇I(C(q))∣)∣C ′(q)∣ dq

=

∫ L(C)

0

g(∣∇I(C(q))∣) ds (2.9)

SugkrÐnontac thn parap�nw exÐswsh me ton klassikì EukleÐdio orismì tou
m kouc miac kampÔlhc L =

∮
ds parathroÔme ìti to nèo metrikì prokÔptei,

an anajèsoume se k�je stoiqei¸dec m koc ds èna b�roc pou prokÔptei apì
thn eikìna. H elaqistopoÐhsh tou parap�nw sunarthsiakoÔ LR ja gÐnei me
th mèjodo thc plèon apìtomhc kat�bashc (steepest descent) kai tic exis¸seic
Euler-Lagrange.

2.1.4 Exagwg  exis¸sewn kÐnhshc me Euler-
Lagrange

'Estw to sunarthsiakì:

LR(C) =

∫ 1

0

g(C(t, q))∣Cq(t, q)∣ dq

kai èstw mia mikr  diataraq  C miac arqik c kampÔlhc Co:

C : (−�, �)× [0, 1]→ (R)2

(t, q)→ C(t, q)

C(0, q) ≡ Co

Tìte:
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d

dt
LR(C(t)) =

∫ 1

0

d

dt
g(C(t, q))∣Cq(t, q)∣ dq +

∫ 1

0

g(C(t, q))
d

dt
∣Cq(t, q)∣ dq

=

∫ 1

0

(∇g(C(t, q)) ⋅ Ct(t, q))∣C(t, q)∣dq +

∫ 1

0

g(C(t, q))(T⃗ (t, q) ∗ Ctq(t, q)) dq

=

∫ 1

0

(∇g(C(t, q)) ⋅ Ct(t, q))∣C(t, q)∣dq −
∫ 1

0

(g(C(t, q))T⃗ (t, q))q ∗ Ct(t, q)) dq

=

∫ 1

0

[(∇g(C(t, q)) ⋅ Ct(t, q)∣Cq(t, q)∣ − (∇g(C(t, q)) ⋅ Cq(t, q))

(T⃗ (t, q) ∗ Ct(t, q))− g(C(t, q))T⃗q(t, q) ⋅ Ct(t, q)] dq

=

∫ 1

0

[(∇g(C(t, q)) ⋅ Ct(t, q)− (∇g(C(t, q)) ⋅ Cs(t, q))

(T⃗ (t, q) ⋅ Ct(t, q)))∣Cq(t, q)∣ − g(C(t, q))T⃗q(t, q) ⋅ Ct(t, q)] dq

Sthn parap�nw allhlouqÐa qrhsimopoieÐtai paragontik  olokl rwsh kai
ekmet�lleush tou gegonìtoc ìti h kampÔlh eÐnai kleist . All�zontac thn
parametropoÐhsh kai metatrèpont�c thn wc proc to m koc thc kampÔlh-
c,afair¸ntac gia lìgouc aplìthtac ta orÐsmata (t, s) kai dedomènou ìti,

T⃗q = T⃗s∣Cq∣ ja èqoume :

d

dt
LR(C(t)) =

∫ L(C(t))

0

[∇g(C)− (∇g(C)− (∇g(C)T⃗ )T⃗ − g(C)T⃗s] ⋅ Ctds

An jèsoume t = to:

d

dt
LR(C(t))∣t=0 =

∫ L(Co)

0

[∇g(Co)−(∇g(Co)−(∇g(Co)T⃗ )T⃗−g(Co)T⃗s]⋅Ct(0)ds

(2.10)
Apì ton orismì ìmwc thc kampulìthtac isqÔei ìti:

T⃗s = �N⃗, N⃗ ⊥ C (2.11)

Sundu�zontac tic (2.10) kai(2.11) prokÔptei:

d

dt
LR(C(t))∣t=0 =

∫ L(Co)

0

[∇g(Co)− (∇g(Co) ⋅ T⃗ )T⃗ − g(Co)k⃗(N)]Ct(0) ds

(2.12)

=

∫ L(Co)

0

[(∇g(Co) ⋅ N⃗)N⃗ − g(Co)�N⃗ ]Ct(0) ds (2.13)
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H parap�nw èkfrash dÐnei thn par�gwgo Gateaux kai, sÔmfwna me th
mejodologÐa thc plèon apìtomhc kat�bashc, prokeimènou na sundèsoume thn
arqik  kampÔlh me èna topikì el�qisto tou sunarthsiakoÔ, ja prèpei na lÔ-
soume thn exÐswsh exèlixhc:

Ct = g(C) ⋅ � ⋅ N⃗ − (∇g(C) ⋅ N⃗) ⋅ N⃗ (2.14)

2.1.5 UlopoÐhsh me epipedosÔnola

H ulopoÐhsh thc mejodologÐac twn gewdaitik¸n kampul¸n me epipedosÔnola
xekÐnhse apì touc Osher kai Sethian ([12],[13]). Me b�sh aut  thn prosèggish
h kampÔlh jewreÐtai epipedosÔnolo miac sun�rthshshc u : [a, b]× [0b]→ (R).
Me �lla lìgia h kampÔlh C tautÐzetai me ta shmeÐa gia ta opoÐa isqÔei u =
cnst. EÐnai profanèc ìti to suntriptikì pleonèkthma thc idèac aut c eÐnai tìso
h anexarthsÐa apì thn parametropoÐhsh thc kampÔlhc, h opoÐa, ìpwc eÐdame,
dhmiourgeÐ meg�lh aujairesÐa, all� kurÐwc eÐnai topologik� {eleÔjero} se
sqèsh me thn arqik  kampÔlh kaj¸c h periorismènh topologÐa tou mhdenikoÔ
epipedosunìlou den ephre�zei thn topologÐa thc sun�rthshc u([12],[13]).

Sunep¸c apì thn exÐswsh (2.14) mporoÔme na odhghjoÔme sthn Merik 
Diaforik  ExÐswsh pou dièpei thn exèlixh thc sun�rthshc u. Ac jewr soume
arqik� ìti h kampÔlh kineÐtai me b�sh thn:

C⃗t = �N⃗

Ac jewr soume ìti h sun�rthsh u eÐnai arnhtik  sto eswterikì thc
kampÔlhc u kai arnhtik  sto exwterikì (gia par�deigma mia proshmasmènh
sun�rthsh apìstashc). EpÐshc orÐzoume to mhdenikì epipedosÔnolo wc:

Γ(t) = {(x, y) ∈ R2 : u(x, y, t) = 0}

Stìqoc eÐnai na brejeÐ o nìmoc exèlixhc thc u ¸ste h kampÔlh C(t) na
paramènei to mhdenikì epipedosÔnolo Γ(t). ParagwgÐzontac, loipìn, ton para-
p�nw orismì lamb�noume

∇u ⋅ Ct + ut = 0

Tautìqrona ìmwc isqÔei :

∇u
∣∇u∣

= −N⃗

Sundu�zontac ta parap�nw apotelèsmata prokÔptei ìti :

ut = �∣∇u∣ (2.15)
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GenikeÔontac polÔ apl� thn (2.15) gia to prìblhma twn gewdaitik¸n en-
erg¸n kampul¸n (2.14) katal goume sthn ex c Merik  Diaforik  ExÐswsh:

∂u

∂t
= ∣∇u∣ ⋅ div

(
g(I)

∇u
∣∇u∣

)
(2.16)

= g(I)∣∇u∣ ⋅ div
(
∇u
∣∇u∣

)
+∇g(I) ⋅ ∇u

= g(I)∣∇u∣�+∇g(I) ⋅ ∇u

Kat� thn exagwg  thc parap�nw sqèshc qrhsimopoi jhke ìti:

� = div

(
∇u
∣∇u∣

)
(2.17)

Apì polloÔc suggrafeÐc ([14],[15],[11],[16],[17]) proteÐnetai mia peraitèrw
tropopoÐhsh thc teleutaÐac exÐswshc wc ex c

∂u

∂t
= g(I)∣∇u∣(�+ c) +∇g(I) ⋅ ∇u, c ≥ 0 (2.18)

Ac analÔsoume touc ìrouc pou proèkuyan xeqwrist�:

∙ O ìroc g(I)∣∇u∣� antistoiqeÐ se kÐnhsh thc kampÔlhc, C⃗t = �N⃗ , h opoÐa
antistoiqeÐ sthn {EuklÐdeia ro  jermìthtac} kai exasfalÐzei thn oma-
lìthta thc kampÔlhc kaj¸c kai thn poreÐa proc surrÐknwsh. Ed¸ m�l-
ista epibebai¸netai h upìjesh pou ègine sthn prohgoÔmenh par�grafo,
ìpou jewr jhke arketìc o ènac mìno ìroc omalìthtac (� = 0).

∙ O ìroc c × g(I)∣∇u∣ antistoiqeÐ se kÐnhsh thc kampÔlhc C⃗t = cN⃗ kai
onom�zetai dÔnamh mpalonioÔ. H dÔnamh aut  teÐnei na diasteÐlei thn
kampÔlh kai ègine emfan c h anagkaiìtht� thc, lìgw thc adunamÐac
tou arqikoÔ montèlou na entopÐsei mh sunektik� qwrÐa xekin¸ntac apì
sunektikèc kampÔlec. Sumperasmatik�, loipìn, oi dÔo pr¸toi ìroi anti-
stoiqoÔn sthn eswterik  enèrgeia tou prwtarqikoÔ montèlou.

∙ O ìroc ∇g(I) ⋅ ∇u sqetÐzetai me thn eikìna kai eÐnai gnwstìc kai wc
dÔnamh elathrÐou. Autìc èlkei thn kampÔlh proc to ìrio twn antikeimèn-
wn kai dÐnei stajerìthta sto montèlo kaj¸c, qwrÐc autìn, h exèlixh ja
stamatoÔse mìno ìtan g=0. K�ti tètoio ìmwc sumbaÐnei mìno se mi-
a idanik  akm . Qarakthristik  apeikìnish tou rìlou tou ìrou autoÔ
gÐnetai sthn eikìna 2.1.
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Sq ma 2.1: Gewmetrik  apeikìnish thc dÔnamhc elathrÐou.(a)H arqik  eikìna
me akmèc (b)H exom�lunsh thc arqik c eikìnac (g) H dÔnamh epanafor�c pou
odhgeÐ thn kampÔlh stic koil�dec. H eikìna el fjh apì to [11]

Tèloc idiaÐterh shmasÐa èqei h epilog  thc sun�rthshc anÐqneushc ak-
m¸n g. 'Ewc t¸ra, o monadikìc periorismìc eÐnai na eÐnai h g mÐa fjÐnousa
sun�rthsh me g(r)→ 0 kaj¸cr →∞. Di�forec ekdoqèc èqoun protajeÐ apì
touc suggrafeÐc me qarakthristikèc peript¸seic tic ex c:

g =
1

1 + ∣∇I�∣p
(2.19)

pou prot�jhke apì touc Caselles kai Malladi kai:

g =
1(

1 + ∣∇I� ∣2
�2

) (2.20)

apì touc Perona kai Malik. Stic parap�nw exis¸seic

I� = I ∗G� (2.21)

G� =
1

2��2
exp

(
−x

2 + y2

2�2

)
(2.22)

ìpou me ∗ sumbolÐzoume th sunèlixh.
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Sq ma 2.2: Apl  efarmog  thc mejodologÐac twn energ¸n kampul¸n kai
apìdeixh thc anoq e thc mejìdou twn epipedosunìlwn se allagèc sthn
topologÐa

Stic parak�tw eikìnec parousi�zetai èmprakta h apotelesmatikìthta thc
mejìdou kai ta pleonekt mata pou parousi�zei, ìpwc gia par�deigma, h anoq 
se topologikèc allagèc kai sto jìrubo. H arqik  eikìna apeikonÐzetai sto
aristerì tm ma thc eikìnac en¸ h tèlik  jèsh thc energooÔ kampÔlhc sto
dexiì.

2.2 Energèc kampÔlec se gr�fouc

Ta exairetik� apotelèsmata thc mejodologÐac twn gewdaitik¸n energ¸n kam-
pul¸n wc epipedosÔnola, sthn anÐqneush akm¸n kai antikeimènwn, h anoq  se
topologikèc metabolèc se sqèsh me thn arqikopoÐhsh tou probl matoc all�
kai h genikìthta thc exagwg c twn antistoÐqwn exis¸sewn, pou dièpoun thn
exèlix  touc, mac od ghsan sthn prosp�jeia efarmog c twn parap�nw ide¸n
se aujaÐretec domèc dedomènwn, se gr�fouc. AnazhtoÔme loipìn trìpouc an-
tistoÐqishc twn megej¸n kai twn telest¸n thc suneqoÔc perÐptwshc   thc
exanthlhtik� melethmènhc perÐptwshc tou orjokanonikoÔ plègmatoc ([18]) me
th genik  perÐptwsh dedomènwn orismènwn se tuqaÐouc mh kanonikoÔc gr�fouc.

Arqik� ja melet soume thn prosèggish thc kÐnhshc upì stajer  taqÔthta
eis�gontac orismèna stoiqeÐa sqetik� me morfologikoÔc telestèc se gr�fouc
kai sugkrÐnontac me tic antÐstoiqec peript¸seic sth suneq    orjokanonik 
perÐptwsh. Me ton trìpo autì ja katal xoume se mia pr¸th morf  thc exÐsw-
shc diafor¸n pou ja dièpei thn exèlixh twn epipedosunìlwn se gr�fouc.
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Sq ma 2.3: Arqik  eikìna MRI sthn opoÐa prèpei na entopisteÐ o ìgkoc.
Qarakthristikì eÐnai ìti o sugkekrimènoc ìgkoc , gnwstìc kai wc akoustikì
neurÐnwma, èqei mia trigwnik  proèktash sto p�nw aristerì tm ma tou

t

Sq ma 2.4: AnÐqneush tou ìgkou thc eikìnac 2.3 me th mèjodo twn gew-
daitik¸n energ¸n kamphl¸n. Qarakthristikì eÐnai m�lista ìti, par� th di-
afor� thc metabol c thc fwteinìthtac, kat� m koc thc akm c lìgw tou ìrou
∇g ⋅ ∇I aniqneÔetai kai to trigwnikì tm ma.
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Sth sunèqeia, ja proseggÐsoume kai ta upìloipa megèjh pou summetèqoun
sthn (2.18) ¸ste na katal xoume se mÐa sunolik  exÐswsh diafor¸n thn opoÐa
kai ja qrhsimopoi soume gia thn anÐqneush perioq¸n (clusters) se gr�fouc.

2.2.1 KÐnhsh stajer c taqÔthtac

Merik  diaforik  exÐswsh gia dilation-erosion

Ta parak�tw proèrqontai apì to [19]
Arqik� ac jumhjoÔme ton orismì tou dilation enìc sunìlou Q apì èna

domikì stoiqeÐo B:

X ⊕B =
∪
y∈B

X+y (2.23)

An antikatast soume to sÔnolo Q me to s ma f(x) kai thn ènwsh
∪

me
to supremum ∨ ja l�boume ton telest :

(f ⊕B)(x) =
⋁
y∈B

f(x− y) (2.24)

Sto shmeÐo autì ac orÐsoume to epipedosÔnolo Xv(f) miac sun�rthshc
f : E → R:

Xv(f) = {u ∈ E : f(u) ≥ v}, −∞ ≤ v ≥ ∞ (2.25)

Me b�sh touc dÔo parap�nw orismoÔc apodeiknÔontai ta ex c sumper�s-
mata:

O telest c (2.23) par�gei mèsw thc mèsw thc upèrjeshc katwflÐou ton telest  (2.25)

sup{v : x ∈ Xv(f)⊕B} = sup{v : B+x ∩Xv(f) ∕= ⊘}
sup{v : ∃b ∈ Bs.t.f(x− b) ≥ v} = sup{f(x− b), b ∈ B} = (f ⊕B)(x)

Xv(f)⊕B = Xv(f ⊕B)

X = Xv(f)⊕B = {x+b : f(x) ≥ r, b ∈ B} = {z : f(z−b) ≥ r, gia k�poio b ∈ B}

Y = Xv(f ⊕B) = {z : f ⊕B(z) ≥ r} = {z :
⋁
b∈B

{f(z − b)} ≥ r}

Profan¸c an z ∈ X tìte kai z ∈ U , dhlad  Q ⊆ Y . Apì thn �llh e�n
z ∈ Y tìte prokeimènou z ∈ X prèpei eÐte to B na eÐnai peperasmèno eÐte h f
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na eÐnai �nw hmisuneq c sun�rthsh kai to B sumpagèc. O pr¸toc periorismìc
kalÔptei ìlec tic peript¸seic pou ja sunant soume se aut  th melèth.

Me b�sh ta parap�nw mporeÐ na prokÔyei h Merik  Diaforik  ExÐsw-
sh pou dièpei thn pollapl c klÐmakac dilation   erosion enìc s -
matos(Brockett&Maragos[20]). Gia na orÐsoume thn pollapl c klÐmakac di-
lation   erosion orÐzoume thn ks(x) := sk(x/s), s > 0, ìpou k(x) h domik 
sun�rthsh kai s h par�metroc thc klÐmakac. Me b�sh autì ton orismì
prokÔptei ìti kai to qwrÐo sto opoÐo h ks(x) orÐzetai, ja eÐnai mia klimak-
wmènh èkdosh tou antÐstoiqou thc k(x). Me �lla lìgia :

Spt(ks) = sSpt(k) = sB = {sb : b ∈ B}

Epomènwc h antÐstoiqh pollapl c klÐmakac dilation mporeÐ na oristeÐ wc
:

�(x, s) = (f ⊕ ks)(x) =
⋁
a∈sB

{f(x− a) + sk(a/s)} (2.26)

Autì pou mac endiafèrei gia thn an�lus  mac eÐnai h par�gwgoc thc (2.26)
wc proc thn klÐmaka:

∂�

∂s
(x, s) = lim

r→0

�(x, s+ r)− �(x, s)
r

Lìgw ìmwc thc kurtìthtac tou B (Matheron, 1975) prokÔptei to
sumpèrasma ìti �(x, s+ r) = �(x, s)⊕ kr(x), me apotèlesma:

∂�

∂s
(x, s) = lim

r→0

supa∈rB{�(x+ a, s) + rk(a/r)} − �(x, s)
r

(2.27)

Sthn eidik  perÐptwsh ìpou jewroÔme B = {(a, b) : a2 + b2 ≤ 1}(disk)
tìte (Brockett&Maragos[20]) isqÔei:

∂�

∂s
(x, s) = ∣∣∇�∣∣2 =

√
∣∂�
∂x
∣2 + ∣∂�

∂y
∣2 (2.28)

An jumhjoÔme thn exÐswsh (2.18) kai xeqwrÐsoume ton ìro pou antistoiqeÐ
sthn kÐnhsh me stajer  taqÔthta, ja doÔme ìti h antÐstoiqh M.D.E. ja eÐnai
:

∂u

∂t
= ∣∇u∣

An sugkrÐnoume thn teleutaÐa me thn (2.28), tìte blèpoume ìti h kÐnhsh upì
stajer  taqÔthta isodunameÐ me to dilation tou sunìrou thc arqik c kampÔlhc
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me dÐsko aktÐnac Ðshc me to antÐstoiqo qronikì di�sthma ∂t. To sumpèrasma
autì eÐnai exairetik� shmantikì gia th melèth mac kaj¸c mac exasfalÐzei ìti,
an katal xoume se mia exÐswsh diafor¸n pou na proseggÐzei to dilation thc
kampÔlhc sto gr�fo mac, tìte h Ðdia ja perigr�fei kai thn kÐnhsh stajer c
taqÔthtac thc Ðdiac kampÔlhc. TÐjetai ìmwc to jèma thc morfologÐac kai twn
morfologik¸n telest¸n se gr�fouc. Shmantik  melèth se aut� ta jèmata
kai thn opoÐa ja parousi�soume argìtera èqei gÐnei apo touc Vincent kai
Heijmans ([21],[22]).Proc to parìn ja exet�soume mÐa prosp�jeia pou èqei
 dh pragmatopoihjeÐ :[26].

2.2.2 Mia prosp�jeia gia thn exagwg  exis¸sewn
diafor¸n gia thn kÐnhsh stajer c taqÔthtac

MÐa pr¸th prosèggish ègine apì touc Ta, Elmoataz kai Lezoray. Sunop-
tik� perigr�foume thn idèa touc. Ta parak�tw orÐzontai se èna gr�fo
G = (V,E) (paraleÐpoume ta b�rh)pou apoteleÐtai apì èna sÔnolo kìmbwn
V = {v1, v2, . . . , vn} kai èna sÔnolo akm¸n E ⊆ V ×V . MÐa akm  pou sundèei
touc kìmbouc u, v ja sumbolÐzetai uv. Tautìqrona orÐzoume mia sun�rthsh
f : V → R h opoÐa se k�je kìmbo u ∈ V anajètei thn tim  f(u).

Arqik� orÐsthkan orismènec kateujuntikèc par�gwgoi thc f ston kìmbo
u kat� m koc thc uv wc:

∂f

∂uv
∣u = f(v)− f(u)

Tautìqrona orÐzontai :

∂+
v f(u) = max(0, f(v)− f(u))

∂−v f(u) = min(0, f(v)− f(u))

Sth sunèqeia, orÐzontai orismènoi telestèc klÐshc:

∇wf(u) = (∂vf(u) : c ∼ u)′

kai
∇±wf(u) = (∂±f(u) : c ∼ u)′

(me to sÔmbolo ∼ orÐzoume th sqèsh geitnÐashc)
Me antÐstoiqo trìpo orÐsthke to mètro twn parap�nw telest¸n wc proc

th nìrma p:

∣∇±wf(u)∣p =

[∑
u∼v

∣(∂±f(u)∣p
]1/p
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Sth sunèqeia, afoÔ sumbolisteÐ me A− kai A+ to eswterikì kai to exw-
terikì antÐstoiqa enìc sunìlou A, dhlad A+ = {u ∈ Ac : ∃v ∈ A, u ∼ v}kai
A− = {u ∈ A : ∃v ∈ Ac, u ∼ v}. AkoloÔjwc orÐzontai ta epipedosÔnola thc
f wc Ak = {v ∈ V : f(v) ≥ k} .

Tèloc, afoÔ apodeiqjeÐ ìti o telest c ∣∇wf
k(u)∣p an�getai telik� ston

∣∇+
wf

k(u)∣p kai me ton isqurismì ìti ∂tfk(u) = ∣∇+fk∣p, sunep�getai, afoÔ
genikeujeÐ h prohgoÔmenh gia ìla ta epipedosÔnola, mia exÐswsh diafor¸n
pou dièpei to dilation se gr�fouc wc:

�p,t(f) := ∂tf = ∣∇+f ∣p
Ta apotelèsmata thc exÐswshc aut c se eikìnec, gia tic opoÐec kai exarq c

sqedi�sthke aut  h mejodologÐa, eÐnai exairetik�. Stic eikìnec ìmwc èqoume
thn polutèleia thc kanonikìthtac wc proc th morfologÐa. Me �lla lìgia,
mporoÔme na {eÐmaste sÐgouroi} gia th jèsh twn geitìnwn k�je kìmbou kai
tic metaxÔ touc apost�seic. Me aut  thn proôpìjesh o orismìc pou dÐnetai
gia thn klÐsh miac sun�rthshc, mimhtikìc thc suneqoÔc perÐptwshc, stereÐtai
fusik c shmasÐac, kaj¸c se mh kanonikì perib�llon, p.q. se ènan tuqaÐo
gr�fo, de dÐnei thn kateÔjunsh mègisthc metabol c thc sun�rthshc. Apì
thn �llh, me mia sullogistik  antÐstoiqh thc exagwg c thc èkfrashc thc
klÐshc se kartesianèc suntetagmènec, kai koinì b ma diataraq c proc ìlec tic
kateujÔnseic (pr�gma pou den isqÔei se tuqaÐo gr�fo) h parap�nw èkfrash
eÐnai exairetik  prosèggish me axioshmeÐwta apotelèsmata sthn epexergasÐa
eikìnac.

Gia ìlouc touc parap�nw lìgouc, prokeimènou na katal xoume se mÐa ìso
to dunatì akribèsterh kai ousiastikìterh èkfrash gia thn kÐnhsh stajer c
taqÔthtac miac kampÔlhc p�nw se gr�fouc, prèpei na exet�soume touc mor-
fologikoÔc telestèc se gr�fouc {ek genet c} kai stadiak� na katal xoume
sthn epijumht  exÐswsh diafor¸n.

2.2.3 MorfologikoÐ telestèc se gr�fouc

H majhmatik  morfologÐa eÐnai mia sunolojewrhtik  prosèggish pou anap-
tÔqjhke arqik� gia thn an�lush kai thn epexergasÐa eikìnac. JewreÐ tic
eikìnec wc sÔnola sto qwrÐo ìpou orÐzontai kai tic qeirÐzetai ¸c telestèc
se sÔnola. AntikeÐmeno eÐnai h posotik  perigraf  twn gewmetrik¸n dom¸n
kai se antÐjesh me �llec proseggÐseic (p.q Fourier) pou dÐnoun deutereÔousa
shmasÐa stic qwrikèc sqèseic metaxÔ twn stoiqeÐwn pou apoteloÔn thn eikìna
kai den dÐnoun plhroforÐec gia ta gewmetrik� qarakthristik� (p.q sq ma), h
majhmatik  morfologÐa qrhsimopoieÐ mikr�, kal� ìrismèna domik� stoiqeÐa gi-
a thn exagwg  gewmetrik¸n qarakthristik¸n.Tautìqrona, en¸ h majhmatik 
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morfologÐa anaptÔqjhke arqik� gia duadikèc eikìnec genikeÔjhke, telik�, se
opoiod pote pl rec plègma([23],[24],[25]).

Ta parap�nw stoiqeÐa kaj¸c kai to gegonìc ìti o q¸roc twn sunart sewn,
pou orÐzontai p�nw se èna gr�fo, tou opoÐou oi kìmboi qarakthrÐzontai apì
mÐa tim , isodunameÐ me mÐa eidik  morf  plègmatoc (lattice), epitrèpoun thn
efarmog  morfologik¸n telest¸n se gr�fouc. H diafor� eÐnai ìti se aut 
thn perÐptwsh to domikì stoiqeÐo eÐnai ènac domikìc gr�foc, mikrìc kai aplìc
se sqèsh me autìn pou efarmìzetai. Aut  eÐnai kai h kÔria diafor� me thn
EukleÐdia perÐptwsh, ìpou to domikì stoiqeÐo eÐnai èna sÔnolo stoiqeÐwn qwrÐc
eswterik  dom .

Sth morfologÐa gr�fwn xeqwristoÐ kìmboi enìc gr�fou sqetÐzontai
metaxÔ touc, an kai mìno e�n an koun se mia topik  jèsh (taÐriagma) tou
domikoÔ stoiqeÐou. Epomènwc, h poikilÐa twn sqèsewn geitonÐac metaxÔ twn
kìmbwn enìc gr�fou orÐzoun mia meg�lh sullog  morfologik¸n metasqh-
matism¸n, polloÐ apì touc opoÐouc èqoun profan  gewmetrik  ermhneÐ-
a (dilation,erosion,opening,closing,skeleton) k�poiouc apì touc opoÐouc ja
melet soume sth sunèqeia.

Arqik� upenjumÐzoume ton orismì enìc pl rouc plègmatoc:

Pl rec Plègma 1 'Ena pl rec plègma apoteleÐtai apì èna sÔnolo L kai
mia sqèsh merik c di�taxhc ≤ me tic akìloujec idiìthtec. Gia k�je sullog 
Xi ∈ L, i ∈ I up�rqoun dÔo stoiqeÐa X,X tètoia ¸ste:

1. gia k�je i ∈ I isqÔei X ≤ Xi ≤ X

2. Xi ≤ Y gia k�je i ∈ I sunep�getai X ≤ Y gia k�je U ∈ L

3. Z ≤ Xi gia k�je i ∈ I sunep�getai Z ≤ X,gia k�je Z ∈ L

Ta X,X onom�zontai infimum kai supremum thc sullog c Xi

O parap�nw orismìc dìjhke, gia na sun�goume ìti ta parak�tw dÔo pa-
radeÐgmata eÐnai pl rh plègmata:

∙ To dunamosÔnolo P (V ) enìc sunìlou V me th sqèsh tou uposunìlou
wc sqèsh di�taxhc kai thn ènwsh kai thn tom  wc supremum kai infimum
antÐstoiqa.

∙ O q¸roc twn sunart sewn pou apeikonÐzoun k�poio q¸ro V se èna
sÔnolo G diakrit¸n tim¸n. H monadik  apaÐthsh eÐnai to G na eÐnai
èna pl rec plègma. Autìc o q¸roc twn sunart sewn, pou sumbolÐzetai
kai wc GV , eÐnai pl rec plègma me sqèsh merik c di�taxhc thn f ≤
g if f(x) ≤ g(x)∀x ∈ G en¸ to supremum kai infimum prokÔptoun
apì to shmeÐo proc shmeÐo mègisto kai el�qisto.
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Sto shmeÐo autì prèpei na d¸soume touc ex c orismoÔc:

Erosion- se Pl rec plègma 1 Mia apeikìnish � : L → L onom�zetai
dilation, an �(

⋁
i∈I Xi) =

⋁
i∈I �(Xi)) gia k�je sullog  Xi ∈ L, i ∈ I. Mia

apeikìnish � : L → L onom�zetai erosion, an �(
⋀
i∈I(Xi)) =

⋀
i∈I �(Xi)) gia

k�je sullog  Xi ∈ L, i ∈ I.

MÐa shmantik  sqèsh metaxÔ twn dilation kai erosion eÐnai h ex c: 'Estw
d kai e dÔo apeikonÐseic se èna pl rec plègma L. To zeÔgoc (d,e) onom�zetai
.... adjunction an

�(x) ≤ Y ⇔ X ≤ �(Y )

ApodeiknÔetai ìti, arkeÐ na deiqjeÐ ìti dÔo apeikonÐseic d,e eÐnai adjunction
tìte h d eÐnai dilation kai h e erosion antÐstoiqa, sÔmfwna me ton parap�nw
orismì. ArkeÐ loipìn na orÐsoume sto pedÐo ergasÐac mac kat�llhlouc oris-
moÔc twn antÐstoiqwn apeikonÐsewn kai sth sunèqeia na deÐxoume ìti apoteloÔn
adjunction.

Apì ed¸ kai mèqri to tèloc thc paroÔsac paragr�fou me ton ìro gr�foc
ja ennooÔme ènan mh katejunìmeno kai qwrÐc pollaplèc akmèc gr�fo. Sun-
bolÐzoume to sÔnolo twn akm¸n me V = V (G) kai to sÔnolo twn kìmbwn
me E = E(G) kai gr�foume G = (V,E). MÐa akm  metaxÔ twn v, w sum-
bolÐzetai me (v, w). EpÐshc, sumbolÐzoume me Ln(G) := (f ∣G) to sÔnolo twn
sunart sewn apì to q¸ro V sto sÔnolo twn tim¸n {0, 1, . . . , n − 1}. Oi
orismoÐ pou èqoun dojeÐ aforoÔn touc epÐpedouc L2(G) duadikoÔc gr�fouc,
ìpou profan¸c isqÔei L(G) := L2(G) = P (V ). AfoÔ parousi�soume touc
orismoÔc me b�sh to [21], ja touc epekteÐnoume se poluepÐpedouc gr�fouc me
idèec parìmoiec me autèc twn epÐpedwn telest¸n pou parousi�sthkan sthn
suneq  perÐptwsh.

Domikì stoiqeÐo-Domikìc gr�foc 1 Domikìc gr�foc A eÐnai ènac
gr�foc GA = (VA, EA) me dÔo mh ken� uposÔnola BA, RA ⊆ VA pou onom�-
zontai blastoÐ kai rÐzec, antÐstoiqa. Par�deigma enìc domikoÔ stoiqeÐou dÐnetai
sto sq ma 2.5.

Sth sunèqeia prèpei na suzhthjeÐ p¸c ja oristeÐ h geitoni� enìc shmeÐou
NA(v∣G). Arqik�, ja to suzht soume poiotik� kai sth sunèqeia ja dojeÐ
formalistikìc orismìc. 'Estw v ènac kìmboc tou G. Dedomènou enìc domikoÔ
gr�fou GA mporoÔme na {tairi�xoume} to GA me k�poion upogr�fo tou G
o opoÐoc perilamb�nei to v kai me tètoio trìpo ¸ste o v na eÐnai rÐza tou
GA. Tìte ìloi oi kìmboi tou G, oi opoÐoi antistoiqoÔn se blastoÔc tou GA,
perilamb�nontai sth geitoni� tou v. Se antistoiqÐa me th suneq  perÐptwsh,
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Sq ma 2.5: Par�deigma enìc domikoÔ gr�fou me tèsseric kìmbouc a, b, c, d kai
tèsseric akmèc Oi blastoÐ epishmaÐnontai me maÔrec paqièc teleÐec en¸ oi rÐzec
me bèlh

ìpou qrhsimopoioÔntai mikr� sÔnola ¸c domik� stoiqeÐa oi rÐzec antistoiqoÔn
sta kèntra twn domik¸n sunìlwn, en¸ oi blastoÐ se ìla ta shmeÐa tou domikoÔ
sunìlou. H meg�lh diafor� apì thn klassik  morfologÐa eÐnai ìti sthn
perÐptwsh twn gr�fwn h dom  thc geitoni�c diafèrei apì kìmbo se kìmbo kai
sunep¸c ta domik� stoiqeÐa pou qrhsimopoioÔntai prèpei na upologÐzoun th
dom  kont� se k�je kìmbo. Met� apì aut  th suz thsh mporoÔme na d¸soume
ènan formalistikì orismì thc geitoni�c mazÐ me èna par�deigma.

Geitoni� 1 'Estw GA ènac domikìc gr�foc.'Estw j ènac omomorfismìc apì
to GA sto G.Tèloc èstw v ∈ V . Onom�zoume to j enswm�twsh tou A sto G
ston kìmbo v e�n v ∈ �(RA) . Tìte:

NA(v,G) =
∪
{�(BA) : j eÐnai enswm�twsh tou A sto G ston kìmbo v}

'Eqoume loipìn plèon diajèsima ìla ta ergaleÐa ¸ste na orÐsoume touc
morfologikoÔc telestèc se gr�fouc. 'Estw loipìn A to qwrÐo orismoÔ tou
domikoÔ gr�fou kai NA h antÐstoiqh sun�rthsh geitnÐashc se èna gr�fo G
Oi telestèc dilation kai erosion ja orÐzontai antÐstoiqa:

�A(X∣G) =
∪
v∈X

NA(v,G) (2.29)

�A(X∣G) = {v ∈ V : NA(v,G) ⊆ X} (2.30)

Gia na kleÐsei autì to z thma twn orism¸n kai na elegqjeÐ h orjìtht� tou-
c, ja prèpei na deÐxoume ìti ikanopoioÔn to genikì orismì. 'Opwc anafèrame,
suzhtoÔme proc to parìn gia duadikoÔc gr�fouc oi opoÐoi apoteloÔn pl rec
plègma. ArkeÐ loipìn na deÐxoume ìti me touc parap�nw orismoÔc oi telestèc
dilation kai erosion apoteloÔn adjunction.



KEF�ALAIO 2. PROSEGGISTIK�ES GEWDAITIK�ES KAMP�ULES SE GR�AFOUS32

Sq ma 2.6: Sthn eikìna parathroÔme ìti to domikì stoiqeÐo mporeÐ na
enswmatwjeÐ sto v1 me tèsseric trìpouc (1)a1 → v1,a2 → v2,a3 → v3(2)a1 →
v1,a2 → v3,a3 → v2(3) a1 → v1,a2 → v3,a3 → v4 (4)a1 → v1,a2 → v4,a3 → v3.
Epomènwc NA(v1, G) = {v2, v3, v4}, NA(v5, G) = ⊘

Apìdeixh:
'Estw arqik� �A(X,G) ⊆ Y .
Tìte:

∀s ∈ �A(X,G)⇒ s ∈ Y

E�n loipìn x ∈ X tìte ∀k ∈ NA(x,G), isqÔei ìti:

k ∈ �A(x,G)⇒ k ∈ Y

Apì ta parap�nw prokÔptei ìti :

NA(x,G) ⊆ Y ann RA ⊆ BA

'Ara
�A(x,G) ⊆ Y ann RA ⊆ BA

AntÐstoiqa e�n
X ⊆ �A(Y,G)

Tìte:
∀x ∈)⇒ s ∈ �A(Y,G)⇒ NA(x,G) ⊆ (Y )

E�n loipìn g ∈ �A(X,G) tìte

∃l ∈ X tètoio ¸ste g ∈ NA(l, G)

'Omwc
NA(l, G) ⊆ Y afoÔ l ∈ X
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Sq ma 2.7: Par�deigma erosion,dilation

'Ara
g ∈ Y kai �A(X,G) ⊆ Y

ParadeÐgma efarmog c twn parap�nw orism¸n dÐnetai sto sq ma 2.7.
Katal xame loipìn sto apotèlesma ìti oi telestèc autoÐ eÐnai kal� oris-

mènoi. Ac doÔme t¸ra p¸c epekteÐnontai oi parap�nw idèec se poluepÐpedouc
gr�fouc. K�je poluepÐpedoc gr�foc (f ∣G) ∈ Ln(G) antistoiqeÐ me èna
monadikì trìpo sthn akoloujÐa (X1(f)∣G), (X2(f)∣G), . . . , (Xn−1(f)∣G)   an-
tÐstoiqa se mÐa fjÐnousa me thn ènnoia tou uposunìlou akoloujÐa :

Xi(f) = {v ∈ V : f(v) ≥ i}

H antÐstrofh diadikasÐa anakataskeu c ja dÐnetai apì thn:

f(v) = max
i=1,...,n−1

{i : ∃v ∈ Xi(f)}

'Ara loipìn apì ton telest  sunìlwn mporoÔme na katal xoume ston epÐpedo
telest  :

 (f ∣G)(v) = max
i=1,...,n−1

{i : ∃v ∈  (Xi(f)∣G)}

Qrhsimopoi¸ntac touc telestèc epipèdwn gr�fwn pou mìlic orÐsame m-
poroÔme na katal xoume stouc epÐpedouc telestèc pou ja dÐnontai apì tic
sqèseic:

�A(f,G)(v) = sup{f(w) : w ∈ NÂ(v∣G)} (2.31)

�A(f,G)(v) = inf{f(w) : w ∈ NA(v∣G)} (2.32)
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Apìdeixh

�A(f,G)(v) = max{i : v ∈ �A(Xi(f), G)}
= max{i : ∃n ∈ Xi(f) tètoio ¸ste v ∈ NA(n,G)}
= max{i : ∃n, f(n) ≥ i kai v ∈ NA(n,G)}
= sup{f(w) : w ∈ NÂ(v∣G)}

ìpou Â eÐnai {antÐstrofoc tou} A me thn ènnoia ìti GA = GÂ, BudsA =
RootsÂ, RootsA = BudsÂ.

AntÐstoiqa:

�A(f,G)(v) = max{i : v ∈ �A(Xi(f), G)}
= max{i : NA(v,G) ⊆ Xi}
= max{i : ∀k ∈ NA(v,G)⇒ f(k) ≥ i}
= inf{f(w) : w ∈ NA(v∣G)}

Mènei tèloc na deÐxoume ìti isqÔei:

Xv(f)⊕B = Xv(f ⊕B)1

Apìdeixh

X = Xv(f)⊕B =
∪

x∈Xv(f)

NB(x,G) =
∪

x:f(x)>v

NB(x,G)

Y = Xv(f ⊕B) = {u : (f ⊕B)(u) > v} = {u : maxw ∈ NB(u,G) > v}

Profan¸c h isìthta isqÔei gia peperasmèno B, pou exantleÐ kai tic peript¸seic
pou meletoÔme.

2.2.4 Exagwg  exÐswshc diafor¸n stajer c
taqÔthtac

Apì to shmeÐo autì kai èpeita uiojetoÔme touc ex c sumbolismoÔc gia to
epÐpedo dilation :

f ⊕ A = �A(f,G)(v) = sup{f(w) : w ∈ NA(v∣G)}
1f⊕A = �A(f,G)(v) = sup{f(w) : w ∈ NA(v∣G)} και f⊖A = �A(f,G)(v) = inf{f(w) :

w ∈ NA(v∣G)}
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Sq ma 2.8: Par�deigma merik c di�taxhc kai isìthtac

f ⊖ A = �A(f,G)(v) = inf{f(w) : w ∈ NA(v∣G)}

Sto shmeÐo autì prèpei na eis�goume thn ènnoia thc klÐmakac wc proc
thn opoÐa kai ja prokÔyei h telik  exÐswsh. To basikì meionèkthma sthn
perÐptws  mac, to opoÐo èqei anaferjeÐ sunoptik� prohgoumènwc, eÐnai h tuqaÐ-
a gewmetrÐa kai morfologÐa tou gr�fou. Sth suneq  perÐptwsh to domikì
stoiqeÐo twn morfologik¸n telest¸n den èqei eswterik  dom , kajorÐzetai
mon�qa apì to sÔnorì tou kai mporeÐ kaneÐc na eÐnai bèbaioc ìti ja {tairi�xei}
se k�je shmeÐo tou q¸rou ìpou efarmìzetai o sugkekrimènoc morfologikìc
telest c. Apì thn �llh sthn perÐptwsh twn gr�fwn to k�je domikì stoiqeÐo
èqei dom  pou qarakthrÐzetai apì epilektikìthta me thn ènnoia twn epilog¸n
enswm�twshc se perissìterec   ligìterec diat�xeic gr�fwn pou axÐzei m�l-
ista na anaferjeÐ ìti apoteleÐ kai th sqèsh merik c di�taxhc sto plègma twn
domik¸n gr�fwn([21]). To gegonìc autì dhmiourgeÐ mia diaforopoÐhsh tou
orismoÔ thc klimakwmènhc sun�rthshc, ìpwc ja doÔme sth sunèqeia.

H merik  di�taxh sto q¸ro twn domik¸n gr�fwn orÐzetai wc ex c: A1 ≤ A2

e�n NA1(v,G) ⊆ NA2(v,G) ∀G kai v ∈ V (G) kai lème ìti to A1 eÐnai
perissìtero epilektikì apì to A2. Par�deigma tou orismoÔ dÐnetai sto sq ma
2.8.

Me b�sh ton parap�nw orismì blèpoume ìti, me opoiod pote trìpo ki an
orÐsoume thn klimakwt  èkdosh enìc prwtarqikoÔ domikoÔ stoiqeÐou B, tìte
aut  ja eÐnai pio epilektik  apì ton prwtarqikì,dedomènou ìti diathreÐ th
dom  tou, me apotèlesma, ìso h klÐmaka aux�netai, h epilektikìthta na gÐnetai
exairetik� meg�lh kai oi antÐstoiqec geitonièc exairetik� ligìterec.

Apìdeixh:
Gia na proqwr soume sthn apìdeixh prèpei na orÐsoume èna sugkekrimèno
formalismì gia thn apeikìnish thc klimakwmènhc èkdoshc tou domikoÔ gr�fou.
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O algìrijmoc kataskeu c tou se ep�llhlec klÐmakec ja èqei wc ex c. Se k�je
blastì tou domikoÔ gr�fou thc klÐmakac n − 1 antistoiqoÔme tic rÐzec tou
aploÔ domikoÔ gr�fou B. Me �lla lìgia :

BudsBnB = {BudsB(n−1)B

∪
{bnij}}, ∀i ∈ BudsB(n−1)B

j = 1 : ∣BudsB∣

ìpou:
i:o kìmboc blastìc thc prohgoÔmenhc klÐmakac ìpou prosart jhke to domikì
stoiqeÐo
j:antiproswpeÔei thn arÐjmhsh twn budc ston basikì domikì gr�fo
n:h klÐmaka kat� thn opoÐa prostèjhke to en lìgw stoiqeÐo
EpÐdeixh tou parap�nw formalismoÔ dÐnetai sto sq ma 2.9.

ArkeÐ na deiqjeÐ ìti ∀v ∈ V,N(n+1)B(v,G) ⊆ NnB(v,G)⊕B.
Pr�gmati, èstw a ∈ N(n+1)B(v,G).

⇒ ∃ embedding �1 of (n+ 1)B into G on v

Epomènwc ∃k, l,m tètoia ¸ste a = �1(bklm). DiakrÐnoume tic ex c peript¸seic:
1. E�n k = n tìte apodeiknÔetai �mesa to zhtoÔmeno kaj¸c a ∈ NnB en¸
ìpwc apait same prohgoumènwc RootsB ⊆ BudsB.
2. E�n k = n+ 1 tìte, anazht¸ enswm�twsh j tètoia ¸ste na up�rqei k�poio
r ∈ V ¸ste r = �(bgij) en¸ tautìqrona a ∈ NB(r,G). Pr�gmati an orÐsoume

� := �1(bued) ∀u ≤ n

kai
r = �1(bnql)

ikanopoioÔntai oi apait seic mac kai isqÔei to zhtoÔmeno.
Ta parap�nw mac odhgoÔn sthn par�kamyh aut c thc idiaiterìthtac kai

na orÐsoume thn klÐmaka wc ex c: Gia k�je vinV = V (G) an

�r(v) = (f ⊕ rB)(v)

Tìte:
�(r+1)(v) = ((f ⊕B)⊕ (B))(v)

Me ton trìpo autì , qrhsimopoi¸ntac thn (2.31)ja p�roume telik�:

�(r+1)(v)−�r(v) = ((f⊕rB)⊕(B))(v)−f⊕rB(v) = max
w∈NB(v,G)

{�(w)−�(v)}

(2.33)
Sumperasmatik�, sunoyÐzoume th diadikasÐa gia thn exèlixh kampul¸n se

èna gr�fo me stajer  taqÔthta : OrÐzoume thn arqik  kampÔlh. OrÐzoume ¸c
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Sq ma 2.9: Sthn eikìna bèpoume to prwtarqikì domiko stoiqeÐo kai mia logik 
ekdoq  thc klimakwmènhc ekdoq c tou kat� dÔo. O kanìnac eÐnai ìti se k�-
je blastì tou stoiqeÐou prosjètoumè èna nèo antÐgrafo autoÔ. Xek�jara
h epilektikìthta tou 2B eÐnai megalÔterh kai N2B(v,G) ⊆ NB(v,G). To
gegonìc ìmwc autì den ufÐstatai sth suneq  perÐptwsh.

�o mia proshmasmènh sun�rthsh apìstashc h opoÐa enswmat¸nei thn arqik 
kampÔlh wc mhdenikì epipedosÔnolo. ExelÐssoume thn � me to nìmo (2.33).
To mètwpo thc kampÔlhc sthn klÐmaka r ja eÐnai to mhdenikì epipedosÔnolo
thc �r.

Parak�tw , sta sq mata 2.10,2.11,2.12 dÐnontai paradeÐgmata ulopoÐhshc
tou parap�nw algorÐjmou.

2.2.5 Prosèggish gewdaitik¸n energ¸n kampul¸n
se gr�fouc mèsw epipedosunìlwn

Ac upenjumÐsoume sto shmeÐo autì th genik  exÐswsh pou dièpei thn exèlixh
thc sun�rthshc pou ulopoieÐ tic gewdaitikèc energèc kampÔles((2.18):

∂u

∂t
= g(I)∣∇u∣(�+ c) +∇g(I) ⋅ ∇u, c ≥ 0

ApodeÐxame sthn prohgoÔmenh par�grafo ìti h exÐswsh diafor¸n pou peri-
gr�fei thn kÐnhsh stajer c taqÔthtac ja dÐnetai apì thn (2.33). Tautìqrona,
ìpwc suzht same sth suneq  ekdoq , o ìroc pou antistoiqeÐ sthn kÐnhsh s-
tajer c taqÔthtac tou montèlou twn epipedosunìlwn eÐnai :

∂u

∂t
= ∣∇u∣

Epomènwc sthn sunolik  prosèggis  mac mporoÔme na antikatast soume ton
ìro ∣(∇u)(v)∣ me ton maxw∈NB(v,G){�(w) − �(v)}. Epomènwc, prokeimènou
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Sq ma 2.10: 'Ena stigmiìtupo tou tuqaÐou gr�fou ìpou ergazìmaste

Sq ma 2.11: H proshmasmènh sun�rthsh apìstashc apì thn arqik  kampÔlh
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Sq ma 2.12: Morfologikì dilation ulopoihmèno se gr�fouc me arqik  kam-
pÔlh ènan kÔklo.
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Sq ma 2.13: Morfologikì dilation ulopoihmèno se gr�fouc me arqik  kam-
pÔlh diaforetik c gewmetrÐac (sto par�deigm� mac ter�gwno).
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Sq ma 2.14: Upologismìc kateÔjunshc mègisthc aÔxhshc

na petÔqoume to stìqo mac, dhlad  na ex�goume mia exÐswsh diafor¸n pou
na ulopoieÐ sunolik� tic gewdaitikèc kampÔlec, prèpei na ulopoi soume se
gr�fouc kai touc upìloipouc telestèc pou summetèqoun sthn (2.18).

Prosèggish thc klÐshc miac sun�rthshc orismènhc se
gr�fouc

Gia na katal xoume se mia prosèggish, prèpei arqik� na jumhjoÔme ton orismì
thc klÐshc miac sun�rthshc f.

KlÐsh 1 Sth dianusmatik  an�lush, klÐsh enìc bajmwtoÔ pedÐou f eÐnai
èna dianusmatikì pedÐo pou katejÔnetai se k�je shmeÐo sthn kateÔjunsh thc
mègisthc aÔxhshc tou bajmwtoÔ pedÐou kai tou opoÐou to mètro eÐnai o mègistoc
rujmìc metabol c tou.

Epomènwc, mporoÔme na akolouj soume akrib¸c autìn ton orismì kai
na ton metafèroume sthn perÐptws  mac. IdiaÐtera enjarruntikì stoiqeÐo
pou sunhgoreÐ upèr aut c thc prosèggishc eÐnai to gegonìc thc antistoiqÐac
tou ìrou ∣(∇u)(v)∣ me ton ìro maxw∈NB(v,G){�(w) − �(v)}, pou anaparist�
akrib¸c ton orismì. 'Ara loipìn ja jèsoume:

∣∇�∣(u) = max
w∈NB(v,G)

{∣�(w)− �(u)∣}

kai wc kateÔjunsh aut  thc mègisthc aÔxhshc.
Apì thn �llh prèpei na suzhthjeÐ o trìpoc upologismoÔ thc kateÔjunshc

mègisthc aÔxhshc tou pedÐou � pou orÐzetai stouc kìmbouc v ∈ V = V (G).
Anafor� gia th suz thsh aut  mporeÐ na apotelèsei to sq ma 2.14.

Blèpoume loipìn ìti, ja  tan aperÐskepto na epilèxoume th mÐa mìno ak-
m  uwo h opoÐa endeqomènwc na katadeiknÔei thn mègisth aÔxhsh, dedomènou
ìti agnooÔme thn plhroforÐa ìlwn twn upìloipwn akm¸n. Gia to lìgo autì,
mporoÔme na upologÐsoume thn kateÔjunsh mègisthc aÔxhshc wc èna baru-
tikì mèso ìlwn twn kateujÔnsewn tou kìmbou u kai twn geitìnwn tou kai
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b�rh an�loga thc sunneisfor�c thc k�je kateÔjunshc sth mègisth aÔxhsh.
Sugkekrimèna, sthn ulopoÐhsh thn opoÐa ja parousi�soume sto tèloc thc
paragr�fou qrhsimopoieÐtai h exÐswsh:

n⃗ =

∑
w∈NB(v,G)(f(w)− f(v))

(
⃗p(w)− ⃗p(v)

∣ ⃗p(w)− ⃗p(v)∣

)
∣
∑

w∈NB(v,G)(f(w)− f(v))
(

⃗p(w)− ⃗p(v)

∣ ⃗p(w)− ⃗p(v)∣

)
∣

Se orismènec efarmogèc lìgw exairetik c mh kanonikìthtac tou gr�fou kai
twn apost�sewn metaxÔ twn geitìnwn, prèpei na mporeÐ na dojei h dunatìthta
na elègxoume ta b�rh kai na mei¸soume th epÐdrash twn {mh mègistwn} kateu-
jÔnsewn. Gia to lìgo autì mporoÔme na qrhsimopoi soume thn èkfrash:

n⃗ =

∑
w∈NB(v,G)((−sign(f(w)− f(v)) 1

∣∣f(w)−f(v)∣−maxw∈NB(v,G)(∣f(w)−f(v)∣)+�∣r )
(

⃗p(w)− ⃗p(v)

∣ ⃗p(w)− ⃗p(v)∣

)
∣
∑

w∈NB(v,G)(−sign(f(w)− f(v))( 1
∣∣f(w)−f(v)∣−maxw∈NB(v,G)(∣f(w)−f(v)∣)+�∣r )

(
⃗p(w)− ⃗p(v)

∣ ⃗p(w)− ⃗p(v)∣

)
∣

ìpou h par�metroc e eÐnai adi�forh, efìson gÐnetai telik� kanonikopoÐhsh,
en¸ mporoÔme na rujmÐsoume thn par�metro r, gia na auxomei¸soume thn
epÐdrash, ìpwc anafèrame, twn {mh mègistwn} kateujÔnsewn.

Sto sq ma 2.15 blèpoume to dianusmatikì pedÐo thc klÐshc thc sun�rthshc

exp(− ∣
⃗p(v)−p⃗o∣
2⋅�⋅�2 ) upologismèno me thn pr¸th mèjodo. Lìgw thc kanonikìthtac

tou upì melèth gr�fou ta apotelèsmata eÐnai antÐstoiqa kai gia th deÔterh
ekdoq .

Prosèggish thc kampulìthtac twn kampul¸n

Pollèc mèjodoi èqoun anaptuqjeÐ gia thn prosèggish thc kampulìthtac kam-
pul¸n pou orÐzontai apì shmeÐa ta opoÐa den akoloujoÔn k�poia kanonik 
di�taxh. Gia na xekin soume mÐa sÔntomh parousÐas  touc prèpei arqik� na
d¸soume ènan tupikì orismì.

Kampulìthta 1 'Estw (s) mia epÐpedh kampÔlh parametropoihmènh wc
proc to m koc thc. Tìte :

�(s) = ∣∣d
2(s)

ds2
∣∣

Me aform  loipìn autì ton orismì èqoun anaptuqjeÐ di�forec
mejodologÐec upologismoÔ thc se tuqaÐa shmeÐa wc ex c:
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Sq ma 2.15: To dianusmatikì pedÐo thc klÐshc thc sun�rthshc exp(− ∣
⃗p(v)−p⃗o∣

2∗�∗�2 )
upologismèno me thn pr¸th mèjodo
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Sq ma 2.16: Par�deigma upologismoÔ twn anagkaÐwn megej¸n gia to
gewmetrikì upologismì thc kampulìthtac

1. MejodologÐec basismènec sth metabol  thc gwnÐac tou
efaptìmenou dianÔsmatoc kai �llwn parag¸gwn kat�
m koc thc kampÔlhc

'Estw % = (p1, p2, . . . , pm) ta shmeÐa pou orÐzoun thn kampÔlh sto
epÐpedo. 'Estw, epÐshc, pi = (xi,  i) Se k�je shmeÐo orÐzoume:

f⃗i,k = pi − pi+k (mod m) = (x+
i,k, y

+
i,k)

b⃗i,k = pi − pi−k (mod m) = (x−i,k, y
−
i,k)

Ta antÐstoiqa megèjh faÐnontai sto sq ma 2.16. Oi shmantikìteroi
algìrijmoi se aut  thn kathgorÐa eÐnai oi ex c:

∙ H.Freeman and L.S Davis,1977 [27] SÔmfwna me aut  th mèjodo
proseggÐzontai oi metabolèc thc gwnÐac thc efaptomènhc se k�je
shmeÐo thc kampÔlhc wc ex c: UpologÐzetai arqik� to mègejoc :

�i,k =

⎧⎨⎩ tan−1(
y−i,k
x−i,k

), e�n ∣x−i,k∣ ≥ ∣y
−
i,k∣

cot−1(
x−i,k
yi,k−

) diaforetik�

⎫⎬⎭
kai sth sunèqeia h prosèggish thc kampulìthtac prokÔptei apì tic
merikèc diaforèc:

�i,k = �i+1,k − �i−1,l
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∙ S.Henrnann and R.Klette [28] Autìc o algìrijmoc upologÐzei ar-
qik� apì mia orismènh geitoni�, se antÐjeth for� me aut  thc dia-
graf c, to mègisto m koc

lb =
√

(xi−b − xi)2 + (yi−b − yi)2

kai to antÐstoiqo mègejoc lf se mia geitìni�, proc thn for� thc
diagraf c thc kampÔlhc. AfoÔ upologistoÔn ta megèjh:

�b = tan−1

(
∣xi−b − xi∣
∣yi−b − yi∣

)
�f = tan−1

(
∣xi−f − xi∣
∣yi−f − yi∣

)
tìte h ektÐmhsh thc kampulìthtac dÐnetai apì thn:

Ei =
�f

2�f
+

�f
2�f

ìpou

�f =∣�f − �i∣
�b =∣�b − �i∣

�=
�f + �b

2

2. MejodologÐec basismènec ston upologismì thc aktÐnac
tou eggegramènou sthn kampÔlh kÔklou

S.Henrnann and R.Klette [28] O algìrijmoc autìc upologÐzei to mègis-
to m koc se mia geitoni� k�je shmeÐou kai orÐzei thn {eswterik } kai thn
{exwterik } aktÐna tou eggegramènou kÔklou wc:

Ii =[(li − 1/2)2 − 1/4]Oi = [(li + 1/2)2 − 1/4] (2.34)

kai epistrèfei thn kampulìthta wc

Ei =
2

Ii +Oi

Par' ìla aut�, sth dik  mac perÐptwsh oi parap�nw teqnikèc, an kai ja
èdinan polÔ kal� apotelèsmata, èqoun orismèna meionekt mata:

∙ Exart¸ntai apì thn parametropoÐhsh thc kampÔlhc, kaj¸c apaitoÔn ta
shmeÐa pou apoteloÔn thn kampÔlh na topojethjoÔn se seir� eggÔth-
tac, gegonìc pou apaiteÐ meg�lh upologistik  dap�nh idiaÐtera, an pol-
laplasiasteÐ, ìpwc ja doÔme sth sunèqeia, me ton arijmì twn epipedo-
sunìlwn.
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∙ An qrhsimopoihjoÔn sthn efarmog  mac, ja prèpei na efarmostoÔn
se ìlec tic kampÔlec ìlwn twn epipèdwn. Apì thn �llh e�n apo-
fasÐsoume na upostoÔme to tÐmhma autì, lìgw thc ulopoÐhshc, h suno-
lik  sun�rthsh pou enswmat¸nei tic kampÔlec ìlwn twn epipèdwn ja
èqei exairetik� meg�lo eÔroc tim¸n me apotèlesma, to sÔnoro k�je
epipedosÔnolou na apoteleÐtai apì ìlo kai ligìtera shmeÐa, gegonìc
pou mei¸nei thn akrÐbeia thc prosèggishc twn algorÐjmwn.

∙ Tèloc, agno¸ntac thn plhroforÐa pou mac dÐnetai mèsw thc ulopoÐhsh-
c me epipedosÔnola, agnooÔme to pleìnasma thc plhroforÐac pou mac
parèqetai apì to {perib�llon} thc k�je kampÔlhc.

Lamb�nontac ìla ta parap�nw upìyh odhgoÔmaste sthn idèa thc prosèg-
gishc thc kampulìthtac mèsw thc sqèshc (2.17) h opoÐa upenjumÐzetai ed¸
q�rin eukolÐac:

� = div

(
∇u
∣∇u∣

)
Apì thn �llh o ìroc ∇u

∣∇u∣ èqei  dh proseggisteÐ stic sqèseic (2.2.5) kai

(2.2.5).

Upologismìc thc apìklishc dianusmatikoÔ pedÐou se gr�fouc

Gia na mporèsoume na katal xoume se mÐa èkfrash gia thn tim  thc apìklishc
tou ek�stote dianusmatikoÔ pedÐou se k�je shmeÐo tou gr�fou, prèpei pr¸ta
na jumhjoÔme ton orismì thc apìklishc se dÔo diast�seic:

Apìklish 1 An F dianusmatikì pedÐo orismèno sto epÐpedo, tìte

div(F⃗ ) = lim
S→0

∫
L(S)

F⃗ n⃗dl

S

ìpou S mÐa perioq  sto R2 kai L(S) to m koc thc.

Ta mèqri t¸ra dedomèna mac parèqoun ta dianÔsmata se k�je geitonikì
kìmbo k�je kìmbou. Epomènwc, an exet�soume to sq ma, mporoÔme na l�boume
mia exairetik� kal  prosèggish gia thn apìklish :

div(f⃗)(v) =

∑
w∈NB(v,G) f⃗w ⋅ n⃗w ⋅ Lw

�(Li)
∀i ∈ NB(v,G)

ìpou f mia grammik  sun�rthsh twn Li.
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Sq ma 2.17: Upologismìc thc apìklishc. Me pr�sino qr¸ma sumbolÐzetai h

tim  tou dianusmatikoÔ pedÐou f⃗i se k�je kìmbo,me kìkkino to di�nusma jèshc
wc proc ton kentrikì kìmbo n⃗i, en¸ me mple ta k�jeta eujÔgramma tm mata
Li me tic tomèc touc.

H parap�nw eÐnai mia kal� orismènh mèjodoc upologismoÔ thc apìklishc.
MporeÐ peraitèrw na aplousteujeÐ, an jewr soume mia sqetik  omoiomorfÐa
sta m kh Li opìte kai lamb�noume :

div(f⃗)(v) ∝
∑

w∈NB(v,G)

f⃗w ⋅ n⃗w

Sto sq ma 2.18 blèpoume to dianusmatikì pedÐo sto gr�fo kaj¸c kai
ton {kÔklo} kat� m koc tou opoÐou ja upologÐsoume thn kampulìthta. Sto
sq ma 2.19 faÐnetai to apotèlesma thc mejìdou mac.

2.2.6 ParadeÐgmata ulopoÐhshc

Sto shmeÐo autì oloklhr¸netai h parousÐash tou algorÐjmou gia thn
anÐqneush antikeimènwn se gr�fouc mèsw miac proseggistik c morf c thc
mejìdou twn gewdaitik¸n energ¸n kampul¸n me epipedosÔnola. Sta sq -
mata 2.20-2.25 faÐnetai h ektèlesh tou algorÐjmou gia ton entopismì enìc kai
tri¸n antikeimènwn antÐstoiqa.
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Sq ma 2.18: To dianusmatikì pedÐo sto gr�fo kaj¸c kai o {kÔkloc} kat�
m koc tou opoÐou upologÐzoume thn kampulìthta

Sq ma 2.19: H kampulìthta kat� m koc tou kÔklou tou sq matoc 2.18.
ParathroÔme ìti paramènei stajer� jetik  me elegqìmenec anamenìmenec aux-
omei¸seic. Ac mhn xeqn�me ìti p�nw sto gr�fo to sq ma den eÐnai gewmetrikìc
kÔkloc.
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Sq ma 2.20: To pr¸to pedÐo efarmog c gia ton algìrijmì mac ja eÐnai h
eÔresh miac mìno perioq c.

Sq ma 2.21: Gia na exet�soume thn dunatìthta allag c thc topologÐac
shmei¸noume sth deÔterh perÐptwsh treic perioqèc
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Sq ma 2.22: ParathroÔme thn exèlixh thc trisdi�stashc sun�rthshc pou
enswmat¸nei thn kampÔlh endiafèrontoc. Me kìkkino shmei¸netai to mhdenikì
epÐpedo en¸ me pr�sino h probol  thc sun�rthshc sto mhdenikì epÐpedo.
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Sq ma 2.23: O algìrijmìc mac brÐskei thn perioq  me epituqÐa 99%. Shmei¸ne-
tai h exairetik  sumperifor� stic gwnÐec.
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Sq ma 2.24: ParathroÔme thn exèlixh thc trisdi�stashc sun�rthshc pou
enswmat¸nei thn kampÔlh endiafèrontoc. Me kìkkino shmei¸netai to mhdenikì
epÐpedo en¸ me pr�sino h probol  thc sun�rthshc sto mhdenikì epÐpedo.
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Sq ma 2.25: O algìrijmoc antapokrÐnetai kai ston entopismì tri¸n perioq¸n
me epituqÐa 98.5%. Shmei¸netai h allag  thc topologÐac.
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2.2.7 ShmeÐa mellontik c èreunac

Ta apotelèsmata thc prosèggishc pou ègine gia thn efarmog  twn energ¸n
gewdaitik¸n kampul¸n se gr�fouc eÐnai enjarruntik� tìso lìgw thc taqÔth-
tac ektèleshc ìso kai logw thc akrÐbeiac tou apotelèsmatoc. Par' ìla aut�
up�rqei q¸roc gia peretaÐrw melèth tou probl matoc apì jewrhtik c kai
praktik c skopi�c:

∙ Endiafèrousa arqik�, ja eÐnai h melèth thc stajerìthtac kai thc sÔgk-
lishc tou algorÐjmou sth genik  perÐptwsh kai gia tuqaÐo domikì gr�fo
B.

∙ Oi parap�nw efarmogèc èdwsan polÔ kal� apotelèsmata me th qr sh
tou plèon aploÔ domikoÔ stoiqeÐou thc miac akm c. Ja èqei idiaÐtero en-
diafèron h melèth thc epilog c eidik¸n domik¸n stoiqeÐwn gia th melèth
sugkekrimènwn gewmetrik¸n qarakthristik¸n se sunduasmì me th jew-
rÐa thc morfologÐac gr�fwn (H.J.Heijmans)

∙ An kai h apaitoÔmenh upologistik  dap�nh kai o anagkaÐoc arijmìc
epanal yewn mèqri thn �fixh sto shmeÐo elaqÐstou eÐnai mikrìc, ìso
o arijmìc twn kìmbwn aux�netai, aux�netai kai h poluplokìthta. Gia
to lìgo autì endiafèron parousi�zei endeqìmenh beltÐwsh thc mejìdou
me teqnikèc antÐstoiqec me autèc pou èqoun anaptuqjeÐ sth suneq 
perÐptwsh(fast marching methods (Tsitsiklis-Sethian [30],[30],[31])



Kef�laio 3

AnÐqneush se gr�fouc me
tuqaÐouc perip�touc

To parìn kef�laio afier¸netai sthn parousÐash enìc algorÐjmou pou
sqedi�sthke kai ulopoi jhke apì ton suggrafèa tou me stìqo thn kat�tmhsh
antikeimènwn se eikìnec me qr sh thc jewrÐac twn tuqai¸n perip�twn se
gr�fouc. H parousÐash basÐzetai sta [32] kai [33]. H mèjodoc èqei ulopoih-
jeÐ gia eikìnec, mènei loipìn na thn ekfr�soume kai na thn ulopoi soume se
gr�fouc.

3.1 Poiotik  perigraf  tou algorÐjmou

O algìrijmoc pou perigr�foume apaiteÐ apì to qr sth na orÐsei K sug-
kekrimèna shmeÐa anafor�c (seeds), ta opoÐa shmatodotoÔn perioqèc pou an k-
oun se K diaforetik� antikeÐmena. K�je shmeÐo anafor�c orÐzei mia perioq 
sthn opoÐa apodÐdetai mia sugkekrimènh etikèta. O algìrijmoc kathgoriopoieÐ
k�je kìmbo o opoÐoc den èqei onomasteÐ apì to qr sth, apant¸ntac sthn
er¸thsh : Dedomènou enìc tuqaÐou peripatht , o opoÐoc xekin� apì autì ton
kìmbo, poia eÐnai h pijanìthta na ft�sei pr¸ta se kajèna apì ta K shmeÐa
anafor�c? To entupwsiakì thc idèac aut c eÐnai ìti telik� h ap�nthsh sto
parap�nw er¸thma mporeÐ na dojeÐ akrib¸c qwrÐc m�lista na gÐnei prosomoÐw-
sh tou tuqaÐou perip�tou sto gr�fo. Pragmatopoi¸ntac autì ton upologis-
mì, anajètoume èna di�nusma megèjouc K se k�je kìmbo to opoÐo kai orÐzei
thn pijanìthta me thn opoÐa ènac tuqaÐoc peripatht c,xekin¸ntac apì ton en
lìgw kìmbo, fj�nei pr¸ta se kajèna apì ta K shmeÐa anafor�c. H telik 
anÐqneush ja pragmatopoihjeÐ apì aut� ta dianÔsmata epilègontac gia k�je
kìmbo ton pio pijanì proorismì tou tuqaÐou perpatht .

Se k�je akm  tou gr�fou anatÐjetai èna pragmatikì b�roc pou antistoiqeÐ

55
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sthn pijanìthta ènac tuqaÐoc peripatht c na dièljei apì aut  thn akm  (gia
par�deigma, to mhdenikì b�roc shmaÐnei ìti o tuqaÐoc peripatht c den prìkeitai
na dièljei apì th sugkekrimènh akm ). O sugkekrÐmènoc algìrijmoc axiopoieÐ
orismèna jemeli¸dh jewrhtik� apotelèsmata pou kajistoÔn dunat  kai thn
apodotik  ulopoÐhs  tou. Arqik�, sta [35] kai [36] apodeiknÔetai ìti h pi-
janìthta ènac tuqaÐoc peripatht c na ft�sei èna shmeÐo anafor�c tautÐzetai
akrib¸c me thn epÐlush tou probl matoc Dirichlet [37] me oriakèc sunj kec
sta shmeÐa anafor�c. Tautìqrona, h an�ptuxh miac diakrit c prosèggish-
c gia tic exis¸seic tou Maxwell apì ton Branin, epètreye thn èkfrash thc
lÔshc tou probl matoc Dirichlet se ìrouc hlektrik¸n dunamik¸n stouc kìm-
bouc enìc kuklwmatikoÔ gr�fou, me tic antist�seic na paÐzoun to rìlo twn
antÐstrofwn bar¸n kai tic oriakèc sunj kec na orÐzontai apì phgèc t�shc.

Me �lla lìgia, mporeÐ kaneÐc na upologÐsei thn pijanìthta xsi ènac tuqaÐoc
peripatht c pou xekin� apì ton kìmbo vi na ft�sei pr¸ta sto shmeÐo anafor�c
me thn etikèta s lÔnontac èna prìblhma jewrÐac kuklwm�twn pou na antis-
toiqeÐ sto antÐstoiqo prìblhma Dirichlet. Perigrafik�, gei¸noume ìlouc touc
orismènouc apì to qr sth kìmbouc me etikèta diaforetik  tou s kai dÐnoume
t�sh mìno sta orismèna stoiqeÐa me deÐkth c. UpologÐzoume ta dunamik� se
k�je kìmbo apì th lÔsh enìc araioÔ sust matoc exis¸sewn oi opoÐec ja
parousiastoÔn sth sunèqeia. 'Etsi loipìn, energopoi¸ntac diadoqik� touc
kìmbouc pou antistoiqoÔn se diaforetikèc etikètec kai upologÐzontac ta an-
tÐstoiqa dunamik� katal goume sto di�nusma pijanot twn, to opoÐo anafèr-
ame prohgoumènwc kai me b�sh to opoÐo ja l�boume telik� thn apìfash thc
kathgoriopoÐhshc. Qarakthristikì eÐnai to sq ma 3.1.

3.2 Analutik  parousÐash tou algorÐj-

mou

Arqik�, ìpwc ègine kai sto prohgoÔmeno kef�laio, ac orÐsoume touc sum-
bolismoÔc kai ta megèjh ta opoÐa qrhsimopoioÔme: 'Enac gr�foc orÐzetai apì
to zeÔgoc G = (V,E) me kìmbouc v ∈ V kai akmèc e ∈ E ⊆ V × V .MÐa akm 
e h opoÐa en¸nei touc kìmbouc vi kai vj sumbolÐzetai me eij. Me ton ìro b�roc
miac akm c ennooÔme to jetikì pragmatikì arijmì w(eij) = wij. O bajmìc
enìc kìmbou orÐzetai wc di =

∑
∀eij wij. Upojètoume tèloc ìti o gr�foc mac

eÐnai sundedemènoc, dhlad  up�rqei monop�ti apì k�je kìmbo se opoiond pote
�llo kai mh kateujunìmenoc, dhlad  wij = wji.
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Sq ma 3.1: O algìrijmoc twn tuqaÐwn perip�twn.P�nw arister� faÐnetai o
gr�foc kai oi swstèc perioqèc me tic etikètec L1, L2, L3, L4. Sta epìmena
sq mata faÐnontai oi pijanìthtec apì k�je kìmbo ènac tuqaÐoc peripatht c
na ft�nei sthn phg  t�shc, ìpwc autèc prokÔptoun apì kuklwmatik  epÐlush.
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3.2.1 Kajorismìc twn bar¸n

Prokeimènou na anaparast soume th dom  twn dedomènwn mac se k�je kìmbo,
prèpei kaneÐc na orÐsei mia sun�rthsh h opoÐa apeikonÐzei tic metabolèc twn
tim¸n apì kìmbo se kìmbo se b�rh akm¸n wij. Pollèc tètoiec apeikonÐseic
èqoun protajeÐ, sunist�tai ìmwc apì ton empneust  tou algorÐjmou h qr sh
twn bar¸n :

wij = exp(−�(f(vi)− f(vj)))

ìpou f(vi) h tim  pou anatÐjetai se k�je kìmbo, b eleÔjerh par�metroc gia ton
tonismì   mh twn diafor¸n metaxÔ twn tim¸n geitonik¸n kìmbwn. Se perÐptwsh
pou oi timèc eÐnai dianusmatikèc, o ìroc (f(vi)−f(vj)) antikajÐstatai apì ton
∣∣(f(vi)− f(vj))∣∣.

3.2.2 Prìblhma Dirichlet

Sta [35] kai [36] met� apì mia epÐponh diadikasÐa prokÔptei to sumpèrasma
ìti h pijanìthta ènac tuqaÐoc peripatht c na ft�sei apì ènan kìmbo se è-
nan kajorismèno tautÐzetai me th lÔsh tou probl matoc Dirichlet. Gia na
suneqÐsoume prèpei na gÐnei upenjÔmish orismenwn basik¸n stoiqeÐwn tou
teleutaÐou.

To Dirichlet olokl rwma, orÐzetai wc :

D[u] =
1

2

∫
Ω

∣∇u∣2 dΩ

Armonik  eÐnai mÐa sun�rthsh h opoÐa ikanopoieÐ thn exÐswsh Laplace:

∇2u = 0

To prìblhma eÔreshc miac armonik c sun�rthshc upì dedomènec oriakèc
sunj kec apoteleÐ to prìblhma Dirichlet kai isodunameÐ me thn elaqistopoÐhsh
tou oloklhr¸matoc (3.2.2) kaj¸c h exÐswsh Laplace isoÔtai me thn Euler-
Lagrange tou (3.2.2).

Sth sunèqeia orÐzoume dÔo shmantikoÔc pÐnakec:
Laplasianìc pÐnakac orÐzetai wc:

Lij =

⎧⎨⎩
di e�n i = j

−wij e�n eij ∈ E
0 diaforetik�

⎫⎬⎭
O pÐnakac prìsptwshc orÐzetai wc:

Aeijvk =

⎧⎨⎩
+1 e�n i = k
−1 e�n j = k

0 diaforetik�

⎫⎬⎭
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gia k�je kìmbo vk kai akm  eij, me tuqaÐa apìdosh prosanatolismoÔ stic
akmèc. Shmantik  shmeÐwsh sto shmeÐo autì eÐnai ìti sto klassikì �rjro [38]
oi pÐnakec A kai A′ sundèontai me touc telestèc thc klÐshc kai thc apìklishc
antÐstoiqa.

OrÐzoume epÐshc wc C to diag¸nio pÐnaka me stoiqeÐa ta b�rh twn akm¸n.
'Opwc kai sth suneq  perÐptwsh, h isotropik  Laplasian  eÐnai h sÔnjesh
thc klÐshc kai thc apìklishc ètsi, kai me b�sh autèc tic upojèseic, isqÔei
L = A′A. O diag¸nioc pÐnakac orÐzei ousiastik� èna nèo metrikì kai, me thn
ènnoia aut , se ènan pÐnaka me b�rh, h Laplasian  ja orÐzetai me ton telest 
Laplacian-Beltrami apì th sqèsh L = A′CA. Me touc orismoÔc autoÔc
mporeÐ kaneÐc na deÐxei p¸c na brei kaneÐc thn armonik  ekeÐnh sun�rthsh h
opoÐa brÐskei tic pijanìthtec - dunamik� stouc mh orismènouc apì to qr sth
kìmbouc. To an�logo tou oloklhr¸matoc (3.2.2) eÐnai to :

D[x] =
1

2
(Ax)′C(Ax) =

1

2
x′Lx =

1

2

∑
eij∈E

wij(xi − xj)2 (3.1)

MporoÔme na qwrÐsoume touc kìmbouc se dÔo om�dec VM , VU ìpou h VM
perilamb�nei touc kìmbouc touc orismènouc apì to qr sth en¸ h VU touc
upìloipouc. Se aut  thn perÐptwsh h (3.1) gÐnetai:

D[xU ] =
1

2
[x′Mx

′
U ]

[
LMB
B′LU

] [
xM
xU

]
(3.2)

=
1

2
(x′MLMxM + 2xU

′B′xM + x′ULUxU) (3.3)

ParagwgÐzontac wc proc xU brÐskoume ta oriak� shmeÐa(dedomènou ìti
h o Laplasianìc pÐnakac eÐnai jetik� orismènoc kai �ra ta oriak� shmeÐa e-
laqistopoioÔn to sunarthsiakì):

LUxU = −B′xM

to opoÐo eÐnai èna sÔsthma grammik¸n exis¸sewn me ∣VU ∣ agn¸stouc. De-
domènou ìti o gr�foc eÐnai sundedemènoc tìte to sÔsthma èqei kal� orismènh
lÔsh.

An sth sunèqeia sumbolÐsoume thn pijanìthta pou sqetÐzetai me ton kìmbo
vi kai thn etikèta s wc xsi kai to sÔnolo twn etiket¸n wc apeikìnish Q(vj) =
s ∀vj ∈ VM , s ∈ Z, 0 < s < K, gia k�je etikèta c orÐzoume to ∣∣VM ∣∣ × 1
di�nusma ston kìmbo vj ∈ VM wc:

ms
j =

{
1 e�n Q(vj) = s
0 e�n Q(vj) ∕= s

}
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'Ara loipìn h lÔsh tou probl matoc ja eÐnai:

LUx
s = −B′ms

gia monadik  etikèta   antÐstoiqa:

LUQ
s = −B′M

gia ìlec tic etikètec, ìpou o Q èqei K st lec apì k�je xs kai o M èqei K
kol¸nec apì k�je ms.

3.2.3 AnalogÐa me ta kukl¸mata

H proanaferjeÐsa susqètish metaxÔ twn tuqaÐwn perip�twn kai twn kukl-
wm�twn gÐnetai emfan c sto shmeÐo autì, an parathr sei kaneÐc ìti h lÔsh
thc (3.2.2) mporeÐ na dojeÐ apì mia kuklwmatik  epÐlush wc ex c. An jew-
r soume touc treic jemeli¸deic nìmouc twn kuklwm�twn (Nìmoc reum�twn
Kirchoff, Nìmoc tou Ohm kai Nìmoc t�sewn Kirchoff) oi opoÐoi gr�fontai
sth morf :

A′z = f (N.P.K) (3.4)

Cp = z (N.Oℎm) (3.5)

p = Ax+ b (N.T.K) (3.6)

gia èna di�nusma reum�twn akm¸n z, phgèc reum�twn f , phgèc t�sewn b kai
diaforèc dunamikoÔ p. Oi treÐc teleutaÐec exis¸seic mporoÔn na sunduastoÔn
sto grammikì sÔsthma:

A′CAx+ A′Cb = f (3.7)

Lx = f − A′Cb (3.8)

to opoÐo isodunameÐ me thn (3.2.2) sthn perÐptwsh ìpou den up�rqoun phgèc
reum�twn (f = 0).

3.2.4 ParadeÐgmata ulopoÐhshc

Sta sq mata 3.2-3.13 faÐnetai h ulopoÐhsh thc mejìdou pou mìlic peri-
gr�fhke.

Sth sunèqeia dokim�zoume thn apotelesmatikìthta tou algorÐjmou gia
perissìtero asaf  ìria. Sugkekrimèna filtr�roume gkaousian� p�nw sto
gr�fo thn perÐptwsh twn tri¸n perioq¸n.
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Sq ma 3.2: Arqik� exet�zoume ton algìrijmo gia thn perÐptwsh thc miac
perioq c

Sq ma 3.3: O qr sthc orÐzei sugkekrimèna shmeÐa mèsa se k�je perioq .



KEF�ALAIO 3. AN�IQNEUSH SE GR�AFOUSME TUQA�IOUS PERIP�ATOUS62

Sq ma 3.4: Oi pijanìthtec gia k�je shmeÐo, o tuqaÐoc peripatht c na ft�sei
pr¸ta apì to en lìgw shmeÐo se kajèna apì ta orismèna apì to qr sth shmeÐa.
Me k�je qr¸ma antistoiqÐzontai oi pijanìthtec gia ta diaforetikèc etikètec.

Sq ma 3.5: To apotèlesma met� thn katwfliopoÐhsh. Qwrismìc tou gr�fou
se etikètec me epituqÐa 100%.
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Sq ma 3.6: Exet�zoume, sth sunèqeia thn perÐptwsh ìpou o algìrijmoc prèpei
na entopÐsei 3 perioqèc.

Sq ma 3.7: O qr sthc orÐzei sugkekrimèna shmeÐa mèsa se k�je antikeÐmeno.
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Sq ma 3.8: Oi pijanìthtec gia k�je shmeÐo, o tuqaÐoc peripatht c na ft�sei
pr¸ta apì to en lìgw shmeÐo se kajèna apì ta orismèna apì to qr sth shmeÐa.
Me k�je qr¸ma antistoiqÐzontai oi pijanìthtec gia ta diaforetikèc etikètec.

Sq ma 3.9: To apotèlesma met� thn katwfliopoÐhsh. Qwrismìc tou gr�fou
se etikètec me epituqÐa 100%.
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Sq ma 3.10: Sth sunèqeia dokim�zoume thn apotelesmatikìthta tou alforÐj-
mou gia perissìtero asaf  ìria. Sugkekrimèna giltr�roume gkaousian� p�nw
sto gr�fo thn perÐptwsh twn tri¸n perioq¸n.

Sq ma 3.11: O qr sthc orÐzei sugkekrimèna shmeÐa mèsa se k�je perioq .



KEF�ALAIO 3. AN�IQNEUSH SE GR�AFOUSME TUQA�IOUS PERIP�ATOUS66

Sq ma 3.12: Oi pijanìthtec gia k�je shmeÐo, o tuqaÐoc peripatht c na ft�sei
pr¸ta apì to en lìgw shmeÐo se kajèna apì ta orismèna apì to qr sth shmeÐa.
Me k�je qr¸ma antistoiqÐzontai oi pijanìthtec gia ta diaforetikèc etikètec.

Sq ma 3.13: To apotèlesma met� thn katwfliopoÐhsh. Qwrismìc tou gr�fou
se etikètec me epituqÐa 89%.
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3.3 Sqoliasmìc algorÐjmou

Me aform  thn efarmog  thc kat�tmhshc se eikìnec polloÐ algìrijmoi èqoun
anaptuqjeÐ. TeleutaÐa, arketoÐ apì autoÔc basÐzontai se efarmog  teqnik¸n,
montelopoÐhsh tou upì melèth antikeimènou se gr�fouc kai epÐlush tou isodÔ-
namou probl matoc me grafojewrhtikèc teqnikèc. Sthn kathgorÐa aut  an kei
o algìrijmoc pou mìlic exet�same kai sto ed�fio autì ja antiparab�loume me
�llouc antÐstoiqouc.

KÔrioc antiprìswpoc kai prwtoporiakìc algìrijmoc se aut� ta jèmata eÐ-
nai o algìrijmoc twn grafotom¸n [39],[40], ton opoÐo ja analÔsoume se b�joc
sto epìmeno kef�laio all� ja perigr�youme polÔ sunoptik� sto parìn, gia
na gÐnei efikt  h antiparabol . Perilhptik�, o algìrijmoc twn grafotom¸n,
sto prwtarqikì tou epÐpedo (ja doÔme sth sunèqeia ìti ston algìrijmo èqoun
prostejeÐ entupwsiakèc epekt�seic), apènanti ston opoÐo o Grady, L. jètei
ton dikì tou, o qr sthc kaleÐtai na kajorÐsei shmeÐa sto fìnto kai sta an-
tikeÐmena kai sth sunèqeia, afoÔ oristoÔn kat�llhla b�rh se ènan afairetikì
gr�fo anex�rthto tou upì kat�tmhsh antikeimènou, efarmìzetai k�poioc apì
touc diajèsimouc algorÐjmouc mègisthc ro c - el�qisthc tom c.

O algìrijmoc autìc èqei exairetik� apotelèsmata sth genik  perÐptwsh,
parousi�zei ìmwc adunamÐa lìgw tou gegonìtoc ìti epistrèfei thn el�qisth
grafotom  metaxÔ twn orismènwn apì to qr sth shmeÐwn,me apotèlesma suqn�
apl¸c na epistrèfei thn grafotom  pou apomon¸nei ta en lìgw shmeÐa ènarxhc
apì thn upìloiph eikìna-stìqo, idiaÐtera, ìtan o arijmìc twn orismènwn apì to
qr sth shmeÐwn eÐnai mikrìc. To gegonìc autì èqei wc sunèpeia na anagk�ze-
tai o qr sthc na prosjètei ìlo kai perissìtera shmeÐa anafor�c, prokeimènou
na gÐnei ikanopoihtik  kat�tmhsh. O algìrijmoc pou perigr�yame sto parìn
kef�laio den upofèrei apì tètoiou eÐdouc meionekt mata sto pedÐo twn apl¸n
perioq¸n me xek�jara sÔnora.

Apì thn �llh, o parìn algìrijmoc, lìgw tou periorismènou jewrhtikoÔ
upob�jrou kai thc kal c leitourgÐac mìno se perioqèc me xek�jara sÔnora,
stereÐtai thc dunatìthtac epèktashc, se antÐjesh me autìn twn grafotom¸n,
ìpwc ja doÔme sto epìmeno kef�laio. Se sÔgkrish me ton algìrijmo twn
gewdaitik¸n kampul¸n se gr�fouc, tìso o algìrijmoc tou tuqaÐou peripatht 
ìso kai autìc twn grafotom¸n, ìpwc arqik� anaptÔqjhke, parousi�zoun to
meionèkthma thc anagkaiìthtac parèmbashc tou qr sth gia thn upìdeixh twn
diaforetik¸n perioq¸n tou antikeimènou upì melèth. AntÐjeta, o gewdaitikìc
algìrijmoc apaiteÐ apl� thn arqikopoÐhsh thc kampÔlhc se mia perioq  pou na
perilamb�nei ìla ta antikeÐmena pou prèpei na entopistoÔn (akìma kai an aut 
eÐnai olìklhro to pedÐo anaz thshc) kai autìmata ja xeqwrÐsei ta antikeÐmena
endiafèrontoc.

Sumperasmatik� loipìn, o algìrijmoc tou tuqaÐou peripatht , an kai dÐnei
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arket� kal� apotelèsmata sth genik  perÐptwsh, upofèrei ìmwc apì th mh
dunatìthta epèktashc se beltiwmènec efarmogèc me sunèpeia thn anagkaÐa
ex�rthsh tou apì to qr sth, prìblhma to opoÐo, ìpwc ja melet soume, lÔjhke
sthn perÐptwsh twn grafotom¸n.



Kef�laio 4

Gewdaitikèc kampÔlec me
grafotomèc

Oi gewdaitikèc energèc kampÔlec kaj¸c kai h mèjodoc twn grafotom¸n eÐnai
dÔo klassikèc mèjodoi kat�tmhshc kai anÐqneushc antikeimènwn. Epomènwc,
ta apotelèsmata ja  tan entupwsiak� an sundÔaze kaneÐc ta pleonekt mata
twn teqnik¸n aut¸n. H genik  idèa eÐnai ìti k�je tom  se èna gr�fo mporeÐ
na enswmatwjeÐ se èna suneq  q¸ro wc sÔnoro qwrÐou. H antÐstoiqh teqnik 
èqei anaptuqjeÐ gia thn apl  perÐptwsh tou klassikoÔ plègmatoc, en¸ sthn
paroÔsa melèth ja epektajeÐ sth genik  perÐptwsh tou mh kanonikoÔ tuqaÐou
gr�fou.

Up�rqoun dÔo endiafèrousec sunèpeiec thc enopoÐhshc aut c. Pr¸ton,
h teqnik  twn grafotom¸n mporeÐ na qrhsimopoihjeÐ gia thn apotelesmatik 
eÔresh olik� elaqÐstwn gewdaitik¸n kampul¸n upì èna exagìmeno apì thn
eikìna Riemann metrikì gia èna sÔnolo oriak¸n sunjhk¸n, kai deÔteron h ba-
ji� melèth twn idiot twn twn gewdaitik¸n kampul¸n mporeÐ na mac exasfalÐsei
jwrhtik� kai praktik� thn kal  sumperifor� tou apotelèsmatoc, dedomènhc
thc orjìthtac thc ulopoÐhshc.

4.1 H jewrÐa twn grafotom¸n

4.1.1 Sumbolismìc -Prokatarktik� stoiqeÐa

'Estw G = (V,E) ènac gr�foc me kìmbouc V kai èna sÔnolo apì kateu-
junìmenec akmèc E pou touc en¸noun. Oi kìmboi V = {s, t} ∪ P perilam-
b�noun dÔo eidikoÔc termatikoÔc kìmbouc, oi opoÐoi onom�zontai phg ,s kai
katabìjra,t kai èna sÔnolo mh termatik¸n kìmbwn P . IdiaÐtera katatopistikì
to sq ma 4.1 apì to [41].

69
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Sq ma 4.1: TermatikoÐ kai mh termatikoÐ kìmboi sthn teqnik  twn grafotom¸n.
Oi s sÔndesmoi dÐnontai me kìkkino en¸ oi t-sÔndesmoi me mplè.

K�je akm  tou gr�fou antistoiqÐzetai se èna b�roc - kìstoc w(i, j) > 0,
kai den apaitoÔme na isqÔei wij = wji. Mia akm  ja onom�zetai t-sÔndesmoc,
an sundèei èna mh termatikì kìmbo sto P me ènan termatikì, en¸ mia akm  ja
onom�zetai s-sÔndesmoc, an en¸nei dÔo mh termatikoÔc kìmbouc. To sÔnolo
ìlwn twn kateujunìmenwn n-sundèsmwn ja sumbolÐzetai me N. 'Etsi, loipìn,
to sÔnolo twn akm¸n tou gr�fou ja eÐnai E = N ∪ {(s, p), (p, t)∀p ∈ P}.

4.1.2 To prìblhma thc el�qisthc tom c / mègisthc
ro c

Tom  C ja onom�zoume mia diamèrish twn kìmbwn se èna gr�fo se dÔo di-
aforetik� sÔnola S, T, S ∩ T = ⊘, ètsi ¸ste s ∈ S kai t ∈ T . To sq ma
4.2 deÐqnei èna par�deigma tom c. To kìstoc thc tom c C = {S, T} isoÔtai
me to �jroisma twn bar¸n twn {sunoriak¸n} akm¸n (p, q), p ∈ S kai q ∈ T .
An (p, q) mÐa {sunoriak  gramm }, lème ìti h C {kìbei} thn akm  (p, q). To
prìblhma thc el�qisthc tom c eÐnai h eÔresh thc tom c ekeÐnhc pou èqei to
el�qisto kìstoc an�mesa se ìlec tic tomèc.

Sto shmeÐo autì parajètoume èna apì ta shmantikìtera apotelèsmata
thc sunduastik c beltistopoÐhshc, sÔmfwna me to opoÐo to prìblhma thc
el�qisthc tom c mporeÐ na lujeÐ brÐskontac th mègisth ro  apì thn phg  s
sthn katabìjra t. To je¸rhma twn Ford,Fulkerson [42] apodeiknÔei ìti h
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Sq ma 4.2: Par�deigma grafotom c.

mègisth ro  se èna gr�fo odhgeÐ se koresmì orismènec mìno akmèc oi opoÐec
kai orÐzoun dÔo anex�rthta sÔnola sto gr�fo S, T, S ∩ T = ⊘ pou antis-
toiqoÔn sthn el�qisth tom .

4.1.3 Grafotomèc gia thn duadik  beltistopoÐhsh

Se autì to ed�fio ja epikentrwjoÔme stic grafotomèc wc ergaleÐo duadik c
beltistopoÐhshc. Sthn ousÐa, h mejodologÐa twn grafotom¸n eÐnai eggen¸c
duadikèc teqnikèc kai gi' autì to lìgo ta duadik� probl mata sunistoÔn to
katexoq n antikeÐmenì touc. Gia na katano soume akrib¸c th mèjodo kai
na genikeÔsoume, sthn poreÐa, me fusikì trìpo, mporoÔme na xekin soume
me èna aplì par�deigma. Ac jewr soume èna gr�fo, oi timèc tou opoÐou se
k�je kìmbo èqoun alloiwjeÐ upì thn parousÐa k�poiou jorÔbou kai o stìqoc
mac eÐnai h epanafor� ìso to dunatì thc arqik c eikìnac. 'Estw epÐshc ìti
suzhtoÔme gia duadik  perÐptwsh, ìpou k�je kìmboc mporeÐ na èqei mìno mÐa
apì dÔo timèc. Gia thn akrÐbeia, h phg  s ja antiproswpeÔei thn tim  0, en¸ h
katabìjra t thn tim  1. 'Estw ìti f(p) h tim  thc en lìgw sun�rthshc ston
kìmbo p. Tautìqrona ac jewr soume ìtiDp(l) h timwrÐa gia thn an�jesh ston
kìmbo p thc tim c l ∈ {0, 1}. Diaisjhtik�, an f(p) = 1, anamenìmeno eÐnai
Dp(1) ≤ Dp(0). Prokeimènou na enswmat¸soume sto prìblhm� mac autoÔc
touc periorismoÔc, ja orÐsoume se k�je kìmbo dÔo t-sundèsmouc gia k�je
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kìmbo pou ton sundèoun me kajènan apì touc termatikoÔc.
Sth sunèqeia ja prèpei na eis�goume orismènouc kanonikopoihtikoÔc pe-

riorismoÔc, oi opoÐoi bohjoÔn na epanafèroume tic pragmatikèc timèc. Gia
par�deigma, mporeÐ na apait sei kaneÐc qwrik  omoiomorfÐa metaxÔ geitonik¸n
kìmbwn me thn elaqistopoÐhsh apìtomwn metabol¸n - asuneqei¸n metaxÔ twn
kìmbwn. MontelopoioÔme th nèa aut  kathgorÐa periorism¸n me n-sundèsmouc
metaxÔ twn kìmbwn kai anajètoume b�rh stouc sundèsmouc autoÔc omalopoi-
htikèc paramètrouc pou wjoÔn thn el�qisth grafotom  na kìyei ìso to
dunatì ligìterouc n-sundèsmouc.Ac mhn xeqn�me ìti mÐa grafotom  C eÐnai
ènac duadikìc diaqwrismìc metaxÔ dÔo sunìlwn S kai T kai mporeÐ isodÔnama
na ekfrasteÐ wc duadik  an�jesh tim¸n fp ∈ {0, 1} stouc kìmbouc, an�loga
me to sÔnolo ìpou an koun.

Ac jewr soume t¸ra to kìstoc thc k�je grafotom c C = {S, T}. Autì
to kìstoc perilamb�nei b�rh dÔo diaforetik¸n akm¸n: twn t-sundèsmwn kai
twn n-sundèsmwn pou kìbei. Prèpei ed¸ na tonÐsoume ìti k�je grafotom 
kìbei akrib¸c ènan t-sÔndesmo an� kìmbo, sugkekrimèna ton t sÔndesmo (p, t),
e�n o kìmboc p an kei sthn s om�da, (S)en¸ ton t sÔndesmo (p, s), e�n o kìmboc
p an kei sthn t om�da(T ). Epomènwc o k�je kìmboc suneisfèrei eÐteDp(0) eÐte
Dp(1) wc proc touc t- sundèsmouc, an�loga me thn tim  pou tou prosdÐdetai.
Tautìqrona, to sunolikì kìstoc thc grafotom c ja perilamb�nei kai ta b�rh
orismènwn n-sundèsmwn (p, q) ∈ N . Ja èqoume loipìn telik�:

∣C∣ =
∑
p∈P

Dp(fp) +
∑

(p,q)∈N
p∈S,q∈T

w(p, q)

orÐzontac me ton trìpo autì thn enèrgeia thc antÐstoiqhc apìdoshc tim¸n :

E(f) = ∣C∣ =
∑
p∈P

Dp(fp) + �
∑

(p,q)∈N

I(fp = 0, fq = 1),

ìpou h sun�rthsh I paÐrnei thn tim  1 mìno, e�n to ìrism� thc eÐnai alhjèc.
Blèpoume, loipìn, ìti sth genik  perÐptwsh problhm�twn ektìc twn �llwn, ja
prèpei na rujmÐsoume mia isorropÐa an�mesa sthn timwrÐa kathgoriopoÐhshc
kai sthn kanonikìthta met�xÔ twn dedomènwn (par�metroc l). H shmasÐa
aut c thc isorropÐac ja gÐnei emfan c kai sth dik  mac ulopoÐhsh argìtera
sth melèth mac.

Sto shmeÐo autì mporoÔme na epektajoÔme sth genik  perÐptwsh thc d-
uadik c elaqistopoÐhshc enèrgeiac me grafotomèc. Sth genik  perÐptwsh, ìlh
h duskolÐa tou probl matoc sugkentr¸netai sthn kataskeu  tou antÐstoiqou
gr�fou, o opoÐoc na antiproswpeÔei orj� to sunarthsiakì to opoÐo epiju-
moÔme na elaqistopoi soume. An, loipìn, apod¸sei kaneÐc timwrÐec Dp(l) se
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Sq ma 4.3: Mia s−t grafotom , pou antistoiqeÐ se duadikì diamerismì, mporeÐ
na eklhfjeÐ wc uperepif�neia ston antÐstoiqo q¸ro

k�je kìmbo kai kìsth Vpq(fp, fq) kanonikìthtac, tìte to antÐstoiqo prìblhma
mègisthc ro c - el�qistwn tom¸n ja elaqistopoi sei to sunarthsiakì:

∣C∣ =
∑
p∈P

Dp(fp) +
∑

(p,q)∈N
p∈S,q∈T

Vpq(fp, fq)

To er¸thma pou tÐjetai t¸ra eÐnai: MporeÐ na brejeÐ olik� el�qisth
kathgoriopoÐhsh f qrhsimopoi¸ntac kataskeu  basismènh se grafotomèc? Oi
Kolmogorov kai Zabih sto exairetikì [43] apodeiknÔoun ìti, gia th duadik 
perÐptwsh , h mèjodoc twn grafotom¸n mporei na brei to olikì el�qisto tou
parap�nw probl matoc, an kai mìno e�n:

Vpq(0, 0) + Vpq(1, 1) ≤ Vpq(0, 1) + Vpq(1, 0)

4.1.4 Oi grafotomèc wc uperepif�neiec -sÔndesh
me tic gewdaitikèc kampÔlec

Sto ed�fio autì, stìqoc mac eÐnai na anadeÐxoume tic topologikèc idiìthtec
twn grafotom¸n pou wjoÔn thn axiopoÐhs  touc se sunduasmì me th jewrÐa
twn gewdaitik¸n kampul¸n. Ac melet soume ta paradeÐgmata thc eikìnac 4.3
kai ac upojèsoume ìti oi t sÔndesmoi mporoÔn na èqoun mìno dÔo timèc b�rouc:
�peiro   mhdèn. Me �lla lìgia mporoÔme na jewr soume ìti ìsoi kìmboi eÐnai
sundedemènoi me k�poion termatikì tìte leitourgoÔn kai autoÐ wc termatikoÐ
gegonìc pou eis�gei anagkaÐec oriakèc sunj kec gia tic grafotomèc. Oi up-
ìloipoi kìmboi sundèontai me touc termatikoÔc mon�qa mèsw n-links.

JewroÔme, loipìn, ìti mÐa tom  qwrÐzei to gr�fo mac se dÔo perioqèc k�je
mÐa apì tic opoiec ja perièqei touc termatikoÔc kìmbouc diaforetikoÔ eÐdouc.
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OrÐzetai, loipìn, èna sÔnoro metaxÔ twn perioq¸n , pou oriojeteÐi mia di-
aqwristik  uperepif�neia (pr�sino qr¸ma sto sq ma 4.3). Fusik� metaxÔ twn
sunoriak¸n shmeÐwn mporoÔn na oristoÔn perissìterec apì mÐa uperepif�neiec,
gegonìc pou eis�gei sf�lmata all� mporoÔn polÔ kal� na antiproswpeujoÔn
apì mÐa, h opoÐa sun jwc eÐnai h omalìterh ìlwn.

'Ara loipìn, ìpwc proteÐnetai sto [44] apì touc Boykov kai Kolmogorov
thn idèa twn opoÐwn ja epekteÐnoume se genikìterh efarmog  sthn paroÔsa
melèth, mporeÐ kaneÐc na orÐsei èna kìstoc   embadì thc antÐstoiqhc up-
erepif�neiac (m koc kampÔlhc gia thn perÐptwsh pou ja exet�soume) basis-
mèno sto kìstoc thc antÐstoiqhc grafotom c. Autì eis�gei thn ènnoia tou
metrikoÔ-tom c kai metab�llontac kaneÐc ta kìsth twn n-sundèsmwn stouc
kìmbouc tou gr�fou mporeÐ na ephre�sei ta antÐstoiqa kìsth-mètra twn epi-
fanei¸n pou dièrqontai kont� ston en lìgw kìmbo. An m�lista kaneÐc ka-
jorÐsei tic timèc autèc twn bar¸n twn n - sundèsmwn, me b�sh th gewdaitik 
jewrÐa, mporeÐ na sundu�sei thn eurwstÐa thc ulopoÐhshc me grafotomèc me
thn apotelesmatikìthta twn gewdaitik¸n energ¸n kampul¸n.

H parap�nw idèa mporeÐ na efarmosteÐ, dedomènou ìti oi upì melèth u-
perepif�neiec èqoun orismènec topologikèc idiìthtec. Kai mìno o ìroc {di-
aqwristikèc} uperepif�neiec uponoeÐ ìti prèpei na ikanopoioÔn orismènec ori-
akèc sunj kec me thn ènnoia ìti ofeÐloun na diaqwrÐzoun tic phgèc apì tic
katabìjrec. An jewr soume, gia par�deigma, ìti oi gr�foi mac eÐnai sund-
edemènoi, tìte den mporeÐ par� oi perioqèc pou orÐzoun oi grafotomèc na eÐnai
to mègisto dÔo; mÐa pou perilamb�nei tic phgèc kai mÐa tic katabìjrec. Sth-
n perÐptwsh pou h el�qisth tom  orÐzei treic   perissìterec perioqèc tìte
ìrismènec apì tic perioqèc pou ja prokÔyoun ja prèpei na mhn perièqoun oÔte
phgèc oÔte katabìjrec (ac jumhjoÔme ìti oi t- sÔndesmoi èqoun mìno mhdenikì
  �peiro b�roc). Sthn perÐptwsh aut  h sugkekrimènh grafotom  den mporeÐ
na eÐnai el�qisth kaj¸c h grafotom  pou antistoiqeÐ sthn epanasÔndesh twn
perioq¸n aut¸n me to gr�fo èqei fusik� mikrìtero kìstoc (den prostÐjetai
to kìstoc twn antÐstoiqwn t-sundèsmwn).

H parap�nw sullogistik  mac odhgeÐ sto sumpèrasma ìti, tìso o orismìc
twn bar¸n twn n-sundèsmwn ìso kai h di�taxh phg¸n kai katabojr¸n, mac
epitrèpei na rujmÐsoume thn topologÐa twn antÐstoiqwn uperepifanei¸n kai na
epitrèyoume   mh topologikèc allagèc. Qarakthristikì to sq ma 4.4

Sugkekrimèna t¸ra, gia thn perÐptws  mac, oi Boykov kai Kolmogorov
sto [44], me to opoÐo ja asqolhjoÔme sthn epìmenh par�grafo, apodeiknÔoun
ìti kanonik� plègmata mporoÔn na dhmiourg soun metrik� grafotom¸n pou
proseggÐzoun kal� opoiod pote suneqèc metrikì Riemann me arket� mikrì s-
f�lma. Qrhsimopoi¸ntac isqur� apotelèsmata thc oloklhrwtik c gewmetrÐac
mporoÔme na kataskeu�soume b�rh gia touc n-sundèsmouc se k�je kìmbo p
pou exart¸ntai apì thn epilog  tou jetik� orismènou pÐnaka D(p) pou orÐzei
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Sq ma 4.4: H epilog  oriak¸n sunjhk¸n (sources-sinks) kai bar¸n n-
sundèsmwn ephre�zoun thn epitrept  topologÐa twn grafotom¸n. Gia
par�deigma, oi apeÐrou b�rouc n sÔndesmoi shmeiwmènoi me kafè qr¸ma s-
to aristerì sq ma den epitrèpoun to dÐplwma thc kampÔlhc an�mes� touc.
AntÐstoiqa h grafotom  sto sq ma dexi� den eÐnai efikt , kaj¸c kai p�li oi
sÔndesmoi me kafè qr¸ma eÐnai apeÐrou kìstouc.

to topikì metrikì-apìstash kont� sto shmeÐo autì.

4.2 Gewtomèc -Epektamènec gewtomèc se

gr�fouc

UpenjumÐzoume apì to kef�laio 2 th sqèsh (2.9) h opoÐa kai sumpukn¸nei
to gewdaitikì montèlo, orÐzontac to {m koc} thc kampÔlhc, to opoÐo kai e-
laqistopoioÔme.

E(C) =

∫ ∣C∣E
0

g(∣∇I(C(s))∣)ds (4.1)

ìpou h par�metrish s epilègetai eidik� na eÐnai to EukleÐdio m koc tìxou, ∣C∣
to euklÐdeio m koc thc kampÔlhc kai g mia gnhsÐwc fjÐnousa sun�rthsh h
opoÐa sugklÐnei sto mhdèn sto �peiro.

To prìblhma, apì mÐa �llh optik , mporeÐ na to dei kaneÐc wc prìblhma
eÔreshc topik¸n gewdaitik¸n se ènan q¸ro me Riemann metrikì pou ex�ge-
tai apì thn tim  tou k�je kìmbou. UpenjumÐzoume ìti me ton ìro gew-
daitikì ennooÔme th genÐkeush thc paradosiak c eujeÐac se kampulwmènouc
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Sq ma 4.5: Oi kanonikèc par�metroi miac eujeÐac : � ≥ 0 kai 0 ≤ � ≤ 2� ,
oi polikèc suntetagmènec thc tom c thc eujeÐac me thn k�jeto apì thn arq 
twn axìnwn sthn eujeÐa.

q¸rouc, dhlad , dedomènou enìc mh EuklÐdeiou metrikoÔ, thn el�qisth (top-
ik�) apìstash metaxÔ dÔo shmeÐwn. To m koc thc kampÔlhc ston Riemann
q¸ro ja eÐnai :

∣C∣R =

∫ ∣C∣E
0

√
� ′sD(C(s))�sds (4.2)

ìpou o jetik� orismènoc pÐnakac D(⋅) kajorÐzei to topikì metrikì Riemann
se k�je kìmbo en¸ �s eÐnai to monadiaÐo efaptomenikì di�nusma sthn kampÔlh.
Sthn pragmatikìthta, h enèrgeia thc sqèshc (4.1) prokÔptei apì thn (4.2) an
qrhsimopoi soume to isotropikì metrikì Riemann:

D(⋅) = diag(g(∣∇I(⋅)∣))

MÐa pr¸th prosèggish gia thn elaqistopoÐhsh tou parap�nw m kouc kai thn
eÔresh el�qistwn gewdaitik¸n ègine sto [45] apì ton Cohen kai katèlhxe se
ènan algìrijmo suntomìterhc diadrom c. AntÐstoiqa, h prosèggish pou ja
melet soume katal gei se mia lÔsh me grafotomèc.

4.2.1 Oloklhrwtik  gewmetrÐa kai exis¸seic
tÔpou Crofton

Sto parìn ed�fio ja exet�soume mÐa klassik  Cauchy-Crofton exÐswsh h
opoÐa eÐnai kajoristik c shmasÐac gia th jewrÐa twn grafotom¸n kai twn
epektamènwn grafotom¸n pou ja anaptÔxoume sth sunèqeia. H exÐswsh aut 
sqetÐzei to m koc miac kampÔlhc sto epÐpedo R2 me èna mètro tou sunìlou
twn eujei¸n pou thn tèmnoun. Sto parìn ja gÐnei mia sunoptik  anafor�. Gia
perissìterec leptomèreiec mporeÐ na anatrèxei kaneÐc sta [46] kai [47].
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Sq ma 4.6: K�je eujeÐa kajorÐzetai apì tic kanonikèc thc paramètrouc (r,f)
sto q¸ro Λ. K�je kampÔlh orÐzei sto q¸ro autì mia sun�rthsh nc h opoÐa
kai orÐzei ton arijmì twn tom¸n me th C.

Ac jewr soume mia eujeÐa L(�, �) sto R2 pou orÐzetai apì tic paramètrouc
thc (r,f) (Sq ma 4.5)Tautìqrona, èstw Λ = {(�, �) : � ≥ 0, � ∈ [0, �]} to
sÔnolo pou perigr�fei ìlec tic eujeÐec sto q¸ro kai to mètro Lebesgue sto
q¸ro autì, dΛ ∝ d� ⋅ d� . AntÐstoiqa to Lebesgue mètro enìc uposunìlou Q
tou sunìlou twn eujei¸n ja eÐnai

∫
X
dΛ.

H perÐfhmh exÐswsh Cauchy Crofton sqetÐzei to EukleÐdio m koc miac
kampÔlhc C me to mètro twn eujei¸n pou thn tèmnoun wc ex c:∫

ncdΛ = 2∣C∣�

H sun�rthsh nc deÐqnei ton arijmì pou k�je eujeÐa (r,f) tèmnei thn kampÔlh
C (Sq ma 4.6).San apl  efrmog  anafèroume ìti gia sunektikèc kampÔlec, h
exÐswsh Cauchy-Crofton an�getai sthn∫

ΛC

dΛ = ∣C∣�

dhlad  to m koc miac sunektik c kampÔlhc isoÔtai me to mètro Lebesgue tou
sunìlou twn eujei¸n pou thn tèmnoun.
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4.2.2 SÔgkrish klassikoÔ metrikoÔ monopatioÔ -
metrikoÔ grafotom¸n.

O plèon fusikìc orismìc tou m kouc miac diadrom c pAB pou en¸nei dÔo kìm-
bouc A,B, orismènhc se èna gr�fo me b�rh ja  tan:

∣pAB∣ =
∑
e∈AB

we

H el�qisth aut  apìstash metaxÔ dÔo kìmbwn ja mporoÔse na upologisteÐ
sthn aploÔsterh perÐptwsh me algorÐjmouc tÔpou Dijistra. Tètoiou tÔpou
apost�seic onom�zontai apost�seic monopatioÔ. Apì thn �llh, to apotèlesma
se tètoiou tÔpou mètra apost�sewn ephre�zetai tìso apì thn epilog  twn
geitìnwn ìso kai apì ta b�rh twn akm¸n, gegonìc pou mporeÐ na alloi¸sei
shmantik� to apotèlesma. Sthn perÐptwsh tou orjokanonikoÔ plègmatoc pou
melet�tai apì ton empneust  twn gewtom¸n Boykov ([44]) h diafor� den
eÐnai tìso shmantik , kaj¸c mporeÐ polÔ kal� to m koc miac kampÔlhc na
proseggisteÐ apì to �jroisma twn apost�sewn qarakthristik¸n shmeÐwn p�nw
thc. Den mporoÔme ìmwc na poÔme to Ðdio sth dik  mac perÐptwsh, ìpou h mh
kanonikìthta twn jèsewn kai twn apost�sewn dÐnei tètoia eleujerÐa sthn
kÐnhsh thc kampÔlhc metaxÔ gnwst¸n shmeÐwn ¸ste to sf�lma thc qr shc
tètoiwn mètrwn m kouc kampÔlhc na eÐnai exairetik� meg�lo.

Gia to lìgo autì eis�getai èna nèo mètro m kouc , to mètro tom¸n, to
opoÐo upì thn eureÐa ènnoia eÐnai duikì proc to mètro monopatioÔ. Basikì
pleonèkthma pèran thc akrÐbeiac eÐnai h dunatìthta epèktashc twn ide¸n aut¸n
se uperepif�neiec N-diast�sewn me tic antÐstoiqec tropopoi seic. H basik 
idèa sqetÐzetai me thn parat rhsh ìti mia grafotom  se èna orjokanonikì
gr�foG = (V,E) enswmatwmèno stonRn mporeÐ na jewrhjeÐ kleist  kampÔlh
(uperepif�neia) thc opoÐac to m koc (epif�neia) mporeÐ na oristeÐ gia k�je
grafotom  C ⊆ V wc

∣C∣G =
∑
e∈C

we

h opoÐa eÐnai apl¸c h èkfrash tou kìstouc thc grafotom c apì thn apl 
sunduastik  beltistopoÐhsh. Lìgw thc gewmetrik c fÔshc tou parap�nw
orismoÔ wc m koc thc antÐstoiqhc kampÔlhc C mporoÔme na suzht�me gia
metrikèc idiìthtec twn grafotom¸n. An kai optik� faÐnetai kai p�li ex�rthsh
apì th geitoni� tou k�je shmeÐou kai apì ta antÐstoiqa b�rh twn akm¸n,
upenjumÐzoume ìti sth mejodologÐa twn grafotom¸n kataskeu�zoume exarq c
èna nèo gr�fo stou opoÐou touc n kai t sundèsmouc anajètoume ta b�rh
an�loga me thn efarmog . Parak�tw ja doÔme thn kataskeu  twn bar¸n gia
orjokanonikì plègma arqik� kai sth genik  perÐptwsh argìtera.
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Sq ma 4.7: ParadeÐgmata geitoni¸n kai diat�xewn se orjokanonikì plègma.

Sq ma 4.8: Oikogèneia kampul¸n kai el�qistec apost�seic.

4.2.3 Gewtomèc se orjokanonikì epÐpedo plègma

'Estw ìti ìloi oi kìmboi brÐskontai sto R2 epÐpedo se orjokanonikì plègma
me keli� m kouc d. Ac upojèsoume epÐshc ìti ìloi oi kìmboi èqoun topologik�
panomoiìtupec geitonièc. Par�deigma tètoiac di�taxhc dÐnetai sto sq ma 4.7.
Oi geitonièc se èna orjokanonikì plègma mporoÔn na perigrafoÔn apì èna
sÔnolo :

NG = {ek : 1 ≤ k ≤ nG}
apì diakrit� dianÔsmata (sq ma 4.7), qwrÐc na upologÐzoume tic kateujÔn-

seic. Gia par�deigma, orjokanonikì plègma me geitoni� 8 geitìnwn perigr�fe-
tai apì tèssera dianÔsmata NG = e1, e2, e3, e4. K�noume epÐshc thn upìjesh
ìti ta dianÔsmata diat�ssontai me seir� auxanìmenhc gwnÐac �k ¸ste, telik�
0 = �1 ≤ �2 ≤ ⋅ ⋅ ⋅�nG ≤ �. Wc mètro tou ek lamb�noume to el�qisto m koc
dianÔsmatoc pou sundèei dÔo kìmbouc sthn kateÔjunsh �k.
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Sq ma 4.9: Metrikì tom c wc EukleÐdio mètro. Sf�lma lìgw tou ìti o
arijmìc twn for¸n pou h pr�sinh gramm  tèmnei thn kampÔlh den isoÔtai me
ton arijmì twn antÐstoiqwn akm¸n ìpou aut  thn tèmnei.

K�je di�nusma e ∈ NG par�gei mia geitoni� eujei¸n (Sq ma 4.8) sto
orjokanonikì plègma me el�qisth apìstash metaxÔ touc :

Δ�k =
�2

∣ek∣

Sumperasmatik�, k�je oikogèneia eujei¸n ek qarakthrÐzetai apì thn apìstash
Δ�k kai thn kateÔjunsh �k. Tèloc, ston gr�fo, ton opoÐo kataskeu�zoume,
ja dhmiourgoÔme mÐa akm  metaxÔ kìmbwn pou an koun sth geitoni�, ìpwc thn
orÐzoume emeÐc (Sq ma 4.7), kai ja thc anajetoume b�roc pou ja eÐnai koinì
gia k�je kateÔjunsh wk.

Sto shmeÐo autì, prokeimènou na prosdiorÐsoume ta b�rh wk ja prèpei
na epikalestoÔme ta mèsa pou mac parèqei h oloklhrwtik  gewmetrÐa kai na
sundèsoume to metrikì tom c me to EukleÐdio, arqik�, metrikì sto R2. 'Estw,
loipìn, mia kampÔlh C sto q¸ro tou orjokanonikoÔ plègmatoc. H kampÔlh
aut  orÐzei èna duadikì diaqwrismì tou plègmatoc kai, sunep¸c, apoteleÐ mia
grafotom  ston gr�fo G. MporoÔme, loipìn, na jewr soume to m koc thc
kampÔlhc ∣CG∣ wc to antÐstoiqo metrikì tom c me ta b�rh epilegmèna ètsi
¸ste na mac dÐnoun to EukleÐdio m koc thc. (Sq ma 4.9)

SÔmfwna me thn exÐswsh Cauchy-Crofton mporoÔme na anaparast soume
to EukleÐdio m koc thc kampÔlhc C wc èna olokl rwma:

∣C∣E =
1

2

∫
ncdΛ =

1

2

∫ �

0

∫ ∞
−∞

nc(�, �)d�d� (4.3)
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ìpou epitrèyame sthn aktÐna r na p�rei arnhtikèc timèc dedomènou ìti pe-
riorÐsame th f sto di�sthma [0,p]. ProseggÐzontac diakrit� to parap�nw
olokl rwma mporoÔme na p�roume :

∣C∣E ≃
1

2

NG∑
1

(∑
i

nc(i, k)Δ�k

)
Δ�k =

NG∑
1

nc(k) ⋅ �
2Δ�k
2∣ek∣

(4.4)

ìpou o deÐkthc i arijmeÐ tic diaforetikèc eujeÐec sthn Ðdia oikogèneia, nc(i, k)
antiproswpeÔei ton arijmì twn for¸n pou h eujeÐa i thc k oikogèneiac tèmnei
thn kampÔlh C kai nc(k) o sunolikìc arijmìc twn for¸n pou oi eujeÐec thc
oikogèneiac k tèmnoun th C.

An loipìn jèsoume wc b�rh akm¸n ston isodÔnamo gr�fo ta :

wk =
�2 ⋅Δ�k

2∣ek∣

ja èqoume:

∣C∣e ≈
nG∑
k=1

nc(k)wk ≈ ∣C∣G

To sf�lma prosèggishc sto aristerì mèroc thc isìthtac ofeÐletai sthn
prosèggish tou oloklhr¸matoc wc merikì �jroisma. 'Oso mikrìterh h di�s-
tash tou kelioÔ tìso mikrìtero to sf�lma.

To sf�lma prosèggishc sto dexiì mèroc thc isìthtac dhmiourgeÐtai ìtan o
pragmatikìc arijmìc twn tom¸n metaxÔ thc kampÔlhc kai miac akm c eÐnai di-
aforetikìc apì ton arijmì twn akm¸n kat� m koc thc kampÔlhc pou kìbontai
apì aut n. Par�deigma tètoiac perÐptwshc dÐnetai sto sq ma 4.9 se shmeÐa
ìpou oi kurt¸seic thc kampÔlhc eÐnai mikrìterec apì th di�stash thc akm -
c.(Sq ma 4.9)

Parousi�zoume sth sunèqeia ta apotelèsmata gia thn perÐptwsh Riemann
metrikoÔ. H antÐstoiqh Cauchy-Ctofton exÐswsh se aut  thn perÐptwsh ja
eÐnai: ∫

det(D)

2(u′L ⋅D ⋅ uL)3/2
ncdΛ = 2∣C∣R

ìpou uL eÐnai to monadiaÐo di�nusma sthn kateÔjunsh thc gramm c L. Akolou-
j¸ntac akrib¸c thn Ðdia sullogistik , ìpwc sthn EukleÐdia perÐptwsh,
odhgoÔmaste sta b�rh:

wk =
�2 ⋅ ∣ek∣2Δ�k ⋅ det(D)

2(e′k ⋅D ⋅ ek)3/2
(4.5)

sthn perÐptwsh Riemann metrikoÔ. Sthn eidik  perÐptwsh ìpouD = I anagì-
maste sthn EukleÐdia perÐptwsh.
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Tèloc, sthn perÐptwsh ìpou to Riemann metrikì orÐzetai xeqwrist� se
k�je kìmbo ja èqoume thn èkfrash:

wk =
�2 ⋅ ∣ek∣2Δ�k ⋅ det(D(p))

2(e′k ⋅D(p) ⋅ ek)3/2
(4.6)

Sunolik�, loipìn, o algìrijmoc twn grafotom¸n eÐnai sunduasmìc tìso twn
parap�nw jewrhtik¸n apotelesm�twn ìso kai tou algorÐjmou kat�tmhshc me
grafotomèc ([39]). H gn¸sh twn bar¸n apì tic parap�nw exÐs¸seic se sundu-
asmì me th dunatìthta orismoÔ oriak¸n sunjhk¸n se gr�fouc ([48]) epitrèpei
ton upologismì thc olik� bèltisthc grafotom c se grammikì qrìno mèsw miac
seir�c s/t mejìdwn grafotom¸n apì thn sunduastik  beltistopoÐhsh.

Sqetik� me thn epilog  tou metrikoÔ Riemann se k�je kìmbo p èqoume
dÔo epilogèc:

∙ Qr sh isotropikoÔ metrikoÔ, tou opoÐou to pleonèkthma eÐnai h taqÔthta
ektèleshc lìgw thc aploÔsteushc twn upologim¸n:

D(p) = diag(g(∣∇I∣), g(∣∇I∣))

∙ Qr sh anisotropikoÔ metrikoÔ me sunèpeia kalÔterhc poiìthtac apotè-
lesma :

D(p) = g(∣∇I∣) ⋅ I + (1− g(∣∇I∣))u⃗u⃗

ìpou u⃗ = ∇I
∣∇I∣ to monadiaÐo di�nusma sthn kateÔjunsh thc klÐshc thc

sun�rthshc I pou orÐzetai stouc kìmbouc.

4.3 Gewtomèc se gr�fouc

Lìgw thc idiaiterìthtac twn tuqaÐwn gr�fwn kai thc poikilÐac twn endeqìmen-
wn apost�sewn metaxÔ twn geitìnwn, klassik� mètra kampul¸n, ìpwc to
mètro monopatioÔ pou perigr�yame, den ja èqoun kal� apotelèsmata. Apì
thn �llh, dedomènhc thc poikilÐac twn geitoni¸n kai thc tuqaiìthtac twn ak-
m¸n, sullogistikèc, ìpwc oi parap�nw, ja èqoun polÔ kalÔtera apotelèsma-
ta. Pio sugkekrimèna, o q¸roc (r,f) sthn perÐptwsh enìc gr�fou anamènetai
na eÐnai polÔ pio puknìc apì ton antÐstoiqo tou orjokanonikoÔ plègmatoc kai,
epomènwc, h akrÐbeia twn exis¸sewn tÔpou Cauchy-Crofton ja eÐnai exairetik�
megalÔterh. Ac doÔme tic parap�nw idèec pio sugkekrimèna.

Sth sqèsh (4.4) ègine prosèggish tou oloklhr¸matoc me merikì �jroisma,
den ègine emfanèc ìmwc p¸c proseggÐsthke to stoiqei¸dec mètro Lebesgue (to
mètro thc k�je eujeÐac). An parathr soume prosektikìtera, o ìroc d�d� an-
tikatast�jhke apì ton ìro Δ�kΔ�k. Sthn perÐptws  mac ìmwc den up�rqoun
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Sq ma 4.10: O tuqaÐoc gr�foc ìpou ja broÔme to q¸ro (r,f) twn eujei¸n

{taktikèc} apost�seic metaxÔ twn tuqaÐwn eujei¸n oÔte stajerèc apoklÐseic
metaxÔ twn diaforetik¸n kateujÔnsewn. Epomènwc, p¸c mporeÐ kaneÐc na
proseggÐsei to olokl rwma (4.3) tuqaÐwn eujei¸n se tuqaÐec geitonièc?

Gia na mporèsoume na ft�soume se èna pl rec apotèlesma prèpei arqik�
na exet�soume to q¸ro twn eujei¸n (r,f) enìc tuqaÐou gr�fou. 'Ena tètoio
par�deigma faÐnetai sta Sq mata 4.10 kai 4.11 .

H prosektik  melèth tou q¸rou twn eujei¸n all� kai h ermhneÐa tou
mètrou Lebesgue wc puknìthta mac odhgeÐ sthn idèa miac {dÐkaihc} diamèrishc
tou (r,f) twn eujei¸n se perioqèc epirro c. Me �lla lìgia k�je uparkt 
eujeÐa sto gr�fo ja antiproswpeÔei to sÔnolo twn eujei¸n twn opoÐwn ta
stÐgmata sto q¸ro (r,f) brÐskontai perissìtero kont� se aut . H skèyh aut 
mac odhgeÐ sta diagr�mmata Voronoi.

Diagr�mmata Voronoi Di�gramma Voronoi eÐnai mia eidik  morf 
di�spashc enìc metrikoÔ q¸rou pou kajorÐzetai apì apost�seic twn shmeÐwn
sto metrikì q¸ro apì diakritì sÔnolo shmeÐwn. Sugkekrimèna, dedomènou
enìc sunìlou shmeÐwn S sto epÐpedo, orÐzontai keli� kai antistoiqoÔntai se
k�je shmeÐo ètsi ¸ste k�je kelÐ na perilamb�nei ìla ta shmeÐa tou epipèdou
ta opoÐa brÐskontai pio kont� sto sugkekrimèno shmeÐo apì ìti se opoiod pote
�llo.
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Sq ma 4.11: O q¸roc (r,f) twn eujei¸n tou gr�fou tou sq matoc 4.10

Sq ma 4.12: To di�gramma Voronoi tou q¸rou (r,f) twn eujei¸n tou tuqaÐou
gr�fou.



KEF�ALAIO 4. GEWDAITIK�ES KAMP�ULES ME GRAFOTOM�ES 85

Sq ma 4.13: To di�gramma Voronoi tou q¸rou (r,f) twn eujei¸n tou tuqaÐou
gr�fou se megèjunsh. ParathroÔme ìti h sugkekrimènh diamèrish tou q¸rou
(r,f) eÐnai h pio dÐkaia diamèrish tou q¸rou. Ta embad� twn qrwmatismènwn
perioq¸n ja paÐxoun to rìlo tou mètrou Lebesgue

ParathroÔme,loipìn, ìti h di�spash tou q¸rou (r,f) twn eujei¸n se
Voronoi keli� eÐnai antiproswpeutik  thc puknìthtac tou q¸rou se k�je
shmeÐo kai to embadì tou antÐstoiqou kelioÔ exairetik  prosèggish tou an-
tÐstoiqou mètrou Lebesgue. H parap�nw idèa gÐnetai kalÔtera katanoht  sta
sq mata 4.12 kai 4.13 .

Gia tou lìgou to alhjèc ac doÔme ti sumbaÐnei sth perÐptwsh orjokanon-
ikoÔ plègmatoc. An parathr soume ta sq mata 4.14,4.15,4.16, parathroÔme
ìti me thn prosèggish aut  twn keli¸n Voronoi wc mon�da stoiqei¸douc
epif�neiac h orjokanonik  perÐptwsh apoteleÐ mia eidik  perÐptwsh thc e-
farmog c.

IdiaÐterh prosoq  ja prèpei na dojeÐ kai sthn exagwg  twn bar¸n twn
akm¸n tou gr�fou tou isodÔnamou probl matoc. Gia na gÐnei katanoht  h
epiqeirhmatologÐa, antiparab�lloume sto sq ma 4.17 tic dÔo peript¸seic. Me
b�sh loipìn to sq ma parathroÔme mia diafor� pou ja mporoÔse na apotelèsei
phg  ter�stiwn laj¸n. Sthn orjokanonik  perÐptwsh oi eujeÐec qwrÐzontai
se om�dec parall lwn eujei¸n. To gegonìc autì exasfalÐzei ìti, an h
kampÔlh tèmnei mia akm  pv sugkekrimènou prosanatolismoÔ tìte,dedomènou
ìti ìlec oi upìloipec eujeÐec ekkinoÔn apì touc kìmbouc p, q sth qeirìter-
h perÐptwsh, sto pedÐo aut c thc akm c mporoÔme na eÐmaste sÐgouroi ìti
den ja tèmnetai apì kamÐa �llh eujeÐa opoiasd pote oikogèneiac. Me �l-
la lìgia, sthn orjokanonik  perÐptwsh, sto isodÔnamo b�roc ja prèpei na
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Sq ma 4.14: O q¸roc (r,f) twn eujei¸n tou gr�fou gia orjokanonikì plègma

Sq ma 4.15: To di�gramma Voronoi tou q¸rou (r,f) tou orjokanonikoÔ plèg-
matoc
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Sq ma 4.16: Ta keli� tou diagr�mmatoc Voronoi sthn perÐptwsh tou or-
jokanonikoÔ plègmatoc eÐnai akrib¸c ta orjog¸nia sta opoÐa diamerÐsame to
q¸ro sthn orjokanonik  perÐptwsh.

Sq ma 4.17: KÔria diafor� metaxÔ tou tuqaÐou gr�fou kai tou orjokanonikoÔ
plègmatoc. Sthn perÐptwsh tou tuqaÐou gr�fou perissìterec apì mÐa eujeÐec
tèmnoun thn kampÔlh, en¸ brÐsketai metaxÔ dÔo kìmbwn. K�ti tètoio profan¸c
den sumbaÐnei sthn orjokanonik  perÐptwsh.
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Sq ma 4.18: perÐmetroc kÔklou aktÐnac 0.45 sthn orjokanonik  perÐptwsh
metr�tai wc 2.21 en¸ sthn perÐptwsh tuqaÐou gr�fou wc 2.42. H apìklish
kai twn dÔo ofeÐletai sto mikrì arijmì kìmbwn gia lìgouc epÐdeixhc. 'Oso
oi apost�seic twn kìmbwn mikraÐnoun sqetik� me th mègisth di�stash tou
sq matoc h akrÐbeia aux�netai. Sthn oriak  perÐptwsh kai oi dÔo proseggÐseic
katal goun sto pragmatikì m koc thc kampÔlhc.

sunupologÐsoume mon�qa tic eujeÐec pou antiproswpeÔei h sugkekrimènh akm 
sto q¸ro (r,f) anajètontac to stajerì b�roc wk. AntÐjeta, sthn perÐptwsh
tou tuqaÐou gr�fou parousi�zetai to fainìmeno tou sq matoc 4.17. Sug-
kekrimèna, tÐpota den mac eggu�tai ìti, an h kampÔlh tèmnetai apì thn eujeÐa
pou orÐzei h akm  (p, q), ja tèmnetai mìno apì aut . Sugkekrimèna, ja tèmne-
tai apì ìlec tic upìloipec eujeÐec sto gr�fo oi opoÐec tèmnontai me thn p⃗q se
shmeÐo metaxÔ twn p kai q. Epomènwc ja prèpei na sunupologisteÐ sto b�roc
thc isodÔnamhc akm c h suneisfor� se ìrouc epif�neiac kelioÔ Voronoi sto
q¸ro (r,f) ìlwn twn upìloipwn eujei¸n. To gegonìc autì, an kai eis�gei
mia poluplokìthta sthn ulopoÐhsh, mikr  ìmwc, kaj¸c elègqetai algebrik�
me mikrì kìstoc, suneisfèrei dramatik� sthn akrÐbeia. Gia tou lìgou to al-
hjèc, sto sq ma 4.18 blèpoume to m koc pou metr�tai gia ton Ðdio kÔklo sthn
orjokanonik  kai sth genik  perÐptwsh gia ton Ðdio arijmì kìmbwn.

Sugkentrwtik� loipìn ja èqoume:

EuklÐdeia perÐptwsh - KÐnhsh upì thn epÐdrash thc kam-
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pulìthtac

∣C∣E =
1

2

∫
ncdΛ =

1

2

∫ ∫
(�,�)

nc(�, �)dΛ =

=
1

2

∣E∣∑
k=1

nc(k)ΔΛk

ìpou k h arÐjmhsh, an�mesa se ìlec tic akmèc tou gr�fou, ΔΛk to embadì tou
antÐstoiqou kelioÔ Voronoi kai nc(k) o arijmìc twn for¸n pou h sugkekrimènh
eujeÐa tèmnei thn kampÔlh C. 'Estw e = pq ∈ E kai

Ne = {j ∈ E : h tom  thc j kai thc e brÐsketai an�mesa sta p, q}

Tìte sthn akm  e ja anajèsoume to b�roc we :

we =
∑

j ∈ NeΔΛj + ΔΛe (4.7)

Genik  perÐptwsh se q¸ro Riemann-Gewdaitik  kampÔlh

∣C∣R =
1

2

∫
nc

det(D)

(u′L ⋅D ⋅ uL)3/2
dΛ

=
1

2

∫ ∫
(�,�)

nc(�, �)
det(D)

(u′L ⋅D ⋅ uL)3/2
dΛ =

=
1

2

∣E∣∑
k=1

nc(k)
det(D(p))

(u′L ⋅D(p) ⋅ uL)3/2
ΔΛk

ìpou k h arÐjmhsh, an�mesa se ìlec tic akmèc tou gr�fou, ΔΛk to embadì tou
antÐstoiqou kelioÔ Voronoi , nc(k) o arijmìc twn for¸n pou h sugkekrimènh
eujeÐa tèmnei thn kampÔlh C kai p o kìmboc ekkÐnhshc thc akm c k orÐzontac
aujaÐreta mia kateÔjunsh. 'Estw e = pq ∈ E kai

Ne = {j ∈ E : h tom  thc j kai thc e brÐsketai an�mesa sta p, q}

Tìte,sthn akm  e ja anajèsoume to b�roc we ìpou:

we =
∑

j∈Ne∪{e}

ΔΛj
det(D(pj))

(⃗j′ ⋅D(pj) ⋅ j⃗)3/2
(4.8)
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4.4 MÐa oloklhrwtik  lÔsh sthn prosèg-

gish twn M.D.E. pou perigr�foun thn

exèlixh twn gewdaitik¸n kampul¸n

mèsw gewtom¸n.

An kai oi diakritoi algìrijmoi el�qisthc tom c mègisthc ro c stouc gr�fouc
mporoÔn na qrhsimopoihjoÔn apotelesmatik� gia th beltistopoÐhsh miac
meg�lhc poikilÐac sunarthsiak¸n orismènwn se kampÔlec, parèqoun apeujeÐac
th lÔsh olikoÔ elaqÐstou qwrÐc na dÐnoun leptomèreiec gia thn exèlixh. H
exèlixh ìmwc aut , idiaÐtera sthn perÐptws  mac, mporeÐ na krÔbei shmantik�
sumper�smata kai apotelèsmata kai mìno pleonekt mata mporeÐ na prosfèrei,
kaj¸c, dedomènou ìti katal goume sthn Ðdia lÔsh mac prosfèrei mia kal 
eikìna twn topik¸n elaqÐstwn.

'Opwc eÐdame sto pr¸to kef�laio, h ro  tou sunarthsiakoÔ to opoÐo
enswmat¸nei wc epipedosÔnola tic energèc kampÔlec ìtan exelÐssetai upì th
klÐsh tou, isodunameÐ me thn exèlixh thc arqik c kampÔlhc sunìrou upì thn
epÐdrash thc exÐswshc Euler-Lagrange enìc sugkekrimènou sunarthsiakoÔ.
MimoÔmenoi, kat� mÐa ènnoia thn idèa aut  sto [49] proteÐnoun thn ulopoÐhsh
thc exèlixhc me qr sh twn gewtom¸n kai epomènwc sthn melèth mac mporoÔme
na ulopoi soume to antÐstoiqo se gr�fouc me th mèjodo twn epektamènwn
gewtom¸n.

Prokeimènou na ulopoi sei kaneÐc thn exèlixh twn kampul¸n, qwrÐc na
proqwr sei se apeujeÐac olik  elaqistopoÐhsh, ja prèpei na proseggÐsei me
k�poio trìpo thn metabol  - klÐsh thc enèrgeiac gia k�je efikt  metabol 
tou sunìrou. Epomènwc se pr¸th f�sh prèpei na brejoÔn trìpoi mètrhshc
thc apìstashc metaxÔ kampul¸n.

4.4.1 Apìstash metaxÔ kampul¸n

Up�rqoun di�fora metrik� me ta opoÐa mporeÐ kaneÐc na proseggÐsei tic
metabolèc metaxÔ diaforetik¸n sunìrwn. Sthn pragmatikìthta polÔ mikr 
èktash èqei dojeÐ sto z thma thc epilog c tou metrikoÔ sto q¸ro twn kam-
pul¸n to opoÐo prèpei na qrhsimopoihjeÐ. JewreÐtai sqedìn autonìhth h
qr sh L2 eswterikoÔ ginomènou.

Gia na ex�goume mia {bolik } gia th diamìrfwsh tou probl matìc mac
èkfrash thc apìstashc dÔo kampul¸n, upenjumÐzoume arqik� ìti h kÐnhsh
miac kampÔlhc C perigr�fetai apì èna dianusmatikì pedÐo taqut twn v = dC

dt

ìpou to di�nusma thc taqÔthtac orÐzetai gia k�je shmeÐo sto k�je sÔnoro.
Qrhsimopoi¸ntac EukleÐdio eswterikì ginìmeno kai thn klassik  L2 nìrma to
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Sq ma 4.19: H apìstash metaxÔ dÔo kampul¸n. Arister� h diaforik  optik 
gwnÐa en¸ dexi� h oloklhrwtik 

mètro gia thn metabol  tou sunìrou mporeÐ na ekfrasteÐ wc :∣∣∣∣dCdt
∣∣∣∣2 =

∫
C

∣v∣2ds = ⟨dC
dt
,
dC

dt
⟩.

Apì thn �llh, lìgw thc anagkaiìthtac epistr�teushc arijmhtik¸n tropopoi -
sewn gia th stajerìthta se perÐptwsh diaforÐsewn ([18]), mporeÐ kaneÐc na
anaparast sei thn kÐnhsh thc kampÔlhc apì isodÔnama oloklhrwtik� mè-
tra thc metabol c twn sunìrwn. Sugkekrimèna, anazhtoÔme èna metrikì
apìstashc to opoÐo na eÐnai sÔmfwno me th mètrhsh thc metabol c twn sunìr-
wn sth diaforik  perÐptwsh. Me �lla lìgia arkeÐ na isqÔei:

dist(C,Co) = ⟨d⃗C, d⃗C⟩+ o(∣dC∣2), C → Co (4.9)

ìpou d⃗C = C−Co eÐnai pedÐo dianusm�twn pou orÐzontai sthn kampÔlh Co kai
ta sundèoun me ta antÐstoiqa sthn kampÔlh C. 'Opwc faÐnetai kai sto sq ma,
h oloklhrwtik  prosèggish tou Ðdiou megèjouc upologÐzei thn apìstash:

dist(C,Co) = 2

∫
ΔC

do(p)dp (4.10)

ìpou do(p) h apìstash apì to p sto kontinìtero shmeÐo sth Co kai ΔC eÐnai
h perioq  metaxÔ twn dÔo kampul¸n.

H exèlixh miac kampÔlhc upì thn arnhtik  klÐsh enìc opoioud pote
sunarthsiakoÔ (gradient descent) mporeÐ diaisjhtik� na gÐnei antilhpt  wc mia
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diadoq  apeirost¸n bhm�twn ìpou k�je b ma epitugq�nei th mègisth dunat 
metabol  (meÐwsh) thc enèrgeiac thc kampÔlhc -sunìrou an�mesa se ìla ta
b mata tou Ðdiou megèjouc. IsodunameÐ loipìn me to akìloujo prìblhma:

min
C:dist(C,Ct)=�

F (C)

gia k�poia apeirost� mikr  tim  � ≥ 0. IsodÔnama, qrhsimopoi¸ntac pol-
laplasiastèc Lagrange mporoÔme na diatup¸soume to isodÔnamo prìblhma
qwrÐc periorismoÔc:

min
C
F (C) + �dist(C,Co)

gia k�poia aujaÐreta meg�lh tim  tou l , proc to parìn asusqètisth me to
dt   to e. ApodeiknÔetai sto [49] ìti telik� h oikogèneia twn kampul¸n Ct
elaqistopoieÐ th sun�rthsh:

Et(C) = F (C) +
1

2(t− to)
dist(C,Co) (4.11)

4.4.2 Enswm�twsh geotom¸n- epektamènwn
geotom¸n

'Opwc anafèrjhke, h jewrÐa twn geotom¸n anaptÔqjhke me stìqo thn �peu-
jeÐac olik  elaqistopoÐhsh tou dhmiourgoÔmenou sunarthsiakoÔ mèsa apì mÐa
seir� bhm�twn duadik c diamèrishc me algorÐjmouc el�qisthc tom c - mègisthc
ro c kai epibol  austhr¸n oriak¸n sunjhk¸n. MporeÐ loipìn na anarwth-
jeÐ kaneÐc p¸c mporoÔn na enswmatwjoÔn oi idèec twn gewtom¸n kai twn
epektamènwn geotom¸n se autì to plaÐsio. To pr¸to b ma paramènei anal-
loÐwto, dhlad  kataskeu�zoume èna gr�fo, stou opoÐou tic akmèc anajètoume
ta antÐstoiqa b�rh (Sqèseic (4.5),(4.6),(4.7),(4.8)) ¸ste oi grafotomèc pou
ja prokÔyoun na proseggÐzoun to sunarthsiakì F (C) to opoÐo jèloume na
elaqistopoi soume.

Sthn perÐptws  mac, prokeimènou na elaqistopoi soume to sunarthsiakì
Et(C) thc sqèshc (4.11), ja prèpei na proseggÐsoume touc ìrouc F (C) kai
dist(C,Co) me èna diakritì metrikì grafotom¸n. ParathroÔme ìmwc ìti o
ìroc F (C), mporeÐ apeujeÐac na proseggisjeÐ me thn teqnik  twn epektamènwn
gewtom¸n. Ti sumbaÐnei ìmwc me ton ìro dist(C,Co)?

An xanagr�youme thn (4.10) wc ex c:

dist(C,Co) = −2

∫
int(Co)

do(p)dp+ 2

∫
int(C)

do(p)dp

ìpou do(p) eÐnai h proshmasmènh sun�rthsh apìstashc, parathroÔme ìti o
pr¸toc ìroc eÐnai stajerìc, efìson h C eÐnai aut  pou metab�lletai. Apì
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thn �llh o deÔteroc ìroc jètei ènan topikì periorismì, o opoÐoc kat� thn
prwtarqik  jewrÐa twn grafotom¸n mporeÐ na ulopoihjeÐ wc t sÔndesmoc.
Sugkekrimèna, an jewr soume ìti h phg  s antiproswpeÔei thn parousÐa sto
eswterikì tou exelissìmenou qwrÐou, en¸ h katabìjra t antiproswpeÔei thn

parousÐa sto exwterikì tou, tìte Ds(p) = do(p)
2dt

en¸ Dt(p) = 0. UpologÐzon-
tac, loipìn, sunolik� to kìstoc thc grafotom c ja èqoume:

∣C∣ =
∑
p∈P

Dp(fp) +
∑

(p,q)∈N
p∈S,q∈T

w(p, q) = F (C) +
dist(C,Co)

2dt

4.4.3 UlopoÐhsh algorÐjmou

Sthn enìthta aut  exet�zoume thn ektèlesh tou algorÐjmou gia tic dÔo ek-
doqèc pou parousi�sthkan kai sta prohgoÔmena kef�laia. Shmei¸netai ìti
o arijmìc twn epanal yewn pou apaitoÔntai eÐnai exairetik� meg�loc kai ta
stigmiìtupa pou apeikonÐzontai apèqoun polÔ metaxÔ touc.
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Sq ma 4.20: O algìrijmoc twn epektamènwn gewtom¸n gia thn anÐqneush miac
perioq c.
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Sq ma 4.21: O algìrijmoc twn epektamènwn gewtom¸n gia thn anÐqneush
tri¸n perioq¸n.



Kef�laio 5

Efarmogh se metewrologik�
dedomèna / Sumper�smata

5.1 Kat�tmhsh metewrologik¸n dedomèn-

wn

Apì thn eugenik  paraq¸rhsh dedomènwn broqìptwshc apì thn ejnik 
epitrop  wkean¸n kai atmìsfairac tou upourgeÐou emporÐou twn H.P.A., de-
domènwn broqìptwshc gia 4612 pìleic twn H.P.A. Ta stoiqeÐa apeikonÐzontai
sto sq ma 5.1.

Arqik� ja proqwr soume se epiblepìmeno qwrismì se perioqèc gia na
doÔme tic xek�jarec perioqèc pou prokÔptoun. Autì , fusik� ja gÐnei me ton
algìrijmo tou tuqaÐou perpatht  (Sq mata 5.2-5.5). Sth sunèqeia ja doÔme
ta apotelèsmata thc autìmathc tmhmatopoÐhshs(Sq mata 5.6-5.8).

5.2 Parathr seic - sqìlia

Sta prohgoÔmena kef�laia parousi�sthkan treic diaforetik  algìrijmoi pou
aforoÔn ston entopismì perioq¸n se gr�fouc. Kajènac apì autoÔc qarak-
thrÐzetai apì meionekt mata kai an�gkh gia peretaÐrw beltÐwsh kai melèth.

∙ Arqik�, o algìrijmoc tou kefalaÐou 2, qarakthrÐzetai apì polÔ gr -
gorh sÔgklish stic perioqèc endiafèrontoc. Tautìqrona, epidèqe-
tai belti¸seic sqetik� me thn prosèggish twn diafìrwn telest¸n se
gr�fouc,me ton upologismì thc kampulìthtac me megalÔterh akrÐbeia
kaj¸c kai ìpwc anafèrjhke me th qr sh exeidikeumènwn domik¸n gr�fwn
an�loga me thn efarmog . Tautìqrona, krÐnetai skìpimo na melethjeÐ
endeqìmenh efarmog  teqnik¸n epit�qunshc tou algorÐjmou.

96
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Sq ma 5.1: Broqìptwsh se pìleic twn H.P.A.

Sq ma 5.2: ShmeÐa orismèna apì to qr sth
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Sq ma 5.3: H katanom  twn pijanot twn

Sq ma 5.4: Qwrismìc se etikètec
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Sq ma 5.5: Qwrismìc se perioqèc

Sq ma 5.6: H {filtrarismènh} èkdosh thc broqìptwshc.



KEF�ALAIO 5. EFARMOGH SEMETEWROLOGIK�A DEDOM�ENA / SUMPER�ASMATA100

Sq ma 5.7: Ektèlesh algorÐjmou
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Sq ma 5.8: Qwrismìc se perioqèc. To apotèlesma faÐnetai na apoteleÐtai apì
mÐa perioq , ìmwc oi sundèseic sto shmeÐo me kÔklo ofeÐlontai se mia polÔ
topik  omoiogèneia kai epomènwc mporeÐ na jewrhjeÐ ìti ousiastik� par�gontai
dÔo perioqèc.
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∙ Sqetik� me ton algìrijmo tou tuqaÐou peripatht , to profanèc tou
meionèkthma eÐnai ìti apaiteÐ thn èpèmbash tou qr sth kai thn epis -
mansh sugkekrimènwn shmeÐwn stic xeqwristèc perioqèc tou gr�fou.
Tautìqrona, to pedÐo efarmog c kai h epektasimìthta tou algorÐjmou
mporeÐ na qarakthristeÐ arket� periorismènh, se antÐjesh me ton {an-
tagwnistikì} algìrijmo twn grafotom¸n o opoÐoc brÐskei efarmog  se
poll� pedÐa pèran autoÔ gia to opoÐo sqedÐ�sthke. Apì thn �llh h
kal  poiìthta tou apotelèsmatoc, kajorÐzetai apì thn kal  poiìthta
tou markarÐsmatoc apì to qr sth.

∙ O algìrijmoc twn epektamènwn gewtom¸n qarakthrÐzetai apì polÔ
kal  jewrhtik  upost rixh, tìso ìswn afor� thn ulopoÐhsh (duadikèc
grafotomèc) all� kai thn akrÐbeia twn proseggÐsewn (metrikì tom c gia
gewdaitikì kampÔlhc). Apì thn �llh ìmwc, krÐnetai aparaÐthth h melèth
thc mejìdou sqetik� me thn eust�jeia kaj¸c h exèlixh thc ephre�ze-
tai exairetik� apì thn arqik  kampÔlh kaj¸c kai apì thn omalìthta
thc exèlixhc twn pollaplasiast¸n pou kajorÐzoun ton periorismì thc
apìstashc twn kampul¸n.
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